1.C.M.S.C.

~GENERALIZACAO E APLICAGUES

RSTITOTO OF CIERCAS MATENATICN OF STO CAROS

TEOREMA DE ROHLIN:

R

3
v
|
;
!
3
!
B
:
i
13

EDSON DE OLIVEIRA f

—|

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

- SAO CARLOS - SAO PAULO
BRASIL



TEOREMA DE ROHLIN:
~GENERALIZACAO E APLICAGUES

EDSON DE OLIVEIRA

DISSERTACAO APRESENTADA AO
INSTITUTO DE CIECNIAS
MATEMATICAS DE SEO CARLOS
DA UNIVERSIDADE DE SAO
PAULO, PARA OBTENCAO DO

TITULO DE
"MESTRE EM MATEMATICA"

ORIENTADOR: Prof. Dr. JANEY ANTONIO DACCACH

Sao Carlos Class. -___“T
-1978- Cutt. -0 4 X5
2 -

Tombo-




TEOREMA DE ROHLIN: GENERALIZAGKO E APLICAGOES

EDSON DE OLIVEIRA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

ORIENTADOR: PROF. DR. JANEY ANTONIO DACCACH
INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS DE SAO PAULO

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO



MARCIA ,
MELISSA
E A MEUS

PAIS



AGRADECIMENTOS

Ao nosso orientador e amigo Professor Dr. Janey Anto-
nio Daccach, pela confianca em mim depositada e pela orien
tagao neste trabalho.

Aos Professores Alice Kimie Miwa Libardi, Pedro  Luiz
Queiroz Pergher e Nelio Baldin pelo apoio amigo e pelos vé
rios seminarios realizados.

Aos Professores e colegas do Departamento de Matemiti
ca da Univérsidade Federal de Sao Carlos, pelo incentivo

constante nesta primeira etapa.

Este trabalho dependeu parcialmente
de auxilios das seguintes entidades:

CAPES, CNPq, FAPESP e FINEP.



Theorem of Rohlin: Generalization and Applications

Edson de Oliveira

Adviser: Janey Antonio Daccach

The object of this work is to prove the following Theo
rem of Rohlin: "Let M® be a compact oriented differentia-
ble 4-manifold with Stiefel-Whitney class w, equal to zero.
Then the signature I(M*) is congruent to zero modulo 16",
and also, the_Theorem of Kervaire and Milnor: "LetvM“ be a
compact oriénted differentiable 4—manifold. Let £ eH?(M,2)
be dual to the Stiefel-Whitney classe wz(M).If € 1is repre
sented by a differentiably imbedded 2-s§here in M then, the
self-intersection number E.E.must be congruent to I(M) mo
dulo 16".

Applications and examples is shown in the last chapter

 of this work.
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INTRODUGAO

Em 1952, Rohlin demonstrou o seguinte teorema: "Se M e
uma variedade diferenciavel compacta e orientada de dimen

~

sao 4, com classe de Stiefel-Whitney w,(M) = 0, entao o in.
dice de M & congruente a zero modulo 16",

Em 1958, Kervaire e Milnor apresentaram a demonstragao
desse teorema no artigo "Bernoulli Numbers, homo topy groups
and a theorem of Rohlig".

Posteriormente, em 1961, eles apresentaram no’ artigo
"On 2-spheres in 4-manifolds", a seguinte versao genera
lizada do teorema demonstrado por Rohlin: "Seja M uma va
riedade diferenciavel compacta e orientada de dimensao 4
e, suponhamos £eH2?(M,Z) dual 3 classe de StiefeifWhitney
w,(M). Se £ e representada pof um mergulho diferenciive;
da esfera S%? em M, entao o numero de interseégBes £.E deve
ser congruente ao indice de M modulo 16".

O objetivo desta dissertagao e detalhar, na medida do
possivel, os artigos de Kervaire e Milnor. A compreensao
dos mesmos nao e facil e envelvem o estudo de diversos ou
tros trabalhos.

No c;pftulo 1 do nosso trabalho, estao os pre-requisi
tos necessarios para a leitura do mesmo.

No capitulo 2, apresentamos a definig¢ao do Indice de

uma variedade e algumas de suas propriedades; a definigao:



e a construgao dos espagos de Eilenberg-MaclLane e a repre
sentagao de uma classe neH?(M,Z), por uma subvariedade.

0 capitulo 3 trata da demonstragao do teorema de
Rohlin e do teorema de Kervaire e Milnor.

No capitulo 4, encontram-se exemplos de variedades que
satisfazem o teorema de Rohlin e algumas aplicagoes do

teorema de Kervaire e Milnor.




CAPITULO 1

Neste capitulo foram colocadas nogoes preliminares e no

- , ~ . . /
tagoes que serao utilizadas nos demais capitulos.
§1. Fibrados Vetoriatis

1.1. Variedades Diferenciaveis:

A palavra variedade diferenciavel indica diferencia
(=]
vel de classe C .
Uma fungao entre duas variedades diferenciaveis sera
. . - co
suposta diferenciavel de classe C .
O bordo de uma variedade diferenciavel M, com bordo,
sera denotado por JM.
0 fibrado tangente de uma variedade diferenciavel M

sera denotado por T,

1.2. Fibrado Normal de uma Imersao:

Dada uma imersao f: M > N e possivel construir um fi
brado vetorial vf sobre M, chamado fibrado normal da imer
sao £ e, cujo espago total tambem sera denotado por Vgscom

a seguinte propriedade:

1t

£ ()

T C)vf

* - .
onde £ (Tn) denota o fibrado induzido atraves de f pelo fi

- 1 -



brado tangente de N.

1.3. Teorema:

n 1

- k
Se f: M -~ Nn e transversal a N

~ -1 '
, entao £ (N 7) e
uma subvariedade diferenciavel de M de dimensao m-(n-k).
Além disso, o fibrado normal de £ '(N') em M & induzido do

fibrado normal de N' em N.((13), pag 23, apendice 2).

§2. Produtos: Cup e Cap

l1.4. Definigao do Produto Cup:

Dadas as cocadeias aeCp(X) e bqu(X), o produto cup
| p+q - ..
a.b = avb € C (X) e definido como segue:

Seja O:Ap+q + X um simplexo singular.Consideremos as

composigoes oo Fp: Ap + X onde
Fp(to,tl,...,tp) = (to,tl,...,tp,O,...O) e
coB ¢+ A » X onde
q q
Bq(tp’tp+1""’tp+q) = (0""’O’tp’tp+1""’tp+q)'

Entao, definimos avb = a.b como a(p + qycocadeia que

a todo oeC (X) associa:
pt+q

< aub,(o)> = (-1)P'% a,00 F >.% b,00B >



Como 6(avb) = (8a) Vb + (-1)Pa u (8b), existe uma

operacao correspondente:
' +
BPx) ® ulx) » 2P 9w
tambem chamada produto cup e denotada por V.

1.5. Definigao do Produto Cap:

Para todo espago topologico X e para todo anel de coe

ficientes R, existe uma aplicagao bilinear:
N e (xR ® ¢ (X,R) > C__, (X,R)

. . i
caracterizada como segue. Para cada cocadeia beC (X,R)e pa

ra cada cadeia EECn(X,R) o produto cap bn§ e o Unico ele

mento de Cn-i(X’R) tal que <a,bn &> =<a.b,E> para todo
aec™ (X)) .
Como 3(bA E) = (8b)N E + (-1)9*™Ph A 5E, existe uma

operacao correspondente:
i .
B (X,R) ® H_(X,R) ~ H _,(X,R)

tambem chamada produto cap e denotada por N
Maiores detalhes das definigoes acima se encontram em

(9), apendice A.



Observagao: Sejam f: X - Y tal que f(A;) C B, e
£(Az) € By, ueH(Y,B)) e zeH_(X,A, U A2).
Sejam f,:(X,A;) » (Y¥,B1), f2:(X,A2)>(Y,B2)
e F: (X,A;UB,)+(Y,B;\JB,) aplicagoes defi
nidas por f. Entao em Hn_q(Y,Bz), temos

que

*
fox(£un2Z) = un £.2

((11),pag 254)

§3. Classes de Stiefel-Whitney

0 material deste paragrafo pode ser encontrado em

(91, §4.

1.6. Definigao das Classes de Stiefel-Whitney:

Para cada fibrado vetorial real § sobre um espago ba
se paracompacto B(§), corresponde uma sequencia de classes
de cohomologia wi(E)E Hi(B(E),Zz), i=0,1,2,... chamadas
as classes de Stiefel-Whitney de £, satisfazendo os axio
mas a seguir.

A classe wo(E) e igual ao elemento unidadeil e perten
ce a Ha(B(E),Zz) e, as classes wi(g) sao mulas para i>n se
£ e um fibrado vetorial feal de fibra R".

SW, Axioma da Naturalidade - se f: B(E) »B(N) e cober




ta por uma aplicagao fibrada de £ em n entao
* *
wi(E) = f (Wi(n)), i=0,1,2,...

SWa—-Axioma do Produto de Whitney -

I Ma.

wj(g ® n) = wi(z).wj_i(n)

i=0
SW3-Para o Fibrado Candonico Y. de dimensao 1, sobre a
circunferencia S! = RP(l), a classe de Stiefel-Whitney
wi(yHe BY(s',Z,) & nao nula.
A classe total de Stiefel-Whitney de um fibrado veto

rial real £ de dimensao n ée:

WE) = 1+ wi(E) + wa(E)+.. 4w (E)+ 0 +...c H (B(E),Z2) on
de B(£) & o espago base de £,

0 axioma do produto de Whitney pode ser expresso por
W ® n) = wE).wn.

A classe total de Stiefel-Whitney de  possui um ele
mento inverso em relagao ao produto cup, denotado por

w(E) = 1 + ;1(5) + wo(E) +... que pode ser construida indu

tivamente pelo algoritmo:

v (E) = wi(B) w._ (B) + wa(E) Wy _,*+...+w, (E)

1

As classes de Stiefel-Whitney de wuma variedade dife

renciavel M sao por definigao, as classes de Stiefel-



-Whitney do fibrado tangente TM.

1.7. Definig3o dos Nimeros de Stiefel-Whitney:

Seja M uma variedade diférenciivel, compacta, de di
mensao n. Sejam T1sT2,000sT , nllmeros inteiros nao negati
vos tais que r; + 2r, +...+nrn = n. Um numeros de Stiefel-
~Whitney de M e:

I rn
wi (M) ...wn(M) (M) € Z,

onde (M) e a classe fundamental de homologia de M.

1.8. Teorema:

. . . - n
Uma variedade diferenciavel M compacta e sem bordo,
- . . .- n+1l
e bordo de uma variedade diferenciavel W compacta se, e
somente se, os numeros de Stiefel-Whitney de M sao nulos.

((9), pag 53).

§4. Fibrado de Hopf

1.9. Definigao do Fibrado de Hopf:

n
R 2n+1
seja 8™ = ((Zo,21,...,2 )¢ ™| |z, ]2 = 1}. se

i=0 -
ja CP(n) o espago projetivo complexo, representado como as

(n+1l)~-uplas de numeros complexos nao todos nulos, com a re




lagao de equivalencia:

(ZQ,Zl,...,Zn]~(>\Zo,>\zl,---,)\Zn] Onde )\EC e X * 0

2n+1

A aplicagao de Hopf H: S + CP(n) e definida por

H(ZO,ZI,...,Zn) = (Zo,Zl,...,Zn) para cada (Zo,Zl,...Zn)e

2n+1l
S

s?™*! se fibra sobre CP(n) com fibra S!, relativamente

a H. ((12),pag.106,107,108).

2n+1

Esse fibrado S!%& § e chamado fibrado de Hopf.
vH
CP(n)

Em particular quando n = 1, CP(l) pode ser identifica

do com a esfera S? e o fibrado de Hopf fica:

sl (_’ S3
vH
SZ

§5. Cobordismo

1.10. Definigao de Uniao Disjunta:

Sejam M e N espagos topologicos tais que MAN = ¢.

Definimos a uniao disjunta de M e N, denotada por
M + N, como sendo o espago topolagico constituido pelo con
junto MUN com a seguinte topologia:

UCM + N e aberto <—> UAM e aberto em M e UNN e

aberto em N,



E claro que M e N conservam suas proprias topoiogias

e sao abertos em M + N.
Se T eT' definem uma estrutura diferenciavel em M e N
respectivamente, entao T U T' define uma estrutura diferen

ciavel em M + N.

1.11. Definigao de Cobordismo:

Sejam'M e N variedades diferenciaveis compactas de
dimensao n. Diremos que elas sao cobordaétes,‘ou que per
tencem a mesma classe de cobordismo nao orientado se, exis
te uma variedade compacta W de dimensao n + 1 tal que oW
e difeomorfa a M + N.

0 cobordismo € uma relagao de equivalencia sobre o
conjunto das variedades diferenciaveis compactas sem bordo
de mesma dimensao.

Duas variedades diferenciaveis M e N compactas e
orientadas de dimensao n, pertencem a mesma classe de co
bordismo orientado se, existe uma variedade diferenciavel

W compacta de dimensao n + 1 orientada, com bordo, tal que

OW = M +(-N) onde -N & N com orientagao oposta.
§6. Fibrados Orientados e o Isomorfismo de Thom.

1.12. Definigao de Fibrado Orientado:

Um fibrado vetorial real orientado £ de dimensao n,




e um fibrado vetorial real E munido de uma orientagao pa
&l
B
ra cada fibra, tal que essas orientagoes sao localmente
compativeis no seguinte sentido: para cada ponto by do es
pago base existe uma vizinhanga N e n segoes C1sC2seveyC ?
N - E, tal que para cada beN o8 vetores cl(b),...,cn(b)fog
mam uma base para a fibra Fb que e compativel com a dada
orientagao de F, .
Em termos de cohomologia, 1isto significa que pa
ra cada fibra F existe associado um gerador pre-fixado
uFSHn(F,Fo,Z) onde Fo = EoNF e Eo @ o conjunto de todos
os elementos nao nulos de E.
A condigao de compatibilidade local implica que para
todo ponto da base, existe uma vizinhanga N e uma classe
de cohomologia uan(n-l(N),w—l(N)o,z) de modo que para to

-

da fibra F sobre B, a restrigao de u] eHn(F,Fo,Z)
(F,FO)
i1gual a up -
1.13. Teorema:
Um fibrado £ e orientado se,e somente se, w;(§) = 0
((12), pag 199).

1.14. Classe de Thom:

Seja & um fibrado vetorial real orientado de dimen

sao n, com espago total E. Entao Hl(E,EO,Z) = 0 para i<n



e Hn(E,Eo,Z) contem wuma, e somente uma classe de
cohomologia p, chamada classe de Thom cuja restrigao

u[F F eHn(F,Fo,Z) e o gerador escolhido uF para cada fibra
s L0

F. ((9), pag 110).

1.15. Teorema do Isomorfismo de Thom:

Seja & um fibrado vetorial real orientado de dimen
sao n com espago base B, espago total E e projegao m: E-+B.
Entao os homomorfismos:

0: BY(B) » H'TM(E,Eo), 6(x) = 7 (x)U u, xeH’ (B)

e
¥ Hr+n(Eb,E,) - Hr(B), ¥(x) = m (unAx), err+n(E,Eo)
sao isomorfismos. ((14), pag 309).
§7. Classes de Euler
1.16. Definigao da Classe de Euler:
A classe de Euler de um fibrado vetorial real £ o

rientado de dimensao n, com espago total E, espago base B
e projegao m: E - B,e a classe de cohomologia e(£)eH"(B,2)

~ . n n
que corresponde a uIE pelo isomorfismo candnico 7" :H (B,Z)~+H (E,2)

induzido pela projegcao ™, onde U e a classe de Thom.

- 10 -



Ou seja, se considerarmos o homomorfismo
, * n n
i ¢ H (E,E¢,2) » H (E,Z)
w*oulg

induzido pela inclusao i: E -~ E,Ep e se e(f) for a classe

- * *
de Euler do fibrado &, entao: T (e(§)) = pIE = i (u)

*
i%(B,z) ——> HP(E,2Z)

*
1
B (E,Eo,2)
1.17. Propriedade (Naturalidade):

Se f: B(§) -~ B(n) e coberta por uma aplicagao fibra

da que preserva a orientagao de £ em n,entao e(f)= f*(egp),

1.18. Teorema:

0 homomorfismo reducao modulo 2:
H'(B,2) > H (B,Z2)

leva a classe de Euler e(£) na classe de Stiefel-Whitney

wn(E). ((9), pag 99).

1.19. Teorema:
Se M e uma variedade diferenciavel compacta e orien

- 11 -



tada entao, o indice de Kronecker e(Tm).[M}, usando coefi
. . . I3 . - . - - .
cientes racionais ou inteiros, e igual a caracteristica de

Euler X(M). ((9), pag 130).
§8. Fibrados de Stiefel

1.20. Definigao:

Seja £ um fibrado vetorial real de dimensao n, com

espago base B. Para cada r<n, temos associado um fibrado

n n_r(E) com espago base B e fibra a variedade de Stie-
r

_ - 0(n)
fel Y = Vn,n-r 0(c)

» consistindo de todas as (n-1r)-
-uplas de vetores ortonormais no espago R™.

Esse fibrado Gn’n_r(g) e chamado fibrado de Stiefel
associado a variedade de Stiefel Yt.

Por definigao o espago total de Vn’n_r(g)consiste de
todos os pares (x,(vl,vz,...,vn_r)) onde (vl,vz,...,vn_r )

e uma (n-r)-upla de vetores ortonormais na fibra sobre x.

1.21. Teorema:

A variedade de Stiefel Y' & conexa por caminho e
Wi(Yr) = 0 para i<r e:
Z se r e par ou n-r = 1
m (Y =
Z, se r e impar e n-r > 1

((12), pag 132).




1.22. Teorema:

Sejam Y'Y = v! = Ln) as variedades de Stiefel -

n,n-q U(q)
complexas, consistindo das (n=-q)-uplas de vetores ortonor

. n
mais no espag¢o complexo C .,

Entao, 0, se i <2q + 1

1
q =
ﬂi(Y )
Z, se i =2q + 1

((12), pag 133).
§9. Obstrugao e Classes de Chern
A teoria de Obstrugao, se encontra em (12), capitulo

Enunciaremos apenas 0 seguinte teorema, bastante utili

zado em nosso\trabalho.

1.23. Teorema:

Seja £ um fibrado Y& B onde K e um complexo finito
X
(como definido em (12), pag 100) e Y & q-simples. Seja L
um sub-complexo de K e seja f uma segao de § restrita a
LUKq; K9 indica o q-esqueleto de K.

Suponhamos wq(Y) # 0. Entao, o anulamento da <classe

de obstrugao c(f,E)e Hq+1(K,L,nq(Y)) e condigao necessa

_13_



ria e suficiente para que haja uma extensao de f

em LUKI'',

1.24. As Classes de Chern Definidas como Obstrugao:

Seja n um fibrado vetorial complexo de dimensao m
com espago base um complexo celular K. Consideremos n' o

. m-1 .
fibrado em esferas S associado.

Seja né o fibrado de Stiefel associado, que tem co
mo fibra a variedade de Stiefel Y'Y U(m)
U(q)

Como U(0) C U(1)C ... € U(m-1), temos as projegoes

naturais:

U(m) = Y'® > y'1->...> y'm-1 g2m-1
e qu-l e um fibrado vetorial complexo em esferas qu-z,
sobre Y'9.
Essas projegoes induzem projegoes entre os espagos
totais:

B'® » B'!> ... »B'™ sk

e, qualquer composigao delas e a projegao de um fibrado so
bre K, com fibra uma variedade de Stiefel ((12), pag 210).

| Pof exemplo, a composigao B'? » B'9*' 5 .-k & a
projegao do fibrado né.

De acordo com o teorema 1.22., temos que

129=1, _
TTuq-l(Y ) =2

- 14 -




- . . . ~ 2q-1 .
e 0o primeiro grupo de homotopia nao nulo de Y' 7%, Existe

uma.mxao f de n' restrita ao (4q-1)-esqueleto e, por

2q—1
tanto, a obstrugao c(n'zq_l,f) para a extensao de f ao 4q-
-esqueleto de K & um elemento de H q(K.TT...q-x(Y'zq—l)) = 9K, 2)

Definimos a classe de Chern Czq(n')e B*4(x, 2) como

sendo a obstrugao c(n'’ o E).

Zq—
Analogamente, usando o grupo O(m) em vez de U(m), po
demos definir as classes de Stiefel-Whitney como obstru

goes.
§10. Classes de Pontrjagin

1.25. Definigdo das Classes de Pontrjagin:

Seja £ um fibrado vetorial real de dimensao n com es
pago base B.

Seja Ec =% ® C o fibrado complexificagao de £.

A i-esima classe de Pontrjagin»pi(i)e H“i(B,Z) e de
finida por:

(&) = (-1 ¢, (&)

21

A classe total de Pontrjagin e:

p(g&) =1 + p1(E) +...+ p &) ,

n, . .. . . . ; .
onde (E) indica o maior inteiro menor ou igual a

Nl

- 15 -



1.26. Teorema:

i) Se ek e o fibrado vetorial trivial de dimensao k,

entao p(§ @ Ek) = p(&).

ii) Se £ e n sao fibrados vetoriais reais,p(§ ® n)=

= p(E).p(n) + (elementos de ordem 2)

iii) Se £ e um fibrado vetorial real orientado de  di
mensao 2k, entao pk(E) = e(E).e(E). ((9),pag 174,
175,179).

1.27. Lema (Naturalidade):

Se f: B > B' & coberta por uma aplicagao fibrada en

- *
tre os fibrados vetoriais £ e n, entao f p(n) = p(&).

1.28. Lema:

Seja CP(n) o espagco projetivo complexo.
~ 2 n+1 2 -
Entao, p(CP(n)) = (l+a°) onde 0eH®(CP(n),2) e ge

rador. Em outras palavras, pk(CP(n)) =(n + 1) o2k ((9),pag

k
177).

§11. 0 Isomorfismo de Hurewicz

1.29. Teorema:
Seja X um espago conexo com ni(x) =0 para todo

- 16 -



i<n (n>2). Entao, Hi(X) = 0 para todo i<n e ﬂn(X)= Hn(X,Z)

((10), pag 78).
§12. Dualidade de Poincaré e Lefschetsz

1.30. Teorema de Dualidade:

Seja M uma variedade sem bordo diferenciavel compac
ta e orientada de dimensao n e seja (A,B) um par de subva

riedades compactas de M. Entao,
D: H_(M-B,4-A) > 2" %A, B)
e um isomorfismo ((11), pag 296).

1.31. Corolario (Dualidade de Poincaré):

Se M for uma variedade diferenciavel compacta (sem

bordo) orientada de dimensao n, entao:
p: HY (M) > H__. (M)
) n-i

definida por D(a) = a A (M): e um isomorfismo.((1l1l], pag

297).

1.32. Teorema da Dualidade de Lefschetz:
Se Q" & uma variedade diferenciavel compacta e orien
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tada, com bordo, entao: |
{

17T (Q, 30)

1

H ()

((l16), pag 156).

§13. Classificagao de Fibrados

1.33. Teorema:

. -~ . . n

As classes de equivalencia de fibrados n sobre S

com grupo G, estao em correspondencia biunivoca com as
classes de equivalencia de wn_l(G) sob as operagoes de

Mo (G). Tal correspondencia & dada por n + X(o) onde o e um
gerador de ﬂn(SF) e X: wn(Sn) - ﬂn_l(G) e um homomorfismo

caracteristico de n. ((12), pag 99).



CAPITULO 2

Neste capitulo, definiremos o Indice de uma varieda
de e enunciaremos algumas de suas propriedades., Dentre

elas demonstraremos a seguinte!
I(MFEN) = I(M) + I(N)

Definiremos ainda os espagos de Eilenberg MacLane
K(G,n) e mostraremos a sua construgao. Como exemplo, cons
truiremos o complexo CW,K(Z,2).

Em :seguida demonstraremos que: dada ~ uma classe
neH?(M*,Z), onde M" & uma variedade diferenciavel compacta
e orientada, existe um mergulho g: N2~?* M4 tal que

g, (N?) = np (M*).
§1. Indice de uma Variedade

2.1. Definigao:

. . . .- n
0O indice de uma variedade diferenciavel M compacta e

orientada, denotado por I(M), & definido como:

a) I(M) 0 se n # 4k para algum inteiro k.

b) Se n 4k entao I(M) & o Indice da forma bilinear

simetrica nao singular:



6: H2SmM,R) x u’¥(M,R) > R

(x,y) > ¢(x,y) <X W ¥, (M)>

2.2. Propriedades do Indice:

1l
{

a) I(M+N) I(M) + I(N); I(-M) = I(M).

b) I(MxN) I(M).I(N).

c) Se M & uma variedade diferenciavel compacta e ori

entada entao, I(M) = X(M) mod 2 ((16), pag 170).

d) I(CP(2k))=1

e) Se M e uma variedade diferenciavel - de dimensao
(4n+1), compacta e orientada entao, I(aM) = 0

((163,169).

£) I(M3E N) = I(M+N) = I(M) + I(N).
Demanstragao de f:

Antes, vamos definir a variedade de X(M,¢). Dada wuma
. . ~ A=1  on-A
variedade M de dimensao n-1 e um mergulho ¢: S x D + M,
, - o - - .
seja M' = M ~ ¢(SX 1XO) e W' = M'V (DA x s° A 1).Deflnamos
em W' uma relagao de equivalencia E, identificando ¢(u,6v)
-1 ) -
com (OBu,v) para cada u € SA s V E st A1 , 0<6<1.

1
Seja W = g— . Denotaremos W = X(M,¢) e diremos que W

foi obtida de M por meio de uma cirurgia do tipo (A,n-1).

Seja Q a uniao disjunta das variedades M e N,denotada
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. ' 0 On-
por M + N. Se considerarmos o mergulho ¢: S x Dn !

+ Q tal
que:
On-1 - On-1

¢(-1 x D Y M e ¢(1 xD YC N.

entao,
068 x Y (! x s™7H _ .

X(Q"b) - E " = M#N

Como M + N e uma variedade diferenciavel e M¥# N . e

obtida de M + N por uma cirurgia entao, M + N e M¥F N sao
cobordantes ((2), pag 33).
Desde que variedades cobordantes tem o mesmo indice,sg

gue que I(MFEN) = I(M+N) = I(M) + I(N).
§2. Espagos de Eilenberg-MacLane

2.3. Definicgao:

Seja G um grupo abeliano. Um complexo CW e chamado es
pago de Eilenberg-MacLane do tipo (G,n) e,e denotado por

K(G,n), se:

wi(K(G,n)) =

2.4. Construgao:
Consideremos um grupo abeliano G e um numero inteiro
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n, n>2. Vamos construir um complexo CW, K(G,n).
Seja 0 > R > F > G + 0 uma resolugao livre de G, isto
e, uma sequencia exata onde R e F sao grupos abelianos 1i

vres. Sejam {ai}iel e {bj}jeJ bases de R e F respectiva

mente. Seja X o espago obtido da reuniao por um ponto, das
n-eferas S? » jeJ. Para cada a;, tomemos uma (n+l)=- celula
e., e consideremos o espago Y que se obtém colando cada
uma dessas (n+l)-celulas aX, atraves da aplicagao
fi: éi + X, onde [fi) = a; Eﬁn(X) =TF e, éi denota o bordo

de e, . Temos que ﬁn(Y) z G,

Estamos assim, no seguinte estagio:
mT.(Y) =
(D

Para que Y seja um K(G,n), e necessario que ﬂj(Y) =0
para todo j>n.

Suponhamos que Wr(Y) # 0 para algum r>n. Entao existe

+1

f: ST > Y representando (fle ﬂr(Y). Seja Y' =Y Us e’ ,
r+1 - -

onde e e uma (r+l)=-celula. Fazendo isto para todos 0os

geradores de ﬂr(Y), obteremos o espago fltal que ﬂr(§) =0

e ﬂi(Y) = ﬂi(§) para todo i<r.

2.5. Exemplos:

Como aplicagao de 2.4., vamos construir o complexo

CW, K(Z,2).




id

Consideremos a sequencia 0 - 0 = Z >Z > 0 que e
uma resolugao livre de Z e, seja {a;} uma base de Z.

Temos entao que Y = s?2 z ¢P(l) e, portanto,

0 se 1.=1
T, (P (1)) =
Z se 1 = 2
Conhecemos que T3(S2?) = Z(h,), onde h; é a fibragao de

Hopf §! e s ,
+h,

SZ

Chamemos de Y; = S? \Jh e". Sabemos que Y, = CP(2).
1

Considerando o fibrado de Hopf gl e g% , temos a
+ho

cP(2)

sequencia exata de homotopia:
+ m2(8%) > M (CP(2)) » my(8?) » m(8%) » ...
Desde que T,(S°) = m;(S%) = 0 entao,mp(CP(2)z mi(S').
Como m;(S') = Z, concluimos que W,(€P(2)) = Z.

Analqgamente decorre da:- sequencia exata de homotopia

acima que:
m1(CGP(2)) = 0,m3(CP(2)) = 0,my(CP(2)) = 0,m5(CP(2))=Z(h,)

Portanto , yA se 1 = 2

m,(cP(2)) =
* 0 se i<4 e i # 2



Chamemos Y, = CP(2) \thes. Sabemos que Y, = CP(3).

Considerando o fibrado de Hopf §! > s’ , temos a se
‘ths
quencia exata de homotopia: CP(3)

vew > Ta(87) > Wa(CP(3)) » mM(8Y) > mi(sT) ~ ..

Desde que T2(S’) = 0 e m;(S?) = 0 entdo m,(CP(3)) = m(S")

mn

Como m;(S!) = Z, concluimos que m,(CP(3)) = 2.

Analogamente decorre da sequencia acima que:

m1(CP(3)) = 0,m3(CP(3)) 0,m4(CP(3)) = 0,ms(CP(3)) = 0O,

Te (CP(3)) = 0,m,(CP(3)) Z(hj).

n

Assim, Z se 1 = 2
ﬂi(CP(3)) =

Repetindo esse raciocinio sucessivamente, obteremos o

complexo CW, CP(«), tal que:
T (CP(=)) =
0 se i # 2
Portanto, CP(®) e um espago Eilenberg MacLane do tipo

K(Z,2).

2.5. Exemplo:

RP(®) & um espago de Eilenberg Maclane do tipo

K(Z,,1).

2.7. Exemplo:

S! & um espago de Eilenberg MacLane do tipo K(Z,1).
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§3. Representagao de neH*(M,2) Por uma Subvariedade

2.8. Teorema:-

Existe uma correspondencia biunivoca:
(X,K(m,n)) <+ H"(X,m)

dada por (f) <+~ f*(ln) onde, 1n€Hn(K(ﬂ,n),ﬂ) e uma classe

fundamental dé K(m,n). ((10), pag 3).

2.9. Teorema:

Seja M" uma variedade diferenciavel compacta, orienta
da e seja_neHz(M,Z). Entao, existe um mergulho g: NZ - M*
tal que g,(N) =‘n N (M).

Neste caso, dizemos que N e uma variedade dual de n.

Demonstragao:

Por 2.8., existe uma correspondencia biunivoca
H2(M,Z) <+ (M,K(Z,2)) = (M,CP(®))
‘ *
Como neH?(M,Z), existe f: M » CP(®)tal que f (a') = n
onde a'eH2(CP(®),Z) & um gerador.

Desde que M e compacta, im £ ¢ CP(N) para algum N.

- *
Temos entao f: M » CP(N) com. £ (a") = n onde,
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a"eH? (CP(N),Z) & um gerador.

Sendo CP(N-1) uma subvariedade fechada de CP(N), de co
dimensao 2, existe h: M =+ CP(N) diferenciavel, transversal
a CP(N-1) e homotgpica a f. ((14), pag 224).

Assim, h*(a") = n. Logo h-l(CP(N-l)) = N2 & uma subva
riedade compacta de M, de dimensao 2, e assim, existe um
mergulho g: NZ o+ M,

Falta demonstrar que g,(N) = n A (M).

Como M e CP(N) sao complexos CW, decorre que h & homo
topica a uma aplicagao celular q: M + CP(2).((14),pag 91).

Consideremos Vg o fibrado normal de N em M e seja

2l
N

g': N » vg a segao nula de vg‘

Podemos entao, formar o seguinte diagrama comutativo:

Jo

onde j, e, i, sao inclusoes naturais.

jm.’

0 teorema do isomorfismo de Thom, garante que a aplica

Vi HL(V 50V ) > Ha (1)




dada por Y(2) = m, (u n Z) onde peHz(vg,avg) e a classe
de Thom, e um isomorfismo.
Assim, denotando por ( ) o gerador de Hu(vg,ng),temos

que Y({ )) = 7w (un( )) = (N). Logo,

g*'ﬂ*(uf\[ 1) = g,(N),

Como g iog', entao: i,g' M. (un( )) = g,(N) ou seja,

i (unC 1)) g, (NI,
- *
O isomorfismo excisao e : HZ(M,M-N) - Hz(vg,avg), nos

%*
fornece que Y = e (uM) onde, eHZ(M,M-N) .

My
. *

Portanto, 1*(e By n () = g,(N).

Da definigao de produto cap (ver observacao de 1.6.) ,

decorre que:

My N ey () = g, (N).

Como jM: Hy(M) > Hy(M,M-N) e tambem um isomorfismo (a
: *
demonstragao deste fato nao e obvia), temos em decorrencia

que e

*
jM(uM)/\ (M) = g, (N).

- *
Danaturalidade daclasse de Thom, segue que jM(uM) = 1.

Assim,

g, (N) nnA (M)

e o teorema esta provado.



CAPITULO 3

Neste capitulo apresentaremos a demonstragao do teore
ma de Rohlin e do teorema de Kervaire e Milnor.
Todas as variedades consideradas neste paragrafo,serao

supostas orientadas.

§1. Teorema de Rohlin

3.1. Proposigao:

Seja M" uma variedade diferenciavel compacta com

wy (MY) 0. Entao, M* @ quase paralelizavel.

Demonstragao:

Seja 1
¥
M

M © fibrado tangente da variedade M. Considere

mos ﬁu,q-r(TM), 0<r<4, o fibrado de Stiefel associado, com

fibra a variedade de Stiefel Y = Vi,u—r,
Para r = 1 temos, por 1.21. que Y'® & o-comnexo e por
tanto, existe uma segao do fibrado Vq’a(TM) sobre o l-es

queleto K! de M.
Essa segEo se estende ao 2-esqueleto de M se, e somen
te se, a obstrugao c(TM)e H® (M, T,(Y!)) for nula.

Como m,(Y!) = Z, entao m,;(Y!) & canonicamente isomor




fo a Z,. Desde que M & ofientével, o fibrado de <coeficien

tes e trivial e por cénseguinée, c(TM) = WZ(M)E H2(M,Z,).
Da hipotese, temos que wp (M) = b;-entio .C(TM) % 0.
Logo, o fibrado Ty admite um campo de tres vetores 1li

nearmente independentes sobre o 2-esqueleto K? de M e por

tanto, T, | 2 £'@® 6% onde 6% & trivial,
M_Kz
Assim w;(T ) = wi(E'@® 8%) = w,(El).
M K2
0 fato de T ser orientavel => w; (T ) = 0 =
Mi, 2 M|, 2
K K
=> w;(&') =0 => &! & orientavel e, como consequencia, o

grupo estrutural de £' & um grupo com um s0 elementojdisso
resulta que §£' & trivial, Como implicagao desse fato,temos

que T, &6 trivial. Podemos entao construir o fibrado n 50
¥
K2

bre Ks/Kz, colapsando K?. Mas K3/K2 e um bouquet finito

de esferas S°, digamos Sf,Sg,...,S: unidas por um ponto e

~

n e trivial se, e somente se, as restrigaes ni =n sao

3
S;

triviais. Por outro lado n e trivial se, e somente se,o

g3
i
fibrado -principal associado:
S0(4) — #i e trivial

¥

g3
i

Pelo teorema 1.33., as classes de equivalancia dos fi

brados sobre S® com grupo S0(4), estaoc em correspondencia
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biunivoca com as classes de equivalencia dos elementos de

m,(S0(4)). Porem, wo(S0(4)) =0 ((12), pag 118).

Logo, T e trivial.
M. 3
K
Como M-x tem o mesmo tipo de homotopia de um subcom
plexo do 3-esqueleto de M entao T e trivial e assim,

M
M-x
M e quase paralelizavel.

3.2. Definicao de Join:

Sejam X e Y dois espagos topologicos e I = (0,1).0

Join de X e Y, denotado por X x Y, & o espago quociente

X x I xY

= onde Vv & a relagao de -equivalencia

(x,0,y) v(x',0,y), (x,1,y) ~ (x,1,y') para todo x,x'eX e
todo y,y'eY.

A classe de equivalencia de (x,y,t) sera denotada por
<x,t,y>.

Podemos entao pensar do Join X * Y como sendo o espa
¢o parametrizado por t onde, para t = 0 temos Y,para t =1
temos X e, para 0<t<l temos X X Y.

Exemplo: s « s™ = Sn+m+l

3.3. Definigao de Suspensao:

Seja I = (0,1). Para qualquer espago topologico X a

X x I
on
N -

suspensao de X, indicada por SX, e o quociente

de v e a relagao de equivalencia (x,0)v(x',0),(x,1)~(x"',1)
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para todo x,x'eX.

A classe de equivalencia de (x,t) sera denotada por
<x,t>.

Exemplo: S(Sn) 2 Sn+1

3.4. Construgao Hopf:

Dada uma fungao f: X X Y » Z, a construgao de Hopf as
sociada a f e a fungao: H(f): X x Y » SZ, definida por

H(f)<x,t,y>

n

<f(st):t>'

3.5. Definigao:

0 J-homomorfismo e um homomorfismo

n

J: wr(SO(n)) > “r+n(s )
definido da seguinte maneira:
Seja o € nr(SO(n)) representada por uma fungao
£: 8¥ > s0(n).
n ~ n n
SO(n) atua em R com uma agao 6: SO0(n) X R -+ R da
da por O0(A,v) = A.v. Esta agao se restringe a uma agEo,,
1 n-1

6: S0(n) x Sn— -+ S

(A’V) d on

Temos entao uma fungao bem definida:



dada por E(x,y) = f(x).y

A construgao de Hopf asssociada a f nos fornece

H(E): s¥ % 87! 2 s¥*™ & g(s" " !yz s®

114

~ n
Seja (H(£)) & Mran(S)

Definimos J(a) = (H(E)) ((5), pag , 212).

a classe de homotopia de H(E).

3.6. Observagao:

, ] -1 +k—-1 )
Sejam 1i: Vk + r" k um mergulho de uma variedade
. .- k-1 . g m+k-1
diferenciavel compacta V no espago euclidiano R e
; -1 +k-

v® o fibrado normal de Vk em R® k-1

Entao V" admite um campo de vetores ortonormais
Fm = {vl,vz,..,,vm}.

m+k-1 . .
Um ponto Z€R numa vizinhanga tubular B de V, de
. -1 +k-1

raio p, pertence a um plano 7 normal a Vk em Rm k , tal
que T M\ Vk_l = {x}.

Sejam Zl,Zz,---,Zm as coordenadas de Z em relagio aos

m
vetores v;(x),vz(x),...,vm(x), z (Zi)2 < p2. Podemos en
i=1
~ . k=1 . ~
tao associar a (V ,Fm) uma aplicagao:
+k-1 . .
¢ s™ k -> Sm, definida por:

1 1
$(sZ) = (1-2y2,2y1(1—y2)/é,...,Zym(l-yz)/%para ZeB

o(s™ ¥ '_sB) = (-1,0,...,0)
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onde Y.
i

finida por:

s(tl, t2,v-o,t

m+k=1 )
t I (e;)
i=1
3.7. Observagao:
¢ e homotopia a zero se, e somente se, exiéte uma va
- -1
riedade diferenciavel Qk, com bordo Vk , mergulhada em
+k -
R" k=1 , tal que:
. .~ k-1 k -
i) a restrigao a V do mergulho de Q e o mergu
-1 -1 '
lho i: vET' o gBYRTH
+k-1
ii) Qk encontra R" k ortogonalmente de modo que,a
~ -1
restrigao a Vk do fibrado normal de Qk em
+ - » . -1
R k, e exatamente o fibrado normal de Vk em
Rm+k-1
.. ~ . k ~
iii) a se¢ao f pode ser estendida a Q como uma segao
F do fibrado prancipal associado ao fibrado nor
+
mal de Qk em rR™ k.
Esses fatos seguem de [15], capitulo I e lemas IV-5 e
IvV-5"'.
3.8. Proposigao:

)y = 1-t2 2t 2tm+k--1
m+k-1 (T567 » Toez »0v» "T3ez ) conm



+k

Seja uaﬂk_l(SO(m)). Consideremos Mk<C R uma varie

dade diferenciavel quase paralelizavel e v o fibrado nor

k m+k

mal de M" em R . Seja f uma segao do fibrado principal

associado ao fibrado normal Vv restrito a M-xg, tal que
c(v,f) = o onde c(v,f) € a obstrugao para a extensao de f.

Entao Ja = O,

Demonstragao:

Sejam Mk uma variedade diferenciavel mergulhada em
Rm+k e f uma segao do fibrado normal de Mk em Rm+k, restri
to a Mk—xo.

Modificando esse mergulho por um difeomorfismo de

m+k

R » podemos

um hemisferio
lom
plano R™ k 1,

tida no outro

. . s k -
assumir que alguma vizinhanga de x, em M e

num dos semi-espagos determinados pelo hiper

k -
enquanto que a parte restante de M esta con

lado do hiperplano Rm+k-1.

Removendo essa vizinhanga, obtemos: uma variedade
Q* € R™¥ com bordo s¥"'<c R¥c Rm+k-1, cuja restrigao a
sk™t g o mergulho i: gh-i, gutk-1

A segao f restrita a Sk-l, nos fornece uma aplicagao
q: Sk- + SO0(m) que representa a classe de homotopia

c(v,f) = a, isto &,(q) = aem, _, (80(m)).

A interpretagao do J-homomorfismo

J: w (s™)

k-1(80(m)) > =

m+k-1



dada em (6}, §1. pag 349, nos formece Jc(v,f) = (¢) onde

+k=-1 - . ~ . . ’ ~
¢: s™ k +s™ & a aplicagao definida na observagao 3.6.

k - . . .- s e
Como Q e uma variedade diferenciavel que satisfaz as
condigoes i,ii,iii da observagao 3.7., segue que ¢ & homo

Je(v,f) = 0.

topica a zero, ou seja: Jo

3.9. Observagao:

Seja & um fibrado com fibra F, grupo estrutﬁral G, es
paco base K e projecao p. Seja a aplicagao h:—F + H, onde
H & um G-espaco e h & equivariante.

Entao, e possivel construir o fibrado>ass6ciado E' com
fibra H, espago base K e projegao p'. Podemos supor que oOs
fibrados & e &' tem as mesmas vizinhangas coordenadas
U.,jed. Para . cada jeJ sejam ¢j: Uj x F ¢'p-;(Uj) e

J

¢3: Uj X H -+ pi-l(Uj) as fungoes coordenadas de.E e &' feg

pectivamente.

Nessas condigdes, temos. uma aplicag@o h do espago to
tal de & no espago total de §',definida por h -= ¢30go¢31
onde g(x) = (x,h(x)), tal que o diagrama abaixo comuta:

p 820LR), o x g

¢j1 /? | 1¢3

£ .._L> £'
P K_ P
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Seja f uma segao de £ restrita ao r-esqueleto de K e
c(£,f) a obstrucap para a extensao de f ao (r+l)-esqueleto
de K. A aplicagao f' = hof & uma segao de ' restrita ao
r-esqueleto de K. Se c(§',f') € a obstrugao para a exten

sao de f', temos:

3.10. Proposigao:

h,c(E,f) = c(&€',f"), onde h, e um homomorfismo na co
homologia de K induzido pelo homomorfismo h: ﬂr(F) > ﬂr(H)
e onde h & o homomorfismo induzido em homotopia pela apli

cagao h: F » H,
Demonstragao:

Seja 0 uma r-célula do r-esqueleto de K. Os fibrados
£ e £' restritos a 0 sao triviais. Assim, temos aplicagoes
fibradas:

: 0o X F » ': o x > !
by £y e ol B> £}

e aplicagoes

tais que:
¢0(P(5),Pc(b)) = b para beEG

¢;(p'(b').pé(b')) =b' para b'efl



Entao:

-1

-1
(p(b),p (b)) = ¢_ (b) e (p'(d"),p' (")) = ¢° "(b")
g o g g
Sendo T, a projegao no segundo fator, temos que:

P () = Moo (B) e pl(b') = mol T (b")

Se b = f(x) e b' = £f'(x), onde x€0 e 0 denota o bordo

de 0 entao,

pcf(x) = W20¢;lf(x) e péof'(x) = ﬂ20¢é-1f'(x).

Portanto, podemos escrever o seguinte diagrama ' comu

tativo:

=2

. -1 -1
ou seja, ho'n‘zocbo of =,ﬂ20¢é of'

Desde que c(&,f) = [pooflél e c(&',f') = Ipéof'/&].
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entao:

] 0 -1 .
hoc(g,f) = h*[poof/ol = LhoPOOf/o] = [horzo¢c of /o) =
= tnzo%"ofﬂ/é) = (plof' /3 ) = e(E',£").

3.11. Proposigao:

Seja & um fibrado com fibra SO(m) e espago base uma
variedade diferenciavel compacta K de-dimepsEo 4n<m.

Seja f uma segEo de £ restrita ao (4n-1) esqueleto
de K.

Entao a classe de obstrugao c(&,f)e Hkn(K,‘nun_l(SO(m)))
relaciona-se com a classe de Pontrjagin pn(E), atraves da

identidade:

pn(E) = ¢ an(Zn-l)! c(&,f)

onde a e igual a 1 se n for par e a_ e igual a 2 se n for

L
impar.
Demonstragao:

Consideremos o fibrado complexo §' com fibra U(m) e es

pago base K associado a &. Denotemos por &" o fibrado com
U(m)

) . .
fibra T(2a-1) ¢ espago base K associado a &'.
Seja h: S0(m) — U(m) a inclusao natural e
. U(m) .
q: U(m) — T(25-1) a projegao natural.




Pela proposigao 3.10., a segao f induz segoes f' e f"

restritas ao (4n-1) esqueleto de K, tais que h*c(g,f)

c(E',f') e quc(E',f") = c(E",f") ou seja, q.h,c(E,f)

c(E",f") onde h, e q, sao homomorfismos na cohomologia

de K, induzidos pelos homomorfismos

heomo o (S0(m) = m, _(U(m)) e

q: m, _, (U(m))— ﬂun—l(ﬁ%é%%TT)
respectivamente.
De acordo com a definigao 1.24., a classe -~ de  Chern
c2n(£') e igual a obstrugao c(E",f") ou seja,

c, (E') = c(E",£").

Por definigao, pn(E) = % czn(E'). Logo,

P (&) = % q,h,c(E,f).

SO(m) e um subgrupo de U(m). Considerando o quociente

gé?;) » temos o fibrado §0(m) “— U(m)
) lp
U(m)
SO(m)
Seja:
S '”,'n_l(SO(m)) L> ﬂkn—l(u(m)) > ‘"un-l(gé?l)n))_*
F M-, (80(m)) > ...



a sequencia exata de homotopia desse fibrado.

Usando as computagoes de R. Bott:

- _ U(m), _
Wun—1<U(m)) z 2, ‘ﬂ'“n_z(SO(m)) 0, ﬂkn-l(m) 2 Zan onde
a, = 1 se n for impar e a = 2 se n for par, temos que a

~

aplicagao p, & sobrejetora. Portanto, h & a multiplicagao
or .
P an

Também, U(2n-1) € um subgrupo de U(m). Considerando o

quociente ﬁ%é%%TT temos o fibrado U(2n-1) <— U(m)
tq
U(m)
U(2n-1)
Seja:
-> §__ U(m) A _ N
M-, (U(m)) > ﬂun—1(U(2n—1)) > 7 -, (U(2n-1)
- wun_z(U(m)) > e

a sequencia exata de homotopia desse fibrado.

Usando as computagpes de R. Bott:

Tyn-p (U(20-1)) = Z(zn-1)! , ﬂun—z(U(m>) = 0 , temos que a

aplicagao A & sobrejetora. Portanto, q 6 a multiplicagao

por (2n-1)!




Podemos entao formar o seguinte diagrama:

H“n(K,nun_l(SO(m)) =7, (s0(m) = 2
lh* 'lﬁ
BO(R,m o (U(m)) = Mop—g U(m) 2 2
L, ar
b U( . U
B G T (G raeTy?)E Tt (T(aaE1)) £ 2
e concluir que q,h,c(g,f) = an(Zn-l)!c(E;f).
Assim, pn(E) = = an(Zn-l)!c(E,f) onde a = 1 sen for

)
lmpar e a_ = 2 se n for par.

3.12. Definicao:

Definimos j como sendo a ordem do grupo ciclico fi

nito Jﬂ“n_l(SO(m)), m>4n.

3.13. Teorema:

0 numero de Pontrjagin p1(M) de uma variedade dife

-

renciavel compacta quase paralelizavel M de dimensao 4, &

divisivel por 48.

Demonstragao:
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A variedade M' pode ser mergulhada diferenciavelmente

& +m
em R ™, m>5.

4+m

Seja v o fibrado normal de M* em R e f uma segao do

fibrado principal associado ao fibrado normal restrito a

M-x¢.

Pela proposigao 3.8., Jc(v,f) =0 onde c(v,f)e
m3(SO(m)) = 2 & a obstrugao para a extensao de f. Logo
c(v,f) e divisivel por j;, onde j; € a ordem do grupo ci
clico finito Jms(sO(m)) = m__ (s").

Desde que m>5, temos que ﬂm+§Sm) 2 Z,4, ((4), pag 330).
Logo, ¢(v,f) e divisivel por 24,

Pela proposigao 3.11., decorre que:

P1(V) = £ a; c(v,f)

Sendo a; = 2, pois 1 & impar, segue que p; (V) & divi

sivel por 48.

Sabemos que T_@ v & trivial. Entao p(Tm® v) = 1l.Como
pl(TmQB v)e H*(M,Z) = Z e Z € um grupo sem torgao, temos
que p; (M) = =-p;(v).

Portanto, p;(M) e divisivel por 48.

3.14%4. Teorema de Rohlin:
Seja M* uma variedade diferenciavel compacta de di

mensao 4. Se a classe de Stiefel-Whitney wo(M) & nula, en

tao I(M) s 0 mod 16.



Demonstragao:

Sendo M variedade orientavel com WZ(M) = 0, temos pela
proposigao 3.1. que M & quase paralelizavel,

Pelo teorema 3.13,’temos que p;(M) e divisivel por 48,
Como I(M) = % P1(M) (esse fato segue do teorema 4.7 e do
corolario 4,6 que serao demoﬁst;ados no capitulo 4), entao

I(M) e divisivel por 16, isto e, I(M) = 0 mod 16.
§2. Teorema de Kervaire e Milnor

3.15. Definigao:

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimen

sao 4. Consideremos o homomorfismo redugao modulo 2:
p2s HZ(M’Z) - HZ(M’Z2)

Diremos entao que uma classe de homologia EeH®(M,Z) &
dual a classe de Stiefel-Whitney wa(M)e H%(M,Z,) se, e so

mente se, p2(&) = wa(M).

3.16. Lema:

Sejam £€H?(M,Z) dual a classe de Stiefel - Whitney
wo(M)e H2(M,Z,) e g: N2— M"* um mergulho diferenciavel
representando £ . Seja B vizinhanga tubular de N? em M".

Entao wy(M-B) = 0.



Demonstragaoc:

A inclusao i: M-B > M & coberta por uma aplicagao fi

brada Ty-p Ty entre os fibrados tangentes T, .
l C:;V l e Ty
M-B iy Pela naturalidade das <classes de

*
Stiefel-Whitney i (wo(M)) = wo(M-B).

A hipotese nos fornece que p,(&) = w, (M) e g,(N) =

= & n (M),
Entao g*(N] = wo(M) n (M) com coeficientes em Z;.
As inclusoes M-B I > M l (M,M-B) induzem a se

quencia exata

. % . R
..> H2(M,M-B,Z,) ——> H2(M,Z,) ——> H2(M-B,Z;) ...
lD[ lDz lDa

K, L,
> Ho(M,Z,) —> Hp,(M,B,Z2;) > ...

g HZ(B’ZZ)

onde D;,Dy, D3 sao os isomorfismos fornecidos pelo Teorema
de Dualidade.

POrtanto, D3i*(wz(M)) = Z*Dz(wz(M)) ou seja
D3 (wo (M-B)) = £, (wp (M) N (M)).

Como N e B tém o mesmo tipo de homotopia, temos que
k,(B) = g, (N) = wy(M)~n(M). Logo, D3(wp(M-B)) = £ k_ (B).

0 fato da segunda sequencia do diagrama acima ser exa

ta, implica que £, k, (B) = 0.




Assim, D3(wo(M-B)) = Q. Sendo D; um isomorfismo, temos

em decorréncia que wp(M-B) = 0.

3.17. Lema:

O2n+2

0 complementar de um disco aberto D em CP(N+1)

e o espago total de um fibrado sobre CP(N), com fibra D%,

Demonstracgao:

+
Por 1.9., sabemos que S2n . se fibra sobre CP(N) com

. s ) - . -
fibra S relativamente a H, onde H e a aplicagao de Hopf.

2p+1 - ) ~
Seja A = 8 " x I k)H CP(N), onde H e a fibragao de
Hopf no nivel 0 e I = (0,1). Definamos H: A— CP(N) por
ﬁ(x,t) = H(X)-
Entao, D? < A e o fibrado em disco associado do
bu
CP(N)
2p+1
fibrado: S! ¢— g° 0 ~ JA,
lu
CP(N)
- ) O2n+1
Se mostrarmos que A e o complementar de D em
o . O92pn+2 .
CP(N+l) ou seja, se mostrarmos que A \Ji D = CP(N+1)on
de i: 8™ 5 g?™*14 {1} , o lema estara provado.
+ . .
Colemos D2n+2 a S2n P x I usando ij;obtemos assim,uma va

. . . 2n+2
riedade difeomorfa ao disco D

=N
()

2N+1
g N



Em seguida, <colemos tal disco a CP(N) via

2n+1

H: S x{0} > cP(N).
+

Obtemos assim o espaco CP(N) \jHDzn-2 tal que
cen)y U . p*PE e cpaneny

Logo, A \Ji D2n+2 =z CP(N+1)
3.18. Proposigao:

Sejam £; e &, dois fibrados sobre S?2 com fibra s!

e grupo estrutural S'. Entao £; & equivalente a £, se, e

somente se, as classes de Euler dos fibrados em disco asso

ciados sao iguais.

Demonstragao:

Pelo teorema 1.33., as classes de equivalencia dos fi
brados sobre 8% com grupo S', estao em correspondencia biu
nivoca com as classés de equivalencia dos elementos de
mT,(S!) 2 Z. Essa correspondéncia e dada por £ »+ X(a) onde
o e um gerador de T,(S?%) = Z e X: mp(S%)— m;(S') @ o ho

L . . k
momorfismo caracteristico do fibrado §S! &> £

|

sZ.
No caso em questao, X se identifica com o homomorfismo

A da sequencia exata de homotopia:

cee > ma(82) A5 pisty —F 5 1,(E) —> m,(52).



Seja D2 <=+ E o fibrado em disco associado aofibrado &.
¥
Sz

Pela dualidade de Lefschetz, Hp(E,2Z) = H2(§,3§=S,Z)5 Z.

A classe de Thom e definida.como sendo a unica classe

2,F . - v
ve H°(€,E,Z), cuja restrigao u (02 5h)E BE(D%,5',2) & o ge
H4

rador escolhido w;, para cada fibra D2 de £.
~ % -
Seja i : H?(,§,2) —>H2(D?,5',2),
~%
uoo —>:i (y) = u

D2

induzido pela inclusao da fibra i (D2,81) —> (£,&).

o

Desde que H2(D?,s8!,Z) = Z e E*(u) = WUp2 onde M2
gerador de H2(D?,8',Z) entao Z* e sobrejetora.

Assim,‘ﬂ ¢ um gerador de H2(§,£,2).

As inclusoes & N E s (E,E) induzem a sequéncia
exata:

%

0* .
oo BHYE,2) » H2(E,E,2) —L— H2(E,2) ——> H2(£,2) > HY(E,E,2) > ...

Pela dualidade de Lefschetz temos que Ha(E,E,Z )y =
- ' x _ . ' -~ . .
H,1(§£,2) = 0, Logo, i e sobrejetora e a sequencla acima se

resume em:

. . &
. > B2(E,E,2) —o> m2(E,2) —1—> H2(E,2) + 0O




Analisemos mais adequadamente a sequencia exata de ho
motopia do fibrado §:
*
A

e > Ta(8Y) » Ma(E) » ma(s2) 2 18ty X mye) »0

+

*
Sendo m;(S!) Z e k sobrejetora, temos que T; (&) e

n

abeliano e mais ainda, m;(§) = Zn para algum n.

Sabemos que o quociente de ; () pelo seu subgrupo co
mutador e isomorfo a H;(£,2). Entao, m,(&) = H,(E,Z).

Pela dualidade de Poincare temos que H?(£,Z)= H,(&,Z).
Logo, H%(E,Z) = Zn para algum inteiro n e portanto j* e
multiplicagao por n ou seja, j*(u) = no onde O e um gera
dor de HZ(E,Z).

A menos do isomorfismo de Hurewicz h: H,(S%2,2) <~

nz(Sz), o homomorfismo A e um elemento pertencente ao

Hom(H,(S%,2),2) que pelo teorema dos coeficientes univer

sais e isomorfo a H2(s8%2,2).

T2 (S2) a m,(8t) =z 2
/'.7(

nd e

Hp(s2,2)”

Decorre ainda da sequencia exata de homotopia do fibra
T, (8!

do & que —ii——%~= 1y (€)
ker k

n

* -
Zn. Como ker k = im A entao

A(Y) = n onde Yy € m,(S2?) & um gerador.

~
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Se provarmos que Aoh = g(g) onde e(E) e a classe de
Euler do fibrado E, estara provédo que o fibradoslg sobre
S? com fibra S' e grupo estrutural S!, podem ser classifi
cados pelas classes de Euler dos respectivos fibrados £ em
disco associados isto e, se £; e £, sao fibrados com fibra
S! e grupo estrutural S! sobre Szientio, eles sao  equiva
lentes <=> e(E1) = e(E,2).

Provemos pois que Aoh = e(é). Para isto, basta avaliar
ambas as classes num gerador de H,(S2?,Z).

Antes, observemos que e(g) = ¢*j*(u) onde ¢* e o inver
so do isomorfismo p*: HZ(SZ,Z) - HZ(E,Z), induzido‘ pela
projegao p: & - S2.

Assim, e(E) = ¢*j*(u) = ¢*(nu) = n¢*(a) = na' onde o'

e um gerador H2(S2,2Z).

*
H2($%,2) <—2 12 (, 2)
)"\‘ T > l .
\\\~p ;
\HZ(E,E,Z)
Portanto, < e(E), (S%) > = < na', (S?) > = n.

Sendo (S2)g HZ(SZ,Z) um gerador e h um isomorfismo, te

mos que h(S%?) = y onde Y & um gerador de m,(S?).

Logo, Aoh(S?%) = A(y) = n.



3.19. Lema:

Consideremos o mergulho i: CP(N) ~+ CP(N+l), N>1. Se

ac H2(CP(N+l),Z) & um gerador entao:

*
a) i (a) = e(vi) onde e(vi) denota a classe de Euler

do fibrado normal de CP(N) em CP(N+1l).

b) e(vi)e H?(CP(N),Z) & um gerador.

Demonstragao:

Consideremos v, o fibrado normal de CP(N) em CP(N+1)

}

CP(N)

cujo bordo Bvi, considerado como fibrado normal em esfe

ras, e a fibragao de Hopf.

O2n+2 _ .
Do lema 3.17, temos que CP(N+1) - D e o fibrado em

CP(N)

o
disco associado ao fibrado de Hopf.Assim,\)igCP(N+l)—D2n+2

Se e(vi) e a classe de Euler do fibrado normal de
-1
~ ~ *—" %
CP(N)em CP(N+l1) entao por definigao, e(vi) =7 j (w) on

Ae HE Hz(vi,avi,Z) = H?(CP(N+1),Z) & a classe de Thom e
* - ) . .
j o Hz(vi,avi,z)—» Hz(vi,Z) e o homomorflsmo induzido pela
inclusao natural j: v, (vi,Bvi).
. Vi
Desde que a aplicagao c: (vi,avi) -+ P induz o 1ispo
' i
. * 2 Vi
morfismo ¢ : H (vi,avi,z) > HZ(SG_ yZ) podemos formar
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o diagrama:

B?(CP(N),2)

s}
IN)
~
H-
-
N
S
14

H2(CP(N+1),2)

Assim, se oe H2(CP(N+1),Z) & um gerador entao:

% *x~1 % % x"1 %
i (o) = jec () =1 i (W) =-e(v,)

Falta mostrar que e(vi)e H2(CP(N),Z) & um gerador.
Consideremos as inclusoes:

i

CP(N) > (CP(N+1),CP(N)5

> CP(N+1)

Elas induzem em nivel de cohomologia a sequencia exa

tas
k* ‘ K
. > H2(CP(N+L),CP(N)) ——> HZ(CP(N+l)) —

> H2(CP(N)) -

> H3(CP(N+1),CP(N)) > ..
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Temos que:

2n+2
CP(N) U, D
2 ~ ZCP(N+1) ~ 2 H =
H°(CP(N+1) ,CP(N)) = H (*__—'CP(_N) ) = H® ¢ IR )
B2(s*™%%) = o.
H3(CP(N+1),CP(N)) = B(s?™"?%) = 0

* - . . -
Portanto, i & um isomorfismo. Como ae HZ(CP(N+1),Z) e

*
um gerador e i leva gerador em gerador, concluimos que

e(vi) e um gerador de H2Z2(CP(N),Z).

3.20. Teorema de Kervaire e Milnor:

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimen
sao 4. Seja £ H?*(M,Z) a classe de homologia dual a classe
de Stiefel-Whitney wy(M)e H2(M,Z,). Se & e representada
por um mergulho diferenciavel de esfera S em M ent3o,o nu
mero de auto-intersecgoes £.£ deve ser congruente a I(M)

modulo 16.

Demonstragao:

Suponhamos £.f£ nao positivo. Podemos supor isso pois
se £.£>0, consideramos M = - M,
Chamemos s = - £E. Seja L.= cry()# ... 3 CPS+1(2)a

soma conexa de (s+1) copias do CP(2), com 0.€ HZ(CPi(Z),Z)
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um gerador. Seja M; =M it L.

Para cada CPi(Z), temos um mergulho da esfera s? em
CPi(Z) representando di. Assim, temos um mergulho da esfe
ra S2 em L representando a; @ ... @ Ocyy Por hipJpg
se, £ e representada por um mergulho da esfera S2 em M.
Conectemos essas
duas eferas por
uma vizinhanga tu
bular de um cami

nho que as une.

Usando o isomor
fismo natural:
t: H®(M,Z) @® H?(CP,(2),2) ® ... @ HZ(CPS_H(Z),Z) -+

> H%(M,,Z) seja n t(( ® o, ® ... @® ¢ ). Notemos
s

=; s+1
que N.n = £.§ + I d%“? -s + s + 1 =1,
' i=1 '
Assim, concluimos que N pode ser representada por um

mergulho diferenciavel g: 82 — M;.
Consideremos o mergulho S?2 =z CP(1) x> CP(2) e seja

Vi o fibrado normal de CP(1l) em CP(2) cujo bordo Bvi, con

|

CP(1)
siderado como o fibrado normal em esferas S', e a fibragao
de Hopf.
: 0
Do lema 3.17., temos que CP(2) - D* se fibra sobre

CP(1l). com fibra D? e que, o fibrado em esferas associado,e
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a fibragao de Hopf.

n

o
Entao Vv, CP(2) - D*,

Seja Vv o fibrado normal de S? em M;. Afirmamos que

g2
a classe de Euler e(vg)e H2(S%,Z) & um gerador.
' *
De fato, pelo lema 3.19., temos que i (a) = e(vi);pelo

teorema 2.9., temos que g*[SZ) =nnNn (M) e pelo teorema

1.3. que, j*(e(vi)) = ev).

Lk * % *
Assim, e(vg) =3 (e(vy)) =3 (i (a)) = (ioj) (@) =

* -
g (n). isto e,

* * %
= (qog) (a) =g q (o)

* .
e(v ) (s?) = g"(n)(s?) <g®(M),(82)> = <n,g,(§2)> =

= <n,n M (Sz)> = <n¢n.(523> = 1.

M, —3—> CcP(2)

g] i

g2 ——?-——> CP(1) = s?

Agora, pela proposigao 3.18., concluimos que o fibrado
normal em esferas S! associado a Vg e a fibragao de Hopf.
o)
Logo, Vg 2 CP(2) - D*.

o
Seja M, = (M;-v ) U/ D*. Temos que:
g Igs

: o] o
M2 # GB(2) = (Mp-D*)U (CP(2)-D*)

n

[o] o]
(M,-D*) U Vg = M, ou




seja, M) e difeomorfa a soma conexa M, 4k CP(2).
Entao, I(M;) = I(Mp) + 1, pois I(CP(2)) = 1.

o~ o d » ~
A inclusao k: M; - Vg—+ M, e coberta por uma aplicagao

i )
fibrada de TMl-v em Tyz.
g
T N > T
M=V M,
17V l
o 2
- >
M; \)g n M

Pela mnaturalidade das classes de Stiefel-Whitney,

* o
k (wa2(M2)) = Wz(Ml'Vg)-

o
Pelo lema 3.16., temos que wz(Ml-vg) = 0, Assim,
%*
k (wz2(M2)) = 0.
Consideremos a sequencia exata:
KX

(-4 o
o> Hlt(Ml—f)g)n D*)> HI(Q,-Y YUy ") Ko B O, -V )
s

0 x _
Como Hl[(Ml—vg)f\ D*) = H!(S®) = 0, segue que k & 1in

jetiva. Por conseguinte, wp (M) = 0.

0 mod 16 e

Portanto, pelo teorema de Rohlin, I(M3)
dai I(M;) = 1 mod 16.
Sendo M; = MH L e L a soma conexa de s + 1 copias do

espago projetivo complexo, temos que:

I(M;) = I(M) + s + 1 = I(M) - EE + 1
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ou seja, I(M) - £€£ + 1 =1 mod 16, isto e,

£ = I(M) mod 16 c.q.d.
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CAPITULO 4

Neste capitulo apresentaremos exemplos de variedades
que satisfazem o Teorema de Rohlin e faremos algumas apli
cagoes do Teorema de Kervaire e Milnor,

Antes, porem, reuniremos alguns fatos basicos sobre

n
o

quencia multiplicativa, os quais constituem ferramentas b

m

sicas para o desenvolvimento deste capitulo.

§1. Sequencia Multiplicativa

4.1l. Definicgao:

Seja A um anel comutativo com elemento unidade. Se
jam pg = 1l e p1, pP2s+.+. indeterminadas.

Consideremos Jb = Alpy, p2s...) 0 anel de polinomios
nas indeterminadas p;, p2,... com coeficientes em A.

0 produto pgl pgz . e er tem peso ji+ 2j2 *+...%+ 1]
r

e‘ﬂ-‘-= Z,‘ﬂ,kondeﬂ
k=0 ,

r

K € o grupo aditivo desses polind

mios que contem somente termos de peso k e.cﬁvo = A. 0 gru
po Jk’k e um modulo sobre A, cujo posto e igual ao numero

m(k) de partigoes de k.



4.2, Definigao:

Seja'{Kj} uma sequencia de polinomios nas indetermina
das p; com Ko = 1 e Kj € j(j=0,1,...). A sequancia'{Kj}
¢ chamada uma sequencia multiplicativa (ou m-sequencia),se

toda igualdade:

1+ p12 + p2z? +... = (l+plz+plz2+...) (L+p2+plZ%+...)

' n

com Z, Pis P indeterminadas, implicar na igualdade

o] o0 i
T Kr(pl,...,pr)Zr = T K (ply..p20-
r=0 i=0 k|

W8

J
0 Kj(p'l" -~-,P3')Z

Numa notagao abreviada, podemos escrever:
K--(pl,o.-’p.)zj
] J

4.3. Definigao:

i -
b.Z" (bo = 1,b, =

A serie de potencias K(1+Z) = {

W8

i=0

= Ki(l,O,...O)e A) & chamada serie de poténcias caracteris

tica da m-sequencia {Kj}.

4.4, Lema:

A m—sequEncia'{Kj} e completamente determinada por

sua serie de potencias caracteristica Q(Z) = K(1+Z).
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Demonstragao:
Consideremos a fatorizagao !

m
1 + P12 +...% pmzm, = (1+BiZm).

i=1

Os elementos p, sao pois, olhados como fungoes simetri

cas elementares em Bl,...,Bm. 0 anelcjb e entao o anel de

todos os polinomios simetricos em Bl,...,Bm com coeficien

tes em A.

Temos que:

nm~g

3 w »
K.(P1seeesp.)2i+ = K.(P1yeeesp 50,000,002,
j=0 J ] = ] o

1 +Ki(p1)zZ + K;(px,pz)zz toot Km(Pls°-'aPm)Zm +

m+1 L m+2
+ Km+1(P1;~~"Pm,O)Z + Km+2(P1:'*°’Pm’0,O)Z ¥ ... =

K(1+plz+pzzz+{..+pmzm+ozm+1+ozm+2+...)

]
=
7~
"n~mg
L)
N
.-l
g
t

m
K( T (1+BiZ) =
1 i=1

n=g

K(1+BiZ) =

n=E B

1 Q(8,2)

i i=1
Assim, qualquer polinomio Kj com j<m e determinada co
mo um polinomio simetrico em Bi e assim como um polinomio
. - . .
simetrico em p,. Isso vale para todo m.

Logo, a prova esta completa.
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4.5. Lema:

[+ -]

. -~ . i
Para toda seérie de potencias Q(Z) = L biZ (bo =1,
i=0

b;eA), existe uma m-sequancia'{Kj} associada,com K(l+Z)=

= Q(2).

Demonstragao:

Consideremos a fatorizagao: 1 + p,2 + p222+...+ mem =
m , m
= NI (1+B.Z) e o produto I Q(B.Z).
. i . i
i=1 i=1

0 coeficiente de Z7 neste produto e simetrico nos Bi e
homogeneo de peso j. Entao, pode ser expresso como um poli
~ . (m) . - .
nomio Kj (pl,...,pj) de peso j, de um unico modo. Como

K? nao depende de m para m>j, definimos Kj = K? para m>j.

A sequencia {Kj} e a sequencia multiplicativa procurada.

(para maior detalhes, consultar (3), pag 10).

Observagao:
Os lemas 4.4 e 4.5, mostram que existe uma correspon
dencia biuniboca entre as m-sequencias e as series de po

tencias com primeirq termo constante e igual a 1.

4.6. Corolaria:

Dada a série de potencias:




[++]
Q(2) ‘/2 =1+ ¢ (-1)¥ %zx).' BKz‘.‘ =
tgh/z k=1 A
= 1 + 2B,2 - % B,z% + Zés' Byzd - 3§—5 B,Z* +.... onde os
coeficientes BK-sio os numeros de Bepﬁoulli: B, = % ,
1 1 C ~
B, =—3-6',Bg =-4—2-,B.,=-371-,Bs=-i6,etc "o entao,

existe uma e somente uma sequéncia multiplicativa com Q(Z)
como serie de potencias caracteristica. Essa sequencia mul
tiplicativa e denotada por'{Lj(pl,;..;pj)} ‘e os quatro

primeiros termos dela sao:

. .
L, = 7% (7p2-p?)

1

= 3

Ls = 33.5.7 (62p3-13p2pa+2py)
—-————1 2 -2 &
Ly = I 523 (381py~71p3p1~19p2+22p2p1=3p1)

Demonstragao:

A existencia e unicidade da sequencia multiplicativa

{Lj(p ,...,pj)} decorrem imediatamente dos lemas 4.4 e’ 4.5,

Vamos usar o lema 4.5, e calcular os.dois . primeiros
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termos L, e L, da m-gsequéncia {Lj}.
Seja m = 1. Entao Lj = L; para 1>j, isto & L; = Lj..

Considerando a fatorizagao 1 + p;2 =1 + B,2, temos

que:
1 +L,(p1)2+ I Lj(px,O.....0>z5 = Q(B12) = Q(p12) =
jm2

~ 1 1
Entao L;(p;) = 2B,p) = 2. Z P1 e portanto Li(pa)= 3 P2
* . ~ v . o - 2
Seja m = 2. Entao Lj = L§ para 2>j, isto e, L; =1L ,

Lz = Lgc

Considerando a fétorizagﬁo 1 + pyZ + paz2% = (1+812) (L +B22)

 temos:
oo ‘ ) .
1 4 L1(p1)Z + La(p1,p2)2% + ¢ Lj(P1,P2’0.~o-.0)ZJ =
. e j=3

ff Q(B12)Q(B22) 7
i=: (1+28,8,2- 2 8,872%+...) (1428,8,2- % B,B3z2+...) =
o1 znagsxfsz)z + <-'§~B;Bf+4nfslez- §'328§)+ o
Entao, -
N O "231‘3r+32) - 2. %-(Bx*ﬁz? = % (B;+Bz)
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2 2 2 2 2 2 2 2,
Ly = - §'BzB§ v 4818182 = 3 BaBy =3 Ba(B1+B2) + 481882 =

= - 75 (B1+BD) + 3 B1Bs.

Sendo 1 + p;Z + p22% = (1+B1Z)(1+B,2) = 1 +(B+B,)2Z +

+ B1B,2%, ‘temos:

’
p1 = B + B,
p2 = B1 . B2
. . 2 2 2
Isso implica que By + B, = p1 - 2p;.
Como L; = 3 (B1+B2) entao L; = 3 P1
.
1 .2 .2 -
como L, = - 7= (Bi+B2) + = 818, entdo.
1 2 1
L = - 73 (p1~2p2) + 3 P2

. ' 1 2
ou seja, L, = ;% (7p2-p1) .

4.7. Teorema do Indice de Hirzebruch:

Seja {Lj(pl,..~,Pz)} a sequencia multiplicativa cuja

VZ

serie de potencias caracteristica e Q(Z) = . Entao
tgh/z

.+ -
o indice I(M k) de uma variedade diferenciavel compacta e
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vk - vk
orientada M k e dado por: I(M“k)_= Lk(pl,...,pk)(M )

onde Py e i-esima classe de Pontrjagin da variedade M.

((9), pag 225).

4,8, Teorema:

. n . . . .
Sejam M~ uma variedade diferenciavel compacta e orien

-2

. n . .
tada e j: v + M um mergulho de uma subvariedade orien

tada Vn-zde M". Seja ve HZ(Mn,Z) a classe de cohomologia
-2 .
dual da classe de homologia representada por vt ou seja,
n-2

.V = v A (M™). Ent3o:
b3 .

T2y o mn(tgh v

i

I(V

" ™~8

. L (pr (MM, e eypy  (MD))

onde_xn e definido por xn(uJ = ™) e pn € a n-esima com

(<]
ponente de um elemento ue I Hk(Mn,Z).
k=0
Demonstragao:
~ . n-2 n
Se 1T e T sao os fibrados tangentes de V e M
n-2 n
\ M -
N - . n-2 n
respectivamente e V e o fibrado normal de V em M, en
- *
tao: j T =T __ @v.
" vt 2

. -2 . .
Sejam p(Vn ) e p(Mn) as classes de Pontrjagin (total)
-2
de V" e M" respectivamente.

De 1.26, temos que p;(Vv) = eZ(v). Como p(V)= 1+ p1(V)
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segue que p(v) = 1 + e?(v).
* . R L -
Desde que j v = e(v) ((3), pag 69) entao , p(v) = 1 +

fe?(v) = 1+ (3% = i (Lawd).

* - *
Portanto, j p(Mn) = p(Vn %). j (l+v2).
isto &,
- * -
p(VPTH) = e+ T pa™)

Sendo'{Lj(p ,...,pi)} uma m-sequencia que corresponde

vz

a serie de potencias
tghvZ

» . . -~ ' -~ .
» a definigao de m - sequencia

implica que:

o0 o o e ©
-~ * -
LCZ p (VP77 = 5 v L LT p (1))
i=0 i=0
isto e,
o) _ * hy o
IoLi(pi(VETE) e p (VTR = T (EERYL 1 L (Pa(, .., p; OD)
i=0 ‘ i=0"
0 mergulho j: VP2 M® induz ) homomorfismo

,* -2 -2 -2
i Bt M,z) » BT (T2,

Assim,
%* - . -
<),V = <k, i, (VT = <x,va (MT)> = <v.x, (M7)>
. L% -2
isto &, j (x)(VE 7)) = v.x(M™).

Portanto,

- 65 -



I L, (T T .

i=0

- LY 5oL (py (), .e,p, 0V
v i=0 1 1

= v, (BBBY L (), ) (MY e
v i=0 1 1

(tghv. I Li(pl(M),...,pi(M)))(MnJ.
i=0

Entao, pelo teorema do indice de Hirzebruch:

n-=2

1(v?"%) = ™ (tghv. I Li(pl(Mn),...,pi(Mn))]

i=0
4.9, Observagdo:

Se n =6, entao I(V") = % ('V3+p1(v))(M6). onde
ve H2(M,2) e pi1e H*(M,2).

De fato,

© .
I(V*) = z%(tghv. & L,(p1seeespg)) =
i=0 -

= 2% ((v- % vi+ {% vS= .. ) (14Ly (p1)+L2(p1ypa)+tes.))

Por 4.6. temos que Li(pi1) = % p1 e - La(pi,p2) =

1 2
= z§'§7P2'P1)~
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I(VY) = 2 {(v- 3 vi+ vS. ) (1% 3 pav 75 (Tpzmpi)+e. )} =

1 1 1 1 1
= xs(v— 3 Videst 3 P1V- 3 p1V3+...) = (= -3- vi+ 3 p;y)(Ms)

ou seja, I(V') = = (pyv-v®)(M®).

Wi

4.10. Definigao:

Seja CP(3) o espago projetivo complexo.
Chamaremos de V(n) as subvariedades V(n)<—3 CP(3) de

dimensao 4,tais que j,(V(n)) = na N (CP(3)) onde
ae H2(CP(3),2)

e um gerador.

4,11. Teorema:
0 indice de V(n) e dado por:

n(4-n?)

I(V(n)) .

Demonstragao:

Pela observagao 4.9.,

I(V(n)) = = (p,(CP(3))na - n®a®)(CP(3))

3
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Sabemos que:

p1(CP(3)) = 40? onde o€ H?(CP(3),2)

e um gerador.

Assim,

I(V(n)) = % (4na’-ndad)(CcP(3)) = % n(4-n?)a®(CP(3)).
Portanto,

I(V(n)) = = n(4-n?)

3
§2. Exemplos de Variedadee que Satisfazem o Teorema de

Rohlin:

4.12. Proposigao:

As variedades V(n), com n par, satisfazem o Teorema

de Rohlin:

Demonstragao:

Mostremos primeiramente que, se n & par entao
wz(V(n)) = O

. . v
Sejam T y © TCP(3) os fibrados tangentes.de (n) e

V(n
CP(3) respectivamente. Seja v o fibrado normal de V(n) em

CP(3). Entao, j*rCP(3) = Ty(n) @ v,
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Sejam w(V(n)) e w(CP(3)) as classes de Stiefél—Whitpey
(total) de V(n) e CP(3) respectivamente. '

Assim, j w(CP(3)) = w(V(n)).w(v).

Desde que j*(na) = e(V) segue que,j*(1+hu)= l+e (V).

Como a redugao modulo 2 leva a classe de Euler e(V)

na classe de Stiefel-Whitney wy(Vv), temos que,

*
p2j (l+na) = 1 + wy(V)

Desde que V e orientado, wi(v) = 0 e por cbnseguig
te, w(V) = 1 + wp(V) = poj (l+na) = j pz(l+na).

Portanto, j*w(CP(3)) = w(V(n)).j*pz(1+na) é ‘entEo,
w(V(n)) = j (pp(l+na) " .w(CP(3))).

Sendo w(CP(3)) = 1, segue que:

w(V(n)) = 3*02(1+nct)"1 = j*p2(1+na+n2a2+n3a3)
Logo, wz(V(n)) = j*pg(na) e dai temos que, se n e
par entao wp(V(n)) = 0.
Mostremos agora que, se n e par entao I(V(n)) = 0
mod 16. |

De 4.11. segue que I(V(n)) = % n(4-n2). Como n & par,

ent3ao n = 2k, KeZ. Portanto, I(V(n)) = 2k (4-4k?) =

W]

- % . 8k(1-k2) = 8k.(1-k) (1+k).

1l
3 v
Se k. e par, e imediato que I(V(n)) = 0 mod 16.
Se k & impar entao k + 1 & par e tambem para esse ca

so, I(V(n)) = 0 mod '16.
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Aésim, para todo n par temos I(V(n)) = 0 mod 16.

Como consequencia dos resultados acima, podemos exi
bir exemplos de variedades diferenciaveis V(n) que bordam
uma variedade diferenciavel nao orientavel Q° compacta,
mas, que nao bordam uma variedade diferenciavel compacta Q°

orientavel. Assim, temos :

4,13. Corolario:

Se n e par, entao V(n) & bordo de uma variedade dife

-

renciavel compacta Q° de dimensao 5. Para n # 2, Q° e ne

cessariamente nao orientavel.

Demonstragao:

' 2 -
Sejam n; = wi1(V(n)), ny = wi.w2lV(n)l,n3s = wy.w3(V(n)),
2 -
ny = wp(V(n)) e ns = wy(V(n)) os numeros de Stiefel-Whitney
tney da variedade V(n).

Como V(n) €& orientada, entao w,;(V(n) = 0.Logo,n;=n, =

Na proposigao 4.12., foi visto que, se n e par entao
w2 (V(n) = 0.

Por hipotese, n & par; assim‘nq = 0.

Por 1.19. temos que e(V(n))(V(n)) = %¥(V(n)). Como a re
dugao modulo 2 leva a classe de Euler e(V(n)) na classe de
Stiefel~Whitney wy,(V(n))entao,w,(V(n))(V(n))= X(V(n))) md 2

isto &, 'ns = x(V(n)) mod 2. Por 2.2.c, ' temos que
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I(V(n)) = x(V(n)) mod 2. Desde que por hipotese n e par,
segue de 4.12 que I(V(n)) = 0 mod 16. Portanto, ns = 0.
Assim, se n & par temos que n; = n = n3 = ny = ng = 0
e pelo teorema 1.8. podemos concluir que V(n) e bordo de
uma variedade diferenciavel compacta de dimensao 5.
Sabemos que I(V(n)) = % n(4-n®). Se n e par e n # 2,en

tao I(V(n)) # O. Logo, pela propriedade 2.2.e., concluimos

que Q° & necessariamente nao orientavel.

§3. ApZicag5éSdo Teorema de Kervaire e Milnor

4.ly4. Proposigao:

Nao existe mergulho diferenciavel SZC—Z'CP(Z) repre

sentando a classe 30.

Demonstragao:

Como w2 (CP(2)) = a€ H2(CP(2),Z2) e p2(30) = a = w,(CP(2))
temos que, 30 e classe de homologia dual da classe de
Stiefel-Whitney w2(CP(2))e H?(CP(2),2Z2).

Desde que I(CP(2)) = 1 e §.E(CP(2)) = <3aV30a,(CP(2))>

= <9a2,(CP(2))> = 9, entao:
£.£ £ I1(CP(2)) mod 16.

Assim, pelo teorema de Kervaire e Milnor, a classe 30
nao pode ser representada por qualquer mergulho diferen
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ciavel e: S2% == CP(2).

4.15. Proposigao:

A classe de homologia & = 5a ¢ H2(CP(2),2) nao pode
ser representada por qualquer mergulho diferenciavel

e: S2 <> CP(2).

Demonstracgao:

Temos que & = 50 e classe de homologia dual da classe

de Stiefel-Whitney w2 (CP(2))e H2(CP(2),22),pois wa(CP(2))=

a = pa(5a).

Como I(CP(2))

1l e £.£(CP(2)) = <50 V¥ 5a,(CP(2)) > =

<250%,(CP(2)) >

25 entao £ # I(CP(2)) mod 16,

Portanto, pelo teorema de Kervaire e Milnor, segue a

tese.

Observacao:

A classe de homologia £ = 70 € H2(CP(2),2) & dual da
classe de Stiefel-Whitney wo(CP(2))e H2(CP(2),Z;) pois,

p2(7a) = o = wy(CP(2)).

[

Sendo I(CP(2) = 1 e §.E.(CP(2)) = <7aV70a,(CP(2))>

= <4902 ,(CP(2))> = 49, entao:

£E.£ = I(CP(2)) mod 16.
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Neste caso, no entanto, o teorema de Kervaire e Milnor

nao nos permite concluir nada.
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