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Theorem of Rohlin: Generalization and Applications

Edson de Oliveira

Adviser: Janey Antonio Daccach

The object of this work is to prove the following Theo

rem of Rohlin: "Let M" be a compact oriented differentia-
ble á-manifold with Stiefel-Whitney class w2? equal to zero.
Then the signature I(M*) is congruent to zero modulo 16",

and also, the Theorem of Kervaire and Milnor: "Let M* be a

compact oriented differentiable á-manifold. Let & ceH?º(M,Z)

be dual to the Stiefel-Whitney classe wW2(M).If E is repre
sented by a differentiably imbedded 2-sphere in M then, the

self-intersection number E.E must be congruent to I(M) mo

dulo 16".
|

Applications and examples is shown in the last chapter
of this work.
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INTRODUÇÃO

Em 1952, Rohlin demonstrou o seguinte teorema: "Se M &€

uma variedade diferenciavel compacta e orientada de dimen
-são 4, com classe de Stiefel-Whitney w2(M) = O, entao o in.

dice de M é congruente a zero módulo 16".

Em 1958, Kervaire e Milnor apresentaram a demonstração
desse teorema no artigo "Bernoulli Numbers, homotopy groups

and a theorem of Rohlim".

Posteriormente, em 1961, eles apresentaram no artigo
"On 2-spheres in á-manifolds'", a seguinte versao genera
lizada do teorema demonstrado por Rohlin: "Seja M uma va
riedade diferenciavel compacta e orientada de dimensao 4

e, suponhamos EeHº(M,Z) dual à classe de Stiefel-Whitney
W2(M). Se E é representada por um mergulho diferenciavel
da esfera Sº em M, então o número de intersecções E.E deve

ser congruente ao Índice de M módulo 16".
O objetivo desta dissertação é detalhar, na medida do

possivel, os artigos de Kervaire e Milnor. A compreensão

dos mesmos não é facil e envolvem o estudo de diversos ou

tros trabalhos.
No capítulo 1 do nosso trabalho, estão os pre-requisi

tos necessarios para a leitura do mesmo.

No capítulo 2, apresentamos a definição do índice de

uma variedade e algumas de suas propriedades; a definição



e a construção dos espaços de Eilenberg-MacLane e a repre
sentação de uma classe neHº (M,Z), por uma subvariedade.

O capítulo 3 trata da demonstração do teorema de

Rohlin e do teorema de Kervaire e Milnor.
No capitulo 4, encontram-se exemplos de variedades que

satisfazem o teorema de Rohlin e algumas aplicações do

teorema de Kervaire e Milnor.



CAPÍTULO 1

Neste capitulo foram colocadas noçoes preliminares e no
- : - 4. ; ,taçoes que serao utilizadas nos demais capitulos.

$1. Ftbrados Vetortats

1.1. Variedades Diferenciâáveis:

A palavra variedade diferenciavel indica diferencia
oovel de classe C .

Uma função entre duas variedades diferenciaáveis sera
. ... cosuposta diferenciavel de classe C .

O bordo de uma variedade diferenciavel M, com bordo,
sera denotado por 9M.

O fibrado tangente de uma variedade diferenciavel M

sera denotado por Th o

1.2. Fibrado Normal de uma Imersão:

Dada uma imersão f: M > N é possivel construir um (fi
brado vetorial Ve sobre M, chamado fibrado normal da imer
são f e, cujo espaço total tambem sera denotado por vç tom

a seguinte propriedade:

mn ET)T O v,

* - .onde £f (TT) denota o fibrado induzido atraves de f pelo fi
- 1 -



brado tangente de N.

1,3. Teorema:

n 1- kSe f; M > nº e transversal a N - -12/! -
, entao £f (N >) e

uma subvariedade diferenciavel de M de dimensão m-(n-k).
Além disso, o fibrado normal de £ "(N') em M é induzido do

fibrado normal de N' em N.((13), pag 23, apendice 2).

S$2. Produtos: Cup e Cap

1.4. Definição do Produto Cup:

Dadas as cocadeias acCP(X) e becº(x), o produto cup

a.b = aub e CP'i(x) é definido como segue:
Seja Ag * X um simplexo singular.Consideremos as

composições co F,: a, > x onde

Fo Ctostis- sto) = (tortas... t )0,...O) e

cooB:AÀA +>+X onde
q q

Bat stop tnag) = (O,...,0,t ot eat).p+1º*” Pta

Então, definimos aub = a.b como a(p + q)-cocadeia que

a todo oeC (X) associa:Ptq )

< aub,(0)> = (-1)P'º%< a,go F >.X b,0oB, >



Como 6(aub) = (S5a)Ub + (-1)Pa Uu (6b), existe uma

operação correspondente:

: +BP(x) O nº(x) > nº (x)

tambem chamada produto cup e denotada por U-

1.5. Definição do Produto Cap:

Para todo espaço topológico X e para todo anel de coe
ficientes R, existe uma aplicação bilinear:

Mi: CcO cc OS> 0,0)
. . 1caracterizada como segue. Para cada cocadeia beC (X,R)e pa

ra cada cadeia EEC, (X,R) o produto cap bnE ê o único ele
mento de Cn-; (X:R) tal que <a,brA E> =<a.b,6> para todo

acl” x).
Como 9(bnA E) = (db)m E + (-1)  ”Ph na, existe uma

operação correspondente:

i ,H' (X,R) O HE (X,R) > HH, ,(X,R)

tambem chamada produto cap e denotada por MN

Maiores detalhes das definiçoes acima se encontram em

(9), apêndice A.



Observação: Sejam £f;: X + Y tal que  f(A))C BB: e

f(A>) & Bo, uVEHIC(Y,BI) e ZzeH (X,A,U 42).
Sejam f1:(X,A1) > (Y,B1i), foa:(X,A2)>(Y,B2)

e É: (X,A,U Ba)*(Y,B]U Bs) aplicaçoes defi
nidas por f. Entao em HQ (YB2), temos

que

-*
fox(fiyunZz) = pA E, Z

((11),pag 254)

$3. Classes de Stiefel-Whitney

O material deste paragrafo pode ser encontrado em

(9), S$4.

1.6. Definição das Classes de Stiefel-Whitney:

Para cada fibrado vetorial real & sobre um espaço ba
se paracompacto B(E), corresponde uma sequencia de classes
de cohomologia w.(E)e HI (B(E),Z2), i = O0O,1,2,... chamadas

as classes de Stiefel-Whitney de E, satisfazendo os axio
mas a seguir.

A classe wy,(E) é igual ao elemento unidade 1 e perten
ce a Hº(B(E),Z,) e, as classes w. (E) sao mulas para i>n se
E é um fibrado vetorial real de fibra RR.

SW, Axioma da Naturalidade - se £f: B(E) + B(N) é cober



ta por uma aplicação fibrada de E em nº então

*
À

vw. (E) = f (W. (mM), i = 0,1,2,...

SW2r-Axioma do Produto de Whitney -

'
mt.

w. (E &O n)s= W,(E). Wi, (MO)

i=0

SW;-Para o Fibrado Canonico 7yl de dimensão 1, sobre a

circunferência S' & RP(1), a classe de Stiefel-Whitney
wiíyDe H'(S',Z)) é não nula.

A classe total de Stiefel-Whitney de um fibrado veto
rial real E de dimensão n e:

wW(E) = 1 + wI(E) + w2(E)t..itw (E)+ O +...e H (B(E),Z2) om

de B(E) é o espaço base de E,

O axioma do produto de Whitney pode ser expresso por
W(E O mn) = W(E).W(N).

A classe total de Stiefel-Whitney de E possui um ele
mento inverso em relação ao produto cup, denotado por
w(E) = 1 + w1 (E) + Wo(E) t+... que pode ser construida indu
tivamente pelo algoritmo:

w.(E) = wi(E) wW, ,(E) + wa(E).W; Jt... tw, (E)
L

As classes de Stiefel-Whitney de uma variedade dife
renciavel M são por definição, as classes de Stiefel-



-Whitney do fibrado tangente Ty

1.7. Definição dos Numeros de Stiefel-Whitney:

Seja M uma variedade diferenciavel, compacta, de di
mensão n. Sejam rar apesastoo números inteiros não negati
vos tais que r;, + 2r, t+... tNT, = n. Um números de Stiefel-
-Whitney de M e:

r1 "nn
w1(M) «cw() (M) E Z>2

onde (M) e a classe fundamental de homologia de WN.

1.8. Teorema:

. e 2... nUma variedade diferenciavel M compacta e sem bordo,
- : : ” n+1e bordo de uma variedade diferenciavel W compacta se, e

somente se, os numeros de Stiefel-Whitney de M são nulos.
((9), pag 53).

S4. Fibrado de Hopf

1.9. Definição do Fibrado de Hopf:

n
= ((29,Z1,...,2 )E COP | XE |2,/? = 1). Se" i=o À 7Seja Sg2Ntl

ja CP(n) o espaço projetivo complexo, representado como as

(n+1)-uplas de numeros complexos não todos nulos, com a re



lação de equivalência:

(Z0,Z15-..,Z = (AZ9AZ1 +++. ÃZ onde AEC e À É 0

2n+t1lA aplicação de Hopf H: S > CP(n) é definida por
H(Z09,Z13. 152) = (Z09,Z15+.-5Z,) para cada (Z9,Z1,...2 DE

2n+l
Ss

2n+ . . .Sn ge fibra sobre CP(n) com fibra S!, relativamente
a H. ((12),pag.106,107,108).

2n+ºEsse fibrado S!'& SS e chamado fibrado de Hopf.
+H
CP(n)

Em particular quando n = l, CP(1) pode ser identifica
do com a esfera S? e o fibrado de Hopf fica:

s' & sº
+H
Ss?

$5. Cobordismo

1.10. Definição de União Disjunta:

Sejam M e N espaços topologicos tais que MANN = 4d.

Definimos a união disjunta de M e N, denotada por
M + N, como sendo o espaço topológico constituido pelo con
junto MUN com a seguinte topologia:

UVCM + N&ê aberto <—> UAM é aberto en Me UNN e

aberto em N.



É claro que Me N conservam suas próprias topologias
e são abertos em M + N.

Se tTeT' definem uma estrutura diferenciavel em Me N

respectivamente, então T U T' define uma estrutura diferen
ciavel em M + N.

1.11. Definição de Cobordismo:

Sejam M e N variedades diferenciaveis compactas de

dimensão n. Diremos que elas são cobordantes, ou que per
tencem à mesma classe de cobordismo não orientado se, exis
te uma variedade compacta W de dimensão n + 1 tal que oW

e difeomorfa a M + N.

O cobordismo é uma relação de equivalencia sobre o

conjunto das variedades diferenciaveis compactas sem bordo

de mesma dimensão.
Duas variedades diferenciaveis M e N compactas e

orientadas de dimensão n, pertencem à mesma classe de co
bordismo orientado se, existe uma variedade diferenciavel

W compacta de dimensão n + 1 orientada, com bordo, tal que
dW = M +(-N) onde -N é N com orientação oposta.

$6. Fibrados Orientados e o Isomorfismo de Thom.

1.12. Definição de Fibrado Orientado:

Um fibrado vetorial real orientado E de dimensão n,



é um fibrado vetorial real E munido de uma orientação pá
+T
B

ra cada fibra, tal que essas orientações são localmente
compatíveis no seguinte sentido: para cada ponto b& do es
paço base existe uma vizinhança N e n seções SEITERERRE IO
N > E, tal que para cada ben os vetores c1(b),...,c (b)for
mam uma base para a fibra F, que é compativel com a dadab

orientação de Fº
Em termos de cohomologia, isto significa que pa

ra cada fibra F existe associado um gerador pre-fixado
u eH (F,Fo,Z) onde Fº = EN F e Ev à O conjunto de todos
os elementos não nulos de E.

A condição de compatibilidade local implica que para
todo ponto da base, existe uma vizinhança N e uma classe
de cohomologia ueB" (mn (N),T (N)o,Z) de modo que para to

-da fibra F sobre B, a restrição de u)| EH" (F,F,o,Z)(F,Fo)
igual a Ups

1.13. Teorema:

Um fibrado E é orientado se,e somente se, w1i(5) = O

((12), pag 199).

1.14. Classe de Thom:

Seja E um fibrado vetorial real orientado de dimen

sao n, com espaço total E. Então H(E,E0,Z) = O para i<n



e H" (E,Eo,Z) contêm uma, e somente uma classe de

cohomologia yu, chamada classe de Thom cuja restrição
ul F

EH (F,Fo,Z) € o gerador escolhido Yr para cada fibrato
F. ((9), pag 110).

1.15. Teorema do Isomorfismo de Thom:

Seja & um fibrado vetorial real orientado de dimen
são n com espaço base B, espaço total E e projeção T: E“*+B.

Então os homomorfismos:

d: H(B) > H P(E,EJ), dx)=q (x)UV, xeH” (B)

e

Y: H ,,(E>Eo) + 8 (B), Y(x) = 1, (unX), xeH, (EsEo)

sao isomorfismos. ((14), pag 309).

$7. Classes de Euler

1.16. Definição da Classe de Euler:

A classe de Euler de um fibrado vetorial real £E o
rientado de dimensão n, com espaço total E, espaço base BB

e projeção Tt: E + B,ê a classe de cohomologia e(E)EH”(B,Z)

a n n
que corresponde a vg pelo isomorfismo canônico mt:H (B,Z)>H (E,Z)

induzido pela projeção Tt, onde pu é a classe de Thom.

- 10 -



Ou seja, se considerarmos o homomorfismo

* )

i : E (E,EJ,2) > HH (E,Z)
nu? ulzg

induzido pela inclusão i: E > E,Ev e se e(E) for a classe
- * *de Euler do fibrado E, então: TT (e(E)) = vlg = i (u)

*
TH(B,Z) > H'(E,Z)

*
1+i

nH (E,E; 2)

1.17. Propriedade (Naturalidade):

Se f: B(E) > B(n) é coberta por uma aplicaçao fibra
da que preserva a orientação de E em n,entaão e(E)= £ (e(n)).

1.18. Teorema:

O homomorfismo redução modulo 2:

H(B,Z) > H (B,Z>o)

leva a classe de Euler e(E) na classe de Stiefel-Whitney
w (E): ((9), pag 99).

1.19. Teorema:

Se M é uma variedade diferenciavel compacta e orien

- 11 -



tada entao, o indice de Kronecker e(t ).(M), usando coefi
. . . + º - . - e .cientes racionais ou inteiros, e igual a caracteristica de

Euler X(M). ((9), pag 130).

$8. Fibrados de Stiefel

1.20. Definição:

Seja E um fibrado vetorial real de dimensão n, com

espaço base B. Para cada r<n, temos associado um fibrado

n nr com espaço base B e fibra a variedade de Stie-
r - = O(n)fel Y = Vn,n-r 0(r) ; consistindo de todas as (n-r)-

-uplas de vetores ortonormais no espaço R”.

Esse fibrado Va, nen) e chamado fibrado de Stiefel
associado à variedade de Stiefel Y".

Por definição o espaço total de Von n-r(E)consiste de

)todos os pares Vi9V29+oo ' e... VvP e (x, (V1sV2, Yner?) onde (vi,v2, "Var
e uma (n-r)-upla de vetores ortonormais na fibra sobre x.

1.21. Teorema:

: s r - ;A variedade de Stiefel Y e conexa por caminho e

nm. (YT”) = O para i<r e:

Z se r é par ou nºr = 1

Tm (Y)) =
Z, ser «e impar e nº-r>1l

((12), pag 132).



1.22. Teorema:

Sejam vita = D6n) as variedades de Stiefel
| n,n“q V(q) !

complexas, consistindo das (n-qg)-uplas de vetores ortonor
: nmais no espaço complexo C .

Entao, 0, se i <2g + 1
1t

q =Tt. (Y >)

Z, se 1 = 2g + 1

((12), pag 133).

$9. Obstruçaão e Classes de Chern

A teoria de Obstrução, se encontraem (12), capítulo

Enunciaremos apenas o seguinte teorema, bastante utili
zado em nosso trabalho.

1.23. Teorema:

Seja E um fibrado YO B onde kK é um complexo finito
x

(como definido em (12), pag 100) e Y é q-simples. Seja L

um sub- complexo de K e seja f uma seção de É restrita a

LUKºÍ; Kº indica o q-esqueteto de K.

Suponhamos TT (*) * O. Então, o anulamento da classe
de obstrução c(f,5)ec HE (K,L,T (9) e condição necessã

- 13 -



ria e suficiente para que haja uma extensao de £

em Lugi!',

1.24. As Classes de Chern Definidas como Obstrução:

Seja n um fibrado vetorial complexo de dimensao m

com espaço base um complexo celular K. Consideremos n' o

. m-:! .fibrado em esferas S associado.
Seja q o fibrado de Stíiefel associado, que tem co

mo fibra a variedade de Stiefel v'9 v(m)
U(a)

Como U(0) C€ U(1) C ... CC U(m-1), temos as projeções
naturais:

U(m) = Y'º + y!l >... y'm-i g2m-!

ey" E um fíbrado vetorial complexo em esferas 297
sobre Yv'º,

Essas projeçoes induzem projeçoes entre os espaços
totais:

B'º > B'l> ,.,. + BUS OE

e, qualquer composição delas E a projeção de um fibrado so
bre K, com fibra uma variedade de Stiefel ((12), pag 210).

| |

: - 1 -Por exemplo, a composiçao B'9 4 BI, .. > K E a

projeção do fibrado nào
De acordo com o teorema 1.22., temos que

129q71,Tg (E )=z
- l4 -



= . : s - 2qG71 .e o primeiro grupo de homotopia nao nulo de Y' 4, gxiste
uma seção f den restrita ao (4q-l)-esqueleto e, por

1'

2qg72º

tanto, a obstrução enganar) para a extensão de £ ao 4q-

-esqueleto de K é um elemento de H UK, mt.ge (EL) = H*IK,Z)

Definimos a classe de Chern e, n'dE H*A(R,Z) como

sendo a obstrução c(n' DÊ)207

Analogamente, usando o grupo O(m) em vez de U(m), po
demos definir as classes de Stiefel-Whitney como obstru
ções.

$10. Classes de Pontrjagtn

1.25. Definição das Classes de Pontrijagin:

Seja E um fibrado vetorial real de dimensão n com es
paço base B.

Seja E. = E (à C o fibrado complexificaçaão de E.

A i-êsima classe de Pontrjagin p.(8)e nu i(B,Z) ê de

finida por:

p, (E) = CDÍ o, (E)21

A classe total de Pontrjagin é:

pP(E) = 1 + p1(E) +...+ p (E),
mis

nº soa: ; ; ; : ; nonde (Z indica o maior inteiro menor ou igual a 7"
= 15 —



1.26. Teorema:

i) Se e* € o fibrado vetorial trivial de dimensão k,
entao p(E O& ek) = p(8).

ii) Se E e n são fibrados vetoriais reais,p(E O n)-
= p(E).p(n) + (elementos de ordem 2)

iii) Se E é um fibrado vetorial real orientado de di
mensão 2k, então p, (E) = e(E).e(E). ((9),pag 174

175,179).

1.27. Lema (Naturalidade):

Se f: B + B! é coberta por uma aplicação fibrada en
2 *tre os fibrados vetoriais E e n, então £ p(n) = p(5).

1.28. Lema:

Seja CP(n) o espaço projetivo complexo.
— 2 n+1l 2Entao, p(CP(n)) = (1+a”º) onde aEH(CP(n),2) e ge

rador. Em outras palavras, Pp (CP (n)) “o + ' a ?k ((9);pag
k177).

$11. O Isomorfismo de Hurewicza

1.29. Teorema:

Seja X um espaço conexo com Tv. (X) = O para todo

- j6 -



i<n (n>2). Então, H. (X) = O para todo i<n e T (X)= E (X,Z)

((10), pag 78).

$12. Dualidade de Potíncare e Lefschetza

1.30. Teorema de Dualidade:

Seja M uma variedade sem bordo diferenciavel compac

ta e orientada de dimensão n e seja (A,B) um par de subva
riedades compactas de M. Então,

D: H (M-B,M-A) > HH (AB)

e um isomorfismo ((11), pag 296).

1.31. Corolâário (Dualidade de Poincarê):

Se M for uma variedade diferenciâavel compacta (sem

bordo) orientada de dimensão n, então:

1
D: EH (M) +>H  ,(M)

definida por D(a) = a A (M): e um isomorfismo .((11), Pag

297).

1.32. Teorema da Dualidade de Lefschetz:

Se Nº é uma variedade diferenciãável compacta e orien

= 17 —-



tada, com bordo, então: |

H (QN) = E” “(N,9N)

((16), pag 156).

$18. Classificação de Fibrados

1.33. Teorema:

s - . . nAs classes de equivalencia de fibrados n sobre S

com grupo G, estão em correspondência biunivoca com as

classes de equivalência de Tt -2,(6) sob as operaçoes de

To(G). Tal correspondencia e dada por n + X(a) onde a e um

gerador de nm(8) e XxX: nm (SS) > Tt 2,7(S) e um homomorfismo

característico de n. ((12), pag 99).



CAPÍTULO 2

Neste capítulo, definiremos o Índice de uma varieda
de e enunciaremos algumas de suas propriedades. Dentre

elas demonstraremos a seguinte:

I(MÁEN) = I(M) + IGN)

Definiremos ainda os espaços de Eilenberg MacLane

K(G,n) e mostraremos a sua construção. Como exemplo, cons
truiremos o complexo CW,K(Z,2).

Em :seguida demonstraremos que: dada uma classe
neH? (M*,Z), onde M' é uma variedade diferenciavel compacta
e orientada, existe um mergulho g&: n2— M* tal que

g. (Nº) = na (M"),

$1. Indice de uma Variedade

2.1. Definição:

o : : .. nO indice de uma variedade diferenciavel M compacta e

orientada, denotado por I(M), é definido como:

a) I(M) O sen ft 4áók para algum inteiro k.

b) Se n 4k entao I(M) é o Índice da forma bilinear
simetrica não singular:



d: Hº(M,R) x HS (M,R) > R

(x,y) > d(x,y) <x u y, (M)>

2.2. Propriedades do Índice:

a) LI(M+N) u 'I(M) + I(N); L(-M) = I1(M).

b) I(MxXN) I(M).I(N).

c) Se M é uma variedade diferenciavel compacta e ori—
entada então, I(M) = X(M) mod 2 ((16), pag 170).

d) I(CPC2k))= 1

e) Se Meê uma variedade diferenciavel de dimensão

(án+l), compacta e orientada entao, I(9M) = O

((16),169).

£) I(MÁN) = I(M+N) = I(M) + IN).

Demonstração de f:

Antes, vamos definir a variedade de X(M,d). Dada uma
; ; - Al onvariedade M de dimensao n-l e um mergulho 6: S x D + M,

, - o —-)- :seja M' = M - ocs? *x0) eW' = M'YyV (8? x Ss" À '”.Definamos
em W' uma relação de equivalencia E, identificando $(u,Ov)

-. ocom (8u,v) para cada u E Ss)
, VE s"” Al

; 0<8O<1l.

1t

Seja W = = « Denotaremos W = X(M,d) e diremos que VW

foi obtida de M por meio de uma cirurgia do tipo (A,n-A).
Seja Q a união disjunta das variedades M e N,denotada
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por M + N. Se considerarmos o mergulho À: 8 x D” o Q tal
que:

On Ono(1x Dem e (1 xD Den.

então,

Q-0(S x 0)U (D! x SP?) |

X(Q,4) ;

E
" = Mi*N

Como M + N é uma variedade diferenciâável e M$E N . e

obtida de M + N por uma cirurgia entao, M + Ne MH N são

cobordantes ((2), pag 33).
Desde que variedades cobordantes tem o mesmo indice,se

gue que I(MÉEN) = I(M+N) = I(M) + ICN).

$2. Espaços de Eilenberg-MacLane

2.3. Definição:

Seja G um grupo abeliano. Um complexo CW é chamado es
paço de Eilenberg-MacLane do tipo (G,n) e,êé denotado por

K(G,n), se:

T. (K(G,n)) =

2.4. Construção:

Consideremos um grupo abeliano G e um número inteiro
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n, n>2. Vamos construir um complexo CW, K(G,n).

Seja O + R + F + G > O uma resolução livre de G, isto
E, uma sequência exata onde R e F são grupos abelianos 1i

er € lies bases de R e F respectivavres. Sejam fa,.).i i
mente, Seja X o espaço obtido da reunião por um ponto, das

n-eferas s ; jeJ. Para cada a. tomemos uma (n+1)- célula
e.,s e consideremos o espaço Y que se obtêm colando cada
uma dessas (n+l)-cêlulas ak, atraves da aplicação
f.: e. > X, onde (£.) = a. ET (X) = F e, e. denota o bordoi i i i n i
de e.. Temos que Tt (CY) = GG,

Estamos assim, no seguinte estagio:

T,(Y) =es

Para que Y seja um K(G,n), é necessario que TC) = O

para todo j>n.
Suponhamos que T (XY) $* O para algum r>n. Entao existe

ff: Sº o x representando (f)c 7 (9). Seja Y" = WXJg et
onde e"*º e uma (r+l1)-ceêlula, Fazendo isto para todos os

geradores de Tt, (XY), obteremos o espaço Y tal que 7, (T) = O

e Tv. (Y) = nm. (Y) para todo i<r.

2.5. Exemplos:

Como aplicaçao de 2.4., vamos construir o complexo
CW, K(Z,2).



idConsideremos a sequencia O + O * Z > Z+ O que ê

uma resolução lívre de Z e, seja (a)] uma base de Z.

Sº = CP(1) e, portanto,Temos entao que Y

T,(cP(1)) =

Conhecemos que T3(Sº*) Z(h,), onde h, é a fibração deAR

Hopf S'e+ Ss?
.,

+h)
Ss?

Chamemos de Y, = Sº MV, e". Sabemos que Y, = CP(2).
1

Considerando o fibrado de Hopf S'&e S* ; temos a
Y+ho

cP (2)

sequencia exata de homotopia:

e. > TA(S?) > ma(CP(2)) > T1(S!) > Mi(S?) + ...
Desde que T2(S*) = mTi(S*”) = O então,mT2(CP(2)= tT1(S').
Como T1(S') = Z, concluímos que T2.(GP(2)) = Z.

Analogamente decorre da: sequência exata de homotopia
acima que:

T1(CP(2)) = O,m3(CP(2)) = O,T,(GCP(2)) = O,mT5s(CP(2))=Z(h2)

Portanto , Z se 1 = 2

T.(cP(2)) =
+ o se i<4 eijF*<2?



Chamemos Y, = CP(2) UV,,é Sabemos que Y, = CP(3). |

Considerando o fibrado de Hopf S' e SS? , temos a se
+h;3

quência exata de homotopia: CP(3)

ce. TA(S?) + Ma(CP(3)) > m(S!) > m(S) +...
Desde que T2(S') = O e mi(S?) = O então m,(CP(3))=Tm, (S')LU

Como T1(S!) = Z, concluimos que T2(CP(3)) = Z.
” ” eAnalogamente decorre da sequencia acima que:

T,(CP(3)) = O,tm;(CP(3)) O,m.(CP(3)) = O,Ts(CP(3)) = O,

TRg(CP(3)) = O,m;(CP(3)) Z(h3).nm

Assim, Z se i=2
Tt. (CP(3)) =

Repetindo esse raciocinio sucessivamente, obteremos oO

complexo CW, CP(%*), tal que:

T.(CP(%))
O se i%$2

Portanto, CP(“) é um espaço Eilenberg MacLane do tipo
K(Z,2).

2.6. Exemplo:

RP(%) é um espaço de Eilenberg  Maclane do tipo
K(Z2,l).

2.7. Exemplo:

S' é um espaço de Eilenberg MacLane do tipo K(Z,1l).
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$3. Representação de neH”(M,Z) Por uma Subvartedade

2.8. Teorema:

Existe uma correspondência biunívoca:

(X,K(m,n)) + H (X,m)

dada por (£) <> fF*(1) onde, 1, eH"(K(m,n),T) é uma classe
fundamental de K(T1,n). ((10), pag 3).

2.9. Teorema:

Seja M' uma variedade diferenciâvel compacta, orienta
da e seja neHº(M,Z). Entao, existe um mergulho g: Nº > NM*

tal que g,(N) = nA (M).

Neste caso, dizemos que N é uma variedade dual de n.

Demonstração:

Por 2.8., existe uma correspondencia biuníivoca

Hº(M,Z2) <> (M,K(2,2)) = (M,CP(%))
| *

Como neHº (M,Z), existe £: M > CP(m“)tal que £ (à') &=mn

onde a'eH?(CP(=),Z) é um gerador.
Desde que M é compacta, im £ € CP(N) para algum N.

- *
Temos entao f£f: M > CP(N) com. £ (0") = mn onde,



a"eH?(CP(N),Z) é um gerador.
Sendo CP(N-1) uma subvariedade fechada de CP(N), de co

dimensão 2, exíste h: M > CP(N) diferenciavel, transversal
a CP(N-1) e homotópica a f. ((14), pag 224).

Assim, h ta") = n. Logo h” (CP(N-1)) = Nº é uma subva

riedade compacta de M, de dimensao 2, e assim, existe um

mergulho &: Nº + M,

Falta demonstrar que g,(N) s n mA (M).

Como M e CP(N) são complexos CW, decorre que h é homo

topica a uma aplicação celular q: M > CP(2).((14),pag 91).
Consideremos “g o fibrado normal de Nem M e seja

+T
N

g': NO > vz Aa seção nula de “q
Podemos então, formar o seguinte diagrama comutativo:

LO
onde j, e, i, são inclusões naturais.im

O teorema do isomorfismo de Thom, garante que a aplica

Ui Há (V,3v,) > H2(N)



dada por (2) = nt1,(pn4Z) onde peH? (VV, ,9V,) ea classe
de Thom, é um isomorfismo.

Assim, denotando por ( ) o gerador de Hy (V ,dv,) temos
que V(C)) = mM (UNl )) = (N). Logo,

gTQ(UN ( )) = g.(N),

Como g = iog', entao: i,g',m, (uni )) = g,(N) ou seja,
1,(VA( )) = g, (N),

- *
O isomorfismo excisaão e : H?º (M,M-N) +— HE? (v9V,)> nos

*fornece que | = e (Cu) onde, eH? (M,M-N)."y
. *

Portanto, i,(e pm O ()) = gg, (N).

Da definição de produto cap (ver observação de 1.6.) ,

decorre que:

uVA Ex () = g.QtN).

Como iu! Hy(M) > HJ.(M,M-N) é também um isomorfismo (a
: *

demonstração deste fato não é obvia), temos em decorrência
que e

*iniO (M) = g,(N).

' *
Da naturalidade daclasse de Thom, segue que iv Cy) = n.

Assim, gExXlN) na (M)

e o teorema esta provado.



CAPÍTULO 3

Neste capítulo apresentaremos a demonstração do teore
ma de Rohlin e do teorema de Kervaire e Milnor.

Todas as variedades consideradas neste paragrafo,serao
supostas orientadas.

$1. Teorema de Rohltin

3.1. Proposição:

Seja M' uma variedade diferenciável compacta com

w2 (M*) O. Então, M* é quase paralelizavel.

Demonstração:

Seja 7
Y

M

mM º fibrado tangente da variedade M. Considere

mos Va ame (Ty) O<r<4, o fibrado de Stiefel associado, com

fibra a variedade de Stiefel Y" = Vya,u"r.

Parar = 1 temos, por 1.21. que Y! é o-conexo e por
tanto, existe uma seção do fibrado Va, 3 (Ty) sobre o 1-es
queleto K' de WM.

Essa seção se estende ao 2-esqueleto de M se, e somen

te se, a obstrução e(TJe Hº (M, T)](Y!)) for nula.
Como T1(Y!) = Z» então Ti(Y!) é canonicamente isomor



fo a Z7. Desde que M é orientável, o fibrado de coeficien
tes E trivial e por conseguinte, e (Ty) = w2 (M)e H?(M,Z3).

Da hipótese, temos que wa(M) = O; então et, = O.

Logo, o fibrado Ty admite um campo de tres vetores 1i
nearmente independentes sobre o 2-esqueleto Kº de Me por
tanto, Tu | = E' Q 8º onde 0º é trívial.Mji2'K

Assim wi(Tt | ) =wi(E' OS 8º) = wi(E).M
KR?

O fato de 1 ser orientavel => wi (Tt JJ = Q =>Mi,>2 Mji,2K K

=> W1(£8!) = O => £' é orientável e, como consequencia, o

grupo estrutural de E' é um grupo com um so elemento;disso
resulta que E! é trivial. Como implicação desse fato,temos
que T. & trivial. Podemos então construir o fibrado n so"º

KR?

bre Kº /625 colapsando Kº. Mas Kº /&2 é um bouquet finito
de esferas S', digamos S1sS25+++55A unidas por um ponto e

-n é trivial se, e somente se, as restrições n; =n são3
S;

triviais. Por outro lado mn é trivial se, e somente se,o.83i
fibrado principal associado:

S0(4) Tn; e trivial
Y

Ss?i

Pelo teorema 1.33., as classes de equivalência dos fi
brados sobre S* com grupo SO(4), estão em correspondencia
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biunívoca com as classes de equivalência dos elementos de

T2(SO(4)). Porém, T.(SO(4)) = O ((12), pag 118).

Logo, Ty ;
e trivial.

K

Como M-x tem o mesmo tipo de homotopia de um  subcom

plexo do 3-esqueleto de M então 1 é trivial e assim,M M-x
M e quase paralelizavel.

3.2. Definição de Join:

Sejam X e Y dois espaços topologicos e IL = (0,1).O
Join de X e Y, denotado por X x Y, &é o espaço quociente
X x IxY = - ; =T—— onde voe a relação de equivalencia
(x,0,y)v(x',0,y), (x,l,y) v (x,l,y') para todo x,x'EX e

todo y,y'eY.
A classe de equivalencia de (x,y,t) sera denotada por

<x,.t,y>.
Podemos então pensar do Join X * Y como sendo o espa

ço parametrizado por t onde, para t = O temos Y,para t = |
temos X e, para O<t<l temos X x Y.

Exemplo: Ss" x SS" = Sntmt

3.3. Definição de Suspensão:

Seja I = (0,1). Para qualquer espaço topologico X a
XxX x TI

cv —suspensao de X, indicada por SX, é o quociente
de v é a relação de equivalência (x,0)v(x',0),(x,1)v(x',1l)
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para todo x,x'EX.
A classe de equivalência de (x,t) será denotada por

<x,.t>.

Exemplo: s(s"”) = gnt!

3.4, Construção Hopf:

Dada uma função f: X x Y + Z, a construção de Hopf as
sociada a f é a funçao: H(f): X x Y + SZ, definida por
H(f)<x,t,y> 1" <f (x,y), t>.

3.5. Definição:

O JI-homomorfismo é um homomorfismo

nJ: T (SO(n)) > Tr4nS )

definido da seguinte maneira:

Seja à E Tt, (SO(n)) representada por uma função
f: S" > SO(n).

n - n nSO(n) atua em R com uma açao 6: SO(n) x R > R da
da por O(A,v) = A.v. Esta ação se restringe a uma ação, .

1 nl8: sSO(n) x“ SS + Ss

(A,v) + A.v

Temos então uma funçao bem definida:



dada por F(x,y) = f(x) .y
A construção de Hopf asssociada a £ nos fornece

HÇÊ): Sº a 877sSEMP O, sosoz Ssum

(SP)+ a classe de homotopia de H(É).Seja (H(S)) º Tr

Definimos J(a) = (H(Êf)) ((5), pag , 212).

3.6. Observação:

: . -! +k-1 :Sejam i: v > Rº k
um mergulho de uma variedade

. . k-1 o m+k-1diferenciavel compacta V no espaço euclidiano R e

. -=1 -v" o fíbrado normal de v“ em pn*k '

Então v" admite um campo de vetores ortonormais

F, = (vivas Vo
m+k-1 osUm ponto ZER numa vizinhança tubular B de V, de

: | +k-1ralo p, pertence à um plano 7 normal a vº em Rº k
; tal

que T O JET = (x).
Sejam L13223. +32 as coordenadas de Z em relação aos

m

vetores v1 (XxX), v2(X),...,v (X), Z (2)? < p?. Podemos eni=l
m ; k-1 ; -tao associar a (V F) uma aplicação:

+k-1 Nsd: Ss" k > Ss", definida por:

1 1

d(sZ2) = (1-27º,27y,1 (17729 ,...,2y (1-7?) /Ópara ZeEB

pes”EB) = (C1,0,...,0)
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1onde Y; = 5 2.» Y

finiída por:

SC(t1) tas. tpio
2

m+k-1
2

té = : (t.)1=1

3.7. Observação:

com

d é homotopia a zero se, e somente se, existe uma

- -riedade diferenciavel o, com bordo vÃ
; mergulhada

gutko ; tal que:

i) a restrição a Ve do mergulho de qº € o  mergu

lho ii: ve. RETETO

il) q. encontra RREO ortogonalmente de modo que,a
restrição a Vi do fibrado normal de qº em

gutk e exatamente o fibrado normal de ko em

gutko

iii) a seção f£f pode ser estendida a Qº como uma seção
F do fibrado práâncipal associado ao fibrado nor
mal de qº em gutk

Esses fatos seguem de [15], capitulo I e lemas IV-5 e

IV-5"'.

3. 8. Proposição:



k+ eSeja aemv, ,(SOCm)). Consideremos nº E Rº uma varie
dade diferenciavel quase paralelizável e v o fibrado nor
mal de M* em Rºº*X, Seja f uma seção do fibrado principal
associado ao fibrado normal v restrito a M-x., tal que

cC(v,f) = a onde c(v,f) é a obstrução para a extensao de f.
Então Ja = O.

Demonstração:

Sejam É uma variedade diferenciavel mergulhada em

gu*k e f uma seção do fibrado normal de nº em gutk. restri
to a Mox.

Modificando esse mergulho por um difeomorfismo de
+ -R”º k podemos assumir que alguma vizinhança de x, em MF e

um hemisfério num dos semi-espaços determinados pelo hiper
+k-1 k -plano Rº k

, enquanto que à parte restante de M esta con
: , -tida no outro lado do hiperplano gu*k .

Removendo essa vizinhança, obtemos. uma variedade
—) —Qº c RUtk com bordo sr Cc RF k

-l . = -.s* e o mergulho 1: sk = gE*k .

m+ 1 . e.CR ; CuUja restriçao a

' - s k-1 ; -A seção £f restrita a S ; nos fornece uma aplicação-q: sk + SO(m) que representa a classe de homotopia

c(v,f) = a, isto éE,(q) = aém ,(SO(m)).k
A interpretação do J-homomorfismo

Jim  , (SO(m)) > q (Ss)k m+k-1



dada em (6), $7. pag 349, nos fornece Jc(v,f) = (d) onde

tk>-1 - e = º º
:

od: Ss” k + SS éêa aplicação definida na observaçao 3.6.
k - ed ; = .Como Q e uma variedade diferenciavel que satisfaz as

condiçoes i,ii,iii da observação 3.7., segue que É é homo

topica a zero, ou seja: Ja = Jce(v,f) = O.

3.9. Observação:

Seja E um fibrado com fibra F, grupo estrutural G, es
paço base K e projeção p. Seja à aplicação ht FE + H, onde

H é um G-espaço e h é equivariante.
Então, é& possivel construir o fibrado associado E' com

fibra H, espaço base K e projeção p'. Podemos supor que os

fibrados E e E' tem as mesmas vizinhanças coordenadas

U.,jEJ. Para . cada ieJ sejam 9. v; x F >p  (U) e
J

DE v: x H > p' CU.) as funçoes coordenadas de E e E' res
pectivamente.

Nessas condições, temos. uma aplicação h do espaço to
tal de E no espaço total de E',definida por h = diogod:
onde g(x) = (x,h(x)), tal que o diagrama abaixo comuta:

F g=(i,hb), U. x HE

sl ” lo
E hoog
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Seja f uma seção de E restrita ao r-esqueleto de K e

c(E,f) a obstrução para a extensão de f£f ao (r+1)-esqueleto
de K., A aplicação £f' = hof &é uma seção de E' restrita ao

r-esqueleto de K. Se c(E',f') à a obstrução para a exten
sao de £f', temos:

3.10. Proposição:

h,e(E,f) = c(E',f'), onde h, e um homomorfismo na co

homologia de K induzido pelo homomorfismo h: T (PF) > T (HE)

e onde h é o homomorfismo induzido em homotopia pela apli
cação h: EF > H.

Demonstração:

Seja O uma r-cêlula do r-esqueleto de K. Os fibrados
E e E' restritos a O são triviais. Assim, temos aplicaçoes
fibradas:

to x F > "ço x + E!ts Eu e HE
e aplicações

tais que:
d 5 (ptb), p,(b)) = b para bet,

d5C(P'Cb'),pL(b')) = b' para b'eE”



Então:

1

(p(b),p (Pb) = O, (>) Mm
=.Cp'Cb'),p'(b')) = 45 (b')o

Sendo T2 a projeção no segundo fator, temos que:

pr(b) = Tao, (b) e pb!) = moi (b')

Se b=f(x) eb' = f'(x), onde xeo e d denota o bordo

de O então,

pf (x) = mt200 f(x) e poof'(x) = T200% E (x).

Portanto, podemos escrever o seguinte diagrama comu

tativo:

=>

: -l -lou seja, hot20d, of = 1200 of'

Desde que c(E,f) = (prof/G) e c(E',f') = (pyof'/0).
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então:

º º -l º
h,e(E,É) = h, tp of/c) = (hop of/0) = (horzod, of/ol =

- (m2005 oft/G) = (plof'/G)= e(ENE).

3.11. Proposição:

Seja E um fibrado com fibra SO(m) e espaço base uma

variedade diferenciavel compacta K de dimensão án<m.

Seja f uma Seção de E restrita ao (4n-l) esqueleto
de K.

Então a classe de obstrução c(E,f)e nº (K,T2, (S0(m)))
relaciona-se com à classe de Pontrjagin PR) através da

identidade:
Pp (E) = + a (2n-1)º c(E,f)

onde a º igual a l] se n for par e a, € igual a 2 se n for
+impar.

Demonstração:

Consideremos o fibrado complexo E' com fibra U(m) e es
paço base K associado a E. Denotemos por E" o fibrado com

: U(m) : tfibra Ul?n-1) & eêespaço base K associado a E".

Seja h: SO(m) —  U(m) a inclusão natural e

: U(m) oq: Um) — UC2n=D a projeção natural.



Pela proposiçao 3.10., a seção £f induz seçoes f£f' e EE"

restritas ao (4n-l) esqueleto de K, tais que h,c(E,f)
c(E',£') e q,e(E,f') = c(E",É") ou seja, q,h,e(E,f)
c(E",f") onde h,. € q, são homomorfismos na cohomologia

de K, induzidos pelos homomorfismos

h: Tm 21 (SO(m)) > mn, ,(U(m)) e

- U(mà: mo CUM) Too, TORI)
respectivamente.

De acordo com a definição 1.24., a classe de Chern

e nte") e igual à obstrução c(E",f") ou seja,

e, CE!) = e(ENE).

Por definição, Pp (E) = + e tão Logo,

pn (s) = + q,h,e(E,f).

SO(m) é um subgrupo de U(m). Considerando o quociente

TS ; temos o fibrado SO(m) &<º> U(m)
tp

U(m)
SO (m)

Seja:

e... Tn -1(S0(m)) ——> T,n=1(UCm)) ? Tn Foo
> FT 2,2 (SO(m)) > ...



a sequência exata de homotopia desse fibrado.
Usando as computaçoes de R. Bott:

- — U(m).,T,n=17 (U(m)) = Z, TT, n=2 (SO (m)) 0, Tin=1 Som) = a onde

a.” 1 se n for impar e a, *? 2 sen for par, temos que a

aplicação p, & sobrejetora. Portanto, h é a multiplicação
or :P à,

Também, U(2n-l) é um subgrupo de U(m). Considerando o

quociente TOS temos o fibrado U(2n-1) — U(m)

a
U(m)

U(2n-1)

Seja:

> q Um) A >Nun (U(m)) 7 nº: (Toin-D) ? Tm, n-2(U(2n 1

>= TT, na (CUCm)) . .

a sequencia exata de homotopia desse fibrado.
Usando as computaçoões de R. Bott:

Tn —, (UC2n-1)) ss Cane)! 3 T,n-2 (Um) = O , temos que a

aplicaçao À é sobrejetora. Portanto, q é à multiplicação
por (2n-1)!



Podemos então formar o seguinte diagrama:

nº” T (SO(m)) & Z
4n=1

mK,T, 1-7 (SO (m))

.nº) & Tt. 2, (UCm)) E ZE
Fr s Pa sw a e [e] = 3 — > me

H P(K,T ( v U

Me O (m) ) 27UC n=17)2 Tan=1 (Tons)

e concluir que q,h,c(E,f) = a (2n-1):c(E,f).
Assim, p (E) = + a (2n-1)':c(E,f) onde a,” l sen for

impar e a * 2 sen for par.

3.12. Definição:

Definimos j, como sendo a ordem do grupo cíclico fi
nito JIT,h-1(50(m)), m>4n.

3.13. Teorema:

O número de Pontrjagin p;(M) de uma variedade dife
renciavel compacta quase paralelizavel M de dimensão 4, &é

divisivel por 48.

Demonstração:
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A variedade M'* pode ser mergulhada diferenciavelmente
4 +m

em R “, m>5.
4 tmSeja v o fibrado normal de M' em R e f uma seção do

fibrado princípal associado ao fibrado normal restrito a

M-x,".

Pela proposição 3.8., Jc(v,f) = O onde c(v,f)e
T3(SO(m)) = Z E a obstrução para a extensao de f. Logo

c(v,f) e divisivel por ji, onde j;, é à ordem do grupo ci
elico finito Jm3(SO(m)) = mt,,(S).

Desde que m>5, temos que LANCES = Zan. ((4), pag 330).

Logo, c(v,f) é divisível por 24.

Pela proposição 3.l11., decorre que:

P1(V) = t a; c(V,f)

Sendo a, = 2, pois 1 é Ímpar, segue que pi(v) e divi
sivel por 48.

Sabemos que TG v E trivial. Entao P(7T,8 v) = 1: Como

PIT, O v)e H'(M,Z) = Z e Z é um grupo sem torção, temos

que pi (M) = -pi(v).
Portanto, p1[M) é divisivel por 48.

3.14. Teorema de Rohlin:

Seja M" uma variedade diferenciável compacta de di
mensaão 4. Se a classe de Stiefel-Whitney w2(M) é nula, en
tão I(M) = O mod 16.



Demonstração:

Sendo M variedade orientável com w2 (M) = O, temos pela
proposição 3.l. que M E quase paralelizâável,

Pelo teorema 3.13, temos que p1(M) é divisivel por 48.
Como I(M) = 3 P1(M) (esse fato segue do teorema 4.7 e do

corolario 4,6 que serão demonstrados no capitulo 4), então
I(M) é divisivel por 16, isto é, I(M) = O mod 16.

$2. Teorema de Kervatre e Milnor

3.15. Definição:

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimen

são 4. Consideremos o homomorfismo redução modulo 2:

pa: H?(M,Z) > Hº(M,Z2)

Diremos então que uma classe de homologia EcHº(M,Z) é

dual à classe de Stiefel-Whitney w2(M)e Hº(M,Z2) se, e so
mente se, p2(E8) = w2(M).

3.16. Lema:

Sejam EcH?º(M,Z) dual à classe de Stiefel - Whitney

wa (M)e Hº(M,Z)) e g: Nº— M"* um mergulho diferenciavel
representando & . Seja B vizinhança tubular de Nº em M".

Então wo(M-B) = O.



Demonstração:

A inclusão i: M-B + M & coberta por uma aplicação fi
brada entre os fibrados tangentes 71

-B

Cs ll en
ii sx Pela naturalidade das classes de

TM-B

|
M-B

*Stiefel-Whitney i (Wo2(M)) = wo(M-B).

A hipótese nos fornece que p2(EÉ) = w,(M) e g.tN) =

= En (MM),

Então g.(N) = wa(M)nA (M) com coeficientes em Z>.

As inclusoes M-B L—> MM J> (M,M-B) induzem a se
quencia exata

e* e *> Hº(M,M-B,Z,) ———> H?º(M,2,) ——> Hº(M-B,Z2) >...
lp. lp, ”

k, e,
> H2 (M,Z2) ——> H3;(M,B,Z22) * ...+ H2(B,Z>)

onde D1i,Dz, D; são os isomorfismos fornecidos pelo Teorema

de Dualidade.

POrtanto, Dai (wo (M)) =. £,D2(w2(M)) ou seja
Ds (w2(M-B)) = L,(w2(M)N (M)).

Como N e B têm o mesmo tipo de homotopia, temos que

k,(B) = g,(N) = w2(M)M(M). Logo, D3a(w2(M-B)) = L,k,(B).
O fato da segunda sequencia do diagrama acima ser exa

ta, implica que £, k, (B) = O.



Assim, D3(wo2(M-B)) = OQ. Sendo D; um isomorfismo, temos

em decorrência que W5(M-B) = O.

3.17. Lema:

O2n+2
O complementar de um disco aberto D em CP(N+1)

e o espaço total de um fibrado sobre CP(N), com fibra Dº.

Demonstração:

+Por 1.9., sabemos que gn ' se fibra sobre CP(N) com
. 2 . - : -fibra S relativamente a H, onde H e a aplicaçao de Hopf.

2n+1 - . -Seja A = S n x I V, CP(N), onde H e a fibraçaãao de

Hopf no nivel O e I = (0,1). Definamos Hi A CP(N) por
H(x,t) = H(x).

Então, Dº OA & o fibrado em disco associado do
JE

CP(N)
2n+lfibrado: SS! e s“” = dA.

lu
CP(N)

- . O2n+1Se mostrarmos que À e o complementar de D

Co
. O2n+2 .CP(N+1) ou seja, se mostrarmos que À A D = CP(N+1) on

de i: Sº”*º + s?PINÕA1) , o lema estará provado.
+ . .Colemos p?Pt? a 8?” x I usando 1;obtemos assim,uma va

. . : 2n+2riedade difeomorfa ao disco D

LEDCA
2N+1



Em seguida,  colemos tal disco a CP(N) via
20D+1

HH: S x(0) > CP(N).
+

Obtemos assim o espaço CP(N) UP? tal que

cP(N)W, DRT? a CP(N+1).

Logo, À V. p?P*t? = CP(N+1)

3.18. Proposição:

Sejam E, e &2; dois fibrados sobre Sº com fibra Ss!

e grupo estrutural S'. Então E, E equivalente a E, se, e

somente se, as classes de Euler dos fibrados em disco asso
ciados são iguais.

Demonstração:

Pelo teorema 1.33., as classes de equivalência dos fi
brados sobre S? com grupo S', estão em correspondencia biu
nívoca com as classes de equivalência dos elementos de

T1(S') = Z. Essa correspondência é dada por E > X(a) onde

a E um gerador de T.(S?*) = Z e X: T2(S?) — TIi(S!) E o ho
ea . . kmomorfismo característico do fibrado sS!> E

Y

sº.
No caso em questao, X se identifica com o homomorfismo

À da sequencia exata de homotopia:

.

A k *e. > TA(SP)> n1(S!) —— > mn (E) —> n1(Sº).



Seja Dº — E o fibrado em disco associado ao fibrado E.
Y

Ss?

Pela dualidade de Lefschetz, H/(E,Z) = H?(E,9E=E,Z)= Z.

A classe de Thom é definida .como sendo a única classe
2/F ; 1pe H“(E,6,Z), cuja restrição yu

(2,51) º H2(D?2,S!,Z) é o ge,

rador escolhido p,2 para cada fibra Dº de E.

—* —-

Seja i : H?º(E,E,Z) ——>H?º(D?,S',Z),
T*

Up > i (À) = upa

induzido pela inclusão da fibra ã: (D?,S!) —> (E, E).
Desde que H?º(D?º,S',Z) => Z e io) = up? onde Up? e

gerador de Hº(D?º,S',Z) então 7* e sobrejetora.
Assim, à € um gerador de Hº(E,E,Z).
As inclusões E o, E É, (E,E) induzem a sequência

exata:

** o.

1. HI(E,Z) + Hº(E,8,2) ——> Hº(E;2) ——> H2(5E,2) > WIiE,E,2) > ...

Pela dualidade de Lefschetz temos que HBº(E,E,Z JJ =

= * :

| a .H1(E,Z) = O. Logo, i e sobrejetora e a sequencia acima se

resume em:

*

1. > 2(E,8,2)> nº(E,2) > Hº(8E,2) > O



Analisemos mais adequadamente a sequencia exata de ho

motopia do fibrado E:

*eu ma(S?) > ma(E) > ma(S?) > mm (SI!) E> mi (E) >0

nRSendo T,(S*) = Z e k” sobrejetora, temos que T1(£5) ê

abeliano e mais ainda, T;,(E) = Z. para algum n.
Sabemos que o quociente de T,(E) pelo seu subgrupo co

mutador é isomorfo a H;,(E,Z). Então, T;,(E) = H]1(E,2).

Pela dualidade de Poincaré temos que Hº(E,Z)= H,(E,Z).
*

Logo, Hº*(E,Z) = Z. para algum inteiro n e portanto j e

multiplicação por n ou seja, 3) = no onde à É um gera
dor de Hº(E,Z).

A menos do isomorfismo de Hurewicz h: H.(Sº,Z) <>

TAS), o homomorfismo À e um elemento pertencente ao

Hom(H>(S?*,Z),Z) que pelo teorema dos coeficientes univer
sais é isomorfo a Hº(S?,Z).

T2(S?) à, T1(S!) = Z

2?
nt 2”

H2(S?,2)Ó

Decorre ainda da sequencia exata de homotopia do fibra
T1(S'do E que nm). T1(E) * -Z Como ker k = im À entao
ker k

mr

A(Y) = n onde y E mT2(S?) É um gerador.
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Se provarmos que Aoh = e(E) onde e(É) é a classe de

Euler do fibrado E, estara provado que o fibrados E sobre
S? com fibra S* e grupo estrutural S', podem ser classifi
cados pelas classes de Euler dos respectivos fibrados E em

disco associados isto é, se E, e E, são fibrados com fibra
S' e grupo estrutural S'* sobre SS? então, eles são  equiva

lentes <=> e(E)) = e(E>).
Provemos pois que Aoh = e(É). Para isto, basta avaliar

ambas as classes num gerador de H2(S?,Z).

Antes, observemos que e(E) = di) onde Pa e. inver
so do isomorfismo pt Hº(S?,Z) > Hº(E,Z), induzido pela
projeção p: E > Sº.

Assim, e(EÉ) = di) = $d (na) = n$ (a) = no' onde a'
€ um gerador Hº(S?,Z).

*

n2(S?,2) <— Hº(E,Z)

ro — | :so? ;
*

"NHº(E,E,Z)

Portanto, < e(E), (82) > = <na', (S*) > = mn.

Sendo (Sº)c H2(S?,Z) um gerador e h um isomorfismo, te
mos que h(S?) = y onde y É um gerador de T2(S?).

Logo, Aoh(S?) = A(Y) " o



3.19. Lema:

Consideremos o mergulho i: CP(N) + CP(N+1), N>l. Se

ae Hº(CP(N+1),Z) é um gerador então:

*
a) i (0) = e(v.) onde e(v,) denota a classe de Euler

do fibrado normal de CP(N) em CP(N+1).

b) e(v,)E Hº* (CP(N),Z) é um gerador.

Demonstração:

Consideremos vç o fibrado normal de CP(N) em CP(N+1)

|
CP(N)

cujo bordo Vs considerado como fíbrado normal em esfe
ras, é a fibraçaão de Hopf.

O2n+2 . .Do lema 3.17, temos que CP(N+1) - D e o fibrado em

CP(N)
. : : : Q2n+2adisco associado ao fibrado de Hopf.Assim,v. = CP(N+1)-D

Se e(v.) e a classe de Euler do fibrado normal de
=?- - FoCP(N)em CP(N+1) entao por definição, e(v,) = T j (up) om

de ue H?(v,s9v,,Z) = Hº(CP(N+1),Z) é a classe de Thom e
* - :ij: HH? (V,9v,,2) — 8º (v,,Z) e o homomorfismo induzido pela

inclusão natural j: v.o? (V;,9v,).
vV.

Desde que a aplicaçao c: (v,3v.) > SS induz o iso
' i

; * 2 vímorfismo c : Hº(v,,dv,,Z) > E? (55 Z) , podemos formar
i
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o diagrama:

H?(CP(N),Z)

H? (É ,Z) = Hº(CP(N+1),Z)

Assim, se ae Hº(CP(N+1),Z) é um gerador então:

Sã xl ox x XT xi (0) = T je (a) =T j (Pp) = e(v,)

Falta mostrar que e(vDE Hº(CP(N),Z) &é um gerador.
Consideremos as inclusões:

iCP(N) > (CP (N+1),CP(N))> CP(N+1)

Elas induzem em nivel de cohomologiaa sequência exa

ta:
É o

> H2(CP(NHL),CP(N)) ——> H?(CP(N+1)) —
> Hº(CP(N)) >

+ H? (CP (N+1), CP (N)) > e
- 51 —-



Temos que:

2n+2CP(N)U, D
2 ” 2 CP (N+1). mn

2 H =H (CP(N+1),CP(N)) a H EEN ) = E SEN) )

nº(s8 "> = 0,

Hº?(CP(N+1),CP(N))= Hº(S?"*?) = O

* o . e -Portanto, i é um isomorfismo. Como ae Hº(CP(N+1),Z) &é

*
um gerador e i leva gerador em gerador, concluimos que

e(v.) € um gerador de Hº(CP(N),Z).

3.20. Teorema de Kervaire e Milnor:

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimen
são 4. Seja Ee Hº(M,Z) a classe de homologia dual à classe".
de Stiefel-Whitney w2(M)e Hº(M,Z)). Se E &€ representada
por um mergulho diferenciâvel de esfera Sº em M então,o nú

mero de auto-intersecçoes E.5 deve ser congruente a I(M)
módulo 16.

Demonstração:

Suponhamos E.E não positivo. Podemos supor isso pois
se E.E>O0O, consideramos ÉM = - M,

Chamemos s = - EE. Seja Ls CP1(2) A+ ... E cr,,,(2)a
soma conexa de (s+l) copias do CP(2), com a.£ H?(CP,(2),Z)
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um gerador. Seja My = M HH L.

Para cada CP. (2), temos um mergulho da esfera s? em

CP. (2) representando a. Assim, temos um mergulho da esfe
ra Sº em L representando à) O& ... (>) Asa Por hipote
se, E é representada por um mergulho da esfera s? em NM.

Conectemos essas
duas eferas por

: uma vizinhança tu>o” W bular de um cami
nho que as une.
Usando o isomor
fismo natural:

t: Hº(M,Z7) &O Hº(CPI(2),2) O ... O H?(CP ,,(2),Z) +

> Hº(M1,Z2) seja n = t(E & à O ... Ds As 7) Notemos
s=l

que n.n = E.E+ E qh=-s+s+1=l,der À

Assim, concluimos que n pode ser representada por um

mergulho diferenciavel g: Sº — M,.

Consideremos o mergulho s?º = CP(1) — > CP(2) e seja
v. o fibrado normal de CP(1) em CP(2) cujo bordo Vs con
i
CP(1)

siderado como o fibrado normal em esferas S', é a fibração
de Hopf.

! o
Do lema 3.17., temos que CP(2) - D* se fibra sobre

CP(1). com fibra D?* e que, o fiíbrado em esferas associado,é
= 53 —



a fibração de Hopf.
nn

Oo

Então vv, E CP(2) - D*,

Seja v o fibrado normal de Sº em M,. Afirmamos que

Ss?

a classe de Euler e(v,)e Hº(S?,Z) é um gerador.
|

*
De fato, pelo lema 3.19., temos que 1 (a) = e(v.);spelo

teorema 2,9., temos que gx.tS?) = nnoiíM)) e pelo teorema

1.3. que, j (e(v,)) = e(v).
o * * *

Assim, e(v) = j(e(v.)) = j (i(a)) = (ioj) (0) <=

* . >
g (n). isto e,

&* k &
= (gog) (a) = g q (o)

* .

e(v68?) = g (n)(S?) <g (n),(S?)> = <n,g,(S?)> =

= <n,n O (S8?)> = <n,n,(S?)> = 1.

Mm, —ti—> cP(2)

e (fi
s? — CP(1) a Sº

Agora, pela proposição 3.18., concluimos que o fibrado
normal em esferas S* associado a “z é a fibraçaão de Hopf.

o
Logo, va E CP(2) - D*.

o
Seja Ma = (Mj=-v ) WU D*. Temos que:8 Tê

|

: o o
M2 d+ CP(2) = (M2-D*)U(CP(2)-D") mn

o o
(M2-D*) VU “g = M, ou



seja, M;, é difeomorfa à soma conexa M2>. HE CP(2).
"Então, I(M;)) = L(M;) + 1, pois I(CP(2)) &= 1.

Cad o --. . ..A inclusao k: M;, - va? M7; e coberta por uma aplicação
: ofibrada de TM, -V em Ty2+

8

T 9 > T
Mi -v Ms17Y;

|
o 2- >Mi vg k

M

Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney,
* o

k (w2(M2)) = w2 (MV):
o .Pelo lema 3.16., temos que w2 (MV) = O, Assim,

*
k (w2(M2)) = O.

Consideremos a sequencia exata:

x *o o

eo HORAS IN D*)> HM IV, 2) E Hº (M 02)?
S

o XLComo ENUO6AV DA D*) = H'(S8?º) = O, segue que k é in

jetiva. Por conseguinte, w2(M>) = O.

O mod 16 ePortanto, pelo teorema de Rohlin, L(M;)

daí I(M)) = 1 mod l6.
Sendo My, = MH Le L a soma conexa de s + 1 copias do

espaço projetivo complexo, temos que:

I(M)) = I(M) + s + 1 = I(M) - EE + 1

= 55 —-



ou seja, I(M) - EE + 1 = 1 mod 16, isto &E,

EE I(M) mod 16 c.q.d.
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CAPÍTULO 4

Neste capítulo apresentaremos exemplos de variedades

que satisfazem o Teorema de Rohlin e faremos algumas apli
caçoes do Teorema de Kervaire e Milnor.

Antes, porém, reuniremos alguns fatos basicos sobre mn to

quencia multiplicativa, os quais constituem ferramentas b Im

sicas para o desenvolvimento deste capitulo.

$1. Sequência Multiplicativa

4.1. Definição:

Seja À um anel comutativo com elemento unidade. Se

jam po = l e pi, pr,.-.. indeterminadas.
Consideremos Ao = A(pi; pa,...) O anel de polinômios

nas indeterminadas p1, p2;,... com coeficientes em À.

31 ja j ; ; ;O produto p; Pp ... p”r tem peso j;i+t 2j27 t...+ ri,r
co À

|

e À = E A onde € o grupo aditivo desses polino
k=o” É k 7

mios que contem somente termos de peso k ce, = A. O gru
po À, é um modulo sobre A, cujo posto é igual ao numero

T(k) de partiçoes de k.



4.2. Definição:

seja (K.) uma sequencia de polinomios nas indetermina
das p, com K, = l e K. € j (370, 1,...). A sequencia (K.)
é chamada uma sequência multiplicativa (ou m-sequência),se
toda igualdade:

1 + piZ + poZº t+... = (l+plZ+pIZ +...) (l+pNZ+pUZ? +...)

com Z, Pio pº indeterminadas, implicar na igualdade

eo ow
1 = ]j

Tr " "r K. (pis ...sPpp)Z = E: K: (pls +...PiZ . E K. (ps + +.sPpZ
r=0 i=O j=0o

Numa notação abreviada, podemos escrever:

K. (pise... p.)Z?
j J

4.3. Definição:

i =b.Z (bo = 1L,b,A série de potencias K(1+2Z) = i
umB8

i=0

= K.(1,0,...0)e€ A) é chamada série de potências caracteris
tica da m-sequeência tK.).

4.4. Lema:

A m-sequencia (K.) é completamente determinada por
sua serie de potencias característica Q(Z2) = K(1+Z).
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Demonstração:

Consideremos a fatorizaçao*
m

m
1 + piZz t...t p& 5, = m

: (1+8.Z ).
1

Os elementos p, são pois, olhados como funçoes simetri
cas elementares em Base ersBoo o anel Sb é então o anel de

todos os polinômios simetricos em B1s++.5B, com coeficien
tes em À.

Temos que:

1MB

” co *.

K.(pisce.,Dp.)Z + E K. (pis... aD 20,...,0)Z?.
j=0 J J = Jd m

1 + Ki(p1)Z + K2(p1,p2)Z t..nt K (Pis+cesPÇIE +

m+i m+2+ K +, (P1h+ ++ sp 30IZ + K +2(P195+.+5pr0)0)Z to... E

K(1+p1Z+paZ +... +p2+0Z” +02?

= K( 1mMB do m m
p.Z2 )=K( TN (1+B8.2) = N

1 : 1 =1 i=l =i

Assim, qualquer polinomio K:; com j<m é determinada co

mo um polinômio simétrico em 8. e assim como um poliíinomio
o e .

'

simetrico em p.. Isso vale para todo m.

Logo, a prova esta completa.
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4.5. Lema:

co

Para toda série de potencias (Q(Z) &= Z b. 2º (bo = ll,
i=0

b.eA), existe uma m-sequência (K.) associada,com K(l+Z)=

= Q(2).

Demonstração:

Consideremos a fatorizaçao: 1 + p,2 + paZtecot Pão =
m

|
m

= NO (1+f.2) e o produto É Q(B.Z2).
; i ; ii=l i=)l1

O coeficiente de Z” neste produto é simétrico nos 8. e

homogeneo de peso j. Então, pode ser expresso como um poli
=. (m) : =nomio K; (Piso PA) de peso j, de um unico modo. Como

K” não depende de m para m>j, definimos K. = Kú para m>j.

A sequência (x) e a sequencia multiplicativa procurada.
(para maior detalhes, consultar (3), pag 10).

Observação:

Os lemas 4.4 e 4.5, mostram que existe uma correspon
dencia biuníboca entre as m-sequencias e as series de po

tencias com primeiro termo constante e igual a 1.

4,6. Corolário:

Dada a série de potencias:



co
K-1 Kq(2) = ZE 21+ 2 ()) A A BZ.tgah/Z k=1 eo

a 23,224 4 3? h ;
1 + 2B,Z 3 BZ + 45 B3;Z 315 B,Z r+Tacvcae. onde os

coeficientes By, São os números de Bernoulli: B, = z ,

1 1 1 " -BB; = 30 B; = e) ; By = 30! Bs = E ; ete ..., então,

existe uma e somente uma sequencia multiplicatíva com Q(Z)
- . -- . + . .. |

como serie de potencias caracteristica. Essa sequencia mul

tiplicatíva e denotada por (L.(pis:..3P;)) e os quatro
primeiros termos dela são:

weL;, P1

1
:

L2 = 75 (7p2-pi)

L3; = L—— (62p3-13pap1+2p!)33.5.7 1

= —Ltd— 2 2 A
Ly = FE 52.7 (381pu=-71pap1i"19p2+22p2piT=3pi)

Demonstração:

A existencia e unicidade da sequencia multiplicativa
tL. (p pera pi) decorrem imediatamente dos lemas 4.4 e“4.5.

Vamos usar o lema 4.5, e calcular os.dois . primeiros
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termos L, e L; da mrsequência (L.).
Seja m = l. Então L: = L: . para 1>j, isto é L] = Li.
Considerando a fatorização 1 + p1Z = 1 + B,Z, temos

que:

1+Li(pi)Z+ E L;(p1,0,...,0)2) = Q(B1Z) = Q(p12) =

j=2

- 1 1Entao L;(p)) = 2B1;ip) = 2. g P1 e portanto Li(pi)" 3 PRP)

:
| - s

. e - 2
Seja m = 2. Então L; = LÍ para 2>j, isto é, L] = Li),

L, = Li.
Considerando a fatorização 1 + pyZ + paz? = (1+8)Z) (1+822Z)

—
temos:

co es1 + Li(pi)Z + L2(p1,p2)Z? + E Li(pr1sDp2sO0,...,0)2? =
: = je3

CS Q(B,1Z2)Q(822Z) -

” (1+281812- â B2B12Z?+...)(1+2B,822- â B2B222+...) =

”" 1 + 281 (81+82)Z + (- 3 BeBi+4BIBabo- 2 p,65+ e...

Então, .

O La = 281(B1+B2) = 2. 2.(B1+B2) = 3 (B1+B2)
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2 2. 2 2 2. 2 2 2,Ly, = - Z BzBi + 4B18B1B2 3 8282 == B2(B1+82) + 4B1B1 82 -

= - 3 (81482) + 3 8182.

Sendo 1 + p1,Z + paZº = (1+B]Z)(1+8B2Z) = 1 +(B;]+B.)Z +

+ B1B2Zº, temos: /
p:1 = BB, + Ê,

p2 = B; . Ba

. . 2 2 2Isso implica que B7 + BB; = p, - 2p2.
: 1 ! - lComo L;, = 3 (B1+Bo) entao L; = 3 P1

e
vt 2 2 -como L, = - T5 (B1+B2) + 7 B,Ê>o entao.

1 2 1

t2 = - 7 (p1i-2po) + q Pz

:
|

1 2
ou seja, L, = (7p2=p1).

4,7. Teorema do Índice de Hirzebruch:

Seja (LiCpis...srp2)) a sequencia multiplicativa cuja
TZserie de potencias caracteristica é Q(Z) = « Então

teh/Z
4 -o Índice I(M ts de uma variedade diferenciavel compacta e
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4k - 4 4korientada M
k

e dado por: IL(M K) = Ly (p1s+..sPpQ)UM 2

onde Pp: e i-êsima classe de Pontrjagin da variedade M,.

((9), pag 225).

4,8. Teorema:

s n : : : :Sejam M uma variedade diferenciavel compacta e orien
. -2 n . ;tada e j: vº > M um mergulho de uma subvariedade orien

tada Ve de Ms. Seja ve Hº(M",Z) a classe de cohomologia

dual da classe de homologia representada por Vo ou seja,
n-2

|

UV JJ =yv NIM"). Então:

no?) = x" C(tgh v
i

I(V 1umB

o
L; (pa (MP) ,...,p;(M)))

onde x” e definido por x” (up) = nº (MN) e nº € à n-êsima com
oo

ponente de um elemento une HE (M,2).
k=0

Demonstração:

- : nº? nSe 7 e 1 sao os fibrados tangentes de V e Mn-2 nV M o

oo - : n—2 nrespectivamente e v e o fibrado normal de V em M , en
ta * oOaos j Tt =T V.

no vo 2

. -2 s .Sejam p(v” Je p(M)) as classes de Pontrjagin (total)
-=2de VV” e Nº respectivamente.

De 1.26, temos que p1i(v) = eº*(v). Como p(v)= 1+ p1(V)
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segue que p(v) = 1 + eº(v).
* - mo NANA -Desde que j v = e(v) ((3), pag 69) entao , p(v) = 1 +

+elf(v) = 1+ (3vt = jó(1).
* - *

Portanto, j p (MP) = pv" . j (1+v?).

isto &E,

- * -peu?) = jot(l+vi) .p(MO).
Sendo (L.(p erapi)) uma m-sequeência que corresponde

—MTZ
teh/Z

à serie de potências ; a definição de m - sequência

implica que:

oo o o ee co- * —

L(CE p(VºI?)) = j (LO+2) '. LE pf (M))
i=0 i=0

isto e,

oo - * hv' co

E LICpa (VII?) ,... pç (VIT?)) = 3 ÇEBDE, x L;(P1 OD). pç)i=0 |

| i=0

O mergulho j: vote, Mo induz o homomorfismo
. —=2 —2 —=23: HO cM,2) + Bv iz).

Assim,

& - : —

<j OST I> = <x,j OVO )> = <x,vn (MT)> = <v.ax, (M)>

2 -2isto é, j (x)(V" ) = v.x(M).

Portanto,
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E L (pa (VO O), pp, (VEÉIDAVTTA)
i=o À

= j (EEoy E L. (pa (M),...,p. (M))ICVITO) =
Vodeo * i

= v. (EBBY E L.(p1 (M),...,p. (M)))(M") =

Vdso À i

(tghv. E L.(p1(M),...,p,(M)))(MP),
i=0

Então, pelo teorema do indice de Hirzebruch:

co

IVO?) = x (tghv. E L,(pi(M”),...,p,(M)))
i=0

4.9. Observação:

- 4 1 3 6Se n = 6, entao I(V') = 3 (-v*+p1(v))(M). onde

ve Hº(M,Z) e pie H"(M,Z).

De fato,

oo
BN

TV") = xº(tghv. E L.(pi...,p,)) =
i=0 :

= x ((v- ã vº4 A vio...) (LHLi(pi)tLa(pi,padt...))

Por 4.6. temos que Li(p1) = à p1 e >- Li(pi,p) =

1 2
= 75 (7p27p1) .
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Então,

Ly342 Ve...) (1+I(V*!) = xº((v- 7 E Lo

o 2
PIt Ts (7pa"pa)t...)) =

vº+ 3twi=e= x (v- ã VOt.a.at+t ã P1V-r z pivot...) = (- 1 pv) (Mô)

ou seja, IV") = 3 (pav=v*)(M').

4,10. Definição:

Seja CP(3) o espaço projetivo complexo.
Chamaremos de V(n) as subvariedades V(n) CP(3) de

dimensao 4,tais que j,(V(n)) = na N (CP(3)) onde

ae Hº(CP(3),2Z)

ê um gerador.

4.11. Teorema:

O Índice de V(n) é dado por:

níá-n?)1(V(n)) =
PRÓS

Demonstração:

Pela observação 4.9.,
I(V(n)) =

4 (p, (CP(3))na - nºat)CCP(3))3
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Sabemos que:

p1(CP(3)) = 40º onde ae Hº(CP(3),Z)

é um gerador.
Assim,

lI(V(n)) = ã (4na na) (CP(3)) «= z níá-nº)a?(CP(3)).

Portanto,
I(V(n)) =2níó-n?)Wir

$2. Exemplos de Variedades que Satisfasem o Teorema de

Rohltn:

4,12. Proposição:

As variedades V(n), com n par, satisfazem o Teorema

de Rohlin:

Demonstração:

Mostremos primeiramente que, se n ê par então

w2(V(n)) = O

Sejam T V(n) e Top(3) os fibrados tangentes de V(n) e

CP(3) respectivamente. Seja v o fibrado normal de V(n) em

- "CP(3). Então, j Top(3)“Tvtn) O v.
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Sejam w(V(n)) e w(CP(3)) as classes de Stiefel Whitney

(total) de V(n) e CP(3) respectivamente.
Assim, j w(CP(3)) = w(V(n)).w(vV).

Desde que 3 (na) = e(v) segue que,j (l+na)= l+e(v).
Como a redução modulo 2 leva a classe de Euler e(v)

na classe de Stiefel-Whitrey w2(v), temos que,

*
Pzj (l+na) = 1 + w2(v)

Desde que v é orientado, wi(v) = O e por conseguin
* FE

te, w(Wv) = 1 + w.(vV) = prj (l+na) = j pr(ltnoa).
Portanto, 3 WCCP(3)) = w(V(n)).j po (l+na) e então,

w(V(n)) = j C(pa(ltna)” .w(CP(3))).
Sendo w(CP(3)) = 1, segue que:

wWw(V(n)) = j plena) * = 3 “po (L+narnta?trnta?)

Logo, w2 (V(n)) = j pao (na) e dai temos que, se n e

par então ws(V(n)) = O.

Mostremos agora que, se n é par então I(VC(N)) = O

mod 16.

De á.ll. segue que I(V(n)) = ã ní4-n?). Como n é par,
então n = 2k, KEZ. Portanto, I(V(n)) = 7 2Kk(4-4k?) =

= z . 8k(1-k?) 8k.(1-k)(1+k).1
3 ,

Se k. é par, é imediato que I(V(n)) = O mod 16.
Se k é impar então k + | é par e tambem para esse ca

so, I(V(n)) = O mod 16.



Assim, para todo n par temos I(V(n)) = O mod 16.

Como consequência dos resultados acima, podemos exi
bir exemplos de variedades diferenciaveis V(n) que bordam

uma variedade diferenciável não orientavel NQº compacta,

mas, que não bordam uma variedade diferenciaâvel compacta Nº

orientavel. Assim, temos :

4,13. Corolário:

Se n é par, entao V(n) e bordo de uma variedade dife
renciâável compacta Nº” de dimensão 5. Para n é 2, Nº E ne
cessariamente não orientavel.

Demonstração:

oh 2 -Sejam n1 = w1i[V(n)), nº = wi-W2C(V(n)),na = w1.w3aílV(n)),
2 -n4 = w2(V(n)) e ns = w.(V(n)) os numeros de Stiefel-Whitney

tney da variedade V(n).
Como V(n) é orientada, entao w,(V(n) = O.Logo,n;=n2 =

Na proposição 4.12. foi visto que, se n éê par então
w2(V(n) = O.

Por hipotese, n é par; assim n. = O.

Por 1.19. temos que e(V(n))(V(n)) = kX(V(n)). Como a re
dução módulo 2 leva a classe de Euler e(V(n)) na classe de

Stiefel-Whitney wy(V(n))então,ws (V(n))(V(n))= x(V(n))) md 2

isto &, 'n5º = x(V(n)) mod 2. Por 2.2.c, | temos que
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IT(V(n)) = x(V(n)) mod 2. Desde que por hipótese n é par,
segue de 4.12 que I(V(n)) = O mod 16. Portanto, ns; = O.

Assim, se n é par temos que n, = nº = n; = nn, = nº = O

e pelo teorema 1.8. podemos concluír que V(n) e bordo de

uma variedade diferenciavel compacta de dimensão 5.

Sabemos que I(V(n)) = 7 ní(4-nº). Se n é par e n É Z,en
tao I(V(n)) 4 O. Logo, pela propriedade 2.2.e., concluimos

que Nº” é necessariamente não orientavel.

Sã. Aplicações do Teorema de Kervatre e Milnor

4.14. Proposição:

Não existe mergulho diferenciavel 8? &— CP(2) repre
sentando a classe 3a.

Demonstração:

Como w2(CP(2)) = aé Hº(CP(2),Z2) e p2(30) = a =w,(CP(2))

temos que, 3a é classe de homologia dual da classe de

Stiefel-Whitney w2(CP(2))e Hº(CP(2),Z2).
Desde que I(CP(2)) = 1 e E.ELCP(2)) = <3a U3a,(CP(2))>

= <9o0º,(CP(2))> = 9, então:

E.E É I(CP(2)) mod 16.

Assim, pelo teorema de Kervaire e Milnor, a classe 3a

não pode ser representada por qualquer mergulho diferen
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ciâvel e: S?º & CP(2).

4,15. Proposição:

A classe de homologia & = 50 E Hº(CP(2),Z) não pode

ser representada por qualquer mergulho diferenciavel
e: 8? &—> CP(2).

Demonstração:

Temos que E = 50 é classe de homologia dual da classe
de Stiefel-Whitney w2(CP(2))e Hº(CP(2),Z2),pois w2(CP(2))=

a = pr(50).
Como I(CP(2)) 1 e E.ECCP(2)) = <5aVU 5a,(CP(2)) > =

<250?,(CP(2)) > 25 então EE É LI(CP(2)) mod 16.

Portanto, pelo teorema de Kervaire e Milnor, segue a

tese.

Observação:

A classe de homologia E = 7a e Hº(CP(2),Z) é dual da

classe de Stiefel-Whitney w2(CP(2))e Hº(CP(2),Z,) pois,
pP2(7%) = à = w2(CP(2)).

Sendo I(CP(2) = 1 e E.E.(CP(2)) = <7aV7a,(CP(2))> =

= <490º,(CP(2))> = 49, então:

E.E = I(CP(2)) mod 16.



Neste caso, no entanto, o teorema de Kervaire e Milnor

nao nos permite concluir nada.
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