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R E 5 U M 0

No presente trabaiho fazemos uma exposição de certos siste-
mas Iõgicos dando ênfase especial ao probiema da decidibiiidade. É

feito um estudo aigêbrico topoiõgico do sistema impiicativo intui
cionista e já aqui introduzimos os "tabieaux sêmantiques" devidos

a E. Beth, visando a decidibiiidade. Sob estes aspectos são exami

nados os sistemas pseudofBooieanos (inciusive o Booieano) assim cº
mo o sistema moda] Sa.

5 U M M A R Y

This dissertation presents some logica] systems, with speciai

regard to the decidibiiity problem. An
'

aigebraic-topologicai

account of the intuitionistic impiicative system is given,

introducing the "tableaux—sêmantiques", due to E. Beth, concerning

the decidibiiity. This approach is used to study the pseudo-boolean,

(and the boolean) systems, as weii as the moda] system Su.
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INTRODUÇÃO

No presente trabalho fazemos a exposição de certos sistemas

lõgicos dando ênfase especial na apresentação de algoritmos 'que

detectam as fõrmulas vãlidas nos respectivos cãlculos proposicio-
nais associados.

ãCada capitulo se desenvolve segundo as seguintes etapas:
1. Introdução de cada sistema. via o operador consequência,

e a algebrização correspondente.-

2. Obtenção de resultados no sentido da determinação das rg

gras para o algoritmo.

3. Aparesentação do referido algoritmo bem como de exemplos

que visam a elucidar o seu uso.

No CAPÍTULO I introduzimos os sistemas de fecho implicati—

vos; cada sistema consiste de um par (E,o) onde $ opera nas

partes de E e estã sujeito ãs condições:
.

, i) odA = dA ii) AcoA iii) Se AcB então dAcoB evaig
da iv) Para cada (a,b)eEb2 existe c com beoía,cl e mais, se

bed((a]x/A) então ceoA. Esta definição ê motivada pela seguiª
te situação: E é uma coleção de eventos e para cada parte A de E

completamos com os eventos que decorrem de A ou seja, com as con-

, sequências de A (dA). Neste sentido i) traduz a transitividadeda
noção de consequência. Por outro lado, iv) prevê uma dinâmica en-

tre os eventos, isto ê: dados a e b em E existe c tal que b é ªí
cançado através de a e c e ainda c tem um minimo de consequên-

cias para esse fim. Tais elementos c serão chamados condicio—

nais e denotados por a—*b (leia-se: se a então b)



As propriedades?caracteristicas dos sistemas em questão são

Regra MODUS-PONÉNS: Se [a,clczA então be oA

Teorema da DEDUÇÃO: Se beo([a]vA) então a+bcA.
Uma_forma de alàebrizar & situação apresentada por um sistg

ma (E,o)' ê identificar elementos x,ye:E tais que o([xlx/A) =

= o(íylk/A) onde A<:É. Assim, obtemos um sistema/V implicativo

(E,?) (quociente de Eipela identificação) onde Éº—v ê unitãrio,
sendo & a classe determinada por x. Logo (E,+) pode ser concg

bido como um sistema algébrico (ãlgebra de Hilbert) onde + ã º
peração binãria. No caso de A = $, (E,+) ê chamada de algebriza
ção natural de (E,o)v

0 formal aparece quando pensamos em estudar estruturalmente

composições pºr condiqionais, esquecendo qualquer outra considera

ção. Isto nos leva 5 noção de fõrmula gerada construtivamente a

partir de átomos ªºbºêj" por meio da composição +(para represen
tar o condicional). Assim, a, a+a,a+b,a+(b+a),(a+b)+(b+c),etcsão
fõrmulas onde a,b e o são ãtomos. Seja F o dominio de tais fôr
mulas. Uma interpretação dessas fórmulas num sistema implicativo

(E,o) é uma aplicaçãoê i:E“+E, tal que i a+B e ia —$> is, a,BeF,

Ainda, a e F é válida se ia e $$ para cada interpretação

1':F+E. 0 estudo do silstema .(F, 6), onde oc € (SA se e só se iaew
desde que iACW Parªêa cada interpretação i:F-> E, é o estudo do

chamado Cálculo Propostcional Implicativo (intuicionista). A alg_e_

brização natural de (F,õ) nos fornece a ãlgebra de Hilbert livre
tendo como geradores os átomos de F, O 52 & devotado ao estudo de

tais estruturas.
No 53 apresentamos os chamados quadros semânticos, devidºs



a E.Beth. A idéia de tais quadros e ter um método sistemãtico pª
ra, dada uma fórmula a, encontrar uma interpretação izfª>E tal
que ia É $$. Se tal procura, peio mêtodo sistemãtico, nos leva a

contradição isto significa que a € vãiida, i.e, aeô$. Assim o

teste de validade é este: procuramos peio mêtodo uma interpreta-
ção com iain; se achamos, não 5 vãlida; se damos em contradição

(e uma das duas hipóteses sempre se aicança em um número finito e

efetivo de passos) ela E vãiida.

As idéias associadas aos conectivos proposicionais e, ou e

não (conjunção, disjunção e negação) procuram ser traduzidas, no

CAPÍTULO II, pelos sistemas pseudo—Booieanos. Tais são impiicati-

vos e têm as seguintes propriedades:

i) Para cada (a,b) existe (c,c') tai que oía,b] = o(c]

e o(a)/N<b[b] = oic'].
ii) Existe zto$ 'com oíz] = E

Os c de (i) são denotados em geral por a/xb enquanto os

c I

por avb. A condição (ii) prepara engenhosamente o terreno pa-

ra a noção de -b(negação de b). Para cada b e E, de-b se deb+z.

Disto resuita que oíb,d] = E por MODUS-PONENS.

As estruturas algébricas associadas, obtidas como no caso

dos sistemas impiicativos, são as ãigebras de Heyting ou de Brou—

wer que surgiram naturaimente via as aigebrizações destes sistg
mas.

Formalmente temos agora as fórmulas construidas com A,v,+ e

— a partir dos ãtomos a,b,c... Exempios de tais fõrmuias são

av-a, a+(av-—a), (aA—b)v c, etc. Para as interpretações pedimos



agora que verifiquem gia+s e ia+is, ieAB e iaAiB, iuv B e iav ie,
e i—a e —ia. 0 estudodo cálculo proposiconai intuicionista ê en

tão o estudo do sistema (F,ô) onde a e SA se e sõ se ia a $$

desde que iAcíaO pana cada interpretação.
As a de GQ são chamadas as fõrmuias vãiidas desse cãicª

10. Aqui como também nos demais capituios o método dos quadros de

Beth é usado para detectar as fõrmuias vãiidas.

G.Eooie admitia que as consequências de p comuns aquelas de

—p deveriam ser apenas as essenciais ou seja:a£p)fNa[É]=a$,Ee—p.

Na CAPÍTULO III damos conta desse ponto de vista. Aqui o cãicuio
associada recebe o nome de cãicuio pnoposicionai ciãssico.

Uma motivação de natureza geométrica para o capituio finai

poderia ser a seguinte: Sejam (E,a) espaço topoiõgico e

(PE,!1,U5CE,inta) a ãigebna assºciada. Dada P(x1,....xn) poiinâ
mia nessa ãigebra, saaen (em um nãmena Finita de passos) se P se

neaiiza cama o espaçº todo eu nãa. Novamente os quadros de Beth

são chamadºs e cem eias neseivemas a questão. Aqui, são de intee

nesse as nasuitadas de conexão estabeiecidas nas pvaposições 3 a

4.
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CAPÍTULO I: "Se... então..."

51. Sistemas de fêbho implicativos
1. Condicionais

Consideremos E conjunto e PE a coleção de todas as suas

partes. Um operador de fêcho em PE E uma apiicação o:?E + PE,sa

tisfazendo as seguintes condições:

fl) Para todo A'CE, AcoA e ooA=qu
fz) Se ACB então (mas

Ainda, o operador & aigêbrico ou de tipo finito se para todo A<:E

vaier:

fa) Se XecpA, então existe parte finita Af<A com xaoAf.

Notemos que estes operadores (aigêbricos) são caracterizados pela

propriedade

oA = VoAf
AfCA

De um modo geral, se ozPE + PE ê operador de fêcho e (Ai)

ê uma famiiia de partes de E, temos

oi./Ai = Óx'jôiAi onde ªi e [e,êl, sendo e:?E + PE

i * i
.

o operador identidade.

Def.].l: Seja ozPE + PE operador de fêcho. Chamamos de sis
tema de fêcho, ou simpiesmente sistema, o par (E,o). Se o opera—

dor ê de tipo finito, dizemos que o sistema é de tipo finito.

Def.1.2: Sejam (E,o) sistema e a,b e E. Consideremos a-»b =

= (xaE: beoía,x] e se b & o((alkJY) então x e oY]. Se ªª*bn?0,



cada x de a + b ê chamado um condicional para o par (a,b).

Esta definição pode ser— estendida & partes não vazias A,B<E

co1ocandó—se

A + B =*»;/ a + b com (a,b) & A x B.

Por comodidade, se A = [a] então [a] + B senã escrito cg

mo a + B, sendo que asta convenção também é adotada no caso de

B = ib).

Def.1.3: Um sísfêma (E,$) % ímpIíCatíVG se a + b #=Q 'pa-
ra tõdo par (agb) e Eº.

SáTVôimêhÇãõ am êôhtvãrío, nas Pésuítados e de?iníções que

se seguem, êstaremos sêmpre nos rêfêríndo a sistemas ímp1ícat1vos.

Def.1.4; Seja (Égô) sistema. ACLE É conjunto condicional se

A For obtido das condiçõês í) e ii) abaíXO, em um nõmero finl
tô de etapas.

i) N/a,b,c e E a + b, a + (b + c) é (a + b)+-c são

conjuntos condiciºnais

ii) Se O e D sãb condicionais, então o E C + D.

Vejamos algUmas informações a respeito de tais conjuntos.

Teorema 1 . 1

Se a é b são éãemêntos de um sistema e x,y e a + b, então

dix] = da + b e díy].

Prova:

De x,y e a # b obtemºs b & díagx] e b & óia,y1 e então

x e diy] e y & dix), ºu Seja, dix] = diy], Para fína1ízar,
d>à + b= dk“! cbfx] = (mx) = Mx].

Xéaªb



Este resuitado sugere a seguinte

Def,1.5: Seja A parte não vazia de um sistema. A E univg

lente se para cada x e A tivermos dix] = oA.

Teorema Z.2:

Sejam (E,o) Sistema e E equivaiência em E2 dada por xEy

se e sõ se dix] = diy]. Nestas condições, a + b = a' + b' desde

que a e a' e b 5 b'.

Prova:

Consideremos z qualquer em a + b. Logo, temos oíbICÓIa,z]

e 2 & av para cada Y com o(biç'o([a]k/Y) ou oíb]<f$($[a]K/[ZH

e 2 €©Y para cada Y com ofb]<:o(o(aíkJY). Como a E a' e hª bk
ficamos com oíb']<:©(ºía']x1[z]) e "2 e oY para todo Y .com

oíb']<ío(o[a']ij), isto é: b' & oia',z] e z & oY para todo Y

com b' e o([a']&1Y). Enfim, a + b<;a' + b'. De forma análoga,

a' + b'c a + b.

Tendo-se em conta os teoremas anteriores temos o

Corolárío 1.1:
Se A e B são univalentes então o 5 A + B.

Prova:

De fato, seja” x e A + B, ou seja x e a + b<:A + B.

Temos então oA+B = <bV o(a + b)
(a,b)eAXB

Peio primeiro teorema, oA + B = o xe_____,,/4ofíl
.

Yea '+b 'cA+B

Peio segundo, a + b = a' + b' pois A e B são univaientes.

Logo, ficamos com oA + B = oxx___,/o[x] = noix] = ofx].
xaa+b

- 3 _



Bastante interessante € 0

Corolãm'o 1 . 2:

Se A é conjunto condiciona] de um sistema, então 'A ê uni

vaiente. Reciprocamente, se M é univalente maxima], então M E con—

dicionai,

Prova:

Observamos inicitimente qUe a + b _e [c] são univalentes,

a,b,c e E. Tendo-se emconta o teorema 1.2 e a definição de con—

junto condiciona], tiramos que todo condicional & univalente.
Para a reciprocat notemos que om E não vazio já que

$$ = x + x, x e E. SeMam então M uniyalente maxima] e s e $$.

Mostremos que M<Is +ix, x e M. Se y 5 M temos x e oíy] =

: o(mtlíyl) = o(s,y]. Ágora, se x & o([slk/Y)» temos x e oY ou

y 5 oY. Enfim, y 5 5 P x e então M = s + x.

Façamos as segunntes observações relativas ao corolãrio aci-

Ima:

1) Se A e B dão condicionais, então A<:B ou B<ZA são

equivalentesa A = B.!Mais ainda, até AriB #=Q se e sõ se_A = B,

ªvisto que os condicionais são univaientes maximais.
»

2) Um sistema tdpoíõgico ê um sistema de fêcho (É,o) onde

$$ = Q e oAk/B = oAtJoB, A,B<ZE. Logo, nenhum sistema topoiõgico
& imp1icativo. Apesanàdisso, vaie o seguinte resuitado:

"Seja (E,?) um sistema topolõgico T1(xíx e E,o[x]=[x1). Eº

tão existe sistema imdiicativo (E',W') tal que EcrE' e »

W'(S)fxE & WSAE), para todo SCE'."
A prova disto % baseada nos itens abaixo:

ª 4 ª



1) Seja E' = Ek/[z] com z é E. Logo, cada S<:E' ê da for
ma SIUZ onde SICE e ZCíz].

2) W':PE' + PEQ tai que slk/Zi+ wslxiíz], ê operador de fã
cho e ainda, a + b = (x], sendo x = b Se & %=b e X'= 2 ,se

a = b, em E'.

2. Sistema Quociente e

Partes Dedutivas

Com aiguma motivação nos sistemas topoiõgicos, adotaremos as

seguintes definições:

Def.].â: Seja (E,e) um sistema de fêcho qualquer. A<:E ê fg
chado em (E,©) se oA = A.

Def.1.7: Sejam (E,o) e (G,?) sistemas de fêcho e sz + G

apiicação. f 5 continua se f'lF ê fechado em (E,o), com WF: F.

Def.].8: Sejam 9: E + G aplicação e A fechado em (E,o).

g & A-fechada se para todo fechado F:>A, gF for fechado“ em

(G,W).

Vejamos como introduzir uma estrutura de fêcho em um quocien

te sob a condição de que a projeção canônica seja continua.

Antes, ê Util-observar os seguintes fatos:

1) Se (Fi) é uma famiiia de fechados de um sistema, então

/?N Fi % fechado do mesmo.

2) Seja GCÇPX tal que para cada famiiia (Gi) de eiementos

de G, Ier Gi e G.

Então, W: PX * PX dado por

a 5 _



vA='f“NG,.,G1.sG,ê
GpA '

operador de fêcho. Mais ainda, a coleção dos fechados de (X,?) é

precisamente G.
I

Teorema 1 . 3 :

Sejam F” coleção de fechados de (E,o) estãvel para inter

l

l

l

l

l

secções quaisquer de familias de seus elementos, e E equivalên-
y

cia em Eº. Consideremos n: E + E/= = E a projeção canônica. Seja

W:?E + PE dado? por:'
WA=I NªSCEzsbA e n'% eFW.

1

Então (E,?) e sistema de fêcho e n E continua.
ª

Prova: !

Notemos que O =iíSCIE: nªis e F'l ê estãvel para interseg
ções quaisquer de familias de seus elementos. Logo, por 2), (E,?)
E sistema de fêcho. A qontinuidade de n: E + E resulta da defini
ção de_ W e da hipótese sobre F'.

0 sistema (E,?) do teorema ê chamado sistema quociente deter-
!

minado pela coleção Fl e a equivalencia
!

Teorema ] (4 :
i

3

Sejam (E,o) sistema e F um seu fechado. Consideremos a e
'quivalência x ' y "sele sõ se o([xlk/F) = o([ylle). Tomemos o

sistema quociente (E,+) determinado pela equivalência dada e a
l

coleção F' = [F'zF' êifechado de (E,©) e F':>Fl. Então n: E + E

E F—fechada e (E,W) % implicativo desde que (E,$) 0 seja.
à

Prova:

Notemos que, se [G e F', então para cada 9 e G, ngch, vis
.l '

_ 6 -



to que, se y 5 ng, segue-se o([ylk/F) = o([glk/F)<JG, pois G 5

fechado. Logo, G ê reunião de ciasses de equivalência, ou seja, G

é saturado por “. Daqui, n'lnG = G e então n é F-fechada.

Interrompamos momentaneamente a prova justificando que, para
cada ACE,-, WA = no(UAVF). De fato, como' n'ªWADF e e fecha

do, va1e n'IWAJ o(n'lAk/F). Por outro lado, "o(n'lAKJF)>'n'1WA já

que n ê F-fechada.

Sejam então â,É & E e mostremos que i e a + 5 onde xea+b.

Da continuidade de n resulta n'lwíã,5]:>$[a,x] e dai 5 e Wfã,i].

Continuemos, considerando 5 € W(€a]k/Y).

Logo, 5 & no(áv(UY)VF), ou seja, b & o(o(áUF)V(UYF))- "

= o([alb/FN/(kJY)) .E x & o(FKJ(LJY)) fe então 'à & WY.

(DlUma caracteristica notãve] do sistema (s,W) é que a + 5

sempre unitãrio, pois de Wíá] = Wii] deduzimos no([xlª/F)
= no([y1L/F) que acarreta o([xlk/F) = o([y1k/F) e enfim & = &.

Parece-nos então razoãve] pensar (E,?) como um sistema aigêbrico

(E,=>) onde a =» 5 = É e á + 5. Por outro 1ado ê sugestivo cha—

mar n de F—identificação. Neste sentido temos o teorema

"Sejam nl, nz, F1:>F2 tais que ”i ê FÍ—identificação. En

tão existe uma Única h:(E2,W2) + (E1,W1) continua e nzFl-fechada

ta] que nl = hon2.W

Prova:

Como FIDifz, a lei hnzx = nlx ê aplicação e nl = honz. [>

-1
1

(Dlgora de nglohzl : n e de nz ser Fz—fechada temos que n

ilcontinua, pois o(Xk/Fl) : ngl.h'1(n1o(XkJF1)) donde wzo(X&JF1)
..1: “ (TTIMXU F1))-



1

3

Seja G fechadoíem Ez, Gi>n2F1. Logo, G = n2o(XkJF1) don

de h[wzq>(qu1)] = «Itaum que é fechado em sl..

Seja nozE + E # oa-identificação. O sistema algébrico

(E,=º) ê chamado sistema aigêbrico canônico de (E,o).
Passemos agora ãidefinição de parte dedutiva que E' motivada

na seguinte propriedade que cada fechado de um sistema impiicativo
tem:

1

Modus Ponens (MFP: Se A e B são univaientes com A,A+-B<:F,
i

então BC F. i

— Reaimente, se ib e B, então para aigum a e A a + b<:F, e
1

como b e o([a)Lla+b),3temos b e F pois F ê fechado.

Def.].9: Uma parte O de um sistema impiicativo ê dedutiva

se ÓQCID e D tem aâpropriedade MP.

-
5

Como a interiseção de uma familia de partes dedutivas ê dedº
. - ?

tiva, e natura] a:

Def.].io: A parte dedutiva gerada por P em (E,o) ê

ôP =* ND, onde 0 iê dedutiva em (E,o).
DDP) *

Resuitados advindos destas definições são:

1. Todo fechado ? parte dedutiva. Em particuiar, GQ = $$.

2. ô:PE + PE 'ê operador de fêcho

3. Para todo ACÉE temos ôAcoA.

Vejamos soh que tondições teremos 6 = o.

Lema 1.1:

Em um dado sistema, x e o [a1,...,an] se e sõ se

_ 8 _



ªn+(ªn—1 +(...+(a1+x))i = $$.

Prova:

Se n = ], temos x & oíall = o([allkJQ), ou seja a1-+x<:o$

e então al + x = ow. Admitamos o resuitado vãiido para 1.5 k <-n.

Consideremos X E o([a11x1[a2,...,an1) que nos dã a;?XCÓÍªz,...,anL
Logo, para cada 2 & al + x temos an+(an_1+(...(a2+z)...) =oÓ.C9

mo para z,z' & al + x temos az + 2 = az + z' (Teor 1.2),obtemos

finalmente“ an+(a +(...(a2+(a1-+x)...) = $$. Admitamos agora quenºx
x satisfaz an+(...(a1+y)...) : $$. Como fechado ê parte dedutiva

e oQ<:o[a1,...,an], a aplicação sucessiva de MP nos dã

X 8 Ó[61,...,ªn].'

Teorema 1.5:

Em um sistema, õP =x—__.//on
PfC P

Prova:

Seja P'= x__,,/©Pf onde Pf ê parte finita de P.
Pfc P

Sejam X,X + Y<ZF ambos univaientes e x e X e y & Y. Lo—

.

90, [x],x + ycíP e ainda [x,zlcfP, “onde 2 e x + y. Segue-se

então que existe Pfc P com [x,zicon. Como x + ycçbízlcanf,
temos y & q>Pf e então YconcP. Logo, P ê dedutiva e portan

to GPCP pois PDP.

Agora, se x e P, vem x € on com Pf #=Q(P#Q). Peio lema

acima, pn+(pn_1+(...(p1+x)...) = oúcrôP. Usando-se MP n vezes tg
mos x & ôP pois pi & P.



Corolãrio ]:
x e ôA se e sõiSe an+(an +(...(a1+x)...) = $$ Pªrª'I

[al,az,.,.,an]< A, Aà%=Q.

CoroZãrio 2:

Se A<:E ê finito, então dA = ôA. Em particuiar, 6 = o se

e sõ se (E,o) E de tipo finito.

Corolãrio 3: (Teoremaide dedução):

Seja (E,?) sisdema e suponhamos Bc;ô(AkJX) com A e B uni
valentes. Então A + ÉCGX.

Prova:

Sejam a e A ej b e B. De b e-6(AUX) temos b c a(Afux f)

a(Afvxf) = a([aivxp .'.a + Mwm.
0 coroiãrio acima, juntamente com o fato de que be$([a]Ua+b),

nos diz que (E,ô) êisempre implicativo (de tipo finito) desde

que (E,o) o seja. Avêm disso, seIJ ê univaiente em (E,o) então

o serã em (E,ô). Emiparticuiar, todo condiciona] A em (E,o) ê

condiciona] em (E,ô)3 e reciprocamente. Segue-se então que não hã

perda de generaiidadeàsupor (E,o) sempre de tipo finito, desde

que nosso interesse se fixe nos conjuntos condicionais sobre par—

tes dedutivas.
'

Nossa meta seguinte é o estudo dos sistemas aigêbricos oriun
dos de processos de Fiidentificação. Para isto, seja o

'Teorema 1.6:

Sejam. a,b,c & E, (E,o) sistema. Então valem:

(1) a + b = $$ seªe sõ se b 8 día].
- 10 -



(11) a +(b+a) = $$

(iu) Ea+<b+c>J+E<a+b)+<a+c>J

(iv) E<a+b>+<a+c>1+£a+<b+cn

W-

4541-II

(i) Segue dos corolãrios ] e 3.

(11) Cºmº ª & ô([b]k/[a]), o teorema da dedução nos permite in

ferir b + a< óia] = dia]. Tendo-se em conta (1), nõs tiramos

ªª(b+ª) = $$-

(1íi) Observemos iníc1a1mente que os univa1entes [a], a+(b+c) eg

tão contidos em ô([a]kla+(b+c))- pºr MP obtemos

b+c<:õ([a]x1a+(b+c)) (I). De modo anã]ogo, b e 6(a+bx)[a]) (II).
De (I) e (II) temos c & ô([a]x/a+bx/a+(b+c)). Por fim, usando-

-se o teorema da dedução por três vezes terminamos com

Ea+<b+c>J+E<a+b>+<a+c>J = m.
(iv) Notemos que c e 6(£b]x/[alx1(a+b)+(a+c)).

Agora, novamente, o teorema da dedução por três vezes nos

permite [(a+b)+(a+c)]+[a+(b+c)] = $$.

-]]-



52. Álgebraside Hilbert

1. Sub—álgebras dedutivas e homomorfísmos

Def.2.1: Uma álgebra de Hilbert E um sistema algébrico

(A,+,l) onde "+" ê uma operação binária e "l" um elemento destaca
do de A, tal que:

HI) (VxeA) ll+x=x
Hz) (V'a,b,ceA)ªa +(b+a) = l e a+(b+c) = (a+b)+(a+c)

Ha) Se a + b % b + a então a = b.

Algumas consequências da definição acima são as seguintes:

Pl) De H1 e Hz itemos x + 1 = 1" pois l+(x+l) = 1

Pz) De Hz tiramos, levando-se em conta HI, que (x+l)+(x+x)=

= 1 e de P] e HI, xl+ x : l

P3) De segunda igualdade de Hz obtemos a + c = 1, desde

que a + b = b + c = li

Tendo—se em conta P1, P2, P3 e Ha, observamos que uma ãlgg
bra de Hilbert A pode ser visualizada como um sistema parcialmente_
ordenado (A,5) com último elemento l, onde. a 5 b, se e sõ se

a + b = l.

Def.2.2: Uma parte S<IA ê subãlgebra dedutiva de (em)

(A,+,l) se» l & S e ualer MP em S, isto é: Se x,x+y 53 então

y 8 S.

Def.2.3: Sejam <A,+,l) ãlgebra, D = [DclAzD ê dedutival e

P parte de A. A subãlgebra dedutiva gerada por P em A ê

ae:/N[oeozovpl

Teorema 2.1:

(A,ô) ê sistemaâde fêcho algébrico

-]2-



Prova:

Que 5 sistema de fêcho ê evidente. Por outro iado,

ôP.> N___z/ ôPf. Sejam então x,x+y em ôPf. Disto- obtemos
PfC P

x,x + y & ôPof e então y 5 õPofC=K_,/6Pf. Da definição de SP

resuita õPr: k_JõPf, e então ôP—=X_,/6Pf.

Def.2.4: Sejam A e B ãigebras e sz + B aplicação. f ê

homómorfismo (ou simpiesmente morfismo) se para quaisque a,b e A

tivermos fa + b = fa + fb.

Teorema; 2 º 2 :

Seja sz+B morfismo. Então vaiem:

(i) Se F ê dedutiva em B então f'lF o 5 em A.

Nf ê dedutiva em A.(ii) O núcieo de f, isto é, [x & Alfx =] ']
(iii) Se f e epimorfismo (morfismo sobrejetor) então FD € de—

dutiva em B desde que D seja dedutiva em A e D:>Nf.

Prova:

Sejam x,x + y & f'lF. Logo, fm, fx+y = fx+fy são de F, ou

seja, fy e F e então y & f"1F. E claro que 1 e f'lF. (i) estã

provada.
.

(ii) Notemos que Nf = f'1[1'] e [l'] ê dedutiva de B.

(iii) Sejam D:>Nf e z,z + w & fD. Então existem x,x' e D

com z = fx e 2 + w = fx'. Como f é epimorfismo, temos z+-w =

fx + fy para y & A. Logo, ficamos com fx' = fx + fy, ou seja,
f x'+(x+y) = 1' ou então x'+(x+y)€:D pois D:>Nf. Enfim, x-+yeD

e então fy = w efD jã que y e D.

_]3_



Teorema 2.3:

Sejam A ãlgebra, [a], P(A e b e 6([a]UP). Então a+be6P.

Prova:

Consideremos D = [x e Aza+x & õP]. Observemos que D e

In.1 P onde h:A+-A & o morfismo xr+>a + x. Logo, D é dedutiva

e como D>[a]UP, tenhos ô([a]U P)c D. Agora, se x e D temos

a + x & ôP .2 x e ô([à]k1P). Enfim D = o([alk1P) e, em particular,
a + b e SP.

]

i

l

Corolãrio ]: !

Seja (A,+,l) ãlàebra. Então (A,ô) ê implicativo de tipo fi
nito, e o sistema algébrico canônico associado a (A,ô) ê "exata

l

mente" (A,+,l). à

Corolãrio 2: i

l ,x & ôia1,...,anl se e so se an+(an_1+(...(a1+x)...) = l.

Def.2.5: Sejam A ãlgebra e : relação de equivalência en

tre seus elementos. Ei ê "congruência em A" se para quaisquer

x,y,z,w & A valer:

Se x y e 2 5 W então x + 2 E y + w, ou o equivalente:

V x,y,a & A,

Se x E y então x + a E y + a e a + x E a + y.

congruência em A e a projeção canônicaHIConsideremos

nzA + E = A/g. São de verificações imediatas os seguintes fatos:
1. A Lei (nx,ny h—>WX + ny = nx + y ê operação em E “e

(E,+,l) ê ãlgebra de Hilbert, onde l = nl.
ZL nzA + E E eoimorfismo.

lllDef.2.6: E e chamada & ãlgebra quociente determinada por

em A. i

l — l4 -



Teorema 2.4

Seja f: A + B um epimorfismo. Sejam as reiações

Xply se e sõ se fx = fy

szy se e sõ se x + y e y + x são de Nf

xogy se e sõ se ô([x]k/Nf) : o([yIKINf)

xouy se e sõ se BJ = Dã onde Dª = [f'lD'zzef'lD'e
D' e dedutiva em B].

7

Então ºi = o, sendo p congruência em A e_ainda, & ãigg
bra A/ e isomorfa a B, ou seja, existe morfismo bzA/p + B queo

ê bijeção.

Prova:

Se fx = fy temos fx + fy = fy+ fx = 1', ou seja,
fx + y : fy + x = 1' .1 x + y e y + x são de Nf. Agora, se x+y

e y+x estão em Nf, temos o([XIUNHDÍYIUNf e o([yNNfDÍXJUNf

e então ô([x]kle) : o([ylk/Nf). Prosseguindo, se a igualdade an

terior ê assumida, então Dd == DG pois o([zik/Nf) é a menor

dedutiva contendo [2] e Nf em A. Suponhamos, por fim, que

Dq == BG. Então y & f_láâx], ou meihor, fy & ô'ífx]. Daqui tg

.

mos fx + fy : 1 . Por simetria, fy + fx = 1' e então fx = fy.
Mostramos que pl = pz = p3 = pq e € imediato que são equivaiên

cias. Faita agora a compatibiiidade. Para isto, suponhamos Xplxl

e yplyl. Logo, de fx = fxl e fy = fyl tiramos fx+fy=fx1+fy1

que nada mais é que fx + y = fxl + yl, donde x + y pl xl + yl.
Consideremos ?EA/pl + B tal que n1x++ fx. É imediato ve-.

rificar que ? 'ê isomorfismo e isto conciue & prova.
'

Corolãrio ]:
Se fi: A + Bi são epimorfismos de mesmo nGcieo, então Bi
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ê isomorfo a Bjº i cil.
CoroZãrío 2: 1

1 .

DCZA ê dedutívaise e sõ se D = Nf para algum epimorfismo

Prova:

É c1aro que D =?Nf é sempre dedutíva. Suponhamos D deduti
va em A e seja x ' y se e sõ se x + y, y*+ x e D. Mostremos

que 2 € congruência;ãVejamos-a transitividade. Tomemos então xay

e y E 2. De x+(y+z) =i(x+y)+(x+z) e de y + 2, x + y e D, obte-

mos x + 2 e D. Por simetria, 2 + x e D e assim x z.

Suponhamos, para a compatíbí1idade, que x E y. Logo, para

cada a e A, temos de a & o([ylk1[x+a;y+x]) e de y + x e D que

(y+x)+[]x+a)+(y+a)] = De D, e então (x+a)+(y+a)e D. De modo anã

1090, (y+a)+(x+a) cD. Para terminar, observemos que D = Nn onde

n: A + E € 0 epímorfismo canônico, pois x & Nn se e sõ se x 51,

i.e., se e sõ se x + H e 1 + x = x são de D.

Terminaremos estp secção com um teorema de representação e,

para isto, comecemos cpm o

É

.
Lema 1: 3

Seja D dedutivp em A. Então x + y 5 D se e sõ se N/ D'-

dedutiva, DED D, y'e D' ou x i D',

Prova:

Se x + y e D, para cada D' dedutiva, D': D, de duas,uma:

x e D' ou x é D'. S? x e D', via MP, y € D'. Suponhamos agora

que x + y é D. Consíperemos D' = ô([x]k10)._ Temos x e D' e

y £ D', pois se assímànão o fosse (yz D'), via teorema da
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dedução, x + y e D, contra a hipótese.

Def.2.7: Uma familia K # Q de subãigebras dedutivas, de A

e de Kripke, se:

k) (VDe K) se a + b é D então existe D': D, D' eK,ta1

que a e D' e b £ D'; ou de forma equivalente

kl) a+beD se: (VD'eK)(D'DD) se aeD' então beD'.

Lema 2:

Seja K de Kripke em A. Então a relação x E y se DG==BÚ

ê congruência em A, onde DQ : [D e K: 2 e D].

Prova:

Basta mostrarmos que [Á] = Bd se e 56 se x + y e y + x

são de /'—NK = Do. Comecemos com x + y e y + x em Do. Logo,. se

x e D, D e K, então y 5 D, ou seja, [XJZD Dã . Analogamente,

Bd :»DQ. Suponhamos agora que x + y é Do. Segue—se a existência

de D e K com x + y £ D. Enfim, temos Dl em K com x & Dl e

Y É D1[x]7ª (:>/:].

As famiiias de Kripke nos proporcionam o seguinte teorema de

representação:

Teorema 2.6:

Sejam A ãigebra e K de Kripke em A. Então, se K + [A],

existe morfismo r:A + A, não trivial, onde A é uma álgebra de

conjuntos abertos.

Prova:

Seja A o conjunto das partes fechadas de K, isto é: xe.4

- 17 -



se e sõ se, se D e >< e D') D então D' e x. Verifica-se sem

dificu1dades que )( ê“ topologia para K.

4

Definamos 6: PA + PA como abaixo:

ôP : (s dA: sahPf com Pch].
(Dl,Este operador E de fêcho e de tipo finito. Ainda, (A,ô).

impiicativo, bastando para isto verificar que x + x' ='y, onde y

êomaior de A com xnycx'. Sejam Y=[y' eAzxny'cx'] e

y =UY. Logo, temos %nUY =any'c x'. Como y 5 o maior,
y'eY

temos o que queremos. Reparemos que Y % (D, pois x' e Y. Como

ôíx] = ôíylx acarreta x = y, visua1izemos .A como a ãigebra

(A,+,K).

Como etapa fina]1 da prova, mostremos que r:_ A + A tal que

rx = [x] = [DsK : Dax] ê morfismo.

De saida, notemos que r ê aph'caçã'o pois [x] e A. Vejamos

que [py] = [x] + [y] Já temos [x+y]C]'_x] ->_ D] — posto que

[x]/N [by] ( [y]. Supdnhamos que exista D i [x]->Ey] com D e[x+y].

Logo, x e D' e y £ Dj para aigum D') D. Segue—se que

D'eijn [x]-431] C Dj, ou seja, D'eEy] y & D'.

Contradição.

2. Álgebraà Livres

Suponhamos que L seja uma ãigebra sujeita 55 seguintes con

dições:

i) Existe G, GCL, ta] que se 5 ê sub-aigebra de L (i,ê:
S #0 e se x,yeS então x+yeS) e SDG então 5 = L. Em outras

palavras dizemos que EG é um conjunto de geradores para L.

..]8-



ii) Para cada aplicação f: G + B, B ãlgebra, existe um mor

fismo h: L + B, estendendo f: G + B. Esta condição nos diz que

os geradores são "livres", isto é, sõ estão submetidos aos "vincº
los" impostos pela definição de ãlgebra de Hilbert. Por exemplo,

91 + 91 1 é um vinculo imposto pela definição ao passo que

91 “* 92 = 92 não.

Das condições i) e ii) acima pode-se demonstrar (vide |:5])

que:

a) A extensão h:L + B é Única.

b) Se L' é ãlgebra satisfazendo i) e ii) com G'ch' e G'

equipotente a G então L e L' são isomorfas.

As observações acima nos sugerem a seguinte

Def.2.8: Uma ãlgebra L ê livre sobre G(conjunto) se valer:

2) Existe i: G + L aplicação tal que cada aplicação f:G+B,

B ãlgebra, se fatora de forma Única através de um morfismo h:L+B.

Em forma de diagrama:

GJ—>L

Uma questão natural E aquela referente a existência de tais
ãlgebras para um dado conjunto G. A.Diego, em sua tese: Sobre Ãl

gebras de Hilbert dã uma "definição equacional explicita" destas

ãlgebras e por um resultado de G.Birkhoff (ver Lattice Theory, do

mesmo) existem ãlgebras livres para cada conjunto G.

Os axiomas de tal definição são os seguintes

H;) (a+a)+a = a e a+a = b+b
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H;) a+<b+c> = <a+b>+<a+c>

'Há) (ª+b)+[(b+ªj)+ª] = (b+ª)+[(ª+b)+b]-

No que se segue,vejamos uma construção para as álgebras 'em

pauta.

Sejam G # Q (5% G = Q temos L=[1]), C “um conjunto uni
,tãrio com CfWG = Q eg S o conjunto das sequências finitas de

CKJG. Admitindo-se que; C = [*] "e que sequências finitas do tipo

s:[0] + X “são identifncadas com x de X consideremos F a me-

nor parte de S tal que:

]) GCF (2) Se a,BeF então (a*8)eF

Def.2.9: Cada eiemento de F é chamado uma fõrmula com va

riãveis em G e conectivo "*".
i

4
o

Def.2.10: O grauàde a e F é o número de ocorrências do cg

nectivo * em a. Notação: 8a.

Def;2.11:ªUma interpretação das'fõrmuias de F em uma 5193

bra (A,+,;) & uma apLãcação h:F + A ta] que b'a,8 & F

h(a*B) = ho + hB. Ainda, a € vãiida segundo h :F + A se ha=1

Def.2.12: o e F? E vãlida se ha = 1 para cada interpreta—

ção h :F + A.
'

Denotemos por o o conjunto quociente de F pela seguinte

equivalência:
:

a E B se e sõ ãe ha = hs para cada interpretação h: F-+A.

sejam EQ'É em L eídefinamos ã'+ E': a*B e 1 = &35. Desta dg

finição segue-se que a lei (5,5) F—9 E?? é operação em L.
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Teorema 2.7:

(L,—ni) ªê iivre sobre G.

Prova:

Observemos inicialmente que (L,+,i) ê ã]gebra.Por exemplo,

6%(34?) = (&+É)+(&4?). De fato, o primeiro membro E a* B*y e o

_

sequndo (EÇETÇÍEIÇY e disto h a*(B*y)= h(a*6)*(o*y) para cada

interpretação h.:F + A jã'que em A vaie Hz. Agora notamos que

.n :? + L, & => &) ê interpretação pois“ na*B = ETE = & + ?.
sªiªm 31 G + F, jg = (9), i: 6 + L onde i = n.j e f:G-+A

vapiicação sendo A ãigebra. Consideremos ? : F + A a interpreta
ção tal que ?(g) : fê.

Temos então o seguinte diagrama

! :
f:?tj ?- ,":>xxxl_u'

AL'

Vamos “preencher o pOntiihadó" com Ih :L + A assim definida:

ha = (h.n)a = ?a. Como E'= E' acarreta ?a = ?8 temos due h ê

apiicação e enfim ê morfismo pois f é interpretação.
Para finaiizar temos h.i = (h.n).j = ?.j = f

Observemos aqui que se G é finito então L ê finita.A prº
va disto não é trivial e pode ser encontrada em PQ.
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53. Quadros

Entenderemos aqu

de Hilbert a seguinte
Dadas duas palav

do — De forma mais pre

temos ho = hB onde

nectivo "+" e A ãl

ber se a + B e B + a

nunciado como se segue:
Dada a e F, sa

mas fórmulas particula
mo ã o caso de a e

outro lado ê necessãri

ra garantirmos a valid

Surge então, exp

de um "procedimento na

regras e ordens que, a

nos daria a resposta

,tapas. Se tal procedim

vra ê solúvel. Caso co

exemplo o "problema da

entre seus geradores).

No que se segue,

so das ãlgebras de Hil

de que se supusermos

tiva em A, e obtiverm

Semâhticos e Decidibilidade

i por "Problema da Palavra" para as ãlgebras

questão:

ras a e B saber se têm o mesmo significa
cisa: saber se para cada interpretação th+A

a e B são formulas nas variãveis de V e cº
gebra de Hilbert. Como isto E o mesmo que sa
são vãlidas, o problema acima pode ser ree—

ber se a é válida. - E claro que para algº
res podemos obter prontamente a resposta, cº
+ e ou o de a v onde V E variãvel.Por

o algum tempo de reflexão e algum engenho pa

ade de [(a+B)+[(B—>oc)+a] ]+[(B+oc)->]:(0L+B)+B]].

ontãneamente, a indagação sobre a existência

tural", a grosso modo um conjunto finito de

plicado sistematicamente ãs componentes de a,
(a e vãlida ou não) em um número finito de g
ento existe, dizemos que o problema da Pala

htrãrio, o "problema" é insolúvel. (Ver por

ªpalavra" para grupos definidos por relações

“exibiremos um tal "procedimento" para o ca

pert. Este ê baseado essencialmente no fato

hu é D, h: F 4 A interpretação e D dedu—

os contradição, então é por que a é vãlida.
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Em 1inhas gerais consiste numa análise de ha sobre sub-ãlgebras

dedutivas, isto &: quebramos ha em "sub-fôrmulas" menores e exa
»

minamos criteriosamente condições de compatibilidade entre as sub—

—fõrmu1as em questão, junto ãs subãlgebras dedutivas originárias
dessa "quebra", como sugerem as versões abaixo do Lema 1.

Sejam h: F + A interpretação e D dedutiva em A.

1) Se XUíha+BlC6 então vahsch ou hatD-
2) Seja (VX/[ a+B])(ND = Q. Então existe D' dedutiva,

D'DD, com hoceD' e hstD'.
1)_e 2) nos sugerem as regras para o procedimento que dare

mos a seguir.

Descrição e Análise do Procedimento

Consideremos V conjunto enumerãvei e F o conjunto das

fórmulas nas variãveis de V e conectivo "+". Sejam

P,,Q,,Q;,P;CZF e as seguintes regras de redução:
[d+BILJQl:Qi ª

R( )
PlzP;&/£a+sl

Qix/(elza; íamoium ' Pix/[amei
Dizemos que uma das regras acima se aplica ao par P = P:P',

R('*9 )

se existir a = ml + da e P (neste caso R(+, ) se apiica) ou exiâ

tir B = 81 + 82 e E' (aqui, R( ,+) se aplica).
Por uma aplicação da regra R( ,+) ao par S:S'k/[o+8], entaº

demos a substituição deste.pe10 par * S&Jío]:[8].

Por uma aplicação da regra R(+, ) ao par ijív+ô]:5', enten

demos a substituição deste peia dupla de pares SkJ[6]:S' e

S:S'kJ[y].
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Uma confãguraçãb
"

!

ºnde Pªi "' Picpi.
Um quadro 5 uma

qua] cada Ciª i 2 2,

uma das regras de redu

Um par P:P' ê

C é incompatível se ca

Um quadro C1,..
Um par P:P' &

dro incompatíve] CI,.
. ê consíetente.

Seja a e F. Se

teorema, e um quadro 1

uma prova para a.
Um par P:P' €

e D dedutíva em A

Uma eonjâguraçãb

for.

Proposiçãb 1

Seja CI,...,Cn
bãm o será Ci+lª

Isto É consequên

Córolârie

Se a tem prova

Suponhamos que

ção hz-F * A com ha

Hzãveíª Segueªse que

C é uma coleção finita de pares P1,...Pn,

sequência C1C2...C de configurações nan

é obtida da precedente por ap1icação de

ção a um par P e Cí_1.

incompatível), Se PnP' eª Q. Uma configuraçãe

da P e C for incompat?ve1.

.,<Z,,l & incompatível se a1guma ºi o for.
inconsistente (P,P' finitos) se existir quª

..,Cn com Cl = [P]. Caso contrário, o pen

Qzíal Fon inconsistente, dizemos que e
(DEncompat?ve1 C1,...,Cn com C; & [Q:[a]?

reaZizãveZ se existir theA interpretação

tais que hPªD e hP'ÁD = Q).

% realizável se a1gum de seus e1ementos o

quadro. Se C_i Fon rea1ízãve1, então tem

eia imediata do Lema 1 do parágrafo anterior.

. entãº a É vãíída.

e não seja vãíida. Loge existe interpretaú
.%=1 e [13 º Do. Então Él ? Ímzíalí É reª
pane quanuen quadne

,

XÉ1,3.G;Cn,C1 E
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rea1izãve1, ] 5 i 5 n. Logo, não existe quadro incompatTve] come-

çando por 'Él e então a não tem prova.
Observemos que este coroIãrío nos garante que o procedimento

é correto no sentido de que cada teorema ê necessariamente uma for
mula vãlida.

Estaremos íntereSsados agora em provar a recíproca, ou seja:
Se a é vãlida, então a é teorema. Para isto, a1gumas defini—

ções serão necessãrias.
A noção de subfõrmula ê dada recursivamente como se segue:

1) Se o E variãve], então a não tem subfõrmula imedág

ta.
Iii) & = al + uz tem exatamente dúas subfõrmutas imediatas:

a] e az.

Sl) Cada fõrmu1a a 5 subfõrmula1.de si mesma.

SZ) Se . al ê subfõrmula imediata de o então al 5 sub—

fõmula de oc.

53) Se az. ê subfõrmuZa de al e a] € subfõrmula ide

&, então az ê subfármula de a.

Notemos que cada fórmula o tem no mãxímo um número finito
&

de subfõrmulas distintas. Logo, se P<:F ê finito, então também o

.-e o(P) = [B e F : B & subfõrmu1a de alguma a e P].

Noção de Por saturado

Seja P (finito) consistente. Se em P não ocorrer fôrmª

las a com ao 3 1, então ? = ? serã o par saturado de P.

Suponhamos que em P ocorram fõrmu1as a tais que ao 3 1.
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Sejam elas em...,ocn.à Como. Sol 3 1, temos ou = 81 + 82 e então

-—um dos. pares PUílezP', P: P"U[61] ê consistente, pois P=P:P'

o ê. Seja PI = Pl :Piã um desses, Pl consistente.

Como dz = yl +-m2 & Pl, temOS- Plklíyz]:Pi ou P1:P;k/[YI]

consistente, pois Pl to &. Seja Pz um destes que E consistente.

Assim, sucessivamente,itemos uma sequência PI,...,Pn de pares fl
“nitos e consistentes, tais qúe Pi é obtido de P]._1 como um com

, P. :P._:c/[91]],
.

»

onde
1-1 'I

Sistente em [Pi—>“/[e?]:Pi—1

a. = 61 + 62 & PÍ-l' Annda, P1.<:P1.+ e P'CZP.'
1 i1 1+1f

Sejam ul,.-.,u5; as fõrmulas de PR tais que ªªi ; 1. Repº,

timos aqui o processo descrito acima (para dl,..,,ah & P) para

“i & Pn' Logo, ficamosícom P1"'Pn!Pn+í"'Pn+p onde'cada par &

finito e conSistente, e ainda, PjC1Pj+1 e chzP
Repetimos aqui owtratamento dado a Pn, 'sobre Pn+

j+1

pº e assim

sucessivamente, consegnindo desta forma uma sequência (fg)531, on

de 2% ê consistente e finito, e além disso, PSCIPS+ 1
e PÁCZPsilº

Como o(Pk/P') ê finito, segue-se a existência de Pk na sequência

(Ps)szi tal que, se m 3 k, então Pm coincide com aigum P£ com

Z 5 k. Chamamos ? = Pk de par saturado de P.

Notemos como observação fina], que se a + B e'í, então Sa'?

ou & e'ÚÉ

A noção de par aesociado ser nos ã Gti] na proposição que se

seguirã. Para isto, seja P = P:P' finito e consistente. Sejam

sl,..,,Bn e P' tais qoe asi 3 1. Se isto não for possivel, então

P serã o par associado a P. Caso contrãrio, para cada 81 = eí+pí
de P', seja HP = [Pkyíeílzípi]], ] 5 i 5 n.
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Cada Q 6 HP é chamado um par associado a P. Observemos ain

da que Q ê finito e consistente e vaie:
Se a + 8.8 P', então existe Q a HP com a & Q:)P e Q'= [B].

Proposição 2*

Se ao e F 5 vãiida, então ao tem prova.
.

Suponhamos que ao não tenha prova. Então o par P = $:[aol
ê consistente. Seja Po =,? e consideremos ,HPo = £U3,...,Uh),

_
assim como Pi um par saturado de (Ii. Formemos HP1=ílà+l,,..,U5]
e seja Pn+j par saturado de vtâ+j. Temos então a sequência

P0,P1,. ..,PP.
Repitamos o processo com Pg (formemos HPz...) e assim su—

cessivamente (com P3,Pq,...etC). Desta'forma obtemos uma sequên-

cia (Ps)szO. Como o(ao) & finito, segue-se que existe apenas

um número finito de Pás diferentes. Logo, existe ko, tai que,se

s > kº então Ps = Piº para aigum £ 5 kº.
, Seja K = (Po,...,Pkº). Vamos estender cada Pj a conjuntos

mais ampios Dj em F" e, para isto,i consideremos a relação

=4<:F x íPj]_ definida indutivamente (a indução E em 3a) como se
, J

gue:

I) Se V é variãvei então Vsin, se v & Pi

II) mg:/PJ. se para todo Ptª com szpj' se a =! PK en

tao B =# PÉ'

Seja Dj = (a e Fux=1Pj]. Observemos que seA L é & álgebra

de Hiibert Livre, com geradores em V, então Dj= [ãe L:d & Dj] ê

dedutiva em L e ainda (Dj)j & famiiia de Kripke.
.

Sejam D = fãgªxDj e nlzL + L/D<>epimorfismo canônico. Con

sideremos n:F + L, & p—º &' e h = nlºn. É de fácil verificação
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3

,

que n: F + L 'e' interpretação, e ainda, hoo +] pois máfiª“
1

D. Loào, ao não 5 vãiida e concluimos & demons»i.e., aOÉDO

tração.
Corolãmlo

Se a e F não êvãlida, então existe th + A com ha #=1

e A finita.
Notemos que de ÓJZ>Dº, temos ínlelj famiiia de sub—ãigg

bras dedutivas de L/DÉ. Como [Djlj E de Kripke, então ínle]
também o serã. ;

Logo, existe rzL/Dº + A morfismo, onde A É a ãígebra
das partes fechadas dei"? = [nlelj que é finita, pois ? o ê.Cº
mo (Fªi? = nlDº = [Dº]? temos que r e injetor e então L/Dº ê fl
nita.

3

Vamos agora ilustrar, com dois exemplos, o método de decisão

descrito anteriormenteà

Exemp la 1 '

Vejamos uma provª para o = [(a+b)+(a+c):]—>[a+(b—>c):].

Cl = [(oza))
*

CZ = [(a1=(a+b)+(a+c):a+(b+c))]
Ca = [(a1,a:b+c)É

ci, [(a1,a,b:c))j—

Cs : ((a1,(a#o)9à,b:c),(u1,a9b:a»b,c)1

Ce = [Pz(a1,a+c,e,b,c:c)QQ=(a1,e+c9a9b;a,c),(a1,a,b:a+b,c)]

c7 % [P,Q,(a1,a,n:b))

Observe—se queº mesmo que ego e c sejam fõrmulas quaisquerg

a continua teoremaª



Exemp 10 2

Aqui veremos que para v e w variáveis, ao= [(v+w)+v]-+ v-

não é válida.
Vamos exibir th + A interpretação tal que hao #=1, Aonde

F é o conjunto das fórmulas nas variáveis v e w. Esta restrição
não é essencia] visto que se considerarmos mais variãveis (distin—

tas de v e w), bastarã escolhermos aoeA e tomarmos hu # ao, pa

ra u i [v,w] u_ variável.
daml 0o diagrama abaixo foi obtido por T.Sk01em'(1952) e

ãigebra livre com dois geradores a e b.

Na figura abaixo, o gráfico %,y significa que x 5,y

&; = (aa)->eu
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De acordo com a p%op 2 vamos fazer os cãlcu1os para obter»

mos as dedutívas na ãIgEbra Iivre.
Po=($:van+ÚÉv)J. P;: Q

HPO = [((v+w)+v:v0]

.P1 = ((v+w)+v:v, v+w) ê saturado (não incompatTvel) do par
em HPO .1 PI [(v+w)4v]

HP1 = £((v+w)+v,v:w)]

Pg = ((v w) v,v:M, v w) ê saturado do par em HPI :.
Pg = £(v+w)+v,v].

Como (v»w)+v % Ro vamos ter 00 = chzDz. Fazendo-se & í—

dentíficação & = a e3 w = b temos:
1

'.L

g=(a->b)->a %
&

Logo, consideremds A = L/Ól cujos e1ementos são 5 < 3 < T

&

q

_

*

“own—___): & &K

“'"—"fº

“O“! x
&

.º &
º—---à

&

&

&

___—_-

&

ºx

'?

ª.---.-..-.—

P!
X

u—--_a

xp. !
R

&/Para terminarmos basta definirmos th+A interpretação ta]

que hv ='ã e hw ='BQ Aásim,como definida, hao = É %=1 = T:,
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CAPÍTULO II - SISTEMAS PSEUDO-BOOLEANOS

5]. Partes dedutivas'e Quocientes

Def.].i: Um sistema pseudo—Booleano é um sistema impiicativo

(E,o) sujeito ãs condições adicionais:
B1) (32 & E)(z £ $$): <b[21= E.

82) Para cada (a,b)eE2 .existe (x,y)eE2 tal que:

]) a,beo[x], e se a,beoP então xeoP

2) y 5 o(a)/MMM e se pemíalnoíb], então PENA!)—

Observemos que a condição 82 pode ser substituida por Bi

que assegura:

Para cada (a,b)eE2 existe (x,y)eE2 tai que oía,b]=oíx) e

ainda My] dia] A Mb].

Def.].z: Consideremos a,b e_E, (E,o) pseudo-Booieano.En£ão

aux b [x e E: o(a,b] = mix)]

[y & E: diaIKN oíb] = diy)?
0 5 [z e E: díz] = E]

|H

II!& »*b

—a 5 a + 0

Ainda, para U e V univaientes de (E,$),
UAV =K_,/MV

UELJ,V€V

UVV 'JVUVV e "'U =V'U
ueU,veV “EU

Destas definições podemos conciuir que aA b, aVb e 0 são

qnivaientes maximais e, em consequência disto, também o são UV V,

ÚAV e-V pois UAv=uAv, va=uvve—V.=-v,ueU,veV.
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O resultado abaixb nos indica como obter novos sistemas a

partir de um dado (E,ÓO.

Teorema 1 . 1 :
'

Sejam (E,o) pseudo—Booleano e a equivalência em E, x 5 y

se e sõ se o([xlkJF) =r$(íylk/F), onde F 5 um fechado do sistg
ma e F + E. Então o sistema implicativo quociente (E,?) é pseu
doªBooleano.

]

Prova:

Com as mesmas notações usadas no teorema 1.4 do capitulo 1,

mostraremos que Wíá,bl = Wii], Wíálfn VfB] W[&) e Wii] = E; on

de x e aA b, 2 z F eoíz] = E e, ainda, y e ai/b.
Maina] = máx/BM) = nd>(<b[a,'b]UF) = na([an = W].
Wii] = no(âLJF) % no(o[z]xJF) = noE = E. Como 2 é E temos

à ,; uq).
'

.

Para mostrarmos a Última parte, seja é em Wúrlfiwfb'].0is

to temos 5 & o([alLle e s & o([b]k/F). Logo, a + sczF assim

como b + s<:F. Daqui podemos escrever que, para pe:a+—s e q sb->s,

s 8 Mam] e s & oíb,q]. Mas isto acarreta q—escoíble p+s<íq>íal

:. p + 5, q + s<:o[y] 3e enfim, s e o([ylkjíp,q])<;o([yl&)F). Lof

90, s e Wir].
»

Seja agora t'e Wir]. Logo, t & o([ylkjF) e então y->t<:F.
Em continuação, se r e y + t temos tccbíym] e daqui, PªtCCD'U/l'ª

o(a)/Now]. Disto resulta r + tcoía] e r =—> tcoíblsou seja,
e o(a,r]/N(bíb,r]c:o([a]k1F)rxo([b]k/F). Finalmente,te:no((alUF)
%

&' «mau./F) & então i;
&? riài'fwmh

(+

(D

Tendo—se em vista este resultado, suporemos sempre que moema
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sistemas tenham a propriedade de que, se mix] = oiy] então x = y.
Isto ê, dado (E,o) pseudo_Booieano, teceremos considerações so—

bre o sistema (Eº,wo), o quociente resultante da o$-identifica-
ção. Esta restrição não % essencia] tendo-se em conta os prºpõsi—

tos deste capitulo e de certa forma deste trabalho, pois estamos"

sempre interessados em saber a respeito dos x e E 'tais que xeon.
ObserVe-se que este fato, x & $$, ê preservado por Voo: E + Eo jã
que x e $$ se e sõ se nox e WD.

'

De outra feita, nos permitiremos escrever ae—b: x,, avb: xª
e aAb = x3 em vez de a + b =[x1), avb = [xª] e aAb=.[xal

para tais sistemas, o que nos sugere interpretar imediatamente

-+,A , v como operações binárias em E. Isto nos propicia uma vi—

'suaiização algébrica dos sistemas pseudo—booleanos.

Por fim, é bom iembrar que a 5 b se e sõ se a + b = ] og

dena parciaimente um dado sistema.

Def.].s: Sejam (E,o) sistema e D<:E. D 'é parte dedutiva

do sistema pseudo—booleano em questão se as condições abaixo se me

rificam:
'

(i) 1 e D e D tem a propriedade MP.

(ii) Se x,y & D então X/xy.a D.

(iii) Se x e D e f e E. então X'Jf e D.

Ainda,

D E dedutiva prõpria se D %=E e uma tai D e prima se

x w'y e D acarretar x e D ou y e D.

Teorema 1.2:

D E dedutiva no sistema pseudo-Booieano (E,ó) se e sõ se D
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ê dedutiva em (E,o) implicativo, isto é: 1 elD e D tem MP.

Prova:

Suponhamos ieD “e que D tenha M.P. Verificaremos então a

validade de (11) e (iii).
' '

Sejam x,y e D. Çomo ôíx,y] = oíx,y)<D temos que XAyeD.

Tomemos agora xeD e feE. Como xx/f & oíxl = ôfx], temos por fim

XN/f & D.

Com este resultado podemos lançar mão, sempre que for neces-

sãrio, daqueles referentes a partes dedutivas obtidos no capituio

anterior.

Teorema 1.3b

Sejam (E,o) pseúdo—Booleano e a,b,c e E. Então estão satis '

feitas:
.

A
A

(i) a + b e pic] se e sõ se b e o(aAc], ou de forma e—

quivaiente, (i') c 5 a + b se e sõ se anc 5 b.
.

(ii) aeb : b*a e a*a = a com * e [v,Al.

(iii) a*(b*c) : (a*b)*c' onde * e [v,A]

(iV) aA(aVb) = a = av(aAb)

(v) av(bAc) “(avb)A(avc) e aA(bvc) = (aAb)v(aAc).

Prova:
.

Como (1), (ii) e (iii) decorrem imediatamente das defini
ções, vejamos apenas as provas de (iv) e (v).

(iv) Como a, avb são de dia], temos aA(avb) € de día),
ou seja, a 5 aA(avb). Por outro iado, a e oiaA(avb)]C.aA(avb)=aº

De forma semelhante obtemos av(aAb) ª &" Vejamosg para terminar?

a distributividade ((v)). Temos que (aAb) v (aAc) Z aAb, aAc e
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portanto de (if obtemos aªJZaAb)v(aAc)sz e a+[(aAb)v(aac)]zc.

Disto conciuimos que a->[anb)bvç(anc)_] 3 bvc e por i'fim

(aAb)V(aAC) : aA(bvc).

Por outro iado, de anb 5 aA(bvc) e aAc 5 aA(bvc) obtemos.

(aAb)v(aAc) 5 aA(bvc) conciuindo a prova. A primeira igualdade de

(v) ê provada de forma anãioga.
»

Este teorema nos diz que E, munido de sua ordem natural, ê

um reticulado distributivo, com primeiro e Gitimo eiemento, satis-
fazendo a propriedade adicional de que o conjunto dos x de E tais

' que infia,x] 5 b tem supremo, a,b e E. Reciprocamente, um ita]

reticuiado (R,5) dã origem a um sistema pseudo-Booieano (R,p) on

de, se A::R, A=# Q, temos dA = [xeRz.xginf[a1,...,an],aieA,neN)
e $$ : [Gitimo eiemento de R].

'

Com reiação ã caracterização aigêbrica dos sistemas pseudo—

—Booieanos (obtidos através de F - identificações) de tipo fini-
to, A. Monteiro sugere a seguinte definição:

'

Uma ãigebra de Heyting ê um sistema algébrico (E,A,v,+) onde

"A","v" e "+" são operações binãrias em E [satisfazendoz

Ao (305E)(VX€E) OAx = 0
.

1 (VX,y€E) x+x=y+y,.x+x+0
»

(Wo/Jªi) “()/AZ) = (><+Z)A(x+y)

)

)

z) (Wo/eli) (x+y)Ay = y e “(><—w) = XAy

a)

)

»
., (Vx,y.zeE) (xvy)+z = (x+Z)A(y+2)

O leitor interessado poderã verificar que todo sistema E,

pseudo-Booieano (obtido por F—identificação) E uma álgebra de

Heyting e que, se nesta ãigebra definirmos a noção de parte deduti

va (Def.1.3) gerada por AcíE, recuperaremos o sistema dado 'se
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este for de tipo finito.
Tais ãlgebras são estudadas em D] com o nome de ãigebras

pseudo-Booleanas.

Dando-se sequência ao assunto, vejamos o

Teorema 1 . 4 :

Seja (E,o) sistema. Então temos x & o(a1,...,an] se e sõ

se x ; apmazA...Aan.

Prova:

Se x & o(a1,...;an], temos a1+(a2+(a3+...(an+x))) = ]. Lg

go, al 5 a2->(a3->...(an+x))...) e por aplicações repetidas do re—

su1tado (i') do teorema anterior obtemos alAazA...Aan 5 x. Supo—

nhamos que alA...Aan f x, ou seja -anA(an_1A...Aa1) 5 x. Novameº

te. por apiicações repetidas de (i'), obtemos

a1+(a2+(...(an+x)...) a 1 e então x & o[a1,...,an]. Mostramos que

$£a1,...,an] = o(aIA...Aan).
Corolãriob

Sejam [a], P<:E, (E,o) sistema. Então ô([a]k/P) =

= [seEz sgaAd, deôP].

*Prova:

Lembremos aqui que "â" é o operador parte dedutiva gerada

por...". Feito isto; comecemos com s & o([alk/P). Via teorema da

dedução, obtemos a+s e GP, ou melhor, a+s & (SPf e então

seô([a]XJPf) = o([aJX/Pf).Pelo teorema acima, sg aA(p,A...Apn) e

enfim s 3 aAd, d e GP. Agora se 5 3 and, virã s e õíalkJP jã
- que ô(a],ôPCô[a]VP.w

O teorema abaiXO justifica, em parte, a introdução da noção
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de parte dedutiva prima.

Teorema 1.5:

Sejam (E,o) sistema pseudo—Booleano e D wdedutiva prõpria

em (E,o). Então D =/ XP , onde P é dedutiva prima.
PEDD

. Prova:

É suficiente mostrarmos que se xo t D então existe deduti
va prima P com P:)D e P 3 &. Para isto, consideremos Z a og

1eção de todas as partes dedutivas de (E,o) que contêm D e não

têm xo. z #=$ pois D e z. Ademais; toda cadeia c “de (z,<)tem

majorante ai, a saber LIC. Pelo lema de Zorn, existe P e z,P mª

ximai em (z,<). Mostremos que P E dedutiva prima em (E,o)l

Suponhamos que .avb e P e a't P assim como b e P. Exami-

nemos então as duas únicas possibiiidades:

(i) xo e 6([aIXJP) /*x6([b]xJP)

(ii) x» i a(íaNP) na(mup)
Da primeira possibilidade temos xo 3 anp, e xº ? aApz, ou

seja, xo 3 (avb)Ap, onde p = plApz e P. Como avb e P, 'temos

xo e P o que não é possivel. Suponhamos então que xo ; 6([c]kJP),

“C & [a,b]. Disto, ô(íc]k/P) & 2. Como P E maxima], temos

6([c]&)P) = P, o que também não E possivel pois. c A P. Enfim, a

ou b E de P e então P é prima.

Corolãrio 1:

Toda parte dedutiva maxima] ê prima.

Corolãrio 2:

f Cada dedutiva D de um dado sistema estã contida em uma 9!
tra maxima] (prõpria), se D for prõpria.
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Observamos aqui Que se A é topoiogia para um conjunto %%Q,

então o sistema (A,ô)' ê pseudo-Booieano, sendo que 6: PM + PM é

tal que õP = [x e A: X gal/NPf com Pf<:P]. Veja-se por exemplo,

teor. 2.6 Cap.I. Isto, nos dã condições de mostrarmos que & reci-

proca do coroiãrio ] atima não ê vãiida.

Consideremos a topoiogia A=-[Q,[a],[a,b],[a,c],[a,b,c]] pª
ra o conjunto X = [a,b,c]. O diagrama de (A,<) ê como abaixo:

X

e,» tem;

(a)

0 ,

É imediato constatar que [[a;b],X] e [£a,ci,X] são deduti—

vas primas mas não maximais.

Com reiação ãs dedutivas maximais, vejamos o

Teorema 1.6:

Sejam (E,ô) sistema pseudo—Booleano de tipo finito e M de

dutiva própria (fechado) em (Etô). Nestas condições as proposi-

ções abaixo são equivalentes:

(i) M E maxima].

(ii) Para cada x e E, ou x e M ou 4x e M.

(iii) 0 sistema quociente (E,W), via M—identificação, ê

trivial, i.e, E = íÚQT].

Prova:

Assumamos (i) e consideremos D = o([xlk/M), er. Se D=E,

então OezD e assim x + 0 = —x e M. Caso contrário, D=M e então
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x eM, já que M"ê maxima].

Mostremos que (iii) deCorre de (ii). Seja 'E e E, É'%=T.

Logo, c i M e então -c e M. Disto temos -E : T, ou seja, EÃUET

e daqui, É 5 D e enfim E = Ui

Seja agora M' dedutiva com M';aM. Logo, existe xo e M' e

xo t M. Disto vem que E CZPP, já que M':>ô([xo]kJM) = a((OIVM)=E.

Enfim, M ê maxima].

Teorema 1.7:

Seja P dedutiva prima de um dado sistema E. Então valem:

(i) xny & P se e sõ se x e y são de P

(ii) xvy e P se e sõ se x e P ou y e P

(iii) x+ yezP se e sõ se para cada D:)P, D prima, se

x e D então y & D.

(iv) -x 8 P se e sõ se para cada D prima, D=#'E, x ; D.

Prova:

As afirmações (i) e (ii) têm provas imediatas. Por outro

lado, (iii) vale obviamente no sentido de: se x + y & P então...
Suponhamos então que para toda Q prima, Q:)P, se x e'Q ”então

y & Q e que x + y é P. Disto resuita a existência de dedutiva

D:>le[x] e y é D. Peio teorema 1.5, Dcho, 00 prima e y É Qo.

Isto é absurdo. Para finalizar, notemos que (iv) decorre de (iii).
Corolãrio:

Com as mesmas hipóteses do teorema temos:

(i) XAy t P se e sõ se x é P ou “y £ P

(ii) xvy t P se e sõ se x £ P e y i P

(iii) x + y t P se e sõ se existe O prima, Q:)P, com

xve Q e y t Q.
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(iv) -x £ P se e sõ se existe Q:)P prima com x e Q.

Finalizaremos este paragrafo dando um teorema de representa—

ção para os sistemas pseudo—Booleanos de tipo finito.

Teorema 1.8:

Sejam (E,ô) um sistema pseudo—Booleano e (E,A,v,+) sua ãl
gebra de Heyting. Então existe um monomorfismo r: E + A onde A

é uma álgebra de conjuntos abertos.

Prova:
.

Sejam P a familia das partes dedutivas primas de E e A o

conjunto das partes feohadas de P, i.ê., & e A se e 56 se, D':>D,

D' e P, e D 8 x então? D' e X. E imediato que A & topologia pa—

ra P. Consideremos então & álgebra de Heyting (A,u;g+) e r: E + A

tal que rx = Lx], onde. [x] = [DeP':.xeD]. Como P êde Kripke

em (E,+), já temos que r x+y = rx-+ry e mais,_ r é injetora
pois /"XP = [l]. Resta-nos mostrar que rXAy = rx riry e r xvy =

= rx L/ry. Mas isto ê imediato tendo-se em conta (i) e (ii) do

teorema anterior (teoril.7).
Este resultado tªmbém poderia ser enunciado assim:Seja (E,5)

ªo reticulado associadolao sistema (E,ô). Então (E,5) pode ser 1

merso em um reticuladolde abertos (A,c) tal que x 5 y em E se

e sõ se rxcry em'A.
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52. Quadros e Decidibilidhde

Nosso objetivo neste parãgrafo ê provar, exibindo um aigori—

timo, que o problema db paZavra para as ãlgebras de Heyting ê solª
vei.

Seja V um conjunto enumerãvei e C = [A,v,+,-] tais que

i/fWC = Q. Seja s o conjunto das sequências finitas de VKJC e

Fczs, sujeito ãs seguintes condições:

(i) V<:F (ii) Se a,8 & F então aAB,av6,a+B,-a e F (iii) F '

ã o menor subconjunto de S com as propriedades, (i) e (ii). Os 2
iementos de F são chamados fôrmulas nas variáveis de V e coneétí

vos de C.

Vejamos agora a noção de interpretação das fõrmulas em sistg
mas pseudo-Booleanos (onde ofx] = oíy] acarreta x = y) de tipo

finito, ou seja, em ãigebras de Heyting.
Uma interpretação das fórmulas de F em um sistema pseudo—

Booieano (A,o) é uma aplicação h: F + A satisfazendo para

quaisquer a,B & F h m*B : ha*hB e h—a = -ha, onde *efA,v,+].

Observemos que uma interpretação é caracteriiada peios vaiº
,

res que assume nas variãveis, jã que cada fõrmuia ê escrita de uma

Única forma como composição de conectivos e variáveis. Assim, dada

fzv + A., apiicaçãoêesta se estende de forma Unica a uma interprg
tação h:F + A.

A soma do número de ocorrências de cada conectivo numa dada

fõrmuia a E chamado de grau de a e denotado por aa. Desta for
ma, se a : --svt e B = [(rAt) + s]v-r, então ax= 3 e,aB = 4,

[r,s,t]CV.
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Uma fórmula & é válida segundo a interpretação h:F + A, se

ha = 1 e ainda, a é válida se o for Vãiida segundo cada inter
pretação th + A.

Sejam P,P'<:F. O par P:P' ê reaiizãvei se existir h:F—+A

interpretação, e D dedutiva prima de A, com hP<ID e iH“fND = $.

Consideremos PcÇF e a e F. No que se segue, em vez de

[a]k/P, escreveremos simplesmente a,P ou P,a. No caso de mais fôr
muias, como o de ío1,...,an]XJP, ainda adotaremos a convenção e es
creveremos al,...,an,P.

Sejam as regras abaixo, sugeridas pelo teorema 1.7:

R(Aa ) R<Ya ) R("º ) R(+s )

P,aAB:P' avB P:P' —q,P:P' a+B,P:P'
P,a,B:P' P,a:PÍ P,B:P' P:a,P' B,P:P' P:a,PÍ

R( ,A) R<;,v> R< ,—> R< ,»)

P:aAB,P' P:avB,P' P:-a,P' P:a+B,P'

P:a,P'|P:B,P' P:a,B,P' a,P:$ a,P:[B]

Seja .? = P:P' um par. Dizemos que, uma das regras acima,

R, se aplica a P, se por apropriada escolha de a e Pk/P', o par P

sobre a linha da regra R assume a forma a,P:P' ou P:a,P'.
Por uma apZicaçãb da regra R ao par P entendemos a subi

tituição de P por Pl ( ou por P' e P" se

R e[R(v, ),R( ,A),R(+, ))) onde P E o par acima da linha na re-

gra R e PI 0 par abaixo. Isto é feito se R se apiica & P. Ca

so contrário, o resultado 5 novamente P.

Uma configuração e um conjunto finito de pares.
Por uma aplicação de uma regra R a uma configuração

[P1,...,Pn] entendemos a substituição desta por outra que difere
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da primeira apenas por ter, em vez de Piº o resultado (ou os re-

sultados) da aplicação desta regra a Pi“
Um quadro E uma sequência finita de configurações Cl...Cn,

tal que cada Ci é Obtida de Ci— por uma Única aplicação de
1

warema R a CP , i32.].

Um par P = P:P' é incompatível se PHP' % (Í).

Uma configuração C ê inCompatTvel se cada par pertencente
a C o for.

Um quadro é incompativel se alguma de suas configurações o

for.
,

Um quadro para o parª P é um tal Cl...Cn onde Cl : [P].

Um par P ê inconsistente se existe quadro incompativel pa

ra P. Do contrário, _P E consistente.

Seja a e F. Dizemos que a é teorema, se Uzia] for incon

sistente. Um quadro incompatível para $:[a] ê chamado uma prova
de oc.

Uma configuração- [P1,...,Ph] & realizável se algum Pi o

for.

Proposição ]

Seja Cl...Cn um quadro. Se Ci for realizãvel então C].+1

.o será.

Aqui temos que analisar oito casos possiveis, pois ao passar
mos de Ci a Ci+1 , podemos fazê—lo por intermédio de uma das oito

regras dadas. Com o auxilio do teorema l.7 e.de seu corolário, es-

ta tarefa se torna bastante fãcil, porêm rotineira. Por isso, exa

minaremos apenas dois casos já que os demais são de análise seme-

lhante.
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Suponhamos que Ói+1 é obtida de Ci por apiicação da regra

R( ,-) ao par p = (PzPl'Uí-od). Então c1.+1 = (Cg[P])U[(o,P:$)].
Se P & Ci não for realizãyei então, como Ci ê realizãve1,aigum

Pg & Ci o sera. Logo,i PJ figurara em Ci+1 ;2 realizavel. Se P

for o Único par reaiizãvei de Ciª então a,P:$ pertencente & Ci +1

serã reaiizãvel, pois temos:

Do fato de P ser reaiizãvei, existe O dedutiva prima em A e

interpretação h: F + A com hP<:D e h(P'X/[—a])fND : Q. Pelo

coroiãrio do teorema 147, existe D' prima contendo haXJD. Logo,

o par a,P:Q ê reaiizãvei.
Como exempio final, consideremos o caso em que Ci+1 ê obti

da de Ci por aplicação da regra R(v, ) ao par P = avB,P:P' e

este 5 eiemento reaiizâvei de Ci' Logo, existe D dedutiva em A

e h: F + A interpretação, com h(avB,P)<:D e hP'fND = $. Como

havhB e D e D é prima, temos ha e D ou hB & D.DIsto segue—se

que h(a,P)CD ou h(8',P)cD. Logo, oe,P:P' ou 8,P:P' & rea1_i_

zãvei. Como estes paresísão elementos de Ci+1º conciuimos que es
ta configuração é realizãvei.
CoroZãrmlo

Se a E F é teorema então a e vãiida.

Suponhamos que exista h: E + A interpretação com ha %=1.

Seja D dedutiva primaycom ha t D. Logo, E] = [Q:[a1] ê reaii
zãve]. Então, para quaiouer quadro É)...Cn , Ci ê realizãvel e

dai a não tem prova.
A noção de subfõrmuia imediata e dada pelas seguintes condi

ções.

i) Se v for Variãvel, então v não tem subformulas
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imediatas.

ii) aAB, avB e a+B tem exatamente duas subfõrmuias imedia

tas: a e 8.

iii) a Única subfõrmuia 'imediata-de -a é a.
Enfim a noção de subfõrmuia ê definida como se segue:

i) Para cada a, a é subfõrmuia de a.

ii) Se a for subfõrmuia imediata de B , então a serã'sug
fõrmuia de 8.

iii) Se a for subfõrmuia de B, e B de y, então
, a 5

subfõrmuia de y.

Observemos que se P for finito (P e P' são conjuntos fi—'

nitos), então o conjunto das subfõrmuias das fõrmulas de PNJPi, dg

notado por SP, serã finito.
Seja P finito e consistente. Vamos definir no que se segue

a importante noção de par saturado de P (para as regras R(A, ),

M ,A), R<v, ), R< ,v), R<—, ) e Re, ».
'

Se nenhuma das regras anteriores se apiicar a P, então Po=P

será 0 parª saturado de P.

Suponhamos então que uma das regras se aplique a P.

(Etapa 1:

(I) Suponhamos que R(A, ) se aplique. Sejam dl,...gan as

fõrmuias de P tais que ªi = BiA'Yi' Então o par'XÇI [Bi YilxnkP'

ê finito e consistente. Chamemos este par de PI. Se R(A, ) não

se aplicar a P então Pl = P.

(II) Suponhamos que R( ,v) se aplique a PI e sejam

ul,...,um as fõrmuias de Pi tais que u = ºk v ek. Logo, o park
m

Pz = Pl: KT! [ok,ekik/P; ê finito e consistente. Se R( ,v) não

_ 45 -



se aplicar a pl então Pz = P;.

(III) Suponhamos queypodemos aplicar R(-, ) a Pz, sendo que

&1,...,€p são as fórmulas de Pz com ªi = -pí. Então o par P3=.

= Pa: x_É/ [oÍJN/P; ê finito e consistente. Se R(-, ) não se a—

i
piicar, coioquemos P33= Pz.

Etapa 2:

(I) Suponhamos que R(+, ) possa ser aplicada a Pa. Sejam

dl,...,ôs em P3 com. 61 : Vi + “i“ Como Pg ê consistente,seja
: |

, , — .Pla e [P3,n1;P3,P3:P3,v1] con51stente. Com Pla e con51stente e
I I

Vz + nº e Pla, seja st e £P13,n2:P13,P13:P13,v2] consistente.A3
sim, sucessivamente, apõs n-1 considerações sobre cada par Pia e

fõrmuia v. + n. , chegamos a P .consistente e ainda
1 1 (S-1)3

,n :PIVS + F E P( 5-1)3 S (S—l>39s )3. Logo, existe Pu = PSB e [P(S-l
P :P&S_1)3,VS] que & consistente. Observe—se que Pa ê fini(S-l)3
to. Se R(+, ) não se aplicar a. P3 então ?, = P3.

(II) Suponhamos que R( ,A) seja aplicável a Pu. Procedemos

como acima, ou seja, cada fórmula “5 A kj & P; vai nos fornecer
um par PJ“ finito ie consistente obtido do conjunto

[(P( j-1)u:P(3—1)uºmj) , (P(j_1)k: P%j_1)k,xj)1. Chamemos de Ps o

ªpar Pra onde r 3 j 3 1. Se R( ,A) não se apiicar a Pu então

P5 = P,.

(III) Suponhamos que R(v, ) se aplique a Ps. Novamente, como

em_ (I) desta etapa, destacamos as fórmulas de Ps da forma ev A e

repetimos o processo afim de obtermos um par Ps finito e consis

tente. Se R(v, ) não se apiica então- Ps : Ps.

Feito isto, efetuemos o procedimento explicitado na etapa 1

a Ps. Do item (I) obtemos P7, do (II) PB e do (III) P, que é
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finito e consistente. Efetuemos agora o procedimento indicado na E

tapa 2, a Pg. Ao par vesultante desta etapa, aplicamos novamente

o procedimento da primeira e assim sucessivamente, i.e., ao par re
sultante de uma etapa e aplicado o procedimento da outra."

.

Obtemos assim uma sequência (Pn) de pares finitos e consig

tentes tais que P" x/' P" (1 P x_/ Pn+1º Como SPn (: SP, tgn+1

mos que existe no mãximo um número finito de pares, na sequência,

diferentes. Logo, existe um par PS da sequência tal que & aplica
ção de qualquer regra dada, com exceção de R( ,+) e R( , -),prº
duz PS novamente. Chamemos Ps de um par saturado de P.

Observemos que se 0 for um par saturado de P, então se vg

rifica:
& Q'e B e Q

& Q'e B e 0'

Se ocA B e O então º
Se a v 8 e Q' então º
Se o v B e Q então a e O ou B e Q

ºSe o A B e O' então e Q'ou B e Q'

Se & + y & O então y & O ou a e D'

Se -a e O então a e Q'

Consideremos P finito e consistente. A coleção HP de seus

pares associados ê formada da seguinte maneira:

Se —o e P' então a,P:Q ê um par associado.

Se a +16 & P' então a,P:(B] ê um par associado.

Observemos que HP é finito e seus elementos são pares fini
tos e consistentes. Mais ainda: se -a e P', então existe A 5 HP

com u,P CIA e, se o + B e P', temos E a HP com u,P CIB e

B' = (61.
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Proposição 2

Cada fõrmula vã1ída tem uma prova.

Suponhamos que xo ; F, não tenha prova:

Etapa I:
Estendamos o par Qfíao] a um saturado Po- Formemos HPO =

= [Q1,...,Qn]. Seja Pi saturado de Qiª 1 5 i 5 n.Formemos então

HPI = [Qn+1""ºQn+p]' Seja Pn+j saturado de Qn+jº Desta forma,

obtemos & sequência PºP1---Pn ---Pn+p' Formemos HPZ e continue-

mos o processo desor1to anteriormente. Desta maneira temos uma se
quênc1a (Pn)n20 com no max1mo um numero f1n1to de pares d1feren-

&

tes, pois SPE <: ,S($:£a0]) e S(Q:[ao]) ê finito. Consideremos
W

K = [Po,P1,...,Pj,...]' o conjunto das orímeiras coordenadas dos

pares Pj da sequência (Pn).

Etapa II:
Definamos agora & reIação =i, entre as fórmulas de FV e os

pontos de K, como seque:
]) Se a € var*ãve1 (8a=0) a=# Pi se a & Pi

2) Suponhamos «# definida para pares (a,Pj) onde 8a<n e

-—|. v "(D |-oc1Aozz=/PJ. se ouáPJ. e ona/PJ.
_l. _). V w [-oc1voc2=7/ PJ. se <%=/PJ. ou OL2=/Pj

_; _0. _|- V ªm |- apaz =/ Pj se (VPS)(PSDPJ.) se 001 =/PS- então

=/ PS

W) 8: má PJ. se (VPS) (PS—;Pj) (“gps,
Observemos que as seguintes condições estão verificadas: Se a a PJ

então o =% Pj e se» 8 e PS então 6 %ypj, A prova destes fatos
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% feita por indução em Bo. Vejamos, como exemplo, quando o = -8.

Se -8 & PJ. então (VPS)(PS> PJ) -B e PS. Disto resulta que

para (vPS) (PS: PJ.) B e P;. Da hipótese da indução (vPS)(Psij)
B iª/PS. Tendo—se em conta agora a definição de =/ temos -6 =/ P'j

Se -8 & Pã então (VPS) (PS: PJ.) B e Ps' Logo, BalPS e

então -B#PJ..
Etapa III:

Consideremos A o conjunto das partes fechadas de (K,c). N9_'

temos que (K,A) é espaço topológico. Seja então G:.PA + PA assim

definido: (SP = [xeAszOP). Com isto temos que (4,6) é sistema

pseudo-Booleano. Seja agora h:F->A tal que ha = [Pj:oc-=/Rjí. O

fato de que se oc =/PJ. e PSD PJ. acarretam oc =/—PS nos justif_i_

ca que h 5 aplicação)
Se provarmos que h ê interpretação então nossa proposição

estarã demonstrada jã que hoco 7414 pois ao HPO.

Que hocAB = ho nhB e hows = hocU hs são verdadeiras, não

hã dúvida. Mostremos que hoc + 8 = hoc + hB.

Se Pj ehoc + 60 hoc então PJ. & hB poris B #Pj“ Logo,

hoc + Bnhoc hB. Suponhamos agora que exista x com honxchs e

ha + 69x. Logo, existe Pjº e * com a + BHPjo. Isto nos diz

que existe Pk: Pjº com o =/Pk mas Brª/Pk. Como )( ê parte fg
Chada temos Pk. & xnhoc. Logo Pk & hB. Contradição.

Por fim nos resta mostrar que h—B = -hB. Isto ê feito imi-

tando-se o procedimento acima, ie, h-B € 0 maior de A com

h-BnhB = o.
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]) Mostremos que as fõ

(—avB)-*(a-+B) são 95

C1í($:-(a —u))]

C2((a -a:$)]
C3[(a,-a:Q)]

Cq[(a:a))

C1[($:—-—a + —a)

C2[(—--a: —a)]

03[(--—a,a:$)]

Cqí(

C5[(o,-a:$)]

Ceí(a:o)]

a:--a)]

Outras fórmulas

(-aA-B) + -(avB) e (

2) Vejamos que o (a

é valida.
'Temos duas alternat

1) Calculamos

e constatam

11) Exibimos. h

Tomemos a G

]) Po : ($
.

HPO : [

2) 0 satura

Pz = (a+

EXEMPLOS

rmulas. -(aA-a), --—a + -a, -a +---a
Tidas. Para isto, vejamos as provas:

C1[($:—a +—--a))

C2[(-a:——-a)3
'

3£( “Q,-ªd;$)]

Cq[(-a:-q)]

.

c1f«p.=<-ave)+(a+s))1

C2[(-av6: a-+B)]

)

Qíham+8%(&a+BH*
Cu[(—a,a:6),(6:a-+B)]

C5[(a:a,B),(É:d-+B)]

C5[(a:a,6),(B,a:B)]

válidas são: - -—(—ava),-(avB) + (“dA-B),

-av—B) + ;(aAB).

$b) + çavb), onde a e b são variâveís,não

ivas:

os quadros (os possíveis) para o par (Q:a)

os que nenhum desses é incompatTve].

:F + A, interpretação, com ha=# 1.

Itima a1ternatíva.

:a) e, seu saturado ê Po

P1=(a+bs-avb)]

Ho de PI que não e incompatTvel ê

b: a,-a,b,—avb)

- 50 _



[Pg]

0 saturado de P3 ê Pu = (a+b,a,b:$).

HPZ = [(a+b,a:Q)]

Como na demonstração da proposição 2 sejam: X = [Po,P2,P4] e

A = [$,X,[P2,PHBE330 conjunto de suas partes fechadas.

X
.

ÍPz,Pu] Seja h: F + A tal que
É?“?

<P ha = hb = (* “,.,Pq].

Como h—a = Q temos ha = (& Pu] #=X.

, '/
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CAPÍTULO III: Sistemas Booieanos

Suporemos aqui que nossos sistemas serão de tipo finito e

ainda, se oíx] = oíy] então x = y.

$i. Generalidades
i

Def.].i: Um sist ma (E,o), pseudo-Booieano, ê Booieano se

toda parte dedutiva prima D,D«=E, for maxima].

Resuita desta definição e do teorema 1.6 cap.II que (E,o)_ê

Booieano se e sõ se xiv - x = 1, para cada x e E. Por outro la-
do, a álgebra de Heyting (E,A,v,+), associada a (E,o), ê chamada

de álgebra de Booie.
*

Com o objetivo de enfatizar o retituiado (E,5), associado a_

(E,o), ê costume chamar de fíZtro uma parte dedutiva de (E,o),pois,b

em um reticuiado (R,5), um filtro é uma parte não vazia F satis
fazendo:

(N/a,b & F) (“Jr e R) aAb e F e avr e F.

Já que nosso objetivo não é esse, peio menos neste capitulo,
_ .

i

.nao teremos oportunidaqe de usar a palavra filtro.
A prova do resuitado que se segue estã fortemente baseada no

i
,

A

i

. - .teorema 1.7 cap 11 assim como em seu corolario.
i

Teorema 1.1: v.
i

Sejam (E,o) sistema Booieano e P a coleção de suas partes
dedutivas primas (maximais). Então são verdadeiras as afirmações a
baixo para cada P e Pi e x,y e E.

i) 'x /Xy e P se e sõ se x e P e y & P

ii) x v y 8 P se e 56 se x 8 P ou y e P
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iii) x + y & P se e So se -x e P ou y e P

iv) x e P *se e so se --x e P

v) -(XAy) eP se e so se - -x e P ou -y e P

vi) -(xvy) eP se e so se -x e P e -y 5 P

vii) -(x+y)e P se e so se x e P e -y & P

Prova:
'

i) e ii) têm provas imediatas. Vejamos a de iv). Se x e P

então - xªP pois P ê prõpria. Como -x V - (-x) = 1 e P ê

prima temos --x e P. De forma anãloga, se ——x e P então x e P.A

prova de iii) € a seguinte: Se x + y 6 P 'então y e P ou xtP.

Daqui temos y e P ou -x e P, posto que xv - x e P e P E pri
ma. Suponhamos agora que: -x e P ou v e P e quei x + y t P. Pg

lo corolãrio do teor.'l.7 cap. II vem a existência de P':> P, com

x e P' e y'á P', P' dedutiva.
.

Como P = P', pois P é maximal, temos uma contradição.
As demais provas são feitas de maneira semelhante tendo—se

sempre em mente o teor; l.7 cap.II, seu corolãrio e que P 5 ma-

ximal.

Teorema ] . 2;

Sejam (E,o) Booleano e (E,A,v,+) a ãlgebra de Boole assº
ciada. Então existe um monomorfismo r: E + A tal que rx ê aber

to e fechado de A, x e E.

a
Prova:

Decorre do teorema l.8 cap.II e do fato de que P = rl :
= rx v -x = rx Ne! r - x = rx k_j Crx.
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Terminaremos este parágrafo fzendo a seguinte.observação:

Teorema 1.3:
!

Seja x e E, (E,?) Booieano. Se x % O então existe P dedº

tiva maxima] com x 6

Prova:

Resuita do teore & 1.5 cap.II e da definição de sistema Boo-

52. Quídros e Decidibilidade

ieano.

Seja F o conjunto das fõrmuias nas variáveis de V e co-
1

.
i

'

nectivos em C = [A,v,r,—].
Ni - - - .Uma interpretaçab BooZeana das formuias de F e uma inter—

*

,

pretação h: F + B onoe B ê um sistema Booleano.

a e F “ê B—vãZidê se para toda interpretação Booleana na:].
_

É

_ '

Hch e realizável se existir h: F + B interpretaçao .e P

prima em B com
_

hHCh

Consideremos as regras abaixo:

, . ,H
i

i , + ,Rm, ;
““ª WV, >—————ºº”B“ Re, >———ªª “

' aaBsH ' aaHIBsH “aaB9H

R(—,A) Á—L'“8 ,“ R<-,v) —-———'(ººvª)ºH
R(—,+> ———'(ºª*ª)ª“

-aSHl-BSH “d,-B,H a:“BaH '

R(_'9 ):M
a,H

Seja H1<:F. Dizemos que uma das regras anteriores, R, se a—

plica a H1 se, por apropriada escolha de o e HI, o conjunto a—

cima da linha da regra R E o,H onde [a] x/ H : HI.
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Por uma aplicação da regra R a H1 entendemos a substitui
ção de HI por H (ou por H e H' se R e[R(—, ),R(v, ))) onde

HI é o conjunto acima da iinha da regra R e H- o abaiXo.

Uma configuraçãb 5 uma coleção finita de HÍ'S.
Por uma aplicação de uma regra R a uma configuração

C = [H1,...,Hn] entendemos destacar Hi em C e substituir esta

por Cl, onde Cl difere de C apenas por ter, em vez de Hi' 0

resuitado (ou resuitados) da aplicação desta regra a Hi'
Um quadro e uma sequência finita CI...Cn ta1 que cada Ci ê

obtida de C1._1 por uma única aplicação de uma regra R a Ci_1,
Í ? 2. ,

!

HCF ê incompatível se [on,—MCR para'aiguma a e F.

Uma configuração. C E incompatível se cada Hi e C o for.e

Um quadro é incompativei se alguma de suas configurações ;o'

for.
,

Um quadro para H ê qualquer Cl...Cn (quadro)onde Cl'= [H].

H & inconsistente se existe quadro para H, incompative1.Ca

so contrário, H e consistente.

Seja a e F. Dizemos que o é teorema” se i-alg for inçon

ªsistente. Um quadro inCompativei para [—a) é chamado de uma .prg

va de a.
—

A configuração [H1,...,Hn] & reaiizãvei se algum Hi 0 for.

Proposição ]:
»

Seja Cl...Cn quadro. Se Ci for reaiizãve] então (11.+1 o

será.

Corolãrio

Cada teorema é uma fõrmuia B-vãiida.
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i

!

i

i

i

i

i

Seja ,H conjunto finito e consistente, H<=F. A noção de

conjunto saturado (aqui, para todas as regras) de H é completa—

mente anãioga ãquela feita no capitulo anterior.
É bom observarmos que todo H finito e consistente tem um

saturado S finito e também consistente. Por outro lado, S tem
&

as seguintes propriedaàes:

omB e S implica [a,elcs
0ch e S impiica (me)/NS 7%)

—-a e s impíica & e s

“(oc B)€S imp'lica Foz,—BHNSÍCD

—(avB)eS impiiclà [ªo,ªªlcs
ocª-B cs implicjà («,mªs # o—

—(oL-*B)€S impiice [e,—sms;

Proposição 2
J

.

Cada ao B-vãiiªa tem uma prova.

Suponhamos que ao não tenha prova. Seja S um saturado

consistente de í—o]. konsideremos agora a reiação =í FX[S] de—

finida como se segue:

i) Se V é vaiiãvei, v =# 5 se v e 5

in Msás se aás e 845
ochª/S se (x=/Sou seis
(Peas desde que a#$ ou Bats
sa #5 sie

'

oc #5
Desta definição &esuita que se a e S então o =í$ e aiº

da se —a e'S então o %%S. Por outro 1ado ê imediato que dada

a e F temos ou o =#Si ou —a ªis.

'
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Seja então h: E + Bo = (0,1) tal que ha = 1 se a #5 e

' ha = 0 caso contrário. E de verificação imediata que h ê inter
pretação e que hoo = 0. Logo, do não E vãIÍda.

EXEMPLOS

1. As ,fõrmu1as o + 6 v 6 + oc,[(oc+ B)+oc]+a, (oc+B)+(-och) e "oc-*o

são B—v511das.
&

Aqui estão suas provas: .

CÇfí-(a+BvS+a)l] Gif-[((a+B)+a)ªoªll C:[[-((——a)+a)))

C'zH-(oc->B),-(B+ot)ll C_[f(a+6)+oc,-oúl CIM-worm]?

(ªfim,-B,-(B+a)]] Çjía,-a],(—(a+6),-a]]

C,,[fochgBrºcH C.,Hocrochíou-BÉOLH

c,t£-[(a+e)+(-avs)]]1

'Ç£[a+B,-(—ocv8)]]

QIIB,-(-ave)1,í-a,—(—av8)]]

Cátiª,—actª],[-oc,-(-0LVB)]]

C;í[Q,--a,-B],f-a,Á-a;-B]].

22. Sejam a,b,c variáveis e consideremos a fórmula a==(avb)+(aAb).

Então a não é B-vã1ida.

Consideremos H =, [—[(ayb)+(aAb)]]».

O leitor observarã que S = f-d,avb,—(anb),—a,b) & um satº
rado consistente de H.

Definamos então h: F + (0,1), interpretação, com ha = 0,

hb = 1; E imediato então que ha = O.
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CAPÍTULO IV - ÃLGEBRAS TOPOLUGICAS

51. Generalidades

No que se segue 8 'denotarã uma álgebra de Boole genérica

e (8,6) o sistema Booleano onde ôzPB + PB E o operador filtro
gerado pela parte PCIB. Como o conceito de filtro coincide "com

aquele de parte dedutiva, usaremos livremente os resultados obti
dos, para partes dedutivas, nos cathulos anteriores.

Def.].l: Uma álgebra topolõgica é uma álgebra de Boole B mg

nida de um operador unãrio A:B+-B tal que valem:

rrl) Ao=0eA1=1
T2) (VxeB) AAxãAx e Axv><=x

-Tª) (Vx,yeB) A(xny) = Ax A Ay.,

Denotaremos uma ãlgebra topolõgica por (B,A).

Consideremos B ,ãlgebra de Boole e _í:Be-B o operador iª
dentidade. Então (8,1) ê ãlgebra topolõgíoa. Por outro lado Pª

rara mesma ãlgebra B lseja k:Bh+B tal que ko % 0 e kx % 1 se

x #=0. Então (B,k) ê algebra topológico.

Estes dois exemplos nos mostram que uma mesma ãlgebra de
'

Boole pode dar origem ? álgebras topolõgicas diferentes.

Def.2.1: Sejam & e B e (B,A) ãlgebra topolõgíca. x é &

berto de (B,A) se Ax'ã x.

Observemos que se x 5 y em B então Ax 5 Ay. (Basta usar

a condição T3 para ver isto). Desta observação podemos concluir

que se A : [x: x % aberto de (B,A)l então (A,5) % um retículâ_
do dÍStríbutívo com primeiro e último elemento, Em particular» se
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x1,...,xn são abertos então o serão X1AX2A...AXn e xlvxzv...vxn.
Sejam P,Q e P, onde P ê'a coleção de todos os filtros

primos de B,(B,A) topoiõgica.

Def.3.1: Q' 5 mais rico que P se Q contêm os abertos de
'

P. Esta reiação ê indicada por P < O ou 0 > P.

Teorema ] . 1 :

Sejam (B,A) ãigebra e P' a coleção dos fiitros primos de

B. Então valem as afirmações abaixo para cada (x,y)eB2 e cada

P e P.

i) xvy e P se e so se x e P ou y 6 P

ii) xAy E P se 51) (O0 se x e P e y 8 P

iii) x-+y eP se e so se -x e P ou y 5 P

iv) —— x eP se e so se x e P

v) Ax e P se e so se (VQ,Q> P) x e 0.

Prova:

(i)...(iv) jã fóram provadas no capítulo III. Vejamos .en—

tão a prova da afirmação (v).

Se Ax e P, é óbvio que x e O para todo 0 > P já que Q

&

ê filtro e Ax 5 x (conferir T2).

Suponhamos agora que Ax e P. Consideremos F o filtro gg

rado peios abertos de P. Temos que x i F, pois se x e F segue»

—se que x 3 xlA...Axn; onãe Xi são abertos de P, e então

XIA...Axn 5 Ax o que nos diz que Ax & P pois F<ZP.Absurdo. Lg

go, existe 0 primo (filtro) Q:>F e x i Q. Enfimg como Fc:P9

Q'> P.
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Com as mesmas hipóteses do teorema acima & de demonstração

imediata o seguinte corolário:

Corolârio
*

(VPeP) (Vx,yeB)ª vaiem:

i) -(xvy) eP É se e sõ se —x e P e -y e P

ii) —(xAy) eP É se e sõ se “X e P ou -y e P

iii) -Ax e P ' se e sõ se BO,Q>P com -x € O

52. Quªdros e decºidibilídaãe

Seja F o conjunto das Fórmulas nas variáveis de V e cº
.nectivos em C =[Agv,+n—,A] com VfWC & m. Aqui, a fôrmuía Aa

tem como subFõrmula imediata a.
Uma interpretaçãb das PÉrmulas de É em uma ã1gebra topoiê..

gica (B,A)' & uma apíncação th=rB tal que (v'a,6 eF)

no VB = ha v he,g h aAB & ha A hs, ha=>B & ha—th

h ª a = —ha ÍhAa = Aha.

a e F é válida se para cada interpretação th-rB ha = ].
[

ii<5' ê realizâoez Se existir interpretação h:Eª+B e P fil
tro primo de B com tthfP.

,

As regras a serem introduzidas serão aqueias do capitulo aº
terior (R(A, ),R(v, rh R(+, ),R(-,+),R(-,v),R(—,A) e R(——,))meis

'

as duas abaixo.

R(A9 ) Éªºªií & 1 R(-,A) ;ê23_ª onde AH= &x'e H: a'=AB].
oc, H —oz, AH

'

Uma canfíguraçãd ê Uma coieção finita de subconjuntos de Fe

Por Uma apíicaçãb de uma regra R a uma configuração
C = [H1,...,Hn] entendemos substituir c por cl, onde Cg
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difere de C apenas por ter, no lugar de Hi” 0 resultado (ou re-
sultados) da aplicação desta regra & Hi“

Vejamos um exemplo desta situação:

Seja C = [H1= [a,B,avBl, Hz =[Aa,B,a+-B,-Ayll. Vamos apli
car a regra R(—,A) a C. Destacamos Hz e & Hz aplicamos R(—,A).

Temos então Hâ= [Aa,-y]. Logo C; = [H1,H;].
»

AS noções de quadro, quadro incompatível, subconjunto de for
mulas inconsistente, etc... são completamente anãlogas (pratica-
mente as mesmas) ãs dadas no capitulo III. Assim, a e F ê teopâ

ma se [-a] for inconsistente e um quadro incompativel para etão] '

é uma prova de a.
»

Proposição 1 :

Seja Cl...Cn quadro. Se Ci for realizãvel então Ci+1 o

serã.

Prova:

Temos que analisar nove casos já que temos nove regras:

Vejamos um exemplo. Suponhamos que Ci # [H1,..;,H1 =

= [—Aa,Aa1,...,anl,..Hnl, Hi seja realizãvel e que Ci+1 seja

obtida de Ci por aplicação da regra R(-,A) ã Hi“ Logo Ci+1 =

“

= [H1,Q..,t-alk/AHi,...,Hnl. Por hipõtese, 3 interpretação h:F+B'

com h Hi< P, P primo. Pelo corolãrio do teorema l.l existe IQ

primo com Q > P e. —a e O. Como h AHi & subconjunto de aber—

tos de P temos h([-alX/AHÍ)<:Q. Enfim, Ci+1 ê realizãvel.

Corolãrio

Cada teorema é uma fõrmula vãlida.

Seja H<:F, finito. A noção de conjunto saturado para todas
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as regras com exceçãoide R(-,A) ê completamente semelhante aque

la dada nos capitulos:anteriores. Em particular, se H for con-

sistente então existelum saturado de H consistente.
Vejamos, para elucidar, um exemplo.

Seja H = [-(av5),Ad,-(Ac),a+bl onde a,b,c e d são variª
veis; Aplicando-se R(-,v) a H obtemos:

H1= f-(avb),-a,-b,Ad,-(Ac),a+b]

Via R(A, ) temos:

Hz = í-Qavb),-a,-b,Ad,d,-(Ac),a+bl.
Por fim por intermédio de R(+, )- ficamos com

S = [-(avb),-a,—b,Ad,d,-(Ac),a+b] e

S' = f-(avb),-a,—b,Ad,d,-(Ac),a+b,b].
É imediato que QS e S' são saturados de H. Embora :Sl sef

ja incompativel, pois, [b,-b]<:$', $ não 0 €. Isto nos diz que H

5 Consistente.
*

Uma propriedade nova que aparece num saturado S de H é

que se Aa & S. entãow & e S.

Vejamos por fim a noção de conjunto associado & H<:F.

Para Cada #Aa & H o conjunto í-aIXJAH é um associado de

H. A coleção de todos os associados de H serã denotada por AH.

Tendo-se em mente o teorema l.l e seu corolãrio é imediato

que se H for consistente & finito então AH serã finito e conª

sistente. Ainda, se —Aa & H então egiste A a AH com —a & A e

AP<:AA. Esta Última relação serã indicada pelo simbolo P < A.

Proposição 2

Cada fõrmula vãlida ou tem uma prova.
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Suponhamos que ao não tenha prova. Seja então Ho um sº
turado de [-a], consistente. Consideremos AHO = (QI,...,Qn] e

Hi saturado consistente de. Qiº ] 5 i 5 n. Obtemos então a sea

quência Ho,H1,...,Hn. Tomemos AHI = [Qn+1,...,Qm) e Hn+j satª
rado consistente de Qn+jº Formemds KHz, antes observando que nos

sa sequência origina] HI...Hn se ampliou para H,...Hm+1...Hm.Se
Q sao de AHz tomemos Hm+k

Sistentes. Logo obtemos a nova sequenc1a Ho"'Hn"'Hm+1"'Hp' Aí

m+k seus respectivos saturados con—

sim se procedendo (formando-se .AHi e respectivos saturados)-ob-v
'teremos uma sequência (Hi)i>0' Como Hi<:S(—ao) a sequênCia em.

questão tem no mãximo um número finito de elementos diferentes.$g
ja então K = (Ho,...,HS] o conjunto dos eiementos distintos ,da

sequência anterior e àf<:p><x definida indutivamente como abaixo:

1. Se. V é variável então v =#Hi se v & Hi

2. cansa/H,. se a=/H1.e B=/H1.

avBáHi se OL=ÍHÍ ou Sª'/Hi
a+6 =#Hi se & %%Hi ou B =íH,

«x=/H]. se a#H1.

J

Segue dã definição acima que se o e Hi então ª=#*Hº i.
Aoc ==/H1. se a#Hj para cada HJ. e X com H1.< H..

Consideremos a seguinte topologia em K : A é aberto se toda vez

que Hi for de A"e Hi < Hj então Hj e A. E imediato que

(PK,r1;LJ,+,int) 5 Uma ãigebra topoiõgica onde int é o operador

interior em PK.
.

Consideremos h: F—rPK ta] que ha = [Hi: u=# H,). Vejamos

que h E interpretação.
'

É de verificação direta que vaie:
.,' ª' .

»
xp" », », x
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i) hans : hoârxhs, have: ha &] hB, ha + B= ha + ha e

h º a = Cha = —ha.

Mostremos agora(que hAa = int ha.

11“) hm'cintàha
Como cada H1 à saturado temos que hAa < ha. Por outro 13

do, se H) e hAa e H) < Hj então Aa=# Hj. Logo hAa % aberto

e portanto (11) está ver1€icada.

iii) int ha c: hAa

Seja H e 1nt na Logo, & ªíHy para todo Hj com Hi < Hj

pois int ho ê-aberto. Pe1a def1n1ção de e) temos 'Ao =íHi :.
H,i & hAoc.

'

Finalmente, como “ao e Hº tem05' ao %!H0 e então hoo % K.

o que nos diz que ªº: não & vãTida.

EXEMPLOS

1. Exibir uma prova para ªAª(ªªVAª), & variável.

H [-—A— (= a vAa
'

H [ A“(ªª vAa

%[A MavAa, (WavAa

HÍA (—avAa —(WavAa

)
)]

)

)

%(A“(avML-
)

)

)

)

(=avAa) ,——a,—Aa)

Hºi A—( & vAa , —(—ax/Aa),ª—a, a,-Aa] (R(—,A))

)H,[A“( a vAa , a]
lgíA“( avAa ,( avAa) ,ªa)
H9f A—+-avAa »(ªavAa) ——a,—a,eAa]

2. Vejamos que a = (a+b)+(Aa+Ab) não ê vã1ida, a e b variáveis.
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= [- [(a+b)+(Aa+Ab)]J
O leitor poderã constatar que

Ho = [—a,a+b,b,-(Aa+Ab),Aa,a,-Ab]

ê saturado de H.
“ .

AHO [[Aa,—b]]

H1 [Aa,a,-b]

Logo, K = [Ho,Hll. Como 'Ho < H, e HI < Hº temos. que a

topologia em K é a caõtica.
H1

<> MM
Ho

INWKN“,)“,
Logo se definirmos ha = K e hb = [Hol teremos ha=£H1]#K.

Para concluirmos este capitulo apresentaremos dois reéulàg .-
dos de conexão que, num sentido bastante pragmático, nos motivam

o estudo das álgebras topolõgicas.
Comecemos observando que se (B,A) ê uma ãlgebra topolõgi-

ca então o reticulado «A dos abertos de (B,A) tem uma estrutura

natural de álgebra de Heyting onde a—+=b em A é precisamente

A(a+b).

De fato, se a,b,x e A então an “5 b se e 56 se xga+b
ou seja se e sõ se Ax 5 A(a+b) e enfim se e sõ se x 5 aób.

Seja, a uma fõrmula nos conectivos /x,v,+ e —. Definamos

ta, fãrmula nos conectivoslA,v,+,- e A, indutivamente como se se—

gue:

1) Se ae = O 'então Ta = Aa

ii) talA az Tal/xtag, Tall/az = TQ; v Tug,

Ta1'*dz A(Ta1-+Ta2) e T- a = A—Ta.
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Proposição 3

aº ê válida para interpretações em ãlgebras de Heyting.se

e somente se Tao for válida para interpretações em álgebras tº
polõgicas.

Prova:

.

Suponhamos que ao não seja vãlida. Pela prop. 2 52 - cap

II existe interpretação h: E“+A com hoo #=l sendo A álgebra

de Heyting de abertos de um espaço topolõgico (X,A). Considereá

mos & ãlgebra topolõgica (PX, int) e definamos 'E; FM+PX inter
pretação tal que se v ê variãvel então 'Fv= hv sendo que HW é»

o conjunto das fõrmulas nos conectivos /X,v,4 e A.

Um argumento indutivo nos mostra gue Fin = hao e daqui

Tao não é válida. Vejamos por exemplo que É T(a+6) = h a+8.

É T(oc+B) = HA(T(ZT+TB) int F m + TB = intEH'ToL-rFTB-l =

= intEhth] = hºlª—> he h (lt-*B.

Partamos agora de Tua não é válida. Logo, pela prop.2 des

te parágrafo existe Ei interpretação HE FM-+PX com ”E Tao #=l.

Seja h: E“$A(X)» a interpretação com nv = F Av : int F v,

para v variãvel. É imediato verificar que hoº = Kidº e portaº
to ao não ê vãlida.

Por exemplo:

h — o:. =—hoz = int — hot = int —W*roz=ÉA-— TG. =Ffªª

Proposição 4

o é B—vãlida se»e sõ se Ao ê válida para interpretações
em ãlgebras topolõgicas.

Estas duas proposições nos sugerem a seguinte simplificação:
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Se tivermos em mente apenas o objetivo de detectar as fõg
mulas válidas dos sistemas anteriormente estudados E suficiente

. 1 -r .. X '

que saibamos operar com o algoritmo deste capitulo tao somente.
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