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RESUMO

No presente trabalho fazemos uma exposigao de certos siste-
mas 16gicos dando enfase especial ao problema da decidibilidade. E
feito um estudo algebrico topologico do sistema implicativo intui
cionista e ja aqui introduzimos os "tableaux semantiques" devidos
a E. Beth, visando a decidibiiidade. Sob estes aspectos sao exami
nados os sistemas pseudo-Booleanos (inclusive o Booleano) assim co

mo o sistema modal S,.

SUMMARY

This dissertation presents some logical systems, with special
regard to the decidibility problem. An  algebraic~topological
account of the intuitionistic implicative system is given,
introducing the "tableaux-semantiques", due to E. Beth, concerning
the decidibility. This approach is used to study the pseudo-boolean.

(and the boolean) systems, as well as the modal system S,.
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INTRODUGAO

No presente trabalho fazemos a exposigao de certos sistemas
logicos dando enfase especial na apresentagdo de algoritmos que
detectam as formulas validas nos respectivos calculos proposicio-
nais associados.

 Cada capitulo se desenvolve segundo as seguintes etapas:

1. Introducao de cada sistema, via o operador consequéncia,
e a algebrizagao correspondente. -

2. Obtencao de resultados no sentido da determinagdo das re
gras para o algoritmo.

3. Aparesentacao do referido a]gor?tmo bem como de exemplos
que visam a elucidar o seu uso.

No CAPITULO I introduzimos os sistemas de fecho implicati-
vos; cada sistema consiste de um par (E,¢) onde ¢ opera nas
partes de E e esta sujeito as condigoes: |

i) o¢A = 9A 5'1') Ac¢A 1iii) Se AcB entao pAc¢B e ain
da iv) Para cada (a,b)sEé existe ¢ com be¢{a,c} e mais, se
be¢({a}sA) entdo cedA. Esta definigao e motivada pela seguin
te situacdo: E e uma colegao de eventos e para cada parte A de E
completamos com 0s eventos que decorrem de A ou seja, com as con-
. sequencias de A (¢A). Neste sentido 1) traduz a transitividade da
nogao de consequencia. Por outro lado, iv) preve uma dinamica en-
tre os eventos, isto &: dados a e b em E existe ¢ tal que b ¢ al
cangado atraves de a e ¢ € dinda c tem um animo de consequen-
cias para esse fim. Tais elementos ¢ serao chamados condicio~

nats e denotados por a-=b (leia-se: se a entao b)



As propriedades?caracterTsticas dos sistemas em quéstEo $a0

Regra MODUS-PONﬁNS: Se {a,c}cA entao bedA

Teorema da DEDU(;KO: Se be¢({a}\vA) entdo a-+bcA.

Uma. forma de a]éebrizar a situagao apresentada por um siste
ma (E,») € identific%r elementos x,yeE tais que ¢({x}vA) =
= ¢({y}v A} onde Ac:E. Assim, obtemos um sistema implicativo
(E,¥) (quociente de E pela identificacdo) onde x+y @& unitario,
sendo x a c1asse determinada por x. Logo (E,+) pode ser conce
bido como um sistema ngébrico (algebra de Hilbert) onde - e o
peragdo binaria. No caso de A = §, (E,») @ chamada de algebriza
¢ao natural de (E,¢){

0 formal aparecéAquando pensamos em estudar estruturalmente
composigoes por condiqﬁonais, esquecendo qualquer outra considera
¢ao. Isto nos leva a ﬁogio de formula gerada construtivamente a
partir de atomos a,b,ﬁf.. por meio da composigao ~(para represen
tar o condicional). Aésim, a, a+a,a+b,a>(b>a),(a+b)+(b+c),etcsao
formulas onde a,b e Q‘sio atomos. Seja F o dominio de tais for
mulas. Uma interpretagﬁo dessas formulas num sistema implicativo
(E,¢) e uma ap]icagioé i:F+~E, tal que 1 o»B € ia —$> iB, a,BeF,
Ainda, o e F ¢& valida se io € ¢ para cada interpretacao
i:F+E. 0 estudo do si?tema (F,8), onde o € 84 se e s6 se 1oedl
desde que TAcCd) par'éa cada interpretagao i:F+E, & o estudo do
chamado Caleulo Proposicional Implicativo (intuicionista). A alge
brizagao natural de (F,§) nos fornece a algebra de Hilbert livre
tendo como geradores o$ atomos de F. 0 §2 e devotado ao estudo de

tais estruturas.

No §3 apresentamos os chamados quadros semanticos, devidos



a E.Beth. A idéia de tais quadros e ter um metodo sistematico pa
ra, dada uma formula o, encontrar uma interpretagdo i:F-E tal
que o ¢ ¢0. Se tal procura, pelo metodo sistematico, nos leva a
contradigao isto significa que o e valida, i.e, acs. Assim o
teste de validade e este: procuramos pelo metodo uma interpreta-
¢do com iagel; se achamos, nao & valida; se damos em contradigao
(e uma das duas hitheses sempre se alcanca em um numero finito e
efetivo de passos) ela e valida.

As idéiasvassociadas aos conectivos proposicionais e, ou e
nao (conjungao, disjungao e negagao) procuram ser traduzidas, no
CAPITULO II, pelos sistemas pseudo-Booleanos. Tais sao implicati-
vos e tem as seguintes propriedades:

i) Para cada (a,b) existe (c,c') tal que ¢{a,b} = ¢{c}
e ¢{a} N o{b} = ¢{c'}.
ii) Existe z#¢Q com ¢{z} = E
Os ¢ de (1) sao denotados em geral por aA~b enquanto os

c }

por avb. A condigao (ii) prepara engenhosamente o terreno pa-
ra a nogao de -b(negagao de b). Para cada b € E, de-b se debz.
Disto resulta que ¢{b,d} = E por MODUS-PONENS.

As estruturas algebricas associadas, obtidas como no caso
dos sistemas implicativos, sdo as algebras de Heyting ou de Brou-
wer que surgiram naturalmente via as algebrizacoes destes siste
mas .

Formalmente temos agora as formulas construidas com A,v,> e

- a partir dos atomos a,b,c... Exemplos de tais formulas sao

av-a, a+(av--a), (aa-b)v c, etc. Para as interpretagoes pedimos



agora que verifiquem io+B e a1, 10AB € 10AiB, fav B e iav iB,
e i=a € -ia. 0 estudo do calculo proposiconal intuicionista & en
tdo o estudo do sisteﬁa (F,8) onde o e SA se e sO se ia e ¢f
desde que iAC o0 paﬁa cada interpretagdo.

As o de 60 sdo chamadas as formulas validas desse calcu
lo. Aqui como tambem ﬁos demais capitulos o método dos quadros de
Beth & usado para detectar as formulas validas.

G.Boole admitia que as consequéncias’de p comuns aquelas de
-p deveriam ser apenas as essenciais ou seja:¢{p}No¢{p}=00,pe-p.
No CAPTTULO III damos%conta desse ponto de vista. Aqui o calculo
associadé recebe o nome de calculo proposicional classico.

Uma motivacao de natureza geométrioca para o capitulo final
poderia ser a seguinté: Sejam (Exa) espaco topologico e
(PE,N,U,Cg,int ) a &1gebra associada. Dado P(Xy,...,%y) Ppolind
mio nessa algebra, saber (em um nimero finito de passos) se P se
realiza como o espagcztodo ou nao. Novamente os quadros de Beth
sgo chamados e com eles resolvemos a questdo. Aqui, sdo de inte-
resse os resultados de conexdo estabelecidos nas proposigoes 3 e
4,
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CAPITULO I: "Se... entdo..."

81, Sistemas de féecho implicativos

1. Condicionais

Consideremos E conjunto e PE a colegao de todas as suas
partes. Um operador de fecho em PE & uma aplicagdo ¢:PE + PE,sa

tisfazendo as seguintes condigoes:

f,) Para todo ACE, AcoA e $dA = HA
f,) Se A<B entio ¢Ac<¢B

Ainda, o operador & algebrico ou de tipo finito se para todo AcE

valer:
fi3) Se xe¢A, entao existe parte finita Af,CA com xa¢Af.

Notemos que estes operadores (algebricos) sao caracterizados pela
propriedade
oA =\ 9As
AfCA

De um modo geral, se ¢:PE > PE e operador de fecho e (A;)
e uma familia de partes de E, temos

¢\SA; = ¢\_/61Ai onde 8 € {6,6}, sendo 6:PE -~ PE

i i

o operador identidade.

Def.1.1: Seja ¢:PE » PE operador de fecho. Chamamos de sis
tema de fecho, ou simplesmente sistema, o par (E,$). Se o opera-

dor & de tipo finito, dizemos que.o sistema e de tipo finito.

Def.1.2: Sejam (E,¢) sistema e a,b ¢ E. Consideremos a+b =
= {xeE: bep{a,x} e se b e ¢({a}VY) entdo x e ¢Y}. Se a~bw#0,
' . —] - e,




cada x de a > b @& chamado um condicional para o par (a,b).

Esta definigdo pode ser estendida a partes nao vazias A,B<E
colocando-se | _

A>B=\_/a~b com (a,b) € A x B.

Por comodidade, se A = {a} entdo {a} ~ B serd escrito co
mo a ~ B, sendo que esta convengao tambem e adotada no caso de
B = {b}.

Def.1.3: Um sisféma (E,) @& implicativo se a = b #Q pa-
ra todo par (a,b) e E2.

Sa1voAméh¢§o em contrario, nos resultados e defini¢Bes que
se sequem, estaremos sempre Nos referindo a sistemas implicativos.

Def.1.4: Seja (E,¢) sistema. ACE & conjunto condicional se
A for obtido das condicbes i) e i) abaixo, em um nimero fini
to de etapas.

i) Va,b,c e E a-b, a+>(b+>c) e (a=+b)+c $a0
conjuntos condicionais

i1) Se C e D sab condicionais, entao o e C + D.
Vejamos algumas informacoes a respeito de tais conjuntos.

Teorema 1.1:

Se a eb sao elementos de um sistema e x,y € a = b, entdo
o{x} = ¢a ~ b = ¢{y}.
Prova:

De x,¥y e a>b obtemos b e ¢{a,x} e b e ¢{a,y} e entdo
x € dly} e y e ¢{x}, ou seja, ¢{x} = ¢{y}. Para finalizar,

ga + b= \ ./ o{x} = ¢pp{x} = ¢{x}.
xea>b



Este resultado sugere a seguinte

Def.1.5: Seja A parte nao vazia de um sistema. A e univa

lente se para cada x € A tivermos ¢{x} = ¢A.
Teorema 1.2:

Sejam (E,¢) sistema e = equivaléncia em E? dada por Xzy
se e s0 se ¢{x} = ¢{y}. Nestas condigdes, a > b =a' > b' desde

que a z a' e b=zb'.

Prova:

Consideremos z qualquer em a * b. Logo, temos ¢{b}(o{a,z}
e z ¢ ¢Y para cada Y com ¢{b}<'¢({a}\/Y) ou ¢{b}<f¢(¢{a}k/{zh
e z epY para cada Y com ¢{b}<:¢(¢{aj\JY). Como a =a'ebzb!,
ficamos com ¢{b'}c¢(¢{a'}u{z}) e z e ¢Y para todo Y com
o{b'}c ¢(e{a'}VY), istoe: b' e ¢{a',z} e z e ¢Y para todo Y
com b' e ¢({a'}VY). Enfim, a » bga' +~b'. De forma énéloga,

a' +b'ca-~+b.

Tendo-se em conta os teoremas anteriores temos o
Corolario 1.1:

Se A e B s3o univalentes entio o e A - B.

Prova:
De fato, seja’ x ¢ A~ B, ou seja x e a » b<A > B,

Temos entdo ¢A-B =¢ o/ ¢(a > b)
(a,b)eAxB

Pelo primeiro teorema, ¢A » B =¢ N\ A ¢{X}

- Xea'+b 'cA+B
Pelo sequndo, a b =a' +b' pois A e B sao univalentes.

Logo, ficamos com ¢A ~ B = ¢\ __/9¢{x} = oo{x} = ¢{x}.
Xea+b

-3 -



Bastante interessante € o
Covolario 1.2:
Se A € conjunto condicional de um sistema, entdo 'A & uni
valente. Reciprocamenté, se M(é univalente maximal, entdo M e con-

dicional.

Prové:

Observemos inici%lmente que é +b e {c} s3ao univalentes,
a,b,c £ E. Tendo-se eﬁconta'o teorema 1.2 e a definigao de con-
junto condicional, tiramos que todo condicional e univalente.

Para a rechrocaL notemos que ¢0 & ndo vazio ja que
o0 = x » x, x¢c€E. Sebam entao M uniyalente maximal e s € ¢¢.
Mostremos que MCs +ix, xeM Se yeM temos x € ¢{y} =
= ¢(0V{y}) = o{s,y}. Agora, se X € ¢({s}\/Y)» temos x ¢ ¢Y ou

y € ¢Y. Enfim, y €s F X eentao M=s > Xx.

Facamos as seguﬂntes observagoes relativas ao corolario aci-
‘ma:

1) Se Ae8B Qio condicionais, entdo A<B ou BCA sao
equivalentesa A = B. Mais ainda, ate ANB #( se e so se A = B,
visto que os condiciodais $30 univalentes maximais.
| 2) Um sistema tdpo16gico e um sistema de féecho (E,¢) onde
30 = 0 e ¢AUB = ¢A§J¢B, A,BCE. Logo, nenhum sistema topologico
e implicativo. Apesaridisso, vale o sequinte resultado:

"Seja (E,¥) um sistema topoldgico Ti(¥x € E,o{x}={x}). En
tao existe sistema iméiicativo (E',¥') tal que ECE' e -
Y (S)NE = Y(SNE), para todo SCE'."

A prova disto e baseada nos Ttens abaixo:

-4 -



1) Seja E' = EVJ{z} com z ¢ E. Logo, cada S<E' e da for
ma S$;VZ onde $,<E e Z<{z}.

2) ¥':PE' > PE', tal que S$;UZw ¥S,U{z}, & operador de fé
cho e ainda, a+b ={x}, sendo x=b se a#b e x=2z se

a=b, em€E'".

2. Sistema Quociente e

Partes Dedutivas

Com alguma motivagao nos sistemas topologicos, adotaremos as

sequintes definigoes:

Def.1.6: Seja (E,») um sistema de fecho qualquer. ACE e fe

chado em (E,d) se ¢A = A,

Def.1.7: Sejam (E,$) e (G,¥) sistemas de fecho e f:E =~ G

aplicagcdo. f e continua se f~!'F & fechado em (E,$), com ¥F=F.

Def.1.8: Sejam g: E + G ap]icagﬁo e A fechado em (E,¢).
g e A-fechada ée para todo fechado F>A, gF for fechado em
(G,Y).

Vejamos como introduzir uma estrutura de fecho em um quocien
te sob a cdndigéo de que a projegao canonica seja continua.

Antes, & Util observar os seguintes fatos:

1) Se (Fi) @ uma familia de fechados de um sistema, entao
N Fs e fechado do mesmo.

2) Seja GCPX tal que para cada familia (Gi) de elementos
de G, /fr\ G, € G.

Entdo, ¥: PX ~ PX dado por

“ b -



WA=/ NG, GeG, &
G,2A
operador de fecho. Mais ainda, a colegao dos fechados de (X,¥) e

precisamente G.
Teorema 1.3:

Sejam F' colegdo de fechados de (E,$) estavel para inter

secg6es quaisquer de familias de seus elementos, e = equivalen-
cia em E2. Consideremo% m E-E/f_=EFE a projecao canonica. Seja
Y:PE -~ PE dadoi por:

YA =/ \¢S<E:SDA e w°!S e F').

|
Entdo (E,¥) e sistema de fecho e m & continua.

i
Prova: !
|

Notemos que G = {SCE: m17!S e F'} @ estavel para intersec
|

¢oes quaisquer de fam?]ias de seus elementos. Logo, por 2), (E,¥)
| _

e sistema de fecho. A continuidade de m: E ~ E resulta da defini

gSo de ¥ eda hipéteﬁe sobre F'.

0 sistema (E,¥) #o teorema & chamado sistema quociente deter

|
minado pela colecao F! e a equivalencia

Teorema 1.4:

|
|
i
i

Sejam (E,9) si#tema e F um seu fechado. Consideremos a e

'y "se}e so se ¢({x}UF) = ¢({y}UF). Tomemos o

“quivalencia x

sistema quociente (E,*) determinado pela equivalencia dada e a
|

colecdo F' = {F':F' éifechado de (E,¢) e F'DF}. Entao m: E~>E

e F-fechada e (E,¥) § implicativo desde que (E,$) o seja.
|

Prova:

Notemos que, se [G e F', entao para cada g ¢ G, wg<G, vis
N -
-6 -



to que, se y e mg, segue-se o¢({y}VUF) = ¢({g}UF)CG, pois G €

fechado. Logo, G e reuniao de classes de equivalencia, ou seja, G

e saturado por =. Daqui, 7~!mG =G e entao m & F-fechada.
Interrompamos‘momentaneamente a prova justificando que, para
cadé ACE, VA = mp(UAVF). De fato, como n~!YADF e e fecha
do, vale m~!¥A> ¢(m"*AVF). Por outro lado, ¢(m~*AVF)> n-¥A ji
que m e F-fechada.
Sejam entio a,b £ E e mostremos que X € a » b onde xea+b.
Da continuidade de 7 resulta m-'v{a,b}>¢{a,x} e dai b e ¥{a,x}

Continuemos, considerando b e ¥(fa}VvY).

H

Logo, b e mp(av (UY)VUF), ou seja, b e ¢(q>(éUF)\J(UYF)) :
= ¢o({alVFVY(UY)) . x e ¢(FU(UY)) -e entdo 'x e ¥Y.

(12

Uma caracteristica notavel do sistema (e,¥) € que a~>b

sempre unitario, pois de V¥{x} = ¥{y} deduzimos mo({x}VF)
= mo({y}UF) que acarreta ¢({x}UF) = ¢({y}VF) e enfim x = &.
Parece-nos entdo razoavel pensar (E,¥) como um sistema algebrico
(E,~>) onde a=>b=x¢ea~b. Por outro lado & sugestivo cha-

mar m de F-identificagao. Neste sentido temos o teorema

"Sejam mi, mz, F1DF, tais que w, e F.-identificacdo. En
tao existe uma unica h:(E,,¥2) -~ (E;,¥:) continua e m,F,-fechada

tal que m; = homy."

Prova:

| x>

Como F,D>F,, a lei hmyx = myx e aplicacao e my = hgm,.

M\

gora de ﬂ;loh;l =77 ede m, ser F,-fechada temos que h

il

continua, pois ¢(XVFy) = m;'.h™ (m¢(XUF,)) donde mad(XVUFy)
-l

=h (m¢(XUFy)).



Seja G fechadoiem E,, GOmeFy. Logo, G = ma¢(XVUF,) don

de h[m¢(XUF1)] = m$(XUF1) que & fechado em E;.

Seja mo:E > E a ¢Q-identificagdo. 0O sistema algebrico
(E,=>) e chamado sistéma algebrico canonico de (E,d).

Passemos agora Eldefinigio de parte dedutiva que & motivada
na sequinte propriedade que cada fechado de um sistema implicativo

tem:

|
Modus Ponens (MP): Se A e B sao univalentes com A,A+BCF,

|

entao BCF. |
- Realmente, se b ¢ B, entdo para algum a ¢ A a - b<F, e

|
como b e ¢({a}Ua+b), temos b eF pois F e fechado.

Def.1.9: Uma parte D de um sistema implicativo e dedutiva

se ¢0<D e D tem a%propriedade MP.

: |
Como a inter secdo de uma familia de partes dedutivas e dedu

. - !
tiva, e natural a:

Def.1.10: A parté dedutiva gerada por P em (E,¢) e

8P =7 \D, onde D e dedutiva em (E,4).
DoP ‘

Resultados advinﬂos destas definicoes sao:

1. Todo fechado § parte dedutiva. Em particular, 80 = ¢0.

2. 8:PE ~ PE ‘e bperador de fecho

3. Para todo ACﬁE temos SA C¢A.

Vejamos sob que kondigaes teremos § = ¢.

Lema 1.1:

Em um dado sistema, x € ¢ {a1,...,a,} se e s0 se

-8 -



3> (3o

(.o (a2 x))) = ¢0.
Prova:

Se n =1, temos x e ¢{a,} = ¢({a;}v0), ou seja a;+xcod
e entdo a; » x = ¢Q. Admitamos o resultado valido para 1'5 k <n.
Consideremos x € ¢({a1}\/{a2,...,an}) que nos da a;#x<p{az,...,ap.
Logo, para cada z € a; + x temos an+(an_1+(...(a2+z)...) =¢¢.Cg
mo para z,z' € a; > x temos a, >z =a, > z' (Teor 1.2),0obtemos

finalmente an+(a +(...(a>(a;+x)...) = ¢0. Admitamos agora que

n-i

x satisfaz an+(...(a1fy)...) = ¢0. Como fechado e parte dedutiva
e ¢0<o{ar,...,an}, a aplicacdo sucessiva de MP nos da

X € (b{al,...,an}-‘

Teorema 1.5:

Em um sistema, &P =\~.__/cpPf

PfC p
Prova:

Seja P = \\___/d)Pf onde Pe e parte finita de P.
P.cP

.F
Sejam X,X > YCP ambos univalentes e x e X e y ¢ ¥. Lo-

9o, {x},x »y<P eainda {x,z}<P, onde zex~>y. Segue-se
entao que existe Pfc P com {x,z}c(be. Como X + yc< ¢>{z}c¢Pf,
temos y e q>Pf e entéo Yc¢PfC?. Logo, P e dedutiva e portan
to S8PcP pois PoP.

Agora, se x e P, vem x € ¢P. com P, # 0(P4)). Pelo ‘lema
acima, p (P _ (... (P1x)...) = o§ < 8P. Usando-se MP n vezes te

mos x € 8P pois p; € P.



Corolario 1:

xedh seesose asa (..(amx)...) = ¢f para

-1
{a1,82,...,27}<A, A #0.
Corolario 2:

Se AcE e finﬂto, entao ¢A = SA. Em particular, 6§ = ¢ se

e so se (E,p) e de tﬂpo finito.

Corolario 3: (Teorema}de dedugao) :
Seja (E,¢) sisﬂema e suponhamos B< §(AVX) com A e B uni

valentes. Entio A > BCéX.

Prova:

Sejam aeA e beB. De bed(AUX) temos b e §(ANMX

¢
= 6(A:VX) = B({a}UXo) Sa > be gX C8X.

0 corolario aciﬁa, juntamente com o fato de que be§({a}va+b),
nos diz que (E,S§) éisempre implicativo (de tipo}finito) desde
que (E,¢) o seja. Alem disso, se U e univalente em (E,$) entao
o sera em (E,S). Eméparticu]ar, todo condicional A em (E,¢) e
condicional em (E,S) e reciproéamente. Segue-se entdo que nao ha

perda de genera]idadeisupor (E,9) sempre de t%po finito, desde
que ﬁosso interesse se fixe nos conjuntos condicionais sobre par-
tes dedutivas. |

Nossa meta seguﬂnte e o estudo dos sistemas algebricos oriun

dos de processos de F-identificacao. Para isto, seja o

‘Teorema 1.€:
Sejam a,b,c € E, (E,9) sistema. Entao valem:
(i) a>b=¢0 se'esose be ¢{al.
- 10 -



(i1) a »(b»a) = ¢0
(i1i) [a>(b>c)]+[(a+b)+(a>c)]
(iv) [{a+b)+(a>c)]>[a>(b>c)]

0.
.¢¢-

1}

(i) segue dos corolarios 1 e 3.

(ii) Como a e §({b}U{a}), o teorema da dedugdo nos permite in
ferir b > acé{a}l = ¢{a}. Tendo-se em conta (i), nos tiramos
a>(b>a) = ¢0.

(ii1) Observemos inicialmente Que os univalentes {a}, a»(b>c) es

tao contidos em &({a}wa>(b>c)). Por MP obtemos

b>c <§({atva+(b>c)) (I). De modo analogo, b e §(arbu{al) (II).
De (I) e (II) temos ¢ e &({a}va>bva+(b>c)). Por fim, usando-
-se 0 teorema da dedugao por tres vezes terminamos com
[a>(b>c)]>[(a+b)>(a>c)] = ¢0.
(iv) Notemos que c¢ € §({b}v{a}v(a+b)>(a~c)).

Agora, novamente, o teorema da deducao por tres vezes nos

permite [(a+b)+(a»c)]>[a>(b>c)] = ¢0.
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§e. Algebras?de Hilbert

1. Sub-algebras dedutivas e homomorfismos

Def.2.1: Uma algebra de Hilbert @ um sistema algebrico
(A,>,1) onde "+" & umé operagao binaria e "1" um elemento destaca
do de A, tal que:

Hi) (V xeA) T+ x=x

Hz) (V'a,b,ceA)ia +(b+a) =1 e a>(brc) = (a+b)>(a+c)

Hy) Se a-=+b % b+ a entao a =b.

Algumas consequéﬁcias da definigao acima sao as seguintes:

P,) De H; e Hy itemos x> 1 =1 pois 1+(x>1) =1

P,) De H, tiramés, levando-se em conta H;, que (x>1)>(x>x)=
=1 ede P, e H, xi+ x =1

Ps) Da segunda igua]dade de H, obtemos a-+c =1, desde
que a+b=>b->c = 1:

Tendo-se em conté Py, P2, P3 e H3, observamos que uma 5193
bra de Hilbert A pode %er visualizada como um sistema parcialmente_
ordenado (A,<) com G]¢imo elemento 1, onde. a < b, se e so se

a~+b=1,

Def.2.2: Uma parﬁe ScA e subalgebra dedutiva de (em)
(A,»,1) se 15 e valer MP em S, isto e: Se Xx,x»yeS$S entdo

y e S.

Def.2.3: Sejam (A,+,1) algebra, D = {DCA:D e dedutiva}l e

P parte de A. A subalgebra dedutiva gerada por P em A e

ap;m{DeD:DvP}

Teorema 2.1:
(A,8) & sistema de fécho algebrico
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Prova:
Que e sistema de fecho e evidente. Por outro lado,

P>\ §P;. Sejam entdo x,x»y em 8P Disto.  obtemos
PfC p
X;x >y e 6Poc e entdo y e 6Pofci\_,/6Pf. Da definicao de &P

resulta &P < \.Jde, e entao GPv=\~//6Pf.
Def.2.4: Sejam A e B algebras e f:A + B aplicagdo. f @

homomorfismo (ou simplesmente morfismo) se para quaisque a,b € A

tivermos fa = b = fa » fb,

Teorema 2.2:

Seja f:A>B morfismo. Entao valem:

(i) Se F @& dedutiva em B entao f~!F o e em A.

Nf e dedutiva em A.

(i1) 0 nucleo de f, isto e, {x ¢ A[fx=1"'}
(iii) Se f e epimorfismo (morfismo sobrejetor) entao fD e de-

dutiva em B desde que D seja dedutiva em A e DDNf.

Prova:

Sejam x,x »y e f~'F. Logo, f;, fx»y = fx>fy sao de F, ou
seja, fy e F eentao y e f 'F. Eclaro que 1 ¢ f 'F. (i) esta
provada. '

(ii) Notemos que Nf = f71{1'} e {1'} & dedutiva de B.

(iii) Sejam D>Nf e z,z > w e fD. Entdo existem x,x' ¢ D

com z =fx e z-»w=fx"'. Com f e epimorfismo, temos z+w =

fx > fy para y € A. Logo, ficamos com fx' = fx - fy, ou seja,
f x'>(x»y) = 1' ou entao x'>(x>y)eD pois D>Nf. Enfim, x >yeD

e entao fy = w efD ja que y e D.
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Teorema 2.3:

Sejam A algebra, {a}, PcA e b e §({a}UP). Entdo a+bedP.

Prova:
Consideremos D= {x € A:a»x ¢ 8P}. Observemos que D e

h™ P onde h:A~A & o morfismo xw>a » x. Logo, D & dedutiva

e como D>{a}vPp, ten%ﬁos §({a}vP)cD. Agora, se x €D temos

a+xedP .. xc¢ 6({%}kJP). Enfim D = §({a}VUP) e, em particular,
a~>be 6P. 1

Corolario 1:

Seja (A,>,1) 51¢ebra."Ent50 (A,8) e implicativo de tipo fi

nito, e o sistema algébrico canonico associado a (A,5) & ‘exata
i

mente” (A,>,1). |

. |

Corolario 2: |

| -
x € 8{a1,...,an} se e so se ap*(ap-,>(...(a1>x)...) = 1.

relacao de equivalencia en

Def.2.5: Sejam |A algebra e

tre seus elementos. =/ e "congruencia em A" se para quaisquer

X,¥,2,Ww € A valer:

Sex=yez=w entdo x >z =y ~w, ou 0 equivalente:
N x,y,a € A,
Se x =y entag; x>az=y->a e a->xz=a-~>Yy.

congruencia em A e a projecao canonica

t

Consideremos
mA > E = A/z, SSéldé verificacoes imediatas os seguintes fatos:

1. Alei (mx,my)r—>mx > Ty = X >y e operacgao em E .e
(E,>,1) & algebra de Hilbert, onde 1 = 1.

2. m:A > E e epimorfismo.

il

Def.2.6: E & chamada a algebra quociente determinada por

em A. ;
| - 14 -



Teorema &.4

Seja f: A+ B um epimorfismo. Sejam as relagoes
Xp1Yy se e SO se fx = fy
XP2Y se e S0 se X>yey->x sao de Nf
XP3Y se e S0 se S({x}VUNF) = §({y}VNfF)
xouy seesose [x] =[y] onde [z] = {f"'D':zef"!D'e
D' e dedutiva em B}.
7 Entao o; = p,sendo o congruencia em A e ainda, a alge

bra A/ e isomorfa a B, ou seja, existe morfismo b:A/p + B que

P
e bijecdo.

Prova:

Se fx = fy temos fx ~ fy = fy > fx = 1', ou seja,

fx »y=fy>x=1"7" x>y e y>x sao de Nf. Agora, se x>y
e y»x estao em Nf, temos 6({X}UNf)>{y}UNf e S({yJUNF)D{x}UNf
e entao S({x}UNf) = §({y}UNf). Prosseguindo, se a igualdade an
terior e assumida, entao [x] = [y] pois &({z}VUNf) e a menor
dedutiva contendo {z} e Nf em A. Suponhamos, por fim, que
[X] = [¥]. Entdo y e f '$x}, ou melhor, fy e 6'{fx}. Daqui te

- mos fx > fy = 1'. Por simetria, fy > fx = 1' e entao fx = fy.
Mostramos que p; = p» = p3s = py, € e imediato que sao equiva]ég
cias._Fa]ta agora a}compatibi]idade. Para isto, suponhamos  XpiX;
e ypi1y:. Logo, de fx = fx;, e fy = fy, tiramos fx>fy=fx,»>fy,
que nada mais e que fx ~y = fx; > y,, donde x >y py X1 * Y.

Consideremos F:A/, > B tal que mxw> fx. E imediato ve-
rificar que T e isomorfismo e isto conclue a prova. |
Corolario 1:

Se fi: A+ Bi sao epimorfismos de mesmo nucleo, entao Bi
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e isomorfo a Bj’ igl.

Corolario 2:

DCA e dedutiva se e so se D = Nf para algum epimorfismo

Prova:

E claro que D =§Nf e sempre dedutiva. Suponhamos D deduti
vaem A e seja X = @ seesose x>y, y+xeD. Mostremos
que = e congruéncia:iVejamos-a transitividade. Tomemos entSo»xzy

ey =z. e x>(y»z) =i(x+y)+(x+z) ede y+z, x>y eD, obte-

mos x > z ¢ D. Por siﬁetria, z+xeD eassim x = z.
Suponhamos, para a compatibilidade, que x = y. Logo, para

cada a ¢ A, temos de a e §({y}V{x»a,y»>x}) ede y > x e D que

(y+x)+[}x+a)+(y+a)] = Pe D, e entdo (x»a)>(y+a)eD. De modo ana

Togo, (y»a)>(x»a)eD.l Para terminar, observemos que D = Nm onde

m: A > E e o epimorfismo canonico, pois x € Nt se e so se x =1,

i.e.,seesose x>1el~>x=x saode D.
Terminaremos esta seccao com um teorema de representagao e,

para isto, comecemos com o

!
. Lema 1: !

Seja D dedutivb em A, Entdo x >y eD seesose VD'

dedutiva, D'>D, y e b' ou x ¢£D',

Prova:

Se x >y eD, para cada D' dedutiva, D'> D, de duas,uma:
xeD' ou x gD'. S? x e D', via MP, y ¢ D'. Suponhamos agora
que x >~y ¢ D. Consideremos D' = §({x}JD). Temos xeD' e
y £D', pois se assim;ngo o fosse (yeD'), via teorema da
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deducao, x >y € D, contra a hipotese.

Def.2.7: Uma familia K # Q de subalgebras dedutivas de A
e de Kripke, se:
k) (¥YDeK) se a~b ¢D entao existe D'>D, D'eK,tal
que aeD' e b #D'; oude forma equivalente

ki) a=>beD se: (VD'eK)(D'D>D) se a e D' entao beD'.

Lema 2:

Seja K de Kripke em A. Ent3o a relagdo x =y se [x]=[y]

e congruencia em A, onde [z] = {D ¢ K: z e D}.

Prova:

Basta mostrarmos que [x] = [y] seesdse x>y e y>x
sao de /YK = Dy. Comecemos com x »y ey » x emDy. Logo,. se
xeD, DeK, entdo y e D, ouseja, [x]>[y]. Analogamente,
1> [x]. Suponhamos agora que x -~y ¢ D,. Segue-se a existéncia
de DeK com x-+y ¢£D. Enfim, temos D, em K com x €D, e
y£D oo I~ ]

As familias de Kripke nos proporcionam o seguinte teorema de

representacgao:

Teorema 2.6:

Sejam A algebra e K de Kripke em A. Entao, se K # {A},
existe morfismo y:A + A, ndo trivial, onde A & uma algebra de

conjuntos abertos.

Prova:

Seja A o conjunto das partes fechadas de K, isto e: xeA
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seesose, se Dex e D'DOD entao D' € x. Verifica-se sem

dificuldades que 4 & topologia para K.
| Definamos &: PA > PA como abaixo:

&P = {s siA: s> NP com P.CP}.

(13

_Este operador e |de fecho e de tipo finito. Ainda, (A,8).
implicativo, bastando para isto verificar que x + x' =y, onde y
e o maior de A com xnycx'. Sejam Y = {y' eA:xNy'cx'} e

y =UY. Logo, temos xn\JY =\_/ xny'c x'. Como y e o maior,

y'eY
temos o que queremos. Reparemos que Y # 0, pois x' VY. Como
§{x} = 8{y} acarreta  x =y, visualizemos A como a algebra

(A,~>,K).

Como etapa fina]1 da prova, mos tremos que r: A->A tal que

rx = [x] = {DeK : Dax} & morfismo.

De saida, notemos que r & aplicagdo pois [x] e A. Vejamos
que [x»y] = [x] » [y] Ja temos [x»y]c<[x] ~ [y] ~ posto que
x]A [x>y] < [y]. Suponhamos que exista D ¢ [x]+[y] com D efx»y].
Logo, xeD' ey ¢ Dj para algum D's D. Segue-se que
D'elx]n [X]-[y] < [y], ou seja, D'efy] .. yeD'.

Contradicao.

2. Jdebraé Livres

Suponhamos que L seja uma algebra sujeita as seguintes con
digoes:
i) Existe G, Gel, tal que se S e sub-algebra de L (i,e:

S#0 e se x,yeS entdo x>yeS) e S$DOG entao S = L. Em outras

palavras dizemos que EG e um conjunto de geradores para L.
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ii) Para cada aplicagdo f:G + B, B algebra, existe um mor
fismo h: L ~ B, estendendo f: G + B. Esta condigao nos diz que
os geradores sio "livres", isto &, so estio submetidos aos "vincu
Tos" impostos pela definigdo de algebra de Hilbert. Por exemplo,

1 e um vinculo imposto pela definicdao ao passo que

g1 > g

g1 > g, = g, nao.

Das condicoes i) e ii) acima pode-se demonstrar (vide |:5])
que:

a) A extensio h:L -~ B & Unica.

b) Se L' e algebra satisfazendo 1) é ii) com G'<L' e G'
equipotente a G entao L e L' sao isomorfas.

As observacoes acima nos sugerem a seguinte

Def.2.8: Uma algebra L e livre sobre G(conjunto) se valer:
2) Existe i: G~ L aplicacao tal que cada aplicagao f:G»B,
B algebra, se fatora de forma unica atraves de um morfismo h:L-B.

Em forma de diagrama:

GJ_>L

Uma questao natural e aquela referente a existencia de tais
algebras para um dado conjunto G. A.Diego, em sua tese: Sobre Al
gebras de Hilbert dé uma "definicdo equacional explicita" destas
algebras e por um resultado de G.Birkhoff (ver Lattice Theory, do
mesmo) existem algebras livres para cada conjunto G.

Os axiomas de tal definigao sdo os seguintes

H) (a+a)»a =a e a»a =b+b

- 19 -



) as(boc) = (a0b)(axc)

Hy) (asb)>[(ba)»a] = (bva)>[(asb)+b].

No que se segue, vejamos uma construgdo para as algebras em
pauta.

Sejam G # 0 (s% G =0 temos L={1}), C um conjunto uni
tario com €NG = e S o conjunto das sequencias finitas de
CUG. Admitindo-se que; C = {*} e que sequencias finitas do tipo
s:{0} » X .séo‘identifﬁcadas com x de X cbnsideremos F a me-
nor parte de S tal qbe:

1) GCF (2) Se ao,BeF entao (a*)eF

Def.2.9: Cada e]Fmento de F e chamado uma formula com va

riaveis em G e conectivo "*",

i
i o

Def.2.10: 0 grau de a ¢ F € o numero de ocorrencias do co

nectivo * em a. Notagao: 3a.

Def.2.11: Uma interpretacao das formulas de F em uma alge
bra (A,+,;) e uma apLﬁcagSo h:F > A tal que Vo,BefF
h(a%xB) = ho > hB. Ainda, o e valida segundo h:F > A se ha=1

Def.2.12: o € F; e valida se ho =1 para cada interpreta-
cao h:F > A. |

Denotemos por q 0 conjunto quociente de ' F pela seguinte
gquiva]éncia: 1

o =B seeso ie ho = h8 para cada interpretagao h: F-+A.

Sejam &, B em L e ldefinamos o~ B = o*B e 1 = a*a. Desta de

finicdo segue-se que i lei (a,B) —> oxB e operacao em L.
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Teorema 2.7:
(L,>,1) @ livre sobre G.

Prova:

Observemos inicialmente que (L,*,1) & algebra.Por exemplo,

o>(B+y) = (a»8)>(o~>y). De fato, o primeiro membro € ox(Bxy) €0
~ sequndo  (o*B)*(axy) e disto h ox(B*y)=h(oxB)*(axy) para cada
interpretacao h.:F > A jé'que em A vale H,. Agora notemos que
miF L, a5, & 1nterprétag§o pois\ Ta*B = a*B = o - B.
Sejam j: G~ F, jg=(g), i: G+ L onde i =m.j e’f:G-+A
‘aplicacdo sendo A algebra. Consideremos F : F + A a interpreta

cao tal que f(g) = fé.

Temos entao o seguinte diagrama

I ;
f=F.J Fo
f\\l .

AL
Vamos "preencher o pontilhado" com h:L~A assim definida:
ho = (h.m)o = fa. Como o = B acarréta Fo = T8 temos que h @
aplicagao e enfim e morfismo pois f e interpretagéo.v
Para finalizar temos h.i = (h.m).j =F.j =f
Observemos aqui que se G & finito entao L e finita.A pro

va disto n3o € trivial e pode ser encontrada em [4].
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§3. Quadros

Entenderemos aqu

de Hilbert a seguinte

Dadas duas palay

do - De forma mais pre

temos ha = hR onde
nectivo "+" e A 2l

ber se a+>Be B ~>a

nunciado como se segue:

Dada o e F,

mas formulas particula

mo e ocaso de o =96

outro lado e necessari

ra garantirmos a valid
Surge entao, exp
de um "procedimento na

regras e ordens que, a

nos daria a resposta

~tapas. Se tal procedim

vra e soluvel. Caso co

exemplo o "problema-.da

entre seus geradores).

No que se seque,
so das algebras de Hil

de que se supusermos

tiva em A, e obtiverm

sa

Seménticos e Decidibilidade

i por "Problema da Palavra" para as algebras
questao:

ras o e B saber se tem o mesmo significa
cisa: saber se para cada interpretagao h:F+A
o e B sdo formulas nas variaveis de V e co
gebra de Hilbert. Como isto e o mesmo que sa

sao validas, o problema acima pode ser ree-

ber se o & valida. - E claro que para algu

res podemos obter prontamente a resposta, co

>0 ouode o=v onde v e variavel.Por
o algum tempo de reflexao e algum engenho pa
ade de {(a>B)~>[(B>a)+a]}+{(B+a)>[(o>B)+E]}.

éﬁt&neamente, a indagacao sobre a existencia
pural“, a grosso modo um conjunto finito de
plicado sistematicamente as componentes de a,
(o & valida ou nao) em um numero finito de e
ento existe, dizemos que o problema da Pala

ntrario, o "problema" e insoluvel. (Ver por

‘palavra" para grupos definidos por relagoes

“exibiremos um tal “procedimento” para o ca
bert. Este e baseado essencialmente no fato
ho ¢ D, h:F > A interpretacao e D dedu-

os contradicao, entao & por que o e valida.
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Em linhas gerais consiste numa analise de ha sobre sub-algebras
dedutivas, isto e: quebramos ha em "sub-formulas" menores e exa
~ minamos criteriosamente condigaés de compatibilidade entre as sub-
-formulas em questdo, junto as subalgebras dedutivas originarias
dessa "quebra", como sugerem as versoes abaixo do:Lema 1.

Sejam h:F -~ A interpretacao e D dedutiva em A,

1) Se XU{hoc—»B}CS entao XV{hg}<D ou ha ¢D -

2) Seja (YV{ o»B})ND = 0. Entao existe D' dedutiva,
D'>D, com ha € D' e hB ¢ D'.

1) e 2) nos sugerem as regras para o procedimento que dare

mos a sequir,

Descrigao e Analise do Procedimento

Consideremos V conjunto enumeravel e F o conjunto das
formulas nas variaveis de V e conectivo "+", Sejam

P,,Q,,Q;,PiCF e as seguintes regras de redugqo:

{o~B8}UQ;:Qy 3 () P,:Pi\J {o>B}
01V {83:0} [01:04U {a) SRV

Dizemos que uma das regras acima se aplica ao par P = P:P',

R(+, )

se existir o =a; + o, € P (neste caso R(», ) se aplica) ou exis
tir B =8, > B> € P' (aqui, R( ,») se aplica).

Por uma aplicagdo da regra R( ,+) ao par S$:5'U{o>B}, enten
demos a substituicao deste pelo par  S\J{o}:{B}.

Por uma aplicagao de regra R(», ) ao par SVU{y+8}:S', enten
demos a substituicdo deste pela dupla de pares SU{8}:S' e

S:S'VU {vy}.
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Uma configuragao
. t
Onde Pii - P,iop.i.

Um quadro & uma

qual cada C,, 122,

uma das regras de redu

Um par P:P' &
C & incompativel se ca

Um quadro €y, ..

Um par P:P' &
dro incompativel Ci,.
e consiétente.

Seja o e F. Se
teorema, € um quadro i
uma prova para o.

Um par P:pP' &
e D dedutiva em A

Uma eonfiguragdo

for.

Proposigao 1
Seja Cy,...,Cyp
bem o0 sera Ci+1‘

Isto & consequén
|
|

Corvlario
Se o tem prova
Suponhamos que
¢do h: F+ A com ha

1izavel, Segue-se que

C @ uma colecdo finita de pares pi,...P,,

sequencia C;C,...C. de configuragoes na

n
@ obtida da precedente por aplicacdo de
¢do a um par P e C. .
incompativel se PNP' # 0§, Uma configurac;&b
da P e C for incompativel.

,C, & tneompativel se alguma ¢; o for.
ineonsietente (P,P' finitos) se existir qua
..,Cn com C; = {P}. Caso contrario, o par

0:{a} for inconsistente, dizemos que a

(141

ncompativel Ci,...,Ch com €y = {¢:{a}}
vealisdavel se existir h:iF+A  interpretacgao
tais que hP«D e hP'AD = 0.

é realizavel se algum de seus elementos o

quadro. Se Ci for realizavel, entdo tam

cia imediata do Lema 1 do paragrafo anterior.

, entdo o & valida.

o nao seja valida. Logo existe interpreta-

# 1 e {1} = Dy. Entdo T, = {§:{a}} & i1

para  qualguer quadro  T,...,Cp,C; B
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realizavel, 1 < i < n. Logo, nao existe quadro incompativel come-
cando por C, e entao o nao tem prova.

Observemos que este corolario nos garante que 0 procedimento
e correto no sentido de que cada teorema e necessariamente uma for
mula valida.

Estaremos interessados agora em provar a reciproca, ou seja:
Se o e valida, entao o € teorema. Para isto, algumas defini-
¢oes serdao necessarias.

A nogid de subformula e dada recursivamente como se segue:

i) Se o e variavel, entao o nao tem cubformula  <imedia
ta.

.ii) a = a; > az tem exatamente duas subformulas <imediatas:

01 € 0Op.

S,) Cada formula a € subformula .de si mesma.

S,) Se . o, & subformula imediata de o entao o, e sub-
formula de o.

S;) Se ap. @ subformula de a1 e oy e subfornula de
o, entao oy e subformula de a.

Notemos que cada formula o tem no maximo um numero finito
" de subformulas distintas. Logo, se P<F e finito, entao tambem o

-

e o(P) = {BeF: B e subformula de alguma o e P}.

Nogao de Par Saturado

Seja P (finito) cdnsistente. Se em P nao ocorrer fBrmg
las o com da > 1, entao P = p sera o par saturado de P.

Suponhamos que em P ocorram formulas o tais que da > 1.

- 25 -
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Sejam elas al,...,an.§ Como 3ay > 1, temos oy = By > B, € entdo

‘um dos pares PU{B,}:P', P: P'\J{B} e consistente, pois P=P:P'
oe. Seja P1 =P, :Pij um desses; P consistenté.

Como az = v, +-&2 e Py, temos. P;U{y2}:P; ou P;:P]\U{y:}
consistente, pois P, ?o e. Seja P, um destes que e consistente.
Assim, sucessivamente, temos uma sequencia P,,...,P, de pares fi
nitos e consistentes, tais qUe P, e obtido de P;_, como um con
, PP M0,  onde

i-1 1

a, = 6, > 6, € Pi-l' Apnda, P1.<:P1.+1 e PiC:P1+1f

sistente em {Pi-}“/{e?}:Pi-l

Sejam Mis..oslly as formulas de P, tais que 3u; > 1. Repe

timos aqui o processo descrito acima (para oj,...,05 € P) para

u; € Po. Logo, ficamosj;om Pre. PpsPpyye- Py onde cada par e

finito e cons1stente,‘g ainda, ch:Pj+1 e ch:P

Repetimos aqui ol tratamento dado a P “sobre Pns

Jj+1
D’ e assim
sucessivamente, conseguindo desta forma uma sequencia (Eg)sz], on

de P. e consistente é finito, e alem disso, P.<Pg,

¢ '
S e PS<:PS+1°

1
Como o(PUP') e finito, seque-se a existencia de P, na sequencia
(P )s21 tal que, se m > k, entao Py coincide com algum P, com
1 < k. Chamamos P = Pk de par saturado de P,

Notemos como observagao final, que se a > B e P, entao Be P
ou o€ P

A nogao de par a%soeiado ser nos a util na proposicdo que se
sequira. Para isto, seﬁa P = P:P' finito e consistente. Sajam
Bis...sBn € P'  tais qbe 3Bi > 1. Se isto nao for possivel, entao

P sera o par associado a P. Caso contrario, para cada Bi = 857pj

de P', seja &P = {PU{B:}:{p5}}, 1 <1 <n.
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Cada @ e #P e chamado um par associado a P. Observemos ain
da que @ e finito e consistente e vale:

Se o-+BeP', entao existe Qe HPcom o e Q>P e Q'= {B}.

Proposigao 2

Se ag € F e valida, entdo o, tem prova. .

Suponhamos que oy nao tenha prova. Entao o par P = {:{c,}
e consistente. Seja P, =.P e consideremos HPy = {Ui,.--,Uh},
. assim como P, um par saturado de lIi. Formemos HP1={1%+1,,..,U;}
e seja Pn+j par saturado de 'Lﬁ+j' Temos entao a sequencia
Py,Py,. ..,PP.

Repitamos o processo com P, (formemos HP,...) e assim su-
cessivamente (com Pj,P,,...etc). Desta forma obtemos uma sequen-
cia (Ps)s>0. Como o(ae) € finitd, segue-sevque existe apenas
um numero finito de Pgs diferentes. Logo, existe ko, tal que,se
s > ko entdo Py = Py, para algum £ < ko.

“Seja K= (P°""’Pko)‘ Vamos estender cada Pj a'conjuntos

mais amplos Dj em F e, para isto, consideremos a relagao

= CF x {Pj}_ definida indutivamente (a indugao & em da) como se
: J

gue:

I) Se v @& variavel entao v=4Pj, se Ve Pj

IT) a—>s=/PJ. s.c'-: para todo P,, com PEDPJ" sea 5 P, en
tao B = P,.

Seja Dj ={ae Fux=1Pj}. Observemos que se L & a algebra

de Hilbert Livre, com geradores em V, entao Dj= {aeL:a e Dj} e
dedutiva em L e ainda (Dj)j e familia de Kripke.

| Sejam D = ”3\\Dj e m:l > L/D<>epimorfisho canonico. Con

sideremos m:F > L, ot—> 0o e h =mon. E de facil verificagao
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|
|
i
\
|
| |
que h: F>L @& interpretacdo, e ainda, hao #1 pois oo # Pos
|
D. LoQo, oo nao e valida e concluimos a demons-

i.e., .&0 ¢D0

tracao.
Corolario

Se a e F ndo éiv&lida, entdo existe h:F + A com ha # 1

e A finita.

Notemos que de ¢j:>D°, temos {wlbj}j familia de sub-alge
bras dedutivas de L/D?. Como {Dj}j e de Kripke, entdo {nle}
tambem o sera. 1

Logo, existe r: L/D® >~ 4 morfismo, onde 4 & a algebra
das partes fechadas de}'ﬁ = {w1Dj}j que e finita, pois ¥ o &.Co
mo /YK = m,D° = {D°} temos que r & injetor e entdo L/D® & fi
nita. _3

Vamos agora i]usﬁrar, com dois exemplos, o método de decisao

descrito anteriormente,

Exemplo 1

Vejamos uma prova&it para o = [(a»b)>(a+c)]>[a>(bc)].

Ci = {(¢:a)}

C2 = {{a1=(a+b)>(a>c) :a>(b>c))}

Cy = {(al,a:b+c)f

C = {(a1,3,b:c)}

Cs = {(ul,(a4é),a,b:c),(u;,a,b:a»b,c)}

Ce = {Pz(al,a»c,%,b,c:c);Q=(a1,a¢c,a9b;a,c),(al,a,b:a+b,c)}
Cr = {P,Q,(a1,a,bb)}

Observe-se que, mesmo que a,b e ¢ sejam formulas quaisquer,

0. continua teorema.



Exemplo 2

Aqui veremos que para v e w variaveis, ag= [(vow)»v] » v
nao e valida.

Vamos exibir h:F - A dinterpretacao tal que hao # 1, -onde
F e o conjunto das formulas nas variaveis v e w. Esta restricdo
nao e essencial visto que se considerarmos mais variaveis (distin-
tas de v e w), bastara escolhermos ageA e tomarmos hu = ag, Ppa
ra- u ¢ {v,w} u. variavel.

da

m\
o

0 diagrama abaixo foi obtido por T.Skolem (1952) e
algebra 1ivre com dois geradores a e b.

Na figura abaixo, o grafico ify significa que x <y

§ = (avb)+a
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De acordo com a prop 2 vamos fazer os calculos para obter-

mos as dedutivas na 51gkbra Tivre.
Po = (¢:[(vaw)»]ov) o Py = 0
HPy = {((v-w)>v:v)}

Py = ((vow)>v:v, v>w) e saturado (ndo incompativel) do par

em HP, .. Py {(v+w)4v}
Py = {((v-w)»>v,viw)}
P2 = ((v W) vyviw, v W) e saturado do par em HP;, ..
Py = {(vow)>v,v}.
Como (v»w)>v 3§ P, vamos ter D, = D,<D,. Fazendo-se a i-

dentificagio Vv =a e w=b temos: 1
1

g = (ab) »a 5 4

Logo, consideremds A = L/D; cujos elementos sio B <a < T

Ay

<
"\ N
S, -1
AY
\
A

& oo

ot
\

<

A}

o—---=--7
Ay

.

[} \
e {

/ \‘ -
@.------.—
(SRS §

% ot
Ay
\

Y
.

f

Para terminarmos basta definirmos h:FA interpretagao tal

que hv =23 e hw=Dh. Aésim,como definida, hag =a #1 =1 .
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CAPITULO II - SISTEMAS PSEUDO-BOOLEANOS

§1. Partes dedutivas e Quocientes

Def.1.1: Um sistema pseudo;Booleano e um sistema implicativo
(E,¢) §ujeito as condigoes adicionais:
Bi) (3zekE)(z¢¢0): ¢{z} = E.
B.) Para cada (a,b)eE? existe (x,y)eE? tal que:
1) a,bep{X}, e se a,bedP entao xe¢P

2) y e o{a}\¢{b} e se peofalne{b}, entdo pedly}.

Observemos que a condigao B, pode ser substituida por Bz

que assegura:

Para cada (a,b)eE? existe (x,y)eE? tal que ¢{a,blz¢{x} e

ainda ¢{y} = ¢{a} N ¢{b}.

Def.1.2: Consideremos a,b éAE, (E,9) pseudo-Boo1eano.En£§o
aAbz= {xekE: ¢{a,b} =.¢{x}}

{y € E: ¢{a} N ¢{b} = ¢{y}}

0={zc¢kE: ¢{z} = E}

1

avb

i

~;aza->0

Ainda, para U e V univalentes de (E,¢),

v =\ uAv

uel ,veV
UVV =\_/UVV e v"U =\_/“U
uell ,veV uelU

Destas definigOes podemos concluir que aAb, avbe 0 sao
univalentes maximais e, em consequencia disto, tambem o sao Uv YV,

UAV e -V pois UAV =uAv, UvwW =uvve-V=-v,uel, veV.
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0 resultado abaixb nos indica como obter novos sistemas a

partir de um dado (E,4).
Teorema 1.1: ‘

Sejam (E,$) pseudo-Booleano e a equivalencia em E, x =y
se e s0 se ¢({x}UF) = ¢({y}UF), onde F & um fechédo do siste
mae F+#E. Entaoo qistema implicativo quociente (E,Y) e pseu
do-Booleano. |

Prova:

Com as mesmas nota¢ées usadas no teorema 1.4 do capitulo I,

mostraremos que W{é,bﬁ = Y{x}, ¥{a}N ¥{b} = ¥{y} e ¥{z} = E, on
de x ¢ aAb, z £F e ¢{z} = E e, ainda, y e avb.

y{a,b} = n¢(éu5_w) = md(¢{a,bIUF) = mp({x}VF) = ¥{1}.

¥{2} = np(zUF) = mo(¢{2}UF) = mE = £. Como z £ F temos
z ¢ v0. | |

Para mostrarmos é ultima parte, seja s em Y{@}INy{b'}.Dis
to temos s € ¢({a}LJF} e s e ¢({b}UF). Logo, a ~s<cF assim
como b » s<F. Daqui podemos escrever que, para pea-—>s é qeb->s,
s € ¢{a,p} e s € ¢{b,q}. Mas isto acarreta q-+sco{ble prsco{al
Sop>s, g scoly) e enfim, s ¢ ¢({yIN/{p,q})co({yIUF). Lof
go, $ e ¥{y}. |

Seja agora %'e W{y}. Logo, £ e ¢({y}\JF) e entao y-+tcF.
Em continuacdo, se r a y >t temos tedly,r} e daqui, r=>tcolyl=

¢{a} N ¢{b}. Disto resulta r » t<of{al e r > t<o{b},ou seja,

e ¢la,rrNN ofb,rrco({a}JF)NO({b}F). Finalmente,ﬁe:w@({a}UF)
t ¢ 1o({bIJF) e entio t e YA} \Y{B}.

ot

®

Tendo-se em vista este resultado, Suporemos Sempre que noesos
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sistemas tenham a propriedade de que, se ¢{x} = ¢{y} entdo x = y.
Isto &, dado (E,$) pseudo-Booleano, teceremos consideragoes so-
bre o sistema (Eo,¥s), 0 quociente resultante da ¢0 ~identifica~
¢Eo, Esta restricao nao @ essencial tendo-se em conta os proposi-
tos deste capitulo e de certa forma deste traba]ho, pois  estamos
sempre interessados em saber a respeito dos x e E 'tais que x € ¢0.
Observe-se que este fato, X e ¢0, e preservado por me: E > E, ja
que x € o0 se e 50 se mex e ¥0. |

De outra feita,‘nos permitiremos escrever aé~b= X1, avb= X,
e anb=x; emvezde a=+>b={x;}, avb = {x} e anb= {xs}
para tais sistemas, o que nos sugere interpretar imediatamente
+,A, v como operagoes binarias em E.‘Isto nos propicia uma vi-
sualizagao algebrica dos sistemas pseudo-booleanos.
Por fim, e bom 1émbrar que a<b seesose a=+b=1 on

dena parcialmente um dado sistema.

Def.1.3: Sejam (E,p) sistema e D<E. D '@ parte dedutiva
do sistema pseudo-booleano em questdo se as cohdigﬁes abaixo se ve
rificam: |

(i) 1D e D tem a propriedade MP,
(ii) Se x,y e D entio xAy e D.

(ii1) Se xeD e feE entdo xVvf eD.

Ainda,

D € dedutiva propria se D#E euma tal D & prima se

xVvyeD acarretar x D ou yeD.

Teorema 1.2:

D @& dedutiva no sistema pseudo-Booleano (E,$) se e s0 se D
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e dedutiva em (E,4) imp]icativo, isto & 1eD e D tem MP.

Prova:

Suponhamos 1eD e que D tenha M.P. Verificaremos entEo_a
validade de (i1) e (iii). |

Sejam x,y € D. Como &{x,y} = ¢{x,y}<D temos que xAyeD.
Tomemos agora xeD e feE. Como xvf e ¢{x} = §{x}, temos por fim
xvf eD. | |

Com este resu]ta#o podemos langar mao, sempre que for neces-
sario, daqueles refere¢tes a partes dedutivas obtidos no capitulo

anterior.
Teorema 1.3:

Sejam (E,9) pse&do-Boo]eano e a,b,c € E. Entdo estao satis
feitas: | | |
(i) a ~>b e ¢{c} se esise be ¢{anc}, ou de forma e-
quivalente, (i') c<a~>b see so se anc < b. |
(i1) axb = bxa e axa =a com % e {v,A}.

(i1i) ax(bxc) = (axb)xc  onde x € {v,A}

(iv) aa(avb) = a = av(aab)

(v) av(bAac) = (avb)a(avc) e aA(bvc) = (aab)v(aac).

Prova:

Como (i), (i1) e (iii) decorrem imediatamente das defini
goes, vejamos apenas as provas de (iv) e (v).

(iv) Como a, avb sao de ¢{a}, temos aa(avb) e de ¢{a},
ou seja, a < aa(avb). Por outro lado, a e ¢{aa(avb)}..an(avb)=a.
De forma semelhante obtemos av(aab) = a. Vejamos, para terminai,

a distributividade ((v)). Temos que (aab) v (anc) > aah, aac e
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portanto de (i) obtemos a+[{anb)v(anc)]>b e a=[(aab)v(aac)]>c.
Disto concluimos que a—»[a/\b)bv‘(anc)_] > bve e por ‘fim
(anb)v(aac) > aA(bvc).

Por outro lado, de aAb < aA(bvc) e anc < aa(bvc) obtemos
(aab)v(anc) < aa(bvc) concluindo a prova. A primeira igualdade de
(v) & provada de forma aniloga. |

Este teorema nos diz que E, munido de sua ordem nétura], e
um reticulado distributivo, com primeiro e ultimo elemento, satis-
fazendo a propriedade adicional de que o cohjunto dos x de E tais
- que inf{a,x} < b tem supremo, a,b € E. Reciprocamente, um .tal
reticulazdo (R,<) da origem a um sistema pseudo-Booleano (R,d) on
de, se ACR, A+ 0, temos ¢A = {xeR: .x>inf{ay,...,an},a;€A,nen}
e ¢0 = {UTtimo elemento de R}.

Com relacdo a caracterizagao algebrica dos sistemas pseudo-
-Booleanos (obtidos atraves de F - identificagoes) de tipo fini-
to, A. Monteiro sugere a seguinte definigao: |

Uma 3lgebra de Heyting & um sistema algébrico (E,A,v,*) onde
"A', M"Y e "»" 330 operagoes binarias em E satisfazendo:

Ay) (30eE)(wxeE) O0Ax =0 |

1) (VX,yeE) x>+ x=y+y, x+>x#0

> >

(VX,Y,26E) x>(yAZ) = (x>Z)A(x>y)

)
)
2) (VX,yeE) (x2y)Ay =y e XA(xy) = xAy
3)
)

> I

s)  (WX.y,zeE)  (xvy)»z = (x2Z)A(y>2)

0 leitor interessado podera verificar que todo sistema E,
pseudo-Booleano (obtido por F-identificacao) € uma algebra de
Heyting e que, se nesta algebra definirmos a nogao de parte deduti

va (Def.1.3) gerada por ACE, recuperaremos o sistema dado se
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este for de tipo finito.

Tais algebras sdo estudadas em [1] com o nome de algebras
pseudo-Booleanas.

Dando-se sequencia ao assunto, vejamos o

Teorema 1.4:
Seja (E,$) sistema. Entao temos x e ¢{ai,...,an} se e so

se X > anazhA...Aa,.

Prova:

Se x € ¢{a1,...;an}, temos a;>(a;>(as>...(ap*x))) = 1. Lo
go, a; < az>(az>...(ap>x))...) e por aplicagoes repetidas do re-
sultado (i') do teorema anterior obtemog a1Aa2A. . .A3y < X.  Supo-
nhamos gue aiA...Aap < X, ou seja -apA(ap-,A...Aay) < x. Novamen
te. por aplicagoes repétidas de (i'), obtemos
a1+(a2+(...(an+x)...) =1 eentao X e ¢{a1,...,an}. Mostramos que
¢{ar,...,ap} = ¢{a1A...Aap}.

Corolario
Sejam {a}, P<E, (E,9) sistema. Entao  §({a}\WP) =

= {seE: s>aad, dedP}.

- Prova:

Lembremos aqui que "&" e o operador parte dedutiva gerada
por...". Feito isto, comecemos com s e §({a}\/P). Via teorema da
deducao, obtemos a-»s é 8P, ou melhor, a»s e cSPf e entao
sed({a}\/Pf) = ¢({a}\/Pf).Pelo teorema acima, s> aA(p:A...Apy) e
enfim s > and, d e 6P. Agora se s > aad, vira s e 8{a}UP ja

~que &{a},sP Cs{at\sP.

0 teorema abaixo justifica, em parte, a introducao da nocgao
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de parte dedutiva prima.
Teorema 1.5:

Sejam (E,p) sistema pseudo-Booleano e D -dedutiva propria

em (E,p). Entao D =/ \P , onde P & dedutiva prima.
P>D

- Prova:

E suficiente mostrarmos que se xo ¢ D entdo existe deduti
va prima P com PDD e P #x. Para isto, consideremos Z a co
lecao de todas as partes dedutivas de (E,$) que contém D e nao
tem xo. 2 # 0§ pois D e zZ. Ademais, toda cadeia ¢ de (z,€)tem
majorante a7, a saber \JC. Pelo lema de Zorn, existe P e 2,P ma
ximal em (2,c). Mostremos que P & dedutiva prima em (E,d).

Suponhamos que avb e P e a ¢ P assimcomo b ¢ P. Exami-
nemos entdo as duas Unicas possibilidades:

(1) xo € 8({al\P) M\ S8({b}VP)

(i1) xo # 8({a}\/P) M S({bIJP)

Da primeira possibilidade temos X, > aApy e Xo > aApa, ou
seja, Xxo > (avb)Ap, onde p = piAp; € P.'Como avb € P,  temos
Xo € P oAque nac @ possivel. Suponhamos entdo que xo ¢ 8({c}\UP),
‘¢ ¢ {a,b}. Disto, 6({c}UP) ez. Como P € maximal, temos
8({c}UP) = P, o que tambem nao e possivel pois c ¢ P. Enfim, a
oub ede P eentao P e prima.

Corolario 1:
Toda parte dedutiva maximal e prima.
Corolario 2:
 Cada dedutiva D de um dado sistema esta contida em uma ou

tra maximal (propria), se D for propria.
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Observemos aqui que se A4 ¢ topologia para um conjunto XA,
entdo o sistema (4,8) @& pseudo-Booleano, sendo que 6&: PA + PA &
tal que &P = {x € 4: X :_.‘;/\Pf com Pfc:P}. Veja-se por exemplo,
teor. 2.6 Cap.I. Isto, nos da condigGes de mostrarmos que a reci-
proca do corolario 1 a¢ima nao e valida.

Consideremos a topologia 4= {§,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}} pa

ra o conjunto X = {a,b,c}. O diagrama de (4,<) & como abaixo:
X
fa.03 fasc)
{a}
() |
E imediato constatar que {{a,b},X} e {{a,c},X}}sio deduti-
vas primas mas nao maximais.

Com relacdao as dedutivas maximais, vejamos o

Teorema 1.6:

Sejam (E,8) sistema pseudo-Booleano de tipo finito e M de
dutiva propria (fechado) em (EQG). Nestas condigoes as proposi-
¢cOes abaixo sao equivalentes:

(i) M @ maximal.
(ii) Paracadda x e E,ou xeM ou -xe M
(iii) O sisfema quociente (E,Y), via M-identificagdo, e

trivial, i.e, £ = {0,T}.

Prova:
Assumamos (i) e consideremos D = §({x}\/M), xeE. Se D=E,

entdo 0eD e assim x > 0 = -x € M. Caso contrario, D=M e entao
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x eM, ja que M- e maximal.

Mostremos que (iii) decorre de (ii). Seja Ce E, C # 1.
Logo, ¢ ¢ M e entao -c € M, Disto temos -c = T, ou seja, c+0=T
e daqui, ¢ <0 e enfim ¢C = Uf

Sejé agora M' dedutiva com M'M. Logo,”exfste Xo € M' e
Xo ¢ M. Disto vem que E CM', ja que M'D8({xohIM) = §({0}UM)=E.

Enfim, M e maximal.

Teorema 1.7:
Seja P dedutiva prima de um dado sistema E. Entao valem:
(i) xAy e P seesose xey sao deP
(ii) xvyeP seesdose xeP ou yeP
(iii) x> yeP se e so se para cada DDP, D prima, se
x e D entao y e D.

(iv) -x € P se e so se para cada D prima, D +#E, x ¢D.

Prova:

As afirmacoes (i) e (ii) tem provas imediatas. Por outro
lado, (iii) vale obviahente no sentido de: se x ~y € P entao...
Suponhamos entao que para toda Q prima, Q>P, se x € Q entao

yeQ eque x>y ¢P. Disto resulta a existencia de dedutiva
D>PV{x} ey ¢ D. Pelo teorema 1.5, D<Qq, Qo prima e y # Qo.
Isto e absurdo. Para finalizar, notemos que (iv) decorre de (iii).
Corolario:
Com as mesmas hipoteses do teorema temos:
(i) xAy ¢ P seesose x#P ou 'y ¢ P
(ii) xvy ¢ P seesose x¢gP e y¢P
(iii) x>y £ P se e sose existe Q prima, Q>P, com

xeQ e y£Q.
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(iv) -x £ P see sose existe QDP prima com X € Q.

Finalizaremos este paragrafo dando um teorema de representa-

¢cao para os sistemas péeudo-Boo]eanos de tipo finito.
Teorema 1.8:

Sejam (E,8) um sistema pseudo-Booleano e (E,A,v,>) sua al
gebra de Heyting. Entiq existe um monomorfismo r: E> 4 onde 4

e uma algebra de conjuntos abertos.

Prova:

Sejam P a famTiia das partes dedutivas primas de E e 4 0
conjunto das partes fechadas de P, i.e., x € 4 se e so se, D'DD,
D' e P, eD e x entSo} D' ¢ x. E imediato que 4 e topologia pa-
ra P. Consideremos entéo a algebra de Heyting (4,wn,~) e r: E -+ 4
tal que rx = [x], onde [x] = {DeP:xeD}. Como P & de Kripke
em (E,>), ja temos que r X»*y = rx->ry e mais,‘ r e injetora
pois /\P = {1}. Resta-nos mostrar que rxay = rx Nry e r xvy =
= rx\ry. Mas isto e ﬂmediato tendo-se em conta (i) e (ii) do
teorema anterior (teori].7).

Este resultado t%mbém poderia ser enunciado assim:Seja (E,<)
‘0 reticulado associadofao sistema (E,8). Entao (E,<) pode ser i
merso em um reticuladoide abertos (4,c) tal que x <y em E se

e S0 se rxc<ry em4.
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§2. Quadros e Decidibilidade

Nosso objetivo neste paragrafo e provar, exibindo um algori-
timo, que 0 problema da palavra para as algebras de Heyting e solu
vel.

Seja V um conjunto enumeravel e C = {a,v,>,-} tais que

VAC = 0. Seja 5 o conjunto das sequencias finitas de VUC e
F<s, sujeito as seguintes condicdes:
(i) V&r (ii) Se a,B € F entao oAB,avB,a*B,-o € F  (iii) F
e o menor subconjunto de S com as propriedades (i) e (ii). Os e
Tementos de F sao chamados formulas nas variaveis de V e coneétg
vos de C.

Vejamos agora a nogdo de interpretacao das formulas em siste
mas pseudo-Booleanos (onde ¢{x} = ¢{y} acarreta x =y) de tipo
finito, ou seja, em algebras de Heyting.

Uma interpretagao das formulas de F em um sistema pseudo-
Booleano (A,$) e uma aplicagao h: F + A satisfazendo para
quaisquer a,8 € F h oxB = haxhf e h-o = -ho, onde xe{A,v,>}.

Observemos que uma interpretacao e caracterizada pelos valo
" res que assume nas variaveis, ja que cada formula e escrita de uma
unica forma como composicao de conectivos e variaveis. Assim, dada
f:v->A, ap]icagao;esta se estende de forma Unica a uma interpre
tacao h:F > A.

A soma do numero de ocorrencias de cada conectivo numa dada
formula o & chamado de grau de o e denotado por 9da. Desta for
ma, se a=--svt e B = [(rat) > s]v-r, entio da=3 e 38 = 4,
{r,s,t}cv.
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Uma formula o € valida segundo a interpretagdo h:F + 4, se
ho = 1 e ainda, o & vilida se o for valida segundo cada inter
pretagcao h:F -+ A.

Sejam P,P'<F. 0 par P:P' e realizavel se existir h:F-+A
interpretacdo, e D dedutiva prima de A, com hP<D e hP'ND = §.

Consideremos PCF e o € F. No que se segue, em vez de
{o}\UP, escreveremos simplesmente o,P ou P,o. No caso de mais for
mulas, como o de {a;,...,0,}\JP, ainda adotaremos a convencao e es
Creveremos Gi,...,0p,P.

Sejam as regras abaixo, sugeridas pelo teorema 1.7:

R(A’ ) R(Y9 ) R("’ ) R('*s )
P,aAB:P’ avBQ?:P' -q,P:P' a>B,P:P’
P,o,B:P" P,a:P"|P,B:P" PP’ 8,P:P' [Pia,P'
I I R( 5-) R( +~)
P:anB,P' P:avB,P' P:-a,P' P:0>B,P!
P:a,P'|P:B,P' PiayB,P' o,P:0 a,P: {8}

Seja P = P:P' um par. Dizemos que, uma das regras acima,
R, se aplica a P, se por apropriada escolha de o ¢ P\JP', o par P
sobre a linha da regra R assume a forma o,P:P' ou P:a,P'.

Por uma aplicagao da regra R ao par P entendemos a subs
tituicao de P por P, ( ou por P’ e p'! se
Re{R(v, ),R( ,A),R(>, )}) onde P @ o par acima da linha na re-
gra R e P, 0 par abaixo. Isto e feito se R se aplica a P. Ca
so contrario, 0 resultado & novamente P.

Uma configuragao e um conjunto finito de pares.

Por uma aplicagéﬁ de uma regra R a uma configuragao

{P1,...,Py} entendemos a substituicao desta por outra que difere
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da primeira apenas por ter, em vez de Py 0 resultado (ou os re-
sultados) da aplicagao desta regra a P;.

Um quadro & uma sequencia finita de configuragdes C...Cp,
tal que cada C, e obtida de C._, por uma unica  aplicagao de

uma regra R a C. ., 12 2.

1

Un par P = P:P' @& <ncompativel se PNP' # 0.

Uma configuragao C & incompativel se cada par pertencente
a C o for.

Um quadro & incompativel se alguma de suas configuracdes o
for. |

Um quadro para o par P & um tal C,;...C,, onde C; = {P}.

Un par P € inconsistente se existe quadro incompativel pa
ra P. Do contrario, P e consistente.

Seja o e F, Dizemos que a ¢ teorema, se (:{a} for incon
sistente. Um quadro incompativel para 0:{o} & chamado uma prova
de o.

Uma configuragao. {Pi,...,P,} ¢ realizavel se algum P, ©
for.

Proposigao 1

Seja Ci...Cp um quadro. Se C, for realizavel entao C, ,
0 sera.

Aqui temos que analisar oito casos possiveis, pois ao passar
mos de C. a C, ., podemos faze-lo por intermedio de uma das oito
regras dadas. Com o auxilio do teorema 1.7 e de seu corolario, es-
ta tarefa se torna bastante facil, porem rotineira. Por isso, exa

minaremos apenas dois cascs ja que os demais sao de analise seme-

Thante.
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Suponhamos que dj+1 e obtida de C;, por aplicagao da regra
R( =) a0 par P = (P:P'U{-a}). Entdo C,, = (C3{P})U{(a,P:0)}.
Se PeC; nao for rei]izéyel entdo, como C. @ realizavel,algum
P3 eC, o sera. Logo, | Pj figurara em Cops > realizavel. Se P
for o Unico par realizavel de Cs entdo a,P:0 pertencente a Ciny
sera realizavel, pois temos:
Do fato de P ser realizavel, existe D dedutiva prima em A e
interpretagcao h: F ~» A com hPCD e h(P'\Y{-a})ND = §. Pelo
corolario do teorema 1;7, existe D' prima contendo ha\JD. Logo,
o par o,P:0 e realizavel.

Como exemplo findl, consideremos o caso em que C1.+1 e obfi
da de Ci por aplicacdo da regra R(v,') ao par P = avB,P:P' e
este e elemento rea]iz&ve] de Ci‘ ngo, existe D dedutiva em A
e h: F->A 1nterpretad50, com h(avB,P)c:D e hP'MD = 0. Como
hovhe e D e D e prima, temos ha € D ou hB € D.DIsto segue-se
que h(a,P)cD ou h(B,P)cD. Logo, a,P:P' ou B,P:P' & reali

zavel. Como estes pares sao elementos de C1.+ , concluimos que es

1
ta configuracao e realizavel.
Corolario

Se aeF e teorema entao o e valida.

Suponhamos que exﬁsta h: > A interpretagao com ha # 1.
Seja D dedutiva pfima;com ha ¢ D. Logo, C, = {§:{a}} e reali
zavel. Entao, para qua]huer quadro C;...C, , C. e realizavel e
dai o nao tem prova.

A nogao de subformula imediata & dada pelas seguintes condi
goes.

i) Se v for variavel, entao v nao tem subformulas
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imediatas.

i1) anB8, avB e o»B tem exatamente duas subformulas imedia
tas: o e B.

 §ii) a Unica subformula “imediata de -a € a.
Enfim a nogao de subformula e definida como se segue:

i) Para cada o, o e subformula de a.

ii) Se o for subformula imediata de g , entdo o serd sub
formula de B.

iii) Se a for subformula de R, e B de vy, entdo o @
subformula de v.

Observemos que se P for finito (P e P' sao conjuntos fi-
nitos), entdo o conjunto das subformulas das formulas de P\JP;, de
notado por SP, sera finito.

Seja P finito e consistente. Vamos definir no que se segue
a importante nogcao de par saturado de P (para as regras R(A, ),
RC5A)s R(V )5 R( 5v), Rimy ) & R(>, ). |

Se nenhuma das regras anteriores se aplicar a P, entao Py=P
sera o par saturado de P.

Suponhamos entao que uma das regras se ap]iqueva P,

‘Etapa 1:

(I) Suponhamos que R(A, ) se aplique. Sejam oaj,...s50nq as
formulas de P tais que a; = BiAY;. Entao o par'\;/ {Bi,yi}\ﬂkP'
e finito e consistente. Chamemos este par de P;. Se R(A, ) nao
se aplicar a P entao P, = P.

(I1) Suponhamos que R( ,v) se aplique a P, e sejam

Ui,...,Uy as formulas de Pi tais que u = o Vv ek. Logo, o par

k

m
P, = Py: \T/ {08, }UP, & finito e consistente. Se R( ,v) nao
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se aplicar a p, entdo P, = Py.

(I11) Suponhamos queipodemos aplicar R(-, ) a P,, sendo que
E1s...,Ep sao as formulas de P, com &, = -p,. Entdo o par Ps=.
= Py \hz/ {p;}/P, e finito e consistente. Se R(-, ) ndo se a-
plicar, ;oloquemos Py = P,.

Etapa 2:

(I) Suponhamos que R(», ) possa ser aplicada a P;. Sejam
§1,...,85 em Ps com &, = v; > m.. Como P, @ consistente,seja
P13 € [Pa,nl;P;,P3:P;,v1} consistente. Com P;; € consistente é
Vo > T, € P13, seja Pz € {Plg,ﬂg:P;3,P13:P;3,V2} consistente.As
sim, sucessivamente, apos n-1 consideragoes sobre cada par P,y

formuta v, > m, , chegamos a P .consistente e ainda

S-1)3
]

Vo > T € P( . Logo, existe P, = Poy € {P(Sfx)g’“s:P(s-l)3’

S S-1)3

P :PES'I)B’VS} que e consistente. Observe-se que P, e fini

(s-1)s
to. Se R(», ) nao se aplicar a. P; entio P, = Pj.

(IT) Suponhamos que R( ,A) seja aplicavel a P,. Procedemos
como acima, ou seja, cada formula “ﬁ A kj € PL vai nos fornecer

um par ij finito e consistente obtido do conjunto

{(P(

j-1)qu(3-1)u’wj) , (P(j_l)q: Péj_l)“,xj)}. Chamemos de Ps o
‘par P onde r>J>1.Se R( ,A) ndo seaplicar a P, entao
Ps = Py.

(I1I) Suponhamos"que R(v, ) se aplique a Ps. Novamente, como
em (I) desta etapa, déstacamos as formulas de P5 da forma ev X e
repetimos o processo afim de obtermos um par Pg finito e consis
tente. Se R(v, ) nao ée aplica entao . Pg = Ps.

Feito isto, efetuemos o procedimento explicitado na etapa 1

a Pg. Do Ttem (I) obtemos P,, do (II) Pg e do (III) Py que e
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finito e consistente. Efetuemos agora o procedimento indicado na e
tapa 2, a Po. Ao par vesultante desta etapa, aplicamos novamente
0 prbcedimento da primeira e assim sucessivamente, i.e., ao par re
sultante de uma etapa e aplicado o procedimento da outra.

| Obtemos assim uma sequencia (Pn) de pares finitos e consis

tentes tais que Pn v/ P, < P \V Phy, Como SP C SP, te

n+1
mos que existe no maximo um numero finito de pares, na sequencia,
diferentes. Logo, existe um par P da sequencia tal que a aplica
¢ao de qualquer regra dada, com excegao de R( ,») e R( , -),pro

duz P novamente. Chamemos Py de um par saturado de P.

Observemos que se Q for um par saturado de P, entao se ve

rifica:
S¢e anBeQ entao aeQeBeQ
Se «vBeQ' entao aeQ'eB el
Se avBelQ entao aeQoupBeq
Se aABeQ' entao o e Q'ouBeQ’

Se x>y eQ entago yeQoubeq

Se -0 € Q entao «¢eQ'

Consideremos P finito e consistente. A colegao HP de seus
pares associados e formada da seguinte maneira:

Se -0 e P' entao a,P:0 & um par associado.

Se a-~>ReP' entdo a,P:{B} & um par associado.

Observemos que HP & finito e seus elementos sao pares fini
tos e consistentes. Mais ainda: se -a € P', entao existe A ¢ HP
com o,P <A e, se a~>BeP', temos B € ZP com a,P <B e

B' = {B}.
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Proposigao 2

Cada formula valida tem uma prova.

Suponhamos que &0 € F nao tenha prova:
Etapa I:
Estendamos o par Qf{ao} a um saturado P,. Formemos HPy =
= {Q1,...,Qn}. Seja P; saturado de Qi’ 1 < i < n.Formemos entao
HP, = {Qn+1""’Qn+p}' Seja Pn+j saturado de Qn+j' Desta forma,
obtemos a sequencia PoP1...Pp...Ppip. Formemos HP, e continue-

|
mos o processo descrito anteriormente. Desta maneira temos uma se
. I
‘ _

- . | - . - :
quencia (Pn)n20 com no maximo um numero finito de pares diferen-
\

tes, pois P < S(0:{ao}) e 5(0:{0p}) € finito. Consideremos
|

K = {PO,PI,...,Pj,...} o conjunto das primeiras coordenadas dos
pares P, da sequencia (Pn).
Etapa II:

Definamos agora a relagdao =/, entre as formulas de F e os

pontos de K, como seq*e:
1) Se a e varjavel (50=0) o=/ P, seaceP,
2) Suponhamos =/ definida para pares (a,Pj) onde 3o<n e

seja 3B = n.

i) B =oa1Aay|= Pj se ocl#PJ. e ocz#Pj
11) B=OL1\(062=f PJ se Ol,1=/Pj Ou o> #PJ
i) B = ar1>ay=f PJ se (VPS)(PSDPJ.) se ay 7/ P entao
(6%)) =/ PS
. - \
iv) B a = Fj se (VPS) (PS-;PJ.) oc#Ps,

Observemos que as seguintes condigOes estao verificadas: Se o ¢ Pj

entao o =/ Pj e se B e P& entao R #ypj, A prova destes fatos
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e feita por indugao em do. Vejamos, coﬁo exemplo, quando o = -R.
Se -Be PJ. entao (VPS)(PS> PJ')v -8 € P.. Disto resulta que

para  (wP.) (P> Pj) BeP;. Da hipotese da indugao (VPS)(PspPJ.)

B A/ P,. Tendo-se em conta agora a definicdo de =/ temos -8 P.J.

Se -B ¢ P3 entao (VP.) (P> PJ.) B eP.. Logo, BP, e
entao -8 ﬁPJ..
Etapa III:

Consideremos A o conjunto das partes fechadas de (K,c). No-
temos que (K,4) @& espaco topologico. Seja entao &: P4 - P4 assim
definido: &P = {xed:x >MP}. Com isto temos que (4,8) e sistema
pseudo-Booleano. Seja agora h:F—+ 4 tal que ha = {Pj:oc-=/l’,j}'. 0
fato de que se «a =/PJ. e PSD PJ. acarretam o =/vPs nos Jjustifi
ca que h @& aplicagdo.

Se provarmos que h e interpretacao entdao nossa proposicao
estara demonstrada ja que hop #A pois oo A Po.

Que haAB = hoo MhR e havB = ho \J hg sao verdadeiras, nao
ha duvida. Mostremos que ho ~ B = ha > hB.

Se Pj e ha - BN ha entao Pj e hg pois B #Pj. - Logo,
ha -~ BNha < hR. Suponhamos agora que exista x com hanx<Chg e
ho - B & x. Logo, existe PJ.0 € % com a - BHPjO. Isto nos diz
que existe P, > Pjo com o =/P, mas B#/P . Como x e parte fe
chada temos P, e xNha. Logo P, € h8. Contradigao.

Por fim nos resta mostrar que h-8 = -hB. Isto e feito imi-
tando-se o procedimento acima, ie, h-B e o maior de 4 com

h-g M h8 = 0.

- 49 -



EXEMPLOS

1) Mostremos que as formulas =(oA-a), ==-a » =a, =0 *==-q e
(-avB) > (a >B) sao VETidas. Para isto, vejamos as provas:

Cri{(§:-(a -u))} C1{(¢:-0 »---0)}

o -a:)} 2{(~ai==-a)}

Ca{(a,-a:0)} s {(-a,--a;0)}

Cul(aza)} Col(-a:-a)}

Ci{(Q:---a » ~a)}  C1{(0:(-avB)>(a+B))}

Col(--~a: -a)} Co{(-avB: a+B)}

Cs{(---a,a:0)} Cs{(-ata+B),(B:a>B)}:

Co{( ai--a)} Cyl(-a,0:B),(B:a>B)}

Col(0-0:0)) Cs{(a:0,8), (B:a »B))

Ce{(a:a)} Ce{(a:0,B),(B,a:R)}

Outras formulas yalidas sdo: --(-ava),-(avB) > (-aa-B),

(-aA-B) + -(ovB) e

(

2) Vejamos que o
e valida.

Temos duas alternat

i) Calculamos
e constatam
i1) Exibimos h

Tomemos a U

(abb

~av-B) > =(aAB).
) > favb), onde a e b sao variaveis,nao

ivas:

os quadros (os possiveis) para o par ({:0)
0s que nenhum desses e incompativel.

:F > A, interpretagao, com ha # 1.

Ttima alternativa.

e, seu saturado e P,

1) Po = (0:0)

. BP, = {P1=(a+bf-avb)}
2) 0 saturado de P, que néé € incompativel e
P, = (a%b: a,-a,b,-avb)’

- 50 -




HP> = {(a»b,a:0)} = {Ps}
0 saturado de P; e P, = (a+b,a,b:0).
Como na demonstragao da proposigcao 2 sejam: X = {Po,P,,P4} e

A = {¢,X,{P2,quﬁﬁ}o conjunto de suas partes fechadas.

X .
{P,,Pu} Seja h: F -+ A tal que
th3 %0 ha = hb = {* Py}

Como h-a = 0 temos ha = { P} #X.

-
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CAPITULO [III: Sistemas Booleanos

Suporemos aqui que nossos sistemas serao de tipo finito e

ainda, se ¢{x} = ¢{y} entao x =y.

§1. Generalidades
\

Def.1.1: Um sistema (E,$), pseudo-Booleano, e Booleano se
toda parte dedutiva prima D,D<E, for maximal,.

Resulta desta definicao e do teorema 1.6 cap.IIl que (E,¢)_é
Booleano se e so se xkv - x =1, para cada x e E. Por outro 1la-
do, a algebra de HeytiAg (E,A,v,>), associada a (E,$), @ chamada
de algebra de Boole. |

Com o objetivo dé enfatizar o retifu1ado (E,<), associado a
(E,9), & costume chamar de filtro uma parte dedutiva de (E,¢),pois,}
em um reticulado (R,<), um filtro e uma parte nao vazia F satis |

fazendo:

(MWa,b e F) (VYrje R) anb e F e avr efF.

Ja que nosso objetivo nao e esse, pelo menos neste capitulo,
- o .
nao teremos oportunidade de usar a palavra filtro.
| _
A prova do resultado que se segue esta fortemente baseada no
| .

) | . - .
teorema 1.7 cap II as%im como em seu corolario.

|
Teorema 1.1: ‘. i
|

Sejam (E,¢) sistema Booleano e P a colecao de suas partes

dedutivas primas (maxi*ais). Entao sao verdadeiras as afirmagoes a
1
baixo para cada P e P| e x,y € E.
i) XAyeP | seesose xeP e yeP

i) xvyeP seesose xePou yeP
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iii) x+>yeP se é sose -xeP ou yep
iv) xeP seesose =--xelP
v) =(xay)eP seesose -xeP ou -yeP
vi) -(xvy) eP se e so se -xeP e -y eP
vii) =-(x»>y)e P se e so se xeP e =-yeP
ProVa: |
i) e i) tem provas imediatas. Vejamos a de iv). Se x e P
entao - x#P pois P e p}6pria. Como =-x V ] (-x) =1 e P e
prima temos --x ¢ P. De forma analoga, se --x ¢ P entao x € P.A
prova de iii) € a seguinte: Se x>y e P -entao y e P ou XEP.
Daqui tembs yeP ou -x e P, postoque xv-xeP e Pé&pri
ma. Suponhamos agora que: =-x e P ou yeP e que x +y ¢ P. Pe
To corolario do teor. 1.7 cap. Il vem a existencia de P'> P, com
xeP' ey ¢P',P" dedutiva. |
Como P = P', pois P e maximal, temos uma contradigdo.
As demais provas sao feitas de maneira semelhante tendo-se
sempre em mente o teor. 1.7 cap.II, seu corolario e que P e ma-

ximal.
Teorema 1. 2.:

Sejam (E,$) Booleano e (E,A,v,») a algebra de Boole asso
ciada. Entao existe'um monomorfismo r: E > A4 tal que rx e aber

to e fechado de 4, x e E.

~Prova:
Decorre do teorema 1.8 cap.Il e do fato de que P =rl-=

=rxv=x=rx \J r -x=rx \_/Crx.
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Terminaremos este paragrafo fzendo a seguinte observagao:

Teorema 1.3:

Seja x € E, (E,#) Booleano. Se x # () entao existe P dedu

tiva maximal com X €

Prova:

Resulta do teorema 1.5 cap.Ill e da definigcao de sistema Boo-

§2. Qquros e Decidibilidade

Teano.

Seja F o conjupto das formulas nas variaveis de V e co-
‘ .

. \
nectivos em C = {A,v,»,-}.
N e - .
Uma interpretagap Booleana das formulas de F e uma inter-

| ,
pretacao h: F > B on?e B e um sistema Booleano.

aeF & B—vdlid& se para toda interpretacao Booleana ha=1.

- | -
HcF e realizév%l se existir h: F > B interpretagcao e P

prima em B com hHC%.

Consideremos as regras abaixo:

o H | Ve, L6,
R{A, ) 2AB R(v, ) “WB.H R(», ) LEH
+ OLaB,H ’ aaHIBsH 'O‘«aB9H
R(=y) LBLE () (ovB)H R(-,») ZLeBLA
_OLsH|_BaH "CX,'B,H aa'BsH ’
R(--, ) --a,H
o,H

Seja H,CF. Dizemos que uma das regras anteriores, R, se a-
plica a H; se, por apropriada escolha de o ¢ H;, o0 conjunto a-

cima da linha da regral R e o,H onde {a} \H = H;.
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Por uma aplicacao da regra R a H; enténdemos a substitui
cao de H; por H (ou por H é H' se Re{R(-, ),R(v, )}) onde
H; e o conjunto acima da linha da regra R e H o abaixo.

Uma configuragao € uma colegao finita de Hy's.

Por uma aplicagao de uma regra R a uma configuragao
C = {H1,---,Hn} entendemos destacar Hi em C e substituir esta
por C,, onde C, difere de C apenas por ter, em vez de Hi’ 0
resultado (ou resultados) da aplicagao desta regra a Hi‘

Um quadro & uma sequéncia finita C;...C, tal que cada C; @

obtida de Ci— por uma Unica aplicacdo de uma regra R a Ci-

1 1%

i> 2. , \
HCF @ incompativel se {a,-a}<H para alguma o € F.
Uma configuragao C @ <ncompativel se cada HyeC o for.
Um quadro & incompativel se alguma de suas configuracoes ;o'
for. |

Um quadro para H & qualquer C;...Cpn (quadro)onde Cl‘=.{H}.

H e <nconsistente se existe quadro para H, 1ncompatTve1.Cg
so contrario, H e consistente.

Seja o € F. Dizemos que o é teorema” se {-a}> for incon
*sistente. Um quadro incompativel para {-a} @& chamado de uma pro
va de o. |

A configuracdao {Hi,...,Hp} @ rea]izévei se algum H; o for.
Proposigao 1: |

Seja C;...C, quadro. Se Ci for realizavel entdo vC1+1 0
sera.

Corolario

Cada teorema & uma formula B-valida.
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Seja H conjunt# finito e consistente, H<F. A nogao de
conjunto saturado (aqui, para todas as regras) de H & completa-
mente analoga aquela féjta no cathulb anterior.

E bom observarmo$ que todo H finito e consistente tem um
saturado S finito e #ambém consistente. Por outro lado, S tem
as'seguintes proprieda&es:

arB € S implica {a,B}<CS

avB € S implica {a,BINS % 0

~ae$ implica aes

-(a B)eS implica  {-0,-B}INS # 0

-(avB)eS 1‘mp11‘c;a {-0,=B}cS

a+BeS implica  {-a,BINS # @

~(a>BES implica  {a,-B}CS.

Proposteao 2 : |

Cada g B-v511@a tem uma prova.

Suponhamos que t, ndo tenha prova. Seja S um  saturado
consistente de {-a}. honsideremos agora a relacao =/ Fx{S} de-
finida como se segue:

i) Se v @ va%iéveT, v=S se veS

i) oA8 S se a=/ S e BS

wB=/S se o= Sou BS
a8 /S djesde que a#S ou BHS
-a /S se a#S

Desta definigao &esu]ta que se a e S entao o =/S e ain

da se -a €S entao b #S. Por outro lado e imediato que dada

o e F temos ou a=/S ou -a =S,
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Seja entdo h: F > By = {0,1} tal que ha =1 se a+# e
“ha = 0 caso cohtrario. E de verificacao imediata que h & inter

pretagdo e que hao = 0. Logo, a, nao e valida.

EXEMPLOS

1. As formulas o+ BV B + a,[(a> 8)+a]+a, (o*B)+(-avR) & --a+u
s3o B-vilidas.
Aqui estdo suas provas:
Co{{-(oBvB+)}}  C{{-[((aB)+a)ol}} € {{-((--a)+a)}}
G {{-(oB),=(B*a)}} C{{(o>B)0,~a}} Gl{-~a,-a}}
Gy {{a,-8,-(8+a)}}  Cl{a,-a},{~(o*8),-a}}
C{{a,-8,8,-0}}  C,{{a,-a},{a,-B,-0})
¢, (- [(08)(-ov8)] 1}
G {{aB,~(~avB)}}
q{{B,-(~avB}},{-a,-(-avB)}}
Cl{R,-~0,=R},{~a,~(~avR)}}
C;{{p,--a,-B},{-a,Q-a;-B}}.

2. Sejam a,b,c variaveis e consideremos a formula a= (avb)>(anb).
Entdo o ndo & B-valida.
Consideremos H = {-[{avb)+(aab)]}.
0 leitor observara que S = {-a,avb,-(anb),-a,b} & um satu
rado consistente de H.
Definamos entio h: # + {0,1}, interpretacao, com ha = 0,

hb = 1. E imediato entdo que ha = 0.
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CAPETULO IV - RLGEBRAS TOPOLOGICAS

§1. Generalidades

No que se seque B denotard uma ilgebra de Boole genérica
e (B,8) o sistema Booleano onde &:PB + PB & o operador filtro
gerado pela parte PCB. Como o conceito de filtro coincide -com
aquele de parte dedutiva, usaremos livremente os resultados obti

dos, para partes dedutivas, nos capitulos anteriores.

Def.1.1: Uma algebra topoldgica & uma algebra de Boole B mu

nida de um operador unario A:B+B tal que valem:
T) A0=0 e Al =1
T2)  (YxeB) AAX = AX e  AXV X = X
Ta) (Vx,yeB) A(XAY) = OX A Ay.

Denotaremos uma @lgebra topologica por (B,A).

Consideremos B : dlgebra de Boole e i:B>B o operador i-
dentidade. Entdo (B,i) & &lgebra topoldgica. Por outro lado pa
ra a mesma Sigebra B 3seja k:iB+>B tal que kO =0 e kx =1 se
x # 0. Entdo (B,k) & algebra topologica.

Estes dois exemplos nos mostram que uma mesma algebra de

" Boole pode dar origem a algebras topologicas diferentes.

Def.2.1: Sejam x € B e (B,4) algebra topologica. x & a
berto de (B,A) se Ax = x.

Observemos que se x <y em B entdo Ax < Ay. (Basta usar
a condicao Ty para ver isto). Desta observacdo podemos concluir
que se 4 = {x: x & aberto de (B,A)} entdo (4,<) & um reticula

do distributivo com primeiro e ultimo elemento. Fm particular, se
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X15...,Xn $30 abertos entdao o serao XiAXaA...AXp €-X1VXaV...VXq.
Sejam P,Q e P, onde P e a colegao de todos os filtros

primos de B,(B,A) topologica.

Def.3.1: Q & mais rico que P se Q contem os abertos de '

P. Esta relacao e indicada por P < Q ou Q > P.
Teorema 1.1:

Sejam (B,A) algebra e P a colecdo dos filtros primos de
B. Entao valem as afirmagoes abaixo-péra cada (x,y)e_B2 e cada
Pep.
i) xvwweP seesose xeP ou yelP

ii) xAy € P se

]
(72
o

se xeP e yebP
iii) x>yeP seesose -xeP ou yebP
iv) --xeP seesose xegkP

v) Ax € P seesose (¥Q,0>P) x e0Q.

brova:

(i)...(iv) ja foram provadas no capitulo III. Vejamos .en-
tao a prova da afirmacao (v).

Se Ax ¢ P, @ obvio que x € Q para todo Q > P ja que Q
8 filtro e Ax < x (conferir T,).

Suponhamos agora que Ax ¢ P. Consideremos F o filtro ge
rado pelos abertos.de P. Temos que x £ F, pois se x € F segue-
-se que X > XiA...AXps onde Xy sao abertos de P, e entdo
XIA...Axn < Ax 0 que nos diz que Ax € P pois F<P.Absurdo. Lo
go, existe Q primo (filtro) Q>F e x ¢ Q. Enfim, como F&P,

Q> P.
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Com as mesmas hip6teses do teorema acima € de demonstragao
imediat« o seguinte corolario:
Corolario |
(VPeP) (Wx,yeB) valem:
i) =(xvy)eP i seesose -xeP e -yebP
i1) -(xAy)eP | se e sbse -xePou -yepP

iii) -Ax e P | se esose 30Q,05P com -x € Q

§2. Qu&dros e decidibilidade
Seja F o conjunto das formulas nas variaveis de V e co
nectivos em C ={A,v,»-,A} com VAC = 0. Aqui, a formula Ao
tem como subformula im&diata a.
Uma Znterpretagdo das formulas de F em uma algebra topolo .

gica (B,A) @& uma aplicacdo h:iF>B tal que (Voa,BeF)

have = ha v he, h aAB = ha A hg, ha» B = ha>hg

h - a = -ha thu = Aha.

o € F é valida ie para cada interpretacdo h:F-B ha = 1.

H<r7 @ realizavel se existir interpretacdo h:F>B e P fil
tro primo de B com hH<P,

As regras a serdm introduzidas serao aquelas do capitulo an
terior  (R(A, )LR(vs )y R(>, )uR(=,2).R(=,V),R(-,A) e R(--,))mais

as duas abaixo.

R(4, ) b, H e | R{(-,4) ZAa, H onde AH={a'e H: a'=AB}.
a, H -0, AH '

Uma configuragdo & uma cole¢do finita de subconjuntos de 7,
Por uma aplicagdo de uma regra R a uma configuracao

C = {Hi,...,Hy} entendemos substituir C por C,, onde C:
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difere de C apenas por ter, no lugar de Hi’ o resultado (ou re-
sultados) da aplicagao desta regra a Hi’

Vejamos um exemplo desta situacao:

Seja C = {Hi={a,B,avB}, Hz ={Aa,B8,0~> B,~Ay}}. Vamos apli
car a regra R(-,A) a C. Destacamos H, e a H, aplicamos R(-,4).
Temos entdo Hj= {Aa,-y}. Logo C, = {H,,Hs}. |

As nogoes dé quadro, quadro incompativel, éubconjunto de for
mulas inconsistente, etc... sao completamente analogas (pratica-
mente as mesmas) as dadas no capitulo III. Assim, o € F @ teoré
ma se {-a} for inconsistente e um quadro incompativel para  {?d}"
e uma prova de a. |
Proposigao 1:

Seja C;...C, quadro. Se Ci for realizavel entao Ci+1 0

sera.

Prova:
Temos que analisar nove casos ja que temos nove regras:
Vejamos um exemplo. Suponhamos que C. = {Hl,..;,Hi =

= {-Aa’Aal,.--,an},-.Hn}, H-

; seja realizavel e que Ci+1 seja

obtida de C, por aplicagdo da regra R(-,A) a Hy. Logo Cy,, =
= {Hl,Q..,{-a}\/AHi,...,Hn}. Por hipotese, 3 interpretacao h:mB
com h H.<P, P primo. Pelo corolario do teorema 1.1 existe Q
primo com Q > P e -0 ¢ Q. Como h AH, e subconjunto de aber-
tos de P temos h({-a}\/AHi)CZQ. Enfim, C1.+1 e realizavel.
Corolario

Cada teorema e uma formula valida.

Seja HcF, finito. A nogao de conjunto saturado para todas
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as regras com excegioide R(-,4) & completamente semelhante aque
la dada nos capitulos ianteriores. Em particular, se H for con-
sistente entao existe um saturado de H consistente.

Vejamos, para elucidar, um exemplo.

Seja H = {-(avb),Ad,-(Ac),a+b} onde a,b,c e d sdo varia
veis. Aplicando-se R(-,v) a H obtemos:

Hy= {-(évb),-a,-b,Ad,-(Ac),a»b}
Via R(A, ) temos:
H, = {-(avb),-a,-b,Ad,d,-(Ac),a~b}.
Por fim por intermédio de R(+, ) ficamos com
S = {-(avb),-a,-b,Ad,d,-(Ac),a+b} e
S' = {-(avb),-a,-b,Ad,d,~(2c),a+b,b}.

E imediato que S e S' sao séturados de H. Embora S' séf
ja incompativel, pois. {b,-b}<S', S nao o e. Isto nos diz que H
e consistente.

Uma propriedade nova que aparece num saturado S de H @
que se Ao € S entao a e S.

Vejamos por fim a nogao de conjunto associado a H<F.

Para cada -Aa € H o conjunto {-0}\AH e um associado de
H. A colecao de todos os associados de H sera denotada por AH.

Tendo-se em menté o teorema 1.1 e seu corolario e imediato
que se H for consistente e finito entdo AH ser3d finito e con-
sistente. Ainda, se =«Ao € H entao e*iste AcAH com -o e Ae
APC AR, Esta ultima relacao sera indicada pelo simbolo P < A.
Proposigao 2

Cada formula valida oo tem uma prova.
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Suponhamos que o, hao tenha prova. Seja entao H, um sa
turado de {-ua}, consistente. Consideremos AH, = {Q;,...,Q,} e

H; saturado consistente de Q,, 1 < i < n. Obtemos entao a  ses

quencia Ho,Hi,...,H,. Tomemos AH, = {Q

Q) e H .. satu

n+1,-t J'

rado consistente de Qn+j‘ Formemos &H,, antes observando que nos

sa sequencia original Hy...H, se ampliou para H,...H_,
Q

sistentes. Logo obtemos a nova sequencia HO...Hn...Hm+1...Hp. As

1...Hm.Se

mek $a0 de AH, tomemos Hm+k seus.respectwvos saturados con-

sim se procedendo (formando-se .AHi e respectivos saturados)-ob-
‘teremos uma sequéencia (Hi)i>0‘ Como Hi<:S(-ao) a sequéntié em
questdo tem no maximo um nGm;ro finito de elementos diferentes.Se
ja entao K = {Ho,...,HS} o conjunto dos elementos distintos da
sequencia anterior e =/ <Fx k- -definida indutivamente como abaixo:
1. Se v e variavel entao v =/H; se v e H,
2. omB#Hi se oc=/H1.e B=/H1.
avR #Hi se oc==/H1.. ou 6=/H_1.
o =¥Hi se a #%Hi ou B =¥H%
-0 =/H1. se oc#Hi
” Ao, ==/H1. se a#Hj para cada HJ. € X com H1. < Hj.
Segue da definicao acima que se o € H, entdo o </H,, i.
Consideremos a seguinte topologia em K : A & aberto se toda vez
que H, for de A e H;< Hj entao Hj e A. E imediato que
(PK,I];LJ,+,int) & uma algebra topoldgica onde int & o operador
interior em PK.
Consideremos h: F>PK tal que ha = {Hi: a=#,H%}. Vejamos
que h & interpretacdo. '

E de verificacao direta que vale:

RN L W
ATy TR AR
AT TR TN
- [ RPN £
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i) hanB = ha?r\hB, havB = ha \/J hB, ha + B8 = ha + h§ e
h - o= Cha = -ha.
Mostremos agoraique hao = int ha.
i1) hdo & int ha
Como cada H, é‘saturado temos que hAa < ha. Por outro la
do, se H; € hdo e Hi < H:j entao Ao Hj, Logo hda & aberto
e portanto (11) estd verificada.
ii1) int ha c:‘hAa
Seja H e int hu Logo, o &#H para todo H com Hi < Hj
pois int ho e-aberto. Pela def1n1gao de =/ temos Ao =¥Hi S
H'i e hha. |
Finalmente, como «to € Ho temos oo # Ho € entdo hay # X.

0 que nos diz que o,  ndo & valida.

EXEMPLOS

1. Exibir uma prova para -A-(-avha), a variavel.
H, {==A-(~avaa)}
H{ a-(-avha)l}
H{ A-(-avba),- (avAa
M { a-(-avaa),-(
%{ ~(~a voa),-
)
)
)
)s

y=(~av aa)}
(avAa y=+a,=Aa}
He{ 8-(-avba),~(-avaa),--a,a,-8a}  (R(-,d))
H,{ a-(-avba),-a)
Hel A-(~a vaa ,( avha),-al
Hy{ o-(-avda),-(-avha),--a,-a,-ta}

2. Vejamos que o = (a+b) -(ha>Ab) nao € valida, a e b varidveis.
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= {-[(a»b)>(sa>nb)]}
0 Teitor podera constatar que
Hy = {~a,a»b,b,-(Aa+Ab),Na,a,~Ab}
e saturado de H. i |
AHo = {{pa,-b}}
H; = {Aa,a,-b}

Logo, K = {Hg,H:}. Como Hy < H, e H, < Hy temos que a

topologia em K e a caotica.
Hy
0 o
Ho \*K\ ,)'/

Logo se definirmos ha = K e hb = {Hp} teremos ha={H,}#K.

Para concluirmos este cap?tu]b apresentaremos dois resulta . -
dos de conexao que, num sentido bastante pragmatico, nos motivah
o estudo das algebras topologicas.

Comecemos observando que se (B,A) e uma algebra topologi-
ca entdao o reticulado - A dos abertos de (B,A) tem uma estruturé
natural de algebra de Heyting onde a=+-b em A @& precisamente
A(a»b).

De fato, se a,b,x e A entdo aAx <b see sosexga>b
ou seja se e s0 se Ax < A(a»b) e enfim}ée e S0 se X < a$b.

Seja o uma formula nos conectivos A,V,> e —. Definamos
{a, formula nos conectivos N,¥,*,— e A, indutivamente como se se-

gue:

i) Se 2a =0 entdo Ta = Ao

ii) TO1A O = TOIATO2, TO] V02 = TOy V Tha,

Tay > 02 = A(Top ~Taz) € T-a = A-Ta.
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Proposigdo 3
op & valida para interpretagoes em algebras de Heyting. se
e somente se Ttao, for valida para interpretagGes em algebras to

poldgicas.

Prova:

- Suponhamos que a, ndo seja valida. Pela prop. 2 §2 - cap
II existe interpretacio h: F>4 com hoo #1 sendo A algebra
de Heyting de abertos de um espaco topologico (X,4). Considere-
mos a algebra topologica (PX, int) e definamos i Fy>PX inter
pretacao tal que se v e variavel entao hv= hv sendo que By e
o conjunto das formulas nos conectivos /\,v,; e A.

Um argumento indutivo nos mostra que htao = hay e daqui

Tao nao & valida. Vejamos por exemplo que h t(a>B) = h o»B.

h t(a>B) = hA(ta*1B) = int h ta + 1B = int[ﬁra—rﬁrs-l =

= int[ha>hg] = ha=> hB = h o ~+8.
Partamos agora de Tap hao e valida. Logo, pela prop.2 des
te paragrafo existe 1 interpretacao h: FM->PX com h top # 1.
Seja h: F>A(X) a interpretagao com hv = h Av = int h v,
para v variavel. E imediato verificar que hay = htoo, e portan
to o nao & valida.

Por exemplo:

h -0 =why = int = ha = int - hta = hA-- ta = hT-0

Proposigao 4
o & B-vilida se e s§ se Ao @& valida para interpretacdes
em algebras topologicas.

Estas duas proposicoes nos sugerem a seguinte simplificacao:
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Se tivermos em mente apenas o objetivo de detectar as for
mulas validas dos sistemas anteriormente estudados e suficiente

. - - ~ N )
que saibamos operar com o algoritmo deste capitulo tao somente.
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