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Abstract 

Iii tliis work WC will preseiit, algoritlirns that. allow to compute SLanda.rd Bases 
for local rings and module of differeutials associated to alge.broid irreducible 
curves. 

Several applications are given, as for example, the compiitatioii of Cie 
semigroup vahies and the set of orders of differeiia1s of a given curve, some 
criteria for elimination of parameters and the classification, modulo isomor-
pliism betweeu local riligs, of ali irreducible algebroid plane curves up to 
multiplicity 4. 



Resumo 

Neste trabalho apresentamos algoritmos que permitem computar Bases Stan-
dard de anéis locais e módulos de diferenciais associados a curvas algebróides 
irredutíveis. 

Várias aplicações Sito (1I1114, (0111() J)Ol (lX(flh1)1O, IL (l(t(lllffllRÇfl() (lo 	('IIIi 

grupo e o do conjunto das ordens de diferenciais de uma curva, alguns critérios 
de eliminação de parâmetros e a classificação, a menos de isomorfismo entre 
anéis locais, de todas as curvas algebróides irredutíveis planas até a multi-
plicidade 4. 
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Introdução 

O estudo local de uma singularidade isolada se mostra ainda hoje um 
campo vasto, com questões relevantes e que permanecem sem respostas. 

Tomemos o caso mais simples, curvas analíticas planas irredutíveis, ou 
seja, séries analíticas irredutíveis de q[X, Y]J módulo a relação de associ-
ado. Uma questão natural que surge é reconhecer quando duas tais curvas 
são topologicamente equivalentes, isto é, dadas duas séries analíticas f, g E 
q [X, Y]], como decidir se existem vizinhanças abertas U e V da origem fr 

e um horneornomorfismo : U - V tais que 1'(Uflf 1 (0)) = Vflg'(0). 

U 
	 v 

Tal questão foi completamente respondida por K. Brauiier, W. Buran e 
O. Zariski, que utilizando ferramentas algébricas e topológicas, mostraram 
que dois germes de curvas aiialíticas irredutíveis planas são topologicarnente 
equivalentes se, e somente se, os germes possuem os mesmos pares carac-
terísticos de Puiseux, ou equivalentemente, o mesmo semigrupo de valores. 

O conceito de equivalência topológica, traduzido em termos de igualdade 
de semigrupos de valores, que Zariski denominou de equisiiigidaridade, se 
estende às curvas algebróides espaciais sobre corpos arbitrários. 

A primeira pergunta que surge é: Como determinar o semigrupo de va-
lores de uma dada curva algehróide. irredutível? 

Uma outra pergunta interessante é: Como decidir se dois germes de cur-
vas analíticas irredutíveis planas equisingulares são analiticamente equiva- 

Xli 
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lentes; ou seja, como decidir se algum dos homeomorfismos D que ealizam 
a equivalência topolÓgica é um isomorfismo analítico? 

Tal questão central da teoria de curvas irredutíveis planas ainda per-
manece abërta. 

Na falta de invariantes discretos completos para a equivalência analítica, 
corno é o caso do semigrupo para a equivalência tbpológica, urna possível 
estratégia para resolver o problema da classificação analítica é obter formas 
normais para as curvas, isto é, encontrar uma representação simples para as 
curvas de modo a reconhecer facilmente quando duas curvas são analitica-
mente equivalentes. 

No entanto, vários obstáculos surgem. Por exemplo, o que é uma repre-
sentação simples? Tal representação existe? Como obtê-la? 

No caso de curvas algebróides irredutíveis planas (ramos) com multi-
plicidade baixa, encontramos lia literatura respostas às questões acima e 
tabelas-com as referidas formas normais. Em, [E) (1965), Ebey classifica os 
ramos com multiplicidade menor que 4 e alguns de multiplicidade 4. Bruce 
e Gaffney, em [BGaJ (1982), utilizando métodos da teoria de Mat,her obtém 
parte dos resultados de Ebey. 

A exemplo da equivalência topológica, podemos estender a relação de 
equivalência analítica ao caso formal e às curvas espaciais em característica 
arbitrária Tal relação será denominada simplesmente de equivalência. 

Em característica zero, vários invariantes com respeito à equivalência são 
conhecidos. Por exemplo, o invariante )¼ de Zariski (no caso plano), o número 
-r de Tjurina (no caso de interseção completa) e o conjunto A das ordens de 
diferenciais (curvas quaisquer). 

Como computar tais invariantes? 
O invariante À de Zariski, que é definido para curvas irredutíveis planas, 

é facilmente computado quando a curva é dada por uma parametrização de 
Puiseux (Veja [Z2]). Quando a curva tem gênero 1 e é definida por meio de 
uma série f E K[[X, YJJ, Peraire em [Pe2], indica como computá-lo. Mas, e 
para curvas com gênero superior a 1? 

O número T de Tjurina de unia série f e K[EX, YJJ, é talvez um dos 
invarianteá mais estudados por estar relacionado a vários conceitos impor- 
tantes, como por exemplo, a dimensão da base da deformação rniiiiversal de 

f e o comprimento do submódulo de torção do módulo de diferenciais da 
curva. 

Quando temos uma curva específica dada por uma série f e K[[X, YJ], 
podemos computar -r através da codimensão do ideal Jacobiano (Veja EZ21), 
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mas e quando a curva se apresenta na forma paramétrica? 
Vários trabalhos sobre o número r de Tjurina iïierecem destaque. Por 

exemplo, Delorme em [D2], 1978, descreve um algoritmo para calcular o 
número de Tjurina mínimo para curvas com fixado semigrupo de gênero 1, 
obtendo fórmulas explícitas. Briançon, Granger e Maisoiiohe, em [BGM}, 
descrevem um algoritmo para computar o menor valor de r para curvas com 
um semigrupo com os dois primeiros geradores fixados, estendendo assim, o 
resultado de Delorme. Peraire, em [Pe2], modifica tal algoritmo e computa 
o menor valor de r para curvas com seinigrilpo de gênero 1 e invariante \ de 
Zariski fixo. Em [Pel] apresenta uni algoritmo para calcular r mínimo para 
um semigrupo fixado de gênero qualquer. 

E quanto a A? 
Este invariante permite obter os invariantes À e r e portanto é mais 

fino do que os anteriores. Baseado nesse invariante, define-se a relação de 
eqiiidifereciabilidade que intermedia a equisiiigularidade e a equivalência Je 
curvas algebóides irredutíveis. Assim, podemos nos perguntar como decidir 
se duas curvas são equidifereiiciáveis, ou seja, como computar A? Delorme 
em [D2] fornece um algoritmo para calcular A no caso de curvas genéricas de 
gênero 1. 

Algumas dessas questões serão respondidas neste trahallio, iiiiíineras per-
manecem e outras tantas podem ser formuladas, perpetuando assim, o estudo 
das curvas algehróides irredutíveis. 

O objetivo central deste trabalho é o de apresentar métodos sistemáticos, 
que podem ser implementados, para o cálculo dos invariantes aritméticos des-
critos acima, unificar os resultados conhecidos que envolvem tais invariantes 
sob o ponto de vista dos algoritmos introduzidos e estudar algumas aplicações 
dos mesmos ao problema da classificação de curvas planas irredutíveis. 

Passemos à descrição dos capítulos. 
O Capítulo 1 contém as ferramentas gerais básicas para o nosso estudo. 

Apresentamos uma generalização da teoria de SAGBI desenvolvida em [RS], 
para subálgebras e snbmódulos do anel das séries dc potências formais. Tais 
objetos serão chamados de Bases Standard. 

No Capítulo 2, aplicamos a teoria desenvolvida no Capítulo 1 para o caso 
de curvas algebróides irredutíveis. Na primeira seção, obtemos um algoritmo 
que permite computar uma Base Standard para o anel local O de pma curva 
algebróide irredutível qualquer, e apartir dessa Base obtemos o semigrupo 
T associado a curva em questão. Isto permite, entre outras coisas, decidir 
quando duas curvas dadas são equisiiigulares. No caso de curvas planas em 
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característica zero, otimizamos o algoritmo e o comparamos com os métodos 
conhecidos. 

Na segunda seção, um outro algoritmo, que permite computar uma Base 
Standard para o módulo de diferenciais. OdO, é apresentado. AparIir disso 
calculamos o conjunto A para qualquer curva algebróide irredutível sobre um 
corpo de característica zero. Isso possibilita, por exemplo, decidir se duas 
curvas são equidiferenciáveis ou não. As curvas de interseção completa mere- 
ceram um parágrafo próprio, pois para estas existe uma interessante relação 
entre o ideal jacobiano e o módulo de diferenciais, mais especificamente entre 
suas Bases Standard Mínimas. 

O Capítulo 3 se restinge às curvas algebróides planas (ramos). Rela-
cionamos o problema da classificação de ramos com isomorfisinos entre Anéis 
de Puiseux. Apresentamos um exemplo de como os métodos desenvolvidos, 
permitem computar todos os possíveis conjuntos A para uma particular classe 
de equisingularidade. Introduzimos ainda o diagrama de lacunas especiais, 
que é também um invariante com respeito 'à relação de equivalência de ramos 
e otimizamos o algoritmo para computar parte das diferenciais não exatas 
minimais. 

Q Capítulo 4 contém generalizações dos critérios de eliminação de 
parâmetros contidos em [E] e [Z2]. 

No Capítulo 5, nos restringimos ao estudo dos ramos de gênero 1. Além 
de .reinterpretar resultados conhecidos utilizando os algoritmos do Capítulo 
2, caracterizamos todos os posíveis diagramas de lacunas especiais, ou seja, 
todos os conjuntos A que podem ocorrer para curvas de gênero 1. 

No Capítulo 6 realizamos a classificação dos ramos para todas as classes 
de equisiiigularidades dadas por semigrupos de multiplicidade menor que 5 e 
para algumas de multiplicidade 5, o que estende a tabela até então conhecida 
dada por Ebey em [E]. Respondemos também a uma pergunta formulada 
por Zariski em [Z2] e para isto, realizamos a classificação das classes de 
equisiiigularidades dadas pelos semigrupos gerados por 6 e 7 e por 7 e 8. 

Incluimos ajuda um apêndice no qual estudamos os ramos com semigrupos 
considerados em [LuP], caracterizando todos os possíveis conjuntos A em 
função de certas lacunas. 



Capítulo 1 

Base Standard 

A teoria de Base de Groebner e o algoritmo de Bucliberger para determinar 
um conjundo de geradores privilegiados para ideais em anéis de polinômios 
e séries de potências foi estendida, com sucesso, para outras situações. Isto 
permite aplicar a teoria ao estudo das singularidades de curvas algebróidcs 
irredutíveis, como mostraremos no próximo capítulo. 

Em [RS], Robbiano e Sweedler, introduzem o conceito de Su1a1gbra Ana-
log to Groebner Bases for Ideais (SAGBI). Nesse trabalho, são apresentados 
algoritmos para obter uma SAGBI para subálgebras finitamente geradas de 
um anel de polinômio sobre um corpo, sujeitas a determinàdas condições. 
O objetivo deste capítulo é estender tais resultados para- o caso do anel de 
séries de potências, a fim de obtermos algoritmos para gerar bases especiais 
para algumas subálgebras e submódiilos finitamente gerados no anel de séries 
de potências sobre um corpo K, tais bases serão por nós chamadas de Base 
Standard. 

1.1 Ordens Monomiais 

Denotemos por K[X}] = K[[X1, .... X]] o anel das séries de potências em 
X1,.. , X,, com coeficientes no corpo K. O monômio H X'. será re- 
presentado por, 	onde a = (a1,... ,a). Note que 1 = X 	X, é um 
monômio. 

O conjunto de todos os monômios será denotado por U. 

Definição 1.1 Urna ordem moiiomial sobre ii' é uma ordem. total , tal 
que: 
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• 1-<t para todo te'TF. 

• Se t1 	t9, então tt1  - tt2, para todo t, t1 , t2  e U. 

Uma propriedade importante de uma ordem moiiomial sobre 'II', é que 
com essa ordem, 'TU é bem ordenado. Isso é consequência do lema abaixo e 
do fato de que se t1 1  t2, então t1  -< t2  para todo t1,t2  E U. 

Lema 1.1 (Lema de Dickson) Todo subconjunto, não vazio, C Ç 'TU pos-
sui um subconjunto finito R C C, tal que para todo c e C, existe r E R com, 
r 1 c. 

Dem.: Seja C = {t1,t2, .. . } Ç 'TU e  = (C) o ideal gerado por Cem K[[K]]. 
Como K[EKJ] é noetheriano, a seqüência ascendente de ideais 

Ii = (ti ) C 12 = (t 1 , t2) c 

é estacionária, i.e., 1 = (t1, t2,... , tk) para algum k. 
Uma vez que todo t e C pode ser escrito como 

k 
= 

i=i 

com fi  € K[[X]], temos que t = piti  para algum 1 < i < k e algum 
pi e M. Assim, para todo elemento do conjunto C, existe um elemento 
de {t1,t2. --- .,tk} c C que o divide. 

Dentre as ordens monomiais mais comuns sobre 'II', destacamos: 

1. Ordem Lexicográfica  (<Lez): Define-se X <Lez  X6 se, e somente se, 
a = 	ou a primeira coordenada não nula, a partir da esquerda, se 
existir, de ,6 - a é positiva. 

2. Ordem Lexicográfica Graduada  (<Gr Lex ): Dizemos que X <Gr I x  X13  
se, e somente se: 

a) EiL, aí <>j1  /3, onde < é a ordem usual em IN, ou 

b) c j => 1 /3 eX —<Lex!. 
Definimos o grau de um monômio , como sendo deg(X') = 
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3. Ordem Pesada(<): Sejam p = (p1,.. . , p) E 1N1 , < a ordem usual de 
IN e -< uma ordem monomial sobre 'IF, denotaremos por a./3 o produto 
escalar usual de a e /3. 

Dizemos que X <,, XO se, e somente se, uma das possibilidades abaixo 
ocorre: 

a) p.a < p./3, ou 

b) p.a  =p./3 e Ka -<Xv. 

Chamamos p de peso e < de ordem, pesada com respeito ao peso p e a 
ordem monomial -<. Definimos o grau pesado relativo à p, como sendo 
deg(X.') = p.a. 

Note que se p = (O, .... O), então <, coincide com -< e ainda que, se é 
a ordem lexicográfica e p = (1,... , 1), então <, é a ordem lexicográfica 
graduada. 

Seja f = ,,,€A aa 	E K[[XJ], denotamos por 'Ir(f), o conjunto dos 
monômios de f, i.e., {Xa;  aa O}. 

Definimos a potência líder de f com respeito a uma dada ordem monomial, 
como sendo o menor elemento lp(f) de 1r(f) 

Seja G C K[[X]], denotaremos por lp(G), o conjunto de todas as 
potências líderes dos elementos de G, ou seja, ip(G) = {lp(g); g E G*}, 

onde G* = G\{O}. 
A partir deste ponto, fixamos uma ordem monomial . Assim, ao men-

cionarmos menor ou maior elemento, potência líder, etc., estaremos nos 
referindo à ordem monomial fixada. 

Indicaremos, por lc(f) o coeficiente da potência líder na expressão de f e 
por lt(f) = lc(f)lp(f) o termo líder de f. 

1.2 Base Standard para Subálgebras 

Nesta seção, estenderemos os resultados de Robbiaiio e Sweedler para anéis 
de séries de potências. 

Denotaremos por M, o ideal maximal de K[[X.]]. 
Considere um elemento de K[[X]]*  escrito sob a forma 

af 
jEI 
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com ai  e K e fi  e.K[[X]], definimos a altura de 	como sendo 

ht (ai fi) = min J {lp(f)}. 

Note que esta definição depende da representação EiEIaifi,e não do 
elemento EiEI af em si. De fato, tem-se que ht(jEJ  af) ip(jEJ a:fj). 

Dizemos que fi contribui para a altura de EiE I aifi, se 

ip(f) = iniii j{ip(f j)}. 

A amplitude de 	af é definida como sendo o número de termos f 
em 	iEf  aifi  que contribuem para a altura. 

Seja F = {fi,. , fm} c M. Considere o liomomorfismo substituição 

S( fj 	: K[[Y1 ,.. .,Ym]] 	K[[X]]. 
g 	 gUi,.. .,fm) 

Um F-produto de potências é um elemento da forma 

FS(fir..,fm)(flY) 	jr, 

onde a= (c, .... a). 
Definimos a K-subálgebra K[[F]] de K[[]] como sendo 

K[[F]] = S(f 1 fm)(K[[Yl ... , Ym]]). 

Note que se a e K, então a = aF°  = a 111%=I f°. 
Sejam f e K[[Xj] e F C M. Dizemos que f se reduz a 

escrevendo 
ff -+g 

se existem um F-produto de potências F e a e K, tais que 

g = f - aF, 

com g = O ou lp(f) -< ip(g). 
Escreveremos 

F+ 
f g 

g módulo F, 

iEI 
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quando existir uma cadeia, eventualmente infinita, de reduções modulo F, 
iniciando em f e finalizando em g, i.e., g não se reduz módulo F. Diremos, 
neste caso, que g é uma redução final de f módulo F. 

Uma redução final g de f, por um conjunto finito F, como acima, será 
chamada de redução completa, se para todo t E nll( g),  t não se reduz módulo 
F. 

Observação 1.1 	1. Um processo de redução corresponde, de certo modo, 
ao processo de divisão pelos elementos de F. Note que, podemos even-
tualmente reduzir um elemento de várias maneiras distintas. Por 
exemplo, se f = y12 e E = U1 = Y4, f2 = Y 3  + 	X}, ondP a 
ordem monomial considerada é a ordem leTicográfica graduada, pode-
mos obter duas reduções distintas de f, a saber, g1 = f - f í  = O 

92 = f - f24  . Por este motivo é interessante indicar por qual F -produto 
de potências efetuamos a redução. Assim, escrevemos 

f 	f 
f -g1 f -g. 

- 
2. Note que se f 

F 
- g, então f - g E K[[F]]. 

8. Corno estamos manipulando séries de potências, o processo de redução 
pode eventualmente não finalizar em um número finito de passos. Ad-
mitiremos que de algum modo sempre possamos obter uma redução final 
e uma redução completa de um elemento de K[[K]  mduio um subcon-
junto finito F C M. 

4. Note que é possível reduzir f E K[[X]] = K[[X1,.... X]] módulo 
F 	, fm} c M se, e somente se, lp(f) = X° pertence ao 
semi grupo multiplicativo gerado por lp(F) = {1p(f) = 	; 

fj 

E F}, 
ou equivalentemente se a pertence ao semigrupo aditivo F gerado por 
{ai; i = 1,.. . , n}. Em particular, se 1N \ 17 é finito, então é possível 
decidir, em um número finito de passos, se uma redução final de f 
módulo F é zero. 

Definição 1.2 Dizemos que F = {f1,.. , f} c M é uma Base Standard 
de álgebras, se para todo f E K[[F]]* 

lp(f) 
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para algum a E 1N. 
Urna Base Standard para urna subálgebra A C K[[X]] é urna Base Stan-

dard de álgebras F, tal que A = K [[F]]. 

No que segue, nesta seção, uma Base Standard será sempre de álgebras e 
o semigrupo gerado por v0,..., 	, será denotado por (v0,.. , 

Com essa notação, podemos reescrever a definição anterior do seguinte 
modo: 

Um conjunto finito F c M é uma Base Standard de álgebras se, e 
somente se, 

(lp(F)) = lp(K[[F]]). 

Note que, se. existir uma Base Standard F para uma subálgebra A, temos 
necessariamente A = K[[F]] e que lp(A) é um semigrupo multiplicativo fini-
tamente gerado por lp(F). Portanto, nem toda subálgebra de KEEKJJ possui 
uma Base Standard. 

Exemplo 1.1 Seja F = {X 2, _3 X}. O conjunto F é urna Base Stan-
dard. De fato, se f E K[[F]]*,  então ip(f) = 1 ou ip(f) = X°, com. a > 2. 
Portanto ip(f) E (X2, X3) = (ip(F)). 

Exemplo 1.2 Seja F = {X 4, X6  + X7 }. O conjunto F não é urna Base 
Standard. De fato, 2X13  + X14  = (X6  + X7)2  - (X 4)3  E K[[F]], mas X 13  ' 
(X-4,X6) = (lp(F)). 

Como observamos anteriormente, a redução final (te um elemPlito de 
K[[X]] módulo um subconjunto finito F c M pode não ser única. No 
entanto, se F for uma Base Standard, então a redução completa é única, 
como mostra a próxima proposição. 

Proposição 1.1 Seja F c M urna Base Standard. Se r1  e r2  sio duas 
reduções completas de f E K[[X]], então r1  = r2. 

Dem.: Sejam r1 = f - 	aGFa e r2 = f - IflEJ bpFO duas reduções 
completas de f módulo F, assim r2  - r1  E K[[F]]. Suponha que 7'2 	r ] . 
Como r2  - r1  E K[[F]]*  e F é Base Standard de A, existiria um elemento de 
lp(F) que dividiria algum elemento de 'lI'(r j ) U '1I'(r2), um absurdo. 	R 

A proposição a seguir nos fornece uma caracterização para uma Base 
Standard. 
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Proposição 1.2 Sejam F {fi,.. , f} c M e A = K[[FJJ. São ('Ijui- 

valentes: 	 - 

1. F é uma Base Standard para álgebras. 

2. Para todo / E A, qualquer redução final de / módulo F é zero. 

3. Para todo / E A, existe um processo de redução, tal que a redução final 
de / módulo F, é zero. 

Dem.: 1) = 2) Seja / E A e g uma redução final de / módulo F, tal que. 
g 

	

	O, como g - / - aEf aaFa E A e F é uma Base Standard, existe 
1 tal que lp(g) = lp(Fa), mas desta forma g se reduz módulo F, o que 

contradiz a hipótese de g ser uma redução final de / módulo F. 
2) = 3) Obvio. 
3) = 1) Seja / E A*,  como existe uma redução final de / módulo F que 

é zero, podemos escrever / = >EJ 	com ip(f) = lp(F) para algum 
1, assim lp(f)  E (lp(Fa))  e portanto, F é Base Standard. 	1 

Observação 1.2 	1. É óbvio que F = {X 1,... , X,} é uma Base Standard 
de K[[X1,... . XT]} com, respeito a qualquer ordem m.onom.ial. 

2. O item 3 da proposição anterior, afirma que todo f E A, tem urna 
representação da forma 

f 
	aaFa aa  E K* 

aEI 

com amplitude 1. No entanto, tal representação não é necessariamente 
única. 

De fato sejam / =XYZ, g 	X e h = Y  elementos 
de K[[X, Y, Z]]. O conjunto F = {f, g, h} é uma Base Standard de 
álgebras, com respeito a ordem lexicográfica graduada;  uma vez que 
todo elemento não nulo de K[[F]J tem sua potência líder divisível pela 
potência líder de um elemento de F. Um exemplo de que a repre-
sentação mencionada não é única pode ser dado por: 

/ = fg°h°  / = f °g1h' 

ambas de amplitude 1. Mais ainda, este exemplo sugere que pode haver 
elementos que podem, ser omitidos em uma Base Standard. 
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A observação anterior sugere definirmos Base Standard Mínima. 

Definição 1.3 Seja F = {fi,.... fm} c M urna Base Standard de 
álgebras, dizemos que F é Mínima, se para todo :Ti E F, 

Neste sentido, no item 2 da observação anterior, F' = {g, h} é uma Base 
Standard Mínima. 

Lema 1.2 Seja F = {fi,.. , fm} c M uma Base Standard. Se 1p(f) E 

(Ip(fi),. , 	, ip(fm)), então F' = F \ {f} é Base Standard de 
álgebras e K[[F']] = K[[F]]. 

Dem.: É claro que (lp(F')) = (lp(F)) = lp(K[[FJ]) e que K[[F']} Ç K[[F]]. 
Assim (lp(F')) C lp(K[[F']]) Ç lp(K[[FJ]) = (lp(F')), i.e., F' é Base 

Standard. 
Agora, sejam f e K[[F]J e r a redução completa de f módulo F'. Ser O, 

então r e K[[F]J \ K[[F']}, mas desta forma ip(r) e (lp(F)) = (lp(F')), um 
absurdo. Portanto f e K [ [F'J]. 

Pelo lema anterior, para obtermos uma Base Standard Mínima para uma 
siMlgebra A Ç K[[X]J, hasta eliminarmos de uma Base Standard F = 

de A, todos os elementos fi e F, tais que 

lp(f) e (lp(f 1 ),. .,lj.),.. ,ip(frn)). 

Para obtermos um algoritmo para Bases Standard de álgebras, é 
necessário definir S-processo de um pai de séries, neste contexto das álgebras. 

Definição 1.4 Seja F um. subconjunto finito de K[[X]}, um S-processo de 
F é definido por: 

aF' - bF 

com, a propriedade 

ip(aFa - bF) >- min{lp(F), lp(F-8)} (= ht(aF - 

sempre que aFa - bF O. 
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Exemplo 1.3 Seja F = {f = X,g = XY3,h = Y4  + Y 5,1 = Y6  + Y7 }, 
considerando a ordem lexicográfica graduada, alguns 8-processos de F são: 

fg - gf =O 

h3 f 4  - g4  = 3X4Y13  + 3X4Y14  + X4Y 15  

12 f 4  - g4  = 2X4Y13  + X 4Y14  

O teorema abaixo, cuja demonstração é análoga a demonstração dada em 
[RS] (theorem 2.8) é de extrema relevância para obter um algoritmo para 
Base Standard de álgebras. 

Teorema 1.1. Seja F c M finito. Então F é uma Base Standard de 
álgebras se, e somente se, todo 8-processo de F, se reduz a zero módulo F 
por algum processo de redução. 

Dem.: )Seja S um S-processo de F. Como 5 E K[[F]] e F é Base 
Standard, segue do item 3) da Proposição 1.2, que 8 possui uma redução 
final zero, por algum processo de redução módulo F. 

=) Seja f E K[[F]]*.  De todas as possíveis representações 

(*) f=> aaFa 
aEI 

com aa  E K*,  considere as que tem altura máxima h (= lp(F') para algum 
a) e dentre essas, escolha uma com menor amplitude possível. 

Vamos provar que lp(f) = h, mostrando assim que lp(K[[F]]) C (lp(F)) 
e portanto que F é uma Base Standard de álgebras. 

Sabemos que lp(f) >- h. Suponha por absurdo que lp(f) >- h, i.e., a 
amplitude da soma (*) é no mínimo 2. Sem perda de generalidade, podemos 
supor que h = lp(F13) = lp(F'), onde ,6, -y E I. Dessa forma, existe b E K* 

tal que S = aF - ba,,F'Y é um S-processo de F. Por hipótese, 8 - O por 
algum processo de redução, e portanto, podemos escrever 

5 = >cF c E K* 
45EJ 

com ip(S) >- h e amplitude 1. 
Agora, escrevendo 

aF+a1,F1' = S+(b+ 1)a)F1', 
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temos que 

aEI 	 E1\{0,1} 

Se & —1, obtemos uma representação de f com altura li e amplitude 
menor do que a da representação (*), uma vez que S não contribui para a 
altura. Absurdo! 

Se & = —1, obtemos uma representação de maior altura ou menor ampli- 
tude do que as da representação (*). Novamente um absurdo. 	 U 

Observação 1.3 Observe que na demonstração do teorema anaevior, bas-
taria garantir que todo S-processo S = aF - &F' admita uma representação 
da forma S =EIIEI 	c e K*  com altura maior que ip(F) = ip(F'). 

Antes de prosseguirmos, vejamos mais de perto o conjunto de todos os 
processos de um conjunto finito F = {fi,. ,f} C M C K[[X1,. ,Xn]]. 

Denotaremos por ordx () = aj a ordem de 	na indeterminada X. 
Um S-processo S = aF - &F0, a menos de constantes, é determinado 

pelos vetores a,,6 e INm, soluções do sistema liomegêneo de equações linear' 
diofantiiias: 

i; aordx1  (1p(f)) 
aordx2(lp(f)) 

= V"? /3jordx1(ip(f)) 

= 	I 7 1  /31ordx2(1p(f)) 

  

i;=1  a jordx (1p(f)) = 	iy 1  /3ordx (1p(f)). 

O conjunto de todas as soluções de (1.1) é um semigrupo aditivo de 1N2 ,  
gerado pelo conjunto M de todas as soluções não nulas de (1.1) que são 
mínimas com respeito à ordem parcial 

- para j=1, .... m. 

Pelo Lema de Dickson (Lema 1.1), segue imediatamente, que o conjunto 
M é finito. 

No casoem que K[EKJJ = K[[X]], o sistema (1.1) se reduz a uma equação 
linear diofantina homogênea, e nesse caso, Clauseii e Forte nhaclier, em [CF], 
fornecem um algoritmo eficiente para obter o conjunto M. 

(1.2) 
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Exemplo 1.4 Seja F = {X4, X6  + X7, 2X' 3  + X14} C q[X]], o sistema 
(1.1) se resume a equação 4W1  + 6W2  + 13W3 - 4Z1  - 6Z2  - 13Z3  = 0. 
Usando o algoritmo acima citado, temos que o conjunto M das soluções 
mínimas desta equação é: 

M={(1,0,0,1,0,0),(3,0,0,0,2,0),(13,0,0,0,0,4),(0,2,0,3,O,O), 
(0, 1,0,0, 1, 0), (0, 13,0,0,0,6), (0, 0, 4, 13,0,0), (0,0,6,0,13, 0), 
(0,0,1,0,0,1),(2,3,0,0,0,2),(8,0,0,0,1,2),(1,0,22 0) 5,0), 
(0, 0, 2, 2, 3, 0), (0, 1, 2, 8, 0, 0), (0 2 5,02  1,0,2), (5, 1, 0, 0, 0, 2), 
(1, 8,0,0,0,4), (0,0,2,5,12 0), (0,0,4,1,8, 0)}. 

Note que, toda solução de (1.1) é obtida como soma de elementos de 
M. Denotamos por SM o conjunto dos S-processos mínimos, obtidos pelas 

soluções mínimas de (1.1). Vejamos através de um exemplo, como o conjunto 

SM determina, todos os S-processos de F. 
No contexto do Exemplo 1.4, considere o S-processo de F dado por S 

X4 (X6 + X7)2(2X 13  + X14 )6  -2  6(X4)4 (X6 26(X4)4(X6  + X7)13. Como Sé determinado 

por (a,8) = (1, 2, 6, 4, 13, 0) e (a,8) = (0, 
(1, 0, 0, 1, 0, 0), podemos escrever: 

S = [(X6  + X7)2  - (X4)31 * [(2X' 3  + X14 )6  

2, 0, 3, 0, 

26(X6  -2  6(x6 

0) + (0, 0, 6, 0, 

+ X7)13] * [X4  

13, 

- 

0) + 

X 41 

onde [a - b] * [c - dI = [ac - bal. 
Temos o seguinte lema: 

Lema 1.3 Seja F c M um subconjunto finito. Se alguma redução final 
de todo S-processo mínimo de F é zero, então todo S-processo não nulo 
S = aF - bF de F pode ser representado corno 

S= >dw Fw, 

com d 	K*  e ht(aF - bF) -< ht(> ç  dF"). 

Dem.: Seja A = K[[F]] e SM o conjunto dos S-processos mínimos de F. 
Podemos supor, sem perda de generalidade, que todo S-processo é da 

forma F - aF, onde a e K é univocamente determinado. 

Seja Si = Fli - 	e SM, com ai, oi  e TN OF.  Como S - 0, por 
algum processo de redução, pelo item 2 da Observação 1.2 podemos escrever 

Si = E bF 
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com b- E 	e amplitude 1, logo ht(.Er.  bF) >.- ip(F) = ip(F"). 
Assim 	= 	+ yEI' 7i' 

Seja S = F5  - cF um S-processo não milo de F, então 

F5 = fl (Fi)nt e 
iEi 

F = fl (Ffli)ni 

iEI 

com ni  E IN. 
Assim, 

F5  = IJiEI (F') = IJiEI (aiF + >-yEr, 	= 

= fJ, a(F') + 	dFW =fTj aF + >ç dFw, 

onde hÍ(>Ii WE - dFw) >.- ht (F - cFe). Como a constante c é univocamente 
determinada, temos que IliE, ai  = c, seguindo assim que 

S= >dw Fw. 
wEí2 

Deste' modo, do lema acima e da Observação 1.3, podemos reescrever o 
Teorema 1.1 como segue. 

Teorema 1.2 Seja F c M finito. Então F é urna Base Standard para 
K[[F]] se, e somente se, todS -processo mínimo de F se reduz a zero, por 
algum processo de redução. 

Exemplo 1.5 Seja F = {X 4,  X6 + X7,2X13  + X14} c C[[X]]. Vimos no 
Exemplo 1.4 que os S-processos mínimos de F são da forma S = aFa - bP 
com 

E {(1, 0, 0, 1, 0, 0), (3, 0, 0, 0, 2, 0), (13, 0, 0, 0, 0, 4), (0, 2, 0, 3, 0, 0), 
(0, 1,0,0, 1, 0), (0, 13,0) 0,0,6), (0,0,4, 13,0,0), (0, 0, 6, 0,13,0), 
(0, 0, 1, 0, 0, 1), (2, 3, 0, 0, 0, 2), (8, 0, 0, 0, 1, 2), (1, 0, 2, 0, 5, 0), 
(0,0,2, 2,3,0), (0, 1,2,8,0,0), (0,5,0, 1, 0, 2), (5, 1,0,0,0, 2), 
(1,8,0,0,0,4),(0,0,2,5,1,0),(0)0,4,1,8,0)}. 
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Note que o 	52. e o 9 elementos deste conjunto, nos do S-processos 
nulos, portanto não necessitam ser analisados. 

122  e o 15, o 16v- e o 18, o 17R e o 19 nos dão, a menos de constantes, o 
mesmo S-processo. Assim, basta analisar os S-processos mínimos dados por: 
(3, 0, 0, 0, 2, 0), (13, 0, 0, 0, 0, 4), (0, 13, 0, 0, 0, 6), (2, 3, 0, 0, 0, 2), (8, 0, 0, 0, 1, 2), 
(1,0,2,0,5,0),(5,1,0,0,0,2) 	e(1,8,O,O,O,4), i.e., 

X7)2 	 X' 4) 	O (X 4)3  - (X6  + 	= -(2X' 3  + 	--* 

16(X4)13  - (2X13  + X14)4  = -32X53 - 24X54  - 8X55  - X 56  

64(X6  + X7)13  - (2X13  + X14 )6  = 640X79  + 

4(X 4)2(X6  + X7 )3  - (2X13  + X' 4)2  8X27  + 11X28  + 4X29  

4(X4)8  - (X6  + X7)(2X13  + X14 )2  = -8X 33  - 5X34  - 4X35  

(X4)(2X13+X14)2  -4(X6+X7 )5  = -16X 31  -39X32  -40X33  -20X34  -4X35  

4(X4)5(X6  + X7) - (2X 13  + X 14)2  = -X28  

16(X 4)(X6  + X7)8  - (2X' 3  + X14)4  = 96X 53  +••• 

Como qualquer potência acima de 15 pode ser obtida usando produto de 
potências dos elementos de F, ternos que todo S-processo rn'írzimo possui 
urna redução final zero. Desta forma, F é uma Base Standard, a saber uma 
Base Standard Mínima, para a subólgebra A = C[[F]J. 

Fixada uma ordem monomial e uma siihálgebra finitamente gerada A de 

K[[XI], temos que A admite uma Base Standard se, e somente se, o semigrupo 
(multiplicativo) das potências líderes de A, i.e., lp(A) é finitamente gerado. 
E claro que se F c A é tal que lp(F) gera (como semigrupo) lp(A), então F 
é uma Base Standard para A. 

Observação 1.4 Toda subdlgebra A C K[[X]} possui uma Base Standard. 
Basta verificar que lp(A) é um semigrupo multiplicativo finitamente gerado, 
ou equivalentemente, que o semigrupo aditivo 

1' = {a; X = lp(f) para algum f E A} CJN 

é finitamente gerado. 



14 	 CAPÍTULO. 1. BASE STANDARD 

Defina 
vo  = m.in{F \ {O}} 

= rnin{F \ (v)} 

rnin{F \ (vo, 	, vj_1  

onde (1)0,... , v) é o sernigrupo gerado por {vo,. , v}. 
Agora note que axiste i < vo, tal que F = (vo,. , vi). Isto seque dird.a- 

mente do fato Vj <v 1  e 	vk  rnod v0  para todo j k. 

O conjunto de geradores (v0, . . , v), definido COIIU) na observação ante-
rior, é, chamado de sistema mínimo de geradores de F, a saber, tal sistema 
está contido em qualquer outro sistema de geradores (wo,.. , Wr). 

De fato, como v = >_ aw e wj = =o bkvk, com a, bkj E IN para 
todo j = O,.... r, temos que 

= > 
k=O j=O 

assim existe um único 1 E {O,.... r}, tal que ai  = bi, = 1 e ajbkj = O para 
todo k $ i e todo j = O,.... i. Em particular, tomando j = 1, temos que 

= O para todo k i. Deste modo, 

WI 
=

Y: bklVk = bil Vi = 

i.e., vi E NO, .... Wr}. 

Assumiremos, a partir deste ponto, que dada uma subálgebra A, esta 
possua uma Base Standard com respeito a ordem monomial fixada. 

Para efeito algorítmico, é interessante fixar uma maneira de efetuar o 
processo de redução (que estamos supondo sempre ser possível chegar ao seu 
ponto final). Por exemplo, escolha a ordenação (...... , frn) para o conjunto 
F = {fi, , fm } C M e se pudermos efetuar a redução de um elemento 
de K[[X]] por dois F-prodiitos F e F, escolhemos efetuar a redução pelo 
E-produto de maior expoente a, com respeito a ordem lexicográfica. 
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Teorema 1.3 (Algoritmo) Seja B c M finito e suponha que lp(K[[B]]) 
seja um semigrupo multiplicativo finitamente gerado. Então, podemos obter 
urna Base Standard F de K[[B]] aplicando o algoritmo abaixo: 

DADO: B; 
DEFINA: F0 { }; 

ENQUANTO F g F0  FAÇA 
Fo :=F; 
5 	{s; s é S-processo mínimo de F}; 

R:= {r; s i±*rery O};  

F:=FUR; 
SAÍDA :F. 

Dem.: Inicialmente fixemos uma maneira de efetuar o processo de redução. 
Veja que o conjunto 5, assim como o conjunto R são finitos para cada 

passo do algoritmo. 
Suponha que r 	O seja uma redução final de menor ordem de um 

S-processo mínimo em um dado passo i do algoritmo acima. No passo 
i -- 1, além dos S- processos mínimos já considerados nos passos anteri-
ores, que não nos trarão informações novas, introduzimos (eventualmente) 
S-processos mínimos cuja ordem é estritamente superior à ordem de r. 
Desta forma, como lp(A) é um semigrupo finitamente gerado, a potência 
líder de uma redução final de menor ordem em cada passo i, não pode su-
perar m = max{lp(g) ; g pertence ao conjunto de geradores da Base Standard 
de A}. Portanto, existe um número finito de passos, tal que a partir deste, 
qualquer S-processo mínimo do conjunto F possui uma redução final igual a 
zero, consequentemente, pelo Teorema 1.2, F é uma Base Standard para A. 

Exemplo 1.6 Seja A c K[[X, Y]J, a subálgebra gerada por B = {fi 
X2, f2 = EZ=4 X, f3  = X7, f4  = Y2, f5 = Y3  + X8 } e considere a ordem 
lexicográfica graduada sobre U. 

Apliquemos o algoritmo do teorema anterior para o conjunto B. 
Inicialmente note que todo monômio da forma XY  com a E (2,7) e 

/3 E (2,3) pertence a A. Deste modo, todos os 5-procesios mínimos de F = B 
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possuem uma reduçõofina1 zero, exceto S(f1 , f2)' f2 - E = > j5 X, que 
coincide' com sua-redução final. 

No próximo passo do algoritmo temos 

00 

F = { f i  = X2,f2 = 1X,f3 = 
X7,  f4 = y2,  f5 = Y3 + X8,f6  = 

i=4 	 jr5 

Uma simples verificação mostra que todo S-processo mínimo de F se reduz 
a zero. Portanto F é urna Base Standard para A. 

De acordo com o Lema 1. 2, vemos ainda que F0 = { fIf4f5f6} uma 
Base Standard Mínima para A. Uma vez que X5 = f6 - f -  flf6 e y3 = 

- f, ternos que F1  = {X 2, X, Y 2, Y 3 } é também urna Base Standard 
Mínima para A. 

() ('X('IrI 1)10 iC ina, IIOS 1 riostra. qii(' (lo IrI('srII() rno(I() (111v iia teoria (1v 1 aso' 
Standard de um ideal (Veja [BeclJ e [Bec2]), uma Base Standard Mínima 
para subálgebra não AÍ necessariamente Única, noentanto, 1)Odelnos (leflulir 
Base Standard Reduzida, que é única, como mostramos a seguir. 

Definição 1.5 Uma Base Standard Mínima B é dita Reduzida se todo f 
B é rnônico e p ip(K[[BJJ) para todo p E 'JF(f) \ {i(f)}. 

Proposição 1.3 Seja urna subólqebra A K [[J]• Se A possui urna Base 
Standard, então A possui urna única Base Standard Reduzida. 

Dem.:',(ExistênciTa) Dada uma Base Standard, sempre podemos obter uma 
Base Standard Mínima usando o Lema 1.2. Assim, seja F = { fi, , 
uma Base Standard Mínima de A, podemos assumir, sem perda de generali-
dade, que todos os elementos de F são mônicos. 

Para cada i = 1, . . , m, seja ri  a redução completa de f - ip(f) módulo 
F. Então F0  = {lp(f i )+ri ,. . . ,ip(f,)+r} é uma Base Standard Reduzida. 

(Unicidade) Sejam G = {g,. 	e F = {fi, .... frn}  duas Bases Stan- 
dard Reduzidas de A. 

Tome fi  E F assim, existem g, 91  E G tais que ip(g) J lp(f) e ip(f) 
lp(gi), como lp(g) % ip(gi) para j 94 1, segue que 1 = j e ip(f) = ip(g), 
em particular rn = k, ou seja todas as Bases Standard Mínimas possuem o 
mesmo numero de elementos. 

Podemos ordenar G e F de modo que ip(f) = ip(g) para i = 1,.... rn. Se 
existe fi , 54 gi,  então.f—g A, assim temos p = ip(f —g) >- ip(f) = ip(y), 
onde p E U(f) U 'JF(g). 
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Como f - gi E A*, G e F são Bases Standard de A, pela Proposição 1.2 
existem um G-produto de potências e um F-produto de potências, tais que 
lp(Ga) = ip(F'9) = p, mas comoG e F são Reduzidas isto não pode ocorrer, 
portanto G = F. 

Observe que no exemplo anterior, F1  é a Base Standard Reduzida da 
subálgebra A. 

1.3 Base Standard para Submódulos 

Sejam dados A Ç K{EKJJ uma subálgebra e 1 um ideal de A. Uma questão 
natural que surge, é como obter uma Base Standard para o ideal I. Miller, 
em [M], responde essa questão, no caso polinomial e denomina a Base Stan-
dard de SG-Base. Nesta seção adaptaremos o método de Miller para o anel 
das séries de potências e consideraremos a situação mais geral de um A-
submódulo M de K[[Xj}  finitamente gerado. E claro que se o conjunto M 
for um subconjunto de A, então M é um ideal de A e estarmos no caso 
tratado por Miller, porém no contexto das séries de potências. 

Deste ponto em diante, A denotará uma subálgebra de K[{K}J  com uma 
dada Base Standard F. 

Definição 1.6 Sejam. A uma K-subálgebra de K{{JJ e M um A-submódulo 
de K[[X}} finitamente gerado. Um subconjunto finito G C M é uma Base 
Standard de A-módulos para M, se para todo m E M* tivermos 

lp(m) = lp(ag), 

com a e A e g e G. 

No que segue estaremos apenas considerando a orderh monomial que nos 
fornece a Base Standard F de A. 

Observação 1.5 Se F c A é uma Base Standard de álgebras para A, então 
podemos escrever a E A* como a = EaEI baFa, onde a soma tem amplitude 
1 (Observação 1.2). Seja F  o F-produto de potências de ordem mínima. 
Assim, lp(a) = lp(Fa) e portanto, podemos reescrever a definição acima do 
seguinte modo: 
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Um subconjunto G c M é uma Base, Standard de módulos para M, se 
para todo m E M* 

lp(m) = lp(Fag),  

com 9 E G e algum o E 

Como no caso de Base Standard para ideais e para álgebras, podemos 
definir redução final módulo um subconj unto finito G de M no contexto de 
módulos. 

Sejam h € K[[K]] e G = {g,.... g} c M. Dizemos que h se reduz a r 

módulo (G, F), escrevendo h -4 r, se 

Êr = h -  (baiFat) gi, 
aEea i=1  

com b E K e r E K[[X]] de forma que r = O ou lp(h) -< lp(r). Quando não 
for mais possível a redução de r módulo (G, F), chamamos r de uma redução 

final de h e indicámos h 	r. 
Como antes, uma redução final r será chamada de uma redução completa, 

se para todo t E U(r), t não se reduz módulo (G, F). 
Aproposição 1a seguir nos dá uma caracterização de Base Standard para 

A-módulos. 

Proposição 1.4 Sejam A C K[[X]] uma K-subálgebra com Base Standard 
F, M um A-submódulo de K[[X]]  e G = {gi, .... gr} c M. As seguintes 
afirmações são equivalentes: 

1. G é urna Base Standard de A-módulos para M. 

2. Para todo m E M, qualquer redução final de m módulo (G, F) é zero. 

S. Para todo m E M, existe uma redução final nula de m módulo (G, F). 

4. Todo m E M* tem uma representação (não necessariamente única!) 
da forma 

M = 	( 	ba.F'") gi, 
i=1 \aEe 	/ 

com umplitudei. 



1.3. BASE STANDARD PARA SUBMÓDULOS 	 19 

Dem.: Análoga a demonstração da Proposição 1.2. 	 a 

Definição 1.7 Sejam F urna Base Standard para a suMlgebra A Ç 

K[[K]1 = K[[X1,.. . , XJJ e um subconjunto H C K[[K]1.  Um S-processo 
do par (g, h) E H x H, no contexto de A-módulos, é definido como ,sendo 

S(g, h) = aFag - bFh, 

onde a, b E K, o,j3 e jjF  e com a propriedade de que se aF(xg - bFh O, 
então 

lp(aF'g - bFh) >- min{lp(Fxg),  1p(Fh)} = ht(aFxg - bFh). 

Note que se F = { fi,... . f8 } e fixado um par (g, h) E H x H, então 
um S-processo aFag - bFh é determinado, a menos de multiplicação por 
constantes, pelo vetor (a, j3) e 1N28  que é solução do sistema 

í 	aordx (lp(f)) 
•I 	>jr aordx2  (1i'(f)) 

:= 	a jordx (lp(f i)) 

+ 	ordx1  (lp(g)) = >= f3ordx1  (lp(f)) 
+ ordx2(lp(g)) = f3jordx2 (1p(f)) 

+ ordx, (lp(g)) = 	f3jordx (lp(f)) 

+ ordx1 (lp(h)) 
+ ordx2 (lp(h)) 

+ ordx, (lp(h)). 
(1.3) 

Apesar do conjunto das soluções do sistema (1.3) não ter estrutura de 
semigrupo quando ordx3(g) 54 ordx (h) para algum j = 1,.... n, podemos 
definir o conjunto N de todas as soluções (não nulas) que são mínimas com 
respeito à ordem parcial (1.2). 

Além disso, pelo Lema de Dickson (Lema 1.1), temos que o conjunto N 
é finito. 

Uma solução de (1.3) é obtida através da adição de uma solução mínima 
pertencente a N com uma solução do sistema homogêneo associado à (1.3), 
cujo conjunto de soluções sabemos ser finitamente gerado. 

Como antes, toda solução de (1.3) nos dá um S-processo do par (g, h). 
Os S-processos obtidos apartir dos elementos de N serão chamados de S-
processos mínimos de (g, h), e o conjunto dos S-processo mínimos de (g, h) 
será denotado por S9,h).  Os S-processos mínimos de todos os pares (g, h) E 
H x H, serão chamados de S-processos mínimos de H. 

O lema abaixo será útil para a apresentação de um algoritmo para uma 
Base Standard para módulos. 
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Lema 1.4 Seja A C K[[X]] urna subó1gebra com Base Standard F e M o 
A-módulo gerado por um subconjunto G = {g1,. , g,.} c K[[X]]. Se uma 
redução final dos S-processos mínimos de G é zero, então todo S-processo 
não nulo 5 = aF'g - bFh com (g, h) E G x G pode ser representado como 

	

5 = 	

, ( 	

lwj  F't) g• 
i=1 wEÇ 

	

com, 1 E K e ht(>.1 (>E 	gj) >- lp(F'g) = ip(Fí3h). 

Dem.: Podemos assumir, sem perda de generalidade que um S-processo do 
par (g, h) E GxG seja dado por 5 = F'g—aFh, onde a E K é univocamente 
determinado. 

	

Seja Si E S(g,h). Como, Si 	O pela Proposição 1.4, temos 

Si = F'g - aFh = 	(bri F'ri ) g•, 
r i=1 EE 

onde b 1  E K* e ht ('S 
	

bF) gi) >- lp(Fg) = lp(Fh). Donde 
segue o resu1tado para os -processos mínimos. 

Tome um S-processo não nulo qualquer do par (g, h), i.e., 5 = F5g—cFh, 
com c E K* e ô,€ E IN F, então: 

F5g = (ri (Fhui )fh) Fg 
iEf 

Fh =  
(iEI
ri (Fi)hhi 

 
com ni  E IN, (ai, /3) solução mínima do sistema (1.3) e (, )) solução 
mínima do sistema homogêneo associado à (1.3). 

Note que existe d E K*,  tal que (JJjEI (FIui)hhi) - d(JJjEI (F.)i)hhi) é um 
S-processo. de F, assim usando o Teorema 1. 1, podemos escrever 

II(F1 )lh = d 1 (F.)i)hhi + 	e,,F", 
iEI 	iEI 	PEP 

com e E K* eht( PEp eFP) lP(HEI  (F)) = lP(HEI 
Desse modo, 



1.3. BASE STA)VDARD PARA SUBMÓDULOS 	 21 

F6g(dj j  (FAi )ni+ 	e,F1') Fg = 

(d1Jii  (F') + >pp 	(aiFPi + bFTi)gj ) = 

= ad (ij1 (FÀi)fhFh) + > 	 gi = 

= adFh +i::= ( 	1 F wi 	) i, 

onde ht( 1 	LF) gi) >. lp(Fg) = lp(F6h). 
Como a constante c é uuivocameiite determinada, segue que c = ajd e 

assim 

i=1 (Wi EÇ2i
Wj 	gi. 

i=1 
 

a 

Com o auxílio do lema anterior e analogamente ao Teorema 1.2, temos o 
seguinte resultado. 

Teorema 1.4 Sejam A C K[[X]] uma subálgebra com Base Standard F e M 
um A-submódulo de K[KJ] gerado por um subconjunto finito G c K[[XjJ. 
Entôo G é uma Base Standard para M se, e somente se, a redução final, 
módulo (G, F), de todo S-processo mínimo de G é zero. 

Observação 1.6 	1. Note que se tomarmos o par (g, g) E G x G, um 
S-processo mínimo não é necessariamente trivial, pois o sistema (1.3) 
será homogêneo e corno já vimos, um sistema deste tipo não admite 
apenas soluções triviais como mínimas. 

No entanto, um S-processo não trivial de (g, g) é da forma S = aFg - 
bF'3g = (aF - bF'3)g. Como aF - bF'3  E A e F é Base Standard de 

A, temos que aF —bF 3 	O. Desta forma, se reduzirmos aF - bF 

por c7 F7 , podemos reduzir S por c7 F7 g, assim S 	O. 

. Se A é uma subálgebra com Base Standard F, então um A-módulo 
M finitamente gerado tem Base Standard se, e somente se, ip(M) é 
finitamente gerado sobre lp(A), ou melhor, lp(M) éfinitarnente gerado 
sobre o semigrupo (lp(F)). Isto significa que existem g1 ,. .. , g. E M, 
tais que, para todo m EM, existem o E NIF  e i E {1,. .. ; r}, de modo 
que lp(m) = ip(Fg). 
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No que segue, vamos considerar apenas A-submódulos M de K[[XJ], tais 
que lp(M) seja finitamente gerado sobre lp(A). 

Teorema 1.5 (Algoritmo) Seja A urna subálgebra de K[[J] (:olr). IJwu 
Standard F e seja B c K[[XJJ finito. Se M é o A-módulo gerado por B 
lp(M) éfinitamente gerado sobre lp(A), então M tem urna Base Standard G 
dada pelo seguinte algoritmo: 

DADOS: F, B; 
DEFINA: G0  

G:= B: 
ENQUANTO G 7É  G0  FAÇA 

S 	{s; s é S-processo mínimo de G}; 
GF+ R:= {r; s - r e r 

GO := G; 
G:=GUR; 

SAÍDA: CL 

Dem.: Como M admite Base Standard, existe max{lp(g); g pertence à 
Base Standard de M}, desta forma, usando o Teorema 1.4 o resultado segue 
como no Teorema 1.3. 

Da mesma forma que no caso de Base Standard para ideais e para subálge-
bras, podnos definir Base Standard Mínima e Base Standard Reduzida para 
móduls. 

Definição 1.8 Sejam, M um A-módulo com Base Standard G e F uma Base 
Standard da subálgebra A C K[[X.]].  A Base Standard G é chamada de Base 
Standard Mínima, se para todo h E G tivermos lp(h) 1p(F'g) para todo 

OF gEG\{h}, e todo aE1N. 
Uma Base Standard Mínima G de M é dita Reduzida, se todo elemento 

g E G é rnônico e p ip(Fh) para todo h E G, todo p E (g) \ {ip(g)} e 
OF qualquer a E IN 

Proposição 1.5 Seja A C K[EXJ] uma subálgebra com Base Standard F. Se 
•M é um A-subrnódulo de K[[X]J que ppssui Base Standard, então M possui 
uma única Base Standard Reduzida. 
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Dem.: A existência, bem como 'a -unicidade da Base Standard Reduzida 
segue como na Proposição 1.3. 

Exemplo 1.7 Seja asubdlgebraA = K[[X 4,X9+X' 5]] C K[[X]], cuja Base 
Standard Reduzida é F = {X4 , X9  + X15}. 

Se a E A, então ordx (a) E (4,9), mais ainda, se f E K[[X]] é tal que 

ordx (f) > 24, então f E A. 
Considere o A-módulo M gerado por B = {X3, X8  - X14}. 
Note que, dado f E K[[X]] temos: 

• Se ordx(f) > 27, então lp(f) = lp(X3)ip(a), a E A. 

• Se ordx (f) = 26, então lp(f) = lp(X8  - X 14)lp((X9  + X15)2). 

• Se ordx (f) E {23, 24, 25}, então lp(f) = lp(X 3)lp(a), a E A. 

Assim, se ordx (f) > 23, então f E M. Em particular, ternos que lp(M) 
é finitamente gerado sobre lp(A), portanto M possui Base Standard. 

Apliquemos o algoritmo para F = {X 4, X9+X 15 } e B = {X3, X8 —X'4}. 

Passo 1 

Temos que 5 é a união dos conjuntos S(x3,x3), S(X8_X14,X8_X14) e 
S(X3,X8_X4). 

Pela Observação 1. 6, vemos que os dois primeiros conjuntos nos dão 5-
processos cuja redução final é zero. No terceiro conjunto ternos, a menos de 
constantes, dois S-processos, um deles é 

Si = (X4)8X3  - (X9  + X15)3(X8  - X14), 

com ordx (51 ) > 35, que certamente terá urna redução final zero, módulo 
(C, F). 

O segundo S-processo é 

S2  = (X9  + X15)X3  - X4(X8  - X14) = 2X'8  

Se car(K) = 2, então o algoritmo finaliza. 
Se car(K) 2, entôo passamos ao próximo passo do algoritmo com G 

{X3,X8  —X14,2X18}. 
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Passo 2 

Além dos S-processos mínimos já computados no passo anterior, os quais 
terão redução zero neste passo, ternos ainda S(2x18,2x18), que não VOS frard 
informações relevantes, 

S(x3,2x18) = {2(X4)6x3  - (X9  + X15)(2X18), 
(X9  + X15)3X3  - (X 4)3(2X18)}, e 

S(x8.x14,2x18) = {2(X4 )7(X8  - X14) - (X9  + X15)2(2X18), 
2(X9 

 
+ x15 )2(x8  - X' 4) - (X 4)2 (2X18)}. 

Urna vez que as alturas desses S-processos tem ordem superior a 23, todos 
terão uma redução final zero módulo (G, F), e portanto, o algoritmo finaliza. 

Temos, assim, que uma Base Standrd de M, na verdade Mínima, é dada 
em qualquer característica por 

G 	{X3,  X8 —X14,2X18}. 



Capítulo 2 

Equidiferenciabilidade 

Neste capítulo aplicaremos a teoria desenvolvida no capítulo anterior para 
o estudo de uma curva algebróide irredutível C, veremos que importantes 
informações a respeito de C, tais como seu semigrupo de valores e valores 
de diferenciais não exatas, que até então pareciam difíceis de determinar, 
podem ser sistematicamente obtidos por meio dos algoritmos apresentados 
anteriormente. 

No restante deste trabalho, K é um corpo algebricamente fechado. 

2.1 Semigrupo de Valores de uma Curva 

Nesta seção, aplicaremos a teoria de Base Standard para subálgebras, de 
modo a obter o sistema mínimo de geradores do semigritpo de valores de 
uma curva algebróide irredutível. 

Uma curva algebróide irredutível C, em K[[X]] = K[[X1,.. ,XJ], é um 
conjunto de equações f,. . , f, com fi E M c K[[X]] para i = 1,.. . , r, tal 

que o anel O = 	é um domínio de dimensão 1. No que segue, vamos 
supor que C não seja degenerada, ou seja, C não esteja contida em nenhum 
hiperplano Xj  = O para algum i = 1,.. , n. 

O fecho inteiro 0 no corpo de frações K de O é um anel de valorização 
discreta. Seja t um parâmetro uniformizante de 0, assim podemos considerar 
O = K[[t]]. Denotaremos por M o ideal maximal de K[[t]] e por .x, a classe 
residual de Xj  módulo o ideal (fi,. . , fr), i.e., x = X + (fi, 	, M. 

Dessa forma, temos O = K[Exj, .... x]] C õ e representaremos xí  em 
por p(t), onde p(t) E M para i = 1,... , n- 

25 
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Temos assim o monomorfismo. de K-álgebras 

o: O -* K[[t]]. 
xi 	-* 	pi (t) 

(21 ) 

A representação 
= pi (t) 

xn  = p(t) 

será chamada de parametrização de C, onde identificamos Xj  com o(x). 
Claramente tem-se que (0) = K[[p1(t),. .. ,p(t)]}. 

Se car(K) = O, então C pode ser dada por uma parametrização de 
Puiseux, i.e., podemos, a menos de uma permutação dos x's, reparametrizar 
a curva C, de modo que x1 = CO, onde t'° = min1<< {1p(p(t))}. Na ver-
dade, é fácil verificar que, se car(K) não divide v0, então C admite uma 
parametrização de Puiseux. 

O inteiro v0, como acima definido, será chamado de multiplicidade de C 
e denotado por mult(C). 

Anéis do tipo À = K[[t"°,p2(t),. . ,p(t)J], tais que o MDC de v0  e dos 
expoentes dos termos das séries p(t)'s é 1, i.e., a parametrização t"° ,p2(t), 
P3 (t),.. , p (t) é primitiva, serão chamados de. anéis de Puiseux. 

Denotaremos por v a valorização de K[[t]], que obviamente é uma ordem 
monomial. Assim, apartir deste ponto, não mais mencionaremos a ordem 
monomial usada, uma vez que utilizaremos sempre a ordem monomial v. 

Todo subanel B de K[[t]], determina um semigrupo v(B) Ç IN, em par- 
ticular o semigrupo v(0) 	v(o(0)) é denominado de semigrupo associado 
aC. 

Note que obter F = v(0) não é trivial, uma vez que devemos calcular 
v(g) para todo g E Q*• No entanto, como F é finitamente gerado (Veja 
Observação 1.4), temos que O, mais rigorosamente (0), admite uma Base 
Standard em K[[t]]. A saber, as ordens dos elementos de uma Base Standard 
Mínima de O,formam o sistema mínimo de geradores de F. 

Como .vimos no.capítulo anterior (Proposição 1.3), todas as Bases Stan-
dard Mínimas de uma subálgebra possuem o mesmo número de elementos. 
No caso particular de curvas, esse número é o número de elementos do sis-
tema mínimo de geradores de F, que será chamado de gênero do semigrupo 
F ou gênero da curva C. 

{ 
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Definição 2.1 Um semi grupo 1' IN possui condutor p se {'y  E 1'; '+1N 
F} 	{} e neste raso, define-se li, = min{'y E 1'; + IN C P. 

Uma importante propriedade do semigrupo 1' de uma curva algebróide 
irredutível, é que este sempre possui condutor. De fato, tome R E , com 

g, h E O, tais que v () = 1. Logo v(g) = v(h) + 1. É fácil verificar que para 
todo inteiro i > (v(h) - 1)(v(h) + 1), temos i E (v(h), v(g)) c F. 

Na verdade, o semigrupo associado a um anel de Puiseux A = 
K[[tv0,p2(t), ... . p(t)]] sempre possui condutor. Para verificar isto, é su-
ficiente mostrar que existem elementos de A, de modo que o MDC de suas 
ordens seja 1. Tais elementos podem ser obtidos aplicando o seguinte algo-
ritmo: 

DADOS: v0,p2(t),. .. ,p,(t); 
TOME {q, . . . , q} = conjunto dos primos 

que dividem v0; 
PARA j DE 1 ATÉ r FAÇA 

Escolha pi  (t) com 2 <i <ii 
tal que qj  não divida algum 
expoente de t em p.(t); 

So  :=p(t); 
k:= O; 
ENQUANTO qj 1 v(Sk) FAÇA 

Sk+1  

onde cE,/3 E IN e a E K* são 
univocamente determinados, 
de modo que a seja mínimo e 
v(Sk+l ) > v(S) 

A-,:=  k + 1; 
h j  := Sk; 

SAÍDA: {h;j = 1,... ,r} com 
MIDC(vo,v(h1), .... v(h)) 	1. 

Note que a existência de p.(t), tal que q5 seja coprimo com algum expoente 
de t em p(t), bem como a existência de k < oo tal que qj % v(Sk), são 
garantidos pela primitividade da parametrização. 

Uma vez que existem hi E À, com wi - v(h) para i = 1, . .. , r, tais que 
MDC(vo, Wi,. ... Wr) = 1, podemos encontrar inteiros ai  para i = O,... , 
de modo que Eí=O c jw = 1. 
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Denotando por P= {a; a O} e N = {a; ai  <O}, podemos escrever 

(II  hi) = 1 + v (iR h
iEP  

Como fIii' h,  fIeN 	Á, o resultado segue como ii6 caso do scmi- 
grupo de uma curva C, i.e., qualquer inteiro maior ou igual a 

( (II h) - i) ( (n hi) + i) 
iEN 	 iEN 

pertence ao semigrupo (v (flN  h) , v (flp  h)) C v(Á). 

Observação 2.1 O corpo de frações de um anel de Pniseux Á é K((t)). 
Assim, seu fecho inteiro é K[[t]]. 

De fato, seja ti o condutor de v(Á), isto implica que t, 	e Á, con- 
seqüentemente t pertence ao corpo de frações de Á, e a afirmação segue. 

Os S-processos a serem calculados no Teorema 1.3, são obtidos a partir 
das soluções mínimas de uma equação linear diofantina homogênea, como já 
observamos na capítulo anterior. Assim, faremos sempre uso do algoritmo 
de [CF] também citado no capítulo anterior. 

As equações diofantinas, com as quais nos deparamos, são sempre da 
forma. 

onde para cada i = 1,.. . , s, ternos uma solução mínima da forma 

(O, .... 1, .... O,O,... 3 1,. ..,O), 

onde as entradas no nulas estão nas posições i e Í+ s. Tais soluções nos dão 
S-processos nulos, portanto desnecessários. Além disso, note que se (a, fi) 
é ufna solução mínima, então (, a) também o é, no entanto, essas soluções 
geram, a menos de onstante, o mesmo S-processo mínimo. Deste ponto em 
diante, ao mencionarmos S-processos mínimos, estaremos excluindo os casos 
triviais e as redundâncias acima citadas. 

Utilizando o, fato de que o semigrupo r de uma curva algebróide irre-
dutível possui condutor li, podemos refinar o algoritmo do Teorema 1.3. De 
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fato, seja r• o semigrupo gerado pelas ordens dos elementos do conjunto F 
em um dado passo i. Se r'i  possuir condutor ji, então JL < pi. Desse modo, 
em cada passo, hasta considerarmos os S-processos míiiimos cujas alturas 
sejam inferiores a t1' 

Temos assim: 

Algoritmo 2.1 
DADO: F; 
DEFINA: F0  := { }; 
ENQ LTANTO F 7É F0  FAÇA 

F0  F; 
SE MDG(v(F)) = 1 

ENTÃO /L :=condutor de v(F); 
00; 

S:= {s; s é S-processo mínimo de F, não computado 
no passo anterior com v(ht(s)) < p - 1}; 
F 

O}; 
F:=FuR; 

SAÍDA: F,u. 

Exemplo 2.1 1. Seja 

C: 
 {

T - ;: 10 + 13. 

Tomando F = {x, y}, o único 8-processo mínimo a ser considerado é 

y4 - x5 . 

Temos assim, que 

= 	-. 5 { 
= 4t43  +6 t46  + 4t59  + t52  

4Y2  X6 	61 
secar(K)z42 

se car(K) = 2. 

   

Independente, da característica, urna análise mostra que não existe S-
processos mínimos relevantes no próximo passo do algoritmo. Portanto, 
F = {x, y, z} é uma Base Standard Mínima para O, com 

F 111 

car(K) L  2 (8, 10, 43) 66 
car(K) = 2 (8, 10, 61) 84 



30 	 CAPÍTU10, .2. EQ UIDIFERENQIABILIDADE 

2. Considere car(K) = 0 e seja 

C 	f x = t8 + at13 

O 'único S-processo mínimo, a ser considerado no primeiro passo do 
algoritmo, é y4 - 	 a saber 

= (4 - 5a)t45 + (6 - 10a 2)t50 + (4 - 10a 3)t55+ 

+(1 - 5a 4)t60 
- a5t65 se a 

Z = y4 —: 

-- 	 t55 + 	t60 + 11576 t65 +2 t70  + 25 	125 	3125 	 15 

se a = 

Em, qualquer caso, não teremos S-processos mínimos que mereçam, ser 
analisados nos passos seguintes. Desse modo, finalizamos o algoritmo 

obtendo F = {x, y, z} como Base Standard Mínima de O e 

r 
a (8,10,45) 68 
a— (8,10,55) 78 

3. Considere car(K) = O e seja 

í x = t8 
C: y=tbo+ti3 

Z = t12 + at15 . 

C'omo MDc(8, 10, 12) = 2 não temos condutor no primeiro passo. 

Os -processos mínimos e suas respectivas reduções finais módulo F = 

{x,y,z} são: 

• 
- 	 = 4t43 + 6t46 + 4t49 + t52. 

Note que a' ordem deste S-processo nos indica que o condutor de 
F é menor qíÁe 58, que é o condutor de (8, 10, 12,43) Ç F. 

f (2 -a) t23 a)t23 + t26 se 	~ 2 

• 
- xz = 

1 ') ZY 2° 1 t -.-----t sea=2. 



{ 

(3a - 2)t39 + (3a2 - 1)t,42 + a3t45 se a : 

. 	- z2y2 = 

1t42 + --t45  	' 
se a = 

3 	27 	 27 	 3• 

2.1. SEMIGRUPO DE VALORES DE UMA CURVA 	 31 

2at,27 + a2t30 se a O 
• - - 

1 Osea=O. 

(2 + a)t35 + (1 + 2a)t38 + at4' se a —2 

. Y2  - = 

- 2t41 	7t41 + 9t44 + 3t47 se a = —2. 

• z4 y6 ' 	

4(a - 1)t5' + 6(a2 - 1)t54 +4 (a3 - 1)t,17+

- 	 +(a4 - 1)t60 se a 1 

O se a = 1. 

• z5 
- 

= (5a - 6)t63 + (lOa2 - 15)t66 + (lOa3 - 20)t69+ 

+(5a4 -15) t72 + (a5 - 6)t75 - t78. 

Não efetuamos a redução do último S-processo, uma vez que a 
ordem, deste supera o condutor de F. 

Analisando as possibilidades, temos: 

• Se a = 0, então F 	{t8, t'° + t13, t12, 2t23 + t26 } é urna Base 
Standard Mínima para O, F = (8, 10, 12, 23) é seu sem.igrapo de 
valores e g = 38 seu condutor. 

• Se a = 2, então F = {t8, t10+t13, t12 +2t15, 4t27+4t30, —t29 } é Base 

Standard Mínima, onde F = (8, 10, 12, 27, 29) é seu semigrupo de 
valores com condutor 34. 

• Sea~Oea~2,entãoF={t8,tb0 +t13,t12 +atl5,(2_a)t23 + 

t26 , 2at27 + a2t30 } é uma Base Standard. Mínima para K[[t8, tlo + 
t13, t12 + at 15 ]], F = (8,10,12,23,27) é o semigrapo de valores e 
li, = 30 é seu condutor. 

Este exemplo mostra que o semigrapo de valores de curvas algebróides 
irredutíveis espaciais, não depende exclusivamente dos expoentes da 
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parametrização, diferente do caso de curvas planas, dadas por uma 
parametrização de Puiseuz, veja Théorême 3.9 de fZ2J. 

Observação 2.2 Seja F urna Base Standard Mínima para o anel local O 
de urna curva algebróide irredutível C. FiTemos uma maneira (ir efetuar 
a redução final, módulo F. Por exemplo, ordenambs os elementos de F 
segundo suas ordens e se for possível efetuar a redução por dois F-produtos 
de potências aFa  e bF, escolhemos aF se a primeira coordenada, apartir 
da esquerda, de a - j3 for positiva. 

Desse modo, todo elemento de O pode ser univocamente representado em, 
termos de F, utilizando este processo de realizar a redução final, módulo F. 

Considere car(K) = O e a curva dada no item 1) do Exemplo 2.1, onde 
O = K[[F]] e F é uma Base Standard Mínima {x = 0, y = t10  + t13 , z = 
4t43  + 6t + 4t49  + t52 }. 

As séries g = 4t43  - 14t49  - 17t52  - 6t55  e h = 4t43  - 13t49  - 17t52  - 6t55  
pertencem a O? 

Para responder essa questão, basta computar a redução final de g e 
módulo F. A saber, temos 

—6t46  

—6t46  - 

- 18t49  

17t49  - 

- 18t52  

18t52  

- 6t55  

-6t55  

o g --+ 

h 	Z  6 23  
t49  --- 

Portanto g E O, enquanto que h çÉ O. 
Seja C uma curva algebróide irredutível, dada por equações fi,. 

então o semigrupo de valores F de C é obtido através do cálculo de v() com 
9 =y + (fi,. . . , fT), onde g E K[[XJJ é uma hipersuperfície. 

O cálculo de v() em termos das equações cartesianas g, fi,... , fT  pode 
ser realizado usando a relação 

- 	 K[[X]]  
v(g)=dzmK ,fl  

.e a codimensãode (f1....., f, g) se resume a- computar uma Base Standard 
para este ideal (Veja [Beci] e [Bec21). 

Uma vez que podemos computar a ordem de um elemento de K[EXJ], 
podemos obter expressões da forma S = F' aF, com v(Fa) = v(F) onde 
a, /3 E INIIF  e F c M. Sabemos que' existe um único a E K* de modo 
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que S é um S-processo, i.e., v(S) > v(F) v(F), tal constante pode ser 
determinada, computando uma Base Standard para o ideal (fi, .. .. f, F - 

aF) c K[[X] (Veja [Beci] e [Bec2]) e analisando para que valor de a E K 
temos 

• K[[X]]  
dzmK(flfF_aF)>dzmK(flfrFa)=dimK  VI, .... f r, Fy 

Do mesmo modo, podemos efetuar a redução de um elemento de K[[K]] 
módulo F C M, quando C é dada por. equações cartesianas. ,Portanto, 
podemos aplicar o algoritmo para obter uma Base Standard de álgebras para 
'9. 

Note no entanto, que teremos controle apenas sobre a ordem dos elemen-
tos, mas não de seus termos. Desse modo, no caso em que Cé dada por 
equações cartesianas, podemos obter uma Base Standard Mínima para O, 
mas não a Base Standard Reduzida. 

Exemplo 2.2 Considere car(K) = O e seja C a curva algebróide irredutível 
dada pela série irredutível f(X, Y) = Y8  - 4X3Y6 - 8X 5Y 5  + (6X6  - 
26X7)Y 4  + (16X8  - 24X9)Y 3  + (-4X9  + 36X' 0  - 20X")Y 2  + (-8X" + 
16X' 2  - 8X 13)y + X 12  + 6X13+2 1X14 - X 15. 

Como C é uma curva plana, ternos 

v() - dimK K[[X,Y]] = I(f, g) = ordx(Ry(f, g)), 

onde, I(f, g) denota a multiplicidade de interseção de g com f,.Ry(f, g) o 
resultante em Y de f e g e = g + (f), com g E K[[X, Y]]. 

Apliquemos o algoritmo para F = {X, Y}, a fim de obter urna Base 
Standard para O. 

Como I(f, X) = 8 e I(f, Y) = 12, não ternos condutor no primeiro passo. 
O único S-processo mínimo não trivial nesse passo é da forrnaY 2  - aX 3. 

Como Ry(f,  Y 2  - aX3) = (a - 1)8X 24  + (a - 1)4(-52a2  + 8a + 12)X 25  + 
(-40a5  + 494a4  - 1256a3  + 500a2  + 480a + 78)X 26  + , a única escolha 
para obtermos um. S-processo é a = 1, e desta forma I(f, Y 2  - X 3) = 26, 
passamos para o segundo passo com, F = (X, Y, Z = 	- X3). 

Como o semigrupo (8, 12, 26) não posstti condutor, devemos analisar todos 
os S-processos mínimos de F, cujo resultante com, f sôo: 

Ry(f, Z 2  —a1X 2Y 3) = (a1  —4)8X 52  + (18a + 6324— 13156a6 + 17248a5 + 
457280a -1O782772a - 2153472a - 1417216a1  - 16384)X 53  + 
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Ry(f,Z2  a2XY) = (a2  — 4)8X 52  + (6a —, 128(4 + 769a - 23364 + 
11840a 4 — 130048a 3 -384000a 1122304a2  - 80384)X 53  + 

Ry(f, XZ2  —a3Y5) = (a3-4) 8X60  + (304 +4272a —442604 - 149536a + 
2287168a4 - 3451904a - 7O03136a - 1712128a3  - 16384)X61  + 

Ry(f,YZ2  - a4X8) = (a4  - 4)8X64  + (-12Oa -  9956a + 42592a + 
9792a -  5908484 + 1614848a - 2138112a4  + 376832)X65  + 

Ry(f, Z 4  - a5XY8) = (a5  - 16)8X104  +-

Ry(f, Z 4  - a6X13) = (a6  - 16)8X104  + 

Ry(f, Z6  - a7Y13) = (a7  - 64)8X 156  + 
Note que para obtermos 8-processos, devemos tom-ar a1  = a2  = a3  

a4  = 4, a5  =a6  = 16 ea7  =64, mas deste modo l(f,Z2 -4X5Y) = 53 e 
como o condutor do semigrupo (8, 12,26, 53) é 84, podemos dispensar os três 
últimos S-processos. 

Uma verificação nos indica que no próximo passo não teremos S-processos 
mínimos, não triviais, com altura menor que 84. 

Ternos assim, que F = {X,Y,Z = 	- X3,W = 	- 4X5Y,U1  = 

- 4X2Y3, U2  = XZ2  - 4Y 5, U3  = YZ2  - 4X8 } é uma Base Standard 
para O. Como I(f,U1) = I(f,W), I(f,U2) = I(f,XW) e I(f,U3) = 
I(f, YW), temos que {X, Y, Z, W} é urna Base Standard Mínima para O 
e 1' = (8, 12, 26, 53) é o semigrupo de valores associado à. C. 

O algoritmo apresentado anteriormente, não se restringe a um tipo par-
ticularde curva algebróide irredutível. De fato, podemos aplicá-lo a qualquer 
curva algebróide irredutível sobre qualquer corpo algebricamente fechado K, 
independentemente de sua característica. 

Uma Base Standard do anel local O de uma curva algebróide irredutível, 
depende da equação que a define e da parametrização obtida, no entanto, 
o semigrupo de valores não, uma vez que este é obtido pelas ordens de ele-
mentos de.uma Base Standard Mínima de O e no depende das expressões 
destes. 

Definição 2.2 Dizemos que duas curvas algebróides irredutíveis em K[[X]] 
são equisingulares, se elas possuem o mesmo semigrupo de valores. 

Obter o. semigrupo de valores F de uma curva algebróide é de grande 
importância, pois .através dele, podemos obter várias informações sobre a 
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natureza da curva em questão. Temos assim, um algoritmo para determinar 
se duas curvas algebróides irredutíveis são eqiiisiugulares ou não. 

Além disso, podemos verificar se uma curva algebróide irredutível é Go-
reiist,ein, uma vez que estas são definidas através de propriedades do semi-
grupo, a saber, uma curva é Goreiistein se, e somente se, (1N \ F) 

Dentre as curvas de Gorenstein, uma categoria importante, são as curvas 
de interseção completa, ou seja, aquelas que são dadas por f, .. . , f,1, com 
fi  E M c K[[X1,. . , XIZJ]. 

Mesmo sem entrar em detalhes, mencionamos 
que se o semigrupo de valores (v0, v1, . , v9) de uma curva é um semigrupo 
de interseção completa, então a curva certamente é de interseção completa. 

Delorme, em [Dl], apresenta um algoritmo para decidir se um semigrupo 
de IN é um semigrupo de interseção completa. 

Exemplo 2.3 Considere car(K)=O e seja 

í .X = t6  
C: y=t8 +2t9  

1 z = t10  + t". 

Aplicando o algoritmo para obter urna Base &andard Mínima para O, 
obtemos  = {XI y,z,w,y}, onde  = xz—y —3t' 7 -4t18  eu = yz—x3  
3t19  + 2t20 . Desse modo, o semigrupo associado à C é F = (6,8, 10, 17, 19)' 
cujo conduoréu :=22. Urna vez que lN\F={1,2,3,4,5,7,9,11,13, 15,21}, 
a curva é Corenstein. 

O algoritmo de Delorme, citado anteriormente, indica que 1' não é um 
semigrupo de interseção completa. No entanto, esse é um exemplo de que 
podemos ter curvas de interseção completa sem que o serrigrupo assocàdo o 
seja, corno mostram, Herzog e Kunz, em. [HK]. 

2.1.1 Semigrupos de Curvas Planas 

Vimos que podemos encontrar uma Base Standard Mínima para qualquer 
curva algebróide irredutível C. Entretanto, no caso de curvas planas e 
quando car(K) não divide a multiplicidade de C, Azevedo e Zariski, Ah-
hyankar e Moli, também descrevem métodos para encontrar uma Base Stan-
dard Mínima, tais métodos serão apresentados e comparados com nosso al-
goritmo mais adiante. 

Seja C uma curva algebróide irredutível plana com multiplicidade v0. Pelo 
Teorema de Preparação de Weierstrass (Veja Prop. 3.3 de [Ru]), C pode ser 
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dada por uma série irredutível 

f(X,) = Y°° + 	ai(X)Yvo_i, 

e pelo Teorema de Newtoii-Puiseux (Veja Prop. 4.4 de [Ru]), por uma 
parametrização de Puiseux 

• f ri; = 
C 	

= tv, + 

com bi e K. Podemos supor que v0 <v1 e que v0 Xv'. 
Vamos nos referir a uma curva algebróide irredutível plana simplesmente 

por ramo. 
Definimos as seguintes seqüências de inteiros: 

/o = vo, 

01 = vi, 
miii{i; b 	O e e_1 X}, 

e0 = 

e1 = MDC(eo,/ 1 ), 
e j = MDC(e_,,/), 

Cmo observamos anteriormente, pela primitividade da parametrização, 
existe g > 1, tal que eg = 1. 

A seqüência (j?, j?,.. , j?) é chamada seqüêncja característica de C. 

MÉTODO. DE AZEVEDO-ZARISKI 

Sejam w uma raiz v0-ésima primitiva da unidade e ço o K-automorfismo de 
K[[tJ] definido por w(t) = w't. 

Defina 
Zk= >1 

f3 ~t<í3k 

com. k=2, .... ge 

Pk(Y)= fl (Y—ço(Z)). 

Azevedo, em [Az], e Zariski, em [Z2], mostram que {X, Y, Pk(Y); k = 

2,.. . , g} são séries cujas multiplicidades de interseção com f (X, Y), nos dão 
o sistema mínimo de geradores do semigrupo r da curva. 
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MÉTODO DE ABHYANKAR-.MOH 

Seja d E IN, tal que d i v0. Definimos a d-sima aproxima çôo de raízes de f, 
como sendo a série 

rf =yd + 

onde cj(X) E K[[X}] são obtidos univocamente pelas relações 

a (X) = dc (X) +  

......  ,onde 

- 	
õ1  + ... + fJ; (õ!) 

Abhyankar e Moh em [AM], provam a existência e a unicidade das apro-
ximações de raízes de f, e que as miiltp1icidades de interseção de X e 
k_/J, k = 1,.. . , g com f(X, Y) nos dão o sistema mínimo de geradores 

do semigrupo F da curva. 

COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS 

Embora o algoritmo que apresentamos, o resultado de Azevedo-Zariski e o de 
Abhyaukar-Moh nos dêem uma Base Standard Mínima para O, estas bases 
não são necessariamente as mesmas. 

Considere o seguinte exemplo 

1' C:1 
y='2+t'4+t'5, 

cuja equação cartesiana é f(X, Y) = Y8-4X3Y6-8X5Y5+(6X6-26X7)Y 4+ 
(16X8-24X9)Y3+ (_4X9+36X b0 _2OXu)Y2 +(_8Xh1 +16X12 _8X13)Y+ 
X'2  + 6X'3  + 21X'4  - X15  

Conforme o Exemplo 2.2, vemos que nosso algortimo forneceu a Base 
Standard Mínima F = {x, y, z - 	w = Z - 4X5  = (y3 - 	- 4x5y}, 
enquanto que o método de Abhyankar-Moh, nos fornece F = {x, y, z = 

z2-4x5y--13x} e  método de Azevedo-Zariski, F = {x, y, z = 
- 	w2 	- 4x5y - x7}. 
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OTIMIZAÇÃO DO ALGORITMO 

Enquanto que os métodos de Azevedo-Zariski e de Abliyaiikar-Moh, dêem ex-
pressões explícitas, a priori, dos elementos de uma Base Standard Mínima de 
O, o algoritmo que apresentamos, calcula, eventualmente, vários S-processos 
mínimos que são redundantes ou desnecessários. 

Quando car(K) ,' v0, mostraremos abaixo, como nosso algoritmo pode 
ser otimiado, evitando cálculos de S-processos dispensáveis. 

Inicialmente, seja h E K[[t]] uma série da forma 

h. = aitblcl + (ci) + a2t12c2  + ( c2 ) + 	+ aktb + (Ck), 

com ai  E K*,  0 < c 1  < cj para todo i > 1, Cj 1 ci para i < j e onde a 
expressão aitPii + 	representa uma soma de termos cujos expoentes são 
divisíveis por c,, mas não por cj. 

Note que o primeiro termo em hP onde p é um inteiro positivo, cujo 
expoente é divisível por Ck (k> 1) é dado por 

(*) 
	 1)bici+bkck 

Recordemos alguns fatos acerca do semigrupo F = (vo, v1 , ... vê), de um 
ramo C. Tais fatos podem ser encontrados, por exemplo, em [Z2] ou em [Au]. 

A seqüência e0  > e1  > 	> e9  = 1 , definida no ínicio desta subseção, 
em termos da seqüência característica fio <fi1 < 	< 6, pode também, ser 
obtida do seguinte modo: 

e0  = 

ei  = MDC(e_i ,v). 

Uma vez que car(K) %vo, podemos considerar que C seja dada em termos 
de uma parametrização de Puiseu.x da forma 

í x =00 
C: 	

= t' + ) + a2 t02  + ( e2 ) + 	+ a9t° + ( eg), 

com a 	0, 0 = vo  = non i . - - -.n. e 01  = V1. Além disto, temos que 

Vj+i > nivi e fli+iVi+l E (1)0,... ,V), 

para todo i =.O, . . , g - 1. 



h+1 = 

i=i+1 
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Os semigrupos F — 	
' 	!i" onde i = O, .... g, possuem condutor 

— 'e  

=

ei 

(n1 -1)—+1. 
ei 	e 

Como 
nv = (n — 1)v + ví > >i_ (n j — 1)v + vi ~ 

> e 	(n 	1)1 + + i) > ejp, ei 

temos que todo inteiro múltiplo de e, maior que n.jv, pertence à 
Além disso, a sequência característica fio < 61 < 	< fig , se rela- 

ciona com os elementos do sistema mínimo de geradores do semigrupo 
F = (v0, V I , . ... v9) de C através da equação 

vi+i = 
	

( — l)v + 	= nv — /3 + lj+i• 

Proposição 2.1 Seja C um ramo dado por uma parametrização de Puiseuz 

C 	
= ao t00 

y = a1t + (e1) + a2t 2 + (e2) + ... + a9t + (e9). 

Urna Base Standard Mínima para O é, {h0,Ii1 , . ... h9 }, com li0 = z,h1 = 

y e h +1 obtido por uma redução final, módulo {h0, h1,. , h}, do S-processo 

1 	 i-1 
' 
	 Ii 	 fljcj 

niai 	ní J lí=o li 
II 

para todo i = l, .... g —1 e >i0 cEv = nvj 
Ale'rn disso, 

com -yi = 	(nj — 1)vi . 

Dem.: Procedemos por indução sobre Í. 
Para i = 1, tome a0 E IN tal que a0v0 — ri,1v1. Assim, ,ao = (iaotnlvl 

o e 

yflh 
= a1tf1v + (e1 ) + nia1la2t(nh_1)v12 + (e2) + 

+ nia 	agt(71_1)t10 + (e9). 
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.Temos, deste modo, o S-prqcesso 

1 
71 

-1 
ylL 

n1a 	
I 

1 

a1 
= (e1 ) +a2t» 	l)ti 	+ ( e2) + 	+a 	 .  (('q). 

n1  a 0  

Uma vez que, na èxpressõ acima, os expoentes divisíveis por e1, são 
maiores do que n1v1, sempre podemos obter um elemento da forma xaya  que 
possui tal ordem. 

Note que em xaya,  onde avo + ,8v, > n1v1, o menor expoente de t não 
divisível por ek (k > 1) é por (*), avo + ([3- 1)vi + [3k,  que em vista da 
desigualdade anterior nos dá 

avo  + ([3- 1)vi  + [3k> (n1 - 1)vi  + [3k. 

Ou seja, ao efetuarmos a redução do S-processo por produtos xaya  como 
acima, podemos sempre eliminar os termos com expoente divisível por e1, 

	

sem alterar os termos da forma 	 conseqüentemente, a redução 
final do S-processo em questão, módulo {h0 , h1 } é da forma 

h2 = a2t(nh1)h1+132 + (e2) + 	+ agt(hh11+/39  + (eg), 

cuja ordem é (n1  - 1)v1  + 02 = v2, provando assim a proposição para i = 1. 
Vamos supor o resultado válido para todo 1 <j < i <g - 1, isto é, 

g 

	

h = 	aktii=i ('1-l)"1+13k + (ek), 
k=j 

cuja ordem é jI:1  (iii - 1)v1  + [3 = V. 
O termo líder de 	é 

na 

1 
	a.nttnivi - 	tnivi 

nja
ai  

i_lZ 	- fli 

e por (*), o seu termo de menor ordem, no divisível por Ck (k> i) 

1 
Tl- 
	 niai_1akt 	 (n-1)v,-i-f3k = aktI'=1 (n-1)v1+Pk 
na 

Sejam a, comi = 0,...,i— 1, tais que nivi = >1'0cxv. 
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Então o termo líder de 	fJ h 5 é o produto dos termos líderes 
Tj [L= a 

de cada 	ou seja, 

ai 	
i-1 ai 

 a 
a t) j = 	tnivi 

	

rïj—1 cj 	
77. fli 1 lj=O 	j=O 

O termo em t, de menor ordem no produto fl h, cujo expoente hão 
divisível por ek, é obtido tomando o termo de rniior ordem não divisível 

por ek em um fator e os termos líderes dos demais. Assim, por (*) sua ordem 
será 

av3 + (a1 - 1)v1 + >II (n 	1)v5 + /3k = 
- 	 ç'I—1 1 	1 \ 	'2 
- Ljo0jVj - VI + L'jl 	- .I)Vj + í'k = 

= nv 
- I3 + 13k > flivi 

- 
/3 + í3k = 	=1 (ri - 1)v + 13k. 

Desse modo, 

	

1 	 i__1 

	

ni 	 ai

n—i "i 	i-1 	 cj 11 Çj 
t 	j=O a j=O 

é de fato um S-processo e o termo de menor expoente não divisível por 
ek (k > i) é o respectivo termo proveniente de 	ou seja, o S-processo 

acima é da forma 

(ei) + 	at 

i=i+1 

Uma vez que na série acima, os expoentes divisíveis por ei são superiores 
a nivi , podemos obter elementos da forma fJ h. que possuem tais ordens. 
Novamente por (*), o menor expoente divisível por ej (k > i) nesses produtos, 
é da forma 

'rV + ('ri - 1)71 + 	(nj - l)v + /3k > nv - 191 + /3k ~ 
> nv 

- 

fJj + 13k = > 	(n - l)v + íJk 

Assim, as reduções não alteram o termo de menor ordem, no S-processo, 
que é divisível por ek (k > i). 

Portanto, a redução final é da forma 

h1 = :i: at>li=i (flj—l)VL+/3 + (ei), 
j=i+1 
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cuja ordemé 	(n1  - 1)v1  + /3j+1 = vj1. 

2.2 O Módulo de Diferenciais de uma Curva 

No que segue, K é um corpo algebricamente fechado com car(K) = O. 
Seja C uma curva algehróide irredutível sobre K, dada por fi,.. , fr 

com fi  e M c K[[X1 , . ... Xc]], O o anel local de C e seu fecho integral. 
Como vimos na seção anterior, podemos considerar O como uma subálgebra 
de K[[t]], por meio do K-homomorfismo de álgebras ço definido em (2.1). 

Considere a K-derivação usual d, definida em um monômio x. . 
por 

d(x'. 	.x) = 	 .xdx 
i=1 

e estendendo por linearidade. 
Definimos o O-módulo de diferenciais da curva C, como sendo 

OdO = 0dx1  + + Odx. 

Observação 2.3 1. Note que em O, temos 

fi=fr=O 

assim, 

Efl,i dxj 	 f.cLx = O. 

2. O O-módulo OdO não é necessariamente livre de torção. 

De fato, seja C a curva dada por f(X, Y) = Yv0  - Xi" com 
min{vo, vi }> 1 e = v0xdy - vi ydx 7É O. 

Temos assim, que 

yVo1Ç = v0xy"°'dy - vi y'odx  = 
= voxyt'0ldy - v1x"1dx = 
= x(voyo_ldy - v''dx) = 

x(fydy - fxdx) = O. 
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Denotaremos o O-submódulo de torção de OdO por T. -Veremos adi-
ante que tal .9ubmódulo reserva propriedades importantes a respeito da 

curva C. 

Denotemos x = p(t) 
- 

dp(t) e consideremos a aplicação 
% dt 

: OdO -+ K[[t]] 

=i gdx 	'—' J:~,'=jw(g)xí  

onde g E O e ço é o monomorfismo de K-álgebras definido em (2.1). 
Se identificarmos O com (0), então a aplicação acima é um homomor-

fismo de O-módulos. Além disso, Ker('/') = T, ou seja, 

O;O  

Uma vez que nossa teoria de Base Standard para Módulos foi desen-
volvida para módulos livres de torção em K[[J], utilizaremos para efeito 
computacional. o (0)-módulo Im(/') em K[[t]]. 

Seja 2 e OdO \ T, definimos a ordem de 2 como v() v(()), onde 
v é a valorização discreta de õ (= K[[t]]). 

A proposição abaixo, garante que o O-módnlo OdO, mais exatamente o 
(0)-módulo Im(/'), possui Base Standard de O-módulos. 

Proposição 2.2 Seja A c K[[X]] urna subálgebra. Todo A-subm,óduio M 
de K[[X]] é finitamente gerado. 

Dem.: Se 1' = {ordx (a); a e A} e E = {ordx (rn); rn E M}, então a 
proposição é equivalente a dizer que é finitamente gerado sobre 1'. 

Pela Observação 1.4 sabemos que o semigrupo 1' é finitamente gerado, ou 
seja, 1' = (vo, v1 ,.. . , v9). Seja e = MDC(vo, v1,.. , v9), assim (? 	, 

possui condutor, ou seja, existe fL tal que, para todo ii> p temos que eu E 1'. 
Considere E = E \ {O} e defina 

ÁO = mi11{*} 

= miu{* \ {)o + F}} 

= miII{* \ u 0{) + F}} 

(2.2) 
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u 0{À + F}} 

Agora basta observar que existe i, tal que 	= 	 +.F}. Suponha 
que a seqüência acima seja infinita, assim, existem infinitos À• que são con-
gruentes entre si módulo e. Em particular, existe j suficientemente grande, 
de modo que À - ) ~ eli, e 	Àj mod(e), mas desta forma Àj = À + z' 
com ti > p., o que implica Àj E {) + F} que é um absurdo. 

Definição 2.3 Dizemos que urna diferencial w E OdO é exata, se existe 
g E O tal que w = dg. caso confrário, dizemos que w é uma diferencial não 
exata ('DNE). 

O K-espaço vetorial constituído das diferenciais exatas será denotado por 
dO. 

Seja .F o semigrupo de valores associado à C e .t seu condutor. Se w E 
OdO é uma diferencial exata, então v(w)+1 E F. Por outro lado, se v(w)+1 çÉ 

ou seja, v(w) + 1 é uma lacuna de F, certamente w é DNE. Além disso, se 
v(w) > p. - 1, então w é uma diferencial exata. 

Desse modo, ao invés de considerar , como na proposição anterior, itti-
lizaremos A = {v(w) + 1; w E OdO}. Veja que .F C A e portanto, para todo 
inteiro 1 > ti, temos que 1 E A. 

Definição 2.4 Seja A como acima. O maior inteiro 1 tal que 1 ' A é 
chamado de lacuna limitante de A. 

Note quelF el<p,-1. 

Podemos melhorar o algoritrno para obter uma Base Standard para 
módulos no caso específico de OdO, levando-se em consideração alguns fatos. 

Inicialmente observe que os S-processos mínimos de um par (g, g) E G x G 
com G C K[EXJ], apesar de não serem nulos, como já observamos, sempre se 
reduzirão a zero, assim são triviais e não necessitam ser computados. 

Seja c é dada por 
.xl = 

Xn 	p, (t). 
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Podemos iniciar o algoritmo para calcular uma Base Standard para o 
O-módulo OdO com o conjunto de geradores {dxi ,. .. , dx,}. No entanto, 
se F = {h; i = O,. . . ,g} é uma Base Standard Mínima para O, então 
dhi  e OdO para todo i = O,. . , g e {dh1 ,.... dh9 } é também um conjunto de 
geradores para OdO, podemos assim, iniciar o algoritmo com este conjunto, 
evitando assim, que efetuemos cálculos desnecessários. 

Além de&sas economias no algoritmo cio Teorema 1.5, podemos usar o 
conceito de lacuna liniitante para eliminar alguns S-processos irrelevantes. 
De fato, se temos A 	{v(Faw) + 1;w e G- e a e 1UF}  em um passo i 
do algoritmo do Teorema 1.5 e li  é sua lacuna limitaiite, então obviamente 
1 <li. Como todo S-processo mínimo de altura maior ou igual a 0 possui 
uma redução final zero, módulo (G, F), podemos excluir tais S-processos 
mínimos do conjunto S. 

Temos assim, como corolário do Teorema 1.5 e das considerações acima, 
o seguinte algoritmo para calcular uma Base Standard para OdO, apaitir de 
uma Base Standard Mínima F de O. 

Algoritmo 2.2 
DADO: F; 
DEFINA: G0  := { }; 

G 	{dh; li e F}; 
ENQUANTO G 54 G0  FAÇA 

A:={v(Fw)+1; weG eaelN}; 
1 := lacuna lirnitante de A; 
S := {s; s é S-processo mínimo não trivial de G com 

v(ht(s)) <1, não computado no passo anterior }; 
GF+ 

R:= {r; s —rerO}; 
G0 :=G; 
G := GU J:; 

SAÍDA: G,A,1. 

Observação 2.4 1. No algoritmo acima, são computadas apenas DN. 
As DNE pertencentes a urna Base Standard Mínima de OdO serào 
chamadas de diferenciais não exatas minrmais, ou simplesmente 
DNEM. 

2. Corno mencionamos no início desta seção, o O-submóduio de torção T 
de OdO, representa um importante objeto para o estudo de uma curva 
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algebróide irredutível C. Em particular, quando C é uma interseção 
completa, Berger, em [Ber], mostra que o comprimento do subrnódulo 
de torção 1(T) pode ser calculado por 

1(T) =LL — (A\F), 

ou equivalentemente 

l(T)=!í+\A), 

onde p, é o condutor do semigrupo F associado à C. 

S. Do mesmo modo que no algoritmo para Base Standard de álgebras, 
conveniente estabelecer uma maneira de efetuar o processo de redução. 
Podemos, por 'exemplo, ordenar os elementos do conjunto G segundo 
suas ordens, ou pela ordem com que forem computados se dois ou mais 
deles tiverem, mesma ordem, e se for possível reduzir um elemento de 
K[[t]] por Fg e Fh, escolhemos efetuar a redução por Fg se v(g) < 
v(h) ou se F for a escolha, segundo a maneira fixada para a redução 
como álgebras, quando v(g) = v(h). 

Definição 2.5 Considerando as mesmas notações anteriores, chamamos os 
elementos de A \ F de lacunas especiais de C. 

Exemplo 2.4 .1. Seja 
X = 
y = t'° + t13  
Z = t 12  4- t15. 

Pelo item 3) do Exemplo 2.1, temos que F = {x = t.8, y t10  + t', z = 
t12  + t15, u = t23  + t26, w = 2t27  + t30 } é uma Base Standard Mínima 
para O e F = (8, 10, 12, 23, 27) é o semigrupo de valores de C, cujo 
condutor é t = 30. 

Note que F não é simétrico, assim C não é Gorenstein, con-
seqüentemente no é uma interseção completa. 

Apliquemos o algoritmo anterior para G = {d.-c, dy, dz, du, dw}. 
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Temos que 1 = —1 = 29 é a lacuna limitante nesse passo e o conjunto 
dos S-processos mínimos de G a serem considerados é 

S := {4xdy - 5ydz, 4ydy 5zdx, 6ydy - 5adz, 2xdz - 3zdx, 

5ydz - 6zdy, 2zdz - 3x2  dx, 2x2dz - 3y2dx}. 

Calculando as reduções finais módulo (G, F), ternos: 

4xdy - Sydx = 	 = 12t2°  

	

5ydz - 6zdy = 	 = —3t 24 - 3t27 . 

Corno 1)( 1) + 1 = 21, v( 2) + 1 = 25 e v(x 1) + 1 = 29 vemos que a 
lacuna limitante passa a ser 1 = 19, o que permite descartar os demais 
S-processos. 

Uma simples análise mostra que não há S-processos mínimos a serem 
considerados no próximo passo, assim o algoritmo finaliza wrn a Base 
Standard Mínima de O-módulos 

G = {dx,dy,dz,du,dw, i , 2 } 

para OdO. 

2. Considere 
í = 

C: y=t8 +2t9  
Z  = t 10  + t11. 

Pelo Exemplo 2.3, temos que F = (6, 8, 10, 17, 19) é o semigrupo de 
valores de C, g = 22 é seu condutor e F = {a, y, z, w, u}, com w 

17 	18 	 19 	20' 

	

xx-, - y = —3t - 4t e u 	y -.- z - 3 = 3t + 2t e urna Base 
Standard Mínima para O. 

Aplicando o algoritmo anterior para O = {dz, dy, dz, dw, du} e usando 
que 1 =p, -  1 = 21 é a lacuna limitante, temos que os S-processos a 
serem analisados no primeiro passo são: 

5 = {3xdy - 4ydx, 3ydy - 4x2dx, 4xdz - 5ydy, 
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3xdz - Szdx, 3zdy - 4x2dx, 4ydz - Szdy, 

3ydz - 5x2dx, 3zdz - Sxydai, 4zdz - 5x2dy}. 

Como 
3xdy-4ydx = 14 

temos que v() + 1 = 15 e v(x) + 1 = 21, assim a lacuna limitante 
pode ser considerada corno 1 = 13, indicando assim, que os demais 
S-processos se reduzem a zero e que não há S-processos que mereçam 
análise no próximo passo, o que finaliza o algoritmo. 

Apesar de 1' não ser de interseção completa, a curva C o é, como 
observamos no Exemplo 2.3. 

Poitanto, 

1(T) = M - (A \ 1') = 22 - {15, 21} = 20. 

3. Considere 

C í x = 
y= 

Usando a Proposição 2. 1, temos que F = {x, y, z} com z 
2t25  + t26  é uma Base Standard Mínima para O, 1' = (8, 12,25) é o 
semigrupo associado à C e p = 80. 

Aplicando o algoritmo anterior para G = {dx, dy, dz}, temos: 

Passo 1: 

A lacuna limitante nesse passo é 1 = 79 e os S-processos mínimos a 
serem. considerados são: 

8 	{3ydx 2zdy, 8ydy - l2x2dx, 8xdz - 25zdx, 

12ydz - 25zdy, 25x2zdx - 8y2dz, 25yzdy 12x3dz}. 

Calculando a redução final dos elementos de S módulo (G, F), temos: 

• 	3ydx - 2.xdy = 21 =:> i/'(i) - —2t20. 
2 —4dz • 8ydy - 12x dx - 0. 

• 8xdz - 25zdx = 2 = IP(f 2) = 8t. 
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• 12ydz - 25zdy = Ç23 = (ft,) = —38t37 - 13t38 . 

zdz 
• 25x2zdx - 8y2dz 	= () = t5° + t5' 

25' 	25 

• 25yzdy - 12x3dz 11~? IÇ24 = t50 + t5I 
25 	25' 

Passo 2: 

Uma vez que v(z22) + 1 = 59, 11(z23) + 1 = 63, v(xzZ j ) + 1 
67, v(z2 1) + 1 = 71 e v(xz2 i ) + 1 = 79, a lacuna limitante passa a 
ser  = 55 e G := {dx,dy,dz, 1, 2, 3, 4 }. 

Os S-processos mínimos de G que não foram analisados no Passo 1 e 
cuja altura é menor que t55, são: 

S = {zdx + 8Y1, .xdz + 25Yi, zdy + 12x2 1, ydz + 25x2 1, 

yzdx + 8x3 1, xzdy + 12y2 , 2zi + Y2, 4x 3 - 38z 1, 

19Y2 + 4x 3, 4yÇ 3 + 19x2í 2}. 

Efetuando a redução final módulo (G, F), obtemos 

• zd.x + ¥21-~ O, 

• xdz + 25y 1 -3f24 O, 

• zdy + 12x21 134 O, 

• ydz + 25x2Ç 1 -4 O, 

• yzdx + 8x3 1 	4 	= (s) —4t46, 

• 	xzdy + 12y21 F.21 3ç = 	= —6t46. 

Temos que v(z 1) + 1 = 46,v( s) + 1 = 47,v(xz i ) + 1 = 54 e 
v(x s) + 1 = 55 assim, a lacuna limitante no próximo passo será 
1 = 43, conseqüentemente, podemos dispensar a análise dos demais 
S-processos e passamos ao próximo passo. 

Passo 3: 

Temos G := {dx, dy, dz, 21, 2, 3, 24, s}. Como neste passo devemos 
calcular os S-processos que envolvem Ç2,s e v( 5) + 1 supera a lacun'a 
limitante o algoritmo finaliza. A saber, G é uma Base Standard Mínima 
para OdO. 



X = 

y = t14  + t17  

z = 

X = t6  
e C2  y=t' 4 +t33  

Z = t23. 

c1 
 

{ 
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Como C é unta curva algebróide irredutível plana, portanto de in-
terseção completa, ternos que 

1(T) = li, —(A\F) = 

= 80 - {21, 29,34,38,42,46,47,51, 54, 55,59,63,67,71, 79} = 

= 80 -15 = 65. 

O exemplo anterior foi tratado por Azevedo, com outras técnicas mais 
rudimentares, em sua tese /Az/ pag. 79. No entanto, a existência 
de urna DNE com ordem igual a de Ç24  não foi detectada, deixando o 
exemplo incompleto. 

Definição 2.6 Duas curvas algebróides irredutíveis equisin guiares são equi-
diferenciáveis, se elas possuem o mesmo conjunto A = {v(2) + 1; Ç2 E OdO}. 

Veremos no próximo capítulo que o conjunto A, juntamente com 1', são 
muito importantes para o estudo das curvas algebróides irredutíveis. 

Apesar de 1' C A, é falso afirmar que curvas algebróides irredutíveis que 
possuem mesmo conjunto A são equidiferenciáveis, pois podemos ter curvas 
que não são equisingulares e no entanto, possuem mesmo conjunto A, como 
mostra o exemplo abaixo. 

Exemplo 2.5 Sejam as curvas dadas pelas parametrizações: 

Aplicando o Algoritmo 2.1 obtemos os semigrapos 

F1 =(6,14,39) e F2 =(6,14,23). 

A aplicação do Algoritmo 2.2 indica que uma Base Standard Mínima para 
os módulos de diferenciais das curvas acima é G1 = G2 = {dx, dy, dz, }, 
onde 

14f 3t para C1  
í=xdy-

6 --ydx=1 19t para C2. 

Desse modo, A1  = A2  = {0, 6,12,14,18,20,23,24,26,28,29,30,32,34, .. 
embora I'1 F2. 
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2.2.1 Curvas de Interseção Completa 

No restante desta seção, C é uma curva algebróide irredutível de interseção 
completa, ou seja, C é dada por um conjunto de equações fi,. . . , f.i E 

Seja v(Xi) = v0  = muit(C). Em O, temos quejj 	= O para 
todo i = 1,.. . , n - 1, ou equivalentemente, 

/ dz2  \ / 

M1 . 

\ dx1, j 

onde 
f1x 2  

M1 = 

f.-1x 2  

(2.3) 

Carhoniie, em [Car] pag. 376, mostra que 1M11 = det(M1) E 	e IMi = 
det(M) E 0*, onde 

f12 

M= 

f-1 2  

— firn, 

—ffl-1 X fn—ia 

 IC 

fn—i x+j 

(2.4) 

para todo i = 2,..., n. 
Desse modo, em OdO ® , onde é o corpo de frações de 0, temos 

dx=  Ml  dxj 
IMi l 

para todo i = 1,... ,n. 

Observação 2.5 Herzog e Kun; em /HKJ, mostram que para urna curva de 
interseção completa C tem-se 

v(IPv!iI) = 	— 1, 

onde é o condutor do sernigrupo associado à C e v0  é a multiplicidade da 
curva. 

(2.5) 
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Assim, denotando por xí  = ip(dxi) para i = i,. ,n, temos 

(1 M  1  
\ ; / 

No caso de curvas planas, isto foi mostrado por Azevedo, em /Az/ Prop. 
5 pag. 17, e por Zariski, em fZ2J pag. 11. 

Utilizando a relação (2.5), que v(x'1 ) = vo - 1 e que 

v 	f 	= dimK
K[[JJ 	

dimK 	
K[[]1 

9.) 	(fl,. ... f.—,, f) 	(f'. . ,fi,g) 

para hipersuperfícies f, g E K[[X]J, podemos aplicar o algoritmo para obter 
uma Base Standard de O-módulos para OdO, na verdade para (OdO), 
mesmo quando a curva C for dada por meio de equações  
M c K[[K]]. 

Exemplo 2.6 Seja C a curva aigebróide irredutível plana dada por 

f(X,Y) = Y 3 +X5Y+X7 . 

Uma vez que dimK"i2 = 3 e dirnK K  ''J1  = 71  ternos que B = {X, Y} 
é uma Base Standard Mínima para O, F = (3,7) é o semi grupo associado à 
C e p = 12 é seu condutor. 

Como C é plana e portanto de interseção completa, ternos que 

JM1J=f e JM21=—f. 

Vamos aplicar o algoritmo para obter uma Base Standard de ib(OdO). 
Inicialmente temos G = {dx, dy} e a lacuna iimitant.e é 1 = p, - 1 = 11. 

O único S-processo mínimo a ser considerado é da forma S = xdy - 
a1  ydx. 

Usando que dy = —dx, temos que 
fv 

( f, 	 dx 
5 = 	- a1y j dx = (—xJ - aiyf)—. 

\ Jy / 	 fy 

Como v(g) = dimK"  ;r = ordx (Ry(f,g))  para g E K[[X, YJJ, pode-
Mos determinar o valor de a1  de modo que S, seja de fato, um. S-processo, 
ou seja, v(S) > v(xdy) = v(ydx) = 9. 
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Urna vez que 

Ry(f, —Xf x  - ai Yfy) = (3a1  - 7)3X 2' + (a1 - 2)(2a1  - 5)2X 22, 

a única escolha para a1  de modo a tornar S um S-processo é a1  = 	i.e., 
S = xdy - yLx e dessa forma 

v(S) = ordx (R (f. —Xfx - Yfy)) + v () = 22 -12 = 10. 

Assim temos, 2 = xdy - ydx com, v() + 1 = 11. 
Urna vez que no próximo passo a lacuna limitante é 1 = 8, vemos que não 

existem. S-processos a serem considerados. Portanto, o algoritmo finaliza 
com. a Base Standard Mínima G = {dx, dy, } para ip(OdO). 

Além disso, corno C é de interseção completa, ternos que 

1(T) = p,  - (A \ F) - 12 - 1 = 11. 

Definição 2.7 Seja C uma curva aigebróide irredutível dada por f 1 ,. ... f 
E M* c K[[X1  . . . , X,]] IMI para i = 1,... , n. como definidos em. (2.8,) e 
(2.). 

O ideal jacobiaiio de  éo ideal j deO gerado por M para i = 1. ..,n, 
i.e., 

J= (IMJI ... ,JMI)O. 
A codirnensão de J em, O é chamada de número de Tjurina de C, ou 

seja, 
K[[X1  .... X]] 	 o 

dim.K 	
.. , f_i, jM1  1. .. , M, 1) 	17  

= dimK 

Pela Observação 2.5, temos que a multiplicidade e(J) do ideal J, ou seja, 
a menor ordem de um elemento não milo de J, é 

e(J)=i+vo-1, 

onde vo  é multipliciade de C e ít é o condutor do semigrupo associado à C. 
Sejam p  e ip as aplicações, definidas em (2.1) e (2.2), dadas respectiva-

mente por 
ÇO: 
	

O 	 K[[]] 
g 	i-* g(p j(t),.... p- (0) 

b: OdO -* K[[t]] 
E", gidxi  '-4 	EiL 
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onde g,g1,. ;gn e O, xj = pi  (t) para i = 1,... ,n é uma parametrização 
para C com x1 = t onde v0  = mu1t(C) e x = 

Uma vez que J e OdO são 6-módulos gerados por  
e 	{dx, .... dx,} respectivamente, temos que 	(J) e '5(0d0) são 

(0)-módu1os gerados por {(IM1 ),. , 	M)}, respectivamente por 

Considere o epimorfismo de (0)-módu1os 

b(0d0) 
X. 

(2M) 

para todo i =1,... ,n,. 

Lema 2.1 O epimorfismo qf. está bem definido e é um isomorfismo de W(0)-
módulos. 

Dem.: Mostremos que qf. está bem definido. 
Seja >I 	 = O com gj e 0. Uma vez que em OdO 00  C 

temos (2.5), i.e., 

MI  
dx = Ml I 1  

para todo i = 1,... , n. Em K((t)) temos 

xi  
(IMI) = W0M1 I) x1 

para todo i= 1,... n. 
Desse modo 

O 	>i 1 	 = 

= (g»Mi ) + 	 = 
X1  

P(IM - 	hI) >z - 

Portanto, >i 	ço(g j)x 	O, mostrando que está bem definido. 
De modo análogo, mostra-se que 0 é injetor. 
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O isomorfismo 0 possui interessantes propriedades. Por exemplo, a propo-
sição abaixo mostra que podemos, por meio de 0, relacionar uma Base Stan-
dard Mínima de (J)  com uma Base Standard Mínima de V(OdO). Além 

disso, 0 preserva a ordenação dada pela valorização discreta v de 0 = K[[t]]. 

Proposição 2.3 Seja 0 o isomorfismo de W(0)-módulos definido em (2. 
Ternos que; 

1. v(g) = v((g)) + t, para todo g E W(J). 

. Se G = {w1,.. ,W} é urna Base Standard Mínima de W(0)-módulos 
para b(OdO), então '(G) é uma Base Standard Mínima de W((9)-
módulos para (J). 

Dem.: Uma vez que 
Imil   dx= lMd1 

para todo i = 1,.. . , n em 0d0 (&0  um elemento g.E W (J) pode ser escrito 
como 

M11)  g = 	h(IMl) = 	, 
i=1 	 Xi 

onde hi  E (0) para i = 1,.. , n. 
Assim, pela Observação 2.5 temos 

2)(g)=2) (1:hiW(IMii)) v (x;)  

Sejam F urna Base Standard Mínima de álgebras para (0) e G urna 
Base Standard Mínima de (0)-módulos para (OdO). Estabelecida uma 
maneira de efetuar a redução por F e por (G, F), temos que cada elemento 
de i/(OdO) tem uma representação única segundo essa maneira fixada. 

Tomando um S-processo, como (0)-módulo, de um par de elemen-
tos (r'(w1), '(w2)) E r1 (G) x r'(G), digamos S = F 1 (w1 ) - 

vemos que S possui uma redução final zero módulo ( 1(G), F). 
De fato, escrevendo S = ' (Fawi - aFw2) e usando o fato de que G 

é uma Base Standard de módulos para /(OdO), pelo processo de redução, 
temos que 

PGf 

=1 \YET 	J 

i=1 
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com b.. E K e T c TN'. Mas isso induz uma redução -final de 8, módulo 
(/r'(G), F), de forma a podermos escrever 

OG 

bFq
jrj (n~i J 

Portanto, '(G) é uma Base Standard de módulos para J e como as ordens 
dos elementos de '(G) são todas distintas, pois G é Base Standard Mínima, 
segue que a Base Standard 0-' (G) também o é. 	 R 

Observe que se /i E K[[t]] é tal que v(h) > lí - 1, então h E t/(OdO), 
conseqüentemente, qualquer elemento de (0) com ordem maior ou igual a 
2i - 1 pertence a 

A proposição anterior nos dá como corolário um resultado obtito por 
Zariski, em [Z11, no caso de curvas planas e generalizado por Pinkham, em 
[Pi] Chap. 111 10.4 para curvas Gorenstein. 

Corolário 2.1 Se C é uma curva aigebróide irredutvei de interseção com-
pleta, então r = 1(T), onde T c OdO é o O-subrnódulo de torção. 

Dem.: Da Definição 2.7 de r, temos que r = 	- v(J)), hasta assim, 
calcularmos quantos elementos de F menores que 2i. - 1 não pertencem a 
v(J). Uma vez que temos 9 elementos até p que estão em r' \ V(J), pois 

o menor elemento não nulo de v(J) é I L + vo - 1, resta calcular quantos 
elementos 'y E r \ v(J) são da forma lí < ^í < 21j, - 1. 

Pelo teorema anterior, para cada elemento .À E A obtemos um elemento 
em v(J) da forma .À + i. Como até t, temos + (A \ F) tais elementos, 

no intervalo [, 2 - 1[ teremos p 
- ( + (A \ r)) elementos em r \ v(J). 

Portanto, 

7- 	O(F - v(J)) = ~~ + li, - ( 

11 
+0(A\F)) = li, —(A\r)=l(T), 

onde a última igualdade é garantida pela Observação 2.4. 
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Exemplo 2.7 Seja 
( x = 

C: 	= 12 + t13, 

cuja equação cartesiana é dada por f(X, Y) = (Y2  - X3 )4  - 8X8 Y(Y2  + 
x3) x'3. 

De acordo com o item 3 do Exemplo 2.4,  O tem uma Base Standard 
Mínima dada por F = {x, y, z} com z = - 	e OdO possui uma Base 
Standard Mínima dada por G = {d.-v, dy, dz, S2, 22,  S23 , S2, S25 }, onde: 

21  = 3ydx - 2xdy, 

92 	8x;dz - 25zdx, 

= 12ydz 25zdy, 

25x2 zdx - 8y2 dz + 202 zdz, 
25 

= yzdx + 8x3 1  - 6zí 1 . 

Assim, urna Base Standard Mínima para j  é dada por 

-11t1\ ft C t 	t t 
'P 	1JY,JX,JO,J1,J2,J3,J4,J55, 

onde: 

fo = 2yfx + 3x2 fy, 

fi = 3yfy + 2xfx, 

f2 = 8xfo  + 252f)/, 

f3 - 12yf - 25zfx, 

202 
f = —25x2 zfy - 8y2fo + 

f5  = - lJZfy + 8x3f1  - 6zf1. 
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Capítulo 3 

Equivalência de Curvas 

Neste capítulo, passaremos a uma das questões mais importantes da teoria, 
que permanece aberta, a classificação das curvas algehróides irredutíveis. 

Na primeira seção, introduzimos a relação de equivalência de curvas ai-
gebróides irredutíveis, bem como invariantes aritméticos com respeito a essa 
relação. Alguns desses invariantes não dispunham de métodos sistemáticos 
para serem obtidos, conduzindo a alguns erros ou a resultados incomple-
tos. No entanto, com as técnicas apresentadas nos capítulos anteriores, tais 
invariantes podem ser obtidos por algoritmos que são implementáveis. 

A segunda seção se restringe ao caso das curvas algebróides irredutíveis 
planas, as quais denominamos simplesmente, de ramos. Introduzimos o dia-
grama de lacunas especiais de um ramo e obtemos alguns refinamentos para 
o algoritmo que permite obter uma Base Standard para OdO. As notações 
usadas nessa seção são as mesmas adotadas na subseção 2.1.1. 

3.1 Invariantes Aritméticos 

O problema central da teoria é a classificação dos ramos, módulo a relação 
de equivalência abaixo. 

Definição 3.1 Se C1  e C2  sôo dois ramos dados pelas séries formais fi, 
respectivamente f2  de K[[X, Y]], entôo dizemos que C1  é equivalente a 
escrevendo neste caso 	se exist.ern uma unidade u e um autornorfism.o 
1 de K[[X, Y]J, tais que 

(f)=ug. 

59 
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É fato bem conhecido que dois ramos são equivalentes se, e somente se, 
seus anéis locais são isomorfos. Na verdade, se definirmos a equivalência 
de curvas algebróides irredutíveis, não necessariamente planas, pelo isomor-
fismo de seus anéis locais, então quando K = e as curvas são analíticas, a 
definição anterior coincide com a equivalência analítica. 

No restante desta seção, estaremos interessados em estudar invariantes 
aritméticos com respeito à relação de equivalência de curvas, acima definida. 

E !mediado verificar que a multiplicidade de um ramo é um tal invariante 
aritmético. 

Uma vez que, para toda unidade u e todo automorfismo de K[[X, Y]J 
temos que 

K[[X,Y]]- 
 dimK 	

K[[X,Y]J  
rn dz1 

UM - 	(u1(f),u1(g))' 

e que u(g)percorre K[[X, Y]J quando g percorre K[[X, Yj], vemos que o 
semigrupo 1' de C é um invariante aritmético da relação de equivalência de 
ramos. 

Como já vimos anteriormente na Definição 2.2, duas curvas C1  e G2 são 
equisingulares (c1  c) se, e somente se, os semigrupos de C1  e G2 coinci-
dem. Quando K = C e no caso de ramos analíticos, a relação de equisingu-
laridade corresponde a equivalência topológica. 

Lembre-se que as ordens dos elementos de uma Base Standard Mínima 
do anel local 0 nos dão os elementos dos sistema mínimo de geradores do 
semigrupo 1' associado a uma curva algebróide irredutível C, não necessaria-
mente plana. Portanto, dadas duas curvas C1  e C2  podemos decidir se estas 
são eqiiisingulares aplicando o Algoritmo 2.1. 

Na verdade, o semigrupo de valores e o conjunto de lacunas especiais de 
uma curva algebróide irredutível são invariantes aritméticos, como mostra a 
proposição abaixo. 

Proposição 3.1 O sernigrupo de valores 1', bem como o. conjunto A = 
{v (w) + 1; w e OdO} são invariantes com respeito a relação de equivalência 
de curvas algebróides irredutíveis. 

Dem.: Note que, quando nos restingimos ao caso de ramos a invariância do 
semigrupo de valores já foi cdnstatada. 

Sejam C1  e C2  em K[[X1,.... XJJ, duas curvas algebróides irredutíveis 
equivalentes, ou seja, seus anéis locais O, respectivamente 02 são isomorfos. 
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O isomorfismo entre os anéis locais se estende de maneira única aos corpos 
de frações K1  de 0,  respectivamente 1C2  de 02. 

Sejam i. 	K[[t1]] e 2 = K[[t2]J os fechos inteiros de 01 em KI, res- 
pectivamente de 02 em K2.  A extensão do isomorfismo dos anéis locais abs 
corpos de frações, permite definir um K-isomorfismo 

:02 -01. 

Como preserva ordens, temos 

(t2) 

onde u é uma unidade de K[[t1]]. 
Segue deste modo, que F2  = v(02) = v((02)) = v(Oi) = F1 , ou seja, o 

semigrupo de valores é um invariante aritmético com respeito a equivalência 
de curvas. Mais ainda, preserva Base Standard Mínima de anéis locais, 
i.e., se B = {yo,.... yg}  é uma Base Standard Mínima de 02, então (B) é 
uma Base Standard Mínima de 01. 

Sejam os homomorfismos Pj  e j definidos em (2.1), respectivamente em 
(2.2) para j = 1, 2. Se 22 = ILo gidyi  e 02d02  com gj e 02, então 

b2(2) - >o2(gi)o2(yi)'  e 02. 
i=O 

Como 

2(2)) = 
i=O 

e ((gi)) = 1(h) com hi  E 01, temos que 

(p2)) = 
i=O 

Agora observe que 

(p2 (vi))' = (u + u't1)( 2(y)'), 

(P2(Yi)' ) 

onde W1 uma unidade em K[[t1 ]] que não depende de yj  e (B) = 
{zo,... ,zg}. 
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Desse modo, 

= Y:Wl (hi)wl (zi )l  ) wi  = 01 POWI) 
(i=O 

com 21  E 01d01 . 
Assim, temos 

v( 2) = ?(2(2)) = ?'(('2(2))) = v(11  (2  1 	= 

011 seja, A2  C A1. 
De modo análogo, mostra-se que A1  C A2  e portanto, A1  = A2. 

Observação 3.1 Note que pela proposição anterior ternos que 

'2((92)) = pi(Oi), n.o entanto, 	02(02d02)) 	1 (0d0). Na ver- 
dade, ternos 

= ' i ((9idO j )w1 , 

com w1  como descrito na demonstração da proposição acima. 
De fato, temos que 

2(2)) = 
	

C 	 = 

com w1  E K[[t1]] e w2  E K[[t2]1 unidades que não dependem. das diferenciais 
C 22, mas sim do K-isornorfismo I. Segue assim., que 	= 1. 
Como 

1 2((92d(92)) C ' 1(01d01)w1  

temos que I(12(02d02)) = 1 (Oi d(91)w1 . 

Lembremos que 1' C A, mas A não determina, em geral, o semigrupo 1', 
vejaExemplo 2.5. 

Resaltamos que os algoritmos apresentados para obter uma Base Stan-
dard Mínima para o anel local O e para o módulo de diferenciais OdO, 
conseqüentemente para ábter 1' e A, permitem que reconheçamos quando 
duas curvas algebróides irredutíveis são equisingulares e equidiferenciáveis. 
Assim, o estudo da equivalência de curvas pode ser reduzido ao conjunto das 
curvas que possuem os mesmos conjuntos 1' e A. 

No caso de curvas algebróides irredutíveis que são interseção completa, 
mostramos no Corolário 2.1 que o número r de Tjurina pode ser obtido por A 
e 1', assim -r é também um invariante aritmético com respeito à equivalência 
de curvas algebróides irredutíveis. 
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3.2 Classificação de Curvas 

Como já mencionamos anteriormente, um dos problemas centrais da teo-
ria, até o momento não resolvido, é decidir quando dois ramos f   e f2  são 
equivalentes. Obviamente esses ramos devem possuir o mesmo semigrupo de 
valores, i.e., devem pertencer a mesma classe de equisingularidade F. 

O primeiro passo é encontrar formas normais para os ramos de uma 
mesma classe de equisingularidade para posteriormente obter critérios para 
decidir quando dois ramos na forma normal são equivalentes. 

Dado um ramo, i.e., uma série irredutível f E K[[X, Y]J e lt o condutor do 
seu semigrupo de valores F, pelo Teorema da Função Implícita de Tougerou 
(Veja Prop. 23 de [Ru]), temos que f é equivalente ao seu truncamento g 
até a ordem 2lt, ou seja, f - g E M' onde Mx,y é o ideal maximal de 
K[[X, Y]]. 

Após mudanças de coordenadas, facilmente determinadas, que cor-
respondem ao Teorema de Preparação de Weierstrass (Veja Prop. 3.3 de 
[Ru]), podemos considerar 

g = yvo + ai(X)Yv0_l  + 	+ avo  (x), 

com ai  (X) polinômios tais que ordxa(X) > i para 1 < i < vo, degxa(X) + 

v0  —i <2i e v0  %v1, onde v0  = mult(g) e 7)1  = I(g,Y). 
Pelo Teorema de Newton-Puiseux (Veja Prop. 4.4 de [Ru]), existe uma 

parametrização de g da forma 

£ :i; = 

y = tv,  + 

O método de Newton-Puiseux para determinar estas parametrizações, 
apesar de construtivo, envolve, eventualmente, um número infinito de opera-
ções. Veremos mais adiante que um número finito de termos na série y, 
mais precisamente o seu truncamento até a ordem i, determina uma curva 
equivalente a g e portanto, uma forma normal para a curva original f. 

E fato conhecido que os expoentes característicos 	,. . , , como 
definidos na Subseção 2.1.1, determinam e são determinados pelo semigrupo 
de valores F. Obtemos assim, um aberto de um espaço afim 

K1_l_tJt \ H, 

com H = U 2  {b0  = O}, que contém pelo menos um representante de cada 
classe de equivalência de curvas na classe de equisingularidade dada por F. 
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É portanto necessário, saber reconhecer quando duas parametrizações d 
Puiseux, representam curvas equivalentes, isto equivale a estudar critérios d 
isomorfismos para subáneis de K[[t]J, do tipo K[[t'°, tt" + > j>1 a:t]J, qu 
denominamos áneis de Puiseux. 

A proposição abaixo, estabelece critérios de isomorfismos para anéis d 
Puiseux quaisquer. 

Proposição 3.2 Sejam 41  = K{[t ° ',p1(t1), .... pr (ti)]} c K[[t 1 ]] e 142 = 
K[[t

V02 	 - 	 ?'ij 2 	, q1(t2),.... qr (t2)}] C K[[t2]] anéis de Puiseux, onde p(t) = 
COM VO,j < ViJ e Vk,j 	(v0, )  . . •, NJ, . . , Vr,j) para j = 1, 2, i = 1, .... r e 
k=O, ... ,r. 

As K-álgebras 41  e 42  são isomorfas se, e somente se, 

1. Vk,1 = 11k,2 	Vk para iodo k = O,.... r. 

2. Existem Pk E 41  para k = O,... ,r, c E K*,  com v(Pk) > v, e um 
K-isomorfismo 

4: K{[t2]} - K[[t1]} 

tais que 

I(t2) = ct1  (i + Po vo 

e 
(qj) = cipj + Pi, 

para todo i = 1,. . . j. 

Dem.: Inicialmente note que as condições 1) e 2) indicam que (Á2) C 41  
e que 'I(A1 ) C 42. Portanto, o K-isomorfismo se restringe a um K-
isomorfismo entre 42  e 41. 

Reciprocamente, como na Proposição 3.1, um K-isornorfismo entre os 
anéis de Puiseux A1  e A2, se estende a um K-isomorfismo entre seus fechos 
integrais, que pela Observação 2.1 são K[[t1 ]}, respectivamente K[[t2]]. Como 

preserva ordens, a condição 1) segue. 
Sabemos que é tal que (t2) = ut 1 , onde ti é uma unidade de K[[t 1 ]}. 
Como I(t°) = 1(t2)t)0  = ut)0to E 41 , podemos escrever t0uvo = c1  (t° + 

P0) com P0  E A1  e v(Po) > v0 . Temos assim que UVO = c1  (i + 	i.e., 

p0 \o 
u=c(1+) 
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onde c = cj'° é unicamente determinado. 
De modo análogo, como Vk 	(vo,... . 	, V), para; todo k = O,. , r, 

temos que 
'(q(t2)) = c"p(t1) + Pi , 

com P E 41  univocamente determinado e v(P) > vi  para todo i. = 1,... , r. 

Dado um anel de Piiiseux Á1  = K[[t°,pi (ti ), 	,p,.(t1)]], escolhidos Pk E 
A1  para k = O,.... r e c E K* satisfazendo as condições da proposição 
anterior, ou seja, p(t1) = t +- com v0  < vi  e Vk 59 (1)0, 	, ) 	, V.) para 
i = 1,... , r e k = O, 	, r. Temos que A1  é K-isomorfo ao aliei de Puiseux 
Á2 = K[[t0,qi(t2), .... q(t2)]J, onde 

t2 	
ctl(  

1+ 	) 
p0\;; 

e 
qj = J' pi  + Pi, 

para todo i= 1, 	,r. 
Neste caso, dizemos que A2  é obtido de A1  por mudanças de coordenadas. 
Retornemos ao estudo da equivalência de ramos, ou seja, aos anéis de 

Puiseux dados por A = K[[tl'o,y]], onde y = t' + j>v1 bt com v0  < v1  e 
V0 %V1. 

Exemplo 3.1 (HOMOTETIAS) 
Mudanças de coordenadas do tipo 

= Ct1 

Y2 = 
com c E K*,  são chamadas de homotetias. 

Se Yi - 	+ Ej>v1 biO,então 

Y2 = c"1(tr + 	bt) = (ct1) "  + 	bjcvl_i(cti )i = t"1  + 	b&"4 
j>Vl 	 i>Vj 	 i>v1 

Veja que esse tipo de mudança não permité eliminar nenhum, termo em Y2• 
No entanto, podemos tornar o coeficiente de qualquer termo presente, igual 

a um, escolhendo c = 	onde bi  é o coeficiente do termo em questão. 



b4 
( 	

vo) ( 
\i\ 

i>v1
=dt+ 

termos de 
ordem 

superior 

qdx1  —pdy1  

dz1  

00 /1 
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.Exemplo 3.2 Consideremos ,as mudanças de coordenadas do tipo 

/ 
t2 ='t(t1)=t1 (i+--) 	e y2 =y1 +q. 

\ 	"
vo 
1/ 

Queremos deterriiinar Y2  (t2) = 111 ( 1(t2)) + q( - 
t2  + h(t2), temos que y1(r 1 (t 2)) = y1(t2) + H((t2)), onde 

H((t2)) = 	btj 
((i)

vo 

	

3 	ti 

 ()i) 

Desse modo, teremos 

= t o  
/ 

Y2 = t 1  + ::>1 b4 + q - p - 	bt i:2 
 

Vemos que se 

'(t2)). Como 	'(t2) 

então podemos substituir p e q por cp e cq de modo a obtermos d = —b1. 
Assim, a mudança acima, elimina o termo de ordem 1 em y2(t2), sem alterar 
os temos de ordem inferior. 

Em particular, se 1 E r, então podemos tomar p = O e q e O, com 
v(q)=1. SelEr+v1 —v0, então podemos tomar q=O epeO, com 
v(p) = 1 - v1  + v0. Desta forma, podemos sempre eliminar os termos na 
parametrização de Puiseux de um ramo cuja ordem estão em F U (F + v1 — vo), 
sem que alteremos os termos de ordem inferior. 

Toda mudança de coordenadas de um anel de Puiseiix é composição de 
uma mudança do Exemplo 3.1 e uma mudança do Exemplo 3.2. 

Deste ponto em diante, para facilitar nossos cálculos, estaremos con-
siderando as parametrizações sem os termos que podemos eliminar como 
descrito acima. 

Definição 3.2 O conjunto qzie pararnetriza todas as curvas com semigrupo 
IP fixo, módulo a relação de equivalência de curvas, será chamado de classe 
de eqilisingularidade e denotado por M. 
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Note que pelo Exemplo 3.2, para efeito de classificação de ramos, basta 
considerarmos parametrizações de Puiseiix truncadas no condutor p do semi-
grupo [' do ramo, isto justifica o fato mencionado no início desta seção. 

Observação 3.2 Vamos caracterizar as lacunas do semqnLpo 1' maiores 
que v(y) = v1 , urna vez que dentre elas estão as potências na representação 
paramétrica que estaremos considerando. 

Seja 1' = (v0, V1, . . . , v) () semi grupo (te valores de urna (?IIV(L ir7edU1111(I 

plana e (ai)io,...,0_i  a seqüência de Apéiy de F com relação à v0, ou seja, 

a0  = O e ai  = min{F \ U{a + volN}}, 

parai = 1, .... v0  —1. A saber, temos que 

{ao, a1 ,.. . , a 0_i} = 	sv; O 	s 
i= 1 

onde ni --MDC(vO ... 
MDC(Vo, .... Vi) 

Um número natural 1 é urna lacuna de 1' maior que a1  = v1  se, e somente 
se, 1= a j  — jvo  para algum, i= 2, .... v0 — 1 e algum  = 

vo  De fato, os inteiros da forma a - jv0  com j > O são obviamente lacunas 
de F e a condição a - jv0  > v1  é equivalente a 1 <j < 

Seja 

í :i; = tVo 

1/ = tv,  + >:_i:> 1  bt, 

com i['U(I'+v1  —v0). 
Ao aplicarmos o algoritmo para obter uma Base Standard Mínima para 

OdO, partindo de uma parametrização de C, o 5-processo de menor altura 
é xdy - ydx = 	(i - v1)bt'°-'. 

vo  Se bi  = O para todo i > v, então 

t"0  
C: 

{ ; = 

com MDC(vo, v1) = 1, pois estamos assumindo que a parametrização de C é 
primitiva. Além disso, o algortimo finaliza, nos levando a concluir que A = F 
e r = p.. 

C 
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Se existe um 	O, então pondo ) = min{i; b 	,O}, temos que 9= 
xdy - 'ydx é tal que v(í) + 1 = ) + v0. A diferencial 9 é não exata, pois 

vo  ).+voØF. De fato, =kvi -jvo  com j>2ou/32=v2+vi — , 

com e1  =MDC(vo, v1 ) e > 2. Em ambos os casos, tem-se que ) + vo  Ø F. 
Na verdade ). + v0  é a menor ordem que uma .DNE pode assumir. Assim, 
) + vo  = min{l; 1 E A \ F}, e portanto, ) é um invariante com relação a 
equivalência de curvas. 

Pelo que observamos acima, uma curva tem r máximo se, e somente se, 
ela é equivalente a curva 

fx = 

• 
y=tvl. 

Estes fatos foram mostrados por Zariski em [Z1]. 
A lacuna ), definida acima, será chamada de invariante de Zariski. 

Observação 3.3 	1. O limitante superior para 'r é o condutor lí do semi- 
grupo de valores F associado à C, um limitante inferior para 'r é 

- M + v1  + vo  —3. De fato, sabemos que ',- = li, - fl(A \ F), onde 
A = {v(w) + 1; w E QdQ}. Vamos supor que A \ F {}, pois coso 
contrário 'r = p, como vimos anteriormente. Seja v(w) + 1 E A \ F, 
como o menor valor que v(w)+ 1 pode assumir )+vo> v 1  +v0 , /(',mos 
que v(w) + 1 E {l Ø F; 1 > v1  + vo }. 

Os elementos de F menores ou iguais a v1  ± v0  são: 

1v1{O L vo,vi, Q, v0, 2v0,..., 	1 	-1 + 1)vo, v1
J 	 v0J 

ou seja, existem v1  + vo - [i] —3 lacunas menores que v1  +v0 . Assim, vo  

+v1 4  vo[]43<r</. 
2 	 v0  

Note ainda, que urna condição necessária para r < li, é que v0 > 2. 

2. Pela Observação 3.2, temos que uma Base Standard Mínima de OdO 
possui no máximo v0  - 2 DNEM's. De fato, se w1  e w2  são DNEM's, 
com v(w1)+1 ai  modv0  ev(w2)+1 ai  modv0, entãov(wi )—v(w2) = 
kv0. Se k > O, então v(w j) = v(x'w2), caso k < O terno v(w2) = 
v(.x_'w1), assim, uma das DNE não seria minimal. Como a menor 
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ordem que urna DNEM pode assumir ,\+v0-1 >vi +?7o-1 > a1 = vi, 

devemos ter no máximo v0  - 2 DNEM's. Note ainda que a DNE de,  
menor ordem em um dado passo do algoritmo é rninimaL De fato, tal 
DNE não se reduz módulo as diferenciais minim.ais obtidas rios passos 
anteriores e, nos próximos passos, todas as DNE terão ordem superior 
a esta. Desse modo, temos 

número de passos < número de DNEM's < vo — 2 
do algoritmo 

Seja r = (vo,v1,... vg ) o semigrupo associado a um ramo e a e IN com 

1 
a,0 1

,0 	— 

i_vi 

] > 	Comocada lacuna 1 > v1  é expressa,expressa,inicauenLe na 
VO 

forma 1 = 	jv0 = >iI 1  sv 	o'o, O < 5k < 17k, 0 < o 	
[ai—vi]  < 

onde nk 
= MDC(lOr.:,Vk 	e as lacunas de r que estão em A possuem essa 

propriedade, podemos representar os elementos de A em 4g+1,  através da 
aplicação 

A 

>IILi skvk — s0v0  

 

g+1 

 

 

(o—so,si, ... ,sg ) 
(3.1) 

Utilizaremos constantemente a representação de um inteiro sob a forma 
g 

>Ik=1 5kk — s0 v0 , com 0 < 5k < nk e so E W onde ni  
= 

MDC(VO  ... 
 MDc(vo,...,v) 	

Tal  
representação será chamada de escrita única ou escrita privilegiada. 

	

Seja w e OdO uma DNEM e considere v(w) + 1 = 	5kVk — sovo na 
escrita única. Se F = {fo,.... f9} é uma Base Standard Mínima para o anel 
local Oca = (ao,.. .,ag) e J+l tal que s +j < ni e 5o — o >0, então 
v (Faw)  é ainda uma lacuna que está em A\ r e portanto uma lacuna especial 
(cf. Definição 2.5). Veja que se A r, então max{A \ r} =p.— 1. 

Definição 3.3 O diagrama em fl+l  constituído dos pontos correspondentes 
as lacunas v(w) + 1 = 	svj — sovo, O < si  < n, O < s0  < a onde w 
urna DNE, por meio da aplicação 

s 	s0v0 4 (a 	o, 5i, 	) 5g) 
i=i 

chamado de diagrama de lacunas especiais de C. 
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Exemplo 3.3 Seja 
x = 
y = t12  + t13. 

Pelo item 3 do Exemplo 2.4, sabemos que  = (v0,Vi,v2) = (8,12,25), 

A\ r = {21, 29, 34,38,42,46,47, 51, 54, 55, 59,63,67,71, 79} 

e as lacunas correspondente às ordens de DNEM são {21, 34, 38, 47, 51}. 

Temos 

21 = 1v2 + 1v1  - 2v0, 

34 = 2v2  + 0V1  - 2v0, 

38 = 2v2  + 1V1 - 3v0, 

47 = 3v2  + 1v1 - 5110, 

51 = 31;2 + 0v1  - 3v0. 

Tomando a = 10> 
 10_j-V1 = 	obtemos o seguinte diagrama de lacu- vo 	8' 

nas especiais para C: 

3 

47 

38 

A 7 — s0 21 	 

Q(A \ ) 

Por simplicidade, representaremos apenas a região que contém os pontos 
do diagrama. Veja que basta fornecer a indicação de um ponto para que 
possamos nos orientar e determinar os demais. 

Na figura abaixo, apresentamos apenas a região que contém os pontos de 
(A \ r), onde o ponto frontal superior direito corresponde à p. - 1. 
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Uma vez que A\ F é um invariante com respeito à relação de equivalência 
de curvas algebróides irredutíveis planas, temos que o diagrama de lacunas 
especiais é também um invariante, uma vez que este é obtido de A \ F. 

Observação 3.4 O algoritmo para obter uma Base &andard Mínima para 
OdO apresentado no Capítulo 2, é eficaz no sentido de que pode ser aplicado 
para representações paramétricas com qualquer grau de generalidade, i. e., 
podemos aplicar o algortimo para uma curva genérica, ou seja, para urna 
escolha arbitrária dos coeficientes e para urna curva específica. Isto permite, 
entre outras coisas, o estudo completo do invariante A \ F para uma dada 
classe de equisnguiaridade. Como conseqüência, podemos determinar iodos 
os possíveis números de Tjurina na classe de equisingularidade, bem como 
descrever Iodas as classes de equidiferenciabilidade. 

A determinação do número de Tjurina mínimo numa classe de equisin-
gularidade e algumas variantes foi abordado em vários trabalhos (cf.  [D2], 
/BGMJ, /Pelj, /Pe2j e /Z2j). 

R. Peraire, em /Pelj, apresenta um algoritmo para obter o número de 
Tjurina mínimo para uma dada classe de equisinguiaridade. No entanto, f,ai 
algoritmo contrariamente ao nosso, não se aplica a uma curva específica, por 
se basear apenas na aritmética do semigrupo em questão. 
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Em fPeJ, a mesma autora determina o número de Tjurina mínimo para 
curvas numa classe de equiingularidade de gênero 1 com invariant ) de 
Zariski fixo. 

Por outro lado, C. Delorme, em [D21 apresenta um algoritmo para deter-
minar as lacunas especiais para curvas numa classe de equisingularidade de 
gênero 1, que não se estende para gênero superiores e é menos sistem6tico 
do que o nosso. 

Na seqüência, apresentamos um exemplo, onde obtemos todos os possíveis 
conjuntos A para uma classe de equisingularidade Mi-  fixa, ou seja, determi-
namos todos os estratos Mr,A  do espaço Mi- correspondentes às classes de 
equidiferenciabilidade definidas por A. 

Note que, tal análise não poderia ser realizada com as técnicas até então 
disponíveis. 

Exemplo 3.4 Seja 1' = (6,9,19). A seqüência característica das curvas ai-
gebróides irre4utívis planas com semigrupo associado 1' é fio  = vo  = 6, $ 
v1  = 9 e /32 = 10. 

Uma vez que as lacunas der maiores que v1  = 9 são 

{10, 11, 13,14, 16, 17,20,22,23,26,29,32,35, 41}, 

temos que À = 132 = 10. 
Como já observamos, podemos considerar através de uma mudança de 

coordenadas, que o coeficiente do termo de expoente ,\ seja igual a 1 (cf. 
Exemplo 3.1). Além- disso, como 22 = v2+ v1  - v0  e 41 = 2v2  + v1  - v0  temos 
que as curvas determinadas por M1,  são dadas por: 

X = t6  
y = t9  + t10  + ai  til  + a2 t13 + a3 t14 + a4 t16  + a5t17  + a6t20+ 

+a7 t23 + a8 t26 +agt + a10t32  + a11t35, 

onde a = (a1,. . . ,a1 ) E K 11. Aplicando a Proposição 2.1, obtemos uma 
Base Standard Mínima para o anel local O de Ca dada por F = {s, y, z}, 
onde 

Z = Y2 - 	= 2t19  + (1 + 2a1 )t20 + 2a2 t21 + (a 2 + 2a2 )t22+ 
+(2a2  + 2a3)t23  + (2a1a2  + 2a3 )t24 + (2a1a3  + 2a4)t25+ 
+(a+ 2a4  + 2a5)t26  + (2a2a +2a1a4  + 2a5 )t27  + 

Ca: { 
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Apliquemos o Algoritmo 2.2 para obter urna Base Standard de Módulos 
para OdO. 

O S-processo de menor altura, que neste caso coincide corri sua redução 
final, é 

91 = xdy — ydx = t15 + 2a 1t16 + 4a2t18 + 5a3t19 + 7a4t21 + 8a5t22 +, 

Corno v(í 1) + 1 = 16, v(xí i ) + 1 = 22, v(z j) + 1 = 35 e v(xz 1 ) + 1 = 41, 
podemos considerar 1 = 32 como lacuna lirnitante. Dessa forma, os demais 
S-processos a serem analisados no primeiro passo, .ão: 

2 -dz 2ydy - 3x dx —* O  

xdz — zdx = (1 + 2a1)t25 + 4a1t26 + (3a + 6a2)t27 4-(8a2 + 8a3 )t28+ 
+(10a1a2 + 10a3)t29 + (12a1a3 + 12a4)t30+ 
+(7a + 14a4 + 14a5) 31 + -. 

9ydz-19zdy = 

+(-32a - 64a2 + 72a3)t31 + 

Agora devemos analisar algumas possibilidades: 

1. Se a1 54 -, então 2 = xdz - zdx. 

Temos assim, que v( 2) + 1 = 26, V(x2) + 1 = 32 e 1 = 29 passa a 
ser a lacuna limitante. 

(a) Se a1 	então 93 = 9ydz - 19zdy, v() + 1 = 29 e a lacuna 
18 

limitante pode ser considerada como 1 = 23. Uma rápida análise 
mostra que não teremos nenhum outro S-processo no próximo 
passo, o que indica o fim do algoritmo. 

(b) Se a = J, então no próximo passo os S-processos com altura 

inferior a 1 = 29, bem como suas reduções finais são: 

— zdx 	O, 

-18í2 38y 1 - xdz —* O, 

38x2 1 - ydz = — 640 t +••• { 
,dy 	j,íZ2}~ o. 

Assim, o algortimo finaliza. 
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2. Se a1  = -, então 	= ydz - 19   zdy, e v(í 2) + 1 = 29. 

Temos 

19 	—x2ydz 
zdz - ---zdx -4 

bzdy 
-4 	 (80.3  - + 0 2) t28+ 18 3 

+ (a2  + + lOa3) 29  + (_6a3  + a2  + 	+ 12a4  - 6a) t30+ 

11 	3 	11 	 43 2" 31 + - ---2  + (14a5 	a2  - a3  - - 6a2a3  + 14a4  - --a2) 

288 

com b = (6a2  + 11 - 

No próximo passo do algoritmo, os S-processos a serem considerados e 
suas reduções finais são,- 

1. 

	

x2ydz jzdy 	
o, onde b1  = ( 6a2  + 2y - zdx 

6x 2ydx —
18  zdy —1&23 

38yi - xdz - 	- O, onde b2  = (108a2  + 29—  

—222 38x2 - ydz -) O, 

--383 - (8a3  - + a2)2 
4x4dx 

18 3 --4 

onde 

xzdx 
:=At31 +, 

b3 = 90a2 -  540a3 -35, 

b4  = 156a 2  + 166a3  + 139a2 - 432a2a3  - 456n4 - 	e 

A = 224a2  + 14 - 532a5  + 63Oa -  532a4  + 644a2a3  576a + a2. 

Observe ainda, que se 8a3  - - + 4a2  = O, então a redução do último 18 	3 
S-processo corresponde, na verdade, a redução de —3823-

Podemos ter dois casos: 

(a) AO. 

Nesse caso, v(í24) + 1 = 32 e podemos considerar 1 = 26 corno a 
lacuna limitante, o que indica o fim do algoritmo. 
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(b) A = O. 
Vemos que nessa situação no há S-processos a serem conside-
rados cuja altura seja inferior a 1 = 32. Portanto, finalizamos o 
algo-ritmo. 

Rurníndo: 

A1 \F=16,22,26,29,32,35,41} r=35 
A2  \ F = {16,22,26,32,35,41} i- =36 

a = - A 7É O A: \ F = { 1.6, 22, 29, 32, 35,41 } T = 36 
A = O A4 \ F = {16, 22,29,35, 41} r = 37 

Os possíveis diagramas de lacunas são: 

26 
	

32 

29 

16 	22  

26 
	

32 

( 

1 

v 
16 	22 

A1 \ r:7--  {16, 22,26, 29, 32, 35, 41} 	A2 \ [' = {16, 22,.26, 32, 35, 41} 

32 

29 

16 	22 
	

16 	22 
A3 \F= {16,22,29,32,35,41} 

	
A4 \F= {16, 22,29, 35,41} 
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Observação 3.5 Azevedo em [Az], conjecturou que dado um semi grupo F, 
o ramo canônico associado à F, i. e., 

í x = to 
C: 	

=t01+ 

onde fio  < i3i < .. < /3 é a seqüência característica de F teria número de 
Tjurina máximo nesta classe de equisinguiaridade. 

Heinrich, apresenta em [HeI, um contraexemplo a esta conjectura na 
classe de equisingularidade do exemplo anterior, usando um método distinto 
do algoritmo aqui apresentado. 

O método que Heinrich usa para calcular o número de Tjurina de uma 
curva nesta classe de equisinguiaridade, recai no cálculo do posto de uma 
matriz 40 x 30. 

No caso do ramo canônico ele encontra o valor r = 35 e por tentativa e 
erro, acreditamos, determina a curva 

í x = t6  
C: y=t9+2t'°-2t11, 

cujo número de Tjurina é r = 36, derrubando assim, a conjectura de 
Azevedo. 

Refaçamos estes cálculos usando a nossa tabela apresentada no exemplo 
anterior. 

Note que o ramo canônico 

co: 
1 1' = t9  + t'°, 

possui a1  = 0, portanto, r = 35, i. e., o mínimo dentre os possíveis valores de 
'r nesta classe de equiingularidade. 

Além disso, a curva C de Heinrich, mediante a mudança t1  = t e y1 = 
()9y é equivalente à curva 

{ 
46 .T1 -  

'1 	21 

Esta curva possui a1  = - e A = 14, o que nos dá 'r = 36. 
No entanto, C1  também não atinge o valor máximo para i-. 
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Um exemplo de curva que atinge r máximo é 

í x = em: 
y=t9+t'°—t11+t'7. 38  

A saber, a1  = - e A = O, portanto r = 37. 

Definição 3.4 Dizemos que uma diferencial 2 E OdO pertence ao i-ésimo 
bloco se v(í) + 1 ELI SkVk - 30710, (07fl Si O. 

Note que se Q é uma DNE, então 52 é lima diferencial do i-ésimo bloco 
se, e somente se, o ponto do diagrama de lacunas correspondente à v(í) + 1 
é (a - 3, s,,... , .s, O,. .. , O), com s 	O. 

	

Podemos ordenar os pontos de p(A) c 	onde p  é a aplicação definida 
em (3. 1), de modo a preservar a ordem natural dos elementos de A Ç IN, como 
mostra o lema abaixo. 

Lema 3.1 Sejam p e q elementos de A, A = p(p) e B = p(q). Denotando 
por IrA e por IrB os hiperplanos de Q' com vetor normal (vo, vi , ... , 7)9) que 
passam por A e B respectivamente, temos que p < q se, e somente se, a 
interseção de IrA  com qualquer um dos eixos X j  é menor que a interseção de 
irB  com este mesmo eixo. 

Dem.: As equações dos hiperpianos em 	normais ao vetor (v0, v1 ,.. . , v9 ) 

e que passam por A = (a - c,a1,... ,) e por B = (a- —6o,6,••  ,6) SO 
respectivamente: 

(vo,vi , . . ,v9).(Xo  - (o-  - c o),X1  - c, . . . 	- a9) = O 

viXi =  >.c jv + (a— co)vo. 

ir13 : (vo , V I , ..,v9).(X0 —(a-50),X1  —6i,...,X9 - 9)O 

vX = 16 jvj + (a- - 60)vo. 

A interseção de irA, respectivamente 'ira, com o eixo Xi  é 

v 1  (civi + (a- - 
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respectivamente 

+ (ci - 50 )1)0). 

Desse modo, 

L1 O?) + ( ci - (.ko)Vo < i1 61)  + (ci— 60)110 	
< q. Ví 	 Vi  

Observação 3.6 Se gi E OdO pertence ao i-ésirno bloco, Qj E OdO per-
tence ao j-ésirno bloco e i < j, podemos comparar P = v() + 1 com 
Pj = v() + 1 analisando a interseção com algum eixo Xk onde O < k <j 
com. os hiperpianos de Q' que são normais ao vetor (v0 , v1 ,. .. , v) e que 
passam. por (P) e 

Vamos analisar o algoritmo para obter uma Base Standard de b(OdO) 
restrito às diferenciais do primeiro bloco. 

Obviamente o algoritmo inicia com G = {dx, dy} e a lacuna limitante é 
1 = (n1  - 1)v1  - v0 , uma vez que qualquer lacuna superior a 1 pertence a 
blocos superiores. 

O único '-probesso mínimo não trivial com altura inferior a 1 envolvendo 
dx edy éS=xdy-!?i-ydx. 

vo  
Seja r uma redução final de S módulo (G, {x, y}). Se r == O ou e1 % 

(v(r) -F 1), então não temos DNEM no primeiro bloco. 
Vamos supor que 91  = r é uma DNEM do primeiro bloco. Para o próximo 

passo deverxios dterminar o novo valor para a lacuna limitante e o conjunto 
dós Spi!ocessos mínimos de G = {dx, dy, '}. 

Se v( 1 ) + 1 = a1v1 - 61v0, então os S-processos a serem considerados 
são dá forma 

Si  - Z61+J1 - aiy' 1 dx, 

S2  = --E 61ç21 - a21f1 _ I dy, 

S3 = 	- a3xm1611dX,  

S4 	 - a4 xml 6ldy,  

onde m1 	1 e n, = com e1  = MDC(v0 , v1). 
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Vamos interpretar os S-processos acima, usando a correspondêiicia 

A 	 IN9+1  

sv - s0v0 	(o-  - 8, Si, 	, s) 

com O<s<n para i=1, .... ges0 <o-. 
Como estamos nos restringindo apenas às diferenciais do primeiro bloco, 

podemos considerar so <rn1. 
Assim a correspondência acima, pode ser reescrita como 

31v1 - sçjv I— (mi  - S )  

com O <Sj <n1  e s0  <m1 . 
Note que se não fixarmos a representação privilegiada (veja pag. 69) 

dos elementos de A que correspondem às diferenciais do primeiro bloco, i.e., 
s1v1  - sovo  com O < si < ni e so < rn1 , então podemos ter, eventualmente, 
dois pontos em 1N2  representando o mesmo elemento de A. De fato, 

s1v1 - sovo = O 	s1m.1  = 

e como MDC(n1,m1) = 1, devemos ter si = kn1  es0  = km1 . Assim, 

O = s1 v1  - sovo = kn1 v1  - km.1 v0  .4 ((1 - k)mi , kn1) = Ok 

Para que Ok  seja um ponto de IN 2  devemos ter k = O ou k = 1. Desse 
modo, O E A pode ser representado por Oo  = (m1,O) e por 01 = (O, n1 ). 
Conseqüentemente, qualquer elemento da forma -11v1+-10v0  E 1' C A, pode ser 
representado por (m1  + '7o, ') e por ('7, y + Yi). Observe que v(dx) +1 = 7,0  

pode ser representado por A0  = (mi  + 1,0) e por A1  = (1,n.i ), enqiiajto que 
v(dy) + 1 = v1  por B0  = ( ml , 1) e por B1  = (0, ri1  + 1). 

Note que se 61v1  - 60v0  E A \ F, i.e., ôo > 0, então podemos representar 
tal valor apenas por (m1  - 60, ô). 

Representando v( 1) + 1 =ozIv, -  '71 v0  por P1  = ( m1 - 'Yi , 	ve- 
mos que os S-processos a serem considerados podem ser obtidos através da 
interpretação, por meio da associação o, dos pontos de interseção da reta 
horizontal que passa por P1  com as retas verticais que passam por A0  e B0  
e dos pontos de interseção da reta vertical que passa por P1  com as retas 
horizontais que passam por A1  e B1  (Veja a figura abaixo). 
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1 	rn1 -71 
	 M1  m1  + 1 

Note que 

R_ 1  = (mi  + 1, ai) = { (0, a
i ) + (m + 1,0) = (0,c) + A0  

(' + 1,0)+(m 1  —71,ai) = ('y + 1,0) +Pi , 

o que equivale a dizer que v(y'dx) = v(x 1 ), i.e., temos o S-processo 
S1. Do mesmo modo, podemos obter os S-processos S2, S3  e S4  listados 
anteriormente. 

É obvio que hí(S2) - ht(S1 ) e hí(S3) - ht(S4), onde - é a or-
dem monomial de K[[t]]. Denotemos por ht1  = min{ht(S2), h(S3)} e 
h.t' = max{ht(S2), h(S3 )}. 

Agora observe que se 1 é a lacuna limitante neste passo para o algoritmo 
restrito às diferenciais do primeiro bloco, então 1 < v(ht'). De fato, se 
Q_i representa o 8-processo com altura h11  e R0  representa o 8-processo de 
altura ht', então qualquer ponto que se localize no semiplaiio superior de IN 2  

determinado pela reta de vetor normal (vo, v1) e que passa por R0  representa 
um elemento de [v(d) + 1 + (vo, v1 )} U {v(dy) + 1 + (vo, v1 )} U {v( 1 ) + 1 + 
(v0, v1)},  portanto sua redução módulo ({dx, dy, 91}, {x, y}) não pertence ao 
primeiro bloco. 
- Conseqüentemente, basta computarmos uma redução final dos S-
processos listados anteriormente, tal que a ordem de sua altura esteja em 
v(ht1 ) + (vo, v1). Além disto, se alguma redução final é uma nova diferencial 
do primeiro bloco, então o ponto cm 1N2  que corresponde a ela,. se localiza 
entre; as retas com -vetor normal (vo, vi ) que passam por Qi  e RO  e fora da 
região (A-+ N2) u(A1  + 1N2) U (Bo + 1N2) u (BI + 1N 2) U (Pi  + 1N2) (Veja 
figura. abaixo). 
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1 
	

rn1  — 71 
	 M.1  7n.1  + 1 

De modo análogo, se G = {L1  = dx, Qo = dy, 
conjunto das diferenciais do primeiro bloco, obtidas pelo 
um determinado passo, então os S-processos envolvendo 
são da forma 

• , Ç} representa o 
Algoritmo 2.2, até 

Qi com 1 <j < 

+ akyk 

ySkçZ + bk XfZk, 

com k = —1,... , i, k j e podem ser obtidos através da interseção da reta 
horizontal, respectivamente vertical, que passa pelo ponto que representa 
v(Z) + 1 com as retas verticais, respectivamente horizontais, que passam 
pelos pontos que correspondem à  v() + 1. 

Fixado 1 <j 	defina 

htX  = menor altura de um S-processo 
da forma XIkQ  i+ aky' k, 

que será chamado de altura mínima de S-processos de Qj na direção x. 

hty = menor altura de um 8-processo 
da forma ykÇ + bkafkfZk, 

que será chamado de altura mínima de S-processos de Qj na direção y. 
Se ht j  = min{htx , ht} e ht = max{htx, ht}, então os únicos S-

processos que eventualmente possuem redução final no primeiro bloco são 
aqueles cuja ordem de sua altura esteja em v(h1) + (v0, ?)I)- 

Como antes, se alguma redução final de um 8-processo envolvendo Qj 

para 1 < j <i é uma nova diferencial do primeiro bloco, então o ponto em 
]N 2  correspondente a tal diferencial se localiza entre as retas de vetor normal 
(vo, vi) que passam pelos pontos correspondentes à v(ht) e i)(/?,ti) e fora da 
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região (A0  +1N2)uA1  +1N 2)U(B0 +1N 2)U(B1  +1N2)U 1  (P +1N2), onde P3  
é o ponto de 1N2  correspondente à v() + 1. Além disso, a lacuna liinitante 
1, neste passo é menor que min{v(ht); j = 1,.... i}. 

Se j = i = 3, então um exemplo da situação acima pode ser dado pela 
figura abaixo, onde aos pontos Q correspondem S-processos mínimos do tipo 
y5kÇ + bkx'k e aos pontos R, S-processos da forma 	j + aky''k para 
k= —1,0,1,2. 

M 1  mi + 1 

Utilizando os fatos acima podemos obter informações mais refinadas a 
respeito dos S-processos que originam DNEM no primeiro bloco. 

O resultado a seguir, foi mostrado por Delorme, em [D2], para curvas de 
gênero 1 num contexto bem mais aritmético que aqui é reinterpretado à luz 
do nosso algoritmo. 

Proposição 3.3 Sejam 1 = dx, 90  = dy e {Ç1,. , r} as DNEM do 
primeiro bloco, com v(_1) < v() para i = 0,. , r. Podemos sempre 
obter urna DNEM 	com v( +1) = v( i ) para O <i < r através de 
uma redução final de um S-processo da forma S(, j), com —1 <j <i e 

= ht. 

Dem.,: A demonstração será feita por indução sobre i. 
Para i = 0, o resultado segue-diretamente, uma vez que 91  é a redução 

final do S-processo S(dy, dx) xdy - ydx, cuja altura é ht j. 
VO 

Vamos supor que a proposição seja válida para todo k < i. 
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Sabemos que i+1  obtida por uma redução final de um S-processo da 
forma 	módulo 	 . ,},{x,y}), ou seja, 

= S(,) + (3.2) 

com A, Bj e O. Note que nenhuma parcela de _ 	contribui para a 
altura da representação (3.2), fato garantido pelo processo de redução. Note 
também que na maneira de escrevermos i+1,  temos que B = Aj  se j h, k 
e que v(B) = v(A) para j = k, h. Assim, temos 

v( 1) > v(B) > V(BhÇh) = 
	

(3.3) 

para todo  = —1,. ..,i, com 	h e 	k. 
Sem perda de generalidade, podemos supor que h < k, i.e., V(h) < 

Vamos mostrar inicialmente que k = i e depois que ht(S(h, )) 
Obviamente k <i. 
Suponha que k < i, como vimos aiie.riormente, podemos considerar 

E v(htk ) + (vo, VI)  . 
Por hipótese de indução temos que 

k 
k+1 = S(1,k)+ >_ ciçi 

7=-1 

com Cj, D e O e 

v(htk ) = v(Dkk) = min_l<<k{v(D)}. 

Como v(Bkk) e v(htk) + (v0, Vi)  , existe g e O, tal que 

v(Bkk - gDkk) > v(gDkk) = v(Bkk), 

e assim, podemos escrever 

= >i_ BjÇ2 j = >i_ B + g (k+1 - 	D3 ) = 
=(B - gD) j + (Bk+l  + g) k+1 + 'k+2 

Agora veja que: 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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• mnL.l<<k {v ((Bá - gD))} ~: v(B,í,j. 

De fato, para todo j = —1, .. .. k - 1 temos 

v ((Bá - > miii {v(Bí), v(qDí)} 
(3.4) 
> min {v(Bí),v(gDkík)} 

(3.5) mm {v(Bí), v(Bkík)} 

(3.3) 
V(Bkk). 

• v ((Bk - gDk)ík) > v(Bkík), por (3.5). 

• .v ((Bk+i + 9)k+1) > v(BkQk). De fato, se v(Bkk 1) ~ v(gk), 

então 

V ((Bk+l + g)k+m) > miii {v(Bk+mík+i), v(gk+1)} 
= 

(3.4) 
> V(gDkík) 

(3.5) 
v(B). 

Se v(Bk+1 k+1) <v(gk 1), então como v(gík 1) > v(gDkk), pode-
mos ter: 

a) v(Bk+iík+1) > v(gD2), assim min{v(Bk+]k+l),7.(gk+J)} > 

= v(Bkk). 

b) v(Bk+lík+i ). < v(gDkk). Dessa forma, temos 

V(Bkk) 
(35) 

v(gDkk) ~ V(Bk+] k+J ) 

que contradiz (3.3). 

• mmk44<< {V(B)} > V(Bkk), uma vez que estamos supondo Ii < k 
e os únicos termos que contribuem para a altura de 	na repre- 
sentação (3.6) são Bhh e Bkk. 

Desse modo, temos -uma representação para 	cuja altura do S- 
processo que a origina é maior ou igual a ht = ht(S(h, ok)) 

Podemos ter: 
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1. A altura de j+1  em (3.6) é maior que Itt. 

Neste caso duas possibilidades podem ocorrer: 

(a) O maior índice para as diferenciais envolvidas no S-processo que 
origina i+1  maior que k, i.e., 	é obtida pela redução final 
de um S-processo da forma S( 1, Qj), com j > k. Se j = i a 
primeira afirmação da proposição está provada. Caso contrário, 
aplicamos o mesmo raciocínio usado para Jc  para a diferencial 
çj+ . 

(b) O maior índice para as diferenciais envolvidas no S-processo que 
origina 	é menor ou igual a k, i.e., 	é obtida pela redução 
final de um S-processo da forma S( 1 , j) com 1 <j < k. Nesse 
caso, aplicamos o procedimento para 	ao invés de 	Note 
que esse caso não pode ocorrer indefinidamente, 1)0i5 se j = k 
para um número infinito de passos, então aumentaremos a altura 
do S-processo de modo a superar v(+i),  um absurdo. Por outro 
lado, se j < k, também não podemos proceder indefinidamente 
pois j > —1. 

2. A altura de 	em (3.6) é igual a ht. 

Neste caso, o maior índice para uma diferencial que contribui para a 
altura de (36) é menor do que k. Assim, aplicamos o procedimento 
anterior para o referido índice. Como o índice não pbde diminuir in-
definidamente, estaremos após algumas aplicações desse raciocínio na 
situação 1.a). 

Note que a possibilidade 1.a), indica que o raciocínio usado, implica que 
obrigatoriamente elevaremos o maior índice da diferencial envolvida no S-
processo que origina j+l•  Desse modo, após um número finito de passos do 
argumento acima teremos 

j+i = S(, h) + 	E 1  
j1 	= 

(3.7) 

com Ej, Fj E O, Ii < i e v(ht(S(h))) E v(ht) + (v0, vi ) . 
Assim, cm cada passo do algoritmo, determinamos uma nova DNEM no 

primeiro bloco, obtida por uma redução final de um S-processo envolvendo 
a DNEM determinada no passo anterior do algoritmo. 
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Resta mostrar que podemos tomar o S-processo envolvendo j com menor 
altura, i.e., ht. 

Inicialmente, notemos que se w 1 é uma redução final de S(Z, 	onde 
este S-processo é o de menor altura eiivolveiido Ri, éntão v(w+1) -::~ v(+1). 
De fato, se v(w+i) < v(+,), então v(wj+1) E v() + (v0, v1) comi 	i, 
mas deste modo w 1 não seria redução final. Lembre que estamos supondo 
que não existe DNEM, no primeiro bloco, cuja ordem esteja entre V(j) e 

Observemos que se a ordem da altura do S-processo em (3.7) for v(ht) 

ou v(w+i) = v(j+i), então mostramos que existe uma DNEM que é obtida 
por urna redução final do S-processo de menor altura envolvendo Ri e cuja 
ordem é v(+1). 

Podemos supor que na representação (3.7) tenhamos 

ht(S(Z,h)) = v(FiZ) > v(ht) e v(w 1) > v( 1). 

Seja Ç 	
= 	+w 1, note que v( +1) = v( +1). Se w 1 = 

- 	
com v(ht(_1 G)) = v(G) = v(ht), então para cada 

j=-1,...,itemos 

v ((Fá + G)) > miii 
> mm {?)(Ff), v(Gf)} 

= min {v(F$Z), v(ht)} 

= v(ht) = v ((F + 

Portanto, podemos considerar 	no lugar de í j+1. 

Apresentamos a seguir alguns resultados que serão utilizados no Apêudice 
A e por estarem vinculados aos conceitos que introduzimos anteriormente 
justificam sua ocorrência neste momento. 

Com as notações da proposição anterior, defina v(G) = v(ht) - 
para todo i = O, .. .. r e Ri diferencial do primeiro bloco. Note que v(G) > O 
para todo i= O, .. .. r. 

Lema 3.2 Escreva f j = qdx - p•dy, com qj, pi E O para todo i = 1,... . r e 
Ri DNEM do primeiro bloco. Então 

V(pji) = v(pi) + v(G), 
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para todo i = O,.. . , r - 1, onde v(po) = O. 

Dem.: A demonstração será feita por iiidução sobre i. 
Parai = O, temos que Ri= 	y+-)d.--(x+)dy,  

1) (.1,) = v0. Como v(pO) = O e v(G°) = V(ht.o)—V(Zo) = v(xdy)—v(dy) = 

segue que 
v(pi ) = v(po) + v(G°). 

Vamos supor que o lema seja verdadeiro para todo j, tal que O < j <i < 

r. 
Considerando 	como na proposição anterior, i.e., 

= 	
B11, 

com B1  E O para todo 1 = —1,.. . , i e v(B) = v(Bkk ).< v(Bh), para 
todo —1 <h<icomhk. 

Como Pi+i = B1 p1  e v(B) = v(G), basta provar que V(pj) +v(B) < 

V(N) + b(Bh) para todo O < Ii < i. 
Pela expressão de i+1  considerada, temos que 

v(B) + v() < v(Bh) + v(h) 

equivalentemente, 

(*) 	v() - 7)  (9h) + v(ph) v(pi) < v(Bh) v(B) + v(ph) - 7; (pi ) 

Por hipótese de indução, temos que 

V(pj) — v(ph)  
1=h. 

Assim, 

i-1 

v(Ph) - V(Pi) + v() - 	= 	- v(ht j ) > O, 
1=h 

conseqüentemente, por (*), concluímos que 

2; (pi) + v(B) < 1)  (N) + v(B,1). 
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Observação 3.7 Seja Q = 	H25, onde H E O, Qj é diferencial do 
primeiro bloco e 

7;(ht(2)) = 	= v(Hkk) < v(H) 

para todo —1 <j < i com 	k. Então 

v(pj) + v(H) < v(p) + v(H), 

para todo O < j <i. 
De fato, urna vez que v(H) +v(Z) < v(H1) + v(2) e corno no lema 

anterior tem-se que 7)(pj)—v(pj)+v(2i) —v(2j) > O, concluímos que V(pj) - 
V(pj) + v(H) - v(H) > O. 

Observe ainda que 

v(B) + V(pj) < v(B-1 ) -1- vo  - 

para todo i > O. De fato, como v(2) > v(ht) = V(pj) + v1  - 1, temos que 

v(B)+ v(pi) + v1  - 1 < v(B) + v() < v(B-i ) + v(L) = v(B_ 1 ) + v0  - 1, 

para todo i > O. Portanto, v(B,) + V(pj) <v(B_1) + vo  - V1. 



Capítulo 4 

Eliminação de Parâmetros 

Uma questão importante no estudo da relação de equivalência de curvas 
algebróides irredutíveis é obter formas normais que representem todas as 
curvas com determinados invariantes fixados e que sejam dadas pelo menor 
número de parâmetros. 

Dada uma parametrização de um ramo cujo semigrupo de valores seja 
r= (vo, v1,.. , v9), vimos (Exemplo 3.2) que todos os termos cujos expoentes 
1 pertencem ao conjunto r ou ao conjunto r + v1  - v0  podem ser eliminados, 
sem que alteremos os termos de ordem inferior, respectivamente por meio de 
uma mudança da forma 

t, =t 
Yi = y + q, 

com qEOev(q)=lou 

1 
+ tvo) 

Yi 	Y, 

com p E O e v(p) = 1—v1  +VO se 1 E F+v1  —v0. Ebey, em [E], já observa estas 
eliminações em casos particulares, enquanto que Zariski, em [Z2] e Azevedo 
em [Az], as apresentam como descritas acima. 

A situação anterior é um caso particular do seguinte lema, mostrado por 
Delorme, em [D2]. 

Lema 4.1 Seja C urna curtia algehróide irredutivel plana dada por 

í a: = 
y = tv + 2>1 ait'. 

(4.1) 

89 



Yi = Yi + cq. 

90 	 CAPÍTULO 4. ELIMINAÇÃO DE PARÂMETROS 

Se a1  0 e existe 9 = qdx - pdy E OdO tal que v 	= 1 < 2v(p) - 
2710  + v1 , então C é equivalente a 

í a; = 

y = 	+ 	aV + i>1 a. 

Dem.: Seja 9 = qdx —pdy E OdO tal que 9 = (bt!° 1  + - .)dt e considere 
a mudança 

Como já mencionamos no capítulo anterior (Veja Exemplo 3.2) a ação 
dessa mudança é dada por 

f x1  = t'1'° 
1. Yi = .' + i>v, 	+ 

c(qdx—pdy)  mod f2v(p)-2v0+vl 

Uma vez qii t = t mod t2, podemos escolher c = - 	e teremos 

2;i 
= 

1 Yi =' + 	a4 + iI:i>1  at4. 

Seja F {h0 , h1 ,.... h9 } uma Base Standard Mínima para O, podemos 
reescrever o conjunto das potências elimináveis F u (F + v1  - v0 ) como 

u 0  (r + v - vo) = U 0  (F + v(dh) - v(dho)). 

Escrito desse modo, é natural pensar na possibilidade de ampliar o con-
junto das potências elimináveis como segue: 

uL0(r + v(dh) - v(dho)). 

Uma vez que a mudança de coordenadas 

ti = t (i + CO 

= y + cq, 
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com c E K* e p, q E O, nos fornece 

Yi = r + 	+ c;) 	a (2 ( jí  ) 
()i) 	(4.2) 

Se considerarmos p e q tais que Fad1j = qdx - pdy, então podemos 
escolher um valor para c de modo que c(qdx—pdy)  = —a1t1  + •., comdX 1 = 
V(Fadh) - v(dx). No entanto, nada iios assegura que os termos de ordem 
inferior a 1 fiquem inalterados, uma vez que a ordem do segundo somatório 
em (4.2) pode ser inferior à 1. 

Por exemplo, seja 

Í .x = 
C: y=10+t'7+a23. 

Aplicando a Proposição 2.1, temos que uma Base Staiidard Mínima para 
O é F = {z, y,  z} com z = - = 227 + 2a#3  + a 34  +2 a140  + a246 . 

Note agora que dz = —5x4d.x + 2ydy = qda - pdy e v(dz) - v(dz) = 23> 
22 = 27;(p) - 2v0  + 7)1  contrariamente a hipótese do Lema 4.1. Assim, uma 
mudança da forma 

= 
 t(i + zo tvo) 

Yi = Y + cq, 
(4.3) 

não eliminaria o termo at23  sem que introduzíssemos um termo de ordem 22. 
No entanto, note que 22 = v(x3y), assim podemos eliminar o termo indese-
jadamente introduzido. Desse modo, compondo a mudança (4.3) com uma 
da forma (4.1) temos uma mudança de coordenadas, que permite eliminar o 
termo em questão sem que alteremos os termos anteriores. 

Vamos mostrar que o fato acima, ião á algo restrito a este exemplo, o 
sim um fato geral. Para isso, seja [' = (vo, v1 ,.. . , v9 ) e coiisidee uma Base 
Staiidard Mínima F = {h0, li1,... . h9 } dada pela Proposição 2.1. 

No que segue usaremos livremente as iiotações e. relações apresentadas na 
Subseção 2.1.1 referente a Curvas Planas. 

Lembremos (Proposição 2.1) que 

h 1  = 	- b II h - >cj II 	 (4.4) 
k=0 	jEJ k=0 
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com 

Qk V (

jEJ 
c IIhi > 	= v 

(k=Oh 
) 

k=O  

com a, b, cj  E K convenientes. 
Vamos expressar dh +1  em termos de dx e dy, ou seja, escrever dh.,•+1  = 

q+idx - p 1dy. O primeiro passo é avaliar V(pj+j) para i = 1, . - , g - 1. 

Proposição 4.1 Considere, as funções 	com i = 1,. . , g - 1 corno na 
Proposição 2.1. Então ternos dh +1  = q jdx —p +i dy com. v(pi+j) = v(p j) + 
(n-1)v para i=1,...,g-1ev(p1)=O,ouseja, 

V(pj+l) = 
	

(n.j - 1)7). 
j=1 

Dem.: A demonstração será feita por indução sobre i. 
Para i = 1, temos de (4.4) 

h2  = a jy - 	- 
jeJ 

com 

v ( 	> v(y l ) = v(x°). 
\iEJ 
	)Cjx%'j 

Assim, 

dh2  = q2dx + (nia, yn1-1 jeJ 	f3iy6i_1) dy. 

Uma vez que v(zPiy6i) > v(yfl1) para todo j E J, segue que 

V (p2) = v (nl al ynl-1 
 jeJ 

6.Y6i_1) = (n.' - 1)v j , 

o que garante o resultado para i = 1. 
Vamos supor que a proposição seja válida para todo k tal que 1 < k 

i <g —1. 
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Como, de (4.4) 

h1 = ajl4Li - bi 	h - 	c fJhok 
k=O 	jEJ k=O 

e pela hipótese de indução dhk  = qkdx - pkdy para todo 1 < k < i, temos 
que 

d/z+1 =ni 	 - b i2 am  (fIb,km Ii ) h,m_ld/i77 _ 

- 	jEJ Ci n=O 0111, j (flLO,km h1*) hfmj_ldhm 

= q 1dx + (noh'p - b 	aM=Om (fl=b,km i) h 1pm 

- 	jEj Cj 	=o rnj (flLO,km h ) /if _lpm) dy = 

= q 1dx —p+1dy. 

Note que 
2 1 	h" hamv '' < (njah 1pj - b 	am (fl=O,k5 m k ) m 	rnj 

h" I37fljl '\ 
(EjEJ C L=0 mj  (flk=O,km 'k ) 

hm 	Pm). 

Agora veja que 

1 1 	h" hal 	' (i: 	am 	(I1iO,k5 m 'k ) 'in 	Prn) 

2 1 	/(k\han-1 \' - 

	

> mino<<  {v ((fl=o,k 	1'k ) 'rn Pm)j - 

= mino<<  { ELO ,krn akvk + (am  1)Vm  + V(pm)} = 

= mino<m<i{njv j —vw +v(pm.)} > riv —v+v(p) = 

lembrando que IiJ  akvk = 	pois ah' - b [T1b h é um S-processo, 
e notanto que pela hipótese de indução a seqüência V(pm) - 	crescente 
para 0<mi. 
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Portanto, 

V(pji ) = 	 = (n - l)v + v(p) = 
	

(n. - 1)v. 

Proposição 4.2 Seja C urna curva algebróide irredutível plana dada por 

{ 

X = CO 

Y = 	+ ii>i at1. 

Se r = ( vo, v1,.. , v9) é o sernigrupo de C, então C é equivalente a urna 
curva dada por 

x = CO 

1 	= t1 + rl>v, at1, 

com a = O para too e U 0 (1 + vj  - vo). 

Dem.: Basta mostrarmos que se a1t1  com 1 e + v - vo) é tal que e 
a1  7É O, então existe uma mudança de coordenadas de, modo que a curva C é 
equivalente a uma curva dada por 

Íx = 
y = t1 + >j 	at2  + Ei>j  at2 . 

Note que para 1 e (1' + v0  - vo) U (r + v1  - vo) sabemos ser válida 
a proposição. Assim, podemos supor que 1 = 'y + v +1  - v0  para algum 
i = 1, . . . , g - 1 e 'y e F. Considere h+1  como na Proposição 2.1 e escreva 
dh +1  = q +1dx - p +idy. 

Tomemos h È O tal que v(h) = 'y, assim podemos escrever hdh +1  = 
hq 1dx - hp 1dy. 

Se 'y > 	então 

2v(hp+i) - 2v0  + v1  = 27 + 2v(pjj ) - 2v0  + v1  > 27 - v0  > 'y + v 1  - v0. 

Assim pelo Lema 4.1, existe c e K*  tal que a mudança de coordenadas 
1 

t(i + 	 tvo 
Yi =y+chq 1, 

(4.5) 
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permite eliminar o termo de ordem y + v 1 - v0 sem que a1tren1Q os termos 
anteriores. 

Se y < v+1, temos que y = >i:;= 	logo divisível por e. 
Usando que E = {h0, h,,... , h9 } é uma Base Staiidard Mínima para O, 

podemos escrever h = 	EA c fJ=0 1117j com a = (ao,... , 	E g+] e 

(r-i h) v (n h) sempre que a 6 e cQc5 O. 
Ao efetuarmos a mudança 

1 

ti = 	-L 	 

	

1 	ft)0 

Yi = Y + chq 1, 

podemos eliminar o termo de ordem y + v1 - vc escolhendo c E K convc 
nientemente. No entanto, podemos Ler alterado os termos de ordem inferior 
à ')' + v 1 - v0 em Yi Observe que as parcelas c 11 0 h7 de li que pos- 
suem ordem maior ou igual a 	e pela análise do caso anterior, não são 
responsáveis por essa alteração. Assim, sem perda de generalidade, podemos 
assumir que h = 	EA Ca fJ0 	ou seja, todas as parcelas c fl 	de 
h possuem ordem em (vo,.. . , vi). 

Seja F = (, 	, '), cujo condutor sabemos ser ttj = 	 - 	 - 

SQ 
+ei 1. 
A mudança de coordenadas acima nos dá 

VI 
Yi = i + i>vi a1tt + c(h+idx—hpj+jdy) 	

i>vi a1t1 
(
y:joo 2 () ( 	tvo ) ). dx 

Veja que 

 

(
)j)= 1 + j + jV(pjj) - jv0. 

x 

 

  

  

Como 1 > v1, y > O e pela proposição anterior v(pj+l) = 

temos que 

v (ti 
(1)i) 

~ v1 + jri =i (n - 1)vk - 3V0 = 

= 1)1 + j (nk - 1)vk - v0) > 

> VI + e,tt 
- ei > e,ti. 

(k - 
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Além disso, se 1 > 	onde fio < fii < ••• < fig é a seqüência carac- 
terística de C, e lembrando que v41 = >iL1 (nk - 1)vk + fi+1 temos que 

j+1 + j + j 	(n - 1)vk 
- 
ivo = 

= (j— 1)_1 (flk — 1)vk—jvo+v+l + j^í > 7 +V1 — Vo. 

Uma vez que ei 1 1 para todo 1 < j+1, a ordem de todos os termos 
introduzidos antes de t7i+1_t0 são divisíveis por ei e são maiores que eípi, ou 
seja, existem o,• , e tais que fl h assume a ordem destes termos. 
Assim, podemos eliminá-los por meio de uma mudança de. coordenadas da 
forma 

Y2 = Yi —bfl
i _0 h(j 

para algum b e K conveniente. 
Como— ei 1 -y segue que e % (-y + v 1 - v0). Portanto, basta garantirmos 

que os termos, de ordem inferior a 'y + v 4 - v0, introduzidos pela muiidaiiça 
acima, possuem ordem divisível por ei e superiores a e/z, seguindo assim o 
resultado, poia podçremos repetir o mesmo procedimento eliminando-os da 
parametrização. 

Pelos argumentos utilizados na prova da Proposição 2.1, segue que o 
termo de menor ordem 5 em 	h7 que não é divisível por ei é obtido 
como produto do termo de menor ordem cujo expoente iiio é. divisível por 
ei em um fator hm, que sabemos serj' (fl, - l)vk + i+1, pelos termos 
líderes. dos demais h. Assim, como V(pj+j) + 	= 	e v(>j , h) > 
vi + 2y +.2v(pj+i) 2v0, pois este último iúmero é a menor ordem possível 
de um termo introduzido na mudança de coordenadas (4.5), temos que 5 é 
igual a 

mino<m<i {>Ij=,j m Ov + (0m - 1)Vm + >i' (flk - 1)vk + fi+1} = 

= mino<m<i {>i:.= 	-fim + 13i+, } = 

= 	- fi + /9i+j ~ v1 + 2y + 21)(p 1) - 2v0 
- fi + í3 +i = 

= v1 + 2y + V(pj1) - 2v0 - f3 + v 1 > 

V1 + ')' +r-i=1 Vk - - 110 + 'y + V1 - ?)o > ')' + Vj+J - 



{= 
y = 	+ axj' ± >i1ELa1. 

97 

Portanto, o resultado segue. 

A proposição anterior, nos diz que todas as classes de equivalência de 
curvas algebróides irredutíveis planas com semigrupo fixo F = (v0, Vi,. . . , v9) 

podem ser representadas por uma parametrização da forma 

í 2; = t1 

1/ = t1 + > 1EL azt, 

onde az E K e L é o conjunto das lacunas de r que são maiores que Vi e não 
são da forma '+Vj —v0  com 'y E F e  = O,... ,g. 

Zariski, em [Z2], mostra que se À é o invariante de Zariski de um ramo 
C, então existe uma mudança de coordenadas, de modo a podermos eliminar 
todos os termos de ordem \ + 'y com 'y E (vo, vi) \ {O}, sem que alteremos os 
termos de ordem inferior. 

Se 21  E OdO é uma DNE de menor ordem, então sabemos que 	= 
).+v0. Deste modo, o resultado de Zariski, é um casoparticular da proposição 
abaixo. 

Proposição 4.3 Seja C uma curva aigehróide irredutível piaria com semi- 
grupo F = (v0 , Vi, 	, v9), dada por 

f .x = 
y = f,VI 

com, L={iE1N\U 0(F+?—vo); 1>vi }. SeQ1 EOdO é uma DNE de 
menor ordem, então existe urna mudança de coordenadas de modo que C é 
equivalente a 

í ri; = 

1y=tvI + 1EL\(r*+v(21)+I_vo ) a 1, 

Dem.: Seja 21  E OdO uma DNE de menor ordem. Pelo que vimos logo 
após a Observação 3.2, temos que v(í) + 1 = )¼ + v0, onde ) é o invariante 
de Zariski de C. Podemos considerar C dada por uma parametrização 
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Inicialmente, mostremos como eliminar as lacunas 1, tais que 1 - ) E F* 

e  - ) < v2, ou seja, 1 = À+'y, com 'y = avo+,Bv1 >0. 

Considere p = x(1 + cxayJ0 
- x =

r~O  (v0)cix1y, com e E K* a 
ser caracterizado posteriormente. 

Tomemos a mudança de parâmetros 

Desse modo, temos 

y(t1) = (t + CtXayP)v1 + i:\,5<l a.(t + c&ayP)i + ait'+ 
termos de 
ordem > 1 

Uma vez que, v(tixkayk) > 1 sempre que i > ) ou i = À e k > 1 e que 

(t + ctxay = t + Li ()cktixy , podemos escrever 

::= 	± 	()citvxiyi + at' + >Ii:•J<j<1 a,t'+ 

 

+(a1 + Àca)t1+ 
termos 

de ordem 
>1 

Note que 

  

tv1xy = 	 + ia 	iaVo+tfv1 + 

ou seja, 

V1 y(t1) = tvl + 	(tu I itvl+iavo+iPvl +at+ E 
i=1 

Agora observe que 

+ (0 + 1)aÀt 	t0+tf3tu1 + 

Assim, 

vi 

y(t1) 
- > 	cx ia y' t + atÀ + 	at + (aj + (À - vj)ca)t' 

i=1 	1; 1 
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como y = t +at+ <<1 a5t+a1t1 +• - e y(t1 ) = t' +at+ <<1 at+ 
a1t1 + termos de ordem > 1, temos que, 

y + (7~.1 )eYery' )3+1 = tY + at + 	ai4 - (ai + ( - vi)ca)t1 +- 
i=1 

Desse modo, tomando c = 	a1 
(.X—vj )a,, e a mudança de coordenadas 

= t (i + tvo 	
= t(1 + cxy13 ) 

yi =+>i 1 (v )cixic(yif3+1 
jrr1 j 

a curva 
( 	.LVO 
J x1 = 

1y1 = t'+ at + i<j<i at + >j>i at 

é equivalente a curva C. 
Consideremos agora o caso em que 1 = .À + 'y, com 'y e F \ (v0, 771), 

seja, 
ou 

= 1—,\ —> V2 = (n,i - 1)v1 +82 > (n1 - 1)v1 +\ >.\ - v1. 

Tomemos p = chx e q - 1chy, onde c é uma constante a ser determinada 
VO 

e h e O tal que v(h.) = = 1 -A. A mudança de coordenadas 

1 
ti = t (1+ I?'\ ° 

to) 
= y + q, 

nos fornece (Vide Exemplo 3.2) 

= 

yi = t 1 + at + 	at + qdx—pdy 	
j~v1 

at 
(Eoko=2 dx 

Como 

, (qdx_pdy
dx 

) 
= v (ch9) = 

= 	+ A < 2 + v = v 	ajt1 
(Eoko=2 (VO ) ()k)) 

podemos escolher c e K*, de modo que 

qx— pdy °° /i\ ( p )k)  

	

aiti(( ) 
	
=—a1t1 +-, 

dx 	 k=2 / 

.L ) '/ 	\ k 
vo 1 f 
k \t'° 
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como tt tÇ + . - -, obtemos uma curva equivalente à curva C dada por uma 
parametrização da forma. 

{ 	

tv1o 

- t'+ at + À<j<1 	+ ri >i aí  til' . . 
Mais do que a garantia da eliminação de determinados termos em uma 

parametrização de um ramo, as duas últimas proposições nos dão explicita-
mente as mudanças de coordenadas que devemos realizar para eliminar os 
termos em questão. 

Observando que v(dh) - v(dh0) = v 	v0, podemos unificar as duas 
últimas proposições, no seguinte teorema. 

Teorema 4.1 Seja C urna curva aiqebróide irredutível plana com. sem.iqrnpo 
de valores r = (vo, v1,..., v9), dada por 

f ri; = 

y = 	+ 1i>, at3 . 

Seja F = {h0 , h1 ,... , h9 }, com v(h) = vi  para i = O, .... g e 21  E OdO 
urna DNE de menor ordem, então C é equivalente a 

( 	= tvo 

y = t1 + j>v 
jEN\L 

onde L = (I' + v( 1) - v(dho)) U (1' + v(dh) - v(dho)). 

Exemplo 4.1 Seja r = (vo,v1,. , v9), com v0  = 4 o semigrupo de urna 
curva algebróide irredutível plana C. 

De acordo com a Observação 3. 2, as lacunas 1 de r maiores que v1  são 
da forma 

—jv0  comi 
çL 

 - VI]  Vi1 

VO i 

V2 + V1 - jV0 com 1 <j < 
1v0

1 
 i 
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Como ei = MDG1(vo,vi ) %v2, mI  = èÍ 
 e 02 = 2 + V1 ml VO é o menor 

expoente na parametrização de C que não é divisível por e1 , seque que 02 
o invariante de Zariski de C. 

Note que as lacunas da forma v2  + 111 - jv0, maiores que fl2 = À, podem 
ser expressas como 

V2 + vi  - rn1v0  + cevo  = avo  + v(Zi) - 

com a> 0. 
Portanto, pelo teorema anterior, tais lacunas podem ser eliminadas, bem 

corno a lacuna 02 - v0 . Desse modo, basta considerarmos na, parametrização 
de C as lacunas da forma 212  - jv0, com. 2 < j Ç [v2v1 J, que são maiores VO  

que [32,  i.e., aquelas para as quais 2 <j < []• 
Uma vez que através de uma mudança de coordenadas da forma 

t1  = ct 

Yi = (,-v1y, 

com c E K* conveniente, podemos tornar o coeficiente de t2  igual a 1, ternos 
que todo ramo, com sernigrupo F = (4, Vi, v2) é equivalente a um ramo do 
tipo 

í x - 
y = t1 + 	+ >jI) atv24([]+2_j). 

Aplicando o Algoritmo 2.2, temos que B = {dx,dy,dh2,í i }, com h2  = 
Ttml e 21 = xdy - -ydx é uma Base Standard Mínima para OdO. 

De fato, partindo de {dx, dy, dh2}, a única DNE obtida no primeiro passo 
do algoritmo é 21 e a lacuna limitante pode ser considerada 1 = v2  - 4. 
Uma simples análise, indica que a ordem da altura de todos os S-processos 
envolvendo 21  superam. 1, indicando o fim do algoritmo. 

Portanto, podemos reescrever a paramerização acima corno 

{ 
2; = 
y = tV1 + f. + 	t> 	at!. 

zv(00) 



102 	 CAPÍTULO 4. ELIMINAÇÃO DE PARÂMETROS 



Capítulo 5 

Ramos de Gênero 1 

Neste capítulo faremos o estudo sistemático das curvas algebróides irre-
dutíveis planas de gênero 1, isto é, daquelas que admitem semigrupo as-, 
sociado da forma F = (v0 , vi ). 

5.1 Base Standard e Lacunas Especiais 

Seja C um ramo com gênero 1, i.e., 

• J x=tY' 
C 	y = t + 

com ai  E K e MDC(vo, v1) = 1. 
O semigrupo de valores associado à curva C é F = (vo, vi ), cujo condutor 

é p. = (vo -1)(vi  —1). Obviamente, F = {z, y} é uma Base Standard Mínima 
para o anel local O de C. 

Pela Observação 3.2, vemos que as lacunas de F maiores que v1  são da 
forma 1 = iv1  - jvo com i = 2,. . , vo  - 1 e .7  = 1, .... 

1 
(21].  

Assim, pela Proposição 4.2 podemos assumir que C seja dada por uma 
parametrização da forma 

í a; = 
C: 	= tv,  + 

com a1  EKeL={l=ivi —jvo; 2<i<v0 -1 e2<j < 	 vo 

103 
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Seja A = {v() +1; 2 e QdQ}. Como [0t1]  <v1 , tomando o 

vo  o diagrama de lacunas--de C (veja Definição 3.3) pode ser, obtido através da 
restrição à A \ r da aplicação 

LO 	A 

	

1 = iv1 - jvO i— 	(v1 — j,i). 

Desse modo, o diagrama de lacunas de C estará contido 110 retângulo 
[0,vi  —1] x [0,vo  —1] C 1N2 . 

A ordenação dos elementos de a(A), em particular dos pontos 110 diagrama 
de lacunas, pode ser feita, como vimos no Lema 3.1, através do coeficiente 
linear da reta de inclinação -- que passa por um ponto de Q(A), ou seja, 

111 J0 + 710x0  < v1 y1  + v0x 
(x0, Yo) -< (x1, Yi)  4;> 	OU 

Vi Y0 + v0z0 = v1  + v0z1  e o <xi 

Note que esta ordenação sugere pesos para as coordenadas dos pontos de 
1N2  De fato, tomando p = (v0, v1), a ordem acima é a ordem pesada com 
respeito ao peso p e à ordem lexicográfica (Veja Seção 1.1). 

Seja f e K[[X, Y]} uma equação cartesiana para C. Temos que 

v-I 	
11 

f (XI Y) = H 	- ( ix)V1 - 1: ai  X"6 )') 
 = Yvo + c(X)Yv0 

j=0 \. 	 i>v1 	 / 	 i=1 
(5.1) 

onde é uma raiz 7)0-ésima primitiva da unidade e c(X) e K[[X]] com 
ordx (cj(X)) > 	, para todo i = 1,... ,vo. 

Seja J = (fx, fy)O o ideal Jacobiaiio de C e seja 1 

(f,fx,fy)K[[X,Y]].Uma vez que 

K[[X, Y11  - 
1 

podemos calcular o iiúmero r de Tjurina de C fixando uma ordem monomial 
em K[[X, Y]] e computando uma Base Standard para o ideal 1 de K[[X, Y]] 
(Veja [Becl] e [Bec21). Isto permite calcular #(A\ F), mas não permite exibir 
os elementos de A \ F. 

Mostraremos que se a ordem monomial dada a K[[X, Y]} for a ordem 
pesada acima descrita, então o conjunto A \ r pode ser obtido facilmente. 
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Para tanto, seja B = {f,.... f3} a Base Standard Reduzida de 1, com 
respeito à ordem pesada definida anteriormente. Assim, 

fi = 	+ j b3XaiiYf3ii, 
jE J 

com b E K*,  XY % XiYi para i, k = O,.... s e j E J, e XY % 
XajYPj se k i. 

Reordenando os elementos de B, podemos assumir sem perda de gene- 
ralidade que O = a0  < -. < a3  e fio 	•.. > fi, = O (Note que o fato d 
a0  = /33  = O segue da codimensão de 1 ser finita). 

Considerando o par (ai, /3) E 1N2  para i = O,.... s, vemos que a cada 
ponto de A = 1N2 \ U7=0 {(a,B) + 1N2} corresponde o monômio 
cujas classes residuais formam uma base do espaço vetorial 	 sobre K. 

Assim, o conjunto A  C 1N2  pode ser representado por 

e r = dimK1 = >I::=]  a(/3_1 - /3). 

Observação 5.1 Urna vez que B é a Base Standard Reduzida de ly dado 
um elemento fi  = XYÍ3i + jEJ bXiYPi E B, os coeficientes.bj podem 
ser não nulos, somente na região assinalada na figura abaixo. 
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Vejamos mais detalhadamente a Bise Standard Reduzida B de 1 = 
(f, fx, fy). 

Escrevamos f(X, Y) = > k>v0vj fk, onde cada fk é um polinômio de grau 
pesado k. Note que, se iv0  + jv1  > v0v1, então da expressão de f em (5.1) 
temos que f0+1 é um monômio da forma 	Assim, 

f(X'Y) = yVO - aX1  + 

ivo+jvI >vOvI 

fx(X,Y) = _avi XV,  _l + 	E 	bXY 

ivo+ivl>vov1—vo 

fy(X,Y)=v0YV0_ 	 cjXY, 
ivo+ji)1>vov1—v1 

com a,aj , bij e c em K. 
Aplicando o algoritmo que nos dá a Base Standard Reduzida B do ideal 1 

(Veja [Beçi] e [ec2]), vemos que f não figura em B, uma vez que a potência 
líder de fy divide a potência líder de f. 

A saber, podemos tomar B = { f-l) fo, fi,.. , fr} com 

f-i = 
yv0-1 

+ c ixiyi 
(i,j)E 

j"j +v0>(u0— 1)u1 

fo = 
XVI-1 

+ XZ.Yj.  
(i,j)E 

jv1+iu0>(uj —1)v0  

fÂ = XY + 	 d 3kXY 
(ili)E IN  
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com c, bíj, dk E K, k = 1,. . . , r e 

Yv0-1 xv1 	xjY0 	... -< X°Y'. 

As séries fi e fo são respectivamente as reduções completas módulo B 
de fy e fx, que certamente estão presentes em B pois os elementos obtidos 
pelo algoritmo de Bucliberger têm potências líderes maiores que a altura dos 
S-processos S(f, fx), S(f, fy) e S(fx, fy). 

Dessa forma, temos que deg(f k ) = Voa, + Vlflk > vo(vi - 1),é portanto, 

kv1-1 — {'} parak
vo 

=1,...,r. 
Como dois pontos de coordenadas inteiras em [O, v1 - 11 x [O, vo - 11, nunca 

estio sobre uma mesma reta de inclinação - temos que a única potência 
com grau pesado vON + vIflk em fk é a potência líder, assim deg(f k) = 

ck?10+flkV1 v(f) = I(f,fk), COM  < í3k <vo —1e1)1 	4V1 < ak < 
— 1; k = 1,... , r, onde as cotas para fik e ck decorrem do fato de 13 ser a 

Base Standard Reduzida de 1. 
Desse modo, se ço é o monomorfismo definido em (2.1), então (B) Ç 

K[[t]] é uma Base Standard Mínima de 3 com respeito à ordem monomial 
de K[[t]] dada pela valorização v de ?. 

Portanto, podemos encontrar o conjunto das lacunas especiais A \ F com-
putando a Base Standard Reduzida B para 1 = (f, fx, fy) C K[[X, Y]] com 
respeito á ordem monomial pesada dada pelo peso p = (v0, v1) e a ordem lexi-
cográfica. Na verdade, basta que B seja mínima. Para isso, extraímos de B 
os elementos fk tais que deg(f k) = v(fk) = /3kVl + akVO com O <fik < v0 - 1 

e v1 - 1 - {P7i] ~ 0k < vi - 1. Assim, usando o isomorfismo q, definido 
em (26), temos que 4(fk)) é a imagem pelo homomorfismo ?/' definido em 
(2.2), de uma DNEM. Conseqüentemente, pela Proposição 2.3 

v(q5(ça(fk))) + 1 = ?)((fk)) + 1 — li = v(fk) + 1 — = 

í3kvl+akVO—(V01)(v1 —i)+1 — 

= (,@k + 1)vi (211 - 1 - ak)vo 

é a lacuna especial associada a uma DNEM. É claro que aparir destas lacunas 
especiais obtemos facilmente A \ F. 

Exemplo 5.1 Seja f(X, Y) = Y 4 - 2X 5Y2 — 4X7Y - X 9 + X'°, cujo semi-
grupo de valores é F = (4, 9). Fixemos em K[[X, Y]J a ordem p(sada corri 

respeito ao peso p = (4,9) e à ordem lexicográfica. 
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Aplicando o algoritmo para obter urna Base Standard Mínima B para 

1 = (f, fx, fy), temos B = {fy, fx, fi, f2}, onde 

9 	
. f1(X,Y) = f - Yfy - Xfx 	XY + X 5Y2  _ X10  

f 2(X, Y) = —Yf x  - Xf1 = X6Y2 + 	4y3 + Xh1 - 

81 	 9 	81 	9 	81 
A escada de 1, o conjunto A e o diagrama de lacunas de f podem ser 

dados em, uma mesma figura, a saber 

Note que se v(fk) = @kV1 + akVO para k 	1, 2, então temos o ponto 

(ok 	k) na escada de 1. Corno v(q5((fk ))) + 1 (@k + 1)vi  - (12 1  - 1 - ok)vo, 
teremos o ponto (k  + 1, íik  + 1) no diagrama de lacunas. 

Portanto, como li = 24 e fj(A\F) = 3, a saber A \ F = {14, 19, 23}, temos 
= 21. 

Observação 5.2 Note que em urna Base Standard Mínima de 1 = 
(f,'fx,fy) com .respeito à ordem pesada dada pelo peso p = (v0,v1) e pela 
ordem lexicográfica,  temos elementos com termos líderes yt01  e Xt1 que 
correspondem aos pontos (0, v0  - 1) e (7;1  - 1, 0) na escada de 1 e que não 
,contribuirão -para o diagrama de lacunas. Desse modo, o conjuni.o A estará 
contido no retângulo [0, v1  - 1[x[0, v0  - 1[, que contémi. = (v1  - 1)(vo  —1) 

dinK 	J1 	pontos. 

Uma vez que além, dos pontos (0, v0  - 1) + 1N2  e (vi  - 1, 0) + 1N2  Lemos 
outros 0 (A \ F) que não contribuem para A e que estão no referido retângulo, 
obtemos assim, um outro modo de recuperar a relação 

r=IiL = li, —(A\F). 
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.5.2 Ramos com Invariante de Zariski Fixo 

Como já observamos, o menor elemento de A \ F, se houver, é.\ + vo, onde .\ 
é o invariante de Zariski. A saber, ) é a menor potência na parametrização 
de y que iião pertence à 1' U [F + v1  - 7)0 }. Dessa forma, podemoá estudar as 
curvas 1 )LIL 	1 1flS a Ui(1CI II (la, (11 f(rel Ici;L1 Ç = :rdj - 	jil:i: (' li Xa(Ia, O (II 
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é equivalente a fixar o invariante de Zariski para a curva C. 
Nesta seção, nos preocuparemos com o caso de curvas algehróides irre-

dutíveis planas, com invariante de Zariski fixo, i.e., curvas que podem ser 
parainetrizadas p01' 

í C 	
x = 

: 

com ai E K. 
A Proposição 3.3, aplicada às curvas de gênero 1, permite reconhecer os 

S-processos essenciais para obter uma Base Standard Mínima para OdO, 
apartir de {dx,dy}. 

Usando a relação entre uma Base Standard Mínima de 1 = (f, fx, fy) 
com respeito à ordem pesada dada pelo vetor peso p = (v0, v1 ) E 	e 
à ordem lexicográfica, e uma Base Standard Mínima para OdO, podemos 
recuperar alguns resultados conhecidos. 

Em [D2], Delorme apresenta um algoritmo numérico que permite cal-
cular o número de Tjurina e o conjunto A \ 1' no caso genérico para uma 
classe de cquisingularidade qualquer de gênero 1. Tal algoritmo é de cunho 
combinatório e muito específico para gênero 1. 

Em [BGM], Briançoii, Granger e Maisoimbe apresentam um algoritmo 
para obter a escada do ideal (Base Standard do ideal) 1 = (f, tx, fy) com res-
peito à ordem pesada dada pelo vetor p, onde f(X, Y) = Y + aX + 

r,ce,vo+,3,vl >vovl  ciX"Y Oi é irredutível, v0  e 7)1  não necessariaii'ieiite coprirnos 
e os coeficientes Cj E K são genéricos. Note que, isto equii'ale a calcular o 
número de Tjuriva mínimo para todas as curvas cujo semigrupo é arbitrário 
tendo apenas os dois primeiros geradores v0  e v1  fixados. 

No caso em que MDC(vo, v1 ) = 1, i.e., ramos de gênero 1, BTianço1, 
Granger e Maionobe mostram como obter a fórmula que Delorme apresenta 
em [D2], e que nos dá o valor mínimo para T para curvas com semigrupo 
1' = (v, v1). A saber, 

(v1  - 2)(vo - 2) 	10t T = (v0  - 1)(v1  - 1) - 	  
4 	

+----(r1+t2--2)—, 
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onde 
V1  
- = ri  + 	 
vo  

Tk 

e os id 's, bem como os t's, são dados pelas seguintes leis de recorrência 
decrescentes 

1k = O, 

tk = 1, 

= li + tiri, 

f
0set=1ei_1 épar 

É relevante observamos que, apesar da fórmula acima nos fornecer (A\F), 
ela não dá nenhuma indicação sobre os valores das lacunas especiais. 

Em [Pe2], Peraire, através de 'ima pequena modificação no passo inicial 
do algoritmo de Briançon, Granger e Maisoiiobe, obtém um algoritmo para 
determinar a escada de 1 = (f, f, fy), onde f é genérica, C possui semi-
grupo 17= (vo, vi) e o invàriante .À de Zariski de C é arbitrariamente fixado. 
E claro que neste caso vo  > 2, pois caso contrário não haveria ). 

No que tange o cálculo do número r de Tjurina mínimo, esse algoritmo 
é essencialmente o Algoritmo 2.2 quando este é aplicado à curva genérica. 
Observe -que nosso algoritmo, além de poder ser aplicado a qualquer curva e 
não necessariamente às curvas genéricas, fornece as lacunas especiais e uma 
Base Standard de OdO em qualquer gênero. 

Apresentamos abaixo o algoritmo dado por Delorme, em [D2], estendido 
pçr Briaiiçon, Granger e Maisonobe, em [BOM] e modificado por Peraire., 
em [Pe2], interpretado no contexto da teoria aqui desenvolvida no caso em 
que C é uma curva algebróide irredutível plana com semigrupo F = (v0 , v1 ) 

e com invariante X de Zariski fixado. 

Teorema 5.1 Seja 

í x = 
y = t1 + i + i> ajtZ, 

onde MDC(vo, vi) = 1, ) = av1  /3v0 , é o invariante de Zariski e os coefi-
cientes a E K são considerados genéricos. 

= 1 1 caso contrário. 
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Considerando a aplicação 

: 	A \ F - 	iN 2  

iV1 -jV0 I-+ (v 1  —j,i), 

o conjunto das lacunas especiais de C pode ser obtido através do seguinte 

algoritmo: 

DADOS: P_ 1  = (1,vo ); 

P0  = (v1 , 1); 

P1 	(7)1  - (j3 - 1),a); 

DEFINA: s == 1; 

L1  := {p—'(PI ) + 'y F e 
= reta vertical que passa por P0; 

H_1 	reta horizontal que passa por P_1; 
ENQUANTO L. 54 L8_1  FAÇA 

V8 	reta vertical que passa por P8 ; 

H3 	reta horizontal que passa por P8 ; 

11 	1(a3,b) tal que (a8 ,b3) = V flH; 

—1i<s---1, iO com b, mínimo. 

12 	1(c3,d3) tal que (c,, d,) = II flV; 
0<i<s-1 com e, mínimo. 

SE existe rj min{io  çi' L3  U F; l> rnin{11, 12}} ENTÃO 
:= 

L31  :=Ls U{+'yF e'yEF}; 
s 	s + 1; 

SAÍDA: A \ F = L3. 

Dem.: Segundo o Algoritmo 2.2, iniciamos com B = {dr,dy} e F = {x, y}. 

O único S-processo a ser considerado 110 primeiro passo, que coincide com 
sua redução final módulo (B, F) é 2 1  = xdy - ydx, cuja ordem é \ ± v0  - 1. 

Desse modo, P1  p(v( 1) + 1) e L,= {v( 1 ) + 1 + 'y 59 F; 'y E r} é parte 
do conjunto das lactuias especiais de C. 

Note que os pontos P_1  = (1,vo) e P0  = (v1 , 1) correspondem, por meio 
da associação p, aos valores de dx e dy respectivamente. 

Esses fatos, justificam os dados iio 'íiiicio do algoritmo, bem como a 
definição de L1. 
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Corno L0 	L1, definimos as retas V1  e 111. Segundo a Proposição 3.3, 
o próximo S-processo a ser considerado será obtido apartir do menor valor 

ou 	'(c1,di ), onde (ai , b1 ) é a interseção de H1  com Vo, e (c1,d j ) 
é a interseção de V1  com H_1. 

Se existe uma lacuna 1 tal que 1 ÇÉ L1  e 1 > min{ 1 (a1,b1), '(cj,d1)} 
tome a menor delas, então a generalidade dos coeficientes da parametrização 
de C, permite garantir que uma redução final do S-processo acima descrito, 
módulo B = {dx, dy, í} e F será uma DNEM 22,  com v( 2) + 1 = 1. Neste 
caso, definimo P2  = (l) e L2  = L1  U {l + ,y çÉ F; -y E F} é um subcoiijuuto 
de A\ F. 

Se não houver tal lacuna 1, então B será fechado com respeito à formação 
de S-processos, indicando que B é uma Base Standard Mínima para OdO, e 
nesse caso A \ T = L1. 

Suponha agora que k passos do algoritmo acima tenham sido realizados, 
i.e., tenhamos B = {dx. dy, 	, 	Pela Proposição 3.3, basta analisar o 
S-processo envolvendo Qk,  obtido pelo menor valor ' (ah, bk)  ou 	(ck, dk), 
oxide (ak, bk) é a interseção de Hk com V para O <i < k - 1 com bk míuimo e 
(ck, dk) é a interseção de Vk com Hí  para —1 <i < k - 1, i 1 e ck mínimo. 

Se houver uma,lacuna 1 ÇÉ Lk  com 1 > min{' (ak, bk), 	(c,  dk)}  torne a 
menor delas, então a generalidade dos coeficientes da parametrização garaute 
que haverá uma redução final deste S-processo módulo (B, F), de modo a 
Obtermos uma nova DNEM k+1,  com v(ík+)) + 1 = 1. Neste caso, Lk+l = 
Lk U {i +7 ÇÉ 1'; ly E F} é um subconjunto de A \ T e o algoritmo prossegue. 
com  B = {dx, dy, 21 ,. . , í +1 }, a saber, Pk+l = (v(ík+l) + 1). 

Se não houver a lacuna 1, acima descrita, o algoritmo finaliza com A\ F = 
Lk. 

Exemplo 5.2 Seja T = (v0, 1;1) = (4,9) Para o diagrama de lacunas, usare-
mos como referencial a lacuna i 1 = 23, representada pelo ponto localizado 
rio canto superior direito do mesmo. 

a) Considere ), = 11 = 3v1  - 4v0. Aplicando o aigoritrno anterior, ternos 
P_1  = (1, 4), P0 = (9,1) eP1  = (6,3) eL1  = {15,19,23}. 
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4 

3 

2 

1 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Como no há lacuna 1 ÇÉ L1  tal que 1 > min{Q(6,4),p»(9,3)} = 
min.{24, 27}, o algoritmo finaliza. Dessa forma, para curvas da forma 

f . 	ti  

1 y = t9  + P I  + i>11 

com ai E K tomados genericamente, o conjunto de lacunas especiais é A\F = 
o menor valor de r é IL - (L1) = 24 - 3 - 21 e o diagrama de lacunas 

é o conjunto dos pontos assinalados na figura anterior. 
b) Tome ) mínimo, i.e., ). = 10 = 2v1  - 2v0, assim P1  = (8,2) e L,= 

{14,23}. 

4 

3 

2 

1 

o 1 2 3 4 5. 6 7 8 9 

 

Note que, 19 ÇÉ L1  e 19> rnin.{p'(8,4),-oj 1(9,2)} = min{32, 18}, assim 
podemos definir P2 = (19) = (7,3) e L2  = {14, 19,23}. 
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No próximo 'passo, (a2, b2) = (7,4) e (C2,  d2) = (8, 3), e desse modo, 

min{p(a2, b2), 1 (c2, d2)} = rnin{28, 23}. Portanto, o algoritmo finaliza 

com o diagrama de lacunas corno indicado na figura seguinte. 

4 

3 

2 

1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Portanto, o conjunto de lacunas especiais é A \ F = L2  e o menor valor 

de T para a classe de equisinguiaridade dada por F = (4,9) é t - ( L2) = 

24-3= 21. 

Mesmo quando não estamos na situação genérica, conhecendo apenas o 
semigriipo de valores e o invariante .À de Zariski, podemos em alguíis casos, 
ainda com o algoritmo acima, determinar as lacunas especiais e portanto T, 

como mostra o corolário abaixo. 

Corolário 5.1 Seja C uma curva algebróide irredutível plana com semigrupo 

F = (vo, vi)  e invariante de Zariski .À = iv1  - jv0 . Se 

(2i - vo   - 1)v j  - 2v0  < ). < ( 2i - v0  + 1)v1 , 

então existe apenas uma DNEM, a saber 91  = xdy - ydx. Além disso, 

(A \ F) = (vo  - i) (i - 1) e as lacunas especiais são {(i + fl)v1 - ( j - - 1)vo  

cornO</3<vo —i-1 e0<c<j-2}. 

Dem.: A existência de 91  é garantida pela presença do invariante de Zariski 
\ =iv.  - jv0 na parametrização de C. E óbvio que, se 91  é a única DNEM 

obtida, pelo Algoritmo 2.2, então as ordens das DNE's, são da forma v() = 
v(xy i), tais que v() + 1 = iv - (j - 1)vo + av0 + 0v1  = (i + í4)vj - (j - 
1 - o)vo  é uma lacuna, isto nos indica qe O fi v0  - i— 1. e 0 <,a <j —2. 
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Uma simples contagem mostra que nesse caso teremos (v0 - i)(j —1) lacunas 
especiais. 

Com as notações utilizadas nó teorema anterior temos que 	(c1, d1 ) = 
iv1  e r1 (a1 ,b1 ) = v0v1 - 	- 1)1)0. 

vo = b1 

d l  

      

 

—1 

Po  

 

 

 

 

171 - (j - 1) = ai 	 VI =e] 

Temos dois casos a considerar: 
Caso 1: p'(ci ,d1) = iv1  > v0v1 - (rI - 1)vo  = p»(ai,bi ). 
Por hipótese (2i—vo -1)vi  —2v0  < À, então ÍVI  —v1  —v0< v0v1 —(j-1)vo  

e assim r' (ai, b1) >,,o-' (c j, d1 ) - v1  - v0, mas dessa forma, não pode haver 
uma nova DNEM, finalizando o a1gçrimo (Veja figura abaixo). 

vo  = b1 

i = d1 

vi - (i - 1) = ai 

Caso 2: Q'(ai,b1) = v0v1  -.(j - 1)vo > iv 1  = 

Uma vez que À < (2i v0  + 1)v1 , então v0v1  - jv0  - v1  < ivj < v0u1  - 
jv0  +v0, ou seja, p' (c1 , d1) > ' (a1 , b) - Vi -v0, novamente não há lacunas 
superiores à ' ('a1 , b1 ), com exceção' das que são da forma v(21) +1+ com 

E F, isto garante o fim do algoritmo (Veja figuta abaixo). 



C: { x = t
4  

y = t9  + t10  + ata. 
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vo = b 1  

i = d1 

vi - (j - 1) = ai 	 Vi = ei 

Exemplo 5.3 Considere F = (5,v1 ), com v1  < 10. Urna vez que À > 2v1  - 
2v0 , as únicas possibilidades para o invariante de Zariski são: 

À = 3v1  - jvo ou ,\ = 47;1  - jVo. 

Se À é da forma 3v1  - jv0 , então À <3v1  - 2v0 . Como v1  < 27)0 , ternos 

que À < 2v1 , portanto estamos nas condições do corolário anterior. 

Por outro lado, se À = 4v1  - jv0 , então 2v1  - 2v0  < v1  < À < 4v1, 

novamente satisfazendo as hipóteses do corolário. 

Portanto, qualquer que seja o valor do invariante de Zariski, as curvas 
com sernigrupo F = (5, vi), com v1  < 10, admitem apenas uma DNM. 

Observação 5.3 A recíproca do corolário anterior não é verdadeira. De 

fato, exist'em ramos que admitem apenas 21  = xdy - ydx como DNEM e 
VO  possuem invariante de Zarislci fora do intervalo dado no corolário anterior. 

Por exemplo, considere 

Como À = 10 = 2v1  - 2v0  > 9 = (2i - vo  + 1)vi , estamos fora das 

condições do coro1áio anterior. No entanto, aplicando o Algoritmo 2.2 ternos 
as seguintes possibilidades: 
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• Se a 	então existem duas DNEM's, a saber 	= xdy - ydx e 

22 = XÇ21 - ydy com v( 1) + 1 = 14 e v( 2) + 1 = 19. 

• Se a, então existe apenas a DNEM í = xdy - ydz. 

Na verdade, fixado F = (4,9), 10 é o único valor de À para o qual C pode 
admitir mais de uma DNEM. De fato, os possíveis valores de .\ são: 

= 2v1  —jv0  —> ) = 10 

	

\=3v1 —ju0 	>. À E {11, 15, 19}. 

Se ..\ = 3v1  — jvo, i.e., i = 3, então a condição do corolário anterior é 
satisfeita  e portanto C admite apenas 91  corno DNEM. 

O Corolário 5.1 é útil para efetuar o estudo completo do diagrama de 
lacunas para uma classe de equisiiigularidade fixa em gênero 1, como podemos 
ver no exemplo a seguir. 

Exemplo 5.4 Considere F = (5, 11). Os possíveis valores de ) são: 

= 2v1  — jv0  —> ) = 12 

	

= 3v1  —jvo 	> ) E {13,18,23} 

= 4v1  - jv0  —> ..\ E {14, 19, 24, 29, 34} 

O Corolário 5.1 permite afirmar que, se ..\ e {13, 14, 18, J9, 241  29, 34}, 

	

então existe .apenas = xdy - Li 	corno DNEM, e temo 

IaCU7VIS j(A \ F) 
13 18,23,28, 29, 34,39 6 
14 19, 24, 29, 34, 39 5 
18 23,28,34,39 4 
19 24, 29, 34, 39 4 
24 29,34,39 3 
29 34,9 .2- 
34 39 1-. 
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Resta analisarmos os casos .À = 12 e .À = 23.. 
Se ) = 23, então pelo Teorema 4.1, podemos considerar 

C. í x = 
= ji  + t 23 + at 4  + bt29. 

	 (5.2) 

Como 21  = xdy - =ydx e 	= 12t27  + 13a, t28  + 18bt33, ternos que 
v() + 1 = 28, v(y j ) + 1 = 39 e assim a lacuna iimiíante é 1 = 34. 

O próximo S-processo mi` imo 	= 	- fyL2 2dy e /'(') = 13at33  + 
18bt38  + _ 

Surgem as seguintes possibilidades: 
Se (1 	0, (fltaO S22  éuma nova DNEM, ?;(2) 4- 1 = 34 ( a i(WUfl(Z 

iimitante é 1 = 29, indicando o fim do algoritmo. 
Se a = O, então o algoritmo finaliza. 
Resumindo o caso À = 23, temos 

a lacunas (A \ F) 
=0 28,39 2 

0 28,34,39 3 

Analisemos agora o caso em que ) = 12. Eliminando os termos em 
F U {F - v1  + vo } U {F*  + )}, como no Teorema 4.1, podemos considerar 

1-y 	
y = t + t12  + at, 3  + bt' 4  + ct18  + dt'9  + et24  + ft29. 

Uma vez que, 21  = xdy - ydx e /'() = t16  + 2at17  + 3bt18  + 7ct22  + 
8dt23  + 13et28  + 18ft33, v( 1 ) + 1 = 17, v(y j ) + 1 = 28 e v( 1 ) + 1 = 39, 
temos que 1 = 34 é a lacuna limitante. 

O próximo S-processo mínimo a ser considerado é 

= 11x 1  - ydy, 

com /'(2) = (22a-23)t22+(3b-12-24a)t23--25(a+b)t24--13(a2+b)t25+. 
Ternos dois casos a analisar: 

1. a: 22 
Neste caso, 2 .éDNEM. Uma vez quev(í 2)+1 = 23 ev(y 2)+1 = 34, 
a lacuna limit ante passa a ser 1 = 29. No próximo passo, consideramos 

X = 
(5.3) 
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o S-processo mínimo 23 	- (22a 23)yi, desse modo, temos
(7, 11(3b - 42 + 1)1:28  + 11(4b + 4a - 6( 2  - 6ab)t,29  + 

Se b- (2a+1X2a-1)  enfao Ç3  e urna nova DNEM. Gomo ?)(3)+ 1 29, 
a lacuna limitante passa a ser 1 = 24, indicando o fim do algoritmo. 
Por outro lado, se b = (2o+1)(2a-1)  então o algoritmo finaliza com 21  e 

22- 

a - 23. 
22 

Temos 0(2) = 33- 	t23  + (- - 25b) t24 	e as seguintes ' 	121) 
possibilidades: 

(a) b í ' I i .  
Temos que Ç22  é urna nova DNEM, com v(Z 2) + 1 — 24, 7(x 2) + 
1 = 29, v(x2 2) + 1 = 34 e a lacuna iimitante é 1 = 23, indicando 
o fim do algoritmo. 

(b)b 136. — 121 
Neste caso, podemos reduzir 22  de forma a obtermos: 

2625 911 2 	62319 2 	
(117128 

504725 
= 2+ 242 X+ 	

220 	
dx 26620y  dx 

	
+ 77c) Yi, 

com ,0(d) = At28  + •--, onde A (88d 44021T5  267c). 644204 
Podemos ter: 

i. A0: 
Temos que í'2  é DATEM com v() + 1 = 29, v(x2) + 1 = 
34 e a lacuna limitante é 1 = 24, indicando que o algortirno 
finaliza. 

ii. A = O: 
Nesta situação podemos reduzir í. A saber, sua redução final 
é: 

— 	
( 195442184125 	18250d)  x5dx+ — 	+ i 2522702864 + 89 

(251638551583  + 56405d)  yx3d+ 5 k. 3784054296 	267 
1"621173591305  + 49463d)  y2xdx+ 5 41624597256 2937 
1/ 4209205750711 	4407769d) y2dy, ii . 457870569816 + 64614 

comj 	= Bt33  + •••, onde 

B 
=(5379063454198368 

1807239518543737 4'740'6d2 + 143e + 462825631  
71289 	

379542636d) 

2. 
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Temos as possibilidades: 

• B 540: 
Ternos queé urna DNEM, v()+1 = 34 e o algoritmo 
finaliza. 

• B=O: 
Neste caso o algoritmo finaliza com urna única, DNEM, a 

saber Ç1• 

Resumindo o estudo para À = 12, ternos 

a 
22 

b 	(2a+1)(2a-1) A \ 1' = {17, 23, 28, 29, 34, 39} 
(2a+1*2a-1) b = A \ F = {17, 23,28,34,39} 

- 23 a— 
121 

A \ F = {17, 24, 28, 29, 34, 39} 

b— 
- 121 

AO A \ F = {1 7, 28, 29, 34, 39} 
A=() B~O A \ F = {1 7, 28, 34, 39} 

B = O A\F = {17,28,39} 

Façamos agora o resumo para as possibilidades de (A\F) e o diagrama de 
iacitnçzs. Corno referencial tomamos o ponto que se localiza no canto superior 
direito corno a lacuna (vo - 1)vi - = - 1 = 39. 

(A \ F) À lacunas diagrama 
1 34 39 • 
2 29 34,39 • 

23 28,39 

3 

24 29,34,39 • • • 

23 28, 34, 39 
• • 

• 

12 17, 28, 39 • 
• 

4 

19 24,29,34,39 • . • 

18 23,28,34,39  

12 17,28,34,39 
• 

• 
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5 

14 19, 24, 29, 34, 39 • . • , • 
12 17,28,29,34,39 

• . . 

12 17,23,28,34,39 

. 
• 
. 
• 

6 

13 18,23,28,29,34,39 
• 
• 
. 
. 

• 
. 

12 17,24, 28, 29, 34,39 

. . . 

12 17,23,28,29,341 39 

• . 
• 
. 
• 

5.3 Ramo ,\-canônico 
Como já observamos, na seção anterior, se C é uma curva algébróide irre-
dutível plana de gênero 1 e À seu invariante de Zariski, então C pode ser 
dada por uma parametrização da forma 

í x = 
= vt + 1` + 	att. 

Se ai  = O para todo i> ), então o invarianteÃ invariante. determina completamente 
a classe de equivalência de C. Chamaremos a curva 

ç :7; = CO 
= t,v1 + t,, 

de ramo )t-canônico associado ao semigrupo F = (7)0,?) ] ). 

Uma questão natural que surge, é saber qual o valor de T, ou mais es-
pecificamente, qual o conjunto de lacunas especiais para curvas .-canônicas. 

Carboune, em ICarJ, apresenta a segiinte proposição: 

Proposição 5.1 Seja 
r 	= CO 

C: 	= tvl + tÀ, 
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então r = lí—(j-1) e o conjunto das lacunas especiais éA\I' = {À+ivo; 1 
i<j—l}. 

Dem.: Segue diretamente do Corolário 5.1. 

Vamos aplicar o Algoritmo 2.2 para encontrar uma Base Standard Mínima 
de. OdO, obtendo uma fórmula explícita para as DNEM's, bem como para 
(A \ F) quando C é um ramo )-canônico com invariante de Zariski ) = 

(v0 - 1)i'i — 21)0, comi = 2,..., [(vo_2)1]  i.e., para À 	(v0  - 1)v1  mod vo. 
Considerando o homornorfismo de O-módulos ip definido em (2.2), 110 

primeiro passo do Algoritmo 2.2 obtemos 

21  = xdy - ydx, 
vo  

com 	= (À - 
Note que temos j - 1 lacunas especiais da forma v(x' i ) + 1 com k = 

O, ,j 2. 
Sem perda de generalidade, podemos considerar 21 	(zdy - ydx), A V1 vo 

assim /(21) -. t.\+vo_l.  

O lema abaixo nos auxiliará a comparar lacunas. 

Lema 5.1 Seja MDC(vo,vi) = 1 e a,b,c,d E IN. Ternos que av1  - bv0  > 

(a - d)v j  - cv0  se, e somente se, b - c vo 

Dem.: De fato, av1  - bv0  > (a - d)v1  - CVO é. equivalente, a bv0  <dv1  + cv0, 

ouse.j, b — c< [ti] 

Agora observe que se v0  = 3, então as lacunas especiais são aquelas 
maiores ou iguais a À + v0  = (v0  - 1)v1 - ( j - 1)vo, ou seja, da forma 
(v0  - 1)v— (j - k - 1)vo com  <k <j —2. 

Se v0  > 3, então toda lacuna maior ou igual a (v0  - 1)vi  - 'yv0  com 
= mm {i [] + i} é especial. Realmente, se v0  > 3, então existem lacu- 

nas maiores que v1  da forma (v0 - 2)? - kv0, com k = 1,..., [071].  Pelo 
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lema anterior, temos que (vo  - 1)v1  - -yv0  > (v - 2)vi  - v0  se, e somente se, 

VO  
Assim, independente do valor de v0, toda lacuna maior ou igual a (vo  - 

1)v1  - 'yv0  com -y = mm {i, [vi  ] + i} é especial e é obtida no primeiro passo 
do algoritmo. 

A Proposição 3.3, indica que o próximo S-processo mínimo de B = 
{dx, dy, 21 } a ser considerado 

22 = y21 - .LvI_jdx, 
vo 

onde (2) 
Note que 2À + v0  = (vo  - 2)vi  ± (v1  - 2j + l)vo. 
Sej < 	então 2À+v0  e r e como 2,\+v0  > (vo —2)vi  —v0 , a redução 

final de 22  módulo B e F = {x, y} é zero. 
Assim, se 

C : 	+ t(vo_1)t2l_it2o, 

com 2< j < 	evo  >3, então  
Para continuar a análise consideramos 	e v0  <j 	> 4. Dessa forma, 

2,\ + v0  = (v0  - 2)v1  - (2j - v1  - 1)v0  é lacuna, assim 22  é uma nova 
DNEM e temos 2j - v1  - 1 novas lacunas especiais da forma v(x 2) + 1 = 
2À+v0 +kv0 = (vo  _2)v1 _(2j_v1 -1_k)vo com k=O,...,2j---.vi-2. 

Se v0  = 4, então todas as lacunas maiores que v1  são da forma (v0  - l)vi  - 
avo, com a= 1 	[(vo-2)vi]  ou (v0  - 2)v1 - rn0, com P= 1. [(vo-_3)vi} 

vo  Desse modo, toda lacuna maior ou igual a (vo  - 2)vi  - (2j - v1  - 1)110 é 
especial eo algoritmo finaliza. 

Se v0  > 4, então todas as lacunas maiores ou iguais a (vo  - 2)v1  - -yv0  com 
= min {2j - v1  - 1, [i]  é lacuna especial. De fato, uma vez que existem 

lacunas acima de v1, da forma (v0  - 3)v1  - kv0  com k = 1,..., [021],  o 
vo  lema anterior nos indica qie (vo  - 2)v1  - 'yv0  > (vo  - 3)vi  - v0  se, e somente 

se, 'y< M+ 1. 
Assim, para qualquer valor de v0  > 4, toda lacuna maior ou igual a 

(vo  —2)v1  —'yv0  com -y = min {2j - —1, ['] + i} é obtida após o segundo VO  
passo do .algoiit.mo. 

Se v0  > 4, então o próximo S-processo mínimo de B'= {dx, dy, 21, 2} 

que merece análise é 

f X = tvo 

y 
= t1 
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onde 'E3) = t31+vo1. 

Note que 3À + v0 = (v0 - 3)v1 - (3j - 2v1 - 1)vo. Se j < 2v1+2, então 
3À + v0 e r e a redução de Ç23 só poderá nos dar uma lacuna especial já 
obtida, ou seja, a redução final de 93 módulo (B, F) será zero, indicando o 
fim do algoritmo, onde F = {z, y}. Dessa forma, se 

C: 
= tv0 

{ 	
= tv1 + t(vo_1)v1_ivo, 

com' 	< 2v+2 ev0 >4, então il(A\r)=j-1+2j—vi-1 = 3j—v1 -2. 
O lema abaixo, corresponde ao passo indutivo das afirmações acima. 

Lema 5.2 Se j é DNEM com. v() + 1 = iÀ + vo om i = 1,. ... k para 
(k-1)vi+2 

< j e v0 ~: 2+k, então toda lacuna maior ou igual a (vo —k)vi —'yvo 

com 'y = mih{kj - (k - 1)v1 - 1, [] + i} é lacuna especial. 

Dem.: Note que o lerna já foi verificado para k = 1 e k = 2. 
Se v0 = k + 2, então não temos lacunas maiores que v1 da forma (vo - k 

1)vj - avo. Como V(k) + 1 (vo - k)vi - (kj - (k - 1)v1 - 1)vo é lacuna 
especial e v(_1) < v(), todas as lacuna s maiores ou iguais a V(ík) + 1 
são. especiais. Note que kj - (k - 1)v1 - 1 < 

[e]. 
Se v0 > 2 + k, então podem existir lacunas maiores que v1 da forma 

(tio - k - 1)v1 - avo com ,[(vo_k_2)vi]. Pelo lema anterior, (vo - 
k)v1 -yvo > (vo - k - 1)vi - v0 se, e somente se, 'y < [-} + 1. 

Novamente., como V(_1) <v(), temos que toda lacuna maior ou igual 
a (V0 - k)vi - 'yv0 com 'y = mm {kj - (k - 1)v1 - 1, [] + i} é especial. i

VO 

No desenrolar da prova do lema anterior, vemos que se V0 = 2 + k, então 
o algoritmo finaliza. Se vo > 2 + k e > (k-1)vi+2 então a Proposição 3.3 
indica que o próximo S-processo mínimo a ser considerado é 

k+I = Yk - X3k_I. 

Suponha que j = tiv0_1 para 1 <i < k, assim (k+I) = t(k+1)vo_1 . 

Note que V(k+1)+1 = (k+1))±Vo = (vo—(k±1))Vi—((k+1)j---kV1 —1)vo. 
Desse modo, se (k+1)j—kVi-1 <1, então (k+1)À+vo e F, mais ainda, como 
(k+1)À+Vo> (vo —k)V 1 —yVo com -y = min {kj - (k - 1)v1 - 1, [] + 1} e o 

x 
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S-processo acima possui redução final zero módulo {dx, dy, 	, 	e 
o que indica o fim do algoritmo. Observe que a condição (k+ 1)j —kv1 —1 < 1 
é equivalente a j < 1vj+2 

Por outro lado, se  ~, kj+2 então 2k+I DNEM e temos (k+1)j—kvi —1 
novas lacunas especiais da forma v(x9k+I) + 1 com a - O, •, (k + 1)j - 
kv1 —2. 

Dessa forma, temos a seguinte proposição. 

Proposição 5.2 Seja 

C: 1 - 
y 	t'1 + t(vo_1)1_jv0 

Se vo ~ 2 + k e 	 1)t'2 
< j < kv1+2 com k > O, então It(A \ F) = k 	 k+1 

k (v1 - 1 (vi_i(k+fl) Além disso ternos k DNEM's, a.saber 
2 

( 	 j ('xdy - ydx"\ com 	= t)+voi 
v0 ) 

= Yi - ix?'lidx com (22) = t2 + 01 , 
vo 

X 12 _2 com 	t0v1 e 3 < i < k. 

Assim,, v() + 1 = iX+ v0 = (vo - i)vi - (ij - (i - 1)vi - 1)vo com 
1 <i <k e o diagrama de lacunas é dado por 

V0 —1 

vo —2 

vo —3 

. . .".. . ..... . . 

. . ..... . . 

. . . 

• . ..... 

• . . 

• . • 

V0 -k 

1. 	 1 	 1 	 t  

v1 —5+1 	2(vi —j)+1 3(vj — i) -i-1 	 k(vi —j)+1 	V1-1 
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vo  Note que, se k - 1, então 2 < j < + 1. Como [] < RL + 1, temos 
como caso particular a- Proposição 5.1. 

Além dos ramos )-canônicos, com À = (v0  - 1)vi  - jv 0 , podemos obter a 
e. descrição completa das DNEM's do conjunto de lacunas especiais para os 

ramos \-canônicos com À = 2v1  - jv0 , i.e., para ramos da forma 

C : 	= 71  + t 1 0 .  

Note que para 2v1  —jv 0  ser efetivamente o invariante de Zariski, devemos 

vo  ter j > 2 e 2v1  - jv 0  > v, Ou seja, j < [ 1.]. Assim, estamos considerando 

2 <j < [ i], em particular, devemos ter v1  > 2v0  e v0  >.2. 
vo 

Proposição 5.3 Seja 
X = 
y =tv1 + t, 

com \=2v1 —jvo,2<j<[]vo  evo >2. 

O número de lacunas especiais de C é (A \ F) = [V01 

 J ([-] j - 	das 
quais v0  - 2 correspondem a DNEM. Se 2L1  = . e 20  = dy, entôo as vo  
DNEM's são dadas, para 1 <i <por 

1 
2i-1 = 	  (i - 2)\ + v1 

(x 2( _ 1)  - ((i - 1) + 1)1)Y2(_l)_l) 

COM,  I'(2j-1) _ 	e 

2i = Y2(i-1) - ((i - 1)) + V - 1)x 2 _ 1 , 

com 	= (O + vi)t+t1_l  + \ t(i+1)_1 

Dem.: Vamos usar a Proposição 3.3 que nos indica os S-processos privile-
giados para obter as. DNEM'€. Mostraremos que existem v0  - 2 DNEM's. 
Como pela Observação 3.3 este é o número máximo de DNEM's, o algoritmo 
finaliza. Em seguida, apartir das ordens das DNEM's obtidas, obteremos 
(A \ F) simplesmente contando os pontos do diagrama de lacunas. 

A existência das DNEM's anunciada será feita por indução sobre i. 
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No primeiro passo do algoritmo para obter uma Base Standard de OdO 
(Veja Algoritmo 2.2), o S-processõ à ser considerado é 

VI  
S=xdy — --ydx, 

vo  

onde b(S) = - 
Assim, definimos 

1 ( 1 
= 	 xdy - —dxj 	(z 0  - 

A — V1 \ 	V0 / 	A—V1 

donde )(Ç1) = 
Se v0  = 3, então não pode haver outra DNEM. 
Suponha, que v0  > 3. Pela Proposição 3.3, a próxima DNEM, se houver, 

será obtida através da redução final do S-processo de menor altura dentre 

ydy - 

e 
V0yv0_2 i  - v1 xv1_jdx.  

O primeiro tem altura 2v1  —1 e o segundo tem altura (v0 —)v1+\+vo -1. 
Uma vez que v0  > 2, temos que 

(vo - 2)v j  + )' + v0  —1 = 2v1  + vo  —1 + (vo  - 2)v1  — jvO  > 

> 2v1  + v0  - 1 + v1  - jvo > 2v1  + v0  - 1 > 2v1  - 1, 

e portanto, tomamos Ç22 = ydy - 	onde (2) = (\ + ,1)t 11  + 
)t2À_1 .  

Se vo = 4, então não haverá mais DNEMe o algoritmo finaliza, mostrando 
que as expressões para as DNEM's são válidas para i = 1. 

Suponha que o resultado seja válido para todo k com 1 < k < i < lEÇA 
Deste modo, devemos ter v0  > 2(i + 1) - 1 e 

1 
2k-1 (k - 2) + 

	- 1) + 

onde (2k-1) = 	e 

2k 	Y2(k-1) - ((k - 1)\ + v1)x2k_1; 
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onde '(22k) = (k) + v1)tk11  + 
Se v0  = 2(i+1), então o algoritmo finaliza, uma vez que temos 2i DNEM's. 

Vamos supor que v0 > 2(i + 1). 
Segundo a Proposição 3.3, para obter a próxima DNEM, se houver, basta 

considerar dentre os S-processos 

S1  = x22  - (i) + 1)1)yQ2 _1  

e 
S2 

= vo-(2i+1)2 2z - (i) + 1)1)Zthl_i3_I2 _1 , 

o de menor altura. 
Como 

v(ht(S2)) = (v0 - (2i+ 1))vi  +i)+vi —1> v1  +i)+v1 —1> 

> vo  + iÀ + v1 - 1 = v(ht(Si )), 

tomamos 

+ 
	 (xQ2 	(i + vi)yQ2i_i), 

onde 	= 
Se v0  = 2(i + 1) + 1, então o algoritmo finaliza, pois teremos v0  - 2 = 

2(i + 1) - 1 DNEM's. 
Se v0 > 2(i + 1) + 1 então, novamente pela Proposição 3.3, o próximo 

S-processo a ser analisado é o de menor altura dentre 

Si = Y2j - (i) + 

e 
S2 =yVO-2(i-4-1)2 	- v1_(i+l)jQ i  

Urna vez que v(ht(Si )) - (i + 1).À + v1  + v0  - 1 e v(ht(S2)) = (vo  - 2(i + 
1))v1  + (i + 1)) + v0  - 1 > v(ht(S1)), tomamos 

y22 - (i) + vl)x 1Q2(+l)_l, 

onde (22(1)) = ((i + 1)) + ?)1)t+ )À+vi_1 + t 42 '-'. 
Assim, as expressões para as DNEM's, são verdadeiras para todo 1 < 

i 	Resta agora efetuarmos a contagem dos pontos do diagrama de 
lacunas. 

Para facilitar, vamos considerar dois casos: 
Caso a) v0 par. Neste caso, o diagrama de lacunas é 



5.3. RAMO )-CANÔNICO 

tio —1 . 	. 	. 	. . .•.... . . 
tio —2 . 	. 	. . .".. . ..... 

5 • •• • ...• • • 
4 • • ...• • • 
3 • . • 
2 • . 

v-(2j_1) J vj—(j—i) 2 	/ 

129 

Assim, 

v,-2j 	vi —i 	v1 -1 

v0  -2 
0-1 	 (j-2)(vo ---2i) = 

- (vo-1)(vo-2) 
 + (j - 2) "-°-"- 

— 	2 	 2) —  

- (a\ 
- 	2 ) ((i - 2)j + V i) = 

- r1 - No_li - 	(i - 2) {} + 2 {!} - i) -[ 2 j (i  

Caso b) v0  ímpar. O diagrama de lacunas para este caso é 

IJQ - 1 - 	. 	• 	.... • • • • ...• . • ...• 
IJQ —2 • • • • • ...• • ..... 

5 • . . 	...• • • 
4 • • ...• • • 
3 • • • ...• 
2 • • 

1 1 
vi - ((!w-!_ i)) 	1 VI - (2j- 1) 1 u — (j — 1) 

vi -'2j 	 u1-1 
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Dessa forma, ternos 

VO  -1 
(A \ r') = :i: 	(vO - i) + )12 (j - 2)(vo  - 2i) = 

- (v1)(v-2) + 
( - 2) 2 	

(!1)  () -  

(!Q i) 
((i - 2) 20  2 1  + VO —2) = 

- 	
í vo  1 - íQj1 ((i —2) [] +2  [] - i) 	

[vo-1]  (i H L 2  j i). 

As proposições anteriores e a análise de alguns exemplos rios levam a 
formular a seguinte conjectura. 

Conjectura 5.1 Dado o ramo )-canônico 

í x = 
y =tv1+ tÀ,  

o conjunto A \ F das lacunas especiais, pode ser obtido aplicando o seguinte 
algoritmo: 

DADOS: vçj ,v e.À; 
DEFINA: L) :=vo - 1; 

- 1; 
v( 1 ) :=)+ vo—l; 
Lo :={}; 
Li :={+?o+yF; yeF}; 

ENQUANTO L3  54 L31  FAÇA 
5 	s + 1; 
v() := rnin{v(ht(S( 3_ i ,• ))); — 1 < i < 

- v1 ), onde oz e IN é o menor 
valor tal que v(fZ3) + 1 Ø L8-1 - 

L3  := L8 _1  u {v() + 1 +y Ç9 ]T; y e r'}. 

SAÍDA:A\F = L3 

c 
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Exemplo 5.5 a) considerando r = (5,v1), com 5 < v1 	11, .vemos que 
o Exemplo 5.3 e o estudo completo do conjunto de lacunas especiais para o 
semigrapo F = (5, 11), apresentado no Exemplo 5., confirmam. a conjectura 
para qualquer À. 

b) Seja r = (6, 11). O conjunto das lacunas que podem ser tomadas como 
invariante de Zariski é {13, 14, 15, 19, 20, 21, 25, 26, 31, 32, 37, 43}. 

O Corolário 5.1 comprova a conjectura para 

{14, 20, 25, 26, 31,32,37, 43}. 

A Proposição 5.2, por sua vez também mostra a veracidade da conjectura 
para À = {13, 19}. Resta, portanto analisar À e {15, 21}. 

Se À = 15, então À v1  = 4 e o algorlirno que nos dá urna Base Standard 
Mínima para OdO, Algoritmo 2.2, fornece as seguintes DNEM's: 

91  = xdy - 11  ydx com 	= 4t2°  

e 

22 	y2dy - 11 x 221   com 	= 37t36  + 51t40  + 15t44 . 

Assim, A \ r = {21, 27,32, 37,38, 43, 49}, como indica a conjectura. 
Se À = 21, então À - 11 = lO e temos 91  xdy - -ydx com.0( 1) = 

10t26.Como v(y 1) + 1 = 38 e v(y2 1) + 1 = 49, temos que 1 = 43 é a 
lacuna lirnit ante. 

Continuando com o Algoritmo 2.2, temos 

92 = y2dx - 11 X91, 
10 

com 	(2) 	43t42  + 53t52  +2 1  t62 .  Assim., a lacuna limitante passa a ser 
1 = 37 o que indica o fim do algoritmo e a confirmação da conjectura para 
este semigrupo. 

5.4 Diagramas Admissíveis 

Laudal e Pfister, em [LaP], mostram que para curvas algebróides irredutíveis 
planas, todos os valores do número T de Tjurina entre o mínimo, que cor-
responde ao caso genérico, e o máximo, que sabemos sr ji, são atingidos. 
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Ou seja, existe uma curva com semigrupo 1' = (vo, vi), de forma que seu o 
número de Tjurina seja r. 

Já mencionamos anteriormente, e os Exemplos 5.2 e 5.4 comprovam o 
fato que, fixado o semigrupo F = (v0 , v1), podemos ter curvas com mesmo 
número de Tjuriiia, mas com conjuntos de lacunas especiais distintos. 

Desse, modo, algumas questões surgem, como por exemplo: 
Sejam £ = {1 Ø F; 1 > v0  + v} e Co  um subconjunto de £. Como 

saber se A é o conjunto de lacunas especiais de um ramo com semigrupo 
F = (vo, v1), ou mais geralmente, quais são todos os possíveis conjuntos de 
lacunas especiais para um ramo com semigrupo 1' = (vo, vi ) fixo? 

E claro que dado um semigrupo 1', no necessariamente de gênero 1, 
podemos realizar, através das técnicas apresentadas, o estudo completo de 
A \F para esta classe de equisingularidade e assim responder às questões 
acima para F, como fizemos nos Exemplos 3.5 e 5.4. 

Nesta seção, mostraremos que determinar todos os possíveis conjuntos de 
lacunas especiais, ou equivalentemente, todos os diagramas de lacunas para 
os ramos com semigrupo 1' = (v0 , v1 ) é uma questão puramente combinatória 
e fácil de ser respondida utilizando um algoritmo que apresentaremos adiante. 

Seja dado um ramo com semigrupo F, 

í XtY° 

1 y = 	v: a1t, 

onde a 1  = 1 e a1  E K para todo 1. 
Desse modo, se p e b são os liomomorfismos de O-módulos dados, res-

pectivamente em (2.1) e (2.2), então 

= vo r0 	e ifi(dy)  
L>vi 

Agora observe que em 

= t °  
(l>vj 

 

o termo de menor ordem em t no qual aj  ocorre é claramente da forma 

(P(a; v1  < i < j) + /3a) to+(f3_l)v1+i 

onde P(a; v1  < i < j) urn polinômio com--coeficientes em K nas indeter-
minadas a• para v1  <i 
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Do mesmo modo, o termo de menor ordem em t em que a 
(x(Yydx), respectivarneiite em xay dy) 

(P(a; vi  <i <j) + vo/aj) t0_1)v1+j+v0_1, 

respectivamente da forma 

(Q (ai  ; v1  < i < j) + ( v1 + j)aj) t0+_1)v1+juI_l, 
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ocorre em 

(5.4) 

(5.5) 

onde Q (ai  ; v1  < i < j) é um polinômio com coeficientes em K nas indeter-
minadas a,, com v1 <i <. 

De modo mais geral, temos o fato a seguir. 

Observação 5.4 Sejam w = > iEI' bíti E K[[tI], z e y corno na - parametriza- 
ção de C. Então, o termo de menor ordem em, t em. 	em, que b 
ocorre é da forma 

(R(b1; 1 <i <j) + b) t01i1 

onde R(b j; 1 <i <j) é um polinômio com coeficientes em K nas indetermi-
nadas bi  com 1 <i <• 

Como estamos nos restringindo a ramos C de gênero 1, temos que F = 
{z, y} é uma Base Standard Mínima para o anel local O de C. 

Sejam a,,6 E 1N2, tais que v(F) < v(F) e w = iiEI'• bti E K[[t]]. 
O termo de menor ordem em t em que bj  ocoire em p(cF +- cF)w, 
onde c, cp E K*,  é dado peio termo de menor ordem em que bj  ocorre em 
cFw, onde ao seu coeficiente é somado uma expressão polinomial em b, 
com 1 <i <• 

Vamos supor que as DNEM's foram obtidas por uma redução final dos 
S-processos, como descritos lia Proposição 3.3; ou seja, se B = 

r} é uma Base Standard Mínima para OdO, com (c2) <v(+1), 
para i=-1,...,r---1jL1 =dxe o =dy,então 

ç i+1  = 

para i = O,... ,r — 1, gj E O e 	= v(gkíZk) < v(gíZ), para algum 
k<ie todo jk com j <i. 

Vejamos que informações podemos obter a respeito sio. coeficiente de t 
em 
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Iniciàlmeiite, note que o coeficiente de t' 4e gjj, com j = .-1,. . . , ié, da 

forma 
P(bk; v(Z) < k < lj - 1) + cb i , 	 •( 5.6) 

onde bk são ds cbeficientes de tk  em Q j, c e K* e =17-  v(gj). Além disso, 
escrevendo gj = > EA d,,Fa com a amplitude desta representação igual a 1 e 
v(gj) - v(d 0 F 0 ), temos que a parcela cb t  em (5.6) provém de 

Como na representação de 	dada acima, temos para —1 < i <i, 

v(gi) + v() < v(g) + i() < v(gj) + v(), 

ou seja, v(gj) <v(gj), para todo —1 < i < i. 
Assim, li  = 77 -  v(gj) > ij v(g) = ij, para todo —1 < j < i, ou em 

outras palavras, o coeficiente de t' em 	, que é a soma dos coeficientes de 
t' em gjj para —1 <j <i, é da forma 

P+l(bk; v() < k < i —1; k i; —1 <j < i) 4 c'b t , 

onde c' E K*, Pij(bk; v(j) < k < l j  - 1; k 	- 1 <j < i) é um 
polinômio nos bk's. 

O lema abaixo, nos fornece informações mais explícitas a respeito do 
coeficiente de t77  em 

Lema 5.3 Sejam C um ramo de gênero 1, dado por 

í :i; = CO 

y = 
t.1 + 	aj0 

e 	com i = O,.... r - 1, como descritas na Proposição 3.3. Então o 
coeficiente de t?' em 	é da forma 

Q7+1(ak; v1 < k < 1) + c,+iaz, 

com c +1  E K, 1 = r' + 1 - 	onde O = v(ht( 3+i)) - v( 3) para 

s = O,. . , r e Q+l(ak;  v1 <k < 1) um polinômio com coeficientes em. K nas 
indeterminadas ak, para <k < 1. 

Dem.: Faremos a demonstração por indução sobre i. 
Para i=O, temos 1  =(_y+...)dx+(x+...)dy=g_i_i+goo. 
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De (5.4) e (5.5) temos que os coeficientes de t' em 	em g00  são 

respectivamente 

Q1 (ak; v1 < k <i - vo) + ca - 0+ 

e 
Q(ak; v1 < k < i - v0) + da_ 0+1, 

onde c = —v e d =17 -  v0 + 1. Assim, o coeficiente de i' em 21  é 

Q?(ak; V1 < k 	- v0) + ( c + d)a_ 0+i. 

Como c + d = i + 1 - — vi E K*,  pois v(1) + 1 > vo  + v1 e Oo 

v(o) = vo, o lema é verdadeiro para i = O. 
Vamos supor que o lema seja verdadeiro para todo j com —1< j <i <r, 

ou seja, o coeficiente de tY' em Ç2j seja da forma 

i 
Q/(ak; v1 < k 	- IIo) + c,a +1_i 05 , 

com c E K*. 
Pela Proposição 3.3, podemos considerar 

COM v(gjj ) = min_1<k<{v(gkk)}. O coeficiente de t' em i+1  é a soma 
dos coeficientes de t" em cada gkk,  para k = —1,. . . , i. O maior índice para 
os parâmetros a's que ocorrem nos coeficientes de gkk  é por (5.4), (5.5) e 
por (5.6), respectivamente 

k=-1: 1+1—v(g_1)+v1 —v0  
k=O: i+1—v(go) 
k>O: 	7/+1—v(9)----I08 . 

Observe que 
1(1) > 0 + v( 0 ), 
v(2) > 0 + v( i ), 	

(5.7) 

v( +1) > Oj + 
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para j = O, .... r -4. Assim, v(Q+i) > v(Qt ) + 	0, e temos que 

v(gj) + v(Qj) + 	<v(gi) + v(Q) <v(gj) + (Q), 

para 1 < j <i, ou seja, 

v(g) +O <v(g). 

Portanto, temos que 

i-1 	 i-1 
v(g) + 1: 0., <v(gj ) + 1: 087 

s=O 	 s=O 

para j1, .... i-1. 
Além disso, somando as desigualdades em (5.7), obtemos 

v(gj) + v(í o) + r o., < v(g) + v(Q) < min{v(g_1) + v(í 1), v(go) + v(Qo)}, 
s=O 

isto é, 

v(g j) +O <mi{v(g_1) + v0  - vi ,v(go)}. 

Dessa forma, o maior dos índices anteriormente mencionados, é 77 + 1 - 
v(g) - j + 1 - >1JJ 9 e o coeficiente de V em í 1  é da forma 3=0 

Q7+1(ak; v, <k <77— I°) + c?l,i+la,i+i_>I:o, 

com 	K. 

Observe que o lema anterior garante que lima DNEM, obtida como des-
crito na Proposição 3.3, pode ter qualquer ordem acima da ordem da altura 
do S-processo que a origina. De fato, como o coeficiente de V em Rj  é da 
forma 

Q (a v1  <k < - o) + 

s=O 
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com en,i E K*.  Para que Ri  tenha ordem v > v(ht(S)), onde Si é o S-
processo que origina Ri , dado na Proposição 3.3, basta tomarmos 

i-1 	),
a1i-i

-3=09 
= c 77jQ'I. (ok; v1 <k < - 

para v(ht.(S)) <q < v e 

	

a 1 i-i 0 	 (Ok; v1  <k < v—O. 
s=O 

Note que, os parâmetros a's fixados para termos V(j) = v não serão 
relevantes para que j+1  tenha uma determinada ordem, pois 

v(ht(S)) < ij < ii = v(Q) < v(ht(S +1)) < v( +1), 

e assim os parâmetros a's sobre os quais impomos coiidições têm índice maior 
que 

i 	 i-1 	 i—I 

	

v(ht(S 1 )) + 1— 	= v(Z) + 1— 	= v+ 1- 
8=0 	 s=O 	 s=O 

Portanto, segue diretamente dos fatos anteriores, o seguinte teorema. 

Teorema 5.2 Seja F = (vo, vi). Um, subconjunto Lo não vazio de £ = 

{ 1 Ø F; 1 > v0  + v1 } é um conjunto de lacunas especiais para um ramo com 
sem.igrupo 1' se, e somente se, ÁCO  é obtido pelo seguinte algoritmo: 
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DADOS: v0, v1; 

DEFINA: L0 	(vo, vi ); 
- 	L:={le IN- l>vo +vi }; 

ESCOLHA 11  e L \ L0  E FAÇA 
L1 	L0  U {l + Lo }; 
i:=1; 

ENQUANTO L 7É  Li  FAÇA 
SE DECIDIRMOS ENCERRAR 

ENTÃO 

(FIM DO ALGORITMO) 
SENÃO 

ESCOLHA ti+1 E L \ Li  COM ii > 1i + 'Ym, 
ym =min{'yE Lo; ii+'yELi_i} EFAÇA 

L 1  := Li  U {i,+  + Lo }; 

SAÍDA: A\F = L\Lo; 

Dem.: Segue diretamente dos fatos apresentados anteriormente, observando 
que a escolha de 11  corresponde à escolha. de v() + 1, l + -y n  corresponde à 
ordem da altura do S-processo indicado na Proposição 3.3 e ti+1  corresponde 
à escolha de-v( 1) + 1. 

Exemplo 5.6 Seja F = (6,13). O conjunto das lacunas de 1' que sáo 
maiores que v0  + v1  = 19, ou seja, que podem ser ordens de DNEM's, é 

= {20, 21,22,23,27, 28, 29, 33, 34, 35, 40, 41, 46, 47, 53, 59}. 

O que dizer dos subconjuntos 

= {20, 27,33,34,40,41,46,47,53, 59} 

e 
C2' {20,29,33,35,4d,41,46)-"47,53,59} 

de L, quantó apasibilidade de serem conjuntos de 'lacunas especiais de um 
ramo com semigrupo F. 
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Como min{L1 } = min{L2 } = 20, o algoritmo do teorema anterior, nos 
diz que v( 1) + 1 = 20. Desta forma, {v( 1) + 1 + 'y Ø F; 'y E F} = 
{ 20, 33, 46, 59} é subconjunto do conjunto das lacunas especiais. Uma vez 
que tal conjunto está contido em f-1  e em. £2, não podemos concluir nada até  
este ponto. 

Continuando com o algoritmo anterior, vamos escolher 1 E L \ Lj para 
i = 1, 2. Assim, vamos proceder a análise separadamente. 

Análise de L. 
Se houver uma DNEM 22,  além de 21, devemos ter v( 2) +1> 20 + 6 = 

26, pois 6 = min{-y E F; 20 + 'y  E F}. Desse modo, devemos admitir que 
v() + 1 = 27 e {v( 2) + 1 + 'y F;-y E F} = {27, 33, 40, 46, 53, 59} está 
contido em. A \ F. Uma vez que esse conjunto está contido em L, nenhuma 
conclusão pode ser tirada. 

Havendo urna nova DNEM Ç23,  esta deve ser de modo que v(&) + 1 > 
27 + 6 = 33. Assim, vamos admitir que v( 3) + 1 = 34, o que implica 
que 	v( 3) + 1 + -y Ç9 F; -y E F} = {34, 40, 46, 47, 53, 59} está contido em 
A\ F. Novamente corno todos estes elementos pertencem à L, nada podemos 
afirmar. 

Para que tenhamos uma DNEM Ç24,  obrigatoriamente devemos ter 
v( 4) + 1 > 34 + 6 = 40. Conseqüentemente, devemos ter v( 4) + 1 = 41 e 
{v( 4) + 1 + 'y F; 'y e F} = {41, 47, 53, 59}. 

Portanto, f-1  é o conjunto de lacunas especiais para algum ramo com 
sernigrupo F = (6,13). A saber, o Teorem,a 5.1 indica que genericamente 
ternos A \ F = L. 

Análise de £2. 
Para que ocorra uma DNEM 22,  devemos ter v(22) + 1 > 20 + 6, o que 

nos leva a concluir que v( 2)+ 1 = 29 e que {v( 2)+ 1+y Ø F; 'y E F} = 
{29,35,41,4753,59} são lacunas especiais. 

Se houvesse uma outra DNEM 23,  teríamos v() + 1 > 29 + 13 = 42, 
no entanto em £2 temos o valor 40. Portanto, £2 \ {40} é o conjunto de 
lacunas especiais para um ramo com semigrupo F = (6,13), mas £2 não. A 
saber, os ramos da forma 

í x - 
1 y=t'3+t14+t'5+t'6+at'7+26 	507 ..., 

com, a147,  admitem. A \ p = £2 \ {40}, obtidos aplicando o Algoritmo 101 
2.2 e impondo condições sobre os parâmetros. 
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Capítulo 6 

Ramos de Multiplicidade Baixa 

Ebey, no seu artigo [E] de 1967, apresenta numa tabela, a classificação, orn 
respeito à relação de equivalência definida no Capítulo 3, dos ramos copi 
semigrupo F = (vo, v1,. .. , v9), onde v0  = 2, v0  = 3 e no caso de v0  = 

4 considera v1 	11. Bruce e Gaffiey, em [BGa] de 1982, iisaudo outros 
métodos, obtém parte dos resultados de Ehey. Carbonue, em [Cail de 1998, 
retoma a tabela de Ehey, acrescentando o valor do numero de Tjiirina r para 
cada classe de equivalência. No entanto, alguns erros tipográficos de [E] são 
reproduzidos e o caso do semigrupo r = (4, 11) contém um pequeno erro. 

Neste capítulo, além de reapresentar a tabela mencionada, com as devidas 
correçõés, substituímos a informação cio número de Tjuriiia r, pelo conjunto 
das lacunas especiais A \ F que, como já mencionamos no Capítulo 3, é uni 
invariante mais fino que permite obter r por meio da relação r = - (A \ F). 

Para dar uma pequena indicação da efetividade dos nossos métodos, es-
tenderemos a tabela de classificação para todos os ramos com v0  < 4 e no 
caso de v0  = 5 consideramos v1  < 11. O valor 1imitante para v1  não é um 
número cabalístico, simplesmente é um valor que escolhemos para não tornar 
este capítulo repleto de cálculos minuciosos e cansativos. A Seção 6 contém 
nossas tabelas. Finalmente, na última seção, respondemos negativamente a 
uma questão proposta por Zariski em [Z2], relativa aos semigrupos do tipo 
(v0, v0+ 1), dando um contraexemplo para o semigrupo (7, 8). Aproveitamos a 
oportunidade para classificar os semigrupos (6, 7) e (7, 8), obtendo condições 
necessárias e suficientes, nestes casos, para a validade do enunciado proposto 
por Zariski. 

141 
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6.1 Cuvas com Multiplicidade Ç 3 

Note que se v0 = 1, então x = t e O = Õ = K[[t]]. Portanto, todos os ramos 
de multiplicidade 1 são equivalentes. 

Se C é um ramo com v0 = 2, então o semigrupo associado é da forma 
1' = (2, vi), cujo condutor é Ji = v1 - 1, ou seja, não pode haver invariante 
\ de Zariski por causa da limitação v1 < ..\ < p (Veja parágrafo após a 
Observação 3.2). Portanto, A \ 1' = {} e C é equivalente à 

y = 

Consideremos agora os ramos, com v0 = 3. Assim, o semigrupo associado 
(3, v1). 

Pela Proposição 4.2, podemos representar tais ramos por,  

í x = 

7,' -tV,  + 	ajt2v1 _3([]+2_i). 

Se a- = O para todo i = 2,..., [J, então o ramo C é equivalente a 

í x = 

) y=tvl, 

eA\F={}. 
Caso contrário, considere o menor índice k para o qual ak :~É O, i.e., 

í x = 
[!i] 

y = 	+ >_3j, ait2vl_3([ ]+2-z) 

Desse modo, Àk 2V1 - 3 ([] + 2 - k) é o invariante de Zariski para 
p ramo C. Usando a Proposição 4.3 e uma homotetia (cf. Exemplo 3.1), 
podemos considerar 

( '7' = 

= tVI + 

É óbvio que duas curvas G1k e Cj, como acima, são equivalentes se, e 
somentese, k = j, ou seja, possuem o mesmo invariante de Zariski. 
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Veja que, independentemente do valor de k, o invariante Àk  de Zariski 
satisfaz às hipóteses do Corolário 5.1. Portanto, se À = 2v1  - 3%" com 2 < i 
[] e Q, = xdy - ydz, então 

A\F={v( i)+1+3j; 0<j<i-2}={\+3'j; 1<j<i 

6.2 Lacunas Especiais para Multiplicidade 4 

O caso v0  = 4 não é tão simples quanto os anteriores. De fato, a primeira 
diferença significativa é que podemos ter semigrupos com v0  = 4 de gênero 1 
ou gênero 2. 

Inicialmente, vamos considerar os semigrilpos de gênero 1, ou seja, aqueles 
da forma F = (4, 1)1). 

Podemos considerar que o invariante .À de Zariski está presente na 
parametrização de tais curvas, pois caso contrário, a curva seria equivalente 
a 

eA\F={}. 
Na parametrização de um ramo com semigrupo F = (4, 121 ), podemos 

considerar apenas algumas lacunas de F maiores que v1 , que de acordo com 
a Proposição 4.2 e a Observação 3.2 são 

21)1 -4j com 2<j< 

3v1 -4j com 2<j < 

Caso a) )=3v1  —4j, para algum j=2,...,[]. 
Pelo Teorema 4.1 e por uma homotetia (Veja Exemplo 3.1), podemos, 

nesse caso, supor a curva dada por uma parametrização da forma 

í x = 
= jvi + 	+ I' ait2v14(i_E}+1_i). 	

(6.1) 

Pelo Corolário 5.1, qualquer que seja o valor de j teremos apenas uma 
DNEM, a saber 21  = xdy - -ydx e portanto, 

A\F{\+4i;1 <i<j-1}. 

V1 

4 

1v1 
2 
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Note que se v1  <8, então a parametrização acima se resume a 

Í x - 

iS Y = 	+ tÀ, 

e temos apenas uma classe de equivalência. 
A análise da equivalência para os ramos da forma (6.1) será feita poste-

riormente. 
Caso b)À=2v1 _4j,para algum j2,...,{!]. 

O Teorema 4.1 .e o Exemplo 3.1 garantem que, nessa situação, todos os 
ramos podem ser representados por uma parametrização da forma 

í x - 
Í!IJ 

' y = t'-" + t2 _ 4  +
a jUl_4([ I}+ifI_i) 

•(6.2) 

O Teorema 5.2 permite determinar todos os possíveis conjuntos de lacunas 
especiais. No entanto, aplicaremos o algoritmo do Teorema 2.2, juntamente 
com a Proposição 3.3 para encontrar quais restrições sobre os parâmetros 
a, com i 	1,..., {!-j, devemos impor para obter determinados conjuntos 
de lacunas especiais. 

Temos portanto, 91  = xdy - ydx, e conseqüentemente, 

(v - 4J) 
!J. 

+ 	(V —4 ([] +j + 1 - i)) ai  

onde é o homomorfismo definido em (2.2) e v(21 ) + 1 = 2v1  - 4(j - 1). 
Uma vez que tomando B = {dx, dy, í 1 }, a lacuna limitante é 1 = 3v —4j. 

O próximo S-processo a ser considerado é o de menor altura dentre, 

v 29 	- 43 vi_jd 

e 
- (vi  - 4j)ydy. 

Como a ordem da altura do primeiro S-processo acima supera o condutor 
/L de F, pois 

2v1+2vi-4(j_1)-1>4v1+4-4[]_-1>3vi>JL=3(vi_1), 

t2'i_4(l)1 + 

4 
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e como a ordem da altura do segundo S-prôcesso é 4(j —1) + 2v1 —4(j —1) = 

2v1, temos que 

22 = v1x21 - (vi - 4j)ydy, 

e consequentemente, 

=Ei=1 va (2v1 —4 ([i] +j +1— )) t3v1 4(EI+1 i) 1+ 

+ (vIa[ ]+l_j (2v1 - 8j) - (v1 - 4j) (3v1 - 4j))  

Se existe a 	O para algum i = 1,..., [] - j, então 2 uma DNEM, 

COM v(22) + 1 = 3v1 - 4 ([] + 1 - k), onde k = mii{i; a 	O}. Assim, 
o algoritmo finaliza, pois temos v0 - 2 DNEM's, que pela Observação 3.3, 
sabemos ser o número máximo de DNEM's possíveis. 

Nesse caso, temos 

A\F={v( 1)+1+y çÉ F; 7 eF}U{v( 2)+1+y ÇÉ I'; yEF}= 

={2vi _4i;1<i<j_1}U{3vi _4i;1<i[]+1-_k}. 

Se ai = O para todo i com 1 <i [!] 
- 

j e 	 então 2 
4 	 2v1 

é DNEM com V(2) + 1 = 3v1 - 4j. Novamente, o algoritmo finaliza, pois 
obtemos o número máximo de DNEM's. 

Nessa situação, temos 

Vi 
A\F={21y1 -4i; 1<i<j-1}U{3v1 -4i; 1~i< 

141 
+1—j}. 

4 	 2v1 Por outro lado, se a 	O para todo i = 1,..., [] -i e 	= v'+,\  

então a ordem de Ç22 é maior ou igual à lacuna limitaiite, o que indica o fim 
do algoritmo. Nessas condições, teremos que 21 é a única DNEM e 

A\F={2v1 -4i; 1<i<j-1}U{31)1 -4i; 1 <i<j-1}. 

Se nosso interesse fosse apenas a análise da equidiferenciabilidade, então 
o estudo estaria concluido. 
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6.3 Formas Normais para Multiplicidade 4 

Vamos mostrar que se um ramo da forma (6.2) admite uma DNEM 22 = 

- (vi - 4j)ydy, então podemos eliminar todos os termos com ordem 
4(a — 1) + v(2)-+ 1 com a > O que figuram na parametrização. 

Observe que para os ramos com invariante de Zariski da forma À = 2v1  —4j 
com 2 < j [.], todos os termos de ordem maior ou igual a 3v1  — 4j são 
elimináveis de modo a deixar os termos de ordem inferior inalterados, pois se 
'y 3v-4j, 	 eaafirmação 
segue do Teorema 4.1. 

Escrevamos 22  na forma qdx - pdy, ou seja, 

= v1x 1 1  - (v1  - 4j)ydy = —x'ydx - (—vix + (vi  — 4j)y)dy 
1 j- 

e consideremos para P arbitrário, a mudança de coordenadas 

	

= t(1 +  	
(6.3) 

Yi = y + í3xq. 

Como vimos no Exemplo 3.2, tal mudança nos dá 

xI= 

yI = —' 
	

() 

(f3)8 )  — 	

(t) ( 0p  
+ 	+ i_—k at1 	

j+i—i) + 
	 

[!L] 	3v1--4([!1]+ 
dx 

)

ar \t 3\ 

) — 

— 	ait
8  3014([I+i+1) (r-800=2 ( 
	

) 'px°p\ r 4 vi-_4([Lj+i+1_i) i J 	
t ) 1' 

(6.4) 
onde k - min{i; a• O}. 

Vejamos mais de perto cada parcela da última expressão acima que é da 
forma 

Ar  — 00 
4  () (@x;P)8 

s=2 

Ser E {3v1  —4([n] + j + 1 — i); i =k,..., [-]} então como s > 2 e 
a > O temos 

v(Ar)3vj _4([!]+j+1_i)+8j+8(a _1) =  

=3v1_4([!]+1_i)+4j+8(a_1)= 

(6.5) 
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3v1 -  - (í] +1—k) +4j+8(-1)> 

>3vi -4([j +1—k)+4(-1)= 
= 4(a - 1) + v( 2) + 1 

se k = iniu {i; ai  O} 
= com i<k<[-]—j 

3v1 —4([-] + 1— [-] +j - i) + 4j +8(a— 1) = 
= 3v1  — 4j + 4(a — 1) + 4j + 4(a — 1) > 
> 3v —4j+4(a— 1) = 4(a— 1) +v( 2) + 1 

se ai  = O para 
todo i <k < 

ou seja, não precisamos nos preocupar com essas parcelas, pois a ordem 
destas superam a ordem do termo que desejamos eliminar. 

Veja que, para s > 2, temos 

tr(-,rc"P)8  = tTxa3 ((—VJ)8 . r81) + 

+s(—vi)' (v1  - 4j)x(81)(i1)1y+ termos de ordem 
> 2v - 4j ) 

= t4+r (( 	1)8t48(i_1) + s(_vi)8l (v1  - 4j) (v1+4((s_1)(_l)1)+ 

+ 
termos de ordem 

> 2v1  - 4 ). 

Se r = v1, temos 

ri  (xa 

t4 P) 

s 
= (_vi)8t43(i l) '1+ 

 

4j)t2v1 (i_1)_1)+ termos de ordem 
> 3v1  —4 

Se r = À = 2v1  — 4j, temos 

   

t' ()8 = (_ 1 )St2v+4(as+s(j_1)_j)+ termos com ordem 
>3vi  —4j. 
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Note que s(j —1) -j > 0, pois s >2 e j > 2, ou seja, 

2v1  + 4(as + s(j — 1) -j) E (4,v1 ). 

Podemos reescrever (6.4) como 

X1  

r!kj 	3v1-4([]+i+l—i) ± pxQç2 
Yi 	t 1  + t + 	at1 	 dx 

(1 4 
) 
i(_v1)3iv1+43(+i—i)+ 

\ \ 8 ' 

+(- 1 )' (()s(vi  - 4j) - ()v1) t2v1+4(3+8U_1)_1)) + 

+ termos de ordem superior a v (2)
dx 

 

Reservemos a expressão acima e analisemos as expansões de 	e 
para a > O e s > 2. Por uma análise semelhante àquela feita 

em (6.5), temos 

= fv1+48(+j-1) + 2v —4j+4s(+j-1 ) + termos de ordem 
> v(j1) 

t2v1  +4(s+s(i_1)_i)+ termos de ordem 
>3v1  —4j 

Assim, se ao invés de considerarmos a mudança de coordenadas dada em 
(6.3), tomarmos 

= t(i + 	 

Yi = y + flxq + >i1s2 (73x3(1_1) + 63x3('')y) x 3y, 

podemos escolher ,8, e 63  de modo a eliminar o termo de ordem v (92)  

com a > O, sem que alteremos os termos de ordem inferior. 
Portanto, se em (6.2) existe ai  7É O para algum i = 1,..., 

[J 
j, então 

podemos nos reduzir a ramos da forma 

-(x=t4  

y - te" + t21-4j 
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com k = min{i; a 	O} e cujo conjunto de lacunas especiais,, cQllforme Vimos 
na Seção 2, é 

A\F = {2v1  —4i; 1 <i < j - 1}U{37)1  —4i; 1 < i < 
1
1)1]  + 1 —k}. 

Se a = O para todo i = 1,..., [!] -i e a[!J_. 	2v1então podemos 3+1  
nos reduzir a 

Í a; = 

y = t1 + t2v L _+1ai 
t3v1_41+i+1_ 

e, conforme vimos na Seção 2, 

A\F={2i_4i;1i<i_1}U{3vi_4i;1i<[]+1—i}. 

Por outro lado, se ai  = O para todo i = 1,..., [-] -i e a[!L]_+l = 

então basta considerar os ramos da forma 

{= 

, y = tv + t2vl_4i  + (+vi)  t3vl_8j + 
[ 1] 	

ait3v1_4(E ]+1_i) 
2v 

onde 

A\F={21)1  —4i; 1<i<j-1}U{37)1 -4i; 1i<j-1}. 

No caso de ramos com v0  = 4 e gênero 2, o Exemplo 4.1 permite que nos 
restrinjamos aos ramos da forma 

í x = 

= tv + tv2+hhl_4m1  + IIj!j akt24(EI+2k), 

COM rn1  = . Neste caso, como 	= xdy - 'ydx é a ÚnicaPNEM,  o vo 
conjunto das lacunas especiais é 

A\F= {v2 +vi  —4i; 1 <i <rn1  —1}. 

No que segue, nos referiremos às últimas quatro parametrizações acima 
como formas normais para os ramos de multiplicidade 4. 
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Observe que em todas as formas normais acima, os expoentes superiores 
a ) que podem estar presentes lia parametrização não pertencem a v (0).  

dX 

Em particular, os termos de ordem maiores que 1 - 4, onde i é a lacuna 
limitante de A = v(OdO) + 1, podem ser simplesmente desprezados, ou seja, 
se 

ç x 1  = 

Yi = UI  + 	att 

e Yi = Y2 mod i-4+1,  então C1 	c2. De fato, SC 5 > 1 - 4, então existe 

dx Ç2 E OdO tal que v(í) + 1 = 6 + 4> 1. Assim, v () = 6 e, como vimos, 

todos os termos cuja ordem pertence a v () podem ser eliminados sem 
dx 

que alteremos os termos de ordem inferior. 

6.4 Classificação das Curvas de. Multiplici-
dade 4 

Obviamente, dois ramos que possuem A \ F distintos não podem ser equi-
valentes ()Proposição 3.1). Mostraremos que, dois ramos que possuem o 
mesmo conjunto de lacunas especiais e estão na forma normal descrita acima, 
são equivalentes se, e somente se, diferem por uma homotetia, i.e., as únicas 
mudanças de coordenadas que preservam os geradores dos Anéis de Puiseux 
jia forma normal são aquelas apresentadas no Exemplo 3.1, que são em 
número finito. De fato, como as formas normais dadas anteriormente pos-
suem coeficiente de t igual a 1 e iias homotetias 

t1  = ct 

Yi = 

devemos ter e e K* com c 	= 1, segue que temos apenas ) - v1  homotetias 
que preservam as formasnormais apresentadas. 

A estratégia que usaremos para mostrar que as únicas mudanças (le coor-
denadas que preservam, as formas normais são as homotetias, é mostrar que 
mudanças de coordenadas da forma 

t1  =t(i+ ' 0 Yi - y + q, 

com p, q e O, v(p) > 4 e v(q) > v, que preservam formas normais agem 
como a identidade, ou seja, úão alteram os coeficientes nem eliminam e/ou 

C1 : f X2 = 

Y2 = t + >: i>Vj at 
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introduzem termos com ordens inferiores a 1 —4, onde i é a lacuna limitante 
de v(OdO) + 1. Dessa forma, como toda muiidança de coordenadas é uma 
composição de uma homotetia (Veja Exemplo 3.1) e uma mudança de co-
ordenadas como no Exemplo 3.2, segue que apenas as homotetias nos dão 
ramos equivalentes com mesmo tipo de forma normal. 

Inicialmente, note que ao efetuarmos uma mudança da forma 

1 

t1 =t(i+ 	 (6.6)' 
Yi = y + q, 

teremos 

J x1 = 

1/1 = Y(i) + A(i), 

com 
pdy 	

i 

00 
(\ (p)k  

A(t)=q------->at 	
k4' z>vi 	k=2 	• 

onde y = >I 	at está em uma das formas normais apresentadas anterior- 
mente. 

Basta nos preocuparmos com os termos de A(t) com ordem menor ou 
igual a 1-4, onde 1 é a lacuna limitante de v(OdO) +1 pois, como vimds, os 
termos de ordem superior a 1 - 4 podem ser eliminados sem que alteremos 
os de ordem inferior. 

Vimos na seção anterior, através da aplicação do algoritmo para obter 
uma Base Standard Mínima para OdO que 

À = 3v1 —4j 

À = 2v1  - 4j 

À = ' 2 + V1 - 4rn1  

ÍÀ 	sev1 <8 

= 2v1 -4 se v1  >8, 
== 13v1 -4j, 

ÍÀ 	sev1 <8 

11v2-4 sev1>8. 

Observe que se À 2v1  - 4j e v1  < 8, então as formas normais apresen-
tadas anteriormente se resumem a 

Í a; = 
y = ri  + tÂ 
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e a análise da equivalência é imediata. Assim, nas análises que realizaremos 
a seguir estaremos considerando v1  > 8 e 

=2v1 -4 se)=3v1  —4j 
1 	3v-4j se)=2v1 -4j 

1 =v2 -4 	se)=v2 +v1 -4m1. 

Para estudarmos os termos de ordens menores ou iguais a 1 4 em 
basta considerarmos 

t!j1 
se ,\ = 3v1  - 4j 

d1 ba_ i Xa + 	(cx[i4fl + dxy) 	se À = 2121  - 4j 
tv2-vj]/ 	[1.

] + 3 	(\C/3X 4 +í+dxPv) 

F!jl 

(
g y..T ![l 	+ h7Y.x7) 

(g7 VH + h7x7y)+ 

[!i] 
hy + 	

(1
6X2[1+6 

 + m5yx[l+ 

se ) = 2v1  - 4j 

C W1 	1 1110(1 4 

x2[]+1  + hy2  + ::1 (i5 x[+ + m&x2[F 1+6+ 

se 	= V2 + V1 - 4m1 

se ) = 3v1  - 4j 

+n&y2z6) 

+n6 y2x6) 

[!2!LJ 
yj 	 + hyxTy) 

se ) = 2v1  - 4j 

e v1  3 mod 4 

se ) = V2 + v1  - 4m1  

Note que em A (t) o quociente - é um fator relevante para nossa análise. 

Vamos mostrar, para todo k > 2, que (p
-)C 

= Bk mod 	para algum 
BkEO. 

Desse modo, usando que 21 = 	(\ - vi )ait0' e a existência de Bk 
como acima, podemos escrever 

A(t) = - T mod 
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onde 

vO 	f21 w 	qdx -pdy 
- ( 2 

(1~1 )Bk) yd 
- ( 2 (() Ç~_) ) B) À 

(6.7) 

//j'\ 
_ Ç~ 1) 	 141 	4

k) 	k— vz 
((!~) ()))Bkt 

onde obviamente w E OdO. 
Como queremos preservar a forma normal, que como observamos iia Seção 

2 não possui termos de ordem em v 	vejamos que condições sobre os 

parâmetros de p e q devemos impor para que A(t) iiâo iiitroç1iizat.erInos cujas 

ordens estejam em v (2dx 
). 

Note que se v () <v(T), então v(A(t)) = v () E v (°), possihili-
dade que queremos descartar. 

Suponhamos que v () = v(T) = 11(B2) + (. 
Como é a menor ordem dos termos em y, acimade À, e como y está numa 

das formas normais, temos que ( Ø v (). Por outro lado, por lima an;Uise 

de cada forma normal, conclui-se que se v(B2) + ( 	v () (e v ()), 
então v(B2) + ( > 1 - , já que v(B2) e F. Outra possibilidade a ser

, 
 

descartada. 
Portanto, se queremos preservar a forma normal de y, devemos t& 

fw \ 
v 1 —1 > v(T) = v(B2) + Ç 

\. dx) 
(6.8) 

Vamos no que segue, analisando caso a caso segundo os valores de À, 
mostrar que (6.8) implica A(t) = O. Logo a mudança de coordenadas (6.6) 
age como a identidade, restando apenas a ação das homotetia.s sobre cada 
forma normal. 

Caso: ). = 3v1 - 4j 

Inicialmente, veja que 
())C 

E O para todo k. Assim, pondo Bk 
= ( ) k 

podemos reescrever (6.7) corno 

w = + h7 x7y)dx >jI b_1x°dy— 

e 

i>) k=2 
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—e1 ydx - 

 

à VI 

onde 
k 

0O (n)

o= 	(bQ
k=2 ' 	=2 	

) 

e 

02= 	
2 ((:~)(i~1)) (c'c=2 

bc,-1-r- 

Note que v(91) = v(02) = 8(a - 1), para algum a > 2. 
Veja que a desigualdade de (6.8), levando em conta (6.1), nos indica que 

v(w) - i, + 1 > 72(B2 ) + 2v1 4
- {] - i) = 

>2v1 -4j+v1 —4+4+v(B2) = 

= v (dx ) + v(B2 ). 

Portanto, 

Assim, para que tenhamos a condição (6.8), devemos ter 9i = O e h1 = 

vO 
b1. Ou seja, 

w = h1x 1 + >! (g.,x[
!fl 

+ h..rí1')dx - 	 b_1xdy- 

-01ydx - à VI 

Uma vez que max{v(xí i),v(x(fl+2dx)} < À+4+v(B2), devemos impor 
que 92 = h1 = O, mas isto implica que b1 - O. 

Note que a condição b1 = O eleva a ordem de p e conseqüentemente eleva 
as ordens de B2, GI e 02. Assim, a condição (6.8) se reescreve como 

v(w) > .\+4+v(B2) > À+20. 

Para que a condição acima seja satisfeita devemos impor 92 == O e h2 = 

b2. Temos portanto, 
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í!11 EL [!i] 
w = hxí i + 	(gx[] + hx'Ty) d 

- Ia4 ba_iXady_ 

—01ydx - A VI 

2 3 í!i1 + 
Como max{v(x2i),v(xLv0i dx)} < À + 20, devemos ter 93 = h2 = 0. 

Mas a última igualdade implica que b2 	O, o que eleva a ordem de p e 
conseqüentemente eleva as ordens de B2, O e e2. 

Continuando com o mesmo raciocínio, chega-se à conclusão que em algum 
momento v(T) = v(B2 ) + ( > 1 - 4. Logo T E cdc' e conseqüentemente 

dx 
A(t) e 	, o que não é permitido, a menos que A(t) = 0. dx 

Caso: À = 2v1 - 4j 

Veja que, neste caso, para todo k > 2 temos 

[!i] 	 [!i} 
() 	@1 	

1' 	a-1 1+0 
- 	 a=2 tIa_lX 	+ i:I30 (d,6x0-ly + 	

))k 

= 

= (C + D)k = rk ()Ck-iDi. 

Como estamos considerando v1 > 8 e k > 2, para i > 2 temos 
v(Ck_iDi) > 2v1 - 8 > 1 - 711 . Deste modo temos que C' + kC'-'D E O. 

Assim, 
()k

Bk = (C.+ D)k mod 
Substituindo as expressões de p, q e Bk em (6.7), temos. 

(>i (gli X
[ ~fl 	+ lI-yy.t, 

) + 

hy 2 + 	(i2+6 +rnyxEI+ 

+n5y2x6)) dx - 	 se 7)1 1 mod 4 

+ hy2 + dfl  (15YX[~~L ]+o5 + môx2[+1+6+ 

+n5y2x6)) dx - 	 se 7)1 3 mo 

- ([!1 
baiXa + 	(cx[] + dsau)) dy- 

-e1ydx - 	'e21 mod t14A V1  
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onde 

(1 !11 

[!i] 	 k 

41 	
4 	 4 

Oi ) E b_ix + 	(doxo-l y + 
k=2 	c=2 	 P=0 

(1~4~11 00 (

(

/?f 	

)

/i\

)) 

\ 	
tF!a11 
l e2 	Ebxa—' a_i+

k2 k k  (d
oxo- 1 y + cox 2"1 

+0) 
) 

k 

Note que 

v(x[1 7dx) +1=4[] +4'y+4, 

v (yx7dx) + 1 = v1 + 4'y + 4, 

• (Oi ,d) + 1 = v1 + 8(a - 1) + 4, 
v(xdy) + 1 = vi + 4a, 

v(x[]dy)+1=vi +4[] +4?, 

v (xydy) + 1 = 2v1 + 48, 
v(O21)+ 1=)¼+8(a-1)+4, 

para algum a > 2, 

para algum a > 2. 

Lembremos que pela condição (6.8) devemos ter 

VI 
v(w)>v(B2)+À+vi +4_4[] >8(a-1)+\+4>À+12. 

Assim, devemos ter g1 = O e h1 = b1. Ou seja, 

w = h1x 1 + (d!]i (g'yx[]47 + h7yx7)+ 

hy2 + i:! 
(1

6 x1 	+ m,6yx[]+6+ 

+ny2 x6 )) dx - 	 se v1 1 mod 4 
+ E!1 

g 2[ 4 I+1 hy2 y 1 

+ny2x)) dx - se v1 3 mod 4 

[ E411 b 1x + 	(cx[!fl43 + dí3xy) ) dy— 

(l6yx[ -I 4-6 + m6x2kH1+6+ 



6.4. CLASSIFICAÇÃO DAS CURVAS DE MULTIPLICIDADE 4 	157 

	

—01 ydx - 	1e21  mod t14. 

Como max{v(x i), v(x[I+2dx)} =max{À +8,4 [] +4+ 8} < À + 12, 
segue que 92 = h1  = O, logo b1  = O, que por sua vez implica que a ordem de 
p suba e conseqüentemente as ordens de B2, e1  e e2  também subam. Disto 
concluímos que h2  = b2 e v(w) > v(B2) + À + v1  - 4 [] + 4 > À + 20. 
Assim, 

w = h2x2í1 ([ (9[!]+Y + hyyz1')+ 

	

ii.y + 	
(

16 X
2[I + m.6yxRI+ 

se v1  1 mod 4 

+ 

+n6 y 2z5)) da; - 	se v1  3 mod 4 

- ([!L]_1 
b_1z + iiJ (cpxllfl +1 + dflxfly) ) dy 

—e1yd.t - 	O21 mod 0 4 . à v i  

Usando o mesmo argumento acima teremos h2 =93 = O, o que implica 
b2  = O e que aumentamos a ordem de p.  Conseqüentemente as ordens de 
B2, O e e2  também aumentam. Concluímos ainda que h3  = 1b3  e que' 

v(B2)+À+vi  _4[] +4>À+28. 
Repetindo esse raciocínio podemos concluir que se a desigualdade em 

(6.8) ocorre, a ordem de B2  é suficientemente grande de modo que a ordem 
de T supere 1 - 4, o que garante o resultado, como no caso anterior. 

Caso: À 	= V2 + V1 - 4rn 

[!lli 
Antes de mais nada, observe que se definimos por C =or=2baiX1 

e D =[npl 4 	(CO x 	+ dflxfl_1y) , temos para todo k > 2 que 

(p)k k

= (C + D)k =  
(k) 

+n6 y2x6)) dx - 

[i + hy2  + I:51 (lôyx 4 
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Obviamente as duas primeiras parcelas da última expressão são elementos 

de O. Em D com i > 2, a única parcela que não pertence ao aiiel local O 

é o termo da forma . Como i > 2, escrevemos i = 2r + s com r > 1 e 

O <s < 2. Assim, usando a expressão h2 = Y - x" 1 , dada pela Proposição 

2.1, temos que {x, y, h2 } é uma Base Standard Mínima para O. Podemos 

então escrever 

- 	

= (m +h2)rys 	
(xrmi_i + 

> 	(r)(r_u)m1hu) 

X1 	Xi 	 xi 	
X1 

Observe agora que a ordem de cada parcela do somatório acima é 

4((r—u)m 1 —i)+uv2 =4(r(ini —2)—um1 —s)+uv2 = 

=u(v2 -8)+(r—u)(2vi —8)-4s> 1 

>v2848 >_v2-12>1---j —v0. 

Mostramos assim, que existe Bk E O tal que Bk = (C + 
D)c mod t1 '°- para todo k > 2. 

Utilizando o fato acima e as expressões de p e q, para este caso, podemos 

escrever 

1 [!21] 
(g,,IU4 ]+'Y + 	dx— 

Cr 
- 	 a2 + 	(c[1 + dxY)) dy- 

-e1ydx - 	 9221 mod tt_v0±t, 
À VI 

V-'OO 1: -- 

= Lk=~ k  

= i
00 

r2 () (a2 b 1x 	+6=0 ( C13X14J 	+dx11y) 
)k 

' À 	/!J,\\ 
e2 
- 2 (() - W) Bk = 

'lembre que m1v0 = n1v1 e que neste caso Vo = 4 e n1 = n2 = 2. 

onde 

e 
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= >Z2 4 Pfl
()) (i 	b 1x+ 

r 1  
+i:= 	(cflr[i+1+dflr'31Y))

k  

com v(e 1 ) = v(e2) = 8(a - 1) para algum a > 2. Assim, 

v(Oi ydr.) + 1 = 8(a —1) + v1  + 4 <8((v, —1) +À + 4 = 71(e291) + 1. 

Note que a condição (6.8) para esta forma normal é 

v(w)> 2v(p) - 4 + v2  - 4 [] > 2v(p) + 112 - - 4 =À + 8a - 4. 

Como em w temos 

v (x[]dx)  + 1 =47+4+4 [] 

.v(x7 ydx)+1 =4'y+4+v1  
v (xdy) + 1 = 4a + v1 , 

e como 2v(p) - 4 + v2  - 4 {iJ > À + 12, devemos ter 9i = O e = 	ou 
VO 

seja, 

( EV2P1 w 	h1z 1  + -= gx[H + 	dx— 

( 
11 

- 	b,,-,X,' + 4 	+ d.xflY) dy+ 

—e1 d - n  0291  mod t'°. 
À VI 

Novamente, uma análise sobre as ordens dos termos envolvidos, leva-nos 
a concluir que 92 = h1  = O e h2  = 21b2,mas dessa forma teremos b1  = O, 

VO  

v(Gi yd.x)+1 = 20+v1  <À+20 = v(E)2Ç21)+1  e 2v(p)-4+v2-4 [] > \+20. 
Repetindo sucessivamente o processo acima descrito, concluimos que 

v(T) > 1 - 4 e portanto, A(t) = O. 
A fim de ilustrar a dificuldade em identificar ramos equivalentes, quando 

esses não se encontram na forma notmal, apresentamos o exemplo abaixo. 
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Exemplo 6.1 Sejam 

X - 

y = t9 +t10 + it11  +tl5  18 

= 
y = t9  + t'°  + 19t11  + 2t' 18 

X = 

y = t9  + 3t10  + t1' + 243t'4  + 2268t15+ 
+137781t'7  + 413343t'8  + 18698850 

O que dizer sobre os ramos acima, no que diz respeito à equivalência? 
Antes da apresentação das tabelas deste capítulo, nossa intuição levaria 

a afirmar erroneamente que C1 	C2. Corno os ramos C, e C2  possuem, 

À= 10 = 2vl_4j,ai= 0  para todo i=Ï,...,[!-]_jea[ 	19 y+] _ j+l =i=. 18 

Consultando a tabela para F = (4, vi), vemos que C1  e G2  estão na forma 
normal. Assim, teríamos que C1 	C2  se, e somente se, houvesse c E K* 
com ai  = ct1 bi  para todos os coeficientes ai  de' (1  e bi  de (2  de t, com 
i > v1 . 

Como a x  = 1 = c = c_t1b, e a15  = 1 	2 = c15_1'2b15, ternos que 
c] sc2. 

Mas o que dizer de C3  com, relação a C, e 
Observe que C3  não está na forma normal. 
Para obter a forma normal de (73  considere inicialmente a homotetia 

ti = 3t 

Yi = 

donde obtemos 

rX1 = ti 
1 	 - 1 .  

Uma vez que 14 = v ( e), onde Q1  = xdy - ydx, podemos eliminar 
termo t 4. Para isso, usemos a mudança 

t,2=i1 (i+)+ 

C1: { 

C2: { 

C3: { 
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Y2 = Yi + 9x1 y1, 

que nos fornece 

Í2 = 

<iS  Y2 = 4 + 4° + 	+ 44  + t 5  + 21t 7  +2 1t 8  + t 9  + A(t1 ), 

cern 

A(t1) - —'
lxdyi+9xjyidxj 	?() (4.r2)2 - tI°(?) (4.2)2 

- 	dxj 	tal 
mod t 0  

= —t 4  - 1 t 5  —21t17 35t 8  rnod t °. 

Note que 

t;=t 
1(1+4) 

i+ 4)* =t(1+4t 	=t +it 4  rnod 8. 

Assim, escrevendot 5  = t + 1 t 5  e 

19 
 

	

t4 +19t15+  21t 7  +21 	t18  + 	= t 4  + 	15 + 21t 7  + 35t 8  mod t °, 

temos 

	

- 	410 	4 	1 11 	415 	j 420 

	

Y2 - 	b2 • j'2 	moa 

Uma vez que todo inteiro maior ou igual a 20 pertence ao conjunto F U 
(1' + v1  - vo), podemos eliminar tais termos sem que alteremos os termos de 
ordem inferior, seguindo assim que C3  é equivalente à C1. 

6.5 Ramos com Multiplicidade 5 

A análise geral dos ramos com v0  = 5 seria bem mais trabalhosa do que o caso 
vo  = 4, pois teríamos muitas possibilidades a analisar. Como no Exemplo 
5.4 fizemos o estudo completo das classes de equidiferenciabilidades para os 
ramos com semigrupo F = (5, 11), escolhemos o valor 11 como limitaiite para 
VI. 
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O Exemplo 5.3, nos indica.que os ramos com semigrupo 1' = (5, v1), onde 
VI < 10, admitem apenas uma DNEM. Assim, usando o Teorema 4.1, o 
Corolário 5.1 e uma homotetia, temos as seguintes possibilidades: 

Se ) = 4v1  - 5j, então podemos representar cada classe de equivalência 
por um ramo com parametrização da forma 

Í x = 

	

y = te" + t + 	ajL3v1_5(i_[J+1_i), 

onde A\I'={4v1  —5k;k 1,...,j-1}. 
Se ) = 3v1 - 5j, então um representante para cada classe de equivalência, 

pode ser dado por 

ÍX = 

1 y = t1 + t' + i11 ajt4v1_5(EhI1+1_i), 

e A \ 1' = {37)1  - 5k, 4v1 - 5k; k = 1,... ,j - 1}. 
Na verdade, mesmo para ramos com semigrupo 1' = (5, 11) e .À = 4v1 —5j 

ou À = 3v1 - 5j, salvo o caso ). = 23, conforme o Exemplo 5.4 indica, temos 
as formas normais acima. 

Se. ) = 23 e a 0 em (5.2), a mudança de coordenadas 

= t(i + b(55z2_6O92)) 	

3 

Yi - 11  
jIb 	
iY 	Y 2I97a3X 7J 

em (5.2) elimina o termo b 9  sem alterar os termos de ordem inferior. Como 
todos os termos de ordem superior a 29 se enquandram no Teorema 4.1, 
podemos considerar que cada representante de uma classe de equivalência 
com semigrupo 1' = (5, 11) e invariante ) de Zariski igual 23 pode ser dado 
por 

{ 

X = 
y = t'1  + t23 +0t24, 

se a O ou por 

{ 

2; = t5  
y = 01 + t23  + bt29. 

Para os demais casos, i.e., quando ,\ = 12, vamos indicar os passos que 
realizamos para proceder à eliminação dos parâmetros em (5.3), correspon-
dentes aos termos com ordem v() - v0  + 'y com 'y e Fe 2 uma DNEM com 
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ordem maior que a ordem de 21  = xdy - 11 ydx, sem alterar os termos de 

ordem inferior. Não apresentamos explicitamente os cálculos envolvidos por 
serem extensos e repetitivos. No que segue usaremos as notações usadas no 
Exemplo 5.4. 

Inicialmente escolha um termo da forma a1t1  na parametrização em (5.3), 

com l=v()_5+, onde EFe uma DNEM com v()+l>)¼+S 

V(Ç21 ) + 1. 
Escolha h E O com v(h) = -y e escreva hÇ2 = qjdx - p1dy. Note que 

v(pj) = 5 + 6 com 6 E 1' para toda 2 no Exemplo 5.4. 
Se 1 < 27)(pi ) - 2v0  + v1  = 2v(pi) + 1, então o Lema 4.1 garante que a 

mudança de coordenadas 

1 
ti = t(i + 

Yi = y + ajqj, 

permite eliminar o termo a1tl  da parametrização (5.3), para alguma escolha 

conveniente de ai, sem que alteremos os temos de ordem inferior. 
Se 1 > 2v (pi ) - 27;0  + v1  = 2v (pi) + 1 = 2(5 + 6) + 1 = 6 + 11 E F, 

então para cada valor de O E v (0)  com 211(pi) + 1 < O < 1 escolha uma dx 

= qodx - pody, com v () = O e considere a midaiiça de coordenadas d. 

= t(i + 

yi=Y+Q, 

	

com P =O=2v(p)+1 aopo e Q 	L2( 1)+l aoqo. 
Ao aiialisr a série Yi,  veremos que existe uma escolha para ao com O = 

2v(pi ) + 1,. , 1 que elimina o termo al tl sem que alteremos os termos de 
ordem inferior. 

Procedendo como indicado acima, apartir das potências de mais baixa 
ordem, podemos obter as seguintes formas normais para os ramos com semi-
grupo 1' = (5, 11) e ) = 12: 

• Se a 	e b 	(2a+)(2a-1)  então A \ F = {17,23,28,29,34,39} e 22 	 3 
podemos considerar 

y = t + 12  at» + bt14  + dt19 
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. Sea 	e b= (2a+1)(2a-1)  temos A \ F = {17, 23,28,34, 39} e basta 22 	3 
nos restringirmos a 

( x = t 5  
y = t" + t12  + at13  + (2a+I)(2a_l)t14  + dt19  + et24. 3 

• Caso a= ebL , teremos A\F= {17, 24, 28, 29, 34, 39} e a forma 22 	121 
normal 

{ x = 
y = t1 1  + t12  + 03  + bt» + ct.'8. 22 

• Se a = , b = 	e A O (Veja Exemplo 5.4), o conjunto das lacunas 22 	121 
especiais é A \ F = {17, 28, 29, 34, 39} e temos 

+ 02  

121 ' A 

+ 2 t' 3  ± 1 t14  + ct18  + *19.22 	121 

= O e B 	O (Veja Exemplo 5.4), teremos 

{ x = 
y = tu1 + t12  + 23t13 ± 136t14  + ct 18  + dt19  + et24. 22 	121 

• Se a = b - 	A = O e B = O (Veja Exemplo 5.4), então A \ F = 22' - 121' 
{17,28,39} e temos 

x = 

y =t11  +t12 +tl3 +iti4 +ctl8 +dtl9 +et24 +ft 
22 	121 

Por estar v1  limitado, ou seja, v1  € {6, 7,8, 9, 11}, pode-se mostrar que 
dois ramos com o mesmo conjunto A\F e que são dados pelas formas normais 
acima são equivalentes se, e somente se, diferem por uma homotetia. Não 
explicitaremos os cálculos feitos, mas indicaremos o roteiro que seguimos para 
efetuá-los. 

Inicialmente, note que por analogia ao caso v0  < 4, 1 é a lacuna limi-
tante de A. então todos os termos com ordem maior do que 1 - 5 podem ser 
eliminados, como indicamos anteriormente, de modo a deixar inalterados os 
termos de ordem inferior. 

( x = 
y = t 

• Quando a =' b = 22 
A \ F = {17, 28,34, 39} e a forma normal 
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Para cada semigrupo 1' = (5,?),) e forma normal fixados, tome a expressão 
genérica de funções p, q E O, de modo que 5 < v(p) < 1-5 e v1  <v(q) < 1-5, 
i.e., 

	

p= 
	

:i: 	CaX1y 

i ,t:2)EN2  

e 

	

q= 	:i: 	d5x81y82, 

ô=(ôi ,62)EN2 

COM a2  <5 e 62 <5. 

Agora considere a mudança de coordenadas 

(6.9) 
Yi = y + q 

Ao analisar a série y,  constataremos que as escolhas dos parâmetros c e 
d5  a serem feitas de modo a não introduzir termos estranhos à forma normal, 
acabam por fixar todos os termos de ordens menores ou iguais a 1-5, como os 
termos de ordem superior são irrelevantes, concluímos que qualquer mudança 
de coordenadas da forma (6.9) que mantém a forma normal considerada, age 
como a identidade. Assim, as únicas mudanças de coordenadas no triviais 
são as homotetias. 

Dessa forma; classificamos todos os ramos com v0  < 4 e aqueles com 
vo = 5 e 7)1  < 11. A saber, tais rambs podem ser unicamente representados, 
a menos de homotetias, como nas tabelas que apresentamos no final deste 
capítulo, onde omitimos os ramos com v0  = 1, uma vez que todos esses são 
equivalentes. 
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6.6 Tabelas 

1' = (2,v) 
Forma Normal A \ F 

X  

1' = (3,v1) 
Forma Normal 	 A \ 17 

Jx=t3  

y 
= 

f x=t3 	 2v1 -3s 
' 	y=t '1 +t213i 	 1sj-1 

F = (4, vi) 
Forma Normal 	 A \ 1' 

x = 0 

{ y=t 
( x - 
{ y = t' + t3-4+ 	 3v1  - 4s 

+ 	
]- ajt2  1_4(i_L+1_i) 	1 < 8 	j - 1 

+ ajt3v4([I+1i) 

x=t4 	 2v1-4s 

{ y=tv1+t2v1_+ 	 1<s<j-1 

1<s< 
3v1  - 4s 

( x=t4 	 2v1 -4s 

I'' 	
1<sj—1 

[!1] 
+ >T. 	[!] 	+1 ajt3v1_4([tI+i+1_i) 	

- 
-i 

[4]-i-i-17'2v1 	 1<S<[I+1j 
( x = 

	

y = tt' + t24 + 	 2v1  - 4s 

+ 
EM 	ait3v1_4([I+1_i) 	3v1  - 

	

-j+1 	 1<s<j-1 
a 	-'- 

[ 	}-j+1 - 	2v1 
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F = (4, v1, v2) 

Forma Normal A \ F 

( x = 
= tv + tY2v1_47n1+ 

[!1] 1 	+ >j_2 ajt24) 
1 

+ v1 - 
<5 <m1 

4s 

F = (5,v1) v1 <11 e A 	12 

Forma Normal A \ F 
Í x = 

y=tvl {} 

( x = 
y = t1 + t4th1_5i+ 

+ 	i 	ait3v15(i[]+1i) 

47) 1  - 5s 

1 	j - 1 

{ 	
= 

Y = 	+ t3v15j+ 

+ 	ajt4v15([J+i+1_i) 

2 se v1 = 11 

3v1 -5s 

4v1 -5s 
1 <s <j 

X = 
y=thl+t23 +at24  

aO 

28,34,39 

= 

í Y = tu + t23  + bt29 
28,39 
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F=5,11))=12 
Forma Normal A \ 1' 

í x = 
1 y =t11  +t12  +at'3 +bt'4 +dt19  

(2a+1)(2a-1) b 

171 23,28,29,34,39 

a 	e 	7É 	3 

( x = t 
y = 0' + 02  + at13  + bt' 4+ 

+dt' + et24 
(2a+i)(2a —i) b a 	e 	= 

17, 23, 28, 34, 39 

22 	3 

{ 
.x = 
y = 0' + 02 +t13  + bt' 4  + ct18  22  

b 7É 121 

17,24, 28, 29, 34, 39 

1' z = 
y=t' 1 +t' 2 +t'3+ 22 

+t14  + c08  + dt19  121 
A0 

17, 28, 29, 34, :39 

x = ts 
y = 0' + 02  + 	03+ 

+ 	18  + dt19  + et24  121 
A=0 
B0 

17,28134139 

( x=t5  
y = tul+t12 + 23t13± 13614 22 	Ti 

+ct'8 +dt19 +et24 +ft34  
A=0 
B=0 

17, 28,39 

A=88d— 440215267c 
644204 

1807239518543737 4174016d2 
+ 143e+ 462825631d 

B = 5379063454198368 	71289 	 379542636 

6.7 Resposta à uma questão de Zariski 

Zariski dedica os parágrafos 4,5 e 6 do Capítulo VI de [Z2], ao estudo dos 

ramos com semigrupo da forma 1' = (v0 , vo+ 1). Dentreoutras coisas, calcula 
a dimensão da componente genérica do espaço que parametriza todas as 
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classes de equivalência dos ramos numa classe de equisinguilaridade dada por 
F como acima (ou mais geralmente para r = (v0, hv0  + 15 com h > 1). Tal 
resultado foi posteriormente estendido por Delornie, em [D2], para qualquer 
semigrupo do tipo F = (vo  vi). 

Zariski deixa uma pergunta a respeito da classificação dos ramos com 
semigrupos da forma F = (vo, v0  + 1). Nesta seção responderemos tal per-
gunta, que para ser formulada necessita das considerações que seguem. 

Seja F = (vo, v1) = ( vo, v0  + 1) um semigrupo de um ramo. Para cada 
sE{1, .... vo -2}defina 

C3 ={svo+s+1,svo+s+2, ... ,svo+s+vo-1—s}, 
=v0 —s-2 	e 	s'= min {s,}. 

Observação 6.1 Note que as lacunas de r maiores que s(vo  +1) para $ > 1, 
sio daforrnai(vo + 1) —jv0  com s+1 <i <vo —1 e  <j i — 5. 

Deste modo, podemos interpretar 4 como o conjunto dos naturais con-
secutivos que são lacunas de  maiores que s (vo  + 1) e menores que (s+ 1)v0 . 

De fato, se i(v0  + 1) - jv0  é uma lacuna maior que s(vo  + 1), escrevemos 

i(vo  + 1) —jv0  = sv0  + s+ (i - s —j)vo  +k, 

ondek=i—s. Tomandoj=i—s eobservan.do que 1<kvo —s-1, 
concluímos o fato. 

Observe ainda que para todo i <s <v - 2, temos que 

min(L 8 ) = 81; 0  + s + i = (s + 1) (7;0  + 1) 

i.e., rnin(.C8 ) E F + v1  - v0  para todo 1 <s < vo  - 2. 

De acordo com a Proposição 4.2 (ou o Exemplo 3.2) todo ramo com 
semigrupo r é equivalente a um ramo da forma 

iEU9 2Z8 

onde Z,, = C3 \ {min(.C3)} e 1 < s < v0  - 2. Note que 	- {} )O5 

4o_2 = {(vo  —1)(vo+1) —v0}. 
Com as notações anteriores, Zariski em [Z2], prova o seguinte teorema. 
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Teorema 6.1 Fixado s e {2,.. , v0  - 3} qualquer, existe um polinômio R3  E 
tal que todo ramo dado por 

{

= tvo 

y = tv0+1 + a+3tv0+3  + 	+ 
i>2v0-1 

a tt, 

com R5(a 0+3,... . 	 o é equivalente a um ramo do tipo 

{

x = 
y = tv0+1 + avo+3tv0+3  + 	+ a2v0_1t2v0_1  + 

com 	= O se i é um dos s' primeiros elementos de £. 

Dem.: Veja [Z2], théorème 6.1 pag. 131. 

i>2v0-J 
iEr 

Definição 6.1 (Zariski, [Z2] Dfinition 6.10 pag. 139) 
Dizemos que um ramo admite urna representação paramétrica canônica 

se este pode ser dado por 

{ 
x = 
y = tvo+I + avo+3tv0+3  + ... + a2v0_1t2v0_1  + 

vo  
iEU 4 L 8  

com ai = 0 se i é um dos s' primeiros elementos de 	para todo 2 < s 
v0  —4. 

Veja que se s 	então s' = = j(). Assim, a parametrização 
acima definida pode ser reescrita COO 

{

:1; = 
y = tv0+1 + avo+3tv0+3  +.. + a2vo_1t2v0_1  + 

8
. iEU 2 L 

a tt, 

onde r = [-] e a• = O se i é um dos s' primeiros elementos de 	para 
todo 2 < s < r. 
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Observação 6.2 Note que para cada F = (tIO, o +.1) a parametrização 
canônica de Zariski não contém representantes de todas as classes de 
equivalência em Mr. De fato, se v0 ~ 4 e À = (110 - 1)(v0 + 1) - 2v0, a 
curva 

f x 
' ytY0+t,\, 

possui invariante de Zariskí À e não pode ser expressa sob a forma de uma 
parametrização canônica de Zariski, uma vez que À = (vo-3)vo+(vo-3)+2 E 

e r 	<v0 - 3. 
Entretanto, em vista do Teorem.a 6.1, o ramo g.n&ic.o admite uma 

parametrização canônica de Zariski. 

Para as parametrizações caiiônicas genéricas, Zariski apresenta o seguinte 
resultado. 

Teorema 6.2 Seja v0 ~: 5 e sejam C e ramos genéricos que admitem a 
parametrizações canônicas 

e 

+ avo+3tY0+3 + 	+ a2v0_lt2t0 + >12 
iEU; 28 

í :i; 

C': 	y = tva+1 +a o+3tv0+3 +••. +a0It2t0_l + 

Se C C', então existe c E K* tal que a = acib0+l) para todo i > 
v0 + 3. 

Dem.: Veja Z2] Théorème 6.12 pag. 140. 

Na pag. 141 de [Z2], Zariski observa que o teorema anterior foi verificado 
para 2 < vo < 6 sem a condição de generalidade sobre os parâmetros e 
levanta a seguinte questão: 

"Le Théorèm,e 6.12 (Teorema 6.2)esi-i4 vrai sans hypothèse degénéricit 
sur C et C"?" 
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A resposta a esta pergunta é não e um exemplo pode ser dado na classe 
de equisingularidade determinada por F = (7,8). 

Considere 

C: -' = 
1 Y = t8  + t)° + til + Li tl2  + a13  t13  + a20 t13 

com a13  

Obviamente C está sob uma forma paramétrica canônica de Zariski e não 
é genérica. 

Para construir um contraexemplo à pergunta de Zariski, bastará exibir 
uma mudança de coordenadas como no Exemplo 3.2 que não age como a 
identidade sobre a parametrização canônica de Zariski. 

Note que todo inteiro maior que 27 pertence ao conjunto F U (F + 7)1  - 
vo) U (F*  + )) e portanto, pelo Teorema 4.1 pode ser eliminado de qualquer 
parametrização sem alterar os termos de ordem inferior. 

Desta forma, basta considerar mudanças de coordenadas do tipo 

ti 
Yi = y + q, 

com 

p = b1y + b2x2  + b3zy + b4 y2  + b5x3  + b6x2  * y + b7xy2  + b8y3  

e 

q = c1x2  + c2xy + c3y2  + ç4x3  + c5x2y +C6  xy2  + c7y3, 

onde não consideramos termos de ordem superior em p e q, pois estes só 
afetariam termos de ordem superior a 27 na parametrização, que são para 
nós irrelevantes. 

Para que uma mudança de cQor4enadas corno acima mantenha a 
parametrização canônica de Zariski devemos .impor as seguintes condições 
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sobre os parâmetros Ws e c's: 

c1  = O, 
- 8z. C2 - 

C3 12z = 
C4 = R4(a13,b2), 
c5  =R5(a13,b2,b5), 
c6  = 
C7 = R7 (a13,b2,b5) b7 ), 

= O, 
- 31. 03 - — 02, 

4 = 2, 
b5  = S5 (a13,b2,b6,b8), 

= S6 (a 13, b2, b7, b8), 
b7  = (4a13 - 21) 1S7 (a13, a20, b2, b8), 

onde R e Si são certos polinômios nas variáveis indicadas.2  
Mas deste modo, teremos 

( x = tÇ 

Yi = t + 	+ tF + t 2  + 	ai3tf 3  + (a2o 	+ 5b2 ( - ai3)) t °. 

Como a13 	, para cada b2 	O temos um ramo na parametrização 
canônica de Zariski equivalente à C que não é obtido por uma liomotetia, o 
que responde negativamente à questão de Zariski. 

Vamos utilizar o Algoritmo 2.2 para obter todas as classes de equidife-
renciabilidade para Mr  com 1' = (7,8) e eliminar alguns parâmetros, obtendo 
formas normais, que de certo modo, era o que Zariski esperava obter para o 
caso v0  = 7. 

Inicialmente veja que cada classe de equivalência contém um represen-
tante da forma 

í x = 
C : 	y = t8  + a10t10  + at1' + a12 t12 + a13t13  + a18t18+ 

1 	+a19t19  + a20 t20 + a26 t26 + a27 t27 + a34 t34 

Se ai  = O para todo i = 10, . . , 34, então C é equivalente à 

f x = tT  
y=t8 . 

'Estas contas foram executadas no MAPLE V Release 5 e os polinômios I?'s e S's 
encontrados estão no anexo ao capítulo. 
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Vamos supor que existe a O para algum 

i E {10, 11, 12, 13, 18, 19,20, 26, 27, 34}, 

i.e., existe invariante À de Zariski. 
De acordo com o Corolário 5.1, se À E {11, 12, 19, 20, 26, 27, 34}, então 

existe apenas uma DNEM 9 e v() + 1 = À + 7. Desse modo temos 

À A\F 
11 18,25,26,33,34,41 
12 19,26,27,33,34,41 
19 26,33,34,41 
20 27,34,41 
26 33,41 
27 34,41 
34 41 

Usando o Teorema 4.1, podemos representar todos os ramos em cada 
classe de equidiferenciabilidade dada pelos conjuntos A \ F, listados ante-
riormente, sob a forma normal 

X = 9 
y = 0 + t11+ a,i t + a13  t13  + a20t20  

{. 

x = 9 
1/ = 8  + t12  + a13 t13 + a18  & 418 

{ 

a;. = 9 
1/= 

t8 + t19  + a20 20  

{ 

X = 9 
1/ = 8  + t20  + a26 t26 

{ 

x = 9 
1/ = t8  + t26  + a27 t27 

{ 

X = 9 
1/ = t8  + t27  

{ 

X = t7  
1/ = t8  + t34  



{ a; = 
y = t8  + 00  + a11t11  + a12t12  + a13 t13 + a20t20. 
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Passemos ao caso À = 10. 
O Teorema 4.1, permite que nos restrinjamos aos ramos da forma 

í = 
1 y = t8  + t, °  + ant"  + a12t12  + a13L13  + a19t'9  + 20t20  + anl,27. 

(6.10) 

Aplicando o Algoritmo 2.2 juntamente com a Proposição 3.3, obtemos as 
seguintes possibilidades: 

(112 
13+:ah A \ F - {17, 26, 27, 33, 34, 41} 

a12 = 13+9i 
a13 78a1i+27ali A \ F = {17, 25, 27,33,34, 41} 20 
a1:; 78ii+27a1 a20 	A A \ F = {17, 25, 33, 34, 41} 20 

a20  = A A\F = {17,25,33,41} 

A - 	47399  2 	10097  4 	17523  6 	357 	2187 8 i 11 onde ,-i - - 2560 a11 - 320 a11 - 1280 a11 -511-2 - 	-r-  1280 11 	4a11a19. 

Vejamos como eliminar alguns termos em (6.10) para as três primeiras 
possibilidades para o conjunto A \ F dadas acima. 

Se A \ F = {17, 26,27,33,34, 41}, então podemos eliminar os termos de 
ordens 19 e 27, uma vez que estes satisfazem as condições do Lema 4.1. 
Portanto, podemos nos restringir, neste caso, aos ramos da forma: 

Observe que a parametrização acima coincide com a parametrização 
canônica de Zariski. 

Se A \ F = {17, 25, 27, 33, 34,41}, então os termos de ordens 20 e 27 
também satisfazem as condições do Lema 4.1. Assim, nessa situação, basta 
considerar os ramos dados por 

y = t8  + t10  + a1101  + ( + a 1) t12  + a13 t13 + a19t19. 

Se A \ F = {17, 25, 33, 34, 41}, então podemos eliminar o termo de ordem 
1 = 27. Note que 1 não satisfaz as condições do Lema 4.1. 

Para eliminar o termo de ordem 1 sem alterar os de ordem inferior 
considere 91  = qzdx - pidy E OdO obtida pelo Algoritmo 2.2, tal que 
v(1) + 1 = 34. Se considerarmos a mudança de coordenadas 

ti = t (i + 

= y + q1 
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podemos, para uma escolha conveniente,.de a1 , çliminar o termo de ordem 
1, 110 entanto, estaremos introduzindo termos com ordens inferiores a 27 e 
superiores 'a 21. 

Como para cada j E {22, 23,24,25, 26} existe Qj E OdO de modo que 
v () + 1 = j, escreva Qj  = q jdx - pdy e considere a mundauça de coorde-
nadas 

- t 
 

1+ 
yj=y+Q, 

onde P 	j=22 
 27 ajpj e Q =1=22 ajq. 

Ao expandirmos Yi  em t, veremos que existe uma escolha (única) para 
aj  com 22 < j < 27, de modo que podemos eliminar todos os termos com 
ordem em {22,.. . , 27}. 

Obtemos assim, a seguinte forma normal 

.x=t7  

y = t8  + 10 à11t11  + (2  +2a 21) t12 + ( ai i + 	t13+ 20 
+a19t19  + a20 t20. 

Se A\I' = {17, 25, 33, 41}, então consideramos (6.10) como forma normal, 
que devido as restrições impostas, assume a forma 

{ 
1 = 9 
y = t8  + t10  + a 101  + ( + 	t'2  + (aii + 

+a19t'9  + At20  + a27t27, 

com A - 47399  2 	10097  4 	17523  6 	357 	2187 8 
- - 2560 a11 	320 a11 - 1280 a11 - 	-1280 11 	4 + a11 a19. 

Tomemos o caso À = 13. 
Neste caso o Teorema 4.1 permite considerarmos apenas os ramos da 

forma 
5 

T = t  7 

= 8  + C3 ± a18 t18 + a19t'9  + a26 t26. 

A aplicação do Algoritmo 2.2 e da Proposição 3.3 nos fornece as seguintes 
situações 

restrições A \ F 
a18 = - 201  27, 34, 41 
a18  20,27;33,34,41 



{= 
y = t8  + 08  + a 9t' 9  + a20 20  + a27t27. 

{= 

y = t8  + t18  + a1909  + a20 t20. 
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Se a18  -, então eliminamos o termo de ordem 1 = 26. 
Para tanto, consideramos a mundança de. coordenadas 

= t (i 	(2Y+1Y3)) 

Yi = y + aoy3  -22(8 Y2 (8y2  + 5x3). 

A expansão de yi  em t1  mostra que existe uma escolha para ao, a, e a2 
de forma a eliminar o termo de ordem 26, sem alterar os de ordem inferior. 

Assim, neste caso, basta nos restringirmos ao ramos da forma 

= 8  + 	+ a18t18  + q. 9t19. 

Se a18 =-1, então consideramos 

Í x = 
1y = t8  + t13  - t18  + aigti9  + a26 t26, 

como forma normal. 
Caso À = 18. 
Para esta situação, o Teorema 4.1 indica que é suficiente considerarmos 

os ramos da forma 

Novamente, aplicando o Algoritmo 2.2 e a Proposição 3.3, obtemos os 
seguintes casos: 

restrições A \ 1' 
a20 121 	2 

19 25,33,41 
a20  a 9  120 	1 25,33,34,41 

Se a20 Wag,  então podemos eliminar o termo de ordem 27, sem alterar 
os de ordem inferior. A mudança de coordenadas utilizada sçgue os mesmos 
passos usados para eliminar o termo com esta ordem na situação À = 10 e 
A \ F = {17, 27, 33, 34, 41}. 

Assim, temos 
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Se a20 - 121 2 consideramos a forma. normal 120 1  

( x = t7  
y = t8  + t18  + a19t19 + 121  a1 220  9  + a27 t27. 

Afirmamos que duas formas normais com rnernoA\F são equivalentes se, 
e somente se, diferem por uma homotetia. A verificação deste fato pode ser 
feita realizando os mesmos procedimentos indicados para o caso do semigrupo 
1' = (5, vi) como indicados na pag. 165. 

Apresentamos na sequência as tabelas com as formas normais e os con-
juntos A\ F  para os semigrupos (6,7) e (7, 8), onde duas tais formas normais 
são equivalentes se, e somente se, diferem por uma liomotetia. 

O caso 1' = (6, 7), tratado por Zariski em [Z2] no parágrafo 5 do Capítulo 
V, apesar de não desenvolvido aqui, pode ser obtido com os mesmos métodos 
usados para o semigrupo 1' = (7,8). 

F=(6,7) 
Forma Normal A \ 1' 

a; = 
y 	t7 {} 

{ x = 
y = t7 +t9 +a10t10 +a1101  

ai, 	a2 	23 0  + 1,4 

15,22,23,29 

íx=t'6  

i4 	+ a17 t17 1 y=t7 +t9 +aiot10 +(a8  1o+ 23 )til 
15, 22, 29 

J x = 
y = t7  + t10  + aiit' 

16,22,23,29 

) x_—t6 
y=t7 +til +ai6ti6 17,23,29 

J z = 
y = t7  + t16  + a17 t17 

22,-29 

23,29 

J xt6 
y=t7+t3 

29 
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.F=(7,8) 
Forma Normal A \ 1' 
í= 
ty=t8 {} 

= 

Y = t8 + t'0 + a11t" + a,12 t12 + a13 t13 + a20 t20 
a12 	+ 2a 1 

17,25, 26,33, 34,41 

x=t7 
y = 0 + t10 + a 1 t1' + a12t12 + a13 t13 + a19t19 

a12 = 	+ a 1 e a13 	-a11 + 	Ça8 	8 1 
17,25,27,33,34,41 

a12 	- 13+92 
{x=t7 

y = t8 + í'0 + a11t11 + a12 t12+ 
+a13 t13 + a19t19 + a20 

_39 a11, a13 - 
11 	20+ Lai e a20 	A 

17,25, 33,34,41 

12 

x=  t7 

{ y = t8 + t10 + aiit' + a12t12+ 
+a13t13 + a19t'9 + a20 t20 + a,27 t27 

- 1 + 9 2 	- 39 
- - 	 a11, a13 

- TT11 + 	a1 20 1 
e a20 = A 

17, 25, 34, 41 

íX = t7 
y = t8 + t11 + ai2t12 + a13t13 + a20t20 

18, 25, 26, 33, 34, 41 

JX = 
) 	t12 + a13 t 3 + a 	418 y = t8 + 	 i8' 

19, 26, 27, 33, 34, 41 

= 

1 y = t8 + t13 + a18t 8 + a 19k'419 

- 
°187~1 

20,27,33,34,41 
* 

( x = 
y = t8 + t13 - 	 + ai9t19 + a26 t26 

20, 27,34, 41 

í x = 
y = t8 + t18 + a19t19 + a 	20 20t 

121 	2 a20 7É 120 a19 
25,33,34,41 

Íx=t7 
y = t8 + t18 + a19t19 + 	a 9t20 + a27t27 

25, 33,41 
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1' = (7,8) (Continuação) 
Forma Normal A \ F 
= 

26,33,341 41 

x=9 
y=8+t20+a26t26 

27,34,41 

X - 
yt8+t26+a27t27 

33,41 

{ 
x —9 

34,41 

x = 
y=8+t34 

41 

ANEXO 

Neste anexo apresentamos explicitamente os poliiiômios R,-'s e S 's menciona-
dos napag. 173. 

nI 	•z\_ 	135z. i-La13, J2) - 

R5(a13, b, b5) - 

R6 (a13, b2, b6 ) = 

R7 (a13, b2, b5, b7 ) 

15 	z. U2 - 9-a13u2 

—25' 	29 a13b2  + 	b5  ± 4 b2  O2 - 	- 	49 2 

— 8 	6a 12b 2 13b2  + 	b6  - -g41 	- -b2 	49 2 

—b2  + 	b7 - 	a13b2  + b5  ± -b2  49 2 

S5(a13,b2,b6,b8)=b2— 227  -b2 + 199a 13b2 	b6 —  b8  72 	6 	-132-3 

S6 (a 13,  b2, b7, b8) = 6b7 — 4-5 b   2a 213 13 + 	b2  —40b8 + Ub2  72 
4297 	z + 16 a13u2 

S7 (a13,  a20, b2; b8) = 	 1120 (-2720a13b 2±  557690a13b2 - 2772O0b2a 3+ 

+16800b2a 3  ± 26880a13b8  + 2459289b2  - 141120b8+ 

+14280b + 2688b2a20) 



Apêndice A 

Semigrupos do tipo (2n1, 2m1, v2) 

Em [LuP], Luengo e Pfister mostram que o número r de Tjuriva é constante 
para todos os ramos cujo semigrupo de valores é 1' = (vo, v1 , v) fixado, com 
e1  =MD C(vo,v1) = 2. A saber, 'r = lt - (n1  - 1)(mi  - 1), onde vi = 2

1  e m1  = 1. Conseqüentemente, temos a constância do número de lacunas 
especiais, ou seja, (A \ 11') = (n1  - 1)(m1  - 1). Isto não quer dizer que o 
conjunto A \ F seja sempre o mesmo, como teremos oportunidade de verificar. 

Nesta seção, mostraremos como o algoritmo para obter uma Base Stan-
dard Mínima de OdO pode ser otimizado, no sentido de que poderemos 
indicar precisamente o 8-processo cuja redução final origina uma DNEM 
para semigrupos da forma mencionanda. Além disso, indicaremos como os 
diagramas de lacunas especiais, ou equivalentemente, os conjuntos de lacu-
nas especiais, que ocorrem para curvas que admitem tais semigrupos estão 
.totalmente determinados pelas lacunas especiais do primeiro bloco, ou seja, 
pelas lacunas da forma v() + 1 com 2 E 0d0 DNE'doprimeirobloco. 

Todo ramo com semigrupo 1' = (vo, v1 , v2) pode ser representado por 

C: X=tvo 

y - 
	+ vi<i<I3 ajtt + a202  + i>p, 

onde flo  = V0, /31 = V1 e /32  é a seqüência característica, ai  E K, a 2  E K* e 
e1  1 i para todo i</32  com 

Uma vez que V2 = (n1  - 1)V1  +,62  e fl1V1 = m1v0, podemos escrever 
/32=V2+vi — m1Vo. 

O diagrama de lacunas especiais, que estarácontido em 1N3, possui apenas 
dois blocos, o primeiro bloco composto pelos elementos de A \ 1' que são 
divisíveis por e1, que são da forma s1v1  - S0V0 com 1 < s1  < n1  e O < 80, e o 

181 
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segundo, formado pelos outros elementos, que são da forma v2  + s1v1  - s0v0  
com 0 < si  <n1 es0 >0,jáquen2 =2. 

Sabemos que o invariante .\ de Zariski é tal que v1  < .\ < f3 (Veja 
parágrafo após Observação 3.2). 

Vejamos inicialmente o caso extremo, isto é, quando ) = /32- 

Nesse caso, h2 = 	- m1 é tal que v(h2) = 122 e F = 1x, y, h2} é uma 
Base Standard Mínima para O (Veja Proposição 2J). 

Iniciando com B = {dx, dy, dh2 } e aplicando o algoritmo para obter uma 
Base Standard Mínima para OdO, temos que 21 = .xdy - ydx é uma 
DNEM com v(21) + 1 = ) + vo  = v2  + v1  - (m1  - 1)1)0. Analisando os 
demais S-processos mínimos vemos que, se existisse uma outra DNEM 2, 
então v(í) + 1 > v2, ou seja, 2 pertenceria ao segundo bloco. Portanto, 
deveríamos ter 

VA + 1 = v2  + a111 - -yv0, 

com 0<a<n1  e0<y<mi. 
Mas, dessa forma 

V2 +avi  —'yv0  =v2+vi —(m1 - 1)vo +(a - 1)v1  ±(mi —1 —7)vo = 

= v(í) + 1 + (a - 1)vj  + (m1  - 1 - 

com (a - 1)vi + (mi  1 - y)vo E F. Contrariando o fato de 2 ser DNEM. 
Portanto, o algoritmo finaliza com apenas uma DNEM 21  e temos 

A\F = {vi -1- av1  --yv0;O <a <n1  e 0< 'y < 

u seja, f(A \ F) = (n1  - 1)(m1  - 1). 
Para o caso ëm que ) < /?2,• apresentaremos determinados S-processos e 

mostraremos que suas reduções finais correspondem a DNE, em seguida pro-
cedemos a contagem das DNE da forma F62, onde 6 E N3  e F = {x, y, h2 } é 
uma Base Standard Mínima para O, dada como na Proposição 2.1 e 2 uma 
DNE construída. Constataremos que existem (n1  - 1)(mi  - 1) tais DNE, 
conseqüentemente, pelo resultado de Luengo e Pfister, estas DNE são na 
verdade todas. 

Relembremos as notações do Capítulo 3, mais especificamente as envolvi-
das na Proposição 3.3. Denotando 2L1  = dx e 20  = dy, temos que se 
{í 1,... ,í j} com v(ík) <v(ík+1) para k = 1,... ,i - 1 são as DNEM's do 
primeiro bloco, obtidas pela aplicação do algoritmo da Proposição 3.3 até um 
determinado passo, então havendo uma outra DNEM í noe primeiro bloco 



183 

com v( j) < v(+1), esta pode ser obtida pela redução final do S-processo 

j), com ht(S(í, )) = ht, onde 

hti  = miii{ht, ht}, 	hti  = max{h, ht}, 

htx  = min_i<i<i{inenor altura de um 5 - processo da forma Xj - ayí i }, 

denominado de altura mínima dos 5-processos de Qj na direção x, e 

ht = mini<j<{menor altura de um 5—processo da forma y'TZj  - ax}, 

denominado de aitura mínima dos 5-processos de Qí na direção y. 
Desse modo, paraas DNEM's do primeiro bloco, os 5-processos essenciais, 

são como os indicados na Proposição 3.3. 
Vamos mostrar que para os semigrupos que estamos considerando, i.e., 

aqueles da forma F = (2n1, 2rn1, 112),  as DNEM's do segundo bloco 5O obtidas 
por uma redução final, módulo as DNEM's do primeiro bloco, dos S-processos 
da forma S(, j), com ht(S(, j)) = ht e —1 <j 	para cada DNEM 

j do primeiro bloco. 
Antes porém, necèssitamos de alguns resultados auxiliares. 

Definição A.1 Se 2 E OdO, definimos ln() como sendo a menor ordem 
s de um termo de 	tal que e1 % (s + 1), onde 0 é o homomorfismo 
definido em (22). Se tal termo não existe, definimos in.() = 00. 

Lema A.1 Sejam {,. .. , 	o conjunto das DNEM's do primeiro bloco, 
2-1  = dx e go  = dy. Escreva gi = qdx—pdy e defina v(G) = v(ht)—v() 
para i=O, .... r-1. Então ln(í o)=/32 -1 e para i=O,...,r-1, 

= v(G) + V(Pi) + /32 - 1 = v(pji ) + /32 - 1, 

epara todo a,6 E IN, 

= avo  + 61;1  + 

Dem.: Consideremos os ramos da forma 

f 
y = te" + rvl<i<02 aití  + ap2tP2  + >iij>02  

com semigrupo de valores r (vo, v1, v2). 
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Observe inicialmente que na expansão em t de uin mon&mio da forma 
o termo de menor ordem cujo expoente no é divisível por e1  é 

6 	fO+(6—I)'1--2 - 6 	f(Y5)--1-1 a 2 	 - a f32  
Desse modo, é fácil verificar que 

1n(x'y6dx) = avo  + (6— 1)v1  + /92 +vo —1 = v(.x'y6dx)+ /92 — Vj, 

cujo coeficiente do termo correspondente é v06a 2  e 

1n(xy6dy) = avo  + (6 - 1)v1  + /92 + v1  - 1 = v(xydy) + /92 - 

e o coeficiente do termo correspondente é (6v1  + /92)a132 . 

	

Conseqüentemente, se v(x 1 y61 ) <v(x2yô2), com 	{dx,dy}, 
então 

in(x1y61j + 	= in(x 1 y61 j). 

Uma vez que 

= —y'+ ...) dx - ( —x + ) dy = ni 

= xdy - nl-ydx + 	(l2)EN2 bx1y2 

com 	E {dx,dy}, v(xa1y2) > v(xdy) = v(ydx) e xdy - -ydx ni 
a(i - vi)t 0 Idt, temos que 

1n(xdy - ydx) = /92 + V0 - 1 = v1  ± v0  - 1 + 02 - 

ln(xdy) = ln(ydx) <in(x1y2). 
Segue assim que 

ln.(21) = ln(xdy - mi   ydx) = ln(xdy) vo  +/92 —1 = v(G°) +v(po) +/92 —1, 
nl  

e portanto pelo Lema 3.2 

1n( 1) = v(p1) + /92 - 1. 

Como o coeficiente de tmn(1i2r)  em xy6 ydx é vo(6 + 1)a132  e o de 
mn(ydy) em xay5xdy  é (i9  + 6v1)a 2, o termo em zy6  (.xdy - ydT) de ni 

menor ordem, cujo expoente, acrescido de 1, não é divisível por e1  tem coe- 
ficiente (/92 + 6v1  - 	vo(6 + 1)) a2 = (/ 2 - vi)a132  O. 

Desse modo, o mesmo argumentd usado para 21, nos leva a concluir que 

1n(xy 1) = in(xy6xdy) avo+ 6v1  + in(1), 
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o que prova o lema para i = O. 
Suponha que o lema seja verdadeiro para todo j com O <j < i <r - 1 e 

considere 

- F 	+ Fk + i: F, 

como na Proposição 3.3, onde v(FZ) = v(F6í k) = v(ht) para —1 < k <i 
e F = {z,y}. 

Uma vez que 

ln(F 1 ft 1) = v(F') + ln(í_1 ) = v(F) + V0 - V1 + 13 - 1, 

e, por hipótese de indução, que 

in(Fai) = v(Fai) + ln(f j) = v(Fai) + V(Vj) + 132 - 1, 

para todo j tal que O <j <j então segue da Observação -3.7 que 

= ln(FZ) = v(F) + V(pj) + 192 - 1. 

	

Como v(ht) = v(Fai) + v(í), temos que v(F) = 	e assim pelo 
Lema 3.2 

= v(G) + V(pj) + /32 - 1 

= V(pji) + /32 - 1, 

provando parte do resultado. 
Agora, como v(f +1) > v(p+1dy) = v(pji) + v1  - 1, temos que 

assume o valor 

avo + min{6v1  + v(pi1) + 192 - 1, (6 - 1)v1  + 132 + v(í +i )} = 

= avo  + 6v1  + V(pj+i) + /32 - 1 = avo  + 5v1  + ln(í+i), 

e consequentemente, 

lfl(Xay6í +1) = cevo  + 5v1  + ln(í+i). 

No Capítulo 3, vimos que todo elemento de OdO cuja ordem seja maior 
ou igual a v(ht), para algum i = —1,... , r, terá redução final, módulo 
{ÍL.1 , 	, í},'igual a zero ou pertencerá a blocos superiores. 
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.Usando o lema anterior, podemos avaliar a ordem das DNE's obtidas por 
uma redução final, módulo as DNEM's do primeiro bloco, de. um S-processo 

= 'M2j - 	com altura ht, onde F = {X 0. De fato, como 
mencionamos acima, enquanto tivermos termos cujas ordens mais 1 sejam 
diyisíveis por e, podemos prossegir com o processo de redução. 

Resta assim avaliar qual a menor ordem de um termo que ocorrerá no 
processo de redução, tal que acrescido de uma unidade não seja divisível por 
ei . 

Seja 

= F 	- Fai + j F, 

com v(ht) 	= v(Fi j) < v(F'k), para todo k 
Pela Observação 3.7, temos que 

v(F') + ?;(pi ) < mi11_l<k<{v(F) + v(pk)}. 

Desse modo, segue do lema anterior que podemos reduzir o S-processo 
- 	módulo 	, }, de modo a obtermos no segundo 

bloco, com 

v() + 1 = ln(F'Z) + 1 = v(F) + v(pi) + 02, 

que obviamente não é divisível por e1 , pois v(F') e v(pi) o são e 02 não. 

Observação A.1 Denotaremos por G e por Fí  os {x, y}-produtos de 
potências, tais que 

v(G) = v(ht) 

e 
v(F) = v(ht) v(). 

Note que pelo lema anterior ln( 1) = v(G) + v(pi) + /32 1. Corno 
t().= ln(F) = v(F) + v(pi) + /32 1, ternos que 

ln(Z+i) = v() - v(F) + v(G). 

0 próximo passo será avaliar explicitamente v(') + 1. 
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Proposição A.1 Sejam {-i,. , } o conjunto das DNEM's do primeiro 
bloco, _-i = dx e 2 = dy. Se {v()+ 1; j = 1,. ..,r} = {avi —5jv0; i 
1,.. , r}, onde a representação usada para av1  - 5v0  é a escrita privilegiada 
(Veja pag. 69). Então as ordens das DNE's do segundo bloco, obtidas por 
uma redução final módulo 	, 	de S-processos S(Z Z) com altura 
hti  ou ht são da forma 

112 + (n1  - aji  + 1)7)1 - (m1 - - 1)vo, 

para i=O,..,r, onde 5o =O,ao =1,5r+i =mi —1 ear+1 = nl. 

Dem.: Indicaremos as diferenciais do primeiro bloco por Qk  e as do segundo 
por çk 

Suponha 21  tal que v( 1 ) + 1 = av1  - 6v0. Assim, ao  < a < ar+1 e 
O < 6 < r-}-1 

Como na observação anterior, indicamos por G121  e por F'21  os elemen-
tos de meiiore de maior ordem do conjunto {y+11,x601}. 

= a,+1 

a 

m1 -5 	 m1=m1-60 

Duas possibilidades podem ocorrer: 

Caso a) Não existe uma outra DNEM do primeiro bloco. 
Nesse caso, r = 1, a = a, 61 = e temos 2 DNE's no segundo bloco, obti-

das por uma redução final, módulo {dx, dy, }, dos S-processos envolvendo 
e F 1, que pelo lema anterior possuem ordens: 

(ar+i - a)v1  + ln(Zi ) = (a2  - ai)vi  + vo + 0 - 1 = 

=v2 +(ni  —ai +1)vi  —(m1 -1)vo -1, 

e 
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((5 - (50)vo  + ln( 1) 	- (5o)vo  '+ V0+ /2  -. 

V2+ VI —(mi  — ai - 1)vo— 1, 

provando o resultado para i = 1 neste caso. 
Caso b) A redução final do S-processo envolvendo G' 1, módulo 
{d.x, dy, }, origina uma nova DNEM Ç22  no primeiro bloco. Nesse caso, 
dois fenômenos podem ocorrer: 

. G1 = yctr+l -ctç21.  

fll = 

a 

fl4 = m - 80 

Isto implica que Qr = a, 6, = 6 e que a redução flua! do S-processo 
envolvendo F' 1  .nos dará uma DNE do segundo bloco, cuja ordem 
e 

(6-6o)v+ln( 1) = v2 +v1  - (mi 	1)vo -1. 

. = 

M1 -6 	 M1 = 7711 - 60 
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Temos que a = a e 61 = 6. Além disso,. no segundo ;bloco temos uma 
DNE Çl  obtida pela redução final, módulo {dx, dy, í } do S-processo 
envolvendo F1 21, cuja ordem é 

(a+i - a)v1 + ln(fZi ) 	+ (n1 - a1 + 1)v1 - (rn 1  - 1)vo  - 1, 

o que conclui o resultado para i = 1. 

Vamos supor que tenhamos construído as DNEM's do primeiro bloco 
k+,, com v(fZk+3_1) + 1 = av1  - 6v0. Conseqüentemente, temos no 

segundo bloco 21• 	çk+s-1 

Situemos ak <a < ar+1_s e 6k  <6 < 	com k e s máximos. 
Dois casos podem ocorrer: 

1. v(F' 1) = (ar_s+i - a)vi  e v(G+3_1) = (6 - 6k)V0. 

ar_ s+1 

a 
ak 

   

M1 	6r-8+i 	 m1  - 	 MI - 

Neste caso, a ak+],  6 = 4+1, k+3 é obtida por uma redução final 
de um S-processo que envolve a parcela 	k+31 e, por hipótese de 
indução, temos 

v(í'') + 1 = v2 + (n1 - ak+1 + 1)vi - (m1 - - 1)vo. 

A análise agora se desdobra em dois subcasos. 

(a) Se não existir uma nova DNEM no primeiro bloco, então v (ík+) + 

1 = uvi  — 6v0  é tal que ak+2 	ar_s  = a,õk+2 = 	= Se 
as reduções finais dos dois S-processos que envolvem Fí k+3  e 
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G'k+5 originam DNE's no segundo bloco cujas ordens, pelo 
Lema A.1 e para Observação A.1, são: 

) 3 (Fk+ - 1n(Ff2k+3) } = v(í' 1) + v(GIc+3l) - v(F' 1) + 
{ 

v 	
- ln(Gk+3íZk+s) 

= V2 + (n1 - ak+i + 1)121 - (m1 - 8k - 1)vo  + (õk+J õk)V0 

ak+1)V1 + v(F )  
1 

?,(Gk) - 1 

( V (FR) 
V2+(fl.i—ar_s+l+1)Vl _

(ml_õk+1-.-1)vo+t v(Gk+s) —1. 

Como {v(F), ?)(Gk+9)} = {(ar_s+i - ar_s)vi, (5r_-a 	5k+1)120}, 
temos que as ordens acima são 

V2 + (n1 - ar-a  + 1)v1  - (m1 - 8k+1 - 1)110 - 1 

e 

V2 + (n1 - ar3+1 + 1)v1  - (m1 - 8r-g - 1)vo  - 1. 
Como k + 2 = r - s o resultado segue neste siibcaso. 

(b) Se existir uma nova DNEM no primeiro bloco, então teremos 
h+3) + . = -ãvl -  vo, com duas situações podendo ocorrer. 

i. V(F) 	e v(G') = ( - )vo. Neste caso 
= ak e 8 = 5k+2 

Temos, então que a redução final do S-processo envolvendo 
F 8ík+a  origina 	cuja ordem pelo Lema A.1 e Ob- 
servação A.1 é 

v(í 8) = V+3) + v(F') - v(Fc+8) + v(G) = 

= V2 + (n1 - ak+2 - 1)v1  - (m1  - 	- 1)1)0 - 1, 

e o resutado segue na presente situação. 
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ii v(F') = ( - õ)vô e v(Gk) = (ar_s+i - )v1. Neste caso 
a = ar _s e Õ 
Temos, então que 

	

= v2 + (n1 - ar_s+1 + 1)v1 - (m1 - 	 - 1)vo - 1. 

Concluindo assim a prova no Caso 1). 

2. v(Fs_i) = (6 - õk)VO e v(G'1) 	(ar_s+i - a)v1. 

A demonstração deste caso é totalmente análoga ao Caso 1) e será 
omitida. 

A proposição anterior nos diz que se {í 1,. ... í,.} é o conjunto das 
DNEM's do primeiro bloco e {v (Z) + 1; i = 1,.. . , r} = {avi - 6v0; i = 

1,.. 1 , r}, então existem r + 1 DNE's 	no segundo bloco, tal que o conjunto 
{v (Ç?') + 1; i = O,... ,r} é igual a 

{v2 + (n1 
- a+i + 1)v1 - (m1 —6 - 1)vo; i = O,.. 

COM 60 = O, a0 = 1, ar+1 = n1 e 	= m1 - 1. 

Observação A.2 Da Proposição A.1 se deduz que as ordens de toda DNE 
decrita é menor do que v2 - vo - 1. 

De fato a afirmação é óbvia rio caso de DNE's do primeiro bloco. 
Por outro lado se 2 é DNE do segundo bloco com v (í) > v2 - vo —1, então 

para algum  > O, v(í) = v2+(ni —a +i+1)v1 —(m1-6--1)vo--1 > v2 —v0-1. 
Corno n1v1 = m1v0, temos que a desigualdade acima se escreve como 

v1 + v0 > a+ivi - õv0 - v0. Desse modo teríamos 

Vi + v0 > a+1v1 - 6v0 - v0 ~ av1 
- 600 + v1 - v0 ~ 

> av1 - õjv0 + 1 > a•v1 - &vo = v(k) + 1, 

para alguma DNEM ík do primeiro bloco, o que é um absurdo! 
Em particular, temos que a lacuna limitante é menor ou igual a v2 - v0. 

Vamos provar que não existe g E O, tal que v(g) = v() para e 
DNE's do segundo bloco corno descritas anteriormente. 
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Lema A.2 Com as notações da Proposição A.1 temos que se a, b, c E IN 
então 	 - 

avo  + bv1  + cv2  + v2  + (n1 - a+1 + 1)vi  - (mi  - Sj - 1)vo  = 

= v2  + (ni - aj+1 + 1)v - (mi - õj  - 1)vo  

se, e somente se, a = b = c= O e  = j. 

Dem.: Se c O ou a > mi ou b > n1, então teríamos que 

V2 + (n1 — oj+i + 1)Vi — (mi -  õj  - 1)vo> v2, 

o que pela observação anterior não pode ocorrer. 
Consideremos então c = O, a < m1  e b <n1. 
A igualdade do enunciado é equivalente a avo  + bv1 - a+ivi + õjvo = 

—a+ivj + õv0, ou ainda, 

(b - c+i + a+i)mi = (õj - - a)ni. 

Como (ni, m j) = i, temos que b - a + a+i = kn1  e õj  - 5 - a = km1, 

com k E 71. 
Se k> O, então õj  a + 5 + kmi  > m1, o que é uma contradição. 
Se k < O, então a+i a+i+b—kni > n.i  que também é uma contradição. 
Segue que k = O, i.e., aj44  = a + b e = õ + a. A primeira igualdade 

implica que i <j, enquanto que a segunda j i, o que permite concluir que 
i=jea=b=O. 

O lema anterior garante que o diagrama de lacunas especiais de uma curva 
com semigrupo F= (2n1, 2m1 , v2) tem como primeiro bloco 

e. 

e. 

m1 -6,. 	mi-6j 	M1  — 61  
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1 

.. 

1 	1  
1 	6+1 	6r+1 

O número de pontos no primeiro bloco é 

pontos e no segundo bloco pelo menos 

r 

B =>(ôj~i  
i=0 

onde 60 = O. 

Deste modo, ao todo, teremos no diagrama de lacunas especiais pelo 
menos A + B = (ni - 1)(m1 —1) pontos. 

Como pelo resultado de Laudal e Pfister, 

(A \ 1') = (n,-,  	- 1), 

temos que as DNE's do segundo bloco, determinadas na Proposição A.1 são 
na verdade todas as DNEM's do segundo bloco. 

Observe que se tomarmos as duas figuras anteriores e girarmos 1800 

uma delas, então poderemos encaixá-las de modo a obter um retângulo 
com área (ni - 1)(m1 - 1). Portanto, as figuras, ou melhor, os blocos 
que compõem o diagrama de lacunas especiais para ramos com semigrupo 
(2n1, 2m1, v2) se determinam mutuamente. 

Reunindo os resultados obtidos anteriormente, temos o seguinte teorema. 
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Teorema A.1 Seja C um ramo com semigrupo r = (2n1, 2m1  , v). Defina 
= dx, Ç20  = dy e. Ç20  = dh2, com h2  como dado na Proposição 2.1. Então 

uma Base Standard Mínima para OdO pode ser dada' por 

{_i 	o, 	, r} u {0, çl, 	, çr+1} 

onde cada j+1  para i = O,... , r - 1 é uma DNEM do primeiro bloco dada 
pela Proposição 3.3, e cada 	para i = 0,— r é urna DNEM do segundo 
bloco, dada pela Proposição A.1. 

Além disso, se {v() + 1; i = 1, ... ,r} = {v1  - õv0; i = 1,... ,r}, 
ent6o{v( 1)+1; i=0, ... ,r} = {v2+(n1 —c +i -1)v1 —(m1 —õ-1)vo; i= 
O,... , r}, onde r+1 = n1  e 60  = O. 

Note que se não tivermos DNEM no primeiro bloco, então r = O e = /32. 
Assim, no segundo bloco temos apenas uma DNEM 21, com v (1)  + 1 = 
V2 + v1  - ( m1  - 1)vo.= /32 + v0, como já havíamos observado no ínicio desta 
seção. 

Como já tivemos a oportunidade de observar, o invariante A \ r é muito 
mais fino do 'que 'o invariante .À de Zariski e o número r de Tjurina, mesmo 
que considerados simultaneamente, i.e., podemos ter ramos equisingulares 
que possuem mesmo invariante ) de Zariski, mesmo número r de Tjurina, 
porém com conjuntos de lacunas especiais distintos, como mostra o seguinte 
exemplo. 

Exemplo A.1 Considere os ramos da forma 

í x = 

1 y=t'8+t20+at22+bt23+. 

com a e Ke b e K*. 
Utilizando a Proposição 2. 1, vemos que o semigrupo de valores dos ramos 

da forma acima é r = (8, 18,77), cujo condutor é ,a = 124. 
Note que 20 o r u (r + v1  - vo), ou seja, o invariante de Zariski é .À = 20 

para todos os ramos como acima. 
Uma vez que n1  = 4, ri2  - 2 e m1  = 9, temos que 

,i—r=(ni — 1)(m1 -1)=24, 

ou seja, todos os ramos descritos acima possuem os mesmos valores para os 
invariantes À e r. 
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Vejamos o conjunto de lacunas especiais A \ F. 
Pelo teorema anterior, basta encontrarmos as ordens das DNEM's do 

primeiro bloco. Para tanto, aplicamos a Proposição 3.3. 
A saber, temos 

21  = xdy - ydx = (2t27 + 4at29  + 5bt30  + 	dt 

= 9x - ydy = ((36a - 38)t37  + 45bt38  + 	dt. 

Se a 4J, então as DNEM'S do primeiro bloco são tais que v( 1)+1 = 28 
e v( 2) + 1 = 38. 

Se a = , então a única DNEM do primeiro bloco é 21, com v( 1) + 118 = 
28. 

Desse modo, pelo teorema anterior temos: 

condição A \ 1' 
ti 18 28, 38, 46,47, 55, 5 7, 63, 65, 6 7, 71, 73, 75 

79,81,83,87,89,91,97,99, 105, 107, 115., 123 
a= 19 28,39, 46, 47, 55,57, 63,652  67, 71, 73, 75 

79,81,83,87,89,91,97,99, 105, 107, 115, 123 
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Símbolos e Notações 

K[[K]] 	 K[[X1, ... . X,JJ 
x 	 ri1xr 
'ir 	 {K;aE1N} 

-< 	 ordem monomial 

D* 	 D\{O} 

car(K) 	 característica do corpo K 

deg(f) 	 grau pesado de f com respeito à p 

Mx 	 ideal maximal de K[[X]] 

M 	 ideal maximal de K[[t]] 

ht(f) 	 altura de F 

Fa 	 111 fXi com f j  E F 

(ho,. , hr) 	 semigrupo (ideal) gerado pelos(as) 

inteiros (séries) h0,... , hr  
v0 , VI) ... , 	 sistema mínimo de geradores de 

geradores de um semigrupo 
S(f, g) 	 S-processo de f e g 

O 	 anel local 

fecho inteiro de O 

v(g) 	 valorização de O calculada em g 

F 	 semigrupo 

condutor de um semigrupo 

I(f, g) 	 multiplicidade de interseção de g com f 

Ry(f,g) 	 resultante em Y de f e g 
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80 <1 < -. 	 sequência característica 
e 

ej_ 1 ui 

OdO 	 O-módulo de diferenciais 

df 	 diferencial de f 
DNE 	 Diferencial Não Exata 

DNEM 	 Diferencial Não Exata Minimal 

A 	 {v()+1; 9 eOdO} 

1(T) 	 comprimento do submódiilo de 

torção de OdO 
T 	 número de Tjuriiia 

À invariante de Zariski 

ideal jacobiauo 

[] 	 parte inteira da fração 

equivalência de curvas algebróides 

A 

Mr 

1n() 

irredutíveis 
equisingularidade de curvas 

algebróides irredutíveis 
anel de Puiseux 

Classe de equisingularidade 

ideal (f,f,f) 

menor expoente 1 de t em 

tal que MDC(vo,v1) %( 1 + 1) 
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ERRATA 

Além dos enganos ortográficos, os quais não prejudicam o entendimento 
dos resultados apresentados no trabalho, algumas observações e correções se 

fazem necessárias. 

Na página 15 antes do Teorerna 1.3, devemos observar que a definição de 

Base Standard, bem como os resultados: Proposição 1.2, Teorema 1.1, Lema 

1.3 e o Teorema 1.2, permanecem verdadeiros considerando F um conjunto 
infinito e realizando as devidas modificações. 

Deste modo, verifica-se que o Teorema 1.3, sempre fornece uma Base 
Standard para uma subálgebra finitamente gerada e finaliza em um número 
finito de passos se a subálgebra possuir uma Base Standard finita. 

Na página 22, como no caso de subálgebras, uma observação similar a 

feita acima deve ser feita antes do Teorema 1.5. 

Na página 43, na demonstração da Proposição 2.2, onde se lê "é equiva-

lente a dizer", leia-se "é conseqüência do fato". 

Na página 56, na demonstração do Corolário 2J, onde se lê "Pelo teorema 

anterior", leia-se "Pela proposição anterior". 

Na página 64, a Proposição 3.2, deve ser considerada no contexto das 

curvas algebróides irredutíveis planas (ramos). 

São Carlos, abril de 2001. 
Marcelo Escudeiro Hernandes 
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