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RESUMO

Neste trabalho, estudamos as principais propriedades da teoria geral da multiplici-
dade algébrica de um ideal I de um anel A, com relacao a um A-médulo A7, A
defini¢ao da multiplicidade surge a partir do conceito de comprimento ¢ a partir disto
estudamos as relacoes entre o simbolo da multiplicidade ¢ o comprimento. Tambdém
estudamos a funcao de Hilbert associada a varios ideais M-primarios ¢ deflinimos
as multiplicidades mixtas, definidas originalimente por B. Teissier ¢ J.J. Risler. Tti-
lizando as propriedades da multiplicidades algébrica, calculamos o nimero de Milnor

de algumas hipersuperficies complexas com singularidade isolada.
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ABSTRACT

In this work. we study the main properties of gencral theory of algebraic multiplicitics
of an ideal of a ring A, with respect to A-module 3. The definition of multiplicities
arises ont. from concept of length and from this concept we study the relations among
the nmltiplicity’s symbol and the length. We also study the Hilbert’s functions asso-
clated to many ideals M-primary and we deline the mixed multiplicitics which was
defined originally by B. Teissier and J.J. Risler. Using the properties of algebraic
multiplicities we calenlate the Milnor’s number of some complex hypersurface with

isolated singularity.
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Introducao

lxm [20], Samuel provou que se T ¢ um ideal M-primario de uma anel local Noethe-
riano (A, M), entao para valores suficienteinente grandes de n, a funcao H : N* — N
definida por

H(n) = Ly(A/TT)

¢ um polinomio em n, onde L4(A/7") denota o comprimento do anel A4/7". O fato

mais importante neste resultado, é gue o coeficiente de maior grau deste polinomio, é

igual a M onde e{7
d!

Hilbert-Samuel do ideal [ e A, A partir deste artigo, varios matemdticos passaram

A) ¢ um ntimero inteiro o qual é chamado a multiplicidade de

a investigar as propriedades deste niinero, entre eles podemos citar C. Lech, D.
Northeott, D. Rees, etc. Mais tarde, Teissier e Risler mostraram que se [y, ..., [ ¢

um conjunto finito de ideais M-primarios do anel Noetheriano local (A, M), entao a

funcio IT : N> — N, definida por
H{ny,....ong) = LM/ - 1))

tambéim é um polinomio e iy, . ... 1, desde que estes inteiros positivos fossem su-
ficientemente grandes.  Além disso. os coeficientes do termo de maior gran deste
polinomio foram chamados de multiplicidades mixtas. A contribui¢ao de Teissier ¢
Risler, foi a de mostrar que estes coelicientes, eram na verdade, a multiplicidade de
Hilbert-Samuel de um ideal gerado por uma sequéncia de elementos, os quais eles
chamaram de superficiais. Além disso, eles deram numa interpretagao geomdétrica para
estas multiplicidades.

Nesta dissertagao, nds segnimos basicamente o ponto de vista de [32] ¢ [13], para

cstudar o simbolo da multiplicidade. Durante o estudo do simbolo da multiplicidade,



em algumas situacoes, nos restringimos ao caso local para estudar alguns resultados
importantes de J'\lg(zbra Comutativa, como por exemplo, mostrar que se M ¢ um A-
moédulo Cohen-Macaulay, onde A ¢ anel Noetheriano local e 7 é win ideal gerado por
um sistema de pardmetros, entao o comprimento L4(M/IM) ¢ a multiplicidade do
ideal I coincidem numericamente, com relacio ao modulo M.

Também ¢é feito um estudo da funcio de Hilbert de mais de um ideal M-primario
¢ algumas féormulas classicas na teoria da multiplicidade, como a Férmula Limite de
Samuel ¢ a Formula Limite de Samuel, sao estabelecidas nesta dissertacao.

Este texto também contém dois apéndices. O primeiro contém vérios resultados
da teoria da multiplicidade como, por exemplo, o Principio da Localizacio e a Lei
Associativa. No segundo, utilizamos o complexo de Koszul para demonstrar uma gen-
eralizacdo do Teorema de Teissier devida a D. Rees. A justificativa destes apéndices
estd no fato de que se estes resultados fossem acrescentados no corpo da dissertacao,
estd ficaria muito estensa, por isto, a sua leitura pode ser omitida, ou pode ser lida
como cultura matemadatica. Os resultados dos apéndices nao sio tao detalhados como
aqueles que fazem parte dos cinco capitulos ¢ue a compoe e em alguinas situagoes,
sua leitura ¢ um pouco dificil.

Procuramos dar as referéncias sobre praticamente todos os resultados que nao
foram demonstrados neste texto. Infelizmente, ndo é possivel dar os créditos mereci-
dos a cada autor, pois isto exigiria um trabalho de pesquisa bibliogréafico que deman-
daria muito tempo, ¢ talvez ainda assim nio terfamos stdos justos.

Apesar de termos corrigido cuidadosamente todos os detalhes das demonstragoes
feitas aqui, temos a certeza de que alguns erros, quer sejam de natureza gramatical
ou matematico, permaneceram. A bibliografia é estensa ¢ nao temos a pretensio de
que o leitor acredite que as lemos na integra, mas todas clas foram consultadas, em
malor ou menor grau para que tivéssemos um visao da teoria da multiplicidade, bem
como sua histéria, scu desenvolvimento atual ¢ aplicagoes quer sejam geométricas on
puramente algébricas.

Este trabalho nao contém nenhum resultado original, talvez apenas alguns erros
ou equivocos matemdticos que eventualmente persistiram. apds o trabalho final de

COITECA.



O trabalho estd organizado do seguinte modo.

No Capitulo 1, encontram-se s pré-requisitos de Alg(rbra Comutativa e da Teoria
de Singularidades.  Alguns exemplos sao apresentados para fixar alguns conceitos
deste capitulo.  As principais referencias para este capitulo foram basicamente as
seguintes: sobre Algebra Comutativa [1]. [91. [21], [12] ¢ principalmente [13].

No Capitulo 2. definimos sistemas de multiplicidades ¢ cstudamos as principais
propriedades do simbolo da multiplicidade, que é definido indutivamente e a rela-
clonamos comn o comprimento de um moédulo. Também usamos a funcao de Hilbert
para cstabelecer a férmula Limite de Samuel. A férmula Limite de Lech também é
provada. Neste capitulo utilizamos basicamente [32] ¢ [13].

No Capitulo 3, estudamos a funcao de Hilbert de dois ideais M-primarios num
anel Noetheriano local e provamos que ela ¢ um polindmio em duas varidveis. VArias
propriedades da multiplicidade sao estabelecidas, sendo que um dos principais resul-
tados é que em determinadas situacoes, a multiplicidade e o fecho integral estao inti-
mamente relacionados, bem como o conceito de reducao. Aqui usamos as refereéncias
[3].[11] ¢ [28].

No Capitulo 1, mostramos que as multiplicidades mixtas sdo de fato a multipli-
cidade de Samuel de um ideal gerado por uma sequéncia de elementos superficiais.
Também mostramos o Teorema de Teissier e Risler. Convém observar que segundo
alguns autores, o conceito de uma sequéncia de elementos superficiais ¢ muito “vaga”,
pois é muito dificil exibir uma sequéncia constituida inteiramente por estes elementos,
num caso geral. Neste capitulo utilizamos [23] e (34).

No Capitulo 5, usamos as propriedades do simbolo da multiplicidade para calcular
o nimero de Milnor de uma hipersuperficic complexa analitica com singularidade
isolada na origem. Vdrios exemplos sao caleulados usando as propriedades do simbolo
da multiplicidade estudadas no Capitulo 2. Aqui utilizamos [23] ¢ [24].

No Apéndice A enunciamos, sem demonstracao, varios resultados sobre o simbolo
da multiplicidade, tais como o Principio da Localizagao, a Férmula da Extensao ¢ a
Lei Associativa. Os resultados deste apéndice podem ser encontrados em [32] ¢ [13].

No Apéndice B mostramos que o simbolo da multiplicidade e a caracteristica de

Euler-Poincaré sao numericamente iguais. Também apresentamos a demonstracao do



Teorema de Teissier, devida a Rees, ntilizando o complexo de Koszul. As referéncias

para este apéndice sao [13], [17] e [22].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Preliminares

Por um anel A, entendemos um anel Noetheriano comutativo com unidade (1 # 0).
Todo ancl A # 0, possui pelo menos um ideal maximal. No caso de A possuir
exatamente um ideal maximal, diremos que A é win anel local. Usaremos (A4, M)
para denotar o anel local 4 com o seu ideal maximal M. Se A é um anel local cont
ideal maximal M, entao o corpo k = A/ M, é chamado o corpo residual do anel A,

que supoos ser sempre infinito.

Corpos sao exemplos de anéis locais. Também o anel das coordenadas Oy de
K(X) — klxy, ..., 4]/, localizado no ideal maximal M = (zy,...,2,), onde [ ¢ o

ideal que define X é local.

A intersecgao de todos os ideais maximais do anel A é unt ideal, chamado o radical
de Jacobson de A, denotado por R(A4). Sc¢ (A, M) é um anel local, entao R(A) ¢é

exataniente seu ideal maximal M.

Definigao 1.1.1: Diremos que um A-médulo M é Noetheriano se todo submaédulo
N de M ¢é finitamente gerado. Como todo ancl A ¢ um A-modulo sobre si mesmo,

diremos que 4 é um anel Noctheriano se todo ideal I de 4 ¢ finitamente gerado.

Na verdade, nio ¢ necessario verificar se todos os ideais de A sdo finitamente
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gerados, pois se todos os ideals primos de A sao finitamente gerados, entio A ¢

Noctheriano ([9], pag. 17).

Mostra-se que as duas afirmacoes abaixo, siao equivalentes em qualquer A-modulo
Noctheriano M:

i) Vale a condi¢iao de cadeia ascendente, isto ¢, qualquer cadeia ascendente de
submadulos de M

N CNyCo TN oo

¢ estacionaria, ou seja, existe um inteiro positivo n, tal que N7 = N7~ para todo
inteiro » > 1;
it) Qualquer cole¢ao nao-vazia de submédulos de A, contém um elemento maximo

(com relacao a inclusao de conjuntos).
Anéis principais e corpos sao exemplos de anéis Noetherianos.

Teorema 1.1.2: (Teorema da Base de Hilbert) ([9]. pag. 16) Se A é um anel
Noetheriano, entao os anéis Alxy, ..., z,] ¢ A{zy,..., 2.}, dos polinomios ¢ das séries
convergentes sobre A, respectivamente, nas indeterminadas zy,...,mx,, também sao

Noetherianos.

O Teorema da Base de Hilbert. além de sua importancia prépria, nos fornece uma
mancira concreta de obtermos uma infinidade de exemplos de anéis Noctherianos.
Para ver isto, basta tomar um ancl Noctheriano ¢ umn conjunto [inito de indetermi-

nadas sobre o anel A ¢ construir o ancl de polinémios sobre A nestas indeterminadas.

Definigao 1.1.3: Um A-médulo M é chamado Artiniano se qualquer cadeia de-
scendente de submodulos

M=My>M>--

¢ estaciondria. Diremos que um anel A é Artiniano se cle ¢ Artiniano como A-maodulo.

Espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo &, sao exemplos de k-madulos

Artinianos. Todo anel Artiniano ¢ Noctheriano ([9], pag. 16), mas a reciproca nao ¢
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valida, por exemplo, o anel Z é Noetheriano, mas nao ¢ Artiniano.

() proximo Teorema reune virias propriedades sobre anéis Artinianos que usare-
mos durante este trabalho. A prova destes resultados se encontram em (i1, Capitulo
8).

Um clemento & do anel A ¢ chamado nilpotente, se existe um inteiro positivo s
(dependendo de b), tal que b* = 0. O conjunto de todos os elementos nilpotentes de
um anel A é um ideal, chamado de ideal nilradical de A e denotado por nil(.4). Um
ideal I de um anel A ¢ chamado nilpotentie, se existe um inteiro positivo » (dependendo

de I), tal que I" = 0.

Teorema 1.1.4: 1) Um anel 4 é Artiniano se, e somente se, 4 ¢ Noetheriano e
dim A =0.

2) Num anel Artiniano A, o nilradical de A4 é um ideal nilpotente.

3} Todo ideal primo num anel Artiniano A é maximal. Além disso, num anel

Artiniano existe apenas uin namero finito de ideais maximais,

Uma série normal num A-maodulo M, é uma cadeia descendente finita de submddulos
de M tal que

com M; # M;q, parai=20,...,1— 1. O nimero natural { é chamado o comprimento
da série normal. A série normal (1.1) ¢ chamada uma série de composicio , se
M;/M; 1, é um médulo, cujos tnicos submaédulos sao o {0} ¢ o proprio M; /M4y, para

1=0...., 01— 1.

Teorema 1.1.5: ({1], pag. 77) Se um 4-mddulo M tem umna séric de composigao
de comprimento finito, entdo todas as outras séries de composi¢ao de A tem compri-

wento finito e, além disso, todas elas tém o mesmo comprimento.
O Teorema 1.1.5 permite definir o comprimento de um A-moédulo M.

Definicao 1.1.6: O comprimento de wn A-mdédulo A, denotado por L4(M ), é
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definido como o comprimento de qualquer série de composicao de M. Neste caso,

diremos que M tem comprimento finito.

Afirmar que um A-moédulo A é Noctheriano. é equivalente a dizer que todos os
seus submoaddulos sao finitamente gerados, mas isto nao significa dizer que cle tem

comprimento finito. O préoximo resultado esclarece definitivamente esta questao.

Teorema 1.1.7: ([l], pag. 77) Um A-mddulo M tem uma série de composi¢io se,

¢ somente se, satisfaz ambas as condicoes de cadeia.

Por exemplo, o anel k[z), ..., x,] ¢ Noctheriano, pelo Teorema 1.1.2, mas nao tem
comprimento finito, pois ndo satisfaz a condigao de cadeia descendente. Basta, por

cexemplo, tomar a cadeia descendente
(W)>EH > DEY) D,
(ue nao ¢ cstaciondria.

Definicdo 1.1.8: Seja C uma classe de A-mddulos. Uma fungdo £ de C em Z ¢

chamada aditiva, se para toda sequencia exata da forma
0 — M — M -— M —0,
onde M, M' e M" pertencem a C, tem-se
LMY = L(M) 4+ L(M")=0.

Por exemplo, o comprimento L 4{M), ¢ uma func¢do aditiva na classe de todos os

A-maddulos de comprimento finito. Mais precisamente, se
0 »>M M- >M 0
¢ nma sequeéncia exata de A-mddulos, ambos de comprimento finito, entao
L(M) = L(M") + L(M").

O mesmo acontece para a dimensao de espacos vetoriais, dim (1), onde V' ¢ um

espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo k.
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Um elemento a € A, é chamado um divisor do zero em A, se existe um elemento
nao nulo y € A, tal que ay = 0. O conjunto dos divisores do zero num anel Nocthe-
rtano A, ¢ caracterizado como a uniao de todos os ideais primos minimais do ideal
nulo de A ([1,, pag. 53).

Um ideal [ do anel 4 é chamado primdrio, se qualguer divisor do zcro no ancl
A/T for um elemento nilpotente, ou equivalentemente, se a,b € A com ab € I e a nio

pertence a I, entdo existe n € N (dependendo de b e 1), tal que §™* € 1.

Scja [ um ideal do anel A, O conjunto
{a € A tais que ¢ € [, para algum inteiro n > 0}

¢ um ideal de A, chamado o radical do ideal 1 ¢ é denotado por V7. Claramente 7 C
V1. No caso particular, em que I - 0, V0 ¢ o nilradical de A. Outras propriedades
que usaremos do radical sdo as seguintes:

1) Sejam I e J dois ideais de um anel 4. Entao VIJI=VINJT=VINVJ.

ii) Se¢ P ¢ um ideal primo de A, entio VP = P, para todo inteiro n > 0.

Observagao 1.1.9: Secjam [ ¢ J dois ideais M-primdrios do anel local (A, M).
Entdo dados 7 e s inteiros positivos, o ideal /7% ¢ M-primario, pelo item (47) acima.

Na verdade, esta afirmacao vale para um nimero finito de ideais M-primarios.

Seja (A, M) um anel local. Um ideal 7 de (4, M) ¢é chamado M -primdrio se
VT = M. Mais geralmente, se P ¢ um ideal primo de A, um ideal / de A ¢ chamado
P-primdrio se VI = P. Por exemplo, o radical de um ideal primario ¢ um ideal

primo.

O préximo resultado, fornece uma caracterizagho muito 1til dos ideals M-primarios

de um ancl local (A4, M),

Teorema 1.1.10: ([12], pag, 23) Scja I um ideal do ancl Noetheriano local (4, M).
Entao wn ideal [ de A ¢ M-primdrio se, ¢ somente se, contém alguma poténcia de

M, isto é, existe um inteiro positivo r {(dependendo de I e M), tal que M C T
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Vamos definir o comprimento de um ideal M-primario / num anel Noectheriano

local (A, M). Para isto, suponha que que I, ..., I, sdo ideais M-primdrios tais que
121'1 Q"‘QISIM,

onde todas as inclusdes sdo estritas. Descrevemos esta situagio, dizendo que [Ih,. .., I}
é uma cadeia primdriae que comeca no ideal I e termina no ideal maximal M, ou sim-
plesmente, que ¢ uma cadeia primaria do ideal 7 ao ideal M. Toda cadeia priméaria
de I a M, pode ser refinada numa série de composicio ([12], pag. 52) de I. Observe

que se J ¢ um ideal do anel (A, M) tal que
I'cJcM,

entao desde que I ¢ um ideal M-primario, podemos encontrar, pelo Teorema 1.1.10

um inteiro posttivo r, tal que
M CICVICM
¢ aplicando radicais
M=VM CVICITC VM= M.

Portanto, o ideal J deve ser M-primdrio. Em outras palavras, isto significa que os
ideais M-primarios que aparecem entre I ¢ M, sao exatamente os ideais J do anel A
que aparccem entre os ideais 7 ¢ M. Prova-se ainda, ([12|,pag. 54), que existe uma
correspondeéncia bijetiva entre as cadeias de ideais de { a M e as cadeias de ideais
entre M/I ¢ o ideal nulo de A/I. Podemos entao definir o comprimento de ideais

M-primdrios do seguinte modo.
Definigao 1.1.11:  Seja / um ideal M-primario de um anel Noctheriano local (A, M),
Definimos o comprimento do ideal 7, denotado por L4(7), por

La(l) = LA(A/]).

Definicao 1.1.12: Seja / um idecal do ancl A. Se o ideal 7 pode ser expresso como

uma interseccao finita de ideais primarios, isto ¢,



Capitulo 1. Preliminares 11

onde cada [, « = 1,...,n é um ideal primario de A, entao dizemos que a expressao
(1.2} ¢ uma decomposicao primaria do ideal I. Cada ideal £;, 2 = 1,...,n que aparece
e (1.2), ¢ chamado uma componente primdria de 7. Todo ideal I de A que admite

unia decomposicao primaria é chamado decomponivel .

Uma, decomposicao primdria em que todos os /1; sio distintos ¢ cada ideal I; nao
contém a inferseceao dos demais. ¢ chamada decomposicio wrredundanie ou decom-
PoSLCao normial.

Toda decomposicao primdaria pode ser refinada até uma decomposi¢ao normal.
Além disso, todo ideal I de um anel Noetheriano A adwmite wma decomposicao

primaria.

Defini¢ao 1.1.13: Scja [ um ideal do ancl 4. Um ideal primo P de A é chamado
um ideal primo minimal de 1, se cle contém I ¢ nao existe nenhum outro ideal primo

de A que esteja contido estritamente entre P e /.

Pode-se caracterizar o conjunto dos elementos nilpotentes num anel Noctheriano
A, em funcio dos ideals primos minimais do ideal nulo da seguinte maneira. O
conjunto dos elementos nilpotentes do anel A, ¢ a interseccao de todos os ideails
primos minimais do ideal nulo de A ([1], pag. 53).

A conexao entre o radical de um ideal I num anel A e seus ideais primos minimais

estd explicada no proximo teorema.
Teorema 1.1.14: ([12], pag. 14) Suponha que
I=I[LnLn...NI, (1.3)

scja uma decomposicao priméaria do ideal /, onde cada I; é P;-priméario para 1 <4 < n.
Entédo valem as seguintes afirmacoes:

i) Qualquer ideal primo P que contém [, necessariamente contém pelo menos um
dos ideais P;.

ii) Os ideals primos minimais de 7. sdo exatamente os ideais primos P, que nao

contenham cstritamente qualgner outro P;, para i # j.
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iit) Temos

\/f:’;D]ﬁ...ﬁ"Pn.

Além disso, o radical de I, é a interseccao de todos os ideais primos minimais de /.

() Teorema. 1.1.14, mostra que s¢ I ¢ um ideal decomponivel de A, entao existe
apenas um numero finito de ideais primos minimais de I e que eles estao associados

com cada decomposi¢ao primaria de [.

Teorema 1.1.15: ([12], pag. 15) Suponha que o ideal I admita uma decomposicio

primdria e, além disso. tenhamos

duas decomposi¢oes primarias de I, onde I; ¢ Pi-primdrio para ¢ — 1,...,m ¢ [; ¢

Pj-primédrio, para j = 1,...,n. Entdo m = n, ¢ ¢ possivel ordenar as componentes

de modo que P, =P, para 1 <1 <m = n.

Fin outras palavras, o Teorema 1.1.15, mostra que se I é um ideal decomponivel
de A, entao os ideais primos que que aparceem na decomposi¢cao normal de I nao
dependem de nenhuma decomposiciao normal particular, mas apenas do ideal /7. Estes
ideais primos serao chamados de associados de I, ou também sao ditos pertencer a
[. Pelo Teorema 1.1.14, todo ideal primo minimal de 7. pertence a I neste sentido.
Os ideais primos associados, qie nao sao minimais, sao chamados de imersos. O

conjunto dos ideais primos associados de I sera denotado por Ass({I).

Por uma cadeia de ideais primos do anel A, entendemos nma sequéncia cstrita-

mente ascendente de ideais primos de A
PoCP C - C Py,
¢ diremos que & ¢ o comprimento da cadeia.

Defini¢ao 1.1.16: Definimos a dimensdo de Krull de um ancl 4, como sendo o

supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos e A ¢ a denotaremos
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por dim . Para um ideal primo P do anel A, o supremo dos comprimentos, tomados

sobre todas as cadeias estritamente decrescentes de ideals primos
P[]CIID] CQPk:P.

¢ chamado a altura de P e denotado por AlP. Se I é um ideal de A, definimos a altura
de 7, denotada por ht! como sendo o infimo das alturas dos ideais primos contendo

I

Observagao 1.1.17: Convém observar que, dim A é um nidmero inteiro nao-negativo

ol +oC.

Exemplo 1.1.18: 1) Todo corpo tein dimensao 0.

O anel dos inteiros Z tem dimensdo 1. Mais geralmente, todo dominio principal
que nao é corpo, tem dimensao 1, pois num dominio principal, todo ideal primo é
maximal.

2) ([9], pag. 35) Seja k& wn corpo. Entao o anel dos polinomios klxy,...,z,] e 0

ancl das sérics de poténcias &{xy,....x,} tém dimensdo n.

1.2 Moddulos Cohen-Macaulay

Seja A um ancl Noetheriano local com ideal maximal M. Seja M um A-médulo

finitamente gerado. O anulador de M, ¢ o conjunto
Ann (M) = {a € A;am =0 para todo m € M},

Mostra-se que Ann (M) é um ideal de A.
A dimensao de M, denotada por dim 3, é definida como a dimensao de Krull do

anel A/Ann (M), isto é,
dim M = dim (A/Ann(AM)).

Note que quando Ann(A) = {0}, tem-se dim M = dim A.
Seja (A, M) um anel Noetheriano local r-dimensional, isto ¢, dim A = r. Se os
elementos ap,...,a, € M, geram um ideal M-primairio, dizemos que {a;,....a,} ¢

um sistema de parametros de A,
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Seja M um A-modulo finitamente gerado ¢ dim M = 5. Suponha que os elementos

i, ..., 0 € M tenham a scguinte propriedade: o A-modulo
M/ M+ ...+ a, M)

tem comprimento finito. Neste caso, dizemos que aq. . . .. ay € um sistema de parametros
de M. Observe que estamos exigindo que o nimero de elementos num sistema de
parametros de M seja exatamente igual a dimensao de M. Um ideal que ¢ gerado

por um sistema de parametros ¢ chamado nm rdeal pardmetro de A.

Um clemento a € A ¢ dito ser M-regular s¢ am = 0 para todo m € M,m # 0

impligue ¢ = 0.

Defini¢ao 1.2.1:  Scja (A, M) um ancl Noetheriano local. Umasequénciaa,, ..., a, €
M de elementos de 4 é chamada uma M -sequéncia se as seguintes condi¢oes forem
satisfeitas:

1) a; é M-regular, ay é (M/a; M)-regular...., a, é (M/(ai,...,a,_1)M)-regular;

11) A’f/((l;l, ey a.n]ﬂ-f 7L 0.

Suponha que M # 0. Qualquer AM-sequéncia pode ser extendida alé uma M-
sequéncia maximal. De fato, pois caso contrario, existiria uma sequéncia infinita
{(ay. @9, ...) tendo a propriedade (i) da Defini¢do 1.2.1 ¢ uma scquéncia ascendente de

ideais

(a)) C(a),ay) C ...,

o que contradiria o fato de A scr um anel Noctheriano. Prova-se ainda, que todas
as M-sequéncias maximais tém o mesmo mimero de clementos ¢, além disso, toda

M-sequeéncia pode ser extendida a um sistema de parametros ([21], pag. 61).

Definicao 1.2.2: O numero de elementos numa M-sequéncia maximal de M ¢é
chamada a profundidade de M. ¢ é denotada por depth 4 M. Um médulo M ¢ chamado

modulo Cohen-Macaulay se

dim M = depth M.
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Um anel A é chamado anel Cohen-Macaulay, se ele ¢ um modulo Cohen-Macaulay

quando visto como umn maodulo sobre si mesmo.

O préximo resultado, fornece uma caracterizacao muito ntil de maodulos Cohen-

Macaulay .

Teorema 1.2.3: ([21], pag. 65) Se M ¢ um mddulo Cohen-Macaulay, todo sis-
tema de parametros de A é uma M-sequencia. Reciprocamente, se nm sistema de

parametros de A é uma A -sequéncia. entao M é um maodulo Cohen-Macaulay.
Finalmente, encerramos esta secao com wim exemplo de um maédulo Cohen-Magaulay.

Exemplo 1.2.4: Seja & um corpo e considere os anéis 4 = kjay,...,x,] e B =
{1, . x,}. Entao A ¢ B sdo médulos de Cohen-Macaulay. Neste caso, @y, ..., &y,

desempenham o papel de uma A -sequéncia regular em A.

1.3 Anéis e Modulos Graduados

Definicao 1.3.1: Seja 7" um conjunto nao-vazio. Um mondide de graduacao € um
par (77, 1), onde

+:TxT —T
¢ umma operacio bindria em 7', satisfazendo os seguintes axiomas:

1) Para quaisquer a, b pertencentes a 7', vale a commtatividade, isto ¢,
a+b=b+a
ii) Para quaisquer a, b, ¢ pertencentes a T', vale a associatividade, ou scja
a+(b+c)=(a+b)+g
iii) Existe um elemento neutro em 7', denotado por 0, tal que
e+0=a=0+a,

para qualquer a € T

iv) Sea+b=a+c onde b, e estio em T, entao b = ¢
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Observagao 1.3.2: O clemento 0 do item (i47) ¢ unico.

Exemplo 1.3.3: 1) Qualquer grupo abeliano escrito aditivamente é um mondéide de
graduacao;

2) O conjunto dos niimeros naturais. com a adi¢ao usual, ¢ um mondide de
graduacao;

3) O conjunto das n-uplas de nimeros naturais, com a adi¢ao definida coordenada

a coordenada, também ¢ um mondide de graduacao.

Sejam T um mondide de graduacao e 4 um anel. Os clementos de A formam um
grupo abeliano com relacao a adigao. Nao faremos distingao entre o anel 4 e o grupo

abeliano A.

Definicao 1.3.4: Uma T-graduagdo em A ¢ uma familia { Ay },ecr de subgrupos do
grupo A tal que:

A = DyerAy;

i) A Az C Ays.

Neste caso dizemos que A é um ancl T-graduado .

Observacao 1.3.5: Sejam A um ancl e 7 um mondéide de graduacao. Defina 45 = A
e 4, = (O para todoy € T—{0}. Entao {A,} =7 ¢ uma T-graduacao em A. Portanto,
dados um mondéide de graduacao T e um anel A, sempre é possivel definir uma 7-
graduacao em A. Esta graduacdo é chamada de T-graduacao trivial, ou de graduagdo

natural.

Suponhamos que A seja um anel T-graduado. Pelo item (i) da Definicdo 1.3.4,

cada elemento r de A, admite uma unica representacio da forma
r = E ry, onde 1, € A,
ET

e. além disso, esta soma contém somente nm nimero (inito de termos nao nulos.
Os elementos de 4., sao ditos ser homogéneos. ou formas, de grau v e 7, ¢ chamado

a componente homogéneu de r de grau ~.
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Observacgao 1.3.6: 1) Por convencao, o clemento zero ¢ homogéneo de grau v, para
todo v C T
2) O clemento identidade de A ¢ homogeneo de grau zero;

3) Ap ¢ um subanel de A e todos os seus elementos sao homogéncos de gran zero.

Scjam A = &,ep4, um anel T-graduado ¢ M um A-médulo. Os elementos
ve Y
de M formam um grupo abeliano com relagdo a adigao. Por abuso de notacio,

continuaremos a denotar este grupo por M.

Defini¢ao 1.3.7: Uma T-graduagdao cm M, ¢ wima familia { My} -7 de subgrupos
do grupo abeliano A que satisfaz:

1) M — @.ﬂe’!'f\"[;ﬂ

i) A, M3 C M, 3, para quaisquer v, 3 € T.
Neste caso, dizemos que M ¢ um modulo T-graduado sobre o anel T-graduado A4 =

Observacgao 1.3.8: Todo A-moédulo M sempre admite uma graduagao. De fato, se

A é um anel com a graduacho trivial, basta definirmos My = M ¢ Mz = 0, para cada
o ] 0 3 »

4 €T —{0}. Da mesma forma, dizemos que esta /-graduagio ¢ a graduacgao trivial

ou a graduacao natural de M.

Seja M — Pz Mg um modulo T-graduado sobre o anel A = @€,.0A4,. Entao
cada clemento m € M admite uma unica representacao da forma
m = E my onde my € My,
seT
e a soma contém somente um namero finito de termos nao-uulos.
Observacao 1.3.9: Segue do itemn (i7) da Definicdo 1.3.7, que Mz é um Ag-maodulo

para cada 3 € T. Assim, M = Q7M. ¢ uma decomposicao em soma direta de M

como Ag-modulo.

Proposicao 1.3.10: ('13], pag. 115) Seja A um submddulo do A-modulo T-

graduado, M = @4 Mz. Entdo as seguintes afirimacoes sao equivalentes:
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1) K= EB{;E'[‘(A'L; M 1&)
ii) Se m € K, entao todas as componentes homogéncas de m pertencem a K

iii) K pode ser gerado, como A-médulo, por elementos homogéneos.

Definicao 1.3.11: Um submddulo X de um 7T-médulo graduado M que satisfaz
qualquer uma das propriedades cquivalentes da Proposicao 1.3.10, é chamado de
submddulo homogéneo de M. Os submédulos graduados de A, sio chamados os

ideais graduados de A.

Vamos citar varias propriedades dos ideais graduados. Suas demonstragoes podem

ser encontradas em ([34], pag. 152 — 153).

Teorema 1.3.12: Sejam [ ¢ .J dois idcais homogéneos de um anel graduado 4.
Entao valem as seguintes propriedades.
VW I+J.1J, INJ, VI, s30 ideais homogeneos de A.

2) Se I admite uma decomposicao primdria da forma I = N

,:le, entao cle também

admite uma decomposi¢io primaria I = N}_ I*, onde I sdo ideais primdrios ho-

mogencos, para j =1,...,n.

Sejam M = @zo.0 Mz um modulo T-graduado sobre o anel A e K um submédulo

homogeneo de M. Se definirmos
Ky=MyNK,

entdo a familia {Kz}ser ¢ uma T-graduacao cin K. Hsta graduagdo, é chamada a
T-graduagao induzide em K pela graduagao de M.

Ainda, assumindo que K seja um submédulo homogénco de A7, considere
¢ M — M/K,

onde ¢ ¢ a projecao canonica. Agora como M ¢ M/K podem ser considerados como
Ag-maodulos, e portanto, ¢ pode ser considerada como um 4j-homomorfismo de Ag-
modulos. Definimos
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para todo 3 € T. Entao (M/K)z; é um Aj-submdédulo de M/K e portanto, um
subgrupo do grupo aditivo M/K. Além disso, {{M/K)z} é uma T-graduagio cm

M/K, chamada de T-gruduacao quocicentc.

Exemplo 1.3.13: Scjam I'=N. kA =RonCe 4 - kf[r;,....2,. Entdao com a
notagao usual, familia {(k[X'}]), }ren, onde (k[X]), é o subgrupo de £[.X] formado pelos
polindmnios homogeneos de grau » € N, ¢ uma N-graduagao de A = k[ X].

Seja [ um ideal homogenco de kLX) Entdo a familia {{(k[X]/1),}cx, onde

(k[X]/1), = (B[X], + I)/I é uma N-graduacio para o anel k[X]/1, isto &,
RIX]/T = Dpes (KX 1),

Definicao 1.3.14: Scjam M = ©3-pM3e N = Oger Ny dois A-mddulos T-graduados.
Suponha que

f:M— N

seja umn homomorfismo de A-modulos. Se existe v € 1" tal que
F(M) € Nays

para todo /7 € T, dizemos que f é um homomorfismo de grau v entre A-modulos

graduados. Se v = 0, dizemos que f preserva grau.

Scjamn [ um ideal do anel A ¢ M um A-médulo. Considere os seguintes grupos

abelianos

G/(A) = 3"«,:0(] TI-/111+]

Gr(M) = &3 I M/ " M.

F, possivel ([34], pag. 248) introduzir uma estrutura de anel em G{A) que o torna
um anel graduado onde os clementos de 7" /71"t sao os clementos homogeneos de
grau n. Como G;(A) é um anel graduado pode-se munir G (M) com uma estrutura
de G (A)-modulo graduado. Dizemos que Gy(A) ¢ o anel graduado associado de A
com relacdo a I ¢ que G (M) ¢ o midulo graduado associado a M com relagao ao

ideal 1.
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1.4 Singularidades

Sejam z um ponto arbitrario de C" e ¥V uma vizinhan¢a aberta de z em C™.

Considere o seguinte conjunto
S—{h:V - »Conde VCC"¢uma vizinhanga aberta de z},
das aplicacoes continuas definidas numa vizinhanga aberta do ponto z € C* em C.

Definicao 1.4.1: Dizemos que duas fun¢oes continuas f :V — Ce g: U — C,
sao equivalentes no ponto z s

i) existe nma vizinhanga W de z tal que W C VN U,

i) fi,(w) = gy, (w), para todo w € W.

Denotamos por f ~, g, o fato de f ser equivalente a ¢ no ponto z. Convém
observar, que ~, ¢ uma relagao de equivaléncia no conjunto de todas as [ungoes
continnas de € em €. Cada classe de equivaléncia é chamada de um germe de
aplicacies continuas. Em particular, o conjunto de todas as funcoes continuas que
sao equivalentes a f no ponto z € €7, ¢ chamado o germe da f, com relacio ao ponto

z, denotado por [f].

Observacao 1.4.2: 1) O item #4), nos diz que o germe de uma fungao [ num ponto
z de €", depende do comportamento da funcio em toda uma vizinhanga aberta W
de z, nao somente do valor da func¢ao no ponto z. Por exemplo, os polinomios z ¢
z% tem o mesmo valor na origem do plano complexo, mas determinam germes bem
distintos na origem. Para ver isto, basta considerar estes dois polindmios restritos, por

exemplo, a0 eixo real, pois neste eixo, 2 # 22, para toda vizinhanga aberta U — {0}.

2) O conjunto de germes das fungées continnas pode ser munido de uma estrutura
de anel como segue. Para quaisquer dois gerines [f] e [g] em =, selecione representantes
fie € gy, respectivamente. Se W é uma vizinhanca aberta de 2 tal que W CUNV, o
germe da fingao fi |W + g |W ¢ definido como a soma [f] + [¢] ¢ o germe da fun¢io
(fu /W) (gp|W) é definido como sendo o produto [f][g]. Verifica-se que estas operacoes

sao hem definidas, no sentido de serem independentes da escotha dos representantes.
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Se considerarmos apenas as funcoes analiticas complexas de C" em C, o anel
resultante serd chamado o anel dos germes analiticos, ¢ o germe de uma fungao
analitica complexa ¢ chamado de germe analitico. Os germes analiticos de C" em
C, no ponto z, serao denotados por O, .. Se z = 0, entao O, o serd simplesmente

denotado por O,,.

As translagoes de C" em C" estabelecem um isomorfismo entre os anéis O, e

O,,. Mais precisamente, a aplicagao
On,a ? On

definida por f —— ¢, onde ¢g(x) = [f(x — @), ¢ um isomorfismo. Estes isomorfismos
preservain todas as propriedades analiticas de intercsse e, portanto, basta estudar

apenas as propriedades analiticas do anel O,,.

Pode-se provar que o ancl O,, goza das scguintes propriedades algébricas:
1 q n £ 2 2

1) (6], pag. 3) O, ¢ isomorfo ao ancl C{xy,...,x,} das séries de poténcias con-
vergentes em n indeterminadas sobre C, que convergem na origem;

ii) ([6], pag. 7) O, ¢ win ancl Noctheriano.
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Capitulo 2

Multiplicidades

2.1 Introducao

As idéias modernas da teoria da multiplicidade emergiramn da aplicagio da teoria
das funcoes de Hilbert aos anéis locais. Neste capitilo, desenvolveremos a teoria
da multiplicidade algébrica, tambémn chamada de multiplicidade de Samuel.  Umna
defini¢io indutiva serd dada para o simbolo da multiplicidade geral para s elementos

Y1y -0 Y de um anel 4, relativamente a um A-médulo A4 de modo que o comprimento
L,.] (;’1']/((1[5 e {7,1-:)4"_{),

seja finito. O conceito de multiplicidade surge a partir da definicio de comprimento.
Embora a definicao de comprimento ndo exige que o anel A seja comutativo, voltamos
a enfatizar gue por todo o nosso trabalho, a palavra enel, deverd ser sempre entendida

como anel Nocetheriano comutativo com unidade.

Os resultados deste capitulo, encontram-se basicamente nas seguintes referéncias:
[13] ¢ [32] ¢ a defini¢ao de multiplicidade que daremos na segunda secao, difere ligeira-
mente da defini¢io devida a [32] . Tratamentos diferentes do aqui apresentado, podem
ser encontrados em [9], [10].

Segundo alguns autores, o artigo [20], marca o inicio do tratamento moderno da

teoria da multiplicidade, como é conhecida atualmente.

23
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2.2 Sistemas de Multiplicidades

Nesta secao. definirenos sistermas de multiplicidades e estudaremos algumas de
suas principais propriedades, que utilizaremos no desenvolvimento deste capitulo. Os

resultados aqui apresentados fazem parte do livro [13].

Scjam ay, ..., a, elementos arbitrarios do anel A. Escreveremos I = (ay,....a,),
para indicar o ideal de A, gerado por estes clementos. Por outro lado, escrevere-
mos, I M, para denotar o submodulo a1 M + ... + a, M de M. Outra notacdo, que

eventualmente podemos usar ¢ a seguinte: (aq, ..., a ) M.

Definicao 2.2.1: Sejam M um A-mddulo e vy,. .., v, elementos do anel A. Dizemos

que vy, ..., ve ¢ um sistema de multiplicidade em M, se o A-modulo

M/(mM+... +vM)
tem comprimento finito. Quando s = 0, entende-se que M tem comprimento finito.

Sejam A um anel Noetheriano local, A um A-mddulo finitamente geradoe xy, ..., x,,
um sistema de parametros para M. Entao, pela Definicao 2.2.1, todo sistema de

pardmetros para M também ¢ um sisterna de multiplicidade para M.

Exemplo 2.2.2: Sejam k um corpo e z;,...,%, um conjunto finito de indetermi-
nadas sobre k. Entdo o conjunto {z,,...,z,} ¢ um sistema de multiplicidade, tanto
no anel dos polindmios A = kfz7....,2,], quanto no anel das séries de poténcias

formais A" = k{xy,...,z,}. De fato, desde que
Ay, a)A 2 ke Af(e o)A 2k

segue da Delinicao 2.2.1, que xy,...,z, ¢ um sistema de multiplicidade tanto em

kicy, ...,z quanto em k{z,.. ., x5} .

As seguintes propriedades sobre sistemas de multiplicidades serao 1iteis no estudo
do simbolo da multiplicidade, que cstudaremos na proxima se¢do. Para ndo nos

estendermos muito, iremos apenas enuncia-las. omitindo suas demonstracoes.
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Na proposi¢ao abaixo, nao ¢ necessario que os comprimentos sejam finitos.

Proposigao 2.2.3: ([13], pag. 296 ) Scjam A um A-médulo ¢ v, ..., v, elemen-

tos do anel A. Entao temos que

La(M/(vM 400 b y8M)) <ny - ongLa(M/(n M+ ...+ v, M)),

para qualsquer inteiros positivos ny, ..., n,.

A partir desta proposigao, scgue facilmente que se vy, ..., v, (s > 0) ¢ umn sistema
de multiplicidade em A7, entao . ... % também ¢ um sistema de multiplicidade
e M, para qualsquer inteiros positivos ng. ..., 1.

A proposicao abaixo, apesar do seu caracter elementar, desempenhard um papel

nuportanie em varias demonstragoces.

Proposicao 2.2.4:  ([13]. pag. 297) Sejam M um A-médulo e v, ..., 7, um sistema
de multiplicidade em M. Entao temos as seguintes propriedades:

1) Os elementos 7y, ..., 7 permanccem um sistema de multiplicidade em M
mesmo se alterarmos a sua ordem. Além disso, eles continuarao a formar um sistema
de multiplicidade em M se excluirmos qualquer «;. para o qual tenhamos v, M = (.

ii) Para quaisquer inteiros positivos ny, ..., n, os elementos 47", ... ¥ também
formam um sistema de multiplicidade em A1,

iii) Se M’ ¢ nm maddulo quociente de M, entao vy, ..., também é um sistema
de multiplicidade em AM’.

iv) Seja vy, ..., v, um sistema de multiplicidade em M e J um ideal do anel A tal
que JM = 0. Scja A — A/.J. Denote por +; a imagem de v, em A. Entao 5,,..., % ¢

um sistema de multiplicidade em M, quando M for considerado como umn 4-moédulo.

A préxima proposi¢ao, nos fornece uma condi¢io necessaria ¢ suficiente, para que
dados um A-mddulo M e um conjunto de elementos de A, decidir se estes sdo ou nao

um sistema de multiplicidade em M.
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Proposicao 2.2.5: ([13], pag. 296) Sejam
0— M —M-—> M —0

uma sequéncia exata de A-mddulos Noetherianos ¢ v, ..., elementos do anel A,
Entéao v, ..., v, ¢ um sistema de multiplicidade em M se, ¢ somente se, ¢ nm sistema,

de multiplicidade nos A-mddulos M ¢ A7,

Sejam K um submédulo do A-médulo M e U um subconjunto gualquer do anel

A. Entao o conjunto
(K g U) = {x € M|~z ¢ K para todo v € U},
¢ um submédulo de A

Proposigao 2.2.6: ([13], pag. 291 —292) Scjam ~ ¢ ' elementos do anel Ae K C L
submédulos do A-mddulo 3. Entao as seguintes propriedades sao verdadeiras:

) (K s ) e ') = (K g v

W) yMNK =K o v):

i) M/(K +~M) = (M/K)/~v(M/K),

) (Lo )/ = (LK) tapae )3

v) (K i v) /K = (005 7).

Para definirmos o simbolo da multiplicidade, precisaremos de um resultado bem

conhecido cm Algebra Comutativa, mas por conveniéncia vamos apecuas cnuncid-lo.
Proposi¢ao 2.2.7: ([13], pag. 175) Seja
0— M —M-— M —0

uma sequencia exata de A-moédulos. Entao M satislaz a condi¢ao maximal para scus
submodulos se, e somente se, M’ e M" também satisfazem a condi¢do maximal para

seus submodulos.
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2.3 O Simbolo da Multiplicidade

Sejam A um A-mdodulo Noetheriano ¢ vy, ... v, elementos do anel 4 gue formam
um sistema de multiplicidade em A7, Vamos definir a multiplicidade de v, .. .. v, em
M, isto ¢, a multiplicidade do ideal /., gerado por este sistema de multiplicidade, o

qual iremos denotar pelo simbolo
(¥ ("] Ceey ’}Sl AI)

Algumas vezes, iremos denotar o simbolo e4(7v,...,7|M), simplesmente por
e4{l; M), para simplificar a notagao. ou ainda, por razoes tipograficas. Se M = A,
emlao escreveremos ¢ 4(7) ou e(I). O simbolo e (v, ..., v|M), vai ser um mimero

inteiro, nao-negativo e, para defini-lo vamos usar indugao sobre s, o numero de cle-

mentos do sistema de multiplicidade.

Sejam M um A-mdédulo, I o ideal do anel A, gerado pelo sistemna de multiplicidade
Viy ooy Ve 1800 6 T = (y,...,7) € Li(.) a fun¢do comprimento, definida na classe
de todos os A-modulos de comprimento finito.

Se 5 = 0, entao o conjunto vazio ¢, por convencdo, um sistema de multiplicidade

em M e, portanto, L4(M) é finito. Podemos entdo definir ¢ 4(.) pela igualdade
e M) = Ly(M), (2.1)

ou seja, quando s = 0, o simbolo da multiplicidade esta bem definido.

Suponha agora, que s > 1 e que o simbolo da multipticidade ja fol definido para
A-mddulos Noetherianos e sistemas de multiplicidades em M com no maximo s — 1
elementos.

Seja vy, ..., 7, um sistema de multiplicidade em 3, consistindo de exatamente s
clementos distintos. Considere as sepuintes seqiiéncias exatas de A-modulos Noethe-
rianos.

0—m M- M — j[/"!] M—10

0 — (0 M "‘,’1) — M — ﬂ[/(() ‘Af ’}’1) == ().
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Pela Proposicao 2.2.7, M/vM ¢ (0 13 %) sdo A-médulos Noetherianos. Entao
pela Proposicao 2.2.5, o conjunto +,...,v, € um sistema de multiplicidade tanto em
M /vy M quanto em {0y, ;). Mas v, anula os 4-mddulos M /4 M e (0 13 ). Dali,

tomando M = M/y M e N = (0:3; v ) temos as seguintes igualdades
MUy M+ +5,M} = M/{vwM+...+~,M},
17\’7/(’\,"1 N+, .+ "‘,"'Sj\’T) == ‘\T/ ("}"va +...+ '_y',q_x’r).
Como

La(N/(aN + . .+ v N)) = Li(N/(mN + ...+ 7N)) < oo,

segie pela Defini¢iao 2.2.1, que o conjunto vy, .. .. 7v,, é um sistema de multiplicidade
tanto em M /v M quanto em (0 :5 7). Entao, pela hipdtese de inducao, os simbolos

CalYar o Ys| M/ M) e ey, ..., %|(0 13 7)) estao bem definidos.

Definicao 2.3.1: Sejam M um A-mddulo Noetheriano e 7,...,7, clementos do

anel A tais que 7y, ...,7v, é um sistema de multiplicidade em M. Definimos a mul-
tiplicidade do ideal I, gerado por v, ...,v, em M. que denotaremos por ¢(/; M) =
e(V1.---. 75| M), pela equacdo

ealy, Vs M) = ealye, o v | M/mM) —ea(va, o %l(0 e 1)) (2.2)

Observacao 2.3.2: 1) Apesar da Definicdo 2.3.1, nao parccer muito natural a
primeira vista, ela ¢ motivada pelo teorema 3.3 de [2].

2) O calculo da multiplicidade de um ideal 7 gerado por um sistema de mul-
tiplicidade v, ..., v, ¢ em geral, muito complicado. Para se ter numa idéia disto,
note que para calcularmos e 4{v,...,vs|M) devemos saber inicialmente, os valores de

eA(Ya, - v M/ M) e ea(ya o 70004 ). Agora pela Definicao 2.3.1, temos

J[/’}] AI) — €4 (’“/'3, RN "v¢| (.1{/’)1 M ‘)/"3’2 (11{/’)1 j’[)) -

ealysr o w0 fagm any 72)

€4 (_'11"'2: e Ts
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el w00 ) = ealys o 7l(0 0y Vi) /72 ((0 4 7)) —
€A (/-:"‘3: R ’}"I(O :(U:_M",‘]) Afl))
Esperamos com isto, que o leitor tenha percebido as dificuldades que podem surgir

numa situagao muito geral.

Observacgao 2.3.3: Se continuassemos com 0 processo acima, terfamos obtido a
seguinte igualdade.
ealvie oo M) = eAlIM/ (v ) M) —en (0 M/ (.. ) M)
= La(M/(n..oyv) M)y = Lal{0: M/ (v, ...,v)M)).

Isto mostra, que o simbolo da multiplicidade realmente estd relacionado com o compri-
mento, como era de se esperar, uma vez que ele fol definido a partir do comprimento.
Portanto, é natural questionar que propriedades o simbolo da multiplicidade e o com-
primento possuem em comum. Discutiremos esta questao com maiores detalhes no

decorrer deste capitulo.

Observagao 2.3.4: ([13], pag. 331) Scjam ~;,....7% e ¥],..., 7, elementos de A
tais que (..., %) = (¥, ..., 7). Entao para todo A-maodulo Noetheriano M que
admite vy, ...y, ¢ ¥, ..., 7, como sistemas de multiplicidades tem-se que

M)y =eca(v], .. | M).

€A (“‘/15 I

As seguintes propriedades do simbolo da multiplicidade, decorrem imediatamente
da Definicao 2.3.1.

1) €4(71,---. 7| M) ¢ um numero inteivo:

i) ealvi..., v M) =0se M = {0}

iii) Se M = M' entao

JI) = (3,1(1’\/1, e ,"‘v’slﬂ»'f’),

€A (”"/1 N

em outras palavras, o simbolo da multiplicidade é invariante por isomorfismos, isto
¢, quando M ¢ substituido por uin mdédulo A’ isomorfo a A/, os simbolos da multi-

plicidade e4(v1, .. .. 7| M) ¢ ea(, .,y M'), tém o mesnio valor.
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Suponha que M ¢ um A-médulo Noetheriano e v, ..., v, é um sistema de multi-
plicidade em M. Suponha que J é um ideal de A tal que JM = 0. Seja 4 = 4/.J ¢
% a imagem natural de +; em A. Pela Proposicao 2.2.4 (iv). ¥,,..., 7, também é um

sistema, de multiplicidade em M.
iv) (Ver [13] pag. 300 ) Com a notagao acima

€4 ("Iy’l, R "15|ﬂ[) =€¢3 ("_] Cey ";_s|1'1])

Antes de continuarmos o nosso estudo sobre o simbolo da multiplicidade, gostariamos
de dar alguns exemplos, que embora simples, ilustram a teoria e motivam novas per-
guntas. BEm algumas ocasioes, por razoes tipogrificas, omitiremos o indice do simbolo
da multiplicidade e(v1,...,v|M), escrevendo simplesmente e{y,...,v,|M), desde

que isto nao cause confusao.

Exemplo 2.3.5: Seja A = k{x,y} o anel das séries de poténcias sobre o corpo k,

nas indeterminadas a ¢ y. Considere o ideal T = (x,4?). Inicialmente note que
ko u}/ (o, ~ k{y}/ (7).
Segue deste isomorfismo que

Lik{z. y}/(x.v*) = L{k{y}/(y*))
< 2L(K{y}/(v))
2.

Na verdade, tem-se L(k{z,y}/(x,5?)) = 2. Portanto, {,4?} é um sistema de multi-
plicidade em A = k{x, y}.

Antes de caleularmos a multiplicidade do ideal T = (z,y?), observemos que y ndo
¢ um divisor do zero em A = k{x,y}, e por isso, (0 :(ry1 ¥) — 0. Da mesma forma,
(0 (k1 /2y ) = 0. Agora pela Definigao 2.3.1, temos

cle,y? k{e yt) = ey’ k{a, y}/(2) — e({0 geayy) 7))
= ey’ K{y})
= ([ By} () (0 gy )

L{k{y}/(y%))
- 9
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Em particular, e(z,y| k{z,y}) = 1. De fato, poderiamos ainda, ter mostrado que,

e(x,y | k{w,y}) = r, para qualquer inteiro r > 0.
|

Uma questao natural que surge a partir deste excmplo é a seguinte: serd que

e{r,y?| k{x,y}) = e(y®, 2 k{x,y})? A resposta ¢ afirmativa. Na verdade, provare-

mos no final desta secao, que sc iy,....7, é uma permutacao qualquer do conjunto
{1,..., s} entao ey, .. 9| M) = calrvi, .oy M),

Apesar do simbolo da multiplicidade ser um numero inteiro, ainda nao temos
condicoes de provarmos que cle ¢ um nmimero inteiro nao-negativo. A demonstracao
deste fato importante, serda feita mais adiante, quando tivermos obtido outras pro-

priedades interessantes sobre cle.

Uma propriedade importante do simbolo da multiplicidade, que demoustraremos
a seguir, ¢ a propriedade aditiva. Esta propriedade é crucial para o desenvolvimento
da teoria da multiplicidade, como veremos na sequencia deste capitulo. O seguinte

lema serd usado na demonstragao desta importante propriedade.
Lema 2.3.6: ([13], pag. 301) Sejam

0> M MM -0

uma sequéncia exata de A-médulos Noetherianos e v € 4. Entao podemos construir

a seguinte scquencia exata de A-moédulos Noetherianos

0— (U MY ’\,) - (U ‘A ")r') — (U LA ") — ﬂ»“f’/’}‘ﬂff’ — f\f/’:v‘ﬂf - ﬂf”/’?}”" — 0.

Teorema 2.3.7: Sejam 7, ...,7, elementos do anel A. Suponha que
0— M —M-—AM"—0

seja uma scquencia exata de A-moédulos Noetherianos ¢, além disso, que vp...., 7

scja um sistema de multiplicidade em cada termo desta sequéncia. Entao

(3,1(",\’1, e _.’;-’Slﬂ'f) = €4 (",1 ey ’“,5|A[I) + €4 (’}"1, ceey ’}"b.lﬂ'{"). (23)
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E conveniente provar o Teorema 2.3.7, junto com o seu coroldrio.

Corolédrio 2.3.8: Seja
0— M, —> =M —> Mg —0

uma sequéncia exata de A-mdadulos Noetherianos e suponha que v, ..., 7, seja um
I i 71 y ¥s SC

sistema de multiplicidade em cada termo desta sequéncia. Entao

S (=1iealn.. .7l = 0.

4.-{)
Demonstracao: Quando s = 0, a aditividade da funcao comprimento garante que
o Teorema 2.3.7 ¢ o Coroldrio 2.3.8 sejam verdadeiros.

Vamos supor que s > 1 e que tanio o teorema quanto o seu coroldrio sejam validos
para sistemas de multiplicidades contendo apenas s — 1 elementos. Considere entio,
Y1, .., um sistema de multiplicidade em M’ A e em M", contendo exatamente s
elementos distintos.

Entao pelo Lema 2.3.6, temos a seguinte sequencia exata de A-mddulos Noethe-

r1anos

0= (0 ) = (07 9) = (0 ) = My M = M/yM—> My M —0,
(2.1)

onde v, é um elemento do sistema de multiplicidade ~v,. .. .. v, em M.
Como nesta sequéncia exata, cada termo ¢ um A-mddulo Noetheriano, segue pela
Proposiciao 2.2.4 (1), que 7, ..., v, € um sistema de multiplicidade para cada um dos
termos da sequéncia exata (2.4). Consequentemente estamos em posicao de aplicar o

Coroldrio 2.3.8 em (2.4). Dai temos

M/viM) = ealva,. s vsl(0 0 7)) = ealva, ..y My M) —
ea(Yor 5 vsl{0 i 1)) +
ealvo oo v M/ M") —
calya, Y0 cagr 1))

6,-’1(72) s Ts

Mas isto pode ser escrito, pela Definicao 2.3.1, comeo

MY +ea(viy. . ve

M)) = by

€4 (,)"]7 < s ﬂ’f”)?
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Assim o teorema esta provado para um sistema de multiplicidade contendo s elemen-
tos. n
Para provar o coroldrio, basta usar indu¢do no nimero de elementos da sequéncia

oxata,

Observacao 2.3.9: Na Proposicao 2.3.19, provaremos que se vy, ...,%v, ¢ um sis-
tema de multiplicidade num 4-moédulo Noetheriano M ¢ para algum i € {1,..., s},

tivermos ¥,' AL — 0 para algum inteiro positivo m, entao
ea(y1, .3 M) = 0.

Exemplo 2.3.10: Considere o ideal (x,y) do ancl C{z,y}. Entdo (x,y) pode ser
visto como um submdédulo de C{x.y}. Assim temos a seguinte sequéncia exata de

C{z, y}-mdédulos Noetherianos
0 —= (2,y) — Cla,y} — Cla,y} /(a0 y) — 0.

Agora, o conjunto {z,y*} é um sistema de multiplicidade no médulo C{x,y}.
Eutdo pela Proposigao 2.2.5, {2, y?} também é um sistema de multiplicidade tanto em
{a,y} quanto C{x,y}/(x, y). Mas, pela Observagdo 2.3.9, temos que 2C{u, y}/(x,y)) =
0, ou seja, ez, y*| Clx, y}/(x,y)) — 0. Mas pelo Exemplo 2.3.5, e(z, y*I Cl{z,y}) = 2.

Por outro lado,

el () = ool (e, 0)/ () = el (0 sy @)
= el /") — el (00 )

T~

Portanto,
e, y2| Cla, y}) = ela, y?] (2,9)) + e(a, y?| Cha, y} (2, ).

Veremos mals adiante, uma forinula que possibilita o calculo imediato da multipli-
R P

cidade de um ideal 7, gerado por um sistema de multiplicidade da forma ~), ... 90,

onde 1, ..., 7, sa0 InLeiros positivos.
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Corolario 2.3.11: Sejam M|, M5 dois submddulos de um A-médulo Noetheriano
M ¢ 7vyy,...,7vs um sistema de multiplicidade para os A-modulos M, ¢ M,. Entao
Yoo, ¢ um sistema de multiplicidade para os A-maédulos Noetherianos M, + My
e My N AM,. Além disso, se I é o ideal de A gerado por vy1,..., v, temos a scguinte

igualdade:

CA (I

A”I] + _n\_[z) =+ (ﬁ’.,,.\(]| 1\/]; N ;1[2) = (fA([| 1[1) + (,,",1(»[| :1’[2). (25)

Demonstracao: Inicialmente, observe que A; N M,y é um submédulo de M. Desde
que ¥i,...,% ¢ um sistema de multiplicidade para M, ¢ M,, segue das sequéncias
exatas

0— M — M +M, — My, —0
0 — My N My — M — My/M, 0 My,

¢ da Proposicao 2.2.5, que v, ...,7v, também é um sistema de multiplicidade, tanto
para. M, + My quanto para Ay N M,. Isto mostra que todos os simbolos da multipli-
cidade em (2.5), estdo bem definidos.

Considere agora, a seguinte scquéncia exata de A-moédulos Noetherianos
0— M — My + M, — (M, + M) /M, — 0.
Entao do isomorfismo de A-maddulos
(M1 My) /My = My /(M) + M,),
temos que a sequencia
0— My — My + My, — My /(M + My) — 0, (2.6)

¢ uma sequencia exata de A-modulos Noctherianos. Logo aplicando o Teorema 2.3.7

na sequéncia exata (2.6) obtemos a igualdade

My + M) = ealvi. vl M) +ealy. %

E,—'l(",’:’l: N ﬂfz/(ﬂf] + 11.[2)) (27)

Usando o mesmo raciocinio com a seguinte sequéncia exata baixo

00— A»’fl M ;'\-"1‘2 — i"‘l'fz > ‘[z / J[] M y — 0
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obtemos a seguinte igualdade numdérica
(“,1("‘."1, e ",SJIZ) = 4 ("‘r’| ot e ’”‘,qjjl 1 A]g) f (i‘;\(".y’], . ”r,l\]z/(‘*l[[ —+ M_,)) (23)

Pondo em evidéncia e4(7y, ..., vy

My /(M + Ms)) em (2.8), e em seguida substi-

tuindo em (2.7). obtemos a igualdade desejada. [ |

Teorema 2.3.12: ([13], pag. 303) Scjam M, e My submédulos de um A-médulo Af
(M nao necessariamente Noetheriano) tais que M/M; e M/M, sejam Noetherianos.
5S¢ Y1, ..., s € um sistema de multiplicidade em M/M; e em M/M,, entao é um
sisterma de multiplicidade tanto em A/AM, N M, quanto em M/{M; + AL). Além

disso, definindo 7 = (v, ..., v,) tem-se que

eAlI|M/M, N AMy) = ea(I

A[/(J[I + :\[_))) = (’,l(l|ﬂj/."11) - (3‘,-1(1

M/ M,).

Ja observamos anteriormente, que se M ¢ M’ sao dois modulos isomorfos, entao
e(I|IM) = e/

utilizar no caso de dados dois médulos Al e Al', dizer se eles sao ou nao isomorfos. O

M"). Por isso, é interessante ¢ 1til, ter algum critério que possamos

préximo teorema, classicamente conhecido como o Primeiro Teorema do Isomorfismo,
¢ uma ferramenta muito valiosa para responder a esta questdao, e por isso, 1remos

enuncia-lo, mesmo que sem demonstra¢ao.

Teorema 2.3.13: ([13], pag. 16) Sejam f: M — N wm epimorfisimo de A-madulos,

L wm submédulo de N e f '(L) um submddulo de 3. Entdo os médulos

ML) o NJL

sao isomorfos. Bm particular, M/Ker(f) ~ N. Se, além disso, f for injetora, isto é,

Ker(f) = {0}, entao M ~ N.

No que seguc, vamos mostrar que o simbolo da multiplicidade ¢ invariante por

M) nao depende da ordem em que cada

permutacoes, isto ¢, o valor de e (v, ..., 7,

um dos v;, 4= 1,...,s aparecem no simholo da multiplicidade. Como a prova deste
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resultado envolve varios calculos téenicos, é mals conveniente dividirmos a sua demon-
stracao, o que facilitard a sua compreensao. Antes de iniciarmos a demonstracao,
vamos fazer algumas observagoes quanto a notagio. O prdximo lema, pode ser con-

siderado como o primeiro passo indutivo.

Observagao 2.3.14: Scjam K um A-submddulo Noetheriano de AM e vy, ... 7
um sistema de multiplicidades em K. Para representar esta afirmaciao, usarcemos a

seguinte notacao.

Observagao 2.3.15: Suponha que L C N sao submddulos de um A-modulo Noethe-
riano M e que 73, ...,7vs seja um sistema de multiplicidade em M /L. Desde que as

mclusoes

N/LCM/L,
sao sempre verdadeiras, a seguinte sequencia de A-modulos Noetherianos
0 — N/L —M/L— (M/L)/(N/L) — 0
é exata. Do isomorfismo
(M/L)/(N/L) = M/N,

seglle que a seguinte sequéncia

também ¢ exata. Entao, pela Proposicao 2.2.5, v4,..., 7% também é um sistema de
multiplicidade tanto em N/L guanto em M/N. Além disso, pelo Teorema 2.3.7,
temos

(N/L) = (N/M) + (M/L). (2.9)

Lema 2.3.16: Sejam M um A-médulo Noetheriano e vy, ..., 7 (s > 2) um sistema

de multiplicidade em M. Entao

M).

€A (F)"'] : 7‘21 LB r‘l'is| A/[) = €4 (‘721 f‘,"] Yooy "\/‘!5
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Demonstragao: Sejam ~y,...,7, um sistema de multiplicidade em M. Entao pela

Definicao 2.3.1, tem-se que

6’_4(% cee s AM) = GA(’)’?.-, ce ".r"sJ M/”fl U) -y (ﬁ"’.‘za < s (0 M ’}"1,)‘)-

Mas, nsando novamente a Definicao 2.3.1. nos moédulos M/~ M e (0 :a5/4, a7 72), temos

as seguintes relacoes

€A (",2. P "‘,\‘ AI/"‘,] J[) = +e4 (’}'3, s Vs (A[/Av] J[) /”;’1 (11[/'}] ﬂ[))
e l(ﬁ’ R A.'!.s“ (U M M ,}2))
e
—ca(yar - Y (O 1)) = —ealys o vl (004 71) /7000 1y )+
()l(n'.i’ coee A,V:S| (U :(05,’1.}"!1) ?’2))
Para simplificar o nosso trabalho, vamos fazer uso da seguinte notacao
onde

(1) = ((M/mM)/7(M[nM))
(2) = (O 72)
(3) = ((0:a 7))/ 720 a0 7))

(4") - ((0 :(():_1f’y;) A,’Z))

Agora, pela Proposicao 2.2.6 (vi1), temos o seguinte isomorfismo de A-modulos
M /(v M+ 5o M) = (M /v M) /(M /v M).
Assim podemos reescrever (1) como
(1) = (M M)/ (32 3 AD)) — (M (1M -+ 7 M)).
Além disso, a ignaldade abaixo
(0 20ipgyny v2) = (0 2ar 1) N (0 1ar 72),
nos permite reescrever (4) de uma mancira mals conveniente ¢omo

(4) = ((0 :0ep ) 72)) = ({0 227 1) N (0 235 72))-
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Vemos com isto. que tanto (1) quanto {4) envolvem +, e = simetricamente, ou

seja, ndo importa como eles aparecem na expressao da multiplicidade, numericamente

elas sdo iguais. Falta entdo provar que o mesmo acontece com a soma (2) + (3).

Pela Proposicao 2.2.6 (v), temos

(0 arpyear v2) = (MM ar va) /MM,

¢ pelas inclusoes abaixo

M C oy M A+ (0 g v2) € (1M i ),

temos por (2.9) que

(2)

((0: My Y2 ) )
(1M ar 72 ) / ¥ M)

(Vi M pr v2)) /(M40 ar 72))) + (0 M+ (0 04 y2) /i M)

((’:y'] M A "‘,’2))/(7’1 ﬂ[ + (0 M ";’2))) + ((0 A ",’2)/(",’111:{ M (0 M “/g)))

pois pelo Teorema 2.3.13,

Mas novamente pela Proposicao 2.2.5 (1), (i), respectivamente, temos que

8 A[ + (0 Y "‘r"g) 1 M ~ ([) M ’}’2) / ("Ir’l M M (0 M "Q))

(02 v2) /(M N0 2 v2)) = %1(0 14 v2)-

Assim a equacao (2.10) torna-sc

onde

(5) = ((0 4 o) /(0 tar viv2)),

(6) = (1M pr v2) /M + (0 0ar 72))

(2.10)
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Logo temos a igualdade

(1) = 2) = @)+ @) =)+ (1) = (5) - (6) - (3).
Agora a multiplicacao por v, fornece um epiniorfismo de A-mdédulos

(MM i ye) — (M oy ).

= M Ny M. Assim temos o

i

Mas pela Proposicao 2.2.5 (ii), temos vo(v1M 31 712)
epimorfismo de A-mddulos
(’}’] M .Y "rz) — Y1 MnN Yo M ;

cujo nicleo ¢ exatamente (0 :5; v2) ¢ estd contido em v AL + (0 :p v2) que é levado

por esse epimorfismo em v, M. Segue, do Teorema 2.3.13, o seguinte isomorfismo

(’\."l M M ",2)/(’7] M+ ([] Y "72)) = (’}‘| MnN Yo ﬂ[)/’}l"‘rzj\[)

Assim sendo,

que tanbémn é simétrico em relacao a v ¢ a 7.,
Resta examinar a soma (3) + (5). As seguintes inclusoes sao triviais

”‘u({] ‘M A,’]) C By (031,1/}"]’}’2) (_: (U M ’“/'l).

Mas pela pela equacao (2.9), temos
(3) +(5) = (7) + {8}

onde
(7) = (“,"’2(0 ‘A “,"’2)/ ’)’2(0 Al ”fl),)

¢

{8} = ((0:ar M) /v2(0arviv2)) + ((0 2 ¥2) /71 (Oniv2))-
A ultinua dessas igualdades tem a propriedade de simetria desejada. Novamente,
a multiplicacido por v, produz um epimorfismo

(0230 n72) — ¥2(0 4 Miy2)
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cuja imagem inversa de v,(0 :ay 1) por este epimorfismo é exatamente (0 a0 7)) +

(0 :a7 7¥2). Assim, temos pelo Teorema 2.3.13. o seguinte isomorfismo
(0 ar v192) /(0 cag 71) + (0iar v2) = v2(0 car v1v2) /72(0 140 1),

e portanto,
(7) = ((0 :ar Mv2) /(0 tar 7)) + (0 2ar 72))
que ¢ outra expressao stimétrica em relacao a v e a .
Como
ealyn, - viM) = (1) + (1) - (6) — (7) - {8}
e cada nm dos termos do lado direito tem a propriedade de permanccer inalterado

quando v ¢y sd2o permutados, a proposicao estd provada. [

Proposicao 2.3.17: Sejam M um A-mddulo Noetheriano e v, ..., v, um sistema
de multiplicidade em M. Se {i1,...,4} é uma permutacdo do conjunto {1,...,s},

entao

£ 4 5 s

ealvi Yo, Vsl M) = eavi Vg i
Demonstracao: E suficiente mostrarmos que

CA (7[1 N TR U TR B R A."'.s'.ﬂ'[)z

permanece inalterado se trocarmos v, pPOr Vm1-
Agora por meio de m - 1 aplicacoes sucessivas da Definicdo 2.3.1, obtemos uma

expressao para €4(7vy, ..., 7vs|M) como uma soma finita da forma

Vs M ) = E (e (A;"'m-: Fm+lye o2 Vs
w

ealms - M),

onde cada €, ¢ igual a £1 e cada M, ¢ um A-modulo Noetheriano que admite
Vs Ym+t1s- -2 ¥s como um sistema de multiplicidade. Além disso, os nimeros ¢, e
os modulos M, sao determinados unicamente por vy, ..., %1, isto significa dizer
que eles independem de vy, Vg1, ..., ¥s. Entdo pelo Lema 2.3.16, se trocarmos ,,

HOT 7, obteremos
HITRD]

f?,fi(ﬂ,"‘] veeea Yo Ym0 Vs A ,,),

1n‘[) = E €€ (".Vlm-. RIS P
N
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onde €, e M, tém o mesmo significado como antes. Mas novamente pelo Lema 2.3.16
(:".1(’?‘1/:.-. RN TEREE H’a|1[uJ =Cy (’:""m..{ 1: Yns - - v s /‘lsljli')

Segue disto que

(3.:1(’71: e T Y L - - -0 s \[) = E €L€ 0 (Af-m: 77 PRI ,\,s|~1[1)

[

¢ asslm a proposigao estda provada. u

Observagao 2.3.18: 1) No Exemplo 2.3.5 haviamos questionado se os siinbolos

da multiplicidade e(x, y?|k[x,y]) e (¥, x|k[z, y], eramn numericamente iguais ou nao.
Apods a Proposicao 2.3.17, podemos afirmar comn certeza que eles sao iguais.

2) A Proposicao 2.3.17. também é conhecida como “Propriedade da Mudanga”,
¢ desempenhard um papel importante em alguinas demonstragoes no decorrer desta.

secdo. A proxima proposicao é uma aplicacao imediata dela.

Proposicao 2.3.19: Sejam M um A-mddulo Noetheriano e ~v. ..., v, umn sistema
de multiplicidade em 3. Suponha que para algum valor particular de ¢ € {1,..., s}

tenhamos "M = 0, onde me ¢ um inteiro positivo. Entao

M) =0.

“A(Hfla cee s

Demonstragao: A Proposicao 2.3.17 mostra que podemos supor que ¢ = 1. Tendo
feito esta hipotese adicional. provaremos a proposicao por indu¢ao sobre m.
Primeiro suponha que m = 1. Entdo wM = 0, e portanto, M/v M = M e

(0 :a7 v1) = M. Assimn, pela Definicao 2.3.1, temos

M) = alnee ol <0

4 (’:r’l, cea e A[] = €4 ("‘v'g, e Vs

Agora vamos supor que m > 1. ¢ que o resultado descjado ja foi provado para
valores menores da variavel indutiva, isto ¢, para m — 1. Pelo Teorema 2.3.7 e pela
sequencia exata,

0>y M— M — M/ M —>0,
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temos que

M) =ealv, . vmM) +ealn, ... vIM/mM).

Porém "~ (1 M) =0 ¢ v, (M/v M) = 0. Assim pela nossa hipétese indutiva, tanto
Al s M) quanto ea(yi, .o, v M /v M) sdo ambos iguals a zero.

Portanto

como queriamos demonstrar. [ |

2.4 Relacao entre Multiplicidade e Comprimento

Sejam M um A-médulo Noetheriano ¢ ~,....v, umn sistema de multiplicidade
M)

em M. Nesta se¢ao iremos procurar relagoes entre a multiplicidade e(v,, ..., v,
¢ o comprimento L(M/(vy,....7v,)M). No caso de um anel 4, podemos adiantar o

seguinte resultado.

Teorema 2.4.1: ([9], pag. 138) Numn anel local Noctheriano (A, M), sio equiva-
lentes:

1) A ¢ nm anel Cohen-Macaulay;

ii) L(A/T)=c(L,A), para qualquer ideal parametro I de A:

iii) L(A/T)=e(L,A), para algum ideal parametro I de A.

Observagao 2.4.2: ([9], pag. 109) Vamos obscrvar que se (A, M) é um anel local

d-dimensional e x;,..., 24 ¢ um sistema de parametrvos de A o [ = (z),...,z,) entao
La(A/I) > e4(1]A).
Portanto, o Teorema 2.4.1 mostra que a igualdade ocorre se, somente se, o anel é

Cohen-Macaulay.

No caso de um A-mddulo M, com dim A > 0, temos um resultado semelhante ao

Teorema 2.1.1.
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Mas como ja observamos, um sistema de multiplicidade pode nao ser um sistema
de parametros a menos que consideremos andéis Noctheriano que tambén sejam locais.

Vamos voltar ao caso em que nao exigimos que A seja local.

Lema 2.4.3: Seja M um 4-médulo Noetheriano e v um elemento de A. Seja F,, =

M/(O ™), entao (0 zp, v) = 0 desde que m seja um inteiro suficientemente

!

grande.

Demonstragao: Desde que M ¢ umn A-mddulo Noetheriano, a sequéncia ascendente

de submédulos de A
(0 a7 v1) € (0 ”ﬁz) - (0 M ”’1}) c ..

deve ser estacionaria.

Suponhamos que m ¢ suficientemente grande para garantir que
. Ay . e 1y
(0 MY ) = (() AT )
Entao, pela Proposigao 2.2.5 (v) e (i), temos as igualdades

(0 ‘M f:”{“) ‘A r})/((() ‘M ’yi”))
0 / ,},:n,ml)/((] " ,:/,In.)
0 2ar ,ﬁn.)/ (0 “M A,»"?ln)

(U o ",)

Il

=
= |
(

0,
como queriamos demonstrar. [ |
O proximo teorema, mostra que dados um sistema de multiplicidade, . ..., v, de

um A-mddulo M, entdo a multiplicidade e4(y1,..., v, M) é limitada, inferiormente
pelo 0 e superiormente pelo inteiro ndo-negativo Ly (M /[y M 4. . ++,M). Observamos
que nio estamos dizendo que o simbolo da multiplicidade ¢ uma fungao limitada no

conjunto de todos os sistemas de multiplicidades do anel A.

Teorema 2.4.4: Scjam M um A-mddulo Noetheriano ¢ 7,...,7, um sistema de
multiplicidade cm M. Entao

0<ealyr, M) < La(M/mM+ .o +vM). (2.11)
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Demonstracao: Para provarmos «que
a1, s M) >0,

usaremos inducao sobre o nimero de clementos no sistema de multiplicidade.

Ses =0, entao e [M) = LA(M) > 0, pela defini¢io do simbolo de multiplicidade
e pelo fato que o comprimento é sempre um namero inteiro nao-negativo.

Portanto assuma que s > 1 ¢ que o simbolo de multiplicidade ¢ um inteiro nao-
negativo para qualquer sistema de multiplicidades consistindo apenas de s — 1 ele-
mentos.

Seja F'= M/(0 :p; "), onde m [oi escolhido suficientemente grande para asscgu-
rar que (0 g ) = 0, 0 que ¢ possivel pelo Lema 2.4.3.

Em scguida, aplicando o Teorema 2.3.7 na sequéncia exata abaixo
00— 0y ¥") — M —>F —0.
temos que
ea(Viy Vsl M) =ealm o vl F) Fealvie (00 A1), (2.12)

Como v1"(0 137 7T*) = 0, segue da Proposi¢ao 2.3.19, que e4(v1. ..., %] (0 :1ar ¥7)) = 0.

Por outro lado, temos

f:’v,rs(","l-, e ,’)"s|F) = ex(vay ..., 73]14‘/711*‘) + ey (“f’z: ce z'?‘s|(0 F ‘1)) (2 13)
= €4 ("y’g, B |F/"‘v"1 F), o
pois ¥ (0 :p v) = 0. Portanto das cquacoes 2.12 ¢ 2.13, temos

calv, o wIM) = eq(vae v F i F).

Mas pela hipdtese indutiva, como . ..., 7, é um sistema de multiplicidade contendo

5 — 1 clementos. obtemos a seguinte desigualdade
€4 (1'12! R ~’\75|F/ﬂ’l ‘F) Z 01

ou seja,

calyi, .- | M) >0,
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¢ isto prova a primeira desigualdade.
Vamos estabelecer a segunda desigualdade. Se s > 1 {emos, pela Definicao 2.3.1,

que

€4 (A}"l! < Vs AI] = ("'.fl(_ﬁ'?,\ s Ns|-\]/’:’| -‘]) ) (f.4(ﬁ}';'_’: R F}.s|(0 ‘M Wl))*

ou seja,

¢ (",1 s ."v.,lj[) S €A (’}’1 I

.ZL[//}] .A.[) .

pois €4(v, ..., %[0 a7 7)) = 0, pelo que acabamos de provar acima.

Scja M’ = M /v, M. Scgue pelo mesmo argumento anterior, que
ealviee sl M) <ea(vas o7l M) <ealvs, oo v M M.
Mas pela Proposicao 2.2.5 (44) lemos que
My M + M) = (M/n M)y (M M) = M' /v M.
Portanto

644(/\,'11 EEI (}S|AI) < ff)A(Af.'i; ceer s

M / (”}’1 M + 2 :1[) )

Procedendo desta maneira teremos

ealTre o Tl M) < ea( MM + .~ M)
— La(M/v M+ ... +~v,M),

e assim o teorena estd provado. |
Corolario 2.4.5: Sc v, . ... 7, é um sistema de multiplicidade num A-moédulo Noethe-

riano A tal que WM + ...+~ M = M. Entao
ealvi. vl M) =0
Demonstragao: Pelo Teorema 2.4.4,

0 < €4 (’"‘r";_., ey Vs
Mas como, por hipotese, v M + ... + v, M = M, entao

(M~ M+ .. 4 y,M) = {0},
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Portanto, e(v, ..., 7| M) = 0. L

O préximo teorema mostra que o simbolo da multiplicidade comporta-se como

uma aplicacao aditiva no conjunto dos sistemas de multiplicidades do anel A.

Teorema 2.4.6: Sejam A umm A-mddulo Noetheriano vy, ..o 9.0 % €
Yooy Vise ooy Y dols sistemas de multiplicidades em M. Entao vy, ..., %%, ..., Ys

também é um sistema de multiplicidade em M. Além disso,

(Vs WiV M) = Al i Y M) el Y e

Demonstracao: Scja F' =y M ..ty M+ 4y, M. Entao F é um submdédulo de

M e portanto, pela Proposicdo 2.2.5, v...., %}, . .., ¢ wmn sistema de multiplicidade

em F

Das inclusoes abaixo
wF+.. . ++F+.. . +vwFCFCM
temos pela Observacao 2.3.15

LiM/mF+.. 45 F+. . +5F) = Li(M/F)+ La(F/yF+.. . +3F 4. k),

1

¢ nesta equagao, os termos do lado direito sdo finitos. Das inclusoes abaixo

"}']F + ...+ ’}’:F + ... = '}'sF C ’:Flﬂ-j + ...+ "r’,"‘f'{""\"] boooo ’)rs*ll g AM

AN

obtemos a seguinte igualdade numérica
+La((mM+ . .+ yiM+ .+ M)/(nF+ .+ F + .+ F),
e como o comprimento s6 assume valores nao negativos, segie que

La(M/yM+ . o4 i M+ 4+ M) < o

ity



Capitulo 2. Multiplicidades 47

Portanto, vi....,v¥. ..., % é por defini¢io, um sistema de multiplicidade em

M. Vamos provar a cquagao (2.14) observando, que em vista da Proposicao 2.3.17

podemos supor que @ = s. Por aplicagoes sucessivas da Delfini¢do 2.3.1, obtemos

el Yl M) =D cealn M),

(4
onde o lado direito acima ¢ uma soma finita ¢ cada ¢, — +1 ¢ M, sao A-mddulos
Noctherianos para os quais v, ¢ wmn sistema de multiplicidade. Além disso, os nameros

€, € M, dependem somente de A e dos clementos vy, ...,7v,_;. Scgue que

CAlVis Y 1 ”.-'".'5|51'1) - Z ot 4 (7| M)

i

(Vi amt WM = ) enea(vl M),
b3

com 0s mesmnos ¢, ¢ M, de antes.

A partir das duas igualdades acima, vemos que basta provarmos o teorema no
caso em que s = 1. No que segue, assumiremos que temos esta hipotese adicional e
simplificaremos a notacao, escrevendo v = v, ¢ ' — +..

Pela Definicao 2.3.1, temos
ealy/M) = La(M/~M) - La((0:a )
iy /M)y = LM/ MY - La((0:y97))
ealyy' /M) = LM/ M) = La((0 a0 ')

Agora, a multiplicacao por v, produz num epimnorfismo
M —rvM

com a propriedade que a imagem inversa de vy’ M ¢ exatamente (0 1y y) + ' M.

Assim temnos o isomorfismo
My M =2 M/((0 4 ) + ' M). (2.15)

Das inclusoes

FMC (0w y)+MCM
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temos a igualdade

La(M/y' M) = La(M/(0 a5 ¥) + /M) + La(((0 g 7) + 7 M) /5 M),

mas do isomorfismo (2.15), obtemos a seguinte igualdade

La(yM[yy'M) = La(M/y'M) — La(((0 a0 ) + ' M)/~ M). (2.16)
Porém valem das seguintes relagoes
(0 :a V) + MY/ M Z0 00 %)/ (YMO0 7)) = (040 7) /(0 a0 v,
obtemos a scguinte igualdade
La(({0 ar y) + M)/ M)y = La((0 027 7)) — La(v'(0 :ar vY)),
¢ assim, (1.16) torna-se
La(vM/v' M) = La(M/¥' M) — La(0 iy v) + La(¥(0 040 v))-

Além disso, somando-se L4 (M/vM) a amnbos os lados da igualdade acima, obtemos
La(M/~~"M)=La(M/~vM) = L0 3 v)+ La(M/+' M)+ La(+' (03 ¥¥)).
Para completar a prova sera suficiente mostrar que

La(y'(0:p vY)) = Lal0 3 v7") — L0 121 7).
Mas isto € verdade, pois a multiplicagao por ' produz um epimorfismo
(07 ') — 200 ),

cujo nicleo é exatamente (0 :3; /). Dai pelo Teorema 2.3.13, temos o seguinte

isomorfismo
(0 a7 ¥ /(0 1 ') 2240 4y '),

Por outro lado, a seguinte sequéncia exata

00— (0 ) — O ) — (00 )/ (0 ¥) — 0
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nos fornece a igualdade

La(0 a3 = Lal0:a ") 1 Lall0 oy ") /(0 21),
¢ disto obtemos novamente a partir do Teorema 2.3.13 o seguinte isomortismo
LA(M/~ MY~ L0 0y vY') = La(M/~M)— L0 iqr v)+ La(M/~'M)— L4002 ~").

ou seja,

Al | M) = e (v M) + ea(y

M),
como queriamos demonstrar. |

() Teorema 2.4.6, permite resolvermos o Exemplo 2.3.5, mais rapidamente, sem
termos que nos envolver em calculos que muitas vezes sao trabalhosos. Basta ver que
{z,y} ¢ um sistema de multiplicidade em Clz, y]) ¢ portanto, pelo Teorema 2.4.6,

{z,y?} também. Logo temos,
e(x,y?| Cle,y]) = e, y| Cle, y]) + ez, y| Clz, y]) = 2.

Coroldrio 2.4.7: Sejam M um A-mddulo Noetheriano, vq,..., v, um sistema. de

multiplicidade em M e ny, ..., n, inteiros positivos. Entao

AT AT ATy — | 5 f A Y
ea(v] o Y IM) =g a (s s v M.
Demonstragao: Basta usar o Teorema 2.4.6 sucessivamente. |

Exemplo 2.4.8: O Coroldrio 2.4.7 permite concluir imediatamente que

e(z’ y| Clr,y)) = 2.

Observe que pelo Teorema 2.4.6, 27", ..., 2%, ¢ um sistema de multiplicidades em

S
Clzy,...,z;). Podemos entao calcular facilmente a multiplicidade do ideal gerado

selo elementos 7, .. ... De faro, pelo Coroldrio 2.4.7,
1

ela)t, | Clo, o)) — g
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Coroldrio 2.4.9: Scjam M um A-mddulo Noctheriano e 4, ..., v, um sistema de
multiplicidade em M. Entéao
La(M/~"M + ...+~ M)

0<ea(y,.-7M) < ,
Ty -~ T

para inteiros posttivos arbitrdrios ny, ..., n;.

Demonstracdo: DPelos Corolario 2.4.7 e Teorema 2.4.4, temos

M) < La(M/5"M + ..+ M),

0< nyeeemgea(t. o Wl M) = el 70

pois 7. ..,y também ¢ um sistema de multiplicidade em M.
Dividindo por n, - - - ng, obtemos
1 83

iy < LI/ )
7,1 e 'n“)

0 < 614(’\,'/1 PR

CONLO (UEriaios provar, [ ]
Corolario 2.4.10: Scjam M um A-mddulo Noetheriano e ~, ..., v, umn sistema de

multiplicidade em M. Suponha que

VM C M Ak Moy M b M,

%
I3

onde m é um inteiro positivo. Entdao e4{v,....7|M) = 0.

Demaonstracao: Pela Proposicao 2.3.17, podemos supor que + = 1. Se n > m,

crao

”{’{1 M + o M + ...+ Vs M = Yo A + ...+ s M ,

e assim pelo Corolério 2.4.10,

0 <nea(yi,.. 7| M) <La(M/ATM+ o+, M) = Li(M/vwM+ .+, M).
Como 71,...,7v € um sisterna de multiplicidades em M, ", .... 47 também ¢

um sistema de multiplicidades em M. Logo temos que La(M/vwM + ...+, M) é
finito. Portanto, dividindo por n e fazendo n tender ao infinito, o resultado segue. B

Ja& sabemos que se M é um A-moédulo Noetheriano, entao valem as desigualdades
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Naturalmente, segue da definicao de multiplicidade, que se s = 0, entao a igualdade
. 1 : g

¢ sempre verdadeira.  Gostarfamos entao, que dado um sistema de multiplicidade

Vi ooy sy com s > 0, obler condigoes sobre ele; de modo que tivéssemos a igualdade
entre a muliiplicidade ey (v, ..., v, /M) e o comprimento La(M/nM + ... + v, M).

O teorema abaixo. da uma condicdo suficiente para esta questao.

Teorema 2.4.11: Scjam M um A-médulo Noetheriano e ..., ¥ um sistema de

multiplicidade em A7, Se

[(’)1 M+ + ”/«,:\[) A "}’H_l) = (’}IAI +...+ ",’,1’1[)

para 0 <7 < s — 1. entao

ealyis o sl M

Demonstragao: Seja M; — M/(mM + ...+ v M), Entao pela Proposi¢ao 2.2.6

(v), temos

(02 vr) = (O ag/mary o oywan Yii)
((’)’] M+ .+ ’j",‘ﬂ»’[) A TYidl ))/(";’1 M+ 4+ Yi *U')
0,

12

pois por hipdtese,

((";1 ‘11 ‘+‘ e —+‘ ’}'1‘ .’1[) VAT ’}"H_l) = (’)’] ﬂ_[ + R ’}731),

para 0 < ¢ < s — 1. Em particular, quando i = 0. (0 :3y v) = 0. Agora, pela

Proposiciio 2.2.6 (i1}, M;/vi M; e M,y sao isomdrficos, pois

i"\‘ji/","li—k'l Az[z = (‘\1/("‘;14‘] + ...+ "‘v’._ﬁ-))/(”‘v{_'_l (Al/(’}l M+, 4+ A,Vt,))
=~ 1[/")’1"11 + ...+ il ﬂ[
— ﬂ'ji—i-l .
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Assim sendo, como (0 137 v1) = 0, tem-se

(Vav ooy Yl M/ M) —ealya, .76 (0 1 1))
(Y2, - vl M/ M)
= ealtar M)
(o5 sl M [adMy) —eal(y, ... s (0 1, “z))
= eal.|My)
— Lo(M/M + ... M),

€4 ("-’1, . ,".y’s|11"1) -

!

Portanto
(‘3_,»_;(",."[, A ,",Jﬂ[) = LA (A[/’\“ M+.. .+ ’:v.,‘q[)‘

como queriamos demonstrar. |

Naturalmente, gostariamos de obter uma reciproca para o Teorema 2.4.11, mesmo
que seja parcial. Para isto, precisamos inicialmente, de um resultado da Algebra
Comutativa. O resultado abaixo, ¢ uma conseqgiicncia do Teorema da Intersecao de

Nrull [13], pag.293.

Teorema 2.4.12: ([13],pag. 295) Scjam M um A-mddulo Noctheriano e 7 um ideal

contido no radical de Jacobson de A. Eutio

M I"M = 0.

n=1

O proximo resultado, fornece uma importante reciproca parcial do Teorema 2.4.11.

Teorema 2.4.13: Scjam M um A-mddulo Noetheriano ¢ v, ..., v, um sistema de
multiplicidade em M, cujos clementos estao contidos no radical de Jacobson de A.
Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) ealyr, . % |M) = La(M/y M + ...+, M)

b) (mM+...+vM) iy viq) =M+ ..+ M), parad <i<s—1.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.4.11. (b) — («). Entdo precisamos apenas provar
que (a) —> (b).

A prova é por indugao sobre 5. Se s = 1 temos pela Definigao 2.3.1, que

9,4(”!’1 |M’) - LA(A'f/"."lﬂ'f) - L‘A(U ‘Af ‘".Y'l):
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e assim desde que (a) é verdadeiro. devemos ter L 4(0 :37 1) = 0. Logo (0 :p7 v1) = 0,
e isto ¢ tudo que precisavamos provar neste ¢aso.
De agora em diante vamos assumir que s > 1 ¢ lambém que a afirmacao “(a)
implica. (h),” foi provada para sistemas de multiplicidades tendo apenas s—1 elementos.
Seja 1, . ... 1, Inteivos positivos. Entao pelos Teorema 2.4.4, Proposigao 2.2.3 ¢
Corolario 2.4.7 segue que

ca(y7 oMYy < LM/ M 4 v AMD)
< npeeengLa(MIm M+ L+ v M)
= nycongeq(v, o, v M)
= (4 (";’7'“, Ce ,".,v";t"" f‘[).
Assim temos que
ea(yrs v IM) = La(M/ (M + L+ M), (2.17)

para guaisquer inteiros positivos iy, ..., n,.
Seja K = M/(0 3y 7). Entdo segue da sequéncia exata abaixo e do Teorema
2.3.7
0—0iagm) —M—K—10

a seguinte igualdade numérica

g AT

(030 1))

I\ — . (a1 ALY o (AT A Ths
A’[)—f‘,‘q(gl v ey ;Ssi[\)-{ (1_1(” veroa Tl
Mas pela Proposicao 2.3.19, desde que 37" (0 5y 31) = 0, temos que

fi__,.x(“‘v"{“ e "}’2" |(U AT ’\’."1)) = O.v

e portanto, vale a ignaldade

K).

My=eas(v".....7

(o s
E?A(v,yi s g
Assim por 2.17 ¢ pelo Teorema 2.4.4,

La(M/(vM 4+ 4 M) = ea(ys. .. 7| K)

< LUK/ R b+ v K)
< La(M/(0 0 ) +ATK 1K),
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Ailtima desigualdade se justifica pelo Teorema 2.3.13, pois os seguintes modilos
K/ K + . 490 K) . M0y m) + 41 M+ 2 M)
sdo 1somorfos. Mas desde que
(v M by M) C (0 )+ M L+ M),

cntao

LaiM/(3{"M + ...+ M) = La(M/((0:0 y) + 07" M =+ 9 M)
+ La(((0 0 )
+ M A M) M 4+ AT M)
> La(M/((0 0 n)+47" M+ ...+ M)).

Portanto
La(M/(-{"M+ ...+ 55 M) = La(M/((0 a0 v) + M~ 4405 M)),
e desde que
YEM A Ay M) C (0 ) + A7 M+ MM,
segue que WM+ A+ M = (0 )+ M+ .o+ ML Logo
(0 1) WM+ .+ M),

para quaisquer inteiros positivos ny, ..., ng.

Seja [ =y A+ ...+ v,A. Entao para cada inteiro positivo n temos
(O 1) CSYMM 4. 44" M) C "M,

pois ¥, ..., vy Porém pelo Teorema 2.4.12,

N> 1M = 0.

n—1

pois I é um ideal contido no radical de Jacohson de A. Assim temos que (0 :3; 7;) = 0.
Scja M = M/v M. Desde que (0 i v1) = 0, temos o seguinte isomorfismo de
A-modulos

M / (",/| Mo+ Vs A[) = J_f / ("1"'_) M+ o+ Yy ,1_[ ),
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e segue deste isomorfismo que
calva s wmlM) = ealn, M)
= La(M/(M+...+~vM))
= L(M/(y M+ . 4 M)
Agora ¢ possivel aplicar a hipotese de indutiva. Isto mostra que
(("_r'z M+ .o+ W.’z’a”) Vi) T “rQM + .M,
para 1 <@ < s. Mas
YoM+ o+ M =M+ M) M.
Portanto, pela Proposicao 2.2.6 (i), tenios que
(MM 4+ o+ M) g vi) = (M + o+ M),
nao apenas para i = (, mas também para 1 < < s. [ |

Teorema 2.4.14: Sejamn M um A-moédulo e I um ideal parametro de A, Entao M

¢ um A-médulo Cohen-Macaulay se, ¢ somente se,
LIM/IM) =e(l, M).

Demonstragao: Suponha que M seja um A-modulo Cohen-Macaulay ¢ 1 um ideal
pardametro de A, Se dim M = 5, entdo T = (.. ... ) onde v, ..., v, ¢ um sistema
de parametros de M, e portanto, L(M/TAT) é finito, e além disso, v1,..., Vs é uma 3-
sequéncia em M pela condicao (b) do Teorema 2.4.13. Portanto L(M/IM) = e(4: M).

Reciprocamente, suponha que I seja um ideal parametro de A e L(M/IM) =

e{1; M). Entao pelo Teorema 1.2.3 temos
(’h M.+ "r‘iﬂ’l’) A ’j-‘i+1) = ("y]j\f S N ca *U’)

para 0 < 4 < s — 1. Mas isto significa que 7y, ..., v, ¢ uma AM-sequencia em M, e

portanto, 3 ¢ um A-mdédulo Cohen-Macaulay. u
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2.5 A Formula Limite de Lech

Nesta secao, vamos expressar a multiplicidade de um ideal I gerado por um sis-
tema de multiplicidade vy, ..., 7, de uma forma aparentemente mais concreta, isto
é. explicitamente dependendo do comprimento do médulo M /(v M + ...+ v, M).

Considere o caso em que M ¢ um A-modulo Noetheriano e v seja um sistema de

multiplicidade em M. Entao. desde que

(0 ) S0 ’Vf) C (0 '}f) G-

¢ uma cadeia ascendente de submédulos de M, existe um inteiro n > 0 tal que
(0 a7 A7) C (0247 A1) para todo n > m.

Asgim quando n > o, temos pela Defini¢do 2.3.1,

ea(y'|M) = La(M/y"M) — La((0:p 7))
= La(M/A"M) — La((0 2 ¥

mas pelo Corolario 2.4.7 do Teorema 2.4.6,
es(v"| M) — nea(v|M).
Segue que
LA(M/~"M) = nes(~|AM) + C,

para todo n > m, onde C — LA((0 3y 7)) ¢ independente de n. Em particular,

VEIMOos que

(La(a/531)

T

lirn, o = ea(v|M).

Este ¢ o caso mais simples da Formula Limite de Lech. O resultado mais geral

estd contido no préoximo teorema.

Teorema 2.5.1: (A Férmula Limite de Lech) Sejam A7 um A-médulo Nocthe-

riano e vi,...,7vs um sistema de multiplicidade em M. Entao
. Li(M/(v"M + ...+~ M)
l'”n’ni—wo — e = €4 (".3"'1: sy Vs
ny Ny

M)

onde ny, ..., n, sS40 inteiros nao-negativos e n; = min{ny,....n,}.
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Demonstragao: Usaremos inducdo em s ¢ observemos que o caso s = 1 ja foi
provado acima. Vamos supor que s > 1 ¢ que a formula ja foi estabelecida para o
caso de sistemas de multiplicidades em M, tendo apenas s — | elementos. OO objetivo
inicial da primeira parte ¢ mostrar, que sem perda de generalidades, podemos supor
a hipétese adicional de que (0 1 v1) ¢ o submddulo nmulo de M. Uma vez que isto
tenha sido feito, a conclusao decorre facilmente.

Tome F = M/(0 :3r 77), onde p é escolhido suficientemente grande para assegurar
que (0 :p- ) = 0. Isto pode ser feito pelo Lema 2.4.3.

S(TUU(‘. da sequéncia exala abaixo o do Teorema 2.3.7
=] l

(que

calyie vl M) =ealvi ol E) Fealn o vl(000 7))

Mas pela Proposicao 2.3.19, como (0 15y 7)) = 0, temos que

(O M ’)’f)) = Oa

€4 (Aﬂa cees Ys

logo

Ealyi, s

M) = ety 4l F). (2.18)

L seguida do isomorfismo

FHFOFE + o A F) 2= M0 g A0) A0 4y M)

e das inclusoes

NMA Ay MO0y ) ="M+ M S M

deduzimos que
0 < L M/(z"M«. . +~"M))—LF/F+...+90F))
= Lal((0 gy Y M A MY (M Ly M)

= Ll(({) AT ",v';))/((] A ",f) M (,ﬂll M-~ .. + '}‘;"”" :'11))
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Ainda, pela inclusao
7200 )+ = (0 ) S (0 )N (M + 4 M)
e pela Proposicao 2.2.3, tem-se que
B = Li((0: )/ 0 s YN (M + ..+ 40 M)
< Lal(0o M)/ (7270 ) + o 9 (0004 1))

= g La((0 2 7)/ (7200 04 1) -+ 7 (0 a0 7))
Afirmamos que La((0 a7 ¥/ (702 ¥ + .0+ 7,(0 13 A7) ¢ finito. Para isto,
é suficiente provarmos que 7y, ..., 7 ¢ um sistema de multiplicidade em (0 @5 7).
Porém 7.y, .., v, é um sistema de multiplicidade em M, e assim, também é um
sistema de multiplicidade em (0 :3; 7). Além disso /(0 3y ) = 0, ¢ por isso,
Y2, -+, Y € um sistema de multiplicidade em (0 15 7).

Portanto, pela definigao de sistema de multiplicidade,
C = LA(0 20 Y/ (720 00 A1)~ o+ %00 24 A1)

é finito.
Estas observagoes, mostram que temos as seguintes desigualdades numéricas
KOWY ~Tls A A ~N T s Je
CLaOP M+ 4o M) — LA P+ 40 F) _ C

IORERE D ny’

e pela equacao (2.18) é suficiente mostrar que

La(FJ(0 F + ..+ 41 F))
Ny« N

L, o =ealmy ..., 7| F),

onde n; = min{rn, ..., n.}. Em vista disto, ¢ possivel assumir que (0 3 v) = 0 é
satisfeito.

Seja M = M/v M. Entio pelo Coroldrio 2.4.9 do Teorema 2.4.6, ¢ da Proposicao
2.2.3,

0 S IR M ] (","IIJ - 'Iﬂ’sl*‘[)
< La(M/(WPM A+ . 4~ M)
< o La(Mf( M+ 2 M . 447 M))

i La(M (V2P M + . 4 ¥ M),
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pols temos o seguinte isomorfismo
MM +~P2M M) 2 M/ (M b M.

Assim sendo temos
L‘:l(ﬁ,[/("‘,{”;l‘f + ...+ ’}‘LLS j’l[))
Th e Ty

La(M/(v*M + ...+~ M))
ORRRRID '

0 <ex(vrn. . 7lM)

Porém, nossa hipétese indutiva permite concluir que esta expressao tende a

ealvio.. ., ”;".qf-fw):
e desde que (0 a7 ) = 0, temos
ealvy. . ... oiM) = c4(m , e M),
como ¢ueriamos demonstrar. [ |

2.6 Funcoes de Hilbert

Scejam A num anel ¢ (..., 2, um conjunto finito de indeterminadas sobre o anel
A. Por toda esta secao, vamos denotar o anel dos polindmios Az, ...,z s > 0.
por A[X]. Os anéis graduados que nos interessam aqui sao os anéis dos polinomios.
Vamos considerar o anel 4[X'] graduado, da forma usual, pelos inteiros nao-negativo.
Assim sendo, se me > 0 é um inteiro, entao um polinomio ¢ homogénco de grau m, se

cle pode ser expresso na forma

. P ey /3
z : Tpyeeopps Ty Ty

FIT IR o Vet 1)

onde 1y, ., € A

Quando s = 0. A|X] ¢ exatamente o ancl A ¢ a graduagao em A ¢ a trivial, isto

é, todos os clementos nao-nmilos sao clementos homogéncos de grau zero.
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Scja A um A[X]-mdédulo graduado. Entiao para cada n > 0. inteiro, os elementos
homogéneos de M de grau n formam um subgrupo aditivo, denotado por 3f,, do

grupo aditivo M. Assim temos a seguinte soma direta de M

Além disso, sc um elemento de M, ¢ multiplicado por nm polinémio homogéneo
r do ancl A, de grau m, entao o clemento resultante pertence a M,,,,,. por defini¢ao
de graduacdo. Agora os polinémios hiomogéneos de grau zero formam um subanel de
A[X], que naturalmente identificamos com A. Assim cada M, ¢ um A-maédulo.

Defina a funcao H : N — N pela seguinte expressio numérica
H(n. M) = La(M,). (2.19)

Entdo, H(n. M) é uma [ungio de n, para n = 0,1,2,... ¢ scus valores sao sempre
inteiros positivos ot mesmo o, caso M, tenha comprimento infinito. para pelo menos

um valor de n.

Defini¢ao 2.6.1: A funciao H(n, M) da equacio (2.19), é chamada a fun¢do de

Hilbert do A[X]-médulo graduado M.

Do ponto de vista da teoria da multiplicidade, nido é II(n. M) que nos interessa.,

mas a fung¢ao
H (n, M) =10, M)+ IT(1.M)+ ...+ H(n. M),

que é chamada a funcdo iterada de Hilbert de M.

Se M é um A[LX]-mddulo graduado e N é um A[X]-submddulo homogéneo de
M. entao a graduagao de M induz uma graduagao em N. M/N também pode ser
considerado como um 4[.X]-mdédulo graduado de modo natural. Essas gradnacoes sao

tals. que na sequéncia exata usual

0 N-» M- M/N =0, (2.20)
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as aplicagoes preservam grau, isto significa dizer, que um elemento homogéneo sempre
¢ levado num clemento homogéneo de mesmo grau. Segue que, para cada inteiro

> 0, a sequencia exata 2,20 fornece a seguinte sequencia
7 T n Y. 14 f
0= N, = M, = (M/N), =0,

que também ¢ uma sequéncia exata de A-mddulos. Assim sendo, pela aditividade da

funcao comprimento
La(My) — La(Ny) + La({M/N),),

e pelas equacoes 2.19 e 2.20, temos

H{n, M) =H(n, Ny + [I{n, M/N). (2.21)

Mais geralmente, se

0> N—->M—o>K >0

¢ uma sequéncia exata de A[X]-moédulos em que as aplica¢oes preservam grau, tem-se
H(n,M)=H(n.N)+ H(n, K), (2.22)
para todo n > 0 e portanto
H'(n,M)=H"(n,N)+ H"(n. K},
para todo n > ().

Definicdo 2.6.2: Um ALX]-médulo graduado M ¢ um A[X|-mddulo de Hilbert sc
satisfazer as seguintes condigoes:
i) M ¢ um A[X]-mddulo finitamente gerado;

)l (n. M) < oo para todo n > 0.

Exemplo 2.6.3: O ancl dos polinomios C[X] é uty exemplo de um C[LX]-modulo de
Hilbert, pois H (n, M) ¢ exatamente a dimensao do C-espago vetorial formado pelos

polindomios homogéncos de gran n.
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Os proximos resultados, além de sua importancia, serao utilizados mais adiante.
As suas demonstracoes, apesar de nao serem extensas, precisam de mais resultados,

por isso, apenas iremos cnuncia-las.

Proposi¢ao 2.6.4: ([13], pag. 319) Seja M um A|X]-médulo de Hilbert. Entao M

é um A[X]-médulo Noectheriano e x4, ...,z é um sistema de multiplicidade em M.
A préxima proposicao nos fornece varios exemplos de modulos de Hilbert.

Proposi¢io 2.6.5: ([13], pag. 318) Scjam M um A[X]-modulo de Hilbert ¢ N um
submadulo homogeneo de M. Entao N ¢ M /N com as graduagoes usuais também

sao A[X]-médulos de Hilbert.

Proposicao 2.6.6: ([13], pag. 319) Sejam M um A{X]-méddulo de Hilbert ¢ suponha
que s = 0. Entao H(n, M) = 0, para todo n suficientemente grande. Além disso,

LA(M) é finito e II*(n, M) = L (M), para todo n suficientemente grande.

A Proposicao 2.6.6, nos diz tudo sobre a funcio de IHilbert de um médulo de

Hilbert, no caso onde o nimero de variaveis ¢ zcro.

Teorema 2.6.7: ([13],pag. 320) Seja M um Alx,, ..., x,]-mdédulo de Hilbert. Entéo

para n suficientemente grande, H(n, M) é dado por uma, relagio da forma

5—1
o
H{n, M) = g €y . (2.23)
T
=0
onde cg.cy, ..., ¢ 1, 820 inteiros independentes de n. Além disso. a expressao (2.23)

¢ unica.

Observagao 2.6.8: O Teorema 2.6.7 é o resultado chave da teoria das funcoes de
. . . n+uv . . . . ,
Hilbert. Primeiro, note que denota o coeficiente binomial usual, isto ¢,

n+v (n+v)nt+e-1)---(n+1)

1 1.2 ¢
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. ) ntv , ..
de modo que, para umn valor fixo de v > 0, ¢ win polinomio em n de grau

(2

: : £ 73 I3 Srd
©, cujo termo dominante é — () Teorema 2.6.7 mostra portanto, que para valores
ke
suficientemente grande de n,

2 &—1

H{n,M) — ¢,_,

; T termos de menor grau

(s = 1)!

¢ um polinomio em 7, cujo grau ¢ menor ou igual do que s — 1.

Observagdo 2.6.9: O Teorema 2.6.7 nos diz que se A é um A[X]-médulo de

Hilbert, entdo existem inteiros unicamente determinados por M,
}?,(](11'{), hq (Af) cees hs—l (J[)

tais que

§--1
My =S w0 (", (2.21)

=0 v

para todo n suficientemente grande.

Listaremos agora duas propriedades dos coeficientes binomiais gue serao utilizados
no decorrer desta secao.

i) Para gquaisquer inteiros n, v, com n > 1,v > 1 tem-se:

n-+u n+uv—1 n—1+wv ,
_ = (2.25)
v v—1 3
ii) Para quaisquer inteiros n ¢ v nao-negativos vale:
! k4w note+ o
E = ) (2.26)
v v+1

ety
Nés iremos chamar os inteiros b (M), v = 0,1,...,s — 1 de 0s coeficientes de
Hilbert de M . A expressao (2.24) mostra que

s—1

H{k, M) = hy(M)

-0

n+ v

t

+ Hi, {227)
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para todo k£ > 0, onde pg, je1, .. ., 1, & nma sequéncia de inteiros com a propriedade
que pp = 0, desde que £ seja suficientemente grande. Suponha que gy — 0 quando
k > ¢q. Se agora k > ¢ ¢ somarmos a equacao (2.27) para k — 0,1,...,n, entao

encontraremnos

H*(n, M) = II(0.M)+ H(LM) + ...+ H(n, M)

- Shony. ( ¢ o ) >
k=0

v=0 k=0 v

0 s 1 , 1
= Y e+ 3 h() ( nEvT )

k=0 =0 vl

em virtude da equacao (2.26). Segue que existem unicos inteiros
KXW IYa VA Y
ho (MY, h (M), . (M),

tais que

H (n, M) =" hi(M) ( et ) , (2.28)
v

=0

desde que n seja suficientemente grande. Além disso,

ho(M), hy (M), ..., he_1 (M),

SA0 0S IMESINOS (Ue 08 NIMmeros

(M), BE(M), ... hi(M).

Fm particular, quando s > 1 temos

hi(M) = hy ((M). (2.29)

Além disso, prova-se em ([13]. pag. 321) que

,”s—l

(s — 1)1

H(n. M) = h?(M) 4o

DM = I (M M) = B (0 2,). (2.30)
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O préximo teorema, mostra que se M é um Afxy, ..., 2,]-médulo de Hilbert, entdo
a multiplicidade de um sistema de multiplicidade ~;,..., %, é o cocficiente de maior

grau do polindémio de Hilbert.

Teorema 2.6.10: Scja M um Alzy, ..., z,]-mddulo de Hilbert, Entao
hi{M) = eax(v, - vl M).

Demonstragao: Usaremos inducio sobre s. Se s = 0, entdo Alr;, ... 2] = A e

dail

eapx;(r .o M) = e4( M) = La(M).

Por outro lado, a Proposicdo 2.6.6 mostra que hJ{M) = L4(M) neste caso particular.
Vanios supor que s > 1 e que o teorema ja foi provado quando apenas s — 1
indeterminadas estao envolvidas. Pela Proposicao 2.6.4, ¢ apxj (Vs - - - » 75| M) estd bem

definido. Agora

cax (1w we M) = ey, xen [M e M) e (e, a1 [(0 0y 1)

Além disso, o anel Alzy,...,z,|/(zy) ¢ isomorfo ao anel Alxy, ... 2,-1] e o isomorfismo
¢ tal que, para cada 1 < i < s—1, aimagem de z; em Alx), ... 2]/ (x,) corresponde
a x; considerado como um clemento de Afzy, ..., x,1]. Note que o ideal () anula

M/x M. Entao podemos aplicar o fato de que

€Ay g ] (L1 2t [M 2 M) = €Al s (@1 T M2 M)
Mas pelo Proposicao 2.6.5 , A/x, M ¢ um Afzy,. ...z, 1]-mddulo de Hilbert. Assim

sendo, pela hipétese indutiva

€agrme (@1 o[ M e M) = By (M M.
Analogamente podemos mostrar que

€ainyn ) (@1e e [0 ) = A5 (02 1))

Assim

eAn (21,0, Ty

My = h ((M[e M) = hi_ (0 )
= h*(M)
pela equacao (2.30). |
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2.7 A Formula Limite de Samuel

Seja M um A-mdédulo Noetheriano e 5. .... v, um sistema de multiplicidade cm

M. Considere ¢ ideal I do anel A gerado por este sistema de multiplicidade, isto é,
I =vA+..  +7.4

Temos que [ é um ideal de 4 finitamente gerado e usarcmos os simholos x,, ..., z,,
para denotar as indeterminadas sobre o anel A. Note que existe exatamente nma
indeterminada para cada clemento do sistema de multiplicidade.

Sejam n, n, ..., n, nameros inteiros positivos. Entio temos as segnintes inclusoes
VUM A M C MM CM.
Dal temos
LalM/(7 M+ 440 M) = La(M/I"A) + (A" M/ M + 4+ 420,

Como ', ...,v ¢ um sistema de multiplicidade em M entdo La(M/ (7" M +
.+ AM)) é finito. Segue que L,(M/1™M) é finito para todo inteiro positivo n.
Seja

Gi(M)=(M/IM)® (IM/PM)& .

Afirmamos que Gr(M) admite uma estrutura de A X]-mddulo, no qual o grupo
dos clementos homogéneos de grau n sao precisamente I" M/I" A, para qualquer

inteiro n > 0 . Para isto, seja n um clemento de /A /I"TIAL | isto é,
n=uy+I""AL

onde y € I"M.
Deja,

Af -y — y 1 P13
dlry,... 25) = E U R A

1 oFpem
um elemento homogéneo de A[X] de grau m. onde r,,..,,, € A. Entao ¢(z;,....24)n
¢ um clemento de IV M /[ HIAT que é representado por

Y s,
_S_ Tpy o 11 Yo Y-

jo1+. s —m
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<
|

Verifica-se, que com este produto definido acima, G7(M) torna-se nm A[X]-mdédulo

graduado.

Desde que A ¢ um A-mddulo Noetheriano, ele é finitamente gerado. Seja my

um conjunto gerador de M, entao
M — Bm, { ...+ Rm,,

¢ denote por m; a imagem de m, em M/ITM de modo que 1, seja um elemento

homogenco de G4 (M) de gran zero. Entdo
G[(AU) = :'1[4\—]Tfl,1 + .. _»"H){’]Tfl‘,q.

Agora,
La(M,) = La(/"M /1™ a) (2.31)

é finito para todo n. Assim sendo G (M) é um A X]-moédulo de Hilbert. Além disso,

pela equagao (2.31),
La(M/T'" M) = La(Mo) + La(M)) + ...+ La(M, 1), (2.32)
pois para quaisquer n > 0. De fato das scguintes inclusoes
I""MAM C "M C M,
obtemos as ignaldades numéricas
L(My) = L(M/ITM)

L(M) = LUM/IPM) = L(M/I*M) — L(M/IM)

L(My) = L(I*M/IPMY — L(M/I*M) — L(M/I°M)

L{M,_,) = L™ "M/I"M) = L(M/1"M) — L(M/I"""M).

Mas, somando todas estas igualdades, obtemos a equacio (2.32), ou seja,

Lo(M/T*M)=H*(n— 1,G{M)).
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Portanto, pela equacao (2.28), para n suficientemente grande, L (M /717 M), é um
polindémio cujo grau nio excede s De fato, novamente pela equacao (2.28), tem-se

que

La(M/I"M) = /'7’;(.1[),[—1 + termos de menor ordem (2.33)
' 3.

para n suficientemente grande.

Defina e(s, A, M) da segninte formma

La(M/I?AL)

e(s. A, M) = limy YR

= hi (G (M), (2.34)
Para simplificar a notagao, vamos denotar o A-modulo G (A7), simplesmente por

Lema 2.7.1: Secjal umidecalde Alxy, ..., xj gerado pelas indeterminadas ., . . ., z,
¢ seja o um inteiro satisfazendo n > ny — ...+ ng,. onde ny, ..., n, sio intetros nao-

negativos. Entao
LA(GIM) /(27 GM) 4 . 42 G(M))) = Lax|(GM) /(2" G(A) 1 ..+ 20 G(M)))
Demonstracao: De fato, das seguintes inclusoes
'GMYy+.. +al*G(M) C I"G(M) C G(M),
temos que
LAGIM)Y/ (o7 GIM) +. . +2*G(M))) > Lax)(GM) /(P G(M) +.. . +21G(M)))
¢
LA(I"GIM) /(e G(M)+. . 0 GM))) > Ly o (I"GIM) /(207 G+ 4a™ G (M),

pois todo A[X]-submddulo também ¢ um A-submédulo. Assim sendo, o resultado

seguira do seguinte fato

La(GM)/T*G(M)) = Lyx(G(M)/T'G(M)) < x.
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Mas .
Lo(G(M)/IG 4(M)) = Z La(I"G(M)/I"H G (M)
L GO/ TGON) = 3 LasiI" M/ 1™ G (M)
v—0

e cada elemento 2,. .., anula I'G(M)/I" T G(M).
Assim os A[X]-submodulos I*G(M)/IPT'CG(M) coincidem quando vistos como

A-submoédulos, e assim temos
Lo(G(MY/T'"G(M)) — LA;\VJ(C.‘(A[)/I"‘G(M).

Mas pela Proposigao 2.6.4, @y, ..., r, ¢ um sistema de multiplicidade em G(M) e
dai

LA(GIM)/TPG(M) < La(M/(x*M + ...+ 27 M)) < 0,
e assim L (G(M)/I"G(M)) é finito.
Finalmente
Lav(G(M)/I"G(M)) = Lax(GM)/@V'GM)+... +20:G(M)))

+  Lan ("GN /(T GM) + .+ 2G(M))
< LA(GAN /(2P GMY + ..o+ a2 G(M)))
+ Lo(I"G(M)/ (27 GM)+ ...+ alG(M)))
= LG/ IPG(M)).

¢ isto implica que

LAGAN & GM) + .+ 220G (M) = Lax(G(M Y2 GM) + ...+ =G (M)

como gueriamos demonstrar. |

Teorema 2.7.2: (Formula Limite de Samuel) Scja M um A-mddulo Noetheri-
ano e v, ....v, un sistema de multiplicidade em M. Se agora [ = v A+ ... 4+ v, 4,

cntao

La(M/1 AT _ o s

FAIIEAD ), (235)
ns/s!

L, S e
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Além disso,
ealve, vl M) = eqx)(n, - 7| GM)),

onde
G(M)=(M/IM) (Ifl-I/IZM) &

Demonstragao: A demonstragao é por indugao sobre 5. Se s = 0 obtemos pela

equacio (2.31).
M/(0)M
n0!

Agora suponha que s > 1 ¢ ponha M = M/ M, I = vA+ ... +v.A Entao M

é um A-modulo Noetheriano e admite ~,. .. ., v como um sistema de multiplicidade.

Como 7, anula M, temos (I)"M = I"M ¢ portanto temos
MM = M/( M + I"M)

Assim sendo
La(M/("M) = Lo(M/T"M)~ Li((nM + I"M)/I"M)
= Ly(M/I"M) — La(miM/{(x M O T"AM))
= LaM/I"M) — L M/y(I"M 5 1)),

pela Proposicao 2.2.6 (i),
Porém o epimorfismo

/

produzido pela multiplicacao por v, ¢ tal que a imagem inversa de v (A" M 13y 7)) é

exatamente (A"M :y v;). Assim temos pelo Teorema 2.3.13 o isomorfismo
Y1 111’/"” (]71 /1[ M ’)]J = J.[/(I”AI Y “,"l),

€ assim -
La(M/(I)"M) = La(M/I"M) ~ Ly(M/(I"M 15y 1)
> La(M/ITAM) — La(M/I" 'M),

pois I*7'M C (I"M 7). Em seguida pelas equacoes (2.33) e (2.34) temos

5

n o
La(M/I"M) =e(s, I, M )— + termos de menor ordem, (2.37)
5! :
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para n suficientemente grande. Segue que para n suficientemente grande

ns—1

(s — 1)

t termos de menor ordem.,

La(M/T"M) = Ly(M/I"'M) = o(s. 1, M)

¢ portanto

an& ]
La(M/(D"M) > e(s. 1, _.-\.-])7.”, l—)' + termos de menor ordenn.
S — :

ns—t

(s —1)!
els — 1,1.30) > e(s. . M).

¢ depois [azer n tender para o infinito. Isto nos fornece

Vamos dividir por

Se 5 > 2. entdao o argumento acima pode ser repetido para obtermos

—

efs — 2.1 M) > e(s — 1,1, M),

onde I — wmAd 4o+ de M= M /oM. Mas pela Proposicao 2.2.6 (i), M ¢

isomorfo a M/(~ M + M) e assim provamos que
E:(S5 ] J[) < ff(.S — 1, ], :\7) < (i(.s — 2, 1_, 1]/("” M+ ",2.1[))
Procedendo desta forma obteremos

e(s, [. M) < e(0,(0), M/ M+ ...+ M) = Ly(M/(mM+... + M)

pela equacao (2.36) , ou mudando a notagao,

La(M/IM
li'm,.n_>x—'-‘(n§§gr 7) < L_,-\("j\-[/’fr'1 M+ .+ ﬁrgi\])

Nesta relacao podemos substituir v, ..., por 77.....4P, onde p é um inteiro

positivo arbitrario e observemos ao mesmo tempo que

TV (T = ),

Este artificio mostra que

/(s ~ M)A
La(M/(n M+ ...+, M)"PM) < lim, ko |
ns/s! - ns /!

La(M/(M + .4 2P M)"AD)

Ly, o

A

P’

(VAN
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Mas, o primeiro desses limites é e(s, 1, M). Portanto

P

e(s. 1. M) <

Agora fazendo p tender para o infinito ¢ aplicando a Férmula Limite de Lech, isto
nos da

e(s, [, M) <ealmy....7

M), (2.38)

Resta estabelecer a desigualdade oposta. Para este fim, seja ny, ..., ng inteiros

positivos. Ponha
U=eX "M (I"M +~7" M+ oy M)/ 1" A
I facil verificar que I ¢ um ALY ]-submaédulo homogéneo de G(M) e que
GM) + ..+ 2P GM) C UL
Assim sendo
CLAGM) 2V GM) + o+ 1 GM)) > La(GM)/U). (2.39)
Tome agora F' = "M + ...+« M. Entdo temos o isomorfismo
GM)JU =@ {I"M N (I"M + F)}
de A-mddulos. Mas
I'"MII"M O™ F) 2 (I"M+ DM+ F)/ (1M + F)
= (I"M + F)/(I""'M + 7,
¢ assim
GM)JU =@ (I"M + F)/(1""M + F).

Porém quando n > ny + ... +ng temos I"M C F ¢ portanto {"M = F. Segue entdo
que

La(G(M)/U) =" La((I"M + F)/(I"™M + F)) = Ly(M/F),

n>0

e entao pela equagao (2.38) que

La(M/(~"M + ...+ M)) < Lax(GM)/ (27 G(M) + ...+ 2= G(M)).
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Mas desde que

La(M/(M + 4= M)) _ LaGM)/ (" G(AM) + ... + 222G (M)

T+ Ty Ty oy

segue pela Formula Limite de Lech que

ealv, .o v M) < cax)(vie - v G(M)).
Mas pelo Teorema 2.6.10 ¢ pela equacao {2.34), que

A (Y Wl GAD)) = hy(G(AM) - efs, 1. A).

Assim (v, ., % M) < (s, 0, A), que em vista da equagao (2.38) completa a

demonstrac¢ao do teorema. u
Teorema 2.7.3: ([13], pag. 330) Sejaun M um A4-modulo Noetheriano, vy, ..., v, e
Y-y v dois sistemas de multiplicidades em M. Suponha que

WM.+ MCHM A+ M,
i) Suponha que
WM+ M C Y M+ L+ ALM
Entao para qualquer submodulo N de M tem-se a scguinte desigualdade

N)Zzeal], . A

8

N).

Ca(Tis e %

A afirmag¢io continua valida se substituirmos N por um modulo quociente de M.

i) Suponha que
WM+ ..+ M=y M+ . +yM

Entao para qualquer submédulo N de M tem-se a seguinte desigualdade

N).

calnv o wl N = ealdh

A afirmagao continua valida se substituinimos N por um médulo quociente de M.
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Capitulo 3

Multiplicidades Mixtas de dois
Ideais M-primarios

3.1 Introducao

Seja (A, M) um ancl local de dimensao d. Seja [ um ideal M-primario. Samuecl
|20] provou que o comprimento do ideal I, ¢ um polindémio em r, para valores sufi-
cientemente grande de 7, cujo grau é ignal a dimensao de A, Além disso, o cocliciente
de maior grau deste polinomio é chamado a multiplicidade do ideal 7, denotada por
e(l, 7).

Sejam B um anel Artiniano primarioe X' = {zg,x\,.. .,z e Y ={yo, 1. .. yn}
dois conjuntos de indeterminadas sobre o anel B. Na Secao 3.4 deste capitulo, provare-
mos que a fungao de Hilbert, {13, s, 1), de umn ideal bihomogéneo I do anel B[.X; Y]
¢ um polinomio em r ¢ 5, para valores sulicientemente grandes de » ¢ s, Faremos
uso deste resultado para mostrar que no anel local (4, M), de dimensao d > 0, o
comprimento do ideal 7".J*%, onde I ¢ .J sao dois ideais M-primarios é, para valores
suficientemente grandes de 7 e s, um polinomio em 7 ¢ s de grau total & = d — 1,
onde d ¢ a ditnensao do anel local A,

Para orientar o leitor, este capitulo, com excecao da ultima segao, constitui basica-
mente um detalhamento do artigo [3]. A referencia [111 contém os mesmos resultados
do primeiro artigo, com a diferenca de que estuda a tungao de fHilbert no caso de ape-

nas um ideal M-primdrio e trata de outros assuntos.

=7

(e ]
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3.2 Resultados Preliminares

Nesta secao, estudaremos alguns resultados que serao usados posteriormente de

uma Jorma direta ou indireta.

Definigao 3.2.1: Um anel A ¢ chamado primdrio se ele contém no maximo um

ideal primo.

Alguns autores definem um anel com apenas um ideal primo pelo nome de anel
Artiniano local. Noés continuaremos a chamar tais anéis de primarios.
Note que todo corpo é um anel primario e que todo anel primario é um anel local,

{esde gue todo 1deal maximal ¢ wm 1deal primo.
desd todo 1deal | leal

Observacao 3.2.2: Durante esta secao, usaremos a letra B para denotar um anel

primario ¢ a letra 4 para denotar um anel local.
Teorema 3.2.3:  ([33], pag. 201) Scja A um anel ¢ 7 um ideal primério de 4. Entao

o B = A/l é um anel primdrio.

Lema 3.2.4: Scjam A um ancl local, M seu ideal maximal e T um ideal M-primario.
Entio B = A/ é wm anel primério Artiniano tendo T = M/T como seu tnico ideal

primo e, portanto £3 ¢ um anel local.

Demonstracao: O ideal I = M/I ¢ primo e maximal. Como o ideal T ¢ M-
primario, o Teorema 3.2.3, garante que o anel A é primario. Além disso, como A tem
apenas um ideal primo teni-se que dim A4 = 0 ¢ como /A tambémn ¢ Noetheriano, segue

que ¢ Artiniano.

Coroldrio 3.2.5: Scja [ = M /1 o nico ideal primo de B = A/7. Entao I pertence

a0 ideal nulo de B.

Demonstracao: Sejam 0 o ideal nulo de B e
0—=ILn...Nn1,

a decomposigao primaria de 0 em B. IEntao pelo Lema 3.2.4 cada 1; é T-primdrio em
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B,j=1,....n Como

Vo=yIn..nl,=Jin.oJi=1I

temos pelo Teorema 1.1.14 (4i7), que I pertence ao ideal nalo de B como queriamos

demonstrar. [ ]

Definigao 3.2.6: Scjam -1 ¢ C dois andis tals que 4 € C. Entao dizemos que C ¢
uma eztensao de A.
Se I ¢ um ideal de A entao o conjunto
I"={ Z ary, onde a; € Ter; € C}
finito
é chamado a eztensao de I em C.

Se J é um ideal do anel C, entao a contracdo de J em A é o conjunto J N A.

Segue da Definicao 3.2.6, que os conjuntos 1¢ ¢ J N A sdo ideais de C' e A, respec-

tivamentc.

Exemplo 3.2.7: Scjam A um anel ¢ xy,...,x, indeterminadas sobre o anel A.

Entdo o anel dos polinomios Ajry, ..., 2, ¢ uma extensao do anel A.

Seja 4 um anel Noctheriano ¢ Az, ..., »,] 0 anel dos polindmios do exemplo

acima. Denotaremos Az, ..., r,] simplesmente por A[X] para simplificar a notagao.
Um elemento F{x,,...,x,) serd escrito como F(X). Como A é um anel Noctheriano,

segue do Teorema da Base de Hilbert que A[X]| também ¢é um anel Noetheriano.

Lema 3.2.8: Sejam A um anel e [ um ideal de . Um elemento F(XX) pertencente

a A[X], pertence ao ideal /¢ se, e somente se, todos os seus coeficientes estao em /.

Demonstragio:  Se todos os coeficientes de F(X) estao em 7, entdo segue da
Definicéo 3.2.6, que F(X') pertence a ¢,

Reciprocamente, se I'(.X') pertence a I°, entao pela Defini¢ao 3.2.6

FIX) = a V(X)) + 4 an Fy(X)
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onde cada a; pertence a 1,4 = 1,. .., n ¢ F{X) sao polindmios em A[X], tais que
Fi(X) = E TP P R
Juonela
Agora como todos os coeficientes de Fi(.V') estdo em A. parai=1,...,ne¢l éum
ideal de A segue, por definicao de ideal, que todos os coeficientes de F'(X) estdo em

1. |

Corolario 3.2.9: Para qualquer ideal [ de A temn-se
I"'nA=1

Em outras palavras, a contracao de um ideal extendido é o proprio ideal.

Demonstracao: Com cleito, se @ € I entao a € A ¢ portanto, pela Definicao 3.2.6,
temos que I C %, ¢ por conseguinte a € [N A ouseja, [ C 19N AL
Por outro lado, se @ € 1N A. em particular a pertence a A, isto é, a pode ser
considerado como um polinomio constante em A[X]. Como a pertence a 19, segue do
Lema, 3.2.8 que a € 1. Isto completa a prova. [ |
O proximo resultado estabelece uma relacao entre a decomposicao primaria de um
ideal 7 de um ancl A ¢ a decomposicao primaria de sua extensao 79, num anel C' que

¢ extensao de A.

Corolario 3.2.10: Sejam [/ um ideal do anel Ae I = I,N...NI, a sua decomposicao
primaria em A. Entao I¢ = Iy N ...N 1% ¢ a decomposi¢io primaria de I no anel

AN, |

Demonstragao: Seja F(X) pertencente a /¢, entdo pclo Lema 3.2.8 temos que
todos os seus cocficientes estao em 7, ou seja. pertencemt a I; N ... N 1,, mas pelo
Corolario 3.2.9, segue que cles pertencem a I N0 g

Para provarmos a inclusao contraria, seja F(X) € I7 ... 1% Emnao F(X)
pertence a cada I7 para: = 1,....n e novamente pelo Lema 3.2.8, todos os coeficientes
de (X)) estao e [y, para s = 1,..., n. Isto mostra que todos os coeficientes de [/(X)
estao em /. e novamente pelo Lema 3.2.8 eles também cstao em /€, logo F/(.X') pertence

a 1" ¢ isto completa a demonstracao. [ |
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Teorema 3.2.11: (12, pag. 23) Suponba que A4 é um anel Noetheriano e que /
¢ um ideal proprio de A e que J seja wm ideal arbitrdrio de A. Entao ({ : J) = 1
se, ¢ sotente se, J nao estd contido em nenhum ideal primo pertencente a 7. LK
particular, b ¢ um divisor do zero em A se, ¢ somente se, b pertence a algum ideal

primmo de A que pertence ao ideal nulo de A.

Proposi¢ao 3.2.12: (|12}, pag. 82) Seja A wm anel ¢ C' = A[X]. Se J ¢ um ideal

P-primdrio do anel A, entao 1 ¢ um ideal P -primdrio do ancl C',

Teorema 3.2.13: Seja
I:I|m...m1n

a decomposigao primaria do ideal /, onde cada [; é Pi-primario para ¢ = 1,...,n.
Entao

I“=1'n...nI,

1.

onde cada [7 ¢ Pf-primadrio parat = 1,..., n. Além disso, se a primeira decomposigao

¢ normal, a segunda também é.

Demonstragao: Da Proposigao 3.2.12, temos que I ¢ Pf-primdério para cada
¢t =1,...,n. Agora suponha que

I=In...nli,

¢ a decomposigao normnal de 1. Desde que pelo Corolario 3.2.9, Jf N A = I; e todos
os 1;’s sao distintos, segue que todos os If's também sio distintos. Além disso, a
decomposi¢ao

I“=Iin...NIj;

também ¢ irredutivel, pois se tivéssemos
€ €
1° 2 Nyl

entao terfamos

],j -= I: NA= [i ;_) ﬂ/j = ﬂ[ﬁ!j

o que contradiria o fato da primeira decomposi¢ao ser normal. |
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Teorema 3.2.14: Scja A um anel local, M seu ideal maximal. I um ideal M-
primério ¢ k = A/M. I = I/M scu iinico ideal primo e [¢ sua extensiao em Alz].

Entao 79 ¢ o vinico ideal primo perfencente ao ideal nulo de A[X].

Demonstragao:  Seja
0)y=HLn...01,

a decomposicao normal do ideal 0 em A, Pelo Teorema 3.2.13,
O =100

¢ a decomposicao normal do ideal nulo de A[X]. Como I é o inico ideal primo de A4,

temaos que

VI=1.

para cada ¢ = 1,....n, ou seja,

E=T
para todo ¢ = 1....,n. Portanto, I¢ ¢ o tnico ideal primo pertencente ao ideal nulo
de A[X], como queriamos demonstrar. [

Coroldrio 3.2.15: Seja A um anel ¢ A[X] o anel dos polindmios nas indeterminadas
Xy, ..., 1y sobre A Entao:
i) Todo ideal primo de A[X] contém I¢;

ii} Se F(.Y') ndo pertence a I, entao I'(X') nao ¢ um divisor do zero em A[X].

Demonstragao: i) Todo ideal primo P de A[X] contém o ideal nulo. Seja

O=I1...NnI;
a decomposi¢ao normal do ideal nulo em A[X]. Entéo

I*=Vic VP ="p.

i) Se F(X) fosse um divisor do zero em A[X], entao pelo Teorema 3.2.11, ele
pertenceria a algum ideal primo P, pertencente a algum ideal primo do ideal nulo de

A[X], ou seja, ele pertenceria a 1, o que contradiz a nossa hipotese. |
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3.3 Ideais Bihomogéneos

Sejam A uma anel local, M sen tinico ideal maximal e 7 um ideal M-primaério de
A. Entao pelo Lema 3.2.4 B = A/I é um anel Artiniano primério tendo P = M/I
como seu Unico ideal primo e portanto I3 ¢ umm anel local. No que scgue, B é um anel
Artiniano primario arbitrario.

Seja X = {ro. 21,2, oY ={yo.y1, ..., ya} dois conjuntos de indeterminadas
sobre o anel B. Entdo o anel de polinémios B[X; Y] é um ancl bigraduado. Seja R, o
B-madilo gerado pelos mondmios da forma @) onde 7 é um monémio de grau r em
X e () é um mondmio de gran s em Y. Nos dizemos que PQ é um mondmio de bigrau
(r,s). Seja R = @, >0Rns € RegRop = Ry 540 para todo r,s,a,b € N. Um elemento
de R, é chamado bihomogéneo de bigrau (r, s}. Um ideal I C I? gerado por elementos
bihomogeéneos é chamado um ideal bihomogéneo. Portanto o anel R/1 é bigraduado ¢
as componentes bigraduadas de bigrau (r,s) sendo A,, = R,,/I,, Para simplificar a
nota¢io, escreveremos, F/(X;Y) para denotar a forma F(xg, 2, ..., Tl Yoo Y1y - - - Yn)

em B[X; Y]

Observagao 3.3.1: [ artigos mais recentes, alguns autores, referem-se aos 1deais
bihomogeneos, chamando-os de ideais bigraduados. Nés continuaremos a chama-los

por bihomogéneos.

Observagao 3.3.2: Scja F(r.s) o A-médulo de todas as lormas de B[X,Y] de
bigrau (r, ). Desde que o B-médulo F(r, s) tem base finita, dimg F(r, 5), o compri-
mento de uma série de composicao de B-submodulos de F (i, s) ¢ definida e finita. Se
[ ¢ um ideal bihomogénco de B/X,Y), entdo F(r, s; ) ird denotar o B-submédulo de
todas as formas de bigrau (r, s) contidas em 1.

Se .J é outro ideal bihomogeéneo de B!X, Y], entdo temos facilmente que:

Flros;I+J) = FlrosiD)+ F(r,s;J)
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Lema 3.3.3: Sejam [ ¢ J idcais bihomogéncos de B[X,Y]. Entao
dimg F(r,s;1 + J) + dimp F(r,s; I N J) = dimp F(r, s; ) — dimp F(r, 5;.J) .

Demonstracao: Considere as seguintes sequencias exatas de B-maddulos:

0 -— Flr,s: D) > Flrosil o Jy —> Flrysi I+ J))Fr,s: )
0— F(r,s; INJdy — Fr,s:J) — Flr,s: )/ F(r,s: 10 ).
Como dimyg ¢ uma funcao aditiva temos que:
dimp F(r,s; I+ J) —dimp F(r.5;1) = dimy F(r.s: 1+ )/ F(r.s: 1)
= dimg(F(r,s: 1) + Flr,s: )/ F(r,s: 1)

= dimy F(r,s; J)/F(r.s; 1) N Flr,s:J)

= dimg F(r,s; J)/F(r,s; 1N T).
(3.1)

Da mesma forma obtemos
dimpg F(r,s;J) — dimy F(r,s:100) — dimg(F(r, s D)/ Flr,s; 10 ). (3.2)
Portanto combinando (3.1} e (3.2) temos a férmula desejada. [ |
Definigdo 3.3.4: Seja I um ideal bihomogéneo de B[.X:Y]. Definimos a funcdo de
Hilbert do ideal I.denotada por H(r,s: 1), pela seguinte expressio
H(r,s; 1) = dimg [(r,s) — dimp f(r,s: T}, (3.3)

Observacao 3.3.5: A func¢io de Hilbert H{r, s; 7). nada mais ¢ do que o compri-

mento da componente I?,, do ancl bigraduado R/ {.

Teorema 3.3.6: Scjam [ ¢ J dois ideais bihomogéneos do ancl B[N, Y]. Entao

H(r,s; T+J)=H(r,s; 1)+ H(r,s; 1) — H{r.s: 100 ).
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Demonstragao: Pela Definicao 3.3.4, temos:

H(r,s; 1+ J) = dimp F(r,s) — dimp F(r, 5.1+ .J)
H(r.s: 1) = dimg F(r,s) — diumg F(r, ;1)
H{r,s;JJ) = dimg F(r,s) — dimy F(r, s; .J)

H(i,s;InJ) — dimg F(r,s) - dimg F(r, s, 102.7).

Logo

H(r,s; I +J)—H(r,s:I) = H(r,8,J) — H(r,s; 1N J) =0,

on cquivalentemente,

como querfanios demonstrar. .

Teorema 3.3.7: Seja I um ideal hihomogéneo préprio de B[X;Y] e seja F(X;Y)

uma forma de bigrau (a;b) tal que
(I:F(X:Y))=1.

Entao para r > a ¢ s > b temos

H(r,s; 1+ (F))=H(r.s;1) — H(r —a,s — b,1).

Demonstracao: Vamos provar inicialmente que F'(X;}) nio ¢ wn divisor do zero
em B[X;Y]. Se F(X;Y) fosse um divisor do zero, entdo cla pertenceria ao nico
ideal primo P que pertence ao ideal zero de B[X: Y], mas como todo ideal primo
de B[X;Y] contém P, entdo F'(X;Y) pertenceria a qualquer ideal primo de I o que
contraria pelo Teorema 3.2.11 a nossa hipdtese de que (1 £(X:;Y)) = I. Portanto
(X, Y) nao é um divisor de zero ein B[X; Y. As seguintes igualdades sdo facilmente
verificdveis:

Flr.si INF) = F(XY)F(r - a.s — b 1)
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Flr.s:F)= F(X.Y)F(r — a,s -~ b).

Desde que F{X:Y) nao ¢ um divisor de zero, temos os seguintes isomorfismos
entre B-modulos.

Flross IN{F) 2 Flr—a,s —b: 1)

o
Flr.si(F)) = F(r —a,s—b).
Portanto
H(r,s: 1+ (F)) = dimpF(r,s) — dimp F(r,s: 1 i (F))
= dimg F(r,s) — dimpg F(r.s:1)—
dimp F(r.s: (£)) + dimp F(r.s: 1 0 (F))
= H(r.s:I)—H(r—a.r~bT).
[sto completa a prova do teorera. ]

Lema 3.3.8: Scja X = (P, X;Y) um ideal bihomogénco de B[X;Y]. Entao sc

.

qualquer ideal bihomogéenco I de BIX; Y contém uma poténcia de (X:Y) entao [ ¢

X -primdrio.

Demonstragao: Como X = (P, .X;Y) ¢ o ideal bihomogéneo maximal de BiX:Y]
ele contém todo ideal bihomogeneo de B[X'; Y], portanto contém 7. Assim temos que
VI C X. Desde que P ¢ um ideal nilpotente, segne que para algum inteiro positivo

k temos P* = 0. Portanto para csse mesmo inteiro & temos
XE (XY
Como I contém uma poténcia de X, segue que para algum inteiro positivo s tem-se
xR (Y)Y

Portanto temos que A7 C V1. como queriamos demonstrar. [
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Definigao 3.3.9: Um ideal bihomogeénco préprio / que contém o ideal (X)*(Y)?
para inteiros nao negativos « e b, € chamado de ideal projetivamente wrrelevante do
anel B Y.

Segue do lema anterior que se um ideal bihomogéneo [ é X-primario entao cle é

necessariamente projetivamente irrelevante.

Lema 3.3.10: Seja 7 um ideal bihomogéneo projetivamente irrelevante de B [X; VY]

IEntao para valores suficientemente grandes de r e s, [{(r,s;1) = 0.

Demonstragdo: Como / ¢ um ideal projetivamente irrelevante, temos que / contém
alguma poténcia de (X;Y) e portanto, ¢ X-primario pelo Lema 3.3.8. Segue disto
que X" C 1 e X C 1, logo F(r,s) C F(r,s;:I), como a outra inclusio sempre vale,
temos que F(r, s) = F(r,s; 1). Portanto I(r,s;1) = 0. [ |

O proximo teorema afirma que, para valores suficientemente grande de 7 e s, a

funcao de Hilbert H{r, s: 1) de um ideal bihomogéneo [, ¢ um polinomio em 7 e 5.
G N g I

Teorema 3.3.11: Se [ é um ideal bihomogéneo de B[X; Y], entdao H(r, s; [ & rep-

resentada, para valores suficientemente grande de r e s, por uma expressao da forma

Ues = 3 a1 ), (34)

i+j<d=2 ' J

onde a;; sdo inteiros ¢ d denota a dimensao de /.

Demonstracao: Se d = 0 ou d = 1, entdo [ ¢ projetivamente irrelevante, entiao
pelo Lema 3.3.10, para valores suficientemente grandes de 7 ¢ s, H(r, s; ) = 0,0u seja,
H{r 5. 1) ¢ dado pelo polinémio nulo que tem a expressao (3.4). Entdo o teorema
vale para d =0 ¢ d = L.

Suponha que d > 1, e supouha que o teorema foi provado para ideais bihomogéncos
de dimensoes menores. Suponha, além disso, que 1 seja X-primdrio. Se [ é projeti-
vamente irrelevante, entao nés ja sabemos que H(r, s;7) = 0 para valores suficiente-
mente grandes de 7 e s ¢, portanto o teorema vale neste caso.

Se I nao é projetivamente irrelevante, entdo existem x; ¢ y; tals que x; ndo pertence
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aZ® ¢ y; ndo pertence a Z¢ Entao os ideais [+ (2;), [+ (y;) tém dimensao no maximo

d — 1. Portanto pelo Teorema 3.3.7 temos que:

Hirosi D+ (x) = Hiryss D) = H(r - 1.s: 1) (3.5)
¢
H(r.s; I+ (y)) = H(r,s: 1) — H(r,s — 1;1). (3.6)
Por hipdtese, existem g ¢ sg, tais que, para r > 1y, s > s,
HirsT+ @)= Y by ( ' ) ( ’ ) (3.7)
i+i<d-3 ‘ J
o

HirsT+@w)= Y e ( ’) ( ’ ) (3.8)

regld 3

Das equagoes (3.5) ¢ (3.7) obtemnos por somatorio

_ - 1 'l'()'f'] i .
H(ir,s; 1) — H(ryg.8:1) = D; s — , 3.9
wen-nnenn= 5 n{(11)- (2 )}(5) e

Analogamente pelas equagoes (3.6) ¢ (3.8) temos que

/ s+1 sp = 1 ;
Hiry.siD) = Hirg.s: 1) = ) e - ) - ) (3.10)
iti<d- 3 V. e ;

Adicionando as equagoes (3.9) ¢ (3.10), obtemos

_ - r+1 5
H(r.s; 1)y = H{rg.s0l) + Z bis ( _ ) ( . )-
iVj<d-3 t+1 J

ro 11 B r s+ 1
E by | " I E e ! - @3an
.= i+ 1 ) , , 7 J—1
i} j<d=3 il j<d-3
ro so+ 1
E Cij . a1 :
i—j<d—3 t J

que tem a forma (3.1).
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Vamos remover a restri¢ao de que I seja primério. Scja

a decomposi¢ido normal de I em ideais primarios homogéneos. Desde que din I = d

podemos supor que dim f; = d. Seja

L=InhLn...nl .

&

t

Entao I = LN, onde L tem menos do que [ componentes primdrias e I; é primério
de dimensao d. Se I — 1 o teorcma ja foi provado. Suponhamos portanto, que o
Leorema vale para ideais bihomogéneos com menos do que [ componentes primdrias.

Pela Equagao (3.2) podemos escrever
H(rosi1)y=H(r,s;L) + H(r,s; 1)) — H(r, 5,1, + L).

Os dois primeiros termos no lado dircito referem-se a ideais com menos do que /
componentes primarias e o terceiro termo refere-se a um ideal de dimensao menor
do que d. Portanto todas as fung¢oes no lado direito tém a forma (3.4), e portanto,

H(r,s:1) tem a forma (3.4), para valores suficientemente grandes de r e s. [ |

Definicao 3.3.12: Os coeficientes a,; dos termos da funcdo de Hilbert tais que
i+ j=d—2, onde d ¢ a dimensio do ideal bihomogéneo I, sio chamados os bigraus

de 1, denotados por ¢;(1).

O proximo resultado é uma consequéncia direta do Teorema 3.3.11.

Teorema 3.3.13: Qualquer bigrau e;; (/) de wmn ideal bihomogéneo I ¢ a soma dos

bigraus correspondentes de I com a mesma dimensao.

Na Teorema 6 de [3], Bhattacharya afirma que se [ nio é projetivamente irrele-
; 3 1 proj

vante, entao cada ¢;;(I) ¢ maior do que 0. Na verdade, o que cle prova recalmente ¢

que 0s bigraus sio todos ndo-negativos ¢ que pelo menos wn e;(f) é de fato maior

que zero. O préximo exemplo esclarece melhor esta questao.



88 Capitulo 3. Multiplicidades Mixtas de dois Ideais M-primarios

Exemplo 3.3.14: Se [ = ( entdao 0 nao é um ideal projetivamente irrelevante o

temos

_ T+ m S+ n
H{r, s:0)= ,
m 70

de modo que ¢,,,(0) # 0 e todos os demais e;;(0) séo zero.

3.4 A Funcao de Hilbert de dois Ideais M-primarios

Antes de passarmos ao proximo resultado, vamos definir o anel de Rees e fazer-
mos algumas observagoes que facilitarao a compreensio da demonstracao do teorema

abaixo.

Sejam A mn anel, / um ideal de A e ¢ uma indeterminada sobre 4. Considere o

anel graduado 4:¢] com a graduacio natural (N-graduado). O conjunto

Ro=R(LA) =D ctle, e Iy =@, 0" C Al

¢ um subanel de Aft]. Se { = (ay,...,a,), entdo R, pode ser escrito como R, =
Alayt. ... a i, de modo que 2, é Noetheriano se 4 também for. Agora seja w = ¢,

o considere Alt,u] = A[t,#7'] como um Z-anel graduado da maneira usual

R=R(I.A)=R.|u] - {Zr,,,l”} ¢, € I" paran > 0 ¢ ¢, € 4 para n < 0}.

O anel R(1,A) C At t7"] ¢ chamado o anel de Rees de A4 com relacio ao ideal
I. Mostra-se que dim R(/, A) = dim A + 1. por exemplo, ([9], pag. 122). O anel
R, ™Y = Alayt, ... a4, t7"] 6 chamado o anel de Rees extendido de 4 com relacio
ao 1deal 7. Mais geralmente, sejam A um anel. [y, ..., [, ideais de altura positiva
de A et .. 1, indeterminadas sobre A. O anel de Rees B = A[lt,..... I,t,], ¢ o

subanel dos polindmios A[t,,...,1,] consistindo de todas as somas finitas do tipo

E . F20 B ¥ 130
u’(ﬂl:“':#"’}fll I,, '

onde ag, ey IV I para todo (p...Lp,) € N
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Teorema 3.4.1: Sc .J ¢ um ideal M-primario ¢ I é um ideal préprio gqualquer do

anel local (A, M). Entao para valores suficientemente grande de r ¢ s,
T rrs rrs k1
dima,, (J' I/ 17"
¢ umn polinomio em p e o. Os termos da parte homogénea de grau d -1 neste polindémio
pode ser escrifa como

J].?.ld I} + ...+ (' ff,j([
7

Dt D agt o eI )s DY,

ﬁ{ﬁou

Demonstragdo: Scjam [ ¢ J dois ideais de (A, M) ¢ J sendo M-primério. Seja

g, . .., Uy uma base para I ¢ vy, ..., v, uma basc para J. Considere o anel de Rees
K= .»'—l[fl]’l/,(), R ,f»]'ll--m, tzl,?(), NN tgl;n, t2 ],

onde £, ¢ 5 sdao indeterminadas sobre A. Os elementos de R sdo polinémios da forma

5 q
i
E E (’,jj ,lfé,

1=0 j=—p
onde ¢;; € ['J9 ¢ 1" = J = A se i, j 540 zero ou negativos.
Considere o ideal consistindo de todos os polinomios da forma

5 7}

Z Z (Hﬂl Tﬂ*

1=0 5= p

onde ¢;; € 17J7+! denotado por t, ' R. Portanto R/t7' R consiste de todos os polindmios

da forma

& q |
Z Cij 71 t';_.
i—0 .j:—])
onde ¢;; € IZ,JJ'/PJJ_} .
Mas, tomando 3 = A/J temos
R/t;'R = Bltug, . ... Lus

desde que AN t.le = J, onde Ty, v sdo, respectivamente, as imagens de tyu, ¢

tyv; em R/L;R.
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Agora considere 0o homomorfismo

Blrg. o v TmiYo. s Un) — Bltiug, .o bt B2, . oo oty

onde xq,. ... Tm:i Yo - -, Yn 580 indeterminadas independentes sobre A/.J.

Se um elemento F(X:Y) de Biag.....Zm: Y0, -, Yn] é levado sobre o clemento

zero de Bl tiug. ... ity tavy. . . ., 1o, entdo cada forma de F(X':17) é levado sobre

o clemento zero de Bltyug, . ... tjuy: taty, ... favy,]. desde que o dltimo é um anel
graduado, ¢ portanto cada forma de F(X;Y") pertence ao nicleo do homomorfismo.
Portanto, o micleo do homomorfismo acima ¢ wmn wdeal bihomogeneo [, digamos. de

Blxo, .-, Tm: Yo, - - » U). Portanto

B[ g, .- - . tl'(l-m; totige .. oy 1‘-2'(,‘”] = B[.’F(]. B TR/ { | RIEI U,,]/I_

Entéo desde que B ¢ um anel Artiniano primério ¢ Z = M/.J é seu 1inico ideal primo.

em virtude do isomorfismo acima. temos que

dimg (1" /1" )*7") — dimp|F(r. s) + I)/1,
onde F(r,s) é o B-médulo de todas as formas de B[X, Y| de bigrau (r, s); assim

dimp(I"J*/I"J*tY) == dimp F(r, 8) — dimg F(r, s; 1),

ou seja,

dimg(1".7° /1" T YY) = H(r. s:1).

onde H(r.s:1) é a fun¢ao de Hilbert do ideal bihomogénco I no anel de polindmios
B[X.Y]. Desde que nés jd provamos que para valores suficientemente grande de 7, s,
H(r.s; I} ¢ um polinémio em 7, s de grau d — 2, onde d ¢ a dimensio de 7. ¢ assim o

teorema estda provado. |

Observagao 3.4.2: Se tivéssemos mostrado que todos os bigraus do polinomio ho-
mogenco de mais alto grau do Teorema 3.3.11, fossem estritamente positivo. entio

todos os coclicientes de

1 l ; o
m{@o(]’!])f'((l ])+...+ ([ (f.,:(]lJ_)'T‘(‘d_lmu.S;l +...—FE‘,/(I’.IT).S‘(‘(I—I)},

também seriam positivos.
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Apresentaremos um exemplo. embora sem detalhamento, para exemplificar uma

situagao em que nein todos os coeficientes e; (1

J), i =0,...,d— 1, sao maliores que

7010,

Exemplo 3.4.3: ([26], pag. 114) Seja S = ki[X,Y, Z, W]o ancl das séries das
potencias formais sobre o corpo & nas indeterminadas X, Y, /7, W. Sejam M =
(MY Z W), P = (VW) Q= (X, 7) e FF = (XY - ZW) ideais de S. Escreva
R = S/HF), m = MR ¢ g = QR Neste caso [ = m ¢ J = q ¢ oym|g) = 2,

er(mlg) =1¢ea(mlg) =0.
Voltamos agora para o principal teorema desta secao.

Teorema 3.4.4: Sejam [, J dois ideais M-primdrios do ancl local (A, M). Entao
se Ly s(p, o) denota o comprimento do ideal 17.J7. Entao para valores suficientemente
grandes de p ¢ o, Ly j(p, o) um polindémio em p e g, cujo grau total ¢ igual a dimensao

de A.

Demonstragao: Se 4 ¢ um ancl primério Artiniano o teorema é trivialmente ver-
dadeiro. Suponhamos entao gque A4 nao é um anel primdario. Ponha By = A/J, 3y =

A/1. Entao By ¢ B, sao ambos andis primdrios e pelo Teorema 3.4.1 temos gue
dimp, (I" TS/ T = H(r, s, 1),

onde 7 ¢ um ideal bihomogéneo de B[.X. Y] que nao é projetivamente irrelevante. Do

mesmo modo podemos mostrar que
dimpg, (I"J* /I J°7) = H(r, s, 1),

onde I' 6 um ideal bihomogénco de Bu[X, Y] que nao é projetivamente irrelevante.

Portanto existem intciros positivos p e o tais que para todos os valores de 7 > pg. s >

g0
H(‘I', .‘7';1—)‘— Z a5 7: S (3]2)
= l J
il j<d 2
e
Hirs = Y a, | ’ (3.13)
J g g

i+j<d =2
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?
onde a;; e a,,

¢ 1_’.
Agora para p > py, 0 >

Hy y(p,o) = H; 5(po,00)

ou de outra forma

H;,./(/),O) - HJ,J(/)O, (70)

onde & ¢ uma constante.

sa0 inteiros positivos e d e d sao, respectivamente, as dimensoes de [

ao.
p—1 a—1
= N dimp, (17770 T %)+ dimg, (170°/170°4)
r—po s=ou
p=1 T . o
=2 X a%(?ﬁ (a_a")]w-
r—po Livj<d—2 ¢ J
APROIY]
Y
s—ap Lityp<d-2 g

§ : gy

ij<d—2

((,

= Z (I.ij P P -
it <d— b J+1
) [2)

3 ( g ) ( 0 )4» (3.14)
iy <d-2 ‘ J + 1

s o))

a, | ]

itjed—2 i+ 1 g +k
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Por outro lado. temos

a | n—1
Hr(p,0) = Iy g(po.o0) = Y dimy, (17005717071 43 dimg, (1707 /1741 J°)
ST adg TP
a | )
&
=2 2wl D)
8“0 Lt j<ld=2 t J
Pl
, r o
22wl )l
ropa Li—j<d -2 ¢ J
Z o i o
— iy ) - , . +
<=2 1+l 4ol ‘
' P Ao a
Z ”"j o 1 - g l 9
Pjed—2 1+ (s i
ou ainda
17 T
1 y(p.o) — U s(po,00) = Z ﬂvi;j . .
i-g<d -2 ] Y

Z P 0 o2 _
iy - (3.15)

i+ j<d =2 J J
Po 0
E aij . ) . -+ Af,
i+ <d—-2 g J+1

onde & ¢ wm inteiro constante.

Desde que 1 ¢ J, nao sao ideais projetivamente irrelevantes nos anéis

B] [1"[): s T Yo - :yn.] € Bz[-’l’n,- v s Tt Yo ynjh

respectivanente, tenos que os bigraus de I ¢ J sao maiores ou iguais a zero. Portanto
comparando as duas ltimas expressoes obtemos d — ', isto ¢, a dimensao de 1 em

B\ [0y oy Yos -+ ] € igual a dimensdo de J em Bofwg, .. .. Zai Yos -« s Yn]. NOS
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podemos reeserever a ultima equacao como segue:

P a f a9 .
H[_J(.{J, (J‘) = Z iy . — Z fhij P j . 1 -+

g -+
i~j<d 2 ¢ J+1 i< d=2 !
P Oy
E ”‘:i - _ + k,
i< d' -2 bt J

(3.16)

onde & é nm inteiro constante. Ou ainda,

P T
Hy4(p.o) = Z cij | )

itj<d 1 t J
onde ¢;; sao inteiros e ¢;; > Ose v+ j=d — 1.
[ " - . . . . ;. ) ~
Se I ¢ J sao outros dois ideais M-primdrios de (A, M), entdo pelo Teorema

1.1.10, segue que existem mteiros positivos m ¢ n tals que
y SR { 1 {
IrJo o pmeyime
e
Ir’p ]’(7 S e gne

Portanto valem

Hy j(p.o) < Hp u(mp,mo)

Hp nlp,o) <1 j(np,no).

Estas duas equagoes mostram que o grau de Hy ;(p. o) ¢ 0 mesmo que o grau de
Hy y(p, o). Em particular, se I = J, entdo H, ,(p+0) = H;(p+ o). Mas o grau de
H;(p+a), que é wm polinémio em p+ o, é igual a dimensao do anel local 4. Portanto

provamos que o grau do polinémio H;{p+ o) é ignal a dimensao de . |

Vamos reformular o Teorema 3.4.4. Sejam (A, M) um anel local de dimensao
positiva d , I ¢ .J dois ideais M-primarios do ancl local (A, M). Sejam L a funcao

comprimento e N o conjunto dos nameros naturais. kntao a funcao

B(r,s) : N* — N
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definida por B(r,s) = L(A/I"J*), é win polinémio de grau total d, para valores sufi-
cientemente grande de r ¢ 5. Este polinomio é chamado o polindémio de Bhattacharya
de I e J. Os termos de grau total d no polindmnio de Bhattacharya de £ e J tem a

forma

J)s).

1 1 , .
Zii{fil)(1|,1)7"l 4 ...+ ( (31(1[.])7“‘_7'3“ + .t eg(d
A 1
Defini¢ao 3.4.5: Os clementos
eolT|), e (110, .. eq(1T),

que aparecem no polinémio Bhattacharya de 7 ¢ .J, sdo todos nimeros inteiros,

chamados as multiplicidades mirtas dos ideais T ¢ J.

No préximo capitulo, trataremnos das multiplicidades mixtas de vdrios ideais M-
primdrios. Por enquanto, estudaremos as multiplicidades mixias de dois ideais M-

primarios [ e J.

3.5 Multiplicidade Mixta e Dependéncia Integral

Nesta secio, estudaremos algumas das propriedades mais elementares das multi-
plicidades mixtas. Os resultados abordados aqui podem ser encontrados em [28]. A
definicao de reducao de ideal aparece originalmente em [14].

Assim como a multiplicidade e(1, 4) de um ideal M-primdrio foi estudada exausti-
vamente por muitos autores, o mesmo aconteceu com as multiplicidades mixtas, sendo
esta ultima, tema atual de pesquisa de vdrios matemdticos . O nome multiplicidade
mixta ¢ devido a B. Teissier e a J.J. Risler.

Um dos primeiros resultados obtidos sobre os coeficientes do polinémio de Bhat-
tacharya de dois ideais M-primario I e J foi obtido por Rees em ({16}, pag. 14). Neste
trabalho, Rees provou que se I e J sdo dois ideais M-primdrios de uma anel local
(4, M), entdo os termos ¢(1]J) e eq(/]J) do polinomio de Bhattacharya de [ ¢ J
sdo, respectivamente, iguais a ¢(f, ) ¢ ¢(J, A), onde ¢(I. 4). denota a multiplicidade

do ideal M-primario 7.
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Vamos provar alguns resultados sobre as multiplicidades mixtas de dois ideais

M-primarios [ e J do anel local (A, M).

Teorema 3.5.1: Scjam [ ¢ J dois ideais M-primarios do anel (A, M, d). Entao

para quaisquer 7 ¢ s inteiros positivos vale:

1

. d -
e(I" ¥y =e(D)r'+ ... + ( . ) e(I|J)r?'s' 4+ .+ e(J)st.

Demonstracao: DPela ['6rmula Limite de Samuel temos
!
T AN 15 il n .
e(l; ) = li.m,,__mndL(A/I A).
Desde que I7J° é um ideal M-primario, para quaisquer 7 ¢ s inteiros positivos vale

|
o(I"J5) = li-mn_m%L(A/(I"J“)”A)

I !
= limy, yoo-
nd

!

= limy_s i B(rn, sn)

; d
. ! 1 o . FINTIIRY
= 11'171.,,,_,00”7 {m E ( ; ) e;(I|J)(rn) *(sn) }

1—0)

d
d .
= [IMm,_n {Z( . )Cff:(f;.])'rd is_z}
i—0 \ "

d
= e()rt+ ..+ ( _

?

[1(-__-1/ (Il'n.'].‘:'?l ) ‘;.1)

) eI 4 e )s?,
COmoO queriamos mostrar. |

Em particular. tomando » = s = 1 no Teorema 3.5.1, obtemos a multiplicidade
do produto de dois ideais M-primarios I ¢ .J.
d

4

c(dJ)=c(I)+... 1 ( > eIl Ty + ... +e(J).

Agora , se¢ [ = .J, enlao para quaisquer inteiros positivos r ¢ s, temos

1 d o
e(I"*y = e(I)rd + ..+ ( , ) e (st 4+ e(1)s%

1
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Mas por outro lado

e(I" ) = (r + 8)%(I).

Segue destas igualdades que

para todo i =0, 1,...d.

Defini¢ao 3.5.2: Seja (A, M, d) um anel local. Dados K, I dois ideais de (4, M, d),
dizemos que A" ¢ uma reducao de I sc:
i) K C I

i) K/" = 1" para algun inteiro positivo n.

Observagao 3.5.3: Note que (odo ideal ¢ uma reducao dele mesmo, ou seja, todo

ideal admite pelo menos uma redugio.

Lema 3.5.4: Scjam 7 ¢ J dois ideais M-primdrios do anel A tais que J ¢ uma
reducao de 1, valem as seguintes propriedades;
Se JI" = ["T! entao JI" = "7 para todo n > r e, além disso, ST = {TT™ para

todo inteiro » > 0.
Demonstragao: Scgue diretamente da Definicao 3.5.2 ¢ por indugao cm m.

O proximo resultado estabelece uma relagao entre a multiplicidade de um ideal

M-primidrio 1 ¢ qualquer ideal J que seja reducao de [I.

Teorema 3.5.5: Sejam (A, M) um anel Noetheriano local, J nm ideal M-primdrio
e [ uma reducao de J. Entao [ é M-primario e, além disso, para qualquer A-mdadulo
M tem-se

e(J, M) =¢(l, M).
Em particular, guaisquer duas redugoes do ideal J tém a mesma multiplicidade.

Demonstragao: Desde que I ¢ uma reducgao de J, entao existe um inteiro positivo
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r tal que 1J7 = J7H e disto segue que
JIttcrcd

¢ aplicando radicais temos que I — M, isto é, I é um ideal M-primério.
Agora como T ¢ J, temos que e(J|M) < e(I'M). Resta entao provar a desigual-

dade contraria. Mas as seguintes desigualdades sdo verdadeiras
La(M/I™ MY = La(M]J"7Y = Ly(M/I"J7) > Da(M /1™,

de modo que eJ

O Teorema 3.5.5 tem uma reciproca parcial. Antes precisamos de uma definicao

necessaria para a compreensao de seu enunciado.

Definicao 3.5.6: Seja (A4, M) um anel Noetheriano local. Dizemos que A ¢ um anel
cquidimensional se dim A/P = dim A < oc para todos os ideais primos minimais P

de A,

Teorema 3.5.7:  ([16], pag. 16) Sejam A um anel equidiimensional e /. J dois ideais

M-primidrios de A tais que I C J ¢ e(1, A) = e(J, A), entdo [ é uma reducao de J.

Corolario 3.5.8: Scja (A, M,d) um anel local. Se K ¢ uma reducao de [ entao
e(I) — e(K).

Demonstracao: Pclo Teorema 3.5.1, temos

. . / ) ;
(KM =e(K)+...+ (. e(11N)s' + ..+ e(1)s"
i
e
. / L
(1) —e(D) 4.+ | O ) wTIDs £ 1 e(D)st
i
Como esta expressao vale para todo s, temos e(K) = (7). [ |

Lema 3.5.9: Se K ¢ uma redugdo de [ e L ¢ uma reducao de J, entdo K7L° é uma

redugao de [7.J% para quaisquer inteiros positivos r e s.
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Demonstragao: Como K é uma redugio de 7, existe um iuteiro positivo n tal que
I\-]n. — I'ﬂ-l—l
Da mesma forma, como L ¢ uma redugao de J, existe wm inteiro positivo m tal que
]J mo__ Jm+l
Assim pelo Lema 3.5.4, temos
]\-'T‘IS - I [s11 o Lo = Jm | s l.

Logo
(. A’V‘Ls)([r Js)-n,-m = Krjromjys psnm

[rmn-—r ]._\"m.n,#—.\‘

Jrimn. 1) ].a'(_m-u-—l)

(Ir' J.s' )'m,u,—l— I .

Teorema 3.5.10: Sc A ¢ uma redugao de ¢ L ¢ uma redugao de JJ, entao

ei(I]J) = e;(K

Ly,
para todo i = 1,...d.

Demonstragao: DPelo Lema 3.5.9, A7 ¢ uma reducao de 17.J%, para todos inteiros

positivos 1 ¢ s. Entao temos

¢(WN"L*) = e(I7.T7).

Mas |
f:([\"'Ls') — Z ei(_}-\'EL)T'd_i,si
i={)
e
d |
e(I"J°) = Z fii([le]')'l‘d_"s"_
1=0

Logo, concluimos que ¢;(1[.J) = e;(K|L), para todo i =1,...d. ]
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Corolario 3.5.11: Sejam m e n dois inteiros positivos. FEntao para quaisquer in-

teiros positivos r e s temos
e (I™|J") = mi nle, (K| L).

Demonstracao: Para quaisquer inteiros positivos ¢ e s temos

d
o7 = Z e (I|)(rm)* =" (sn)".

1=0

Por outro lado,

e[_frm_}sn) — e((}m)r(Jn)s)

_ Z;i:[} (?i(fm‘_]'”')l'd -z',;/é.

Comparando as duas expressoes obtemos
e,(I™J") = m@ e, (K|L).
|

Definicao 3.5.12: Sejain 2 um elemento do anel A. Se 7 ¢ um ideal de A, dizemos

que x ¢ inteiro sobre I se ele satisfaz uma cquacao da forma
a4 e, =0
onde a; € I, parat=1....n.

Lema 3.5.13: Scjam A um anel e 7 um ideal de A, U elemento @ € A ¢ inteiro

sobre [ se, e somente se, para algum n > 0,
I, 2y = (I, 2)"
Em outras palavras, [ ¢ uma redugao de (/).

Demonstragdo: Note inicialmente que os ideais I(7,2)"~" ¢ (I, )", sdo realmente
distintos, para qualquer valor de n, pois z" nao pertence a I(I, )" !, apesar da

inclusao 7{I,z)"~" c (I,x)*, sempre valer, independente do valor de n. Na verdade,
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' ¢ o nnico elemento de (£,7)" que nao pertence a /(f,x)" . Mas, como por

hipotese, .« ¢ inteiro sobra I, entao ele satisfaz uma equacao da formna
ke Lt a, =0
onde a; € I, para i =1,...n, ou seja,
2" = —(ap T+ ay) e (o)

Reciprocamente, seja x € A, Entao para todo n 2> 0, temos «* € (I,2)". Como,

por hipotese, [{1,x)" "= (1, 2)" entao & € I(/,2)" 1, on scja,
no|
"t = E a;ib;, onde a, € I,b, € (I,x)" ti=1...,n—1,
1—1
e isto mostra que x é integral sobre 1. ]

Teorema 3.5.14: Sejam (A, M) um anel Noetheriano local e [ C J dois ideais de

A, Entao 7 é uma reducao de J se, ¢ somente se, todo clemento de J é integral sobre

I

Demonstragao: Suponha que 7 seja uma reducdo de J e seja z € J. Como [/
¢ uma reducao de J, existe um inteiro n > 0 tal que 1J* = J"t! C [. Entao
e [ Portanto, 2! ¢ integral sobre I, emn particular, x ¢ integral sobre
I.

Reciprocamente, suponha que todo elemento de J é integral sobre I ¢ suponha que
J seja gerado pelos elementos vy, ...,y isto ¢, .J = (y1.....y,). Pelo Lema 3.5.13,

para qualquer indice ¢ = 1, ..., r, existem inteiros positivos ny. ..., n,, tals que
T y)™ = (Ly)"

Antes de continuarmos a demonstracao, observemos que se um clemento de . € inie-
gral sobre /. também ¢ integral sobre todo subeonjunto K C J que countenha /.
Como y; ¢ integral sobre T tem=se [(/, )"~ = (I,y)™. Mas vy, ¢ integral sobre

(1,41), ou s¢ja, existe um inteiro positivo ne tal que pelo Lema 3.5.13,

[[,;{/1)(],111,%)"'2 b= (]silll-,!l'z)nz- (3-]7)
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Acontece que I(I,y)" " = (I,1n)™, e nltiplicando a Equagao (3.14) por n; — 1 ¢

usando as propriedades de reducgao, obtemos

ny—

(I'_, yl)711<]! 'UMZJZ) -

Mg+ —|

I P
=L, y1,12)
Mas por outro lado, temos as seguintes igualdades

(Ly)" (Loyy)™™t = HLLy)" YLy, p)™
= I(L,y.gn)™ ™ 2,

ou scja,

)le-l-?l»l—'l )th+ﬂ,1—|

I(I, 91,y = (1.y1.y2

Prosseguindo desta maneira. obteremos o resultado. [
Vamos provar agora o principal teorema desta secao.

Teorema 3.5.15: Sejam [ e .J dois ideais M-primarios de um anel equidimensional
local (A, M) tais que T C J. Entao J ¢ integral sobre I se, e somente se, e{/, A) =
e(J, A).

Demonstracao: Suponha que .J ¢ integral sobre /. Entao pelo Teorema 3.5.14, T é
A) = e(J|A).

Reciprocamente, suponha que e(I{4) = e(J|4). entao pelo Teorema 3.5.7, I ¢

numa redugao de .J e pelo Teorema 3.5.5, e[

uma reducao de J. Mas pelo Teorema 3.5.14, J ¢ wntegral sobre 1. |



Capitulo 4

Multiplicidades Mixtas

4.1 Introducgao

No final da Secdo 3.5, definimos a multiplicidade mixta de dois ideals M-primarios
I e J doanel local (A, M), ver Definigao 3.4.5. As multiplicidades mixtas para ideais,
foram definidas inicialmente por Teissier ¢ Risler e ([23], pag. 302), onde cles estu-
daram polinomios de Hilbert e seus cocficientes para wm conjunto i = {1,..., 1}, de
ideais M-primarios arbitrarios, usando o que eles chamaram de elementos “suficien-
temente gerais”. Teissier, mostrou que as multiplicidades mixeas, eram na verdade,
a multiplicidade de Samuel de um ideal M-primdrio, gerado por um conjunto de

clementos suficientemente gerais,

4.2 Resultados Basicos

Nesta secao, definiremos alguns conceitos necessdarios para a compreensao da
proxima seciio e tambdém servird para fixarmos a notagio que usaremos neste capitulo.
O principal conceito desta se¢ao, ¢ o de elemento superficial. Procuraremos mostrar
ao leltor, a importancia deste conceito. como um artificio para a passagem do passo in-
dutivo de n-- 1 para n. Uma boa referéncia para cste conceito é ({341, pag. 285—296).
Uma pergunta que pode surgir ¢ a seguinte: nao é possivel imitar a demonstragao do
Teorema 3.4.4. para o caso de mais de dois ideais M-primarios?. A resposta ¢ afir-

mativa, como se pode conferir ent [19], mas neste caso, como no Teorema 3.4.4, nao

103
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conseguimos obter nenhuma informagao sobre os cocficientes do termo homogenco de

maior grau do polinomio de Bhatiacharya.

Teorema 4.2.1: ([34], pag. 281) Sejam I um ideal de um anel Noctheriano local

(A, M) e M um A-mddulo Noetheriano. Entdo a aplicacgao,
H(n.I)=La(M/I"M)
¢ um polinémio de grau d em n, para n suficientemente grande.

Seja I nm ideal M-primario do anel Noetheriano local (4, M) ¢ seja € 1.
Entao /A2 também é Noetheriano do anel A/Awx. O préximo teorema estabelece

uma relagio entre os polinomios Hin, Iy e H(n. I/Ax).

Teorema 4.2.2: ([34], pag. 283) Seja I um ideal M-primdrio de nm anel local

(A. M) cseja z € I. Entao
H(n IjxA)=H(n,I)— Li{I": r4).

Scja s o maior inteiro tal que x € I°, mas x ¢ I*7'. Note que /™75 C (™ Ax).
Se pudéssemos provar que (I" : Ax) ndo ¢ muito diferente de /"%, entao terfamos

provado que H(n, I/Ar) nao ¢ muito diferente de H(n, I) - H(n—s.I), uma situagao

gne ¢ muito 1til no caso s = 1. para provas que usam o processo indutivo.

Definicao 4.2.3: Seja I um ideal do anel local (4, M). Dizemos que um elemento
2 € A é superficial de ordem s para o idecal 7. se x € I* ¢ existe um inteiro positivo ¢

tal que
(" Ay €= "%,

para todo n suficientemente grande.

Observagao 4.2.4: A defini¢ao de elemento superficial aparcceu originalmente em
([201, pag. 182). No caso do corpo ser finito, clementos superficiais de uma determi-

nada ordem podem nao existir. Por exemplo, o ideal maximal de

e,y (xy(x + y)).
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onde & € um corpo com dois elementos, nao possul elemento superficial de ordem 1.

Vejamos como fica o Teorema 4.2.2, com a hipdtese de nm elemento superficial de

ordem s para o ideal 1.

Lema 4.2.5: ([34]. pag. 286) Scja [ um ideal M-primdrio do anel local (4, M) ¢«

umn clemento de A supetficial de ordem s para I. Entao existe mn inteiro ¢ tal que
H(n, 1) — H(n—-s,1)< H(n,//Az) < H(n,I)— Hn—s,I)+ H(c,I),
para todo n suficientemente grande.

() Lema 4.2.5 mostra, que se @ € um clemento superficial de ordem s para um ideal
I do anel A, eniao para n suficientemente grande, o polindomio H (n, I /Az) difere do
polinémio ff(n, f) — [I{n — s, I}, apenas por uma constante.

O seguinte lema prova que clementos superficials realinente existemn.
g p | I

Lema 4.2.6: ([34], pag. 286) Scja I um ideal M-priméario do ancel (A, M). Entao
existe um inteiro s ¢ mn clemento @ do anel A tal que x ¢ superficial de ordem s para
o ideal 1, isto é,

(I":ArynIc=1"",
para todo mteiro n suflicientemente graude.

Como estamos interessados no passo indutivo, gostariamos que existisse elementos
superficiais de ordem 1 para o ideal [, e que além disso, esses elementos possuissem
certas propriedades que fossem tteis em provas por indugao. O préximo lema ¢ uma

resposta para esta pergunta.

Teorema 4.2.7: ({34], pag. 287) Seja I um ideal M-primdrio do anel local (4, M)
¢ suponha além disso que o corpo residual A/M seja infinito.  Entdo para cada
conjunto finito de ideais £y, .... 1, tais que VI; # M ¢ qualquer inteiro positivo
s > 0, existe um elemento x € A que ¢ superficial de ordem s ¢ que nao pertence a

nenhum f;, 2 =1,...,7.
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Em ([34], pag. 291), mostra-se que se I é um ideal M-primario ¢ x é superficial
para o idcal 1. entao

dim (A/Ar) = dim A 1.

Sejam 1= (i1,....%) e J = (J1....,jk) dois elementos de Z™. Dizemos que i < j
se 1, < j, para todo p =1,... k. Ainda temos
1 . [] Lk
J J1 Jk
e
i+ e | _ . i N 1
J + ep J + ep J

onde e, ¢ o elemento de Z" gue tem 1 na p-ésima componente ¢ 0 nas demais.

Lema 4.2.8: ([19]. pag. 24) Seja H(i) mma funcio definida para todo i € Z" ¢
suponha que
. i m i+p
H(l)—H(l—ep):Z(fp >
t=0

para ¢, € Z ¢ para todo i > e,. Entao

. TR i I p _'_ e‘ll. . . .
H(l) = }_.,p_() Cp + I](M: ceey '['H,—-I!JIL)_
pPte,
i + p f/.n. + Pn — 1

Yoo .
0\ p P + 1

para todo i > j, onde i=(i,... vip_1) € ZM .

() somatdrio Z;"___U, significa que estamos somando sobre todos os elementos de

Z" entre 0 e m com a ordem acima definida.

Vamos definir agora o que entenderemos por um elemento ser snficientemente

geral.
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Definigao 4.2.9: Seja [ um ideal do anel (A, M). Suponha também que «;, ..., q
seja nm base minimal de 7. Suponha que exista win aberto de Zariski U C k' tal gue
s a — Zi_,l ety © (o F ML o+ M) € U, entao a satisfaz mina propriedade dada.
Entao esta propriedade ¢ chamada suficientemente geral ¢ qualquer clemento de I que
satisfaga nma propriedade suficientemente geral ¢ chamado elemento suficientemente

geral com relacao a esta propricdade.

A vantagem de uma propriedade ser suficientemente geral ¢ que se o corpo k ¢
infinito, ¢ possivel encontrar pelo menos um elemento satisfazendo finitas propriedades
suficientemente gerais, pois a interseccao finita de abertos de Zariski é ainda um aberto

de Zariski.

4.3 A Definicao de Multiplicidade Mixta

Nesta secao, vamos provar o Teorema 3.4.4, para o caso de um numero finito de
ideais M-primarios. Quando provamos o Teorema 3.4.4, definiinos os cocticientes do
polinémio homogéneo de maior grau, como as multiplicidades mixtas de dois ideais
M-primarios, mas nao demos informacoes de quem elas eram realmente, exceto so-
bre algumas de suas propriedades elementares. Provaremos aqui, que elas sao na
verdade, a multiplicidade de Samuel de um ideal M primadrio, gerado por elementos
suficientemente gerais, mais precisamente, de clementos superficials.

O teorema abaixo, ¢ o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.3.1: (23], pag. 302) Seja (4, M, k,d) um anel Noetheriano local, onde
k é um corpo infinito. Suponha que [y, ..., I sao ideais M-primadrios e que M scja

um A-moédulo finitamente gerado. Entao existe um inteiro ¢ > 0 tal que
A i s A
LM/ - I M),

é um polinomio com coeficientes racionals em ny, . .., ng, de gran dim(Af), se n; > ¢,
para cada i, 1 <7 < 5.

O polinémio homogénco de grau dim{M) em L(M /1" ... 17+ M) pode ser escrito
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cOmo
- 1 [I[ffll 1[(’;}. Ajl ”(h . ,H(ls
Z d'...d)" T T ! '
dy+...+d=dim(Af)
onde [[41, ..., I']; M] é um inteiro positivo.
Antes de passarmos a prova do teorema, definiremos os simbolos [7 lad o Jlds) Ar ],

e enunciaremos un lema que garantird a existéncia de elementos suficicntemente gerais
com propriedades nccessarias a demounsiragao do Teorema 4.3.1. Tambémn provaremos

varios lemas necessdrios para a sua demonstragao.

Definicao 4.3.2: O inteiro positivo [IW'], o I M] é chamado a multiplicidade

mirta do modulo M de tipo {(d, ..., d;) com relacao aos ideais £y, ..., [,.

Pretendemos no final desta secao, mostrar que o simbolo [de'], 1 LOF M] é na
verdade, a multiplicidade e(Ig(“’)\lj +.. .—I—I;‘I*‘A‘*;), de um ideal gerado por dy clementos
superficiais de 1y,. .., d, elementos superficiais de I;. Fm resumo, queremos mostrar
(que

PSR (.Y 0 (R R I (S}
Lema 4.3.3: ([23], pag. 303) Sejam [;. ..., I, ideais M-primarios num ancl Noethe-

riano local (A, M, d, k) com corpo residual & infinito ¢ M um A-mddulo finitamente

gerado. Defina I =1y e J = (lo,.. ., L), pp = (ng,....n5) ¢ J" =" " Entdo

dado um sistema minimal de geradores ap, . ... a; de T, existe um aberto ndao-vazio de
!

Zariski U C k' e inteiros ng e pg = (n,.. ., n?) tais que para a = 5 @,a; tem-sc para
=1

n>ng, > poc (o Mo g+ M) C UL Além disso, para a € I nestas condic¢des

temos

(e IPM o ey Iy M =0 T M (4.1)

Definigao 4.3.4: U elemento a € T nas condicoes do Lema 4.3.3 é chamado um

elemento superficial para f,,... I, ¢ M.

Observagao 4.3.5: O Lema 4.3.3, mostra que elementos superficiais sempre exis-

tem, desde que 4 seja um anel local com corpo residual infinito. O mesmo lema
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também prova que existem a;.....a, elementos do anel A satisfazendo a seguinte

condigao: os primeiros d; sao elementos superficiais pertencentes a f),... 1, ¢ 0s

altimos dy, sao elementos superficiais pertencentes a /[,
() préximo resultado é o Lema de Artin-Rees generalizado.

Lema 4.3.6: (Lema de Artin-Rees Generalizado) ([9], pag. 63) Sejamn [y, ..., I,
ideais M-primarios do ancl local {A. M) ¢ M nm A-mdédulo Noetheriano. Entdo

existem um inteiro ng e jo € Z"7" tais que
1" JEM NaM — rome i (e JROAM M a M),
para todos n > ny e u > .

Lema 4.3.7: ([23]. pag. 303) Sejam [Iy..... [, 1, 49, como no Lema 4.3.6 com

it > g e nosuficientemente grande. Entao temos

(I"JEM g @) = (0 g @) + (19 J#M)
e vy como em (4.1).

Demoustracao: Scjam € (0 :ay a)+ 1" J#M. Entao m = +imng. onde iy € (0 1y
a) e my € 1UJ" M. Segue disto que amy = 0. Além disto, I" JHM C (I J*M 2y a),

pela 4.1, o que nos fornece mly, € (I"J*M 1y a), ou scja, amy € ["J*M. Portanto,
am = amy + amy, = amy € 1" JPM,

ou scja, m € (I"J*M 1 a).
Reciprocamente, seja m € ({"J¥M 13 a), isto é, am € ["'J# M. Entao pelo Lema

4.3.6, existen ny e g tais que
IV JEM NaM = [hre e o ([mo Jrop A aM),

desde que 7> ng ¢ o> pg. Como [t o Juoko(fro Jro Al rya M) C I 0 JH7H0 ) segue

que arn € I ™ JFEoq M | Entdo eserevemos, am = am’ com ' € [ "0 JE7H0 Como



110 Capitulo 1. Multiplicidades Mixtas

os ideais I, sao M-primarios, se v é suficientemente grande, tem-se m’ € J¥7¥ A C

I J#o M. Portanto. para ¢ suficientemente grande, m’ € 1™ .J*A{. Finalmente

am = a(lm —m') +am’ = em’ € 1" J"'M,

desde que m — m' € (0 :37 a). Isto prova a igualdade. u
Lema 4.3.8: ([23], pag. 305) Scjam [;.....I,. como no Lema 4.3.6 com u ¢ n

suficientemente grande, Entao
(I T M ay a) /(I YY) ~ (0 1y a).

Demonstragao: Pclo Lema 4.3.3. (I"J*M 13 a) = (0 237 a) + (I"J*M). vy como
em 4.1. Entao segue que
(I JHM g @) /(TP MY) o TJPM sy @)/ (TVJPM oy a) O IOV TR M)
~ ((IMJRM pp a) + 19 JRM)Y T S
= ((0:ar @) + T JHM) + I JrAD)Y T T M
~ (0 o) /(I TRM 0 (0 2 a)).
[ixemos ¢ > p1g. O comprimento do lado direito da iltima equagao, depende de v,

mas por sua vez, o lado esquerdo nao depende. Como " J#*MN(0 @5y «) é decrescente.,

entao necessariamente devemos ter
I JEM (0 g a).

como queriamos demonstrar. [ ]
Lema 4.3.9: ([23], pag. 301) Sejam {,..... I, ideals M-primarios, n e u suficiente-
mente grandes. Entao a sequéncia

0 — (I J'M iy @)/ IV MM — MV JRAM —

M/ IRM — MM JPAL V aM — 0
¢ exata, onde a aplicacao
M/ VIEM — MMM

¢ a multiplicacao pelo elemento superficial a € /.
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Demonstra¢do: Considere a aplicacio xa : M/I" ' J*M — M/I"J*M. Esta

aplicacao é definida por
m+ 1"V JEM = am + 1"V IR M.

Ela é bem definida e Ker{xa) = (I"J*M :p; a)/I" 1 J#M.

Por outro lado,
M/ TPM + aM) ~ (M/IMJPM) Ja(M/IT M),
Portanto a aplicacdo
M/ JEM — (MJ(ITFM) (M1 M)

definida por
m— m+a(M/(I"J'M)),
¢ bem definida e sobrejetora. Além disso, Ker() = Im(xa) = a(M/I"J*M). Por-

tanto a sequéncia ¢ de fato exata. [ |

Demonstracao do Teorema 4.3.1. A prova ¢ por induc¢ao sobre d = dim M. Se
d = 0, entdo, por definicao, dim (A/ann(M)) = 0. Agora M/ann(M) ¢ o unico ideal
primo de A/ann{M) e pelo fato de dim (A/ann(M)) = 0, cle também ¢ seu Unico
ideal primo. Como dim (A/ann(M)) = 0, entao todo ideal de A /ann (M) ¢ nilpotente.
Segue que existe um inteiro positivo r dependendo de M tal que (M/ann(M))" = {0}
({0} ¢ o submdédulo nulo de A4/ann(M)).

Se para algum n,, ..., ng tivermos 17 -+ - I C ann(M), entao
M/ I M) ~ M,
e portanto, Hpy(ny, ..., ny) = L(M). Se I'"--- I nao estda contido em ann(M),
entao o ideal (I - 1% + ann(M))/ann(M) é nilpotente, isto ¢, cxiste um inteiro
positivo, r* tal que
P’ of
(L7 I + ann(M)) fann(M))" =0,

ou seja (I7 -+ rI%)" C ann(M). Portanto para ny,...,n, suficientemente grande,

podemos novamente definir Iy (ny, ..., ng) = L(M).
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Suponhamos que o teorema ja foi provado para A-mddulos Noetherianos de di-

mensao d -- 1, isto ¢, se dim M =d —1e I1..... I, ¢ um conjunto finito de ideais

M-primarios do ancl local (A, M), entao o comprimento A-médulo
M/T*JEM

¢ um polinomio de grau d — 1. Considere a sequéncia exata
0 — (I"JHM oy @)/ TV JPM — M/ VM —
MIPIEM —— MJTVJPM 4 aM — 0
do Lema 4.3.9. Entao pela aditividade da funciao comprimento, temos

La(M/I"JEM = adl) = Ly(M/I"J"M)—

| 4.2
La(I"™ JHA) + Ly (I T*M oy a)/ 17~V I M), (4.2)

Mas, desde que pelo Lema 4.3.8, (I"J*M :p; a)/I"7"J*M =~ (0 1 a), temos da

Equacio (4.2) que
La(M/T"JEM M) = La(M/I"J*M) = La(I" “JEAM) + La((0 7 a)),  (4.3)
ou seja
Hy(ng,ooong) = y(ny — 1,000 ony) = Hypjaar(na, oo ng) — La(0:1a). (4.4)

Acontece que dim (M /aM) = dim (M) — 1. Portanto, segue disto ¢ pela hipétese

de inducao, que Hyon(ny, ..., ng) é um polindmio de grau d 1, para ny,....n,
suficientemente grande. Como os polinomios Iy (ny, . ...n) - Hy(ng — 1,...,n)

diferem de Hagpans (..o, ny) apenas por uma constante, entao segue do Lema 4.2.8,

que Hyr(m, ..., ng) € um polinomio de grau d, como queriamos demonstrar. |

Vamos agora mostrar que a multiplicidade mixta, ¢ de fato, a multiplicidade de
Samuel de um ideal gerado por uma sequéncia de elementos superficiais. Para isto,

considere os termos de tnais alto gran do polinomio

Hy(na,oooong) = My = 1,000 ong) = Hygpaar(n, oo ong).
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Entao, segue que

(78I M) =15 T% M aM).

B

Acontece que pelo Lema 1.3.3, ¢ possivel encontrar um elemento superficial para

I, g e M/aM. Entao prosseguindo teremos encontrado

(IO, T% M) = [ags M/(ay. ... ag_1) M),

]

onde ag pertence a pelo menos um dos ideais [, .... 7, ¢ é um elemento superficial
para Iy.... [ e M/(ay,...,aq 1) M. Mas, suponhamos que aq € I;, entao mostra-se
em ([34], pag. 294 - 295) que se dim A = 1 entdo a multiplicidade do ideal I, e do

ideal agA comncidem. Mas dim (M/{ay. ... qq-1)M) =1, logo

elag. M/(ay. ... uq-)M) = e} M/(ar....,aa-1)M) — (0 a1, 0y )M Qd)

que ¢ a multiplicidade de Samuel de um ideal gerado por uma sequencia de elementos
superficiais consistindo de d elementos, sendo que os o) sao elementos de I,...., e os

d, sao elementos de I,.

Corolirio 4.3.10: ([23], pag. 306) Scjam (A, M, k. d), [;1 < ; < 5, M como no
enunciado do Teorema 4.3.1. Seja (d|.. .., d,}) inteiros tais que dy+. .. +d, = dim M.

Entao os scguintes simbolos
crldi A 2ldi A TS
e(L MYIs Ay A

(N A/t N ey

(T M/ e gl

S0 1guais.

Demonstragiao: Scguc do comentario acima. |

Em particular, s¢ A é um anel Noetheriano local ¢ Cohen-Macaulay com corpo
residual infinito ¢ /,./ sdo dois ideais M-primarios, entio a aplicagdo H : N> —» N
definida por

H(ny,ng) = L(A/T™J")
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assume os mesmos valores que um polinomio de grau d = dim A ¢ o termo de mais

alto grau se escreve como

74
_ l (l i i d—i 3
Almn) = 503 | feall 0 T ng ),

1—0 t

onde

eA(1H Y = La(A/ (T4 © + gl .4)

e [0 4 ) 1A é um ideal gerado por uma sequéncia de elementos superficiais con-

sistindo de d — 7 elementos de I e ¢ clementos de J.



Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo, daremos uma aplicagao geométrica das multiplicidades mixtas.
Consideraremos o anel O, — C{zy,z,...,2,}, das sérics convergentes sobre C,
localizado no ideal maximal M = (zg,2z1,...,2,) ¢ continnaremos chamando scu

ideal maximal de M.

5.1 O Numero de Milnor

Para uma melhor compreensdo do vocabulirio matemdtico do inicio desta se¢ao re-

comendamos [24].

Seja f : (C*'1,0) -~ (C,0) um polinomio nao constante em n -+ 1 varidveis, e

V. — f 1(0) a hipersuperficie complexa definida por f, com singularidade isolada no
ponto 0.
Dado ¢ > 0, cousideremos os seguintes subconjuntos de €+,
Do={zeC"":|z] <€}
|

=€

Se={zeC"":

K -VnSs,.

Teorema 5.1.1: (Teorema da Fibrag¢io de Miluor) ([24], pag. 3) Seja z um

ponto qualquer de ¥V ¢ se S, é uma eslera suficientemente pequena centrada em z,

115



116 Capitulo 5. Aplicagoes

entdo S, - K ¢ um fibrado diferencidvel localmente trivial sobre S', com projegio

#(z) = F(2)/If(2)] e fibra Fy = ¢ 1(e).

Teorema 5.1.2: ([24], pag. 5) Suponhamos que z = 0 seja uma singularidade

isolada de f, entdo
fiDen f7H(B, —{0}) — B, — {0},
é a projecao de uma fibragao localmente trivial, onde B, = {w € C: |w| <}

Observacao 5.1.3: ([24], pag. 6) Os resultados do Teorema 5.1.1 ¢ do Teorcma
5.1.2 se correspondem, pois se w € € possui modulo suficientemente pequeno, entao

f Yw)yn D, ¢ difeomorfo & I,

Teorema 5.1.4: ([24], pag. 7) Cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de

um bouquet de S™v ... vS" esferas.

Definigao 5.1.5: O numero de esferas S do bouquet ¢ chamado o nimero de

Milnor de [ em 0 ¢ ¢é denotado por .

Definigao 5.1.6: Dois germes (X, 0) ¢ (X', 0) sdo chamados topologicamente equiv-

alentes se existe umn germe de nm homeomorfismo
@ (CM0) - (C0)

tal que ¢(XX,0) = (X7,0). Também dizemos que os germes (X, 0) e (X',0) sao de

mesmo tipo topolagico.
O proximo teorema mostra que o mimero de Milnor ¢ nmn invariante topoldgico.

Teorema 5.1.7:  {[23], pag. 295 ou [21], pag. 11) Sejam (X,0) ¢ (X", 0) dois ger-
mes com singularidade isolada em (C*,0). Se (X,0) e (X’,0) sdo topologicamente

equivalentes entdo (X, 0) = (X', 0).

Dada f = 0 a equacdo de um germe (X, 0) com singularidade isolada, podemos

definir o ideal jacobiano de f, denotado por j(f), como o ideal de O, gerado pelas
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derivadas parciais de f, 1sto é,

Temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.8: ( 24], pag. 23) Seja j(f) o ideal jacobiano de um germe de Oy y,.

i

Fntao dim ¢ < 00 s¢, ¢ somente se, 0 ¢ wina singularidade 1solada de f.

I
Observacgao 5.1.9: No Capitulo 1 de [24], ficou provado que o nimero de Milnor
. . . . .+ 1 - . .
s f), de um germe com singularidade isolada, ¢ dim ¢ ](";) sao lguais.

Definigao 5.1.10: Definimos o nimero de Milnor de uma hipersuperficie complexa

com singularidade isolada (XX, 0) por

O‘It
e

ou seja, o miunero de Milnor de um germe com singularidade isolada, nada mais ¢ do

0) = p(f) =dim ¢

que a multiplicidade do ideal jacobiano de qualquer representante do germe.

Observagao 5.1.11: 1) Convém observar que o ideal j(f) ¢ un ideal M-primario,
desde que f tenha singularidade isolada.

2) O nimero de Milnor ¢ um objeto geométrico, enquanto dim (Cj?}g ¢ um objeto

algébrico

5.2 O Calculo do Numero de Milnor

Em [24], virios exemplos foram calculados para o nimero de Milnor. Nesta segao,
pretendemos calcular alguns desses exemplos usando as Léenicas que apresentainos 1o

Capitulo 2.
Exemplo 5.2.1: Seja [ (C*'',0) — (C, 0}, dada por

f(z0y 210 2n) =254 20+ + 3
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O ideal j(f) = (220,221, ....22,) ¢ 0 jacobiano de f. Note que f tem uma singulari-

dade isolada em z = 0. Entao

. Opi
¢ (23[], 220, ..., 2,37,] (97,_ I |) - (l’J,TN,,q_f — " —
(2z0. 221, ..., 22,)

= 1
Exemplo 5.2.2: Seja [ (C%,0) — (C,0) dada por
flx.y) =2y + "
O ideal (2xy, 2% + 4y*) ¢ o jacobiano de f. Note que os conjuntos {2z, 27 + 4y} ¢
{y, 22 + 4y} sao sistemas de multiplicidades em .. Portanto pelo Teorema 2.4.6,
{2xy, #* + 4y*} também ¢ un sistema de multiplicidade em Oy, Portanto

c(2ey, 22 b 4Oy = (20, 0% 4 P Og) + 2y, 2% + Ay |Oy)

c(y?|Cly}) + (:1:2\((:{;1'})

= .
Vamos calcular o nimero de Milnor de germes determinados por polinomios quasi-

homogeéncos.

Definicao 5.2.3: Scjam dy,dy, ..., d, nimeros racionais positivos. Uin polinomio

J (20,21, - -, z,) ¢ dito quasi-homogéneo de tipo (dy, dy, .. ., d,,) se ele pode ser expresso

como combinacdo linear de monomios zz)' -+ - zr tal que
7.'(') | "':n
do 0 dy,

O proximo teorema cstabelece uma formula que permite o calculo do ntimero de
juc |

Milnor com relativa facilidade em determinadas situacoes.
Teorema 5.2.4:  Scja f(zy, 21, . ... Zp ) um polinomio quasi-homogenco de tipo (do, dy, . ... d,,).
tendo na origem uma singularidade isolada. Entao

jo= do = 1)(dy — 1)+ (dy — 1).

Exemplo 5.2.5: Secja f(r.y) = 2° + ¢°. Temos que [ ¢ um polindmio quase-

homogéneo de iipo (2,3) e entio pelo Teorema 5.2.4,

p=2-1G-1) =4
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5.3 Multiplicidades Mixtas e o Numero de Milnor

Seja [ — 0, f € C{zp,21.....2,} = Oy, uma cquagio para min germe de uma

hipersuperficie complexa (. 0) € (C.0), isto ¢,
(,\’(),0) = {Z.' S C’"H . f(Z) = ()}

ou, de outra forma, (X;.0) = [/71(0).

Definicao 5.3.1: Um ponto : € (X, 0) é charnado win ponto regular, se existe pelo
menos um indice i,i & {0,1,...,n} tal que
af
dr;
Caso contrdrio, z ¢ chamado um ponlo singular, on uma singularidede do germe
(Xy.0).

Dizemos que z € (Xg, 0) ¢ uma singularidade isolada do germe (X, 0), se existe

(z) #0.

uma vizinhanca aberta de Xg {0} tal que o germe ¢ regular nesta vizinhanga.

Para os nossos objetivos, vamos supor que os germes sao reduzidos.

Seja G o espago das Grassmanianas de ¢

Teorema 5.3.2: ([23], pag. 299) Scja (X.0) C (C"*!) um germe de uma hiper-
superficic analitica complexa reduzida. Para todo 0 < ¢ < n 4 1 existe uma aberto
denso de Zariski Uy de G tal que o tipo topolégico de (X M H, 0) sao independentes

de H c U,

O Teorema 5.3.2, permile falar do tipo topoldégico de nma scgao plana geval 4 de
(X, 0), que chamaremos de subespago linear geral de dimensao o, Entao pelo 'Teorema
307, w(XNILLO) = p( X H', 0) para qualquer subespaco linear genérico H que passa
por 0. Note também que (X 1 H.0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada
e, portanto faz sentido falar do ndmero de Milnor de um subespago linear geral de

dimensao h, para 0 < h <n 1+ 1. Segue que o munero
(X, 0) = (X N IL0)

¢ bem definido.
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Definicao 5.3.3: Scjam (X, 0) um germe com singilaridade isolada na origem ¢ H
um subespaco linear genérico de dimensao h, para 0 < A < n + 1. Entao podemos

definir o niimero de Milnor de (X' 1 H,0) pela igualdade numérica

. On—'—l
(XNHO) = pu(fly) =dim ¢ —r—.
A sequéncia de ndmeros
X, 0) = (TN, 0), L (NL0) (YL 0), 10X 0)),

é chamada a sequéncia j*-invariante de (X,0).

Vamos procurar determinar explicitamente a sequéncia £ (X, 0). Para isto. sejam
I =MeJ=7j(f), onde f =0 ¢ acquacio de um germe com singularidade isolada

na origem. Considere também a funcao
]&:\'0’() : N? — N,

definida por

- P J— ] O v
1\(/\"(1,0)(71 '5) = dim 'ICO-H—:—I/I"' ](}() :
Ja sabemos que para valores sulicientemente grande de 7 e s, a fungio Ky, p assume
0s mesmos valores que um polinémio em r e s de grau igual a dimensiao de @, 4.
Além disso, o polinomio homogéneo de maior grau tem a forma
. 1 ~f n+1
- o) — ~(h), A1 =h f _—
Kixom(r,s) = g /1.( Dyl =h b (5.1)

(”' { ]) =0 !

onde ™ ¢ a multiplicidade da restricio do ideal jacobiano j(f) a um subespaco
linear genérico de (C"+10).

Teissier ([23], pag. 308), mostrou que o ideal jacobiano da restricao da f com um
subespaco linecar genérico H de dimensao f e a restricao do ideal jacobiano a H tém a

~(h

mesma multiplicidade, ou seja. g™ = p™ . Portanto, podemos reeserever a equacio

{5.1) da seguinte forma
1 41 ,
‘(Ir),_,nv+l—h,'_h'

7—{)

R'(«\'U,U) (7', \) —

Portanto tenios o seguinte teorema.
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Teorema 5.3.4: (23], pag. 315) Seja (Xy.0) < (€', 0) um germe de uma

hipersuperficie analitica complexa com singularidade isolada. Escolhemos as coor-

denadas (zg, ..., 2,) para (C"71,0) ¢ wma equacao f — 0 para (\Xy. 0). Consideremos
o, i If - . : - - . -
Jf)y = (:)Tf“ e ‘.;:lfr ). M = (2.....2,) ¢ aplicacao K : N* — N definida por

[{(”‘lf n?) = LAO71+'] /M'l;‘j(l}v)’“.

FEntao para n,, noe suficientemente grandes. & assume os mesnios valores que um

polinémio de gran n + 1 cujo termo homogéneo de mais alto grau se cscreve como

o 1 - n+1 R
/\(_‘\'0,0)(7-’ -,) — (n *T)l Z ' ‘“\i )_,_ —1 J'Sh7

“0 1

onde [l.-(h) = /,,_,(,_."',)(XO).
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Apéndice A

Localizacao

A.1 Localizacao e Multiplicidades

Seja A um anel e S5 um subconjunto multiplicativamente fechado nao-vazio tal que

1€ 5. Arelacio ~ em A x S definida por
(a.8) ~ (b, ) < (et — bs)u =0

para algum v € S ¢ uma relacdo de equivaléncia no conjunto ~ em A x S, 0
conjunto de todas as classes de equivaléncia em 4 x S é denotado por S™'A. A classe

NP , a , o
de cquivaléncia do par (. s} serda denotada por —. Vamos definir uma estrutura de
S

o . @ v - .
ancl em S YA, Sejam — e . duas classes de S™'A. Defina a sua soma e scu produto
5 .

do seguinte modo:

a b at + bs
g t st

ab 3 ab

st st
O anel § A ¢ chamado o anel das fracoes de A com relagao a S. A aplicagao
. . - ‘ @, . ..
f A -—— 5714 definida por f(a) = \ ¢ um homomorfismo de anéis, chamado de

homomaorfismo natural,

Exemplo A.1.1: Scja P um ideal primo de A, Claramente S — A4 — P ¢ um
subconjunto multiplicativamente fechado de A ¢ 1 € S. Denote Ap para o ancl

S YA, Ap ¢ um anel local, chamado a localizagdo de P.

123
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Analogamente, scja M um A-modulo. Defina uma relagao ~ em A x S como
(m,s) ~ (m',s") & existe t € S tal que t(sm’' — s'm) = 0.

Verifica-se que ~ é uma relacao de equivalencia no conjunto M x S. O conjunto de
las s classes é d ] ST'M ' -aco
todas cstas classes é denotado por ST'M e com as operacoes

m m  s'm+sm'

g s ss’

S m anm

s8 ss]
torna-se um S *A-médulo.
Passaremos de agora cm diante a denotar o anel S7'4 ¢ o S7'A-mdbdulo S~ M

por Ag ¢ Mg, respectivamente.

Scjam A um ancl Noetheriano nao necessariamente local. A um A-mddulo Noethe-
riano e 7y ..., v, elementos de A que sao um sistema de multiplicidade em M. Nos
usaremos o simbolo M para denotar um clemento maximal qualquer de A ¢ [y

A — Ay para denotar o homomorfismo canénico de A na sua localizacao em 4 4.

Teorema A.1.2: ([13], pag. 332) Sejam M um A-mddulo Noetherianoe v, . .., v,um
sistema de multiplicidade em M. Entao para todo ideal maximal M, Ay é um A -
moédulo Noetheriano e fa(vi) ..., far(7s) é um sistema de multiplicidade em M.
Além disso, existe apenas um nimero finito de ideails maximais M para os quais

T (fu (’}’1) oo fm ('Ys)

maximais que contém o ideal {(Ann (M)~ ... ).

My} # 0 ¢ esse ideais maximais ocorrein entre os ideais

Teorema A.1.3: (Principio da Localizagao) ('13]. pag. 333) Sejam A um anel.

M um A-médulo ¢ v .. .. v, um sistema de multiplicidade em M. Entao
ealvre o vl M) — Z Can(Faaln) o falvs) [M ).
M

Sejam A ¢ A" dois andis tais que A C AL Dizemos que A’ ¢ uma extensdo de A
se a aplicacao inclusao ¢ 1 4 — 4" é um homomorfismo de anéis. Neste caso dizemos

que A ¢ um subanel de A’
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N ()
o«

Seja A" uma estensao do anel A. Dizemos que um elemento 2 € A’ é integral sobre

A se ele satisfaz uma relaciao da forma
" a L +a, =0,

onde ay,....a, estao e A e n > 1. Note gque todo elemento de A e integral sobre A.

Se os tnicos elementos de A’ que sdo integrais sobre A sdo exatamente os elementos

de 4, dizemos entao que A ¢ integralinente fechado sobre A’

Suponha que o anel A seja uma estensao integral do anel A. Vamos denotar por
M. um elemento maximal de 4. M4 N4 é nm ideal maximal de A ([13],pag. 92).
Qualquer A'-moédulo ¢ automaticamente um A-maédulo e, além disso, A’/ M, pode
ser considerado como mmn espago vetorial sobre o corpo A/ My N A ([13], pag. 333).

Denotaremos por [(A'/ M+ A/ My N A] & dimensao deste espago vetorial.

Teorema A.1.4: (Férmula da Estensao) ([13], pag. 333) Sejam A’ uma estensio
integral de 4, M umn A-mdédulo e v, ..., 7, clementos de A. Suponha que

i) M ¢ Noetheriano tanto como A-mdodulo quanto A'-mdodulo;

i) v ..., 0 sistema deipultiplicidade quando M for cousiderado tanto como
A-médulo quanto A~modulo. FEntao temos

ealm ol M) =) e, e () S ()

M

;’UMA,)[A’/M,,V : A/j\/[,qv M A],
onde faq,, denota o homomorfismo canonico de A" em Al .

Observagao A.1.5: 1) Sc M, ¢ tal que e (far ) () == 0 e acontecer de
My :
A M s A/ My 0 A] = oo, entao seu produto pode ser considerado como sendo 0.

2) Se A = A, entdo obtém-se o Teorema A.1.3 a partir do Teorema A.1.4.

Teorema A.1.6: ([13], pag. 331) Sejam A um ancl local ¢ ..., v, um sistema de
multiplicidade em A, Entao s > dim A, Além disso, s = dim A se, ¢ somente se,

ealr- %A > 0.

Teorema A.1.7: Scjam A um ancl. M wm A-modulo Noetheriano e 3.,y um

sisterna de muluiplicidade em M. Suponha que para todo ideal maximal m contendo
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o ideal (Anna(M), v, ....7,) tenhamos ht (M /Ann(M)) < s. Entao
calv....wlM) =0

Teorema A.1.8: (Lei Associativa) ([13], pag. 342) Scjam A um anel ¢ M um A-
modulo finitamente gerado. Além disso, seja v, ..., v, um sistema de mltiplicidade

no préprio A. Se agora ¢ ¢ um inteiro satisfazendo 0 < i < s, entao

Mpleap(mp(y) o mp (%) R/P).

ealm ...,

YlM) = eanlfrlv) ..o fp(m)
ol

Aqui P percorre todos os primos minimais do ideal (v, ... v,). fp : A = Ap ¢ 0

homomorfismo candonico de 4 em A/p e mp é a proje¢io candnica de A em A/P.



Apéndice B

Teorema de Rees

B.1 O Complexo de Koszul

Neste apeéndice, daremos duas generalizagoes da nogao de reducdo. aplicada a
um conjunto de ideais m-primdrios U = {f,...,1,} de um anel Noetheriano local
(A, M) de dimensao d. A primeira ¢ chamada de reducao completa de U e a segunda
generalizacdo ¢ chamada de “joint reduction”. Nesta tltima. tomaremos s = d. Além
disso, definiremnos multi-filtracao de um conjunto de ideais m-primarios de um anel
Noetheriano local (4, M) e demonstraremos o Teorema 3.4.4 para mais de dois ideals
M-primarios [ ¢ J, mostrando que as multiplicidades mixtas, sao nauweros inteiros
nao-negativos. Por todo este apéndice, estarenios supondo que o anel A é Noetheriano
de dimensao positiva d.

Os resultados deste apendice, sobre complexo de Koszul, podem ser encontrados
em (131

Por um complezo de A-modulos entendemos uma sequencia

e My Py, M, = A (B.1)

de A-mddulos ¢ homomorfismos, extendidos indefinidamente em ambas as diregoes,

com a propricdade que

127
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dyod, ., — 0. (B.2)

para todos os valores de n. O A-mddulo A, serd chamado de o modulo componente
de grau 7, ou a n-ésima componente do complezo. Iremos nos referir a d,, como o

n-¢simo homomorfismo de bordo .

() complexo (B.1), sera denotado simplesmente por (M. d), onde d : M — M ¢

definido por d(x,) = d,(x,) para todo x, € M. Note que de (B.2), d? = 0.

7

Seja (M. d) um complexo de A-modulos. Defina
Zp(M) — Ker{M,, — M,_|) = Ker{d,} (B.3)

€

B,(M) =Im(M,, — M,) =Im{d,}. (B.4)

Os elementos de 7, (M) sao chamados os n-ciclos de M e os clementos de B, (M)
sao chamados os n-bordos . Segue de (B.2) que B, (M) C Z,(M) e, assim podemos

definir o médulo quociente
H, (M) = Z,(M)/B,(M). (B.5)
Chamaremos H, (M) o n-ésimo mddulo de homologia do complexo (M. d).

Sejam v, ...,%s. onde s > 0 elementos do anel A. Vamos construir o complero
de Koszul do A-médulo M com relacao aos clementos vy, ..., v, do anel A4, que serd

denotado por K (v, ....%!M) ou, as vezes, por K(~

M), e tem a forma

d:a— 1 (]]

0= K, (/M) —~ K, (5]1) Ko(v M) -—0 (B.6)

Para 0 < pp < s, a p-ésima componente de K, (M) ¢ uma soma dircta de (
H

coplas de M. onde ¢ o coeficiente binomial usual. Assim quando s = 0,
i



Apéndice B. Teorema de Rees 129

Ko(.|M) é simplesmente

o () M —>- (13.7)
onde M ocorre como a componente do complexo Ky(. ).
sejam 15 ... T, novos simhbolos e escreva

1\](”}'1 vy Asldll) = <Di1<:---<ji,, -11:[:1 T

i

onde iy, .. 7, sdo inteiros que variam de modo que 0 <4y < -0 <4y, < 50 Assim,
. . , . . R} ..
quando 0 < p < s, K, (v, .00 M) é de fato uma soma direta de copias de
J

M. Um elemento arbitririo de X, (7.....75]3) tem wma dnica representaciao na

i

E 7'11...1',‘. .[}1 T Tv,,)

il .::....(i“

forma

onde 7y, € M. No caso =0, temos Ko(v,...,7v M) = M.
Vamos definir o n-ésimo homomorfisino de bordo

dy Kl ovdM) — Ky (v M) (B.8)

para valores de g tais que 0 < g < s,

Suponha que g seja como acima ¢ que iy, ..., i, sejamn inteiros positivos para os
quais 1 <4 < - < i, < 5. Desde que cada elemento de ], (v, ... v, [ M) ¢ expresso
de forma unica como una soma de elementos da forma +45 ---T, . onde r ¢ M
podemos definir d, e cada parcela desta soma e depois extender por lincaridade.

Desta forma delina

it
e _E vl L
d;l.(7111_ e -[1,4) - ('l) Jl;,]'l,l ’ 113, 2yt (Bg)
Pl
onde o simbolo T; . significa que 1;, foi omitido da parcela (=0T -G, -,

. Note que d,, ¢ um homomorfismo de A-mdédulos, d,d,.; =0 ¢, alén disso,

dy

d,:c'r r s d 1
coe—e Ny (| M) T s K, (M) ——== K, ((v[M) (B.10)
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¢ realmente um complexo de A-moédulos.
Desde que K(~q.....v|M) é um complexo. podemos formar seus maodnlos de

homologia. O p-ésimo maodulo de homologia sera denotado por
H, K (v, v M).
Naturalmente, H,K(v.....7iM) = 0 quando x> 0 e p < 0.

Quando & = 1, temos que Ki(v,....v|M) ¢ igual a soma direta de s cdépias de

M. Entdao (B.9) assegura que

dy(e1;)) = e (B.11)
Naturalmente um elemento arbitrdrio de Ky (v, ..., v,/M) tem a forma
Z ¢/ 1,
onde ¢; € M e por (B.11), temos
dl(z (ITJ) =mer + ...+ Y.

71

PPortanto,
Im(d))y =M+ ...+~ M
e desde que K 1(v....,v|M) =0, temos
HoK (v, vslM) = M/ (v M+ ..o+ v M),

Agora, quando ;1 = s temos que K(vy,, ..., ~s! M) é a soma direta de M apenas uma
vez, isto ¢, K(v,....7|M) = M. Assim cada elemento de K(~,....v|M) é da

forma T, ... T,. Entao por (3.9),

dy(eTy ... T,) =) (1) ely . T,

p—=1
Desse modo, dg(e¢T) ...T,) = 0 se, e somente se. v;e = 0 (identificamos €T, ... 7T com

c), para i — 1...., s Desta forma, temos
Ker(dy) = (00 v A+ ... 7,4).

Portanto desde que K (7v,....vs| M) = 0. temos gue

H.q.[\r(r}']._ R A'SL"‘]) = (0 AN —1 + ... "'\“'1)
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Teorema B.1.1: ([13], pag. 364) Sejam A um A-mdédulo e ... .,~, elementos do

ancl A. Defina I — v 4 4+ ... + v, A Entao cada v anula os modulos de homolo-

gla H K (7. ..., v M) do complexo de Koszul de M com relagao a vy, ..., v, Em
particular, I ammla todos os modulos de homologia I, K (v, . ...y M).
Teorema B.1.2: ([13], pag. 369) Scjam 3/ um A-mdédulo Noetheriano e v, ...,

clementos do anel A tais que
LM/ (v M+ .. +v.M)

tem comprintento finito. Entdo, /1, K {7y, ..., 7v,/A) tem comprimento finito para

todo e {0,..., s}

Observacgao B.1.3: O Teorema (B.1.2), diz que se 5y....,7, ¢ um sistema de

s|M) tem comprimento finito para todo

multiplicidade em 3, entao I, K{vy, ..., vy

{0, 5}

Seja M um A-médulo Noetheriano e . ..., v, win sistema de multiplicidade e

M. Pclo Teorema B.1.2, cada médulo de homologia H, K (v, ....7|M), tem com-

primento finito. Portanto podemos definir

Xyt MY =3, (- DFLALK (1. 3 M), (B.12)

Note que esta soma é finita, desde que o somando é sero se g > s ou p < 0. Iremos
mostrar que

X (s M) = ealvr, .. oovs| M), (B.13)

Observe que sc s = 0, entao da Equagao (B.12), coucluimos que
X{|M)=eal.lM). (B.14)

Auntes de provarmos este resultado, vamos fazer algumas observagoes ¢ enunciare-
mos alguns teoremas.
Supouha que (A, d) é umn complexo de A-médulos tal que todos os médulos compo-

nentes tenham comprimento finito ¢ no mdximo um nimero finito deles sao nao-nulos.



132 Apéndice B. Teorema de Rees

> (-1 La(My) (B.15)

n

esta bem definida. Esta soma ¢ chamada a caracteristica de Luler-Poincaré do com-
plexo (M, d).
Os proximos teoremas sao essenciais na demonstracao de (B.13) ¢ na compreensao

do que faremos na proxima scgao.

Teorema B.1.4: ([13], pag. 355) Sejam M um 4-mddulo e v,..., v, um sistema
M). Entao

de multiplicidade em Af. Considere o complexo de Woszul K {~...., v,

a sequencia
0 > HK(y[M) —» Hy {K(7v|M) > — HIK(v|M) — HoK(v|M) — 0
(B.16)

é exata.

() complexo do Teorema (B.1.4), é chamado o complexo de homologia do complexo
M).

Sejam M’ M e M" complexos de A-médulos e seja 0 M — M e M — M”

K

aplicacoes de complexos. Dizemos que

0— A —2 ) — a0 (B.17)

é uma sequéncia exata de A-mddulos se

y di-n ',-'lr'nv | .
0-— M) M, M — ) (B.18)
¢ uma sequencia exata de A-moédulos, para todo n.
Teorema B.1.5: ([13], pag. 362) Scja v;,....~, elementos do ancl A ¢ considere a

seguinte sequencia exata de complexos de 4-mddulos.
0— M —M-— M —0.

Futao os médulos de homologia dos complexos de Koszul de A7 M’ ¢ M" com relacio

av1,...,%s estao conectados pela sequéncia exata:

0— HK(y| M) — HK(y

J[) — HQI\’(’\H ;"‘v”]") R
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H,K (| M) — 1K (~

My — H,K(v|M") —

H,U.—] I‘. (r\/

M) — Hy (K(3| M) — H  K(y[ M) — -

H, K(y|M') — H,_ Ky

M) — H,_ K(y

M") — 0 (B.19)

Teorema B.1.6: ([13], pag. 368) Seja M um A4-mddulo ¢ v,,..., 7, elementos do
anel 4. Se v, ndao é um divisor do zero em M, entdo temos so seguinte 1somorfismo
H Ky v M)~ LK (v | MM,

de A-modulos para cada valor de .
Vamos provar agora que a caracteristica de Euler-Poincaré X (vy,...,vs| M) é
aditiva.
Teorema B.1.7: Seja
00— M s M-—M —0

uma sequéncia exata de A-médulos Noetherianos ¢ suponha que cada termo admite

Vs oY como um sistema de multiplicidade. Kntao

X(vioov M) = X (v ovs| MY+ X (v M),

Demonstragao: TPeclo Lema B.1.2, todos os mddulos na sequeéncia (B.19) tém com-
primento finito. Como o comprimento ¢ uma funcao aditiva, o resultado segue apli-

cando L4 na sequéncia (B.19). n

Lema B.1.8: ([13], pag. 370) Seja M um A-mddulo Noetheriano ¢ vy,...,7, um

sistema de multiplicidade em M. Se v*M = 0, para algum m > 0, entao

Teorema B.1.9: Seja M um A-mddulo Noetheriano e . ...,v, um sistema de

multiplicidade em M. Entao

X(vise vl M) =ealv o
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Demonstragao: Faremos a demonstracao por inducao em s. Se s = (), entao por
(B.13), o resultado vale. Portanto, iremos supor que o teorema ja foi provado para
sistemas de multiplicidades em A7, contendo no maximo s — 1 elementos.

Tome F' = M/{0 :ar 47"), onde m foi escolhido de modo que v, nao é um divisor

do zero em F. Entao aplicando o Teorema B.1.7 a sequéncia exata
) — (0 iy “‘,/:"') ey M A 0,
obtemos que

Alr) = X(Al Ceey "‘r'3| ILV) 4 X(’:’;l: Ca "Ir"q| (0 A ’}/m))

S

Af(’)ﬁ, e Vs

¢ 1sto se rednz a

2l .
X ('H N

pelo Teorema B.1.8. Desde que v, nao é um divisor de zero em F, o Teorema B.1.6,

mostra que temos o seguinte isomorlismo
. - i nl 1
H K (v, oy v F) > HoOK (v oy | F v F)

de A-modulos. Segue disto que

por {B.20).

Por outro lado. temos
calyi v M) mealvn v v F) = ealmn v v FF).
pelas propriedacdes basicas do sirabolo da multiplicidade. Finalmente
Y T 1,%| F/“.r’sF) = X(:“.-"l-. . 1| F/‘“:’sF))

pela hipotese indutiva. Assim o teorema esta provado.



Apendice B, Teorema de Rees 135

B.2 Complexo de Koszul e Multiplicidades Mixtas

Nosso objetivo ¢ provarmos o Teorema 4.3.1 usando o Complexo de Koszul. Antes
de passarmos a prova do teorema. vamos fixar algumas notagoes que serao uteis na

sna demonstragao.

Suponha que U seja um conjunto de ideais fy,....7; do anel (A, M, k,d) ¢ R =
{ri,..., 75} mn conjunto de inteiros nao negativos. Entao U, denotard o ideal M-
primdario /[* -+ I’*. Porémn vamos modilicar isto de modo que rq,...,r, possam ser

inteiros negativos tomando /7 == A, se » for um inteiro negativo. Em seguida, seja
T = {t;,....t;} um conjunto de indeterminadas. Fntao se 7, ..., 7, ¢ um conjunto
de inteiros, escrevemos T para denotar o produto £1' -7, Também escrevemos
T ! para o conjunto {¢;',..., 7'}

Definimos o anel R(U) como sendo o subanel de A1, 7T '] consistindo de todas

as somas finitas
E (IRTR Cp € Z/{RA

() préximo teorema mostra a existéncia de redugao completa de um conjunto
U = {1, ..., 1} de ideais M-primdrios. Sua prova, além de extensa, nao ¢ relevante

para a continua¢io do nosso trabalho.

Teorema B.2.1: ([17], pag. 401) Scjam I,,. .., [ ideais de (4, M). Entao existem

elementos oy, (7 =1,....d) de J;, para i =1,..., 5, tals que se

y; =212 (J=1,...,d),
entao o ideal b =< yy, ..., yq > ¢ uma reducao de I, --- 1.

Definigdo B.2.2: Scjax,; (=1,....d,i=1,...,s) um conjunto de clementos do
anel (A, M, k,d) satisfazendo as condi¢oes do Teorema B.2.1. Entao dizemos que

esses elementos sao mma reducdo completa de U.

Definicdo B.2.3: Seja U — {/,.....I;} um conjunto de ideais M-primdrios do
ancl (A4, M.k, d), nao necessariamente distintos. Entao dizemos que um conjunto de

clementos z; (7 = 1,....d) ¢ uma “joint reduction” do ideal U, se 2; C I, para cada
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iq ¢ para algum R — {r,...,rq}

onde I = {ri, . .omi=1,...,rq}s

Observe que estamos definindo algo, que nem sabemos que existe. () seguinte re-
sultado nos fornece uma direcao para garantir a existéncia de uma “joint reduction”de

um conjunto finito de ideais M-primarios.

Teorema B.2.4: Scjam (A, M, k,d) c U = {/,..., 14} um conjunto finito de ideais
M-primdrios nao necessariamente distintos. ¥ntao o conjunto x, (1 = 1,...,4d), ¢é

uma “joint reduction”de U se, e somente se, o ideal

o
C:Z:I;'ijl ---j[“-](f?

i1

é uma reducao do ideal I; - - - {4, onde o simbolo I, significa que o ideal I, ndo aparcce
em xfy o Ly
Demonstragao: Vamos escrever a Equacdo (B.21) por extenso para entendermos

melhor. Entao,

r Te . qT { s . 7 | iy¢
Vo I = e e I T (13.22)
Scja n > max{r,....r.}. entao a Bquacao (1.1) pode ser eserita da forma

(L..._[S)” = ]]”]I’
= o I I
= (.’I,'|]2"'I‘_<+.I,'2]1.[;1,"‘[_.,...—+—.'1,'5]["‘Iﬁ...|)(l‘{)_‘|"'[:,,_l)

SR VIR RERD NESF Y [ PREDY NI S NEER SRS [ SRR S LA

ou seja, o ideal (wfy- - Iy + 2o\ Iy I, .+ 2Dy -+ 1, 1), é uma reducao do ideal
I--1..
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~d

Reciprocamente, suponha que o ideal C' = a0y ... I; ... I, é uma reducao do

2=1

ideal 7, --- I;. Entdo, existe um inteiro positivo n tal que (£y - - I))*C = (I, -+ - [;)" T,

ou seja,

~

ntl oyl
([1"'1(1)'” - (Zl‘:|-l’i-[|~~~L~~-Ll)(11"']ri)n
_ d . yn-1 n n
= Do wdyTh oI
ou seja, T, ..., Ty, ¢ uma “joint reduction”dos ideal I, - - - I,. |

Aparentemente, poderiamos ter usado o Teorema BB.2.4, para definir a “joint reduc-
tion"do conjunto U, de ideais M-primdrios, mas mesnio assim, continuariamos sem
garantir sua existéncia. O proximo teorema, mostra que a existéncia de uma redugao
completa de um conjunto de ideais m-primdrio 7, ..., I,, garante a existéncia de uma

“joint reduction”para estes ideais.

Teorema B.2.5: Scja{z;; 4,7 = 1,....d} umareducao completade U = {I,,..., Iy}
Seja i — j{i) uma permutacio do conjunto {1,...,d}. Entao o conjunto de elemen-

tos z; = 2, (i = 1,...,d) é uma “joint reduction”de U,

Demonstragao: Scjam y; = x;,.... 24, j = 1,...,d, onde b = (y1,...,y4) ¢ uma

redugio de Ty - - 1. Considere o ideal

d
C = Z xi,j(UIl . I,j . [,1}3‘(4)-

el
Entdo para algum inteivo n. > 0 icmos

(T Iy = b(ly - L) C Oy - )"
C (LI,

ou seja, C ¢ uma reducao do ideal (/1 ---1y). Note que o ideal b estd contido no
ideal C'. Portanto pelo Lema B.2.4, {z;;i,7 = 1,...,d} é uma “joint reduction”de
(I,---1y). [
No final deste capitulo, apresentaremos outra forma de garantir a existéncia de
“Joint reductions”.
O leitor interessado em saber mais propriedades das “joint reduction”pode con-

sultar as referéucias [17] e [22].
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Definicdo B.2.6: Scja 4 nm anel. Uma filtracao F em A é uma cadeia descendente
A=L>ILD>hL D> -
de ideais de A4 tais que [;/; C [, ;.
Também podemos delinir o conceito de filtragao para modulos como segue.

Defini¢cao B.2.7: Scjam A um A-mddulo e 7 um ideal de A. Uma filtragao F em

M ¢ uma cadeia descendente
MMy DM DM D ...

de submodulos de M tais que TA, C M,_;. Neste caso dizemos que 7 ¢ uma

I-filtracao em M.

Exemplo B.2.8: Sejam A um anel, M um 4-modulo ¢ / um ideal de 1. Entao a

sequencia {{"AM} ¢ uma [-lltracao de M. chamada de filtra¢ao I -ddica.

Queremos agora definir uma filtracao para um A-mddulo Gnitamente gerado, mas
nao apenas e relagao a um nnico ideal de A, Para isto, tome R* para denotar o

conjunto {ry,....r; +1,...,r4}. onde R é o conjunto {r....,r4}.

Definigao B.2.9: Sejam M um A-moédulo finitamente gevado e U = {f...., I}
{; ideais m-priunarios. ¢ — 1,...,d. Por uma U-multifiltracao F', entenderemos um
conjunto de submédulos F(R) de M definida para todos os conjuntos de s inteiros

{ri..... 7'3} ¢ satisfazendo as seguintes condicoes
F(R) 2 F(R') 2 ¢.F(R),
para todo re i =1,... 5. No caso, ¢ = 1. temos uma [-filtracio.

Associaremos com a U-multifiltracao £ um R{U)-mddulo graduado F, consistindo

de todas as somas finitas

Z F(R)T™ com f(R) € M.
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Definicao B.2.10: Dizemos que IF é uma U-multifiltracio dtima se as seguintes
condicoes forem satisfeitas:
1) F ¢ um R(U)-modulo finitamente gerado;

i) M/I(R) tem comprimento finito para todo 13,

Assoclaremos com uma Y-multifiltracao dtima F' uma série de poteéncias formal

em 7 = (zy,...,z) definida por

P(F.2)=> L()Z",
R

onde L(R) = L(M/F(R)), L denota a fungao comprimento e Z% denota o produto

202k L Também podemos considerar as series de poténcias formais

Pl Z2) =Y L{)z",

R>0

onde R > 0 indica que r; >0 (1=1,...,5).
Vamos listar agora algumas séries de poténcias formais especials:

: - o Q 2 Tihennd . sa I —T TN ooy

i) B — >°% %0 Se I éum subconjunto de {1,...,s} entdo £; =[], Fi. Agora
se [ ={1,....5}, entdo escrevemos K para Iy

. gy X T N 4 § -\ : h R X 17 — ey R

i) w, =37,z Se I é um subconjunto de {1,...,s}, entdo W, — [[,., wi. Se
vivermos porém [ = {1,...,s} entdo W' serd escrito para W, desde que W serd
reservado para o conjunto {wy,...,w.}, onde w; = (1 —2;) L.

Seja X = {X,..., Xy}, onde X, — a;ty) ¢ j ~— i(y) ¢ uma fungio do conjunto
{1,...,d} no conjunto {1, ..., s} dependendo do conjunto X ¢ os elementos xy, ..., 2y
sdo sujeitos as seguintes condigoes:

1) Z; € .[,;(j);

i) o ideal b =< xy,..., x4 > é M-primdrio.

Vamos considerar o complexo de Koszul de F com relacao a X.

Para cada subconjunto / de {1,...,d} defina um simbolo «(7). Para qualquer

inteiro p, 0 < p < d defina o R(U)-mdodulo graduado K,(X, F, M) consistindo de
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todas as somas finitas
7 fhutd)

onde f(I) pertence a F e [ percorre todos os subconjuntos que contém p elementos.

Vamos agora definir uma graduacao em K, (X, £. M) da seguinte maneira. Primeiro

associamos um grau a w(f). Este sera

d

J=0

com ¢;;y igual a 1 se i(j) = 7 ¢ zevo caso contrdrio. Se f(I) tem grau (ry....,74) 0

gran de f(I)u(l) é (ri+e1,....7q+eq). Agora K,(.X, F, M) é considerado como um

R(U)-mddulo da maneira Obvia, isto €, ¢ uma soma direta de copias de F com
p
uma mudanca de grau.
Resta definir o operador diferenciacao 1. Se [ = {i),...,,} esta escrito em ordem

ascendente, denote por f; o conjunto obtido de T pela omissao de 7x. Entao defina

d

D(f(Nu(T)) = > (=1)F "N f(Du(ly)

k—o
e estenda D por linearidade. A escolha do grau asscgura que D preserva graus e além
disso, D? — (.

Assim temos o scguinte complexo
(K(X,E M) 0= KN R M) > Ky (XCFM)— . o Ry X, M) — 0

Considere agora os mddulos de homologia deste complexo. Eles sao R(U)-mddulos
finitamente gerados e além disso sdo graduados e anulados por {.X|...., X;} e por-

tanto pelo ideal b. Segue que as componentes homogeneas H, (X, F. M), sao todas

A-mdidulos de comprimento finito ¢ assim podemos definir as séries de Euler-Poincaré
XX, F. M, 7Z)= E X(X.FE.M . R)Z'
e

X (X F M Z)=> X(X.FALRZ

R>0
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onde
d
X(X.F, M, Z) = (=1)'LUL{X,F, M)g)
i)
No que segue . se B = {r,....rs} ¢ um conjunto qualquer de inteiros, WF ird
denotar o produto w(* ... w’. Em particular W~ denotard (1 — z)" ... (1 — z,)".

Lema B.2.11: ([17], pag. 406) Seja h; o numero de valores de j para os quais
i(j) =1, isto é, 377 by =d e scja H=1(hy,..., h,). Entdo

X(XN,F.M.Z)=c¢(b, M)E — W1 P(F 2)

Consideraremos agora uma escolha especial do conjunto {X, ..., X}, Supon-
hamos que ff = (hy,....Ns) ¢ dado ¢ sclecionemos os primeiros o) clementos z; de
g1, 0s proximos hy clementos de ¢, ¢ assim por diante. Suponha além disso que
{zy...., 04} seja wmna joini reduction de U. Dizemos neste caso que {zy,..., 14} ¢
uma joint reduction de U de tipo 1.

Seja J o conjunto dos inteiros ¢ tais que fi; > 0. Entao segue da definicao de joint
reduction que o ideal X R(U) contém todos os elementos de grau R se r; é suficiente-
mente grande para todo ¢ pertencente a J. Neste caso, segue que H, (X, F, M) =0
se r; é suficientemente grande para todo i € J desde que H,(X, F, M) ¢ anulado por
XR(U) ¢ por consequéncia X{(X,F, M, Z) = 0 se r; ¢ suficientemente grande para

todo 1 € J.

Lema B.2.12: ({17,, pag.407) P, (¥, Z) pode ser expresso na forma Wh(F, 117)

N C A _1
onde A(F, 1) ¢ win polinomio em wy, ..., wg wy ... w,

Podemos reduzir o polinémio h{F, W) a sua forma padrio >, hy (W)W #_ onde
H denota um conjunto de inteiros nao negativos e hgy (W) ¢ um polinomio envolvendo

aqueles w; para os quais h; — (.
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Lema B.2.13: ([17]. pag. 407) Sejam B um dominio de integridade ¢ /3, o anel
dos polindmios em wy. ..., ws,w, ' ... w; !l Seja g o homomorfismo de B, no anel
das séries de poténcias formal com cocficientes em B nas indeterminadas z... .. 2
definido por

o
) . _ T RSl R -
gluwy) - E oglw, ) =1- 2.
=0
Seja J um subconjunto de {1....,: s} ¢ suponha que G ¢ um clemento de B, tal que
o cocficiente de Z% em ¢(G) seja zero se r; é suficientemente grande para todo i € .J.

Entao o coeliciente de W em I é zero se h; > 0 para todo I € J.
Vamos cnunciar o Teorema 4.3.1 de uma forma mais completa.

Teorema B.2.14: ({17], Teorema 2.4 ) Seja h(F. W) tendo o mesmo significado que

no Lema B.2.12 e seja > o hl WHW ! sua forma padrao. Entdo valem as seguintes

afirmacoces.
i) Se 0= (0.....0). entao ho(H7) ¢ um polinomio de gran < d em wy. ... wy
ii) Se G = {gi,....gs} ¢ umn conjunto de inteiros nao negativos satisfazendo

o7, = d. entao o coeficiente de W em hy(W) é igual a e(b. M) para qualquer

2

ideal gerado pelos elementos de uma joint reduction de Iy, ..., I, de tipo G

ii1) Todos os ideais b gerados pelos elementos de uma joint reduetion de Ih, ..., I

de tipo G tem o mesmo simbolo de multiplicidade e(b, M );

iv) Os termos de grau d em ho(1) dependem apenas de I;,.. .. I, ¢ M ¢ nao da

multifiltracao dtima £ cm consideracao:

v) Se H # 0 entdo hy (W), grau < d.

Demonstracao: Farcinos a demonstracao apenas do item (ii). Para a demonstracao
de (i) ¢ (v) ver [17] Teorema 2.4, As demonstracoes de (iii) ¢ (iv) decorrem de (i),

S
=1

Seja G = (g1. . ... g,) qualquer conjunto de inteiros ndo-negativos tais que >

d e seja J oo conjunto de indices @ otais que ¢ > (0. Segue do lema B.2.11 ¢ das



Apendice B. Teorema de Rees » 143

observagoes que o seguiram que a série de potencias
(b, M)W = W™OP_(F,Z) onde w; =Y 2

tem coeficiente zero para Z¥ se r; é sulicientemente grande para todo 4 pertencente

a J. Portanto sc aplicarmos o lema B.2.13 ao polinémio

e(b, MW — W W' h(F W)

vemos que o cocficiente de WH

neste polindmio ¢ zero se h; > 0 para todo @ perten-
cente a J. Entao desde que o coeficiente de W deve ser zero, segue que o coeficiente
de WG em hy(W) é e(b, M) como querfamos demonstrar. [

Vamos enunciar o Teorema B.2.14 no caso de dois wdeais.

Teorema B.2.15: Sejam I; e I, dois ideais m-primarios de nm anel local de di-
mensdo d. Entdo ¢;([;|1),t =0.1,...,d denota a multiplicidade do ideal gerado por
qualquer joint reduction do conjunto de ideais que consistem de d - ¢ cépias de I; e

de i cépias de ¢..
Demonstracao: Caso particular do Teorema B.2.14. |

Exemplo B.2.16: Scja A = Clz,y, z] o anel dos polinomios nas indeterminadas
x.y, z sobre o corpo C dos miuneros complexos. Seja /| = M =< 1,4,z > e Iy =<
x,y%. yz, z* >. Vamos calcular e;(I1| I5); i=0,1,2,3.

Desde que K =< x,y% 2% > é uma reducao de Iy, temos que e;(| I2) = e,(1;| K)
para todo ¢ = 0. 1,2, 3.

A equacao

MPR? = yME? + A ME? + o MPK
mostra que {y,z, 2} é uma joint reduction do conjunto {M, M, K'}. Analogamente
a equagao

MPK? = yMEK? + 2 MK 22 MPK
mostra que {y. z, 2%} ¢ uma joint reduction do conjunto {m, K, K}.

t’[)([] I ]2) = E'fu(fl A) = F’,(IJMt .‘:i) =1
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e (L] ls) = ey (M|K) =e(y,z, 0] A) =1
E“)(]] ’ Ig) = FZ(M’ I&’) - 2
e3(D 1) —es(lxl A) = (‘(-17-'?12- Y, 32| A) =4

O Teorema 4.3.1, aparece originalmente em ([23], pag. 302). O Teorema B.2.14,
¢ uma generalizacao do Teorema 4.3.1. Para ver isto, vamos enunciar um lema que
nos permitira definir elementos gerais.

Toda sequéncia de elementos superticiais forma uma “joint reduction”™ do conjunto
de ideais {1, ..., Lo 1o, L) com relagao a M, onde cada I aparcee d; vezes
([22). pag. 4]. Assim a existéncia de elementos superficiais garante a existéncia de
“joint reduction™de o ideais m-primarios com relacdo a M. Isto fornece a general-
izagao de falamos anteriormente.

() Teorema B.2.14, tem uma espécie de reciproca. Ele envolve outros conceitos nao
tratados nesta disserta¢ao, mas vamos inclui-lo mesmo assim. Um anel Noctheriano

local é chamado “quast-unmized”se seu completamento A* ¢ equidimensional.

Teorema B.2.17: ([22], pag. 12) Scjam (A, m) um anel Noetheriano local “quasi-
unmixed”, . ..., [ ideais e ¢; wm elemento de I; para cada i = 1,..., 5. Suponha
que o radical do ideal {a;,. .., a,) ¢ 0 mesmo que o radical de todos os [; ¢ que sua

'dltll["rl. comumt € s. S(‘,

(Z(((li: cevs ”-s)AJJ; Ap) - (-)([lflp-, R A'Llp; “1]))~

para cada ideal primo minimal de («,, ..., a.), entdo (a,,. ... a,) ¢ wia “joint redue-
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