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RESUMO 

Neste trabalho, estudamos as principais propriedades da teoria geral da multiplici-

dade algébrica de um ideal / de um anel A, com relação a um A-módulo M. A 

definição da multiplicidade surge a partir do conceito de comprimento e a partir disto 

estudamos as relações entre o símbolo da multiplicidade e o comprimento. Também 

estudamos a função de Hilbert associada a vários ideais A^-primários e definimos 

as multiplicidades rnixtas, definidas originalmente por B. Teissier e J..J. Rislcr. Uti-

lizando as propriedades da multiplicidades algébrica, calculamos o número de Milnor 

de algumas hipersuperfícies complexas com singularidade isolada. 
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ABSTRACT 

In this work, wo study the main properties of general theory of algebraic multiplicities 

of an ideal of a ring A, with respect to A-module M. The definition of multiplicities 

arises out frorri concept of length and from this concept we study the relations among 

the multiplicity's symbol and the length. We also study the Hilberfs functions asso-

ciated to many ideais A^-primary and we define the mixed multiplicities which was 

defined originally by B. Teissier and J.J. Risler. Using the properties of algebraic 

multiplicities we calculate the Milnor's number of some complex hypersurface with 

isolated singularity. 
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Introdução 

Em [20], Samuel provou que se I é um ideal Ad-primário de uma anel local Noethe-

riano (A , M)1 então para valores suficientemente grandes de n, a função H : N2 —> N 

definida por 

H(n) = LÁ(A/In) 

é um polinómio em n, onde LA(A/T'1) denota o comprimento do anel A/I". O fato 

mais importante neste resultado, é que o coeficiente de maior grau deste polinómio, c 
e(I\A) 

igual a — , onde e(I\A) é um número inteiro o qual é chamado a multiplicidade de 
dl 

Hilbert-Samuel do ideal / em A. A partir deste artigo, vários matemáticos passaram 

a investigar as propriedades deste número, entre eles podemos citar C. Lech, D. 

Northcott, D. Rees, etc. Mais tarde, Teissier e Risler mostraram que se i i , . . . ,IS 6 

um conjunto finito de ideais Af-primários do anel Noetheriano local (A, Ad), então a 

função H : N2 —> N, definida por 

também é um polinómio em / t i , . . . ,n s , desde que estes inteiros positivos fossem su-

ficientemente grandes. Além disso, os coeficientes do termo de maior grau deste 

polinómio foram chamados de multiplicidades mixtas. A contribuição de Teissier e 

Risler, foi a de mostrar que estes coeficientes, eram na verdade, a multiplicidade de 

Hilbert-Samuel de um ideal gerado por uma sequência de elementos, os quais eles 

chamaram de superficiais. Além disso, eles deram uma interpretação geométrica para 

estas multiplicidades. 

Nesta dissertação, nós seguimos basicamente o ponto de vista de [32] e [13], para 

estudar o símbolo da multiplicidade. Durante o estudo do símbolo da multiplicidade, 

1 



2 

em algumas situações, nos restringimos ao caso local para estudar alguns resultados 

importantes de Álgebra Comutativa, como por exemplo, mostrar que se M é um A-

rnódulo Cohen-Macaulay, onde A 6. anel Noetheriano local e l e um ideal gerado por 

um sistema de parâmetros, então o comprimento LA{M/1M) c a multiplicidade do 

ideal I coincidem numericamente, com relação ao módulo M. 

Também é feito um estudo da função de Hilbert de mais de um ideal .M-primário 

e algumas fórmulas clássicas na teoria da multiplicidade, como a Fórmula Limite de 

Samuel e a Fórmula Limite de Samuel, são estabelecidas nesta dissertação. 

Este texto também contém dois apêndices. O primeiro contém vários resultados 

da teoria da multiplicidade como, por exemplo, o Princípio da Localização e a Lei 

Associativa. No segundo, utilizamos o complexo de Koszul para demonstrar uma gen-

eralização do Teorema de Teissier devida a D. Rees. A justificativa destes apêndices 

está no fato de que se estes resultados fossem acrescentados no corpo da dissertação, 

está ficaria muito estensa, por isto, a sua leitura pode ser omitida, ou pode ser lida 

como cultura matemática. Os resultados dos apêndices não são tão detalhados como 

aqueles que fazem parte dos cinco capítulos que a compõe e em algumas situações, 

sua leitura é um pouco difícil. 

Procuramos dar as referências sobre praticamente todos os resultados que não 

foram demonstrados neste texto. Infelizmente, não é possível dar os créditos mereci-

dos a cada autor, pois isto exigiria um trabalho de pesquisa bibliográfico que deman-

daria muito tempo, e talvez ainda assim não teríamos sidos justos. 

Apesar de termos corrigido cuidadosamente todos os detalhes das demonstrações 

feitas aqui, temos a certeza de que alguns erros, quer sejam de natureza gramatical 

ou matemático, permaneceram. A bibliografia é estensa e não temos a pretensão de 

que o leitor acredite que as lemos na integra, mas todas elas foram consultadas, em 

maior ou menor grau para que tivéssemos um visão da teoria da multiplicidade, bem 

como sua história, seu desenvolvimento atual e aplicações quer sejam geométricas ou 

puramente algébricas. 

Este trabalho não contém nenhum resultado original, talvez apenas alguns erros 

ou equívocos matemáticos que eventualmente persistiram, após o trabalho final de 

correção. 
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O trabalho está organizado do seguinte modo. 

No Capítulo 1, encontram-se os pré-requisitos de Álgebra Comutativa e da Teoria 

de Singularidades. Alguns exemplos são apresentados para fixar alguns conceitos 

deste capítulo. As principais referências para este capítulo foram basicamente as 

seguintes: sobre Álgebra Comutativa [1], [9], [21], [12] e principalmente [13]. 

No Capítulo 2, definimos sistemas de multiplicidades c estudamos as principais 

propriedades do símbolo da multiplicidade, que é definido indutivamente e a rela-

cionamos com o comprimento de um módulo. Também usamos a função de Hilbert 

para estabelecer a fórmula Limite de Samuel. A fórmula Limite de Lech também é 

provada. Neste capítulo utilizamos basicamente [32] e [13]. 

No Capítulo 3, estudamos a função de Hilbert de dois ideais .M-primários num 

anel Noetheriano local e provamos que ela é um polinómio em duas variáveis. Várias 

propriedades da multiplicidade são estabelecidas, sendo que um dos principais resul-

tados é que em determinadas situações, a multiplicidade e o fecho integral estão inti-

mamente relacionados, bem como o conceito de redução. Aqui usamos as referências 

[3],[11] e [28], 

No Capítulo 4, mostramos que as multiplicidades mixtas são de fato a multipli-

cidade de Samuel de um ideal gerado por uma sequência de elementos superficiais. 

Também mostramos o Teorema de Teissier e Risler. Convém observar que segundo 

alguns autores, o conceito de uma sequência de elementos superficiais é muito "vaga", 

pois é muito difícil exibir uma sequência constituída inteiramente por estes elementos, 

num caso geral. Neste capítulo utilizamos [23] e [34], 

No Capítulo 5, usamos as propriedades do símbolo da multiplicidade para calcular 

o número de Milnor de uma hipersuperfície complexa analítica com singularidade 

isolada na origem. Vários exemplos são calculados usando as propriedades do símbolo 

da multiplicidade estudadas no Capítulo 2. Aqui utilizamos [23] e [24]. 

No Apêndice A enunciamos, sem demonstração, vários resultados sobre o símbolo 

da multiplicidade, tais como o Princípio da Localização, a Fórmula da Extensão e a 

Lei Associativa. Os resultados deste apêndice podem ser encontrados em [32] c [13]. 

No Apêndice B mostramos que o símbolo da multiplicidade e a característica de 

Euler-Poincaré são numericamente iguais. Também apresentamos a demonstração do 
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Teorema de Teissier, devida a Rees, utilizando o complexo de Koszul. As referências 

para este apêndice são [13], [17] e [22]. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Preliminares 

Por um anel A, entendemos um anel Noetheriano comutativo com unidade (1 0). 

Todo anel A ^ 0, possui pelo menos um ideal maximal. No caso de A possuir 

exatamente um ideal maximal, diremos que A é um anel local. Usaremos (A, Ai) 

para denotar o anel local A com o seu ideal maximal Ai. Se A é um anel local com 

ideal maximal Ai, então o corpo k = A/Ai, é chamado o corpo residual do anel A, 

que supomos ser sempre infinito. 

Corpos são exemplos de anéis locais. Também o anel das coordenadas Ox,o de 

K(X) = k[xi,. . . ,xn]/I, localizado no ideal maximal Ai — (x},... ,xn), onde I é o 

ideal que define X , é local. 

A intersecção de todos os ideais maximais do anel A é um ideal, chamado o radical 

de Jacobson de A, denotado por K(A). Se (A, Ai) é um anel local, então H(A) é 

exatamente seu ideal maximal Ai. 

Definição 1.1.1: Diremos que um A-módulo M é Noetheriano se todo submódulo 

N de M é finitamente gerado. Como todo anel A é um A-módulo sobre si mesmo, 

diremos que A é um anel Noetheriano se todo ideal / de A é finitamente gerado. 

Na verdade, não é necessário verificar se todos os ideais de A são finitamente 
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gerados, pois se todos os ideais primos de A sao finitamente gerados, então A é 

Noetheriano ([9], pag. 17). 

Mostra-se que as duas afirmações abaixo, são equivalentes em qualquer ^4-rnódulo 

Noetheriano M : 

i) Vale a condição de cadeia ascendente, isto é, qualquer cadeia ascendente de 

submódulos de M 

Nl C N2 C • • • C Nn C • • • 

é estacionária, ou seja, existe um inteiro positivo n, tal que Nn = Nn+r, para todo 

inteiro r > 1; 

ii) Qualquer coleção não-vazia de submódulos de M , contém um elemento máximo 

(com relação à inclusão de conjuntos). 

Anéis principais e corpos são exemplos de anéis Noetherianos. 

Teorema 1.1.2: (Teorema da Base de Hilbert) ([9], pag. 16) Se A é um anel 

Noetheriano, então os anéis A[x\,..., xn] e A{xi,..., xn}, dos polinómios e das séries 

convergentes sobre A, respectivamente, nas indeterminadas xu . . . ,xn, também são 

Noetherianos. 

O Teorema da Base de Hilbert, além de sua importância própria, nos fornece urna 

maneira concreta de obtermos uma infinidade de exemplos de anéis Noetherianos. 

Para ver isto, basta tomar um anel Noetheriano e um conjunto finito de indetermi-

nadas sobre o anel A e construir o anel de polinómios sobre A nestas indeterminadas. 

Definição 1.1.3: Um A-módulo M é chamado Artiniano se qualquer cadeia de-

scendente de submódulos 

M = M0 D M1 D •• • 

é estacionária. Diremos que um anel A é Artiniano se ele é Artiniano como A-módulo. 

Espaços vetoriais de dimensão finita sobre um corpo /c, são exemplos de /c-módulos 

Artinianos. Todo anel Artiniano é Noetheriano ([9], pag. 16), mas a recíproca não é 
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válida, por exemplo, o anel Z é Noetheriano, mas não é Artiniano. 

O próximo Teorema reúne várias propriedades sobre anéis Artinianos que usare-

mos durante este trabalho. A prova destes resultados se encontram em ([1], Capítulo 

8). 

Um elemento b do anel A é chamado nilpotente, se existe um inteiro positivo s 

(dependendo de b), tal que bs = 0. O conjunto de todos os elementos nilpotentes de 

um anel A é um ideal, chamado de ideal nilradical de A e denotado por nil(A). Um 

ideal / de um anel A é chamado nilpotente, se existe um inteiro positivo r (dependendo 

de / ) , tal que F = 0. 

Teorema 1.1.4: 1) Um anel A é Artiniano se, e somente se, A é Noetheriano e 

dim A = 0. 

2) Num anel Artiniano A, o nilradical de A é um ideal nilpotente. 

3) Todo ideal primo num anel Artiniano A é maximal. Além disso, num anel 

Artiniano existe apenas um número finito de ideais maximais. 

Uma série normal num A-módulo M, é uma cadeia descendente finita de submódulos 

de M tal que 

M = M0 D Mi D ••• D Mi = { 0 } (1.1) 

com Ml ^ Ml+1, para % — 0 , . . . , / — 1. O número natural l é chamado o comprimento 

da série normal. A série normal (1.1) é chamada uma série de composição , se 

Mi/Ml+1 é um módulo, cujos únicos submódulos são o { 0 } c o próprio Mt/Ml+i, para 

-i = 0 , . . . , / - 1. 

Teorema 1.1.5: ([1], pag. 77) Se um A-módulo M tem uma série de composição 

de comprimento finito, então todas as outras séries de composição de M têm compri-

mento finito e, além disso, todas elas têm o mesmo comprimento. 

O Teorema 1.1.5 permite definir o comprimento de um A-módulo M . 

Definição 1.1.6: O comprimento de um A-módulo M , denotado por LA(M), é 
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definido como o comprimento de qualquer série de composição de M . Neste caso, 

diremos que M tem comprimento finito. 

Afirmar que um /1-módulo M é Noetheriano, é equivalente a dizer que todos os 

seus submódulos são finitamente gerados, mas isto não significa dizer que ele tem 

comprimento finito. O próximo resultado esclarece definitivamente esta questão. 

Teorema 1.1.7: ([1], pag. 77) Um yl-módulo M tem uma série de composição se, 

e somente se, satisfaz ambas as condições de cadeia. 

Por exemplo, o anel k [ x i , . . . ,x n ] é Noetheriano, pelo Teorema 1.1.2, mas não tem 

comprimento finito, pois não satisfaz a condição de cadeia descendente. Basta, por 

exemplo, tomar a cadeia descendente 

que não é estacionária. 

Definição 1.1.8: Seja C uma classe de A-módulos. Uma função C de C em Z é 

chamada aditiva, se para toda sequência exata da forma 

0 —> M' —> M —> M" —> 0, 

onde M, M' e M" pertencem a C, tem-se 

C(M') - C(M) + C{M") = 0. 

Por exemplo, o comprimento LA{M), é uma função aditiva na classe de todos os 

A-módulos de comprimento finito. Mais precisamente, se 

0 —> M' —> M —> M" —> 0 

é uma sequência exata de A-módulos, ambos de comprimento finito, então 

L(M) = L(MR) + L(M"). 

O mesmo acontece para a dimensão de espaços vetoriais, di in^U), onde V é um 

espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo k. 
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Um elemento a £ A, é chamado um divisor do zero em A, se existe um elemento 

não nulo y £ A, tal que ay = 0. O conjunto dos divisores do zero num anel Noethe-

riano A, é caracterizado como a união de todos os ideais primos minimais do ideal 

nulo de A ([1], pag. 53). 

Um ideal / do anel A é chamado primário, se qualquer divisor do zero no anel 

A/I for um elemento nilpotente, ou equivalentemente, se o,,b E A com ab £ / e a não 

pertence a I, então existe n £ N (dependendo de b e / ) , tal que bn £ I. 

Seja / um ideal do anel A. O conjunto 

{a £ A tais que a" £ I, para algum inteiro n > 0} 

6 um ideal de A, chamado o radical do ideal I e é denotado por y/ l . Claramente / Ç 

y/l. No caso particular, em que 1 = 0, \/Õ é o nilradical de A. Outras propriedades 

que usaremos do radical são as seguintes: 

i) Sejam I e J dois ideais de um anel A. Então y/Tl = \/1 n J — y/l n y/1. 

ii) Se V é um ideal primo de A, então v^P" = V, para todo inteiro n > 0. 

Observação 1.1.9: Sejam I e J dois ideais Al-primários do anel local (A,M). 

Então dados r e s inteiros positivos, o ideal IrJs é Ad-primário, pelo item (ii) acima. 

Na verdade, esta afirmação vale para um número finito de ideais A4-primários. 

Seja [A, Ai) um anel local. Um ideal I de (A, Ai) 6 chamado Ai-primário se 

y/l = Ai. Mais geralmente, se V é um ideal primo de A, um ideal I de A é chamado 

V-primário se y/l = V. Por exemplo, o radical de um ideal primário é um ideal 

primo. 

O próximo resultado, fornece uma caracterização muito útil dos ideais Aí-primários 

de um anel local (A, Ai). 

Teorema 1.1.10: ([12], pag, 23) Seja I um ideal do anel Noetheriano local (A, Aí). 

Então um ideal / de A é Ad-primário se, e somente se, contém alguma potência de 

Ai, isto é, existe um inteiro positivo r (dependendo d ele, Ai), tal que Air Ç I. 
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Vamos definir o comprimento de um ideal Aí-primário I num anel Noetheriano 

local [A, Ai). Para isto, suponha que que li,... ,IS são ideais Aí-primários tais que 

/ = H C • • • C / , = M, 

onde todas as inclusões são estritas. Descrevemos esta situação, dizendo que [ i^ , . . . , 7S] 

é uma cadeia primária que começa no ideal I e termina no ideal maximal Ai, ou sim-

plesmente, que é uma cadeia primária do ideal I ao ideal Ai. Toda cadeia primária 

de I a A l , pode ser refinada numa série de composição ([12], pag. 52) de I. Observe 

que se J é um ideal do anel (A, Ai) tal que 

/ C J C M, 

então desde que / é um ideal Aí-primário, podemos encontrar, pelo Teorema 1.1.10 

um inteiro positivo r, tal que 

MR ÇIÇy/JÇM 

e aplicando radicais 

Ai = \ZÃF Ç v7/ Ç ,J Ç y/M = M. 

Portanto, o ideal J deve ser A^-primário. Em outras palavras, isto significa que os 

ideais A^í-primários que aparecem entre I e A^í, são exatamente os ideais J do anel A 

que aparecem entre os ideais / e Ai. Prova-se ainda, ([12],pag. 54), que existe uma 

correspondência bijetiva entre as cadeias de ideais de / a Ai e as cadeias de ideais 

entre Aí/I e o ideal nulo de A/I. Podemos então definir o comprimento de ideais 

A^-primários do seguinte modo. 

Definição 1 .1.11: Seja / um ideal A^-primário de um anel Noetheriano local (A , Ai). 

Definimos o comprimento do ideal / , denotado por por 

LA(I)=LA(A/I). 

Definição 1.1.12: Seja I um ideal do anel A. Se o ideal I pode ser expresso como 

uma intersecção finita de ideais primários, isto é, 

J = J , n - - - n / n , (1.2) 
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onde cada /.,, i = 1 , . . . , n é um ideal primário de A, então dizemos que a expressão 

(1.2) é uma decomposição primária do ideal / . Cada ideal /.,, i = 1,. .. , n que aparece 

em (1.2), é chamado uma componente primária de / . Todo ideal / de A que admite 

uma decomposição primária é chamado decomponível . 

Uma decomposição primária em que todos os y /T são distintos e cada ideal l l não 

contém a intersecção dos demais, é chamada decomposição irredundante ou decom-

posição normal. 

Toda decomposição primária pode ser refinada até uma decomposição normal. 

Além disso, todo ideal I de um anel Noetheriano A admite uma decomposição 

primária. 

Definição 1.1.13: Seja / um ideal do anel A. Um ideal primo V de A é chamado 

um ideal primo minimal de / , se ele contém I e não existe nenhum outro ideal primo 

de A que esteja contido estritamente entre ? c / . 

Pode-se caracterizar o conjunto dos elementos nilpotentes num anel Noetheriano 

A, em função dos ideais primos minimais do ideal nulo da seguinte maneira. O 

conjunto dos elementos nilpotentes do anel A, é a intersecção de todos os ideais 

primos minimais do ideal nulo de A ([1], pag. 53). 

A conexão entre o radical de um ideal / num anel A e seus ideais primos minimais 

está explicada no próximo teorema. 

Teorema 1.1.14: ([12], pag. 14) Suponha que 

/ = / i n / 2 n . . . n i n (1.3) 

seja uma decomposição primária do ideal / , onde cada é TVprimário para 1 < i < n. 

Então valem as seguintes afirmações: 

i) Qualquer ideal primo V que contém / , necessariamente contém pelo menos um 

dos ideais V t. 

ii) Os ideais primos minimais de / , são exatamente os ideais primos VZl que não 

contenham estritamente qualquer outro Vj, para i / j . 
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iii) Temos 

y/l = V1 n . . . n Vn. 

Além disso, o radical de / , é a intersecção de todos os ideais primos minimais de I . 

O Teorema 1.1.14, mostra que se / é um ideal decomponível de A, então existe 

apenas um número finito de ideais primos minimais de I e que eles estão associados 

com cada decomposição primária de I. 

Teorema 1.1.15: ([12], pag. 15) Suponha que o ideal / admita uma decomposição 

primária e, além disso, tenhamos 

/ = / 1 n . . . n / m = / 1 n . . . n / „ 

duas decomposições primárias de I, onde li é TVpriniário para i = 1 , . . . , rn e Ij é 

Pj-primário, para j = 1 , . . . ,n. Então m = n, e é possível ordenar as componentes 

de modo que V, = Vi para 1 < i < rn = n. 

Em outras palavras, o Teorema 1.1.15, mostra que se I é um ideal decomponível 

de A, então os ideais primos que que aparecem na decomposição normal de / não 

dependem de nenhuma decomposição normal particular, mas apenas do ideal / . Estes 

ideais primos serão chamados de associados de / , ou também são ditos pertencer a 

I. Pelo Teorema 1.1.14, todo ideal primo minimal de / , pertence a / neste sentido. 

Os ideais primos associados, que não são minimais, são chamados de imersos. O 

conjunto dos ideais primos associados de / será denotado por Ass(I). 

Por uma cadeia de ideais primos do anel A, entendemos uma sequência estrita-

mente ascendente de ideais primos de A 

V0 C V, C • • • C Vk, 

e diremos que k é o comprimento da cadeia. 

Definição 1.1.16: Definimos a dimensão de Krull de um anel A, como sendo o 

supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos em A c a denotaremos 
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por dim A Para um ideal primo V do anel A, o supremo dos comprimentos, tomados 

sobre todas as cadeias estritamente decrescentes de ideais primos 

Vo c V, c • • • c Vk = V, 

é chamado a altura de V e denotado por htV. Se I é um ideal de A, definimos a altura 

de I, denotada por htl como sendo o ínfimo das alturas dos ideais primos contendo 

/ . 

Observação 1.1.17: Convém observar que, dim A é um número inteiro não-negativo 

ou +oo . 

Exemplo 1.1.18: 1) Todo corpo tem dimensão 0. 

O anel dos inteiros Z tem dimensão 1. Mais geralmente, todo domínio principal 

que não é corpo, tem dimensão 1, pois num domínio principal, todo ideal primo é 

maximal. 

2) ([9], pag. 35) Seja k um corpo. Então o anel dos polinómios k[x\,... ,xn] e o 

anel das séries de potências k{x\,..., xn} têm dimensão n. 

1.2 Módulos Cohen-Macaulay 

Seja A um anel Noetheriano local com ideal maximal Ai. Seja M um A-módulo 

finitamente gerado. O anulador de M, é o conjunto 

Ann (M) = {a 6 A; arn = 0 para todo m G M } . 

Mostra-se que Ann (Aí) é um ideal de A. 

A dimensão de M, denotada por dirnM, é definida como a dimensão de Krull do 

anel A/Ann(M), isto é, 

dim M = dim ( A / A n n ( M ) ) . 

Note que quando Ann(M) — { 0 } , tem-se d i m M — dim A. 

Seja (A, Aí) um anel Noetheriano local r-dimensional, isto é, dim A — r. Se os 

elementos 04,. . . , a,r £ Aí, geram um ideal jM-primário, dizemos que { « i , . . . , a r } é 

um sistema de parâmetros de A. 
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Seja M um A-módulo finitamente gerado e d i m M = s. Suponha que os elementos 

a i , . . . , as G Ai tenham a seguinte propriedade: o A-módulo 

Mj[axM + ... + asM) 

tem comprimento finito. Neste caso, dizemos que « i , . . . , as é um sistema de parâmetros 

de M . Observe que estamos exigindo que o número de elementos num sistema de 

parâmetros de M seja exatamente igual a dimensão de M . Um ideal que é gerado 

por um sistema de parâmetros é chamado um ideal parâmetro de A. 

Um elemento a G A é dito ser M-regular se am = 0 para todo m G M,m ^ 0 

implique a = 0. 

Definição 1.2.1: Seja (A, Ai) um anel Noetheriano local. Uma sequência a^,..., an G 

Ai de elementos de A é chamada uma M-sequência se as seguintes condições forem 

satisfeitas: 

i) a\ é M-regular, a2 é (M/a iM) -regular , . . . , an é ( M / ( o , i , . . . , a„_i)M)-regular; 

ii) M / ( a 1 , . . . , a „ ) M / 0 . 

Suponha que M / O. Qualquer M-sequência pode ser extendida até uma M-

sequência maximal. De fato, pois caso contrário, existiria uma sequência infinita 

(ai, a 2 , . . . ) tendo a propriedade (i) da Definição 1.2.1 e uma sequência ascendente de 

ideais 

(ai) C (o-i, o,2) C . . . , 

o que contradiria o fato de A ser um anel Noetheriano. Prova-se ainda, que todas 

as M-seqúências maxiinais têm o mesmo número de elementos e, além disso, toda 

M-sequência pode ser extendida a um sistema de parâmetros ([21], pag. 61). 

Definição 1.2.2: O número de elementos numa M-sequência maximal de M é 

chamada a profundidade de M, e é denotada por depthA M. Um módulo M é chamado 

módulo Cohen-Macaulay se 

dirn M = depth M. 
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Um anel A é chamado anel Cohen-Macaulay, se ele é um módulo Cohen-Macaulay 

quando visto como um módulo sobre si mesmo. 

O próximo resultado, fornece uma caracterização muito útil de módulos Cohen-

Macaulay . 

Teorema 1.2.3: ([21], pag. 65) Se M é um módulo Cohen-Macaulay, todo sis-

tema de parâmetros de M é uma M-sequência. Reciprocamente, se um sistema de 

parâmetros de M é uma M-sequência, então M é um módulo Cohen-Macaulay. 

Finalmente, encerramos esta seção com um exemplo de um módulo Cohen-Macaulay. 

Exemplo 1.2.4: Seja k um corpo e considere os anéis A = k[xi,..., xn] e B = 

{&"i , . . . , xn}. Então A e D são módulos de Cohen-Macaulay. Neste caso, x\,..., xn, 

desempenham o papel de uma M-sequência regular cm A. 

1.3 Anéis e Módulos Graduados 

Definição 1.3.1: Seja T um conjunto não-vazio. Um monóide de graduação é um 

par (T, + ) , onde 

+ : T x T — > T 

é uma operação binária em T, satisfazendo os seguintes axiomas: 

i) Para quaisquer a, b pertencentes a T, vale a comutatividade, isto é, 

a + b — b + a; 

ii) Para quaisquer a, 6, c pertencentes a T, vale a associatividade, ou seja 

a+(b + c) = (a+ b)+ c; 

iii) Existe um elemento neutro em T, denotado por 0, tal que 

a + 0 = a = 0 + a, 

para qualquer a G T; 
iv) Se a + b — a + e, onde a, b, c. estão em T, então b = c. 
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Observaçao 1.3.2: O elemento 0 do item (iií) é único. 

Exemplo 1.3.3: 1) Qualquer grupo abeliano escrito aditivamente é um monóide de 

graduação; 

2) O conjunto dos números naturais, com a adição usual, é um monóide de 

graduação; 

3) O conjunto das n-uplas de números naturais, com a adição definida coordenada 

a coordenada, também é um monóide de graduação. 

Sejam T um monóide de graduação e A um anel. Os elementos de A formam um 

grupo abeliano com relação à adição. Não faremos distinção entre o anel A e o grupo 

abeliano A. 

Definição 1.3.4: Uma T-graduação em A é uma família de subgrupos do 

grupo A tal que: 

Í)y4 = Ary ; 

i i ) AYAP Ç A1+F}. 

Neste caso dizemos que A é uru anel T-graduado . 

Observação 1.3.5: Sejam A um anel e T um monóide de graduação. Defina An = A 

e A7 = 0 para todo 7 G T — {0 } . Então é uma ^-graduação em A. Portanto, 

dados um monóide de graduação T e um anel A, sempre é possível definir uma T-

graduação em A. Esta graduação é chamada de T-graduação trivial, ou de graduação 

natural. 

Suponhamos que A seja um anel T-graduado. Pelo item (i) da Definição 1.3.4, 

cada elemento r de A, admite uma única representação da forma 

7 er 

e, além disso, esta soma contém somente um número finito de termos não nulos. 

Os elementos de A1, são ditos ser homogéneos, ou formas, de grau 7 e r 7 é chamado 

a componente homogénea de r de grau 7. 

onde G A. 7 •7 
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Observação 1.3.6: 1) Por convenção, o elemento zero é homogéneo de grau 7, para 

todo 7 £ T; 

2) O elemento identidade de A é homogéneo de grau zero; 

3) Aq é um subanel de A e todos os seus elementos são homogéneos de grau zero. 

Sejam A = © 7 G T yl 7 um anel T-graduado e M um A-módulo. Os elementos 

de M formam um grupo abeliano com relação à adição. Por abuso de notação, 

continuaremos a denotar este grupo por M . 

Definição 1.3.7: Uma T-graduação em M, é uma família {Mp}pex de subgrupos 

do grupo abeliano M que satisfaz: 

i ) M = @FIEVMP-

ii) A1Mp C M 1 + p, para quaisquer 7 , 0 £ T . 

Neste caso, dizemos que M é um módulo T-graduado sobre o anel T-graduado A = 

Observação 1.3.8: Todo A-módulo M sempre admite uma graduação. De fato, se 

A é um anel com a graduação trivial, basta definirmos M0 — M e Mp = 0, para cada 

(3 £ T — { 0 } . Da mesma forma, dizemos que esta T-graduação é a graduação trivial 

ou a graduação natural de M . 

Seja M — ®peTMp um módulo T-graduado sobre o anel A = (B7eTA7. Então 

cada elemento rn £ M admite uma única representação da forma 

e a soma contém somente um número finito de termos não-nulos. 

Observação 1.3.9: Segue do item (ii) da Definição 1.3.7, que Mp é um ,40-módulo 

para cada ft £ T. Assim, M = §peTMp, é uma decomposição em soma direta de M 

como A0-módulo. 

Proposição 1.3.10: ([13], pag. 115) Seja K um submódulo do A-módulo T -

graduado, M = Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

0£T 
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i) K = (BpeT(Mp n K)\ 

ii) Se m <E K, então todas as componentes homogéneas de m pertencem a K\ 

iii) K pode ser gerado, como A-módulo, por elementos homogéneos. 

Definição 1.3.11: Um submódulo K de um T-módulo graduado M que satisfaz 

qualquer uma das propriedades equivalentes da Proposição 1.3.10, é chamado de 

submódulo homogéneo de M. Os submódulos graduados de A, são chamados os 

ideais graduados de A. 

Vamos citar várias propriedades dos ideais graduados. Suas demonstrações podem 

ser encontradas em ([34], pag. 152 — 153). 

Teorema 1.3.12: Sejam I e J dois ideais homogéneos de um anel graduado A. 

Então valem as seguintes propriedades. 

1) I + J, IJ, / fl J, VI, são ideais homogéneos de A. 

2) Se I admite uma decomposição primária da forma I = n " = 1 / ? , então ele também 

admite uma decomposição primária I = n™=1/*, onde / * são ideais primários ho-

mogéneos, para j = 1,..., n. 

Sejam M = um módulo T-graduado sobre o anel A e K um submódulo 

homogéneo de M. Se definirmos 

Kf, = Mp n I<, 

então a família {Kp}peT é uma T-graduação em K. Esta graduação, é chamada a 

T-graduação induzida em K pela graduação de Aí. 

Ainda, assumindo que K seja um submódulo homogéneo de M, considere 

(j) : M —> M/K, 

onde 4> é a projeção canónica. Agora como M e M/K podem ser considerados como 

Ao-módulos, e portanto, <fi pode ser considerada como um A0-homomorfismo de A0-

módulos. Definimos 

<f>{Mp) = (M/K)p, 
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para todo (3 G T. Então ( M / K ) ^ é um A0-submódulo de M/K e portanto, um 

subgrupo do grupo aditivo M/K. Além disso, {(M/K)p} é uma T-graduação em 

M/K, chamada de T-graduação quociente. 

Exemplo 1.3.13: Sejam T = N, k = R ou C e A = k[x},..., xn). Então com a 

notação usual, família { ( k [ X ] ) r } r e N , onde (k[X]) r é o subgrupo de k[X] formado pelos 

polinómios homogéneos de grau r G N, é uma N-graduação de A = k[X], 

Seja / um ideal homogéneo de k[X). Então a família {(Â;[X]//) r} r ( EN, onde 

(k[X}/í)T = (A;[À"]r + / ) / / é uma N-graduação para o anel k[X]/I, isto é, 

k[X]/I = ®re*{k[X]/I)r. 

Definição 1.3.14: Sejam M = (BperMp e N = dois A-módulos T-graduados. 

Suponha que 

/' : M —> N 

seja um homomorfismo de A-módulos. Se existe 7 G T tal que 

f(Mp) Ç Níi+1 

para todo /3 G T, dizemos que / é um homomorfismo de grau 7 entre A-módulos 

graduados. Se 7 = 0, dizemos que / preserva grau. 

Sejam I um ideal do anel A e M um /1-módulo. Considere os seguintes grupos 

abelianos 

GM) = ©^=0/"//n+1 

e 

Gj(M) = (B™=0InM/In+lM. 

E possível ([34], pag. 248) introduzir uma estrutura de anel em Gj(A) que o torna 

um anel graduado onde os elementos de r n / I n + ] são os elementos homogéneos de 

grau n. Como Gi(A) é um anel graduado pode-se munir Gj(M) com uma estrutura 

de G/(A)- inódulo graduado. Dizemos que Gj(A) é o anel graduado associado de A 

com relação a I e que Gj(M) é o módulo graduado associado a M com relação ao 

ideal I . 
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1.4 Singularidades 

Sejam z um ponto arbitrário de C™ e V uma vizinhança aberta de z em C n . 

Considere o seguinte conjunto 

S — {h : V — C onde V c C é uma vizinhança aberta dc z } , 

das aplicações contínuas definidas numa vizinhança aberta do ponto z G C™ em C. 

Definição 1.4.1: Dizemos que duas funções contínuas / : V —> C e g : U —> C, 

são equivalentes no ponto z se: 

1) existe uma vizinhança W de z tal que W C V fl li\ 

ii) f\w(w) = g\w(w), para todo w G W . 

Denotamos por f g, o fato de / ser equivalente a g no ponto z. Convém 

observar, que é uma relação de equivalência no conjunto de todas as funções 

contínuas de Cn em C. Cada classe de equivalência é chamada de um germ,e de 

aplicações continuas. Em particular, o conjunto de todas as funções contínuas que 

são equivalentes a / no ponto z G C™, é chamado o germe da / , com relação ao ponto 

z, denotado por [/] . 

Observação 1.4.2: 1) O item ri), nos diz que o germe de urna função / num ponto 

z de C n , depende do comportamento da função em toda uma vizinhança aberta W 

de z, não somente do valor da função no ponto z. Por exemplo, os polinómios z e 

z2 tem o mesmo valor na origem do plano complexo, mas determinam germes bem 

distintos na origem. Para ver isto, basta considerar estes dois polinómios restritos, por 

exemplo, ao eixo real, pois neste eixo, z / z2 , para toda vizinhança aberta U — {0 } . 

2) O conjunto de germes das funções contínuas pode ser munido de uma estrutura 

de anel como segue. Para quaisquer dois germes [ / ] e [#] em z, selecione representantes 

fu e gy, respectivamente. Se W é uma vizinhança aberta de z tal que W Ç U n V, o 

germe da função fu\W + gv\W é definido como a soma [ / ] + [g] e o germe da função 

(/w|W)(<7v|W) é definido como sendo o produto [/][<?]. Verifica-se que estas operações 

são bem definidas, no sentido de serem independentes da escolha dos representantes. 
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Se considerarmos apenas as funções analíticas complexas de C" em C, o anel 

resultante será chamado o anel dos germes analíticos, e o germe de uma função 

analítica complexa é chamado de germe analítico. Os germes analíticos de C" em 

C, 110 ponto z, serão denotados por On z. Se z = 0, então Orijo será simplesmente 

denotado por O n . 

As translações do C" em C" estabelecem uru isomorfismo entre os anéis On>z e 

On. Mais precisamente, a aplicação 

O \ O ^n,a 7 ^n 

definida por / i—> g, onde g(x) = f(x — a), é um isomorfismo. Estes isomorfismos 

preservam todas as propriedades analíticas de interesse e, portanto, basta estudar 

apenas as propriedades analíticas do anel O n . 

Pode-se provar que o anel O n goza das seguintes propriedades algébricas: 

i) ([6], pag. 3) On é isomorfo ao anel C { x i , . . . , x n } das séries de potências con-

vergentes em n indeterminadas sobre C, que convergem na origem; 

ii) ([6], pag. 7) O n é um anel Noetheriano. 
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Capítulo 2 

Multiplicidades 

2.1 Introdução 

As ideias modernas da teoria da multiplicidade emergiram da aplicação da teoria 

das funções de Hilbert aos anéis locais. Neste capítulo, desenvolveremos a teoria 

da multiplicidade algébrica, também chamada de multiplicidade de Samuel. Uma 

definição indutiva será dada para o símbolo da multiplicidade geral para s elementos 

7 1 , . . . , 7S de um anel A, relativamente a um A-módulo M de modo que o comprimento 

La{M/(«!,..., ar)M), 

seja finito. O conceito de multiplicidade surge a partir da definição de comprimento. 

Embora a definição de comprimento não exige que o anel A seja comutativo, voltamos 

a enfatizar que por todo o nosso trabalho, a palavra anel, deverá ser sempre entendida 

como anel Noetheriano comutativo com unidade. 

Os resultados deste capítulo, encontram-se basicamente nas seguintes referências: 

[13] e [32] e a definição de multiplicidade que daremos na segunda seção, difere ligeira-

mente da definição devida a [32] . Tratamentos diferentes do aqui apresentado, podem 

ser encontrados em [9], [10]. 

Segundo alguns autores, o artigo [20], marca o início do tratamento moderno da 

teoria da multiplicidade, como é conhecida atualrnente. 

23 
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2.2 Sistemas de Multiplicidades 

Nesta seção, definiremos sistemas de multiplicidades e estudaremos algumas de 

suas principais propriedades, que utilizaremos no desenvolvimento deste capítulo. Os 

resultados aqui apresentados fazem parte do livro [13]. 

Sejam a i , . . . , ar elementos arbitrários do anel A. Escreveremos I = ( d l , . . . , cir), 

para indicar o ideal de A, gerado por estes elementos. Por outro lado, escrevere-

mos, IM, para denotar o submódulo a\M + ... + arM de M. Outra notação, que 

eventualmente podemos usar é a seguinte: (o^ , . . . , as)M. 

Definição 2.2.1: Sejam M um A m ó d u l o e 71,. . . , 7,, elementos do anel A. Dizemos 

que 71, . . ., 7S é um sistema de multiplicidade cm Aí, se o A-módulo 

M/(71M + . . . + 7 r M ) 

tem comprimento finito. Quando s = 0, entcndc-se que M tem comprimento finito. 

Sejam A um anel Noetheriano local, M um A m ó d u l o finitamente gerado e x\,..., xr, 

um sistema de parâmetros para M . Então, pela Definição 2.2.1, todo sistema de 

parâmetros para M também é um sistema de multiplicidade para M. 

Exemplo 2.2.2: Sejam k um corpo e xi,... ,xs um conjunto finito de indetermi-

nadas sobre k. Então o conjunto { . x l 7 . . . ,.'£,} é um sistema de multiplicidade, tanto 

no anel dos polinómios A = k[x\,..., xs], quanto no anel das séries de potências 

formais A! = k{x 1 , . . . , De fato, desde que 

A/(.x,, . . . , . r j . l = k e A!/(x,, . . . , . r j . t ' ^ k 

segue da Definição 2.2.1, que . x i , . . . , x s é um sistema de multiplicidade tanto em 

k[xi , . . ., quanto em k { x i , . . ., ,xiS} . 

As seguintes propriedades sobre sistemas de multiplicidades serão úteis no estudo 

do símbolo da multiplicidade, que estudaremos na próxima seção. Para não nos 

estendermos muito, iremos apenas enunciá-las, omitindo suas demonstrações. 
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Na proposição abaixo, não é necessário que os comprimentos sejam finitos. 

Proposição 2.2.3: ([13], pag. 296 ) Sejam Aí um A-módulo e 7 1 , . . . , 7,, elemen-

tos do anel A. Então temos que 

LA(M/(i^M + . . . + 7 ^ Aí)) < m • • • nsLA(M/{llM + ... + 7 s M ) ) , 

para quaisquer inteiros positivos n l 5 . . ., ns . 

A partir desta proposição, segue facilmente que se 71,. . ., 7,, (s > 0) é um sistema 

de multiplicidade em Aí, então 7 " 1 , . . . , 7 t a m b é m é um sistema de multiplicidade 

em M, para quaisquer inteiros positivos n 1,. -., ns. 

A proposição abaixo, apesar do seu caracter elementar, desempenhará um papel 

importante em várias demonstrações. 

Proposição 2.2.4: ([13], pag. 297) Sejam M um A-módulo e 7 1 , . . . , 7,, um sistema 

de multiplicidade em M . Então temos as seguintes propriedades: 

i) Os elementos 7 1 , . . . , 7S, permanecem um sistema de multiplicidade em Aí 

mesmo se alterarmos a sua ordem. Além disso, eles continuarão a formar um sistema 

de multiplicidade em M se excluirmos qualquer 7,, para o qual tenhamos 7 , M = 0. 

ii) Para quaisquer inteiros positivos n\,. . . , n s os elementos 7™1,. . ., j"'s também 

formam um sistema de multiplicidade em M . 

iii) Se M' é um módulo quociente de M, então 71,. . . ,js também é um sistema 

de multiplicidade em Aí'. 

iv) Seja 7 1 , . . . , 7S um sistema de multiplicidade em Aí e J um ideal do anel A tal 

que JAÍ = 0. Seja A = A/J. Denote por 7i a imagem de em A. Então 7 1 , . . . , 7,s ó 

um sistema de multiplicidade em M , quando Aí for considerado como um A-módulo. 

A próxima proposição, nos fornece uma condição necessária e suficiente, para que 

dados um A-módulo Aí e um conjunto de elementos de A, decidir se estes são ou não 

um sistema de multiplicidade em Aí. 
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Proposição 2.2.5: ([13], pag. 296) Sejam 

0 —> M' —> M —> M" —>• 0 

uma sequência exata de A-módulos Noetherianos e 71 , . . . ,7., elementos do anel A. 

Então 71,. . ., 7,5 é um sistema de multiplicidade em M se, e somente se, é um sistema 

de multiplicidade nos /4-módulos M' e M". 

Sejam K um submódulo do A-módulo M e U um subconjunto qualquer do anel 

A. Então o conjunto 

(K :M U) — {x 6 M\ 7.7; <G tf para todo 7 E [ / } , 

é um submódulo de M . 

Proposição 2.2.6: ([13], pag. 2 9 1 - 2 9 2 ) Sejam 7 0 7 ' elementos do anel A e K C L 

submódulos do A-módulo M . Então as seguintes propriedades são verdadeiras: 

i) ( (K : M 7 ) -m Í ) = (K :M 7 7 ' ) ; 

ii) j M n K = j { K : „ 7 ) ; 

iii) M/{K + 7 M ) ^ ( M / K ) / - y ( M / K ) ; 

iv) (L :M 7)/K = ((L/K) :M/K 7); 

v){K:m 7)/K = (0 '-M/K 7)-

Para definirmos o símbolo da multiplicidade, precisaremos de um resultado bem 

conhecido em Álgebra Comutativa, mas por conveniência vamos apenas enunciá-lo. 

Proposição 2.2.7: ([13], pag. 175) Seja 

0 —> M' —> M —M" —> 0 

urna sequência exata de /1-módulos. Então M satisfaz a condição maximal para seus 

submódulos se, e somente se, M' e M" também satisfazem a condição maximal para 

seus submódulos. 
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2.3 O Símbolo da Multiplicidade 

Sejam Aí um A-módulo Noetheriano e 71, . . . , 7,,. elementos do anel A que formam 

um sistema de multiplicidade em M . Vamos definir a multiplicidade de 7 1 , . . . , 7,, em 

Aí, isto é, a multiplicidade do ideal í , gerado por este sistema de multiplicidade, o 

qual iremos denotar pelo símbolo 

e . 4 ( 7 i , . . . , 7 , | M ) -

Algumas vezes, iremos denotar o símbolo eA(")>i, • • •, js\M), simplesmente por 

EA(I]M), para simplificar a notação, ou ainda, por razões tipográficas. Se M = A, 

então escreveremos eA(I) ou e(I). O símbolo eA(j\,.. . , jS\M), vai ser um número 

inteiro, não-negativo e, para defini-lo vamos usar indução sobre s, o número de ele-

mentos do sistema de multiplicidade. 

Sejam Af um A-módulo, í o ideal do anel A, gerado pelo sistema de multiplicidade 

7 1 ; . . . ,7S, isto é, í = (71 , . . . ,7 s ) e LA(.) a função comprimento, definida 11a classe 

de todos os A-módulos de comprimento finito. 

Se s = 0, então o conjunto vazio é, por convenção, um sistema de multiplicidade 

em M e, portanto, LA(M) é finito. Podemos então definir EA(.) pela igualdade 

eA(.\M) = LR(M), ( 2 . 1 ) 

ou seja, quando s = 0, o símbolo da multiplicidade está bem definido. 

Suponha agora, que s > l e que o símbolo da multiplicidade já foi definido para 

A-módulos Noetherianos e sistemas de multiplicidades em M com 110 máximo s — 1 

elementos. 

Seja 71,. . ., 7., um sistema de multiplicidade em Aí, consistindo de exatamente s 

elementos distintos. Considere as seguintes sequências exatas de A-módulos Noethe-

rianos. 

0 — • 71 Aí —Y M — > Aí/71 A/ —> 0 

0 —> (0 :M 7i) —> Aí — A í / ( 0 •M 7i) —^ 0. 
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Pela Proposição 2.2.7, M/71 Aí e (0 \m 7i) são A-módulos Noetherianos. Então 

pela Proposição 2.2.5, o conjunto 7 1 , . . . , 7S é um sistema de multiplicidade tanto em 

M / 7 1 M quanto em (0 \m 7i). Mas 71 anula os A-módulos M / j \ M e (0 :M 71). Daí, 

tomando M = M / 7 1 M e N = (0 :M 7i) temos as seguintes igualdades 

M/{71M + . . . + 7 S M } = Mj{72M + . . . + 7 s M } , 

N/i^N + ... + 7 S N ) = N/(l2N + ... + jsN). 

Como 

La{M/{j2M + ... + 7sM}) = La(M/{^M + . . . + 7 s M } ) < 00 

e 

LA(N/(J2N + ... + 7sÁ0) = LAÍN/Í^N + ... + 7sN)) < OO, 

segue pela Definição 2.2.1, que o conjunto 72,. . ., 7S, é um sistema de multiplicidade 

tanto em M / 7 1 M quanto em (0 :m 7i)- Então, pela hipótese de indução, os símbolos 

^ ( 7 2 , • • • , J s \ M / ^ i M ) e eA(j2, • • • ,7*1(0 :m 7i) ) e s t ã o bem definidos. 

Definição 2.3.1: Sejam M um yl-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7 S elementos do 

anel A tais que 71 , . . . ,7 , é um sistema de multiplicidade em M. Definimos a mul-

tiplicidade do ideal / , gerado por 71 , . . . ,7,, em M , que denotaremos por e ( / ; M ) = 

e / i ( 7 i , . . . , 7.,|M), pela equação 

e A ( 7 l , . . . , 7s| M) = eA(72, 7 , | M / 7 l A Í ) - eA(72,..., 7 , j ( 0 : M 7 l ) ) . (2.2) 

Observação 2.3.2: 1) Apesar da Definição 2.3.1, não parecer muito natural à 

primeira vista, ela é motivada pelo teorema 3.3 de [2], 

2) O cálculo da multiplicidade de um ideal I gerado por um sistema de mul-

tiplicidade 71,. . ., 7.s 6, em geral, muito complicado. Para se ter uma ideia disto, 

note que para calcularmos eA(^i,..., 7S|M) devemos saber inicialmente, os valores de 

6/1(72, • • •, J.^M/^M) e eA{j2, • • • , 7s|(° :m 7i))- Agora pela Definição 2.3.1, temos 

e/i (72, • • •, 7s | M/71M) = e . 4 ( 7 3 , . . . , 7 . s | ( M / 7 1 M ) / 7 2 ( M / 7 1 M ) ) -
6.4(7.3, • • •, T.s | (0 :(Af/7lM) 72) 
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e 
fu(72, • • • ,7,1(0 -M 7i)) = • • • ,76-1(0 • M 7i)/7a((0 -M 7I)))~ 

eA{73, . . . ,7,|(0 : 72)). 

Esperamos com isto, que o leitor tenha percebido as dificuldades que podem surgir 

numa situação muito geral. 

Observação 2.3.3: Se continuássemos com o processo acima, teríamos obtido a 

seguinte igualdade. 

EA(7i, • • • ris\M) = EA(.\M/(7l,... , 7 , ) M ) - f7t(.|(0 : M / ( 7 l , . . . , 7 » ) M ) ) 

= LA(M/(71, • • •, 7 s ) M ) - La((0 : M / ( 7 l , . . . , ls)M)). 

Isto mostra, que o símbolo da multiplicidade realmente está relacionado com o compri-

mento, como era de se esperar, uma vez que ele foi definido a partir do comprimento. 

Portanto, é natural questionar que propriedades o símbolo da multiplicidade e o com-

primento possuem em comum. Discutiremos esta questão com maiores detalhes no 

decorrer deste capítulo. 

Observação 2.3.4: ([13], pag. 331) Sejam 7 1 , . . . , JS e elementos de A 

tais que (71,. . . ,7 , ) = (7J,. . . , j ' s) . Então para todo A-módulo Noetheriano M que 

admite 7 1 , . . . , 7, e , . . . , 7' como sistemas de multiplicidades tem-se que 

ca(7I, • • • ,7s| M ) = eA(Ti? • • • M). 

As seguintes propriedades do símbolo da multiplicidade, decorrem imediatamente 

da Definição 2.3.1. 

i) c a { 7 i , • • •, l's\M) c um numero inteiro; 

ii) d ( 7 i , - - - , 7 . * | M ) = 0 s c M = { 0 } ; 

iii) Se M = M' então 

e/i (7i, • • •, 7 , 1 M ) = eA ( 7 1 , . . . , 7, | M'), 

em outras palavras, o símbolo da multiplicidade é invariante por isomorfismos, isto 

é, quando M É substituído por um módulo M' isomorfo a M , os símbolos da multi-

plicidade ey i (7i, . . ., 7.s.|M) e . . . , 7,| A/ ' ) , têm o mesmo valor. 
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Suponha que M e um A-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7, é um sistema de multi-

plicidade em M. Suponha que J é um ideal de A tal que JM = 0. Seja A — A/J e 

7, a imagem natural de 7; em A. Pela Proposição 2.2.4 (v/í;), 7 , , . . . , também é um 

sistema de multiplicidade em M. 

iv) (Ver [13] pag. 300 ) Com a notação acima 

ra (71 j • • • > 7.s I M ) = e^ ( 7 , , . . . , 7S | A í ) . 

Antes de continuarmos o nosso estudo sobre o símbolo da multiplicidade, gostaríamos 

de dar alguns exemplos, que embora simples, ilustram a teoria e motivam novas per-

guntas. Em algumas ocasiões, por razões tipográficas, omitiremos o índice do símbolo 

da multiplicidade CA{7i, • • •, 7S\M), escrevendo simplesmente e ( 7 i , . . . , 7 S \ M ) , desde 

que isto não cause confusão. 

Exemplo 2.3.5: Seja A = k{x,y} o anel das séries de potências sobre o corpo k, 

nas indeterminadas x e y. Considere o ideal I = (x,y2). Inicialmente note que 

k{x,y}/(x,y2)^k{y}/(y2). 

Segue deste isomorfismo que 

L(k{x,y}/(x,y2)) = L(k{y}/(y2)) 

< 2 L(k{y}/(y)) 

= 2. 

Na verdade, tem-se L(k{x, y}/(x, y2)) = 2. Portanto, {x,y2} é um sistema de multi-

plicidade em A = k{x,y}. 

Antes de calcularmos a multiplicidade do ideal / = (x,y2), observemos que y não 

é um divisor do zero em A = k{x, y}, e por isso, (0 '{k{x,y}) V) = 0. Da mesma forma, 

(0 '(k{y}/(y2)) x) — 0- Agora pela Definição 2.3.1, temos 

e(x,y2\k{x, y}) = e(y2\k{x, y}/(x)) - e(y2\(0 :(k{x,y}) %)) 

= e(y2\k{y}) 

= e(.\k{y}/(y2))-e(0:k{y}y2) 

= L(k{y}/(y2)) 

= 2. 
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Em particular, e(x, y\k{x, y}) = 1. De fato, poderíamos ainda, ter mostrado que, 

e(x, yr\ k{x,y}) = r, para qualquer inteiro r > 0. 

• 

Urna questão natural que surge a partir deste exemplo é a seguinte: será que 

e.(x,y2\k{x,y}) = e(y2,x\k{x,y})? A resposta é afirmativa. Na verdade, provare-

mos no final desta seção, que se i],..., is é uma permutação qualquer do conjunto 

{ 1 , . . . , s } , então eA(j},..., -y„\M) = e ^ , , . . . , 7ls \M). 

Apesar do símbolo da multiplicidade ser um número inteiro, ainda não temos 

condições de provarmos que ele é um número inteiro não-negativo. A demonstração 

deste fato importante, será feita mais adiante, quando tivermos obtido outras pro-

priedades interessantes sobre ele. 

Uma propriedade importante do símbolo da multiplicidade, que demonstraremos 

a seguir, é a propriedade aditiva. Esta propriedade é crucial para o desenvolvimento 

da teoria da multiplicidade, como veremos na sequência deste capítulo. O seguinte 

lema será usado na demonstração desta importante propriedade. 

Lema 2.3.6: ([13], pag. 301) Sejam 

0 M' ->• M ->• M" 0 

uma sequência exata de A-módulos Noetherianos 0 7 £ A. Então podemos construir 

a seguinte sequência exata de A-módulos Noetherianos 

0 ^ ( 0 : M ' 7) (0 : M 7) (0 : M " 7) M'/jM' -)• M / 7 M M"/jM" 0. 

Teorema 2.3.7: Sejam 7 l , . . . , 7 s elementos do anel A. Suponha que 

0 —> M' —> M —> M" — 0 

seja uma sequência exata de A-módulos Noetherianos e, além disso, que 7 l , . . . ,7,, 

seja um sistema de multiplicidade em cada termo desta sequência. Então 

6^(71, • • • Hs\M) = e_4(71,... ,7,|M') + e A ( 7 i , • • • ,7*1 M"). (2.3) 
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É conveniente provar o Teorema 2.3.7, junto com o seu corolário. 

Corolário 2.3.8: Seja 

0 —> Mp —> y Mi —> M0 —> 0 

urna sequência exata de A-módulos Noetherianos e suponha que 7 i , . . . ,7S seja um 

sistema de multiplicidade em cada termo desta sequência. Então 

p 

î O 

Demonstração: Quando s = 0, a aditividade da função comprimento garante que 

o Teorema 2.3.7 e o Corolário 2.3.8 sejam verdadeiros. 

Vamos supor que s > 1 e que tanto o teorema quanto o seu corolário sejam válidos 

para sistemas de multiplicidades contendo apenas s — 1 elementos. Considere então, 

7 i , . . . , 7S um sistema de multiplicidade em M', M e em M", contendo exatarnente s 

elementos distintos. 

Então pelo Lema 2.3.6, temos a seguinte sequência exata de A-módulos Noethe-

rianos 

0 ^ ( 0 :M> 7i) (0 :M 7 l ) (0 :M" 7i) M'/^M' -> M / 7 l M ^ M"/7lM" 0, 

(2.4) 

onde 7], é um elemento do sistema de multiplicidade 7 1 , . . . , 7., cm M . 

Como nesta sequência exata, cada termo é urri A-módulo Noetheriano, segue pela 

Proposição 2.2.4 (n), que 7 2 , . . . , 7., é um sistema de multiplicidade para cada um dos 

termos da sequência exata (2.4). Consequentemente estamos em posição de aplicar o 

Corolário 2.3.8 em (2.4). Daí temos 

eA{j2l. . . , 7 s | M / 7 l M ) - e A ( 7 2 , . . . , 7s|(0 : M 7i ) ) = e A ( 7 2 , . . . , ls\M'/^M') -

e/l(72, •••,7*1(0 -m> 7i)) + 
eA(l2,...,ls\M"/llM") -

eA{l2, • • • 1 7s|(0 -M" Tl))-

Mas isto pode ser escrito, pela Definição 2.3.1, como 

eA{lu..., 7, | M)) = eA (71, • • •, 7,1M') + eA (71, • • •, Js | Aí") , 
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Assim o teorema está provado para um sistema de multiplicidade contendo s elemen-

tos. • 

Para provar o corolário, basta usar indução no número de elementos da sequência 

exata. 

Observação 2.3.9: Na Proposição 2.3.19, provaremos que se 7 ! , . . . , 7,5 é um sis-

tema de multiplicidade num A-módulo Noetheriano M e para algum i £ { 1 , . . . , s } , 

tivermos 7"1 M = 0 para algum inteiro positivo m, então 

e A ( 7 i , . . . , 7 s | M ) = 0. 

Exemplo 2.3.10: Considere o ideal (x,y) do anel C{x,y}. Então (x,y) pode ser 

visto como um submódulo de C { x , y } . Assim temos a seguinte sequência exata de 

C { x , y}-módulos Noetherianos 

0 —> (x, y) —C{x, y} —> C{x, y}/{x, y) —+ 0. 

Agora, o conjunto {x,y2} é um sistema de multiplicidade no módulo C { x , y } . 

Então pela Proposição 2.2.5, {x , y2} também é um sistema de multiplicidade tanto em 

{x,y} quanto C { x , y}/(x, y). Mas, pela Observação 2.3.9, temos que xC{x, y}/(x, y)) = 

0, ou seja, e{x, y2\ C{.r, y}/(x, y)) = 0. Mas pelo Exemplo 2.3.5, e(x, y2\ C{.x, y}) = 2. 

Por outro lado, 

e(x,y2\ (x,y)) = e(y2\(:/;, y)/(x)) - e(y2\(0 :{x<y) x)) 

= e(. \ (y ) / (y 2 ) ) — e(.| (0 :[y) y2)) 

= L((y)/(y2)) 

= 2. 

Portanto, 

e(x,y2\C{x7y}) = e(x)y2\ (x, y)) + e(x, y2\C{x, y}/(x, y)). 

Veremos mais adiante, uma fórmula que possibilita o cálculo imediato da multipli-

cidade de um ideal / , gerado por um sistema de multiplicidade da forma 7" 1 , . . . , 7"% 

onde ri],. . . , «.,, são inteiros positivos. 
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Corolário 2.3.11: Sejam M , , M 2 dois submódulos de um A-módulo Noetheriano 

M e 7 i , . . . ,7 s um sistema de multiplicidade para os A-módulos MI e M2. Então 

7 ! , . . . , 7., é um sistema de multiplicidade para os A-módulos Noetherianos M\ + M2 

e Mi D M2 . Além disso, se, I ê o ideal de A gerado por 7 l , . . . temos a seguinte 

igualdade: 

eA(I\ Mi + M 2 ) + eA(I\ Mi D M 2 ) = eA(I\ Mi) + eA(I\ M2). (2.5) 

Demonstração: Inicialmente, observe que Mi fl M2 é um submódulo de M. Desde 

que 7 ! , . . . ,7 - , é um sistema de multiplicidade para M\ e M2 , segue das sequências 

exatas 

0 —> MI —> MI+M2 —> M2 —> 0 

0 — > MI n M2 —> M —y M2/Mi D M 2 , 

e da Proposição 2.2.5, que 7 ] , . . . , 7 s também é um sistema de multiplicidade, tanto 

para M\ + M2 quanto para M] fi M2. Isto mostra que todos os símbolos da multipli-

cidade em (2.5), estão bem definidos. 

Considere agora, a seguinte sequência exata de A-módulos Noetherianos 

0 —> MI —> MI +M2 —• ( M i + M2)/Mi —> 0 . 

Então do isomorfismo de A-módulos 

(M, + M 2 )/M 2 = M 2 / ( M , + M2), 

temos que a sequência 

0 —> MI —> MI + M2 — > M 2 / ( M i + M2) — 0 , (2.6) 

é uma sequência exata de A-módulos Noetherianos. Logo aplicando o Teorema 2.3.7 

na sequência exata (2.6) obtemos a igualdade 

e A ( 7 l , . . . , 7 s |M i + M2) = e A ( 7 i , . . . , 7,|M i) + eA{lu . . . , 7 s|M2/(M1 + M2)). (2.7) 

Usando o mesmo raciocínio com a seguinte sequência exata baixo 

o —> Mi n m 2 — > M2 —> M2/M] n m 2 —> o 
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obtemos a seguinte igualdade numérica 

c .Uti , • • -,1s\M2) = eA( 7 l , . . . ,7S|M! n M 2 ) + c.A{ 7 l , . . •, 7s|M2/ (Mi + M 2 ) ) (2.8) 

Pondo em evidência e^(7i, • • • , 7A.|M2/(Mi + M 2 ) ) em (2.8), e em seguida substi-

tuindo em (2.7), obtemos a igualdade desejada. • 

Teorema 2.3.12: ([13], pag. 303) Sejam M, e M 2 submódulos de um A-módulo M 

( M não necessariamente Noetheriano) tais que M/M-1 e M / M 2 sejam Noetherianos. 

Se 7 i , . . . , 7 s é um sistema de multiplicidade em M/Mx e em M / M 2 , então é um 

sistema de multiplicidade tanto em M/My fl M 2 quanto em M/(Mi + M 2 ) . Além 

disso, definindo I — (71 , . . . , 7,) tein-se que 

e ^ / l M / M i n M 2 ) + eA{I\M/{Ml + M 2 ) ) = eA{l\M/Mx) + eA{I\M/M2). 

Já observamos anteriormente, que se M e M' são dois módulos isomorfos, então 

e( /|M) = e( /|M') . Por isso, é interessante e útil, ter algum critério que possamos 

utilizar no caso de dados dois módulos M e M ' , dizer se eles são ou não isomorfos. O 

próximo teorema, classicamente conhecido como o Primeiro Teorema do Isomorfismo, 

é uma ferramenta muito valiosa para responder a esta questão, e por isso, iremos 

enunciá-lo, mesmo que sem demonstração. 

Teorema 2.3.13: ([13], pag. 16) Sejam / : M —>• N um epimorfismo de A-módulos, 

L um submódulo de TV e f~l(L) um submódulo de M . Então os módulos 

M / r ' ( L ) e N/L 

são isomorfos. Em particular, M/Ker(f) ~ N. Se, além disso, f for injetora, isto é, 

Ker(f) = { 0 } , então M ~ N. 

No que segue, vamos mostrar que o símbolo da multiplicidade é invariante por 

permutações, isto é, o valor de f7i(7t, • . . , 7S|M) não depende da ordem em que cada 

um dos 7,;, i = 1, ..., s aparecem no símbolo da multiplicidade. Como a prova deste 
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resultado envolve vários cálculos técnicos, é mais conveniente dividirmos a sua demon-

stração, o que facilitará a sua compreensão. Antes de iniciarmos a demonstração, 

vamos fazer algumas observações quanto a notação. O próximo lema, pode ser con-

siderado como o primeiro passo indutivo. 

Observação 2.3.14: Sejam K um A-submódulo Noetheriano de M e 7 3 , . . . , 7S 

um sistema de multiplicidades em K . Para representar esta afirmação, usaremos a 

seguinte notação. 

(K) = eA(ji,...,ls\M). 

Observação 2.3.15: Suponha que L C N são submódulos de um A-módulo Noethe-

riano M e que 73 , . . . ,7 s seja um sistema de multiplicidade em M/L. Desde que as 

inclusões 

N/L Ç M/L, 

são sempre verdadeiras, a seguinte sequência de yl-módulos Noetherianos 

0 —> N/L —> M/L —> {M/L) /(N/L) —• 0 

é exata. Do isomorfismo 

(.M/L)/(N/L) ~ M/N, 

segue que a seguinte sequência 

0 —> N/L —• M/L — > • M/N —> 0 

também é exata. Então, pela Proposição 2.2.5, 7 3 , . . . , 7S também é um sistema de 

multiplicidade tanto em N/L quanto em M/N. Além disso, pelo Teorema 2.3.7, 

temos 

(N/L) = (N/M) + (M/L). (2.9) 

Lema 2.3.16: Sejam M um ,4-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7,, (s > 2) um sistema 

de multiplicidade em M . Então 

<°/t(7i,72, • • • ,7*1 M) = (JA(72,7I, • • • ,7*1 M ) -
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Demonstração: Sejam . . . , % um sistema de multiplicidade em M. Então pela 

Deíinição 2.3.1, tern-se que 

e /t(7i, • • • ,7,1 M) = eA(72, • • • ,7,1 M / 7 l M ) - 64(72, • • • ,7,1(0 \M 7i))-

Mas, usando novamente a Definição 2.3.1, nos módulos M/j\M e (0 :m/hM I2), temos 

as seguintes relações 

f-.-U72, • • •, 7,1 M/liM) = +6.4(73, • • •, 7,1 ( M / 7 l M ) / 7 l ( M / 7 i M ) ) 

EA ( 7 3 ; • • • , 7 , 1 ( 0 •MF-YIM 7 2 ) ) 

e 
-64 (72 , • • • , 7,1 (0 :AÍ 7I)) = -64 (73 , • • •, 7,1 (0 -M 7 i ) / 7 a ( 0 -M 7I)) + 

6.4(73, • • • ,7,1 (0 :(0:M7i) 72))-
Para simplificar o nosso trabalho, vamos fazer uso da seguinte notação 

e A ( 7 i , . . . , 7 , | M ) = ( l ) - ( 2 ) - ( 3 ) + (4), 

onde 
(1) = ( ( M / 7 l M ) / 7 2 ( M / 7 i M ) ) 

(2) = ((0 :m /7 iM 72)) 

(3) = ((0 : M 7 i ) /7 2 (0 :m 7I)) 

(4) = ( ( 0 : ( 0 : m 7 i ) 7 2 ) ) . 

Agora, pela Proposição 2.2.6 (m) , temos o seguinte isomorfismo de A-módulos 

M / ( 7 l M + 7 2 M ) = ( M / 7 i M ) / ( M / 7 2 M ) . 

Assim podemos reescrever (1) como 

(1) = ( ( M / 7 l M ) ) / ( 7 2 M / 7 l M ) ) ) = ( M / ( 7 l M + 7 2 M ) ) . 

Alem disso, a igualdade abaixo 

( 0 :(0:A,7I) 7 2 ) = ( 0 : m 7 1 ) n ( 0 7 2 ) , 

nos permite reescrever (4) de uma maneira mais conveniente como 

(4) = ((0 :(o:Aí7l) 72)) = ((0 -M 7i) n (0 : M 72))-
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Vemos com isto, que tanto (1) quanto (4) envolvem 7, e 72 simetricamente, ou 

seja, não importa como eles aparecem 11a expressão da multiplicidade, numericamente 

elas são iguais. Falta então provar que o mesmo acontece com a soma (2) + (3). 

Pela Proposição 2.2.6 (v), temos 

(o '-m/jiM 72) = (hM :M 72V71M, 

e pelas inclusões abaixo 

7 l M Ç 7 i M + (0 : M 7 2 ) Ç ( 7 l M : m 72), 

temos por (2.9) que 

(2) = ((0 :M/71 72)) 

= ( 7 1 M •M L2)/LLM) 

= { { l\M : M 72 ) ) / ( l\M + (0 : M j 2 ) ) ) + ( 7 , M + (0 : M 7 2 ) / 7 i M ) 

= ( ( 7 i ^ 7 2 ) ) / ( 7 i M + (0 72))) + ((0 : M 7 2 ) / ( 7 i M n (0 : M 7 2 ) ) ) . 
( 2 . 1 0 ) 

pois pelo Teorema 2.3.13, 

7 i M + (0 : M 72 ) / 7 iM ~ (0 : M 7 2 ) / ( 7 i M n (0 : M 72))-

Mas novamente pela Proposição 2.2.5 (ii), (i), respectivamente, temos que 

(0 :M 72)/(7IMn (0 :M 72)) = 7 l(0 7 l 7 2 ) . 

Assim a equação (2.10) torna-se 

(2) = ( 5 ) + (6), 

onde 

(5) = ((0 :M7 2 ) / 7 I (0 :m7I72 ) ) , 

e 

(6) = ( ( 7 l M : m 7 2 ) / 7 i M + (0 : M 72 ) ) . 



39 Capítulo 2. Multiplicidades 

Logo temos a igualdade 

( l ) - ( 2 ) - ( 3 ) + (4) = ( l ) + ( 4 ) - ( 5 ) - ( 6 ) - ( 3 ) . 

Agora a multiplicação por 72 fornece um epimorfismo de /1-módulos 

( 7 , M \M 72) — > y i i r i i M : M 7-2). 

Mas pela Proposição 2.2.5 (ii), temos \m 72) = Cl 7 2 M . Assim temos o 

epimorfismo de .4-módulos 

( 7 i M : M 72) — > 7 1 M C 7 2 M , 

cujo núcleo é exatamente (0 :m 72) c está contido cm 71M + (0 \M 72) que é levado 

por esse epimorfismo em 7]7 2 M. Segue, do Teorema 2.3.13, o seguinte isomorfismo 

( 7 i M : M 7 2 ) / ( 7 1 M + ( 0 : M I2)) = (^M D 72M)/7i72M). 

Assim sendo, 
( 6 ) = ( ( 7 1 M Cl 7 2 M ) / 7 i 7 2 M ) , 

que também é simétrico em relação a 71 e a 72. 

Resta examinar a soma (3) + (5). As seguintes inclusões são triviais 

72(0 -M 7i) Ç 72(0AÍ7I72) Q (0 -M 7i)-

Mas pela pela equação (2.9), temos 

(3) + (5) = (7) + { 8 } , 

onde 

(7) = (72(0 -M 7i72)/72(0 -M 7I)) 

e 

{ 8 } = ((0 : M 7I)/72(0M7I72)) + ((0 -m 72)/7I(0M7I72))-

A última dessas igualdades tem a propriedade de simetria desejada. Novamente, 

a multiplicação por 72 produz um epimorfismo 

(0 -m 7172) — > 7 2 ( 0 -m 7172) 
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cuja imagem inversa de 72(0 \m 7i) P o r este epimorfismo é exatamente (0 :m 7i) + 

(0 '-M 72)- Assim, temos pelo Teorema 2.3.13, o seguinte isomorfismo 

(0 : M 7i7a) / (0 :M 7I) + (0 -m J2) = 72(0 -M 7I72)/72(0 -M 7I), 

e portanto, 

(7) = ( ( 0 : M 7 i 7 2 ) / ( 0 : M 7 I ) + (0 :M72) ) 

que é outra expressão simétrica em relação a 71 e a 7,. 

Como 

e . 4 ( 7 l , . . . , 7 s | M ) = ( l ) + ( 4 ) - ( 6 ) - ( 7 ) - { 8 } 

e cada um dos termos do lado direito tem a propriedade de permanecer inalterado 

quando 71 e 72 são permutados, a proposição está provada. • 

Proposição 2.3.17: Sejam M um yl-módulo Noetheriano e 71 , . . . , 7 , um sistema 

de multiplicidade em M . Se { « i , . . . , i s } é uma permutação do conjunto { 1 , . . . , s } , 

então 

eyi(7i,72, • • = eA(-yn,^2,..., 7 i J M). 

Demonstração: E suficiente mostrarmos que 

• • • ,7m,7m+1, • • • ,ls\M), 

permanece inalterado se trocarmos 7 m por 7 m + i . 

Agora por meio de rn — 1 aplicações sucessivas da Definição 2.3.1, obtemos uma 

expressão para 6.4(71,. . . , js\M) como uma soma finita da forma 

m; 7m+1; • • • ; 7s I Mv), 
V 

onde cada ev é igual a ± 1 e cada Mv é um A-módulo Noetheriano que admite 

7m, 7m+i, • • •, Is como um sistema de multiplicidade. Além disso, os números cv e 

os módulos Mv são determinados unicamente por 7 i , . . . , 7 m ~ i , isto significa dizer 

que eles independem de 7 m , 7 m + i , • • • Então pelo Lema 2.3.16, se trocarmos 7 m 

por 7„1+i obteremos 

e-A (71 , • • • , 7m, 7m+1 , • • • , 7* IM) = eA (7m, Irn +!,•••, 7* I Mv ) , 
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onde ev e Mv têm o mesmo significado corno antes. Mas novamente pelo Lema 2.3.16 

('Ailrn, 7rnf 1 , • • • > ls\M,) = 6 y l (7m + 1 , 7,„, • • • , ls\Mv). 

Segue disto que 

6.4(71, • • • ,7m,7m+l, • • • ,7*1^0 = ' " 
v 

e assim a proposição está provada. • 

Observação 2.3.18: 1) No Exemplo 2.3.5 havíamos questionado se os símbolos 

da multiplicidade e(x,y2\k[x,y]) e (y2,x\k[x,y], eram numericamente iguais ou não. 

Após a Proposição 2.3.17, podemos afirmar com certeza que eles são iguais. 

2) A Proposição 2.3.17, também é conhecida como "Propriedade da Mudança 

e desempenhará um papel importante em algumas demonstrações 110 decorrer desta 

seção. A próxima proposição é uma aplicação imediata dela. 

Proposição 2.3.19: Sejam M um A-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7 s um sistema 

de multiplicidade em M. Suponha que para algum valor particular de i £ { 1 , . . . , s } 

tenhamos 7 M = 0, onde rn é um inteiro positivo. Então 

e A ( 7 l , . . . , 7 s | M ) = 0. 

Demonstração: A Proposição 2.3.17 mostra que podemos supor que i = 1. Tendo 

feito esta hipótese adicional, provaremos a proposição por indução sobre m. 

Primeiro suponha que m = 1. Então 71M = 0, e portanto, M / 7 1 M = M e 

(0 -M 7i) — M. Assim, pela Definição 2.3.1, temos 

e A { l u . . . , 7 s | M ) = 6/1(72, • • •, 7 , ,|M) - 6 , 4 ( 7 2 , . . . , 7 s | M ) = 0. 

Agora vamos supor que m > 1, e que o resultado desejado já foi provado para 

valores menores da variável indutiva, isto é, para rn - 1. Pelo Teorema 2.3.7 e pela 

sequência exata, 

0 —> 7 , M —> M —> M / 7 l M — 0 , 
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temos que 

e A ( j u . . . , 7s|M) = e A ( 7 l , . . . , 7 s | 7 i M ) + 6 , 4 ( 7 1 , . . . , 7 , | M / 7 l M ) . 

Porém 7 ] 7 1 _ 1 (7 iM) = 0 e 7 i ( M / 7 l M ) = 0. Assim pela nossa hipótese indutiva, tanto 

e / i ( 7 i , . . ., 7.,|7iM) quanto 6,4(71,. . ., 7 s | M / 7 i M ) são ambos iguais a zero. 

Portanto 

e / i (7 i> • • • 5 1 s \ M ) = 0, 

como queríamos demonstrar. • 

2.4 Relação entre Multiplicidade e Comprimento 

Sejam M um A-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7 , s um sistema de multiplicidade 

em M. Nesta seção iremos procurar relações entre a multiplicidade e ( 7 i , . . . ,js\M) 

e o comprimento L(M/(71,... , 7 S ) M ) . No caso de um anel A, podemos adiantar o 

seguinte resultado. 

Teorema 2.4.1: ([9], pag. 138) Num anel local Noetheriano (A, Aí), são equiva-

lentes: 

i) A é um anel Cohen-Macaulay; 

ii) L (A / I )=e ( I ,A) , para qualquer ideal parâmetro / de A; 

iii) L (A / I )=e ( I ,A) , para algum ideal parâmetro I de A. 

Observação 2.4.2: ([9], pag. 109) Vamos observar que se (A,M) é um anel local 

d-dimensional e xi,..., Xd é um sistema de parâmetros de A e I = ( 2 7 , . . . , xci) então 

La(A/I) > eA(I\A). 

Portanto, o Teorema 2.4.1 mostra que a igualdade ocorre se, somente se, o anel é 

Cohen-Macaulay. 

No caso de um yl-módulo M , com d imA > 0, temos um resultado semelhante ao 

Teorema 2.4.1. 
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Mas como já observamos, um sistema de multiplicidade pode não ser um sistema 

de parâmetros a menos que consideremos anéis Noetheriano que também sejam locais. 

Vamos voltar ao caso em que não exigimos que A seja local. 

Lema 2.4.3: Seja M um A-módulo Noetheriano e 7 um elemento de A. Seja Frn = 

M/(0 \m 7 m ) , então (0 \pm 7) = 0 desde que m seja um inteiro suficientemente 

grande. 

Demonstração: Desde que M é um A-módulo Noetheriano, a sequência ascendente 

de submódulos de M 

(0 -M 7l) ^ (0 '• M J\) Ç (0 '-M 7 i ) Ç 

deve ser estacionária. 

Suponhamos que rn é suficientemente grande para garantir que 

(0 7™) = (0 -m 7 r 1 ) -

Então, pela Proposição 2.2.5 (v) e (i), temos as igualdades 

(0 -FM 7) = ((0 -M 7Í") :M 7 ) / ( ( 0 :M LT)) 

= (0 : M 7 i " ' + l ) / (0 :m 7T) 
= (0 :m 7 D / ( 0 :M 7 D 
= o, 

como queríamos demonstrar. • 

O próximo teorema, mostra que dados um sistema de multiplicidade, 7^ . . . , 7., de 

um A-módulo M , então a multiplicidade eA(h,..., 7,|M) é limitada, inferiormente 

pelo 0 e superiormente pelo inteiro não-negativo LA(M/^M+.. .+7SM). Observamos 

que não estamos dizendo que o símbolo da multiplicidade é uma função limitada no 

conjunto de todos os sistemas de multiplicidades do anel A. 

Teorema 2.4.4: Sejam M um A-módulo Noetheriano e 71 , . . . , 7 s um sistema de 

multiplicidade em M . Então 

0 < ^ ( 7 1 , • • • , 7 , 1 ^ ) < La{M/^M + . . . + 7 S M ) . (2.11) 
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Demonstração: Para provarmos que 

e / l ( 7 l , . . . , 7 , | M ) > 0, 

usaremos indução sobre o número de elementos no sistema de multiplicidade. 

Se s = 0, então CA{-\M) = LA(M) > 0, pela definição do símbolo de multiplicidade 

e pelo fato que o comprimento é sempre um número inteiro não-negativo. 

Portanto assuma que s > 1 o que o símbolo de multiplicidade é um inteiro não-

negativo para qualquer sistema de multiplicidades consistindo apenas de s — 1 ele-

mentos. 

Seja F = M/{0 \m 7í")> o n d e m foi escolhido suficientemente grande para assegu-

rar que (0 \p 71) = 0, o que 6 possível pelo Lema 2.4.3. 

Em seguida, aplicando o Teorema 2.3.7 na sequência exata abaixo 

0 — ( 0 : M 7 l m) —> M —> F —> 0, 

temos que 

7,|M) = e / 1 ( 7 l , . . . , 7 , | F ) + 6^(71 , . . . , 7,1(0 : M 7 D ) - (2-12) 

Como 7™(0 \M 7™) = 0, segue da Proposição 2.3.19, que 6.4(71, • • •, 7.,|(0 : M 7Í™)) = 

Por outro lado, temos 

eyl(7i,...,7,|F) = e / 1 ( 7 2 , . . . , 7 , | F / 7 l F ) + e 4 ( 7 2 , . . . , 7,s|(0:/.7i)) ( 2 ^ 
= e / l ( 7 2 , . . . , 7 s | F / 7 l F ) , 1 ' j 

pois 7 l ( 0 : F Ji) = 0. Portanto das equações 2.12 e 2.13, temos 

eA(71, • • •, ls\M) = e / i ( 7 2 , . . . , 7 s \ F / 1 } F ) . 

Mas pela hipótese indutiva, como 7 2 , . . . , 7s é um sistema de multiplicidade contendo 

- 1 elementos, obtemos a seguinte1 desigualdade 

(72 , . . . , 7.S > 0, 

ou seja, 

e A ( 7 l , . . . , 7 , | M ) > 0, 
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e isto prova a primeira desigualdade. 

Vamos estabelecer a segunda desigualdade. Se s > 1 temos, pela Definição 2.3.1, 

que 

C,4(7i, • • •, 7 , \ M ) = cA(l2). . . , 7a.|M/7lM) - eA(y2,.. ., 7,|(0 :M 7 l)) , 

ou seja, 

C / 1 ( 7 l , . . . , 7 s|M) < e A ( l l } . . . , 7,s-1Af/71M), 

pois (-.4(71,.. . ,7,s|(0 \m 7i)) > 0, pelo que acabamos de provar acima. 

Seja Aí' = M / 7 1 M . Segue pelo mesmo argumento anterior, que 

eA(ju. .., 7.IAí) < eA(j2,. . . , 7 , jA í ' ) < eA{1:h . . . , 7 , | M 1 / l 2 M ' ) . 

Mas pela Proposição 2.2.5 (ivi) temos que 

M / ( 7 l M + 7 2 A/) ^ (M/71 Aí ) /72 (Aí /7 ]Af ) = M'/j2M'. 

Portanto 

e / 1 ( 7 l , . . . , 7 s | A Í ) < e A ( 7 3 , . . . , 7 s | M / ( 7 l M + 7 2 A í ) ) . 

Procedendo desta maneira teremos 

e A ( 7 l , . . . , 7 s | M ) < e „ ( . | M / 7 i M + . . . + 7 s M ) 
= La(M/7iM + ... + 7,M), 

e assim o teorema está provado. • 

Corolário 2.4.5: Se 7 1 , . . . , 7,, é um sistema de multiplicidade num A-módulo Noethe-

riano Af tal que 71M + . . . + 7 s M = M. Então 

EA (715 • • • 1 7*1 Aí) = 0. 

Demonstração: Pelo Teorema 2.4.4, 

0 < eA(ji,..., 7,| M) < LAÍM/^M + ... + 7 ,Aí) . 

Mas como, por hipótese, 71 Aí + ... + 7.,Aí = Af, então 

(M/7lAÍ + ... + 7,AÍ) ^ {0}. 
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Portanto, EA(JU . . . , JS\M) = 0. • 

O próximo teorema mostra que o símbolo da multiplicidade comporta-se como 

uma aplicação aditiva no conjunto dos sistemas de multiplicidades do anel A. 

Teorema 2.4.6: Sejam M um A-módulo Noetheriano 7 1 , . . . , 7^ . . . , 7,, e 

7 i , . . . , 7 - , . . . , js dois sistemas de multiplicidades em M. Então 7 1 , . . . , 7^7- , . . . , 7,5 

também é um sistema de multiplicidade em M. Além disso, 

e / i (71 , • • • >7i7Í. • • • ,7*1 M ) = 6 4 ( 7 1 , • • • ,7i, • • • ,7.s)l^0 + 6/1(71, • • • ,7Í> • • • 
(2.14) 

Demonstração: Seja F — 7 l M + . . . + 7 , M + . . . + 7 S M . Então F é um submódulo de 

M e portanto, pela Proposição 2.2.5, 7 1 , . . . , 7 - , . . . , 7S é um sistema de multiplicidade 

cm F. 

Das inclusões abaixo 

7 1 F + . . . + ITF + . . . + LSF Ç F Ç M 

temos pela Observação 2.3.15 

LA{M/LLF + ... + ILF + ...+LSF) = LA{M/F) + LA(F/LLF + ... + 1'LF + ... + LSF)1 

e nesta equação, os termos do lado direito são finitos. Das inclusões abaixo 

7 i ^ + • • • + L[F + ... + 7 , F Ç 7IM + ... + 7 - , 7 - M + ... + 7 S M Ç M 

obtemos a seguinte igualdade numérica 

LA{M/J]F + ... + 7)'F + ... + 7SF) = LA{M/^M + ... + 7J7,'M + ... + 7 s M ) 

+ L a ( ( 7 i M + . . . + 7 a [ M + . . . + 7 s M ) / ( 7 i F + . . . + 7 ; F + . . . + 7 s F ) ) , 

e como o comprimento só assume valores não negativos, segue que 

LA(M/JI M + . . . + 7 A',M + • • • + 7 S M ) < 00. 



47 Capítulo 2. Multiplicidades 

Portanto, 7 1 , . . . , 7i7-, • • •, 7,, é, por definição, um sistema de multiplicidade em 

Aí. Vamos provar a equação (2.14) observando, que em vista da Proposição 2.3.17 

podemos supor que i = s. Por aplicações sucessivas da Definição 2.3.1, obtemos 

e,i(7i, • • •, 7i7,', • • •, ls\M) = ^e.4(7s|Mv), 
V 

onde o lado direito acima 6 uma soma finita e cada e„ = ± 1 e MV são /1-módulos 

Noetherianos para os quais 7., é um sistema de multiplicidade. Além disso, os números 

€v e MV dependem somente de Aí e dos elementos 7 l , . . . , 7.s-i. Segue que 

7i, • • • Hs-uisW) = YJ^eA(is\Mv) 
V 

e 

64(71, • • •, 7.s-i? lsl's\M) = eveA(-fs-/s\Mz), 
V 

com os mesmos ev e Mv de antes. 

A partir das duas igualdades acima, vemos que basta provarmos o teorema no 

caso em que s = 1. No que segue, assumiremos que temos esta hipótese adicional e 

simplificaremos a notação, escrevendo 7 = j s e 7' = 7',. 

Pela Definição 2.3.1, temos 

EA(7/M) = LA(M/JM) - LA{{0 : m 7 ) ) 

eA(i/M) = LA(M/iM) - LA((0 :M 7 ' ) ) 

eA(Tf'/M) = LA{MhiM)-LA{{Q-MlÍ)). 

Agora, a multiplicação por 7, produz um epiínorfismo 

M — 

com a propriedade que a imagem inversa de 77'Aí é exatamente (0 \m 7) + 7'Aí. 

Assim temos o isomorfismo 

7 A í / 7 7 ' M ^ AÍ/ ( (0 :M 7) + l'M). (2.15) 

Das inclusões 

7 ' A í Ç (0 : M 7 ) + Ç Aí 
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temos a igualdade 

LA{M/IM) = LÁ{M/{0 : M 7 ) + 7 ' M ) + LA(({0 : M 7 ) + V M ) / V M ) , 

mas do isomorfismo (2.15), obtemos a seguinte igualdade 

L a ( 7 M / 7 7 ' M ) = LA{M/IM) - LA(((0 : m 7 ) + 7 ' M ) / > Y ' M ) . (2.16) 

Porém valem das seguintes relações 

((0 : M 7) + 7 ' M ) / I M ^ (0 :M L)L{L'M D (0 : M 7)) = (0 7 ) / V ( 0 =m 77') , 

obtemos a seguinte igualdade 

M ( ( 0 '-M 7 ) + Í M ) H M ) = L A ( (0 : m 7 ) ) - L A ( 7 ' ( 0 : m 77 ' )) , 

e assim, (1.16) torna-se 

L^M/^M) = LA(M/-y'M) - La(0 :m 7) + LA(7'(0 : M 77'))-

Além disso, somando-se LA{M/^M) a ambos os lados da igualdade acima, obtemos 

LA(M/77'AÍ) = LA(M/JM) - LA(0 : m 7 ) + LA(M/IM) + LA(I(0 : M 7 7 ' ) ) . 

Para completar a prova será suficiente mostrar que 

La{7'(0 : m 77') ) = LA(0 : M 77') " V)-

Mas isto é verdade, pois a multiplicação por 7' produz uru epimorfismo 

(0 :M 77') —> 7'(0 :a í77 ' ) , 

cujo núcleo é exatamente (0 :M 7'). Daí pelo Teorema 2.3.13, temos o seguinte 

isomorfismo 

(0 -M 7 7 ' ) / ( 0 : m 7 ' ) = 7 ' ( 0 :m 77')-

Por outro lado, a seguinte sequência exata 

o —• (o -M 7') —> (0 -M 77 ' ) —> (0 -M 77 ' )/ (0 :aí 7') —> 0 
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nos fornece a igualdade 

M O :M l i ) = M O -M 7') + M ( 0 -M li)/(O :M l')), 

e disto obtemos novamente a partir do Teorema 2.3.13 o seguinte isomorfismo 

M W M ) - M 0 :M l i ) = LA(M/IM)-LA(0 :M 1) + LA(M/1'M)-LA(0 : m 7 ' ) , 

ou seja, 

eA{-yi\M) = eA(j\M) + eA(i\M), 

como queríamos demonstrar. • 

O Teorema 2.4.6, permite resolvermos o Exemplo 2.3.5, mais rapidamente, sem 

termos que nos envolver em cálculos que muitas vezes são trabalhosos. Basta ver que 

{x,y} é um sistema de multiplicidade em C[:r, í/]) e portanto, pelo Teorema 2.4.6, 

{x,y2} também. Logo temos, 

e(x,y2\C[x,y}) = e(x,y\C[x,y]) + e(x,y\C[x,y]) = 2. 

Corolário 2.4.7: Sejam M um A-módulo Noetheriano, 7 1 , . . . , 7 S um sistema de 

multiplicidade em M e n ] 7 . . . , n, inteiros positivos. Então 

e A { ^ ,.. ., ^ |M) = m • • • « , M 7 l , ls\M). 

Demonstração: Basta usar o Teorema 2.4.6 sucessivamente. • 

Exemplo 2.4.8: O Corolário 2.4.7 permite concluir imediatamente que 

e{x2,y\C[x,y]) = 2. 

Observe que pelo Teorema 2.4.6, x " 1 , . . . , é um sistema de multiplicidades em 

C[xi,..., xs}. Podemos então calcular facilmente a multiplicidade do ideal gerado 

pelo elementos x"1 , . . . De fato, pelo Corolário 2.4.7, 

e(xn1\...,x^\C[xl,...:xs])=nx---ns. 
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Corolário 2.4.9: Sejam Aí um A-módulo Noetheriano e 7 , , . . . ,7 , um sistema de 

multiplicidade em M . Então 

0 < 6.4(7,, . . . ,7 , M j < , 
nx • • • ns 

para inteiros positivos arbitrários n u . . . , ns. 

Demonstração: Pelos Corolário 2.4.7 e Teorema 2.4.4, temos 

0 < m • • • n s e A ( 7 l , . . . , 7S|M) = e A ( 7 r ' , . . . , 7S"S IM) < LA(M /7™1 Aí + . . . + 7 ^ Aí), 

pois 7 " 1 , . . . , 7"s também é um sistema de multiplicidade em M . 

Dividindo por n\ • • • ns, obtemos 

0 < e A ( 7 i , . . . ,7S\M) < , 
m • • • ns 

como queríamos provar. • 

Corolário 2.4.10: Sejam M um A-módulo Noetheriano e 7t , . . . , 7., um sistema de 

multiplicidade em M . Suponha que 

7™ Aí Ç 7 l A Í + + + LL+LM + . . . + 7 sAÍ, 

onde rn é um inteiro positivo. Então 64 (71 , . . . , 7.,|M) = 0. 

Demonstração: Pela Proposição 2.3.17, podemos supor que i = 1. Se n > m, 

então 

7"Aí + 72Aí + . . . + 7SM = 7 2 M + . . . + 7,AÍ, 

e assim pelo Corolário 2.4.10, 

0 < NEÁ(71,..., 7s|AÍ) < LÁ(M/7"Aí + . . . + 7 s M ) = LA{M/j2M + ... + 7 , ,M) . 

Como 71,. . . , 7,5 é um sistema de multiplicidades em Aí, 7 " 1 , . . ., também é 

um sistema de multiplicidades em Aí. Logo temos que LA{M/72AÍ + ... + 7 S M ) é 

finito. Portanto, dividindo por n e fazendo n tender ao infinito, o resultado segue. • 

Já sabemos que se Aí é um A-módulo Noetheriano, então valem as desigualdades 

0 < CAÍIU • • •, 7*1 M) < LA{M/TLM + . . . + 7 , A í ) . 
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Naturalmente, segue da definição de multiplicidade, que se s = 0, então a igualdade 

é sempre verdadeira. Gostaríamos então, que dado um sistema de multiplicidade 

7i , . . . , 7a., com n > 0, obter condições sobre ele, de modo que tivéssemos a igualdade 

entre a multiplicidade ('-A{1Í, • • • ,7*1 M) e o comprimento LA(M j^^M + .. . + 7 S M ) . 

O teorema abaixo, dá uma condição suficiente para esta questão. 

Teorema 2.4.11: Sejam M um A-módulo Noetheriano e 71 , . . . , 7 s um sistema de 

multiplicidade em M. Se 

( ( 7 l M + . . . + 7 iM) : m 7í+I) = ( 7 i ^ + • • • + 7ÍM), 

para 0 < 1 < s — 1, então 

e A ( 7 i , . . . , LA\M) = LA(M/7IM + ... + 7SM). 

Demonstração: Seja Mt = M / ( 7 i M + . . . + 7,;M). Então pela Proposição 2.2.C 

(?;), temos 

(0 :mí 7»+i) — (0 :m/(7,m+...+7im) 7-í+i) 
= ((7yM + ... + JÍM) :M 7 l + 1 

^ 0, 

pois por hipótese, 

( ( 7 l M + . . . + 7 i M ) : m 7 i + i ) = (7iA'/ + • • • + 7 iM) , 

para 0 < i < s — 1. Em particular, quando % = 0, (0 7i) = 0. Agora, pela 

Proposição 2.2.6 (m) , M j / ^ + i M j e Ml+X são isomóríicos, pois 

Mihi+íMi = ( M / ( 7 i M + . . . + 7 s ) ) / ( 7 i + , ( M / ( 7 l M + . . . + 7 s ) ) 
^ M / 7 i M + . . . + 7í+IM 

= Ml+l. 
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Assim sendo, como (0 7i) = 0, tem-se 

eAhi,---,Js\M) = eA(j2, • • • , 7 s | M / 7 i M ) - eA(j2, • • • ,7*1(0 : M 7i ) ) 
= e / 1 ( 7 2 , . . . , 7 s | M / 7 l M ) 

= e 4 ( 7 2 , . . . ,7 s|MI) 
= eA(j2, • • • .TsIMí/t^MI) - eA{l2, • • • ,7*1(0 -Mx I2)) 

= eA{.\Ms) 
= L / i ( M / 7 l M + . . . + 7 s M ) . 

Portanto 

e A ( 7 l , . . . , 7,|M) = L A ( M / j i M + . . . + 7 s M ) , 

como queríamos demonstrar. • 

Naturalmente, gostaríamos de obter uma recíproca para o Teorema 2.4.11, mesmo 

que seja parcial. Para isto, precisamos inicialmente, de um resultado da Álgebra 

Comutativa. O resultado abaixo, é uma consequência do Teorema da Interseção de 

Krull [13], pag.293. 

Teorema 2.4.12: ([13],pag. 295 ) Sejam M um ^4-módulo Noetheriano e I um ideal 

contido no radical de Jacobson de A. Então 

r£°=1/nM = 0. 
O proxirno resultado, fornece uma importante recíproca parcial do Teorema 2.4.11. 

Teorema 2.4.13: Sejam M um A-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7,, um sistema de 

multiplicidade em M , cujos elementos estão contidos no radical de Jacobson de A. 

Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

a) EA(LU . . . , 7 s | M ) = L A ( M / 7 l M + . . . + LSM) 

b) ( ( 7 l M + . . . + 7 l M ) : m 7í+i) = iliM + . . . + 7 í M ) , para 0 < i < s - 1. 

Demonstração: Pelo Teorema 2.4.11, (b) —>• (a). Então precisamos apenas provar 

que (a) = > (b). 

A prova é por indução sobre s. Se s = 1 temos pela Definição 2.3.1, que 

e „ ( 7 l | M ) = LA(M/YM) - LA{0 :M 7L), 
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e assim desde que (a) é verdadeiro, devemos ter La(0 \M 7i) = 0. Logo (0 \M 7i) = 0, 

e isto é tudo que precisávamos provar neste caso. 

De agora em diante vamos assumir que s > 1 e também que a afirmação "(«,) 

implica (ft),"foi provada para sistemas de multiplicidades tendo apenas s — 1 elementos. 

Seja ri\,.. . ,n s inteiros positivos. Então pelos Teorema 2.4.4, Proposição 2.2.3 e 

Corolário 2.4.7 segue que 

< L , ( M / ( 7 r M + . . . + 7 : H Í ) ) 
< n} • • • tisLa{M/(71M + . . . + 7sM)) 

= ni • • -n , e A ( 7 i , . . . ,7 s|M) 

Assim temos que 

eA{il\... ,7l l s|M) = La{M/(7"1 M + ... + -fs-M)), (2.17) 

para quaisquer inteiros positivos ri],..., n„. 

Seja K — M/(0 \m 71). Então segue da sequência exata abaixo e do Teorema 

2.3.7 

0 ^ ( 0 : m 7i) —> M —> K —> 0 

a seguinte igualdade numérica 

eA{lT, • • •, 7"' IM) = eA(l\11 e , . . . , 7."s 1(0 7i))-

Mas pela Proposição 2.3.19, desde que 7 " ' ( 0 :M 71) = 0, temos que 

e A ( 7 Í V . . , 7 " " | ( 0 -M 7i ) ) = 0, 

e portanto, vale a igualdade 

Assim por 2.17 e pelo Teorema 2.4.4, 

LA(M/(<y[llM + ... + fsl'M)) = eA(Í{\...,lT\K) 

< LA(M/((0 :M 7I) + 7 T K + . . . + 7 ? ° K ) ) . 
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A última desigualdade se justifica pelo Teorema 2.3.13, pois os seguintes módulos 

são isomorfos. Mas desde que 

( 7 " 1 Aí + ... + 7 ns-M) Ç ((0 : M 7 l ) + 7 ^ Aí + . . . + 7 »>M), 

então 

L A ( M / ( 7 f M + . . . + 7 ^ M ) ) = La(M/((0:M1I) + ^1M + ... + 1^M)) 

+ LÁ(((0 :m 7 i ) 

+ 7 \llM + ... + 7 s n » M ) / 7 l n i M 4- . . . 4- 7 T M ) ) 

> La(M/((0 :m 7 l ) + 7»>M + . . . + 7 

Portanto 

La(M/(7"1 M + ... + 7.^Aí)) = La(M/((0 :m 7l) + -y^M + ... + 7TM)), 

e desde que 

7 TM + ... + 7™s M) C (0 : M 7 l ) + 7 ^ M + . . . + 7.^ Aí, 

segue que 7"1 Aí + . . . + 7™s Aí = (0 :M 7 l ) + 7"1 Aí + . . . + 7 ^ A í . Logo 

( 0 : M 7 I ) Ç 7 ; i , M + . . . + 7 s n 'M) , 

para quaisquer inteiros positivos i i , ! , . . . , n,s. 
Seja í = 7 i v 4 + . . . + 7 s A Então para cada inteiro positivo n temos 

(0 - M 7i) Ç iTM + . . . + 7™s Aí) Ç InM, 

pois 7 " 1 , . . . , 7 " ' . Porém pelo Teorema 2.4.12, 

n ~ = 1 í " A í = o, 

pois í é um ideal contido no radical de Jacobson de A. Assim temos que (0 : M 71) = 0. 

Seja M — M / 7 1 M . Desde que (0 :M 7, ) = 0, temos o seguinte isomorfismo de 

A-módulos 

M/(71M + ... + 7sM) ^ M/{j2M + . . . + 7 , A / ) , 
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e segue deste isomorfismo que 

P-/i(72,-.-,7,|M) = p-a(1Í, • • •, ls\M) 
= LA{M/{llM + ... + lsM)) 

= LA(M/(7iM + ... + 7 , M ) ) . 

Agora é possível aplicar a hipótese de indutiva. Isto mostra que 

( ( 7 2 M + . . . + 7 l M ) :M 7í+i) = 7 2 M + - - . + 7 Í M , 

para 1 < i < s. Mas 

72M + . . . + 7 iM = (71M + . . . + 7ÍA/) /7iAí . 

Portanto, pela Proposição 2.2.6 (m) , temos que 

( ( 7 l M + ... + 7 l Aí ) : m 7 i + 1 ) = ( 7 ] Aí + . . . + 7 i M ) , 

não apenas para i = 0, mas também para 1 < i < s. • 

Teorema 2.4.14: Sejam M um A-módulo e I um ideal parâmetro de A. Então Aí 

é um A-módulo Cohen-Macaulay se, c somente se, 

L(M/IM) =e(I,M). 

Demonstração: Suponha que Aí seja um A-módulo Cohen-Macaulay e í um ideal 

parâmetro de A. Se dim Aí = s, então í = (71,. . . , 7 s ) onde 7 ! , . . . , 7,, é um sistema 

de parâmetros de Aí, e portanto, L(M/IM) é finito, e além disso, 7 1 , . . . , 7S é uma M-

sequência em M pela condição (b) do Teorema 2.4.13. Portanto L(M/IM) = e ( / ; Aí). 

Reciprocamente, suponha que í seja um ideal parâmetro de A e L(M/IM) = 

e( í ; Aí). Então pelo Teorema 1.2.3 temos 

( 7 l Aí + . . . + 7 l M ) : m 7 i + 1 ) = (71 Aí + . . . + 7 i M ) , 

para 0 < i < s - 1. Mas isto significa que 7 l , . . . , 7 s é uma M-sequência em M , e 

portanto, Aí é um A-módulo Cohen-Macaulay. • 
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2.5 A Fórmula Limite de Lech 

Nesta seção, vamos expressar a multiplicidade de um ideal I gerado por um sis-

tema de multiplicidade . . . ,7 s , de uma forma aparentemente mais concreta, isto 

é, explicitamente dependendo do comprimento do módulo Mj{j\M + ... + 7 S M ) . 

Considere o caso em que M c um A-módulo Noetheriano e 7 seja um sistema de 

multiplicidade em M. Então, desde que 

( 0 : m 7 I ) Ç ( 0 -M 7 i ) ^ (0 :m 7 ? ) ^ • • • 

é uma cadeia ascendente de submódulos de Aí, existe um inteiro n > 0 tal que 

(0 -m 7" ) Ç (0 \M 7™) para todo n > rn. 

Assim quando n > m, temos pela Definição 2.3.1, 

eA(r\ Af) = L / 1 ( M / 7 » M ) - L 4 ( ( 0 : m 7 Í 1 ) ) 
= LA(M/jnM)-LA((0:M^)), 

mas pelo Corolário 2.4.7 do Teorema 2.4.6, 

eA{<yn\M)=neA('y\M). 

Segue que 
LA(M/jnM)=rieA(j\M) + C, 

para todo n > m,, onde C = LA((Q \m 7" ' ) ) ^ independente de n. Em particular, 

vemos que 

hmn^oo- JJ- = eA 7 Af . 
n 

Este é o caso mais simples da Fórmula Limite de Lech. O resultado mais geral 

está contido no próximo teorema. 

Teorema 2.5.1: (A Fórmula Limite de Lech) Sejam M um .4-módulo Noethe-

riano e 7 1 , . . . , 7, um sistema de multiplicidade em Af. Então 

LA{M / (7"'1 M + ... + 7 " s M ) ) 
— ^ = eA 7 l , . . . , 7, Aí 

n y - n s 

onde n ..., ns são inteiros não-negativos e •nl = min jn i , . . ., n , } . 
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Demonstração: Usaremos indução em s e observemos que o caso s = 1 já foi 

provado acima. Vamos supor que s > 1 e que a fórmula já foi estabelecida para o 

caso de sistemas de multiplicidades em Aí, tendo apenas s — 1 elementos. O objetivo 

inicial da primeira parte c mostrar, que sem perda de generalidades, podemos supor 

a hipótese adicional de que (0 : M é o submódulo nulo de Aí. Uma vez que isto 

tenha sido feito, a conclusão decorre facilmente. 

Tome F = M/(O :M jf), onde p é escolhido suficientemente grande para assegurar 

que (0 71) = 0. Isto pode ser feito pelo Lema 2.4.3. 

Segue da sequência exata abaixo e do Teorema 2.3.7 

0 —• (0 :M —• M —• F —> 0 

cpie 

(ja(7ii • • -rf,s\M) = eA{li,- • -r/,\F) + eA(ji,. . . ,7S|(0 : M 

Mas pela Proposição 2.3.19, como 7^(0 \M 7 i ) = 0, temos que 

eA(715 • • • ,7,| (0 -M Ti)) = 0> 

logo 

e a (71> • • • > 7.sIM) = e A ( 7 1 , . . . , 7S |F) . (2.18) 

Em seguida do isomorfismo 

F/iY^F + . . . + 7 :sF) = Aí/((0 : M 7?) + iT M + . . . + 7 7 M) 

e das inclusões 

7?1 Aí + . . . + 7™'5 Aí Ç (0 -M Ti) + 1? M + ... + i^M Ç Aí 

deduzimos que 

o < LA(M/(^M + ... + ^M))-LA(F/(^F + ... + ^F)) 

= L,i(((0 :m 7 ^ + 7™1 M + . . . + + . . . + ^ M ) 

= L a ( ( 0 : m 7f)/(0 -M Tf) n ( 7 r ' M + . . . + 7 ? ' M ) ) . 
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Ainda, pela inclusão 

722(0 :m 7i ) + • • • + 7 ? ' ( 0 -M Tf) ç (0 --M 7?) n (ITM + . . . + M) 

e pela Proposição 2.2.3, tem-se que 

B = La((0 \m 7 f ) / ( 0 :Af 1\) C ( 7 " ' M + ... + 7^ s M ) ) 

< L A ( ( 0 :M 7?) / (72 2 (0 :M 7?) + • • • + 7S"*(0 7?))) 

= n2 • • • n s L „ ( ( 0 : M 7 i ) / (72(0 : m 7I) + • • • + 7,(0 : M 7 i ) ) ) 

Afirmamos que LA{(0 :M 7 i ) / (72(0 :m 7?) + • • • + 7,(0 'M 7 i ) ) é finito. Para isto, 

é suficiente provarmos que 72 , . . . ,7 s é um sistema de multiplicidade em (0 \M 7i)-

Porém 7^,72, • • •, 7,s é um sistema de multiplicidade em M , e assim, também é um 

sistema de multiplicidade em (0 : M Além disso,7^(0 \M 7?) = 0, e por isso, 

7 2 , . . . , 7 s é um sistema de multiplicidade em (0 \m 1\)-

Portanto, pela definição de sistema de multiplicidade, 

c = LA((0 :M 7 ^ / ( 7 2 ( 0 :M tf) + • • • + 7 , ( 0 : M 7 ? ) ) ) 

é finito. 

Estas observações, mostram que temos as seguintes desigualdades numéricas 

o < LA(lTM + ... + 7 T M ) - La(iTF + • •. + iTF) < C 

~ 711 • • • ns ~~ n1 ' 

e pela equação (2.18) é suficiente mostrar que 

hrrin^oo = eA(71,..., js F , 

ni • • • ns 

onde n, = m i n j n i , . . . , » . , } . Em vista disto, é possível assumir que (0 : M 71) = 0 é 

satisfeito. 

Seja M = M / J I M . Então pelo Corolário 2.4.9 do Teorema 2.4.6, e da Proposição 

2.2.3, 

0 < n, • • •n5e.4(7i , • • • R/s\M) 

< La(M/ (7Í11 M + . . . + 7"S M ) ) 

< NILA (MJ ( 7 L M + 7 ? M . . . + M ) ) 

= n,LA(M/(-y?M + . . . + 7?'M)), 
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pois temos o seguinte isomorfismo 

M/(7l M + 722 M ... + ^ M/(-y?M + ... + 7"sM). 

Assim sendo temos 

0 < ( , , ( - ; , . . - . 7 . I M ) < ^ ( W ( 7 Í ' M + . . . + 7 ; " M ) ) 
nx • • • ns 

< LA{M/(i^M + ... + ^M)) 
~ n-2 • • • ns 

Porém, nossa hipótese indutiva permite concluir que esta expressão tende a 

CylÍTl, • • • ,7s| M ) , 

e desde que (0 :M 7 i ) = 0, temos 

eA(72,--.,7s\M) = eA (h-, ••• I 7S\M), 

como queríamos demonstrar. 

2.6 Funções de Hilbert 

Sejam A um anel e x{l... ,xs um conjunto finito de indeterminadas sobre o anel 

A. Por toda esta seção, vamos denotar o anel dos polinómios A[xu ... s > 0, 

por Os anéis graduados que nos interessam aqui são os anéis dos polinómios. 

Vamos considerar o anel A[X] graduado, da forma usual, pelos inteiros não-negativo. 

Assim sendo, se m > 0 é um inteiro, então um polinómio é homogéneo de grau m, se 

ele pode ser expresso na forma 

In + =m 

onde r^.. .^ 6 ,4. 

Quando ,s = 0, A[X] é exatamente o anel A e a graduação em A é a trivial, isto 

é, todos os elementos não-nulos são elementos homogéneos de grau zero. 
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Seja M um ^4[X]-módulo graduado. Então para cada n > 0, inteiro, os elementos 

homogéneos de M de grau n formam urri subgrupo aditivo, denotado por Mn, do 

grupo aditivo M. Assim temos a seguinte soma direta de M 

M = M0 © MI © • • • © MN © • • •. 

Além disso, se um elemento de Mn é multiplicado por um polinómio homogéneo 

r do anel A, de grau m, então o elemento resultante pertence a Mn+m, por definição 

de graduação. Agora os polinómios homogéneos de grau zero formam um subanel de 

que naturalmente identificamos com A. Assim cada Mn é um A-módulo. 

Defina a função H : N —> N pela seguinte expressão numérica 

H{n,M)=LA(Mn). (2.19) 

Então, H(n, M) é uma função de n, para n = 0,1, 2 , . . . e seus valores são sempre 

inteiros positivos ou mesmo oo, caso Mn tenha comprimento infinito, para pelo menos 

um valor de n. 

Definição 2.6.1: A função H(n,M) da equação (2.19), é chamada a função de 

Hilbert do A[X]-módulo graduado M. 

Do ponto de vista da teoria da multiplicidade, não é H(n, M) que nos interessa, 

mas a função 

H*(n, M) = H{0, M) + H{ 1, M) + ... + H(n, M), 

que é chamada a função iterada de Hilbert de M. 

Se M é um ^4[X]-módulo graduado e N é um ,4[X]-submódulo homogéneo de 

M, então a graduação de M induz uma graduação em N. M/N também pode ser 

considerado como um A[AA]-módulo graduado de modo natural. Essas graduações são 

tais, que na sequência exata usual 

0 ->• N M -> M/N ->• 0, (2.20) 
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as aplicações preservam grau, isto significa dizer, que um elemento homogéneo sempre 

é levado num elemento homogéneo de mesmo grau. Segue que, para cada inteiro 

n > 0, a sequência exata 2.20 fornece a seguinte sequência 

0 (M/N)n 0, 

tpie também é uma sequência exata de A-módulos. Assim sendo, pela aditividade da 

função comprimento 

LÁ(Mn) = LA(Nn) + LA((M/N)n), 

e pelas equações 2.19 e 2.20, temos 

H(n, M) = H(n, N) + H(n, M/N). (2 .21) 

Mais geralmente, se 

0 N ->• M K 0 

é uma sequência exata de A[A]-módulos em que as aplicações preservam grau, tem-se 

H{n, M) = H(n, N) + H(n, K), (2.22) 

para todo n > 0 e portanto 

H* (n, M) = H* (n, N) + H* (n, K), 

para todo n > 0. 

Definição 2.6.2: Uru A[X]-módulo graduado M é um A[X]-rnódulo de Hilbert se 

satisfazer as seguintes condições: 

i) M é uru A[AA]-módulo finitamente gerado; 

i i )H(n , M) < oo para todo n > 0. 

Exemplo 2.6.3: O anel dos polinómios C[À"] é um exemplo de um C[À']-módulo de 

Hilbert, pois H(n,M) é exatamente a dimensão do C-espaço vetorial formado pelos 

polinómios homogéneos de grau n. 
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Os próximos resultados, além de sua importância, serão utilizados mais adiante. 

As suas demonstrações, apesar de não serem extensas, precisam de mais resultados, 

por isso, apenas iremos enunciá-las. 

Proposição 2.6.4: ([13], pag. 319) Seja M um A[X]-módulo de Hilbert. Então M 

é um A[A^]-módulo Noetheriano c Xi,..., xs é um sistema de multiplicidade em M. 

A próxima proposição nos fornece vários exemplos de módulos de Hilbert. 

Proposição 2.6.5: ([13], pag. 318) Sejam M um A[X]-módulo de Hilbert e N um 

submódulo homogéneo de M. Então N c M/N com as graduações usuais também 

são yl[A"]-módulos de Hilbert. 

Proposição 2.6.6: ([13], pag. 319) Sejam M um yl[A]-módulo de Hilbert e suponha 

que s = 0. Então H(n,M) = 0, para todo n suficientemente grande. Além disso, 

LA(M) é finito e H*(n, M) = LA(M), para todo n suficientemente grande. 

A Proposição 2.6.6, nos diz tudo sobre a função de Hilbert de um módulo de 

Hilbert, no caso onde o número de variáveis é zero. 

Teorema 2.6.7: ([13],pag. 320) Seja M um A [ x x : r s ] - m ó d u l o de Hilbert. Então 

para n suficientemente grande, H(n, M) é dado por uma relação da forma 

onde c0, C i , . . . , c s_i , são inteiros independentes de n. Além disso, a expressão (2.23) 

é única. 

Observação 2.6.8: O Teorema 2.6.7 é o resultado chave da teoria das funções de 

(2.23) 

denota o coeficiente binomial usual, isto é, 

n + v 

v 
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TL © V 
de modo que, para um valor fixo de v > 0, ( ) é um polinómio em n de grau 

fi'J 
v, cujo termo dominante é —-. O Teorema 2.6.7 mostra portanto, que para valores 

vi 
suficientemente grande de n, 

ns 1 
H(n, M) — cs_ j- —h termos de menor grau 

( 6 - - 1 ) ! 

é um polinómio em n, cujo grau é menor ou igual do que s — 1. 

Observação 2.6.9: O Teorema 2.6.7 nos diz que se M é um A[X]-módulo de 

Hilbert, então existem inteiros unicamente determinados por M , 

/i0(M),MM),... A-i(M) 

tais que 

H(rhM) = f^hv(M) ( n + V ) , (2.24) 

para todo n suficientemente grande. 

Listaremos agora duas propriedades dos coeficientes binomiais que serão utilizados 

no decorrer desta seção. 

i) Para quaisquer inteiros n,v, com n > \,v > 1 tem-se: 

(2.25) n + v\ í n + v - 1 \ / n - 1 + v 

v I l v - 1 I l v 

ii) Para quaisquer inteiros n e v não-negativos vale: 

Nós iremos chamar os inteiros hv(M), v = 0 ,1 , . . . , s — 1 de os coeficientes de 

Hilbert de M . A expressão (2.24) mostra que 

H(k, M) = J ] hv(M) ^ H ^ " j + (2.27) 
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para todo k > 0, onde / io, / ' i , • • •, /v..s é uma sequência de inteiros com a propriedade 

que /j-k = 0, desde que k seja suficientemente grande. Suponha que /i^ = 0 quando 

k > q. Se agora k > q e somarmos a equação (2.27) para k = 0 , 1 , . . . , ri, então 

encontraremos 

H*(n, M) = H(Q, M) + H(l, M) + ... + H(n, M) 

•s-l n / , \ oo 

= E"-ME r +5> 
v=0 k=o V / k=o 
oo s — 1 / 

EV ^ , / W N / n + V + 1 

fc=o i>=o Y f T ± 

em virtude da equação (2.26). Segue que existem únicos inteiros 

tais que 

H * ( n , M ) = Y ^ h * ( M ) ^ ^ J , (2.28) 

desde que n seja suficientemente grande. Além disso, 

são os mesmos que os números 

h*1(M\hl(M),...,h*s(M). 

Em particular, quando 6' > 1 temos 

h*s(M) = /"i.s_i (M). (2.29) 

Além disso, prova-se em ([13], pag. 324) que 

H(n,M) = h*(M)-
ns 1 

( . s - l ) ! 

h*s(M) = hU(M/xsM) - ir : (0 : M xs). (2.30) 
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O próximo teorema, mostra que se M é um A[x},..., xs]-módulo de Hilbert, então 

a multiplicidade de um sistema de multiplicidade 7 l , . . . , 7,, é o coeficiente de maior 

grau do polinómio de Hilbert. 

Teorema 2.6.10: Seja M um A[xi,... ,x s]-módulo de Hilbert. Então 

/ 7 , : ( M ) = e / 1 [ A . ] ( 7 l , . . . , 7 s | M ) . 

Demonstração: Usaremos indução sobre s. Se s = 0, então A[xi,. . . = A e 

daí 

eA[x](li, • • • rfs\M) =eA{.\M) = LA(M). 

Por outro lado, a Proposição 2.6.6 mostra que h*(M) — LA(M) neste caso particular. 

Vamos supor que s > 1 e que o teorema já foi provado quando apenas s — 1 

indeterminadas estão envolvidas. Pela Proposição 2.6.4, eA{x](ji, • • •, JS\M) está bem 

definido. Agora 

('A[X}{X\, • • •, XS-I,Xs\M) = eA{X}(xi,. •., Xs-Y\MjXSM) — rA\X](xi , • • •, '-M %*))• 

Além disso, o anel A[xi,..., xs}/(xs) é isomorfo ao anel A[xXl..., x"s_i] e o isomorfismo 

é tal que, para cada 1 < % < a — 1, a imagem de xt em A[xÍ7.... x8}/(xs) corresponde 

a Xi considerado como um elemento de A[xi,..., .'i^-i]. Note que o ideal (xs) anula 

M/xsM. Então podemos aplicar o fato de que 

tiA[xu...,x^í\{:xu • • • ,xs^\M/xaM) = eA[xu...tXs_l](xl,.. .,xs\M/xsM) 

Mas pelo Proposição 2.6.5 , M/xsM é urri A[xi,..., xs_i]-rnódulo de Hilbert. Assim 

sendo, pela hipótese indutiva 

^.....x.-d^i, • • • M/xsM) = K_x{M/xsM). 

Analogamente podemos mostrar que 

GA[xu...,xs-,\{X\,. • • ,z s - i|(0 :M xs)) = /i*_i((0 :M xs)) 

Assim 
eA[x](xu...,xs\M) = h*s_1(M/xsM)-h*s_i(0:Mxa) 

= h*(M) 

pela equação (2.30). ® 
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2.7 A Fórmula Limite de Samuel 

Seja M um A-módulo Noetheriano e 71 , . . . ,7., um sistema de multiplicidade em 

M. Considere o ideal / do anel A gerado por este sistema de multiplicidade, isto é, 

/ = 7 I A + . . . + 7,sA 

Temos que / é um ideal de A finitamente gerado e usaremos os símbolos x\,..., xs, 

para denotar as indeterminadas sobre o anel A. Note que existe exatamente uma 

indeterminada para cada elemento do sistema de multiplicidade. 

Sejam n, m , . . . , ns números inteiros positivos. Então temos as seguintes inclusões 

7™1M + . . . + 7ns°M Ç InM Ç M. 

Daí temos 

LA{M/(-y?M + ... + HSM)) = LA{M/InM) + LA{AnM/{^M + . . . + 7 n a 'M) ) . 

Como 7"1 , . . . ,7"-s é um sistema de multiplicidade em M então LA(M/(^[l> M + 

... + 7™SM)) é finito. Segue que LA(M/InM) é finito para todo inteiro positivo n. 

Seja 

G/(M) = (M/IM) © (/M//2M) © • • •. 

Afirmamos que G / ( M ) admite uma estrutura de ^l[A]-módulo, no qual o grupo 

dos elementos homogéneos de grau n são precisamente / " M / / " + 1 A Í , para qualquer 

inteiro n > 0 . Para isto, seja 7/ um elemento de / n M / / " + 1 M , isto é, 

rj = y + In+lM, 

onde y e InM. 

Seja 

<f){xu...,xs) = r>M -H,'rT •••Xs% 

um elemento homogéneo de A[X] de grau m, onde rlll...lls e A. Então 0(xi,.. .,xs)rj 

é um elemento de In+mM/pi+rn+l M que é representado por 

X ?'/m 7Í11 •••7 ̂ y -
H\ +...+Hs=m 
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Verifica-se, que com este produto definido acima, GJ(M) torna-se um j4[X]-módulo 

graduado. 

Desde que M é um .4-módulo Noetheriano, ele é finitamente gerado. Seja rr i i , . . . , m,q, 

um conjunto gerador de M , então 

M = Rm} + . . . + fim,, 

e denote por rhl a imagem de m, em M/IM de modo que iht seja um elemento 

homogéneo de G / ( M ) de grau zero. Então 

GI(M) = A[X]RFII + ... + A[X]MQ. 

Agora, 

LÁ(MN) = L A(IN M / IN+L M) (2.31) 

é finito para todo n. Assim sendo G / ( M ) é um v4[X]-módulo de Hilbert. Além disso, 

pela equação (2.31), 

LÁ(M/INM) = La(MO) + La{Mx) + . . . + LA(MN^), (2.32) 

pois para quaisquer n > 0. De fato das seguintes inclusões 

RI+LM Ç RU Ç M, 

obtemos as igualdades numéricas 

L{MQ) = L(M/IM) 

L(MI) = L(IM/I2M) = L(M/I2M) - L(M/IM) 

L(M2) = L(I2M/I3M) = L{M/I3M) - L(M/I2M) 

L(MN-{) = L(IN~LM/INM) = L(M/INM) - L{M/IN~LM). 

Mas, somando todas estas igualdades, obtemos a equação (2.32), ou seja, 

LA(M / INM) =H*(n-1,GI(M)). 



68 Capítulo 4. Multiplicidades Mixtas 

Portanto, pela equação (2.28), para N suficientemente grande, LA(M/INM), é um 

polinómio cujo grau não excede s. De fato, novamente pela equação (2.28), tem-se 

que 
n" 

LA(M/InM) = h*s(M)— + termos de menor ordem (2.33) 

para n suficientemente grande. 

Defina e(.s, A, M) da seguinte forma 

e(s,A,M) = = h:(G,(M)). (2.34) 

Para simplificar a notação, vamos denotar o A-módulo GI(M), simplesmente por 

G(M). 

Lema 2.7.1: Seja / um ideal de A[ .x i , . . . , xs] gerado pelas indeterminadas , X ' i , . . . , xs 

e seja n um inteiro satisfazendo n > n} + . . . + n.,, onde n\,..., n, são inteiros não-

negativos. Então 

LA(G(M)/(x?G(M) + ... + x»°G(M)))=LA[x](G(M)/(xn1lG(M) + ...+ 

Demonstração: De fato, das seguintes inclusões 

x^G(M) + ... + xns'G{M) Ç InG(M) Ç G{M), 

temos que 

LA(G(M)/(xnllG(M) +... + xns-G{M))) > LA[X]{G(M)/(x^G{M) +.. .+x?>G{M))) 

e 

LA(FG(M)/(X^G(M) + . . , K ' " G ( M ) ) ) > LAÍÍX}(ITIG(M)/(:I;1G(M) + . . .+x?G(M))), 

pois todo A[A]-submódulo também é um A-submódulo. Assim sendo, o resultado 

seguirá do seguinte fato 

La(G(M)/InG{M)) = LA[x}{G(M)/InG(M)) < oo. 
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Mas 
»-1 

LA(G(M)/IGA(M)) = ^ L 4 ( f G ( M ) / f + 1 G ( M ) ) 
i;—0 

n - 1 

u=0 
e cada elemento . .,xs anula IvG(M)/Iv+lG{M). 

Assim os .4[A]-submódulos IVG(M)/Iv+]G(M) coincidem quando vistos como 

A-submódulos, e assim temos 

LA(G(M)/InG(M)) = LA[x](G(M)/InG(M). 

Mas pela Proposição 2.6.4, xAl... ,xx é um sistema de multiplicidade em G(M) e 

daí 

L,\(G(M)/ING(M)) < LA(M/{X^M + ...+ X"SM)) < o o , 

c assim LA[x]{G(M)/InG(M)) é finito. 

Finalmente 

LA[X](G(M)/ING(M)) = LA[X](G(M)/(X^G(M) + . . . + xNS'G(M))) 

+ LA[X](ING{M)/(x?G(M) + . . . + x^G(M))) 

< LA(G(M)/(xNL1G(M) + ... + .RI' (H.\L))) 

+ LA (ING(M) / (xn{1 G(M) + . . . + x?G(M))) 

= LA(G(M)/ING(M)), 

e isto implica que 

LA(G(M)/(x?G(M)+ .. .+ x'3í-G(M))) = LA[xÍG(M)/(x?G(M)+ .. .+ CG(M))) 

como queríamos demonstrar. • 

Teorema 2.7.2: (Fórmula Limite de Samuel) Seja M um A-módulo Noetheri-

ano e 71 , . . . ,7» um sistema de multiplicidade em M. Se agora I = 71A + . . . + fsA, 

então 

h m n ^ J Á M / l " [ M ) = e , ( 7 l , • • • ,7,|M). (2.35) 
nb / ,s! 
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Além disso, 

eA(lu ..., 7S| M)= eA[x](yJA\G{M)), 

onde 

G(M) = (M/IM) © ( / M / / 2 M ) © • • •. 

Demonstração: A demonstração é por indução sobre s. Se s = 0 obtemos pela 

equação (2.34). 

e(0, (0), M) = U M ^ M M M . = (2.36) 
nu 0! 

Agora suponha que ,s > 1 e ponha M = M/^M, I = 72 ̂ 4 + . . . + 7 , A Então M 

é um A-modulo Noetheriano e admite 7 2 , . . . , 7s como um sistema de multiplicidade. 

Como 71 anula M, temos ( I ) n M = I" M e portanto temos 

M/(í)nM ^ M/(7lM + /"M) 

Assim sendo 

LA(M/(I)nM) = LA(M/InM) - LaÍÍJIM + InM)/InM) 

= (M/InM) - LA (71M/(7, M n / " A í ) ) 

= La(M/InM) - LA(7lM/7l(/"M 7l)), 

pela Proposição 2.2.6 (n). 

Porém o epimorfismo 

Af —> 7i Af, 

produzido pela multiplicação por 71, é tal que a imagem inversa de j x ( A n M : M 7 ^ é 

exatamente (AnM :M Assim temos pelo Teorema 2.3.13 o isomorfismo 

7 , M / 7 l ( / " M : a í 71) = M/(INM :M 7L), 

e assim 
La{M/{I)"M) = LA(M/InM) - LA(M/(INM :M 71) 

> LA(M/InM) - LA(M/In-lM), 

pois I"-}M Ç (InM :M 7 l ) . Em seguida pelas equações (2.33) e (2.34) temos 

77 ^ 
LÁ{M/InM) = e(s, / , Af) — + termos de menor ordem, (2.37) 
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para n suficientemente grande. Segue que para n suficientemente grande 

n 5-1 
L ,\ ( M / I n M ) - LA(M/In~l M) = e(s,I,M)f'" l V | + termos de menor ordem, 

e portanto 

La(M/(I)nM) > e(s, / , M) ' ^ + termos de menor ordem. 

ns-1 
Vamos dividir por — — — e depois fazer n tender para o infinito. Isto nos fornece 

e(s - 1 , 7 , M) > e(s, 7, M). 

Se ,s > 2, então o argumento acima pode ser repetido para obtermos 

r ( . S - 2 , / , M ) > e ( . s - l , 7 , M ) , 

onde 7 = J3A + . . . + 7 S A E È = M/J2M. Mas pela Proposição 2.2.6 (iii), M é 

isomorfo a M/(71M + 7 2 M ) e assim provamos que 

e(s, /, M) < e(s - 1, 7, M ) < e(a - 2, 7, M / ( 7 l M + 7 2 M ) ) . 

Procedendo desta forma obteremos 

e(s, / , M ) < e(0, (0), M/71 M + ... + 7 s M ) = L 4 ( M / ( 7 l A f + . . . + 7 s M ) 

pela equação (2.36) , ou mudando a notação, 

/RM»^00L/L(AY"M) < LA(M/7lM + . . . + 7 s M ) . 
ns/SI 

Nesta relação podemos substituir 7 l , . . . , 7,, por 7 f , . . . , 7£, onde p é um inteiro 

positivo arbitrário e observemos ao mesmo tempo que 

Este artifício mostra que 

LA(M/(^M + ... + lsM)nnd) . LÁ{M/(1\M + ... + ^MYM) 
^ < h m , ^ ^ 

— PS 
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Mas, o primeiro desses limites é e(s,I,M). Portanto 

e(s, I. M) < + + 
ps 

Agora fazendo p tender para o infinito e aplicando a Fórmula Limite de Lech, isto 

nos dá 

e(s,I,M) < e A ( 7 l , . . . , 7 s | M ) . (2.38) 

Resta estabelecer a desigualdade oposta. Para este fim, seja n { , . . . ,n s inteiros 

positivos. Ponha 

u = 0{FM n (Fl+] M + YilM + ... + ilssM)/In+lM}. 

E fácil verificar que U c um A[A]-subrriódulo homogéneo de G(M) e que 

x1lí1G(M) + ... + .<'G(M) Ç U. 

Assim sendo 

LA(G(M)/xnYlG(M) + ... + .ri' C í . l / j ) > LA(G(M)/U). (2.39) 

Tome agora F = 7 " ' M + . . . + 7 " S M . Então temos o isomorfismo 

G(M)/U ®™=0{FM n (F+1M + F)} 

de A-módulos. Mas 

FM/(FM f| (Fl+lM + F)) ^ (FM + F+lM + F)/(Fl+lM + F) 

^ (FM + F)/(F+]M + F), 

e assim 

G(M)/U = o(InM + F)/(F+aM + F). 

Porém quando n > ri] + ... + ns temos FM Ç F e portanto FM = F. Segue então 

que 

La(G(M)/U) = J2La((FM + F)/(F+lM + F)) = LA(M/F), 
? i > 0 

e então pela equação (2.38) que 

La(M/(^M + ... + 7"sM)) < La[a1(G(M)/(.<'G(M) + ... + <»G(M))). 
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Mas desde que 

LA(M/(J[«M + ... + 7»-M)) ^ LAIX]G(M)/(X"1íG(M) + . . . + x»-G{M))) 

ri\---ns — ri\_ • • • ns ' 

segue pela Fórmula Limite de Lech que 

eA(h7...,ys\M) < eA[x](1},...,ls\G{M)). 

Mas pelo Teorema 2.6.10 e pela equação (2.34), que 

e A [ X ] H U . • •, 7*1 G(M)) = K(G(M)) = C(S, í , A). 

Assim e ^ ( 7 i , . . . , 7S|M) < e(s,I,A), que em vista da equação (2.38) completa a 

demonstração do teorema. • 

Teorema 2.7.3: ([13], pag. 330) Sejam Aí um A-módulo Noetheriano, 7 l , . . . , 7, e 

7 Í , . . . , 7^ dois sistemas de multiplicidades em Aí. Suponha que 

71 M + ... + 7 , A í Çj[M + ... + 7,'Aí. 

i) Suponha que 

71 Aí + . . . + 7 S M C 7 [ M + ... + 7^Aí. 

Então para qualquer submódulo Â  de Aí tem-se a seguinte desigualdade 

A afirmação continua válida se substituirmos N por um módulo quociente de Aí. 

ii) Suponha que 

71 Aí + . . . + 7 s M = 7 [ M + ... + ISM. 

Então para qualquer submódulo N de M tem-se a seguinte desigualdade 

e / i (7 i , - - - ,7 s |iV) = eA (<y[, . . . ,y ' s\N). 

A afirmação continua válida se substituirmos N por um módulo quociente de Aí. 
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Capítulo 3 

Multiplicidades Mixtas de dois 
Ideais .A/f-primários 

3.1 Introdução 

Seja (A,M) um anel local de dimensão d. Seja / um ideal Aí-primário. Samuel 

[20] provou que o comprimento do ideal Ir, é um polinómio em r, para valores sufi-

cientemente grande de r, cujo grau é igual a dimensão de A. Além disso, o coeficiente 

de maior grau deste polinómio é chamado a multiplicidade do ideal / , denotada por 

e(I,A). 

Sejam B um anel Artiniano primário e X = {x0, xi,..., xm} e Y = {y0, ..., yn} 

dois conjuntos de indeterminadas sobre o anel B. Na Seção 3.4 deste capítulo, provare-

mos que a função de Hilbert, H(B, s, 7), de um ideal bihomogêneo I do anel B[X\ Y] 

é um polinómio em r e s, para valores suficientemente grandes de r e s. Faremos 

uso deste resultado para mostrar que no anel local (A,M.), de dimensão d > 0, o 

comprimento do ideal Ir J s , onde / e J são dois ideais A^-primários é, para valores 

suficientemente grandes de r e s, um polinómio em r e s de grau total d! = d — 1, 

onde d é a dimensão do anel local A. 

Para orientar o leitor, este capítulo, com exceção da última seção, constitui basica-

mente um detalhamento do artigo [3]. A referência [11], contém os mesmos resultados 

do primeiro artigo, com a diferença de que estuda a função de Hilbert no caso de ape-

nas um ideal A^-primário e trata de outros assuntos. 

75 
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3.2 Resultados Preliminares 

Nesta seção, estudaremos alguns resultados que serão usados posteriormente de 

uma forma direta ou indireta. 

Definição 3.2.1: Um anel A é chamado primário se ele contém no máximo um 

ideal primo. 

Alguns autores definem um anel com apenas um ideal primo pelo nome de anel 

Artiniano local. Nós continuaremos a chamar tais anéis de primários. 

Note que todo corpo é um anel primário e que todo anel primário é um anel local, 

desde que todo ideal maximal é um ideal primo. 

Observação 3.2.2: Durante esta seção, usaremos a letra B para denotar um anel 

primário e a letra A para denotar um anel local. 

Teorema 3.2.3: ([33], pag. 204) Seja A um anel c I um ideal primário de A. Então 

o B = A/I é um anel primário. 

Lema 3.2.4: Sejam A um anel local, M. seu ideal maximal e I um ideal .M-primário. 

Então B = AjI é um anel primário Artiniano tendo I = A4/I como seu único ideal 

primo e, portanto B é um anel local. 

Demonstração: O ideal I = M . / I é primo e maximal. Como o ideal / é M -

primário, o Teorema 3.2.3, garante que o anel A é primário. Além disso, como A tem 

apenas um ideal primo leni se que dim A = 0 e como A também é Noetheriano, segue 

que é Artiniano. 

Corolário 3.2.5: Seja I = M./I o único ideal primo de B = A/I. Então / pertence 

ao ideal nulo de B. 

Demonstração: Sejam Õ o ideal nulo de B e 

õ = k n ... n l n 

a decomposição primária de 0 em B. Então pelo Lema 3.2.4 cada / ; é /-primário em 
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B, j = 1,... ,n. Como 

Vo = y/u n ... n /„ = v ^ n . - . n yJTn = i 

temos pelo Teorema 1.1.14 (m) , que I pertence ao ideal nulo de B como queríamos 

Definição 3.2.6: Sejam A e C dois anéis tais que A C C. Então dizemos que C é 

uma extensão de A. 

Se I é um ideal de A então o conjunto 

finita 

é chamado a extensão de I em C. 

Se J é um ideal do anel C, então a contração de J em A é o conjunto J D A. 

Segue da Definição 3.2.6, que os conjuntos Ie e J f l A são ideais de C e A, respec-

tivamente. 

Exemplo 3.2.7: Sejam A um anel e xj,...,xn indeterminadas sobre o anel A. 

Então o anel dos polinómios A[x\,..., xn] é uma extensão do anel A. 

• 
Seja A um anel Noetheriano e A[xt,..., xn] o anel dos polinómios do exemplo 

acima. Denotaremos A[x],..., xn] simplesmente por A[X] para simplificar a notação. 

Um elemento F(xi,..., xn) será escrito como F(X). Como A é um anel Noetheriano, 

segue do Teorema da Base de Hilbert que A[X] também é um anel Noetheriano. 

Lema 3.2.8: Sejam A um anel e I um ideal de A. Um elemento F(X) pertencente 

a A[X], pertence ao ideal Ie se, e somente se, todos os seus coeficientes estão em / . 

Demonstração: Se todos os coeficientes de F(X) estão cm / , então segue da 

Definição 3.2.6, que F(X) pertence a Ie. 

Reciprocamente, se F(X) pertence a Ie, então pela Definição 3.2.6 

F(X) = a,F}(X) + ... + anFn(X) 

demonstrar. 
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onde cada a, pertence a 7, i = 1,. . ., n e Fi(X) sao polinómios em A[X], tais que 

finita 

Agora como todos os coeficientes de Ft(X) estão em A, para i = 1 , . . . , n e 7 é um 

ideal de A segue, por definição de ideal, que todos os coeficientes de F(X) estão erri 

L • 

Corolário 3.2.9: Para qualquer ideal 7 de A tem-se 

FnA = l 

Em outras palavras, a contração de um ideal extendido é o próprio ideal. 

Demonstração: Com efeito, se a £ 7 então a £ A e portanto, pela Definição 3.2.6, 

temos que 7 C 7e , e por conseguinte a £ 7e H A, ou seja, / C Ie fl A. 

Por outro lado, se a £ 7e n A, em particular a pertence a A, isto é, a pode ser 

considerado como um polinómio constante em .4[X]. Como a pertence a 7e, segue do 

Lema 3.2.8 que a £ 7. Isto completa a prova. • 

O próximo resultado estabelece uma relação entre a decomposição primária de um 

ideal 7 de um anel Ac a decomposição primária de sua extensão Ie, num anel C que 

é extensão de A. 

Corolário 3.2.10: Sejam 7 um ideal do anel A e 7 = / ] n . . . f l / „ a sua decomposição 

primária em A. Então F = / f n . . . fl 7® é a decomposição primária de 7e no anel 

Demonstração: Seja F(X) pertencente a 7e , então pelo Lema 3.2.8 temos que 

todos os seus coeficientes estão ein 7, ou seja, pertencem a I\ fl . . . H 7,t, mas pelo 

Corolário 3.2.9, segue que eles pertencem a / f Pi . . . H 7?er 

Para provarmos a inclusão contrária, seja F(X) £ 7[ n . .. fl Fn. Então F(X) 

pertence a cada 7? para % — 1 , . . . , n e novamente pelo Lema 3.2.8, todos os coeficientes 

de F(X) estão em 7,. para i = 1,. . ., n. Isto mostra que todos os coeficientes de F(X) 

estão em 7, e novamente pelo Lema 3.2.8 eles também estão em 7e , logo F(X) pertence 

a 7'' e isto completa a demonstração. • 
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Teorema 3.2.11: ([12], pag. 23) Suponha que A é um anel Noetheriano e que I 

é um ideal próprio de A e que J seja um ideal arbitrário de A. Então ( / : J) = I 

se, e somente se, J não está contido em nenhum ideal primo pertencente a / . Em 

particular, b é um divisor do zero cm A se, e somente se, b pertence a algum ideal 

primo de A que pertence ao ideal nulo de A. 

Proposição 3.2.12: ([12], pag. 82) Seja A um anel e C = A[X], Se I é um ideal 

P-primário do anel A, então P 6 um ideal P':-priiriário do anel C. 

Teorema 3.2.13: Seja 

/ = /] n . . . n /„ 

a decomposição primária do ideal / , onde cada It é Pj-primário para i = 1,... ,n. 

Então 

F = n . . . n I I 

onde cada If é "Pf-primário para i = 1,... , n. Além disso, se a primeira decomposição 

é normal, a segunda também é. 

Demonstração: Da Proposição 3.2.12, temos que If é Vf-primário para cada 

i = 1 , . . . ,n. Agora suponha que 

/ = /i n ... n /„ 

é a decomposição normal de / . Desde que pelo Corolário 3.2.9, If fl A = li e todos 

os / j ' s são distintos, segue que todos os Zf's também são distintos. Além disso, a 

decomposição 

r = i\ n . . . n rA 

também é irredutível, pois se tivéssemos 

P D n^./; 

então teríamos 

/,: = /• n d = /,o n/J = nl+3i3 

o que contradiria o fato da primeira decomposição ser normal. • 
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Teorema 3.2.14: Seja A um anel local, M seu ideal maximal, I um ideal M-

primário e k = A/M, I = I/M seu único ideal primo e 76 sua extensão cm A[x], 

Então r é o único ideal primo pertencente ao ideal nulo de [AT]. 

Demonstração: Seja 

(0) = h n • • • n l n 

a decomposição normal do ideal 0 em A. Pelo Teorema 3.2.13, 

(0) = / f D . . . n 7® 

é a decomposição normal do ideal nulo de Como I é o único ideal primo de A, 

temos que 

y/Ti = í, 

para cada i = 1 , . . . , n, ou seja, 

= 7 e , 

para todo % = 1 , . . . ,n. Portanto, I e é o único ideal primo pertencente ao ideal nulo 

de como queríamos demonstrar. • 

Corolário 3.2.15: Seja A um anel e A[X] o anel dos polinómios nas indeterminadas 

Xi,..., xn sobre A. Então: 

i) Todo ideal primo de A[X] contém 7e; 

ii) Se F(X) não pertence a Ic, então F(X) não é um divisor do zero em 

Demonstração: i) Todo ideal primo V de A[X] contém o ideal nulo. Seja 

0 = /f n . . . n r r 

a decomposição normal do ideal nulo em Então 

F = a/0 Ç y/V = V. 

ii) Se F(X) fosse um divisor do zero em A[X], então pelo Teorema 3.2.11, ele 

pertenceria a algum ideal primo V, pertencente a algum ideal primo do ideal nulo de 

J4[„Y], OU seja, ele pertenceria a V , o que contradiz a nossa hipótese. • 
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3.3 Ideais Bihomogêneos 

Sejam A uma anel local, M. seu único ideal maximal e / um ideal .M-primário de 

A. Então pelo Lema 3.2.4 B = AjI é um anel Artiniano primário tendo V = M/I 

como seu único ideal primo e portanto B é um anel local. No que segue, B é um anel 

Artiniano primário arbitrário. 

Seja X = {ir0, X[ ..., xrn} e Y = {í/0, y{l... /yn} dois conjuntos de indeterminadas 

sobre o anel B. Então o anel de polinómios B[X; F] ó um anel bigraduado. Seja Rrs o 

i?-módulo gerado pelos monómios da forma PQ onde P é um monómio de grau r em 

X e Q é um monómio de grau s em Y. Nós dizemos que PQ é um monómio de bigrau 

(r, s). Seja R = ®r,s>oRrs e RrsRab = Rr+a,s+b para todo r, s, a, b £ N. Um elemento 

de Rrs é chamado bihom,ogêneo de bigrau (r, s). Um ideal I C R gerado por elementos 

bihomogêneos é chamado um ideal bthomogêneo. Portanto o anel R/I é bigraduado e 

as componentes bigraduadas de bigrau (r, s) sendo Ars — Rrs/Irs Para simplificar a 

notação, escreveremos, F(X] Y) para denotar a forma F(x0, X[ . . . , xm; y0, yi,..., yn) 

em B[X] Y}. 

Observação 3.3.1: Em artigos mais recentes, alguns autores, referem-se aos ideais 

bihomogêneos, chamando-os de ideais bigraduados. Nós continuaremos a chamá-los 

por bihomogêneos. 

Observação 3.3.2: Seja J-(r,s) o A-módulo de todas as formas de B[X,Y] de 

bigrau (r, s). Desde que o B-módulo T(r, s) tem base finita, diinB J-(r, s), o compri-

mento de uma série de composição de 5-submódulos de J-(r, s) é definida e finita. Se 

/ é um ideal bihomogêneo de B[X, Y], então T(r, s\ I) irá denotar o fi-submódulo de 

todas as formas de bigrau (r, s) contidas em I. 

Se 3 é outro ideal bihomogêneo de B[X, V], então temos facilmente que: 

J-(r, s ; 7 + J ) = T(r, s ; 7 ) + T(r, s ; J) 

e 

J-(r, s; I n J) = J-(r, s; 7) n T{r, s; J) . 
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Lema 3.3.3: Sejam 7 e J ideais bihomogôneos de B[X,Y], Então 

dirriB T(r, s ; 7 + J) + d i m B T(r, s ; 7 f l J ) — d i m B JF(r, s; 7 ) + d i m B !F(r, s: 7 ) . 

D e m o n s t r a ç ã o : C o n s i d e r e as s e g u i n t e s s e q u ê n c i a s e x a t a s d e 5 - m ó d u l o s : 

0 —• T(r, s; 7 ) — > F{r, .s; 7 + 7 ) — > F(r, s ; 7 + J ) / ; F ( r , s ; 7 ) 

e 

0 —y F{r, s ; / n 7 ) —> F(r, s; 7) —> ^(r, s; 7)/^(r, s; 7n 7). 

C o m o dim / : ( é u m a f u n ç ã o a d i t i v a t e m o s que : 

d in iB s ; 7 + 7 ) — d i m B !F(r, s\ 7 ) = dinijg ^ " ( r , s; 7 + J ) / J F ( r , ,s; 7 ) 

= d i m s ( ^ ( r , s; 7 ) + ^ ( r , s ; 7 ) ) / ^ ( r , s; 7 ) 

= d i m B .F ( r , s; 7 ) / ^ ( r , s; 7 ) n T{r, s; J) 

= d i m B JF(r, í> ; 7 ) / ^ ( r , s; 7 f l J ) . 
( 3 . 1 ) 

D a m e s m a f o r m a o b t e m o s 

diirifl JF(r, ,s; 7 ) - d i m « s; 7 n 7 ) = d i m „ ( . F ( r , s; J)/T(r, ,s; 7 n 7 ) ) . ( 3 . 2 ) 

P o r t a n t o c o m b i n a n d o ( 3 . 1 ) e ( 3 . 2 ) t e m o s a f ó r m u l a d e s e j a d a . • 

Definição 3.3.4: Seja 7 um ideal bihomogêneo de B[X; Y], Definimos a função de 

Hilbert d o idea l 7 , d e n o t a d a p o r H(r, s; 7 ) , p e l a s e g u i n t e e x p r e s s ã o 

IIir. ,s; 7) = ilini/; / ( r , .s) - d i m / ; / i r . .s; 7) . (3.3) 

Observação 3.3.5: A função de Hilbert H(r,s;í), nada mais é do que o compri-

m e n t o d a c o m p o n e n t e Rrs d o ane l b i g r a d u a d o R/í. 

Teorema 3.3.6: Sejam 7 e J dois ideais bihomogêneos do anel B[X, 1']. Então 

H(r, .s; 7 + 7 ) = H{r, .<?; 7 ) + H{r, s ; 7 ) - # ( r , s; 7 D 7 ) . 
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Demonstração: Pela Definição 3.3.4, temos: 

H(r, s; I + J) = d i m / j F(r, s) - d i m B T(r, s ; 7 + J ) 

H(r, ò-; 7 ) = d i m # T{r, s) — d i m ^ s; I) 

H(r, s ; J ) = d i m B F(r, s) - d i m B F(r, s; ,7) 

H (r, .s; 7 n J) = dimB s) - dimB T(r, s; I n J). 

Logo 

# ( r , s; 7 + J) - H(r, 6'; 7 ) - s ; J ) - s; 7 D J) = 0, 

ou equivalentemente, 

H(r, s; I + J) = H(r, s ; 7 ) + i f (r , s ; J ) + i f (r , s; J í l J ) , 

como queríamos demonstrar. • 

Teorema 3.3.7: Seja 7 um ideal bihomogêneo próprio de B[X; Y] e seja F(X] Y) 

uma forma de bigrau (a; b) tal que 

(F.F(X;Y)) = I. 

Então para r > a c s > b temos 

H(r, s ; 7 + (F)) = H(r, s ; 7 ) - H(r - a, s - 6; 7 ) . 

Demonstração: Vamos provar inicialmente que F(X] Y) não é um divisor do zero 

em B[X\Y], Se F(X\Y) fosse um divisor do zero, então ela pertenceria ao único 

ideal primo P que pertence ao ideal zero de B[X\Y], mas como todo ideal primo 

de B[X] Y] contém P, então F(X\ Y) pertenceria a qualquer ideal primo de 7 o que 

contraria pelo Teorema 3.2.11 a nossa hipótese de que (7 : F(X\Y)) = I. Portanto 

F(X, Y) não é um divisor de zero em B[X\ Y]. As seguintes igualdades são facilmente 

verificáveis: 

s; 7 n F) = F(X, Y)T{r - a, s - 6; 7) 
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J-(r, s- F) = F{X, Y)F{r -a,s-b). 

Desde que F(X; Y) não é um divisor de zero, temos os seguintes isomorfismos 

entre B-módulos. 

e 

J-(r, s; (F)) = T[r - a, s - b). 

Portanto 

H(r, s; / + (F)) = dimB s) - dim« s; / + (F ) ) 

= dimB s) — dirng T(r, s; /) — 

dimB F(r, s; (F)) + dimB s; / n (F ) ) 

= H(r, s; /) — H(r — a, r — ò; 7). 

Isto completa a prova do teorema. • 

Lema 3.3.8: Seja A' = (V,X:Y) um ideal bihomogêneo de B[X]Y}. Então se 

qualquer ideal bihomogêneo / de B{X: F] contém uma potência de (X; 1') então I é 

A-primário. 

Demonstração: Como X = (V, X; Y) é o ideal bihomogêneo maximal de B[X\ F] 

ele contém todo ideal bihomogêneo de B[X; Y], portanto contém I. Assim temos que 

y / í C X. Desde que V é um ideal nilpotente, segue que para algum inteiro positivo 

k temos Vk = 0. Portanto para esse mesmo inteiro k temos 

Xk C {X-Y). 

Como / contém uma potência de X, segue que para algum inteiro positivo s tem-se 

Xks C (A ; V f C í. 

Portanto temos que \/X™ C v 7 , como queríamos demonstrar. • 
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Def inição 3 . 3 . 9 : U m ideal b i h o m o g ê n e o próprio I que contém o ideal ( X ) a ( Y ) b 

para inteiros não negativos a e b, é chamado de ideal projetivamente irrelevante do 

anel B[X\Y}. 

S e g u e d o l e m a a n t e r i o r q u e se u m i d e a l b i h o m o g ê n e o 7 é ^ - p r i m á r i o e n t ã o ele é 

n e c e s s a r i a m e n t e p r o j e t i v a m e n t e i r re levante . 

Lema 3.3.10: S e j a / u m idea l b i h o m o g ê n e o p r o j e t i v a m e n t e i r r e l evante d e B[X\ F ] , 

E n t ã o p a r a v a l o r e s s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e s d e r e s, H(r, s ; 7 ) = 0. 

Demonstração: C o m o 7 é u m idea l p r o j e t i v a m e n t e i r re l evante , t e m o s q u e / c o n t é m 

a l g u m a p o t ê n c i a d e ( X ; Y) e p o r t a n t o , é / ^ - p r i m á r i o p e l o L e m a 3 .3 .8 . S e g u e d i s t o 

q u e Xr C 7 e Xs C 7, l o g o T{jr,s) C J-(r,s-,I), c o m o a o u t r a i n c l u s ã o s e m p r e va le , 

t e m o s q u e J-(r, s) = T{r, s ; 7 ) . P o r t a n t o H(r, s; I) = 0. • 

O p r ó x i m o t e o r e m a a f i r m a q u e , p a r a v a l o r e s s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e d e r e s, a 

f u n ç ã o d e H i l b e r t H(r, s ; 7 ) d e u m idea l b i h o m o g ê n e o 7 , é u m p o l i n ó m i o e m r e s. 

T e o r e m a 3 . 3 . 1 1 : Se 7 é u m ideal b ihomogêneo de B[X\ Y ] , então H{r, s; 7) é rep-

r e s e n t a d a , p a r a v a l o r e s s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e d e r e s, p o r u m a e x p r e s s ã o d a f o r m a 

onde a,ij são inteiros e d denota a dimensão de I. 

Demonstração: Se d — 0 ou d = 1, então 7 é projetivamente irrelevante, então 

pelo Lema 3.3.10, para valores suficientemente grandes de r c s, H(r, s; 7) = 0,ou seja, 

H(r,s-, I) é dado pelo polinómio nulo que tem a expressão (3.4). Então o teorema 

vale para d = 0 e d, — 1. 

Suponha que d > 1, e suponha que o teorema foi provado para ideais bihomogêneos 

de dimensões menores. Suponha, além disso, que 7 seja ^-primário. Se 7 é projeti-

vamente irrelevante, então nós já sabemos que H(r, s; 7) = 0 para valores suficiente-

mente grandes de r e s e, portanto o teorema vale neste caso. 

Se 7 não é projetivamente irrelevante, então existem xt e y3 tais que xl não pertence 



86 Capítulo 3. Multiplicidades Mixtas de dois Ideais .A/í-primários 86 

a J e e yj nao pertence a Z e . Então os ideais I+(x,), 7 + (y7) têm dimensão no máximo 

d — 1. Portanto pelo Teorema 3.3.7 temos que: 

H{r, s-, I + (Xi)) = H(r, s; 7) - tf (r - 1, s; I) (3.5) 

ff(r, s; 7 + (i/,)) = ff (r, s; 7) - ff (r, s - 1; 7). (3.6) 

Por hipótese, existem r0 e ,90, tais que, para r > ro,s > «o, 

I • S.'M) £ Ò 4 r ) ( ' S ) (3'7) 
i+ j<e f -3 V % / \ 3 / 

H(r,s;I+(yi))= g ''./ ( ) ( ' • ) • t3'8) 

Das equações (3.5) e (3.7) obtemos por somatório 

Analogamente pelas equações (3.6) e (3.8) temos que 

j ) } ( : ) -
Adicionando as equações (3.9) e (3.10), obtemos 

H(r,s-,I) = H(r0,s0I)+ £ h A " + ! )f ' 

rQ + 1 \ / s \ ^ ( r0 \ ( s + 1 

ro \ ( so + 1 
^ \ i I \ i + 1 ,-,-,! .< V 1 / \ J ^ 1 

que tem a forma (3.4). 
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Vamos remover a restrição de que I seja primário. Seja 

7 = h n í2 n ... n 7, 

a decomposição normal de 7 em ideais primários homogéneos. Desde que dim 7 = d 

podemos supor que dim 7; = d, Seja 

L = 7, n 72 n . . . n 

Então I = LC\Ih onde L tem menos do que l componentes primárias e li é primário 

de dimensão d. Se l — 1 o teorema já foi provado. Suponhamos portanto, que o 

teorema vale para ideais bihomogêneos com menos do que l componentes primárias. 

Pela Equação (3.2) podemos escrever 

H(r, s ; 7 ) = H(r, s; L) + H(r, s ; It) - H(r, s ; 7, + 7 ) . 

Os dois primeiros termos no lado direito referem-se a ideais com menos do que l 

componentes primárias e o terceiro termo refere-se a um ideal de dimensão menor 

do que d. Portanto todas as funções no lado direito têm a forma (3.4), e portanto, 

H(r, sm, I) tem a forma (3.4), para valores suficientemente grandes de r e s. • 

Definição 3.3.12: Os coeficientes a^ dos termos da função de Hilbert tais que 

i + j = d, — 2, onde dê a dimensão do ideal bihomogêneo 7, são chamados os bigraus 

de 7, denotados por Cij(I). 

O próximo resultado é uma consequência direta do Teorema 3.3.11. 

Teorema 3.3.13: Qualquer bigrau e^ (7) de um ideal bihomogêneo 7 é a soma dos 

bigraus correspondentes de 7 com a mesma dimensão. 

N a T e o r e m a 6 d e [3], B h a t t a c h a r y a a f i r m a q u e se 7 n ã o é p r o j e t i v a m e n t e irre le -

v a n t e , e n t ã o c a d a e i : , ( 7 ) é m a i o r d o q u e 0. N a v e r d a d e , o q u e ele p r o v a r e a l m e n t e é 

q u e o s b i g r a u s s ã o t o d o s n ã o - n e g a t i v o s e q u e p e l o m e n o s u m elJ(I) é d e f a t o m a i o r 

q u e z e r o . O p r ó x i m o e x e m p l o e s c l a r e c e m e l h o r e s ta q u e s t ã o . 
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Exemplo 3.3.14: Se / = 0 e n t ã o 0 n ã o 6 u m idea l p r o j e t i v ã m e n t e i r re levante e 

t e m o s 

d e m o d o q u e emn(0) / O e t o d o s o s d e m a i s e ^ O ) s ã o zero . 

3.4 A Função de Hilbert de dois Ideais .A/í-primários 

A n t e s d e p a s s a r m o s a o p r ó x i m o r e s u l t a d o , v a m o s de f in i r o ane l d e R e e s e f a z e r -

m o s a l g u m a s o b s e r v a ç õ e s q u e f a c i l i t a r ã o a c o m p r e e n s ã o d a d e m o n s t r a ç ã o d o t e o r e m a 

a b a i x o . 

S e j a m A u m ane l , I u m idea l d e A e t u m a i n d e t e r m i n a d a s o b r e A . C o n s i d e r e o 

ane l g r a d u a d o A[t] c o m a g r a d u a ç ã o n a t u r a l ( N - g r a d u a d o ) . O c o n j u n t o 

é u m s u b a n e l d e A[t], Se / = ( a i , . . . , a r ) , e n t ã o R+ p o d e ser e s c r i t o c o m o R+ — 

A[a\t,..., art], d e m o d o q u e R+ é N o e t h e r i a n o se A t a m b é m for . A g o r a se ja u = t~l, 

e c o n s i d e r e A[t,u] = A[t, í " 1 ] c o m o u m Z - a n e l g r a d u a d o d a m a n e i r a usua l 

R = R(I, A) = R+[u] - {^T cutn| cn e / " para n > 0 e cn G A para n < 0 } . 

O anel R(I,A) C A[t,t~Á] é chamado o anel de Rees de A com relação ao ideal 

I. M o s t r a - s e q u e dirn R(I,A) = dirri A + 1, p o r e x e m p l o , ([9], p a g . 1 2 2 ) . O ane l 

/?,(/, = A[a-[t,..., art, t'1} é chamado o anel de Rees extendido de A com relação 

a o idea l / . M a i s g e r a l m e n t e , s e j a m A u m ane l , I u . . . , I r idea is d e a l t u r a p o s i t i v a 

d e A c. t\,... ,tr i n d e t e r m i n a d a s s o b r e A. O anel d e R e e s R = A[l}t}, . . . , Irt.r], é o 

s u b a n e l d o s p o l i n ó m i o s A[tLl... ,tr] c o n s i s t i n d o d e t o d a s as sorrias f in i tas d o t i p o 

R+ = R+{l,A) = rn G r ] = ©n/"f C A[t] 

o n d e (Hfiu...,fir) G / { " • • • , p a r a t o d o ( / t u . . . , / i r ) € N r . »1 ,...,ftr 
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Teorema 3.4.1: Se J é um ideal Aí-primário e / é um ideal próprio qualquer do 

anel local (A, Ai). Então para valores suficientemente grande de r e s, 

dunA/J(Jrr/JrIs+1) 

é um polinómio em p c a. Os termos da parte homogénea de grau d—l neste polinómio 

pode ser escrita como 

jj^yMAJ)r{d-V) + ... + ^ e ^ + ... + ei(I\J)s^-% 

Demonstração: Sejam I e J dois ideais de (A, Aí) e J sendo A4-primário. Seja 

u0,..., um uma base para I e VQ, ..., vn uma base para J. Considere o anel de Rees 

R = A[t\U0, . . . , tXURN] t2V{), . . . , t2Vn, ^ ' ], 

onde 11 e t2 são indeterminadas sobre A. Os elementos de R são polinómios da forma 

s q 

y y. 
i=0 j=-p 

o n d e Cij G PJJ e P = JJ = A se i,j s ã o z e r o o u n e g a t i v o s . 

Considere o ideal consistindo de todos os polinómios da forma 

,s q 

1=0 j--p 

onde Cy G PJ:)+l, denotado por t2l R. Portanto R/t^1 R consiste de todos os polinómios 

da fornia 

É t 
i = 0 j = -p 

onde r, ; G PP/PP+L. 

Mas, tomando B = Aj J temos 

R/t2 lR = B[txu0,..., t\um\ t2vo,..., t2vn] 

desde que A n t ^ R = J, onde t\uu t2Vj são, respectivamente, as imagens de UuL e 

t2Vj em R/t72]R. 
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A g o r a c o n s i d e r e o h o m o m o r f i s m o 

B[x o,... ,xm; y0, ...,yn] —> B[tiu0,..., Uum; t2v0,... ,t2vn j, 

o n d e xo,. . ., xm; y0,. . . , yn s ã o i n d e t e r m i n a d a s i n d e p e n d e n t e s s o b r e A/J. 

Se u m e l e m e n t o F(X; Y ) d e B[xo,. . . , xm \ y0,. .., yn\ é l e v a d o s o b r e o e l e m e n t o 

z e r o d e B\t\UQ,.... t\um-, t2v0l..., t2vn], e n t ã o c a d a f o r m a d e F(X; Y) é l e v a d o s o b r e 

o elemento zero de B[tAu0l..., t\um\ t2vo,..., t2vn], desde que o último é um anel 

g r a d u a d o , e p o r t a n t o c a d a f o r m a d e F(X\Y) p e r t e n c e a o n ú c l e o d o h o m o m o r f i s m o . 

P o r t a n t o , o n ú c l e o d o h o m o m o r f i s m o a c i m a é u m idea l b i h o m o g ê n e o / , d i g a m o s , d e 

B[x o, ...,xm-,y0,..., yn\. Portanto 

B[Uu0,. . ., tium, t2vo,. . ., t2vn] = B[xo,. . ., xm; y0,.. ., yn]/í. 

E n t ã o d e s d e q u e B é u m ane l A r t i n i a n o p r i m á r i o e 1 = M./J é seu ú n i c o idea l p r i m o , 

e m v i r t u d e d o i s o m o r f i s m o a c i m a , t e m o s q u e 

d i m B { I r J s / r j s + } ) = d i m ^ r , s) + /]//, 

o n d e T{r, s) é o 5 - m ó d u l o d e t o d a s as f o r m a s d e B[X, Y] d e b i g r a u (r , s ) ; a s s i m 

d i m B ( F J s / r j s + i ) = d i m B F(r, s) - d i m B T{r, s ; / ) , 

o u se ja , 

d i m B ( I r Js/F Js+l) = H(r, s; /), 

o n d e H(r, s; I) é a f u n ç ã o d e H i l b e r t d o idea l b i h o m o g ê n e o 7 n o ane l d e p o l i n ó m i o s 

B[X, Y}. D e s d e q u e n ó s j á p r o v a m o s q u e p a r a va lo res s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e d e r, s. 

H(r, s] I) 6 u m p o l i n ó m i o e m r, s d e g r a u d — 2, o n d e d c a d i m e n s ã o d e 7 , e a s s i m o 

t e o r e m a e s t á p r o v a d o . • 

O b s e r v a ç ã o 3 . 4 . 2 : Se t i v é s s e m o s m o s t r a d o q u e t o d o s o s b i g r a u s d o p o l i n ó m i o h o -

m o g é n e o d e m a i s a l t o g r a u d o T e o r e m a 3.3.11, f o s s e m e s t r i t a m e n t e p o s i t i v o , e n t ã o 

t o d o s o s c o e f i c i e n t e s d e 

+ •••+(•) e^/lJ^-V + • • • + ed(I\J)s«-% 

t a m b é m s e r i a m p o s i t i v o s . 
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A p r e s e n t a r e m o s u m e x e m p l o , e m b o r a s e m d e t a l h a m e n t o , p a r a e x e m p l i f i c a r u r n a 

s i t u a ç ã o e m q u e n e m t o d o s o s c o e f i c i e n t e s et(I\ J), i = 0 , . . . ,d — 1, s ã o m a i o r e s q u e 

z e r o . 

Exemplo 3.4.3: ([26], pag. 114) Seja 5 = k[[X,Y, Z,W]]o anel das séries das 

potências formais sobre o corpo k nas indeterminadas A , Y, Z, W. Sejam M. — 

(X,Y,Z,W), P = (Y, W), Q = (X,Z) e F = (XY - ZW) ideais de Escreva 

R = S/{F), m = MR e q = QR, Neste caso I = rn e J = q e (:0(m| q) = 2, 

Ci(m| q) = 1 e e2(m| q) = 0. 

Voltamos agora para o principal teorema desta seção. 

Teorema 3.4.4: Sejam / , J dois ideais A/í-primários do anel local (A,M). Então 

se L/ j (p , o) denota o comprimento do ideal IpJa. Então para valores suficientemente 

grandes de p e o, Litj(p, a) um polinómio em p e cr, cujo grau total é igual a dimensão 

Demonstração: Se A é um anel primário Artiniano o teorema é trivialmente ver-

dadeiro. Suponhamos então que A não é um anel primário. Ponha D\ = A/J,B2 = 

A/L Então Bi e B2 são ambos anéis primários e pelo Teorema 3.4.1 temos que 

onde I é um ideal bihomogêneo de Bi[X, Y] que não é projetivamente irrelevante. Do 

mesmo modo podemos mostrar que 

onde P é um ideal bihomogêneo de B2[X,Y] que não é projetivamente irrelevante. 

Portanto existem inteiros positivos p e a tais que para todos os valores de r > po,s > 

de A. 

dim Bl(r,P/FJ*+l) = H(r,s-J) 

d i m B 2 {P JS/P+I Js+) = H{r,s;I') 

(3.12) 

e 

(3.13) 
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o n d e o,ij e atJ s ã o i n t e i r o s p o s i t i v o s e d e d! s ã o , r e s p e c t i v a m e n t e , as d i m e n s õ e s d e / 

e / ' . 

A g o r a p a r a p > p0, a > a0, 

P- 1 (7— 1 
H,,j(p,a) - HiyJ(po, a0) = ^ dim#2 (Ir Ja°/Ir+lJa°) + ^ dimB l ( / r J s / / r J s + 1 ) 

s=cr o 

r \ ( s = a0 

r=p o 

P~ 1 

E 
r=po 

(T— I 

E 
s=un 

E 

E 
U+j<e/-2 

P M 

E <«,•{( 
j<d>-2 l \ 

E 
i+j<d-2 

dij 

P 
?; + 1 

(J 

J + l 

Po 
z + 1 

.7 + 1 

.7 

p 

i 

o u d e o u t r a f o r m a 

Hi,.r(p, ~ Hi,j(po, cro) = E [ 
i+j<d-2 \ J ( J + 1 

E a A • ) + ( 3 . 1 4 ) 
i+j<d-2 \ / \ •> ^ 

E 
i+j<d'-2 \ 

P ]/ <70 

Í + 1 / W + k 

o n d e A; é u m a c o n s t a n t e . 
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P o r o u t r o l a d o . t e m o s 

(7-1 P-I 

Hu{p,a) - = £ d i m ^ {I"" J*/F° Js+l) + £ dim«2 {IrJa/Ir+l J° 
S<T() 

(7 — ] 

= E 
-1 

E 

r--p o 

S —(T0 

p-1 

R=PO 

E < 

£ 

P 

Lí+j<cí'-2 

l / \ J 

r \ I a 

J 

E < 
i+j<d-2 

a 

E <, { ( 

J + l 

P 

í + 1 

J + l 

Po 
í + 1 

Po 

<7 

o u a i n d a 

HT,J(P,(?) - HR,J(P0,(T0) = Y1 
i+j<d'~ 2 V 

E 4,( 
j<d'~ 2 \ 

P 

?; + i 

Po 
i+j<d'-

E < 
i+j<í/-2 

Po 

a 

J 

o 

J 

Co 
.7 + 1 

(3 .1 = 

o n d e k é u m i n t e i r o c o n s t a n t e . 

D e s d e q u e / e J , n ã o s ã o idea i s p r o j e t i v a m e n t e i r re l evantes n o s ané is 

B)[x0,. . . ,xm;y0,. . . ,yn] e B2[x0,. . ., xm\y0,. . ., y„], 

r e s p e c t i v a m e n t e , t e m o s q u e o s b i g r a u s d e I e J s ã o m a i o r e s o u i gua i s a zero . P o r t a n t o 

c o m p a r a n d o as d u a s ú l t i m a s e x p r e s s õ e s o b t e m o s d = d ' , i s t o é, a d i m e n s ã o d e / e m 

B! [.x0, • • •, 7 /0 , . . . , yn] é igual a d imensão de ,J em B2[ Xq , . . . , Xrri ; y0,. . . , yn]. Nós 
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podemos reescrever a última equação como segue: 

HItJ(p,(r) = 
£ - ( O U i ) - £ i+j< d-2 \ / \ J T / i+j< d-2 

/ | P \ I 
^ "" L . i í< d'-2 \ ^ 

an 
p W W 
i \ 3 + 1 

•i+j< d' — 2 ^ " 1 " / \ ^ 

onde k é um inteiro constante. Ou ainda, 

(3.16) 

Hjtj(p,a)= Y] c7; 9 a° 
' ' ! / \ J 

/ v l-u 
z+j<d-l 

onde Qj são inteiros e c^ > 0 se i + j = d — 1. 

Se / ' e j " são outros dois ideais A^-primários de (A, A l ) , então pelo Teorema 

1.1.10, segue que existem inteiros positivos rn e n tais que 

JP Ja j'mp j" mo 

Portanto valem 

J PJ V -J jnp jncr 

Hl, J (/?, cr) < Hj> t j« (rnp, ma) 

e 

Hi',j"(Pia) < HIyj{np, na). 

Estas duas equações mostram que o grau de HIjj(p,a) é o mesmo que o grau de 

Hf; j" (p, a). Em particular, se / = J, então HIt j(p + a) = Hr (p + a). Mas o grau de 

Hi(p + a), que é um polinómio em p + a, é igual a dimensão do anel local A. Portanto 

provamos que o grau do polinómio Hj(p + a) é igual a dimensão de A. • 

Vamos reformular o Teorema 3.4.4. Sejam (A, M) um anel local de dimensão 

positiva d , / e ,J dois ideais Aí-primários do anel local (A,Á4). Sejam L a função 

comprimento e N o conjunto dos números naturais. Então a função 

Bír. s) : N2 —> N 
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definida por B(r,s) = L(A/IrJs), é um polinómio de grau total d, para valores sufi-

cientemente grande de r e s. Este polinómio é chamado o polinómio de Bhattacharya 

de I e J. Os termos de grau total d no polinómio de Bhattacharya de I e J têm a 

forma 

i{c0(/| J)r" + •••+( ^ j y - W + . . . + ed(I\J)sd}. 

Definição 3.4.5: Os elementos 

eQ{I\J),ex(I\J),...,ed(I\J), 

que aparecem no polinómio Bhattacharya de / e J, são todos números inteiros, 

chamados as multiplicidades mixtas dos ideais / e J. 

No próximo capítulo, trataremos das multiplicidades mixtas de vários ideais M -

primários. Por enquanto, estudaremos as multiplicidades mixtas de dois ideais M -

primários I e ,J. 

3.5 Multiplicidade Mixta e Dependência Integral 

Nesta seção, estudaremos algumas das propriedades mais elementares das multi-

plicidades mixtas. Os resultados abordados aqui podem ser encontrados em [28]. A 

definição de redução de ideal aparece originalmente em [14]. 

Assim como a multiplicidade e(I, A) de um ideal M -primário foi estudada exausti-

vamente por muitos autores, o mesmo aconteceu com as multiplicidades mixtas, sendo 

esta última, tema atual de pesquisa de vários matemáticos . O nome multiplicidade 

mixta é devido a B. Teissier e a J.J. Risler. 

Um dos primeiros resultados obtidos sobre os coeficientes do polinómio de Bhat-

tacharya de dois ideais M -primário I e J foi obtido por Rees em ([16], pag. 14). Neste 

trabalho, Rees provou que se / e J são dois ideais A4-primários de uma anel local 

(A,M), então os termos e0(I\J) e ed(I\J) do polinómio de Bhattacharya de I c J 

são, respectivamente, iguais a e(I,A) e e(J,A), onde e(I,A), denota a multiplicidade 

do ideal M -primário / . 
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V a m o s p r o v a r a l g u n s r e s u l t a d o s s o b r e as m u l t i p l i c i d a d e s m i x t a s d e d o i s i dea i s 

A d - p r i m á r i o s I e J d o ane l l o c a l (A, Ai). 

T e o r e m a 3 . 5 . 1 : S e j a m I e J d o i s idea is A d - p r i m á r i o s d o ane l ( A , A í , d ) . E n t ã o 

p a r a q u a i s q u e r r e s i n te i ros p o s i t i v o s vale : 

e(IrJs) = e(I)rd + ... + ^ j 6l(I\J)rd~lsl + ... + e{J)sd. 

D e m o n s t r a ç ã o : P e l a F ó r m u l a L i m i t e d e S a m u e l t e m o s 

e(I-A) = Um^^LiA/PA). 

D e s d e q u e Ir Js é u m idea l A d - p r i m á r i o , p a r a q u a i s q u e r r e s i n te i ros p o s i t i v o s va le 

d' 
e(IrJs) = hm^-UA/irryA) 

na 

= limn^j\L{AI(rnrn)A) 
na 
d l 

= lirrin^oo — B(rn, sn) 
na 

= limn-* OO^ U E Í • ) <.íl./){„,)•< '(,„)' 

" ' d 

l=o \ 1 

= e{I)rd + . . . + ^ d j ei(I\J)rd~isi + . .. + e(J)sd, 

c o m o q u e r í a m o s m o s t r a r . • 

E m p a r t i c u l a r , t o m a n d o r = s = 1 n o T e o r e m a 3 .5 .1 , o b t e m o s a m u l t i p l i c i d a d e 

d o p r o d u t o d e d o i s idea i s A l - p r i m á r i o s / e J . 

e(IJ) = e(I) + ...+ ^d.yk(I\J) + ... + e(J). 

A g o r a , se / = J , e n t ã o p a r a quaisquer in te i ros p o s i t i v o s r e s, t e m o s 

e(r+s) = e{I)rd • ... • í d j ei{I\I)rd~isi + . . . + e{I)sd. 
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Mas por outro lado 

e(Ir+s) = (r + s)de(I). 

S e g u e d e s t a s i g u a l d a d e s q u e 

<u(I\I) = e(I), 

para todo 7 = 0 , 1 , . . . d. 

Definição 3 .5.2: Seja (A, A4, d) um anel local. Dados K, I dois ideais de (A, A4, d), 

dizemos que K é uma redução de / se: 

i ) K Ç P , 

ii) KIn = In+Í para algum inteiro positivo n. 

Observação 3 .5 .3 : Note que todo ideal é uma redução dele mesmo, ou seja, todo 

ideal admite pelo menos uma redução. 

Lema 3 .5.4: Sejam / e J dois ideais .M-primãrios do anel A tais que J é uma 

redução de / , valem as seguintes propriedades; 

Se JIr = P+\ então JP1 = Pl+\ para todo n > r e, além disso, ,JmP = F+m, para 

todo inteiro r > 0. 

Demonstração: Segue diretamente da Definição 3.5.2 e por indução em m. 

O próximo resultado estabelece uma relação entre a multiplicidade de um ideal 

Aí-primário 1 e qualquer ideal J que seja redução de / . 

Teorema 3 .5 .5 : Sejam (A, M) um anel Noetheriano local, J um ideal Al-primário 

e I uma redução de J. Então / é Af-primário e, além disso, para qualquer /1-módulo 

M tem-se 

e(J, M) = e(I, M). 

Em particular, quaisquer duas reduções do ideal J têm a mesma multiplicidade. 

Demonstração: Desde que / é uma redução de J, então existe um inteiro positivo 
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r tal que I,Jr = J r + 1 e disto segue que 

JR+1 Ç I C J 

e aplicando radicais temos que \fl = A4, isto é, I é um ideal M-primário. 

Agora como / C J, temos que e(J\M) < e(I\M). Resta então provar a desigual-

dade contrária. Mas as seguintes desigualdades são verdadeiras 

LA{M/r+rM) > LA(M/Jn+T) = LA(M/InJr) > LA{M/In), 

de modo que e(J\M) > e(I\M). • 

O Teorema 3.5.5 tem uma recíproca parcial. Antes precisamos de uma definição 

necessária para a compreensão de seu enunciado. 

Definição 3.5.6: Seja (A, M) um anel Noetheriano local. Dizemos que A é um anel 

equidimensional se dim A/V = dim A < oo para todos os ideais primos minimais V 

de A. 

Teorema 3.5.7: ([16], pag. 16) Sejam A um anel equidimensional e I, J dois ideais 

Al-primários de A tais que I C J e e ( / , A) = e( J, A), então / é uma redução de J. 

Corolário 3.5.8: Seja ( A , M , d ) um anel local. Se K é uma redução de I então 

e.(I) = e(K). 

Demonstração: Pelo Teorema 3.5.1, temos 

e(KIs) = e(K) + . . . + í d ) et{I\J)sl + . . . + e{I)sn 

e(f+s) = e(I) + . . . + ^ j eMliy + ... + e(I)sd. 

Como esta expressão vale para todo s, ternos e(K) = e(I). • 

Lema 3.5.9: Se K é urna redução de / e L é uma redução de J, então KrLs é uma 

redução de IrJs para quaisquer inteiros positivos r e .9. 
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Demonstração: Como K é uma redução de / , existe um inteiro positivo n tal que 

Kín = In+1. 

Da mesma forma, como L 6 uma redução de J, existe um inteiro positivo rn tal que 

LJM = JM+1. 

Assim pelo Lema 3.5.4, temos 

Kr Is = /r+,s+1 (i Ls Jm = jm+s+} 

Logo 

( Kr Li>) (/r Js )nm J^r jrnm j^s Jsnm 

Jrmn+r jstnn+s 

J r ( m n + 1 ) j s ( m n +1) 

_ ^jr jsynn+ 1 
• 

Teorema 3.5.10: Se K é uma redução de I e L é uma redução de J, então 

ei(I\J) = ei(K\L), 

para todo i = 1 , . . .d. 

Demonstração: Pelo Leiria 3.5.9, KrU 6 uma redução de IrJs, para todos inteiros 

positivos r e s. Então temos 

e{KrLs) <[V.P). 

Mas 
d 

rd~lsl 

i=0 

d 
e(IrJs) = ^2ei(I\J)rd-isi. 

i=0 

Logo, concluímos que e t( /|J) = et(K\L), para todo i = 1 , . . . d. 



100 Capítulo 3. Multiplicidades Mixtas de dois Ideais .A/í-primários 100 

C o r o l á r i o 3 . 5 . 1 1 : S e j a m m e n d o i s in te i ros p o s i t i v o s . E n t ã o p a r a q u a i s q u e r in -

t e i ros p o s i t i v o s r e s t e rnos 

ei(Im\Jn) = m^rSe^KlL). 

D e m o n s t r a ç ã o : P a r a q u a i s q u e r in te i ros p o s i t i v o s r e s t e m o s 

d 
e(I™Jsn) = ^2ei(I\J)(rm)d-i(sn)i. 

i=0 

P o r o u t r o l a d o , 

e(rmJsn) = e((Im)r (Jn)s) 

= Z U E I W Y - ' * ' -

C o m p a r a n d o as d u a s e x p r e s s õ e s o b t e m o s 

et(Im\Jn) = md~ln%ei(K\L). 

• 

D e f i n i ç ã o 3 . 5 . 1 2 : S e j a m x u m e l e m e n t o d o ane l A. S c I 6 u m idea l d e A, d i z e m o s 

q u e x é inteiro s o b r e I se e le sa t i s faz u m a e q u a ç ã o d a f o r m a 

xn + aixn~l + ... + an = 0 

o n d e ^ G I , p a r a i = 1 , . . . n . 

L e m a 3 . 5 . 1 3 : S e j a m A u m anel e / u m idea l d e A. U m e l e m e n t o x G A é i n t e i r o 

s o b r e I se, e s o m e n t e se, p a r a a l g u m n > 0, 

I(Lx)n-1 = {I,x)n. 

E m o u t r a s p a l a v r a s , / é u m a r e d u ç ã o d e ( I , x ) . 

D e m o n s t r a ç ã o : N o t e i n i c i a l m e n t e q u e o s i dea i s I ( I , x ) n ~ l e ( / , : ; ; ) " , s ã o r e a l m e n t e 

d i s t i n t o s , p a r a q u a l q u e r v a l o r d e n , p o i s xn n ã o p e r t e n c e a I(I,x)n~l, a p e s a r d a 

i n c l u s ã o / ( / , ,7;)n _ 1 C ( / , ; x ) n , s e m p r e va ler , i n d e p e n d e n t e d o va l o r d e n . N a v e r d a d e , 
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xn é o único elemento de ( I , x ) n que não pertence a 1(1,x)n Mas, como por 

hipótese, x é inteiro sobra I, então ele satisfaz uma equação da forma 

xn -f a^xn~l + ... + an = 0 

onde (ii G / , para i = 1,. . . n, ou seja, 

Reciprocamente, seja x G A. Então para todo n > 0, temos xn G (I,x)n. Como, 

por hipótese, I(I,x)n~l = (I,x)n, então xn G I(I,x)n~l, ou seja, 

xn = ãibi, onde a, G 1,0, G ( / , x ) 7 1 - 1 , i = 1 . .., n - 1, 
í=i 

e isto mostra que x é integral sobre / . • 

Teorema 3.5.14: Sejam (A,M) um anel Noetheriano local e / C J dois ideais de 

A. Então I é uma redução de J se, e somente se, todo elemento de J c integral sobre 

/ . 

Demonstração: Suponha que I seja uma redução de J e seja x G J. Como / 

é uma redução de J, existe um inteiro n > 0 tal que IJn — Jn+l C I. Então 

G J" + 1 C I. Portanto, xn+i é integral sobre I, em particular, x c integral sobre 

Reciprocamente, suponha que todo elemento de J é integral sobre / e suponha que 

J seja gerado pelos elementos y / i , . . . , yr, isto é, .1 = ( ? / ] , . . . , yr). Pelo Lema 3.5.13, 

para qualquer índice % — 1 , . . . , r, existem inteiros positivos r i i , . . . , n r , tais que 

I(I,yir-1 = (I,yiP. 

Antes de continuarmos a demonstração, observemos que se um elemento de J é inte-

gral sobre I, também é integral sobre todo subconjunto K Ç J que contenha / . 

Como yi é integral sobre / tern-se I(I,y\)ni~l = ( / , y i ) n i . Mas y2 é integral sobre 

( / , yi), ou seja, existe um inteiro positivo n2 tal que pelo Lema 3.5.13, 

(I,y,)(I,yulh)n2-1 = (3.17) 
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Acontece que 1(1, ij\)m 1 = ( / , y i ) " ' , e multiplicando a Equaçao (3.14) por ri\ — 1 c 

usando as propriedades de redução, obtemos 

Mas por outro lado, temos as seguintes igualdades 

(7, t/i)"1 (/,2/1,2/a)"2-1 = 7(7, 2/I)™1_1(7, ?yi, 2 / 2 ) ™ 2 _ 1 

ou seja, 

7 ( 7 , í / i , í / 2 ) n 2 + B l - 2 = ( 7 , í / i > ! / 2 ) n a + n i - 1 . 

Prosseguindo desta maneira, obteremos o resultado. • 

Vamos provar agora o principal teorema desta seção. 

Teorema 3.5.15: Sejam 7 e J dois ideais A4-primários de um anel equidimensional 

local (A, Aí) tais que I C ,7. Então J é integral sobre / se, e somente se, e ( / , A) = 

e(J,A). 

Demonstração: Suponha que J é integral sobre 7. Então pelo Teorema 3.5.14, I é 

uma redução de ,J e pelo Teorema 3.5.5, e(/|A) = e(,/|A). 

Reciprocamente, suponha que e(I\Á) = e(J\A), então pelo Teorema 3.5.7, / é 

uma redução de J. Mas pelo Teorema 3.5.14, ,J 6 integral sobre / . • 



Capítulo 4 

Multiplicidades Mixtas 

4.1 Introdução 

No final da Seção 3.5, definimos a multiplicidade mixta de dois ideais A/í-primários 

I e J do anel local (A , Ai), ver Definição 3.4.5. As multiplicidades mixtas para ideais, 

foram definidas inicialmente por Teissier e Risler em ([23], pag. 302), onde eles estu-

daram polinómios de Hilbert e seus coeficientes para um conjunto U = { / i , . . . , Is}, de 

ideais A/í-primários arbitrários, usando o que eles chamaram de elementos "suficien-

temente gerais". Teissier, mostrou que as multiplicidades mixtas, eram na verdade, 

a multiplicidade de Samuel de um ideal A/f-primário, gerado por um conjunto de 

elementos suficientemente gerais. 

4.2 Resultados Básicos 

Nesta seção, definiremos alguns conceitos necessários para a compreensão da 

próxima seção e também servirá para fixarmos a notação que usaremos neste capítulo. 

O principal conceito desta seção, é o de elemento superficial. Procuraremos mostrar 

ao leitor, a importância deste conceito, como um artifício para a passagem do passo in-

dutivo de n—l para n. Uma boa referência para este conceito é ([34], pag. 285 — 296). 

Uma pergunta que pode surgir é a seguinte: não é possível imitar a demonstração do 

Teorema 3.4.4, para o caso de mais de dois ideais A4-priinários?. A resposta é afir-

mativa, como se pode conferir em [19], mas neste caso, como no Teorema 3.4.4, não 

103 
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conseguimos obter nenhuma informação sobre os coeficientes do termo homogéneo de 

maior grau do polinómio de Bhattacharya. 

Teorema 4.2.1: ([34], pag. 284) Sejam I um ideal de um anel Noetheriano local 

(A,A4) e M um A-módulo Noetheriano. Então a aplicação, 

H(n,I) = LA{M/InM) 

é um polinómio de grau d em n, para n suficientemente grande. 

Seja I um ideal A/f-primãrio do anel Noetheriano local (A,AA) e seja x £ I. 

Então I/Ax também é Noetheriano do anel A/Ax. O próximo teorema estabelece 

uma relação entre os polinómios H(n,I) c H(n, I/Ax). 

Teorema 4.2.2: ([34], pag. 285) Seja I um ideal A/í-primário de um anel local 

(A, Ai) e seja i é / . Então 

H(n, I/xA) = H(n,I) - LA(In : xA). 

Seja s o maior inteiro tal que x £ P, mas x ^ Is+1. Note que P~s C (P : Ax). 

Se pudéssemos provar que ( / " : Ax) não é muito diferente de então teríamos 

provado que H(n, I/Ax) não é muito diferente de H(n, I) — H(n — / ) , uma situação 

que é muito útil no caso s = 1, para provas que usam o processo indutivo. 

Definição 4.2.3: Seja I um ideal do anel local (A,M). Dizemos que um elemento 

x G A é superficial de ordem s para o ideal / , se x € P e existe um inteiro positivo c 

tal que 

(P : Ax) n P = 

para todo n suficientemente grande. 

Observação 4.2.4: A definição de elemento superficial apareceu originalmente em 

([20], pag. 182). No caso do corpo ser finito, elementos superficiais de uma determi-

nada ordem podem não existir. Por exemplo, o ideal maximal de 

/•'{•'•• y}/(-r'u(:>- + y)), 
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onde k é um corpo com dois elementos, não possui elemento superficial de ordem 1. 

Vejamos como fica o Teorema 4.2.2, com a hipótese de um elemento superficial de 

ordem s para o ideal / . 

Lema 4.2.5: ([34], pag. 286) Seja I um ideal A^-primário do anel local (A, M) e x 

um elemento de A superficial de ordem s para I. Então existe um inteiro c tal que 

H(n, I) - H(n - s, I) < H(n, I/Ax) < H{n, I) - H(n - s, I) + H(c, /), 

para todo n suficientemente grande. 

O Lema 4.2.5 mostra, que se x é um elemento superficial de ordem s para um ideal 

I do anel A, então para n suficientemente grande, o polinómio H(n, I/Ax) difere do 

polinómio / / ( n , / ) — H(n — s, / ) , apenas por uma constante. 

O seguinte lema prova que elementos superficiais realmente existem. 

Lema 4.2.6: ([34], pag. 286) Seja / um ideal A4-primário do anel (A, Ai). Então 

existe um inteiro s e um elemento x do anel A tal que x é superficial de ordem s para 

o ideal / , isto 6, 

(/" : Ax) n Ic = 

para todo inteiro n suficientemente grande. 

Como estamos interessados no passo indutivo, gostaríamos que existisse elementos 

superficiais de ordem 1 para o ideal / , e que além disso, esses elementos possuíssem 

certas propriedades que fossem úteis cm provas por indução. O próximo lema é uma 

resposta para esta pergunta. 

Teorema 4.2.7: ([34], pag. 287) Seja / um ideal A4-primãrio do anel local (A , Ai) 

e suponha além disso que o corpo residual A/Ai seja infinito. Então para cada 

conjunto finito de ideais Ir, tais que y/Ti ^ Ai e q u a l q u e r inteiro positivo 

« > 0, existe um elemento x £ A que é superficial de ordem s e que não pertence a 

nenhum It, i = 1,. . ., r. 
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Em ([34], pag. 291), mostra-se que se I 6 um ideal Ad-primário e x é superficial 

para o ideal / , então 

dim ( A / A x ) = dim A - 1 . 

Sejam i = (ii,... ,%k) e j = ( j , , . . . , jk) dois elementos de Z™. Dizemos que i < j 

se ip < jp para todo p = 1,... ,k. Ainda temos 

j / w ' i / V Jk 

i + ep \ I í \ / i 

•p , 
í=o V P 

j + ep / \ j + e p / \ J 

onde e^ é o elemento de Z " que tem 1 na p-ésima componente c 0 nas demais. 

Lema 4.2.8: ([19], pag. 24) Seja H(i) uma função definida para todo i G Z n e 

suponha que 
m / . 

para cp £ Z e para todo i > e„. Então 

^ ( i ) = EpLo CP ( 1 + P + E" ] + H(z,,. . . , -Í„_,, JN)~ 
\ P + er 

Yjn í Í + P | | .'in + Pn ~ 1 
p = 0 V p / V P n + 1 

para todo i > j, onde i = (« ] , . . . , i n _ G . 

O somatório significa que estamos somando sobre todos os elementos de 

Z " entre 0 e m com a ordem acima definida. 

Vamos definir agora o que entenderemos por um elemento ser suficientemente 

geral. 
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Definição 4.2.9: Seja I um ideal do anel (A, A í ) . Suponha também que . . . , a; 

seja um base minimal de / . Suponha que exista um aberto de Zariski U C kl tal que 

se a = Y1Í=I aiai 0 + A4, • • •, oii + M) € IÁ, então a satisfaz uma propriedade dada. 

Então esta propriedade é chamada suficientemente geral e qualquer elemento de / que 

satisfaça uma p r o p r i e d a d e suficientemente geral é chamado elemento suficientemente 

geral corri relação a esta propriedade. 

A vantagem de uma propriedade ser suficientemente geral é que se o corpo k é 

infinito, é possível encontrar pelo menos um elemento satisfazendo finitas propriedades 

suficientemente gerais, pois a intersecção finita de abertos de Zariski é ainda um aberto 

de Zariski. 

4.3 A Definição de Multiplicidade Mixta 

Nesta seção, vamos provar o Teorema 3.4.4, para o caso de um número finito de 

ideais Al-primários. Quando provamos o Teorema 3.4.4, definimos os coeficientes do 

polinómio homogéneo de maior grau, como as multiplicidades mixtas de dois ideais 

Aí-primários, mas não demos informações de quem elas eram realmente, exceto so-

bre algumas de suas propriedades elementares. Provaremos aqui, que elas são na 

verdade, a multiplicidade de Samuel de um ideal Aí primário, gerado por elementos 

suficientemente gerais, mais precisamente, de elementos superficiais. 

O teorema abaixo, é o principal resultado deste trabalho. 

Teorema 4.3.1: ([23], pag. 302) Seja (A, Aí, k, d) um anel Noetheriano local, onde 

k é um corpo infinito. Suponha que / i , . . . , / , são ideais Aí-primários e que M seja 

um A-módulo finitamente gerado. Então existe um inteiro c > 0 tal que 

L(M/IT • • • I?'M), 

é um polinómio com coeficientes racionais em rii,..., ns, de grau d im(M) , se n% > c, 

para cada z, 1 < i < s. 

O polinómio homogéneo de grau d im(M) em L(M/7"1 . . . / ^ M ) pode ser escrito 
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como 

onde ..., /[''"l; M] é um inteiro positivo. 

Antes de passarmos a prova do teorema, definiremos os símbolos \ . . . , / W ; M], 

e enunciaremos um lema que garantirá a existência de elementos suficientemente gerais 

com propriedades necessárias a demonstração do Teorema 4.3.1. Também provaremos 

vários lemas necessários para a sua demonstração. 

Definição 4.3.2: O inteiro positivo ... é chamado a multiplicidade 

mixta do módulo M de tipo (di,..., ds) com relação aos ideais . . . , Is. 

Pretendemos no final desta seção, mostrar que o símbolo ..., M] é na 

verdade, a multiplicidade e(l\l 

um ideal gerado por d\ elementos 

superficiais de . . , ds elementos superficiais de Is. Em resumo, queremos mostrar 

que . .., /W; M] = e(l\duXl] + . . . + lldsM). 

Lema 4.3.3: ([23], pag. 303) Sejam I \ , . . . , I s ideais yVÍ-primários num anel Noethe-

riano local (A, M.,d,k) com corpo residual k infinito c M um A-módulo finitamente 

gerado. Defina I — e J = (/2,..., Is), p. = ( n 2 , . . . ,ns) e Ĵ 1 = I^2 • • • Então 

dado um sistema minimal de geradores a l 7 . . ., at de / , existe um aberto não-vazio de 
i 

Zariski U C kl e inteiros no e po = (n®,..., tais que para a = tem-se para 

n > no, p > po e ( » i + M.,..., ai + M.) £ U. Além disso, para a £ / nestas condições 

temos 

(/»! . . . jnsM -M a ) n j c . . . jn,M = JV, . . . jnsM_ ^ 

Definição 4.3.4: Um elemento a £ / nas condições do Lema 4.3.3 é chamado um 

elemento superficial para / ] , . . . , / , e M. 

Observação 4.3.5: O Lema 4.3.3, mostra que elementos superficiais sempre exis-

tem, desde que A seja um anel local com corpo residual infinito. O mesmo lema 
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também prova que existem a i , . . . , a a elementos do anel A satisfazendo a seguinte 

condição: os primeiros d\ são elementos superficiais pertencentes a Ii,...Is, e os 

últimos ds, são elementos superficiais pertencentes a Is. 

O próximo resultado é o Lema de Artin-Rees generalizado. 

Lema 4.3.6: (Lema de Artin-Rees Generalizado) ([9], pag. 63) Sejam / ] , . . . , Is 

ideais A4-primários do anel local (A, M ) e M um A-módulo Noetheriano. Então 

existem um inteiro n0 e fio G tais que 

/" J ' ' M n aM = In~n° / « M n aM), 

para todos n > no e fi > fi0. 

Lema 4.3.7: ([23], pag. 305) Sejam ,. . ., /.,, //, /i0, como no Lema 4.3.6 com 

//, > fi0 e n suficientemente grande. Então temos 

( í " J^Aí :M a) = (0 :M a) + (/"*,/"'Aí) 

e v\ como em (4.1). 

Demonstração: Sejam G (0 :M a)+IVl J^M. Então m = m i + m 2 , onde n^ G (0 : M 

a) e /ri2 G IVl J^M. Segue disto que am, = 0. Além disto, I^J^M Ç (In\J^M : M a), 

pela 4.1, o que nos fornece rrí2 G ( / " J ^ M : M a), ou seja, am/2 G InJ^M. Portanto, 

am = arrii + 077^ = am'2 £ ITI J^M, 

ou seja, m G (InJ^M :M a). 

Reciprocamente, seja m G (InJ^M \M a), isto é, am G 7"1 J^M. Então pelo Lema 

4.3.6, existem n0 e /i0 tais que 

VWM n aM = In~n° J«(/n° J"°M n aM) , 

desde que n > n0 e /x > //,0. Como In~n° , / « ( / " < > J^M D a M ) Ç /n-no s c g u e 

que am G J^^aM. Então escrevemos, am, = am' com m' G J ^ 0 . Como 
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os ideais I, são .Ad-primários, se v é suficientemente grande, tem-se rn' G F V0M Ç 

IVi,J^0M. Portanto, para v suficientemente grande, m' G P " J^M. Finalmente 

am = a(m — m') -(- ain = am1 G I 'n J'lM, 

desde que m — m' G (0 a). Isto prova a igualdade. • 

Lema 4.3.8: ([23], pag. 305) Sejam como no Lema 4.3.6 com // e n 

suficientemente grande. Então 

(F.FM :M a)/(F-l,FM) ~ (0 :M a). 

Demonstração: Pelo Lema 4.3.3, (FJ^M :M a) = (0 :M a) + (Fl J " M ) , como 

em 4.1. Então segue que 

(FJ^M :M a)/(F-\FM) ~ FFM :M a ) / ( ( / n J " M :AÍ a) D FKJ^M) 

~ ((/" J"M :M a) + J^M))//'"' ,FM 

= ((0 :m a) + /"> J ' 'M) + / ' " J"M))/P>./"M 

~ ( 0 '.M)/{IVI J^M FL (0 

Fixemos //, > /i,0. O comprimento do lado direito da última equação, depende de vy, 

mas por sua vez, o lado esquerdo não depende. Como F J'JMfl(0 \M a) é decrescente, 

então necessariamente devemos ter 

r \ / " M n ( 0 : M o ) , 

como queríamos demonstrar. • 

Lema 4.3.9: ([23], pag. 304) Sejam li,... ,IS ideais A^-primários, n e ji suficiente-

mente grandes. Então a sequência 

0 —> (FJ^M :M a)/F'l.FM —> M/F~lJ^M —y 

MjFlF'M —> M/F ,J'lM + aM —> 0 

é exata, onde a aplicação 

M/F-lFlM —> M/FJ^M 

6 a m u l t i p l i c a ç ã o p e l o e l e m e n t o super f i c i a l a G I\. 
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Demonstração: Considere a aplicação x a : M / I n 1 J ^ M —> M / F J ^ M . Esta 

aplicação é definida por 

m + Tn~lJ"M = am + F^J^M. 

Ela é bem definida e Ker(xa) = ( / n J " M :M a)/In-lJ!'M. 

Por outro lado, 

Mj(l'\PM + aM) ~ (M/InJ^M)/a{M/InJ^M). 

Portanto a aplicação 

M/TJ^M —{M/(rjflM))/a{M/InJ"M) 

definida por 

m m + a ( M / ( / " J " M ) ) , 

é bem definida e sobrejetora. Além disso, KerQ = Im(xa) = a(M/InJ^M). Por-

tanto a sequência é de fato exata. • 

Demonstração do Teorema 4.3.1. A prova é por indução sobre d = dim M. Se 

d = 0, então, por definição, dim (A/ann{M)) = 0. Agora M/ann(M) é o único ideal 

primo de A/ann(M) e pelo fato de dim (A/ann(M)) = 0, ele também é seu único 

ideal primo. Como dim ( A / a n n ( M ) ) = 0, então todo ideal de A/ann(M) é nilpotente. 

Segue que existe um inteiro positivo r dependendo de M tal que ( M / a n n ( M ) ) r = { 0 } 

( { 0 } é o submódulo nulo de A/ann(M)). 

Se para algum n-i,..., ns tivermos 7"1 • • • / " s Ç ann(M) , então 

M/(/"' • • • ITM) ~ M, 

e portanto, HM(nu ..., n.,) = L(M). Se 7"1 • • • J"s não está contido em ann(M), 

então o ideal (7"1 • • • /"•' + ann(M))/ann(M) é nilpotente, isto é, existe um inteiro 

positivo, r' tal que 

((7"1 • • • IT + ann(M)) / ann(M))r' = 0, 

ou seja ( / " ' • • • rl^Y Ç ann(M). Portanto para nu .. ., ns suficientemente grande, 

podemos novamente definir HM(ni,..., ns) — L(M). 
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Suponhamos que o teorema já foi provado para A-módulos Noetherianos de di-

mensão d — 1, isto é, se dim M = d — 1 e li,..., Is é um conjunto finito de ideais 

A4-primários do anel local (A, Aí), então o comprimento A-módulo 

M/In,PM 

é um polinómio de grau d — 1. Considere a sequência exata 

0 —> (/" J''M :m a)/In-}J'JM —• M/T^J^M —> 

M/InJflM —> M/InJ»M + aM —> 0 

do Lema 4.3.9. Então pela aditividade da função comprimento, temos 

LA(M/InJ^M + aM) = LA(M / In J[L M) — 

LÁ{In-]JrM) + LA(InJiJM :m a)/In~lJ,LM). ( ' ' 

Mas, desde que pelo Lema 4.3.8, (InJ»M -M a)/In~lJ'ÂM ~ (0 :M a), temos da 

Equação (4.2) que 

LA{M/In,J»M + aM) = LA(M/InJ"M) - LA(In~lJ'LM) + LA{{0 : M a)), (4.3) 

ou seja 

HM(nu ...,ns)~ HM{ni - 1 , . . . , ns) = HMiaM(nu ..., ns) - LA( 0 : M ) . (4.4) 

Acontece que dim (M/aM) = dirri (M) - 1. Portanto, segue disto e pela hipótese 

de indução, que H M / a M ( r i ] , . . . , n s ) é um polinómio de grau d — 1, para r i\, . . . , ns 

suficientemente grande. Corno os polinómios HM{n\,. . ., ns) — HM(rii — 1, . . ., ns) 

diferem de H M / a M (n - [ , . . . , n s ) apenas por uma constante, então segue do Lema 4.2.8, 

que H M ( n i , . . . ,n s ) é um polinómio de grau d, como queríamos demonstrar. • 

Vamos agora mostrar que a multiplicidade mixta, é de fato, a multiplicidade de 

Samuel de um ideal gerado por uma sequência de elementos superficiais. Para isto, 

considere os termos de mais alto grau do polinómio 

Hm (íii,..., ns) - HM(ny - 1 , . . . , ns) = HM/aM(n,,. . . , ns). 
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Então, segue que 

[ / f 1 , . . . , / f ; M] = [/f1 ' /;' : M/aM]. 

Acontece que pelo Lema 4.3.3, 6 possível encontrar um elemento superficial para 

/ i , . . . , Is e M / a M . Então prosseguindo teremos encontrado 

onde ad pertence a pelo menos um dos ideais li,... ,IS, e é um elemento superficial 

para li,..., Is e M/(ai,..., ad^i)M. Mas, suponhamos que ad £ I\, então mostra-se 

em ([34], pag. 294 — 295) que se dim A = 1 então a multiplicidade do ideal e do 

ideal adA coincidem. Mas dim (M/(ai,..., a ( / _ i )M) = 1, logo 

e(ad, M/(a,,. . . , a d _ i ) M ) = e(.| M/(au .. . , a d _ i ) M ) - e(0 :M/(aí,...,ad_1)M ad) 

= LA(M/(ai,.. .,ad_i)M) + L,i((0 :M/(al,...,aã-l)M AD)), 

que é a multiplicidade de Samuel de um ideal gerado por uma sequência de elementos 

superficiais consistindo de d elementos, sendo que os d] são elementos de / [ , . . . , e os 

ds são elementos de / , . 

Corolário 4.3.10: ([23], pag. 306) Sejam (A,M,k,d), I3 1 < j < .s, M como no 

enunciado do Teorema 4.3.1. Seja (d-[,. . ., dK j) inteiros tais que dA +. . . + ds = dim M. 

Então os seguintes símbolos 

e(IF, M/(l\hM + ... + Íf'M + ... + l f ' M ) 

e ( l f > M - M / ( l f l M + . . . + + . . . + 

( | /,: M/{lfxM + ... + + . . . + l f s M ) , 

são iguais. 

Demonstração: Segue do comentário acima. • 

Em particular, se A é um anel Noetheriano local e Cohen-Macaulay com corpo 

residual infinito e I, J são dois ideais A^-primários, então a aplicação H : N2 — y N 

definida por 

H(NUN2) = LA(A/IN\JN>) 
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a s s u m e os m e s m o s va l o res q u e u m p o l i n ó m i o d e g r a u d = d i m ^ 4 e o t e r m o d e m a i s 

a l t o g r a u se escreve c o m o 

K A / d 

o n d e 

eA{I^D~L\JL) = LA(A/(I[D-L] + J®)A) 

e + J ^ ) A é u m idea l g e r a d o p o r u m a s e q u ê n c i a d e e l e m e n t o s super f i c i a i s c o n -

s i s t i n d o d e d — % e l e m e n t o s de. I e i e l e m e n t o s d e J. 



Capítulo 5 

Aplicações 

Neste capítulo, daremos uma aplicação geométrica das multiplicidades mixtas. 

Consideraremos o anel 0 „ + 1 = C{zQ, zt,..., zn}, das séries convergentes sobre C, 

localizado no ideal maximal Ai = (z0, z\,..., zn) e continuaremos chamando seu 

ideal maximal de Ai. 

5.1 O Número de Milnor 

Para uma melhor compreensão do vocabulário matemático do início desta seção re-

comendamos [24], 

Seja / : ( C í + 1 , 0 ) —> (C, 0) um polinómio não constante em n + 1 variáveis, e 

V = / _ 1 ( 0 ) a hipersupcrfície complexa definida por / , com singularidade isolada no 

ponto 0. 

Dado e > 0, consideremos os seguintes subconjuntos de C" + 1 . 

De = {ze C"+ 1 : |z| < e} 

Sf = {z e C'l+1 : |z| = e} 

K = vn st. 

Teorema 5.1.1: (Teorema da Fibração de Milnor) ([24], pag. 5) Seja 2 um 

ponto qualquer de V e se Se é uma esfera suficientemente pequena centrada em z, 
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então Sf — K é um fibrado diferenciável localmente trivial sobre S\ com projeçao 

<t>{z) - f(z)/\f(z)\ e fibra Fe = r \ e l 0 ) -

Teorema 5.1.2: ([24], pag. 5) Suponhamos que z = 0 seja uma singularidade 

isolada de / , então 

/ l A n r ^ - í o } ) - ^ - { o } , 

é a projeção de uma fibração localmente trivial, onde II,t = {w £ C : |u;| < r/}. 

Observação 5.1.3: ([24], pag. 6) Os resultados do Teorema 5.1.1 e do Teorema 

5.1.2 se correspondem, pois se w £ C possui módulo suficientemente pequeno, então 

f~] (w) fl Dc c difeomorfo à Fy. 

Teorema 5.1.4: ([24], pag. 7) Cada fibra Fo tem o mesmo tipo de homotopia de 

um bouquet de Sn\ ... \Sn esferas. 

Definição 5 .1 .5 : O número de esferas Sn do bouquet é chamado o número de 

Milnor de / em 0 e é denotado por /i. 

Definição 5.1.6: Dois germes (A , 0) e ( A ' , 0 ) são chamados topologicamente equiv-

alentes se existe um germe de um hoirieomorfismo 

^ : (C n , 0 ) —> (C" ,0 ) 

tal que <p(X, 0) = (A^',0). Também dizemos que os germes (A, 0) e (A ' , 0) são de 

mesmo tipo topológico. 

O próximo teorema mostra que o número de Milnor é um invariante topológico. 

Teorema 5.1.7: ([23], pag. 295 ou [24], pag. 11) Sejam (A, 0) e ( A ' , 0 ) dois ger-

mes com singularidade isolada em (C", 0). Se (A',0) e (A"',0) são topologicamentc 

equivalentes então fi(X, 0) = / / (A ' ,0 ) . 

Dada / = 0 a equação de um germe (X, 0) com singularidade isolada, podemos 

definir o ideal jacobiano de / , denotado por j ( f ) , como o ideal de C „ + 1 gerado pelas 
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derivadas parciais de / , isto é, 

df df 
JÍf) = (" "dx0 dxn 

Temos o seguinte resultado. 

Teorema 5.1.8: ([24], pag. 23) Seja j ( f ) o ideal jacobiano de um germe de On+ \. 
O n Então dim c < oo se, e somente se, 0 é uma singularidade isolada de f . 

JU) 

Observação 5.1.9: No Capítulo 4 de [24], ficou provado que o número de Milnor 
O i 

l-í(f), de um germe com singularidade isolada, e dim c são iguais. 
J(f) 

Definição 5.1.10: Definimos o número de Milnor de uma hipersuperfície complexa 

com singularidade isolada (A', 0) por 

O n 
(i(X, 0) = n(f) = dim c^yy, 

ou seja, o número de Milnor de um germe com singularidade isolada, nada mais é do 

que a multiplicidade do ideal jacobiano de qualquer representante do germe. 

Observação 5.1.11: 1) Convém observar que o ideal j ( f ) é um ideal A4-primário, 

desde que f tenha singularidade isolada. 

2) O número de Milnor é um objeto geométrico, enquanto dim é um objeto 

algébrico 

5.2 O Cálculo do Número de Milnor 

Em [24], vários exemplos foram calculados para o número de Milnor. Nesta seção, 

pretendemos calcular alguns desses exemplos usando as técnicas que apresentamos no 

Capítulo 2. 

Exemplo 5.2.1: Seja / : (C n + 1 , 0 ) —> (C,0) , dada por 

f(z0, Z\ , . . . , Z n ) = Zq + zf + ... + z2n. 
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O ideal j ( f ) = (2z0, 2Z], . . . , 2zn) é o jacobiano de / . Note que / tem uma singulari-

dade isolada em 2 = 0. Então 
O 

e{2zQ, 2z, , . . . , 2zn\ On+,) = dirnc — —-—-
[ZZo, Z2] , . . . , Z2„J 

= 1. 

Exemplo 5 .2.2: Seja / : (C2 , 0) —> (C, 0) dada por 

f{x,y) = x2y + y4. 

O ideal (2xy,x2 + 4y3 ) é o jacobiano de / . Note que os conjuntos {2x, x2 + 4 y 3 } e 

{y,x2 + 4 y 3 } são sistemas de multiplicidades em 02- Portanto pelo Teorema 2.4.6, 

{ 2 x y , x 2 + 4 y 3 } também é um sistema de multiplicidade em 02. Portanto 

e(2xy, x2 + Ay3\02) = e(2.x, x2 + Ay3\02) + e(2jy, ,x2 + iy3\02) 

= e(y3\C{y}) + (x2\C{x}) 

= õ. 

Vamos calcular o número de Milnor de germes determinados por polinómios quasi-

homogêneos. 

Definição 5 .2.3: Sejam d0,di,...,dn números racionais positivos. Um polinómio 

/ (^o, zi,. . ., zn) é dito quasi-hornogêneo de tipo (d0, dy,..., dn) se ele pode ser expresso 

como combinação linear de monómios zl^z\1 • • • zl£ tal que 

do dn 

O próximo teorema estabelece uma fórmula que permite o cálculo do número de 

Milnor com relativa facilidade em determinadas situações. 

Teorema 5 .2.4: Seja f(z0, zu ..., zn) um polinómio quasi-homogêneo de tipo (ri0, d\,..., dv 

tendo na origem uma singularidade isolada. Então 

// = (ri0 - 1 )(dj - ! ) • • • (dn - 1). 

Exemplo 5 .2.5: Seja /(:?;, y) = x2 + yò. Temos que / é um polinómio quase-

homogêneo de tipo (2,5) e então pelo Teorema 5.2.4, 

/'< = (2 — 1)(5 — 1) = 4. 
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5.3 Multiplicidades Mixtas e o Número de Milnor 

Seja / = 0, / £ C{z0,z\,..., znj = On+uma equação para um germe de uma 

hipersuperfície complexa ( X 0 , 0 ) C (C, 0), isto é, 

(A 0 , 0 ) = {z e C" + 1 :f(z) = 0 } 

ou, de outra forma, (A"o,0) = / _ 1 ( 0 ) . 

Definição 5.3.1: Um ponto z £ (A"0, 0) é chamado um ponto regular, se existe pelo 

menos um índice i, i £ { 0 , 1 , . . . , n } tal que 

Caso contrário, z é chamado um ponto singular, ou uma singularidade do germe 

(Ao, 0). 

Dizemos que z £ (A 0 , 0 ) é uma singularidade isolada do germe (A o , 0 ) , se existe 

uma vizinhança aberta de A"0 — {0 } tal que o germe é regular nesta vizinhança. 

Para os nossos objetivos, vamos supor que os germes são reduzidos. 

Seja G^ o espaço das Grassmanianas de Cn+l. 

Teorema 5.3.2: ([23], pag. 299) Seja (A, 0) C (C n + 1 ) um germe de uma hiper-

superfície analítica complexa reduzida. Para todo 0 < i < n + 1 existe uma aberto 

denso de Zariski Í/2W de tal que o tipo topológico de ( X D H , 0) são independentes 

de H £ l / f . 

O Teorema 5.3.2, permite falar do tipo topológico de uma seção plana geral H de 

(A", 0), que chamaremos de subespaço linear geral de dimensão h. Então pelo Teorema 

5.1.7, FI(XNH, 0) = N(XNH', 0) para qualquer subespaço linear genérico H que passa 

por 0. Note também que (A" fl H, 0) é uma hipersuperfície com singularidade isolada 

e, portanto faz sentido falar do número de Milnor de um subespaço linear geral de 

dimensão h, para 0 < h < n + 1. Segue que o número 

//(A, 0) = N{X n H, 0) 

é bem definido. 
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Definição 5.3.3: Sejam (A", 0) um germe com singularidade isolada na origem e H 

um subespaço linear genérico de dimensão h, para 0 < h < n + 1. Então podemos 

definir o número de Milnor de (X D / / . 0) pela igualdade numérica 

»(X n H, 0) - = dim c ^ r V 
.nflir) 

A sequência de números 

, /*(X, 0) = (/x"+1 (A, 0 ) , . . . , / ( X , o ) , . . . , / / ' (X, 0), 11°(X, 0)), 

é chamada a sequência fi*-invariante de (A", 0). 

Vamos procurar determinar explicitamente a sequência n*(X, 0). Para isto, sejam 

I = M c. J = j ( f ) , onde / = 0 e a equação de um germe com singularidade isolada 

na origem. Considere também a função 

AA„,O : N2 — • N, 

definida por 

K{Xq,O)(r, s) = dim cOn+1/mrj(f)s. 

Já sabemos que para valores suficientemente grande de r e ,s, a função KX{ho assume 

os mesmos valores que um polinómio em r e s de grau igual a dimensão de On+\. 

Além disso, o polinómio homogéneo de maior grau tem a forma 

(5.1) 

onde /i( / i ) é a multiplicidade da restrição do ideal jacobiano j ( f ) a um subespaço 

linear genérico de (C™+1,0). 

Teissier ([23], pag. 308), mostrou que o ideal jacobiano da restrição da / com um 

subespaço linear genérico H de dimensão h e a restrição do ideal jacobiano a H têm a 

mesma multiplicidade, ou seja, / t ^ = Portanto, podemos reescrever a equação 

(5.1) da seguinte forma 

Portanto temos o seguinte teorema. 
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Teorema 5.3.4: ([23], p a g . 315) S e j a ( X 0 , 0 ) C ( C " + 1 , 0 ) u m g e r m e d e u m a 

h i p e r s u p e r f í c i e a n a l í t i c a c o m p l e x a corri s i n g u l a r i d a d e i s o l a d a . E s c o l h e m o s as c o o r -

d e n a d a s ( ZQ , . . . , Zn ) pcllcl ( C " + 1 , 0 ) e u m a e q u a ç a o / = 0 p a r a ( A " 0 , 0 ) . C o n s i d e r e m o s 

j ( f ) = ( § f a , . . . , ^ ) , M = (zo, • . ., zn) e apl icação K : N 2 — > N def inida por 

K(nun2) = LAOn+1/Mn\]UT. 

E n t ã o p a r a n i , n 2 s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e s , K a s s u m e o s m e s m o s v a l o r e s q u e u m 

p o l i n ó m i o d e g r a u n + 1 c u j o t e r m o h o m o g é n e o d e m a i s a l t o g r a u se e s c r e v e c o m o 

onde ,!<*> = , ,£>(X„) . 
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Apêndice A 

Localização 

A. l Localização e Multiplicidades 

S e j a A u m ane l e S u m s u b c o n j u n t o m u l t i p l i c a t i v a m e n t e f e c h a d o n ã o - v a z i o ta l q u e 

1 € S. A r e l a ç ã o ~ e m A x S d e f i n i d a p o r 

(a , s) ~ (ò, t) ( a í - &s)w = 0 

p a r a a l g u m u e S é u m a r e l a ç ã o d e e q u i v a l ê n c i a n o c o n j u n t o ~ e m A x S. O 

c o n j u n t o d e t o d a s as c lasses d e e q u i v a l ê n c i a e m Ax S é d e n o t a d o p o r 5 _ 1 A A c lasse 

d e e q u i v a l ê n c i a d o p a r (a , s ) será d e n o t a d a p o r - . V a m o s d e f i n i r u m a e s t r u t u r a d e 
s 

anel e m S~lA. S e j a m - e - d u a s c lasses d e S ^ A . D e f i n a a s u a s o m a e seu p r o d u t o 

d o s e g u i n t e m o d o : 

a b at + bs 
s + t ~ 

e 

a b ab 
s t st 

O anel S~A c c h a m a d o o anel das frações de A c o m relação a S. A apl icação 

/ : A — 5 ~ M d e f i n i d a p o r / ( a ) = y ^ u m ^ o m o m o i ' f i s l n o ané is , c h a m a d o d e 

h o rn omo rfism o n a tu ra l. 

E x e m p l o A . 1 . 1 : S e j a V u m idea l p r i m o d e A. C l a r a m e n t e S = A — V é u m 

s u b c o n j u n t o m u l t i p l i c a t i v a m e n t e f e c h a d o d e A e 1 E S. D e n o t e Av p a r a o ane l 

S^A. Ap é u m ane l l o c a l , c h a m a d o a localização d e V. 
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Analogamente, seja M um A-módulo. Defina uma relação ~ em M x S como 

(m, s) ~ (m', s') o existe t Ç S tal que t(sm' — s'm) = 0. 

Verifica-se que ~ é uma relação de equivalência no conjunto M x S. O conjunto de 

todas estas classes é denotado por S~lM e com as operações 

rn m' s'm + sm! 
- + — = ; — 

s s' ss' 

e 
s m am 

7 7> s s ss 

torna-se um S^M-módulo. 

Passaremos de agora em diante a denotar o anel e o 5 - 1 A-rnódulo S~lM 

por As e Ms, respectivamente. 

Sejam A um anel Noetheriano não necessariamente local, M um /4-módulo Noethe-

riano e 71 . . . , 7S elementos de A que são um sistema de multiplicidade em M. Nós 

usaremos o símbolo Ai para denotar um elemento maximal qualquer de A e fM : 

A —»• AM para denotar o homomorfismo canónico de A na sua localização em AM-

T e o r e m a A . 1 . 2 : ([13], pag. 332) Sejam M um A-módulo Noetheriano e 7 1 . . . , 7 sum 

sistema de multiplicidade erri M. Então para todo ideal maximal A4, MM É um AM-

módulo Noetheriano e fM(ji)..., /MÍIs) é um sistema de multiplicidade em MM. 

Além disso, existe apenas um número finito de ideais maxirnais A4 para os quais 

£AM (ÍMÍJI) • • •, ÍMÍIS^MM) / 0 e esse ideais maximais ocorrem entre os ideais 

maximais que contém o ideal (ANN/\(M), 71 . . . ,7 , ) . 

Teorema A . 1 . 3 : (Princípio da Localização) ([13], pag. 333) Sejam A um anel, 

M um A-rnódulo e 71 . . ., 7., um sistema de multiplicidade em M. Então 

eA(7, . . . , 7,|AÍ) = E ('AM CM7i ) • • •, ÍM(1S)\MM). 
M 

Sejam A e A' dois anéis tais que A C A'. Dizemos que A' é uma extensão de A 

se a aplicação inclusão i : A A' ê um homomorfismo de anéis. Neste caso dizemos 

que A é um subanel de A'. 
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Seja A' uma estensão do anel A. Dizemos que um elemento x E A' é integral sobre 

A se ele satisfaz uma relação da forma 

xn + a]Xn~L + ... + an = 0, 

onde a\,..., an estão cm A c n > 1. Note que todo elemento de A e integral sobre A. 

Sc os únicos elementos de A' que são integrais sobre A são exatamente os elementos 

de A, dizemos então que A é integralmente fechado sobre A'. 

Suponha que o anel A' seja uma estensão integral do anel A. Vamos denotar por 

MA' um elemento maximal de A'. A4A> H A é um ideal maximal de A ([13],pag. 92). 

Qualquer A'-módulo é automaticamente um A-módulo e, além disso, A'/MA> pode 

ser considerado como um espaço vetorial sobre o corpo AjM.A> H A ([13], pag. 333). 

Denotaremos por [A' / MA> : A/ MÁ; HA] a dimensão deste espaço vetorial. 

Teorema A . 1 . 4 : (Fórmula da Estensão) ([13], pag. 333) Sejam A' uma estensão 

integral de A, M um A'-módulo e 71 . . . , 7,. elementos de A. Suponha que 

1) M é Noetheriano tanto como A-módulo quanto A'-módulo; 

ii) 71 . . . , 7.5 é um sistema de multiplicidade quando M for considerado tanto como 

A-módulo quanto A'-módulo. Então temos 

eA(LI • • •, ls\M) = C a ' M a , UMa, ( 7 i ) • • •, ÍMa, (^)\MMa,)[A'/MA' : A/MA> D A ] , 
MA, 

onde JMa, denota o homomorfismo canónico de A! em A!M . 

Observação A . 1 . 5 : 1) Se MA' ó tal que eA>M ; (/,vi 4 , ) (7 i ) = 0 e acontecer de 

[A'/MA1 '• A/MA1 H A] = 00, então seu produto pode ser considerado como sendo 0. 

2) Se A = A', então obtém-se o Teorema A.1.3 a partir do Teorema A.1.4. 

Teorema A . 1 . 6 : ([13], pag. 334) Sejam A um anel local e 71 . . . , 7,, um sistema de 

multiplicidade em A. Então s > dim A. Além disso, s = dim, A se, e somente se, 

eA(71 • • • > 0. 

Teorema A . 1 . 7 : Sejam A um anel, M um A-módulo Noetheriano e 71 . . . , 7 , um 

sistema de multiplicidade em M. Suponha que para todo ideal maximal rn contendo 
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o i d e a l (AnnA(M),yi . . . , 7 , , ) t e n h a m o s ht(M/Ann(M)) < s . E n t ã o 

e A ( 7 i . . . , 7 . , | M ) = 0 . 

Teorema A.1 .8 : (Lei Associativa) ([13], pag. 342) Sejam A um anel e M um A-

r n ó d u l o f i n i t a m e n t e g e r a d o . A l é m d i s s o , s e j a 71 . . . , 7,, u m s i s t e m a d e m u l t i p l i c i d a d e 

n o p r ó p r i o A. Se a g o r a i é u m i n t e i r o s a t i s f a z e n d o 0 < i < s , e n t ã o 

e A ( 7 l . . . , 7 s | M ) = fAls)\Mv)eA/P(7rP(li) • • •, Mls)\R/V). 

v 

A q u i V p e r c o r r e t o d o s o s p r i m o s m i n i m a i s d o i d e a l (71 . . . ,7.,), f-p : A —> Ap é o 

h o m o m o r f i s m o c a n ó n i c o d e A e m A/p e 11 p é a p r o j e ç ã o c a n ó n i c a , d e A e m A/V. 



Apêndice B 

Teorema de Rees 

B.l O Complexo de Koszul 

N e s t e a p ê n d i c e , d a r e m o s d u a s g e n e r a l i z a ç õ e s d a n o ç ã o d e r e d u ç ã o , a p l i c a d a a 

u m c o n j u n t o d e ideais m - p r i m á r i o s IA — { / j , . . . , / s . } d e u m anel N o e t h e r i a n o l o c a l 

( A , A í ) d e d i m e n s ã o d. A p r i m e i r a é c h a m a d a d e r e d u ç ã o c o m p l e t a d e U e a s e g u n d a 

g e n e r a l i z a ç ã o é c h a m a d a d e " j o in t r e d u c t i o n " . N e s t a ú l t i m a , t o m a r e m o s s — d. A l é m 

d i s so , d e f i n i r e m o s m u l t i - f i l t r a ç ã o d e u m c o n j u n t o d e idea is m - p r i m á r i o s d e u m ane l 

N o e t h e r i a n o l o c a l (A, M.) e d e m o n s t r a r e m o s o T e o r e m a 3 .4 .4 p a r a m a i s d e d o i s idea is 

A í - p r i m á r i o s / e J , m o s t r a n d o q u e as m u l t i p l i c i d a d e s m i x t a s , s ã o n ú m e r o s inte i ros 

n ã o - n e g a t i v o s . P o r t o d o este a p ê n d i c e , e s t a r e m o s s u p o n d o q u e o anel A é N o e t h e r i a n o 

d e d i m e n s ã o p o s i t i v a d,. 

O s r e s u l t a d o s d e s t e a p ê n d i c e , s o b r e c o m p l e x o d e K o s z u l , p o d e m ser e n c o n t r a d o s 

e m [13]. 

P o r u m com,plexo d e , 4 - m ó d u l o s e n t e n d e m o s u m a s e q u ê n c i a 

• • • ^ Mn+] ^ ^ Mn — ^ M „ _ i M n _ 2 — • • • ( B . l ) 

d e A - m ó d u l o s e h o m o m o r f i s m o s , e x t e n d i d o s i n d e f i n i d a m e n t e e m a m b a s as d i r e ç õ e s , 

c o m a p r o p r i e d a d e q u e 
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dn o dn+l = 0, (B.2) 

p a r a t o d o s os va lores d e n. O A - m ó d u l o Mn será c h a m a d o d e o módulo componente 

de grau n, ou a n-ésima componente do complexo. Iremos nos referir a dn c o m o o 

n-ésimo homomorfismo de bordo . 

O c o m p l e x o ( B . l ) , será d e n o t a d o s i m p l e s m e n t e p o r (M, d), o n d e d : M —> M é 

d e f i n i d o p o r d(xn) = dn(xn) p a r a t o d o xn e M. N o t e que de ( B . 2 ) , d2 = 0. 

Se ja ( M , d ) u m c o m p l e x o de A - m ó d u l o s . D e f i n a 

Zn(M) = Ker(Mn —> M n _ , ) = Ker{dn} (B.3) 

e 

Bn{M) = Im{Mn+l Mn) = Im{dn+1}. (B.4) 

O s e l e m e n t o s d e Zn(M) são c h a m a d o s os n-ciclos d e M e os e l e m e n t o s d e B„(M) 

são c h a m a d o s os n-bordos . Segue d e ( B . 2 ) q u e Bn(M) Ç Zn(M) e, ass im p o d e m o s 

def inir o m ó d u l o q u o c i e n t e 

Hn(M) = Zn(M)/Bn(M). (B.5) 

Chamaremos Hn(M) o n-ésimo módulo de homologia do complexo (M,d). 

S e j a m 7 1 , . . . ,7^, o n d e s > 0 e l e m e n t o s d o anel A. V a m o s c o n s t r u i r o complexo 

de Koszul d o A - m ó d u l o M c o m re lação aos e l e m e n t o s 7 l , . . . , 7 s d o anel A, q u e será 

d e n o t a d o p o r K(71,..., 7 s | M ) ou , às vezes , p o r K(j\M), e t e m a f o r m a 

0 — Ks(7\M) ( 7 | M ) d - ^ — ^ ^ Ko(y\M) - 0 (B.6) 

P a r a 0 < /i < s, a / i - é s i m a c o m p o n e n t e d e Klt(j\M) c u m a s o m a d i re ta de 

c ó p i a s de M, o n d e í ? ] é o c o e f i c i e n t e b i n o m i a l usual . A s s i m q u a n d o ,s = 0, 
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K0(.\M) é s i m p l e s m e n t e 

( B . 7 ) 

o n d e M o c o r r e c o m o a c o m p o n e n t e d o c o m p l e x o KQ(.\M). 

Sei a m T j j , . . . , Ti n o v o s s í m b o l o s e escreva 

K(yu...,%\M) = ®il<...<iliMTir--Till, 

o n d e i\,..., ifl são inte iros que v a r i a m d e m o d o que 0 < i\ < • • • < ifl < s. A s s i m , 

( s \ q u a n d o 0 < /i < s, A m ( 7 i , . . . , 7 s ] M ) é d e l a t o u m a s o m a d i r e t a d e c ó p i a s d e w 
M . U m e l e m e n t o a r b i t r á r i o d e . . . , "ys\M) t e m u m a ú n i c a r e p r e s e n t a ç ã o n a 

f o r m a 

E r T • • • T 
M <••<«,i 

o n d e r^...! G M . N o c a s o = 0, t e m o s . . . , 7 s | M ) = M . 

V a m o s def in ir o n - é s i m o h o m o m o r f i s m o d e b o r d o 

d , : A ' ^ 7 , , . . . , 7 s | M ) — > . . . , 7 , | M ) ( B . 8 ) 

p a r a va lores d e / i tais q u e 0 < /.i < s. 

S u p o n h a que /i se ja c o m o a c i m a e q u e iu . . . , s e j a m inte i ros p o s i t i v o s p a r a os 

qua i s 1 < < • • • < V < ,s\ D e s d e q u e c a d a e l e m e n t o d e A ^ ( 7 i , . . . , 7 . ,|AÍ) é e x p r e s s o 

d e f o r m a ú n i c a c o m o u m a s o m a d e e l e m e n t o s d a f o r m a RTN • • -T^, o n d e r G M 

p o d e m o s def inir d ,̂ e m c a d a p a r c e l a d e s t a s o m a e d e p o i s e x t e n d e r p o r l inear idade . 

D e s t a f o r m a d e f i n a 

d , ( r T n • • • / , . ) = £ ( D " \ , Y ; : ( B . 9 ) ,,=i 
o n d e o s í m b o l o fip, s igni f i ca que Tip f o i o m i t i d o d a p a r c e l a ( - l ^ V T » , • • • TIP • • • Tifl 

. N o t e q u e dfl é u m h o m o m o r f i s m o d e A - m ó d u l o s , d^d^+i = 0 e, a l é m d isso , 

• • • KLÍ+} ( 7 | M ) ^ ^ KFL(JJM) — K ^ M M ) — •'" ( B . 1 0 ) 
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é r ea lmente u m c o m p l e x o d e A - m ó d u l o s . 

D e s d e que . . . , ys\M) é u m c o m p l e x o , p o d e m o s f o r m a r seus m ó d u l o s d e 

h o m o l o g i a . O / / - é s i m o m ó d u l o d e h o m o l o g i a será d e n o t a d o p o r 

HtlK(jí,...,js\M). 

N a t u r a l m e n t e , HMK(7,,. . . , js\M) = 0 q u a n d o //, > 0 e /i < 0. 

Q u a n d o fi = 1, t e m o s que K^ ( 7 ^ . . . , 7S| M) é igual a s o m a d i r e t a d e s c ó p i a s d e 

M . E n t ã o ( B . 9 ) assegura que 

dx(eTn)=lne. ( B . l l ) 

N a t u r a l m e n t e u m e l e m e n t o arb i t rár i o de ^ 1 ( 7 1 , . . . , 7S|AÍ) t e m a f o r m a 
s 

1=1 

o n d e e M e p o r ( B . l l ) , t e m o s 

s 

d i Ç ^ e . T , ) = 7-1 e j + . . . + 7_,e.,. 
2=1 

P o r t a n t o , 

Im(di) = 7, M + ... + 7 SM 

e d e s d e que ^ - 1 ( 7 ! , . . . , 7 S | M ) = 0, t e m o s 

H0K(lu . . . , 7 s |M) = M/(71M + . . . + 7 s M ) . 

A g o r a , q u a n d o / / = t e m o s que K(7^ . . . , 7.5|M) é a s o m a d i re ta de M a p e n a s u m a 

vez , i s to é, K { j i , . . . , ys\M) = Ad. A s s i m c a d a e l e m e n t o d e K{ph,..., 7.S|M) é d a 

f o r m a cT ] . . . T , . E n t ã o p o r ( B . 9 ) , 

dMl\...'l\) E' D" ;V'/| •••'/>• 

D e s s e m o d o , ds(eTi... Ts) = 0 se, e s o m e n t e se, 7 ^ = 0 ( i d e n t i f i c a m o s eT\ ... Ts c o m 

c), p a r a i = 1,... ,s. D e s t a f o r m a , t e m o s 

Ker{ds) = (0 :M + ... 

P o r t a n t o d e s d e que ^ , + 1 ( 7 1 , . . . ,is\M) = 0, t e m o s que 

H H K { 7 l , . . . , 7 . s | M ) = (0 :M 71^4 + . . . 7 . ,A ) . 
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Teorema B . l . l : ([13], pag. 364) Sejam M um A-módulo e 7 1 , . . . , 7,, elementos do 

anel A. Defina I = 71A + . . . + 7SA. Então cada anula os módulos de homolo-

gia H ^ K ^ i , . . . , 7 J M ) do complexo de Koszul de M com relação a 71 , . . . Em 

particular, / anula todos os módulos de homologia H^K^i,.... 7,S.|M). 

Teorema B .1 .2 : ([13], pag. 369) Sejam M um A-módulo Noetheriano e 71 , . . . ,7 s 

elementos do anel A tais que 

L(M/ ( 7 1 M + . . . + 7,,M) 

tem comprimento finito. Então, H^K^i,..., 7.,|Mj tem comprimento finito para 

todo fi <E { 0 , . . . , ,s}. 

Observação B .1 .3 : O Teorema (B.1.2), diz que se 7 i , . - . , 7 s c um sistema de 

multiplicidade em M , então H^K^j i , . . . ,7,|M) tem comprimento finito para todo 

/í £ { 0 , . . . , ,s}. 

Seja M um A-módulo Noetheriano e 71,. . ., 7,, um sistema de multiplicidade erri 

M. Pelo Teorema B.1.2, cada módulo de homologia 7 ] , . . . ,7S|M), tem com-

primento finito. Portanto podemos definir 

A ( 7 I , • • •, 7.1 M ) = ^ ( " 1 ) ^ ( ^ ( 7 1 , • • •, ls\M)). (B.12) 

Note que esta soma é finita, desde que o somando é zero se /j, > s ou [i < 0. Iremos 

mostrar que 

A(7I , ... ,7S| M) = ^4(71, . . . ,7S[ M). (B.13) 

Observe que se s = 0, então da Equação (B.12), concluímos que 

X(.\M) = eA(.\M). (B.14) 

Antes de provarmos este resultado, vamos fazer algumas observações e enunciare-

mos alguns teoremas. 

Suponha epie (M, d) é um complexo de A-módulos tal que todos os módulos compo-

nentes tenham comprimento finito e no máximo um número finito deles são não-nulos. 
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Então 

^2(-l)nLA(Mn) (B.15) 
71 

está bem definida. Esta soma é chamada a característica de Euler-Poincaré do com-

plexo (M, d). 

Os próximos teoremas são essenciais na demonstração de (B.13) e na compreensão 

do que faremos na próxima seção. 

Teorema B.1.4: ([13], pag. 355) Sejam M um A-módulo e 7 1 , . . . , js um sistema 

de multiplicidade em M. Considere o complexo de Koszul K( j 1 , . . . , 7s| M). Então 

a sequência 

0 —• HsK(j\M) —> Hs^K(-y\M) —> > HÍK^M) —H0K{y\M) —> 0 

(B.16) 

é exata. 

O complexo do Teorema (B.1.4), é chamado o complexo de homologia do complexo 

k ( 7 i , . . . , 7 s ! M ) . 

Sejam M' , M e M" complexos de A-módulos e seja (f> : M' —> M e ip : M —> M" 

aplicações de complexos. Dizemos que 

0 — M ' — ^ M — ( B . 1 7 ) 

é uma sequência exata de A-módulos se 

o — ( B . I S ) 

é uma sequência exata de A-módulos, para todo n. 

Teorema B.1.5: ([13], pag. 362) Seja 7 l , . . . , 7 s elementos do anel A e considere a 

seguinte sequência exata de complexos de A-módulos. 

0 —> M' —> M —> M" —>• 0. 

Então os módulos de homologia dos complexos de Koszul de M, M' e M" com relação 

a 71, . . . ,7S , estão conectados pela sequência exata: 

0 —> HsK(-y\M') —» HsK(-y| M) —H,K(7| M") —> • • • 
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H.Ki7| Aí') — • H,K(>y\M) —• Í ^ A ( 7 \ M") —> 

H^Kij] M') — A í ) i f ^ t f f r l M " ) —> • • • 

7| Aí') —> M ) — • ^ - 1 ^ ( 7 1 M " ) —> 0 (B.19) 

Teorema B.1.6: ([13], pag. 368) Seja Aí um A-módulo e 71 , . . . ,7 , elementos do 

anel A. Se 7., não é um divisor do zero em Aí, então temos so seguinte isomorfismo 

H,lK{7l,... ,7,| Aí) ~ HuK(lu... ,7^ ,1 Aí/7,Aí), 

de A-módulos para cada valor de /i. 

Vamos provar agora que a característica de Euler-Poincaré A (71 , . . . , 7S| Aí) é 

aditiva. 

Teorema B.1.7: Seja 

0 — • Aí' — • Aí —> M" —> 0 

uma sequência exata de A-módulos Noetherianos e suponha que cada termo admite 

71,. . . , 7,5 como um sistema de multiplicidade. Então 

A ( 7 l , . . . , 7 s| Aí) = A ( 7 l , . . . , 7s| Aí') + A ( 7 l , . . . , 7,| Aí") . 

Demonstração: Pelo Lema B.1.2, todos os módulos na sequência (B.19) têm com-

primento finito. Como o comprimento ê uma função aditiva, o resultado segue apli-

cando LA na sequência (B.19). • 

Lema B.1.8: ([13], pag. 370) Seja M um A-módulo Noetheriano e 71 , . . . ,7S um 

sistema de multiplicidade em Aí. Se 7™Aí = 0, para algum m > 0, então 

A ( 7 : , . . . , 7 s | A Í ) = 0. 

Teorema B.1.9 : Seja Aí um A-módulo Noetheriano e 7 1 , . . . , 7S um sistema de 

multiplicidade em M . Então 

A ( 7 l , . . . , 7 s | Aí) = e y l ( 7 l , . . . , 7 s | M ) . 
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D e m o n s t r a ç ã o : F a r e m o s a d e m o n s t r a ç ã o p o r i n d u ç ã o e m ,s\ Se ,s = 0, e n t ã o p o r 

( B . 1 3 ) , o r e s u l t a d o vale . P o r t a n t o , i r e m o s s u p o r que o t e o r e m a j á fo i p r o v a d o p a r a 

s i s t emas d e m u l t i p l i c i d a d e s e m M, c o n t e n d o 110 m á x i m o s — 1 e l e m e n t o s . 

T o m e F = M/(0 :m 7™) , o n d e m f o i e s c o l h i d o de m o d o que 7 , n ã o é u m d iv i so r 

d o zero e m F . E n t ã o a p l i c a n d o o T e o r e m a B . 1 . 7 a s e q u ê n c i a e x a t a 

0 —> (0 :M 7sm) M —> F —> 0, 

o b t e m o s que 

*(7l,... ,7s| M ) = *(7l,... ,7s| F) + X{lu ... ,7s| (0 :M 7sm)) 

e i s to se reduz a 

X{lu...,ls\M) = * ( 7 i , . . . , 7 . , | F ) ( B . 2 0 ) 

p e l o T e o r e m a B . 1 . 8 . D e s d e que 7 , n ã o é u m d iv i so r de zero e m F , o T e o r e m a B . 1 . 6 , 

m o s t r a que t e m o s o segu inte i s o m o r f i s m o 

HtlK{7l,... ,7,-1,7,1 F) ~ Ht,K{7l,...,7s_,| F/lsF) 

d e , 4 - m ó d u l o s . Segue d i s t o que 

p o r ( B . 2 0 ) . 

P o r o u t r o l ado , ternos 

f - A Í l u • • - , 7 . - 1 : 7 , ! M ) = ('a ( 7 1 , . . . , 7 , - i , 7 , | F) = eA (71 > • • • - 7 , - 1 , 7 , 1 F/lsF), 

pe las p r o p r i e d a d e s bás i cas d o s í m b o l o d a m u l t i p l i c i d a d e . F i n a l m e n t e 

eAÍ7i, • • •, 7 , - i , 7,1 F/JsF) = X(~/u..., 7 ^ ! | Fj7.5F), 

p e l a h i p ó t e s e indut iva . A s s i m o t e o r e m a está p r o v a d o . 
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B.2 Complexo de Koszul e Multiplicidades Mixtas 

Nosso objetivo é provarmos o Teorema 4.3.1 usando o Complexo de Koszul. Antes 

de passarmos a prova do teorema, vamos fixar algumas notações que serão úteis na 

sua demonstração. 

Suponha que U seja um conjunto de ideais / i , . . ., Is do anel (A, A4, k, d) e R = 

{ r i , . . . , r6.} um conjunto de inteiros não negativos. Então IÃR, denotará o ideal A4-

primário I[ l • • • Irss. Porém vamos modificar isto de modo que T\,. . ., rs possam ser 

inteiros negativos tomando / [ = A, se r for um inteiro negativo. Em seguida, seja 

T = { í i , . . ., ts} um conjunto de indeterminadas. Então se r i , . . ., rs é um conjunto 

de inteiros, escrevemos TR para denotar o produto t\l • • -t7/. Também escrevemos 

para o conjunto { í f 1 , • • •, t~1}. 

Definimos o anel R{U) como sendo o subanel de A{T,T~l] consistindo de todas 

as somas finitas 

Y ; C r T r c r G U R . 

O próximo teorema mostra a existência de redução completa de um conjunto 

U = {I],.. ., Id} de ideais A4-primários. Sua prova, além de extensa, não é relevante 

para a continuação do nosso trabalho. 

Teorema B.2.1: ([17], pag. 401) Sejam Iu . . . , Is ideais de (A, M). Então existem 

elementos xVJ (j = 1 , . . . , d) de Itl para 2 = 1 , . . . , s, tais que se 

yj=xij...xsj ( j = l,...,d), 

então o ideal b =< y i , . . ., y(i > é uma redução de • • • Is. 

Definição B.2.2 : Seja xtJ (j = 1 , . . . , d, i = 1 , . . . , s) um conjunto de elementos do 

anel (A,M,k,d) satisfazendo as condições do Teorema B.2.1. Então dizemos que 

esses elementos são uma redução completa de U. 

Definição B.2.3: Seja U = {Iu...Jd} um conjunto de ideais A4-primários do 

anel (A,M,k,d), não necessariamente distintos. Então dizemos que um conjunto de 

elementos x3 ( j = 1, . .., d) é uma "joint reduction" do ideal U, se xt G para cada 
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%d e p a r a a l g u m II { n , . . . , rd} 

d 

i-1 

o n d e R1 = { r u . . ., r , - 1 , . . . ,rd}. 

O b s e r v e q u e e s t a m o s d e f i n i n d o a l g o , q u e n e m s a b e m o s q u e ex i s te . O s e g u i n t e re -

s u l t a d o n o s f o r n e c e u m a d i r e ç ã o p a r a g a r a n t i r a e x i s t ê n c i a d e u m a " j o i n t r e d u c t i o n " d e 

u m c o n j u n t o f i n i t o d e idea i s . M - p r i m á r i o s . 

T e o r e m a B . 2 . 4 : S e j a m (A, M, k,d) eU — { i \ , . . . , Id} u m c o n j u n t o f i n i t o d e idea i s 

. M - p r i m á r i o s n ã o n e c e s s a r i a m e n t e d i s t i n t o s . E n t ã o o c o n j u n t o x% ( i = 1 , . . . , d ) , é 

u m a " j o in t r e d u c t , i o n " d e IÁ se, e s o m e n t e se, o i d e a l 

d 
C = ^^ £•,;/] . . . Ii ... Id, 

1=1 

é u m a r e d u ç ã o d o idea l • • • I d l o n d e o s í m b o l o / , s i gn i f i ca q u e o i d e a l / , n ã o a p a r e c e 

em Xih ...li... Li-

D e m o n s t r a ç ã o : V a m o s e s c rever a E q u a ç ã o ( B . 2 1 ) p o r e x t e n s o p a r a e n t e n d e r m o s 

m e l h o r . E n t ã o , 

/ [ • • • • r s » = * , / [ ' ' • • • I T + . . . + x j [ i • • • r s * ~ l . ( B . 2 2 ) 

S e j a n > m,ax{r..., r . , } , e n t ã o a E q u a ç ã o ( 4 . 1 ) p o d e ser e s c r i t a d a f o r m a 

(/,•••/,)" = /; •••/: 
= xj?-1 + + xsif • • • j;1™1 

= (x , / 2 • • • / , + ./•,/;/, • • • / . . . . • x j : • • • / s _ , ) ( / r - ' • • • i r i ) 

= (X] / , • • • I. + , ' , / ; I, • • • / , . . . + ./•./, • • • / . , ) ( / , - • • / , ) " - ' , 

o u se ja , o idea l ( x i l 2 •••/ , + x 2 / i / 3 • • • / , . . . + x'. , / ! • • • I s _ x ) , é u m a r e d u ç ã o d o idea l 



137 Apêndice B. Teorema de R.ees 

R e c i p r o c a m e n t e , s u p o n h a q u e o idea l C = Yli=i • • • h • • • h, é u m a r e d u ç ã o d o 

idea l li • • • Id. E n t ã o , ex i s te u m inte i ro p o s i t i v o n tal q u e • • • Id)nC = (Ii • • • Id)n+1, 

o u se ja , 

SR^D TTI—1 RN TN 
— 2^,1=i X i11 • • • 1i • • • 1d i 

o u se ja , x\,..., xd, c u m a " j o in t r e d u c t i o n " d o s idea l I\ • • • / , . • 

A p a r e n t e m e n t e , p o d e r í a m o s ter u s a d o o T e o r e m a B . 2 . 4 , p a r a de f in ir a " j o i n t r e d u c -

t i o n " d o c o n j u n t o U , d e idea is A ^ - p r i m á r i o s , m a s m e s m o a s s i m , c o n t i n u a r í a m o s s e m 

g a r a n t i r sua e x i s t ê n c i a . O p r ó x i m o t e o r e m a , m o s t r a q u e a e x i s t ê n c i a d e u m a r e d u ç ã o 

c o m p l e t a d e u m c o n j u n t o d e ideais m - p r i m á r i o I \ , . . . , I ( i , g a r a n t e a e x i s t ê n c i a d e u m a 

" j o i n t r c d u c t i o n " p a r a estes ideais . 

Teorema B.2.5: Seja {xtJ i, j = 1 , . . . , d) uma redução completa dc U = { / i , . . . , Id}-

S e j a i — > j(i) u m a p e r m u t a ç ã o d o c o n j u n t o { 1 , . . . , d}. E n t ã o o c o n j u n t o d e e l e m e n -

tos Xi = .x'7;j(t)(?' = 1 , . . . , d) é u m a " j o i n t r e d u c t i o n " d e U. 

Demonstração: Sejam yj = xÍ3,.. .,xdj, j = 1,. . . , d, onde b = (yíy. . ., yd) é uma 

r e d u ç ã o de J\ • • • I d . C o n s i d e r e o idea l 

d 
c = . . . i l . ..ld,i{d)-

1=1 

E n t ã o p a r a a l g u m inte i ro n > 0 t e m o s 

Ç (/i •••ld)n+\ 

o u se ja , C é u m a r e d u ç ã o d o idea l (h • • • Id). N o t e q u e o idea l b e s tá c o n t i d o n o 

idea l C. P o r t a n t o p e l o L e m a B . 2 . 4 , {x^i,] = l , . . . , d } é u m a " j o i n t r e d u c t i o n " d e 

(h---Id). • 

N o final d e s t e c a p í t u l o , a p r e s e n t a r e m o s o u t r a f o r m a d e g a r a n t i r a e x i s t ê n c i a d e 

" j o i n t r e d u c t i o n s " . 

O le i tor i n t e r e s s a d o e m s a b e r m a i s p r o p r i e d a d e s d a s " j o i n t r e d u c t i o n " p o d e c o n -

su l tar as re f e rênc ias [17] e [22], 
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Definição B . 2 . 6 : Seja A u m anel. U m a filtração F em A é uma cadeia descendente 

A = I0D F D I2D ••• 

d e ideais d e A tais q u e IJj C Il+j. 

T a m b é m p o d e m o s def in ir o c o n c e i t o d e filtração p a r a m ó d u l o s c o m o segue . 

Definição B . 2 . 7 : Sejam M um A-módulo e / um ideal de A Uma fiMração F em 

A í é u m a c a d e i a d e s c e n d e n t e 

A í = M 0 D M i D M2 D ... 

d e s u b m ó d u l o s d e A í tais que IMn C M„+Neste c a s o d i z e m o s q u e F é urna 

Ffiltração em Aí. 

E x e m p l o B . 2 . 8 : S e j a m A u m anel , M u m A - m ó d u l o e / u m ideal d e A. E n t ã o a 

s e q u ê n c i a { / " A í } é u m a / - f i l t r a ç ã o d e A / , c h a m a d a d e fiMração Fádica. 

Q u e r e m o s agora def inir u m a filtração p a r a u m y l - m ó d u l o finitamente g e r a d o , m a s 

n ã o a p e n a s e m r e l a ç ã o a urn ú n i c o ideal d e A. P a r a isto , t o m e Rl p a r a d e n o t a r o 

c o n j u n t o { r , , . . . , r , + 1 , . . . , r d } , o n d e R é o c o n j u n t o { r L , . . . , '/>/}. 

D e f i n i ç ã o B . 2 . 9 : S e j a m A í u m , 4 - m ó d u l o finitamente g e r a d o e U = { í i , . . . , í d } , 

/ , ideais m-primãrios , i — l,...,d. Por uma U-multifiltração í . entenderemos um 

c o n j u n t o d e s u b m ó d u l o s F(R) d e M de f in ida p a r a t o d o s os c o n j u n t o s d e s inte iros 

{/• i , . . . , r 4 } e s a t i s f a z e n d o as seguintes c o n d i ç õ e s 

F(R)DF(Ri)DqiF(fí), 

p a r a t o d o r e i = l , . . . , s. N o caso , ,s = 1, t e m o s u m a / - f i l t r a ç ã o . 

A s s o c i a r e m o s c o m a W - m u l t i f i l t r a ç ã o F u m / ? ( / / ) - m ó d u l o g r a d u a d o T, c o n s i s t i n d o 

d e t o d a s as sorrias f initas 

E f{R)TR com / ( / / ! ( M. 
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Definição B.2.10: Dizemos que F é uma U-multifiltração ótirna se as seguintes 

c o n d i ç õ e s f o r e m sat i s f e i tas : 

i ) T é u m i ? ( W ) - m ó d u l o f i n i t a m e n t e g e r a d o ; 

i i ) M/F(R) t e m c o m p r i m e n t o f i n i t o p a r a t o d o R. 

A s s o c i a r e m o s c o m u m a ZY-mult i f i l t ração ó t i r n a F u m a série d e p o t ê n c i a s f o r m a l 

em Z = (z-\,... ,zr) definida por 

P(FJZ) = Y,L(R)ZR, 
R 

o n d e L(R) = L(M/F(R)), L d e n o t a a f u n ç ã o c o m p r i m e n t o e ZR d e n o t a o p r o d u t o 

z\l ... zr/ . T a m b é m p o d e m o s c o n s i d e r a r as series d e p o t ê n c i a s f o r m a i s 

P+(F,Z) = J2HR)Z'\ 
R>0 

o n d e R > 0 i n d i c a q u e r , > 0 (i = 1 , . . . , s ) . 

V a m o s l is tar a g o r a a l g u m a s séries d e p o t ê n c i a s f o r m a i s e s p e c i a i s : 

i ) E,L = E ^ Se / é u m s u b c o n j u n t o d e { 1 , . . . , s } e n t ã o EI = Y h e i ^ 1 • A g o r a 

se I = { 1 , . . . , ,s'}, e n t ã o e s c r e v e m o s E p a r a ET. 

ii) wt = E ^ l o z i - I u m s u b c o n j u n t o d e { 1 , . . . , s } , e n t ã o Wj = r i t e / wí- Se 

t i v e r m o s p o r é m / = { l , . . . , . s } e n t ã o W1 será e s c r i t o p a r a Wí, d e s d e q u e W será 

r e s e r v a d o p a r a o c o n j u n t o { « ; ! , . . . , u ; , } , o n d e WÍ = (1 — 

S e j a A' = { A ' | , . . . , Xd}, o n d e X j = Xjt^j) e j —> i ( j ) é u m a f u n ç ã o d o c o n j u n t o 

{ 1 , . . . , d } n o c o n j u n t o { 1 , . . . , s } d e p e n d e n d o d o c o n j u n t o X e o s e l e m e n t o s xi,. . . , xj 

s ã o s u j e i t o s as s e g u i n t e s c o n d i ç õ e s : 

i ) X j G I l { j ) ; 

i i ) o idea l b =< xi,..., xd > é A / f - p r i m á r i o . 

V a m o s c o n s i d e r a r o c o m p l e x o d e K o s z u l d e T c o m r e l a ç ã o a X . 

P a r a c a d a s u b c o n j u n t o I d e { ! , . . . , d} d e f i n a u m s í m b o l o u(I). P a r a q u a l q u e r 

i n t e i r o p, 0 < p < d d e f i n a o i ? ( W ) - m ó d u l o g r a d u a d o KP(X,F,M) c o n s i s t i n d o d e 
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t o d a s as s o m a s f in i tas 

£/( / )«( / ) 

o n d e / ( / ) p e r t e n c e a T e / p e r c o r r e t o d o s o s s u b c o n j u n t o s q u e c o n t é m p e l e m e n t o s . 

V a m o s a g o r a de f in i r u m a g r a d u a ç ã o e m Kp(X, F, M) d a s e g u i n t e m a n e i r a . P r i m e i r o 

a s s o c i a m o s u m g r a u a u ( I ) . E s t e será 

7=0 

c o m d(j) i gua l a 1 se i ( j ) = i e z e r o c a s o c o n t r á r i o . Se / ( / ) t e m g r a u ( n , . . . ,rd) o 

g r a u d e f(F)u(I) é (rx + e i , . . . , r^ + e^). A g o r a Kp(X, F, M) é c o n s i d e r a d o c o m o u m 

í d \ i ? ( í / ) - i n ó d u l o d a m a n e i r a ó b v i a , i s t o é, e u m a s o m a d i r e t a d e c ó p i a s d e T c o m 
\P J 

u m a m u d a n ç a d e g r a u . 

R e s t a de f in i r o o p e r a d o r d i f e r e n c i a ç ã o D . Se / = { « i , . . . , ip} e s tá e s c r i t o e m o r d e m 

a s c e n d e n t e , d e n o t e p o r I k o c o n j u n t o o b t i d o d e / p e l a o m i s s ã o d e E n t ã o d e f i n a 

d 
D(f(I)u(I)) = )k-lXlkf(I)u(Ík) 

k=o 

e e s t e n d a D p o r l i n e a r i d a d e . A e s c o l h a d o g r a u a s s e g u r a q u e D p r e s e r v a g r a u s e a l é m 

d i s s o , D2 — 0. 

A s s i m t e m o s o s e g u i n t e c o m p l e x o 

{K(X, F, M) : 0 Kd(X, F, M) Kd^{X, F, M) —» ... —>• K0(X, F, M) 0 

C o n s i d e r e a g o r a o s m ó d u l o s d e h o m o l o g i a d e s t e c o m p l e x o . E les s ã o i i > ( W ) - m ó d u l o s 

f i n i t a m e n t e g e r a d o s e a l é m d i s s o s ã o g r a d u a d o s e a n u l a d o s p o r { X i , . . . , Xd) e p o r -

t a n t o p e l o idea l b. S e g u e q u e as c o m p o n e n t e s h o m o g é n e a s Ht(X,F,M)i{ s ã o t o d a s 

, 4 - m ó d u l o s d e c o m p r i m e n t o f i n i t o e a s s i m p o d e m o s de f in i r as séries d e E u l e r - P o i n c a r é 

X{X, F. M, = J/- M> R)zr 

X+{X, F, M, Z) = Y] X(X> F- M> R)Zr 

n> o 
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o n d e 
d 

X(X, F, M, Z) = J ^ i - W M X , F, M)n) 
i =0 

N o q u e s e g u e , se R = { /• ] , . . . , r s } é u m c o n j u n t o q u a l q u e r d e in te i ros , WR i rá 

d e n o t a r o p r o d u t o w\l . . . uf/. E m p a r t i c u l a r W~R d e n o t a r á (1 — z i ) n . . . (1 — zs)r". 

L e m a B . 2 . 1 1 : ( [17] , p a g . 4 0 6 ) S e j a hi o n ú m e r o d e v a l o r e s d e j p a r a o s q u a i s 

i(j) = i, isto é, J2i=i hi = d e seja H = (hi,..., hs). Então 

X{X, F, M, Z) = e(b, M)E - W~UP(F, Z) 

C o n s i d e r a r e m o s a g o r a u m a e s c o l h a e s p e c i a l d o c o n j u n t o {Xj,..., Xd}. S u p o n -

h a m o s q u e H = (hi,..., hs) é d a d o e s e l e c i o n e m o s o s p r i m e i r o s h\ e l e m e n t o s x3 d e 

qi, o s p r ó x i m o s h 2 e l e m e n t o s d e q2 e a s s i m p o r d i a n t e . S u p o n h a a l é m d i s s o q u e 

{ x ' i , . . . , xd} s e ja u m a j o i n t r e d u c t i o n d e U. D i z e m o s n e s t e c a s o q u e . . . , x ^ } é 

u m a j o i n t r e d u c t i o n d e IA d e t i p o H. 

S e j a J o c o n j u n t o d o s in te i ros % ta is q u e fi, > 0. E n t ã o s e g u e d a d e f i n i ç ã o d e j o i n t 

r e d u c t i o n q u e o i d e a l XR(U) c o n t é m t o d o s o s e l e m e n t o s d e g r a u R se rl é s u f i c i e n t e -

m e n t e g r a n d e p a r a t o d o i p e r t e n c e n t e a J. N e s t e c a s o , s e g u e q u e HP(X, F, M)R = 0 

se Ti é s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e p a r a t o d o i Ç J d e s d e q u e HP(X, F, M) é a n u l a d o p o r 

XR(U) e p o r c o n s e q u ê n c i a X ( X , F, M, Z) = 0 se r\ é s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e p a r a 

t o d o i É J . 

L e m a B . 2 . 1 2 : ( [17] , p a g . 4 0 7 ) P+(F, Z) p o d e ser e x p r e s s o n a f o r m a Wlh(F,W) 

onde h(F, W) é um po l inómio em wi,..., ws, u / f 1 , . . . , w;"1 . 

P o d e m o s r e d u z i r o p o l i n ó m i o h(F, W) a s u a f o r m a p a d r ã o hH{W)W-H, o n d e 

H d e n o t a u m c o n j u n t o d e in te i ros n ã o n e g a t i v o s e hH(W) é u m p o l i n ó m i o e n v o l v e n d o 

a q u e l e s wl p a r a o s q u a i s ht — 0. 
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Lema B.2.13: ([17], pag. 407) Sejam B um domínio de integridade e Bs o anel 

dos polinómios em wi,..., ws, u>f \ . . ., w~~l. Seja g o homomorfismo de Bs no anel 

das séries de potências formal com coeficientes em B nas indeterminadas z\,...,zs 

definido por 
oo 

a(wi) = s K r l ) = 1 " 
( = 0 

Seja J um subconjunto de { 1 , . . . , s } c suponha que G é um elemento de Bs tal que 

o coeficiente de ZR em g(G) seja zero se r7; é suficientemente grande para todo i G J. 

Então o coeficiente de W" em / é zero se ht > 0 para todo / G J. 

Vamos enunciar o Teorema 4.3.1 de uma forma mais completa. 

Teorema B.2.14: ([17], Teorema 2.4 ) Seja h(F, W) tendo o mesmo significado que 

no Lema B.2.12 e seja E / / hri(W)W~" sua forma padrão. Então valem as seguintes 

afirmações. 

i) Se 0 = ( 0 , . . . , 0), então h0(W) é um polinómio de grau < d em w . . . , ws: 

ii) Se G = {#1 , . . .,g.i} é um conjunto de inteiros não negativos satisfazendo 
= então o coeficiente de Wa em h0(W) é igual a e(b, M) para qualquer 

ideal gerado pelos elementos de urna joint reduction de / ] , . . . , Is de tipo G; 

iii) Todos os ideais b gerados pelos elementos de uma joint reduction de / i , . . . , Is 

de tipo G tem o mesmo símbolo de multiplicidade < ih. M): 

iv) Os termos de grau d cm h0(W) dependem apenas de / , , . . . , / , e M e não da 

multifiltração ótima F em consideração; 

v) Se H / 0 então hH(W) , grau < d. 

Demonstração: Faremos a demonstração apenas do item (ii). Para a demonstração 

de (i) e (v) ver [17] Teorema 2.4. As demonstrações de (iii) e (iv) decorrem de (i). 

Seja G = (gi,..., gs) qualquer conjunto de inteiros não-negativos tais que = 

d e seja •/ o conjunto de índices i tais que gt > 0. Segue do lema B.2.11 e das 
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observações que o seguiram que a série de potências 

oo 
e(b, M)Wl - W ~ G P + ( F , Z) onde wt = ^ 4 

i = 0 

tem coeficiente zero para ZR se rt é suficientemente grande para todo i pertencente 

a J. Portanto se aplicarmos o lema B.2.13 ao polinómio 

e(b, M)W1 - W~GWlh{F, W) 

vemos que o coeficiente de WH neste polinómio é zero se h, > 0 para todo % perten-

cente a J. Então desde que o coeficiente de W1 deve ser zero, segue que o coeficiente 

de W° em h0(W) é e(b, M) como queríamos demonstrar. • 

Vamos enunciar o Teorema B.2.14 no caso de dois ideais. 

Teorema B.2.15: Sejam 7t e / 2 dois ideais ???,-primários de um anel local de di-

mensão d. Então ej(/i |/2), i = 0 , 1 , . . . , d denota a multiplicidade do ideal gerado por 

qualquer joint reduction do conjunto de ideais que consistem de d — i cópias de I\ e 

de i cópias de q2. 

Demonstração: Caso particular do Teorema B.2.14. • 

Exemplo B.2.16: Seja A = C[x,y,z] o anel dos polinómios nas indeterminadas 

x,y,z sobre o corpo C dos números complexos. Seja I\ = Ad = < x,y,z > e / 2 = < 

x, y2, yz, z2 > . Vamos calcular e^ i j | / 2 ) ; i = 0,1, 2, 3. 

Desde que K =< x, y2, z2 > é uma redução de / 2 , temos que e,(/i| / 2 ) = el(h \ K) 

para todo i — 0,1, 2, 3. 

A equação 

M2K2 = yMK2 + zMK2 + X M 2 K 

mostra que {y,z,x} é uma joint reduction do conjunto {M,M,K}. Analogamente 

a equação 

M 2 K 2 = yMK2 + Z M 2 K + Z 2 M 2 K 

mostra que { y , x , z 2 } é uma joint reduction do conjunto { m , K , K j . 

e0(Il\I2) = e0(I1\A) = e(M\A) = l 
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fdh\h) = e,(M\K) = e{y,z,x\A) = 1 

e2(h\I2) = e2(M\K) = 2 

e 3 ( / , | h) = e,(I2\A) = e(x, y\ yz, z2\ A) — 4 

O Teorema 4.3.1, aparece originalmente em ([23], pag. 302). O Teorema B.2.14, 

é uma generalização do Teorema 4.3.1. Para ver isto, vamos enunciar um lema que 

nos permitirá definir elementos gerais. 

Toda sequência de elementos superficiais forma uma "joint reduction" do conjunto 

de ideais { I \ , . . . , I \ , . . . , 7 S , . . . , / , } com relação a M, onde cada l% aparece d, vezes 

[[22], pag. 4]. Assim a existência de elementos superficiais garante a existência de 

"joint reduction"de d ideais m-primários com relação a Aí. Isto forneci1 a general-

ização de falamos anteriormente. 

O Teorema B.2.14, tem uma espécie de recíproca. Ele envolve outros conceitos não 

tratados nesta dissertação, mas vamos incluí-lo mesmo assim. Um anel Noetheriano 

local é chamado "quasi-unrnixed"se seu completamento A* é equidimensional. 

Teorema B.2.17: ([22], pag. 12) Sejam (A,m) um anel Noetheriano local "quasi-

unmixed", , / , , . . . , / , ideais e a; um elemento de /,; para cada % = 1 , . . . , s. Suponha 

que o radical do ideal (a* , . . . ,a s ) é o mesmo que o radical de todos os I, e que sua 

altura comum é s. Se 

e((at,..., as)Ap] Av) = c(I}Ap,.. .,I}Ap,Ap), 

para cada ideal primo minimal de (a , ; , . . . , a.,), então (a , : , . . . , a.s) é uma "joint reduc-

tion" de { / / , ; . 
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