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Resumo

Fiste trabalho ¢ dedicado & extensiao do Mdétodo da Forma Normal para Bquagoes
Diferenciais Ordinédrias as Equacoes Diferenciais Funcionais Retardadas. O método da
forma normal para equagocs diferenciais funcionais retardadas nos dard o fluxo sobre uma
variedade localmenie invariante de dimensao finita através de uma equagio diferencial
ordinaria. Como aplicacao, calcularemos a forma normal para equagao diferencial fun-
cional retardada escalar com uma singularidade do tipo Bogdanov-Takens. Analisaremos
também a forma normal para equagoes diferenciais funcionais retardadas com parametro.
Finalizaremos este trabalho com o calculo da forma normal de um sistema planar com

singnlaridade do tipo Bogdanov-Takens.

Palavras-Chave: Formas Normais, Equagoes Diferencrais Ordinarias, Equagoes Di-
ferenciais Funcionais Retardadas, Singularidade do Tipo Bogdanov-Takens.



Abstract

Iu this work, we compute the normal forms associated with the flow on a finite-
dimensional invariant manifold tangent to an iuvariant space for the infinitesimal genera-
tor of the linearized equation at the singularity. As an application, the Bogdanov-Takens

singularity 1s considered.

Keywords: Normal Forms, Ordinary Differential Equations, Retarded Functional
Dilferential Eguations, Bogdanov-Takens Singularity.
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Capitulo

1

Preliminares

1.1 Introdugao

Neste capitulo, apresentarcmos alguns conceitos e resultados que serao fundamentais
no decorrer deste traballio.

Iniciaremos formalizando o conceito de equagoes diferenciais funcionais retardadas ¢
apresentaremos o teorema de existéncia e unicidade de solugoes para esse tipo de equagao.
Faremos uma breve introdugio a teoria de semigrupos para equacoes diferenciais fun-
cionais lincares auténomas. Nas Sc¢oes 1.4 ¢ 1.5, vamos decompor o espaco das fungoes
contimas de [—r, 0] sobre R” em soma dircta de nm espago de dimensao finita 17 com
i espago Q. ambos invariantes pelo gerador infinitesimal Ag. Introduziremos a forma
bilinear a qual nos permitird definir explicitamente o espaco @ ¢ determinaremos wma
projecao de ' sobre os auloespagos generalizados.

Finalizaremos este capitulo com o teorema das variedades invariantes, o qual analisa
sua existéncia para equagoes diferenciais funcionais retardadas autonomas. Esse teorema
examina o comportamente de solugao proximas de um porto de equilibrio de uma equagao
diferencial funcional retardada autonoma e estuda localmente a existéncia de variedades

estavels, instavels, centrais,...

1.2 Equacoes Diferenciais Funcionais Retardadas
Nesta segio, definiremos equagdes diferenciais funcionais retardadas. Mas. antes de
darmos a defini¢ao formal desse conceito, consideraremos un caso niais simples de equagao
diferencial retardada. Finalizaremos esta secao demonstrando a existéncia e unicidade de
solugoes para lais equagoes.
Consideremos a equacio diferencial retardada:

&= f(tx(t—7)), (1.1)

onde 7 ¢ um real nao negativo, & denota a derivada de z emrelacio at, [ 2 [0,00) xR — R
e r:J C R — R sdo continuas para t > (.

Anahlisaremos a equagao diferencial retardada (1.1), para » > 0. Como sabemos, para
obtermos a solugao de uma equagao difereucial ordinaria, é preciso conhecer o valor da
solucao em um instante ty, a9 = @(tp), o é dita condigao inicial. Mas, para a equagao
diferencial retardada {1.1). precisamos conhecer a solugdo em um intervalo anterior ao

9



10 1.2 Equagoes Diferenciais Funcionais Retardadas

ponto y. m outras palavras, precisamos conhecer unu ‘certo’ passado da solugao anterior
a0 ponto fg.

Suponhamos x : [—r,00) — R, e consideremos o seguinte sistema:
z(t) = f(t,z(t — 7)), para t >0,

x{f) = xy(#), para d € [-r,0],

onde x0(0) ¢ continua em [—r,0].

Denotaudo por (¢}, a solugao do problema (1.2) sobre o intervalo [0,7], temos que
ry satisfaz:

() = flt,a (t — 7).
Mas. para t € [0, 7], segue que t — 7 pertence a [—r, 0], e portanto, obtemos:

zi(t —r)y = zo(t —7), parat € [0,7]

Logo, conseguimos:

i(t) = [(txo(t = 1))

a1 (0) = ap(0).

[ntegrando a primeira equagao do sistema acima, temos:

¢

t t

/ oy (T)dT :/ frizo(r = r))dr, t€[0,7],
) 0

¢ entao,

a1 (t) —x(0) = /0 f(ryeo(r —7))dr, t€(0,r],

o seja,
x (1) = 24(0) -i-/ f(ryzo{r —r))dr, t€[0,r]
0

Analoganiente, para t € [r, 2r], denotemos a solugao por .
Logo,

To{t) = f(t, ot — 7).
Mas, quando t € [r,2r], temos que £ — » pertence a [0, 7}, ¢ portanto,

xolt — 1) =z (t — 7).

Assim, obtemos:

;5:2(_1.) = f(t, .'r.‘l(ﬁ — 7))
aa(r) = a1 (r).

Donde, conscguinmos:

To(t) = 21 (r) + / flr 1 (r —r))dr,
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com € fr,2r]. ‘
Concluindo, para todo £ > 0, tomemos n € N com ¢ € [nr.(n+ 1)r]. ¢ suponhanos
conhecida a solugao sobre o intervalo {(n — ir, nr], a qual denotarenmos por x, ;. Deter-

minemos a solugao x, sobre [nr, (0 -+ 1)), como segue:
I}z(f) = ,f((.sj:n— 1 (f - 7))
an(nr) =a, (nr),

donde segue,

ot
(b)) = 2 g (nr) 4 / flr @, (7 —r))dr,

com t € [nr, (n+ )r].
Agora, passaremos a definigao de equagoes diferenciais funcionais retardadas.
Consideremos um real nao negativo 7 ¢ ¢ = C([-r,0],R") o espago das fungoes
continuas de [~r, 0] sobre R™. O espago €' ¢ um espago de Banach com a norma:

o] = sup [o(8)],

—r<H<0

onde no segundo menibro, |- | denota a norma usual de R™.
Considercinos uin real A > Ge x: {tg~r ty 1 A) — R" uwma fungao continua. Entao,

para todo f € (g, ty + A]. definimos ;, € C([-r, 0. R") por:
@y [=r, 0] — R",
r(0) = 2 (t - 0).
Definigao 1.2.1 Seja f:[0,00) x C{{—r,0],R") — R" ¢ uma fun¢ao dada, definimos
z(t) = f(t, ), (1.3)
como sendo a equagdo diferencial funcional retardada (EDFR) sobre {0.00).

Definigao 1.2.2 Uma funcdo x(t), continua em [tg — r by + A), com A > 0,y > 0, €
uma solugdo da equagdo (1.3) se for diferencidgval em {tg, ty + A) e &(t) = f(t,x,), para

to <t < tg+ A

Definigao 1.2.3 Sejamn ty > 0,A > 0 e 9 € C([—7,0,R?). Uma fun¢io z(t) continua
em [tg — 7, tg + A). diferencidvel em [to, tg + A) € uma solugdo de (1.3) com condigdo
tnictal Y em ty se:

1) a, (0) = ¥(0), para 6 € [—r, 0],

) (8 = flt,ay), para t € [t bty + A).

Observagoes:
e Nio precisamos exigir que a func¢do z{¢), definida sobre [ty — 7,4 + A), scja diferen-

ciavel em fy, basta que (1) scja diferencidvel a direita desse ponto.
e Quando r = 0, a equagao diferencial funcional retardada se reduz & equagao diferen-

cial ordinaria.
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Definigao 1.2.4 Seja ¢ € C([=r,0],R”). Dizemos que a fungdo f(t,¢) sabisfaz a con-
dig¢do de Lipschitz ou é lipschitziana relativamente a ¢ em C([—r 0], R"), se

eriste wmna constante L 2> 0, tal que:
|f(t p2) — ft.d1)| < Liga — énl.
puaral) < 1 < oo ¢ by, do € C{[=r, 0)R"). O mimero L chamna-se constante de Lipschitz.

Defini¢ao 1.2.5 Para H € R, com 0 < H < oc, denotamos por Cy 0 conjunto dus
funcocs conlinnas definidas em [—r, 0], com norma menor que H. ou seja.

Cu={deC{[-r0,R"):|p| < H}.

Definigao 1.2.6 Dizemos que a equagdo f(t x) € localmente lipschitziana rela-
tivamente a ¢ em [0,00) X C{[--r.R") s¢, para todo T > 0 e todo real positivo H, existe

uma constante L = L(1, H) > 0 tal que:

[f(h d2) — f(t. 1) < Llgs — o1l

para todo 0 <t <7 e ¢y, € Cy.
Definigao 1.2.7 Cousideremos X um espago méltrico e |-| a norma induzida pela métrica.
Uma aplicagio T : X — X chama-se contragdo quando existe A € R, com 0 < A < 1.

fal que:

Tu)— T(v)] < A — v,

para lodo u, o € X,

Teorema 1.2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejain X um espago métrico
completo ¢ T+ X — X wma contragdo. Entdo, existe um nico w € X lal que T(u) = w.

Demonstragao:

A demonstragio pode ser encontrada em Zeidler [17).
[

Teorema 1.2.2 (Ezxisténcia e Unicidade de Solugdes). Seja f(t,$) continua e
localmente lipschitziana relativamente a ¢ em [0,00) x C([=r, 0], R"), com constante de
Lipschitz L. Entdo, para qualquer ty > 0 e € C([-r,0],R") fizos; existem A > 0 e
uma unica fungdo x(t) definida em [ty —r, to+ A), @ qual é solugio da equagio diferencial

funcional (1.3) com condicao inicial ¥ em t.

Demonstragao:
Consideremos o seguinte conjunto:

[ {.r' € C[ty —rito + ALR"Y) « |zl < H, a(ty +0) = 4(0). 6 € [ O]} .

onde Hf > 0 ¢ tal que [¢(0)] < H, |7| = |ty + A] < H ¢ A > 0 serd fixado posteriormente.
Inicialmente, mostraremos que F ¢ um espago métrico completo. Para isso, mostrare-
mos qque [ é fechado, isto é, toda seqiiéncia,

('Tn)uet‘h T, € F, n€N
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1al gne

entao, temos que x € 19
C'omo

x = lm o,
11— X0

obtemos da continuidade da fungao maodulo que

lz] = lim |2,
AR .l

o)

Para cada n ¢ N, temios que |x,| < H, pois, @, € F. Entao, segue que {z| < H.
Também conseguimos x(fg+0) = (), nma vez que, x,,(Lo+8) = ¢(8), para d € -7, 0]

¢ todo n e N,
Portanto, F é um espac¢o métrico completo.
Consideremos a aplicagdo 7' : F — C([ty — .ty + A]; R") definida por:

(Tx)(to + 6) = ¥(9), para 0 € [—r, 0],

‘
(T)(1) = ¢{0) + / f(s,0)ds,  parat € [ty ty + A
Jtn

Mostraremos que 7' ¢ uma aplicacdo de I em F) considerando A convenientemente.
(Tx)(t)] < I, para todo x € Fety <t <tly+ A

Para isso, temos que verificar que
Usando a definicao de 7', conseguimos:

to+.A

(T2) ()] < W(0)] + / (s, 2ds < [(0)] + / (s, ,)lds.

para fop < 3 S ty + A,
Observemos que, para ty <t <ty -+ A,

le,| = sup |a(s+0)] < x| <H,
-7r<6<0
critao, temos que,

If(s,25)] < 1f(s,26) — f(s,0)] +|f(s,0)] < Lizs = 0|+ K < LH + K,
onde
K= sup |[f(s,0)] ¢ L=L{to+ A H).

toTs<lo+4
Dati, obtemos,

ta+.4
(T) ()] < 19p(0)]| + [LH + K]/ ds = |(0)| + [LH + K]A,

to

para to <t <tg+A=r1.
I~ [¢(0)]

Por ontro lado, como 9#(0)| < H, tomando A < ———~
' I )I b Py LH '+ b
Concluimos assim, que Tz € F, ou scja, T' ¢ wma aplicagao de /7 em F.

, temos que [Tz < H.
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Agora, tomando A dado por:

C(H = [$(0)] 1
{ <o 4 WL 2L
’ <”'”'{ T+ R L

mostraremos que 77 ¢ wma contracao de £ em [,
ados ooy ¢ Folemos,

(Ta)(to +0) = (Ty)to + 0) = (0), para e [—r 0l

t

(Tx)(t) = ¥(0) + / s, xs)ds, para & € [ty, ty + Aj.
o
t

(Ty) (1) = ¥(0) +/ f(s.ys)ds, para 0 € [ty, to + A,
fo

onde 1y <t <ty+ A.
Entao, temos que [(Tx)(t) — (Ty)(t)] =0, s¢ by ~r <t <, ¢

to+A

(T} () ~ (Ty)(1)] < /.lf(s'--rf.e) = Fls,yd)lds S[ Llwe = yelds.

S¢ ’“ < { < {«() + /1.
Observemos gque:

2 — gl = sup | (8) — ys(0)] < | =yl
r<f<o

Assim. conseguimos:
to+A
(T)0) ~ (TPWI < Lia =yl [ ds = ALlz =3l
to

Portanto, obtemos que T ¢ uma contra¢ao, uma vez que AL < L.
Por 1ltimo, aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, temos que existe uma
inica fun¢ao x € F tal que (T'z)(t) = x(¢), para {y —r <t <ty + A, ou seja,

(Tx)(to + ) = x(tg + 0) = w(0), para f € [-r,0],

¢
(Ta)(t) = =(t) = ¢(0) +[ [(s,z5)ds, parat € [ty to + A].

Disso, concluimos que:
x,(0) = x(lp-+8) =¢(0), parale[—r0],

w(t) = [(t, x), para t € [ty to + A].

. [
Observagao:

Supondo que fungao f(¢, @) seja apenas continua, podemos provar a existéncia, mas
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nao a unicidade, de nma solugao diferencidvel do problema com condigao inicial ¢ em .
definida sobre [ty — v, tg + A), com A suflicientemente pequeno. Podenios provar esse caso
usando o Teorema do Ponto Fixo de Schander.

1.3 Semigrupos para Equacoes Lineares Autonomas

Nesta secao, faremos uma breve introducao a teoria de semigrupos para equacoes
diferenciais functonais linearcs autonomas. As demonstragoes dos resultados que enuncia-
remos nesta segao poderao ser encontradas em Hale & Luuel [7).

Counsiderenios a equagao diferencial funcional retardada linear autonoma,

£(t) = L), (1.4)

ande L ¢ uma aplicaciao hucar continua de ¢ = C({—r, 0], R") em R™.
Pelo Teorema de Representagao de Riez, podemos reescrever L na forma:

0
L@) = [ ano)ipio). s < C.

T

onde n(0),6 € [—r, 0], ¢ uma matriz de ordem n, cujos elementos sao de variagao limitada,
normalizada a fim de que 7 seja continua & esquerda sobre (—7,0), ver [11].

Definigao 1.3.1 Se¢ja B um espago de Banach real. U semigrupo fortemente con-
tinuo de operadores linearcs, que denotaremos por Cy—semigrupo, € uma famndia a um

pardametro,

7(t):B— B, t >0,
de operadores lineares limitados que satisfoz as propriedades:
1) T(0) = /;
1) Tty + t2) = T(41)T(ta), Ly, t2 > 0;
111) Egltl) HT(t)e — ¢l =0, ¢ € B.

Para todo Cy-semigrupo T(t), podemos associar um gerador infinitesimal Aq, definido

por:

Ay 1 D(Ay) — B,
{ 1
Apd = im =[T(t)p — ¢, ¢ € D(Ay),
t—0 {
onde D(Ag) ¢ o conjunto das fungdes ¢ para as quais o limite acima existe, ou seja,

D(Ap) = {(f) € B: 3%1_1)1(}}[T(f)gf7 — d)]}

Lema 1.3.1 S¢ T'(t) ¢ um Cy-semigrupo sobre 3, entao temos:
(i) Pura toda ¢ € B, a aplicagio t — T(t)¢ ¢ continua de R* em B;
(i) Ay ¢ wm operador fechado densumente definido;
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(111) Para toda ¢ € B, a aplicaciao t — T(8)¢ satisfaz a equagao diferencial:

—(/1?!1(’)4) = /1()71(”(_;'5 — 7%)‘»)/1()(/).
(i

O operador limear L0 € — R® ¢ limitado, ou seja, oxiste uma constante /7 > 0 tal

(que:

b,

’L(é)) S K i
para toda ¢ @ C0 Butao, temos,

[L(p1) — L{p2)| = |L(gy — o) < K1 — ¢l

para toda ¢, ¢y € C.
Logo, segue que L ¢ Lipschtiziana, ¢ portanto, pelo Teorema 1.2.2, para cada ¢ € C.

existe wma inica solugdo (., ¢) da equagio (1.4).

Definigao 1.3.2 Consideremos o cspago de Banach C = C({-r,0,R"). Seja ¢ € C
¢ w(., ) a iinica solugdo da equagdo diferencial funcional linear autonoma (1.4), com

condicdo inicial ¢ em ty = 0, ou seja,
a(t) = Ly,
ro(0) = @(0), 6 & [-r.0],
entao definimos o operador solugao T(t),t > 0, por:
() = 2., ¢). (1.5)
Agora. enunciaremos alguns resultados para o operador solugao.

Lema 1.3.2 O operador solu¢ao T'(t),1 > 0, definido pela relag¢io (1.5), € uin Cy-semigrupo,
com o gerador infinitesimal dado por:

A() : D(/q()) — 03

_ 4 e
AU(‘J) - (f{) = UW’
£
_ do ;
D(Ay) = {cb cC: =7 € C, ¢(0) = L(é)}'

Além disso, o operador T(t) ¢ completamente continuo para t > r, isto €. o operador
T(). 1 > r. ¢ continuo e aplica conjuntos fechados em conjuntos relativamente compactos.

Agora introduziremos a equagao adjunta associada a equacao diferencial funcional
retardada lincar auténoma (1.4).

Tomemos By o espago das fungoes ¢ : (—o00, 0] = K™ que sao constantes em (—oo, —7],
de variagio limitada sobre [—r, 0], continuas & esquerda sobre (-7, 0), ¢ nulas no zero com
a norma Var_, o, onde R™ é o espago n-dimensional dos vetores linhas.
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() espaco 3y torna-se uma representacao do espaco dnal de ¢ com a aplicagiao:
0
< [ e / din(N)e(#), [ € By. ¢ € C.
g —r

Definimos a equacgao adjnnta formal por:

t
y(s) / y(T)y{7, 5 ~ 7)d7T = constante, s <t~ 1,

onde y ¢ uma solugio que se anula e [, 00), satisfaz a equagao adjunta em (—oo. t — 7|
e ¢ tal que y(t 4 0) = (0), —r <0 <0, com ¢ € By,
O operador adjunto A* do operador Ay ¢ definido por: f € D(A*) se, e someute se,
existe g € By tal que
< [y Agp >=<g9,¢ >,

para toda ¢ € D(Ap) e no caso, A*f = g.

Lema 1.3.3 O operador adjunto A* . D(A*) — By ¢ dado por:

A0 = J(0=)n(6) = ﬁ%ﬁ ~r <050,

Estudaremos também, o semigrupo associado a equagao transposta da equagao dife-
rencial funcional retardada linear auténoma (1.4).
Seja C* = C([0,7],R™), e para s € |0, 00), tomemos y* um elemento em C* definido

por:

g (&) = y(—s+ &), £€[0,7].

O sistema transposto da equagao (1.4) é definido por:

0
i) == [ sls=onio), s <0,
(1.6)
yO(&) =€), £ €[0.7),
com ¢ € O™
Defini¢io 1.3.3 Consideremos o espago de Banach C* = C([—r,0],R™"). Seja 1 € C*

eyl W) a dnica solugao do equacao transposta (L.6), com condigdo inicial ¢ em ty = 0.
Definimos o operador transposto T7(t), ¢ > 0, dado por:

TT (O = yelo ). (1.7)

Lema 1.3.4 O operador solucdo TT (s),s > 0, da equacao transposta, definido pela relagao
(1.7) € um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal Al dado por:
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IS ~
AT D(AT) — ¢,
g v
A= 2L,
(0
piAty = Lpe e e o W) / (=)l (0)]
DIV =<the (" ——e (7, — e h(— 14 .
( 8} ! dE df . 4 1

e disso. o operador TV () € completamente conlinuo para s > .

1.4 Decomposicao de C'

Nesta segao, vamos decompor o espago das fungoes continuas de [—r, 0] sobre R" em
soma direta de dois espagos invariantes pelo gerador infinitesimal Ay, sendo que um deles
¢ de dimensao finita, e estd associado a um subconjunto finito e ndo vazio desse gerador
infinitesimal. Para isso, precisamos determinar a natureza do espectro do Cy-semigrupo

dado pelo operador solugao T'(t) e de seu gerador infinitesimal Ayg.
Para introduzirmos o espectro de um operador, precisamos considerar espagos de Ba-
nach complexos. Sejam B o espaco de Banach real complexificado e

B¢ D(BIC) C Be — B¢

o operador lincar complexificado. Isso significa que existe um espago de Banach real B ¢
(RO ()[)E‘l'él(]()r

B:D(B)yc B— B,
tal que

Bf[j = B+ lB ¢ B(‘(b] + Il)g) e B(bl) + IB(I)Q),

para by by € D(B). Em B, podemos definir o complexo conjugado:
b] + Zbg = ])1 — 7:])2,
Sempre que nao houver problemas, escreveremos B para Be e [3 para B

Definigao 1.4.1 O conjunto resolvente p(I3) do operador B é o conjunto de valores
A no plano complero para os quais o operador (M — B) € inversivel, onde o inverso é
linatado com dominio denso em B. Esse inverso serd denotado por:

RAB)= (M -DB)7', A€ p(B),
¢ ¢ chamado de resolvente de B.

Definicdo 1.4.2 O complementar do conjunto resolvente p(B) do operador B no plano
complezificado € chamado de espectro de B e denotamos por o(B).

O espectro de um operador pode se constituir de trés tipos diferentes de pontos:
o 0 espectro residual og(B), o qual é formado pelos pontos do plano complexo A,
para os quais R(A, B) existe, mas o dominio D(R(X, B)} ndo € denso em B;
o o espectro continuo oc(3), o qual ¢ formado pelos pontos do plano complexo A,



1. Preliminares 19

para os quais AN - 13 Lem ineerso dimitado com dominio denso em B,
o o espctro pontual 0,(L3), o qual ¢ formado pclos pontos do plano complero A, para
os quais A = [3 ndo tem inverso.

Definigao 1.4.3 Para A € a,(8), o autoespago generalizado de A denotado por
MA(B). ¢ omenor subespaco de B gue contém os clementos dre

U wer((AL = BY¥).
kol

A dimensao de My(B) ¢ chamaoda de multiplicidade algébrica de A e 0 menor

inteiro positivo k tal que
Ker((A = BY) = Ker((AL — B'*),

¢ chomadoe de ascendente de \.
Os pontos do espectro pontual de BB com autoespago de dimensdo finila sao chamados

autovalores do tipo finito ou autovalores normazs.

Lema 1.4.1 Se Ay ¢ o operador definido pelo Lema 1.3.2, entdo o cspectro de Ay € igual

a0 espectro pontual de Ay, ou seja,
a(Ay) = o,(Ay),

e A pertence a o(Ag) se, ¢ somente se, A satisfur a equagio caracteristica:

0

det(A(X) =0, AN) = Al —/ eMd[n(9)).

r
Além disso. para X € o(Ay), 0 awtocspago generalizado My(Ag) ¢ de dimensao finita.
criste wm inteiro k tal que
- k
JM,\(A()) = [\CT((/\I — AU) ),
¢ temos a decomposi¢ao em soma direta,

C = Ker((X — A)*) & Im((M — Ag)¥).

Observagao:
Desse lema, temos que A € a(Ag) implica que My (Ag) é de dimensdao finita e M, (Ag) =

Ker((AM = Ag)*) para algum inteiro k. Como Ay comuta com Al — Ay, entao, o subespago

My Ay) ¢ invartante por A,.
Seja d a dimensao de My(Ag) e @y = {67, ..., ¢)} uma base para M(Aq).

Como AgM (A} € M(Ag), temos,

quﬁi\ = 1)11(/)_21\ + et 1)1,-1(/53
Aoy = by + -+ + baady

A 40 A
‘[1095([ = bdl (/)j\ + -+ bd,d‘f’w
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lLogo.
b boy o g
1)1'; 1)22 <o b 2
4 A A iAo A SA “ “
[;1(,(;)1, A[]{y{,] = (75 r,f)d} . _
by b - by

Assim. obtenmos do fato de Ag My (Ay) € Ma(Ay), que existe wma matriz By de ordem

o tal que:
/1!)(]),\ = (l)'\ 13\

Lema 1.4.2 O tinico autovalor da matriz By ¢ A,
Da definicdo do operador Ay no Lema 1.3.2, e da relagao

Agby = ) DBy,
tenios que
$y(0) = B (0)e?? 0 € [-r.0].
Do Lema 1.3.1, item (74i), obtemos

1Dy = D™ >0,

e portanto, conseguimos:
T()®(0) = ,(0)eH g€ [-r,0], t > 0.

Essa relagdo nos permite definir o operador 7'(f) sobre o autoespago gencralizado
M (Ag) para todos os valores de t € (~00,00), e portanto, sobre o autoespago generali-
zado de um autovalor, a equagio (1.4) tem a mesma estrutura de uma equagao diferencial

ordinaria.

Sendo assim, temos do Lema 1.3.1, T(1)Aud = AT(t)d, para toda ¢ € C, entao
R{(M — Ag)*) ¢ invariante por T'(1).

Repetindo o processo acima, obteos o seguinte tcorema.

Teorema 1.4.1 Suponhamos A um conjunto finito e nao vazio {1, ..., A,} de autovalores
da equagao (1.4) e sejam Oy = {®y,, ..., @y}, Ba = diag(By,. ..., By,), onde $4; € uma
base do autoespago generalizado de \; e By, € a matriz definida por Ag®y; = @y By,
J = 12,...p. Entdo, o unico autovalor de By, ¢ X; e, para todo vetor u de mesma
dimensdao que ®a, a solugdo T{1)®au com condigio inicial Pyu em ty = 0 pode ser
definida em (—oo, 00) pela relacao:

T(1) P = perly
G (0) = P (0)e?A) para 0 € [~r,0].
Além disso, cxiste um subespago Qa de C tal que T(8H)@Qa C Q4 para todo t > 0 ¢
C =Dy & Qa,

onde P = {¢p € C: ¢ = ®yu para algum u}-
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() Teorema 1.4.1 nos fornece uma analise das solucoes da equacdo (1.4). Sobre os
autoespagos generalizados. a equagao (L4) comporta-se essencialmente como uma equagao
diferencial ordindria ¢ a decomposicao de € em dois subespacos invariantes por Ay ¢ 7'(t)
nos diz que podemos separar o comportanento sobre os autoespacos dos outros tipos de

comportamento.

.5 Decomposicao de C' com a Equacao Adjunta

Nesta secao, introduziremos uma torma bilinear que nos permitird definir explicita-
mente o espaco @ e determinaremos uma projecao de C' sobre os autoespacos generaliza-
dos. Os resultados que enunciaremos poderdo ser encontrados em Hale {6].

Defini¢ao 1.5.1 Sejam ¢ € C' ¢ oy ¢ C*, definimos a forma bilinear {.,.) sobre C* x C

por:

('1 ) O x O — R”,\

§] g
(w¢y—wmwm)[:ATMfmwmmM@ma

O gerador infinitesimal Al do operador solugao da equagao transposta definido no

Lema 1.3.4 satisfaz
(¥, Aog) = (A, ¢), o & D(A]) C C

para toda ¢ € D(Ay).
Outra propriedade interessante ¢ a seguinte: suponhamos y(., 1) uma solugao da

cquagao transposta (1.6) sobre (—oo,r] com condicao inicial ¢ no zero, ou seja,
T7(ty = y'(..9), t € (=00,0],
com 1 € D(A]).
Entao. TT(t) tem as mesmas propriedades do operador solucao T'(f) associado a
equagao (1.4) e
ATT (T e ,
AT (T = ATy = ~TT AL,
dr
para toda ¢ € D(AD).
Lema 1.5.1 O espectro do operador Ay coincide com o espectro do operador AT. O opera-
dor AT tem somentc o espectro pontual e para todo A € o(Af), o autoespago generalizado

de X € de dimensao finita.
Lema 1.5.2 Um condig¢ao necessdria € suficiente para que a equagao
(Ao — AV =, Y € C,

tenha solugio ¢ € C, ou cquivalentemente, que ¥ € Im(Ag — AN, ¢ que (a,4) = 0 para
fodo e € Ker(AY — A1)k

- - "o o foer( AT k
O proximo lema caracteriza os espagos Ker{Ay — AN e Ker(Af§ — A",
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g
(R

Lema 1.5.3 O cspaco Ker(Ay — M)* ¢ formado pelas fungoes ¢ € C da forma:

. 7 M .
H0) = Z%‘H T ¢ ¢ {—r, 0],
Jj=0 S

onde y = col(yy,....w) satisfaz Agy = 0, ¢ também, o espaco Ker(AY - XY ¢ formado
pelas fungoes o € C* da forma:
k1 Ay  —As
3 (—s)" e
P(s) = ﬂj+]——‘—7r———‘, s € [0‘ 7‘]‘

onde 3 = linha(By, ..., By) satisfaz BAL = 0, com

[ dA(N) d*TA(N)
AN T T
d*2A(N)
Ay = 0 AN - T
0 0 - AL
e 0

A(A) = A — /: Md[n(0).

Teorema 1.5.1 Scja A € a(Ay). Consideremos Wy = col(y,....1,) ¢ Py = (P1..... )
hases de My(AT) ¢ My(Ag), respectivamente, e seja (Uy, @5) = [(¥i, ¢5)], 1,7 = 1,2, ....p.

Entdo, (¥, @y} ¢ nao singular, e desse modo, podemos tomar como sendo a identidade, e
mais. a decomposicao de C por A, dada no Teorema 1.4.1, pode ser escrita explicitamente

OO .!
b= Tr + 9, T € Py, ¢9 € Q)

Pyi= My(Ag) = {¢p € C:d=axbb éum p-vetor},
Qr={pecC: (¥, ¢) =0},
d™ = b, onde b= (U, ¢),
P = ¢ — ™.
Suponliamos que (Va, @) = 1 ¢ que B,, B} sio as matrizes coustantes tais que:
Ay =D\ B, ¢ Ag'WA = BV,

entao, temos que B = B*,
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Lema 1.5.4 A dimensao do autocspaco associado a A € tgual a multiplicidade de A como
sero da equagao caracteristica dada pelo Lema 3.3, ou sejo,

dimMy = multiplicidade de A como zero de A(MN).
Lema 1.5.5 Scjam Ay € o(Ag) = o(Af), com A # j. e ¢ € My(Ay). ¢ € M, (AD).

entdo, temos que (g, ¢} = 0.

Tomemos A = {A1,..., A} un conjunto finito de elementos de a{Ag) ¢ seja
I’ = ]7.,& = lf](f}"{ﬂ’[/\J : /\j € A},
de maneira similar ao feito antertormente, podemos definir
Pt = P{ = ger{M, (Aj) : \; € A}

como sendo a antoespago generalizado da equagio transposta associado a A, Se &, ¥ sao
hases para 2. T respectivamente, e (0, ®) = I, entdo:

(/1 et ]jA 63 (L).’\a
Pro= Ma(Ag) = {p € C: = Qpb,b ¢ um p-vetor},

Qa={d € C:(Vy,¢) =0},

e portanto, para toda ¢ € C,
(/’) = q) Pa + (’,")(2’\,

B = (T, ¢).

1.6 Teorema das Variedades Invariantes

Nesta secao, enunciaremos o Teorema das Variedades Invariantes, o qual analisa a
existéncia de tais variedades para equagoes diferenciais funcionais. Esse teorema analisa
o comportamento de solugoes proximas de um ponto de equilibrio da equagao diferencial
funcional autonoma ¢ cstuda localmente a existéncia de variedades estdveis, instdveis,
centrais,...

Estamos particularmente interessados na existéncia da varicdade central, a qual é
apresentada nesse teorema.

Podemos encontrar a demonstracao do Teorema das Variedades Iuvariantes em Hale

& Lunel [7).

Seja © uma vizinhanga do zero em C ¢ para ¢ € C, tomemos a norma:

lp| = sup |p(9)].
-r<H<0
Consideremos CP(2,R*) C C*(,R") o conjunto das fungoes de §2 em R™ que tém
derivadas continuas limitadas até ordem p com respeito a ¢ € Q. O espaco Cp(Q, R?)
torna-se um espago de Banach se escolhermos a norma do supremo para todas as derivadas

até a ordem p.
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Assumiremos que F e CHQ, R, ¢ consideremos a equagao diferencial funcional re-
tardada antonoma:

() = F(ay), (1.8)
comt F7(0) = 0. ou seja, ¢ ¢ um ponto de equilibrio e lincarizando a equagao (1.8) e torno
do zero, temos:
a(t) = L{ay). (1.9)
onde L L{C.R™) o L) = Dy IF(0)h.

Suponhamos que 0 ¢ nm pouto de equilibrio nao-hiperbolico da equacao (1.8), ou seja.

existemn raizes da equagao caracteristica:

detA(X) =0, A(N) = A — L(eM]), (1.10)

com partes reais nilas.
Podemos decompor o espago ¢ como segue:

C=UaN&S,

onde U ¢ de dimensao finita ¢ corresponde ao subespaco gerado pelos autoespagos genera-
lizados associados as raizes de (1.10) com partes reais positivas, N também ¢ de dimensao
linita ¢ corresponde ao subespago gerado pelos autoespacos generalizados associados as
raizes de (1.10) com partes reais iguais a zero ¢ S corresponde ao subespaco gerado pelos
autocspacos generalizados associados as raizes de (1.10) com partes reals negativas.

[9ssa decomposicao de C' define trés projegoces:

7TUZC —> U WI\:IC—“)N ﬂgjc—-)s
mp(U) = U, n{N} =N, s(S) =5,

o Ty g =1

Sejam @ uma base de U e ¥ wma base de U7, com (¥, P) = 7, eutio a projegao my
¢ dada por wy(¢) = (¥, ¢). Similarmente, se $y ¢ uma base de N e ¥y é uma base de
NT, com (Wg, ®y) = I, entdo a projegao my pode ser dada por wy(¢) = $g(Wy, ¢).

Se T(1),t > 0, é o Cy-semigrupo associado a equagdo lincar (1.9), entdo os espagos
{/, N ¢ S sdo invariantes por sob T'(t).

Das Segdes 7.9 e 9.5 de [7], existem constantes positivas M, a, ¢ para todo € > 0,
existe uma constante positiva M,, tal que para ¢ € C, temos:

T ()Y | < Me“t|¢Y|, VarqgT()X{ < Me™, t <0,

TN < Me™, Var owT)XY < MeM| t € R, (1.11)

1T(6)¢5| < Me™%|, VargyT(H) X5 < Me™, ¢ >0.

() conjunto U é caracterizado como o conjunto dos valores iniciais daquelas solugoes
de (1.9) que existem e permanecem limitadas para £ < 0, e a relagao (1.11) implica que
essas solugoes aproximani-se de zero exponencialmente quando ¢ — —oo. O conjunto S
¢ caracterizado como o conjunto dos valores iniciais daquelas solugdes da equagao (1.9)
que existem e permanecem limitadas para £ > (), e essas solu¢oes aproximam-se do zero
exponencialmente quanto ¢ — oo. O conjunto N ¢ caracterizado como o conjunto dos
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vidores iniciais daquelas solugoes da equagao (1.9) que existem para £ € R ¢ crescem
wenos rapidamente do que qualquer fungio exponenciatmente fixada.

Definicao 1.6.1 Dada uma vizinhanga V do zero e C| a vartedade fortemente es-
tavel local WS (0) = o W0, V) do ponto de cqualibrio O da equagdo (1.8) ¢ a colecao

foe
dus funcoes ¢ € C' com a propricdade que a solugao (., d) € C para t > O aprorima-sc
da solugao nule capovencialmente quando t — 00, ou s¢ja.
Whi0)=A¢eC:u{ @) eV oparal >0 e a(..¢) —= 0 quando I — oo}

[tia

De modo andlogo, definimos a variedade fortemente instdvel local . que de-

notamos por W2t(0) 4 W0, V), como:

loc

W0y ={¢p e C:a;(.,¢) € V parat <0 e 2;(.,¢) = 0 quando t — —o0} -

loc

Defini¢ao 1.6.2 Seja V uma vizinhanca do zero em C. wma variedade central local
def. - . v -

W (0) = W0,V) do ponto de equilibrio 0 da equagao (1.8) ¢ wma C'-subvariedade que

¢ um grafico sobre VNN am C) tangente a N na origem. e ¢ localmente invariante sob

o fluvo definido pela equagao (1.8), ou seja,
WenV={peC:p=¢+h(d).dec NNV},

onde h: N > U S é uma fungio de classe C* com h{(0) = 0, Dy(0) = 0. Portanto, toda
orbita que comega em W (0), continua nesse conjunto enquanto permancce em V.

Definicao 1.6.3 Dada wina vizinhang¢a V. do zero em C, wnae variedade central
de

estdvel local W/ (0) ) WL, V) do ponto de equilibrio 0 da equagao (1.8) ¢ wm

conjunto em C tal que WE(0) NV é uma subvariedade de classe Ct que é um grdfico

sobre V(N @ S), tangente o (N & §) na origem ¢ € localmente mvariante. Em outras

palavras,

Wi )NV ={ypeC:d=¢+h{¢),¢gc(NaS)NV},

onde h : N@ S — U é uma fungio de classe C* com h(0) = 0, Dyh(0) = 0. Portanto,
toda 6rbita que comega em WE(0), continua nesse congunto enquanto permanece em V e
além disso, toda orbita que permanece em V para todo t > 0 deve pertencer a W5 (0).

Do mesmo modo, definimos a vartedade central instdvel local, que denotamos

por Wi(0) 4t W0, V), do ponto de equilibrio 0 da equagao (1.8) colocando t < 0 em

vez de t >0, (N @ U) no lugar de (N @ S) e S por N.

O seguinte teorema diz respeito a existéncia de variedades invariantes.

Teorema 1.6.1 Se¢ a funcio F da equagdo (1.8) ¢ de classe C*, entao existe uma vizi-
nhanga V. do zero em C tal que cada um dos conguntos W (0), WEE(0), We (0}, Wii(0)

e WEL(0) existem ¢ sao subvariedades de classe C* de C. As variedades Wik (0) e Wii(0)
-~ JCU q
sao u,mca.mem‘.e definidas, enquanto as variedades W (0) WD) e WEL(0) nao sao.

Portanto, todo conjunto invariante da equagdo (1.8) que permanece em V- deve pertencer
E 4N
a W7 .(0).

A partir de agora, usarcmos a notagio We(0) para W§ (0).
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2

Formas Normais para FEquacoes
Diferenciais Ordinarias

2.1 Introducao

O método da forma normal consiste em encontrar um sistema de coordenadas, no qual
uma equacao diferencial ordindria tenha uma forma mais simples. Ao desenvolvernios esse
método. trés caracteristicas devemn ser observadas:

1 O método & local no sentido de que as transformacoes de coordenadas sao conside-
radas em uma vizinhanga de uma solugio conhecida: essa solugao ¢, no caso. um ponto

fixo.
2° Em geral, as transformacocs de coordenadas sao fungoes nao lineares, e essas trans-

formacoes sao obtidas através da resolugdo de uma sequéncia de problemas lineares.
32 A estrutura da forma normal é determinada pela natureza da ‘parte linear’ da

CQUAGCAQ.

2.2 Formas Normais para Equagoes Diferencials Ordinarias

Consideremos a equagao diferencial ordindria:
w==Gw) . welR", (2.1)

oude G é de classe C7, r > 4. Suponhamos que (2.1} tenha um ponto fixo w = wy.
Facamos uma translagao do ponto fixo para a origem,

v=w—wy ., vER"

assim, obtemos:
(2.2)

o =GCv+uyp) = I (v).

Agora, separemos a parte lincar da parte ndo linear da seguinte forma:
v = DH(Q)v+ H(v),

onde H(v) = H(v) — DH(0)v ¢ H(v) = O([v[*).
Seja T a matriz que ‘transforma’ a matriz DH(0) na forina candnica de Jordan real.
lintao, fazendo:

v=Tx , relR",

27



R 2.2 Formas Normais para Equag¢des Diferenciais Ordinérias

abtenos:
@= Jao 4+ F(x), (2.3)

onde S =T YDHO)T e I'(x) =T HI(Tx).

Até o momento. simplificamos a parte linear da equagao diferencial ordindria. Agora.
simplificaremos a parte nao lincar F'(x).

Se tomarmos a expansao de Taylor para F'(«x). temos que:

1
(r—1)

onde o termo Fi(x) é formado pelos termos de ordem 4 na expansiao de Taylor para F(xr).

it %1@(3:) n 3171-‘3(.7») ot Fro_y(@) 4 O{lzf). (2.1)

C'onsiderando a mudanca de coordenadas:
|
r =y + ha(y),
2
com Ay(y) nma fungao de ordem dois em y; hy(y) € R™: obtemos:
o1 .
=g+ 5Dha(y)y.
e substitnindo em (2.4) temos ques

o . ] ] 1 1
U+ §D/l2(?/)3/ = Jy+ 5”2(?/)) + §F2(?/ + ;/*2(3/)) + 553(?/ + 5112(?])) + o0k

(“7,-_1_1—)!1"1-—1(?1 + %/zz(y)) + Oy|").

Seja fi;{y) um fungdo em y de ordem j , hj(y) € R, com 2 < 7 < v — 1; usando o
binomio de Newton, obtemos:

+

1 1 e d-{ ) - ¢
Eely + 5hs() = Fe(y) + O(yl1 V1), (2.5)
para 2 <A <y 1.
Assin, para 7 = 2 temos:
1 . . 1 1 1
[+ El)h,g(y) y = Jy+ E.ng(y) + -2-F2(y) + ngg(’lj) + 4
(2.6)

(r _1_ 1)!Fr—1 (?I) + O(lyli)s

onde Fi{y)., 3 <k <r -1, denota os termos de ordem & que tém sido modificados pela

-+

transformagio de coordenadas.
Agora, para y suficientemente pequeno, o operador

-1

(I + %th(y))
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existe ¢ podemos representd-lo em série de expansao como segue:
1 N 1 U ,
[t Doyl | 1 - 5Dha{y) + Oyl (2.7)
Observemos que:
I 1 - 1 _ o
[v 5 Pholy) | (T4 5Dhaln) | (y) =y 4~ 5 Dhaly)Dha{y)y + Olyl") = 0,

ou seja, os termos até ordem dois sao completamente determinados.
Substituindo (2.7) em (2.6), obtemos:

| 1 , 1. ) |
y=Jy+ 5 1aly) = (Dha(y) Sy = Jhe(y))] + 515(g) + - + m—]f’}_l(y) +O(lyl")-
(2.8)

Até o momento, a funcao fiy(y) fol tomada arbitrariamente. A fim de eliminarmos os
terntos de ordem dois da equagdo (2.8), a melhor escolha de ho{y) é aquela que satisfaz:

Dha(y)Jy — Jha(y) = Faly).

Observemos que, com a escolha acima, eliminamos Fp(y) de (2.8); mas infelizmente
isso nem sempre é possivel, sendo assim, escolheremos hy(y) de modo a simplificar a

equagao (2.8).

Para determinar a escolha adequada para fia(y), precisamos definir um operador linecar
sobre um espago vetorial; isso serd feito através de trés etapas.

1°passo: Denotamos por I1) o espago vetorial dos polindmios homogéncos de grau 2
e 1 variavels reais.

Scjam {s1, ..., 8, } uma base de R" ¢ y = (i, ..., ¥») as coordenadas de y em relagao a
essa base. O conjunto

T

(" sy ) s 1 =1,2,..,n, E m; =2, m; €N ¢ my; >0
j=1

forma wma base para HJ.
2°passo: Definimos um operador lincar sobre HJ :

M, : H} —s HJ,

My(ha(y)) = Dholy)Jy — Jho(y).

3°passo: Consideramos a decomposicio do espago fI3 em uma soma direta dos
espacos Gy ¢ Mo(HE), onde Gy ¢ o espago complementar de My (f1]), ou scja.

Iy = My(HY) @ G

Assi, se 5 estiver na imagem de Mo, podemos climinar os termos de ordem dois
da equacao (2.8). Caso contrdrio, escolhemos ho(y) pertencente & Hj tal que somente
os termos de ordem dois que estdo em Gy, permanccem na equagao (2.8). Denotamos os
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termos de ordem dols que perinanecem na equagao (2.8) por F5, ¢ claro que Iy € Gy,
Portanto. podemos simplificar a equacdo (2.8) :
, I, Lo o, .
= Jud SIS 4 sl + o+ i aly) Oyl

3 (r—1)!

Aplicando esse processo aos termos de ordem superior, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 Por uma sucessiva mudanca de coordenadas provimas a origem. trans-
formamos a equagao (2.1) em sua forma normal dada por:

_ 1 - 1 .
g=Jy+gliy) + 4 fily) +ooo mﬁr_1(y) +O(lyl"), (2.9)

onde FT(y) € G;. 2<j < (r—1) eGj ¢ o espago complementar de M;(H}).

Observagoes:
1° A estrutura dos termos ndo lineares em (2.9) é inteiramente determinada pela parte

lincar da equagao.
2° Ao simplificarmos os termos de ordem £, vemos, por (2.6), que os ternios de ordem
iferior nao mudam, mas os termos de ordem superior a & sao modificados.

3° Como a forma normal depende da escolha do espago complementar Gy, temos que

ela ndo ¢ unica.
O coroldrio que segue do proximo lema nos serd muito (til na determinagao dos termos

que permanecem na forma normal.
Lema 2.2.1 Consideremos o operador:
My H! — H,
My (hi(9)) = Dyhu(y)Jy ~— Jhi(y),
com2 < k<r-—1.
Se o(J) ={ M. A2, ..., A}, entdo:
o{My)={(g.N) =X :j=1,2,...,n e |q =k},

onde q € N, g = (qy, qo, ...,q,,).:\ = (AL A e (@, A) =g+ @A+ L+ @A

Demonstragao:
Sabemos que um nimero complexo A pertence & o( M) se, ¢ somente se, existe h

pertencente & HY' \ {0} tal que Mph = Ah. Consideremos uma matriz nio singular S,
n x n e fazendo y = Sz ¢ g(x) = S~ h(St), obtemos:

Mph{y) = ()':l?(r,;y) Jy—Jh(y) = S()g(:) :;; J(Sx)— JSg(x) = Sag(rl) (S71JS)x — JSg(x).

Portanto, definimos o operador M; : H{ — H} por:

dg(x)

S (ST S)E — (571 US)gla),

Mg(x) < S~ M (h(Sx)) =
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Observemos que Mph = Ah ¢ equivalente & Myg = Ag.
De fato:
Se Mho= Ah, entdo

Mg(r) U S-1Mh (S} =5 YAh(Sx) = AS 'h(Sr) = Aglr).
Se Mpg = Ag, entao
S TALI{Sr) ot Myg(r) = Aglx) = AS  h(Sx) = STYAR(Sx) = Mph(Sx) = Ah{S2).

Escolltemos S de modo que (S7'78) esteja na forma canénica de Jordan, com seus
blocos formados por matrizes triangulares inferiores ¢ denotemos os termos abaixo da

diagonal por o;, ¢ =2,3,...,n, ou seja,

[ A 0 0 0 0 |
)] )\2 0 0 0
gljg =10 o3 A3 O 0
00 0 0 A |
Coloquemos o, =0, 20 =0, go=0e Myg= (f1, fo..... fn) = f. Entao:
[ Ogi(x)  Ogi(x) Igi(r) 1 .

O 01 Oxr, A0 0 O 0
I

dga(xr)  Iga(x) Dya(a 62 Az 0O 0 0
Ay dxs O, T

Mig(x) 0 o3 A3 O 0
dgn(x)  Ognlr) agn(a:) Tn

dxy Oxo 0L, 00 0 0 An |
[ A 0 0 0 o]
qi{z)
or Ay 0 0 0
ga()
— 0 a3 /\3 0 0
| gu(z) |
6 0 0 0 An )
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C g ) ! ) o
‘ “ ( : }/\].!7] -+ : l{,/l(])(f‘fz.'ffl -+ /\Qflfg) + o+ ‘ ‘ll( )()\NIH) )\L(/l (‘77)
Ay T day

')fw.'f‘ j‘.’f . ) L
( -’~(~')/\ e (32(1)(02-’1"1 + Aaxig) -+ : (L( )(/\u’n) — Aagol) — ougn ()

; 17
Ay 2o or,

) n €] d n J n ;
( (l (I)/\l-l-'l + g ( )( Ty +A2[2)+"' J ( )()\u n) )\n(]n(l) (Tn.qn---l(‘l"} J
L oy 0y dx,

Portanto, para cada j = 1,2, ..., n, temos:

n 0{ .
[i(z) = Z (’;’I( )(/\ @ + 0iTim) — Ajg;(z) — 059,21 (x);
i1 -t

como g(x) e f(x) pertencem & H7, segue que g;(x) ¢ fj(z) pertencem a 1], ou seja,

gila) = 3" gt e fila) = > St

lol=k lgl=k

Agora. determinemos os coeficientes fjm paracada 7 =1,2,...,1.

n 0(2( q(tﬂﬂ)
fi(x) = Z =k 7 (Aiwy 4 o) — A Z(/J” - UJZ(]J et

Jdw;
=1 " lol=k lof=k

S 3D I UTCRTIERINE SPWLIR pRR

=1 |gl=k lgl=k lg}=k
[ =
= Z Z( )\q,lq+q( o, e 1"“‘) A q T @Jﬁ IT"J
lgl=& Li=1

-
= > (i = g, + Z gy iqit T — g }

igl=k Li=1 i=1

= [l =0 o - ] a3 g

=2 g2k

S| (CEERN RPN ERS sllb sl L Es

lg| =& I )=k
rf#‘l ci—vte;



2. Formas Normais para Equacgoes Diferenciais Ordinarias 3

+ \ (](,‘l"-f‘.—fl‘*"- )(ﬂ([i (g-cimgtei) ey —
§ 2 , R
1=2

G'g—fi ey

- > “(q./\) I aﬂ}i}l} Z Yoo gty

'k ITUETS

’f'.iq -1t
1
\ (’I [ Ci) )
+ E 2 9‘) 0

e

n
= Z [(9.3) = \] gj(_q) L Z(haig;q—e,-_wre.') UJ‘}J(q)l 294
i-2

lgl- &

*Z S g gt

lall=k
g FEGe 1 tes

Portanto. obtentos:

) _ ' (4) (g -comrtei) (q)
57 =g, M) = Alg™ + E 0.0:9; 7950
onde ¢; = (81,024, ., 0,), Oi=1lseh=1ed,;,=0sechk#1
Seja v € H}', entao podemos escrever:
gl ) — (@).,.9 .92 .4
v(z) = E AR LS GO
la|=F

onde v? = (vl) ’t:f)’),. vl ) Dizemos que U,E precede v, ") e primeira diferenga nao

nula i — A, py — qu. .o, Pn — G € positiva.

(Q) (Q i l+‘°1) (‘l)

Desse modo, temos que g;° ¢ precedido por g; ¢ gy

Entao, concluimos:
A € a(M,) se, ¢ somente se, A € o(M;,) o que equivale a existir g(x) pertencente a
H'\ {0} tal que
Mg(z) = Ag(x),

ou seja,

Mg;(x) = Agj(x).

Mas como
Y Y — ) — (fl),_q
Mygj(a) = f;(x) = Y f;7a,
lql=k
U : N (a), TOE (L0
onde fj ¢ dado acliina e g;(a Zqu £ 9y xd, temos que:

Y {( i i) N
(0 ) = A,Jg}" "“Z‘m e gl = Agl?
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. iy T (j—e (e ) .
Dai. como ¢,"" é precedido por ¢, J e gj(-f’, obtemos que
A= (g A} = Al

para algunm g ¢ Aj.
[

Coroldrio 2.2.1 : Seja k tal que 2 < k < r—1. Se todo elemento A pertencente a (M)

for nao nulo. entao podemos eliminar os termos de ordem k da forma nornal.

Demonstragao:
Como podemos escrever o espago ! como soma direta da imagem e do nicleo do

operador My, ¢ suficiente verificarmos que o nieleo do operador M contém apenas o

polindmio identicamente nulo.
Suponhamos que existe g(x) € Ker(M;) \ {0}, entdo temos que:

1‘1‘{;‘..(]{\.’1,'_) =0,

o que implica que 0 pertence ao espectro de M.

2.3  Exemplos
Exemplo 2.3.1 : Consideremos a equagdo:
r=Jv+ Fz), v eR",
onde J =0 ¢ F:R*" - R” é nao lincar em x, de classe C".
Dai, temos que o operador:

My H —> HY,
My(he(2)) = Dhg(x)Jx — Jhy(r)

¢ identicamente nulo.
Logo, o imagem de My ¢ {0}.
Portanto, o espago complementar Gy, de My(H}!) € todo o cspa¢o HY. para lodo k; o

que implica que os termos nao lineares permanecem na forma normal.

Exemplo 2.3.2 : Consideremos a equagado:
i Je A F), o= (2.29)7 € R,
onde J = diag(1,3) e I : R? = R? ¢ ndo lincar em x, de classe C7. r > 3.
Para k > 2 ¢ j € N, tomemos q = (k — j,j) pertencente ¢ N2, A = (1,3}, Ay = 1 ¢

A2 = 3. entdo temos |q] =k, e ainda

(X~ \=0, i=12



-

2. Formas Normais para Equagoes Diferenciais Ordindrias 35

seeosomente se,

k425 =1, se =1, (2.10)
429 =3, s 1=2. (2.11)

Como k 22 ¢ 2y >0, temos que a equagao (2.10) ndo tem solucao e No Por outro
lado. temos qiee a cquacao (2.11) esta satisfeita se. e somente se bk =3 ¢ ) = 0. ou scpa.
g = (3.0).

Portanto. do Coroldrio 2.2.1, podemos elinvinar os termos de ordem % da forma normal.
pora todo 2 <k <r—1¢k#£3.

Sabemos que o operador
2

My HE —— H?

¢ dado por:

Ohy () ohy (@)
Ty ———= + 3y ———— — hy(x
n oy + 32 Do ()
Mi(h(x)) = ,
dhy(x) Oha () )
& — Jhy(x
" o, + 3 Oy Shale)

onde v = (xy, 12)7 e h(x) = (hy(2), ha(z))T.

2

Se considerarmos a base candnica de 113,

@l Tiwy 23 T 0 0 0 0
0 /"L 0 L0 BRI A N R W o A WP B A W

endao, suas respectivas imagens, sob o operador My, sao:
23 daia, Gay 23 83 0 0 0 0
0 ’ 0 ' 0o/ 0 "0 N 228, )0\ Azl ) 625 )

: 0
Portanto, somente os termos que pertencem ao espago vetorwal gerado por ( )

LSt

2

ndo podem ser eliminados da forma normal.

Assim, a forma normal é dada por:

:]’:i = i
o = 3ay + cad,

aonde ¢ é uma constante real.

Exemplo 2.3.3 : Consideremos a cquagao:

i=Jr4 F(z), »¢c R

0 0
O operador

onde J = [ 01 } e F' - R2 —3 R? € ndo linear em x. de classe C7.

My : H? = 113
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¢ dado por:
Ohy (@

Tg(—?l<_[/) ~ ha(x)
drq ‘

Ohy{x)
€y ———
2 i

My(h(x)) =

com 1w (e an)T e h(x) = (hy(), halx))7.

Se considerarmos a base canonica de H3,

Re €y 72 0 0 0
0 /)’ 0 Lo S0\ a2t ) )\ 2l )

enldo, suas respectivas imagens, sob o operador My, sdo:

21 xs 0 —z} —X1T —i3
0 L0 SN0\ 2 ) x5 ' 0 '

Portanto, temos que:

1 2y _ PESRY :1-'% -—;r'f -1
Ah(lb)--.r;cr{( 0 , o ) dries | 2 ,

Dai. como os vetores,

22172 T3 —.'1?]2 —T1T2 .‘L’% 0
() ’ ( ‘ ARE 1:3 ’ %.'731.'1,'2 ’ w3 )]

N . . r 2
sio linearmente independentes, podemos escolher o espaco complementar de My(H3).

COMO; \
x 0

Gy = ger L .
2 =9 %.1:1.7:2 ’ 3

Assim, a forma normal, até os termos de sequnda ordem, ¢ dada por:

& T3 + azs + O(|z}?)
By = bt +eries + O(|2]?),

onde a b ¢ ¢ sao constantes reais.
Podemos ainda tomar o espago complementar Go como:

. f {0 0
Gamoer{ (3) (o)

Desse modo, a forma normal, até os termos de sequnda ordem, € dada por:
.’f-‘] - .’172-‘}-()”:1,’}3)
iy = ar?+brizy + O([z]®),

onde a ¢ b sao constantes reais.



Capitulo |

Formas Normais para Equacoes
Diferenciais Funcionais

3.1 Introducao

Neste capitulo, obteremos o método da forma normal para equagoes diferenciais fun-
cronals retardadas. Para fazermos isso, serd necessario considerarmos uma equacao dife-
rencial funcional como uma equagao diferencial ordindria abstrata e um espaco de fase
de dimensao infinita.

0 método da forma normal nos dard o fluxo da equagao diferencial funcional retardada
em um espago invariante de dimensao finita associado a um conjunto finito de autovalores
do gerador infinitesimal da equagao linearizada na singularidade. Para isso, decompomos
o espago de fase como soma direta de um espago invariante para o gerador infinitesimal da
equagao linearizada e seu espago complementar, também invariante. Essa decomposicao
sera feita aplicando a teoria desenvolvida no Capitulo 1. O método da forma normal
depende de algumas condi¢oes denominadas de niao-ressonancia, que desenvolveremos na
Secao 3.4. Apesar do uso de série de poténcias para a parte nao-lincar da equacao diferen-
cial funcional relardada original ¢ para as iudangas de varidveis, nao nos preocuparemos
com a convergéncia dessas séries, uma vez que, estarenios interessados em obter a forma
normal at¢ uma certa ordem finita. Como em muitos casos é conveniente introduzirnios
um parametro para que possamos descrever completamente a singularidade, também de-
senvolveremos a forma normal para equagoes diferenciats funcionais retardadas com um
parametro.

Por ultimo, farcios aplicagoes a singularidade do tipo Bogdanov-Takens. O nosso
estudo consistird, numa situacao geral, do cdlculo da forma normal para equagoes diferen-
ciads funcionals retardadas escalares com uma singularidade do tipo Bogdanov-"Takens.

3.2  Equagoes Diferenciais Funcionais

Consideremos 7'(t), t > 0. o operador solugdo do sistema de equagoes diferenciais

ordinarias:

T = Aux,

(V)
~1
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onde o+ C R e A ¢ mma matriz constante n x ¢ Ay o gerador infinitesimal associado ao

Cy-semigrupo T'(4) dado por:
Ay 1 D(Ap) — R™,

xr o Ar.

Como vimos, no capitulo anterior, a matriz A ¢ de fundamental nmportancia para
o desenvolvimento da forma normal da equagao diferencial ordindria, e por isso. itro-
duziremos as condicoes necessarias para escrever wmna equagao diferencial funcional como
uma equagao diferencial ordindria abstrata em um espaco de Banach adequado, onde a
decomposicao dos termos lincares e nao lincares da equacio estd bem formulada. Ium
segnida. usaremos a teoria de semigrupos para decompor essa cquacao diferencial or-
dindria abstrata em duas equagoes, sendo uma de dimensao finita ¢ outra de dimensao

infinita.
Consideremos uma cquacao diferencial funcional retardada da forma:

#(t) = L(z) + F(), (3.1)

onde L ¢ um operador lincar limitado de ¢ = C([-r.0],R*) em R", }' ¢ uma fungao
de classe CY, N > 2, definida em C = C([-7,0],R") com valores em R", F(0) = 0 ¢

DI0) = 0.
A parte linear da equacao diferencial funcional retardada (3.1) é dada por:

(t) = L{z). (3.2)

O conjunto das solugoes da equagao (3.2) define um Cy-semigrupo sobre C, que denota-
mos por T(£), ¢ > 0. Assim, temos que o gerador infinitesimal associado ao Cy-semigrupo

T(t), dado no Lema 1.3.2, é definido por:
/‘10 : D(/l()) — C,

Aot = ¢,

onde D(Ag) = {Q‘) e Cl=CH[-r0,R"): L(g) = q‘)(O)}
Sabemos do Lema 1.4.1, que o espectro o(A4g) do gerador infinitesimal Ay coincide
com o espectro pontual 0,(Ap), e A € o(Ag) se, e somente se,

det(A(N)) = 0, (3.3)

com

A(N) = AT — [U[dr}(ﬂ)]eAe,

onde 5 ¢ a matriz n x n cujos elementos sao fungoes de variacao limitada, definida sobre
[—r.0]. normalizada a fim de que 7 scja continua & esquerda sobre (—r, 0), tal que:

L(9) = / (n(@)16(6), ¢ € C.

»

Os elementos do espectro pontual sdo ditos autovalores.
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Poderfamos considerar a equagao (3.1) como nma equacao diferencial ordindria abs-
trata em €,
du
— = (/(u),
di

anede

L{w) + F(u), se ) =0
Glu)(0) =
w(#), sc 6 € [—r. 0).
¢ o dominio de G ¢ {u € C':u(0) = L{u) + I'(u)} . Mas, nesse espaco os termos lincares
¢ nao lneares nao podem ser adequadamente separados, pols a parte linear

L(u), se 6 =0
/10’1((0) =
(), se § € {—r,0),

tem dominio {w € C': w(0) = L(u)}, o qual seria compativel com o dominio de G se, e
somente se, F(u) = 0.
Portanto, para que possamos ter a decomposicao dos termos lineares ¢ nao lineares

bem formulada, precisaremos estender o espago C.
fininios o conjuntc " como sendo o espago das tungoes de [—r 0] em R7. umi-
Definimos o conjunto 8C g
formerente continnas sobre [—r, 0) ¢ com possivel descontinnidade no zero. Os elementos

de BC sao da forma ¢ = ¢ + Xy, onde ¢ € C, o € R" ¢ Xy ¢ uma fungao definida por:

I, sefl =0
/Y(_]({}) —
0, sef#0,

temos também, que esse espaco ¢ identificado com € x R". Com a norma:
|(f) -+ _X(_)(Yr = I(j)(c -+ '(.’l’fﬁ{n,

BC ¢ um espaco de Banach.

No espaco de fase BC, podemos escrever a equagao diferencial ordindria abstrata
associada & equacao diferencial funcional (3.1), com a parte linear separada da parte nao
linear:
du
“{—Z = A’U-{—XQF(U). (34)
a

onde
Ap = ‘45“' Xo[L(¢) — 9’5(0”
¢ cont dominio D(A) = CL.

Observemos que, para ¢ ¢ D{Ag) = {q‘) cC'=CH([-r,0],R"}) : L(¢) = (,5(0)} .

Ay = Ag.

Se restringirmos o fluxo a variedade central associada a essa equacao, podemos descre-
ver completamente o comportanento das solugdes da equagio (3.1) em €' proximo & uma
singularidade. Desse modo, precisamos considerar a forma normal relativa ao espago I
invariante por Ag, o qual esta associado com o conjunto nao vazio ¢ finito de autovalores
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A = AN € a(Ay) : Re(X) =0} . De maneira mais geral, considerarenios a forma normal
relativa a um espaco 2 invariante por Ay, associado a um subconjunto finito ¢ nao vazio
do espectro do gervador infinitesimal Ay.

Consideremos A um subconjunto finito ¢ nio vazio do espectro do gerador infinitesimal
Aps e tomemos a decompaosicao de ¢ por A, como no Teorema 1.4.1,

C=raeq, (3.5)

onde 126 o espaco invariante pelo gerador infinitesiimal Ag. Scjam @ ¢ W bases de 170 P4
respectivamente, com (V. ®) = 7, onde, (.,.) é a forma bilincar definida sobre ¢ x C.

0 0
(1. &) = ¥ (0)B(0) ~ / / (0 — E)[dn(0)|p(€)dE, v e C*, € C.
—r J
Seja m o numero de elementos de A contando suas multiplicidades, entao segue do
Lema 1.5.4 que a dimensao de 2 é m. Tomemos B a matriz constante rn x m tal que:
A()@ = (I)B,

(3.6)
14(7}‘\11 = 3.

Podemos estender naturalmente a forma bilinear definida sobre C'* x C, ao espaco
(™ x BC da seguinte maneira:

(W, ¢ + Xpa) = (Wb, @) + ¥(0)hey; {3.7)

também, a projecao de € sobre P, dada por ¢ — ©(V¥, ¢), pode ser estendida por:

7 D0 — P,
(3.8)
(P + Xoa) = O[(V, ¢) + ¥(0)ar].
Portanto, podemos decompor BC da forma:
BC =P & Ker(rm), (3.9)

e é claro que Q & Ker(r). A decomposi¢ao da fungao u € D(A) = C! é:
u = dPxr+y,

onde r € R ey € Ker(m) NCY = Q.

Sendo assim, conseguimos:
du . dy

dt RPTS
Por outro lado,

= A(Px +y) + XoF (Px + y).
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Usando a projecio 7, obtemos:
du . dy
m (?H_) e ((Im: + —J#—/) =7 {A{Pr+y)+ XoF(dx + y)).

01l Seja,

Gir = 7 A (P + y) + 7 X (Pr +y) = 7A (P +y) + PV(0)F (D2 + y).

Como /A comuta com 7 et O temos:
P = Ar (P + y) + PV(0)F(Pz + y) = ADx + V() F(dzx + y).

Sendo A¢ = Az, para ¢ € D(Ag) e por (3.6), conseguimos,

bi = Agbx + PUO)F(Dr + y) = PBa + PU(0)F(du -+ y),

¢ portanto.

&= B+ V(0)F (D + y).

Do mesmo modo,

e { . ,
(1= () = =) (@i ) = (1= ) (A ) X b+ ),

ou seja,
dy .

-[—f- == AQly + (I — W)/\[)F((D(L' + :fj)
dt

onde Agr denota a restrigao de 4 a Q1.

Concluimos assim, que a equagao (3.4) é equivalente ao sistema:
&= Bz +V(0)F(dPx +y)

dy

= Aay+ (I = m)XoF(Px + y),

comr€R" cye@Q =QnCh

3.3 Formas Normais

Nesta secio, obteremos a forma normal da equagdo (3.1), sobre um espago invariante
pelo gerador infinitesimal Ao associado a um subconjunto finito e nio vazio do espectro
de Ay, de modo andlogo ao procedimento que desenvolvemos para equagoes diferenciais
ordindrias. Estamos interessados cm mudancas de varidveis para a equagao (3.1) tal que
¢ = 0 defina nma varicdade localinente invariante de dimensao finita sobre a qual o fluxo
¢ dado por uma equagao diferencial ordindria em sua forma normal em R™. Descreveremos
o caleulo da forma normal usando a expansao da parte ndo-linear £ e série de Taylor
até ordem N, para isso., precisamos considerar £ de classe CV.
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C‘onsideremos a expansao de Taylor da parte nao-linear F' da torma:

I(u) = Z jl’F (u), we

j2e

onde £5(1) ¢ o termo de ordent j na expansiao de Taylor, owseja. Fy(u) = Hilu, ..., i) com
J . 7 J

s ,\.((«, R), 0 espago das aplicagoes multilineares shmétricas ¢ continuas de ¢/ x ..o x ¢
() vezes) em R
Definindo _ _
[y = WO)Fy (b + )
e (3.11)
ff(1~7/) - (I - 71'))(“ ((I)I + 'l/),
temos. do sistema (3.10), que:
r b= D+ Z lf-l(z
D i
i>2
¢ (3.12)
dy
———/ = Ang Z f X, g
L i>2

comr ER" cye @ =QNCL

Calcularemos a forma normal por um processo recursivo, pelo qual determinaremos
em cada passo os termos de ordem y > 2 da forma norinal a partir dos termos de mesma
ordem da equagao original e dos termos de ordens inferiores previamente calculados nos

passos anteriores. Fagamos a mudanca de variavers:
1 ; .
(r,y) — (&, y) + ]—.I-[ (), (3.13)

. P . 1y, 2( rlf.. S (T r2 sm( )l . - .
com (JJ*(.F)'— y(UJ (z), Ui (x)), Uj(z) € V] R™), U € vy (@Y, 011(10, para um espago
normado X, V J-”‘(X) denota o espago vetorial dos polindmios homogeneos de grau 7 em

me varidveis reais @ = (xq, ..., &y ), com coeficientes no espago vetorial X, 7 > 2, ou seja,

ij Z e g = (g, q2y o ) € N, g €X 2,

lgl—J

€ NEeSKC espaco consideraremos a normas:

oy

lel=3

Coly -

fgl=j

Faremos a mudanga de varidvel (3.13), com j = 2, no sistema (3.12).
Da primeira equagao do sistema (3.12), temos que:

([+ DU‘( ))'L:B(f+-[71 ) Z.f.l('z+ U('L‘),y+2i!U§(:r:)>,

(3.14)
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e da segunda equacao do sistema (3.12) -

dy 1

o - . 1, 1, .
(/7 }- :-2—1 I_)‘, l,f’g(;lf);!.' = /']Ql (;‘_l +- ETUj(I)) +Z l_' ;2 (11? + 5?(’21 (.l?)‘ Y+ 5‘,(’5(!)) . ()) 1H)

Tomemos o polinomio homogénco de gran &, na variavel (r,y) com cocficientes em
R QF da forma:

, ~ )
[ (e y) = E 1*’,\9":13”’J:”’...;:""”;1/‘"""",

ipl=k
COM P = (Pry P2y ey Pons Pongr) € NTFL

Fazendo a mudanga de varidvel (3.13), obtemos:
. 1 . . : k42l i— .
F (;1.' + J_—'U_} (), 4+ FUJ-?(.?:)) = Fi(x,y) + O (|(=, y)| A2l 1))) : (3.16)

Para & suficientemente pequeno, o operador
-1
1 "
[ + —,‘Dl.{,f ; (.’Y?)
pE
7!
existe ¢ podemos representa-lo em série de poténcias como segue:

1 - 1 1 ) . _
(1 -1-ﬁD.,~£.{,-’(:r:)) =1- ﬁD.rC-";(:v) + WD&.u;(.«z.’)D.,BU;(;,,-)+0(|.r|(31 2. (3.17)

Observemos que:

1 1 -1
(I + FD,—U}(T;)) (JT ~+- —7‘1])‘,(]}(’!)) (;L‘) =T

1 .
& - = DU DU @D ) + (|« <0,

on seja, os termos até ordem 27 ~ 1 sao completamente determinados.
Agora, usando (3.16), consegnimos da equagao (3.14).

1 : 1 1 1 .
(I + QTDJ.U%(JE)) = Bxr+ -2-—[BU21(:1:) + ile(:r,y) -+ E!wfa(:r, yy 4.

‘1 . : .
onde f,(x.y) € V™(R™), ¢ > 3, denota os termos de ordem i na varidvel (T, y).

Por (3.17), obtemos:

1 . 1
ro= (I - EI)J.(,JE'(;E) + @i)—gl)wb’g(gr)Dng(;r) +O(|x

1
‘)) (B.i: + »Q—FBU}(;E)-%

bRy et b ) -
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Porfanto, temos gue:

1 -1 N
I—BI+ ga (e, f/)+ f3(r y) A (3.18)
>l - N
onde gh{a y)y = fi (e, y) — [DU0 (2) By = BU (e)) e [ (e.y) € VHR™), i > 3. denota os
termos de ordem 4 na variavel (x, y).
Usamos {3.16), para obter de (3.15) a segninte cquagao:
f!!/ ) 9 . I- M
i Agry -+ 5 ( A Usla) 4 fi(e,y) — DU (w)d) + 3 e y) e
onde ;'?(r y) € V"(Ker(m)), i > 3. denota os termos de ordem ¢ na varidvel (. y).

Substituindo (3.18), obtemos:

1 1 9 1
:—];—/ = /lQly-i- 5 [,4(31[] (r) + fz(r y) - D.U; (x )(Bl + 2,92(1 y)+

Jl,fl(f y) + )J +31! oY) +

ol seja,
dy
dt
onde ¢3(x.y) = f3(z,y) — [D,U3(x)Bx — AU (z)].

Concluimos que mudanga de variavel (3.13), com j = 2, no sistema (3.12), nos fornece:

1 1 .2
Agry + é-ig%’(:r, y) + '3_!./[3(:’7\ Y,

. 1 7
v = DBa+ E—fg% (r,y) + f (1‘, y)+

dy

= Agy +
di ovy

9300 ) + o) o

COT

wlry) = fi(r.y) = (DU} (2)Br — BUy(z)]

G(ey) = [iw,y)~ [DUi(x)Br - AgUi(x)].

Definicao 3.3.1 Pare j > 2, denotarnos por M; o operador:
Mi(p,h) = (Mp M?h),
(Mlp) (¢) = Dplx)Bx — Bp(r), (3.19)
(MPh) (z) = D.h(x)Bz — Agih(z),

, 111 TN m ™m n 1
com domiio D (M) = V] (R™) x V) (@").
Repetindo o procedimento acima até os termos de ordem A, obtemos que a forma



t
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normal até a ordem & 6 dada por:

A-
; : 1 ‘ k1
o= [Br4 22 Eg}(;zt: v+ O (](-”f» )] ) )
dy K 1
v Agry+ L T.—'y;-?(;zn y)+ O ([l y)F).
l =2
onde ~
giey) = fiy) - MUN)
GHayy) = [iley)— MU (x).
Observagoes:

e Como para equagéoes diferenciais ordindrias, ao simplificarmos os terios de ordem
Jv 3 > 2, vewos por (3.16), que os termos de ordem inferior nao mudam, mas 0s termos
de ordem superior a j sao modificados.

e (s termos que podemos eliminar da equagao na forma normal sio exatamente os
termos que estao na imagem do operador M.

Agora. que sabemos como as mudancgas de varidvels agem nas equacoes, buscaremos
as mudangas de varidveis tal que, para cada y > 2, a fungao gy; = (y},gf) tenha uma
forma simples.

Os termos que surgem pa forma normal e nas mudangas de varidveis dependem de como
os espagos V" (R™), V" (Ker(r)) ¢ V' (Q') sio decompostos em relagao & imagem e
a0 micleo de MJ, @ = 1,2; que denotaremos por:

V}m (ij =Im (Mjl) sy ([7” (h‘[}))c
[/}f"» (R™) = Ker (Mj') D ([\’m‘ (A‘I}))C

€

ij (,[X’(f'l'(ﬁ')) =Im (ﬂ,{f) &5 (['m, (A/sz))c
V;n (QY) = Ker (Mf) @ (Km‘ (IWJ?))C.

Tomemos projecoes:

Pry o VIR x V) (Kern) —— T (M}) x T (M})
Py v (R™) x v (QY) — ([\’C?‘ (lel))“ x ([(67- (}[JJ?))("1

51 22

com Py = (P}, PRy) e Py = (P, Piy)-
Considerando o operador M; = (M M ]?) , definido de

[Ker (M}) @ (Ker (M}))"] x [Ker (M}) @ (Ker (M?))']

sobre

(1 (M3 @ (1m (4]))] ¢ [ (M) & (1 (M)
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- -1 1) e
denotamos por M7 = ((1/}1) (A7) ) a inversa a diveita de M, tal que:

M (T (M) < T (M?P)) = (Ker (M]))" x (Ker (M7))".

' . . ~1 =2 . . o )
Tomando y = 0. entéo, f(2,0) = (f i(,0), [ (e, 0)) . Nesse caso, a escolha adequada

de 14 ¢ aqguela em que possamos eliminar de f(r.0) os termos que estao na imagem do

operador M; = (M}.M?) . restando somente o termo
gi(x.0) = f (.0) — MU (). (3.20)
mas. para isso, precisamos tomar U;(x) € (Vj’” (R™) x V7 (Q1)) tal que:
MU () = Prif ;(2.0),

O SeJa,

Uj(w) = M7 Pryf (0, 0). (3.21)

Definigdo 3.3.2 A forma normal para a cquagdo (3.1), relativa as projegoes Prj. P ;.

com > 2, ¢ o sistema em BC

( .
v = D Zalr ) + O (e, )
Fo= ek gl £ O (i)

| (3.22)
(’T] A 1
"(f—f = A(;)I;r/ -+ ; Ef/,-z(.’l:, y) -+ O (l(m' y)|k i 1) ]

onde g, = (g} 47), U e My sio como em (3.19), (3.20) ¢ (3.21).

Observagao:

Como os espagos (Im (M) e (Ker (M}))*, i = 1,2, nao sao inicos, a forma
normal também nao é tnica ¢ depende da escolha dos espagos (Im (ﬁfj’f))c, = 1,2,
do mesmo modo, a mudan¢a de variavel depende da escolhia dos espacos (Km' (j\rf;))r:

p=1.2.

3.4 Condigoes de Nao-Ressonancia

As imagens dos operadores Mj] e ‘sz, g > 2, definidos, respectivamente, 10s cspagos
VIHR™) e VJ"”([{(?T(W}), conlém exatamente os termos que podem ser eliminados da forma
normal.  Assini, quando essas imagens forem todo o espago V*(R™) ¢ I/",-”"(f\'(’r(vr)).
respectivamente, podemos eliminar todos os termos de ordem j, da primeira e da segunda
eqnagio da forma normal (3.22), respectivamente.  Essas situacoes podem ser caracte-
rizadas em termos do espectro, por apropriadas condigoes de nao ressonancia dentre os
antovalores da parte linear da equagio.

Queremos obter a forma normal sobre uma variedade localmente invariante de di-
mensao finita, tangente ao subespago £, o qual é invariante pelo gerador infinitesimal Ay
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associado a uni conjunto finito ¢ nao-vazio A de autovalores para o gerador infinitesimal
Ap. Para Isso, ¢ necessdrio que a segunda equacao do sistema {3.22), a qual estid sobre
win espaco de dimensao infinita, seja nula, ou seja, gf{;z:? 0) = 0, para todo 3 > 2. Para
elininarmos os termos yf(;l:. 0), a imagem do operador M]'“’ deve ser necessartamente todo
o espago V' (Ner(m)). Portanto, a caracterizagao espectral dessa situagao em termos de
apropriaddag condigoes de nao-ressonancia ¢ essencial para o desenvolvimento da forma

normal.

s operadores M}, 7 > 2, si0 o8 mesimos operadores que surgem no caleulo da forma
novimal para equacoes diferenciais ordindrias. Assim, pelo Lema 2.2.1, temos que o espec-
tro de M},j > 2, ¢ dado por:

o(M{)={(g.A)=Aji=1,...mq=(q,q..qu) € N" |¢] = j},

oude A = {A, A0t (. A) = @A+ o F g gl = @i+ o+ g€ A A 530 08
clementos de A e cada um deles surgem tantas vezes quanto sua multiplicidade conmo raiz
da equacao caracteristica associada.

Isperamos que apropriadas condigoes de ndo-ressonancia possam garantir que para
y = 0, a forma normal esteja sobre uma variedade localmente invariante. Nos proximos
resultados, estabeleceremos relagoes entre os espectros de A, Ag ¢ Age.

Lema 3.4.1 O cspectro do operador A é iqual ao espectro pontual do operador A e ao

cspectro do operador Ay, ou seja,

o(A) = o (A) = o(Ao).

Demonstragao:
Farcmos a demonstracao desse lema em duas partes, na primeira mostraremos gue

0,(A) = a(Ay) e, na segunda, mostraremos que o(A) = 0,(A).

Provemos que 0,(A4) = a{Ag).
Salbemos que o espeetro de Ay é igual ao seu espectro pontual, isto é, o(Ag) = 0,{Ag).

e Mostremos que a(Ag) C 0,(A).
. o do _dg v , LN
Como D(Ag) = (e C: ’T eCe —(}5(0) = [ [dy(0)]¢(0) } . segue que D(Ag) ¢ um
db / _,
subconjunto de C' e, para ¢ € D(Ap), temos que:
Apd = A,
Se A € a,(Ay), entao existe ¢ € D(Ao) \ {0}, tal que:

(Ag — M) = 0.

Dal, consegulimos:
(A= A¢ = (Ag— Ao =0.

Portanto, A € a,(4).

e Demonstremos que a,(A) C g(Ag).
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Seja A € 0,(A), entao existe ¢ € C1N {0} satisfazendo:

(A=A =0,

0N Seja.
dp(0)

70 = A@(0), se b€ l-r )

()
/ [d()]d(0) = Ap(0), se 6 = 0.

Joor

Conio ¢ ¢ continua, obtemos:

LS | oo

o que implica que ¢ € D(Ag).
Dal, temos que:

(Ag — M) = (A — A} = 0.

Portanto, A € a(Ag).

Agora. mostremos que a(A) = ,(A).

I3 suficiente mostrarmos que o(4) € a,(4), ou equivalentemente, se A ¢ a,(4), entio
Ad o(A).

Suponhamos A ¢ 0,(A), entdo o operador (A — Af) é inversivel. Assim, resta mostrar-
mos que ainversa do operador (A — A7) é limitada ¢ tem dominio denso emi BC.

Como o operador A é fechado, basta verificarnos que o operador (4 — A7) é sobrejetor,
ver {1].

Consideremos 9 + Xoa € BC, onde v € C ¢ o € R™. Mostraremos que existe ¢ € C*
tal que:
(A= Ao =9+ Xya.

Pelo Teorema de Riesz-Fisher, ver [5}, o operador:

¢ — L(¢) - #(0),
aplica sobrejetivamente C! sobre R™.

Logo, para o € R™, existe ¢, € C! tal que:

L{¢1) — ¢1(0) = a.

Agora, sendo o(Ag) = 0,(A), segue que A ¢ o(Ay), entdo para 4 — (¢ — Apy) € C,
existe ¢q € D(Ap) satisfazendo:

(Ao = M)y =~ (b1 — M),
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Tomemos ¢ = ¢y + ¢y € CL, entdo:

(A=A = (A= M) p) +d2) = (A= Ay + (Ag — M) o

= {d+ X [L00) = hiO)] =2} + (965 +201)
= P+ Xyo.

Portanto, o operador (A — Al) é sobrejetor.
u

Lema 3.4.2 O espectro do operador Age coincide com o espectro pontual do operador
Agr e com o espectro do operador Ay menos os clementos que estao e A, ou seja,

o{Aqi) = ap(Agi) = a(Ap) \ A.

Demonstragao:
Demonstraremos esse lema em duas etapas; na primeira etapa, mostrarcmos que

a,(Agr) = o(Ag) \ A. e na segunda, provaremos que a{Ag) = o(A4g) \ A.
Mostremos que ,(Ag) = a(Ag) \ A

e D’rovemos que g,(Agr) C o(Ao) \ A
Se A € 0,(Ag). temos que existe ¢ € D(A)\ {0} e ¢ € Q' \ {0} satisfazendo:

(A~ A)p=0.

Logo, A € o(A).
Pelo Lema 3.4.1, temos que o(A) = o(Ay) e, portanto, A € o(Ay).
Suponhamos A € A, entdo ¢ € P = ger {UJi, Ker((4 — A)¥), com A€ A}, o que ¢

um absurdo, uma vez que £ N QY = {0}.
Portanto A € o(Ag) \ A

o  Mostremos que o(Ag) \ A C o,(Ag).
Seja A € a(Ap) \ A, como o{Ag) \ A = 0,(Ag) \ A, entao existe ¢ € D(Ag) \ {0}, tal

ques

(Ag — Al)p = 0.

: s s ‘ e P (
Considerando a decomposicao de C como em (3.5), decompomos ¢ = o7 + ¢%, onde
o7 € Pe¢? € Q. Assim, como o operador A comuta com m em C' ¢ D(4y) € C7,

obtemos:

(A= A" = (Ag — M) =0

(A= A)p9 = (Ay — AL)p¥ = 0.

Mas, como A ¢ A, temos que ¢ = 0.
Logo, ¢ = ¢2 € Q' \ {0}, e obtemos:

(A—M)p=(Ag — A)p = 0.
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Portanto, A € o,(Agr).

Agora. mostremos que o{Ag ) =
Para isso, verifiquemos que a(Ay,

ﬂ(‘()) \\ 4’\.
I) C (T(/’l[)) (& (T(“/l(gl)r'] A"\ = {7,

e NMostremos que a(Ag) C o{Ay).

Como A é i operador fechado em BC e Q ¢ wn subespago fechado de ¢ temos gue
Ao ¢ um operador fechado no espago de Banach Ker () .

Suponhamos A ¢ a{Ag), segne do Lema 3.4.1 que a(4y) = a(A4), enlao, para toda
fincao f € Ker(r) C BC, existe ¢ € C1, tal que:

(A= A)p= .

Observemos que 7f =0, pois [ € Ker(r).
Dad,
(A= ANV -m)p=T-m)(A=X)p=U—-m)f =T,

com ¢ € (Ker(zm)NCY) = Q.
Logo, o operador (Agr — AI) ¢ sobrejetor e, portanto, A ¢ o(Ag).

o Provemos que o(Ag ) NA = .

Mostrar que a(Agr) N A = @ é equivalente a verificar que A C p(Agr). ou scja, para
todo A € A, o operador (Agr — Al) ¢ sobrejetor.

Demoustremos inicialmente que Ker(n) = Q @ X, onde:

X={¢"+Xon:00 e R” ¢ 9" = DY (D)} .

De fato:
Seja ¢ + Xoov € BC. Como ¢ € C' = P & (Q, podemos escrever ¢ = ¢7 + ¢9. com

" e P e g e Q, entao ¢+ Xoa = (o7 + ¢9) + Xoa.
Dai. segue que (¢f + ¢9) + Xoa € Ker(w) se, ¢ somente se,
gue g ‘ :

T ((ép + ¢)Q) + XUO[) = 0,

ou seja,

¢ = —dW(0)ar.

Portanto, temos que:
¢+ Xoo € Ker(m),
se 4+ Noow = ¢@ + (qﬁp + Xoa) , onde ¢F = ~dU(0)wr.
Seja ¢y € QN X. Como v € X, entao

= —PW(0)a + Ny, v € R”

1

Usando o fato de ¢ € @@ e portanto deve ser continna, temos que o = 0.
Logo, QN X = {0}.
Portanto, Ker(r) = Q& X.

Agora, mostraremos que X ¢ (@ sao subconjuntos contidos na imagem do operador
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(A1 — A1), para todo A € A, Concluindo assim que (Agr — Al} é sobrejetor.
o Damoustremos que (Q C T (Agr — Al
Verifiquemos que para cada f € Q, existe ¢ € Q' tal que (Agi — Ao = f.

Para cada A € A, podemos considerar a deconmposicao:
O = [\r(f’l‘(A() — /\I)k &) ]71?(/1() — /\[)k,

onde & ¢ o menor inteiro positivo tal que My(Ag) = Ker(Ay — AP, Assim, podemos

decompor f € @ da forma:
f=¢1+ (Ao = A",

con 1, gy € D((Ag — AN¥) e (Ag — Al = 0. Em particular, ¢; € P.
Como f € Q, temos que:
f=U=m)f = {T-7) (b4 (Ao = A)'h2) = (Ag= M) (L--m)(Ag— A1) " g2 = (Ay=AD),
onde ¢ = (L —m)(Ag~AD* Veby, e mais, ¢ € (D(Ap) N Ker{r)) C (D(A)N Ker(n)) = Q.
Logo. (Agr — Al)¢p = [.
Portanto, @ C Im{Agr ~ M),
o Mostremos que X C Im(Ag — Al).

ISCTVEINOS (JUe, para X, podemos escrever = ¢ 4+ Nogv, comm v € R" e
Observemos que, | f e X, le rever f 0k,
" = —dW(0)wr, entio:

(I-n)f = (I-m)(¢"+ Xoa) = (6" + Xoa) — 7 (6" + Xoa)
= (¢" + Xoa) - (¢7 + @V (0)a) = (¢ + Xpa) = [.
Assim, provarmos que existe i € Ql, tal que:
(Agr — M )h = f,
¢ cquivalente a mostrarmos que:
(A=A -mh={U~7m}f & (A=Al =1,
que pela definigiao do operador A, equivale a

WO) — AR (0) = — D)W (0)ar, 0 € [—7,0),
(3.23)

L(R) - (0) = .
A solucao da primeira equagdo do sistema (3.23) ¢ da forma:

6
n(H) = Mh(0) — c""/ e MO ()W (0)edt.
0
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Mas, h ¢ C! satisfaz o sistema (3.23), se:

[_ [dn()]h(0) — (A(0) — P(0) T (0)cr) = cv.

r

Substituindo a expressao para h(f)), obtemos que:

AMR(0) = [—1 + ®O)(0) - L (M /66-**@(1‘.)\1’(0){1;)} o

40

—_

0 f
= {-f+ {@(o) - / [dn(0)] e*("—”(b(r,_)dz] lI/(O)}a
« S0

= [+ (e1.9) ¥ (0)] o,

onde A(A) = Al — L(e*]) e (-, ) é a forma bilinear.
Portanto, a existéncia de i € C! satisfazendo o sistema (3.23), ¢ cquivalente a exis-

téncia de £(0) € R™ tal que:

AMNI(0) = [=T + (e 1, 0) ¥(0)] o
Assim, resta apenas mostrarmos qne as colunas da matriz n x n,
def. Y
AA) = =1+ (e ™M1, 9) ¥(0),

sao geradas pelas colunas da matriz A(N).

Seja A € A. Escolhemos uma base {ci, ..., ¢, } para C*, na qual, A(A) estd na forma
canonica de Jordan, com os primeiros blocos associados com os autovalores nulos de
A(A). Suponhamos que existam 2 blocos de Jordan associados com os autovalores nulos
e que o namero de colunas (ou linhas) desses blocos sejam 7y, ...,ng. A primeira coluna
¢ a ultima linha em cada bloco de Jordan de A(A) associado com o autovalor nulo, sao
nulas e as colunas restantes sao independentes. Portanto, provar que o espago coluna
de A(X) esta contido no espago coluna de A(A}, é equivalente a mostrar que as linhas
1y, 4 noy o, Ny g+ +ng de A(A) sdo nulas. Sem perda de generalidade, provaremos
que a linha n; de A(A) é nula, uma vez que, o anulamento das outras linhas mencionadas,
segue desse caso por meio de uma reorganizagao da base.

Considermos uma base V = col (4, ..., 9,,) de PT tal que a matriz I3, satisfazendo:

~¥ = BV,

esteja na forma canénica de Jordan, com os primeiros blocos associados ao autovalor A,
e denotamos por my o mimero de colunas (linhas) do primeiro bloco de Jordan. A linha

ny de 2A(A) é:
%, (V) = =], + (e el B) ¥(0),

7t
7 ] o _‘ _— L
onde ¢ = (dy,,...,0,:), comd;; =1scj=1icd;; =0sej+#d
Clomo B estd na forma canénica de Jordan, com o primeiro bloco associado com o

antovalor A, temos que:
"d)nu = Ai/)vru'
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K - : N o= NS 7 () e e T . - ol .
Entao, ¢, (s) = e, (0) para s € [0.r], com ¢, (0) tal ques
0

oy € D(A)) = { P e (CTY —(0) = / ;,-';(—())[(zu(())]} ,

—-r
onde Al ¢ o gerador infinitesimal do semigrupo definido pela equacao adjunta.
Dai. obtemos que:

0

P (DAY = 4, (0) (M —L(a""f)):quf:,,,,(m—/ Gy () ()™

J—p

0
= _'L’;:"nn(o) ‘/ e/w'l,j’ml (U)[d7)(9)]

0 0
= [ GO @) = [ O)t(0)
0 0
= /r Pun, (=)} dn(0)] - /‘r Pin, (— ) dn)(0)] = 0.
Desse modo, como a linha 1y de A(A) é nula, temos que:
c;iA(/\) =0.
logo. podemos tomar ¢, (0) = ef .

Entao,
“As T
lbm; (s) =c benl'.l

para s € [0,7].
Considerando (¥, ®) = I, cada elemento ¢; da base ® satisfaz:

0 se1#Fmy
AT
((3 e»np¢'i) = ('l/}nllv(ﬁi) =
1 see=my.
Portanto, obtemos:

A, (N) = —el 4+ ((z_)"(ﬂr <I)) v(0) = ~e;‘ﬁ + (P, . @) W(0) = —~(_tfl + P, (0) = 0.

g “ny?

Concluimos assim, que a linha ny de 2A(X) é nula.

\ v . LR .

O proximo teorema nos dard os espectros dos operadoves M,y > 2.
Teorema 3.4.1 Os espectros dos operadores M?, para j > 2, definidos em (3.19), sdo

dados por:

o(M?) = 0,(M?) = {(¢.)) —p: € o(A)\ A, ¢ = (@1, ) € N7, lg] = 5},

commt A = (A, ... Am) s (4, ;\) =qAtF gmAm e gl =gt
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Demonstragao:
Consideremos nm sistema de coordenadas tal que a matriz I3 esteja na forma canonica

de Jordan:

/\1 o} 0 e 0
0 /\g Tg  + 4]
3= L , .
D=1

() O L 0 /\m
cotn a; = L ouw g; = 0.

Tomemos h € VI(Q'), f € V]"(Ker(r)),

hix) = Z h,a?, com h, € QF,

lgl=Jj

flz) = Z [,z com f, € Ker(m).

=7

Definimos D; o conjunto dos indices ¢ = (qq, ..., gm) € N™ de grau j, ou seja,
D ={q=(q,...qm) € N tal que lq| = j}.

Sejam p = (P1, -, Pm), 4 = (q1, -, @) € Dj, dizemos que p < ¢ se a primeira diferenga

nao mla de py — g1, .., P — ¢ for positiva.

De niesmo modo que fizemos no Lema 2.2.1, mostramos que:

(f],(A-'ff) ={{q,A) = gt tal que je € (A \ A qg={q1,....qm} EN" e |q| = i}

Assim, resta mostrarmos que o(M?) C 0,(M?), ou seja, todo a € 0,(M}) pertence &
L
p(M; ).
Observemos ue os operadores MJ?_, J 2> 2, sao fechados em V™ (Ker(m)) e, portanto,

basta verificarmos que os operadores (a[ - ﬁf!f") , J 2 2, sao sobrejetores.

Para cada ¢ € Dy, se p, = (q, A) — a, ¢ € Q e ¢ € Ker(m), sao tais que.
/(/) = (AQI - l‘tlil) d)v
hz) = dat € V*(Q'),
J(x) = (el = M?2) h(x).
Fntao:
fe) = (al = M2)h(z) = ah(z) - [Dyh(z)Bz — Agih(r)]

= a(px?) — [D,(¢x?)Br — Agi(pa?)]
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= (A + o) {¢px") — D, (pa?) Bx
- (,;1Q| Fa){gat)—
Al Oy 0 1
R [ oehrd O hopl— 02 ) Ayt tm 0 /\2 O 2
1 Pty e Um@rr ] .
0 0 A Ty
[
= (Agt + a)(px?) — Zqi(,f):z:““c" (Na; + oi2iy1)
i=1
m m~1
= (Ag 4 a)(¢pat) — Zqi/\,,vq’):r:" — Z QoI
i—=1 i—=1
m—1
= (AQr - {{¢,\) — ae)) () — Z Qi pr it
i—1
m—1
= (Agr — ptg) (dat) - Z qio;pa eI Te
=1
w1
= '(I‘/;:l';q — E qigiqﬁw‘l'f"‘»'i—l—ei?
i1
onde ¢; = (61,4, ., 60) 6y =1set=jed;=0sci#j.
Como podemos escrever f(x) na forma:
f(@) =" ha?,
Ipl=j
obtemos que
P, st p=q,
fr =< —qoip, sep=q+e_—¢paraalgumi=12, .., m~1, (3.24)

0, €caso contrario.

Seja g € V" (Ker{m)), dada por:

g{e) = Z gpi’

[pi=37
mostraremos que existe i € V;"(Q') satisfazendo:

(al — 1’1'{;) iL(II?) = g(x).
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Provaremos por indngao sobre os clementos de D, que para cada ¢ € D;. existe

W= 1MQT) tal que:
[(u/ — Mf) h"]]) = g,. para p < q. (3.25)
Para o primeiro elemento de D0 ¢ = (7.0,....0). temos que:
= (1. 2) = € p(Ag),

pois. a 4 a,(A7) e pelo Lema 3.4.2, o(Ag ) = o(Ao) \ A.
Portanto, para cada g, € Ker (), existe ¢, € Q' tal que:

(AQ' - /[q[)¢q = gq'
Definindo h%(x) = @429, obtemos de (3.24) que:

[(u‘l - Mf) h"] = Gy

aq

Hipétese de Inducao: Suponhamos que para um certo ¢ € D;, exista b7 € VJ-”’(Q])

satisfazendo:
(ol — M?) h.."]r' = gp. parap < q.

Scja g € D; o sucessor de ¢ na ordenacao considerada, definimos
A2 7 e
Hy = [(m'[ — Mj) hﬁ’](} € Ker(m).
Como ji, = (g, A) — o € p(Agn) ¢ g; — H; € Ker(w), existe ¢5 € Q' tal que:

Assim, considerando o polinomio homogénco H¢ = ¢;x¢ € V;’”(Q') e usando (3.24).

obtemos:
g; — Hg, sep=yq,
[(m’ - MJ-Z) H‘i]p =< —Gioip;, sep=qG+e_1+e paraalgumi=1...m—1,

0. caso contrario.

Tomamos hi = ht + H1 € V/"(Q"), como ¢ < § < g+ e;_1 +¢; ¢ usando a hipétese de
indugao. conseguimos:

[(ad =M2)0i] = [(al = M) o) + [(al — M) HT]
Gps sep<gq,
[((.lr.‘[ - A/sz) h-q](j + 9 — H‘,} se p=q,

g]’: s¢ P S QJ

gj. Sep=gq.
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Portanto, temos que:

WA VA T A7) ara < (5
(o = AMZ) R L} = g, parap < q.
Finalizamos assim a prova por indncao,
Tomemos ¢ € D; como sendo o maior clemento de D;, entao, existe I e i-')’”((JI)
satisfazendo: '
gAY [ = " ~ D.p > ¢
[(o] Mj) I3 L’ = gy paratodop e D;ej > 2.

Por dltimo, definindo Z(r) = E h7e? obtemos:
J

pl=j
(Wl = M) hie) = 3 (ol = MP) (W) = ) [(l — MP) 1] 2?
wl=j pl=j
= Z g’ = g(x).
pl=J

Portanto, o operador (ol — Mf) ¢ sobrejetor.
[

Agora, podemos dar a caracterizagao espectral da situagao descrita no inicio dessa

SCCAO.

Definicao 3.4.1 Dizemos que a equagao (3.1) safisfar as condigocs de ndao-ressonancia
relativamente a A C o(Ay), se

(0, N) # ju para todo 11 € o(Ag) \ A, ¢ = (g1, ... @) € N" e [¢q] > 2,

onde A = (A1, .., Am) € A1y, A 8G0 08 elementos de A, e cada um deles aparecem tantas
vezes quanto sua multiplicidade como raiz da equagdo caracteristica dada por (3.3).

Coroldrio 3.4.1 Suponhamos que as condigdes de ndo-ressonancia da Defini¢io 3.4.1
sao satisfeitas. Entao,
Jm(Mf) = V" (Ker(r)),

para todo § > 0, ou seja, podemos eliminar todos os termos ‘(,1}2 da forma normal.

Demonstragao:
Como podemos escrever o espago V/"(Ker(m)) como soma direta da imagem ¢ do

nicleo do operador sz, ¢ suficiente verificarmos que o ntcleo do operador M’f contém

apenas o polinomio identicaniente nulo.
3 . ] S B " 2 11 9 3 .
Suponhammos que existe g(x) € Ker(M7) \ {0}, entao temos que:

MZg(x) =0,
o que implica que 0 pertence ao espectro de ;”vff, contradizendo as condigoes de nao-

reSSONAancla.
n
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Teorema 3.4.2 Consideremos o equagao (3.1) ¢ a decomposicao de € dada por:
C=FP&Q,

onde P ¢ o subespaco invarianie pelo gerador infinitesimal Ag. associado ao subcon-
Junto wao vazio o finito A de autovalores. Assim, temos a decomposicdo uw = b + y.
onde ¢ Ry e Q. dimP = m ¢ ® ¢ uma basc para P. Sc as condicocs de nao-
ressonancia relativamente a A da Definigao 3.4.1 sao salisfeilas, entao. cxiste wma mu-
danico de varideel tal gue o equacao (3.1) ¢ equivalente @ cquagao em BC =R" x KNer(r)

(. 1
2 = Br4 Z ;"(jjl (x, ),
iz2
J (3.26)
. 1
y = Apy+ Z 3’,(])2(3” Y),
j>2

\
onde gl.g? sao obtidos como em (3.20), com g3(z,0) = 0, para j > 2. Essa equagio estd
na forma novmal relativamente a P. Se czistir wna variedade localmente mvariante para
a cquacao (3.1), tangente ¢ P no zero, entdo, essa satisfaz y = 0 e o fluro sobre essa
variedade € dado pela equagao diferencial ordindria m-dimensional:

) 1
o= DBr+ Z ;Tg}(;z:, y):
>

a qual estd na forma normal, no sentido usual para equacies diferenciais ordindrias.

Observagao:
Em muitos casos em que as condigbes de ndo-ressonancia sao satisfeitas, ha um par-

ticular mteresse pelas aplicagoes onde a decomposigao de € esta associada ao conjunto:
(1) A={X€o: Re(A) =0} ou (1) A ={A € o: Re()) > 0}. No caso (¢), para y = 0,
a forma normal (3.26) estd sobre a variedade central, e no caso (iz), sobre a variedade

central-instavel.

3.5 Equacoes Diferenciais Funcionais com Parametro

Nas duas se¢oes seguintes, obteremos a forma norinal para equagoes diferenciais fun-
cionais retardadas com um pardmetro em wmn espacgo invariante de dimensao finita asso-
citado a um conjunto finito de autovalores do gerador infinitesimal da equagao linearizada
na singularidade.

Em muitos casos, ¢ conveniente introduzirmos um novo parametro na equacao di-
ferencial funcional retardada, para que possanios descrever completamente a singulari-
dade. Desenvolveremos a forma normal para equagoes diferenciais funcionais retardadas
com um parametro acrescentando nma nova equagao, o que possibilitard considerarmos o
paranietro como uma nova variavel.

Consideremos nma equagao diferencial funcional retardada com um pardmetro,

) = L{a)(z) + Fz, o), (3.27)
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onde z pertence a O = C{[=r, 0}, R") ¢ o parametro « pertence a uma vizinhanga V- do
zevo e R LV — S(C.R”) ¢ declasse C™7 Ve 17 C x V- R ¢ wma funcao de classe
€7 com FF(0.0) = 0 ¢ DF(0,0) = 0.

Consideraremos o parametro « como uma nova variavel. Para isso, estudenios o sis-
tema:
) = Lla)(z) + Flz. )

(3.28)

= (.

Para desenvolvermos a forma normal para o sistema de equagoes diferenciais funcionais
retardadas (3.28), basta considerarmos a primeira equacgao do sistema, ja ue, a segunda
cquacio estd na forma mais simples possivel.

Definindo Ly = L(0), segue que,
L{)(z) = Lo(z) = O (|(z. %)
¢ portanto, podemos reeserever a equagio (3.27),
2(t) = Lo(z) + [F(a, o) + L{)(z) ~ Lo(z)], (3.29)

onde [F(ze, o) + L{cv)(z) — Ly(21)] ¢ a parte nao linear. nas varidveis z; e a.

IEntao, temos que a equagao linearizada assoclada & equagao (3.27), ¢ dada por:
l(f) == LU(Z(),

Sejam T(4),t > 0, o Cg-semigrupo associado a equagao lincarizada e Ay o gerador
infinitesimal associado ao Cy-semigrupo T'(t),+ > 0. Tomemos A wn subconjunto finito e
nio-vazio de autovalores do gerador infinitesimal Ag, e supomos que A contém m clementos
onde cada elemento é contado tantas veses quanto sua multiplicidade.

Como vimos na Se¢ao 3.2, para obtermos a cquagao diferencial ordinaria abstrata
associada a equagao (3.29), com a decomposi¢io dos termos lineares e nao lincares da
eqnacao bem formulada, precisamos considerar o espaco de fase BC| sobre o qual a equagao
diferencial ordindria abstrata, ¢ dada por:

dv

= Av 4 XoGv, @), (3.30)

onde

Ad = &+ Xo[Lo(8) — $(0)],

G(§, @) = F¢,a) + [L(@)(¢) — Lo(¢)]

¢ com dominio D(A) = ¢
Dai, da mesmwa forma que fizemos na Se¢ao 3.2, obtemos que a equagao diferencial
ordindria abstrata (3.30), pode ser decomposta por:

& = Brx+Y(0)G{®Px+y, a),
3.31
dy (3.31)

il Agry + (I = m) XoG(dz + y, @),
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onde Ay ¢ arestrigao do operador A ao subespago Q1 de BC, x € R™ ¢ y < Q'

3.6 TFormas Normais

Nesta sccao, calcularemos a forma normal para equagoes diferenciais funcionals retar-
dadas com num parametro, para isso. faremos uso do algoritino previamente desenvolvido
Dt Secao 3.3.

Considerenios as expansoes de Taylor:

r—1

L@) = Lo+ L) +Ofla"™),

=2

r—1
1
Flz,0) = Z;;Fj(zt.a)+0(|(2m¥)|r)»
j=2

oude Lj{e) ¢ de ordem j — 1 em a ¢ Fj(z, ) é de ordem j em (2, ). Notemos que
Lilev)z ¢ de ordem 3 em (5, x).

Pela decomposicio de C, como em (3.5), podemos escrever z, = @a + y, com @ € R™
eye Q.

Futao, as equagoes em (3.31) tem a forma:

( rel
. 1 .
i = Bz Z Ffjl (z,y,a) +O([(x,y,a)|")
j=2
J (3.33)
dy 1 9 '
- = Aguyt Z 535 (g @) + Ol g ),
\ j=2
onde ,
[y, a) = WO)[j'Li(e) (x4 y) + Fj(Pa + y, o)),
(3.34)
JHay o) = (I —m) X[ () (Pz + y) + Fij(Pa + v, a)].

Observando que a varidvel de dimensdo finita ¢ (z, o) € R™*? e a varidvel de dimensdo
infinita é y € Q', podemos aplicar o algoritmo da forma normal para equagdes diferenciais
funcionais retardadas, donde obtemos que a forma normal para a equagdao (3.27) até o

termo de ordem r — 1, ¢ dada por:

r-1
1 .
( & = Br+ Z F(/} (x,y, )+ O([(z, y, a)]"),
i
(3.35)

r—1

1 .
= AQI.U-%Z].—,QJ?(?F.%G)+0(l(-7?~;f/,rr)l’)~
=27’

dy
dt
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cn
dyrya) = (1= f’}_m(MJ]))\lf([])[;)'!ﬂj((}:)(<I>:I: +y) = Fi{dr +y, o),
(3.36)
) = (TP = )Xl () (@ )+ ()]
onde os aperadores f’,lm,\,\,;], 1’,2“,(“;;), sa0 as projecoes definidas por:
Pl @ V7 R™) = (11]).
[’fm(%?) VIt (Kerm) — T (M’f) ,
e o operador My = (M}, M) ¢ definido por:
M VIR X VT (Ker(n)) — VP(RY) < VT (Ker(n),
(Mjlp)(.r, ) = D,pla,o)Bx — Bp(z, ), (3.37)

(ﬂ’ff/f.)(:i:,w) = D.h(e,a)Bx — Agih(e, a),

com dominio D(M;) = V" FR™) VI QRY).

Agora obtemos, da teoria da Se¢ao 3.4, as condigoes de nao-ressonancia para eqnagoes
diferenciais funcionais retardadas com parémetro.
Definigao 3.6.1 Dizemos que a equagdo (3.27) safisfaz as condigdes de nao-ressonancia
relativamente a A C a(Ay), se

(q. A) # g para todo o € a(Ag) \ A, ¢ = (g1, .., ) € N e |ql > 2,
onde A = (A,.., Am) € Ao, Ay sdo os elementos de A, e cada wmn deles aparcecem tantas
vezes quanto sua wmaltiplicidade como raiz da equagdo caracteristica dada por (3.3).
Finalmente, temos um teorema, analogo ao Teorema 3.4.2, resumindo a teoria para
equacoes diferenciais funcionais retardadas com um parametro.

Teorema 3.6.1 Consideremos a cquagdo (3.27) e a decomposigao de C, dada por:
=P e,

onde PP ¢ o subespaco invariante pelo gerador infinitesimal Ay, associado uo subcon-
Junto ndo vazio ¢ finito A de autovalores. Assim, lemos a decomposigao u = dx + y,
onde v € R™, y € Q, dimP = m ¢ ® ¢ uma base pura P. Se as condi¢oes de ndo-
ressonancia relativamente ¢ A da Definicao 3.6.1 sao satisfeitas, entao, existe uma mu-
danca de varidvel tal que a equacao (3.27) é equivalente & equagio em BC = R"x Ker(n)

r—~1
l :
r = B]—}—ZF(]}(-IVU\(I)'{*O{'((', Y, O()I')’

j=2

el

. ' .
(:fjf{ = Apy+ Z ;—!f/,?(fa y, ) + O({(x, y, O)Iy}

j=2°
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H2

onde ;;_,'.'r;_’f sao oblidos como cm (3.36), com yf(:::, 0) =0, pare j > 2. Fssa cquacao estd
na forma normal relativamente & P. Se existir uma variedade localmente imvariante para
a cquacao (3.27). tangende a P no zero, entdo, essa satisfoz y = 0 e o fluro sobre cssa
variedade ¢ dado pelo cquagao diferencial ordadr me-dimensional:

=1
— 1 ] .
@ Bk ) 5793 G ) - Oy, 0l

=1

i qual estd na forma normal, no sentido usuwal pare cquagoes diferenciais ordindrias,

3.7 Singularidade do tipo Bogdanov-Takens

Nesta se¢ao, faremos aplicagoes a singularidade do tipo Bogdanov-Takens. () nosso
estudo consistird, numa situagao geral, do cdlculo da forma normal para equagoes dife-
renciais funcionais retardadas escalares com singularidade do tipo Bogdanov-Takens.

17 Aplicacao

Coonsideremos a equacao diferencial [uncional retardada escalar definida no espago
"= C'([-r.0].R).
(1) = L(z) + Fz), (3.38)
onde L €' =» R ¢ um operador linecar hmitado ¢ F € ¢V, N > 2. definida de C em R,
com F{0) =0 ¢ DF(O) =0.

Sejam T(1), t > 0, o Ce-semigrupo das solugtes da equagao linear:

(t) = L(z),

¢ Ay o gerador infinitesimal associado.
Suponhamos que a cquagiio caracteristica A(X) = A — L(e) :
(7) tenha A = 0 como autovalor de multiplicidade dois,
(#¢) nao tenha nenhum autovalor, além de A = 0, com parte real zero.

Portanto, da hipétese (i), temos:

N 0A(0) 9?A(0)
A(U)—O, -—(,)—)\—qo ¢ W#O,
ou seja,
L) =0, LB =1 e L(6?) #0. (3.39)

Cousideremos a decomposigao de ¢ por A = {0} dada por:
C=reo, (3.40)

onde 7 ¢ o espaco invariante pelo gerador infinitesimal A associado ao autovalor A = 0,

dado por:

P = Ker (An)k”,
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e by ¢ o ascendente de 00 Um clemento ¢ € P se, ¢ somente se,
by B e DA e AR =0,
Ol seja
LAGHE Y = 0 Loy = gRom D), L Lig) = @lo) e ¢t = 0. (3.11)
onde ¢ ¢ derivada i-6siina de ¢ com relagao a 0.
Entao:
A0y = las + (0 + D0 + Mai+292 et Mak _ @ho L),
‘ ' 21 (ko — (1 + 1))
Usando as condigoes (3.39), conscguimos:
o L(g*o~1) = L{(kp — V)lage—1) = (ko — Dage—1 L(1) =0,

o L{H02) = (ko — Dlag, o L(1) + (ko — Dlag, L) P27 g50=1(0) = (ko — 1)lag, 1.

L{0?)

' ' : ko — 1) ag, -
o L") = (ko = 3)lag—sL(L) + (kg — 2)lak,—2L(0) + (o i fl

BAD G0 2(0) = (kg — 2)lag, 2 = ag, 1 =0,
. , : ko — 21 ap, -2 o
L L((,’!)(k“i'u) = (AI(] — ’-l)!(l.;‘»l,-.qL(l) + (]\0 - 3)!(1,;,.0_3[/(()) + ("ﬂ“—T)%L}.__[/(ﬁ“)

B g0-2000) = (ky — 2)lagg s == g2 = 0,

(3.41)

o L{gptko ko= — [(dYy = g, L{1) + 2ap L{) + 3a3L.(6%) = $(0) =" ¢*(0) = 2ay

—=> 1z — (),

o L(§) = aoL(1) + mL(0) + a L(6%) "2 $(0) = a1 == a2 = 0,

on seja, ag,_1 = -+ = az = 0 € ag, ¢ S0 reais quaisquer.

Portanto, o espaco P tem ascendente dois e, é dado por:

PP = 1\’(*1‘(‘4.,)2 = {¢p € D(Ay) : ¢(0) = ap + a1, e ag,a1 € R}.

Assin, podemos tomar ® = {¢1(0), ()}, 8 € [~ 0], como sendo uma base para 1,

coni:
1(0) =1, ¢o(0) = 8, para 0 € [—1,0].



3.7 Singularidade do tipo Bogdanov-Takens

C'omo A — 0 tem ascendente dois, temos gue:
PV Ner(A5) ={y e DALY :p(s) = by — by, e by.by € R}
¢ entao. tomemos a base ¥ = col {U?-'] : 'qt!z} de PT, onde
Pi(s) = 1 (0) — s¥2(0) ¢ Uals) = ¢+(0).

con e (0) 0 (0) € R e s ¢ 0,0
Para que possamos ter (¥, &) = I, é necessario e suficiente escolhermos #,(0), ¥2(0)

reals, tais ques

(42(0) - s1(0), 1) = 1
(11 (0) — s12(0),6) = 0,
ou seja,
0 P8
i (0) - / / (101 (0) — (€ — O)ipe(0)) dy(B)dE = 1
J-rJO
) "
/ / (11 (0) ~ (&€ — 0)hy(0)) dnp(#)EdE = 0,
—r JO

o que implica,

2

wmn—wmmum+¢umL(%)—wame%:l

, AN
~u (0}, (3—) ~ 1 (0)L (?) =0,

e usando (3.39), obtemos:
02\’
1,/)2(0) =-L (‘;’)

2\ -2 3
om=5(5)"6(5)

P=gerd &O)=(1.0), para 0 € [—-r,0],

(3.42)

Concluindo, temos que:

PU— ger U W (s) = col (Y (0) - s12(0),1,(0)),  para s € [0, r].

onde 1 (0) e 12(0) sao como em (3.42).

A matriz B satistazendo ® = &B ¢ —¥ = B é dada por:

: 01
B_[O ()]'
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Observenos que o tnico antovalor de 136 A = 0, ¢ esse tem multiplicidade dois.
rntao. a equagao diferencial ordindria bidimensional sobre a variedade central tem uma
stngulartdade do tipo Bogdanov-Takens.

Calenlawvemos a forma normal para a equagio diferencial ordingria bidinensional sobre
avariedade central alé os termos de ordeni dois,

Observemos que as condigoes de nao-ressonancia da Definicio 311 sdo satisfeitas.

De fato:

Pela hipatese (7). a parte real de je & diferente de zero para todo 0 € a{Ag) Y AL entiw.
para ¢ = (q1. q2) pertencente a N com g == 4, 7 > 2. ¢ A = (0.0), conseguimos:

(g, A) — = —p # 0.

Agora, descreveremos a forina normal sobre a variedade central como foi desenvolvido
nas se¢oes anteriores.
Consideremos a expansao de Taylor para I7 até os termos de ordem dois,

Fu) = %P}(u) + O (Ju)},

com n € (.
Pela decomposicao de C por A, como em (3.40), podemos decompor « € ¢ da forma:

u=qr+vy,

com € R" ey e Q.
Definimos fo(a, y) como em (3.11),

¥1(0)
folw.y) = 2 (0) Fy (b + ).
({ —7) Xo

onde as duas primeiras linhas representam a componente de fo(w,y) em R? ¢ a terceira
linha representa a componente de fo(z, y) em Ker(r).

O operador

vl 12 (2 2 (122
MV (R?) - VE(R?),

para j > 2, ¢ dado por:

I (@
51:2%(1) — pa(x)
Ty
M () = .
. dpz{(a)
2 (9.'1-'1
coma={ " }eR e plx) = () ) e V2 (R?).
. T3 () J

Agora, calcularemos o espago complementar de I (MJ}) em Vi (R?) | para que pos-
samos determinar os termos de ordem dois que nao podem ser eliminados da forma normal.
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7

Consideranda 2 base canémica de V7 (R?),

(O ) () () L) ()

entao. suas respectivas imagens sob o operador M), sdo:

2y ;1:5 () —:L'% — a0y fﬁ
0 J V0 )0 )\ 2mm )] x; ‘ (} ‘

Portanto, temos gue:

, N 2apay .'I.‘.‘ﬁ —.‘If% —
IIT?‘ (Afz) = ger { ( 0 ) 1 ( 0 1 2:1:11;2 y .’If‘sﬁ .

Dal, como os vetores,

2.0 T —1? —T) T 0 0
[] ’ 0 ' 2.’]'.'1[1.'2 ’ ,‘L'% ! ;.[,'1.’],‘2 ’ ,’I,'% '

sao lincarmente independentes, podemos escolher o espago complementar de Trn (My) em

V.2 (R?) como:
Im (JW.I)C = ger Uq 0 i (3.43)
< v .’L"l' ! Ty

Tomemos v, 3, v € R, tais que:
: . v 3y 2
Fy (Qa) == aay + Bapag 4 yas,

entao,

fHx0) = VOV (dr) = ( j/;lgg; ) ar? + B ry + yri

2 2
N P, —ay ﬁ , N 2.’171!172 o Lo )
- [ oy’ (0) ( 2:1,:1”..2(0} ) + 9 (] (0) ( 0 ) + Yin (O) ( 0 > +

v 0 PN 0 ! ;
3 2 (1) ( 222(0) )J + [(209’11 (0) + A (0)) ( T 2o ) + at2(0) ( a3 )} '

Desse modo, temos gue:

(7' = Do) f2 (2, 0) = () ( E ) + (209 (0) +,3z/,2(o)>( ! )

] NRRD)
onde I}, ¢ a primeira componente da proje¢ao:
, ) ‘
ot Vi (R?) x V3 (Ker(m)) —= Im(My) x Im(M3),

com Pro = (P}, PFy) .
Portanto, o fluxo sobre a variedade central é dado na forma normal até os termos de
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seginda orden, por:
i1 o= ag + Of|x])

iy = ax]+bryxy + O(|x]?),

ondo

V() = —al (67)

5 2 o
b= atn(0) + S (0) = oL () “L(°) - pL (0

sao constantes reais.

De modo geral, ab # 0, ¢ as equagoes e (3.44) determinam uma versao da singulari-
dade do tipo Bogdanov-Takens e no caso em que ab = 0, precisammos caleular os termos
de ordens superiores para a forma normal, ver [2, 3, 10].

Sabemos de [2, 3, 10], que a versao geral da singularidade do tipo Bogdanov-Takens
na forma normal sobhre a variedade central, com ab # 0, é dada por:

&y = m+ O (N + |z]) |=]?)
(3.45)
@y = Apey + Aawg + axi 4+ beprs + O ((JA] + |2]) |2)?)

Agora, queremos determinar a versiao geral da equagao diferencial funcional retardada
escalar original com a singularidade do tipo Bogdanov-Takens. Para isso, tomemos mma
perturbacao da equagao diferencial funcional retardada original (3.38), da forma:

thz(t) = waz(t —r), com v, vy € R,

donde obtemos:
(1) = vyz(t) — vzt — )+ L (2(8) + I (2(8)) .

Consideremos a decomposigao de C,
BC =P @ Ker(n),

onde P é dado como em (3.40).

Como

z(0) = ®(Nz + y(6), 0 € [—r,0],
com ¢(#) = (1,0), x € R™, y € Q e usando as cquagdes em (3.10), obtemos:

i = Bax+ V(0)[F (P + y) + o1 (B(0)z + y(0)) — vy (P(—r)x + y(—7))]

W Ay + (I = 1) X [F (02 + y) + vy (D(0)2 + 5(0)) — vz () + y(~))].

di
Donde obtemos,

i = {B+ ¥(0) [ (vy —vg) wor 1o+ U0)[F(Px +y) + 01y(0) — vay(—7)]

df? = { A+ W(0) [ (v —v2) wor [}y + (1= m)Xo[F (& +y) + 012y(0) — vay(-7)].
(1L
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Para determinarmos a versao geral daequacao diferencial funcional retardada escalar

original com a singularidade do tipo Bogdanov-Takens, cuja equacao na forma normal

3.45), consideraremos wma mudanga de varidvel

sobre v variedade central ¢ dada por (3.45
== Du,
onde 12 ¢ wma matriz constante 2 x 2, ndo singular, tal que a parte linear da equagao
0= {B - W(0) [ (1 = 1) wor ]};'1: + W(0)[F (Px +y) +0y(0) — vay(—r)],

sejalevada’ na parte linear do sistema (3.45), ou seja,

D! [B + 9 (0) [ (vp — vg) wgr ” D = B+ { ?/1’9(20) } [ AM2(0) 1 Agya(0)7 ]

o Jo o1
BREEN A

o que equivale
D™IBD = B,

D-1W(0) = { 400 } |

1 4 (0)y(0)~1

o portanto, obtemos:

D =
0 1

Fazendo essa mudanga de varidvel comn y = 0, temos que:

D7 [Be+Y(0) [ (my =) wvr || De=D"'BDs+ D W) [ (v; —v) wver | Da

0 0 _ _
= DBe+ [ 1 (0) } [ (v, — v3) var } Dx = Bx + [ ¥ (0) J { Mo ()71 Agtfy (0) 1 ];F

Ta
Az + Agzg |

onde

L2 2 L(#%) 2r
/\ = [V — L —_— 0 P Ty — —_ — N ‘
1= (v ul)L 7 e Ay {(71 !)2)315(92)2 U2 7 (02)} : (3.46)

Consideremos a mudanga de varidvel que, para y = 0, ‘transforma’ a equacio

i = B+ %\11(0)172(;::, 0) + Oz[%)
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em sua forma normal:

iy = g b Of]zf)

iy = ax? + by + O(z*),

dada por:

Ot [!"QI(JT) = ( ;le:; ) .

Supondo que

1 ,
T ok .‘I}""} &),
1 ! 5 5 ()

Fy (2,0) = oz;z:f + B g + a3,

¢ fazendo a mudanca de varidvel 2 — Da, para y = 0, na equagao

i=[B4wO) ] (n—v) wor]]e+ %W(O)Fz(:c,()) + 0 (J2]*).

obtemos:

o= [B + { 1/‘.*2(20‘) } [ A 0)7" Agg(0)7 ]J T+

Loiovmin oy 2[4 T gy g 2] 0

(2o 29201 (0) 102 (0) 71 + aziahr ()24 (0) 72 + B2 (0)eha(0) 1] + O()z]*).

Agora, fazendo a mudanca de varidvel

1
o— T+ gUgl(a:),

P

pi(x) :
com Ulx) = ( P ) , CONSegUIMos:
2{ ' pa(x) 5

o 1
(I + D Uy(x)) = [B + [ 1/’2(20) ] [ A (0) 71 Azt (0) 7! }] & +§ [B +

P
2(0)

Lgn(0) | - (2 Ly, e 0 o (oL
_2_[ 0 F, .1..-+—2(/2(.1.),0 +2 T/'»"z(o) 20y .(.1—]—2p1(.(.)

_ 2
(:1;2 + %]]2(;(")) i (0)12(0) 7 4« (3;] + -;—pl (:E)) ¥1(0)%42(0) 2+

+O0(jz]?).

2
1 , , B
A (;,,,2 + 5,)2(1;)> W1(0)42(0) 1

] [ Ave(0) Mgt (0) 71 ]] Ul(z) + w(0)F; (:1: + %(.f,} (:1:),0) —
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Usando as equacoes (3.16), (3.17) ¢ as relagoes:
P1(0) = Mooy — 1) = Mwgr(vy — 1) 7%,
?Jlt’Q((]) = /\] ('l'l — ‘[)2)_1’

abtermos,

v2 + O (1AL + 1) [+f2)

il

-”"‘1
Fo = Apr + Ao 4 (l:I’f + beyrs + O ((f)\‘ + ‘!|) ‘,I‘;g) .

com a,b ¢ A= (A, A2) dados como em (3.44) e (3.46).
Concluimos assim, gque a versao geral para a equacao diferencial funcional (3.38) com
singularidade de Bogdanov-Takens no zero ¢ dada por:

() = v z{t) — voz(t —v) + L{z) + F(z), (3.47)

onde 0y, v $a0 reais.

2° Aplicagao
Agora, faremos um caso particular da equacao (3.38),

A1) = [ (=(0), 2(t = 1), (3.48)
com f € CN(R2ZR), N > 2, f(0,0) = 0, e suponhamos que a equagio caracteristica
(3.3) :

(7) tenha A = 0 como autovalor de multiplicidade dois,

(#1) nao tenha nenhum autovalor, diferente de zero, com parte real zero.

Podemos escrever a equagao (3.48) da forma;

< 1 , X
Z(f) = Z(f) — Z(f — }) + 5 [/1(2!(])32“) + A(l'l);f(f)ﬁ'(t — 1) -+ A(gvg)zz(l — 1” +

+K (2(t).2(t - 1)),

onde K(0,0) =0, DK(0,0) =0 ¢ D*K{0,0) = 0.

De fato:
Tomando a expansao de Taylor para a equagao (3.48), podemos escrever:

1 .
Ht) = az(t)+bz(t — 1)+ 5 (A2 (t) + Aqnz(t)z(t — 1) + Ay 22t — 1)] +

+ K (=(1), z(t ~ 1)).
Definimos os operadores L. O — Re Fy . C — R, por:
L(g) = ap(0)+bp(~1),

Fy(9) = [Apge™(0) + Aqnd(0)d(—1) + Apad*(-1)].
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e entao. pelas relagcoes em (3.39). temos que a = —b = 1.

, (N

P (0) — L (-5) L (?) :
EAN

o (0) = — L ( ) ,

: 2
i(0) = gs

[as relagoes

o |

obtemos

?/)2(0) =2

Consideremos a decomposigao de C' por A == {0}, ou scja, C' = P ¢ @, desse modo,
podemos escrever z; € O como: z; = P - y.

Dai, para y = 0, conseguimos:
172((1){17) = [/1(2‘0‘)(}{)2 (())(1? + Ally])qb({))!(‘b(—l)l -+ A([)ngﬁz(“l}.’r-:I
e [A(g_[))llf + A(l,l)”’.l (.’L‘l — ;l'g) -+ A(O,?) (.’I.‘l - .’I,"z_)ZJ

= [(/1(2";, -+ A(1,1) -+ /1((;,2)) JI?% -+ (—A(u) - 2/1(1),2,)) Ty + A(o.z‘;-'ﬂ :
(3.49)
Portanto, temos de (3.44), que o fluxo sobre a variedade central ¢ dado na forma

normal por:
dy o= g+ O[x)?)

Iy = a:vf + b.‘z‘,l.'ztg -+ O(]:L-'JB),
onde
= —al, (92) = (A(g_(]) + A(L‘l) + -"1(0,2))
. . . o 1
b= ;nL ()P L) = pL(9*) " = 5 (24 — Aoy — 440z

Obtemos de (3.47) que a versao geral para a equagao diferancial retardada (3.48) com
a singularidade do tipo Bogdanov-Takens, é da forma:

(1) = w20 — a2t = 1) 4 2(0) = 2lt — 1) + 3P (0, 5 = 1) + K (0. = 1),

"({) = (1 + 'l'1)2([r) - (1 + '(’Q)Z(f a 1) + % [/1(2'0):2(” + A(LUL’(”E(# - 1)+

4

+A(()‘2)32(f- — 1):' -+ ]\’(Z(t),i’(!« - 1))

com K(0,0) =0, DK(0,0) =0c D*K(0,0) = 0.
Concluimos que a versio geral da forma normal sobre a variedade central, com ab # 0,
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¢ dada por:

o= ay+ O (A + |5’7|) |’|2)
(3.50)
12 = /\1;1f[ ~+ /\2.1.'2 + (1-11,'.17' -+ b.’l.'l.‘(fg -+ () ((!/\|j -+ f’“ [;I‘IQ.) ’
l)ll(l!'
A1 = 2 — 1),
2
)\ = —( ) 2 3
J 9 3(f1 + 2vy)
a = (‘4{2‘()) + A(_I‘l) + A(”Q)) :
[
b= E (2/‘](2.0) - 44(1,1) - 4‘4(0‘2)) ’
Observacao:

i {2, 3, 10], considerando cquagoes diferenciais ordindrias. hd uma descrigao dos
retratos de fase numa vizinhanca da origem para a versao geral. Esse resultado pode
ser utilizado para (3.50) através dos coeficientes considerados acima, entao podemos usar
os coclicientes @, b, o os parametros Ap, Az, que surgem na versao geral da forma normal
para descrever o possivel retrato de fase em termos dos coeficientes da equacao diferencial
funcional retardada original sem a necessidade de calcularmos previamente a variedade
central. Bm particular, a estabilidade das 6rbitas homoclinicas ¢ periddicas ocorrem para
certos valores dos parametros ¢ dependem do sinal do produto:

(A(z()) + Aq + A(O,Z)) (2/4(2,0) -~ Aqpy — 4A(u,2)) ~

37 Aplicagao

O nosso objetivo ¢ tlustrar o caleulo da forma normal para termos de ordem maiores
que dois, vamos mostrar também como esse procedimento difere do caso de dimensao
finita. Consideraremos um caso particular da equagao (3.48), cuja condi¢ao a.b # 0 niao

esta satisteita,
) = z2(t) — z(t = 1) + cz(t) [2(t) = 2(t = V)] + Bz()22(t ~ 1), (3.51)
com «, 3 € R.
Nesse caso. obtemos de (3.44), que os coeficientes da forma normal sobre a variedade
central sao:

(a = (/1('2'“) + /1“.1) -+ /1.(()‘2)) = 20 — v + 0= 0,

[ —

1
3

h = (2/‘1(2'()) — A(l,l) — 4/1([]‘2)) = - (2(2(_}) + 2 -+ [)) == .

[

-

Como essa cquagao ¢ um caso particular da equagdo (3.48), o autovalor A = 0 tem
multiplicidade dois ¢ nenhum outro autovalor tem parte real zero. As condicoes de nao-
ressonancia sao satisfeitas e implicam que ]7‘71(MJ2) = Vj2 (Ker(m)), 7 > 2, portanto,
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podemos tomar a projecao

PPV (Ker(m)) = 5 VP (Ker(x).

como sendo a identidade.

Agora. calenlaremos a mudanca de varidvel Uy(). dada e (3.21). Para isso. preci-
saremos calenlar o espago complementar de Ker(M)), ja que, o operador (My) ' leva a
”

hnagem do operador M} sobre (Ker(AM]))
Os operadores M VE(R?) - VZ(IR?), para j 2 2, sdo dados por;

Opy ()

1 P ()

dz,
Opa (i)

To—/—
0.‘!,'1

,-MJ-] (p()) =

- . ~ . r0
Considerando a base canonica de V7 (R?)

v T2 e 0 0 0
0 /'L 0 B AN B A W PO A A

podenios eserever p(ar) € ViF(R?) da forma

p(a) = () _ ala;f + (o g +- (1,3:1:'5
PR p2(r) - (!.4:15% + asTyv0 + (L(;:z‘g ’

(3

¢ portanto, p(x) € Ker(MJ), se

« v 2

Jajxt + a1y + azx ,

T2 : . Z ((u:l:f + agryry + a(;.lfé)
K5

=0,

I3 aQ
daygr] + azxyry + (I,(;;ITg

Iy

dry

cntao,
g2 o L L g2
2a 8 29 + g = agr] + asdry + agy,

2411 + agxry = 0.
A segunda equagao do sistema acima implica que ay = a5 = 0, ¢ portanto,
2014129 + Ualh = agits,
pa{®) = agal,
logo, temos da primeira equagao que ag = ag, ay

Dal,
m(x) — agryay + azad,

palr) = agrs,



3.7 Singularidade do tipo Bogdanov-Takens

Ker(M}) = {( h ) . ( s )}
2

Assim. escolhenios o complementar de Ker(M3), dado por:
2 .
g A AN €y 0 0 KA
(J\H(MZ)) N {( 0 ) ' < T ) ' ( &2 )’ ( 0 )}

Usando a expressido em (3.19), conseguimos:

=1
| =

Ol seja,

Fo (@(x)) = 2ax; 22,

e entao.

r 4
3

.f?(:l"\o) = 4oy xrrg.

B 20’(1 - W)/YO i

Como P?, = 1, pois In(M3) = V{(Ker(r)), temos que existe uma tinica kb € VZ(Q')

tal que:
(MZh)(x) = (I — m) Xoay1a,

011 sC)A,

h(x) = (MM — 7) Xoz 22 (3.52)
Considerando a decomposigio de V2 (R?),
Vi (R?) = I'm(M3) ® (Im{M,;))",

com (Im(My))", dado em (3.43), obtemos:

20 [ 2xq7 0
17, . 142
fo(x,0) = 3 ( 0 ) + 4@( 1 ) ,

2 2wy
com —E;l ( r(l)r; ) € Im(M}).

Desse modo., como (M) (Im(MD)) = (Ker(M1))° . conseguimos:

- 1 {20 { 2@z 200 [ a2
Us(x) = (My) ' Pl f3(2.0) = (M)~ (—3~ ( (1} 2 )) =3 ( 01 ) ,

a(()- ()

poIs,
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Concluindo. temos gne:
( :l'f ]
3
(iy(xr) = 20 0
| b)) |
A partir deste moniento, passaremos ao cileulo dos termos de ordem tres.
Obtemos, da equacao {(3.51), que a parte nao linear ¢ dada por:
Fldr+y) = a(®0)e+ y(0) ([P0 +y(0)) — (o(=1)a + y(—-1})] +
g , AT I ..
+8(@(0)2 + y(0)) (¢(=1)r + y(=1))" = S Fa(w, y) + 5 L5(x.y),
onde
oo, y) = [20(xprg + 2, (y(0) — y(=1)) + 229(0) — y(0)y(=1) + ¥?(0))].
y(ey) = [B18(r(ey - x2)? + 203y (=1) - 2wpay(—1) + my? (= D)4 23y(0) -
2y 0ay(0) + 2wy (—1)y(0) + 22y(0) =222y(—1)y(0) + y2(— y(0))].
(3.53)

Portanto, a equacao diferencial definida sobre o espago P ¢ dada por:

2 2
1131, L] 3

T = Br+ 3 3 e, y) + Y 3 a{r, y).
2 L2

Agora, fazendo a nmdanga de variavel
1 1 1 72
(w,y) —> a4 2Uy(x),y+ ZUs(x) ).
' 2 2
na equagio acima, oblemos,

1, 1 1 1 1.\
(1 + 5 DU, (1)) v = B (.’1: - 5{_[21(;1:)) + Ele (:r: + E(.i.} (r).y + é—l,-'f(;r)) i

1 1. 1o,

%jf% (:r + 5[} (x), ¥+ 3’!(,&_,‘(:1')) .

Daf, usando as expressoes e (3.53), conseguinios:

wLine

/3 (.z.‘ + %U,}(J:). y+ 17(;22“)) = fl{w.y) + 2w [ axy (h(x)(0) = hix)(—1))+
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: Sy(0) - y(=1)) + %.1.‘?.172 + 20y(0) () (0) + s h{)(0) — ay{0)Vh(e){—1) -

o
1 ‘75‘.!.‘] JAS
—ay(-1)h(r)(0) } .

| L, , o .
Iy (;r + 2(“} (r),y + 515’(1)) =[x, y) + O (e nIeE

(3.5:4)

. , 1 .
Considerando a inversa do operador (1 + §D,.-,U21 (z) ] como em (3.17) ¢ as equagao

(3.54) acima, obtemos:

. T 1 \
o ([ - §D,U;(:c) + @").—2D_I.Uzl(:r)D;,.UQ1 (z) + O(] :E|4)) :
2
Br + %BU; () + l) [, y) + 2 3 { ax (h(2)(0) = h(x)(=1))+
2

P 23(0(0) - p(-1) + Sk + 2ay(Oh()0) + an(2)(0) -~ ay(O)h)(-1)-

—ay(--1)h(x)(0) } } + ;—!fsl(-'v.:u) +0 (I, 1)

1

2

] l azi(h(z)(0) — h(e)(=1))+
3

= Bu+ lg%(-%n y)+ % [fal(:v,y) +da {
+Sa((0) = y(=1)) + Gadra + 209(0)h(x)(0) + ash(z)(0) ~ ay(O)h(a)(~1)-
—ay(—1)(x)(0) ] %DTUZI(T) A (. y) — (DU (x)Bx — BU(2))] | +

FO ([

] 1 1
= DBur 5_(/5(:1;,1/) + 3 ':f;(fy) + A { \ } [ ax (Mx)(0) - h(z)(=1))+

+-g:::f(y((l) —y(=1)) + %;rf:rrg + 20{0){2)(0) + o2 () (0) — ey(0) ) (1) -
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o 3 ]
—ay(—=h(e)(0) | = 51);,,(;’2‘ (Wgi(ey) | +OUE Y.
Dal. para y = 0, temos que:

‘ , I o , . .
&= Br+ ;(}i(;:r. 0) + 5 fH(x,0) + 4a? (M) (0) = h{a)(=1))+
- wr. 3

1, v .
puits + aah{2)(0) ] + O (] =],

on seja,

1

&= DB +§ [ Devr g ] - a ; 4;)’(.1-1(.1.1 - .1,2) ) -+ e [ +-§.l»1.l-2 +

4y (h()(0) = h(x)(=1)) + z2h(2)(0) ] + 0O (] z|").

Assinn, os termos de ordem trés que surgem apds fazermos a mudanga de varidvel para

os termos de ordem dois, sao dados por:
1 ‘ 1
fi(r,0) = 48(w1 (11 — x0)?) + 4o’ [ +-3—:r:f;r2 4 a1 (h(x)(0) = h(a)(=1))+
3 X

Frahin(0) |

Na scquéncia, para obtermos g3(x,0) como em (3.20), precisamos escolher o espago

complementar de Trn(M;).

Consideremos a base canonica de V2 {(R?),

T Tir) TS T3 0 0 0 0
0/’ 0 ' 0 Ao o\ ) Ualey )\ g ) )

entio, suas respectivas imagens, sob o operador

oy (x
Mj (p(z) = :
Opa(x)

611)1

T2
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Portanto, temos que:

302, Qa2 73
1 e 2 142 2
I (M) = ger { ( 0 ) . ( 0 ) , ( 0 ).

Conn isso. podemos tomar o espaco complementar de Irn( M),

e 0 0
Im (M) = ger { ( a3 ) : ( riv, ) }

Como o polindmio homogéneo h pertence a V.2(Q'), podemos escrever:
h()(0) = heo (0)a] + by (@) + hio.y (0)3, {3.55)

com fig 5y € Q. ij=12¢ci+y=2

Substituindo (3.55) em f3(x,0) ¢ tomando sua decomposicao em relagao a decom-
J3 i
POSICAO

V7 (R?) = Tm(My3) @ (Im(My))",

obtemos:

ey 0) =
f.;(’ ) 3 ) 3

( 3‘“( 2 ) + (28 + 20%h(0.2)(0) — 202Dy 1y(—1) + 20%h1(0)) .
2,23 2 ]

( 1652 ) +_(402}”02)(0)). ( if ) +—(12@2h(LU(0)) ( i3 ) +
T3

8§ Ao’ da? 4o’ da? .
(——/j + — + —h(]‘l)(O) - “‘}—*}6(1_1)(“—1) + '—3—1!(20)({])) .

—

=

_ a3
+ (=48 + 4c®h20)(0) + doPhaay(-1)) ( ? ) +

3:1?%1’2

(12[7’ -+ 40’2’1,(0’3)(0) - 4&2}1,((]‘2)(—]) + 4()!2}),(1,1)(0)) . ( 0 2 )] +

r1Ts
0 0
+ (1273 : + 1207 / -+
! (.’Ii‘: = fl"f.’l"z) “ (’I‘gm(O) - }LLQ‘())(—I)) ;7?‘15
0
+12a2 1
<§ + 2}’(20)(0) - ,7«(2'())(— 1) +- ll“‘l}(O) — ’I(]l)(h])) IIT%IITQ
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Assti, conseguimos de (3.20), que os termos de ordem trés da forma normal sobre a

variedade central sao dados por:

' 0
gyl 0) = (I =Pl fi(x,0) =125 ( (_1_3 3 T%) ) +
w3 —adr

0
+ 120" .
0 ( (hzg,u)([l_) - ll{zvl))(—l>) . )

0
+12¢* 1 |
3% (§- + 2h20)(0) = hpa0)(—1) + R,y (0) — }5(1,1)('—1)) 21 )
(3.56)

Para que possamos explicitar os termos de ordem trés da forma normal sobre a varie-
dade central em termos dos cocficientes da equagao original (3.51), é preciso calcularmos
hiawy € hyyy pela resolugao de (3.52). Como essa equagao ¢ considerada em um espago de
dimensao infinita, temos que essa é uma equacgao funcional, na forma de uin problema de
valor de contorno para uma cquacao diferencial ordindria em RS,

De fato:

Usando a definicao de M{f, CONSCZUINMOS que:

D.h{a)Ba ~ Agih(z) = (I — 7) Xoxqyag.

Uma vez que by € QL i, j=1,2¢ci+j =2, temos que
/1@1/1,(,-‘]) = flh:(,jl]'),
¢ portauto,

;1:28_“%;@ — () (8) + X, [1',,(3-;)@) - L(}-g(:c))] = [XO - (% n 20)} 212,

onde h denota a derivada de h{x)(0) com relagio a 6.
Substituindo a expressao de b, como em (3.55), obtemos:
(fh(g,.,)(o)) o+ (21;,(0),“,) - l}“‘l](())) Trs + (/1,(“)(9) - /;,(0_2)(0)) 2

Xl) {(}1(20)(0) - }L(Z‘(J](O) ~}- }1(2,0)(—1)) I'% + (ll(ll)(()) - ]L(l‘l')(O) + h(l,l)(_—l)) ;1)1.’[?2+

: 2 .
(hr(u‘z)(O) — ]1.[0‘2)(0) + 11(02)(*1)) II.'%J = — (5 + 29) 12 + ‘X().T:ll'2,
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que equivale ao sistenna,

]*-(2.0] (0) = 0,

: D) _
2/!(2.(]}(0) —- }1([_[}(0) = - (g -+ 2()) \ (Br)l)
htll)(“) — /},(0‘2‘:(0) = (),
cotn as condicoes de contorno
(1},(2_0)(0) — ha (0) + by -—1)) — 0,
(1}.(_1‘,)(0) — iy (0) + /1“.1)(—1)) = 1, (3.58)

(h(()g)([)) - }?.([).2) (0) -+ ]}(0’2)(“1)) = 0.

Obtemos da primeira equagdo de (3.57) que hgy ¢ constante, mas as fungoes cons-
tantes pertencem a I além disso, by o) € Q', portanto fis gy = 0.

Assint, resolvendo (3.57) e (3.58) para obtermos figy 1y, temos que:
, 2,
h.(],l)(g) =0 + —3-() + ¢,

com ¢ € R.
Para o cileulo de gd(2,0), ndo ¢ necessdrio o cdlculo de €, embora poderfamos ter
feito usando o fato que by € QU = {p € C': (V. ) = 0},

Substituindo os valores obtidos acima em (3.56), conseguimos:

) 4]
gl ) = 128 .
JJ( ,0) :1:‘]3 _ -’lffa‘.z
Portanto, o fluxo sobre a variedade central para a equagdo (3.51), é dado na forma
norntal até terceira ordem por:

i = a9+ O ([x]Y)
Ty = 2axiaq+ 2/3-"':11 - 2{7751‘%372 +0 (|:I:I4) '

Observagao:

A principal diferenca que podemos observar entre o calculo da forma normal rela-
tivamente a win espago mvariante m-dimensional para equagoes diferenciais funcionais
retardadas ¢ ordinarias, consiste na necessidade de considerarmos uma equagao diferen-
cial funcional (no exemplo um problema de valor de contorno para uma equagao diferencial
ordindria cin R3) ao invés de uma equacao algébrica. Esse fato foi ilustrado nessa tltima

aplicagao.
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3.8 Singularidade do tipo Bogdanov-Takens com um parametro

Nesta se¢ao, encerraremos o capitulo calculando a forma normal para equacoes dileren-
ciais funcionais retardadas com um parametro e singularidade do tipo Bogdanov-Takens,
Clonsiderenmos a equagao diferencial funcional retardada com wm paramefro,

(1) = La)(z) + (2 ), {3.09)

onde z pertence a ¢ = C([—r, 0], R"), o parametro o pertence & ¥, wma vizinhanga do
zero ey R?) L2V o— L(C R") ¢ de classe CY e F - O x V-3 R" ¢ uma fungao de clagse
CN. N > 2 com F(0,0) =0¢ DF(0,0) = 0.

Como na Sec¢ao 3.5, consideraremos o parametro « como uma nova variavel, intro-
duzindo a equagao & = 0. Mas, como a equagao para « estd na forma mais simples
possivel, basta considerarmos a equacao (3.59) nas variaveis z; € C' e a € V.

Definindo Ly = L(0). segue que,
L{o)(z) = Lo(z) = O (|(z. )f*) .
e portanto, podemos reescrever a equagao (3.59),
2(t) = Ly(z) + [F(ze, o) + L{a)(z) — Lo(z)],

onde [F(z, ) + L{cv){z) — Lo{2¢)] é a parte nao linear nas varidveis z; ¢ o, e entao, temos
gue a equagao linearizada associada a equagio (3.59), ¢ dada por:

At) = Lo(z).

Scjam T{6).t > 0, o Cy-semigrupo associado & equacao linearizada e Ay o gerador
infinitesimal associado a esse Cy-semigrupo. Tomemos A um subconjunto finito ¢ nao-
vazio de autovalores do gerador infinitesimal Ay e suponhamos que A contém m elementos
onde cada elemento ¢ contado tantas vezes quanto sua multiplicidade como raiz de equagao
caracteristica (3.3).

Tomemos as expansoes de Taylor para L e F|

r—1
La) = Lo+ )Y Lile)+O(al).

F(z, @) lf“j{zt,a) + O (ze, )]"),

onde Lj(v) ¢ de ordem j — 1 em ¢ Fj(z, ) ¢ de ordem j em {z, ). Observemos que
L;(c)z 6 de ordem j em (2, ).

Suponhamos que a equagao caracteristica (3.3) :

() tenha A = 0 como autovalor com ascendente dois;

(2t) ndo tenha nenhum autovalor, além de A = 0, comt parte real zero.

Observemos que A = () ter ascendente dois significa que:

dim(Ker(Ag)) =1, dim(Ker(Ap)?) = 2, dim(Ker(Ag)®) = 2,
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o P = Ker(Ag)? = My(Ag). onde My(Ag) é o espaco generalizado de Ay associado com
o conjunto A = {0}. Bm particular, isso implica que A = 0 ¢ autovalor de multiplicidade
dois.

Nesse caso, temos que 2 e P tém dimensao dois. Escolhemos as bases @ ¢ W de /2 e

P71 respectivamente,

O(0) = (pu(0). (), —1<0 <0,
(3.60)
Ur(s) = col[(s)afa(s)], 0 < s <,
com
a) [)1 a
a b a;
Pr(0) = .2 , d2(0) = .2 +0 ’
Ay b-n. Un
Py {s) = ( I o ... zy ).'{,-’,»2(3) = ( Wy Wo ... W, ) — s( 21 o ... Zy )
onde
ay h
15 bg
2 ’ c Rn’
y by
( 21 %2 ... Zn )( wy Wo ... Uy ) € R,

¢ assumiremos que (W, ¢) == J.

Entao, obtemos que a matriz B tal que as bases ¢ e W, satisfazem:

Ng® =B ¢ AU = BY,

0 1
B“{o 0]

Portanto, para a = 0, a equagao diferencial ordinaria bidimensional sobre a variedade
central tangente ao espago P uo zero, tem singularidade do tipo Bogdanov-Takens. De-
terminaremos sua dinamica, em uma vizinhanga de 2, = 0 ¢ o« = 0, até os termos de
segunda ordem. Da suposicdo (i), obtemos que as condigoes de ndo-ressonancia relativa
a A = {0}, da Definigao 3.4.1, sao satisfeitas, e portanto, do Teorema 3.6.1, temos que a
forma normal até segunda ordem para a equagao diferencial funcional retardada com um
parametro (3.59), sobre a variedade central, é dada por:

¢ dada por:

i = Bt god(r0,0) +Of](z,a)f) (3.61)

onde ¢(r,0,c0) = (I - P} YU(0)[2Lo() (D) + Fo(Da, a)].

: Im(A3)



3. Formas Normais para Equagoes Diferenciais Funcionais 83

Para a matriz I3 acima, o operador M} ¢é definido por:
MS VR — VHRY),

Opl)

Ho—
iy

= ()

(MIp)(a, o) =
dpa()

i —

(").'1-'1

com p = ( {)1 ) ¢ dominio D(My) = V5(R?).

P2

Consideremos a base candnica de V;H(R?),

x? X122 x5 10y To; o?
0 /° 0 L0 ) 0 ’ 0 A0 )
e o3 0 0 0 0
0 A0 S a S e )2y ) ey )
(o) () (3): oo
Eyey; vy Qg Qs
entao, suas imagens soly o operador M sdo, respectivamente,
210 :zrg 0 Lal¥; 0 0 0 ( 0
0 ' () Lo/ 0 N0 /SN0 00 )
— ] — ke —a2 -0y N eT —af
2010 ) &3 ’ 0 "V oy ' 0 ‘ 0 '
—(¥1(Xy —O!;ZZ . P
0 : 0 , (i=1,2).

Assim, podemos tomar a decomposigao V,'(R?) = Im (M) @ Im(M;)¢, com o espago
complementar Im(M; )¢ gerado pelos clementos:

0 0 0 0
af )\ ey )\ aar )\ wiag )
0 0 0 0 0
xovy J 0\ @gan ) n% Ny )0\ a2 )

Podemos escrever f1(e,0,a) = U(0)[2Ly () (Px) + F5(Pr, v)], da forma:

2 AL 2
0. 0) Dyxyog + byryas + bywgary + gy + A(]Z'O):L; + /1%1'1);1.1.1,2 + .-4(0,2).1".2

) ',r‘ . oy — g ) R . ]
72 CLE V] + Colp vy + C3Toqy | CqZaceg + Afz‘m:zrf + A;l‘,)ml:z,z + Aﬁ)‘z)‘z,g

oude by, . hyoey, oy, /lf',‘,J sA0 nimeros reals com ¢, A = 1,2 ¢14 5 = 2.
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Dai. decompomos f1 (.0, a) em relagio a decomposicao acima da seguinte forma:

O . Ty 2 b T NIV AL A I
./3(‘1..{). ) = [”] ( —ray ) - by ( — Tty ) i by ( 0 ) by ( 0 ) *
2 . ‘] 2
! Ty gl )iy ! +2 12 0
b ( — 2y ) A ( 0 ) R ( 0 ) * s ( & |
¥ ¢ U Foe 0 + ¢ 0 40 v -
2 €Tk s Loy R O P\ o
4 0 9 0 Yy
1.()2 ( Totry ) + /1(2‘0) ( ‘-L-:IZ ) - .

Portanto.

0 0 0 0 0
t ~ = v ’ p
olr0.0) = [‘1 ( T ) te ( Tq00 ) tes ( Tolvg ) +e ( Tol¥y ) +h ( Ty )
0 - 0 . 0 e 0
e ( T201 ) ! A(?'O) ( .'::f ) +242.0) ( Apta ) * A(l‘l) L

0 0
B ( Ay + Agag ) + ( Byx? + Byxyag ) '

By = A(zz,()): B, = 2/1(12.0) + A(Q],w (_3~62)

onede

o os parametros de bifurcagao sao dados por:
)\1 = (CI(}'I + CQO’.Q), /\2 = [(bl + Cg)ﬂf] + (bg + C.-;)CI’Q]A (363)

Portanto, a equacao diferencial ordindria para o fluxe da equacio (3.59) sobre a var-
iedade central é dada na forma normal até termos de segunda ordem por:

1 = 22+ O (A + [z]) [z]?)
Ty = Aury+ Aaxrp + axi + bryzg + O (N + |2)) |2?)

conm coeficientes By, By ¢ parametros Ay, Ay definidos em (3.62) ¢ (3.63).



Capitildo

4

Sisterma Planar com Dois Retardos

4.1 Introducao

Consideremos o sistema planar:

i(t) = fi(z(t), z2(t — 7))
(4.1)

@a(t) = falx(t—7),22(t)),

onde os retardos T, T 30 nao-negativos com 7 + 7 > 0 ¢ fi, fo  R? — R sido de classe
C*. k> 2.0 sistema (4.1) inclui um significativo niimero de modelos em digamicas de
populagoes, como por exemplo, o sistema presa-predador.

Nosso objetivo neste capitulo, é determinar as condi¢oes para as quals ocorrem as
singularidades de Hopf ¢ Bogdanov-Takens em um ponto de equilibrio de (4.1). Existe um
significativo niimero de artigos que analisam a bifurcaciao de Hopf para equacoes similares
a (4.1) . Xiao e Ruan { ver [16]) estudaram um caso particular de (4.1), com somente
um retardo, onde é analisado a bifurcagao de Bogdanov-Takeus; Hale e Tanaka ( ver (8])
estudaram cquagoes diferenciais funcionais com dois retardos.

Este capitulo estd organizado do seguinte modo. Na Scgao 4.2, desenvolveremos o
problema de autovalor para a equagao linearizada de (4.1) ao redor de um ponto de
equilibrio E*. Na Secao 4.3, descreveremos a existéncia da singularidade de Bogdanov-
Takens com condi¢oes sobre o pardmetro 7 = 7 + 7 € as derivadas parciais de fi, fo no
ponto de equilibrio ¢ calenlaremos a forina normal para o modelo presa-predador com dois

retardos.

4.2 O Problema de Autovalor

4
Nesta secdo, obteremos as condigoes coni relagao ao parametro 7 e as derivadas par-
ciais de fy. f> no ponto de equilibrio £* sob as quais, o ponto de equilibrio £* ¢ uma
singularidade do tipo Hopf ou do tipo Bogdanov-Takens.
Consideremos o sistema planar (4.1), onde fi, fo sao funcées de classe C* & > 2,
definidas sobre um conjunto aberto de D C R2, os retardos 71,72 840 nao-negalivos ¢

T =1 + 75 > 0. Assumiremos que E* = (:If‘{,:rg)r ¢ um ponto de equilibrio de (4.1), ou

seja,
hixy a3) = folwy2z) = 0.

85
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Como estamos interessados em determinar as condi¢oes sobre o pardmetro 7 ¢ sobre
as devivadas parciais de fi, fo em E* para as quais ocorre a singularidade de Hopf on
Bogdinov-Takens; introduziremos 7 como mm parametro de hifurcagao.

Fazendo a mudanca de variavel t

[
T
no sistema (4.1, com y;(u) = a;(ru). j = 1,2, couseguimos,
nlu) = 7 il (u) y2{u = r2))
gau) = 7fa(yi(u = i) y(u)),

Ti . P
com retardos v, = — 20, 2= 1,2, 1y + 79 = 1.
T
. . . < ~ . .
Considerando o espago de fase ¢ = C{[ -1,0], R?), a equagao lincarizada para (4.2)
et ma vizinhanga Vodo ponto de equilibio £ é dada por:

y(“) = ‘L'T(:[/’U)w (’1‘;)
com y = ( :j’ ) ¢ o operador L, : ¢ — R? é definido por:

7 e () + arada(~72)]

l/r((j)) = )
7 [ag1¢1(—71) + a20d2(0)]
onde o/ (E*)
Ui = —(T)T—- 1,7 =1,2.
T

Como a equacao caracteristica ¢ definida por:
AN T) = det (M = L, (ew)) =0,

obtemos,
AN T) =A% (ayg + apn)TA + a11a297% — appag v2e ™ = 0. (4.4)

Lema 4.2.1

(1) Se¢ [araa| > lajpag| ou ajragy = ~ ajpagy # 0, entdo, temos que (4.4) ndo tem raizes

imaginarias, para todo T > 0.

(1) Definindo p > 0 por:

1/2
] - ‘ /
p= [5 <““(Uf1 + Un?gg) + \/((1%1 — ”‘%2)2 + 4“122”51):’ ‘ (45)

se layjane| < lanan|, entao, para o > 0, tic sdo raizes de (4.4) se. ¢ somente se, existe
n € N tal que 0 = a(n), 7 = 7(n), onde o(n), 7{n) sdo definidos pelas equagoes:

2
aln (h11ny — .9 R
T cosa(n) = MRy = T an)p (4.6)
7(n) (1adoy a12091
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cain) ¢ (2na.2(n+4 1)n).

(#13) Se agyam — apay # 0, entao, temos que X =0 ¢ a dinica raiz de (4.4) com parte real
zevo. para lodo T > 0. Temaos ainde, que A = 0 € wma raiz dupla de (1.4) se. e somente

N
oy + aza) > 0 (1.7}
COT T Ty Com
Ty = @it do (1.8)
Qy1a2

(iv) Sc urjaz; = apny =0, entdo, temos qgue A = 0 € ¢ unica raiz de (4.4) com parte real
zero, para lodo T > 0. Temos ainda, X =0 ¢ wna raiz dupla de (1.4) se. e somente se.

thy] — 22 — Uy = 0.

Demonstracao:
Definindo a == —(ay; + a23). b = ay3a09, ¢ = —ayaas1. podemos reescrever (4.4) como:

ANT) = A 4 ard+ br? Fer?e™

A existencia de mm real o 2> 0 tal que A(io, 7) = 0. ou seja.

¥y - « ;
a4 aric +br® +er?e =0,
equivale &,
%4 br? +atio = —cr(coso — iseno).

donde obtemos: ., \

cr’cose = o —br

(4.9)
CTSCNT = 0.

Sabemos ques

Aeos’o -} c2sen’o = (:2,

entao, usando o sistema acima, tenios que:

o
onde p = —-

Sendo assim,

f
- 2 : 232 4 402 o2
—(af, 4 a3,) + \/((Lfl — ayy)" A dajyas;
P ; 2
)

&

e portanto,

\/(“?1 - ”'%2)2 +4a}al; > (”'fl + agz) :

o que equivale a
l“llflﬂl < l(lu(l-zl"
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Aluda mais, Jayyage| = |aam | se, e somente se, p = 0. Conseqlientemente, temos gue
ﬂ .
se 7 > 0, entio p = — > 0, o que implica Jay a9 < a0 .
T
Obtemos de (1.9) que Alio,7) = 0 se 0 = o{n) ¢ 7 = 7(n) sdo como em (4.6), para
algirn o2 N

“\}‘,l)l'}lw supunrio (Lylsa = —(la(lo| /- 0ec A(zﬁ(r‘ 7-) = (). ({()[]H(\g”i”]()g que:
P (@ =20+ (P =) =0 p? (pz + (ot - 2[))) i

Ol seja.
y ISPV 2 2
PP =—a?+ 2% = —a} —ad <0

p=0.

Mas, como p > () obtemos p = 0, o que implica o = 0.
Por outro lado, A(0,7) = 72(b + ¢) = 27a)1a22 # 0, 0 que contradiz nossa suposiao.
Assim, concluimos os {tens (7) e (24).

Suponhamos ajjas; == agaag; ¢ que existe un real o > 0 tal que Ao, 7) = 0. Analoga-
mente ao que fizemos acima, temos de ap aey = appan; que Jayage] = |ajaag ], o gque
equivale & p = 0, e entdao o = 0 e A0, 7) = 72(b--b) = 0, ou scja. A = 0 & a tnica raiz de
(1.4).

Observemos que:

0A 9*A
— (A7) =2+ ar — et 6 ——=(\, 7)) =2+ T,
aA (A7) dN? (A7)
logo.
A d*A
— (0, 1) =ar —c1t? ¢ —=(0,7) =2+ ¢72
5))\( 7 ()/\2( )
Suponhamos que ¢ = —ajaay # 0 ¢ ac = (ay; + ag)agay > 0, entdo A = 0 ¢ raiz
simples se, e somente se,
JA 2
— (0, 7) =ar —et* £ 0,
aA (0,7) #
0 que ¢ equivalente a,
a ay + ay)
THE T =~ = L—-——'——
C 12021
Agora, se 7 = 7y, Lemos que:
PA ) )
W(U’TU) =2+ CTy ?’i D,

o que equivale A
a‘:]Z} + (7‘32 :/'é 0,
e A= 0 ¢ raiz dupla.
Por iltimo, se b = ¢ = 0, entao:
OA
oA

(0,7) = ar =0,
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RO, e somente se,
a = ).

Entao. para a =0 = ¢ = (), temos que:

OA P*A

5:\—((),7) =0 e Py (0.7) =2 #0.

o sejas A = 0 ¢ rawz dupla de (4.41).

Com isso. concluimos os itens (i4e) ¢ (dv).
|

Nos casos (iit) e (iv) acima. se A = 0 é wn autovalor simples de (4.3), entao o ponto
de equilibrio £% é um ponto de sela, ver [14]. O préximo teorema apresenta as outras
possiveis singularidades para o ponto de equilibrio F*,

Teorema 4.2.1
(1) Assumindo que |ayjam| < |aayl e o(n), 7(n) sao definidos como em (4.6), entdo,

temos que a bifurcagao de Hopf ocorre sobre a variedade central para (4.1) no ponto de
cquitibrio 19° para 7 = 7{n). ussociada com os autovalores ic(n) da equagao linearizada

(1.3}

(11) Assumindo que ajaa = apdy # 0 e ayan(an + ax) > 0, entao. o ponto de

cquilibrio E* de (4.1) € uma singularidade de Bogdanov-Takens para 7 = 19, onde 14 €
dado por (4.8).

cae . 9 ~
(iii) Assumindo que ay = ag = appayn = 0 ¢ (a3, + a3;) > 0, entao. o ponto de
cquilibrio 2 de (4.1) ¢ wina singularidade de Bogdanov- Takens para todo 7 > 0.

Demostragao:
Assuniindo que |agpaas| < |appag1] ¢ A = jo+ dw ¢ raiz de (4.4), isto é,

AAT) = (e + iw)? + ar(je + iw) + br? + ce ) = 0,

onde a.b, ¢ sao como no Lema 4.2.1, obtemos:

ct?e Feosw = —p?+w?—arp — br?
(4.10)
crle Fsenw = (2u + aT)w.
Definimos fy, fo por:
Niw. 1) = —p?4+w? —arp—br? — crle M cosw,
folpw, 7)) = (2p+ar)w — crie M senw,
¢ entao,
—2u — ar + cT?e T Heosw 2w + crle M senw

det [Dipan (f1 f2) (ptow, T)] = det
2w + crie Msenw 2+ at — erie Heosw
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. 5 o
= (=20~ ar + omie Meosw)? - 2w A erie  senw)® <D,

[Sm partienlar, para 7(n} como em (4.6), temos:

det [D(;LM!) (.fls .f2.)(p’= W, T(“>)] <0,

e portanto. podenmos aplicar o Teorema de Fungao Tmplicita. o qual nos fornece para 7

proximo a 7(n), que existe uma curva de autovalores
A7) = p(7) 4+ w(T),
com p{r(n)) = 0,w(7(n)) > 0, ¢ ainda,

Mr) = (i(r),@(7)) = = [Dguay (f1, ) (0, 7)] " De(frs fo) (s, w, 7).

Considerando

-
ki = —2u—ar+ crie*cosw,
9
by = 2w+cr e Hsenw,
obtemos que
A:] A.‘Q

MrkZ M1k

[Dyey (1 F2) (w0, 7)] 7 ==
ks —hy

K2 kD kD A2

o
—ap — 2t — 2cre™ cosw
f)r(fl, fZ)(,ﬂ'sw: T) =
aw — 2eTe Hsenw
Dal, conseguimos que:
a(r () ;:-',—:E_;((';L)))) ~(=2p — ar(n) + cr?(n)e " cosw)(—ap — 2br(n) — 2cr(n)e  cosw)

(—2pt — ar(n) + cr?(n)e #eosw)? + (2w + cr?(n)e Hsenw)?

—(2w + er?(n)e " senw)(aw — 2er(n)e “senw)
(=21 — ar(n) + cr?(n)e~Hcosw)? + (2w + er(n)etsenw)?

+

w(?f?ﬁﬁ??n} —(=ar(n) + cr?(n)cosa(n))(=2br(n) = 2c7(n)cosa(n))
B (—at(n) + cr?(n)coso(n))? + (20(n) + cr(n)sena(n))?

 =(20(n) + er?(n)sena(n))(ao (1) — 2e1(n)sena(n))
(—ar(n) + cr2(n)rosa(n))? -t (20(n) + cr?(n)seno(n))?

(4.10) — (—ar(n) = b7 + a*(n)) (=27(n)p*(n)) )
| (ar(n) + b72(n) — o2(n))” + (20(n) + ar(n)o(n))?

—(20(n) -+ r.rr(_‘n,')a('n.)) (—ao(n))
(a7(n) + b72(n) — 02(n))* + (20(n) + ar(n)o(n))?
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_ =2ar(n)p*(n) = 2br(n)p*(n) T (n) 4 27(n)p* (n)o* (n)
(a7(n) Fbr2(n) - o(n))* + (20(n) + ar(n)a(n))*

N 2a0*(n) + a*r(n)o?(n)

(ar(n) 4 br2(n) - a2(n)) 4 (20(n) 4 ar(n)o(n))

B T(n)ai(n) (a® = 2(b— p*(n)))

(a7 (n) +br2(n) — 02(n))* + Qa(n) + ar(n)o(n))*

onde p(n) = :((:))

Conio temos p dado por (4.5), segue que:

at—2(b—p*) = (an +an)* ~ a0 + (‘ (a3, + ad,) + \/(afl — a%z)z + 411%2(1"231)

= {ay +an)? — (an +ax)* + \/(a,fl — (1%2)2 + da2ya3,

—

= \/(“121 - “52)2 + dafya3,,
e entao, ja(r(n)) > 0.

Portanto. as condicoes de Hopf sao satisfeitas ¢ a bifurcacao de Hopf ocorre para
T = 7(n).

Para tratarmos os casos (#4) ¢ (iir), consideremos o gerador infinitesimal associado ao
operador solucao da equacao (4.3), dado por:

A, D(Ar) — C,

A (¢) = ¢,
onde D(A,) = {q.‘) € C'gl0) = L,(qs)}.
Agora, suponhamos que valem as hipoteses dadas em (i¢), ou seja.

Q1102 = apay # 0 e a? a5y (e + az) >0

Provaremos que:

dimKer(A;) =1, dimKer(A2) =1, para 7 # 7,

dimKer(A,,) =1, dém/{cr(Afo) = d-z'?'n,Ke'r(Afu) =2,

Como A = 0 tem multiplicidade dois para 7 = 7, pelo Lema 1.5.4, obtemos que
rf'(ﬁm./\"(f'r(/lfo) < 2. Assim, basta niostrarmos que:

dimKer(A,;) =1, dimKer(A2) =1, para 7 # 7,

dimKer(Ay) =1, dimKer(A2)

70
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e Tomemos ¢ € Ker(A;), ou seja.
Arp =0 ¢ H0) =L, {¢).

erlao,

M) = ( by ) 0 € [—r.0],

1)2
Tab + Tapbs =0

T(lg]{)l -+ T()szz = (.

Como o determinante da matriz dos coeficientes do sistema acima é zevo, para todo
7 > 0. podemos tomar b, em fungao by,

31
b2 = *——"—bl.

112

com by real.

Logo.
- , v g by , an
Ker(A,) =S¢ e C:¢(0) = ,, ) com by = ——by ¢ .

(2

Portanto. obtemos:

dimKer(A;) =1,

para todo 7 > 0.
e Consideremos ¢ € Ker(AZ%), entao:

A2p=0. ¢P(0) = L (¢) e ¢(0) = L,(¢).

¢(9)=<2:>+9(2 ) € [—r0],

Tay11C] + TApca = 0

o1l seja,

(4.11)
TQ21C1 + Taaz¢s = (),
('l
Tanby + 1a (b — o) = ¢4

(1.12)

T2 (bl — ’!'1(1]) + T(lggbg = Cy.

Como o determinante do sistema (4.11) é zero, para todo 7 > 0, podemos tomar ¢

em funcao de o,

com ¢y real.

Multiplicando a primeira equagdo do sistema (4.12) por agg, € a segunda equagio por
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115, oblemos:
T(l.“(l:zf)l +- T(Iw(lzz[}g T T loploCo — (o' = 0

T“*l_?”"llhl 1- T“12U»22()2 = Teo1 0] — 1y = 0.
(1

11 . :
Como ¢y = - —¢;y ¢ pela hipotese a0y = ayaa92 £ 0, conseguimos:
3

Ty b Tayaaeby + (Tapjaxn(l — 1) - ap)ep =0

(1.13)
T”‘ll”’ZZbI + T(I»]z(l‘»gz/_)-z + (—7’(_1,]2(1;217‘1 -+ (1-]]} ¢ = 0.

Desse modo,
’T(I»H('I.-_)g(l —~ ’(']) — (9o = — T2 7 - Q17,

on entao,
(a3 + aya)

1192

T =Ty =

Portanto. obtemos, que para 7 # 7, as linhas do sistema (4.13) sdo lincarmente
mdependentes e portanto, subtraindo as linhas do sistema, temos:

(T - 7‘())(‘] = (),

entao, ¢ = 0, consequentemente ¢y = 0.
Retomemos o sistema (4.13) com ¢ = ¢z = 0,

T ol + Taaaanby = 1,

Logo,
gy

by = ——1p;.
1y

Portanto, segue que Ker(A?), para 7 # 75, ¢ formado pelas fungoes ¢ da forma:

. b
(f)(()) = ( /): ) >

!
cont by = ——by.
12
Logo,
dimKer(A%) =1,

para todo 7 # 7.
Por outro lado, se 7 = 7y, as linhas do sistema (4.13) sao lincarmente dependentes,

entdao podemos obter ¢y em funcao de e ¢, by em fungio de ep e by

Ker{A2) = {(,f) €C:p) = ( Z; ) +0( f: )}

com (
an 1. (11
g == = Cy © bg = ( ([ - 7'1} - ] = _—bl~

12 19 T)g

Dad, segue que,
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A

Portanto.

dimKer(AZ) = 2.

Councluimos que o ponto de equilibrio 127 do sistema planar (4.1) ¢ mma singularidade
do tipo Bogdanov-Takens, para 7 = 7.

Agora. suponhamos que as condicoes dadas em (7i1) sejam validas, on seja,

1 7T oy = Qralay = 0 e (l.fz + (Irgl > ().
Provaremos que:

dimKer(A:) =1, dimKer(A?) = dimKer(A3) = 2, para 7 > 0.

Como A = 0 tem multiplicidade dois para 7 > 0, pelo Lema 1.5.10 obtemos que
(hm[\'(f'r(Aiu) < 2. Assim, basta mostrarmos que:

dimKer(A,) =1, dimKer(A?) = 2, para 7 > (.

suponhamos sem perda de generalidade que a3 # 0, entao, o operador lincar L, ¢

{ Tay¢y(~12) } .

dado por:

i,
5

onde ¢ = ‘1 e C.
42

Calenlaremos os espagos Ker(A4,) ¢ Ker(A?2).

Lo(¢) = 0

e Tomemos ¢ ¢ Ker(A), entio:

A =0 ¢ ¢(0) = L, (¢),

cnlao,

H(0) = ( g] ) ,0c [*'/",0},
2
T(I.lgbg =0= 1)2 = (.
Logo.

Ker(A;) = {(,b e C:¢(0) = ( l())l ) , com by € R} .

Portanto, obtemos:
dimer(A;) =1,
para todo 7 > (.

e Consideremnos ¢ € Ker(A2), entao:

A2y =0, $20) = L, ($) e ¢(0) = L, ().

I
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i :
ole) = ( !jf ) 4 ( ((} ) e [-n 0],

TetyaCs = ()

O Seja,

com

Ty (b — 1202) = 4 (4.11)

ey =0,
Entao, do sistema (1.14), temos:

S \ — 1 =1,
cp=0 ¢ bp=7""a;¢.

LLogo, obtemos:

Ker(Al) = {0 €C:Pf) = ( 21 ) + 0 ( (;)1 ) com by = T_](L1_21(.'1} ,
2

para todo 7 > ().
Portanto, temos que a dimensao do Ker(A4?) é igual a dois, para todo 7 > 0.
Concluimos, assim, que o ponto de equilibrio £* do sistema planar (4.1) ¢ uma singu-

laridade do tipo Bogdanov-Takeus para todo 7 > 0.
=

4.3 Singularidade de Bogdanov-Takens

Nesta se¢ao, usaremos o método da forma normal para equagoes diferenciais funcionais
retardadas com parametro para obtermos o fluxo do sistema planar (4.1) sobre a variedade
central bidimensional associada. Esta variedade central é tangente ao auloespago asso-
ciado com o autovalor duplo A = 0 da equagdo linearizada em uma vizinhanga do ponto
de equilibrio. Calcularemos também a forina normal para o modelo presa-predador.

Consideremos a cquagao (4.1), e suponhamos que ajjage = @209 com a;; dados em
(1.3). Nesse caso, apos a translagao:

w=y- B =(y -0 —5)
obtemos que (4.2) tem a forma:
a(t) = L, (u;) + Frlw), w, € C = C([-1,0],R?), (1.15)
onde ox operadores Ly + (¢ — R? [ . ¢ — R? sao dados por:

— _ and1(0) + appda(—r2) )
L)y = 7TL{p) =71 ( sy (—11) + azbs(0) )

Rl = (BEEGOEEECE ) <L)

f2(x} + d(—r1), 25 + ¢2(0))
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r’)

; 171 .

para ¢ . e
@

Como [y, fo sao de classe CF & > 2, podemos definir:

R . »
o b%}%ff,—);—),v:z1\2,,;',15::0,1.2,_;“: = 2 (1.16)
' LUy

e tambdém conseguimos:

w(t) = Ly {ag) = 15 (ug) + Blug), (117)
onde

aby p3(0) 4 ) B (0)a(—r2) + aly $3(-72) _ 3
f*bf(ﬁé) =T ) R(d)) _ ()“d)J )
a.g%) $1(0) + “(1?‘«{)1 (0)da(—r2) + a-gzz] $3(~72)

1° Caso: ay) = agy = ajpay = 0 ¢ aiy +a3; > 0.
Sem perda de generalidade, considerenios aj, # 0. Eutao, o operador linear

L, :C —— R?

em (1.15) ¢ dado por:
Taiaa(—72)
LT(@) =

0
Obtemos do Teorema 4.2.1, que para 7 > 0 fixo, o ponto de equilibrio £* do sistema

planar (4.1) tem singularidade de Bogdanov-Takens e segue de (3.60), com n = 2, que as
respectivas bases ®, ¥ de P, PT sdo:

D0} = (¢1(8), $2(0)), -1<6<0,

U(s) = collihy(s),¢2(s)], 0<s <1,

o= (1) =5 ) (1),

Pr(s) = ( 5 2 ) s( wy o we ),1,[)2(3) = ( wy Wy ) ,

a ¢\ e
(0)(5) e

(21 2 ),( Wy Wa ) e R*,

COIN

onde

Pela definicao de P, obtemos que ¢;, ¢ devem satisfazer:

Li(¢1) = ¢1(0) © L, (42) = d2(0),
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Tapb (0 Tap(d+0b) \ [ a
o ) Vo) " 0 )

(4

Ol Seja,

portanto.

b=0 ¢ d=

T o
Agora, tomando @ =1 ¢ ¢ =10, determinaremos ¥ de modo que (W, @) = 1.

Temos que:

. 0 0
elinp)=1 & (2 =) ( (l) ) "/1/0 (21— (= 0w 2 —(§— e )
dn(f) ( (1J ) d€ =1

s n-{(a = )/‘idn(f)) ( g ) +(w we )/_01(177(9) ( %i ) -

0 Tfh'zd)z(—Tz)
[ oo = 0 ,

Lembrando que:

'/_(:./oe(zl_(g_mwl 2 — (€~ O)un )

92 9'}

. 0} 0 3
w2 (1 s [ w (0w ) [ ) -
Ty -1 9 L 92

Ty 27'(1,12
A
0 2
(0 2 )/ dn(0) =0
-1 0*
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Donde segue que:
Zy = —TaTay2.

0 0 §
o (i ) -1 & ( wy Uy ) 1 —/ / ( wy Wy )(17;(()) l d€ =1

T2 10 T2
0?
0 2
e _
> 2 - (0 wy) / dn(8) =1
T2 J 1 (
T2
Portanto,
o = TA2.

o
Sa—’
~
il

0 pp
e (1hy. ) =0 <> ( wy ) ( (]] ) -/ / ( Wy We )(in((}) (
-1Jo
1) 2] .
[
< uy -—/ / ( Wy Ws )cin(()) ( ) dé =0
-1J0 0

Logo,
wy; = 0.

Portanto, as bases ®, & de P, P? | sao dadas, respectivamente, por:

1 8
20) =, L | oel-10]
Td19
_ 1 “'7'(112(7'2 + S)
U(s) = ( 0 ran ) , s €[0,1].

Assim, a matriz B que satisfaz A, ® = @B, ATW = BV é dada por:

0 1
B = :
00
onde A, ¢ o gerador infinitesiimal associado ao Cy-semigrupo T7(¢), ¢t > 0, da equacio
lincarizada.
Agora, introduziremos dois novos parametros considerando os pequenos coeficientes

Qo) = ay, (3 = g cem (4.15). Dal,

= L) () + Fu), u, € C, (4.18)
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com v = (v, 00) €V CR? e L, 1V x ¢ — R? é definido por:

fi=1z<.i"5'z('—'7"z)
Lo () {¢) = = L,(0)(¢

rh(—r1) =+ ada{0)

)‘) + [/2((,/))‘

o,

onle
0
]/2((’)) - ( (1’1(;")1(—'1"1) + ”‘2@(0) ) '

Assim, obtemos de (3.34} que:

.. 0 o
2 (@, 0.00) = 4(0) [QT( (D (—r)a)1 + a2 (®(0)1): )er’(q”’)}’

onde (®(0)x)1, (&(0)x); sdo as componentes da matriz, 2 x 1, P(f)z, com 0 € [—1,0].
Usando a Defini¢ao 4.17, conseguimos:

A@(0))1 )2 + 203 (9(0)2)1 (B(—ra)a)s + agy [(B(=r2) )]

]J"J,»((I’.'IT) - 7
(2) ((I’("l ) )] +2¢111 ((I)(—Il) ) (@(0) )2 +”((;?~))[((I)(0).‘I?]332

(1. )(] H
(1) (1)
1 2ay; o2
”f’zo)ﬁ + ey + — 2:1:%
Td1o (Taiz)
=T
2) (2), (2)
924! (2 2ai7T a
“(20)1% T - )aéoj’l TpEg + ”02)T¥ -t T 3
T12 Ta12 (ta12)
Dai, como
’ 1 —7ay272
0 Ta12
tenios (ue:
—T1272 Tdy2T9T1 )
[ 0,a) = 7|2 o T+ o Ty + Lo+
TU12 ~TQ1271 1
9,1
1) 2 2a () (2
“-(20’ - Tﬂ-lzfl(zo)’rz L2 Qfl” + 27(112(:2(,)r112
T e
+ .’I,.'% -+ 12 .I,-l.Lz-Jr'
A
1 (1 2 ; 2)
712020 2(;31) - 27(1.50‘ aya’y
(1) 2) _
s 2 0,,(2 Qg0 72
—20 T('l.lgtl(zo)’f'%'l'g -+ 2(1.(11)7'11'2
(Tays Tay2 )
+ T3
@ a (2)
{2, oz

Td12 -
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Usando as equacoes (3.62), (3.63) da Secao 3.8, obtemos que o fluxo da equagao (1.18)
sobre a variedade central de £* até os termos de segunda ordem, é dado por:

Iy = g + 0(‘(-‘*’7: (‘f)‘g)

(1.19)
By = Aty b Aoay A4 Brat 4 Bowpeg + O( (e a)?).
l)]](]“ .
3, - 7-2“'12("52?’) 13s = (1) (2) 2. (2) (1:)()
3 = k= Tl ayya3] ) — T a0,y 4.20)
e os parametros de bifurcagao sao dados por:
AL = Tlapa), A = —1la0q + Tan. (4.21)

Podemos resumir esse caso no segiinte teorema.

Teorema 4.3.1 Suponhamos a;; = agy = ay = 0,a12 # 0. O fluro sobre a variedade
central de 15 = (27,23} ¢ para todo 7 > 0, ¢ dado por:

@y =m0 + O([z*)
@y = B2 + Byryrs + O{|2]?).

com 13y, By definidos por (4.20). Se 3, By # 0, entdao temos que o ponto de equilibrio £
¢ uma simgularidade do tipo Bogdanov-Takens, para a qual o sistema:

ayp = fi (), w2t — 13))
dp =y {ay (E = rp) =)+ oo (02(1) — a3) + fo (e (t —ry) 22(8),
¢ a versao geral. Para esse illimo sistema, a forma normal até sequnda ordem sobre a

variedade ceniral de I7* € dada por (4.19), com By, Ba ¢ Ay, Ay dados, respectivamente,
por (1.20) ¢ (4.21).

>ara exemplificar, descreveremos o modelo presa-predador com dois retardos.
Exemplo 4.3.1 Consideraremos o modelo presa-predador da sequinte forma:

(1) = a(8) [ep = by () — (le_z—(}{l;f(?)lJ
) (4.23)
Ig(f) = .Irz(t) Cy bgb 7 I‘f(f __ TI)J s

i

comT, T >0ecri=1+7 >0
Supondo b # 0 e fazendo a mudanga de varidvel
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obfemos que a equagao (1.23) tem a forma da equagao (4.1), onde:

rroan) = (1) [er = b (p) — 22
i =) o =0 - S

' all—n)
folapoag) = ma{l) | =g + bp—o—— | .

I L+ a7(t —7)
Setiverinos by = 2¢y ¢ ¢y = 20 > 0, entdo, o duico ponlo five nao revial ¢ 0 = (1 ¢y).
Sob essas condigoes. temas:

1
app = dg = agp = (happ = gkt
SO I ¢ S ¢ ) B |
(2y __ (2) _ 2 _ .
] = gy = 0,0y, = —ci102,
Assim, fazendo as mudangas de varidvers:
t
———
i (1.2:1)
(1, w9) v—> (= 1,19 — €39),

obtemos que a forma normal até ordem dois para o fluzo sobre a variedade central de £
¢ dada por (4.22) com By, B3y como em (4.20), ou seja,

T2¢109 o1 (14 109)
13]_ = -, g = ———.
8 2

Aqora, consideremos o sistema:

() = o (0 e = g gy T2t T2)
T (8) = 2, (t) | 2171(,) T+ 20 )

. r (1.'1((‘, — T])
;112(?‘,) = .'lfg(f,) —Cy + ﬂ] + ﬂle(t — 7'1) + 2(2m N

entao:
. .
g = 102 € Qg =+ Fo,

logo, fazendo as mudancas de varidvers (4.24), temos a equagdo (4.18), com
vy = ¢1ffy, o = [+ B,

e portanto, a forma normal alé ordem dois sobre a variedade central de E*, ¢ dada por

(4.19), com Ay, Ag dados por (4.21), ou seja,

e a8
A = ! (21'[2» Ag = . (21' 27 (B + o).
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2" Caso: apyayy = agzan £ 0 ¢ agag(an + azn) > 0.
Nesse caso. nsando o Teorema 4.2.1, oblemos que para 75 como em (4.8), o ponto de
equitibrio 1% da equagao (4.17) tem singularidade de Bogdanov-Takens.

Nesse caso. temos que o operador L ¢ —= R* é dado por:
Toan ¢1(0) + Toar2da{—ra)

0
Lnld) = / dn(0)e(0) =

1 Tty Py {—71) + Toz2d2(0)

onde a matriz () ¢ dada por:

n(0) 12(0)

n(f) =
n3(0)  n4(0)
com
0 se ) = 0, 0 se 0 € [~y 0,
m(0) = m2(8) =
Toftyp  S€ f e [—1. [)), Tol1e SC #e [—*1 "7'2).
(4.25)
() se ¢ € [—r, 0], 0 se = 0,
na(0) = m(0) =
Ttz se 0 € [--1,—ry), Totyzy 8¢ 0 € [~1,0).

Obtemos de (3.60), com n = 2, que as respectivas bases ®, ¥ de P, P? sio:
B(0) = (hi(0), 6a(0), ~1<0<0.

W(s) = collihn(s), a(s)], 0<s5 <1

¢mmf(§),mww:(;)+9(Z),
I‘f/’l (S) = ( 21 & ) - S( Uy We ) ,':_,’;2(5) = ( un Uy ) ,

(3)-(7)em

( wn o we ),( 21 %9 ) c R*.

Pela definicao de P, obtemos que ¢q, ¢» devem satisfazer:

com

onde

Lo(dr) = ¢1(0), L (¢3) = 2(0),

o seja,

Top11 G + Tpayab 0 ToQ11¢C + To12d — TopQypQ 7 .

ToUay(h + T(J(L-)_Qf) Tofto € + T(](ng(i — Tpq Q127
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Como o determinante do primeiro sisteima acima 6 zero, segue que existem infinitas

solucoes, das quais podemnos tonar;
= —da, b= 11,
substituindo no segnudo sistema, conseguimos:
c=—up e d=ay(l+tr)-7"
portanto, uma base @ é dada por:

—{l12 —012(1+F))
a(0) =

ay, anf 4 (1-+r9)ay —15°

Da definigao de 7, obtemos que 4, 2 devem satisfazer:

0

0 _ .
/ P (—0)dy(B) = 4y (0), / Yo —0)dn(6) = i (0) = 0,

—1 -1

e usando (4.25), conseguinios da segunda condi¢ao acima que:

0
/ (wdn (0) + wadnz (0), wydn (@) + wedny(8)) = (0,0)

1
< (To0 Wy -+ Tpag W, Toa2wy + Totgptwy) = (0, 0)
aywy + oy = 0
(it + gty = 0,

da primeira cquacgao, temos que:

0 .
/ ( (21 + Oun )din (8) + (22 + Owq)dnz(8), (21 + Owr)dip(0) + (2 + Hu-‘z_)d-r].,(O))

1
= (1, ws)

ZiTpqr F {22 — rowy) Ty = wy

=

(Zl - ?’21”1)7'@12 + 2Tyt = Wa,

Tolt1121 + Tpa1 29 = Wy -+ Tpdo1 M1 W2
<

T2y + TotigaZp = Wy + TaQ127T2WH,

Ted11012251 + TeG2a1U22y = Wiaye |- Toda Q271U
&

Tai20112] + Tplaay1 2 == Wallyy + Te201172W,
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sotando essas duas equacoes, oblenos:

2y (arazy F agey) = ToaaGu 1w + dypwy + Ay A Ty,

e das relagoes:
(g2 a1y -+ ayo
Wy = — —=uy. Ty~ —- cry = (L= 1),
(L9 (1'.]](1','_32

SCLe e
. o oo gt
—..),T()fi.ll(l.]-z?']'(_J_.'] 4 ————aq N b Aty -
Gy

107 .

Jrpan{ags +anz) = )
122

¢ portanto,
2rgagi(az; + agza) =2 2a(1 — oriag )wy.

Assim, o8 vetores 2 = (21, 20} 10 = (wy,w9) € R?" da base ¥ deven satisfazer:

Aoty - Qogitly = 0
(4.26)
Toa11(@1221 + Goz22) = agp(l — mriam Jw,.

Para que possamos ter (W, ¢) = 7, duas condigoes adicionais devem ser satisteitas:

(1. 1) =1 ¢ (1. ¢2) =0,

O seja,

0 po
o (. ¢py) =1 = 2¢1(0) —/ / (2 = (& — O)w)dn(Np(6)dE =1
-1 Jo
o 6 0,8
2, (0) — z[ /0 dn(0)p, (&)dE + w[ / dn(0)Ep(£)dE—
Jo1. JoJo

0 7
—'l.er/ / dn(0)0dy (€)dE = 1

i 2= R f 0 ()2
MR 2 [01(0) = Loy (1(0)0)] = wiLy, ( 7 ) -

0)0?
A A s It

0 8
o (. ¢hy) =0 & 2¢2(0) — / / i (€ — O)dn(B) o (E)dE = 0
“1Jo
RS 2 [ho(0) = Ly (42(0)8) — L, (:(0)60%)] + w [Lr (62(0)8) +

i 2 2 [)3
_+~LT<> ((,{51(0)0 ) - LT(] ((/)2(0)9‘) - [’Tu (@1 (U)j)J = 0.
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Conchiindo, temos gne (W, $) = 1 se:

) 92
2Ly (D2(0)) — w0 Ly, (({I(S) ,) =1,

2 [2(0) = Ly (62(0)8) = Loy (¢1(0)62)] + w Ly, (62(0)0) + (4.27)

- 0
F"LTU ({,")] (U)(}“) - LT(? ((,’))‘_)(())0") — /17“ ((]’I)l((})—g—)} o= O

Observernos que as condicoes (4.26), (4.27), determinam univocamente um par de ve-
tores z,w € R%.

Para ajjugy = 02001, a bifurcacio de Bogdanov-Takens ocorre quando 7 passa por 7.
Coonsegiientemente, ¢ convenicente introduzirmos 7 como w parametro de bifurcagao.
Para descrevermos completamente a bifurcagao, precisaremos introduzir um segundo
parametro, o qual faremos fixando trés dos coeficientes ;5,27 = 1,2, ¢ deixarcnios o
ontro variar. Portanto, introduzimos o parametro de bifurcagio a = (o), a2) € R? rees-

crevendo:
T = Ty + 1,

ayy1aao (428)
(ly] = (.
s
Assim, introduzindo o parametro o = (g, ovp) em (4.15), obtemos:
w(t) = Ly (ue) 4 Lo, (o) () + (g, a), (1.29)
onde
0
]ern ((l’)(d)) = (,l(lL((b) + Tplra ( (;})1(__7‘1) ) \
(4.30)
-~ 0
F{, v = Mo . + (10 + a1) F{9),
@) = mar( 0 ) F s anr)
, b1\ -
ara ¢ = . = (.
para ¢ ( o ) €

Obtemos da Se¢ao 3.8, que:

f3(2.0,0) = $(0) [2Ly, (a)(Dx) + Tocra £y, ()],

2z . .
b ) ¢ determinada por
‘1

com f, (@x) dado como em (4.17), a matriz T(0) = ( W
i ' 2
(4.96), (4.27), e

(!.11((1)(()).‘[')] -+ 0.12(¢(-?‘2).I')2 0
Lg‘n ((l’)(‘l’.lf) = (¥ =+ Ty
11 (2,22(1.{.21 {‘1’(“7'1)[7?)1 + a9y (@(0)1)2 ((P(*T'i)ilf)l
‘(ltg’fd ].’1.‘2 0
= X + Ty

(1-22((5]] - T'Dél)“l-'z —(].12(:171 + 7'2:172)



106 4.3 Singularidade de Bogdanov-Takens

Portanto, consegnimos de (3.62), (3.63) e (4.26) que a forma normal sobre a variedade

central ¢ dada por:

1 = g+ O([(w. ) )

(1.31)
By = Ay b Aow + B 4 DBowyag + O(|(x, )]?),
ondoe
To | - ( 2] . t 2 ; (2 (2]
/))I = .—)' [Hfz (U[ﬁh)’ll?] -+ (['(2[],(1’2) : 2(/-11(]-12 (”"(I 1)‘“)1 + (I'(“)ll.’2> + (l.fl ({.‘0.2 uy t U“;)} .
1 (2] . (1) 2 2 (1) (2)
3y = 7y {”’%2 (a.éu)zl + ”.2()):2) — Zayo011 (agl)zl + a.gl)zz) + ayy (a(,g 21+ ay, zg) +

: 1) (2 1 - .
+a?, ((r..(z(,;wl + rzu,(m)u;z) — ayy [(2(:.11 -7 1) a.gl)w] + (an (1 + 2ry)—

—15 ) aﬁ)mg} + aqy [(an —7) a,f]lz)wi + (an(l+7r2) —7") ”‘5)?“’2] }
(4.32)
¢ parametros
Al = Todgatiay,
(4.33)
Ao = —apaTotg (g + o) + agaay i Ws.
Podemos resumir esse caso no seguinte teorema.
Teorema 4.3.2 Considerando os cocficientes a;j,4,j = 1,2, com em (4.3), assumimos
que a;; # 0 ¢ apag (ay; +a) > 0. Sejem ay, oy definidos por (4.28), e 7y como em
(4.8). Entao, para oy = oy = 0, o ponto de equilibrio E* da Equagdo (4.1) tem uma
singularidade do tipo Bogdanov-Takens ¢ a equagao diferencial ordindria sobre a variedade
central para (4.1) de E* € dada por (1.31). com By, By, A\, Ay definidos. respectivamente,
por (4.32), (4.33).

Agora faremos um exemplo do caso acima.
Exemplo 4.3.2 Consideremos o sistema planar com dois returdos m, 72 da forma:
T1(t) = o {t) + g1 (wa(t — 712)),
(4.34)
daft) = xa(t) + ga(21(t = 7)),
onde gy, g2 : R —= R sdo funcoes de classc C?, tais que:

1(0) = 42(0) = 0, g1 (0)g5(0) # 0.

Fazendo a mudanca de varidvel

(l','l
T — ——,
91(0)

podemos considerar ¢(0) = 1. E claro que E* = (0,0) é um ponto de equilibrio de (4.34).
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Defirvindo
f[{-”fls-l-'z) w2y ok g (),

Lol ) = 2y + golag).

oblemaos
ap =gy = ag = 1,

(typ = ([fz (0) .

Supondo gy(0) = 1, seque que ayiayy = apay # 0 ¢ ageg(ay + ag) > 0 Entio.
temos que (4.34) tem singularidade do tipo Bogdanow- Takens para

a1 + aa2 X
T = ——— = 2.
11022

ﬁ? em (4.16) sao:

Para essa situagao, os coeficientes a
(1) _ (L) _ (1) _ n
ay = ayy = 0,ap = g1(0),

o
agy = g3 (0),af? = afy = 0,

¢ as condi¢oes em (4.26) sdao dadas por:
uly o+ we = 0,

2(2q 4 29) = (1 — 2ry)wy,

Ti . ,
com oy = —, =12
To

Sob a suposigio de ¢h(0) = 1, conseguimos do Teorema 4.3.2, que a forma normal
sobre a variedade central da origem para 7y = 2, até termos de ordem dois € dada por:
iy = ay + Oz}
dg = Byt + Boaqag + O(|z]?),
¢ 0s cocficientes 3y, By em (4.33), sao:
By = (g{(0) - g3{0)) .
By = (97(0) — 95(0}) (221 + wn),

¢ =y wy sdo determinados por (4.26) e (4.27).
Uma versao geral da singularidade do tipo Bogdanov-Takens, provem de (1.34), intro-

duzindo os pardametros oy = 7 — 2, a9 = g5(0) — 1.
iy o= 29+ O(([A + [2]) 2]

By = Arn + Aaxg + axd + boyoy + O (A -+ Jef) |2]7),
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ande os pardametios de bifurcacao Ay, Ay sao oblidos de (4.33).
AL = 2a0un,

Ao = 2009211 + (a9 — ag)uwy.
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