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Resumo 

Este trabalho ó dedicado à extensão do Método da Forma Normal para Equações 
Diferenciais Ordinárias ás Equações Diferenciais Funcionais Retardadas. O método da 
forma normal para equações diferenciais funcionais retardadas nos dará o fluxo sobre uma 
variedade localmente invariante de dimensão finita através de uma equação diferencial 
ordinária. Como aplicação, calcularemos a forma normal para equação diferencial fun-
cional retardada escalar com uma singularidade do tipo Bogdanov-Takens. Analisaremos 
também a forma normal para equações diferenciais funcionais retardadas com parâmetro. 
Finalizaremos este trabalho com o cálculo da forma normal de um sistema planar com 
singularidade do tipo Bogdanov-Takens. 

Palavras-Chave: Formas Normais, Equações Diferenciais Ordinárias, Equações Di-
ferenciais Funcionais Retardadas, Singularidade do Tipo Bogdanov-Takens. 



Abstract 

In tliis work, wo compute the normal fornis associated with tlie flow 011 a finite-
diniensional invariant, manifold tangent to an invariant space for the infinitesimal genera-
tor of the linearized cquation at thc singularity. As an application, the Bogdanov-Takens 
singularity is eonsidercd. 

Keywords: Normal Fornis, Ordinary Differential Equations, Retarded Functional 
Dilferential Equations, Bogdanov-Takens Singularity. 
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Capítulo 

1 
Preliminares 

1.1 Introdução 

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados que serão fundamentais 
no decorrer deste trabalho. 

Iniciaremos formalizando o conceito de equações diferenciais funcionais retardadas e 
apresentaremos o teorema de existência e unicidade de soluções para esse tipo de equação. 
Faremos uma breve introdução ã teoria de semigrupos para equações diferenciais fun-
cionais lineares autónomas. Nas Seções 1.4 e 1.5, vamos decompor o espaço das funções 
contínuas de [—r, 0] sobre R" em soma direta de um espaço de dimensão finita P com 
um espaço Q, ambos invariantes pelo gerador infinitesimal AQ. Introduziremos a forma 
bilinear a qual nos permitirá definir explicitamente o espaço Q e determinaremos uma 
projeção de C sobre os autoespaços generalizados. 

Finalizaremos este capítulo com o teorema das variedades invariantes, o qual analisa 
sua existência para equações diferenciais funcionais retardadas autónomas. Esse teorema 
examina o comportamente de solução próximas de um ponto de equilíbrio de uma equação 
diferencial funcional retardada autónoma e estuda localmente a existência de variedades 
estáveis, instáveis, centrais,... 

1.2 Equações Diferenciais Funcionais Retardadas 

Nesta seção, definiremos equações diferenciais funcionais retardadas. Mas, antes de 
darmos a definição formal desse conceito, consideraremos um caso mais simples de equação 
diferencial retardada. Finalizaremos esta seção demonstrando a existência e unicidade de 
soluções para tais equações. 

Consideremos a equação diferencial retardada: , 

/ ! / . . ' ' ( / - '•))• (1-1) 

onde r ê um real não negativo, x denota a derivada de x em relação a í , / : [0, oo) x R —> E 
e x : J C K — • R são contínuas para t > 0. 

Analisaremos a equação diferencial retardada (1.1), para r > 0. Como sabemos, para 
obtermos a solução de uma equação diferencial ordinária, é preciso conhecer o valor da 
solução em um instante í0 , x0 = x(t0), x0 é dita condição inicial. Mas, para a equação 
diferencial retardada (1.1), precisamos conhecer a solução em um intervalo anterior ao 
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ponto /(,. Em outras palavras, precisamos conhecer um 'certo' passado da solução anterior 
ao ponto to-

Suponhamos x : [—r, oo) —> R, e consideremos o seguinte sistema: 

x(t) = f(t, x(t - r)), para t > 0, 
(1.2) 

x{e)=x0(9), para 6 G [—r, 0], 

onde x0(0) 6 contínua em [—r, 0]. 
Denotando por XI(T), a solução do problema (1.2) sobre o intervalo [0, r], temos que 

T] satisfaz: 

Mas, para t, G [0,r], segue que t — r pertence à [—r, 0], e portanto, obtemos: 

Xi(t — r) = XQ(t — r), para t G [0, r}. 

Logo, conseguimos: 

xx{t) = f{t,xQ{t-r)) 

x l (0) = .7.-u(0). 
Integrando a primeira equação do sistema acima, temos: 

f x1(r)dT= í f(r, X0(T — r))dr, í € [ 0 , r ] , 
J o J o 

e então, 

X-i(Í) - .R(0) = f / ( T , . T 0 ( T - R))RFR, t G [0 ,R], 
J o 

ou seja, 

M O = Zo(0) + f f(r,x0(r - r))dr, t G [0,r], 
J o 

Analogamente, para £ G [r, 2/"], denotemos a solução por ,t;2. 
Logo, 

x2(t) = f{t,x2(t-r)). 

Mas, quando í G [r, 2r], temos que t — r pertence à [0, r], e portanto, 

~ r) = xi(t - r). 

Assim, obtemos: 

x2{r) = x'i(r). 

Donde, conseguimos: 

X2{t)=x1(r)+ / ( r , X\{T — r))dr, 
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com t, G [r, 27']. 
Concluindo, para todo l > 0, tomemos n G N com i G [m\ (?/, + l)r], e suponhamos 

conhecida a solução sobre o intervalo [(n — l)r , nr), a qual denotaremos por .r„_i. Deter-
minemos a solução xn sobre [nr, [n + 1 )r], como segue: 

x„{t) =/(/,,:i:n^{t-r)) 

x„(nr) = .7:„.-i(w), 

donde segue, 

:r„(í) = .rn_i (nr) + / f(r,xn-i(T - r))dr, 
J nr 

com t G [jir, (n + l )r] . 
Agora, passaremos ã definição de equações diferenciais funcionais retardadas. 
Consideremos um real não negativo r e C = C([—r, 0], R" ) o espaço das funções 

contínuas de [—r, 0] sobre Rn. O espaço C é um espaço de Banach com a norma: 

\<i>\ = sup \mv 
~r<tí<0 

onde no segundo membro, | • | denota a norma usual de M". 
Consideremos um real A > 0 e x : [ío — >', to + A) —> R" uma função contínua. Então, 

para todo t G [to,to + A], definimos xt G C([—r, 0], R u ) por: 

xt : [—r, 0] —> R n , 

xt(0)=x(t-0). 

Definição 1.2.1 Seja f : [0, oo) x C([—r, 0], R" ) —> R n é urna função dada, definimos 

•'V) fU-•<-!). (1.3) 

como sendo a equação diferencial funcional retardada (EDFR) sobre [0, oo). 

Definição 1.2.2 Uma função x(t), contínua em [íq — r, í0 + A), com A > 0, t0 > 0, é 
uma solução da equação (1.3) se for diferencidval em + A) e x(t) = f(t,xt), para 

to <t<t0 + A. 

Definição 1.2.3 Sejam t,0 > 0, A > 0 e iJj G C([-r, 0], R" ) . Um.a função x(t) contínua 
em [t0 — r,tQ + A), diferenciãvel em [ta,t0 + A) é uma solução de (1.3) com condição 
inicial ij) em to se: 
i.) xtu(O) = iJj(0),paraOe[-r,Q}, 

•li.) x(t) = f(t.,x,), para t G [í0, k + A). 

Observações: 
• Não precisamos exigir que a função x(t), definida sobre [í0 — r, t0 + A), seja diferen-

ciãvel em tQ, basta que x(i) seja diferenciável à direita desse ponto. 
• Quando r = 0, a equação diferencial funcional retardada se reduz à equação diferen-

cial ordinária. 
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Definição 1.2.4 Seja, <j) £ C( [ - r , 0],R"). Dizemos que a função f(t,, <j>) satisfaz a con-
dição de Lipschitz ou é lipschitziana relativamente a <f> em C'([—r, 0], R" ) , se 
existe uma, constante L > 0, tal que: 

|/(/„02) - f { t , </>!)! < L\<j>2 - fal 

para 0 < / < oo r </>i, </>2 £ C{\~ri 0]R")- O número L chama-se constante de Lipschitz. 

Definição 1.2.5 Para H £ R, com 0 < H < oo, denotamos por CH o conjunto das 
funções contínuas definidas em [ —r, 0], com norma menor que II, ou seja, 

CH = {<}> £ C ( [ - r , 0 ] ,R n ) : \<j>\ < H] . 

Definição 1.2.6 Dizem,os que a equação f(t,xt) é localmente lipschitziana rela-
tivamente a 4> em [0, oo) x C{[—r, R " ) se, para todo r > 0 e todo real positivo H, existe 
uma constante L — L(t, II) > 0 tal, que: 

\f(t^2) ~ f(t,<f>i)\ < L\h ~ til 

para todo 0 < t < r e (j)i,(j)2 £ Ch-

Definição 1.2.7 Consideremos X um espaço métrico e |-| a norma induzida pela métrica. 
Uma, aplica,ção T : X —> X eharna-se contração quando existe A £ R, com, 0 < A < 1. 
tal que: 

\T{u)-T(v)\ < A|M-Í/|, 

fiara todo u, v £ X. 

Teorema 1.2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam X um espaço métrico 
completo e T : X —>• X urna contração. Então, existe um, liníeo u £ X tal que T(u) — u. 

Demonstração: 
A demonstração pode ser encontrada em Zeidler [17]. 

• 

Teorema 1.2.2 (Existência e Unicidade de Soluções). Seja f{t,4>) contínua e 
localmente lipschitziana relativamente a (f> em, [0, oo) x C{[—r, 0], R " ) , com constante de 
Lipschitz L. Então, para qualquer to > 0 e ip £ C(\—r, 0 ] ,R" ) fixos; existem A > 0 e 
uma única função x(t) definida, em, [í0 — r, to + A), a qual é solução da equação diferencial 
funcional (1.3) com, condição inicial ip em Íq. 

Demonstração: 
Consideremos o seguinte conjunto: 

F = { :r £ C([t0 - r, /.„ + A]-, R " ) : |.r| < II, x(t0 + 0) = <J>(0), 0 £ [~r, 0 ] } . 

onde II > 0 é tal que |^(0)| < II, \r\ = \t,0 + A\ < H e A > 0 será fixado posteriormente. 
Inicialmente, mostraremos que F é um espaço métrico completo. Para isso, mostrare-

mos que F é fechado, isto é, toda sequência, 

(.r„)„6N, Xn € F, 71 € N 
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tal que 
n —>00 

xn —• X, 

então, temos (jue x G F. 
Como 

x = lim xn, 
/!-> OO 

obtemos <la continuidade da função módulo que 

|.t| = lim |:r„, |. 
íí—>00 

Para cada n G N, temos que |.rn| < H, pois, xn G i7. Então, segue que |:r| < H. 
Também conseguimos x(t.0 + 9) = ip(9), uma vez que, xn(t0 + 9) = ip(9), para 9 G [—r, 0] 

e todo 11 G N. 
Portanto, F é um espaço métrico completo. 

Consideremos a aplicação T : F —> C([t0 - r, t0 + A]\ R n ) definida por: 

(Tx){t0 + 0) = xjj{0), para 0 G [-r, 0], 

(Tx){t) = 0(0) + í f{s, para í G [í„, «o + A]. 
Jto 

Mostraremos que T é uma aplicação de F em F, considerando A convenientemente. 
Para isso, temos que verificar que \(Tx)(t)\ < H, para todo x G F c t0 < t < t0 + A. 

Usando a definição de T, conseguimos: 

rt rto+A 
\(Tx)(t)\ < 10(0)1 + / lf(s,xs)\ds < |V;(0)| + / I f (s ,x s )\ds-

Jto Jto 

para to < t < t0 + A. 
Observemos que, para t<$ < t < + A, 

|.x,| = sup |.x(s + 9)I < \x\ < H, 
~r<B<0 

então, temos que, 

\f(s,r,)\ < I f ( s , x . ) - / M ) I + 1/(5,0)1 < L\x, ~0\ + K < LH + K, 

onde 
K= sup |/(5,0)| e L — L(t0 + A,H). 

to<s<to+A 

Daí, obtemos, 

rto+A 
\{Tx)(t)\ < |'0(O)| + [LH + A'] / ds = |V(0)[ + [LH + K]A, 

Jto 

para to < t < tQ + A = r . 

Por outro lado, como |^(0)| < H, tomando A < temos <Jue \Tx\ - H-

Concluímos assim, que Tx G F, ou seja, T é uma aplicação de F cm F. 
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Agora, tomando A dado por: 

H - |'0(O)| 1 
A < min 

LH+K ' L 

mostraremos que T 6 uma contração do F em F. 
I )ados ./', y £ F, temos, 

(T.r)(/0 + 0) = (T?y)(/„ + 0) = x/>(0), para 9 e [-/\ 0], 

(:Tx){t) = íj(0) + f f(s, xa)ds, para 9 6 [í0) t0 + A], 
Jto 

(Ty)(t) = i/>{0) + [ f{s, ys)ds, para 9 e [t0, t0 + A], 
Jto 

onde t0 < t < to + A. 
Então, temos que | ( T x ) ( t ) - {Ty)(t)\ = 0, se t0 - r < t < tQ, c 

pt rto + A 
|(Tx)(t) - (Ty)(t)\ < / |/(,%:r,) - f(s,y,)\ds < / L\z, - y,\ds, 

Jlo J<0 

se to < t < to + A. 
Observemos que: 

\xs - ys| = sup |x s(0) - ys{0)\ < \x - y\. 
-r<0<0 

Assim, conseguimos: 

rto+A 
|(Tx)(t) - (Ty)(t)I < L\x - y\ / ds = AL\x - y\. 

Jt0 

Portanto, obtemos que T é uma contração, uma vez que AL < 1. 
Por último, aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, temos que existe uma 

única função x 6 F tal que ( T x ) ( t ) — x(t), para t0 — r < t < t0 -f A, ou seja, 

(Tx)(t0 + 6)= x(t0 + 6) = ^(0) , para 6 € [-r, 0], 

(Tx)(t) = x(t) = V(0) + í f{s,xa)ds, para te[t0,tQ + A]. 
Jto 

Disso, concluímos que: 

xt0{9) = x(to + 6) = iP(0), para 9 £ [—r, 0], 

x(t) = f(t,xt), p a r a í G [ í o, to -h A). 

• 
Observação: 

Suj)ondo que função f{t,(j)) seja apenas contínua, podemos provar a existência, mas 
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não a unicidade, de unia solução diferenciável do problema com condição inicial </' em to-
definida sobre [/.0 — r, £0 + / l ) , com A suficientemente pequeno. Podemos provar esse caso 
usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. 

1.3 Scmigrupos para Equações Lineares Autonômas 

Nesta seção, faremos uma breve introdução á teoria de scmigrupos para equações 
diferenciais funcionais lineares autónomas. As demonstrações dos resultados que enuncia-
remos nesta seção poderão ser encontradas em Hale & Lunel [7]. 

Consideremos a equação diferencial funcional retardada linear autónoma, 

••VI = L(xt), (1.4) 

onde L 6 unia aplicação linear contínua de C = C([—r, 0], R" ) em R" . 
Pelo Teorema de Representação de Riez, podemos reescrever L na forma: 

m = JjdV(e)]m, 

onde ?/(<9), 0 € [— r, 0], é uma matriz de ordem n, cujos elementos são de variação limitada, 
normalizada a fim de que ?/ seja contínua à esquerda sobre (—r, 0), ver [11]. 

Definição 1.3.1 Seja B um espaço de Danaeh real. Um semigrupo fortemente con-
tínuo de operadores lineares, que denotaremos por Co-semigrupo, é uma família a um 
po,râmctro, 

T(t) : B —>B, t>0, 

de operadores lineares h/nitados que satisfaz as propriedades: 

i) T(0) = /; 
w ; T ( Í 1 + Í 2 ) = T(Í 1 )T(Í 2 ) , ti, t2 > 0; 

iii) lim \ \T(t)4> — 4>\ \ = 0, 4>eB. í—> o 

Para todo C0-semigrupo T(t), podemos associar um gerador infinitesimal /10, definido 
por: 

A0 : D(A0) —* B, 

onde D (Ao) é o conjunto das funções <fi para as quais o limite acima existe, ou seja, 

D(Ao)^^eB:3Ynn~[T(t)4>-(f)}y 

Lema 1.3.1 Se T(t) é um Co-semigrupo sobre B, então temos: 
(i) Para toda, (fi <E B, a aplicação t T(t)<j) é contínua de R + em B\ 
(ii) Ao é um operador fechado densamente definido; 
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(iii) Para toda <j> £ B, a aplicação t. —> T{t)<j> satisfaz a equação diferencial: 

dt 

O operador linear L : C —>• R" é limitado, ou seja, existe uma constante K > 0 tal 
que: 

\m\<i<\<Pi 

para toda <)> £ C- Então, temos, 

\L(<1>i) - L(</>2)\ = |Lifa - <t>2)\ < Klfa - 4>21, 

para toda 4>\,4>2 £ C. 
Logo, segue que L é Lipschtiziana, e portanto, pelo Teorema 1.2.2, para cada 4> £ C, 

existe uma única solução .?;(., </>) da equação (1.4). 

Definição 1.3.2 Consideremos o espaço de Banach, C — C([—r, 0], R") . Seja (j) £ C 
c .r(., (f>) a 'única solução da equação diferencial funcional linear autónoma (1.4), com 
condição inicial (f) em. to = 0, ou seja, 

•'•'(/) = Lxt, 

xQ(9) = (f>(0), fle[-r,0], 

então definimos o operador solução T(t),t > 0, por: 

Agora, enunciaremos alguns resultados para o operador solução. 

Lema 1.3.2 O operador solução T(t), t > 0, definido pela relação (1.5), é um Co-semigrupo, 
com o gerador infinitesimal dado por: 

com 

D ( ^ ) = {</>£ (7: 0(0) = £(</>)}• 

Alem disso, o operador T(t) é completamente contínuo para t > r, isto é, o operador 
T(t)J > r, c contínuo e aplica conjuntos fechados em conjuntos relativamente compactos. 

Agora introduziremos a equação adjunta associada à equação diferencial funcional 
retardada linear autónoma (1.4). 

Tomemos B0 o espaço das funções ip : (—oo, 0] —> R"* que são constantes em (—oo, —r], 
de variação limitada sobre [—r, 0], contínuas à esquerda sobre (—r, 0), e nulas no zero com 
a norma \/ar[„,.i0]V;, onde Rn* é o espaço n-dimensional dos vetores linhas. 
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O espaço BQ torna-se uma representação do espaço dual de C com a aplicação: 

< L <í> >= j d[v(O)]</>(0), f E bq, <f> G C. 

Definimos a equação adjunta formal por: 

y(s) + J y(r)?/(r, .s — T)<IT = constante, s <t — r, 

onde y é uma solução que se anula em [t, oo), satisfaz a equação adjunta em (—00, t — /'] 
e é tal que y(t + 0) = tj)(0), -r < 0 < 0, com G B0. 

O operador adjunto A* do operador A0 é definido por: / G D (A*) se, e somente se, 
existe g G B0 tal que 

< /, A0(f> >=< g,<f>>, 

para toda <j> G D(A0) e 110 caso, A* j = g. 

Lema 1.3.3 O operador adjunto A* : D (A*) —» B0 é dado por: 

D(A*) = j / G B0 : ^ G B 0 

= / (O- ) r , (0 ) - - r < 0 < 0. 

Estudaremos também, o semigrupo associado à equação transposta da equação dife-
rencial funcional retardada linear autónoma (1.4). 

Seja C* = C([0, r], K"*), e para s G [0, 00), tomemos ys um elemento em C* definido 
por: 

O sistema transposto da equação (1.4) é definido por: 

y(s) = - f° y(s - e)d[rj(9)}, s < 0, 
(1.6) —r 

y°(0 = ^ ( 0 , e e [ o , r ] , 

com 0 G C*. 

Definição 1.3.3 Consideremos o espaço de Banach C* = C([-r, 0], W1*). Seja ip G C* 
r y(.,4>) a única solução da equação transposta (1.6), com condição inicial ij> em t.0 = 0. 
Definimos o operador transposto TT(t),t > 0, dado por: 

Tr(t)t/, = y.(.,i/>). (1.7) 

Lema 1.3.4 O operador solução TT(s), s > 0, da equação transposta, definido pela relação 
(1.7) é um Co-semigrupo com gerador infinitesimal Aj, dado por: 
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Ai; : D(Al) C* 

(o) = - l>(-&)d[vm} 

Al( in tlisso. <> operador T1 (,s) é completamente contínuo para, s > r. 

1.4 Decomposição de C 

Nesta seção, vamos decompor o espaço das funções contínuas de [—r, 0] sobre ]Rn em 
soma direta de dois espaços invariantes pelo gerador infinitesimal Ao, sendo que uni deles 
é de dimensão finita, e está associado a um subconjunto finito e não vazio desse gerador 
infinitesimal. Para isso, precisamos determinar a natureza do espectro do C0-semigrupo 
dado pelo operador solução T(t) e de seu gerador infinitesimal A0. 

Para introduzirmos o espectro de um operador, precisamos considerar espaços de Ba-
nacli complexos. Sejam Bc o espaço de Banacli real complexificado e 

o operador linear complexificado. Isso significa que existe um espaço de Banach real B e 
um operador 

Sempre que não houver problemas, escreveremos B para Bc o B para Bc-

Definição 1.4.1 O conjunto resolvente p(B) do operador B é o conjunto de valores 
X no plano complexo para os quais o operador (A/ — B) é inversível, onde o inverso é 
limitado com domínio denso ern B. Esse inverso será denotado por: 

c é chamado de resolvente de B. 

Definição 1.4.2 O com.plementar do conjunto resolvente p{B) do operador B no plano 
complexificado é chamado de espectro de B e denotamos por cr(B). 

O espectro de um, operador pode se constituir de três tipos diferentes de pontos: 
• o espectro residual aR(B), o qual é formado pelos pontos do plano complexo A, 
para os quais R(X, B) existe, mas o domínio D(R(X, B)) não é denso em B: 
• o espectro contínuo oc(B), o qual c formado pelos pontos do plano complexo A, 

Bc : D{BC) cBc^Bc 

bi + ib2 = h — ib2. 

R{X,B) = (AI ~B)~\ X e p{B) 
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para os quais XI — D tem inverso ilimitado eom domínio denso em B\ 
• o espctro pontual ap(B), o qual c formado pelos pontos do plano complexo X, para 
os (jiiais XI — B não tem inverso. 

Definição 1.4.3 Para X <G op(B), o autoespaço generalizado de X, denotado por 
M\(B), r o menor subcspaço de B que contem os elementos de 

oo 
\jKer((\I-B)k). 
k-: 1 

A dimensão de M.\(B) é chamada de multiplicidade algébrica de X e o menor 
inteiro positivo k tal que 

Ker((XI - B)k) = Ker((XI - B)k+1), 

é chamado de ascendente de X. 
Os pontos do espectro pontual de B com autoespaço de dimensão finita são chamados 

autovalores do tipo finito ou autovalores normais. 

Lema 1.4.1 Sc A0 é o operador definido pelo Lema 1.3.2, então o espectro de A0 é igual 
ao espectro pontual de Ao, ou seja, 

e X pertence ã o (Ao) se, e somente se, X satisfaz a equação característica: 

,o 
det(A(X)) = 0, A(A) = XI - J eXBd[q(0)}. 

Alem disso, para X e cr(A0), o autoespaço generalizado M\(A0) é de dimensão finita, 
existe um inteiro k tal que 

M\(AQ) = Ker((XI - A0)k), 

e temos a decomposição em, som,a direta, 

C = Ker((XI - A0)k) © Im((XI - A0)k). 

Observação: 
Desse lema, temos que A e <r(A0) implica que M\(A0) é de dimensão finita e M*(A0) -

Ker((XI - para algum inteiro k. Como A0 comuta com XI - A0, então, o subespaço 
M\(Ao) é invariante por A0. 

Seja d a dimensão de M\(Ao) e = {0Í , . . . , 4>xd) uma base para M\(A0). 
Como AoMx(Ao) Ç M\(Ao), temos, 

' = bn<t>l + • • • + bld(j)xd 

A0(px2 = b21(J)x + • • • + b2dj>x 

A0<j)d = bdl<tf + ••• + bdÀ(f>x. 
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Logo, 

[/W'i,...,A></>;)] = [ti,...Ah] 

òu 621 • • • bai 
bí2 b22 • • • bd2 

hd "2 d . . . h < Id 

Assim, obtemos do fato de A0M\{A0) Ç M\{AQ), que existe uma matriz D\ de ordem 
tl ta.l (|ue: 

/l0cl>x — <I>A l]x . 

Lema 1.4.2 O único autovalor da matriz B\ é X. 

Da definição do operador A0 no Lema 1.3.2, e da relação 
= <f>\B\, 

temos que 

Do Lema 1.3.1, item (m) , obtemos 

T(/.)$A = $xenxt, t. > 0, 

e j)ortanto, conseguimos: 

T{t)$x{0) = $A(0)e^(e+í), 0 £ [—r, 0], t > 0. 

Essa relação nos permite definir o operador T(t) sobre o autoespaço generalizado 
M\{Aa) para todos os valores de t £ (—00,00), e portanto, sobre o autoespaço generali-
zado de um autovalor, a equação (1.4) tem a mesma estrutura de uma equação diferencial 
ordinária. 

Sendo assim, temos do Lema 1.3.1, T(t)Ao<f) = A0T(t)<fi, para toda <j> £ C, então 
n({XI - A())h) 6, invariante por T{t). 

Repetindo o processo acima, obtemos o seguinte teorema. 

Teorema 1.4.1 Suponhamos A um. conjunto finito e não vazio {Ai , . . . , A / ;} de autovalores 
da equação (1.4) e sejam = {$Al,..., = diag(B\L,..., B\P), onde é uma 
base do autoespaço generalizado de XJ e BXJ é a matriz definida por /lo^Aj = BXJ , 
j = 1,2, . . . , / ; . Então, o único autovalor de B\} é Xj e, para todo vet.or u de mesma 
dimensão que a solução T(t)<Pt\U com, condição inicial <f>Au, em, t0 = 0 pode ser 
definida, em ( — 00,00) pela relação: 

T(t)$Ku = <5Á eBxtu 

$A(0) = <$>A(Q)e13*0, para 0 £ [—r,0]. 

Além disso, existe um. subespaço Q\ de C tal que T(t)Qa Ç Q\ Vara t°do t > 0 e 

C = P/i® Qa, 

onde. /' = {</> £ C : (f) = <&\u para algum u,} • 
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C) Teorema 1.4.1 nos fornece uma análise das soluções da equação (1.4). Sobre os 
autoespaços generalizados, a equação (1.4) coniporta-se essencialmente como uma equação 
diferencial ordinária e a decomposição de C em dois subespaços invariantes por /10 e T(t) 
nos diz que podemos separar o comportamento sobre os autoespaços dos outros tipos de 
comportamento. 

1.5 Decomposição de C com a Equação Adjunta 

Nesta seção, introduziremos uma forma bilinear que nos permitirá definir explicita-
mente o espaço Q e determinaremos uma projeção de G sobre os autoespaços generaliza-
dos. Os resultados que enunciaremos poderão ser encontrados cm Hale [6]. 

Definição 1.5.1 Sejam <p E C e i\) E C*, definimos a forma bilinear (.,.) sobre C* x C 
por: 

(., .) : C* x C —> 1 " , 

(•0, </.>) = m m - £ f w - e)\dV(dMm. 

O gerador infinitesimal Aq do operador solução da equação transposta definido no 
Lema 1.3.4 satisfaz : 

= '<P e D(Al) (1 C* 

para toda 0 G D (Ao). 
Outra propriedade interessante 6 a seguinte: suponhamos xj(.,ip) u m a solução da 

equação transposta (1.6) sobre (—oo,r] com condição inicial ip no zero, ou seja, 

T r ( í ) V = ?/(•,</»), f e ( - 00 ,0 ] , 

com ip E D (Al). 
Então, TT(t) tem as mesmas propriedades do operador solução T(t) associado à 

equação (1.4) c 

= -AlT^, = -TTKÍ-, 
ar 

para toda IP E D(Aq). 

Lema 1.5.1 O espectro do operador A0 coincide com o espectro do operador Aq . 0 opera-
dor Al tem, som,ente o espectro pontual e para todo X E &(Aq), o autoespaço generalizado 
de X c de dimensão finita. 

Lema 1.5.2 Um condição necessária e suficiente para que a equação 

(A0 - A / ) V = V', ^ € C, 

tenha solução 4> G C, ou eqiávalenteinente, que 'ip E Im(A0 - XI)k, é que (a,i>) — 0 para 
todo a E Ker(Al - XI)k. 

O próximo lema caracteriza os espaços Ker(A0 - XI)k e Ker(Aq - XI)k. 
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Lema 1.5.3 0 espaço Ker(A{) - \I)k c formado pelas funções (f) G C da forma: 

fijpM 

j=o h 

onde 7 = col(ji, ...,7/.) satisfaz Atf = 0, c também, o espaço Ker(A$ - \I)k é formado 
pelas funções (/' € C* da, forma: 

k-1 

j=0 

•>•)'• -V "v< 

onde fi = linha(fii, satisfaz (3A— 0, com 

0 A(A) 
A -

o o 

5 G [0, r], 

dk~1A(X) 
d\k~l 

dk~2 A(A) 
d\k-2 

A(A) 

A(A) = A I - J eXH d{ii(6)]. 

Teorema 1.5.1 A G (x(j4o)- Consideremos ^a = col(ipi, ...,tfip) e $a = (<̂ 1 , •••,</>}>) 
bases de M\{A^) e M\(Aq), respectivamente, e seja (\I/A, $A) = ^j)}, h J ~ 1)2, ...,p. 
Então, é não singular, e desse modo, podemos tomar com,o sendo a identidade, e 
?na?s, a decomposição de C por A, dada no Teorema 1.4.1, pode ser escrita explicitam,ente 
como: 

^ = cj)Px G Pa, 4>Q x^QX, 

Px := MX(A0) = {(f) G C : <f> = <J>â , 6 e um p-vetor} , 

Qa — { 0 G C : (^a, </>) — 0} , 

= oncie b = 0), 

=(f)_(f)PK 

Suponhamos que = I e BX,B*X são as matrizes constantes tais que: 

A0<t>x = <Í>XBX e AjVx = B*x1>x, 

então, temos que B = B*. 
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Lema 1.5.4 A dimensão do autoespaço associado à X é igual a multiplicidade de X como 
zero da equação característica dada pelo Lema 3.3, ou seja, 

dimM\ — multiplicidade de X como zero de A (A). 

Lema 1.5.5 Sejam A,//, G a (Ao) = cr(yl^), com X / /<, e <j) 6 M\(AQ).(p G M,,(Aq). 
então, temos que ('</', </>) = 0. 

Tomemos A = {Ai,. . . , A;)} um conjunto finito de elementos de a (Ao) e seja 

P }\ . ger{MXj : Xj 6 A} , 

de maneira similar ao feito anteriormente, podemos definir 

PT = Pl = ger{MXj(AZ) : A, G A } 

como sendo a autoespaço generalizado da equação transposta associado a A. Se $ são 
bases para P, PT, respectivamente, e ( í ' , <J>) = / , então: 

A := M\(Ai) = {(f> £ C 4> = b é um p-vetor} , 

Q A = { 0 G C : ( > I ' A , 0 ) = O } , 

e portanto, para toda (p G C, 
(f) = + çpQf\ ^ 

1.6 Teorema das Variedades Invariantes 

Nesta seção, enunciaremos o Teorema das Variedades invariantes, o qual analisa a 
existência de tais variedades para equações diferenciais funcionais. Esse teorema analisa 
o comportamento de soluções próximas de um ponto de equilíbrio da equação diferencial 
funcional autónoma e estuda localmente a existência de variedades estáveis, instáveis, 
centrais,... 

Estamos particularmente interessados na existência da variedade central, a qual é 
apresentada nesse teorema. 

Podemos encontrar a demonstração do Teorema das Variedades Invariantes em Hale 
k, Lunel [7]. 

Seja Í2 uma vizinhança do zero em C e para <fi G C, tomemos a norma: 

101= sup |0(0)|. 
-r<9<0 

Consideremos C£(Í2,R") C Cp(í1,Rn) o conjunto das funções de Cl em R" que têm 
derivadas contínuas limitadas ate ordem p com respeito a 0 G ÍX O espaço C£(f2,Rn) 
torna-se um espaço de Banach se escolhermos a norma do supremo para todas as derivadas 
até a ordem p. 
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Assumiremos que F G C,J(Í1,R"), e consideremos a equação diferencial funcional re-
tardada autónoma: 

x(t) = F(xt), (1.8) 

com F(0) = 0. ou seja, 0 é um ponto de equilíbrio e linearizando a equação (1.8) em torno 
do zero. temos: 

•'(/: / -( .o). (1-9) 

onde I, g £ (C ' .R" ) e L(t/>) = 
Suponliainos que 0 é um ponto de equilíbrio não-hiperbólico da equação (1.8), ou seja. 

existem raízes da equação característica: 

det.A(X) = 0, A(A) - A / - L ( e A 7 ) , (1.10) 

com jjart.es reais nulas. 
Podemos decompor o espaço C como segue: 

C = U@N®S, 

onde U e de dimensão finita e corresponde ao subespaço gerado pelos autoespaços genera-
lizados associados às raízes de (1.10) com partes reais positivas, N também é de dimensão 
finita e corresponde ao subespaço gerado pelos autoespaços generalizados associados às 
raízes de (1.10) com partes reais iguais a zero e S corresponde ao subespaço gerado pelos 
autoespaços generalizados associados às raízes de (1.10) com partes reais negativas. 

Essa decomposição de C define três projeções: 

Ttv : C —> U TTn : C —> N tts : C —> 5 
1TU(U) = U, 7VN(N) = N, 7Ts(S) = S, 

e 711J + 7TjV +7TS - I. 
Sejam <I> uma base de U e uma base de UT, com ( ' ! ' , $ ) = / , então a projeção nu 

é dada por nu(<j>) — 4>)- Similarmente, se é uma base de N e é uma base de 
yVr, com (4>0, <J>0) = I, então a projeção tiyv pode ser dada por 7rjv(0) = $0(^0, <t>)-

Se T(t),t > 0, é o Co-semigrupo associado à equação linear (1.9), então os espaços 
U, N e S são invariantes por sob T(t). 

Das Seções 7.9 e 9.5 de [7], existem constantes positivas M, a, e para todo e > 0, 
existe uma constante positiva M(, tal que para </> G C, temos: 

\T{t)<t>u\ < Meat\4>u|, VarmT{t)X$ < Mea\ t < 0, 

\T{t)(f>N\ < M fe fl 'l, Var{-t,t)T(t)X^ < Mee|f|, t G R, (1.11) 

\T{t)(j>s\ < Me~~ai\4>s\, VarmT{t)Xi < Me~at, t > 0. 

O conjunto U é caracterizado como o conjunto dos valores iniciais daquelas soluções 
de (1.9) que existem e permanecem limitadas para t < 0, e a relação (1.11) implica que 
essas soluções aproximam-se de zero exponencialmente quando t —>• —00. O conjunto S 
é caracterizado como o conjunto dos valores iniciais daquelas soluções da equação (1.9) 
que existem e permanecem limitadas para t > 0, e essas soluções aproximam-se do zero 
exj)onencialmente quanto t —> 00. O conjunto N é caracterizado como o conjunto dos 
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valores iniciais daquelas soluções da equação (1.9) que existem para t G R e crescem 
menos rapidamente do que qualquer função exponencialmente lixada. 

Definição 1.6.1 Dada uma vizinhança V do zero em C, a variedade fortemente es-
tável local 0) '=' W ^ O , V) do ponto de equilíbrio 0 da equação (1.8) é a colação 
das funções <f> € C com a propriedade que a solução a:f(., <f>) G C para t > 0 aproxima-se 
da solução nula exponencialmente quando t, —t oo, ou seja. 

= yj e V *t(;</>) e v para t >0 e xt(.,<fi) 0 quando t -» o o } • 

De modo análogo, definimos a variedade fortemente instável local , que de-

notamos por W^(0) d= W°"(Q, V), como: 

Wt™(0) = {(/) G C : xt(.,4>) e V para t <0 e xt(., (/>) ->• 0 quando t -> -OO} • 

Definição 1.6.2 Seja V urna vizinhança do zero em C\ urna variedade central local 

(0, V) do ponto de equilíbrio 0 da equação (1.8) é uma C1 -subvariedade que 
r um gráfico sobre. V D N cm C, tangente à N na origem., e é localmente invariante sob 
o fluxo th fluido pela equação (1.8), ou seja, 

W[nc( o) nv = {i/>ec :ip = <j> + <p G N n V}, 

onde h : N —>• U © S é uma função de classe Cl com h(0) = 0, D,p(0) = 0. Portanto, toda 
órbita que começa em Wf0C(Q), continua nesse conjunto enquanto permanece ern V. 

Definição 1.6.3 Dada uma vizinhança V do zero em C, uma variedade central 

estável local Wf*c(0) WCS(.,V) do ponto de equilíbrio 0 da equação (1.8) é um 
conjunto em, C tal que Wf^Q) D V é uma subvariedade de classe C1 que é um gráfico 
sobre V D (N © S), tangente a (N © S) na origem e é localmente invariante. Em outras 
palavras, 

W[oc(0) n V = {i> G C : i) = <p + h(<t>),4> € (N © S) D V] , 

onde h : N © S —> U é uma função de classe Cl com h(0) = 0,D,ph(0) = 0. Portanto, 
toda órbita que começa em. Wf^c(0), continua nesse conjunto enquanto permanece em, V e 
além disso, toda órbita que permanece em, V para todo t > 0 deve pertencer à W[^s(0). 

Do mesmo modo, definimos a variedade central instável local, que denotamos 

por W™C(0) d= WCU(0, V), do ponto de equilíbrio 0 da equação (1.8) colocando t < 0 em, 
vez de t > 0, (N © U) no lugar de (N © S) e S por N. 

O seguinte teorema diz respeito a existência de variedades invariantes. 

Teorema 1.6.1 Sc a função F da equação (1.8) é de classe Ck, então existe uma vizi-
nhança V do zero em C tal que cada um dos conjuntos (0), Wff'c(0), W[oc(0), W,™(0) 
e Wexistem e são subvariedades de classe Ck de C. As variedades W^sc(0) e W^(0) 
são unicamente definidas, enquanto as variedades Wfoc(0) ^"(0) e WfgC(0) não são. 
Portanto, todo conjunto invariante da equação (1.8) que permanece em V deve pertencer 
a WU0). 

A partir de agora, usaremos a notação W c ( 0 ) para Wioc(0). 
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Capítulo 

2 
Formas Normais para Equações 

Diferenciais Ordinárias 

2.1 Introdução 

O método da forma normal consiste em encontrar um sistema de coordenadas, 110 qual 
uma equação diferencial ordinária tenha uma forma mais simples. Ao desenvolvermos esse 
método, três características devem ser observadas: 

In O método é local no sentido de que as transformações de coordenadas são conside-
radas em uma vizinhança de uma solução conhecida; essa solução é, no caso, um ponto 
fixo. 

2o Em geral, as transformações de coordenadas são funções não lineares, e essas trans-
formações são obtidas através da resolução de uma sequência de problemas lineares. 

3" A estrutura da forma normal é determinada pela natureza da 'parte linear' da 
equação. 

2.2 Formas Normais para Equações Diferenciais Ordinárias 

Consideremos a equação diferencial ordinária: 

W = G(W) , W G K'\ (2.1) 

onde G é de classe Cr, r > 4. Suponhamos que (2.1) tenha um ponto fixo w — w0. 
Façamos uma translação do ponto fixo para a origem, 

v = w — w0 , v G K", 

assim, obtemos: 
v = G(V + W

0
) = H{V). (2.2) 

Agora, separemos a parte linear da parte não linear da seguinte forma: 

v = DH(0)v + H(v), 

onde H(v) = H(v) - DH{0)v e H(v) = 0(\v\2). 
Soja T a matriz que 'transforma' a matriz DH(0) na forma canónica de Jordan real. 

Então, fazendo: 

v -- Tx , I G R " , 

27 
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obtemos: 
•/• - •/./• •• /••(./•;•• (2.3) 

onde ./ = r r ] í ) l í { 0 ) r e F{x) = T-lfí(Tx). 

Até o momento, simplificamos a parte linear da equação diferencial ordinária. Agora, 
simplificaremos a parte não linear F(x). 

Se tomarmos a expansão de Taylor para F(x), temos que: 

= Jx + l-F2(x) + I F 3 ( . t ) + • • • + ^T)T^-i(^) + 0 ( W r ) , (2-'J) 

onde o termo F,(.x) é formado pelos termos de ordem i na expansão de Taylor para F(x). 

Considerando a mudança de coordenadas: 

x = y+^h2(y), 

com h,2(y) uma função de ordem dois em y\ h2(y) G Kn ; obtemos: 

x = y + ^Dh2{y)y, 

e substituindo em (2.4) temos que: 

!/+~Dh2(y)y = J(y + \h2(y)) + l-F2(y + h2(y)) + ^Fz{y + l-h2(y)) + • • • + 

Seja hj(y) um função em y de ordem j , hj(y) G K n , com 2 < j < r - 1; usando o 
binómio de Newton, obtemos: 

Fkijj + \h3(y)) = Fk(y) + 0(\y\k+^), (2.5) 

para 2 < k < r — 1. 

Assim, para j = 2 temos: 

^I + ^Dh2{y)Sjy = Jy + \jh2{y) + \f2(v) + ^F3(y) + • • • + 

(2.6) 

+j^-V}Fr.l(y) + 0(\yn, 
(r - 1)! 

onde F/.(y), 3 < k < r — 1, denota os termos de ordem k que têm sido modificados pela 
t ransformação de coordenadas. 

Agora, para y suficientemente pequeno, o operador 

(i+l-Dh2(;y)^ 
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existe e podemos representá-lo em série de expansão como segue: 

+ \Dh2{y)^j = / - \Dh2(y) + 0 (| y\2). (2.7; 

Observemos que: 

(/ + l-Dh2{y)^ ( i + ^ h ^ (y) = y ^ - ^/i2(y)£>/t2(y)y + 0(|y|3) = 0, 

ou seja, os termos até ordem dois são completamente determinados. 
Substituindo (2.7) em (2.6), obtemos: 

y = Jy + 1 [F2(y) - {Dh2{y)Jy - Jh2(y))] + ~F3(y) + • • • + j - l ^ F ^ y ) + OM1-

(2.8) 

Até o momento, a função //^(y) foi tomada arbitrariamente. A fim de eliminarmos os 
termos de ordem dois da equação (2.8), a melhor escolha de h2(y) é aquela que satisfaz: 

Observemos que, com a escolha acima, eliminamos F2(y) de (2.8); mas infelizmente 
isso nem sempre é possível, sendo assim, escolheremos h2(y) de modo a simplificar a 
equação (2.8). 

Para determinar a escolha adequada para h2(y), precisamos definir um operador linear 
sobre um espaço vetorial; isso será feito através de três etapas. 

l°passo: Denotamos por H1^ o espaço vetorial dos polinómios homogéneos de grau 2 
em ii variáveis reais. 

Sejam {s i , . . . , uma base de E'1 e y — (yi, ...,yn) as coordenadas de y em relação a 
essa base. O conjunto 

(y?ly?2-yZn)si, i = l ,2 , . . . ,n , = 2, rrij <E N e m^ > 0 1 
j= i J 

fornia uma base para Ii2 . 
2°passo: Definimos um operador linear sobre H2 : 

M2 : H2 —» 

M2(h2{y)) = Dh2(y)Jy-Jh2(y). 

3°passo: Consideramos a decomposição do espaço H2 em uma soma direta dos 
espaços G2 o M2(H2), onde G2 é o espaço complementar de M2(H2), ou seja, 

i/2
n = M2(ÍT2") e G2. 

Assim, se F2 estiver na imagem de M 2 , podemos eliminar os termos de ordem dois 
da equação (2.8). Caso contrário, escolhemos h2{y) pertencente à H2 tal que somente 
os termos de ordem dois que estão em G2, permanecem na equação (2.8). Denotamos os 
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termos do ordem dois que permanecem na equação (2.8) por F 2 , é claro que F2 € C/2. 
Portanto, podemos simplificar a equação (2.8) : 

V = .fy + ]-iq(y) + + • • • + (737)7^-1(2/) + 0(\y\r). 

Aplicando esse processo aos termos de ordem superior, obtemos o seguinte teorema: 

Teorema 2.2.1 Por uma sucessiva mu,dança de coordena,das próximas à origem, trans-
formamos a equação (2.1) em sua forma, norma,l dada, por: 

y = Jy + \niv) + +7^3 (y) + • • • + (TTijT^-iíf) + ^ 

onde FJ(y) 6 Gt. 2 < j < (r — 1) e Gj é o espaço complementar de Mj(Hj ). 

Observações: 
I o A estrutura dos termos não lineares em (2.9) é inteiramente determinada pela parte 

linear da equação. 
2o Ao simplificarmos os termos de ordem vemos, por (2.6), que os termos de ordem 

inferior não mudam, mas os termos de ordem superior a k são modificados. 
3o Como a forma normal depende da escolha do espaço complementar Gk, temos que 

ela não é única. 
O corolário que segue do próximo lema nos será muito útil na determinação dos termos 

que permanecem na forma normal. 

Lema 2.2.1 Consideremos o operador: 

Mk{hk{y)) = Dyhk(y)Jy - Jhk(y), 

com 2 < k: < r - 1. 

Se a(J) = { A I , A 2 , . . . , Xn}, então: 

o{Mk) = {(q, A) A , : . / • :- 1. 2,..., n e |g| = k}, 

onde q £ N", q = {quq2, ...,qn), Ã = (Ai, • • • , An) e (q, X) = qxAj + q2X2 + ... + qnK-

Demonstração: 
Sabemos que um número complexo A pertence ã cr(Mk) se, e somente se, existe li 

pertencente à Hk \ { 0 } tal que Mkh = Ah. Consideremos uma matriz não singular S, 
n x n e fazendo y = Sx e g(x) = S~lh(Sx), obtemos: 

Mkh(u) = ^ J y - J h ( y ) = S^^J(Sx)-JSg(x) = S ^ ( S ~ l JS)x - JSg(x). 

Portanto, definimos o operador Mk : IiJ! —> Hk por: 

Mkg(x) dâf' S^AMhfSx)) = d£&(S-lJS)x - (S~lJS)g(x). 
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Observemos que Mkh = Ah é equivalente à Mkg = Ag. 
De lato: 
Se Mkh = Ah, então 

Mkg(x) '= S~AMkh(Sx) = >• 1A//(>'./•; = AS~lh{Sx) = Ag\x 

Se Mkg = Ag, então 

S ]Mkh(Sx) '= Mkg(x) = Ag(x) = AS^h+Sx) = S^AhiSx) => Mkh{Sx) = Ah(Sx). 

Escolhemos S de modo que (S^JS) esteja na forma canónica de Jordan, com seus 
blocos formados por matrizes triangulares inferiores e denotemos os termos abaixo da 
diagonal por at, i — 2, 3,..., n, ou seja, 

" A i 0 0 0 . . . 0 

a2 X2 0 0 ... 0 

S'lJS= 0 <r3 A3 0 . . . 0 

0 0 0 0 . . . A, 

Coloquemos cri — 0, Xo = 0, g0 = 0 e Mkg = ( / l , / 2 fn) = / . Então 

r d9l(x) dgx (x) dgi(x) 
dxx dx2 dxn AI 0 0 0 . . . 0 

dg2(x) dg2{x) dg2{x) 02 A2 
0 0 . . . 0 

dxi 0x2 dxn 

Mkg(x) = 0 A3 
0 . . . 0 

dgn(x) dgn(x) dgn{x) 
dxx dx2 dxn 0 0 0 0 . . . AN 

•Tl 

X2 

Xji 

Ai 0 0 0 . . . 0 

<72 X2 o 0 ... 0 

0 <73 A3 0 . . . 0 

0 0 0 0 

<7i (-< 

92(x) 

97i(x) 
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-A].;:, + -^ -^ ( (Tzx - i + A2./;2) + • • • + ^ÍA,,./-,,) - Xygi(x) 
(h 

''<!• [ X 

dx2 

d g2(x 

dxn 

dg2{x) 
Ai.7'i + • v (a2*i + A2a:2) + • • • + • " (A„:/:„) - A2i/2•;./') - <72.(/I(.T) 

dx dx 

<7</„ (:Í;) d(j,Ax) . . dqn(x) 
UXi ox 2 (7.7: n J 

Portanto, para cada j = 1, 2,..., /?,, temos: 

^ 0 Q • í 1 
f j ( x ) = E qx. (XiXl + " X j 9 j ( x ) - <Tj9j-l(x)l 

7 = 1 

como g(x) e /(.;:) pertencem à segue que ,Çj(x) e fj(x) pertencem à / / . ou seja, 

M=fc H = 

Agora, determinemos os coeficientes /j9^ para cada j = 1, 2,..., n. 

dx.i í=i 
(A/-''/ + - , 'V .) - A, E £ ^ 

E E + w i - i ) - E - E 
i=l |ç|=* 

• g^K-l 

|9| = fc |9|=fc 

E 

n 

E + ^ W ' 4 * - 1 - * ) - A j g f x « -
i=1 

E 
l?l=* 

q{x VjQj-iX' 
í-i i-1 

> > gy aiqiX 
i=2 |9|=A 

l?|=* 
E E 
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+J2 
Í = 2 |,/|=A-

q'=q-ej-\ + r, 

x" 
M-

>=2 |,| = fc 

E 
i=2 

X'1 

E E . ^ W ' - " . 
i = 2 |¥ '|=* 

Portanto, obtemos: 

/ < " = k<7, Ã) - ^ + -

i=2 

onde a = (<Si,í, Í2,Í,..., 4,,:), = 1 se & = « e ^ = 0 se A: / i 
Seja v G H'k\ então podemos escrever: 

<,(.*) = ̂  v^x^xf.-.x^, 
\q\=k 

onde vq = {v\q\ v2q\ ..., vi9^). Dizemos que v^ precede se a primeira diferença não 
nula l — A:,p! - gi, ...,pn — qn é positiva. 

Desse modo, temos que <7^ é precedido por ^< ?~ e i"1 + e , ) e 

Então, concluímos: 
A G cr(Mk) se, e somente se, A G a(Mk) o que equivale a existir g(x) pertencente ã 

///.' \ { 0 } tal que 
Mkg(x) = A g(x), 

ou seja, 
Mk,gj(x) = Agjíx). 

Mas como 
Mk9](x) = /,(.r) = £ //.r". 

| q\=k 

onde j\q) c dado acima e gj(x) = X ^ M 9jQ)xq, temos que: 

[(9, Ã) - x ^ - ^ = A tf. 
i = 2 
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Daí. como g ^ é precedido por g ^ P' o (jj'}1 obtemos que 

A = [ ( 7 , Ã ) - A j ] , 

para algum q e Aj. 
• 

Corolário 2.2.1 ; Seja, k tal que 2 < k < r — 1. Se todo elemento A pertencente à a(Mk) 
for nao indo. então podemos eliminar os termos de ordem k da forma normal. 

Demonstração: 
Como podemos escrever o espaço Hk como soma direta da imagem e do núcleo do 

operador Mk, é suficiente verificarmos que o núcleo do operador Mk contém apenas o 
polinómio identicamente nulo. 

Suponhamos que existe g(x) 6 Ker(Mk) \ { 0 } , então temos que: 

Mkg{x) = 0, 

o que implica que 0 pertence ao espectro de Mk. 

2.3 Exemplos 

Exemplo 2.3.1 ; Consideremos a equação: 

x = Jx + F(x), xeRn, 

onde .] = 0 e F : R " —> R " é não linear em x, de classe Cr. 
Dai, temos que o operador: 

A / ; , : / / ; . ' > / / ; . ' . 

Mk(hk(x)) = Dhk(x)Jx - Jhk(x) 

e identicamente nulo. 
Logo, a imagem. de Mk é {0}. 
Portanto, o espaço complementar Gk de Mk(Hk) é todo o espaço Hk, para todo k\ o 

que implica que os termos não lineares permanecem na form.a normal. 

Exemplo 2.3.2 : Considerem,os a equação: 

x = Jx + F(x), x = ( .n, X2)T E R2 , 

onde .J = dia,g( 1, 3) e F : R 2 —> R 2 é não linear em, x, de classe Cr, r > 3. 
Para k > 2 c j 6 N, tornemos q = (k — j,j) pertencente à N2, Ã = (1,3), Aj = 1 e 

A2 = 3, então temos \q\ = k, e ainda 

{q,\)~ Ai = 0, ã = 1,2, 
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se. e somente se. 
k + 2j = 1, se i = l, 

k + 2j = 3, se i = 2. 

(2.10) 

(2.11) 

Como k > 2 e 2j > 0, temos que a equação (2.10) não tem solução cm N. Por outro 
lado. temos que a equação (2.11) está satisfeita se. e somente se k = 3 e j = 0. ou seja. 
q = ( 3 . 0 ) . 

Portai do. do Corolário 2.2.1, podemos eliminar os termos de ordem k d,a forma normal 
para todo 2 < k < r - 1 e k^ 3. 

Sabemos que o operador 
Mz : Mj Hl 

é <lado por: 

M3(h(x)) 

dhi(x) dhi(x) 
xi— h 3x2— hi(x) 

xx 

dx\ 

dh2(x) 

dxi 
+ 3x2 

dx2 

dh2(x\ 
dx2 

- 3 h2(x) 

onde x = (XUX2)t e h(x) = (Jh (x), h2(x))T. 
Se considerarmos a base canónica de 

xfx2 xix\ ,,.3 0 
o r \ o j' i o r \ 0 , \ 

então, suas respectivas imagens, sob o oj>erador são: 

x\x2 

2x1 
0 

4xIX2 

0 0 
Sxi 
0 

0 0 
2X\X2 

2 
X I X2 

0 
Axxx\ 6x2 

Portanto, somente os termos que pertencem ao espaço vetorial gerado por 

não podem ser eliminados da forma normal. 
Assim, a forma normal é dada por: 

~ 3 

Xi Xi 

x2 = 3x2 + cxf, 

onde c é uma constante real. 

Exemplo 2.3.3 : Consideremos a equação: 

x = Jx + F(x), x G M2, 

onde J 
0 1 
0 0 

O operador 

e F : R2 é não linear em x. de classe Cr. 

M2 : II2 III 
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é dado por: 

M2(h (:,:)) 
O.Tl 

dh2(x) 
X 2" 

com r ,, (./'!, :,;2)r e /;(./ ) = (hx (x), h2{x))T. 
Sc considerarmos a, base canónica de 77f, 

_,2 tf 1^2 
0 

0 
xxx2 x% 

então, suas respectivas imagens, sob o operador M2, são: 

r 2 
2 

o / ' v o 

Portanto, temos que: 

M2(H22) = í/cr 

Daí. como os vet.ores, 

rxx2 \ ( A 
o r i o 

O 
2xi:Í;2 

-x xx2 
.,•2 

2XXX2 

O 
-r-2 X -T\ 

2XXX2 

-xxx2 
2 xi 

„2 -X1X2 X 
M 1*1*2 

.soo linearmente independentes, podemos escolher o espaço complementar de M2(H2), 
como: 

0 
-,xxx2 x; 

G 2 = ger 

Assim, a forma norm.al, até os termos de segunda ordem, é dada por: 

xx = x2 + axl + 0{\x\3) 

x2 = bx\ + cxxx2 + 0(|x|3), 

onde a., b e c são constantes reais. 
Podemos ainda tomar o espaço com,plcm,entar G2 como: 

G2 = ger 
0 

XA 
0 

xxx2 

Desse modo, a forma normal, até os term.os de segunda ordem, é dada por: 

•h = x2 + ()(,:,• >) 

x2 = ax\ + bxxx2 + 0(|.x|3), 

onde a e b são constantes reais. 



Capítulo 

3 
Formas Normais para Equações 

Diferenciais Funcionais 

3.1 Introdução 

Neste capítulo, obteremos o método da forma normal para equações diferenciais fun-
cionais retardadas. Para fazermos isso, será necessário considerarmos uma equação dife-
rencial funcional como uma equação diferencial ordinária abstrata em um espaço de fase 
de dimensão infinita. 

0 método da forma normal nos dará o fluxo da equação diferencial funcional retardada 
em um espaço invariante de dimensão finita associado a um conjunto finito de autovalores 
do gerador infinitesimal da equação linearizada na singularidade. Para isso, decompomos 
o espaço de fase como soma direta de um espaço invariante para o gerador infinitesimal da 
equação linearizada e seu espaço complementar, também invariante. Essa decomposição 
será feita aplicando a teoria desenvolvida no Capítulo 1. O método da fornia normal 
depende de algumas condições denominadas de não-ressonância, que desenvolveremos na 
Seção 3.4. Apesar do uso de série de potências para a parte não-linear da equação diferen-
cia] funcional retardada original e para as mudanças de variáveis, não nos preocuparemos 
com a convergência dessas séries, uma vez que, estaremos interessados em obter a forma 
normal até uma certa ordem finita. Como em muitos casos é conveniente introduzirmos 
um parâmetro para que possamos descrever completamente a singularidade, também de-
senvolveremos a forma normal para equações diferenciais funcionais retardadas com um 
parâmetro. 

Por último, faremos aplicações à singularidade do tipo Bogdanov-Takens. O nosso 
estudo consistirá, numa situação geral, do cálculo da forma normal para equações diferen-
ciais funcionais retardadas escalares com uma singularidade do tipo Bogdanov-Takens. 

3.2 Equações Diferenciais Funcionais 

Consideremos T(t), t > 0, o operador solução do sistema de equações diferenciais 
ordinárias: 

x = Ax, 

3 7 
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onde ./•• G R" o A ó uma matriz constante n x n e A0 o gerador infinitesimal associado ao 
Go-semignipo T(t) dado por: 

Ao : D{A0) —> R" , 

x h-> Ax. 

Como vimos, 110 capítulo anterior, a matriz A 6 de fundament al importância para 
o desenvolvimento da forma normal da equação diferencial ordinária, e por isso, intro-
d u z i r e m o s ns condições necessárias para escrever uma equação diferencial funcional como 
uma equação diferencial ordinária abstrata cm 11111 espaço de Banacli adequado, onde a 
decomposição dos termos lineares e não lineares da equação está bem formulada. Em 
seguida, usaremos a teoria de scmigrupos para decompor essa equação diferencial or-
dinária abstrata em duas equações, sendo uma de dimensão finita c outra de dimensão 
infinita. 

Consideremos uma equação diferencial funcional retardada da forma: 

z(t) = L(zt) + F(zt), (3.1) 

onde L 6 11111 operador linear limitado de C = C([—r, 0], R" ) em R n , F é uma função 
de classe CN, N > 2, definida em C = C ( [ - r , 0 ] ,R n ) com valores em R n , F(0) = 0 e 
DF{ 0 ) = 0. 

A parte linear da equação diferencial funcional retardada (3.1) é dada por: 

z(1) = L{Zi). (3.2) 

O conjunto das soluções da equação (3.2) define um C0-semigrupo sobre C, que denota-
mos por T(t), t > 0. Assim, temos que o gerador infinitesimal associado ao Co-semigrupo 
T(t), dado no Lema 1.3.2, é definido por: 

/lo : D(A0) —> C, 

Ao4> = 

onde D(Ao) = {cf> £ C1 = C1 ( [ - r , 0 ] , R n ) : L(<j>) = 0 ( 0 ) } . 
Sabemos do Lema 1.4.1, que o espectro a(A0) do gerador infinitesimal A0 coincide 

com o espectro pontual ap(A0), e A £ cr (Ao) se, e somente se, 

det( A(A)) = 0, (3.3) 

com 

A(A) — XI - [dr,(0)]eM, 
J —r 

onde ?/ é a matriz 11 x 11 cujos elementos são funções de variação limitada, definida sobre 
[ —r, 0], normalizada a fim de que 7] seja contínua à esquerda sobre (—r, 0), tal que: 

L{tf>) = [<M0MO), <P e C. 

Os elementos do espectro pontual são ditos autovalores. 
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Poderíamos considerar a equação (3.1) como uma equação diferencial ordinária abs-
traia em C, 

du ru \ 

onde 
( L(u) + F(u), sc 0 = 0 

G(u)(0) = l 
{ u(f)), se e G [- / - , ( ) ) , 

e o domínio de G é {u G C1 : ú(0) = L(u) + • Mas, nesse espaço os termos lineares 
o não lineares não podem ser adequadamente separados, pois a parte linear 

( L(u), se 6 = 0 
A0u(9) = { 

{ ú(6), se 9 E [—r,0), 

tem domínio {u E C 1 : M(0) = L(u)} , o qual seria compatível com o domínio de G se, e 
somente se, F(u) = 0. 

Portanto, para que possamos ter a decomposição dos termos lineares e não lineares 
bem formulada, precisaremos estender o espaço C. 

Definimos o conjunto BC como sendo o espaço das funções de [—r, 0] em M". uni-
formemente contínuas sobre [—r, 0) e com possível descontinuidade no zero. Os elementos 
de BC são da forma ijj = 0 + XQOI, onde 0 G C, a G R " e é uma função definida por: 

í /, se 6 = 0 

MO) = < 
[ 0, se 0 / 0 , 

temos também, que esse espaço é identificado com C x R" . Com a norma: 

|0 + Â 0Oí| = |0|c + MIR», 

BC é um espaço de Banach. 
No espaço de fase BC, podemos escrever a equação diferencial ordinária abstraía 

associada à equação diferencial funcional (3.1), com a parte linear separada da parte não 
linear: 

^ = Au + X0F(u), (3.4) 

onde 
A(f) = 0 + X0[L(<p) — 0(0)] 

e com domínio D (A) = C 1 . 
Observemos que, para 0 G D(A0) = { 0 G C 1 = C1 ( [ - r , 0 ] , R " ) : L(0) = 0 ( 0 ) } , 

A , 0 = /10. 

Se restringirmos o fluxo à variedade central associada à essa equação, podemos descre-
ver completamente o comportamento das soluções da equação (3.1) em C próximo à uma 
singularidade. Desse modo, precisamos considerar a forma normal relativa ao espaço P 
invariante por A0, o qual está associado com o conjunto não vazio e finito de autovalores 
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A — {A C er(Ao) : Re(X) = 0} . Do maneira mais geral, consideraremos a forma normal 
relativa a um espaço P invariante por Ao, associado a um subconjunto finito e não vazio 
do espectro do gerador infinitesimal Ai-

Consideremos A um subconjunto finito e não vazio do espectro do gerador infinitesimal 
/to, e t,ornemos a decomposição de C por A, como no Teorema 1.4.1, 

C = P®Q, (3.5) 

onde P é o espaço invariante pelo gerador infinitesimal Sejam $ e tf bases de P e P1. 
respectivamente, com (tf, <I>) = I, onde, ( . , . ) é a forma bilinear definida sobre C* x C, 

(V, 0) = ^(0)0(0) - f° rp(e - ç)[dv(eMt)dt, 4>ec\ <j)£C. 
J-r j0 

Seja 77i o número de elementos de A contando suas multiplicidades, então segue do 
Lema 1.5.4 que a dimensão de P é rn. Tomemos B a matriz constante rn x m tal que: 

A0$ = 
(3-6) 

y#t f = £ t f . 

Podemos estender naturalmente a forma bilinear definida sobre C* x C, ao espaço 
C* x BC da seguinte maneira: 

(tf 6, <{> + X0a) = (tf 6, (/>) + tf (0)òa; (3.7) 

também, a projeção de C sobre P, dada por (j) —> <£>(tf,</>), pode ser estendida por: 

7T : BC —> P, 

7r(0 + X0a) = tf [(tf, (f)) + tf (0)oj. 
(3.8) 

Portanto, podemos decompor BC da forma: 

BC = P ® Ker(n), (3.9) 

e é claro que Q Ç Ker( TT). A decomposição da função u £ D (A) — C1 é: 

u = <f>x + 1J, 

onde X E R?" e y £ Kr,r(rr) D C1 := Ql. 

Sendo assim, conseguimos: 
du , dy 
~ = <$>x + -f-
dt dt 

Por outro lado, 
d u 
— = A (tf.x + y) + X0F(<S>x + y). 
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Usando a projeção 7r, obtemos: 

^ ( i e )
 = 71 (<I>;,; + ít) = n(<I>;,: + y) + X°F(*x + • 

ou seja, 

<!>./• = nA + y) + nXQF($x + ij) = ixA (<I>.r + y) + + y). 

domo A comuta com 7r em C 1 , temos: 

<I>x = ATT ($X + y) + $$(0)F($x + y) = A$x + + Y). 

Sendo A(F> = A0CF), para </; e D(AO) c por (3.6), conseguimos, 

4>.x' = AQ$X + $V(0)F($x + y) = $Bx + $^(0 )F{$x + y), 

e portanto, 
x = Bx + V(0)F($x + y). 

Do mesmo modo, 

(I - TT) = (/ - TT) + ^ ) = (/ - TT) (^ (Cl>,: + y)+ X0F(Qx + ?/)) , 

ou seja, 
^=AQiy+(I-n)X0F($x + y), 

onde AQ\ denota a restrição de A à QL. 
Concluímos assim, que a equação (3.4) é equivalente ao sistema: 

x = Bx + + y) 

^ = AQly + (I-n)X0F(<S>x + y), 
(3.10) 

com x G K'" c y G Q1 = Q n C1. 

3.3 Formas Normais 

Nesta seção, obteremos a forma normal da equação (3.1), sobre um espaço invariante 
pelo gerador infinitesimal A0 associado a um subconjunto finito e não vazio do espectro 
de A0, de modo análogo ao procedimento que desenvolvemos para equações diferenciais 
ordinárias. Estamos interessados em mudanças de variáveis para a equação (3.1) tal que 
y = 0 defina uma variedade localmente invariante de dimensão finita sobre a qual o fluxo 
é dado por uma equação diferencial ordinária em sua forma normal em R". Descreveremos 
o cálculo da forma normal usando a expansão da parte não-linear F em série de Taylor 
até ordem N, para isso, precisamos considerar F de classe CN. 
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Consideremos a expansao de Taylor da parte não-linear F da forma: 

onde Fj(v-) é o termo de ordem j na expansão de Taylor, ou seja, Fj(u) = Hj{u,..., u) com 
f f j G £ { (C ; R") , o espaço das aplicações multilineares simétricas e contínuas de C x ... x C 
(./ vezes) em R". 

1 )efinindo 

e (3.11) 
fj(x,y) = (I-ir)X0Fj(*x + y), 

temos, do sistema (3.10), que: 

(3.12) 
i\ 

í>2 

cl/y 1 
dt 

i> 2 

com x G R'" c y G Q1 = Q D C 1 . 
Calcularemos a forma normal por um processo recursivo, pelo qual determinaremos 

em cada passo os termos de ordem j > 2 da forma normal a partir dos termos de mesma 
ordem da equação original e dos termos de ordens inferiores previamente calculados nos 
passos anteriores. Façamos a mudança de variáveis: 

!•'••//)• - (•''•//) ',(•'•)• (3-13) 

com Uj(x) = {U}(x),Uj(x)), U}(x) G K/"(RTO), Uf G Vjn{Ql), onde, para um espaço 
normado X, Vjv(X) denota o espaço vetorial dos polinómios homogéneos de grau j em 
in variáveis reais x = (xi, ...,xm), com coeficientes no espaço vetorial X, j > 2, ou seja, 

V Í ( X ) = { E cix" : 1 = (91. 92, qm) e N"\ c? G X 
\\1\=3 

e nesse espaço consideraremos a norma: 

E ^ 
M =j 

= £ 

191=.? 

Faremos a mudança de variável (3.13), com j = 2, no sistema (3.12). 
Da primeira equação do sistema (3.12), temos que: 

(/ + ^ A ^ ) ) i = D (x + ±U}(x)J + E \ f l (* + ±Ul{x),y + if/Kx)) , 

(3-14) 
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e da segunda equação do sistema (3.12) : 

f ' ll^l^irlr = AQi (y + + E ^ ( * + ^ { x ) , y + i f / | ( . r ) ) . (3.15) 

Tomemos o polinómio homogéneo de grau k, na variável (x,y) com coeficientes em 
M'" x QL da forma: 

l-lix.yl = E H1 

\p\=k 

COm p = (pi,p2, .:,Pm,Pm +1) € N m + 1 . 

Fazendo a mudança de variável (3.13), obtemos: 

Fk (x + '/•;(,•!. // + = Fk(x, y) + O ( | ( . r , j , ) ^ ' - 1 » ) . (3.16) 

Para x suficientemente pequeno, o operador 

(l+±DxU}(x)") 1 

existe e podemos representá-lo em série de potências como segue: 

(/ + j j A r t / » ) 1 = / - ~D,U]{x) + -^DxU){x)DxU]{x) + 0(\x\to-V). (3.17) 

Observemos que: 

[L + ^DxU}(xyj ( I + I D ^ X ) } \X) = X 

O -j^DxU}(x)DxU}(x)DxU}(x)x + 0(1 .xp ' - 2>) - O, 

ou seja, os termos até ordem 2 j — 1 são completamente determinados. 

Agora, usando (3.16), conseguimos da equação (3.14), 

+ ^DxUÍixfj x = Bx + iBU](x) + + ~fl(x,y) + • • • , 

onde fl(x,y) G l / m (K" ! ) , i > 3, denota os termos de ordem i na variável (x,y). 

Por (3.17), obtemos: 

x = (I - ~DXU\ (x) + J^DXU2(X)DXU2(X) + 0 ( | :r|4) j (/3x + ~ B ^ ( x ) + 
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Portanto, temos que: 

= Bx + y) + y i ( x , y) + (3.18) 

'/;;(•'•• y) - fj(x, y) - [D,i^(x)Bx - BU^(x)} e /. (x,y) e Vy"(Rm ) , t > 3, denota os 
termos de ordem i na variável (x,y). 

Usamos (3.16), para obter de (3.15) a seguinte equação: 

lh' AQry + I (,!„• r;(.;•) 4 y) - lU%r)x) + -f lix. y) + • • • , dt. 3!" 

onde / • (:?:, //) £ V^m(A'er(7r)), i > 3, denota os termos de ordem i na variável (:r, y). 
Substituindo (3.18), obtemos: 

(iV A 1 

t = A Q , y + ã 
AQiU$(x) + f*(x,y)-DxUt(x) [Bx + ±gl2(x,y)+ 

1 ?2 / \ 
+ 3 j / 3 ( ^ í / ) + 

ou seja, 
(hj a 1 \ 1 ; 2 / N 

onde //;(.,'. ?y) = / £ ( * , y) - [D.r(/22(x)Bx - V ^ K * ) ] . 
Concluímos que mudança de variável (3.13), com j = 2, no sistema (3.12), nos fornece: 

1 l i 
* " D X + 2! •^ ^ + 3 ! ^ + " ' ' 

dy A 1 ?/ \ i ?2/ \ 
l ~dt = Qiy + 2Í + 3Í ' + 

com 

Definição 3.3.1 Para j > 2, denotam,os por Mj o operador: 

Mj(p,h) = (M}p,Mjh), 

(M»(.r) = Dxp(x)Bx — Bp(x), 

(.Mfh) (;r) = Dxh(x)Bx - AQih(x), 

(3.19) 

com domínio D (Mj) = Vjn (R m ) x (Q 1 ) . 
Repetindo o procedimento acima ate os termos de ordem A;, obtemos que a forma 
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normal até a ordem k é dada por: 

A-

i.=2 

< 

~ = AQ>y + jr±gUx,y) + 0(\(x,y)\k«), 
i = 2 

onde 

f n!(x,y) = f](x,y) — M}U}(x) 

1 Ufir.y) = j](x,y)-MfU?(x). 
Observações: 

• Como para equações diferenciais ordinárias, ao simplificarmos os termos de ordem 
j, j > 2, vemos por (3.1G), que os termos de ordem inferior não mudam, mas os termos 
de ordem superior a j são modificados. 

• Os termos que podemos eliminar da equação na forma normal são exatamente os 
t,ermos que estão na imagem do operador Mj. 

Agora, que sabemos como as mudanças de variáveis agem nas equações, buscaremos 
as mudanças de variáveis tal que, para cada j > 2, a função yj — (yj,gj) tenha uma 
fornia simples. 

Os termos que surgem na forma normal e nas mudanças de variáveis dependem de como 
os espaços V^ m (R w ) , Vjn (Ker(rr)) e V-n (Q1) são decompostos em relação à imagem e 
ao núcleo de Mj , i ~ 1,2; que denotaremos por: 

\//" (Rm) = Im (Mj) 0 (im (Mj))c 

V>n (R" ! ) = Ker (Mj) © ( /ver (Mj))c 

Vjn (Ker(ir)) = Im (Mj) © (Im (Mj))c 

Vp (Q1) = Ker (Mj) © (Ker (Mj))c . 

Tomemos projeções: 

Pi j : Vj" (M7") x Vjn [Kern) —> Im (Mj) x Im (Mj) 

PKJ : Vjn (R m ) x Vjn (Q1) —(Ker (Mj))c x (Ker (Mj))c, 

com /><., • (!>!,• 1 % ) e Ph-, = • 

Considerando o operador Mj = (Mj, Mj) , definido de 

[Ker (Mj) © (Ker (Mj))cj x [Ker (Mj) © (Ker (Mj))c] 

sobre 
[Im (Mj) © (Im (Mj))c] x [im (Mj) © (Im (Mj))c\ , 
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denotamos por Mj1 - [ [ M ] ) 1 , (Mj) a inversa à direita de Mj, tal que: 

A / : ' (Im (Mj ) x /r/t (Mj5 ) ) = (Ker (Mj))r x (Kcr (Mj))''. 

Tomando y = 0, então, / . ; ( . 0 ) = (7j(-'<\ 0 ) ) j ) ( x , 0 ) ) . Nesse caso, a escolha adequada 

de Vj v aquela em que possamos eliminar de / -(.r, 0) os termos que estão na imagem do 
operador Mj = ( M j , M 2 ) , restando somente o termo 

gj(x,0) =fj(x,0) -MjUj(x), (3.20) 

mas. para, isso, precisamos tomar Uj(x) £ (Vj" (R" ! ) x VJ" (Q1)) tal que: 

MjUj(x) = PrJj(x, 0 ) , 

ou seja, 
Ij(x) • Mj ' /V, / , (• ' ' . ( ) ) . (3.21) 

Definição 3.3.2 A forma normal para a equação (3.1), relativa as projeções Ppj, Pkj-
r°T> j ri 2, é o sistema, em DC : 

k 

i=2 
(3.22) 

cly Á 1 

i = 2 

07/r/e = (</J, <yj) , t/j e Mj são como em (3.19), (3.20) e (3.21). 

Observação: 
Como os espaços (im (Mj))° e (Ker (Mj))°, i = 1,2, não são únicos, a forma 

normal também não é única e depende da escolha dos espaços ( / m ( M j ) ) c , i ~ 1,2, 
do mesmo modo, a mudança de variável depende da escolha dos espaços (Ker ( M j ) ) r ; 
i = 1.2. 

3.4 Condições de Não-Ressonância 

As imagens dos operadores Mj c Mj, j > 2, definidos, respectivamente, nos espaços 
V'"(M.m) e VJ" (Ker(ir)), contém exatamente os termos que podem ser eliminados da forma 
normal. Assim, quando essas imagens forem todo o espaço Vy"(K"') e VJn(Ker(ir)). 
respectivamente, podemos eliminar todos os termos de ordem j , da primeira e da segunda 
equação ria forma normal (3.22), respectivamente. Essas situações podem ser caracte-
rizadas em termos do espectro, por apropriadas condições de não ressonância dentre os 
autovalores da parte linear da equação. 

Queremos obter a forma normal sobre uma variedade localmente invariante de di-
mensão finita, tangente ao subespaço P, o qual é invariante pelo gerador infinitesimal A0 
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associado a um conjunto finito c não-vazio A de autovalores para o gerador infinitesimal 
/10. Para isso, é necessário que a segunda equação do sistema (3.22), a qual está sobre 
um espaço de dimensão infinita, seja nula, ou seja, gj(x, 0) — 0, para todo j > 2. Para 
eliminarmos os termos (/j(x,Q), a imagem do operador Mj deve ser necessariamente todo 
o espaço Vj"(]\r:r(n)). Portanto, a caracterização espectral dessa situação em termos de 
apropriadas condições de não-ressonâneia é essencial para o desenvolvimento da fornia 
normal. 

Os operadores Mj, j > 2, são os mesmos operadores que surgem 110 cálculo da fornia 
normal para equações diferenciais ordinárias. Assim, pelo Lema 2.2.1, temos que o espec-
tro de Mj,j > 2, é dado por: 

a(Mj) = {(q, A) - Aj : i = 1, ..., m, q = (quq2) ...,qm) £ N m , |ç| = j}, 

onde Ã = {Ai , . . . , A m } , (q, X) = qxXx + ... + qmXm, \q\ = qt 4- ... + qm e Ax,..., Am são os 
elementos de A e cada um deles surgem tantas vezes quanto sua multiplicidade como raiz 
da equação característica associada. 

Esperamos que apropriadas condições de não-ressonância possam garantir que para 
y = 0, a forma normal esteja sobre uma variedade localmente invariante. Nos próximos 
resultados, estabeleceremos relações entre os espectros de A, A0 e AQI. 

Lema 3.4.1 O espectro do operador A é igual ao espectro pontual do operador A e ao 
espectro do operador AQ, OU seja, 

a(A) =ap{A) = a{A0). 

Demonstração: 
Faremos a demonstração desse lema em duas partes, 11a primeira mostraremos que 

Ap(A) — CT{AQ) e, na segunda, mostraremos que o(A) = o~p(A). 

Provemos que ap(A) = o-(A0). 
Sabemos que o espectro de A0 é igual ao seu espectro pontual, isto é, a(Aa) = crp(Ao). 

• Mostremos que <r(/í0) C crp(A). 

Como D(A0) = | (f>eC-.(^£C e ^ ( 0 ) = J [dv(9Md) | , segue que D(A0) é um 

subconjunto de C 1 e, para <fr £ D(A0), temos que: 

A0<t> = A<j). 

Se A £ ap(A0), então existe ip £ D(A0) \ { 0 } , tal que: 

(A0 — XI)(p = 0. 

Daí, conseguimos: 
(A - XI)(f>= (A0 - A/)0 = 0. 

Portanto, A £ op(A). 

• Demonstremos que crp(A) C <r(A0). 
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Seja. A G (T,,{A), então existe 0 G CL \ { 0 } satisfazendo: 

(A - AI)(J) = 0, 

ou seja.. 

A m = A0(7?), se 0 G [ - / \ 0 ) 

r 0 

(10 

[dV(0))4){0) = A0(O), se 0 = 0. 

Como (/> v contínua, obtemos: 

i m = f\dmwi 
d0 

o que implica que 0 G D(AQ). 

Daí, temos que: 
(A0 - \I)<F> = {A - \I)4> = 0. 

Portanto, A G (T(A0). 

Agora, mostremos que CR(Ã) = <7P(A). 

E suficiente mostrarmos que a (A) C <JP(A), ou equivalentemente, se A ^ <JP(A), então 
A <£ cr (A). 

Suponhamos A ^ CRP(A), então o operador (A — A I ) é inversível. Assim, resta mostrar-
mos que a inversa do operador (A — AI ) é limitada e tem domínio denso em BC. 

Como o operador A é fechado, basta verificarmos que o operador (A — XI) é sobrejetor, 
ver [1], 

Consideremos •0 + X0A G BC, onde IP G C e A G K m . Mostraremos que existe 0 G C 1 

tal que: 
(A - A / ) 0 = 0; + 

Pelo Teorema de Riesz-Fisher, ver [5], o operador: 

0 ^ L ( 0 ) - 0 ( O ) , 

aplica sobrejetivamente C 1 sobre E m . 

Logo, para ev G K m , existe 0i G C 1 tal que: 

L(4>x) — 0i(O) = a. 

Agora, sendo A(A0) = CRP(A), segue que A ^ CR(A0), então para 0 — (02 — A0j) G C, 
existe 02 G D(AQ) satisfazendo: 

( ^ o - A / ) 0 2 - ' 0 - ( 0 1 - A 0 1 ) . 
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Tomemos 0 = 0j + 0 2 6 C 1 , então: 

(A~\IY> = (A — XI)(4>I + 0 2 ) = (A — A / ) 0 X + (A0 — XJ)4>: '2 

+ [ l ( 0 x ) - -MO)] - A 0 a } -f- (V - 01 + A 0 i j 

•0 + X0A. 

Portanto, o operador (A — XI) é sobrejetor. 
• 

Lema 3.4.2 O espectro do operador Aq\ coincide com o espectro pontual do operador 
AQ 1 e com o espectro do operador A0 menos os elementos que estão em A, ou seja, 

Demonstração: 
Demonstraremos esse lema em duas etapas; 11a primeira etapa, mostraremos que 

ap(Agi) = cr(A0) \ A, e 11a segunda, provaremos que cr(Aqi) = cr(A0) \ A. 

Mostremos que ap(Aq\) — cr(A0) \ A. 

• Provemos que crp(Aqi) C cr (Ao) \ A. 
Se A G ap{AQi), temos que existe 0 G D (A) \ { 0 } e 0 € Q1 \ { 0 } satisfazendo: 

(A-\I)(f> = 0. 

Logo, A G a(A). 
Pelo Lema 3.4.1, temos que cr(A) = <r(v40) e> portanto, A G cr(A0). 
Suponhamos A G A, então 0 G P = ger { ( J ^ Ker ((A - X l)k), com X G A } , o que c 

um absurdo, uma vez que P Pi Q1 — { 0 } . 
Portanto A G o(A0) \ A. 

• Mostremos que o(A0) \ A c ap(Aq\). 
Seja A G a(A0) \ A, como a(A0) \ A = ap(A0) \ A, então existe 0 G D(A0) \ { 0 } , tal 

(A) - XI)(p = 0. 

Considerando a decomposição de C como em (3.5), decompomos 0 = 0 P + <pQ, onde 
4>p G P e 0 Q G Q. Assim, como o operador A comuta com ir em C 1 e D(A0) C Cl, 

v(AQI) = <jp(Aqí) = a{A0)\A. 

que: 

obtemos: 

Mas, como X A, temos que 0 P = 0. 
Logo, 0 = 0 Q G Ql \ { 0 } , e obtemos: 

(A — A/)0 = (AQ1 - A/)0 = O. 
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Portanto, A £ CFv(AQ\ ). 

Agora, mostremos que (T(AQ\) = T(/10) \ A. 
Para isso, verifiquemos que CR(AQ\) C (T(AQ) C (T(AQÍ) F1 A = 0 . 

• Mostremos que fr(/4yi) C t ( /1 0 ) . 
Como /I é um operador fechado cm BC e Q c um subespaço fechado de 6', temos que 

. é um operador fechado no espaço de Banach Ker (n). 
Suponhamos A ^ r r ( 0 ) , segue do Lema 3.4.1 que a(A0) = o(A), então, para toda 

função / £ Kcr(ir) C BC, existe <j) G C1, tal que: 

(A - A7)0 = f. 

Observemos que irf = 0, pois / G Ker (ir). 
Daí. 

(/I - A / ) ( / - 7f)0 = (7 - n)(A - A7)0 = (7 - Tr)/ = / , 

com 0 G (Ker(n) fl C 1 ) = Q 1 . 
Logo, o operador (Agi — A7) é sobrejetor e, portanto, A ^ a ( A g i ) . 

• Provemos (pie CT(AQI) í l A = 0 . 
Mostrar que rr(ylQi) fl A = 0 é equivalente a verificar que A C p(AQI), ou seja. para 

todo A G A, o operador (AQ> — A7) ó sobrejetor. 
Demonstremos inicialmente que Ker(n) = Q © X, onde: 

X = {<J)P + X{)CY : « G E m e 0 P = -<f>tf ( 0 ) o } . 

De fato: 
Seja 0 + À'0fv G BC. Como 0 G C ~ P © Q, podemos escrever 0 = <\>p + 013, com 

0 P G P e G Q, então 0 + = (<pp + <t>Q) + 

Daí, segue que ( 0 P + 0 Ç ) + X0a G Ker (ir) se, e somente se, 

ir ((<l>p + <f>Q) + XQa) = 0, 

ou seja, 
0 P = (0)a. 

Portanto, temos que: 
0 + X0a G Ker (n ) , 

se (f) + Àr0cv = 0^ + ( 0 P + X 0 « ) , onde (j)P - (0)a. 
Seja 0 G Q D X. Como 0; G X, então 

0 = — ( 0 ) e v + vY0o, o G R" 

Usando o fato de ij) £ Q e j)ortanto deve ser contínua, temos que o = 0. 
Logo, Q fl A' = {0 } . 
Portanto, Ker(TT) = Q © X. 

Agora, mostraremos que X e Q são subconjuntos contidos na imagem do operador 
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(vl^i - XI). para todo A G A. Concluindo assim que (Agi — XI) é sobrejetor. 

• Demonstremos que Q C Lm (Agi — XI) . 

Verifiquemos que para eada / 6 Q, existe 0 £ Ql tal que (Agi — X7)0 = /• 

Para cada A G A, podemos considerar a decomposição: 

C = Kcr(AQ - A I ) k 0 Irn(A0 - A/) í : , 

onde k E o menor inteiro positivo tal que A^AÍ^O) = Ker(A0 - XI)k. Assim, podemos 
decompor / £ Q da forma: 

/ = </>! + ( A o - A / ) % , 

com 01,02 £ D ((Ao - A I)k) e (Ao - A / )0 i = 0. Em particular, 0t G P. 

Como f G Q, temos que: 

/ = (I-n)f = (I 7r) ( 0 ! + (Ao - Xlffa) = ( A O - A / ) ( / - 7 R ) ( J 4 O - A / ) F C - 1 0 2 = (A0-XI)<f>, 

onde 0 = ( / - 7 r ) ( A ) - A / ) A " 1 0 2 , emais, 0 G (D(A0) D Ker(ix)) C (D(A) n Ker (ir)) = Q 1 . 

Logo, ( / lg . - A7)0 = / . 

Portanto, C Im(Agi - XI). 

• Mostremos que A" C IVI(AQ\ — XI). 

Observemos que, para / G AT, podemos escrever / = 0 P 4- AV*, com o: G R" e 
rt>p - -<I>vI/(0)«, então: 

( / - TT)/ = ( / - 7T) ( 0 p + X0a) = ( 0 P + - 7T ( 0 P + X0a) 

= ( 0 P + X 0 a ) - (<PP + = ( 0 P + X „ « ) = /• 

Assim, provarmos que existe h G Q1, tal que: 

(Ag. - AI)h = /, 

é equivalente à mostrarmos que: 

(A - XI)(I - tI)h = (I - TT) f <=> ( A - XI)h = /, 

que pela definição do operador A, equivale à: 

íi(0) - Ah(6) = - $ ( õ ) V ( 0 ) a , 9 G [—r, 0), 
(3.23) 

L(h) - //,(()) = a. 

A solução da primeira equação do sistema (3.23) é da forma: 

re 
h(0) = exeh(0) - exe / e " A í $( í )^ (0 )ar f í . 

J o 
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Mas, h £ C 1 satisfaz o sistema (3.23), se: 

í [dri{0)]h(e) - (A/i(0) - $ ( 0 ) # ( 0 ) a ) = a. 
J —r 

Substituindo a expressão para h(0), obtemos que: 

A(X)k(O) = -I + - L (exd J^ 

pQ p8 

$(0) - / [dV(d)} / eA ( f l- f )$(í)rfí 

« 

} a 

-/ + (e~xoI, $ ) a, 

onde A (A) = XI - L (eA S / ) e (•, •) é a forma bilinear. 
Portanto, a existência de h 6 C 1 satisfazendo o sistema (3.23), é equivalente a exis-

tência de /J(0) G K" tal que: 

A (A)/?.(()) = [ - / + (e"AÍ7,<f>) *£(())] a. 

Assim, resta apenas mostrarmos que as colunas da matriz n x n, 

são geradas pelas colunas da matriz A(A). 
Seja A 6 A. Escolhemos uma base { c i , . . . , c n } para C n , na qual, A(A) está na forma 

canónica de Jordan, com os primeiros blocos associados com os autovalores nulos de 
A(A). Suponhamos que existam R blocos de Jordan associados com os autovalores nulos 
e que o número de colunas (ou linhas) desses blocos sejam n l 5 ...,nR. A primeira coluna 
e a última linha cm cada bloco de Jordan de A (A) associado com o autovalor nulo, são 
nulas e as colunas restantes são independentes. Portanto, provar que o espaço coluna 
de 21(A) está contido no espaço coluna de A(A), é equivalente a mostrar que as linhas 
ii\, 7í,i +n 2 , . . . , rii -frc2 + ••• + n R de 2((A) são nulas. Sem perda de generalidade, provaremos 
que a linha de 2l(A) é nula, uma vez que, o anulamento das outras linhas mencionadas, 
segue desse caso por meio de uma reorganização da base. 

Considermos uma base í* = col (ipi,..., ipm) de PT tal que a matriz B, satisfazendo: 

= BV, 

esteja na forma canónica de Jordan, com os primeiros blocos associados ao autovalor A, 
e denotamos por mi o número de colunas (linhas) do primeiro bloco de Jordan. A linha 
itl de 2l(A) c: 

onde cj = (ó^,,..., Snti), com ôjj = 1 se j = i e õjj = 0 se j i. 
Como B está na forma canónica de Jordan, com o primeiro bloco associado com o 

autovalor A, temos que: 
-Ipnu = 
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Então, •(/<„,, (.v) = e Xs</>,„, (0) j)ara s € [0,r], com V'm, (0) tal que: 

v>„„ € D « ) = jv< e (CTy : - 0 ( 0 ) = £ , 

onde /l^ é o gerador infinitesimal do semigrupo definido pela equação adjunta. 
Daí, obtemos que: 

*/•„„ (O)A(A) - (0) (A/ - L (e^l)) = A-0,,,, (0) - ^ W (0)[d>i(0)}e 

= - V v , ( 0 ) ~ [ ° eM i j>m imdri{6)} 
J —r 

= Í\mÁ-0){dv(0))- f ex^mM[dr](0)} 

= j ipmi(-d)[dri(e)]-j ipmi(-0)[dV(0)] = Q-

Desse modo, como a linha « i de A(A) é nula, temos que: 

< A ( A ) = 0 , 

logo, podemos tomar ipmi (0) = . 
Então, 

para .s €E [0, rj. 
Considerando ( $ , $ ) = / , cada elemento da base <5 satisfaz: 

(0 se i / mi 

1 se ? = mi. 

Portanto, obtemos: 

21», (A) = - e l + { e ~ x e l , $ ) tf(0) = + * ) tf (0) = 4- tfmi(0) = 0. 

Concluímos assim, que a linha nx de 2l(A) é nula. 
• 

O próximo teorema nos dará os espectros dos operadores Mj, j > 2. 

Teorema 3.4.1 Os espectros dos operadores Mj, para j > 2, definidos em (3.19), são 
dados por: 

a{Mj) = op(Mj) = {{q, \)-(m: p G a(A0) \ A, q = (?i, Qm) € \q\ = j} , 

com A = (Al, ..., Am) , (tf, Ã) = qiM + • • • + qm\n e\q\=qi + -- - + qm. 
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3.4 Condições de Não -Ressonância 

Demonstração: 

('onsideremos um sistema do coordenadas tal que a matriz D esteja na forma canónica 
de Jordan: 

" Ai ai 0 ••• 0 

B 
0 A2 CF2 0 

'• '• ' ' : ^7/1-1 
0 0 • • • 0 A„, 

com <r, = 1 ou <t,- = 0. 

Tomemos h E Vj'l(Q1), f £ V™{Ker(TT)), 

H(X) = E com hg E Q1, 
\'i\=j 

f ( x ) = E com f" G Ker(n)-
\<i\=J 

Definimos D j o conjunto dos índices q = (q1, ...,qm) E N m de grau j, ou seja, 

Dj = {q = (qu ...,</„,) G N'" tal que \q\ = j} . 

Sejam p = (px, . . . ,pm ) , q = (qi,...,qm) E Dj, dizemos que p < ç se a primeira diferença 
não nula de px — qx, ...,pm — qm for positiva. 

De mesmo modo que fizemos no Lema 2.2.1, mostramos que: 

ap(Mj) = {(<7, X) ~ /i, tal que /i E <r(A0) \ A ,q = {qu ..., qm} E N m e \q\ = ] } . 

Assim, resta mostrarmos que o (Mj) C ap(Mj), ou seja, todo a ^ ap(Mj) pertence à 
p(Mj). 

Observemos que os operadores Mj, j > 2, são fechados em Vjn(Ker(7r)) e, portanto, 
basta verificarmos que os operadores ( a i — Mj) , j > 2, são sobrejetores. 

Para cada q E Dj, se [iq = (q, Ã) — a, <fi E Q1 e ip E Ker (ir), são tais que, 

i> = (AQ1 - /V) 

h(x) = <j)xq E V™(Ql), 

Então: 

/ir) = (o! - Mj) h(x). 

f(x) = (ai - Mj)h(x) = ah(x) - [Dxh(x)Bx - AqJI(X)} 

= a((f)xq) — [Dx((j)xq)Bx — AQI((j)xq)} 
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(AQ, + f.v) (0.7:") - l),.{OX^:Hx 

( / lg . + a)(<f>x")-

' AI CTI . . 0 

• • • <J„,<l>x"-Fm } 
0 A 2 . . 0 .7'2 

,/iO.f' • q2(l>x'i-C2 • • • <J„,<l>x"-Fm } 
A 2 . 

0 0 . • A„, 

(Aqi + a)[<j)x") - + 

2 = 1 

m rn — 1 
( / l g . + « ) (0 .7 :* ) - £ ( / , A , o . r " - E + 1 _ e ! 

1=1 1 = 1 

m—1 
(zlg, - ((</, Ã) - a)) (4>x<>) - £ fc^ar'** 

í=l 

m—1 
= [AQX - (0.7^) - ]T Q%O4X 

r?) — 1 

? : = i 

onde Cj = (tf^,..., , = 1 se i = j e í.-j = 0 sc i ± j. 
Como podemos escrever / ( # ) na forma: 

/ ( * ) = E / p s * 
H=i 

obtemos que 

•0, se p = <7, 

fp = — s e p = q + — et para algum = 1, 2,..., m — 1, 

0, caso contrário. V ' 

Seja y e Vj" (Ker(n)), dada por: 

mostraremos que existe />, 6 K " ' ^ 1 ) satisfazendo: 

( 3 . 2 4 ) 

(aI-Mj)h(x)=g(x). 
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Provaremos por indução sobre os elementos de Dj, que para cada q £ Dj, existe 
h') £ V;n[Ql) tal que: 

[(rv/ - Mj) h*]p = g,„ para p < q. (3.25) 

Para, o j)rimeiro elemento de Dj, q = (j, 0, ...,0), temos que: 

= (7,Ã) - a £ p(AQ>), 

pois, rv ^ (rp{M'f) e pelo Lema 3.4.2, cr(/lQi) = A(A0) \ A. 
Portanto, para cada gq £ Ker (ir), existe <f>q £ Q 1 tal que: 

(AQI - //,/)<&, = 9<R 

Definindo hq(x) = (/^.T9, obtemos de (3.24) que: 

[ ( a I - M f ) h " ] q = g r 

Hipótese de Indução: Suponhamos que para um certo q £ Dj, exista hq £ Vjn(Q1) 
satisfazendo: 

[(aí - Mj) hq]p = gp, para p < q. 

Seja q £ D} o sucessor de q na ordenação considerada, definimos 
//- = [(ai - Mj) hq], £ Ker(TT). 

Como /i,q = (q, \) — a £ P{AQ\) e gq — Hg £ Ker(ir), existe <pg £ Q1 tal que: 

{AqI - pql) 4>g =gq- Hg. 

Assim, considerando o polinómio homogéneo Hq = <pgXq £ Vj^^Q1) e usando (3.24). 
obtemos: 

' gq - Hg, se p = q, 

[(rv/ — Mj) H q = ^ —(ji(Ji4>g, se p = q + e;_i + e, para algum i — 1,..., rn — 1, 

0, caso contrário. 

7ornamos /í® = hq -f- Hq £ Vjn(Q1), como q < q < q + e^i + e,- e usando a hipótese de 
indução, conseguimos: 

[(aI-Mj)hq]p = [(aI-Mj)hq}p+[(aI~Mj)IIq}p 

s c V < Ç, 

[(«/ - Mj) hq}(] + gg - Hg, se p = <?, 

,9/m se p< q, 

g,h se p = <]. 
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Portanto, tomos que: 

[ ( o / - Mj) h"]p = gp, para p < q. 

Finalizamos assim a prova por indução. 
Tomemos q £ Dj como sendo o maior elemento de Dj, então, existe h1' E Vf"(Ql) 

satisfazendo: 
[(ai - Mj) hq] = gp, para todo p E Dj e j > 2. 

Por último, definindo li.(x) = ^ hqxp, obtemos: 
\p\=j 

(o/ - Mj) h(x) = E K - Mj) (ftV) = £ KaI - MD h% xP 

I p\=j \p\=j 

- ^2gPxp = g(x). 
\v\=j 

Portanto, o operador (ai — Mj) o sobrejetor. 
• 

Agora, podemos dar a caracterização espectral da situação descrita no início dessa 
seção. 

Definição 3.4.1 Dizemos que a equação (3.1) safisfaz as condições de não-ressonância 
relativamente, à A C a (Au), se 

(q, X) ^ //, para todo p E a{A0) \ A, q = (qu ..., qm) E N"1 e \q\ > 2, 

onde X = (Ai,..., Am) e Ai,..., Am são os elementos de A, e cada um deles aparecem, tantas 
vezes quanto sua multiplicidade como raiz da equação característica dada por ( 3 .3 ) . 

Corolário 3.4.1 Suponhamos que as condições de não-ressonância da Definição 3.4.1 

são satisfeitas. Então, 

Irn(Mj) = Vjn(Ker( TT)), 

para. todo j > 0, ou seja, podemos eliminar todos os termos gj da forma normal. 

Demonstração: 
Como podemos escrever o espaço Vj7l(Ker(TT)) como soma direta da imagem e do 

núcleo do operador Mj, é suficiente verificarmos que o núcleo do operador Mj contém 
apenas o polinómio identicamente nulo. 

Suponhamos que existe g(x) £ Ker (Mj) \ {0 } , então temos que: 

Mjg(x) = 0, 

o que implica que 0 pertence ao espectro de Mj, contradizendo as condições de não-
ressonância. 
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Teorema 3.4.2 Consideremos a equação (3.1) e a decomposição de C, dada por: 

C = P@Q, 

onde P é o subespaço invariante pelo gerador infinitesimal AQ, associado ao subcon-
junto vão vazio e finito A de autovalores. Assim, temos a decomposição u = + y, 
onde x G R"\ y G Q, diin P = m e $ é uma base para P. Sc as condições de não-
ressoiiiin.cia relativamente à A da Definição 3.4.1 são satisfeitas, então, existe uma mu-
dança de variável tal que a equação (3.1) c equivalente à equação em BC = R'" x I\cr(n) : 

1 
x = Bx+ 2_^-g){x,y), 

j>2 J' 
(3.26) 

V = AQíy + Y^-9j(x,y), 
3>2 J' 

onde gj.gj são obtidos corno em. (3.20), com g?{x, 0) = 0, para j > 2. Essa equação está 
na forma normal relativamente á P. Se existir um,a variedade localmente invariante para 
a equação (3.1), tangente à P no zero, então, essa satisfaz y = 0 e o fluxo sobre essa 
variedade c dado pela, equação diferencial ordinária, m-dimensional: 

> 1 
x = Bx + Y,-g){x,y)-, 

J>2 

a qual está na forma normal, no sentido usual para equações diferenciais ordinárias. 

Observação: 

Em muitos casos em que as condições de não-ressonância são satisfeitas, há um par-
ticular interesse pelas aplicações onde a decomposição de C está associada ao conjunto: 
(/) A = {A G cr : Re(A) = 0} ou (n) A = {A G a : Re(A) > 0}. No caso (i), para y = 0, 
a fornia normal (3.26) está sobre a variedade central, e no caso (ii), sobre a variedade 
central-instável. 

3.5 Equações Diferenciais Funcionais com Parâmetro 

Nas duas seções seguintes, obteremos a forma normal para equações diferenciais fun-
cionais retardadas com um parâmetro em um espaço invariante de dimensão finita asso-
ciado a um conjunto finito de autovalores do gerador infinitesimal da equação linearizada 
na singularidade. 

Em muitos casos, ó conveniente introduzirmos um novo parâmetro na equação di-
ferencial funcional retardada, para que possamos descrever completamente a singulari-
dade. Desenvolveremos a forma normal para equações diferenciais funcionais retardadas 
com um parâmetro acrescentando uma nova equação, o que possibilitará considerarmos o 
parâmetro como uma nova variável. 

Consideremos uma equação diferencial funcional retardada com um parâmetro, 

z(t) = L(a)(zt) + F(zt,a), (3.27) 
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onde zt pertence à C = C([—r, 0] ,R") e o parâmetro a pertence a uma vizinhança V do 
zero em R'\ L : V £ ( C , R" ) é de classe Cr~l e F : C x V R" c uma função de classe 
C'r com F(0 ,0 ) = 0 e DF{0,0) = 0. 

Consideraremos o parâmetro o. como uma nova variável. Para isso, estudemos o sis-

z(t) = L(a)(zt) + F{zt,n) 

(3.28) 

à = 0. 

Para desenvolvermos a forma normal para o sistema de equações diferenciais funcionais 
retardadas (3.28), basta considerarmos a primeira equação do sistema, já que, a segunda 
equação está na forma mais simples possível. 

Definindo Z/0 = L(0), segue que, 

L(a)(zt)-L0(zt) = O{\(zt,a)\2), 

e portanto, podemos reescrever a equação (3.27), 

z(t) = Lo(zt) + [F(zt,a) + L(a)(zt) - L0(zt)}, (3.29) 

onde [F(zf,(v) -f- L(a)(zt) — L0(zt)j c a parte não linear, nas variáveis zt e o. 

Então, temos (jue a e<iuação linearizada associada à equação (3.27), é dada por: 

z(t) - L0(zt). 

Sejam T(t),t > 0, o C o - s e m i g r u p o associado à equação linearizada e A0 o gerador 
infinitesimal associado ao C o - s e m i g r u p o T(t),t, > 0. Tomemos A um subconjunto finito e 
não-vazio de autovalores do gerador infinitesimal A0, e supomos que A contém m elementos 
onde cada elemento é contado tantas vezes quanto sua multiplicidade. 

Como vimos na Seção 3.2, para obtermos a equação diferencial ordinária abstraía 
associada à equação (3.29), com a decomposição dos termos lineares e não lineares da 
equação bem formulada, precisamos considerar o espaço de fase BC, sobre o qual a equação 
diferencial ordinária abstrata, é dada por: 

~ = Av + X0G(v,a), (3.30) 
dt 

onde 
Acj) = <p + X0[L0(4>) - m i 

G(0,tt ) = F ( 0 , a ) + [ L ( a ) ( 0 ) - L o ( 0 ) ] 

e com domínio D (A) — C]. 

Daí, da mesma forma que fizemos na Seção 3.2, obtemos que a equação diferencial 
ordinária abstrata (3.30), pode ser decomposta por: 

x = Bx + + y,a), 

d (3-31) 
= AQiy + (I -n)X0G($x + y,a), 
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onde AqI é a restrição do operador A ao subespaço Q1 de BC, x £ IR'" e y £ Ql. 

3.G Forníeis Normais 

Nesta, seção, calcularemos a forma normal para equações diferenciais funcionais retar-
dadas com um parâmetro, para isso, faremos uso do algoritmo previamente desenvolvido 
na Seção 8.3. 

Consideremos as expansões de Taylor: 

r-1 

L(a) = Lo + E ^ ( Q ) + c,(Hr~1)' 
7=2 

(3.32) 

r - 1 

J=2 J' 

onde Lj(cv) é de ordem j — 1 em a. e Fj(zt,a) é de ordem j cm (zt,a). Notemos que 
fjj((y)zt é de ordem j em (zf,a). 

Pela decomposição de C, como em (3.5), podemos escrever zt = $>x + y, com x £ R m 

e y £ Q. 

Então, as equações cm (3.31) tem a forma: 

r - i 1 

BX + Y ] - f j ( x ' V> a) + °(\(x> 2>> <*) n 
j=2 J ' 

(3.33) 
r - 1 x 

Aqiy + Y" V, «) + 0(\(x, y, a)|r), 
3=2J I 

ví / (0 ) [ j !L J (a ) (<l> .x + y) + F ^ x + y, «)], 

(3.34) 
(/ - 7r)X0[j!L»($.x + y) + Fj($x + y, a)]. 

Observando que a variável de dimensão finita é (x, a) £ M m + P e a variável de dimensão 
infinita é y £ Ql, podemos aplicar o algoritmo da forma normal para equações diferenciais 
funcionais retardadas, donde obtemos que a forma normal para a equação (3.27) até o 
termo de ordem r — 1, é dada por: 

r - 1 1 

7=2 h 

(3.35) 
dy r~l 1 
~ = AQly + ^-g](x,y,a) + 0{\(x,y,a)\r), 

, j=2J' 

onde 

x 

dy 
dt 

fj{x, y, ot) 
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com 

//](:/:, //• o) , / • P;m{M})W0)Wi<j'(«)(** + y) + + //• «)]. 

g](x. //.o) = (/- + + + 

onde os operadores Sí~10 a"s Pi't>jcçõcs definidas por: 

(3.36) 

PL{Mf) •• Vj» (Ker*)—Hm (M?) 

e o operador Mj = ( M - , M j ) é definido por: 

Mj : V;n+p(Rm) x l/;n+p(/Cer(7r)) — V } m + p ( R m ) x V f + p ( / ^ r ( 7 r ) ) , 

(Mjp)(x, a ) = Dxp(x, a)Bx — Bp(x, a), (3.37) 

(Mfh)(x, A) = / ; , . / / ( . / • . - AqJI(X, a), 

com domínio D (Mj) = í / / " + " (K '» ) x ^ / " ^ ( Q 1 ) ) . 
Agora obtemos, da teoria da Seção 3.4, as condições de não-ressonância para equações 

diferenciais funcionais retardadas com parâmetro. 

Definição 3.6.1 Dizemos que a equação (3.27) safisfaz as condições de não-ressonância 
relativamente à A C <r(/lo), se 

(</, Ã) ^ fi para todo /t E a(A0) \ A, q = (qu ..., ç,„) E Nm e |r/| > 2, 

onde A = (Ai,... , Am) e Ai,... , Am são os elementos de A, e cada um deles aparecem tantas 
vezes quanto sua multiplicidade como raiz da equação característica dada por (3.3). 

Finalmente, temos um teorema, análogo ao Teorema 3.4.2, resumindo a teoria para 
equações diferenciais funcionais retardadas com um parâmetro. 

Teorema 3.6.1 Consideremos a equação (3.27) e a decomposição de C, dada por: 

C = P®Q, 

onde P é o subespaço invariante pelo gerador infinitesimal A0, associado ao subcon-
junto não vazio c finito A de autovalores. Assirn, lemos a decomposição u = <f.r + y, 
onde x E R m , y E Q, d i m P — rn c 4» é uma base para P. Se as condições de não-
ressonância relativamente à A da Definição 3.6.1 são satisfeitas, então, existe uma mu-
dança de variável tal que a equação (3.27) é equivalente à equação cm BC = Rm x Ker (ir) : 

P i 1 
x = Bx + -g] (x. y, a) + 0(\(x, y, o)|r), 

j—2 J' 

^ = AQiy + J2 ~g](x,y,a) + 0(\(x,y,Q)\r), 
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onde (}), //2 são obtidos como cm (3.30), com gj(x, 0) = 0, para j > 2. Essa equação está 
D a forma normal relativamente à P. Se existir unia variedade localm ente invariante para 
a equação (3.27). tangente à P no zero, então, essa satisfaz y = 0 e o fluxo sobre essa 
variedade é dado pela, equação diferencial ordinária m-dimensional: 

a qual está na forma, normal, no sentido usual para equações diferenciais ordinárias. 

3.7 Singularidade do tipo Bogdanov-Takens 

Nesta seção, faremos aplicações á singularidade do tipo Bogdanov-Takens. O nosso 
estudo consistirá, numa situação geral, do cálculo da forma normal para equações dife-
renciais funcionais retardadas escalares com singulai'idade do tipo Bogdanov-Takens. 

Io Aplicação 

Consideremos a equação diferencial funcional retardada escalar definida no espaço 
C = C([—r, 0], R), 

z(t) = L(zt) + F(zt), (3.38) 

onde L : C —> Rc um operador linear limitado e F € CN, N > 2, definida de C em R, 
com F(0) = 0 c DF(0) = 0. 

Sejam T(t),t, > 0, o C0-semigrupo das soluções da equação linear: 

z{t) = L(zt), 

e Ao o gerador infinitesimal associado. 

Suponhamos que a equação característica A(A) = A — L(ex') : 
(/') tenha A = 0 como autovalor de multiplicidade dois, 
(?'?') não tenha nenhum autovalor, além de A = 0, com parte real zero. 
Portanto, da hipótese (i), temos: 

« o , - * ^ - o . ^ o . 

ou seja, 

L( 1) = 0, L(6) = 1 e L(92) ± 0. (3.39) 

Consideremos a decomposição de C por A = { 0 } dada por: 

C = P (B Q, (3.40) 

onde P é o espaço invariante pelo gerador infinitesimal Ao associado ao autovalor A = 0, 
dado por: 

P = Ker{A0)ko, 
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e /,'() é o ascendente de 0. Uni elemento 0 G P se, e somente se, 

0 , . . . ,0 ( í : o " 1 ) G D(Aq) e Ak°(f> = 0, 

ou seja, 

A(0fA"° " ) =-- 0. L{<l)ik"~2)) = 0(A '°~1)(O),..., L(0) = 0(0) e 0 ( í ' l , ) = 0, (3.41) 

onde <l>{,) v a derivada /-ésima de 0 com relação à 0. 

Então: 

0«>(0) = i\íii + (i + l)!o,-+10 + ^^aí+292 + • • • + ( f c o ( ! ° ( T ^ ) ) ! a f c o - i g f c ° - ( < + 1 ) . 

Usando as condições (3.39), conseguimos: 

. L(0 ( / , '°~1)) = L((k0 - l) !a f c 0_i) = (k0 - l ) !a* 0 _ iL( l ) = 0, 

. L(4>^) = (k0 ~ 2)!fl*0_2Z,(l) + (ko - ly.a^m 0^- 1 >(O) = (k0 - l ) ! a , 0 ^ , 

. L ( 0 ^ 3 > ) = (k0 - 3 ) !a , 0 _ 3 L( l ) + (fc0 - 2)\ako_2L(0) + " L(02) 

^ ^ - o - 2 ) ( 0 ) = (*;„ - 2)!a*0_2 afco_x = 0, 

. L(0<*°-4>) = {ko - 4)!a f c 0_4L(l) + (fc0 - 3)!a*o_3L(0) + 

^ 0 ( ^ 2 ) ( O ) = (A;0 - 2)!a*0_2 a A o - 2 = 0, 

. = L(0) = aiL( 1) + 2« 2L(0) + 3a 3 L{9 2 ) = 0(0) ( =X) 0(2>(O) = 2a2 

= > «3 = 0, 

• L(0) = a0L(l) + a\L(9) + a2L{92) 0(0) = a, a2 = 0, 

ou seja, (ik0-i = • • • = «2 = 0 e a0 , ai são reais quaisquer. 

Portanto, o espaço P tem ascendente dois e, é dado por: 

P = Kcr(A0)2 = { 0 6 £>(A>) : 0(0) = «o + M , e «o, «i e K } . 

Assim, podemos tomar <I> = {0 i (0 ) , 0 2 ( 0 ) } , 0 € [~r>0], como sendo uma base para P, 
com: 

0i (0) = l , 02 (0) = 0, para 0 G [ - r , 0 ] . 
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Como A = 0 tem ascendente dois, temos que: 

PT = Kcr(Alf = { 0 G D(Al) : r/>(s) = 6„ - slh, e b0Jh G 

e então, tomemos a base $ = col \ \hfo \ de PT, onde 

= '01(0) - # 2 ( 0 ) e = 02(O), 

«•oin (/•](()). 02(0) G R e G [0, 7']. 

Para que possamos ter ( $ , $ ) = / , é necessário e suficiente escolhermos ipi{0), 02(O) 
reais, tais que: 

(<0i (O) - .s0 2 (O) , l ) = l 

ou seja, 

C 0 i ( o ) - # 2 ( o ) , t f ) = o, 

v^i(o) - J" J° omo) - (e - =1 

0 rd 

r J 0 

o que implica, 

Vi(0) - M 0 ) m + V'2(0)L ( Ç ) - (02) = 1 

- ^ ( O J L Í - J - ^ ( O ) L Í - J = 0, 

e usando (3.39), obtemos: 

6 2 \ ~ ] 

MO) = -L 

92Y2 0z\ 
•01 (0) — L (—-) L (—-) . v n 1 V 2 / \ 3! ) 

Concluindo, temos que: 

P = GER <P, <P(0) = (1, 0), para 0 G [—r, 0], 

PT = r/c/' M/, vl/(_v) = cal ( ^ ( 0 ) _ ^ ( O ) , V'2(0)) , para G [0, r], 

onde 0 i (0) e 02(O) são como cm (3.42). 

A matriz B satisfazendo $ = <PB c - í > = Bty c dada por: 

B = 
0 1 
0 0 

(3.42) 
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Observemos que o único autovalor de D é X = 0, e esse tem multiplicidade dois. 
então, a equação diferencial ordinária bidimensional sobre a variedade central tem uma 
singularidade do tipo Bogdanov-Takens. 

Calcularemos a forma normal para a equação diferencial ordinária bidimensional sobre 
a variedade central até os termos de ordem dois. 

Observemos que as condições de não-ressonância da Definição 3.4.1 são satisfeitas. 

De fato: 

Pela hipótese (ri,), a parte real de fi é diferente de zero para todo /j, £ cr(A0) \ A. então, 
para q — (<7i, <72) pertencente à N2, com |g| = j, j > 2, e Ã = (0,0), conseguimos: 

(q, X) - /i = -//, ̂  0. 

Agora, descreveremos a forma normal sobre a variedade central como foi desenvolvido 
nas seções anteriores. 

Consideremos a expansão de Taylor para F até os termos de ordem dois, 

F ( « ) = Í F 2 ( U ) + 0(|U|3) , 

com u £ C. 

Pela decomposição de C por A, como em (3.40), podemos decompor u £ C, da forma: 

u = + y, 

com x £ R" ' e y £ Q. 

Definimos / 2 y ) como em (3.11), 

fA-r.y) 
'01 (0) 
MV 

( I - n ) X 0 

F2 ($X + y), 

onde as duas primeiras linhas representam a componente de f2(x,y) em R 2 e a terceira 
linha representa a componente de f2(x,y) em Ker (ir). 

O operador 
Mj : V'j (R 2 ) -> Vf (R 2 ) , 

para j > 2, é dado por: 

MUP(X)) 

dpi(x) 
P2(X) 

ax\ 

dp2{x) 
dx, 

com x 
Xi e p(x) = _ ( M * ) G K2 (R2) . 
r-2 J ' * ' \ Mx) 

Agora, calcularemos o espaço complementar de Im(M2) em V2 ( R 2 ) , para que pos-
samos determinar os termos de ordem dois que não podem ser eliminados da forma normal. 
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Considerando a base canónica de V2 (M2) , 

'T ) ' ( 0 ) ' ( ) ' ( .7:° 2 J ' V 4 

cu Ião. suas respectivas imagens sob o operador M], são: 

Portanto, temos que: 

/ « < * [ ) « , » ( ( T ) . ( 2 ) . ( Z l ) . , 2.TÍ.X-2 y ' V 

Daí, como os vetores, 

( 2xix.2 \ ( X22 \ ( -x\ \ í -xix2 \ ( 0 
V o j ' v 0 J ' V 2 x ^ J' V xl J ' V x i x 2 ) ' V / ' 

são linearmente independentes, podemos escolher o espaço complementar de Im (M2) em 
l/22 (K2) como: 

/ , , ( M . r = ( , " , ) } • (3.43) 

Tomemos rv, (5, 7 G R, tais que: 

P 2 ( $ .7 : ) = ax\ + fixix.2 + -yxl, 

então, 

/2 ' ( :r .0) = * ( 0 ) f 2 ( $ : / • ) = ( ^ ) «.Tf + + -y.r| 

( 2:^0) ) + f*<°> ( 2 T 2 ) + ^ ( 0 ) + 

2 — V 2*3(0) j\ + [(^W+^í®)) ( ) + " * « » ( ^ TV'2(o) í „.J', 

Desse modo, temos que: 

(' - ^,2) 0) = ^2(0) ( T°2 ) + (2«Va(0) + <dfo(0)) ( ri°rj 

onde1 / 2 é a primeira componente da projeção: 

P/,2 : F22 (K 2 ) x V22 (Ker(n)) —• Im(M^) x / m ( M | ) , 

com y / i 2 = { P } j , P l 2 ) . 
Portanto, o fluxo sobre a variedade central é dado na forma normal até os termos de 
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(3.44) 

segunda ordem, por: 
•n = x2 + 0{\x\*) 

X'2 = axl + bxix2 + 0(\x\3), 

onde 
a = ^2(Q) = -aL (O2) 

b = RVVI(O) + ^ 2 ( 0 ) = \ah (d2)'2 L (ti3) - 0L ( 0 2 ) ^ 

são constantes reais. 
De modo geral, ab / 0, e as equações em (3.44) determinam uma versão da singulari-

dade do tipo Bogdanov-Takens e no caso em que ab = 0, precisamos calcular os termos 
de ordens superiores para a forma normal, ver [2, 3, 10]. 

Sabemos de [2, 3, 10], que a versão geral da singularidade do tipo Bogdanov-Takens 
na forma normal sobre a variedade central, com ab ^ 0, é dada por: 

= x2 + O ( ( )A| + |.T|) \x\2) 
(3.45) 

X2 = AL.TL + A 2 .T 2 + ax2 + FT.TI.T2 + O ((|A| + |X|) \x\2) . 

Agora, (lueremos determinar a versão geral da equação diferencial funcional retardada 
escalar original com a singularidade do tipo Bogdanov-Takens. Para isso, tomemos uma 
perturbação da equação diferencial funcional retardada original (3.38), da forma: 

i'iz(t) — v2z(t — r), com vx, v2 G K, 

donde obtemos: 
z{t) = vlZ{t) - v2z(t — r) + L (z(t)) + F (z(t)). 

Consideremos a decomposição de DC, 

BC = P®Ker(ir), 

onde P é dado como em (3.40). 
Como 

zt{6) = ${9)x + y{9), 9 G [—r, 0], 

com <P(9) = (1,9), x G K m , y G Q e usando as equações em (3.10), obtemos: 

x = Bx + tf (0) [F (tfx + y) + vi (tf (0):r + 7/(0)) - v2 (tf {-r)x + y(-r))] 

= AQly + (I - n)XO [F (tfx + y) + m (tf (0).T + 2/(0)) - v2 (${-r)x + y{-r))] , 

Donde obtemos, 

x={B + tf (0) [ (ux - v2) v2r ] } x + tf (0) [F (tfx + y) + ^ ( 0 ) - v2y{-r)\ 

= {AQÍ + tf (0) [ (VI ~ v2) v2r ]}?/+(/ — ix)X0 [F (tfx + y) + vlZy{0) - v2y(-r)]. 
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Para determinarmos a versão geral da equação diferencial funcional retardada escalar 
original com a singularidade do tipo Bogdanov-Takens, cuja equação na forma normal 
sobre a variedade ('(Mitral 6 dada por (3.45), consideraremos uma mudança de variável. 

.r i—> Dx, 

onde I) v uma, ma,triz constante 2 x 2 , não singular, tal que a parte linear da, equação 

.r = { B f vl;(0) [ (vx - v2) v2r ] } x + tf (0) [F (<í>:z: + y) + eu/O) - v2y(-r)], 

seja 'levada' na parte linear do sistema (3.45), ou seja, 

A i ^ í O ) " 1 X 2 M 0 ) ~ l D~l [B + í ' (0 ) [ (^i — v2) v2r ]J D = B + 

o que equivale à: 

0 
^ 2 (0) 

0 1 
AI A2 

D~lBD = B, 

e portanto, obtemos: 

D~H>(0) = 
0 

<M0) 

D 
1 ^ ( O ) ^ ( O ) " 1 

0 1 

Fazendo essa mudança de variável com y = 0, temos que: 

D"1 [Bx + $(0) [ (?>i - v2) v2r ]] Dx = D~lBDx + Zr1^ (0) [ (vx - v2) v2r } Dx 

Bx + 0 
Mo) J [ (vi - v2) V2r ] Dx = Dx + 

0 Mo) X v M o r l a2^2 (O)-1 ] . t 

x 2 

AÍ.TI + X2x2 

onde 

AI = (V2 - VX) 
L (O*) 

e A? = 
,2 L (0Z) 2r 
3 L(tpy L(02) J 

(3.46) 

Consideremos a mudança de variável que, para y = 0, 'transforma' a equação 

:i: = Bx + U(0)F2(x,0) + 0(\x\3) 
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em sua, forma normal: 

dada por: 

•ri = *2 + 0(|x|3) 

x.2 = axl + bx!x2 + 0(\x\3), 

r- • i l''Ux). 

' < > I U = < M x ) 

Supondo que 
F2 (X, 0) = ax\ + /3xix2 + 7 - 4 

e fazendo a mudança de variável x 1—> Dx, para y = 0, na equação 

x = + [ (vi - v 2 ) v2r ] ] x + ^ ( O ) F 2 ( x , O ) + 0 (|x| 3 ) , 

obtemos: 
• 0 

- B + 
. '02 (0) . 

; AW^ÍO)"1 A202 (O)-1 

V'I(O) 
o 

F2(X,0) + 
0 

Mo) 

[lax^MOyMO)-1 + ax22M0)2M0)~2 + /^Vi (0)^(0)^] + 0(\s 

Agora, fazendo a mudança de variável 

> . r t - ^ r . j (.r). 

x 13) 

com U\(x) = ( p 1 ^ ) ) ' conseguimos: 

(/ + DxU\ (x)) x = 
0 

B + 
. Mo) _ 

[ XiMO)'1 A 2 T / > 2 ( 0 ) - 1 B + 

0 

MO) 

MO) 
o 

. [ \ , M o r l a2-02(O)"1 ; 

F2[x + ^(x)Jo] + l-

U^(x) + ^(0)F2(x + hq(x),0 

o 

MO) 
2a ( X! + -]h(x) 

+ • M0)M0)~l + a(xl + ~Pl(x)j V i ( 0 ) 2 ^ ( 0 ) ~ 2 + 

+ft (•<••.' • ',/M.rlj M0)M0)~l 
+ 0(|x|3). 
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Usando as equações (3.16), (3.17) e as relações: 

V ' i ( 0 ) = A 2 (Í 'I ~ V2)~L - AI'Í;2'/'(WI - V2)~2, 

M0) = AX(U! - V2)~\ 

(il (l.enios. 
.7.-! = x2 + O ((|A| + \x\) |.7;|2) 

,R2 = A, :RI + A2 :Í ;2 + ax\ + hxxx-, + O ((|A| + |:/:|) |.7.F) , 

com a,b e A = (Ai, A2) dados como cm (3.44) e (3.46). 
Concluímos assim, que a versão geral para a equação diferencial funcional (3.38) com 

singularidade de Bogdanov-Takens no zero é dada por: 

z(t) = Vlz(t) - V2Z(t - r) + L(ZT) + F{zt), (3.47) 

onde y/j, V2 são reais. 

2" Aplicação 
Agora, faremos um caso particular da equação (3.38), 

Z(t) = f(z{t),z{t - 1 ) ) , (3.48) 

com / e C N ( R 2 , R ) , N > 2, / ( 0 , 0 ) = 0, e suponhamos que a equação característica 
(3 .3) : 

(/) tenha A = 0 como autovalor de multiplicidade dois, 
(ii.) não tenha nenhum autovalor, diferente de zero, com parte real zero. 
Podemos escrever a equação (3.48) da forma: 

Z(t) = Z(t) - Z(t - 1) + ^ [A(MZ2{t) + A{HL)Z(t)Z(t - 1) + A(OA)Z2(t - 1)] + 

+K(z(t),z(t- 1 ) ) , 

onde K(0, 0) = 0, DI<{0, 0) = 0 e D2K{0, 0) = 0. 
De fato: 
Tomando a expansão de Taylor para a equação (3.48), podemos escrever: 

~(t.) = az(t) + BZ{t + \ [A(2,O)Z2(t) 4- AIHL)Z{t)Z{t - 1) + A[0,2)Z2{t - 1)] + 

+ K(z(t),z(t-1)). 

Definimos os operadores L : C —»• R e F2 : C —> R, por: 

L{4>) = a0(O) + 6 0 ( - l ) , 

F2(<P) = [>l(2,o)02(O) + ^ ( 1 , 1 ) 0 ( 0 ) ^ - 1 ) + A o , 2 ) 0 2 ( ~ 1 ) ] , 
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e então, pelas relações em (3.39), temos que a 
Das relações 

'0i (0) = L 

'02(0) - -

-b = 1. 

L 

L 

2 ) ~ V 3! 

/i9 \ -1 

obtemos 

(0) -

^2(0) = 2. 

Consideremos a decomposição de C por A = {()}, ou seja, C = P © Q, desse modo, 
podemos escrever zt £ C como: zt = tfx + y. 

Daí, para y = 0, conseguimos: 

F2{$X) = [j4(2,O)02(O)x + 4(i , i)0(O)x0( —l)x + yl(o ]2)02(—l)x] 

= [A(2$)x\ + 4 (1 ,1 )2 :1 ( z i - X2) + 4 ( 0 , 2 ) (^1 - X 2 ) 2 ] 

= [(4(2,0) + 4(1,1) + 4(0,2)) x\ + ( -4(1,1) - 24(0,2,)) X!X2 + 4(0,2).^] . 
(3.49) 

Portanto, temos de (3.44), que o fluxo sobre a variedade central é dado na forma 
normal por: 

i'i = x2 + 0( |x|3) 

onde 

x2 = ax2 + bxlx2 + 0(\x\3), 

a = -ah (92 ) = (4(2,o) + 4 ( U ) + 4(o,2)) 

e 
b = ^OiL (02)~2L (e3) - (3L (d2)'1 = ^ (24 ( 2 ,0) - 4(1,1) - 44 (0,2>) • 

Obtemos de (3.47) que a versão geral para a equação diferancial retardada (3.48) com 
a singularidade do tipo Bogdanov-Takens, é da forma: 

z(t) = vxz{t) - v2z(t - 1) + z{t) - z{t - 1) + ~F2 {z{t),z{t - 1)) + I<{z(t), z(t - 1)), 

ou seja, 

z(t) = (1 + v,)z(t) - (1 + v2)z(t - 1) + ~ [A{2SS)z2{t) + A(hl)z(t)z{t - 1) + 

+4(o , 2 )2 2 ( í — 1)] + K(z(t),z(t — 1)), 

com A'(0, 0) = 0, DK{0,0) = 0 e D2K{0,0) = 0. 
Concluímos que a versão geral da forma normal sobre a variedade central, com ab / 0, 
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c dada por: 

Ai:RI + A2.I:2 + ax\ + bxxx2 + O ((|Aj + |:t'|2) , 

.r2 + 0((|A| + |.r|)|:r|2) 
(3.50) 

A] = 2(vi - v2), 

2 

A2 = -(ih + 2V2), 

= (-4(2,0) + -4(1,1) + -<4(0,2)) , 

Observação: 
Em [2, 3, 10], considerando equações diferenciais ordinárias, há uma descrição dos 

retratos de fase numa vizinhança da origem para a versão geral. Esse resultado pode 
ser utilizado para (3.50) através dos coeficientes considerados acima, então podemos usar 
os coeficientes a,b, e os parâmetros AJ,A2, que surgem na versão geral da forma normal 
para. descrever o possível retrato de fase em termos dos coeficientes da equação diferencial 
funcional retardada original sem a necessidade de calcularmos previamente a variedade 
central. Em particular, a estabilidade das órbitas homoclínicas e periódicas ocorrem para 
certos valores dos parâmetros e dependem do sinal do produto: 

3" Aplicação 

O nosso objetivo é ilustrar o cálculo da forma normal para termos de ordem maiores 
que dois, vamos mostrar também como esse procedimento difere do caso de dimensão 
finita. Consideraremos um caso particular da equação (3.48), cuja condição a.b ^ 0 não 
está satisfeita, 

com o , P £ R. 
Nesse caso, obtemos de (3.44), que os coeficientes da forma normal sobre a variedade 

central são: 

Como essa equação é um caso particular da equação (3.48), o autovalor A = 0 tem 
multiplicidade dois e nenhum outro autovalor tem parte real zero. As condições de não-
ressonância são satisfeitas e implicam que Im(Mj) = V2 (Ker(jt)), j > 2, portanto, 

(-4(2,0) + -4(i , ! ) + -4(0,2)) (2-4(2,0) - -4(1,1) - 4 4 ( 0 , 2 ) ) • 

z(t) = z(t) - z(t - 1) + az(t) [z(t) - z(t - 1)] + (3z(t)z2(t - 1), (3.51) 

= (-4(2,0) + A i . i ) + -4(0,2)) = 2(v — 2a + 0 = 0, 

b = \ (2/l(2,o, - -4(1,d - 4/l(0 ,2)) = I ( 2 ( 2 a ) + 2 « + 0) = 2a. 
1 
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podemos tomar a projeção 

^í-j V? (Ker(n)) > Vf (Ker(ir)) , 

como sendo a identidade. 

Agora, calcularemos a mudança de variável C/2(a;), dada cm (3.21). Para isso, preci-
saremos calcular o espaço complementar de A ' e r (Mj ) , já que, o operador ( A / j ) - 1 leva a 
imagem do operador M j sobre (I\ er(M\ ))c . 

Os operadores Mj : Vf (R2) — • Vf (R2) , para j > 2, são dados por: 

M) (F>(,:) ) 

9pi(x) . 

õp2(x) 
tf 2' dx\ 

Considerando a base canónica de V2 (R2) 

*1*2 
0 

Xn 
0 / A 0 / ' V o 

podemos escrever j)(x) G V'f (R2) da forma: 

P { X ) = 

e portanto. p(x) G A ' e r (Mj ) , se 

' » * 2 

0 
XXX2 

.,•2 

Pl(x) \ _ f + «2*1*2 + «3*2 
Cl4X,j + «,5*1*2 + «6*2 

*2 

*2" 

Oaix\ + «2*1*2 + «3*2 

0(14X1 + «5*1*2 + «6*2 

(«4*1 + 0 5 * 1 * 2 + «6*2) 

então, 
2 « 1 * 1 * 2 + « 2 * 2 = « 4 * 1 + « 5 * 1 * 2 + « 6 * 2 t-2 

2 a 4 * i -f «5*2 = 0. 

A segunda equação do sistema acima implica que «4 = «5 = 0, e portanto, 

20I*I*2 + «2*2 = «6*2' 

p2(.r) = «6*2, 

logo, temos da primeira equação que a2 = aG, «1 = 0. 

Daí, 
Pl(*) - «6tfl*'2 + «3*2' 

p2(tf) = «6*2' 
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ou seja. 

I<er(Ml) 
X n •í'l-í'2 O 

Xõ 

Assim, escolhemos o complementar de Ker (Ml;), dado por: 

(Ker(Ml))1 
,,.2 

0 
o 0 

„-2 
XiX-2 

Usando a expressão em (3.49), conseguimos: 

F2 ($(.X)) = 2axxx2, 

e então. 

/2 ( -r ,0) 

4tt 
T 

4a 

2a(I - tt)X0 _ 

X\X2. 

Como Pf2 — / , pois Im(M2) = V2(Ker(n)), temos que existe uma única fi £ V2 (Q ) 
tal que: 

(M22h)(x) = (/ - TTIAVC',. 

ou seja, 

Considerando a decomposição de V22 (E2) , 

U22 (E 2 ) = Im{M\) © ( 7 m ( M 2 ) ) c , 

com (hn(M2))'\ dado em (3.43), obtemos: 

Desse modo, como ( M j ) 1 (Im(M2)) = (Ker(M2))c, conseguimos: 

2o ( x\ 
O £/'(*) = [Ml)~lP}2fl(x, 0) = (M2)~l Çf ( ^ 

pOlS, 

M 2 ] 

,y,2 

(3.52) 
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Concluindo, temos que 

U2(x) = 2a 

3 

0 

L /'(-'O J 
A partir deste momento, passaremos ao cálculo dos termos de ordem três. 

Obtemos, da equação (3.51), (pie a parte não linear é dada por: 

F(4>,r + y) = rv (<D(0):r + ;y(0)) [($(0):r + 3/(0)) - ( 0 ( - l ) x + y(-l))] + 

+0 (M0)x + y( 0)) (<f>(-l)x + y(-\)f = \f2(X, y) + ^ ( x , y), 

onde 

F2(x, y) = [2o: !,r,.r, + :r,(?/(()) - y{-1)) + x2y(0) - J/(0)T/(-1) + ;<y2(0))], 

F3(x, y) = [3!£ (,/,(./•, - x2f + 2x\y(~\) - 2./V2//Í -D + W ( - l ) + .r fy(O)-

2.''!•/'.'//!") + 2 ^ ( - l ) y ( 0 ) + x\y( 0) —2^22/(—1)3/(0) + :(/2(-l);<;(0))] 

Portanto, a equação diferencial definida sobre o espaço P é dada por: 

(3.53) 

x = Bx + -

2 

3 F2(x,y)-h 
3! 

r 2 
3 F3(x,y). 

\- + \ul(x))y+l-Ul(x)Y 

Agora, fazendo a mudança de variável 

(x, V) -

na equação acima, obtemos, 

(/ + \d,UI(X)) * = D (.r + \Ul2{r^ + \fl (.r + hq(x),y + ±U*(x) + 

Daí, usando as expressões em (3.53), conseguimos: 

f2 + + = fè(x,y) + 2a 

2 

3 ax1(h(x)(Q) — h(x)( — l)) + 
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+ --.v:'f(;//(0) - :'/(-!)) + "rir, + 2ay(0)h(x)(0) + n.r,hum - .w/iOiRrH li 
.5 3 

-n , /M) / , . ( . r ) ( 0 ) 

/.,' ( r • ).,/ • V v U i ) ./':' '••''• .'/•' • 
(3.54) 

Considerando a inversa do operador (V + como em (3.17) e as equação 

(3.54) acima, obtemos: 

x (/ - \dxUI(X) + -^DxUl{x)DxU\{x) + 0(1 :r|4)) . 

Dx+l-BUl{x) + -2 

- - 2 -
3 

_ 2 _ 

At?(</(0) _ + + 2ay(0)/KX)(0) + ax2h(x)(0) - at/(0)/i(A ;)(-l)-
3 3 

- o y ( - l ) h ( x ) ( 0 ) 

1 w X 1 
fl3{x,y)+ 4a 

1 

3 
ax1(h(x)(0) -h(x)(-l)) + 

+-xf(y(0) - y{-1)) 4- -x\x2 + 2ay{0)h(x)(0) + ax2h(x)(0) - ay{0)h(x)(-l)-
3 3 

- a y ( - l ) h ( x ) ( 0 ) 

+ 0 ( l ( x , y ) |4) 

1 W X 1 

Bx + -g\{x,y) + -

Í A ^ M IfH^y) - uv'JÍ.>•)/;.,• -

' 1 ' r 

fl{x,y) + 4a 
_ 3 _ 

ax1(h(x)(0)-h(x)(-l)) + 

a 
xl(y(0) - y( —1)) + -x\x2 + 2cv?/(0)/í(x)(0) + M.r,//í.r)(0: - at/(0)/i(.T)(-l)-

3 3 
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- m y ( - l ) / i ( . r ) ( 0 ) 

Daí, para y = 0, tomos que: 

x = Bx + yúix. 0) + ^ 

+ lxlx2+x2h(x)( 0) 

\DxUl(x)g\(x,y) + 0(|(.r,//)|4) 

' 1 " 

3 _ 

+ 0(|.x|4 ) , 

ou seja, 

^ + 2 

1 i 
" 1 " 

0 1 i 
" 1 " 

2a.xi.x-2 3! 3 _ 
4/3(:i:i(*'i ~ * 2 ) 2 ) + 4a2 

1 2 
+ 3 * í * a + 

xi(h{x)(0) — h(x)( — l)) + x2h(x)(0) + 0 ( 1 .x| 

Assim, os termos de ordem três que surgem após fazermos a mudança de variável para 
os termos de ordem dois, são dados por: 

1 

3 
4/i(.x-i(.ri - x 2 ) 2 ) + 4 a 2 + -xix2 + xl(h(x)(0)-h(x)(-l)) + 

3 

+x2h(x)(0) 

Na sequência, para obtermos gl(x, 0) como em (3.20), precisamos escolher o espaço 
complementar de Im(M^). 

Consideremos a base canónica de V f ' ™ ^ 

•4 xfx2 xyx\ Xn 0 

o r v o r \ 0 

então, suas respectivas imagens, sob o operador 

dpi (x 

0 
z } J ' { xfx2 I ' 

Ml(p(x)) 

X 2 ^ 1 - P 2 ( X ) 
UX\ 

dp2(x) 
X'2' dxi 

0 
xxx2 

0 > 2 ,,.3 
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sao: 

.'5.rf.r2 
0 

Portanto, temos que: 

I vi [M]) = ger 

0 

3x2x2 

0 

— .7 .,.3 

3xfx,2 

,r2 

2XiX2 

... ..2 1-' 2 

2.xix2 \ / xi 
0 / ' l o 

—.x ,.3 
3 :7 :^ 

2 -XJX2 ~XiX2 

Com isso, podemos tomar o espaço complementar de Im(Ml), 

Im(Ml)c = ger ,3 ) xf.x2 

Como o polinómio homogéneo h pertence à V^iQ1), podemos escrever: 

h(x)(0) = h{ 2ft){B)4 + //.Ui(";.r,.r,. + hio:2)(0)xl (3.55) 

com //.(,-j) e Q1, i, j = 1, 2 e % + j — 2. 

Substituindo (3.55) em /^(.x, 0) e tomando sua decomposição em relação a decom-
posição 

V2 (R2) = Im{Ml) © (Im{Ml))c, 

obtemos: 

8 4cv2 4o 2 4rv2 4a 2 \ 
+ — + — / i ( u ) ( 0 ) - — / i ( i , i ) ( - l ) + — V . o ) ( 0 ) J • 

3 x f 2 ) + (2/3 + 2o2/Í,(Oi2)(0) - 2 « 2 / i ( u ) ( - l ) + 2o2 / í ( l i i ) (0)) . 

2x!:r2 

0 (4a2 / i ( 0 ,2)(0)) . 
„3 

( l2a 2 / i ( l i i ) (0) ) + 

+ ( - 4 / 3 + 4a2him(0) + 4a2 /?,( l j l)(—1)). 
- a : ; 

3.x2 x2 

(l2/3 + 4a2 / í (o,2 )(0) - 4 a 2 V 2 ) ( - l ) + 4a2 / i ( 1 > 1 )(0)) . 

+ 12/3 i ? .xf - ,xfx2 
+ 12o

2 

^(2 ,0) (0 ) - / l (2 , ( , ) ( - ! ) ) -T? 

+ 12«
2 

u 

Q + 2/1(2,0) (0) - fy2,0)(-l) + /»(!,!) (0) - / ' ( U ) ( - l ) ) X,2X2 
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Assim, conseguimos de (3.20), que os termos de ordem três da forma normal sobre a 
variedade central são dados por: 

0 

+ 12fr 
/ ' . (2,o)(0)-/i ( 2 ,O)(-1) K 

+ 12 cr 
+ 2h(2,o)(0) - h{2,o)(-l) + /i (i,i)(0) - ^ ( i , i ) ( - l ) ) x lx 2 

(3.56) 

Para que possamos explicitar os termos de ordem três da forma normal sobre a varie-
dade central em termos dos coeficientes da equação original (3.51), é preciso calcularmos 

2,o) 0 P°la resolução de (3.52). Como essa equação ó considerada em um espaço de 
dimensão infinita, temos que essa é uma equação funcional, na forma de um problema de 
valor de contorno para uma equação diferencial ordinária em R 3 . 

De fato: 

Usando a definição de M|, conseguimos que: 

Dxh(x)Dx - AQIII,(X) = (7 - N) X0XIX2. 

Uma vez que /í( (J) G Ql, i,j — 1, 2 e i + j = 2, temos que 

Aq^Hí, J) = Ah(ij), 

e portanto, 

Õh(x)(9) 
X'2' 

dx, 
h(x)(9) + X0 h(x)(0) - L(h(x)) Xa 29 X\X2, 

onde h denota a derivada de h(x)(9) com relação à 9. 

Substituindo a expressão de h, como em (3.55), obtemos: 

/'•(2lo)(tf)) + f2/'(^)(2,o) - h(1A](9)) - ' V * + ( / * (u ) ( f ) - h{o,2)(9)) X22 + 

Xn k 2.0) (0) - >'(2,0) (0) + / i (2 ,0) ( - l ) ) A + (/í.(l,l)(0) - /i(l,l)(0) + / l ( l , l ) ( - l ) ) XXX, 

/l(O,2)(0)- V 2 ) ( 0 ) + /Í.(0,2)(-1) - í~ + 29\xlx2 + X0x1x2) 
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que equivale ao sistema, 

/l(2,O)(0) = 0, 

2h(:m(0)hiul](9) = - Q + 2 (3.57) 

h(iA)(0)~ h{Q,2)(0) = 0, 

com as condições de contorno 

(/'.(2,0)(0)-/í.(2,0)(0) + / i (2 ,0) ( - l ) ) = 0, 

( / / d , i ) ( 0 ) - A ( U ) ( 0 ) + / í ( i a ) ( - l ) ) = 1, (3.58) 

(/'-(0,2)(0) - fyo,2)(0) + / l (0 ,2) ( - l ) ) = 0. 

Obtemos da primeira equação de (3.57) que h(2,o) é constante, mas as funções cons-
tantes pertencem à P, além disso, /?.(2,o) £ Q1, portanto /i(2,o) = 0. 

Assim, resolvendo (3.57) e (3.58) para obtermos /t(i,i), temos que: 

hihl)(9) = 02 + + c, 

com r E R. 

Para o cálculo de (73 (,-c, 0), não é necessário o cálculo de C, embora poderíamos ter 
feito usando o fato que // . (U) <G Ql = { 0 <E Cl : (tf, <p) = 0} . 

Substituindo os valores obtidos acima cm (3.56), conseguimos: 

gl(x,Q) = l2(3 
XI — x{x2 

Portanto, o fluxo sobre a variedade central para a equação (3.51), é dado 11a forma 
normal até terceira ordem por: 

ia = x2 + 0{\x\i) 

:i:2 = 2axix2 + 2 {3x1 ' + O ( | x f ) . 

Observação: 

A principal diferença que podemos observar entre o cálculo da fornia normal rela-
tivamente a um espaço invariante m-dimensional para equações diferenciais funcionais 
retardadas e ordinárias, consiste na necessidade de considerarmos uma equação diferen-
cial funcional (no exemplo um problema de valor de contorno para uma equação diferencial 
ordinária em R 3 ) ao invés de uma equação algébrica. Esse fato foi ilustrado nessa última 
aplicação. 
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3.8 Singularidade do tipo Bogdanov-Takens com um parâmetro 

Nesta seção, encerraremos o capítulo calculando a forma normal para equações diferen-
ciais funcionais retardadas com um parâmetro e singularidade do tipo Bogdanov-Takens. 

Consideremos a equação diferencial funcional retardada com um parâmetro. 

z{t) = L{a){zt) + F(zt,a), (3.59) 

onde zt pertence à C = C({—r, 0], M"), o parâmetro a pertence à V, uma vizinhança do 
zero em R'\ L : V £ ( C , M n ) é de classe Cl e F : C, x V ->• K" é uma função de classe 
CN, N > 2, com F(0, 0) = 0 e DF(0, 0) = 0. 

Como na Seção 3.5, consideraremos o parâmetro a como uma nova variável, intro-
duzindo a equação à = 0. Mas, como a equação para a está na forma mais simples 
possível, basta considerarmos a equação (3.59) nas variáveis zt € C e a CE V. 

Definindo L0 = L(0), segue que, 

L(a)(zt)-L0(zt) = O{\(zua)\2), 

e portanto, podemos reescrever a equação (3.59), 

z(t) = L0(zt) + [F(zua) + L(a)(zt) - L0(c,)], 

onde [F(zt, «) + L(a)(zt) - Lo(zt)} é a parte não linear nas variáveis zt e a, e então, temos 
que a equação linearizada associada à equação (3.59), é dada por: 

z(t) = Lo(zt). 

Sejam T(t),t > 0, o Co-semigrupo associado à equação linearizada e A0 o gerador 
infinitesimal associado a esse Co-semigrupo. Tomemos A um subconjunto finito e não-
vazio de autovalores do gerador infinitesimal A0 e suponhamos que A contém m elementos 
onde cada elemento é contado tantas vezes quanto sua multiplicidade como raiz de equação 
característica (3.3). 

Tomemos as expansões de Taylor para L e F, 

r-1 

L(a) = LO + YSLÁ^+OM-1), 
j=2 

onde Lj{a) é de ordem j - 1 em a e Fj(zt,a) é de ordem j em (zt,a). Observemos que 
Ijj(a)zt é de ordem j em (zt,a). 

Suponhamos que a equação característica (3.3) : 
(?,) tenha A = 0 como autovalor com ascendente dois; 
(ti) não tenha nenhum autovalor, além de A = 0, com parte real zero. 
Observemos que A = 0 ter ascendente dois significa que: 

dim(Ker(A0)) = 1, dim(Ker(A0)
2

) = 2, dirn(Ker(A0f) = 2, 
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o - Ker (Ao)2 = Mo(y^o), onde M{](A{)) é o espaço generalizado de A0 associado com 
o conjunto A = {0 } . Em particular, isso implica que A = 0 é autovalor de multiplicidade 
dois. 

Nesse caso, temos que P e P1 têm dimensão dois. Escolhemos as bases tf e tf de P e 
Pr. respectivamente. 

$(()) = ((jh (0) ,02 (0)) , - 1 < 0 < 0, 

tf(,v) =co/['01(.s),'02(.s')]1 0 < < 1, 
(3.60) 

com 
( «i 

a,2 

\ "» / 

í h \ 
b2 

\bnJ 

+ 9 

( ax \ 
a2 

\ an j 

01 (••>') = ( ZL -2 • • • z„ ) , 1p2(s) = ( WI U>2 • • • wn ) - s( ZI Z2 . . . ZR, ) , 

onde 
í «i \ 

«2 

V ) 

( bi \ 

\ bn j 

6 

( Zl z2 ... zn),(wl w2 ... ffi„ ) G P', 

e assumiremos que (tf, tf) = / . 

Então, obtemos que a matriz D tal que as bases tf e tf, satisfazem: 

Antf = tfB e / t f t f = 5 t f , 

é dada por: 

B = 
0 1 
0 0 

Portanto, para a = 0, a equação diferencial ordinária bidimensional sobre a variedade 
central tangente ao espaço P no zero, tem singularidade do tipo Bogdanov-Takens. De-
terminaremos sua dinâmica, em uma vizinhança de zt = 0 e o = 0, até os termos de 
segunda ordem. Da suposição (ii), obtemos que as condições de não-ressonância relativa 
à A = {0 } , da Definição 3.4.1, são satisfeitas, e portanto, do Teorema 3.6.1, temos que a 
fornia normal até segunda ordem para a equação diferencial funcional retardada com um 
parâmetro (3.59), sobre a variedade central, é dada por: 

x = Bx + -g^(x,0,Q.) + 0(\(x,a)\3), (3.61) 

onde .^( .r ,0 ,o ) = (I - (0)[2L2(a)(tf:r) + F2(tf.r, a)]. 
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Para a matriz B acima, o operador M2 ó definido por: 

M.\ : V ^ K 2 ) K24(M2), 

• ' • : : • P-2 ( • ' ' ) UX1 

<9p2(:r) 

com p = 
P2 

e domínio D(M\) = K>4(K2). 

Consideremos a base canónica de V24(R2), 

a j«2 
0 

0 
•''2't; 

0 

a 

r2 

' .,2 

aí 
0 

Oitt2 

0 

0 
xxx2 

0 

x2o.i 
0 

xt 

ai 
0 

0 
.ri a, 

CVn , ~ li 2), 

então, suas imagens sob o operador M2 são, respectivamente, 

2 . r 1 . r 2 

- O I « 2 

0 

-xi x2 
,,,2 

-aí 

- . f i a , -xvv, 
0 

-tvr 

(? = 1,2). 

Assim, podemos tomar a decomposição F24(R2) = Im(M2) © Im(M2)c, com o espaço 
complementar Im(M2)c gerado pelos elementos: 

,,.2 

0 
x2ax 

0 
XiX2 

0 
x2a2 

0 
Xtd! 

0 
o 2 

0 

x ia 2 

0 Oi\Ot2 a.n 

Podemos escrever f}(x,Q,a) = tf (0)[2L2 («)($•'*<") + F2(tf:r,a)], da fornia: 

flix.íln) 
hxiai + b2x\a2 + b3x2a.x + b4x2a2 + A\2fi)xl + A ^ x ^ + A\Q:2)xl 
ci.ri«i + e2xi«2 + c3x2a 1 + c4x2a2 + Af2fi)xf + A ^ x ^ + Ajoa)x$ 

onde bi, , ...,e4, são números reais com i, j, k = 1, 2 e i + j = 2. 
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Daí. decompomos /2 ' ( .r,0,ív) em relação a decomposição acima da seguinte fornia: 

fUr.O.n h 
x2cv2 

0 

„-2 XXX2 
„,2 

( 2X[X2 J + AVi) l o + ^(0.2) ( '0 ) + 4 . 2 ) ( 4 

0 
x1a1 

l , 2 a 2 I + ^(2.0) 

0 
XXCV2 

0 
+ (-4 0 + M " 

X 
° 2 ) +2^(2,0) / ° 

x ix 2 
+ 4 (i,i) 

0 
xxx2 

Portanto, 

<;](. rjla) Cl ( 0 ) + C2 ( 0 ] +C 3 f 0 ) + C4 ( 0 ) + bx ( 0 
V Xxax J V xla2 / V ^ « l / V 2 : 2 " 2 / V X '2 f t l 

0 
^ 1 1 + 

o 
Ai^i + \2x2 

( 2 , o M » + 2 ^ 2 , 0 ) ( M + . 4 ? m , ( ° 

0 
BiX-2 + £2X-IX-2 7 ' 

onde 
£1 — D2 — 24(2,0) + ^(1,1)' 

e os parâmetros de bifurcação são dados por: 

Ai = (cio-i + c 2 a 2 ) , A2 = [(61 + c3)a.x + (b2 + cA)a2}. 

(3.62) 

(3.63) 

Portanto, a equação diferencial ordinária para o fluxo da equação (3.59) sobre a var-
iedade central é dada na forma normal até termos de segunda ordem por: 

xi = .T2 + 0((|A| + |z|)M2) 

x2 = \xxx-\-\2x2+ax\+bxxx2 + 0({\\\ + \x\)\x\2), 

com coeficientes BX,B2 e parâmetros AI,A2 definidos em (3.62) e (3.63). 



Capítulo 

4 
Sistema Planar com Dois Retardos 

4.1 Introdução 

Consideremos o sistema planar: 

= fl(xi(t),X2(t-T2)) 
(4.1) 

i2(t) = f2Mt-Tl),X2(t)), 

onde os retardos rj , T2 são não-negativos com + r2 > 0 e / i , f2 : R 2 —> R são de classe 
C'k\ k > 2. O sistema (4.1) inclui um significativo número de modelos em dinâmicas de 
populações, como por exemplo, o sistema presa-predador. 

Nosso objetivo neste capítulo, é determinar as condições para as quais ocorrem as 
singularidades de Hopf e Bogdanov-Takens em um ponto de equilíbrio de (4.1). Existe um 
significativo número de artigos que analisam a bifurcação de Hopf para equações similares 
a (4.1) . Xiao e Ruan ( ver [16]) estudaram um caso particular de (4.1), com somente 
um retardo, onde é analisado a bifurcação de Bogdanov-Takens; Hale e Tanaka ( ver [8]) 
estudaram equações diferenciais funcionais com dois retardos. 

Este capítulo está organizado do seguinte modo. Na Seção 4.2, desenvolveremos o 
problema de autovalor para a equação linearizada de (4.1) ao redor de um ponto de 
equilíbrio E*. Na Seção 4.3, descreveremos a existência da singularidade de Bogdanov-
Takens com condições sobre o parâmetro r = Tx + r2 e as derivadas parciais de / i , f2 no 
ponto de equilíbrio e calcularemos a forma normal para o modelo presa-predador com dois 
retardos. 

4.2 O Problema de Autovalor 

Nesta seção, obteremos as condições com relação ao parâmetro r e as derivadas par-
ciais de / ) , f2 no ponto de equilíbrio E* sob as quais, o ponto de equilíbrio E* é uma 
singularidade do tipo Hopf ou do tipo Bogdanov-Takens. 

Consideremos o sistema planar (4.1), onde / i , / 2 são funções de classe Ck\k > 2, 
definidas sobre um conjunto aberto de D C R 2 , os retardos TUT2 são não-negativos e 
T = ri + r2 > 0. Assumiremos que E* = (xl,x*2)T é um ponto de equilíbrio de (4.1), ou 

CJ ' fi(xlx'2) = f2(xlx*2) = 0. 

8 5 
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Como estamos interessados em determinar as condições sobre o parâmetro r e sobre 
as devivadas parciais de / i , / 2 em E* para as quais ocorre a singularidade de Hopf ou 
Hogdanov-Takens; introduziremos r como um parâmetro de bifurcação, 

fazendo a mudança de variável 
t 
r ' 

no sistema. (4.1), com yj(u) = Xj(ru),j = 1,2, conseguimos, 

yi{n) = rfl(yl{u),y2(u - r2)) 

í/2 ( « ) = Tf2(yi(u-ri),y2(u)), 

(4.2) 

7"-
com retardos r, = — > 0, z = 1,2, r\ + r2 = 1. 

r 
Considerando o espaço de fase C — C([—1,0], K2 ) , a equação linearizada para (4.2) 

em uma vizinhança V do ponto de equilíbio E* é dada por: 

y(u) = LT(yu), (4.3) 

com y = ( ^ ] e o operador LT : C —> K2 é definido por: 
V yz / 

/ r[rtn0i(O) + a12<j)2(-r2)] 
LM = 

v T [a2i4>i(—ri) + a22(f)2(0)] 

onde 

dij = , 1,3 = 1,2. 

Como a equação característica é definida por: 

A(A, r ) := det (XI - Lr (eA*)) = 0, 

obtemos, A(A, r ) = A2 - (aii + a22)rX + a n a 2 2 r 2 - ai2a2 ir2e~A = 0. (4.4) 

Lema 4.2.1 
(i) Se jí"ti1fz221 > \(H2a2i\ ou «110-22 — -~ai2d>2i 0, então, temos que (4.4) não tem raízes 
imaginarias, para todo r > 0. 

(ii) Definindo p > 0 por: 

1/2 
I -(al + r,2J + ,/ffl2, - «2J2 + 4cí?o(7n. ) ^ ( ™ ( » i i + «22) + \ A a n - " h ) 2 + 4a2r2a22^J (4.5) 

.sc |«na22| < |ai2a2i|, então, para a > 0, ±ÍÍT .são raízes de (4.4) .se, e somente se, existe 
n G N tal que a — a(n),r = t{ii), onde a(n),T(n) são definidos pelas equações: 

v(n) . ana22 - p2 («n + a22)p . . 
—r—- = p, cos cr(n) = , sen o [ri) = , (4.6) 
r (n ) aX2a21 ai2a2i 
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e a(n) G (2?/-7T, 2(n + 1 >7r]. 

(iii) Sr <ina22 = «i2«2i então, temos que X = 0 é a única raiz de (4.4) rom parte real 
zero, para todo r > 0. Ternos ainda, que X = 0 é uma raiz dupla de (4.4) se, e somente 
SC. 

«11022(0-11 + «22) > o (4.7) 

r r r0 com 

To 
o 11 + «22 

«110.22 
4.8) 

(iv) Se «a«22 = «i2«2i = 0, então, temos que A = 0 e a única raiz de (4.4) com parte real 
zero, para todo r > 0. Temos ainda, A = 0 e ?/ma raiz dupla de (4.4) se, e somente se, 

an — a2 2 = fli2«2i = 0. 

Demonstração: 

Definindo a = — (au + a22),b = fln«22,c = —01202i, podemos reescrever (4.4) como: 

A(A, r ) = A2 + arA + ftr2 + c r V A . 

A existência de uni real a > 0 tal que A (ia, T) = 0, ou seja, 

-a2 + aria + br2 + cr2e~ia = 0, 

equivale à, 

donde obtemos: 

—a2 + br2 + aria = —cr2 (cosa — isena), 

cr2cosa = a2 — br2 

CTS ena aa. 

Sabemos que: 
2 2 2 2 2 c cos a + c sen a = c , 

então, usando o sistema acima, temos que: 

p4 + (a2 - 2b)p2 + (b2 - c2) = 0, 

a 
onde p = — • 

r 
Sendo assim, 

P 
( «n + «22) + \ / i a u ^ a h f + 4«L«2i 

> 0. 

e portanto, 

o que equivale à: 

V (a?i - «22)2 + 4aj2a221 > (a2n + a222) , 

|«11 «22 | < |«12«211 • 

(4.9) 
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Ainda mais. |«n«22| = |«i2«2i| S(í. (> •somontí1 se, p = 0. Conseqiicnt,emente, temos que 

st1 a > 0, então p = — > 0, o que implica |«ii«22| < |«i2«2i|-
T 

Obtemos de (4.9) que A(ia,r) = 0 se a = a(n) e r = r(?i) são como em (4.6), para 
algum n £ N. 

Agora, supondo ana22 = - « 1 2 «21 # 0 e A (ia, r) = 0, conseguimos (jue: 

P4 + (a2 - 2 b)p2 + (b2 - c2) = ()<=> p2 (p2 + (a2 - 2b)) = 0. 

ou seja, 

p2 = -a2 + 2c2 = -a2n - «2 2 < 0 

p = 0. 

Mas, como p > 0 obtemos p = 0, o que implica a = 0. 

Por outro lado, A ( 0 , r ) = r 2 (ò + c) = 2 r a u a 2 2 ^ 0, o que contradiz nossa suposição. 

Assim, concluímos os itens (i) e (n). 
Suponhamos « i i « 2 2 = «120.21 e que existe um real a > 0 tal que A(ia, T) — 0. Analoga-

mente ao que fizemos acima, temos de ana 2 2 -- «i2«2i que |ana22| = |«i2«2i|; 0 q u e 

equivale à p = 0, e então a = 0 e A(0, r ) = r2(b — b) = 0, ou seja, A = 0 c a única raiz de 
(4.4). Observemos que: 

~ ( X , r) = 2A + ar e | ^ ( A , r ) = 2 + c r 2 e " \ 

logo, 
, d2 A , , — (0 ,T) = ar-CT2 e — (0, r ) = 2 + cr2 . 

Sui)onhamos que c = — «i2«2i / 0 e ac = (an + a22)ai2a2\ > 0, então A = 0 é raiz 
simples se, e somente se, 

dA 
~(0,T)=ar-CT2^0, 

o que é equivalente à, 
a (an + «22) 

r T To = ~ = 
C « 1 2 « 2 1 

Agora, se r = r0, temos que: 

<92A , 

(0) To) — 2 + ctq / 0, 

«11 + °22 + 0, 

dX2 

o que equivale à 

e A = 0 é raiz dupla. 

Por último, se b = c — 0, então: 
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se. e somente se, 
a, = 0. 

Então, para a = b = c = 0, temos que: 

dA, , d2 A. 

ou seja, A = 0 6 raiz dupla de (4.4). 
Com isso, concluímos os itens (iii) e (iv). 

• 
Nos casos (iii) e (iv) acima, se A = 0 é um autovalor simples de (4.3), então o ponto 

de equilíbrio E* é um ponto de sela, ver [14]. O próximo teorema apresenta as outras 
possíveis singularidades para o ponto de equilíbrio E*. 

Teorema 4.2.1 
(i) Assumindo que |«n«22| < |«i2«2i| e a(n),r(n) são definidos com,o em, (4.6), então, 
temos que a, bifurcação de Hopf ocorre sobre a variedade central para (4.1) no ponto de 
equilíbrio E* para r = r(n), associada com os autovalores ázia(n) da equação linearizada 
(4.3). 

(ii) Assumindo que ana,22 = «i2a2i 0 e ana22(an + «22) > 0, então, o ponto de 
equilíbrio E* de (4.1) é uma singularidade de Bogdanov-Takens para r = 7o, onde r0 é 
dado por (4.8). 

(iii) Assumindo que an = «22 = «12021 = 0 e (a22 + ah) > 0, então, o ponto de 
equilíbrio E* de (4.1) é uma singularidade de Bogdanov-Takens para, todo r > 0. 

Deinostração: 

Assumindo que |aua22] < |«i2«2i| c A — /i + ito c raiz de (4.4), isto é, 

A(A, r ) = (p + ico)2 + ar( / i + ao) + br2 + cer(ii+luj) = 0, 

onde a,b,c são como no Lema 4.2.1, obtemos: 
CT2E"^COSUJ = —p2 + LO2 — arfi — br2 

(4.10) 

CT2e~flsenu = (2p + ar)w. 

Definimos f\, f2 por: 
/1 (//,, co, r) = - / i 2 + LO2 - ar pi - br2 - cT2e~<'cosuo, 

f2(ft,u,r) = (2p + ar)u> — CT2e~Msenui, 

e então, 

-2p - ar + cT2e~tlcosuj 2LO + cr2e"' 'sento 

2io + cr2e~tlsento 2/.t + ar - cT2er^cosu 
d<'t[D(/w}(f1,f2)(p,,io,T)] = dei 
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= ~{-2(i - ar + CT2C~"COSU)2 - ( 2 u + Í . T 2 E " " . V E / W ) 2 < 0 . 

Fm particular, para T(IÍ) como cm (4.6), temos: 

det [DUtM){fuf2){(i,uj,T{n))] < 0, 

e portanto, podemos aplicar o Teorema de Função Implícita, o qual nos fornece para r 
próximo â r (n) , que existe uma curva de autovalores 

A(T) = //,(T) + ZU;(T), 

com / / ( r (n ) ) = 0, o>(r(rc)) > 0, e ainda, 

A(r) = (M(T),U,(T)) = - [BM(f1,f2)((l,co,T)]-1DT(f1,f2)(/.i,u;,T). 

Considerando 

ki = —2 /̂ — ar + cr2e~ucosu>, 

k2 — 2 LO + cT2e~,lsenuj, obtemos que 

DTUuf2){N,U>,T) 

-a(í — 2/rr — 2cre~/Jcosu 

aw — 2CTC~>1 se.nu 

Daí, conseguimos que: 

/V(T(7?)) 
M=)i(r(n)) 

w=o)(r(?i)) -( — 2(t — ar(n) + cr2(n)e ''cosui){—a(i — 2br(n) — 2cr(n)e 'jCOSUJ) 
(—2(i — ar(??,) + cT2(n)e~ticosu))2 + (2w + cr2 (n)e~senuj)2 

— (2 ou + CT2(n)e"^senoj)(au> — 2cr(n)e~'1 senui) 
(—2(i — ar (n ) + cr2(n)e~^cosLo)2 + (2w + CT2(n)e~ilsenui)2 

w(T(i!)yla(n) -(-ar(n) + cT2(n)cosa(n))(—2bT(n) — 2cT(n)cosa(n)) 
(—ar(n) + cr2 (n) cosa (n))2 + (2cr(n) + CT2(n)sena(n))2 

— (2<r(n) + cT2(n)scna(n))(aa(n) — 2cT(n)sena(n)) 
(—ar(jt) + cr2(?7,)co,s'o'(?í,))2 + (2<T(?í) + CT2(n)sena(n))2 

(4j.o) - ( - a r ( n ) - 6r2 + <72(n)) ( - 2 r (n )p 2 ( ? i ) ) 
(or(7i) + òr2(?i) - a2(n)f + (2<j(n) + ar(77>(?0) 2 

- (2<r(n) + AT(N)a(N)) (—aa(n)) 

(ar(n) + òr2(7i) - ct2(7í))2 + (2<r(n) + ar(n)(r(?7,))2 



4. Sistema Planar coin Dois Retardos 9 1 

onde p(7i) 

-2n.T 2 (n )p 2 (n ) - 2bT(n)p2 (n)r2 (?i) + 2r(n)p2(n)a2(n) 

(ar(it) + bT2{n) - a2(n))2 + (2a(n) + aT(n)a(n))2 

2aa2(n,) + u2T(n)a2(n) 

(ar(n) + br2('a) - a2(n))2 + (2a(n) + ar (n)a(v0) 2 

T(n)a2(n) (a2 - 2 (b - p2(n))) 

( « r (n ) + bT2(n) - a2(n))2 + (2a(n) + aT(n)a(n))2, 

a(n) 
r ( n ) 

Como temos p dado por (4.5), segue que: 

i2 — 2(b — p2) = («a + a22)2 - 2aua22 + (a2u + aj2) + \J(a2n - a222)2 + 4a\2a22l j 

(«ii + (i22? ~ (au + (I22)2 + \J(a2
n ~ a2

22)2 + 4a2 
1 2 a 2 1 

«U - «22)2 + 4«12G21' 

o então, /i(r(?i)) > 0. 
Portanto, as condições de Hopf são satisfeitas e a bifurcação de Hopf ocorre para 

r = T(H). 

Para tratarmos os casos (ii) c (rn), consideremos o gerador infinitesimal associado ao 
operador solução da equação (4.3), dado por: 

At : D(At) —* C, 

AT(4>) = 4>, 

onde D(AT) = {</> G C1 : 0(0) = L r ( 0 ) } . 
Agora, suponhamos que valem as hipóteses dadas em (n), ou seja, 

ana22 = « i2a2 i 0 e (1^0,^(0,u 4- a2 2) > 0. 

Provaremos que: 

dimKer(AT) = 1, dimKer(A2T) = 1, para r r0, 

dirnKer(Aro) = 1, dim/fer^J,) = dunKer(A3J = 2. 

Como A = 0 tem multiplicidade dois para r = r0 , pelo Lema 1.5.4, obtemos que 
(HmKer(Aj ) < 2. Assim, basta mostrarmos que: 

dvniKer(AT) = 1, dvmKer(A2T) - 1, para r ^ r0, 

dvnKer(AT0) = 1, dimKer(A2TQ) = 2. 
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m = [ L 1 ) > ^ [ - r , o ] , 

• Tomemos 0 £ Ker(AT), ou seja, 

Ar(j) = Q e 0(O) = L r ( 0 ) , 

então. 
- í 

TftjjÒ! + T (1x21)2 = 0 

ra2ifri + ra22b2 = 0. 

Como o determinante da matriz dos coeficientes do sistema acima é zero, para todo 
T > 0, podemos tomar b2 em função ò l5 

b2 = òi, 
« 1 2 

com bx real. 

Logo. 

Ker(AT) = {<£ <E C : (j>(0) = (&*)> com b2 = ' 

Portanto, obtemos: 

para todo r > 0. 

d,imKer(AT) — 1, 

Consideremos 0 £ Ker(AT), então: 

ou seja, 

/120 = 0, 0(2>(O) = L r ( 0 ) e 0(0) = L t ( 0 ) , 

r«iiCi + rai 2c 2 = 0 

ra2Xci + T(I22C2 = 0, 

rau^i + r«i2 (b2 - r2c2) = 

ra2i (61 - n c i ) + ra22b2 = c2. 

(4.11) 

(4.12) 

Como o determinante do sistema (4.11) é zero, para todo r > 0, podemos tomar c2 

(mh função de cj, 
«11 

c2 = Cx, 
«12 

com ri real. 

Multiplicando a primeira equação do sistema (4.12) por a22, e a segunda equação por 
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(4.13) 

í/u, obtemos: 

Taua22bl + T(lna22l>2 ' T«i2«22'''2<"2 " «22t'l = 0 

T(LV2a2lbi + T(l 12«22^2 - T«12«2l'/'lC'l - «12C2 = 0. 
Como r2 = — — c i c pela hipótese «n«2 2 = «i2«22 ^ 0, conseguimos: 

«12 

T<ina22h\ + T<il2a22b2 + ( t « h « 2 2 ( 1 - rx) - «22) f'i = 0 

Ti7,11 (l'22b\ + T(l\2(l22b2 + ( - T O i 2 « 2 1 ^ 1 + «11) ci - 0. 

Desse modo, 
r « 11 «22(1 ~ n ) - «22 = -T«12«21?'1 + «11, 

ou então, 
(«i i + «22 ) T = To = 

«11 «22 
Portanto, obtemos, que para r / r0, as linhas do sistema (4.13) são linearmente 

independentes c portanto, subtraindo as linhas do sistema, temos: 

( j - To)Cl = 0, 

então, ci = 0, consequentemente c2 = 0. 

Retomemos o sistema (4.13) com ci = c2 = 0, 

T(lii(l22bi + r«i2«22^2 = 0, 

Logo, 
; CLN J b2 = b 1. «12 

Portanto, segue que KER(A2), para T / Í O , c formado pelas funções 0 da fornia: 

bi 
'2 m =» b. 

1 °ni 
com o2 = 

«12 
Logo, dimK er(A2) = 1, 

para todo r / r0. 
Por outro lado, se r - r0, as linhas do sistema (4.13) são linearmente dependentes, 

então podemos obter c2 em função de e, b2 em função de cx e b\. 
Dai, segue que, 

I < c r { A l ) = U e C : m = ( ^ l ) + o ( % 

com 
«11 / a H / , \ 1 \ " H l 

C2 = Cl o b2 = — ( 1 - Tl) Cl 61. 
«12 \ «12

 r

« 1 2 / «12 
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Portanto, 
dimKer(A2J = 2 . 

Concluímos que o ponto de equilíbrio E* do .sistema planar (4.1) 6 uma singularidade 
do tipo Bogdanov-Takens, para r = TQ. 

Agora, sii|)onhamos <|ue as condições dadas em (lii) sejam válidas, ou seja, 

«11 = (>22 = «12«21 = 0 C 0,i2 + «21 > 

Provaremos que: 

dirnKer(AT) = 1, dimKer(A2) = dim,Ker(A\) = 2, para r > 0. 

Como A = 0 tem multiplicidade dois para r > 0, pelo Lema 1.5.4, obtemos que 
dimKcr(Al ) < 2. Assim, basta mostrarmos que: 

dimKer(AT) = 1, dirn,Ker(A2) = 2, para r > 0. 

Suponhamos sem perda de generalidade que a12 0, então, o operador linear LT é 
dado por: 

LM = [ rai2^(~r2) 

onde <t>=\ ^ ) £ C. 

Calcularemos os espaços Ker(AT) e Ker(A2). 

• Tomemos 0 G Kcr(AT), então: 

/1T0 = O e 0(0) = L r ( 0 ) , 

então. 

= ) , Oe[-r,0], 

Ta12b2 - 0 b2 = 0. 

Logo, 

Ker(Ar) = j</> G C : 0(0) = ^ ^ j , com 6t G R j . 

Portanto, obtemos: 
dunI<er(AT) = 1, 

para todo r > 0. 

• Consideremos 0 G Ker (A2), então: 

A2<p = 0, <!>&{{)) =LT(j>) e 0(O) = L
t
(0), 
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ou seja. 

T(ll2<'2 = 0 

< TU 12 (b2 - r2c2) = ci (4.14) 

Então, do sistema (4.14), temos: 

c 2 = 0 e b2 — T LAL2CI. 

Logo, obtemos: 

com b2 = t 1 a,2 ('i 

para todo r > 0. 
Portanto, temos que a dimensão do Ker (A2) é igual a dois, para todo T > 0. 
Concluímos, assim, que o ponto de equilíbrio E* do sistema planar (4.1) é uma singu-

laridade do tipo Bogdanov-Takens para todo r > 0. 

4.3 Singularidade de Bogdanov-Takens 

Nesta seção, usaremos o método da forma normal para equações diferenciais funcionais 
retardadas com parâmetro para obtermos o fluxo do sistema planar (4.1) sobre a variedade 
central bidimensional associada. Esta variedade central é tangente ao autoespaço asso-
ciado com o autovalor duplo A = 0 da equação linearizada em uma vizinhança do ponto 
de equilíbrio. Calcularemos também a forma normal para o modelo presa-predador. 

Consideremos a equação (4.1), e suponhamos que an« 2 2 = «i2«2i com a^ dados em 
(4.3). Nesse caso, após a translação: 

u = y - E* = (yi - x*v y2 ~ x*2)T, 

(4.15) 
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Como f\, f'2 são de classe Ck\ k > 2, podemos definir: 

« 
d2f,(E*) 

,,; = 1, 2, j, k = 0,1, 2, j + k = 2: (4.10) 
'•j 

r t ambém conseguimos: 

onde 

J k Oxjdx, 

ú(l) = Lr(ut) + F2T(ut) + R(ut), (4.1?; 

aHUm + a í í V i ( 0 ) ^ ( - r 2 ) + a £ V i ( - r 2 ) 

42oV?(0) + flS?0i(O)02(-r2) + a g V l ( - r 2 ) 

I o C a s o : «,n = a22 = «i2«2i = 0 c a\2 + «2i > 0. 

Sem perda de generalidade, consideremos ai2 ^ 0. Então, o operador linear 

LT :C —> K2 

(>m (4.15) é dado por: 
/ r « i 2 0 2 ( - r 2 ) 

LM) = 

\ 0 

Obtemos do Teorema 4.2.1, que para r > 0 fixo, o ponto de equilíbrio E* do sistema 
planar (4.1) tem singularidade de Bogdanov-Takens e segue de (3.60), com n = 2, que as 
respectivas bases tf, tf de P, P1 são: 

$ (# ) = (01(0)^2(0) ) , - 1 < 0 < O , 

tf(s) = 0 0 / ^ 1 ( 5 ) ^ 2 (*)], 0 < 5 < 1 , 

com 

^ 1 ( 5 ) = ( - Z i ) - S ( '«'1 W 2 ) , ^ 2 ( s ) = ( Wi W2 ) , 

onde 

( 2 1 22 ) , ( ^2 ) G M2 ' , 

Pela definição de P, obtemos que 4>\ ,<j>2 devem satisfazer: 

Lr(<j>i) = M0) e LT(<f>2) = <f>2(0), 
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ou seja, 

portanto. 

raV2b \ _ 0 ^ e ( ral2{d + 0b) ] = ( ^ 
0 V o 

b = 0 cd 
ra 12 

Agora, tomando a = l o c = 0, determinaremos tf de modo que (tf. tf) - / • 

Temos que: 

«o r6 

( 01, 01) == 1 ^ ( Zl ( - (£ - 0)W1 Z2 - (£ - ) 

dV(9)[ Q K = 1 

^ 2i - (^i z2) án(e) + ( w2 

( P 
dr,(0) 

í 
\ 

2 
0 

( ui! w2 ) J drj{9) 

Lembrando que: 
,o í rai202(-?"2) 

[dvmm = 
- i V o 

Concluímos que = 1. 

o 

(V 1,02) = 0 ^ ( Zl ) 
ra i 2 

( - (£ - 2̂ - ( í - 9)W2 ) 
-l J o 

dr,(0) ( _ L | ̂  = 0 
ra12 

z2) I dr]{9) 
Td 12 

/ ^ \ 
2 

9 
+ ( 0 w2) J dr]{9) 

( t \ 
3 

V rai2 / V 2r«i2 / 

^2 

/ ^ \ 

2 

V rai2 ) 

= 0 . 
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Donde segue cjue: 
z2 - -Tora 12. 

• (//'••>. </>2) = 

0 
<4> ( W\ W-2 ) [ 1 

T(ll2 
ao ( W! u;2 ) dij{0) 

r«12 / 

— - ( o w2 ) / rf77((9) 
ra i2 

/ ^ \ 
2 

0 
\ ra12 / 

Portanto, 
w2 = ra i2-

/ 1 \ r0 r9 / í \ 
(02, </>i) = 0 ( T/;2 ) [ O ) - J J ( W l 11,2 ) c / r / ( í ? ) ( 0 J ^ = 0 

-o ro 
Wl 

'-1 J o 
( u,2 ) dr?(0) ( ; ) dt = 0 

Logo, 

u/i = 0. 

Portanto, as bases tf, tf de P, PT, são dadas, respectivamente, por: 

1 9 m = I o 1 9 e [ - 1 , 0 ] , 
™12 

Assim, a matriz B que satisfaz AT& = / l^tf = i?tf é dada por: 

5 = 0 1 
0 0 

onde AT é o gerador infinitesimal associado ao Co-semigrupo TT(t)J. > 0, da equaçao 
linearizada. 

Agora, introduziremos dois novos parâmetros considerando os pequenos coeficientes 
«2i = «1, a22 = o 2 cm (4.15). Daí, 

u = LT(a)(ut) + F(ut), ut G C, (4.18) 
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com a = ( o , , a2) E V C M.2 e LT : V x C —> K2 é definido por: 

/ aufoi-i'2) 
LMM) 

\ f*l<Al(-'''l) + «2 02(0) 

L r (O)(0) + L2 (</»), 

onde / u 
L 2 ( < / ; ) = l « i 0 i ( - r i ) + «202(O) 

Assim, obtemos de (3.34) que: 

/ 2 (•'•', 0, o ) = tf (0) 
0 

2T ' «xW-rOzjr+M^O)^ J + ^ ^ 

onde {<P(0)x)u (<&(0)x)2 são as componentes da matriz, 2 x 1, com 9 E [ - 1 , 0 ] . 

Usando a Definição 4.17, conseguimos: 

^[(dKO)*-)!]2 + 2a[í)($(0):i:)i(*(-r2):i:)2 + < $ [ ( $ (-r2):r)2]2 

F2R(TF.R) = T 
a W m ^ r l ) x ) l ] 2 + 2aS2)(tf(-r1):í.')i(í>(0).r)2 + a((2)[(tf (0).r)2]2 

«20 '̂ l + + 7 20 1 ral2 (rai2y 
2 aSV a ( i ) 

'02 _x2 

<4?*? + 1 11 20 1 1 rai2 

(2) 2 ri j _02 

Daí, como 

temos que: 

tf (0) = 
1 - ra i 2 r 2 

0 ra 12 

-ral2r2 \ / rai2r2ri 
2 I «L.X'1 + I « 1 ^ 2 + 

ra12 I \ -raun 

-r2 

a2x2 + 

( a2Q - r a v 2 a ^ r 2 

\ (2) \ ral2a20 

XX 

( ^ L _ 2r2a(S + 2ra12aí,2)r1r2 
™12 

V 2aií> - 2rfl4o)o12ri 

+ 

(2) \ (2) 2 ,0 (2) • fl20 ?2 \ 
( r a i 2 )2 -ra1 24o )r?r2 + 2 a 1 1 , l í 2 - — ( 20 

,(2) 2 r2 - 2aí21V1 + ' ' 20 

a(2) "02 
.Xn 
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Usando as equações (3.62), (3.63) da Seção 3.8, obtemos que o fluxo da equação (4.18) 
sobre a variedade centrai de E* até os termos de segunda ordem, é dado por: 

*i = * 2 + 0 (|(* , « )| 3 ) 

* 2 = A;./'; + A2.í'2 + BXX\ + LI-X-X , + ()(\(X, 0')|3). 

onde 
2 (2) 

R - T " 1 2 " 2 0 n - T (n { l ) n { 2 A T2n a { 2 ) Ux — , lí'2 — T ^a20 an J - T «12«20 ' 

e os parâmetros de bifurcação são dados por: 

Ai = T 2 « i2 a i , = - r 2 a i 2 « i + r a 2 . 

Podemos resumir esse caso 110 seguinte teorema. 

4.19) 

1.20) 

(4.21) 

Teorema 4.3.1 Suponhamos a lx = «22 = «21 = 0,ai2 0. O fluxo sobre a variedade 
central, de E* = (.tJ,^) e para todo r > 0, e da,do por: 

*i = x2 + 0(|.t|3) 

x2 = Bxx2 + £2*1*2 + 0(|af), 
(4. 

com B1, B2 definidos por (4.20). Se BXB2 ^ 0, então temos que o ponto de equilíbrio E* 
c uma singularidade do tipo Bogdanov-Takens, para a qual o sistema: 

*i =/. (xx(t),x2(t-r2)) 

*2 = «1 (xx(t - n ) - x\) 4- a2 (x2(t) ~ x*2) + f2 (*i(t - rx),x2(t)) , 

é a, versa,o geral. Para esse último sistema, a forma normal até segunda ordem, sobre a 
variedade central de E* é dada por (4.19), com, BX,B2 e Ai,A2 dados, respectivamente, 
por (4.20) e (4.21). 

Para exemplificar, descreveremos o modelo presa-predador com dois retardos. 

Exemplo 4.3.1 Consideraremos o modelo presa-predador da seguinte forma,: 

*2(t -T2)' •''i(/) * i ( / ) 

x2(t)=x2(t) 

Ci — bxxx(t) — a 

—c2 + b2 

b + xj(t) 

*i (t-rx) 
(4.23) 

b + x2(t - Ti) 

com rx, r2 > 0 e r := rx + r2 > 0. 
Supondo b / 0 e fazendo a mudança de variável 

*i 

Xn I > 

*1 
Vb' 

« * 2 
7 T 
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obtemos que a, equação (4 .23) tem a forma da equação (4 .1 ) , onde: 

X2(t - T2) 
h K--.X-A ,',(/) 

h (Xl,X2) = X2{t) 

Cl - biXi{t) 

-e2 + b2 

1 + x{(i) 

Xi(t - Tl) 

1 + xl(t-Tl) 

Se tivermos b2 — 2e2 e a = 2bx > 0, então, o único ponto fixo não trivial c E* = (1, ci). 
Sob essas condições, temos: 

1 

«11 — «21 — «22 — 0,a12 — — 

a ( i ) _ _ 
11 ~ 02 

f]W _ n J 1 ) _ _ 
0 2 ~ u i 2 0 — 

Cl 

(2) _ J2) _ n (2) _ 
11 — fl02 — U'fl20 — _C1C2, 

Assim, fazendo as mudanças de variáveis: 

(4 .24) 

l > (.Ti - 1, X,2 - C2), 

obtemos que a forma normal até ordem dois para o fluxo sobre a variedade central de E*, 
c dada por (4 .22) com BI,B2 como em (4 .20 ) , ou seja,, 

Bi 
T2CiC2 __ T C I ( 1 + T C 2 ) 

, U 2 — ^ 

Agora,, consideremos o sistema: 

r c \ (t) ^ - 7 - 2 ) 

x 2(t) = x, 2(t) -C2 + (3I + p2Xi(t - Tl) + 2c2 
XI (t - Tl) 

I +x\{t-n) 

então: 
«2I = cxp2 e a22 = A + AÍ, 

logo, fazendo as mudanças de variáveis ( 4 .24 ) , temos a equação (4 .18 ) , com 

ai = C'i/92, «2 = A + P2 j 

e portanto, a forma normal até ordem, dois sobre a variedade central de E*, é dada por 
(4 .19 ) , com A I , A2 dados por (4 .21 ) , ou seja, 

A l = _ Z f s A i A l = ! f s â + T W , 1 + A ) . 
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2" C a s o : <i\i<i22 ~ "i2«2i ^ 0 o « n « 2 2 ( « n + «22) > 0. 
Nesse caso. usando o Teorema 4.2.1, obtemos que para r0 como em (4.8), o ponto de 

equilíbrio E* da equação (4.17) tem singularidade de Bogdanov-Takens. 
Nesse caso. temos que o operador L : C —> R 2 é dado por: 

LM) = 

onde a matriz 7/(0) é dada por: 

0 Í R0AU(J)I(0) -I- T{)AU(F)2{-r2) d>mm = 
1 \ "̂00-2101 ( ~ n ) + TO«2202(O) 

7/(0) 

com 

>h(0) 

VÁ") 

0 se 9 = 0, 

r „ « H se 9 e [ - 1 , 0), 

0 se 0 <E [~ /'i, 0], 

r0a21 se 0 € [ - 1 , - n ) , 

m(0) m(0) 

VÁO) IIÁO) 

V2(9) = 

VÁO) = 

0 se 0 e [ - r 2 , 0 ] , 

r0a12 se 0 G [ - 1 , - r 2 ) , 

0 se 0 = 0, 

r0a22 se 0 (E ( - 1 , 0 ) . 

Obtemos de (3.60), com N — 2, que as respectivas bases tf, tf de P, PT são: 

tf(0) = (01(0),02(0)), - 1<0<O, 

tf(.s) = col[ijh{s),Ms)i 0 < s < 1, 

com 

(0) ,02(0) S M S 
ijh(s) = ( zx Z2 ) - S ( Wi W2 ) ,02(s) = ( Wi w2 ) , 

onde 

( WI W2 ) , ( Zi Z2 ) e R2*. 

Pela definição de P, obtemos que 0 i , 0 2 devem satisfazer: 

ou seja, 

T0ANA -I- T0A12B 

r0a2 1a + R0A22B 

LT(<h) = 0i(O),Lt(02) = 02(O), 

r 0 a n c + T0AUD - roa1 2aur2 

R0«2IC -F TOA22D - R0A2LA12RI 

(4.25) 
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Como o determinante do primeiro sistema acima é zero, segue que existem infinitas 
soluções, das quais podemos tomar: 

A = —cii2, B = « n , 

substituindo no segundo sistema, conseguimos: 

c = —«i2 e d = « n (1 + r2) - To"1, 

portanto, uma base tf é dada por: 

/ - «12 - «12 (1 + 0) 
m = 

\ o,a an6> + (1 + r 2 ) « n - Tq 1 

Da definição de P1, obtemos que •01, V;2 devem satisfazer: 

= —0i(o), £ M - 0 ) d i m = - 0 2 ( O ) = o, 

e usando (4.25), conseguimos da segunda condição acima que: 

I (y'idrh{0)+W2dV3{e),w1dV2(e) + w2drl4{0)) = ( 0 , 0 ) 

O ( T 0 a U M ) I + T()«21"U'2, TO«12W1 + T 0 « 2 2 Í C 2 ) = ( 0 , 0 ) 

Í
anWi + «2i«'2 = 0 

« 1 2 ' « ' l + « 2 2 « ; 2 = 0 , 

da primeira equação, temos que: 
J ( (*i + 9w])dij\(9) + (z2 + 9w2)dilz{9), (zx + 9w1)dri2(9) + (z2 + 9w2)drh{9) 

= (uh ,w2) 

2lT0«il + (22 - r2W2)Tl)a2l = Wi 

^ ! 

(zi - r2Wi)TaX2 + z2T0a22 - w2, 

T 0 A N Z I + R 0 A 2 I Z 2 - WX + T 0 A 2 I ? " I « ' 2 

T « I 2 Z I + T0o,22z2 = w2 + T 0 « I 2 ? ' 2 W I , 

T 0 TTII«I 2 2i + T0«21«12^2 = WI«12 + T 0 a 2 L «12^1 W2 

ra12auz1 + T0a22anz2 = w2an + r0ai2anr2w i, 
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somando essas duas equações, obtemos: 

2T()Mu(ai22l + «22-^2) = To«12«2l''Y»'2 + «12'«'l + aU w2 + T~0a11 «12 ''2 , 

e das relações: 
«12 «11 + «22 X 

w2 = Wi, T 0 = , r2 = (1 - TL), 
«22 «11«22 

segue que: 

/ . n o , «U +«22 . «11 «12 " r o« i 1 («12-1 +«22^2) = -2T { ) a n ai 2 r iWi H «n«i2'« ' i + «12'Wi </'i-
«11 «22 «22 

e portanto, 

2t"o«h(«12-i +a22z2) = 2a1 2 ( l - r o ^ a n ) ^ . 

Assim, os vetores 2 = (zi,z2),w = (wi,w2) <G R2* da base tf devem satisfazer: 

«12 Wi + «22''"2 = 0, (4.26) 

r0an(ai2zi + a22z2) = a1 2( 1 - T0rian)wi. 

Para que possamos ter (tf, tf) = I, duas condições adicionais devem ser satisfeitas: 
(4,i,<jh) = l o (ipu<h) = o, 

ou seja, 

r0 p9 

• (Vi^i) = i zM0)- (z - (C - e)w)dv(0)MOdC = 1 
J-1 Jo 

zM0) - z í ['dv(0)MQdt + w f ['dvmMOdç-
J-1 JO JO 

- w dr i (0 )9MZ)d{ == 1 

ZLT0 (MO)) - WLT0 = 1. 

pQ pd • (M <h) = o ^ zM0) - J J Mi - 0)dV(6)<j>2(Ç)dÇ = o 

^ z [02(0) - Lto ( M m ~ LN) (M0)02)} + W [LTo (M0)0) + 

+LTo (M0)02) - LTo (M0)02) - LTO (<M0)Y)] = 0. 
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Concluindo, temos que (tf, tf) = I se: 

Mo)o2\ 
Lr O ( 0 2 ( 0 ) ) ~ w L T 0 ) = 1, 

[02(0) - Lr o (02(0)0) - LTO (0i(O)02)] + w [Lro (02(O)0) + (4.2( 

= 0. + LRO (0i(O)02) - Lro (02(O)02) - Lro Í 0 ! ( O ) y 

Observemos que as condições (4.26), (4.27), determinam univocamente um par de ve-
tores z, w Ç IR2*. 

Para ana22 = «i2«2i, a bifurcação de Bogdanov-Takens ocorre quando r passa por r0. 
Consequentemente, é conveniente introduzirmos r como um parâmetro de bifurcação. 
Para descrevermos completamente a bifurcação, precisaremos introduzir um segundo 
parâmetro, o qual faremos fixando três dos coeficientes </,,• ./ = 1,2, e deixaremos o 
outro variar. Portanto, introduzimos o parâmetro de bifurcação a — (ai ,o : 2 ) £ R2 rees-
crevendo: 

T = TQ + 

«11 «22 , 
«21 = H «2-

«12 

(4.28) 

Assim, introduzindo o parâmetro a = («I ,Q'2) em (4.15), obtemos: 

u(t) = LTq (ut) + L2 (a) (u t ) + F(uha), (4.29) 

onde 

(4.30) 

^ o ( « ) ( 0 ) = « i L ( 0 ) + r 0 f t 2 ^ ) > 

F(<F>,A) = OT\(Y.2 ( ) +(RO + AI)F(0), 

P i U ' a < P = ( t l ) 
Obtemos da Seção 3.8, que: 

f}(x,0,a) = M ) [2L2TQ(a)(*x) + T0a2F2TO(*x)] , 

com F2to[<PX) dado como em (4.17), a matriz tf(0) = ^ ** ^ j é determinada por 

(4.26),(4.27), e 

«n ($ (0 ) . r ) i + « i 2 ( t f ( - r 2 ) . r ) 2 \ / 0 
L2rn (cv)(tf.;:) = tvi | +t 0 ív 2 

«ii«22«r21( ( I>(-ri)-77)i + «22(^(0)*)2 / \ 1W1 

- 1 - - \ / 0 - « , 1 2 r 0 a:2 

a:i | I + To«2 
«22(«11 - )̂ tf 2 / \ «12(tf 1 + r 2 x 2 ) 
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Portanto, conseguimos de (3.G2), (3.G3) e (4.26) que a forma normal sobre a variedade 
(•(Mitra,I é dada por: 

: i : 1 = : ; : 2 + 0 ( | ( : r , « ) p ) 
(4.31) 

x2 = A,.R, + X,x, + />',.RV + B2xiX2 + 0 (| ( :R , R*)13^ 

B 
2 

«12 (a2())?"i + 4 o '"2) - 2aní/,12 ( « í í V + « n » ^ ) + «íi ( « i ? " ' 1 + "02) 

B2 = r0 |a22 (a$zi + a ^ ) - 2a 1 2 a n ( « n ^ i + « n ^ ) + « n ( « í ^ - i + a02 zi) + 

+ a 1 2 ( a 2 0 W ' l + r 2 < l 2 Q W 2 ^ - «12 ( 2 « 1 1 - T ^ 1 ) a f t ^ l + ( «11 (1 + 2 T 2 ) ~ 

- r ^ 1 ) a f ^ / ^ + «i i ( «n - r 0 - 1 ) « , ( ) 2 V + ( a u ( f + r2) - r,,"1) a$w2 J 

(4.32) 
e parâmetros 

A, = -T0« 12 «2 «'2, 
(4.33) 

A2 = -«i2T0a2 {z2 + r2w2) + a22anaiW2. 

Podemos resumir esse caso 110 seguinte teorema. 

T e o r e m a 4 .3 .2 Considerando os coeficientes a^, i,j = 1,2, com em (4.3), assumimos 
que a,j / 0 e «n«22 («11 +«22 ) > 0. Sejam 6*1,0:2 definidos por (4.28), e r0 como em 
(4.8). Então, para ct\ = a2 = 0, o ponto de equilíbrio E* da Equação (4.1) tem uma 
singularidade do tipo Bogdanov- Takens e a equação diferencial ordinária sobre a variedade 
central para (4.1) de E* é dada por (4.31), com Bx, B2,\I,\2 definidos, respectivamente, 
por (4.32), (4.33). 

Agora faremos um exemplo do caso acima. 

E x e m p l o 4 .3 .2 Consideremos o sistema planar com dois retardos Ti ,t2 da forma: 

•ti (t) = xl(t)+ffl(x2(t-r2)), 
(4.34) 

x2{t) = x2{t) +g^x^t-n)), 

onde <j\, g2 : R —> R são funções de classe C2, tais que: 

.Vi (0)= ff2(0) = 0,^(0)^(0) 7^0. 

Fazendo a mudança de variável 

1 1 ^ m 
podemos considerar g[(0) = 1. E claro que E* = (0,0) é um ponto de equilíbrio de (4.34). 
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Definindo 

f2(x i,x2) = x2+g2(xi), 

obtemos 

0-11 = «12 = «22 = 1, 

«21 = </2(0). 
Supondo f/2(0) = 1, segue que axxa22 = «i2«2i 0 e tfii«22(«n + «22) > 0. Então, 

temos que (4.34) tem singularidade do tipo Bogdanov-Takens para 

«11 + «22 0 To = = 2. 
« 1 1 « 2 2 

Para essa situação, os coeficientes em (4.16) são: 

a2o = aíV — 0, = g"(o), 

4? = í / m «í? = «í? = 
e as condições em (4.26) são dadas por: 

Wi + w2 = 0, 

2{ZX+Z2) = (1 - 2RX)WX, 

r ' • 1 o com r, — —, 1 = 1, z. 
To 

Sob a suposição de g2{0) = 1, conseguimos do Teorema 4.3.2, que a forma normal 
sobre a variedade central da origem, para, r0 = 2, até termos de ordem dois é dada, por: 

•H =.X '2 + 0 ( M 3 ) 

x2 = Bxx\ + B2xxx2 + 0{ |X|3), 

e os coeficientes BX,B2 em (4.33), são: 

Bx = (g"(Q) — 9-2 

B2 = (g'm -g'm) (2^1 + 

e zi, w\ sã,o determinados por (4.26) e (4.27). 

Uma versão geral da singularidade do tipo Bogdanov-Takens, provém, de (4.34), intro-
duzindo os parâmetros ~ T — 2 ,n 2 — g'2(0) — 1, 

Xl = x2 + O ((\X\ + \x\) \x\2) 

x2 = Xxxi + X2x2 + ax\ + bxxx2 + O ((|A| + j.xj) \x\2), 
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onde os parâmetros de bifurcação A T , A 2 são obtidos de (4 .33 ) , 

A2 = 2O'2,211 + (A 2 - A I ) W I . 
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