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“O entendimento dos simbolos e dos rituais (simbdlicos) exige do intérprete que possua cinco qualidades ou
condigdes , sem as quais os simbolos serdo para ele mortos € ele um morto para eles.

A primeira é a simpatia; ndo direi a primeira em tempo, mas conforme vou citando, e cito por graus de simpli-
cidade. Tem o intérprete que sentir simpatia pelo simbolo que se propde interpretar. A atitude cauta, a irdnica, a
deslocada - todas elas privam o intérprete da primeira condigao para poder interpretar.

A segunda é a intuigdo . A simpatia pode auxilid-la, se ela ja existe, porém nao cria-la. Por intuig3o se entende
aquela espécie de entendimento com que se sente o que esta além do simbolo, sem que se veja.

A terceira é a inteligéncia. A inteligéncia analisa, decompde, reconstréi noutro nivel o simbolo; tem, porém que
fazé-lo depois que , no fundo, é tudo o mesmo. Nao direi erudigao, como poderia no exame dos simbolos, é o de
relacionar no alto o que esta de acordo com a relagao que estd embaixo. Nao podera fazer isso se a simpatia nio tiver
lembrado essa relagao, se a intuigao a nao tiver estabelecido. Ent3o a inteligéncia, de discursiva que naturalmente
é, se tornara analégica, e o simbolo podera ser interpretado.

A quarta é a compreensao, entendendo por esta palavra o conhecimento de outras matérias, que permitam
o simbolo seja iluminado por varias luzes, relacionado com varios outros simbolos, pois que, no fundo, é tudo o
mesmo. Nao direi erudigao, como poderia ter dito, pois a erudigio é uma soma; nem direi cultura, pois a cultura
é uma sintese; e a compreensio é uma vida. Assim certos simbolos nao podem ser bem entendidos se ndo houver
antes, ou no mesmo tempo, o entendimento de simbolos diferentes.

A quinta é a menos definivel. Direi talvez, falando a uns, que é a graga, falando a outros, que é a mio do Supe-
rior Incégnito, falando a terceiros, que é o Conhecimento e Conversagao do Santo Anjo da Guarda, entendendo cada
uma destas coisas, que sdo a mesma da maneira como as entendem aqueles que delas usam, falando ou escrevendo.”

Fernando Pessoa
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Abstract

In this work we prove the existence of global attractors for the scalar linearly
damped hyperbolic equation in a bounded smooth domain £ C IR?

wy + Pw, = Aw + f(w) in Q,
w=0 in 09,

when the nonlinear term grows subcritically .



Resumo

Neste trabalho nds provamos a existéncia de atratores globais para equacdes
escalares hiperbélicas com atrito linear em dominios suaves ! C IR?

wy + Pwy = Aw + f(w) em Q,

w=0 em 09,

com o termo nao linear satisfazendo uma condi¢ao de crescimento subcritico.
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Introducao

Seja ) um subconjunto aberto, limitado de IR*, com fronteira 9§} suave e con-
sidere o seguinte problema de valor inicial e fronteira

uy + Puy = Au+ f(u) em
(0.1)
u =0, em Of).

Neste trabalho procuramos obter condigbes 6timas de crescimento para o termo
nao linear f sob as quais o problema (0.1) tenha um atrator global minimal, e de
forma a nao utilizar na prova da existéncia do mesmo a férmula da variacao das
constantes ndo linear de Alekseev que requer que o semigrupo associado a (0.1) seja

um C'-semigrupo (veja Arrieta, Carvalho e Hale [1992]).

Como é usual assumimos que a funcao f : IR — R satisfaca a seguinte condigao

de dissipagdo
f(w)

lim sup <-6<0, (0.2)
jul=co u
mas poderiamos assumir
lim sup f(w) <0, (0.3)

ju| =00 u

sem prejuizo de qualquer resultado.

A condicgao de crescimento adotada é a condi¢ao chamada de subcritica que é
'(u)
lim ——= =0. 0.4
luj—oo  u? (04)
A técnica utilizada na prova da existéncia de um atrator global para o pro-

blema (0.1) com termo nao linear f satisfazendo (0.2) e (0.4) coincide com a técnica
utilizada para o caso nao critico

Lf(w)] < (14 Jul), v <2



em todos os pontos, com excegdo da prova de que o termo nao linear é compacto,
onde utilizamos uma técnica parecida com a adotada em Arrieta, Carvalho e Hale
[1992], decompondo a nao linearidade em uma parte compacta e uma néao compacta.
No caso de crescimento subcritico, contudo, esta decomposigao pode ser feita com
a parte nao compacta tao pequena quanto se queira, possibilitando provar que esta
nao linearidade é ainda compacta.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 introduzimos os
conceitos basicos indispensaveis ao desenvolvimento do trabalho, muitos dos quais
sem prova. No Capitulo 2 apresentamos uma completa descri¢ao de como obter
existéncia de atratores globais para semigrupos, com todas as provas incluidas. Fi-
nalmente, no Capitulo 3 utilizamos os resultados dos capitulos precedentes para
mostrar a existéncia de atratores globais para o problema (0.1) com as condigdes de
crescimento e dissipag@o acima.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Semigrupos e Poténcias Fracionarias

4

Seja X um espago de Banach real ou complexo e L(X) o espago das trans-
formagoes lineares e continuas de X em X com a norma usual

[T x

lllx -

IT|| = sup

zF#0
z€X

Definicao 1.1 Um semigrupo de operadores lineares limitados em X é uma familia
{T(t),0 <t < o0} C L(X), satisfazendo:
o T(0) =1,

o T(t+s)=T()T(s) V?,s > 0.

T(t) € fortemente continuo ou um Cy semigrupo se

limT(t)r=2, VzelX.
tl0

Definigao 1.2 O gerador infinitesimal de um Co semigrupo T(t) é o operador
A:D(A) C X — X, definido por

Az = 1imm

,» Yz eD(A),
t{0

e o dominio de A, D(A), € o conjunto de todos os elementos z € X para os quais
este limite existe.



O gerador infinitesimal de um Cy semigrupo é unico, e se T(t) e S(t) sao Co semi-

grupos com gerador infinitesimal A e B respectlvamente A = BimplicaT(t) = S(t),
Vt>0.
Consideremos o problema de Cauchy
t
MY A, |
dt o (1 1)
TO) = 1

onde A é um operador linear limitado. A solugao de (1.1) é T'(t) = e** que satisfaz
as condigdes da Defini¢ao 1.1. Entao a familia de operadores T'(t) = e, ¢ > 0, é
um semigrupo fortemente continuo e A é o gerador infinitesimal de T'(¢).

Como o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo o determina unicamente, a
partir daqui usaremos a notagao e#' para indicar um C, semigrupo de operadores
lineares limitados cujo gerador infinitesimal é A, mesmo que A nao seja limitado.

Teorema 1.1 Seja e um Cy semigrupo em X. Entao:

(i) Fzistem constantes M > 1, w € R satisfazendo:

le™ | < Me, > 0;

b

(ii) Para z € D(A), etz € D(A), t — ez € diferencidvel e

d
ae’“x = Aeftlz = M Az, t > 0;

(iii) Para x € D(A), t,s € R,

t t
eMe — ez = / e Azdr = / Ae?zdr;
s s

(iv) ()D(4") = X.

n>1

Se em (i) tivermos w = 0, dizemos que €4’ é uniformemente limitado. Se ainda

M =1, entao e4' é chamado um C, semigrupo de contracdes .

Definicao 1.3 Se A : D(A) —» X, D(A) C X, € um operador linear fechado, o
conjunto resolvente de A, p(A), € o conjunto de todos os nimeros complezos A para
o0s quais A\ — A € invertivel, i.e., R(A: A) = (AI—A)~! € um operador linear limitado
em X. O espectro de A, o(A), € o complementar de p(A), ou seja, 0(A) = €\ p(A).
O operador R() : A) € chamado operador resolvente de A



Seja X* o espago dual de X. Denotamos o valor de z* € X* em z € X
por (z,z*). Se A é um operador linear em X, sua imagem numérica S(A) é o conjunto

§(A) = {{Az,z") sz € D(4), llzl =1, 2" € X", [z =1, (z,2") =1}.

Teorema 1.2 Seja A um operador linear fechado densamente definido em X. Seja

S(A) a imagem numérica de A ¢ £ o complementar de S(A) em €. Se Xy € uma
componente conera de ¥ satisfazendo p(A) N Eo # 0, entdo o espectro de A estd
contido no complementar Sy de ¥y e

IR(A: 4) X € p(A).

1
| < ——==
d(X: S(4))’
Para todo ¢ € X definimos o conjunto F(z) C X* por
F(z)={a2":2" € X" e (z,27) = ||z||* = [l2"|I}
Segue do Teorema de Hanh-Banach que F(z) # @ para todo z € X. Observamos

que se X é uniformemente convexo, entao F(z) é unitario.

Definigao 1.4 Um operador linear A ¢ dissipativo se para todo z € D(A) eziste
um z* € F(z) tal que Re(Az,z*) <O0.

Teorema 1.3 (Lummer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso

D(A) em X.

(1) Se A € dissipativo e existe um Ao > 0 tal que a imagem, R(Aol — A), de Aol — A
€ X, entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes em

X.

(i1) Se A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contragées em X entao
R(M — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo. Além disso, para todo
z € D(A) e todo z* € F(z), Re(Az,z*) < 0.

Definigao 1.5 Seja A um operador linear em X satisfazendo:

e para algum §, 0 < § < 7/[2,

p(4) D Zs = {A :fargA| < 7 +6);

o existe M tal que

M
1B A)) < T

Entao dizemos que —A € um operador setorial.

A€ s, A#0.

5



Definigao 1.6 Seja A um operador linear fechado, densamente definido, satisfa-

- zendo
p(A)DZr ={A:0<w<|arg)| < 7}UYV, (1.2)
onde V € uma vizinhanga do zero, ¢

RA: A< ——, deZXt 1.3

IR A < 1375 (1.3
Para A satisfazendo (1.2) € (1.3) € a > 0, definimos

- __ 1 - -1

A —2“%0,2 (A—zI)"'dz

onde C € um caminho no resolvente de A, de ooe™™ 4 ooe™, w < v < T, como
abaizo: ' '

L

Estamos supondo que 0 € p(A), e portanto uma vizinhanga V' do zero pertence
ao resolvente de A, principalmente por conveniéncia. A maioria dos resultados de
poténcias fracionarias ainda valeriam mesmo que 0 ¢ p(A).

Se a = n € IN, a Definigdo 1.6 coincide com a defini¢do classica de A= = A™" =
(A")~!. Para 0 < a < 1 nés podemos deformar o caminho de integragio no semi
eixo real negativo percorrido nos dois sentidos e obter

sin Ta

A = / oot“'(tl + A)7'dt.
4]

us



Definigao 1.7 Se w < 7/2, i.e., se A € setorial, entdo A~° € injelora Va > 0, e
definimos

A% = (A-a)-].
Teorema 1.4 As poténcias fraciondrias do operador A satisfazem:

(i) Se a >0, entdo A* € um operador fechado;

(ii) @ > B > 0 implica D(A*) C D(A*);

(11i) D(A?) = X para todo a > 0;

(iv) Se a, B sdo reais, entdo
AtPg = A APy,
para todo z € D(A"), onde v = maz(a,3,a + f).

- Proposicao 1 Seja H um espago de Hilbert real com produto interno ( , ). Seja A
um operador auto-adjunto, A: D(A) C H — H, satisfazendo:

(i) D(A)= H;
(i) (Au,u) > dllul®, 6 > 0.
Entdo A € um operador setorial e A* estd bem definido, a > 0.

Prova: Como H € um espago de Hilbert, H é uniformemente convexo e o conjunto
F(z)={2", 2" € H" e (z,2") = ||z||” = ||l="||"}

é unitario.  Além disso, o tUnico elemento de F(z) é o funcional linear
z* := (.,z). Logo, a imagem numérica da A é

S(A) = {(A:II,:II‘} = (Ax,x>a ”:B” = 1}'
Como por hipétese (Az,z) > é||z]||?, entdo S(A) C [4, 00).
Agora, A é sobrejetor, e pela hipétese (iii) A é injetor. Com isso, 0 € p(A), e
pelo Teorema 1.2, 6(A) C [4,00) e

1RO A)] < < € plA). (14)

S
(A 5(A))



Consideremos o setor X :={A+ A€ C,0 < |arg M| <7}, 0< O < g-

E claro que p(A) D T e, se A € B, (1.4) estd satisfeita.
Se A € ¥5 e Re) < 4, entdo

d(A:S(A)) 2 |A—46] > | —d|sind,
e se Rel > §,

d(X: S(A)) > |A—=4|sinf > |A —4]sind,
Co

onde 3 é tal que 6 < B < w/2. Portanto, YA € Zs, ||R(A: A)]] < W, onde
1

sinf’

A o0 . .
{)\l +51| ol 1, dado € > 0, existe M tal que |A\| > M implica

Co =

Como

Al +1 < (e +1)|A -4,
e entao existe C; tal que |A\| > M implica

1 Cl C2
< RO : A <
D=6 - M+1 °© 1RO = A< 3

Pela escolha de &', existe K # 0 tal que |A — 4] > K, VX € Zs. Se |\ < M,

entao

Cg = C()C].

A +1<M+1<CK <G| -4,

8



para alguma constante C3. Logo

Co Cq

R/\A
IR A S 2 <

C4 = 0003.

Se C = max{C,, C,}, entdo ||R(} : A)|| < _—|A|i T Portanto A satisfaz as

condigoes (1.2) e (1.3) da Definicdo 1.6, com w < 7/2, e A* estd bem definido.
) ' ‘

1.2 Existéncia, Unicidade e Regularidade

Consideremos o seguinte problema de valor inicial

20— auw + 0, 2 (15)
u(to) = U,

onde A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo €' em um espaco de Banach
X,e f:[to,T] x X = X é continua em ¢ e satisfaz uma condigao de Lipschitz em

Definicao 1.8 Uma solugdo continua da equagdo integral
: t
U(t) — eA(t—tO)u0+/eA(t—s)f(S,U(S_))dS, to S " S T
to

€ chamada uma solugdo fraca do p.v.i. (1.5). Uma fungdo u que € quase sempre
diferencidvel em [to,T) tal que v’ € L (o, T : X) é chamada solucdo forte do p.v.i.
(1.5) se u(to) = up e v'(t) = Au(t) + f(t u( )) quase sempre em [to, T).

Suponhamos que f satisfaca uma condigdo de Lipschitz em u em subconjuntos
limitados de X, uniformemente em ¢ em intervalos limitados, isto é, V7 > tg e ¢ > 0,
existe L(c, 7) tal que

17 (t,u) — (&)l < Lic, 7)|u — o (1.6)

quaisquer que sejam u,v € X com |ul| <-¢, ||v|| < cet € [t, 7]. Entao temos
existéncia e unicidade de solugao fraca do p.v.i. (1.5) conforme o seguinte teorema:

Teorema 1.5 Seja f : [0,00) X X — X continua em t parat > 0 e satisfazendo
uma condigdo de Lipschitz em u em subconjuntos limitados de X, uniformemente

9



em t em intervalos limitados como em (1.6). Se A € o gerador infinitesimal de um
Co semigrupo et em X, entdo para todo ug € X existe um t,,,, < oo tal que o p.v.i.

d:lit) = Au(t) + f(tu(t)), 120 (1.7)
u(0) = up

tem uma unica solugdo fraca u em [0,1,.,..). Além disso, se t,,,. < oo entdo

lim ||u(?)|| = oo.

t tmaz

Prova: Comegamos mostrando que para todo 15 > 0, up € X, o p.v.i.

du(t)
e Au(t) + f(t,u(t)), t>to
u(to) = up

tem, sob as hipdteses do nosso teorema, uma tnica solugao fraca u no intervalo
[to, 1], cujo comprimento é limitado por:

B L [l
& = &(to, lJuoll) = mm{l’ K(to)L(K (to), o + 1) + N(to)} ’

onde L(c,7) é a constante de Lipschitz de f, como em (1.6), e

M(t,) = max{||eAW]|, 0 <t <tp+1},
K(to) = 2|luol|M(to),
N(to) = max{|f(t,0)], 0 <t <to+1}.

Seja t; = tg + 4. A aplicagéo
F. C([to,tl] : X) — C([to,tl] X)
definida por

t
(Fu)(t) = eAt710)yy 4 / A=) f(s,u(s))ds, to<t<t
to

leva a bola de raio K(#p) centrada em 0 de C([to,?;] : X) em si mesma. Isto segue
da seguinte estimativa:

10



PO = e+ [ A s, (o)

< Mol + [ 1A= (L7 (s, u(5)) — Fs,0) + 1155, 0
< M(to)lluo)ll + M(to) K (to) L(K (to), to + 1)(t — to)

+ M(t)N(to)(t — to)

IN

M (to)lluoll + M (to)[K (to) L(K (to),to + 1) + N(to)l(t — to)

IA

M (2o)||uoll

Jluoll

T M)LK (o) LUK (), to + 1) + Nlbo) s rey S 1) + Weae)

= 2M(to)lluol| = K(to)-

Nesta bola, f satisfaz a condicao uniforme de Lipschitz com constante
L=L(K(t),to+1), e

1P (u)(t) = F(o)(&)]l € M(To)Lifu — vll(t — to).
Com uma indugao em n obtemos:

M(to)L(t —to)"||u — v|| < (MLt)"
n!

1F™(u)(#) — F*(v)(B)l] < llu = oll,

n!

(MLt,)"
n!

Ponto Fixo de Banach, F possui um tnico ponto fixo no intervalo [t, t;].

onde M = M(to). Para n suficientemente grande, < 1, e pelo Teorema do

Do que acabamos de provar segue que se u é uma solugdo fraca de (1.7) no
intervalo [0,7], u pode ser estendida ao intervalo [0,7 + 6] com & > 0, definindo
u(t) = w(t) em [1,7 + 4], onde w(t) é a solugdo da equagido integral:

t
w(t) = A u(r) + [ A (s, w(e))ds, T<L<THS

Além disso, § depende apenas de |[u(7)||, K(7) e N(7).

Seja [0, ¢,.,,) 0 intervalo maximal a direita do zero de existéncia da solucdo fraca
u de (1.7). Se t,.., < 0o entdo

Jim JJu(t)] = oo,

pois caso contrario existiria uma sequeéncia t, T t... tal que ||u(t,)|| < C Vn. Isto
implicaria, pelo que acabamos de provar, que para cada ¢, perto o suficiente de t,,,

11



u definida em [0,1,] poderia ser estendida & [0,{, + 6], onde § > 0 é independente
de t,. Entdo u poderia ser estendida além de t,,,, contrariando sua maximalidade.

Para provar a unicidade da solugéo fraca local u de (1.7) notamos que se v é uma
solugdo fraca de (1.7) com valor inicial vy entdo

u(®) = o()] < e g — eAhug] 4 [ A f(s,u(s)) = S5, (5))) s

t
< Mlluo = voll + ML [ [lu(s) = o(s)ds.
0
Pela Desigualdade de Gronwall
lu(t) — v(t)ll < MM = lug —vol| < MM lug — vo.
Portanto se ug = vg, entao u = v. [ ]
Teorema 1.6 Seja X um espago de Banach reflezivo e seja A o gerador infinite-

simal de um Cy semigrupo e em X. Se f : [to,T] — X € Lipschitz continua em
[to, T], entao para todo ug € D(A) o p.v.i.

du(t) _ 4
7 =A (t)+f(i)? t>to 18)
u(to)'—’UQ ‘

tem uma inica solugdo forte em [to,T| dada por

t
u(t) = eAlt=to)y, +/ eA(t_s)f(s)ds. (1.9)
to

Prova: Se X é reflexivo e f é Lipschitz continua em [to, T, entao f € diferencidvel
quase sempre, e f' € L'(to, T, X). Seja

v(t) —/ Alt-9) f(s)ds, to<t<T.

v(t) é diferenciavel e v(t) € D(A) quase sempre em {to, T]. Além disso
V(1) ¥ Av(t) + f(t) € L'(to, T, X).
Seja
u(t) = eAt)yg 4 o(2).
u(t) é diferenciavel quase sempre em [to,T] e
W (t) E Ay + Av(t) + f(t) = Au(t) + f(t) € L'(t0, T, X).
Como u(to) = ug, u(t) é solugao forte de (1.8), e é claro que u(t) satisfaz a

equagao integral (1.9).

12



Teorema 1.7 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo e em um espago

de Banach reflexivo X. Se f : ;to,T] x X — X € Lipschitz continua em ambas as
varidveis, ug € D(A) e u € a solu¢do fraca do problema do valor inicial (1.7), entdo
u € a solugdo forte deste p.v.i..

Prova: Suponhamos que f'satisfaga

Gt 0) — St 22l € Cllts — tal + llz2 = zall), .82 € [t0,T), 21,22 € X.
Seja “eAt“ <Me|f(t,u(t))|| < Nparato <t <T.Para0< h <T —{ temos
u(t+h) —u(t) = eAltth=hlyy — eAli=toly,

to+h
+ / eAltth=9) f(5 u(s))ds

to

v A1 (s + hyu(s + b)) ~ f(s,u(s)))ds,

to
e portanto

Nu(t+R)—u()l] < hAM||Au)|+hMN

+ MC/t:(h-Jr lu(s + ) — u(s)|)ds

IN

Cih + MC’/tHu(s +h) — u(s)||ds,
que pela Desigualdade de Gronwall ;;nplica
lu(t + b) — u(t)]| < C1e™Ch,
Logo, u é Lipschitz continua. A continuidade Lipschitz de u combinada com a

continuidade Lipschitz de f implica que t — f(¢,u(t)) é Lipschitz continua em
[to, T]. Do Teorema 1.6 segue que o p.v.i.

d‘;(tt) = Au()) + f(tult)), ¢ 1o i
u(to) = uo

tem uma tnica solugao forte no intervalo [to, T'] satisfazendo
i
v(t) = ety +/ A=) £(s, u(s))ds = u(t),
toy

e entdo u é a solugdo forte de (1.10). ]
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1.3 Espacgos de Sobolev

Seja 2 um subconjunto aberto do R™.

Deﬂnlgao 1.9 Uma fungao u € L} (Q) tem a-derivada de Sobolev se e;viste
o € L] (Q) tal que

toc

/ﬂdma - (_1)101/91100(1), Vé € C2(9),

onde CZ(§) denota as fungées com suporte compacto contido em §) e derivadas
continuas de todas as ordens, e a = (a1, az,...,0,) € tal que ; >0, o, € Z, 1 =
1,2,...,n e |a| =Y a;. Denotamos D*u = v,.

Proposigao 2 A derivada de Sobolev € unica e satisfaz:
(1) Sev= D% em Q, entdo v = D%u em qualquer Q' C Q;

(i1) Seu; e up tém a-derivada de Sobolev D*uy, D*uy e ¢;, ¢ € € entdo cyuy+couy
tem a-derivada de Sobolev € D*(cju; + cuz) = 1 D%uy + c; D%uy;

(iil) Se u,, € uma sequéncia em L} () tal que existe D*u,, € L}

loc

(), Vm, € ainda

L
]
Um = u

1

L
D%u,, =5 .,
entdo u tem a-derivada de Sobolev D%u = v,,.

Definigao 1.10 Sejam € Z, m > 0 ¢ Q C R" aberto, e seja p tal que 1 <p < 00.
Definimos os Espagos de Soboley W™ ?(Q) da seguinte forma

Wm?(Q) := {u € LP(R) tal que 3 D*u € LP(NN), VO < |a| < m}.

Wm»(Q)) € um espago de Banach com a norma || ||., dada por

1/p
llullm,p=( > IID"UII’ZP) ,

0<]al<m
onde
1/p
ol = ([ 1), 1<p<oo, ¢
”UHLoo = inf{k > 0: |u(z)| < k quase sempre }.

FEquivalentemente, W™?(Q) € o completamento de {u € C™({) : |

[ull-» < o0}
com relagio @ norma || ||my. W7P(Q2) € o fecho de C°(£2) em W'"”(Q)
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Wmr(Q1) é separdvel se 1 < p < oo, reflexivo e uniformemente convexo se
1 <p<oo.

Wm2(§1) é um espago de Hilbert com produto interno

(w,v), = Y (D%, D),

0<jal<m

onde ( , ) é o produto interno em L*(Q). Usamos a notagio H™(Q) = W™*(Q) e
Hr () = wrA(@),

Teorema 1.8 (parti¢ies da unidade) - Seja T' um compacto do R™ e sejam
k

Uy,Usg,y..., Uk abertos satisfazendo T' C UU,». FExistem fungoes 6,0,,...,0, €
i=1
C>(IR") de tal forma que

. k
(i) 0<6: <1, Vi=1,2,...,k e 8i=1;
1=0

(i) 6; tem suporte compacto, supp 0; CU;, Yie=1,2,...k, e supp 6o C R" \T.

Se Q0 € um aberto limitado e ' = 99, entdo Golg € CZ(Q).

Teorema 1.9 Seja u € LP(Q) com 1 < p < oo. As seguintes propriedades sdo
equivalentes:

() w e Wo();

(ii) Erziste uma constante C tal que

JRE
u_—
Q 6:12,'

onde p' € tal que

<Cllell,y YeeCZ(Q), Vi=12,...,n,

1 1
p P

(iii) Eziste uma constante C tal que para todo aberto w CC § e todo h € R™ com
|h] < d(w,IR™ \ Q) tem-se

|| ~ u”u’(w) < Clhl,

onde 'r,,uﬁ:v) = u}x + h). Além disso a constante C pode ser tomada como

C = ||Vu||r em (i1) e (vii).
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Definicio 1.11 Dizemos que um aberto Q € de classe C™, m € Z, m > 1, se
para todo x € ON) existe uma vizinhanga U de z em IR" e uma aplicagdo bijetora

H:Q — U tal que

o He C™(Q);
o H ' e C™(U);
e HQ,)=Un Q;

o H(Qo)=Unan,

onde
Q = {z=(2"y2,) eR"I'xR; |2'| <1 elz,| <1}
Q@+ = Q@NRI;

Q = {z€Q;z, =0}

Teorema 1.10 Seja © C IR3, Q aberto de classe C' com fronteira limitada. Entdo
H'(2) C LP(Q), 1<p<6,
e a imersdo € continua. Se 1 < p < 6, a imersdo € compacta.

Teorema 1.11 Seja Q um aberto de classe C* com 0§ limitada ou @ = R}. Seja
f € L*(NN) e sejau € H} () satisfazendo:

/ﬂvuwzfnf@, V€ HI(Q). (1.11)

Entio u € H*(Q) e ||ullg2 < C||f|l.2, onde C € uma constante que sé depende de
0.

Prova:
Caso a: 1 = R".
Dado h € R",h # 0 seja

u(z + h) — u(z)

1
Dpu = —(mou—u), ie, Dpu(z)= k] ,

13
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e seja ¢ = D_p(Dju). ¢ € HI(IR™) e por (1.11)

/QthuP=/Q,Vuw=fﬂf¢=/ﬂf0_h(1)hu),

portanto,
[ Duull%s < ||l 2l D-n (D) 2
Pelo Teorema 1.9 temos -
» ”D_hu“LQ(Rn) S "VU”,}(Rn).
Logo
I Drullf <N f12 IV Daull 2 = || £l 2| Duull o
e entio
I Drul|lsr < || f]l.2-

Em particular,

Oou .
Dr— <|fll.z 7=1,2,...,n.
89:1- L2
Oou : , _ ,
Pelo Teorema 1.9 3. € H'(Q), j=1,2,...,n, e entdao u € H*(N). E claro que

7
AC tal que ||u|ly2 < C| S .2
Caso b: 1 = R}.

Seja h € R*! x {0}. Dizemos que h é paralelo & fronteira de ! e denotamos
h || 0Q. Se u € Hy() e h || 09, entdo Thu € H; (). Seja ¢ = D_4(Dyu). Como no

caso a: \
I Dnully < ||l 2l D-n(Dru) -

Se h || 09 ainda temos
| Drvll2 < ||V|[,2 Vv € H' (D).

Portanto
1 Drullm <[ flle VA O (1.12)
oxt
Sejam 1 < j<n, 1<k<n-1, h =(0,0,...,]|k,0,...,0) e p € CZ(0).
Temos 9 5
u @
et - [uD_, [ =X
./Dh (6:BJ) 4 /u h (33:1)
e por (1.12)

fup-+ (52)| < 1t
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Passando o limite quando |h| = 0 obtemos

u 82(P
6:Ej6:tk

Slfllezllellz, 1<5<n, 1<k<n—1.

Falta mostrarmos que

[

Notemos que a equagao (1.11) implica em

Logo temos

< C”f”ﬁ”‘r””ﬁ Vo € CZ(9).

n-1

<2

=1

+1[1el S Cllfllaliela, ¥ € CZ(9),

< Cliflizlielle Yo € CO(), 1 <5,k <n.

Joals

6xj6xk
- du , :

Entao pelo Teorema 1.9, B € H'(?), 3 =1,2,...,n, e portanto u € H*(Q).
7

Caso geral: () limitado.

Seja Uy, Us, ..., U uma cobertura finita de 8§ e consideremos uma particio da
unidade 6y,6,,...,0;, subordinada a esta cobertura conforme o Teorema 1.8. E
claro que u = Y°% | 6,u, e assim basta mostrarmos que 6;u € H*(Q), 1 = 0,1,... k.

Primeiro demonstramos que fou € H?*(§2). Como boulg € C(1), a fungio Hyu
estendida por 0 fora de () pertence a H'(R"). Segue da equagao (1.11) que fyu
satisfaz

/R V(Bou)Vep = /R o - /R 2V6,Vuyp — /R (Dboyup, Yy € HI(R™),

Se g = Oof — 2V6,Vu — (Abp)u, entdao g € L*(IR™), e segue portanto do caso a
que fou € H*(IR™) com

1Boullz2 < C(Ifllez + llulla) < ClIflez,
ja que ||ullm < |If]l.2-, pela equagdo (1.11).

Por fim demonstramos que f;u € H?*(§)) para 1 < i < k. Seja v = Gu €
H} (2N U;). Como acima, v satisfaz

/VUVSO=/9<P, Ve € H(QNU),
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= 0, — 2V8;)(Vu) — (Ab:)u,

egEL’(QﬂUI,;I) m||g||L2<C|| |2 SeHecomonaDeﬁnlga,oll eJ=H-
j ) = v(H(y) Jz)=v(z), z € QANU;. Sejayp € H(Q,) e

seja w(y) = v ) y€Qsew
p(z) =9¥(Jz), z € N U;. Entdo ¢ € H! (Qﬂ U)e
B s

Oz; 7 Oyi Oz;

oy 0J,

5z, = 2 By, o,
Logo

0Jr 0J; Ow O

QnUiV‘UVLPdiE - /flﬁU‘j,k,l axj alfj ayk ayg dz

_ /Q %%a_wa_d’ljacgwy_

+j',c'[0a:j Oz ; Oy 0ye

Portanto 3 82/)
w
-/QnU VvVgo ./+ ;a“(’)yk
onde 9J BJ
Z k [4 |J Hl

Notemos que ax € C'(Q,) e que qualquer que seja £ € R, temos

See| > alel

Zakgf,‘fe |JacH| Z
k£

com a > 0, uma vez que os jacobianos Jac H e Jac J sao nao singulares.

Por outro lado, temos

/W'_ gpdz = /Q (g0 H)p|JacH|dy

Portanto temos

Ow (91/)
k;1/+ “%@ —/ gpdy Vi € Hy(Q.), (1.13)

onde § = (go H)|JacH| € L*(Q,).
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Mostraremos que w € H*(Q,) e que |jw|| 2 < C| gll.2. Seja p = D_j(Dypw) com

h || Qo e |h| pequeno o suficiente para que ) € H}((Q), ). Assim,
E/ D, akg 0 —(Dhw) / gD _y(Dpw).
ayg
Mas

. #D-(Ds) < NlallD-s(Dr)ll> < Nl o)V Do
+

Por outro lado

Dy, (ake g;c) (y) = are(y + h)-a—i—thw( )+ (Dhaké(y))_{)—‘i(y)a

e portanto temos
Ow\ 0
E/ Dy (au ) 6—(th) > of| VD[22 = [|w]lm |V D 2

Assim obtemos
IVDwwll 2 < Cr(llwllar + 13l.2) < Collgll 2

Pela equagdo 1.13 e pela desiguadade de Poincaré temos |wll,1 < C3)|gll,2. Con-
cluimos como no caso b que

ow 0¢

2. 9ux Oue < Clgllezlldll: Vb € CUQL), V(k,£) # (n,n) (1.14)

Para concluirmos que w € H*(Q,) € ||w||x2 < C||§||L2', falta demonstrarmos que

< C”ﬁ”ﬁ“’/’”ﬁ V’/) € Cé(Q+)

Q+ ayn ayn

1
Se substituirmos, na equagdo (1.13), ¢ por —¢, ¢ € C(Q,), teremos
a

nn

Jw 0 1 Jw 0 1
[ongm g ()= [ b= T Jagig (o4),

(k,0)%#(n,n)

quer dizer:
ayn 3yn - / Gnn ( Oyn ) aynw / a,m

oG ()

(k&) #(n,n) Oy \ Oye ) @nn (k) #(n,n) Oyr Oye \ann

(1.15)
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Combinando (1.14) e (1.15) obtemos

Ow 31/)

2. 30 9| S Gl +alla)lille V9 € CUQL)-

Portanto w € H*(Q,) e |[¥|ly2 < C||g]|,2. Voltando a Q N U;, temos que v =
0w € H*(Q N U;) e entdo G;u € H*(Q) com ||0:uf|y2 < CJIf |z »

Teorema 1.12 (Laz-Milgran) Seja H um espago de Hilbert, e seja a(u,v) uma
forma bilinear, continua e coerciva. Entdo para todo ¢ € H* existe um unico u € H
tal que

a(u,v) = (v,) VveH.

Além disso, se a € simé€lrica, entdo u se caracteriza por:

u€ He %a(u,u) — (p,u) = minyey {%a(u,u) — (e, v)} .

Teorema 1.13 {u € C*(Q) :u=0 em 00} = H(Q)N H(Q).

Teorema 1.14 Seja ) um subconjunto aberto, limitado e com fronteira suave do
R3. Seja A o operador
A: DA CX - X

0%u n 0*u 4 0%u
0z, 0z, Oza?
onde X = L*()) e D(A) = H*(Y) N Hy(Y). Entao:

(Auv)z = —(Du)z = -

)3:, z €9,

(i) A € fechado;
(i1) A € simétrico;
(iil) A € sobrejetor;
(iv) A € positivo;

(v) A tem inversa compacta.

Prova:
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(i) Au=-Au=—(D*"u+ D*?u+ D*u), onde
o, = (2,0,0)
a = (0,2,0)
o, = (0,0,2)

Se {un} € D(A) = H¥(Q) N HY(Q),

2 L!
U 5 U = Uy, 5 u
e 3 {D%u,}, i1 =1,2,3,

. 12 ) L!
[= % N i
D%u,, — v; = D%u,, =5 Vi,

. . . . L? L? ~
entao v; = D%u;, 1 = 1,2,3. Ou seja, se u, — u e Au,, — u entdo v = Au.

(i1) Se u, v € D(A), entdo pelo Teorema 1.13 existe uma sequéncia {v,} C C*(Q2),
v, = 0 em 99 tal que v, i2) v, logo

(Au,v) = (Au,limv,) = lim{Au,v,)

lim (—‘/S;Auvn) = lim/ﬂVqun
= lim (—/ﬂuAvn> = lim(u, Av,)
= (u,lim Av,) = (u, Av),

onde (, ) é o produto interno em L*(Q2).

wl2(n

(iii) HOI(Q).: wi(Q) = CX(Q)
interno
(u,v),, = Z (D*u, D*v).

0<al<1

é um espaco de Hilbert com o produto

Seja a(u,v) = /QVu(z)Vv(a:)da;,u,v € H, (Q).
(a) a(u,v) é bilinear:
aur + ug,v) = /ﬂ V(us + ug)(2) Vo(z)dz
= /QVul(:c)Vv(:c)dx+/9Vu2(a:)Vv(m)d:c
= a(u;,v)+ a(uz,v).

Analogamente a(u,v; + v2) = a(u,v1) + a(u, v2).
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(b) a{u,v) é continua: |
lla(u, )il = Vﬂvu(x)vv(x)dw < IVullizliVolle < flull floll -

(¢) a(u,v) é coerciva:

= /QVv(x)Vv(:v)dx = ||[Vu||? > CJ|v||?, pela desigualdade de

Poincaré.

Assim, dada h € L%(Q), seja L;, : H!(Q2) = IR, dada por
Li(v) = /Q h(z)o(a)dz, Vve H(Q).
Pelo teorema de Lax-Milgran existe uma tnica u € H} () tal que

a(u,v) = Ly(v) Vv € Hi(Q),

ou seja

/ﬂ Vu(z)Vo(z)ds = /ﬂ h(z)v(z)dz Vv e H(SQ).

Agora, como demonstramos no Teorema 1.11, u € H?*(2), logo u € D(A),
entao:

/Qh(:c)v(:v)d:c = /QVu(:r)VU(w)dx = —/K;Au(x)v(:c)dx Vve HO(Q)
Portanto h = —Au = Au. Logo A é sobrejetora.

(iv) (Au,u) /Auu— /VuVu = V]2 > Clluli,
pela desigualdade de Poincaré.

(v) Se || |lc denota a norma do gréﬁco em D(A), entdo

A: (D(A), || lle) — L* (D)

é uma isometria. Logo, se B é um subconjunto limitado de L*(Q), A~'(B) é um
subconjunto limitado de (D(A), ]| ||c)- Como (D(A), || ||) esta compactamente
imerso em L*(Q2), entdo A~! é compacta. n

Corolario 1 O operador A
A:DACX X

8z12 8(1)22 6:1:32

2 2 2
(.Au)xz—(Au)zz—(au + O + au)z, z € 1),
onde X = L*(Q) e D(A) = H(Q) N H}(N) € auto-adjunto.
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Combinando a Proposigao 1 e o Teorema 1.14 temos que A* esta bem definida
Va > 0.

Mostremos que D(A'/?) = X'/? = H}(§1). Como L*(f2) é um espago de Hilbert

separavel e A~ é um operador compacto e auto-adjunto, entao L*({}) admite uma
base Hilbertiana formada por auto vetores de A. Ou seja ¥V u € L*(f2),

o]

u= (u,én)du,

i=1

onde ¢, é auto vetor de A qualquer que seja n. Se u € D(A),
Au = Z An(u, ¢n>¢n,
' 1=1

onde A, é auto valor de A qualquer que seja n.

Cada ¢, € D(A) e entdo

/QV¢nV¢m = —\/‘_‘ZA¢n¢m‘ = /Q-A%qu = /\n/9<z5n¢m =0, m#n,

e {#,} é uma sequéncia ortogonal em H'(f)). De forma andloga mostra-se que
IVéa|l.2 = /2. Disto segue que, se || ||,/ denota a norma do grafico em X'/2, entao

[l = IIZ &) Vbl 12 = Zl s )" An = Nlullf.-

Portanto

H1 () x1/2

= H:(Q)NH(Q) =X~

Hl(a)

C H(Q) N H{(N)

Por outro lado, se u € X'?, e ¢,, A, sao auto vetores e auto valores de A
respectivamente, n > 1,

=Y (u,¢n)pn implica AVu= SN (u, ¢ ).
n=1 n=1
De fato,
A] - A 0 0 “ee (u, ¢71>

(A=2u=| 0 X=2 0 .|| @e¢)
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entao

(M =A™ 0 0 ...\ [(u, 1)

(A—AD'u= 0 De=N"1 0 | ()

Logo,
(A=AD)""¢n = (M = A) " n.

Agora, o caminho C na defini¢io de A7, se a < 1, pode ser tomado como a
reuniao de circulos C,, em torno dos auto valores A,, n > 1.

Entao
Aap, = ——d (A 2Dy deey
2miJc
= — 2I)'dz,
271'22}{,,. # 2¢
— _ 1
= 2m§j]§m A — 21) " podz
= L e = 20)gudz
2miJe,
= A %,.
Logo,
A0 0 .\ [ (u,é)
A %y = 0 X% 0 ... (u, ¢2)

Seja ur = 3k (u, $u)dn, ux € H(Q) N H*(Q). Entéo
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e —wille = A2 (u—wi)lle = (12725 A (u — uk, @a)dull.z

k— oo

= ” Ezozl ’\'ln/2<ua¢n)¢n - Z;z.ozl A;/z( f:](u,¢j>¢j» ¢n>¢n”L2 — 0

Portanto
ol = il = flu = il e — 0.

Como H;(Q) é fechado, u € H}(Q2). Portanto, X'/ C H}().
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Capitulo

Atratores para semigrupos e
equacoes de evolucao

O objetivo deste capitulo é estudar o comportamento assintético de semigrupos
(em geral ndo lineares) Mais espeaﬁcamente o objetivo principal é dar condigoes
suficientes sob as quais um semigrupo possui um atrator global minimal. Os resul-
- tados apresentados neste capitulo seguem Ladyzhenskaya [1991] e serao utilizados
no capitulo seguinte para mostrar a existéncia de atratores globais para o semigrupo
gerado pela equagdo das ondas com atrito linear e termo forgante com crescimento
subcritico.

Por todo este capitulo, X denota um espago métrico completo.
Definigao 2.1 Um semigrupo T(t), t € R*, € uma familia de operadores continuos
T(t): X — X satisfazendo a seguinte propriedade:
T(tl)T(t2)£I) = T(t] + tz)(l), th,tg eR* ez e X.

Dizemos que o semigrupo T(t) € pontualmente continuo se para cada x € X a
aplicagdo t — T(t)z de R* — X € continua. Se a aplicagdo (t,z) — T(t)z de
IR* x X = X € continua, dizemos que o semigrupo T(tfe continuo.

Dado um semigrupo T'(t) e A C X usaremos a seguinte notagao :

v (A) = U {T(t)z,t € R*};

z€A

T (A) = UAT )2, t € [tr,t2]};
z€A

= U{T(r)z,7 € [t,00)}.

€A
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Dizemos que 7*(A) é a semi-rbita positiva de A. Em particular se A = {z},
dizemos que v*(z) = y*({z}) é a semi-érbita positiva de x.

O semigrupo T'(t) é limitado se para cada subconjunto limitado B C X, v*(B)

é limitado.

Definicao 2.2 Sejam A e M subconjuntos de X. Dizemos que A atrai M se dado
€ > 0 existe t; > 0, t; dependendo de € ¢ M, tal que T(t)(M) C O(A) V't > t,,
onde O,(A) = UrgeaBe(z), € B.(z) € a bola de centro z € raioe. A C X atrai o
ponto = se A atrai {z}.

Definigao 2.3 Se A C X, o conjunto w-limite w(A) € definido por

wA)={yeX :y= kllglo T(tx)zk, zx € A, t, = 00}.

Se z € X, definimos o conjunto w-limite w(z) := w({z}).

Os conjuntos w-limites podem ser descritos em termos de ;' (z) = v/ ({z}) e

(A) como mostra o lema a seguir:

V¢

Lema 2.1 Se para cada B C X, B denota o fecho de B em X, temos:

w(e) = N7 (2);

>0

w(A) = ()7 (A),

>0

Prova: Se y € w(A) entao

y = lim T(tk):llk, T € Aetp — oco.
k=00

Assim, para todo t > 0 existe ko tal que se k > ko, tx > t e {T(tx)Tr}i>k, € uma

sequéncia em v; (A) convergindo para y. Portanto y € M0 74 (A).

Por outro lado, se y € (507 (A), dado k € N, existe yx € 7{(A) tal que
d(y,yx) < k7. Como yx € v/ (A), yx = T(tk)zk, com ty > k e zx € A. Logo
T(tx)zr = y quando k — oo e y € w(A). [ ]

Definicao 2.4 Um semigrupo T(t) pertence a classe K se para cadat > 0 o ope-
rador T(t) € compacto, i.e., dado um conjunto limitado B C X, T(t)(B) € pré-
compacto.
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Teorema 2.1 Seja T'(t) um semigrupo de classe K. Seja A C X e suponhamos que
ezista 7 € R* tal que v} (A) € limitado. Entdo:

(1) w(A) € nao vazio e compacto;

(ii) w(A) atrai A;

(iii) w(A) € invariante, i. e., T(t)(w(A)) = w(A), YVt € R*;
(iv) w(A) € o menor conjunto fechado que atrai A;

(v) Se T(t) € continuo e A € conezo entdo w(A) € conezo.

Prova:

(i) T(t)(v#(A)) = - (A) é pré-compacto se t > 0, e 7%, .(A) C v} ,.(A) para
todo t, > t;. Logo

ﬂ ’Yt ﬂ ’Yt+f

t>0 t>0

¢ a intersecgao de uma familia decrescente de conjuntos compactos. Portanto
w(A) é nao vazio e compacto.

(i1) Suponhamos que w(A) ndo atraia A. Entdo existe ¢ > 0 e uma sequéncia
ty — 0o, ty > 7+ 1 tal que Tétkg( ) ¢ O, (w(A)g i.e., existe z; € A tal que
T(te)zr € Oc(w(A)). Logo {T(tk)zx} C T(7 + 1) A) = T(l)('y;‘(A)) e

(
d(T(t)ze, w(A)) = (2.1)

Como T'(1)(v}(A)) é pré-compacto , é possivel extrair da sequéncia acima uma
subsequéncia convergente {T'(tx;)zx; }, k; 2% 0. Seja y = limj_, 00 T'(tx;)zk;-
Entdo y € w(A), contradizendo (2.1).

(iii) Se ¢ € w(A), z = limk—yoo T'(tk)Tk, Tk € A € tr — 00, entdo dado ¢t € R,
T(t)z = T(t)(kll)ngo T(tr)zk) = kll’ngo T(t+ ty)z.
Logo, T(t)z € w(A). Além disso, podemos assumir 1 + 7+t <t <ty < ...
Os pontos y, = T'(ty —t)zk, k =1,2,..., pertencem ao conjunto pré-compacto

v441(A). Entdo a sequéncia {y;} admite uma subsequéncia convergente {yx, }
e lim; o Yk, = y € w(A). Portanto

= lim T(ty,)zx; = hm T(tyyr, = T(t)y € T(t)(w(A)).

j—oo
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(iv) Suponhamos que exista F fechado, propriamente contido em w(A) e atraindo
F é compacto desde que w(A ) é. Sejay € w(A) \ F e seja € > 0 pequeno

o suficiente para que
O.(y)NO(F) = 0. (2.2)

Existe t. > 0 tal que T(¢)(A) C O(F), t > t.. Mas y = limy—o0 T(tx)z4,
zy € Ae ty — oo. Entao T(t)(A) N O.(y) # O se t, for suficientemente
grande, o que contradiz (2.2).

(v) Sejam F) e F, fechados satisfazendo F1 N F; = 0 e w(A) = Fy U F,. Existe
e > 0 tal que O, (F1)NO(F;) = 0, e é claro que O (w(A)) (FI)U(Q (Fz)
Como w(A) atral A, existe t; = tl(e, A) tal que v} (A) C O, (w(A)) > 1.
Agora, como supomos T'(t) continuo e A conexo, entao ’y, *(A) é conexo. Logo,
para todo t > t;, ou 4}(A) C O.(F)) ou 7; (A) O ( 2) Portanto ou

W(A) = Nise, % (A) C Fy, ou w(A) C Fy, e assim, Fy = ou F; = 0. [ ]

Definigao 2.5 Uma drbita completa v(z) de um ponto x € X € uma curva z(t),
—00 < t < +00, satisfazendo:

o z(t)e X Vie R,
o z(0)==z;

o T(r)e(t)==z(t+7) VieR er € R*.

Dizemos que ) ={z(t), —oo < t <0} € uma semi-drbita negativa de z. Assim,

7~ (
v(z) =7 (z) Uy~ (2).

Em geral, para ¢ € X arbitrério, a érbita completa y(z) pode ndo existir, ou
mesmo quando existe, pode nao ser unica. Porém, se A é um subconjunto invariante

de X e os operadores T'(t) sio invertiveis em A, entio temos unicidade da érbita
v(z) para cada z € A conforme o lema abaixo.

Lema 2.2 Seja A wm subconjunto invariante de X. Entdo para todo z € A eziste
uma drbita completa y(z). Se o semigrupo T(t) é pontualmente continuo, a drbita
v¥(z) € uma curva continua em A. Se os operadores T(t), t € R*, sdo invertiveis
em A, entdo:

(i) por cada x € A passa uma inica drbita y(z);

(11) a familia de operadores {T(t),t € R}, onde T(t):= (T'(~t))~! set < 0, satisfaz
a propriedade de grupo T'(t, + t2) = T(t)T(t2), Vta,t2 € R . Se A for com-
pacto, entdo {T'(t), t € R} € um grupo de operadores continuos. Este grupo
¢ pontualmente continuo se {T(t), t € R*} for pontualmente continuo, e €
continuo se {T'(t),t € R*} for continuo.
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Desde que T(1)(A) = A, dado z € A existe uma sequéncia {z_;}32, de pontos
de A satisfazendo T'(1)z_y =z € T(1)z_x—1 = z_k, k > 0. Unimos os pontos z_;_;

e r_i pela curva {T'(t)z_k-1,t € [0,1]}. A colegio de todas estas curvas forma v~ (z)
ex(t):=T{H+k+ Dz_y_y,t €|-k—-1,-k], k=0,1,....

Segue da construgao de y~(z) que, se o semigrupo T(t) for pontualmente continuo
entdo v(z) = v*(z) Uy (z) é continua.

As afirmagdes do lema seguem entdo da construgdo da érbita y(z) e da definicdo

de T(t), t < 0.

Definigao 2.6 Dizemos que um subconjunto A de X € um atrator de pontos global
para o semigrupo T(t)) se A atrai cada ponto z de X. Se A atrai cada conjunto
imitado. B C X, entao A é um atrator global.

Definigao 2.7 Se eristir um atrator de pontos global limitado para o semigrupo
T(t), entdo dizemos que T(t) € pontualmente dissipativo. Se existir um atrator
global limitado, dizemos que T(t) € B-dissipativo.

Definigao 2.8 Um conjunto A C X € chamado absorvente se para todo x € X
existe t1(z) € R* tal que T(t)xz € A para todot > t;. A € B-absorvente se para
todo conjunto limitado B C X existe t1(B) € R*, tal que T(t)(B) C A para todo
t > t(B).

Teorema 2.2 Seja T'(t) um semigrupo de classe K. Suponhamos que T(t) ou €
B-dissipativo ou € pontualmente dissipativo e limitado. Entdo T(t) tem um atrator
global minimal M, que € compacto e invariante. Além disso M € conexo se X for
conezo.

Prova: Se T'(t) é B-dissipativo e By é seu atrator global limitado, entdo dado € > 0,
B, := O,,(Bo) é um conjunto B-absorvente global limitado. Neste caso

M = w(By) = w(Oc(Bo)).
De fato, para todo conjunto limitado B C X existe tz > 0 tal que T'(¢)(B) C B; se
t > tp. Em particular, T(t)(By) C By se t > tg,. Logo, 'y,*Bl(Bl) C B, é limitado.

Pelo Teorema 2.1, w(B;) é um conjunto nao vazio, compacto e invariante, e w(B)
atrai B;. Portanto, para todo ¢ > 0 existe t;(¢) > 0 tal que T'(t)(B;) C O (w(By)),
t > t1(¢), e entdo, dado qualquer conjunto limitado B C X,

T(#)(B) C O.(w(B1)), V> tie) + L.

Portanto w(B;) é um atrator global fechado. A minimalidade segue do fato que
w(By) é o menor conjunto fechado que atrai B;.

Suponhamos agora que T'(¢t) é um semigrupo limitado e pontualmente dissipativo.
Seja By um atrator de pontos global limitado. Escolhemos €2 > 0 e definimos Bj
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= O,,(B;) e By := v*(B3). Entdo M = w(B;). De fato, desde que B; é um atrator
de pontos global, para todo ponto z € X existe t; > 0 tal que T'(¢;)z € B;. Como
Bj; é um conjunto aberto e o operador T'(¢,) é continuo, segue que ( z)(Oe,z) C B3
para algum e, > 0. Entéo

Agora, dado K compacto, seja {Oe,,- (i) }i=1,2,.rs T1,22, ..., 2, € K uma cobertura
finita de K. Seja €y tal que O, (K) C Ui_,0,, (7;) e tx = maxicicr {tz,} > 0.
Entao '

T(t)(Oe,(K)) C By Vit 2ty (2.3)

Como T'(t) é limitado, segue do teorema 1 que todo conjunto limitado B é atraido
por w(B). Entdo T(t)(B) C O.,(w(B)), t > ti(e1,B), Ye1 > 0. Desde que w(B) é

compacto, podemos escolher £; = €,(p) € segue de (2.3) que
T(t + tl)(B) C B4, t 2 tw(B) et = tl(Sl,B).

Portanto By é um B-absorvente limitado globdl, e como demonstramos acima,
w(Bs) = M. Mas pelas defini¢oes de B; e By, T'(t)(Bs) = v/ (Bs). Também

7 (Bs) = 7/ (v*(Bs)) = U T(s)(v*(Bs)) = % (Bs).

s>t

Logo w(B4) = w(Bs). A minimalidade de w(Bs3) segue do Teorema 2.1. Finalmente,
se existe um conexo B D M, entao M € conexo, desde que T'(¢)(B) é conexo
qualquer que seja t € R*e, para € > 0,

M = T(t)(M) C T(t)(B) C O(M), t > ti(c, B).
' n

Como um corolario da prova do teorema anterior obtemos o seguinte resultado:

Proposicido 3 Se o semigrupo T(t) € limitado e pontualmente dissipativo entdo
existe um conjunto limitado By tal que para todo compacto K

T(t) (O, (K)) C Bo Vit 2ty
com algum €, > 0 ety > 0. Além disso T(t)(Bo) C By, VteR*.
Proposigao 4 Se T(t) € um semigrupo de classe K limitado e pontualmente dissi-

pativo ou B-dissipativo , entdo o atrator minimal M pode ser caracterizado como
seque:

(1) M =Ugsw(B), onde B € a colegio de todos os subconjuntos limitados de X ;

(ii) M = Uxecw(K), onde K € a colegio de todos os subconjuntos compactos em

2
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(iii) M € a unido de todas as drbitas completas limitadas em X;
(iv) M € a unido de todas as érbitas completas pré-compactas em X ;

(v) M € o conjunto invariante mazimal em X;

(vi) M= Uzex w(z), onde M denota o atrator de pontos global fechado minimal.

Prova:

(i) Todo conjunto limitado B é atraido para seu conjunto w-limite w(B). Isso é
claro se T'(t) é limitado e, se T(t) é B-dissipativo com atrator global limitado

A, entao
77 (B) C O.(A) € B,

se 7 for grande o suficiente. Agora, w(B) ¢ invariante e M atrai w(B), entao
w(B) C O (M), Ve > 0. Como w(B) é fechado, w(B) C M, e desde que M
é invariante e compacto, w(M) = M. Entdo M = w(M) C Ugesw(B) C M.

(ii) Uxex ‘—f’(K) CUpesw(B) = M = w(M) C Ukex w(K).

(1i1) e (iv) Pelo lema 2.2, por cada ponto r € M passa uma 6érbita completa v(z).
Qualquer tal orbita estd em M e entdo é limitada e pré-compacta. Portanto
M esta contido na reunido de todas as 6rbitas completas limitadas em X,
e M estd contido na reunao de todas as orbitas completas pré-compactas
em X. Por outro lado, Seja y(z) = {z(t), t € R} uma 6rbita completa
limitada passando por algum z = zo € X. Desde que ¥(z) é invariante
e limitada e o semigrupo T'(t) é de classe K, y(z) é pré-compacta. Logo,

B := «4(z) é um conjunto compacto invariante. Portanto w(B) = B e entao

B = w(B) C M = pesw(B).

(v) Se B é um conjunto invariante limitado, entao T'(t)(B) = B e portanto w(B) =
B e B C M. Uma vez que M é um conjunto invariante limitado M é o maior
conjunto invariante limitado.

(vi) Vz € X, w(z) C M, pois w(z) é o menor fechado que atrai z. Por outro lado,
Uzex w(z) é um atrator global fechado que contém M pelo carater minimal

de M. [ |

Defini¢do 2.9 Uma fung¢do de Liapunov € uma fungdo continua £ : X — R
estritamente decrescente ao longo de cada 4*(z), exceto em pontos estaciondrios

z, T(t)z=2z, Vt e R*.
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Teorema 2.3 Suponhamos que o semigrupo T(t) pertence d classe K e y*(z) €
limitado para todo x € X. Se para este semigrupo eziste uma fung¢do de Liapunov
L, entdo seu atrator de pontos minimal global coincide com o conjunto Z = {2 :
T(t)z = 2, Yt 2 0}. Se Z for um conjunto limitado e T(t) for limitado, entdo
o semigrupo possui um atrator global minimal M compacto e invariante. Se X
for conezxo, entdo M €. Ambos os extremos de qualquer orbita completa y(z) C
M tendem para 2 quando t — oo correspondentemente. Se X € conezo e
ndo, entdo Z estd propriamente contido em M ¢ o atrator M conszste das orbitas
completas que conectam pontos de Z.

Prova: Se T'(t) é de classe K e y*(z) é 1
que seja * € X o limite llm,_,oo L(T(t)x
constante e igual a £,(z), pois se y € w(z),y = limi, T(t%z e entdo L(y) =
limeyeo L(T'(tk)z) = £4(x). Assim, w(z) C Z e Z atrai 2. Como Z ¢ fechado,

M C Z. Mas da definicio de Z é claro que Z C M. Portanto Z = M. Se Z é
um conjunto limitado, entao o semigrupo T'(t) é pontualmente dissipativo e, se T'(t)
é limitado, existe um atrator global M, de acordo com o Teorema 2.2. Para cada
z € M, podemos tomar uma orbita completa v(z) = {z(t), t € R, z(0) =z} C M
e definir o conjunto o-limite:

= ﬂ v7 (z), onde - (z) := {z(¢),t < 7}

720

imitado para todo z € X, entdo qualquer
2 = £y(z) existe e L restrita a w(z) é

Este conjunto a-limite é ndo vazio, invariante e z(t) = a(y(z)) quando t — —oo.
Além disso a(y(z)) C Z desde que

tginoo L(z(t)) = constante = L], .

Agora, se X é conexo e Z ndo, entdo M, que é conexo, contém ndo somente pontos
de Z, mas 6rbitas completas conectando pontos de Z. : [ |

Definicdo 2.10 Dizemos que um semigrupo T (t) pertence d classe AK se para todo
conjunto limitado B C X tal que v*(B) € limitado, cada sequéncia da forma

{T(tk)ze )iz,

onde x, € B €ty — +00 € pré-compacta.
No que segue estaremos supondo que T'(t) é um semigrupo continuo de classe AK.

Proposicéo 5 Para todo conjunto compacto K et € IR o conjunto v 1(K) €
pré-compacto.

Prova: [0,t]x K é compacto, (t,z) = T(t)z é continua. Portanto v ,(K) é imagem
continua de compacto. m
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Proposicdo 6 Se K ¢ compacto e v*(K) € pré-compacto, entdo w(K) € um con-
Junto invariante compacto ndo vazio atraindo K.

Prova: Seja K; := v+(K).

T(¢)(K1) = T()(v*(K)) C T(t)(v*(K)) = %' (K) C v*(K) = K;.

Entao temos um semigrupo {T'(t),t € R*, K} de operadores continuos T(t) e
K;. Este semigrupo ¢ de classe K uma vez que K, é compacto. Como y*(K) é
limitado, pelo Teorema 2.1, w(K') é nio vazio, compacto, invariante, e atrai K. W

m

Proposigao 7 Seja T(t) um semigrupo continuo de classe AK. Suponhamos que
K € um conjunto compacto tal que v*(K) é limitado. Entdo v*(K) é pré-compacto
e portanto w(K) € um conjunto ndo vazio, compacto e invariante que atrai K.

Prova: Seja {y.},n = 1,2,..., uma sequéncia arbitraria de pontos de vy HK), i
e., Yo = T'(t,)zn, com z, €K e t, € R*. Se o conjunto {t,}22, é limitado, entao
o) conJunto {yn}, e pré-compacto pela Proposigdo 5. Se o conjunto {tn}n_l nao
é limitado, entao nés podemos escolher uma subsequéncia t,, — oo e o conjunto

{T(ts;)n; }]=l é pré-compacto pois o semigrupo T'(t) é de classe AK. n

Proposigao 8 Seja T'(t) um semigrupo continuo de classe AK. Suponhamos que
para algum conjunto limitado B C X, y*(B) € limitado. Entdo w(B) € ndo vazio,
compacto, invariante e atrai B. Além disso, w(B) € conezo se B € conexo.

Prova: Se x € B, y*(z) é limitado, pois v*(z) C ~4*(B). Entio w(z) # 0, e
portanto w(B) # 0. Desde que

m’)’t (B) Cy*(B )

t>0

é claro que w(B) é fechado e limitado. Agora, como os operadores T'(t) sao continuos,

T(t)(w(B)) C w(B), pois se z € w(B), entdo

T = klim T(ti)zy, com zx € B e ty — oo.
~00

Portanto
T(t)r = kl:m T(t + tx)zr € w(B).

Além disso
T(tk).'l!k = T(t)(T(tk — t)):l)k se tk Z t,

e o conjunto {T'(tx — t)xk}s, >t € pré-compacto ja que T'(t) é de classe AK. As-
sim podemos escolher uma subsequéncia convergente {T'(tx; — t)zx,}32; €, se y =
limj o0 T'(tk; — t)zk;, y € w(B) e T(t)y = limjyeo T'(tk;)zx; = z. Portanto z €
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T(t)(w(B)), logo w(B) = T(t){w(B)), ou seja, w(B) ¢ invariante. Disto segue
que cada sequéncia {z;}§2, com zx € w(B) pode ser representada como {zy =
T(k)Zk}2, com &y € w(B). Logo {zx} é pré-compacto e w(B) é compacto.

Resta provar que w(B) atrai B. Suponhamos que isto nao ocorra. Entao pode-
mos escolher uma sequencia {T'(¢x)zk}2, com zx € B e t; — +00 tal que

AT ()T w(B) 2 ¢ | (2.4)

para algum € > 0. Como T'(t) é de classe AKX, {T( xk}k 2, é pré-compacto. Desde
que todos os pontos limites do conjunto {T(tk):zz;C devem estar em w(B), a
distancia entre w(B) e {T(tx)z}52, € zero, o que contradxz (2.4). De forma andloga
a demonstragao do Teorema 2.1 mostra-se que B conexo implica w(B) conexo. W

Teorema 2.4 Seja T(t) um semigrupo continuo imitado e pontualmente dissipativo
de classe AK. Entdo existe um atrator global minimal ndo vazio M. M € compacto
e tnvariante e se X € conexo M também € conezo.

Prova: Pela Proposicao 3 existe um conjunto limitado By tal que VK compacto,
e > 0e I t, > 0 satisfazendo

T(8)(0. (K)) C Bo V1> iy
e T(t)(Bo) C By VtelR*.

Desde que o semigrupo T'(t) é limitado, w(By) é ndo vazio, compacto, invariante,
e atrai By. Provemos que w(By) = M. Se B é limitado entao B é atraido pelo
conjunto compacto K := w(B). Entéo existe tg, > 0 talque

T(t)(B) C O.,.(K) ¥t > t,(B)
e T(t+t(B)) C T(t)(O., (K)) C By ¥t > ty.

Sabemos que By € atraido para w(Bp). Entdo B é atraido para w(Bp) também.
De forma aniloga & demonstragao do Teorema 2.1, mostra-se que w(Bg) é o menor
fechado que atrai By, e portanto, w(By) = M. Se X é conexo, podemos escolher um
conjunto conexo limitado By O Bo. Entdo w(B) é conexo, e além disso w(B;) =

w(Bo). De fato, w(By) C w(B;) pois w(Bp) € o menor fechado que atrai Bp. Da
mesma forma, w(Bl) C w(Byp) ja que w(By) atrai By. [ |

Teorema 2.5 Se T'(t) € um semigrupo continuo limitado de classe AK e possui
uma fung¢do de Liapunov L : X — R, entdo todas as afirmacées do Teorema 2.3
valem.

A prova deste teorema € essencialmente a mesma do Teorema 2.3, uma vez que
temos os resultados do Teorema 2.4.
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Teorema 2.6 Suponhamos que o semigrupo T(1) estd definido em um subconjunto
M de um espago de Banach X com norma || ||x. Suponhamos também que T'(t)
pode ser decomposto na soma W, + Uy, onde {W,,t € R*, M} € uma familia de
operadores tal que para todo conjunto limitado B € M ‘

| [We(B)llx < ma(t)ma(|[Bllx) (4)
onde m; : R* = IR* € continua, 1 = 1,2, m;(t) = 0 quando t — oo, e
| Bllx := supsesllz|lx-

Se ainda Uy € tal que U(B) € pré-compacto para cada conjunto limitado B C M,
entdo T(t) pertence a classe AK.

Prova: Seja B tal que v*(B) é limitado. Mostraremos que cada conjunto
= {T(t)zk}rey, tk >0 ez €B

pode ser coberto por um numero finito de bolas de raio €, qualquer que seja € > 0.
Vamos escolher £ grande o suficiente para que

my (£) < ef2my(|| Blix)) ™

e decompor B; na soma Bj U By, onde
={T(t)zelity, ti<le

B;I = {T(tk)mk}i":km tky41 2> L.

B! é um subconjunto do conjunto T'(£)(y*(B)) e qualquer elemento de T'(¢)(v*(B))
tem a forma Wy(z) + Ue(z), = € 7*(B). O conjunto U,(y*(B)) pode ser coberto
por um numero finito de bolas de raio £/2 desde que é pré-compacto, e as normas dos
elementos de Wy(y*(B)) sao menores que EéQ pela escolha de £. Portanto T'(€)(y*(B))
pode ser coberto por um nimero finito de bolas de raio ¢, e como B; C T(Z)('y (B)
a menos de um nidmero finito de pontos, o mesmo acontece com Bj.
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Capitulo 3

Atratores (Globais

3.1 Introducgao

Neste capitulo mostraremos que a equagao das ondas com atrito linear, sob certas
condigbes, d4 origem a um semigrupo nao linear em Hy(0) x L%(f)) que possui um
atrator global minimal. As condi¢des sdo as seguintes: condicao de fronteira de
Dirichlet homogeénea; termo nao linear satisfazendo uma condicao de dissipagao para
garantir a existéncia global de solugdes, limitacdo e ponto-dissipagao, e finalmente
o termo nao linear deve ainda satisfazer uma condigao de crescimento para garantir
a existéncia local de solugoes e compacidade assintotica.

Este capitulo estda organizado da seguinte maneira: na Secdo 2 provamos a e-
xisténcia local de solugbes, na Secdo 3 mostramos que o semigrupo associado a
equacido das ondas estd globalmente definido e é limitado; por fim, na Segao 4,
mostramos que o semigrupo ¢ de classe AK e concluimos que este possui um atrator
global.

3.2 Existéncia Local de Solugoes

Seja f € CY(IR,R) satisfazendo:

m )l =0; (3.1)

|s|]—+00 |SI2

lim L _ g (3.2)

Islooo  |s]3
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Seja ) um subconjunto aberto, limitado e com fronteira suave em IR®. Defina
fe(u) = fou, para u € Hy(). Dado B > 0, consideremos o seguinte problema:

uy + Bu, = Au+ f(u) em QCRR? (3.3)

com condigao de fronteira

u(z) = 0 se z € .

A equagao (3.3) é equivalente ao sistema:

Uy = v
v = —Pus + Du+ f(u)
e este, por sua vez, escrevemos na seguinte forma abstrata:

wy = Cw + F(w) (3.4)

onde w = [:j] € Hé(ﬂ) xL}(Q) =X, C= [_OA _Iﬂ], F= []95] , €

A HAQ) N HAQ) - LH(Q)
Ap = ~D¢, Ve D(A).

Nesta segio vamos mostrar que para cada dado inicial (uo,vo) € H} () x L*(£2)
existe uma solugéo de (3.4) (u(t), v(t)) definida em IR* e satisfazendo (u(0),v(0)) =
(uo, vo) = z, € que esta solu¢do € uma func¢io continua de (¢, z).

Definigao 3.1 Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que uma aplicagdo
f: X =Y € limitada se a imagem de qualquer subconjunto limitado de X por
f € um subconjunto limitado de Y. Dizemos que f € compacta se a imagem de um
subconjunto limitado de X por f € um subconjunto pré-compacto de Y .

Lema 3.1 Seja f € C'(R,R). Seu € H}(Q) e f satisfaz (3.2), entdo fou € L*(Q)
e a aplicagdo
fe: Hy(Q) — L*(Q)
fo(uw) = fou,

€ limitada. Adicionalmente, se (3.1) estd satisfeita, f¢ € Lipschitz em conjuntos
limitados.

Observamos que é suficiente supor que f satisfaca a condi¢do (3.1), uma vez que
esta implica (3.2).
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Prova: Seja M > 0 tal que |f(u)| < |uf® se [u| > M, e seja K tal que |f(u)] < Ky
se lu] < M. Se
A:={z € : Ju(z)| < M},

([1s outeyrar)” = ( [1rou)Pas+ [ \Alfou(a:)l%c)m
< (/Al{ﬁdx +/Q|u(x)|6dx)l/2

= (Kn(A) + lullgs)

entao

S I(l + I(g”lt“:;{] < 00,
onde p é a medida de Lebes$ue em R? e K; e K, sio constantes dependendo
de Q. Com isso, se B C Hy(9) é llmltado, e Kp é tal que qualquer que seja
u € B, ||lullyr £ KB, entdo
”f o u”LZ < I\"l + ]\,2”71,”:;11 < K, + 1\"21{3.

Portanto f¢ é limitada, i.e., a imagem de um subconjunto limitado de Hj(Q) por
f¢ é um subconjunto limitado de L?(Q2). Além disso, Se M ¢é tal que |f'(u)| < |ul?
para |u| > M e f'(u) < K se u € [-M, M], entdo

/()] < K + [ul* <K+ [ul’), YueR,
onde K = max{l, K;}. Entao dados u,v € IR,

|f(u) = f(v)] = s)ds
< K 2)ds
= ](v(l—i—;)—u(l-%g)l
= Klh(uwo)lfu— vl
onde ) \
v<1+%>—u<1+%) ,
h(u,v) = — :—g(v2+u2+uv+3).

Notemos que ||A(u,v)?|| 32 < co. De fato,

(ot o) = [ 12(2(2) +02(2) + u(z)o(z) + 3)da, e
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(V4 ul4+uw+3)? = o + Wb 4+ 6vhu? 4+ 6vPul
+ 3w + 3Pv 4+ T 4+ 9t
+ 9ut 4+ 18uww® + 18u3v + 27v?
+ 27u? + 2Tu*? + 27w + 2T
Agora, todos os termos acima tém || |[1: finita pela desigualdade de Holder e
pelo fato de Hj(2) estar continuamente imerso em LP(Q), p < 6. Além disso, cada

um destes termos € majorado por uma constante dependendo de B e de §2, ou seja,
existe Cp tal que ||h(u,v)?|| 32 < Cpg. Portanto,

1o = F@E = [ 1f(w(@) - fo(@)Pde
< [ h(u(e), o(2))Plu(z) - v(z) Pde
< 0l = o)l
< Callu—vlLs

< Lpllu-— v”ill’

onde Lp é igual a Cp vezes a constante de imersao de H'(2) em L3*(Q). Como
B é um subconjunto limitado arbitrdrio de Hj (1), concluimos que f¢ é Lipschitz
em conjuntos limitados. [

Lema 3.2 Seja X um espago de Hilbert e A um operador auto-adjunto densamente
definido em X, sobrejetor, e satisfazendo

(Az,z) > d|jz||* Vz€X,
para algum § > 0. Se C € o operador definido por
' 0 I
=2 ).
D(C) = D(A) x X'/?2 C X¥2x X =Y, entdo C gera um Co semigrupo em Y.

— X/ N
Prova: Como D(A)x . D(AY?) = X2 e xXiz" = X, é claro que D(C) =Y.

Pelo teorema de Lumer-Phillips, basta mostrarmos que C ¢ dissipativo e existe
Mo tal que R(Ao/ +C) =Y, onde R(Ao! + C) denota a imagem de (Aof + C).
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Notemos que A auto-adjunto implica A'/? auto adjunto. De fato, R() : —A) =
(M + A)~! é trivialmente auto-adjunto se A € p(—A) NIR. Agora,

ATV = 1/000 V2t 4+ A)7dt.

s

(A-1/23 4) = ;1;( [T+ Ay taa,y)
- %/0 (U A) )
_ % [ e, w1+ ) e
= (z, %fomt*“(tl + A)"lydt)

= (a, A7)

Portanto, A~1/? é auto-adjunto, e consequentemente A'/? é auto-adjunto.

Y é um espago de Hilbert com o produto interno

((xl’l‘?)’ (yl)y2)> = <1121, yl))(l/2 + (‘7:2’3/2)[,2) V(JI],:IJQ), (yl) y2) €Y = X1/2 x X

e se
z,Yy € Xl/z» (xay>,\’l/2 = <A]/2.’L‘, Al/2y>L2'

A norma em Y proveniente do produto interno (, ) é denotada por || ||. Se y €

Y, |lyll = 1, desde que Y é Hilbert e entdo uniformemente convexo, o conjunto

Fly):={y5 vy €Y e (y,v") = llyl* = |lv’II*}

¢é unitario, ou seja,

F(y) = {(-9)}-

Entio se z € D(C) = D(A) x X2z = (z;, 1),

(Cz,z) = (wl,xz)xl/z - <-4$1,$2)Lz — B(z2,2) 2
= (AY2zy, AV2z,),, — (Az1,22) 12 — B{T2, T2) 12
= <A$1)$2>L2 - <.ACI31,.172)L2 - ﬂ<m2ax2>L2

= —Bllzll7- 0.
Portanto C é dissipativo. Além disso, seja (y1,42) € Y = X/? x X e seja Ao tal
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que A = A2 + X\of € p(=A). Entao (A + A)~! € L(X). Logo existe z; € D(A) tal

que
(M + A)xy = (Ao + B)yr + 2.

Entao
Aoz1 + Aoz + Azi — doyr — Byr = ya.

Se Ty = /\()Il — Y1,
(Aol = C)(z1,22) = (Ao — T2, (Ao + B2 + Az1) = (1, 32)-
Portanto (Ag/ + C) é sobrejetor e o resultado segue. ]

~ Com isso, pelo Teorema 1.14 e o Corolario 1.3 temos que o operador

=" —]ﬁ]’

D(C) = H*N H! x H} C Hy x L* =Y, onde A é o operador
A:H*nHy - L*
(Au)z = —(Du)z
gera um Cj semigrupo em Y. Agora, como f¢ é Lipschitz em conjuntos limitados,

i
Assim, pelo Teorema 1.5, para cada valor inicial wo = (uo,vo) € Hy () x L*(Q)
0 p.V.i.
A { w, = Cw+ F(w)
w(0) = wo

tem uma tnica solugdo fraca w(t) cujo intervalo maximal [0, ¢max) de definicao é
finito somente se
lim flw(t)|] = oo

t—=tm

é claro que o mesmo ocorre com F =

Se ainda (uo, vo) € D(C), pelo Teorema 1.7 w(t) é solugéo forte deste p.v.i.. Além
disso, as solu¢des dependem continuamente dos dados iniciais.
Suponharnos que

tmax = o0, V('U,o,'vo) € H&(Q’) x Lz(ﬂ)

Entao a familia de operadores T'(t) : H3(2) x L3(2) = Hy(}) x L3(Q), t € R*

rof] - [9)= <L) [eor[i]e o

define semigrupo em H}(Q) x L*(). Mostraremos a seguir que existe uma fungao
de Liapunov associada a T'(t).
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3.3 Existéncia Global e Limitagao

Nesta se¢do mostramos que (3.4) define um semigrupo limitado de operadores. Isto
¢é obtido utilizando-se uma funcao de Liapunov apropriada.

Lema 3.3 Seja £: H)(R2) x L?(R2) — R definida por:

Lp8) = 5 [ IVo(@)ds + 3 [ W(a)de — [ Flua)de
onde
F(u) = /Ouf(s)ds

e [ satisfaz (3.2) e a condi¢do de dissipagdo :
u

Entdo L € uma fungdo de Liapunov para o semigrupo T(t) definido acima.

Prova: Seja B um subconjunto limitado de H}(Q2) x L*(Q), e sejam (¢, 1),
(¢2,%2) € B. Existem constantes C; e C; satisfazendo:

|C(¢1,91) — L(¢2,%2)| < Cillgs — d2llmy + Callthr — 2|12

Para mostrarmos isto basta observarmos que se ¢; € ¢, pertencem a um subcon-
junto By de Hj(§1), By limitado, entdo existe uma constante Lpg, satisfazendo:

|[F(ér())da — [ F(#a(2))de| < La, g — bally. (3.6)
Isso realmente ocorre, pois
(F() — Pl = [ 7s)ds] < K[ (lsl*+ 1)ds|
3 é1
br—dnt 2B K (g o)l — il
2 1 5 5 - 1,2 1 2]

onde h(¢1, ¢2) é um polinoémio de grau 4 em ¢, ¢,.

< K

Com isso,

< [ b, 62)llen — &l
< |h(é1, @2)llers |1 — b2llre
< (¢, $2)llpsrs |61 — 2llmy-
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Agora se ¢1,¢, € By C H}(), B; limitado, entdo existe uma constante Lg,
satisfazendo (3.6) pois

4 > .
h(d1, b2 )llpsrs <D cilldids " Npers + C
1=0

e cada um dos termos acima tem norma || |11 finita e majorada por uma constante

dependendo de B; e de (1, pela desigualdade de Holder e pelo fato de H!(Q) estar
continuamente imerso em L?(1), p < 6.

Logo temos

L) = £l <[5 (16l ~ Igaliy)|

1

2
|5 iy~ el
+ | [1F(@) - P(ga)

< Cillér = dallm + Collvr — Y2l

ou seja, L é Lipschitz em conjuntos limitados, logo £ é continua.

L ¢é diferenciavel quase sempre ao longo de solugdes .De fato, se (ug,vp) € D(C)
temos que

uy + Puy = Du+ f(u) quase sempre em (0, tmax) X €,

u = 0 em 01},
Cluu) = % [ IVu@)ide + % [~ [ P
= %(—Au,u) + ‘é‘(ut,ut> - (F(u)’1>7

e entao
:ldfﬁ(u,ut) = (=Du,ur) + (e, ur) — (f(u), w)
= (—Du+uy— f(u),u)

= (—Bun,u) = —f .
Entao se (uo,v0) € D(C) = (H*(2) N H}()) x HI(Y),

L(T(tl)(uO,'Uo)) S ﬁ(T(tg)(Uo,Uo)), tl Z tg.
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U T
f %

Como D(C) é denso em Hy() x L*(9) é claro que £ decresce ao longo de cada

érbita e portanto £ é uma fungéo de Liapunov para o semigrupo 7'(t). [ |

Notemos que

lim l_ff’_(_s_)I = 0.
|s{—00 IS,4

De fato dado ¢ > 0, existe uma constante ¢, tal que

[F(s)]

limlsl—-)oo —lglj,—

IN

. 1 s
limty o0 = /O £ (2)]dt

. 1 s
< hmlsl—’w ;1-/0 (6t3 + Cc)dt

. 1 [es?
= hm]sl-)oo :;Z T + CeS
. £ Ce 3
- hmlsl—)oo Z + ;5 = Za

se s > 0, e analogamente se s < 0. Portanto, como § é limitado, existe uma
constante ¢ satisfazendo:

Pl <l +1) e [IF@)I< e Jult+clf) < oo,
Q Q
onde || denota o volume de 2. Entao

| F@)(a)da
Logo

< cllgllze + el < Ellgllz + cl.

1 1
L@ < Slolly + 510l + | [ F@)@)da

IN

181 + SI13s + lolly + ol

Por outro lado,

f(u)

. u _—
11m|u|_,°°—u— <-6 = 11m|u|_}°°

f(u)+éu <o.

f(v) +éu

Entao existe M, = M tal que <eselul>M,e

el < —e¢.

frh o, [Hti,

u U
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Logo, _
u du? )+ s M1Tf(s)+ds ,
/0 f(s )dq+—2——5u —/ [———————25] sdsS‘/OF [-———26} sds < K.,

S

onde K, é uma constante dependendo de ¢.

Analogamente, se u > 0, u < — M,

[fein

u

— 2¢

<-€ e
/u [M—Qe]stS/—M [M—26}sdsfﬁ.
0 s 0 s

Se C. = max{ K, I?e} temos

u Su? )
/f(s)ds—i——é——eu <C., VYuel.
0
Logo,
2
F(u)§C€+£u2—6—;-§C’e+eu2.

Entao
1 2
L) 2 3ol + 510~ [ 1P(@)e)lda
1
> Slldl + 510 — el - Clol

2 Ci(llgll; +II¥IIZ.) = Co,
onde C; e C, dependem de € e de ). Portanto
1 .
Cull(6,8)]l = Co < L( ) < 518l + Sl + 2lldllly + el

Desde que £ decresce ao longo de solugoes ,

L(T(t)($,%)) < L($%), V(%) € Hy(Q) x L¥(Q).
Concluimos que T'(t) é um semigrupo limitado, pois se B é um subconjunto limitado
de H}(Q) x L*(R), e Kp é um limitante superior de lellezs 1912, (4,9) € B, entao:

Ci|IT(t) (o, )l — C2 < L(T(2)($,9)) < L(¢,¢) < CB,
onde Cg = —I + 2](2 + EK; + 9.
Com i lSSO é claro que, para cada (ug,vo) € H}(Q) x L*(), a solugao fraca de

{ wy = Cw+ F(w)
w(0) = (uO’UO)
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esta globalmente definida, pois como ja observamos, o intervalo maximal [0, ¢,nax) de
definicao da solugao w(t) do p.v.i. acima é finito somente se

Jim Jlu(®)] = oo.

o que nao € possivel uma vez que T'(t) é limitado. Portanto o semigrupo T'(t) est4
bem definido.

3.4 Compacidade Assintética e Existéncia de
Atratores Globais

Nesta segao mostramos que o semigrupo associado a (3.4) é de classe AK o que
juntamente com os resultados da Segao 3 implicam a existéncia de um atrator global
para o semigrupo associado a (3.4).

Lema 3.4 Se f satisfaz as condigoes (3.2) e (3.1) e f¢ : H; () — L*(Q) € dada
por f¢(u) = fou, entdo f° € compacta.

Prova: Para mostrarmos que f¢ é compacta, notamos que por (3.1), dado ¢ >
0 3 M, tal que se |u| > M, entéo |f(u)| < e[ul®. Entdo

L —gu
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f(u) = 596(“) + hc(“)?
onde
l9e(w)] < [uf,

e he(u) tem suporte compacto. Se B C Hy(R2) e v € f¢(B), entdo v(z) = fé(u)(z) =
fO‘((Ll(L:l),'lrlnESge P C Hy() ev € f°(B), entdo v(z) = f*(u)(z)
v(z) = fou(z) = (eg. + he) ou(z) = €gc 0 u(z) + he 0 u(z) = £g; (u)(z) + h(u)(z).

Logo f¢(B) C egt(B) + h¢(B). Se ainda supomos que as normas dos elementos de
B sio limitadas por K, entao Ve > 0,

loz@ilt: = [lgz(@)Pde = [ loc o ule)da

(3.7)
< [ Ju@)de = [l < Callullyy < Cak§ = Cs,

e Cp é uma constante que s6 depende de ) e de B. E importante notar que Cpg
nao depende de €. Agora, se u € H(Q), hl(u) € L=() pela defini¢io de A, €
Vu € L*(9), logo

[ VR @) = [ K@) Vu@)de
< IRl (Vullze,

ou seja, |[VhE(u)||rz € finita, e ainda mais, a imagem de um conjunto limitado
B C HY(Q) por h¢ é ainda um subconjunto limitado de H'(2). Como H(f2) esta
compactamente imerso em L%(Q), entao he(B) é pré-compacto em L*(f2).

Assim, dado § > 0, seja ¢ tal que €.Cp = §/3, Cg como em (3.7). Podemos
cobrir h¢(B) por um numero finito de bolas de raio §/3 e centro z; = héu;, u; € B,
1=1,2,...,r.Sejay; =egiuiew; =z; + y; € f¢(B),1 =1,2,...,7.

fe(w) —wille = llege(w) + hi(u) — =i — yille

< lege(llze + [1Ae(w) = illze + flyillze

< ) 4 ) N é 5
-3 33 7
para algum 7, 1 < i < r. Portanto, f¢ é compacta. » [ |

Teorema 3.1 O semigrupo T(t) definido em (3.5) é de classe AK.
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R t
Prova: Seja U, = e‘te W, = / eCt=s) F,

0

W, é compacta desde que F é compacta.

Agora, consideremos a equagao (3.3) com f¢ = 0,

d’tt = A¢ - ,B¢ta
que € equivalente a
{ ¢ = 9
1/)t = Ad’ - 5(251
e na forma abstrata
w; = Cw,

‘ 0 I
ondeC—(_A —,8)' |
Pelos Teoremas 1.5 e 1.7 para cada dado inicial wo = (uo,v0) € Hg(Q) x L*(Q2),
0 p.v.i.

w(0) = (uo,v0)

tem uma tnica solugao fraca w(t), e se wy € D(C), a solugdo w(t) é forte.

(3.8)

Seja 1 1 .
L(¢,%) = §/IV¢|2+ §/¢2+ 5/(1)1,['

Entéo se ¢ satisfaz ¢y = Ap — By,

L6600 = [ Astits [(6d+ 880+ [ did
= —pf ity [ 6+ [ oo
_ (_,@+g>/ﬂ¢f+g/n¢(—ﬁ¢t+a¢)
= (—ﬂ+g)/ﬂ¢?—§/9lw!2—§§/n¢¢t
= (2B +0)5 [ g5 [V -2 [ 9o

< -KL(¢,¢)
onde K = min{(243 — §),6,0}. Com isso

(6,60 < —~KL(g, )
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L(eC'(uo, vg)) < e Kt

sempre que (to, v9) € D(C). Segue por densidade que a desigualdade acima também

vale em Hj () x L?(9).

I

Para concluir que o semigrupo gerado por C decai exponencialmente basta mos
trarmos que L é uma norma equivalente & norma de H}(2) x L%(£), o que segue tri-
vialmente da desigualdade de Holder para ¢ suficientemente pequeno. [ |

Para concluir que existe um atrator global para o problema (3.4) falta apenas
mostrar que o conjunto dos pontos de equilibrio de T'(¢) limitado. De fato, se (uo, vo)
é ponto de equilibrio de T(t), temos que vo =0 e

—Au+ f(u) =0

w(Du+t flu) =0 e /ﬂ|vu|2:/nf(u)u
) S

— )
Como im0 —— < =6, — —5 se |lu| > M para algum M.
u u

Entao

u® f(u)

u

Sufw) < —ghl iz M

)
Sl ful 2 M

) A oA _
=>uf(u) < —§|u|2+05§05 VueR,
(3.9)

onde Cs é tal que u f(u) < Cs se |u| < M. Segue que
'/Q|Vu|2 = /Qf(u)u <Csl9:=CF e

(3.10)
”u”)(l/2 < 051

ou seja, o conjunto dos pontos de equilibrio é limitado.

Portanto, o problema (3.4) define um semigrupo T'(t) continuo, limitado, de
classe AK que possul uma fungao de Liapunov £, e além d1s50 o conjunto
Z={z : T({t)z =2 VYt > 0} é limitado. Logo, pelo Teorema 2. 5 T(t) possui
um atrator global compacto, e todas as afirmacées do Teorema 2.3 valem.
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