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"O entendimento dos símbolos e dos rituais (simbólicos) exige do intérprete que possua cinco qualidades ou 
condições , sem as quais os símbolos serão para ele mortos e ele um morto para eles. 

A primeira é a simpatia; não direi a primeira em tempo, mas conforme vou citando, e cito por graus de simpli-
cidade. Tem o intérprete que sentir simpatia pelo símbolo que se propõe interpretar. A atitude cauta, a irônica, a 
deslocada - todas elas privam o intérprete da primeira condição para poder interpretar. 

A segunda é a intuição. A simpatia pode auxiliá-la, se ela já existe, porém não criá-la. Por intuição se entende 
aquela espécie de entendimento com que se sente o que está além do símbolo, sem que se veja. 

A terceira é a inteligência. A inteligência analisa, decompõe, reconstrói noutro nível o símbolo; tem, porém que 
fazê-lo depois que , no fundo, é tudo o mesmo. Não direi erudição, como poderia no exame dos símbolos, é o de 
relacionar no alto o que está de acordo com a relação que está embaixo. Não poderá fazer isso se a simpatia não tiver 
lembrado essa relação, se a intuição a não tiver estabelecido. Então a inteligência, de discursiva que naturalmente 
é, se tornará analógica, e o símbolo poderá ser interpretado. 

A quarta é a compreensão, entendendo por esta palavra o conhecimento de outras matérias, que permitam 
o símbolo seja iluminado por várias luzes, relacionado com vários outros símbolos, pois que, no fundo, é tudo o 
mesmo. Não direi erudição, como poderia ter dito, pois a erudição é uma soma; nem direi cultura, pois a cultura 
é uma síntese; e a compreensão é uma vida. Assim certos símbolos não podem ser bem entendidos se não houver 
antes, ou no mesmo tempo, o entendimento de símbolos diferentes. 

A quinta é a menos definível. Direi talvez, falando a uns, que é a graça, falando a outros, que é a mão do Supe-
rior Incógnito, falando a terceiros, que é o Conhecimento e Conversação do Santo Anjo da Guarda, entendendo cada 
uma destas coisas, que são a mesma da maneira como as entendem aqueles que delas usam, falando ou escrevendo." 

Fernando Pessoa 
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Resumo 

Neste trabalho nós provamos a existência de atratores globais para equações 
escalares hiperbólicas com atrito linear em domínios suaves f/ c IR,3  

wtt + Owt = Aw + f (w) em 9, 

-,-- O em 0í, 
com o termo não linear satisfazendo uma condição de crescimento subcrítico. 
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Introdução 

Seja um subconjunto aberto, limitado de 1113, com fronteira 09 suave e con-
sidere o seguinte problema de valor inicial e fronteira 

utt 	Out  = Au + f (u) em 9, 
(0.1) 

= 0, em aQ. 

Neste trabalho procuramos obter condições ótimas de crescimento para o termo 
não linear f sob as quais o problema (0.1) tenha um atrator global minimal, e de 
forma a não utilizar na prova da existência do mesmo a fórmula da variação das 
constantes não linear de Alekseev que requer que o semigrupo associado a (0.1) seja 
um C'-semigrupo (veja Arrieta, Carvalho e Hale [1992]). 

Como é usual assumimos que a função f : IR IR satisfaça a seguinte condição 
de dissipação 

l 	
f (u)

im  sup 	 < 	 .< 01  
1.1->00 u 

mas poderíamos assumir 
f 	(u)  lim sup 	< 0 _ U 

sem prejuízo de qualquer resultado. 

A condição de crescimento adotada é a condição chamada de subcrítica que é 

f' (u)  
lim 	 =0. u2  (0.4) 

A técnica utilizada na prova da existência de um atrator global para o pro-
blema (0.1) com termo não linear f satisfazendo (0.2) e (0.4) coincide com a técnica 
utilizada para o caso não crítico 

It(u)1 	c(1 	lur), -y < 2 

(0.2) 

(0.3) 
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em todos os pontos, com exceção da prova de que o termo não linear é compacto, 
onde utilizamos uma técnica parecida com a adotada em Arrieta, Carvalho e Hale 
[1994 decompondo a não linearidade em uma parte compacta e uma não compacta. 
No caso de crescimento subcrítico, contudo, esta decomposição pode ser feita com 
a parte não compacta tão pequena quanto se queira, possibilitando provar que esta 
não linearidade é ainda compacta. 

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 1 introduzimos os 
conceitos básicos indispensáveis ao desenvolvimento do trabalho, muitos dos quais 
sem prova. No Capítulo 2 apresentamos uma completa descrição de como obter 
existência de atratores globais para semigrupos, com todas as provas incluídas. Fi-
nalmente, no Capítulo 3 utilizamos os resultados dos capítulos precedentes para 
mostrar a existência de atratores globais para o problema (0.1) com as condições de 
crescimento e dissipação acima. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Semigrupos e Potências Fracionárias 

Seja X um espaço de Banach real ou complexo e L(X) o espaço das trans-
formações lineares e contínuas de X em X com a norma usual 

TxI  = sup 
xo sEx 

Definição 1.1 Um semigrupo de operadores lineares limitados em X é uma família 
{T(t),0 < t < oo} C L(X), satisfazendo: 

• T(0) = /; 

• T(t s) = T(t)T(s) V t, s >0. 

T(t) é fortemente contínuo ou um Co  semigrupo se 

limT(t)x = x, V x E X. 

Definição 1.2 O gerador infinitesimal de um Co  semigrupo T(t) é o operador 
A : D(A) C X -4 X, definido por 

Ax = lim
T(t)x — x

, V x E D(A), t 

e o domínio de A, D(A), é o conjunto de todos os elementos x E X para os quais 
este limite existe. 



Vi> O. 
grupos com gerador infinitesimal A e B respectivamente, A = B implica T(t) = S(1), 

O gerador infinitesimal de um Co  semigrupo é único, e se T(t) e S(t) são Co  semi-

Consideremos o problema de Cauchy 

IdT(t) 	
AT(t), 

dt 

T(0) = 1 

onde A é um operador linear limitado. A solução de (1.1) é T(t) = eAt que satisfaz 
as condições da Definição 1.1. Então a família de operadores T(t) = eAt,  > o,  é 
um semigrupo fortemente contínuo e/leo gerador infinitesimal de T(i). 

Como o gerador infinitesimal de um Co  semigrupo o determina unicamente, a 
partir daqui usaremos a notação eAt  para indicar um Co  semigrupo de operadores 
lineares limitados cujo gerador infinitesimal é A, mesmo que A não seja limitado. 

Teorema 1.1 Seja eAt um Co  semigrupo em X. Então: 

(i) Existem constantes M > 1, w E IR satisfazendo: 

MeAll <Me , t > O; 

(ii) Para x E D(A), em x  - D(A), t ---4 emx é diferenciáve/ e 

d _eAtx  =_. Aemx  = em Ax, 1>  O;  
dt 

(iii) Para x E D(A), t,s E lR+, 

eA'x — els x = eAT Axdr = AeArxdr; 

n  D(An) = X. 
n>1 

Se em (i) tivermos w = O, dizemos que em é uniformemente limitado. Se ainda 
M = 1, então eAt é chamado um Co  semigrupo de contrações . 

Definição 1.3 Se A : D(A) 	X, D(A) C X, é um operador linear fechado, o 
conjunto resolvente de A, p(A), e o conjunto de todos os números complexos para 
os quais AI — A é invertível, i.e., R(A : A) = 	é um operador linear limitado 
em X. O espectro de A, a(A) é o complementar de p(A), ou seja, cr(A) = X\ p(A). 
O operador R(À : A) é chamado operador resolvente de A. 





Definição 1.6 Seja A um operador linear fechado, densamente definido, satisfa-
zendo 

p(A) D E+  = 	:0 <w < largAl < 71- } U V, 	 (1.2) 
onde V é uma vizinhança do zero, e 

IIR(À : A)II À E E. 
1+ lAl' 

Para A satisfazendo (1.2) e (1.3) e a > 0, definimos 

(1.3) 

1 
(A— zIr l dz 

A c' 	27ri IC 2 a  
onde C é um caminho no resolvente de A, de ooe—i' à ooeiu, c.) < v < 7r, como 
abaixo: 

Estamos supondo que O E p(A), e portanto uma vizinhança V do zero pertence 
ao resolvente de A, principalmente por conveniência. A maioria dos resultados de 
potências fracionárias ainda valeriam mesmo que O p(A). 

Se a = 7/ E IN, a Definição 1.6 coincide com a definição clássica de A-a = A = 
(A1-1. Para O < a < 1 nós podemos deformar o caminho de integração no semi 
eixo real negativo percorrido nos dois sentidos e obter 

= 
sin ira  rt 	1- Ar dt. A' 

7T 	O 



Definição 1.7 Se w < /2, i.e., se A é setorial, então A-° é injetora V a > O, e 
definimos 

A' := 

Teorema 1.4 As potências fracionárias do operador A satisfazem: 

(i) Se a > O, então A" é um operador fechado; 

(ii) ?_ > O implica D(A) c D(A'), 

(iii) D(A) = X para todo a > O; 

(iv) Se a, ,3 são reais, então 
Ax = Aa Af3s, 

para todos E D(A-Y), onde -y = mas(a, 0,a I- f3). 

Proposição 1 Seja H um espaço de Hilbert real com produto interno ( , ). Seja A 
um operador auto-adjunto, A: D(A) c H —> H, satisfazendo: 

(i) D(A) = H; 

(ii) (Au, u) 	801112 , 6> O. 

Então A é um operador setorial e A' está bem definido, a > O. 

Prova: Como H é um espaço de Hilbert, H é uniformemente convexo e o conjunto 

F(x) = {x*, x* E H* e (x,x*) 	1142  = lis-112} 

é unitário. 	Além disso, o único elemento de F(x) é o funcional linear 
x* 	( .,x). Logo, a imagem numérica da A é 

	

S (A) = {(As , x*) = (As , 	11x11 = 1} . 

Como por hipótese (As, x) 611x112,  então S(A) c [S, oo). 

Agora, A é sobrejetor, e pela hipótese (iii) A é injetor. Com  isso, O E p(A), e 
pelo Teorema 1.2, cr(A) C [S, oo) e 

1  
IIR(À : A)II 5_ À 	 E p(A). 

d7: S(A))' 
(1.4) 









11(Fu)(t)II ileA(1-10)uo 	eA(1- Af (s, u(s))dsli 
to  

• M(to)lluoll + jo lleAC-s)11(11f(s,u(s)) — f (s , 0)1I + f (s,0)11)ds 

< 	M (to)Iluo)11 + M (to ) K (to ) L(K (to ), + 1)(t — to) 

+ M (to ) N (to )(t — to ) 

< M (to)Iluoll M (to)[K (to )L(K (to), to + 1) + N (4)1(1  — to) 

• M(to)iluoll 

Iluoll  • m(to )[K(to )L(K(to ),to  +1) + N(t0)1K(t0)L(K(t0), to  + 1) + N(to) 
2m(to)jluoll = K(to). 

Nesta bola, f satisfaz a condição uniforme de Lipschitz com constante 
L = L(K(to ), to  + 1), e 

	

IlF(u)(t) — F(v)(t)11 5 M(To)L(iu — 	— to). 

Com uma indução em n obtemos: 

ilrett)(t) — Fn(v)(t)li < 
M(to )L(t  — to)liu  — vil 	(MLt i )   Ilu — vil, n! 	 n. 

(MLt i )n 
onde M = M (to ). Para n suficientemente grande, 	 < 1, e pelo Teorema do 

n! 
Ponto Fixo de Banach, F possui um único ponto fixo no intervalo [t0, t1]. 

Do que acabamos de provar segue que se u é uma solução fraca de (1.7) no 
intervalo [0, T], u pode ser estendida ao intervalo [0,T + 8] COM 6 > 0, definindo 
u(t) = w(t) em [r, T + 6], onde w(t) é a solução da equação integral: 

w(t) = eu(T) 	eA(')  f (s , w(s))ds, 	T < t < T 6. 

Além disso, 8 depende apenas de 00)11, K(T) e N(T). 

Seja [0, t rna„) o intervalo maximal à direita do zero de existência da solução fraca 
u de (1.7). Se tmax  < oo então 

um 	liu(t)I1 = oo, t-tn,a„ 

pois caso contrário existiria uma sequência tn  t trnax  tal que ilu(tn)li < C Vn. Isto 
implicaria, pelo que acabamos de provar, que para cada tn  perto o suficiente de tmax, 

11 



u definida em [O, t il poderia ser estendida à [O, t n  5], onde 5 > O é independente 
de t n. Então u poderia ser estendida além de trnax , contrariando sua maximalidade. 

Para provar a unicidade da solução fraca local u de (1.7) notamos que se v é uma 
solução fraca de (1.7) com valor inicial vo  então 

ilu(t) — v(t)li < 	il eAc-to )uo  _ emt-to )voli folleAc-s)(f(s,u(sr _ f (s, v(s))Ads 

5 	Anuo  — Volt + MLJ ilu(s) 
	

(s)iids • 
Pela Desigualdade de Gronwall 

ilu(i) — v(t)ii < MemL('°) Iluo — Volt 5 AI em Ls  iluo volt-

Portanto se uo  = vo, então u = v. 

Teorema 1.6 Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja A o gerador infinite-
simal de um Co  semigrupo eA' em X. Se f : [to, T] -4 X é Lipschitz continua em 
[to, 7], então para todo uo  E D(A) o p.v.i. 

Idu(t) 

tem uma única solução forte em [to , T] dada por 

u(t) = e"-i°)uo 	eA(t—s)f (s)ds. 	 (1.9) 
to  

Prova: Se X é reflexivo e f é Lipschitz contínua em [to, 71, então f é diferenciá,vel 
quase sempre, e f' E (to , T, X). Seja 

v(i) = 	e" —  f (s)ds, 
to  

v(t) é diferenciável e v(t) E D(A) quase sempre em [to , T]. Além disso 

2/W 	Av(t) f (t) E L1 (10 , T, X). 

u(t) emt-to)uo v(t).  

u(t) é diferenciável quase sempre em [to, T] e 

ui(t) 	AeA('°)uo  + Av (t) + f (t) = Au(t) + f (t) E L' (to , T, X). 

Como u(to) = uo, u(t) é solução forte de (1.8), e é claro que u(t) satisfaz a 
equação integral (1.9). 	 • 

= Au(t) + f (t), 
dt 

t > to  
(1.8) 

u(to) = uo 

Seja 

12 









Definição 1.11 Dizemos que um aberto SI é de classe Cm, m E Z, m > 1, se 
para todo x E as] existe uma vizinhança U de x em 	e uma aplicação bijetora 
H : 	II tal que 

• II E Cm(Q); 

• H -1  E Cm (U); 

• H(Q+ ) = U n st, 

• H(Q0 ) u n as/, 

onde 

_-= 	{x = (x', x) E 11C-1  x IR; ixii < 1 e ixfli < 1}; 

Q+ 
	Q nIRZ; 

Qo 	= {x E Q; x7, = O} . 

Teorema 1.10 Seja S2 c 1R3, Ít aberto de classe C' com fronteira limitada. Então 

H1 (9) c LP(S.2), 	1 

• a imersão é contínua. Se 1 < p < 6, a imersão é compacta. 

Teorema 1.11 Seja ft um aberto de classe C' com al limitada ou SI ---= IR:. Seja 
f E L2(n) e seja ti E Ho' (SI) satisfazendo: 

VuVw = jf 	V ço E H(f). 	 (1.11) 

Então u E H2 (S1) e Iluil„2 < Clif11,2, onde C é uma constante que só depende de 

Prova: 
Caso a: 52 = 

Dado h E 111%h O seja 

1 	 u(x h) — u(x) Dhu = —(Thu — , i.e., Dhu(x) 'hl 	' 

16 



Logo 

e então 

Em particular, 

liDhudi lifilL21157Dhull =__ 

IlDhuhi 5_ lifilL2 . 

e seja so = D_h(Dhu). (p E H j (I1C) e por (1.11) 

LIVDhu 12  = inVuVw = J f cio = Lf D h(D hu), 

portanto, 
ilDhuii2Hi 	IlfIlL211D-h(Dhu) 1o. 

Pelo Teorema 1.9 temos 

liD_hullo(Rn)  < ¡Rui' 1,2(Ftn)' 

5- 11f11L2 	 j = 1, 2, ... ,n. 
L2 

 

Ou Pelo Teorema 1.9 	E H'(), j = 1,2,...,n, e então u E H2(2). É claro que 
3 C tal que iluil„2 5 Cil IL2 

Caso b: í = 

Seja h E IR'' x {0}. Dizemos que h é paralelo à fronteira de SI e denotamos 
h 	an. Se u E Hj(n) e h 409, então Thu E H (  í). Seja so = D_h(Dhu). Como no 
caso a: 

IlDhull2H1 	IlfIlL211D-h(Dhu)11L2- 
Se h a9 ainda temos 

IlDhvil,2 < IIVuIl 	Vv E IP (51) 

Portanto 

Sejam 1 
Temos 

e por (1.12) 

II D huil H l 5.  f II L2 V h il an. 	 (1.12) 

< j < n, 1 < k < n —1, h = (0,0,..., ihl,0,...,0) e so E Cr(9). 

att = — uv_h 
(ô 

—) 

aço)
jup_h( j;:i  IlfIlL211(PIIL2. 

17 



Passando o limite quando ¡hl —> O obtemos 

 

j 82(  ii 	P  
ax,ax k  

 

1 < j < n, < k < n — 1. 

Falta mostrarmos que 

  

G11.1.111,21k011L2 Vyo E Cr(9) 

   

Notemos que a equação (1.11) implica em 

 

jua2(P 
aX2  Iu ax? + if f(pi 	 cp E Cr(n). 

Logo temos 

   

U a2  
49X 3 aXk 

ClIf Vyo E Cr(9), 1 < j, k < n. 

   

Então pelo Teorema 1.9, —
au 

E H' A), 3 1, 2, ... ,n, e portanto u E H2(9). ax3  

Caso geral: f2 limitado. 

Seja U1, U2, 	, Uk uma cobertura finita de 0S-2 e consideremos uma partição da 
unidade 01, 02, ..., Ok , subordinada a esta cobertura conforme o Teorema 1.8. É 
claro que u =E," „ 0,u, e assim basta mostrarmos que Ou E H2 (51), i = 0, 1, ... ,k. 
Primeiro demonstramos que 0ou E H2(52). Como Bouln E C°(5), a função 00u 
estendida por O fora de f2 pertence a H' (11C). Segue da equação (1.11) que 00u 
satisfaz 

fRn V(00u)V(,o = 	00f — 	2VO0Vtup — 	(600 )wp, V cp E k, 
R" 	R" 	 R" 

Se g = Oof —2570057u — (A00)u, então g E D(ilin< c),,eufsieigL2u:  portanto do caso a 
que 00u E H2(IR) com 

j10011,2 5 C(11.fIlL2 

já que IIuiIHl<  lifilL2., pela equação (1.11). 

Por fim demonstramos que Ou E H2(9) para 1 < i < k. Seja v = Ou E 
11,:- (í n ui). Como acima, v satisfaz 

VvV(p = J g', V ço E 1-4(SIn 

18 



onde 
g = Oi f — 2(V0i)(Vu) — (602 )u, 

e g E L2 (S.2 n Ui ) com jig11,2 	Clifii,2. Se H é como na Definição 1.11 e J = 	, 
seja w(y) = v(H(y)), y E Q. e w(Jx) = v(x), x E S/ n Ui. Seja 1/,  E Hj(Q+ ) e seja 
yo(x) = 0(Jx), x E st n U. Então yo E Hj(fl n ui ) e 

av Ou> 0Jk  
ax,= 	ayk aX 

acp 	ao aft 
ax3 	ay£ axi • 

Logo 

.11-2nUi 
VvVyodx = E

aik aw ao , ax 
nriU 	OX ax ayk  age  .7 

v aik ah a, ao  
c2+,., Az, ,WWelJacHidy. 

Portanto 
tk 57'vV 	 aw O y. = 	ake—, 	uY5 

LnU, 	 Q+ k,1 	uYkuYe 

af,ôJ, „, 
a 	 Jke = -- acni. . aX 3 aX 3 

Notemos que ake  E Ci (Q+ ) e que qualquer que seja e E Ir, temos 

  

2 

ale121 Eakeeke = ifacHl E 
k,t 

 

com a > O, uma vez que os jacobianos Jac H e Jac J são não singulares. 

Por outro lado, temos 

g(pdx =
i 	

(g o H)01JacHidy 
 

Portanto temos 

aw ao 
E 	ak e--, dy = 	"Ody V' E k(Q+ ), 	(1.13) 

Q+ 	ayk age 	Q+ 

onde ã = (g o H)IJacHl L2 (Q+ ). 

onde 
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Combinando (1.14) e (1.15) obtemos 

aw 
JQ+ Oyn aYn + 	 V IP E Clc(Q+). 

  

Portanto cv E H2(Q) e 111/111/2 5 CM?. Voltando a Si n Ui, temos que v = 
Ou E H2(9 n i) e então Ou E H2  (n) com liOiulill2 	CM/.  L2 . 	 • 

Teorema 1.12 (Lax-Milgran) Seja H um espaço de Hilbert, e seja a(u,v) uma 
forma bilinear, contínua e coerciva. Então para todo ço E H* existe um línico u E H 
tal que 

a(u, v) = (v, (p) Vv E H. 
Além disso, se a é simétrica, então u se caracteriza por: 

1 	 1 
uEH e— a(u u) — 	u) = min„EH  {-2a(v,t) - (Cp, v)} . 

2 

	 E2 
Teorema 1.13 lu E C2  (S-1) : u = O em 89} = i-n(Q) n 

Teorema 1.14 Seja l um subconjunto aberto, limitado e com fronteira suave do 
R3  . Seja A o operador 

A :D(A) C X X 
‘,2 u 

(Au)x = —(Au)x = (a2uax12 8x22 8x32 x, x E 9, 

onde X = L2(9) e D(A) = H2(9) n H(f). Então: 

(i) A é fechado; 

(ii) A é simétrico; 

(iii) Á é sobrejetor; 

(iv) A é positivo; 

(v) A tem inversa compacta. 

Prova: 

21 































































Bibliografia 

[1] J. ARRIETA, A. N. CARVALHO, J. K. HALE A Damped Hyperbolic Equa-
tion whit Critical Exponent, Commun. in Partial Differential Equations, 
17(5& 6), 841-866, [1992]. 

[2] H. BREZIS Análisis Funcional Teoria y Aplicaciones, Alianza Editorial, 
S. A., Madrid, [1984]. 

[3] J. K. RALE Asymptotic Behavior of Dissipative Systems, Math. Surveys 
and Monographs 25, Am. Math. Soc., [1988], Providence, RI. 

[4] D. HENRY Evolution Equations in Banach Spaces, Notas não publicadas, 
IME, USP, [1981], São Paulo, SP. 

[5] O. LADYZHENSKAYA Attractors for Semigroups and Evolution Equations, 
Cambridge University Press, [1991]. 

[6] A. PAZY Semigroups of Linear Operators and Aplications to Partial Dif-
ferential Equations, Applied Mathematical Sciences 44, Springer-Verlag, 
[1983]. 


