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RESUMO 

Dada uma ação de um grupo de Lie G numa variedade M, uma construção 
geométrica, chamada blow-up, é utilizada para obter uma nova variedade deno-

tada por B(A,M), onde A é um certo subconjunto invariante de M. 
Quando G é abeliano, através de uma seqüência finita de tais blow-ups 

equivariantes, uma nova variedade M' é obtida, dotada de uma ação não-singular 
de G. 

Neste trabalho estudamos em que condições a variedade 	pertence 'a mesma 
classe de bordismo de M, e também alguns resultados sobre bordismo de ações 
não-singulares são obtidos. 



ABSTRACT 

Given an action of a Lie Group G on a manifold M, a geometric construction, 
called blow-up, is performed to yield a new manifold denoted by B(A, M), where 
A is a certain invariant subset of M. 

When G is abelian, by a finite sequence of such equivariant blow-ups, a new 
manifold /tf' is obtained, carriyng a nonsingular action of G. 

In this work we study under which condictions the manifold /tf' belongs to the 
same cobordism class of M, and also sorne results on cobordism of nonsingular 
actions are obtained. 
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Introdução 

Conner e Floyd em [4] mostram que se M é uma 4-variedade diferenciável fe-
chada e v = v(F, M) é o fibrado normal sobre o conjunto de pontos fixos F, 
então M e .ff1.13(1, ® 1) bordam, isto é, [M]2  = [ifi.13(v ED 1)] 2 . 

Mais geralmente, considerando G um grupo de Lie compacto e uma G-varieda-
de M, podemos perguntar em que casos tal relação se generaliza. Mais ainda, em 

caso negativo, quais outros relacionamentos possíveis entre a classe de bordismo 
de M e outras variedades relacionadas com os pontos fixos F. 

Wasserman em [14], considerando uma adequada subvariedade invariante A 
de uma G-variedade M, define o blow-up de A em M como sendo 

B(A, M) = M # .ff1.13(, e 1), 

onde #A e a soma conexa ao longo de A, e o utiliza simplificar a estrutura de 
órbitas de M. No caso de G ser abeliano ele obtém certas variedades chamadas 
de não-singulares. 

Posteriormente, ao analisar o relacionamento entre certas classes caracterís-

ticas e o conjunto de pontos fixos, Wasserman, em [15], constrói uma variedade 

W cujo bordo é a união disjunta de três das variedades da definição do blow-up, 
isto é, 

aw = m B(A, M)C1 ff1.13(v e 1). 



Segue imediatamente desta construção de Wasserman o seguinte relaciona-
mento entre as classes de bordismo das variedades envolvidas: 

[B(A, M)}2  = [M[ 2  [IRP(v e 1)}2. 

Neste trabalho, considerando o blow-up de todos os pontos fixos F de 
uma G-variedade M obtemos um relacionamento geral envolvendo as classes de 
bordismo de M e de ff/P(v e 1) que depende da classe do blow-up, isto é, 

[B(F, M" )} 2 = [M] 2 [IRP (v ED 1)] 2. 

Impondo restrições sobre G e sobre o conjunto de pontos fixos F obtemos 
relacionamentos mais específicos entre as classes de bordismo de M e de 
B(F, M). Em especial, quando M é uma Z2-variedade não-singular, obtemos 
pelo Teorema de Conner-Floyd que [B(F, M)]2  = [A1]2 = O. Destes resultados 
obtemos algumas informações já conhecidas sobre a não existência de involuções 

com certos tipos de pontos fixos pré-determinados. 

Nos Capítulos Te II, após introduzir a notação e enunciar os resultados básicos 
sobre Grupos de Transformação, Fibrados, Bordismo e Números de Stiefel-Whit-
ney, chegando ao Teorema de Conner Floyd, obtemos uma condição para que uma 

7L2-variedade M com conjunto de pontos fixos 1-codimensional tenha classse 

de bordismo nula. 

No Capítulo III, após definir e exemplificar as noções de blow-up e de var-

iedades não-singulares, estabelecemos o exposto acima. 

II 



Capítulo 1 

Grupos de Transformação e 

Fibrados 

Neste capítulo introduzimos a notação e alguns fatos básicos sobre grupos de 

transformação e fibrados. As provas destes resultados podem ser encontradas em 

[6] e [11]. 

1.1 Grupos de Transformação 

Definição 1.1.1. Seja G um grupo topológico e X um espaço topológico de Haus- 

	

dorff. Uma G-ação é urna aplicação contínua 	: G x X —> X tal que: 

1) ço(e,x)= x para todo x E X, onde e é a identidade de G; 

	

2.) So(92, So(91, x)) = so(g2g1 , x) para todo 	 E X.gi,g2 EGex 
A tripla (X,G,c,o) é chamada de grupo de transformação topoldgico ou 
ação sobre sobre X, eX é chamado de G-espaço. 

Quando (j9 é compreendida do contexto, usamos a notação 

ço(g, x) = g.x = gx. 

Daí, as condições acima são descritas como: 
1)ex = x; 

2 )92(91x) = (9290x. 
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Quando a e fixado, denotamos (X,a,cp) simplesmente por X. 

Para cada g E a temos uma aplicação bijetora 

cpg  : X X 

definida por x wg(x) = (g,p x), que é um homeomorfismo de X. 

Se a e um grupo de Lie, X é uma variedade diferenciável e 

diferenciável, então cp., é um difeomorfismo. 
Dado um GLespaço X denotamos: 

so é aplicação 

C(x)= {gx E Xig E C} órbita dez E X; 

Cx  = {g E Cl gx = x} grupo de isotropia de x; 

XG  = Fix(C, X) = {x E XI Cs  = a} conjunto dos pontos fixos. 

Note que se g E C e x E X, então ag. e Cw  são conjugados, isto e, 

Cg. = 9C=9-1  • 

Definição 1.1.2. Dados dois Gr-espaços X e Y, uma aplicação f : X 	Y e' 
chamada G-aplicação ou aplicação equivariante se para cada g E C exEX 
temos 

f(gx) = gf(x). 

Uma Gr-aplicação que e bijetora é chamada G-equivalência. Quando existe 
uma Gr-equivalência f:X-17  dizemos que X e Y são G-equivalentes e 
denotamos X Y. 

Considerando Y um subconjunto de um Gr-conjunto X denotamos 

gY = {gy I y E Y}. 

Dizemos que o subconjunto Y é G-invariante se gY C Y,Vg E Gr. Clara-
mente um subconjunto invariante Y de um Gr-espaço X satisfaz, Vg E a, 9Y -= Y. 
Naturalmente C(x) e um subconjunto a-invariante de X. 
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Denotamos 

{G(x) I x E G} conjunto das órbitas deX. 
7r : X -4 5 aplicação natural levando x em G(x). 

O conjunto ã dotado da topologia quociente é chamado de espaço das órbitas 
de X. 

Se X é um G-espaço ex E X existe uma aplicação natural 
G 

as  : — G(x) 
Gs  

definida por as(gGs )=-- gx. 

Proposição 1.1.3. Se G é compacto então as  : 	G(x) é um homeomorfis- 

Definição 1.1.4. Um G-espaço X é chamado: 

1. trivial se Gs  = G,Vx E X; 

2. livre se G. = {e},Vx E X; 

5. semi-livre se Gs  = {e} ou Gs  =G, Vx E X; 

4. transitivo se existe apenas uma órbita, isto é G(x) = X; 

5. efetivo se n.Ex  G = {e}. 

A proposição abaixo caracteriza G-aplicações. 

Proposição 1.1.5. Sejam G um grupo compacto e H, K dois subgrupos fecha- 

dos de G. Então 

<4. I. existe uma G-aplicação f: ?f- 	 H é conjugado a um subgrupo 

de K; 

2. se existe a E G com aHa' c K então a aplicação fa  : 

definida por gH 	fa(g H) =- ga-1K é G-aplicação e toda G-aplicação 

tem esta forma. 
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1.2 Tipos de Órbita e Tipos de Isotropia 

Assumimos aqui que G é um grupo topolOgico compacto e que todos os espaços 
são de Hausdorff. 

Denotemos por ..T a família de todos os G-espaços homogêneos (ação transi- 
tiva) de Hausdorff. Considere em ..T a relação de equivalência •-•-• dada por: 

X •-•-•Y -4r) existe um G-homeomorfismo f : X —> Y. 
Denote por (X) a classe de equivalência contendo X. 

Definição 1.2.1. A classe (X) é chamada tipo de órbita e o conjunto de tais 
classes E é chamado conjunto dos tipos de órbitas. 

Segue da Proposição 1.1.3 que para cada G-espaço homogêneo de Hausdorff 
X, existe um subgrupo fechado H de G tal que são G-homeomorfos 

G X raj  -- 
H' 

isto é, cada (X) é representado por um espaço de classes laterais 

Um ordenamento parcial do conjunto é dado por 

(X) 	(Y) -4r) existe uma G-aplicação f : X —> Y. 

Neste conjunto ordenado parcialmente temos: 

(g) é um máximo e 

(g)  é um mínimo. 

Definição 1.2.2. Quando um G-espaço homogêneo X é equivalente a -ia! , deno- 
tamos a classe de conjugação de H em G por (H), isto é, 

H = {K C G; K r•-• H} = {K C G; K = gH g-1,g E G}, 

e chamamos (H) de o tipo de isotropia de X. 

4 



Em particular, se G é abeliano temos (H) = H. 

Genericamente, dado um G-espaço X, uma Orbita que é equivalente a ji-G  

chamada de: 
Orbita com tipo de isotropia (H) 

órbita com tipo de órbita (-$). 

Um ordenamento parcial das classes de conjugação de subgrupos fechados 
de G é dado por 

(H) 	(K) <4. H é conjugado a um subgrupo de K. 

Resumidamente temos então os dois ordenamentos parciais: 

(-H-G) G7G) Tal 	a- aplicação »I  3a E G laHa-1  C K 

(H) 	(K) <4,  H 	, le C K <4,  3a E G I aHa-1  C K. 

Assim 

isto é, 

Proposição 1.2.3. A correspondência ( 11)— H é um anti-isomorfismo do con-

junto parcialmente ordenado L" no conjunto parcialmente ordenado das classes de 

conjugação dos subgrupos fechados de G. 

Quando (e) e (G) são tipos de isotropia do G-espaço X, esta correspondência 
poder ser representada por 

Tipo de G-órbitas: () 	 > (%) _?_ 	(g)  

Tipo de isotropia: (e) 	... 5_ (H) :5_ (K) 	 (G). 
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Dado X um G-espaço e H um subgrupo de G denotamos por X(H) a união 

das órbitas de X com tipo de isotropia (H), e por X(> H) a união das 

órbitas de X com tipo de isotropia maior ou igual a (H), isto é, 

X(H) = {x E X; (G.) = (H)} = {x E X;G. H} 

= {x E X;Ra EGIG. = aHa-i } 

X(> H). {x E X;Gz 	H} = {x E X; 3a E G I G. 7 aHa-1 }. 

Em particular temos: 

X(G) =X° 	 pontos fixos 

X(c) ={x E X; G. = e} pontos "livres". 

Proposição 1.2.4. Gr' = X(> H). 

Corolário 1.2.5. Se G é compacto e X é um G-espaço de Hausdorff então X(> 
H) é fechado em X. 

Corolário 1.2.6. Sejam G compacto e X um G-espaço de Hausdorff. Se (H) é 
maximal entre os tipos de isotropia que aparecem em X, então X(H) é fechado 
em X. 

Dado um G-espaço X temos uma decomposição de X como união disjunta 
dos subconjuntos X(H), isto é, 

X =U X(H), 
(H) 

onde (H) varia sobre todas as classes de conjugação de subgrupos de G. 

Em geral X(H) não é fechado em X. Mas em casos especiais podemos ordenar 
e agrupar os X(H) em subconjuntos fechados. 
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Proposição 1.2.7. Dadas finitas classes de conjugação (H1 ),..., (H4 de sub-
grupos fechados de G, podemos arranjci-las tal que 

(g) ?_ (Hi) 	i j. 

Em particular, quando G é abeliano temos: 

D Há 	(Hi)> (113 ) 	i j. 

Proposição 1.2.8. Seja G um grupo compacto e X um G-espaço de Hausdorff. 
Suponha que {(Hi)}, conjunto dos tipos de isotropia aparecendo em X, é finito. 
Ordene-o como na Proposição 1.2.7. Se denotarmos 

Xi= X(HOU • • •U X(H,) 

então Xi  é fechado em X. 

Dado um G-espaço X, dizemos que X tem n tipos de órbita quando existem 
exatamente n tipos de órbitas diferentes em X. 

Teorema 1.2.9. Se G é um grupo de Lie compacto e M é uma G-variedade 
compacta, enteio existem apenas finitos tipos de órbita em M. 

7 



1.3 Órbita Principal e Tipo de Isotropia Prin-

cipal 

Como já vimos anteriormente, entre os tipos de órbita a menor é —GG  e a maior é 

-g- Mas estes tipos de órbitas nem sempre ocorrem em um G-espaço X. {e} • 

O teorema abaixo afirma a existência de um tipo de órbita máximo quando 

MIG é conexo. Relembramos que M(H) denota a união das órbitas de tipo G'/H. 

Teorema 1.3.1. Seja G um grupo de Lie compacto e M urna G-variedade. Se o 

espaço das órbitas Lã e' conexo, então existe um tipo de órbita máximo Si  em M. 

Mais ainda, 

M(H) é aberto e denso em M; 

M(H) 
é conexo. 

G 

Definição 1.3.2. O tipo de órbita máximo garantido pelo teorema acima é cha-

mado de tipo de órbita principal e as órbitas deste tipo são chamadas de 

Orbitas principais. Os grupos de isotropias correspondentes são chamados de 

grupos de isotropia principais. 
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1.4 Fibrados 

Aqui vamos definir, construir e enunciar alguns resultados básicos envolvendo 
fibrados que serão utilizados no que segue. As provas podem ser encontradas em 
Milnor [11] e em Kawakubo [6]. 

Dado uma (7-ação so : G x X 	X associamos a cada gE Ga aplicação 
: X 	X dada por s o 9(x) = (g,so x), que e um homeomorfismo de X em X, e 

definimos um homomorfismo : G-* Homeo(X) por g 	= sor  

Quando a ação e efetiva temos que (I,  e um monomorfismo. Assim identifica-
remos G:=J-- (KG) C Homeo(X), e denotaremos simplesmente G C Homeo(X). 

Definição 1.4.1 (Fibrado Coordenadas). Seja K um grupo topológico atuan-
do efetivamente em um espaço topológico F. Sejam E e X espaços de Hausdorff e 
ir : E 	X uma aplicação contínua. Suponha que existam uma cobertura aberta 
{Ua }a€A  de X e um homeomorfismo so, : ir -1(U„) 	Ua  x F para cada a E A 
tendo as três propriedades seguintes: 

1. pa.soa  = ir, onde Pa :Ucr x F 	Ua  é a projeção; 

2. Defina, para cada x E U„, soa,r  : 1r -1(X) 	F por z 	soa,r (z) = ja .so,„(z), 
onde pia  : Ua x F 	F é a outra projeção. Denote 00,„(x) = 
para x E U„ f-  I Up. Então Opa(x) E K C Homeo(F). 

3. A aplicação Opa  : U, ri Up 	K assim obtida é contínua. 

Então, juntando as informações acima, o sistema (E, ir, X, F, K,U,,so„) é cha-
mado de um fibrado coordenadas. 

Definição 1.4.2 (Fibrado). Dois fibrados coordenadas (E, ir, X, F, K,Ua,c,00) 

e (E, ir, X, F, K , L 1 , ) que têm em comum E, ir, X, F e K são chamados equi-
valentes no sentido estrito se 

15,,a(x) = 	E K para x E 	n up' 
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e 
(5, : tia n (f p' 	K é continua. 

Uma classe de equivalência e = (E, ir, X, F, K) de fibrados coordenados com res-
peito a relação de equivalência acima é chamada de um fibrado, e E é chamado 
de espaço total, ir de projeção, X de espaço base, F de fibra, e If de grupo 
estrutural. Em um fibrado coordenadas (E, ir, X, F, K,(Ia,soa ) chamamos (Ta  
de vizinhança coordenada, soa  de função coordenada, e 0,8 „, de função de 
transição. Também, para cada x E X, denotamos por Ex  = ir -1(x) a fibra 
sobre z. 

Um fibrado coordenadas que é um representante de um fibrado e  é freqüen-
temente chamado, por simplicidade, de fibrado e abreviamos a notação de um 
fibrado e= (E, ir, X, F, K) para ir : E 	ou E. 

Um fibrado em queE=XxFeid : E —)..X x F é uma função coordenada 
é chamado de fibrado produto. 

Definição 1.4.3. Sejam e = (E ,7r, X , F, K) e e' = (Ei  , 	, F, K) dois 
fibrados tendo a mesma fibra e o mesmo grupo estrutural. Uma aplicação contínua 

: E 	E' é chamada de aplicação fibrada de e em e' se as duas condições 
seguintes são satisfeitas: 

.1. Existe uma aplicação contínua f : X 	X' tal que o diagrama seguinte 
comuta 

1 
X 

2. Sejam {U„, soa } e {Vii,solu } pares de vizinhanças coordenadas e funções co-
ordenadas de e e e' respectivamente. Para todos a, p com Ua  n f-1  (v) $ 
denotamos 

fp.(x) = 	para x E Ue, n 
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Então 

f 	E K c Homeo(F) 

e 

fisu:U fl f -1(V,;)— K é contínua. 

Se X = X' e f = id no acima, então 7  é chamado de um isomorfismo de 

fibrados. Quando existe um isomorfismo entre dois fibrados e  e ei dizemos que e 
e ei  são fibrados isomorfos (ou equivalentes) e denotamos e e' ou E E'. 

Um fibrado que é isomorfo ao fibrado produto é chamado de fibrado trivial. 

Um fibrado (E, 7r, X, F, K) em que F=K e K opera por translação à es-
querda é chamado de fibrado principal, ou K-fibrado principal, e é denotado 
por (P, ir, X, K) 

Proposição 1.4.4. Para um fibrado principal q = (P, ir, X, K) existe urna K - 

ação à direita canonicamente livre sobre P tal que a fibra 7r -1(x) é K-invariante. 

Mais ainda, a projeção ir: P 	X induz um horneornorfisrno : 	X. 

Se X é um G-espaço à direita e Y e um G-espaço à esquerda, podemos con-
siderar a ação diagonal de G sobre X x Y, isto é: 

O x (X x Y) 	x Y dada por (g, (x , y)) 	g.(x, y) = (xg-1  , gy). 

O espaço das Orbitas desta ação é chamado de produto torcido de X e Y, e é 
denotado por 

X xa Y = G 

Definição 1.4.5. Dados um K -fibrado principal 7r 	e F um K-espaço 

efetivo podemos construir um fibrado com fibra F e grupo estrutural K que é 

chamado de fibrado associado ao K-fibrado principal P, isto é: 

p : P x E  F 	X de f ini d a por [z 	P([z Y]) = 7r(z). 

X x Y 
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Teorema 1.4.6. Dois fibrados E e g tendo os mesmos espaço base, fibra e 
grupo estrutural são isomorfos se e só se seus fibrados principais associados são 
isomorfos. 

Definição 1.4.7. Uma secção para um fibrado ir: E —> 13 é uma aplicação 
contínua s : B —> E tal que Tr.s = ids. 

Teorema 1.4.8. Seja ir : P —> X um fibrado principal. Então P é trivial se e 
só se ir tem uma secção. 

Corolário 1.4.9. Um fibrado é trivial se e só se o fibrado principal associado 
admite uma secção. 

Definição 1.4.10. Dado um fibrado e  = ( E, ir, X, F, K) e uma aplicação contí- 
nua f : Y 	X, obtemos um fibrado com fibra F, grupo estrutural K e espaço 
base Y, chamado de fibrado induzido e denotado por te, considerando 

{(y,z)EY x Elf(y). ir(z)} 

e o diagrama comutativo 
E 

7r, 

Y 	X, 
onde f' é urna aplicação fibrada e ri  é a projeção no primeiro fator. 

Definição 1.4.11. Sejam E e X espaços topológicos e ir : E —> X uma apli-
cação contínua. Se as condições 1 e 2 seguintes são satisfeitas, então (E,tr, X) 
é chamado de fibrado vetorial. 
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1. Para todos, 	(x) tem a estrutura de um espaço vetorial sobre os números 

reais IR. 

2. Para todo x, existe uma vizinhança aberta U de x e um homeornorfisrno 

: T-1(U) 	U>< IR' tal que p.ço = ir e, para cada y E U, 

T-1(y) -9. {y} x IR" IR" é um isomorfismo linear, 

onde p: U x 	U denota a projeção. 

Quando a fibra F de um fibrado vetorial ir: E -9. X tem dimensão constante, 
isto é, F é um espaço vetorial ri-dimensional, dizemos que ir : E 	X e um 
fibrado vetorial n-dimensional. Assim, um fibrado vetorial ri-dimensional 
pode ser identificado com um fibrado com fibra IR" e grupo estrutural G L(n, IR) 

(às vezes chamado também de ti-plano fibrado ou Br-fibrado). 
Em particular, denotaremos o fibrado vetorial n-dimensional trivial por 

Eri ou simplesmente por n, isto é, 

IR' 	X x lir = En = n 

X. 

Denotaremos o fibrado linha canônico sobre IRP", espaço projetivo real 
n-dimensional, por 7„1  = (E(7„1), 	IRPn), onde 

E(7,1,) = {({±x},v) E IR?' x 	e múltiplo de x} 

e 

ir1 : E(7„1 ) 	IRPn e a projeção no primeiro fator. 

Definição 1.4.12. Dada uma secção s : B(E) 	E(e)  de um fibrado vetorial e, 
dizemos que s é uma secção totalmente não-nula se s(b) é um vetor não-nulo 
de Fb(e)  para cada b E B(e). 
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Definição 1.4.13. Dada uma coleção de secções 	,s„ de um fibrado vetorial 
e, dizemos que si,... 	são secções totalmente independentes se para cada 
b E B(e) os vetores si(b),...,s,,(b) são linearmente independentes. 

Teorema 1.4.14. Um fibrado vetorial n-dimensional e é trivial se e só se e 
admite n secções s1 ,... ,5„ que são totalmente independentes. 

Definição 1.4.15. Sejam G um grupo topológico e ir: E X um fibrado veto-
rial tal que E e X são G-espaços e 7r é uma G-aplicação. Se para todo gEG e 
x E X, a aplicação 

	

g: 
7r1 x) 	 7r1 (g x) 

é um isomorfismo linear, então ir : E X é chamado de um G-fibrado veto-
rial. 

Resumiremos agora algumas construções básicas envolvendo fibrados. 

Sejam 71.  : E 	X e 7t' : E' 	X' dois G-fibrados vetoriais. O fibrado 
produto de E e E' é definido como o produto cartesiano 

71.  X ir' : E x E' 	X x X'. 

Quando X = X' a soma de Whitney de E e E' é denotada por EeE' e é definida 
como o fibrado induzido por E x E' e pela aplicação diagonal d : X 	x X 
(dada por d(x) = (x, x)), isto é, 

E e E' = (E x g) 	E x E' 

	

ri ! 	Inn'  

	

X 	X x X. 

Seja e um fibrado vetorial F—).E48 e ÉcE um subconjunto. 

Denotamos por eia  o fibrado restrição de e a É, isto é, 
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ei 

13 c 	 '2, 

onde ir é a restrição de 7r a É. Observe que a fibra é a mesma nos dois fibrados. 

Lema 1.4.16. Se I : E 	E' é uma aplicação fibrada e f : B 	B' é a 
aplicação correspondente dos espaços base, então Eas- P E'. 

Esquematicamente, 

Sejam e e 72 fibraclos vetoriais sobre o mesmo espaço base B com E(e) C E(72). 
Dizemos que e é um subfibrado de ri se cada fibra F6(e) é um sub-espaço vetorial 
da fibra correspondente a Fb(n). 

Lema 1.4.17. Se ei e E2 são subfibrados vetoriais de n : E 	B tais que 
Fb(7) ) = Fb(ei) e Fb(G), Vb E B, então 72 El e 52. 

Teorema 1.4.18. Dado um subfibrado e c n, onde ri e' um fibrado vetorial do-
tado de uma métrica Euclidiana, existe um subfibrado e1  c ri tal que ri ra 

O fibracio E1  acima é chamado de complemento ortogonal de e em n. 
Quando uma variedade diferenciável N admite uma métrica Euclideana dize-

mos que N é uma variedade Riemanniana. 
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Considerando uma imersão f : M 	./xf entre variedades diferenciáveis, com 

N Riemanniana, temos rm subfibrado do fibrado induzido PrN , isto é, 

7)4 	FrN - - s-rN 

Daí, usando o Lema 1.4.16, temos 

Corolário 1.4.19. Se f : M 	IV é uma imersão entre variedades dife- 

renciáveis, com N Riemanniana, então existe uma decomposição em soma de 

Whitney 

trN 	rm e vf. 

O fibrado y1  é chamado de fibrado normal da imersão f. 

Em particular, quando f = i, a inclusão, temos 

i'rN = rNlm = rm rm• 
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1.5 Fibrado Universal (Espaços Classificantes) 

Dado um grupo de Lie compacto G, existe (Construção de Milnor) um 
fibrado principal principal 7r: E(G) 	B(G), onde E(G) á contrátil (7ri(E(G)) = O, Vi) e 
B(G) = ;Gd é determinado de modo único a menos de homotopia. 

Se p:P—).Xéum G'-fibrado principal com base paracompacta X, então 
existe uma aplicação f : X 	B(G), tal que o fibrado induzido 11(E(G)) 
isomorfo a P. 

	 E(G) 

ir 

  

X 

 

B(G). 

 

Desta propriedade, o fibrado ir : E(G) 	B(G) e chamado de G-fibrado 
principal universal, o espaço B(G) de espaço classificante de G e a aplicação 
f de aplicação classificante de P. Ver, por exemplo, [12]. 
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Capítulo 2 

Bordismo e Números de 

Stiefel-Whitney 

Neste capítulo reescrevemos alguns resultados sobre bordismo e números de Stie-

fel-Whitney visando basicamente chegar ao Teorema de Conner-Floyd 2.5.2 que 

tem um papel fundamental no capítulo seguinte. As provas destes resultados 
podem ser encontradas em [11] e [4]. Na última seção obtemos uma condição 
para que uma Z2-variedade tendo conjunto de pontos fixos 1-codimensional tenha 
classse de bordismo nula. Consideraremos daqui em diante apenas variedades 
diferenciáveis compactas e diremos simplesmente variedades. 

2.1 Bordismo 

Definição 2.1.1. Uma n-variedade M borda se existe uma (n-1-1)-variedade 
(diferencicivel compacta) W com aw = M. Duas n-variedades M e N são bor-
dantes, denotamos M N, se a sua união disjunta M Ú N borda, isto é, 

M 	N 	aWn+1  com aw m el N. 

A relação "ser bordante" é uma relação de equivalência e denotamos a classe 
de equivalência de uma variedade M por [M]2. 
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Definição 2.1.2. O conjunto das classes de equivalência da relação acima é cha-

mado de grupo de bordismo não-orientado de dimensão n e é denotado 
por 

AÇ 	{[M]2; Mn é variedade diferenciável compacta}. 

O conjunto Arn  é um grupo com a operação 

[M12 ENI2 -= EM Ci 

Mais ainda, jV = 	é um anel com a multiplicação induzida pelo produto 
cartesiano. 

Thom em [13] mostrou que: 

Teorema 2.1.3. AC é uma álgebra polinomial sobre Z2 com um gerador em cada 
dimensão não da forma 2i —1. 

Explicitamente, por [3, Teorema 13.17], 

Ars = Z2[X2, X4, X5, X6, X8, X9) • • • II onde X2i = 

Fixemos agora um espaço X. Consideremos o conjunto os pares (M, f), onde 
N/ é uma n-variedade e f : M 	./3( é uma aplicação (diferenciável). 

Definição 2.1.4. Dizemos que um par (M, f) borda se existe uma (n+1)-varie-
dade (diferenciável compacta) W e uma aplicação (diferenciável). : W X tal 
que aw = M e FIM  = f. Dois pares (M, f) e (N, g) são bordantes, denotamos 
(M, 	(N, g), se a sua união disjunta (M C.1 N, f el g) borda, isto é, 

(M, 	 -̂1  (N, 	<=> 
{

awn+1 1 aw =MON 

3F :W —. XI Fim = f e PIN = g. 

Esquematicamente, 
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Á "  
• F 

11:19 
MA r ----'-  X 

.(M,f) borda 	(M, f) e (N, g) bordantes 

A relação acima também é uma relação de equivalência e denotamos a classe 

de equivalência de um par (M, f) por [M, f]2. 

Definição 2.1.5. O conjunto das classes de equivalência da relação acima é cha-
mado de grupo de bordismo não-orientado de dimensão ti do espaço X 
e é denotado por 

Al>,(X) = {[M, f] 2 ; Mn variedade e f: M —> X aplicação}. 

O conjunto N,i(X) é um grupo com a operação 

fli + [N, = [M Ú N, f u 9]2, 

onde (f t.) g)im  = f e (f t.) g)i, =g. 
Em particular, quando X é um ponto temos N.(X) = Arn• 

Obs.: Conner & Floyd em [4] consideram mais geralmente grupos de bordismo 
de um par (X, A). 

Existe também uma teoria de bordismo equivariante para G-variedades, onde 
G é um grupo finito. 

Denotaremos aqui uma G-variedade Mn por (G, Mn). 

Diremos que (G, Mn) é uma G-variedade principal quando a ação de G 

em Mn é livre. 

Quando (G, Mr) e (G, Mn são G-variedades equivalentes (ver após a Defi- 
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nição 1.1.2) denotamos simplesmente 

(G, mr) = (G, AC) 

Definição 2.1.6. Seja (G, Ar) uma G-variedade principal fechada. Dizemos 
que (G, Mn) borda equivariantemente se existe uma G-variedade principal 
compacta (O, W'') com (G,awn-F1 ) = (G, Mn). Duas G-variedades principais 
(G, Mr) e (G, M;') são bordantes equivariantemente se a união disjunta 
(G, Min O M;') borda equivariantemente. 

A relação acima é uma relação de equivalência e denotamos a classe de equi-

valência de uma variedade (G, Mn ) por [G, Mn]2• 

Definição 2.1.7. O conjunto das classes de equivalência da relação acima é cha-
mado de grupo de bordismo equivariante não-orientado de dimensão ri 
do grupo G e é denotado por Al.„(G). 

O conjunto H(0) é um grupo abeliano com a operação soma definida por 

[G, 	+ [G, Mn = [G, Mr O Mn2. 

A soma direta fraca Arm,(G) = 	0  Arn(G) torna-se um N.-módulo (à direita) 

graduado ao considerar a operação 

[G, M12.[ V12  = [G, Ar x1712, 

onde [G, Aff] 2  E A(G) e [V12  E N., sendo a ação em Mn x V' dada por 

g(x, 	= (gx, Y). 

Chamamos H(0) de módulo de bordismo do grupo finito G. 

Obs.: Conner & Floyd em [4] consideram mais geralmente Ars(G , A) onde as 

ações livres são trocadas por ações A-livres. 

21 



2.2 Classes de Stiefel-Whitney 

Originalmente considerava-se classes de Stiefel de uma variedade, classes de Whit-

ney de um fibrado vetorial e classes de Stiefel-Whitney do fibrado tangente à. 

uma variedade. Posteriormente estes conceitos foram unificados, consideran-

do classes de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial. Nesta seção resumimos 

a definição explícita das classes de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial, co-

mo em Conner-Floyd [4]. Posteriormente definimos axiomaticamente as classes 

de Stiefel-Whitney e resumimos algumas de suas propriedades, seguindo Milnor 
[11]. 

Dado um grupo de Lie G, consideremos o G-fibrado universal 

ir: E(G) —)- B(G). 

Para G = Z2  temos B(Z2) = EP", onde EP' é a união ascendente 

EP1  c EP2  C • • • C IIir C ... de espaços projetivos. 

Como I-P(EP"; Z2) = Z2, Vi, temos H*(EP'; Z2) = Z2  [t], uma álgebra 

polinomial com um gerador 1-dimensional t E Hl  (IIiP";Z2 ). 

Para G = (Z2)", como B(Gi  x G2) = B(G1) x B(G2), temos 

= Z2[t , 	,t,], 

com cada t i  1-dimensional. 

Para G = 0(n), o grupo ortogonal, denotando por D o subgrupo das 

matrizes ortogonais diagonais em 0(n), temos D'"=.' (Z2 )n e o seguinte resultado: 

A inclusão (Z2)n c 0(n) induz um monomorfismo 

p : H*(B(0(n));Z2 ) 	fr(B((Z2 )n);Z2 ) = Z2 [t1 ....,tn ] 

cuja imagem são os polinómios simétricos em 11, ...,tn. 
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Em particular, denotaremos os polinômios simétricos elementares 

E ti,...t,, 
<á< 

simplesmente por E ti. • • tk• 

Definição 2.2.1. As classes de Stiefel-Whitney universais do fibrado 
7r : E(0(n)) 	B(0(n)) são as classes de cohomologia wi E Hi(B(0(n)); Z2), 
1 < i < n, tais que p(wi) = E t1 ... ti, os polinômios simétricos elementares. 
A classe de Stiefel-Whitney universal total de E(0(n)) é 

w = 1 + + • • • + wn• 

Temos então que 

H*(B(0(n)); Z2) = z2ftsi, • • • , 

Considere agora r : E 	X um fibrado vetorial n-dimensional com X um 
CW-complexo. Tomando um produto interno sobre o fibrado, podemos conside-

rar 1" COMO um 0(n)-fibrado. Assim existe uma aplicação fibrada 

E 	E(0(n)) 

X 

onde 7r : E(0(n)) 	B(0(n)) é um 0(n)-fibrado universal com fibra lir. Por 

universalidade, o homomorfismo 

f* : 11*(B(0(n));Z2) 	H*(X;Z2) 

é independente da aplicação fibrada particular. 
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Definição 2.2.2. As classes de Stiefel-Whitney de um 0(n)-fibrado vetorial 
r: E -+ X são definidas como 

w(r) = R.) E Hi(X; Z2), 

onde os wi's são as classes de Stiefel-Whitney universais. 

Agora vejamos a definição axiomática das classes de Stiefel-Whitney. 

As classes de cohomologia de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial 
são definidas através de quatro axiomas: 

Axioma 2.2.3. Para cada fibrado vetorial e corresponde uma seqüência de 
classes de cohomologia 

w(E) E Hi(B(e); Z2), i = 0,1,2,..., 

chamadas de classes de Stiefel-Whitney de e. Se f é um fibrado n-dimensional 
então 

wo(e) = 1 E H°(B(e); Z2)) elemento unidade, 

w(E) = O para i > n, 	a classe nula. 

Axioma 2.2.4 (Naturalidade). Se f : B(f) 	B(n) é coberta por uma apli- 
cação fibrada de e em ri então 

w(E) = Twi(n), 

onde 
: Ht (B(n); Z2 ) -+ F(8(0; Z2). 

Axioma 2.2.5 (Teorema do Produto de Whitney). Se f e ri são fibrados 

vetoriais sobre o mesmo espaço base, então 

wk(e e 77) = 
i=0 

onde 	é o produto cup. 
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Axioma 2.2.6. Para o fibrado linha canônico 71 sobre a esfera 51 , a classe de 
Stiefel-Whitney w i (-w) é não-nula. 

As classes de Stiefel-Whitney da primeira definição satisfazem os quatro axi-

omas acima. 

Milnor [11] prova a existência de classes de Stiefel-Whitney dando uma cons-

trução em termos das "Operações Quadrado de Steenrod". 

As classes de Stiefel-Whitney têm as seguintes propriedades. 

Proposição 2.2.7. Se e é isomorfo a 77 então w(C) = 

Proposição 2.2.8. Se e é um fibrado vetorial trivial então wi(e). O para i > O. 

Proposição 2.2.9. Se e é trivial então wi(e G 77)= 

Proposição 2.2.10. Se C é um fibrado n-dimensional com uma métrica Eucli-
deana que possui uma secção totalmente não-nula, então ton(e) = O. Se e possui 
k secções que são totalmente independentes, então 

wn_k+, (e) = Wn-k-E2 (e) = • • = ifin(e) = O. 

Denotemos por H*(B; Z2) o anel consistindo de todas séries formais infinitas 

a = ao  + ai a2 • • • , com ai e IP (B Z2)• 

A operação produto deste anel é dada pela fórmula 

a.b = (ao  + a i 	a2  + • • •)(bo 	bi  +192 	• • • ) 

= ((Lobo ) + (ai  bo 	aobi ) + (a2bo 	aibi 	aob2) -I- • • • • 
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Definição 2.2.11. A classe de Stiefel-Whitney total de um fibrado n-dimen-

sional E sobre B é definida corno o elemento 

tv(E) = 1+ + w2 + • • + wn+ o + • • • 

do anel H* (B;Z2)• 

O Teorema do Produto de Whitney torna-se então 

w( e = 

onde o lado direito é a operação produto do anel. 
Quando e = rm denotamos por 

w(M) = 

a classe de Stiefel-Whitney total do fibrado tangente à variedade M e diremos 
simplesmente classe de Stiefel-Whitney de M. 

Como exemplo temos: 
a) w(5n) = 1; 
b) w(lliPn) = (1 a)u+1 , onde a E H i  (lliPn ; 7Z2) = 712 é o gerador. 
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2.3 Números de Stiefel-Whitney 

Seja Mn uma variedade diferenciável fechada, possivelmente desconexa. Denota-

mos a única classe de homologia fundamental de M por 

[M] E Hn(M;Z2 ). 

Para cada classe de cohomologia v E Hn(M; Z2) denotamos o índice de 
Kronecker por 

v[M] =< v, [M] > E Z2. 

Seja 1 = (ii, • • • , ir) uma partição de n, isto é, 	,i,- são inteiros não 
negativos com i1  + • • • -I- ir  = n. Quando 1 = n dizemos que 1 é uma partição 
trivial de n. Para cada fibrado vetorial e podemos formar o monómio 

(e) 	• • • 	wt,.(e) E Hn(B(e); Z2), 

onde 	denota o produto cap, que denotaremos simplesmente por 

wii (e) • • • 

 

Em particular, particular, considerando e = TM, o fibrado tangente da variedade M, temos 

wi, (rm) • .. %vir  (rm) E Hn  (M; Z2). 

Definição 2.3.1. O número de Stiefel-Whitney da variedade fechada Mn, 

associado à partição 1 = (i1,. 	de n é o inteiro mod 2 

wi(m)=< tv,i(rm)•••wir(rm),[m]> • 

A importância dos números de Stiefel-Whitney é ilustrada pelo teorema se-

guinte e pela sua recíproca. 

Teorema 2.3.2 (Pontrjagin). Se 13n+1  é uma variedade diferenciável compac-

ta com 013 = Ar, então todos os números de Stiefel-Whitney de M são nulos. 
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Como aplicação deste teorema temos: EP" borda <=s n é ímpar. 

A recíproca do Teorema de Pontrjagin é devida a Thom. 

Teorema 2.3.3 (Thom). Se todos os números de Stiefel-Whitney de M são 

nulos, então existe uma variedade diferenciável compacta B7̀ +' com OB = 

Corolário 2.3.4. Duas n-variedades diferenciáveis fechadas M1  e M2 pertencem 

à mesma classe de bordisrno não-orientado se e somente se todos os números de 

Stiefel-Whitney correspondentes de M1  e M2 são iguais. 

A característica de Euler módulo 2 de uma variedade M é um invariante da 

classe de bordismo pois considerando a partição trivial 1 = n temos o seguinte 

relacionamento (ver [11, Corolário11.12]) entre o número de Stiefel-Whitney 

W(M) e X(M). 

Teorema 2.3.5. Se M é uma variedade diferenciável compacta então 

W(M) x(M) mod 2. 
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2.4 Fibrado Involução 

Uma involução é um homeomorfismo T : X X de período 2. Considerando 
4:a {1,T}, identificaremos uma involução sobre X com uma ação de 7L2 sobre 
X e a denotaremos por (T, X). 

Como uma involução livre (T, M") sobre uma variedade fechada é uma 7L2-

variedade principal fechada temos uma relação de bordismo e o grupo de bor-
dismo gi(7z2) (Ver Definição 2.1.7). Especificamente, (T, Mn) borda, escrito 
[T, Mn)2  = O, se existe uma involução livre (S, B"I) sobre uma variedade 
compacta com O Bn+' = Mn e Sim„ = T. 

Consideremos então (T, Mn) uma involução livre e M 	41.- o 7L2-fibrado 
principal associado. Por 1.5, existem.: uma aplicação equivariante Mn 	E(7L2), 
onde E(7L2) é um 4-fibrado universal, e uma aplicação induzida 

	

mn 	E(z2)  

	

P T 
	 — B (Z2 ) = IR DOO 

única a menos de homotopia, isto é, temos um diagrama 

	

M 	E(7L2) =-- S°° 

1 
B(7L2 ) = IRr 

Temos então o diagrama induzido em cohomologia 

	

H*(E(7L2); Z2) 	H* (M; Z2) 

	

H* (B(Z2 ); Z 2 ) 	H*( 1*. ; 7L2 ). 

Como H*(B(7z2); 7L2) = 7z2[t], uma álgebra polinomial com um gerador 

1-dimensional, podemos considerar, como na Definição 2.2.2, 

P*  (t) E Hi I é  ;Z2) . 
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Denotaremos c = p(t) e a chamaremos de a classe característica da invo-
lução (T, M). 

Sejam e 	lin um fibrado k-dimensional e q : (e) 	lin o fibrado 
esfera associado a e, onde a fibra é uma (k — 1)-esfera 5k-I e S(e) é uma 
(n 	k — 1)-variedade fechada. 

Como a aplicação antipodal A : 5k-1 	Sk-i  está no centro de 0(k), temos 
correspondentemente uma involução livre preservando fibra sobre 5(e), que em 
cada fibra reduz-se à aplicação antipodal e que denotaremos por T : (E) 	5(E) 

Chamamos (T, (5)) de o fibrado involução associado a e. 

Consideremos então, como acima, o 7L2-fibrado principal 5(e) 	asso- 
ciado ao fibrado involução (T , S (e)) , o diagrama correspondente 

Z2 

\\\ 	

Z2 

5(5) 	 E(Z2) 

	' B (7L2), 

e 	c = )9* (t) a classe característica da involução (T, S (e)). 

Denotando EP (f) ='25/-g temos também um diagrama comutativo 

sk-1 = NPk-1  A 

8(C) 	 - 	= JRP(E) 

Vn 

onde p: ff/P(e) 	é um fibrado, com fibra ff/Pk-I , chamado de fibrado 

espaço projetivo associado ao fibrado vetorial e —y.tin. 

5k-1 
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aplic. fibrada S(f) 

	 EP(e) 

Consideremos agora a inclusão i : 	IRP(e). 

Por um lado, considerando os Z2-fibrados, temos o diagrama 

sk-I 

Ir 
Epk-1 

e correspondentemente 

H1  (E(Z2); 

Z2= Hl  

Z2) Z2 ) 

Z2) 	P.  

111 (.9 	Z2) (e); 

i* 

H(  S'; 

(B(Z2); (EP(e); Z2) 111 (IRPk-  ;Z2 ),  Z2, 

que associa 
t 	p* (t) = c 	i*(c). 

Assim, pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney, 2.2.4, a imagem 
is(c) de c E HI (JRP(e); Z2) pelo homomorfismo is : HI (JRP(e); Z2) 
in(Japk-i; Z2) e o gerador de Hl(JRpk-i; z2).  

Por outro lado, considerando p: 	(e) 	V" e os seus fibrados tangentes, 
TRpw e ry, temos 
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onde 

= P!(rv) é o fibrado induzido por p; 

6 é o fibrado dos vetores de riip()  paralelos às fibras ./RPk-1  de 1RP(e) 	V". 

Como IRP(e) e localmente um produto temos, usando o Lema 1.4.17, 

TRP = I e2 

(Observe que daí temos iiRpk-1 	V = v( ilipk-i Ep(e)). )  

Considerando p : RP(e) 	V" temos por naturalidade que a classe de 

Stiefel-Whitney total de j é dada por 

w(ei) = P*(w(r)) = P*(E tor) = 	p*(wr) = 1 + v*(wi) + • • + P-(10.), 
r=0 	r=0 

onde ti.),  = wf (Vn), r = 0,1, 2, ... , n, são as classes de Stiefel-Whitney de TV.. 

A classe de Stiefel-Whitney total de 2  ao longo da fibra em firIP() 

foi calculada por Borel-llirzebruch [1]. 

Teorema 2.4.1 (Borel-Hirzebruch). A classe de Stiefel-Whitney total de e2 
ao longo da fibra em RP(e) é dada por 

w(e2) = 	( 1 + c)k—  p* (I) 5) = (1 4. c)k  + (1 4_ c) c-i p.(vo 	p- (t,k),  
3.0 

onde v. = ws(e), s = 1,2,... , k, são as classes de Stiefel-Whitney do fibrado 

vetorial k-dimensional e —> V. 

Como 6 é um fibrado (k —1)-dimensional segue também que vale a relação 

ck = ck- 1 p..( vi ) 	( vo.  

Assim, a classe de Stiefel-Whitney total de IRP(e) é 

w(EP(C)) = w(e. 6,  6) = w(ei).tv(e2) 

p* (W r.)) . 	(1 	C)k-  p*  (V p )) . 
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Explicitamente, cada classe de Stiefel-Whitney de lap( e) é dada por 

(k — s 
tui(EP(0) -= E 	73.(wrvs)eq, 

r-1,9-1-q=i 	g 

onde to, 	tor(V") E Hr (V";Z2), v3 = tv3(e —> V") E Hs(V";Z2) e c E 
1-11 (EP(e); Z4. 
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2.5 Classe de Bordismo de Variedade com Invo-

lução 

Dada uma involução sobre uma variedade M" descrevemos sua classe de bordismo 
[M]2  E AÇ em termos de seu conjunto de pontos fixos. 

Consideremos inicialmente o caso em que a involução (T, 	é livre de pontos 
fixos. 

Proposição 2.5.1. Se M" é uma variedade fechada admitindo uma involução 
livre de pontos fixos, então M borda. 

Uma prova geométrica deste fato é considerar 
T : M -4 M a involução livre de pontos fixos, 
O: M x 1 M x 1 involução em M x / definida por 0(x, t) = (Tx,1—t). 

fr ext _ Como O é livre podemos considerar a variedade W =- 	, para a qual temos 

(Mxn aMx/ Mxa/ Mx-(0,14  aw a 

	

	 m. ) 

Considere agora uma involução diferenciável (T, M) sobre uma variedade di-
ferenciável possivelmente desconexa. Fixe daqui em diante uma métrica Riem-
maniana sobre M" com respeito a qual T é uma isometria. 

Denote F = UP, onde 

F é o conjunto dos pontos fixos de T. 

P é a união das componentes i-dimensionais do conjunto dos 

pontos fixos (O < i <n). 

O conjunto P é uma subvariedade i-dimensional mergulhada regularmente 
em M". 
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Observe que F" consiste das componentes de M" que são ponto a ponto fixa-

das por T, não tendo portanto fibrado normal. Note também que uma vizinhança 
tubular N de F é uma união disjunta de vizinhanças tubulares em torno de cada 
componente de F. 

Denote 

= v(Fi  , M) —> Fi o fibrado normal a Fi  em Mn, i <n. 

q: S(vi) —> Fi  o (n-i-1)-fibrado esfera diferenciável correspondente. 

Para cada i < n existe um fibrado involução (T, S(v)) do fibrado esfera S(v). 

Denotemos 

(T , S (v)) =\/ i(T , S(vi )) 
,71 

a união disjunta, onde chamamos 

S(v) o fibrado esfera normal ao conjunto dos pontos fixos. 

Temos então 
71-1 

[T, S (v)] 2  = E[T , S(vi)] 2  E N_1  (Z2). 
i.o 

Considerando agora F" =0, N uma vizinhança tubular de F e denotando 
Bn  = Mn  — N, temos que Bn  é uma subvariedade com bordo S(v)n-' mergulhada 
regularmente em M, sobre a qual T não tem pontos fixos. Assim, por definição, 
[T, S(v)] 2  borda, isto é, 

[T, S (v)] 2  = [T, O Bn] 2  = O em Arn-i(Z2)• 

Finalmente chegamos ao Teorema de Conner-Floyd [4, Teorema 24.2]. 

Teorema 2.5.2. Seja (T, M") uma involução diferencidvel sobre uma variedade 
fechada. Denote por q : v —> F o fibrado normal ao conjunto de pontos fixos 

F, por q' : v e 1 —> F a soma de Whitney de v com o fibrado linha trivial, e 
por S(v e 1) o fibrado esfera associado a q'. Então 

[Ar% = [li-w(v e 1)]2. 
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2.6 Fibrado Linha Gerado por uma Subvarieda-

de 1-Codimensional 

Na tentativa de obter condições para que uma Z2-variedade M tenha classe 

de bordismo nula consideramos inicialmente o caso especial em que o conjun-

to dos pontos fixos é 1-codimensional. A técnica empregada aqui é baseada em 

Wasserman, [14], que utiliza o fibrado linha gerado por uma subv-ariedade 1-
codimensional A de uma variedade M. A condição obtida para que M borde 
depende de uma certa classe de Stiefel-Whitney associada a A. 

Em [14, def. 24] Wasserman mostra o seguinte resultado: 

Proposição 2.6.1. Se A é urna subvariedade invariante fechada de codirnensão 1 

de urna G-variedade M, então o fibrado normal de A em g p: v = v(A, M) A, 
pode ser estendido a um fibrado linha sobre M inteiro, 	: 	M. Mais ainda, 
P tem uma secção equivariante ã : M 	que zera exatamente sobre A e que 

transversá à secção nula de v. 

Prova. Identifiquemos uma vizinhança tubular invariante U de A com v, obser-
vando que cada ponto aE Aé associado a um vetor nulo (a, O) e que cada ponto 
x EU—A e associado a um vetor não-nulo. 
Considerando o fibrado induzido, podemos estender p : v 	A ao fibrado linha 

v, isto é, 
p.v 	II 

I 	 11; 
Un i' - 	A. 

Considerando a secção canônica em piv, isto é, s : v 	plv, dada por s(x) = 
(x, x), esta zera exatamente sobre A. Daí, por 1.4.14, o fibrado linha p'v é trivial 
fora de A. Assim, basta estender p!v a um fibrado linha c,  4 M colocando 

= (M — U) x IR. 
o 
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Definição 2.6.2. O G-fibrado 	M obtido na proposição acima é chamado 

de G-fibrado linha gerado por A. 

Considerando a inclusão i : An.-1  —} Mn temos a aplicação induzida em 

homologia 

: lin _1 (A; Z2) 	H.-1(M; Z2), 

que leva [A], a classe fundamental de A, em i.[A]. 

Por outro lado, pelo Teorema de Dualidade de Poincaré Mod 2 [9, p.213], a 

aplicação 

(M;z2 ) 	Hn_i(m; Z2) 

dada por x x [M]  é um isomorfismo. 

Assim, conforme Wasserman [14, Obs.26] ou Milnor [11, Exercício 11C, pag. 
135], temos 

Lema 2.6.3. Sejam i : An-] 	Mn um mergulho entre variedades compactas, 

v = v(A, M) o fibrado linha normal a A ei7 o fibrado linha gerado por A. Então 

MA] representa tvi (i)), isto é, 

MA] = wi(f)) ^ [M]. 

Prova. Usando a nossa notação temos por Koschorke [7, Fato 9.7, pag.97] que 
para todo c E r i (M; Z2) vale a relação 

< r(c), [A] >-=< c 	tvi(i),[M] > • 

O primeiro termo da equação pode ser escrito como < C(e), [A] >=< c, i[A] > . 

Para o segundo termo temos a relação [9, pag.190] 

< e — tvi  (C.), [M] >=-,< c, wi  (D) 	[M] >, Vc. 

37 



Daí, obtemos 

< 	2:4/11 >=< c, wi  (r.,) 	[M] >, Vc, 

ou seja, 

i[A] = 	(i7) 

o 

Temos então 

Proposição 2.6.4. Sejam AI uma 7Z2 -variedade diferencidvel conexa compacta, 

F = Fix(7Z2 , Aí) 1-codimensional conexo e D o fibrado linha gerado por F. Se 

w1(P) = O entclo AI — F possui duas componentes conexas. 

Prova. Como wi(i)) = O, pelo Lema 2.6.3, o homomorfismo i. é nulo no nível 
1, e assim o seu transposto is no nível ri — 1 também é nulo. Pelo Teorema de 
Dualidade de Lefschetz temos Ho(M — F,Z2)•L-.# Hn(M,F; 7Z 2). Considerando a 
seqüência exata de cohomologia do par (M, F), com coeficientes em Z2, 

• • • 	H"-  M) 	(F) 	H" (M, F) 	H(  M) 	Hn(F)
II 	 II 	Ii 

	• • • , 

Z2 	 Z2 	O 

obtemos Hn (M, F,Z 2 ) =- Z2  e 7Z2. Daí Ho  (M — F;7Z2 ) r•-• Z2  e Z2, isto é, AI— F 

tem duas componentes conexas. 	 O 

Denotemos então as duas componentes conexas de M — F por Mit  e 13/4. 
Como 74 atua livremente em Al — F = 13/4  Ú 14/2, temos uma involução livre 

	

T : 	ei W2 	C) W2  

Como a ação de 74 no fibrado normal manda x em -x, temos que x E W1  é levado 

em T(x) E W2  e vice-versa. Daí, por conexidade, W1  e W2  são homeomorfas. 

Denotemos W = 	14/2, onde Wi denota o fecho de 13/4. Temos então: 

aw F e M=WU8 W= 2W, 
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onde 2W denota o dobro de W. 

A variedade dobro de W tem uma propriedade muito importante 

Lema 2.6.5. Se W" é uma variedade com bordo, eniclo 2W é bordo de uma 

variedade (n + 1)-dimensional V. 

Prova. Consideremos a variedade com cantos V = W x /, onde / = [-1, +1]. 
Temos 

av.a(wx.0=awxl U wxai=awxl U wxs°7,- 2W, 
Idewxel 	 Idow xei 

onde a segunda igualdade é o bordo do produto cartesiano de duas variedades 
com bordo [3, 13.13]. 	 O 

Uma visão geométrica deste lema é esboçada abaixo. 

Observe inicialmente que colar duas W" pelo bordo é equivalente a colar duas 
W em aw x I. 

2W = W Us W 	(W W) ui, (aw x 1) 

(Para a diferenciabilidade a colagem deve ser feita sobrepondo duas vizi-

nhanças tubulares de aw) 

Considerando dois dobros de W, podemos repetir o processo acima e "preen-
cher" os espaços delimitados obtendo uma (n 1)-variedade V. 
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2W 

W x I 

Aqui V' = (W x U,9w>g (W x I). 

Temos então dois casos: 
1) ai./ = 2W Ú 2W = 	[5vq2  = [2w ú 2V1]2  = [214]2 + [2W]2  =. O mod 2; 
2) av -= 2W 2W 2W =» [av] 2  = [2w ú2w],+[2m2 U [2V1]2. 

Obtivemos assim a variedade V com bordo 2W. 

Vejamos então uma condição na qual uma Z2-variedade com conjunto de 
pontos fixos 1-codimensional borda. 

Teorema 2.6.6. Sejam M uma Z2 -variedade diferencisivel conexa compacta, 
F = Fix(Z2 , M) conexo 1-codimensional e 17 o fibrado linha gerado por F. Se 
to l (P) = 0 então existe uma variedade V com av = M. 

Prova. Pela Proposição 2.6.4 M — F tem duas componentes. Considerando 
M — F = W1  Ú W2  vimos acima que a involução livre atuando em W1  ú W2 
faz 14/1  14/2  = W, aw = F e M = 2W. Daí, pelo Lema 2.6.5, existe uma 
variedade V com av = 2W, isto é, av 

Segue imediatamente do Teorema de Pontrjagin, 2.3.2, que nas condições 
acima Wi(M) = O para toda partição I de n. 
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O mais importante é que o teorema absoluto acima pode ser estendido ao caso 

em que a variedade bordante V também é uma 712-variedade tendo conjunto de 

pontos fixos 1-codimensional. 

Teorema 2.6.7. Sejam M uma 7Z2-variedade diferenciável conexa compac-
ta, F = Fix(Z2 , M) conexo 1-codimensional e i7 o fibrado linha gerado por F. 
Se w1(i7) = O então existe uma 7Z 2 -variedade tendo conjunto de pontos fixos 1-
codimensional V com av. M. 

Prova. Vimos acima que V .= x /, onde W = 	E- TV2 e M—F =Wj úW2. 
Para dar uma estrutura de 7l2-variedade a V basta considerar uma ação q5 em V 
dada por 

q5(w, t) = (w, —t), onde (w, t) E W x 1. 

Daí, V é uma 7l2-variedade tendo conjunto de pontos fixos 1-codimensional pois 

V(7Z2) = Fix(Z2, V) =- {(w, O) E W x I} E W. 

o 

No capítulo seguinte, usando a técnica do blow-up, verificamos que a condição 
wi(p) = O do teorema acima pode ser eliminada. 
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Capitulo 3 

Blow-up e Ações Não-Singulares 

Inicialmente, baseados em Wasserman [14] e [15], definimos blow-up e ações não-

singulares. Em seguida determinamos relações entre a classe de bordismo de uma 
variedade M e seu blow-up B(A, M). Concluímos analisando bordismo no caso 
de ações não-singulares. 

3.1 Blow-up 

Consideraremos aqui G um grupo de Lie compacto. Se ir : E 	X é um 
G-fibrado vetorial, com uma métrica Riemanniana invariante, denotamos: 

D(E) o fibrado disco de E; 
S(E) o fibrado esfera unitária de E; 
IRP(E) = Ti o fibrado projetivo real de E; 

(s22xR L(E) = s 	o fibrado linha associado ao recobrimento 

S(E) NP(E). 
IRP(E) é obtido de S(E) identificando v E S(E) com —v. 

Se A é uma subvariedade de uma G-variedade M denotamos 
v = v(A,M) o fibrado normal de A em M. 

Quando A é fechada, invariante, DA c Dm e A é transversa a Dm identifi-
caremos com VA , uma vizinhança tubular equivariante de A em M. 
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podemos obter a partir do Considerando n—m=k A' 	Mn 	e 

fibrado 	v 	o fibrado /RP(v e 1), 	isto é, 

v v 	i1V e iRIr e 

1 
A A 

IRP(v e 1) ifipk 

A 

sk- -S(v ED1) 

1 

Considerando a ação sobre v como sendo a ação obtida pela identificação de v 

com a vizinhança tubular equivariante de A, e considerando sobre o espaço total 
do fibrado linha trivial 1 a ação trivial, obtemos uma ação sobre v e 1 que 
induz uma ação sobre o espaço /RP(v e 1), tornando-o uma G-variedade. 

Agora podemos definir o blow-up. 

Definição 3.1.1. Se A é urna sulovariedade invariante fechada da G-variedade 

M com DA c Dm e A transversa a Dm, definimos o blow-up equivariante de 
A em M por 

B(A, M) = 
M 	e 1), se dim A < dim M 

se 	dim A = dim M, 

onde # é a sorna conexa ao longo de A. 

O blow-up B(A, M) é uma G-variedade diferenciável pois a soma conexa 

ao longo de A na definição acima é obtida pela colagem, ao longo dos bordos, de 
(M —11,1 ) com (RP(vel) — V.4) usando o Teorema do Colarinho Equivariante. 

( [2, Teorema V.1.5] ou [4, Teorema 21.2].) 

A construção blow-up pode ser esboçada geometricamente como descrito abai- 

XO. 
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Denotando 

A 
C 

temos 

v ED 1 	S(v e 1) IRP (v ED 1) M # A  IRP(v ED 1) = B(A, M) 

Podemos também obter L(v) a partir de v como segue: 

Primeiro obtemos os fibrados S(v) e /RP(v): 

Dk r D(v) 
	

Sk irS(v) 

lA 	 1 

1 
Daí, obtemos L(v) como o fibrado linha associado ao 7L2-fibrado principal 

S(v) RPM: 

1 
A 
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(v) x IR 

L(V) 	d±" (R7.  

Ou seja, 

IR 	L(v) 

E pk-1 C 	Rip (v ) 

A 
Agora, restringindo a fibra IR à Z2 = 	—1} C IR, isto e, 

Z2 	D(L(11)) 

A 

podemos dar uma definição alternativa do blow-up: 

B(A,M) = [M— b (v)] U j D(*)), 

onde a aplicação colagem f: S(L(v)) 	S(v) é a aplicação identidade. 

Geometricamente, considerando A e M como antes, temos: 

D(v) 	S(v) 	IRP (v) 	(v) X IR 	L(v) — 
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Dg(z4) 	AT- .5 (v) 	[M— .5 	Uf  D(L(V)) = B(A, M) 

Informalmente, B(A, M) é obtido de M deletando os pontos de A e adicio-
nando retas normais a A em M (Se dim A < dimM). 

Exemplo 3.1.2. Seja M = 51  e A = {*}. 
Temos 

o 
v e 	s(v e = 	IRP(v e 1) E IRP1  = 51  

  

Iii o 

  

  

  

Assim 
B(A, m). m # rap(v e . # 

A 	 {.} 

Observamos que a soma conexa ao longo de A = {*} e a soma conexa usual. 

Exemplo 3.1.3. Seja M = g2 e A = {*} 
Temos 
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s(v e 1) = T2 	1RP(v 1) = -E -= Kb 

ri e 	s(i) e 1) = s2 	1RP(v 1) = E = 1RP2  

Assim 
B(A, M) = S2  # 1RP2  = 1RP2  

{.} 
Mais geralmente, para M =Sn e A = {*). temos .IIiP(v e 1) = .IIiPn, e assim 

B(A, M) = # 1RP" = 1RP". 
{s} 

Exemplo 3.1.4. Seja M = 32  e A = S°. 
Considerando A1  = {sc} e vi = v(Ai, M), vimos no Exemplo 3.1.3 que 

EP(v, si) = EP2. 

Assim 
B(A, M) =. 52  # A  .IIiP(v e 1) = 32 #,(EP2 O Hip2)  = Hip2#32#ifip2 

= 1RP2#1RP2  = Kb, 

onde Kb denota a garrafa de Klein. 

Exemplo 3.1.5. Seja M =S2  e A = 51 . 
Temos 
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onde 712  denota o toro. Assim 

B (A , M) = S2  # Kb = [S2  — Vsi] 1J a [Kb — V;i1 = S2  , 
SI 

onde Vsi e 14, são vizinhanças de 51  em S2  e em Kb. 
Observamos aqui que a soma conexa ao longo de 51  de uma variedade orient(ivel 
com uma não-orientiivel resultou em uma orientável, fato que não ocorre na soma 
conexa usual. 

Apesar de estarmos interessados apenas em variedades fechadas, vejamos um 
exemplo onde a variedade M tem bordo. 

Exemplo 3.1.6. Seja M = D2  o disco e A = {*} um ponto de seu interior. 
Como ]RP(v e 1) = 111P2  temos 

o 
B(A, M) = D2E# p2 = Ep2_ D2= Fm,  

{•} 
onde FM denota a faixa de Mabius. 

O blow-up de A em M é apenas uma parte de uma construção mais geral que 

é o blow-up do conjunto de todos os pontos fixos de uma G-variedade M, como 
descrevemos abaixo. 

Seja M uma G-variedade e denotemos 

F = Fix(G, M) =Ú = Ú • • • Ú Fr , 

v = v(F, = E (FM)v  
J=1 	J=1 

O blow-up do conjunto dos pontos fixos F de M é dado por 

B(F, M) = B(Fr , B(Fr _i, • • • B(F2, B(Fi, M)) • • • )), 

ou seja, 

	

B(F, Ad) = (• • • ((iii EP(vi EB 1)) # RiP(/2 ED 1)) # 	)# RiP(vr  ED 1). 
F2 	 F3 	Fr  
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Em particular, quando F = S° = {P1 , P2 } C M temos a decomposição 

B(S°, m) = B(P2, B(Pi, Al)). 

Observamos que apesar de podermos calcular B(A, M), para uma dada subva-
riedade invariante A de M, isto não implica que M tenha A como o seu conjunto 
de pontos fixos. 

Completemos agora os casos possíveis de blow-up em dimensão 2. 

Recordemos que, pelo Teorema de Classificação de Superfícies Compactas, 
ver por exemplo [8], toda variedade compacta conexa 2-dimensional, M2, é ho-
meomorfa a uma esfera 9, ou a uma soma conexa de toros T2, ou a uma soma 
conexa de planos projetivos EP2. 

Mais ainda, em termos de orientação temos: 

1W2  orientada 	> m2 = S2 ou  M2 = T2# #T2 = (T2)r, r> 1; 

M2  não orientada => M2  = EP2# #EP2  = (EP2)r, r > 1. 

Em termos de bordismo temos: 

[M2}2 = O 	M2  = S2, CM M2  = (T2)r  011 M2  = (KW = (EP2)2r  r > 1; 
[m2}2 	m2 = .11ip2# #Ep2 = (Epyr-i; r  > 1.  

Prosseguindo no cálculo dos blow-ups, como em exemplos anteriores, obtemos 

todos os blow-ups parciais possíveis em dimensão 2 a partir dos três casos abaixo: 

1) B(*, M2 ) = M #{.} EP2  = M#EP2 . 

2) B(S°, M2 ) = M#{EP2  Ci EP2 } = M#Kb : 

2.1) [A112  =0 = B(S°, M2 ) = M#Kb = MMEP2 )2 ; 
2.2) [M]2  O => B(S° , M2 ) = M# Kb = (EP2 )2r -1#(EP2 )2  = (EP2 )2r÷1 . 
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3) B(SI , 7W 2 ) = M #si IRP(v e 1) = m#si Kb = (M — Vsi) U8  (Kb— Vsi): 

3.1) SI 4 m2 mergulho homotopicamente nulo: B(SI Ao )  = Ap.  

3.2) S' 4 AP mergulho homotopicamente não-nulo: 

3.2.1) S' 4 FM C M2  (mergulho). 

B(SI, M2) = (M — Vsi)L1,9Fm FM = M2 . Assim: 

B(St, (Ept)  _ (Hut 

3.2.2) S' 4 si xl c AP (mergulho direto). 

B(SI , M2 ) = (M — Vs1)Uacil Cil (desorientado). Assim: 

a) B(S1 ,(2 2 )r) = (Kb)r; 

h) B(S1 ,(Kb)r) = (2 2 )r ou B(S1, (Kb)r) = (Kb)r para r > 1; 

c) B(S1,(Epyr-1)) = (Ep2)2r-I para r > 1. 

Aqui 1/51 denota uma vizinhança de Sl em M2  ou em EP(ve 1) e Cil = Si x 1. 

Podemos interpretar geometricamente os resultados acima como: 

1) O blow-up de um ponto em M2  cola um espaço projetivo na variedade M, 
tornando-a uma variedade não-orientável, caso ainda não o seja. Especificamente 
temos: 

B(*, S2 ) = S2#EP2  = EP2 ; 
B(*, (2 2)r) = (T2)r#Ep2 	(Ep2)27-4-1; 

B(*,(EP2 )r) = (EP2 )r#EP2  = (EP2)r+1. 

2) O blow-up de uma esfera S° em M2  cola uma garrafa de Klein na variedade 
M, tornando-a uma variedade não-orientável, caso ainda não o seja. Especifica-

mente temos: 

B(S°, S2 ) = 52 #Kb = Kb = (EP2 )2 ; 
B(S2 , (T2)r) = (712)r#Ki) = (K brl = (Ep2#Ep2)r+1 = (lap2)2r-1-2 ;  

B(S°,(EP2 )r ) = (EP2 )7" #Kb = (EP2 )r+2 . 
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B 

(T 2 )2  

Bo 

(Np2)2 	 (Np2)4 
K-1Bi 	 K.-1B1 

Np2 )5 

o 
BI /—•1 

(IR p2 )3 

Bo 	 Bo 

\\B„:„.  

llip2 B 

B 

1(2-)  

3) O blow-up de SI em M2  apenas modifica a variedade M2  quando S1  é um 
mergulho direto, SI 	x / c M2, homotopicamente não-nulo. Nestes casos 

o blow-up de 51  em M2  transforma uma soma conexa de r toros em urna soma 
conexa de r garrafas de Klein e vice-versa. Para r > 1 podemos ter também 
B(51  ,(Kbn = (Kb)r 

Esquematicamente, denotando B0  = B(*, ) e Bi  = B(51, ), temos 

Em termos da característica de Euler correspondente a cada variedade temos 

2 	O 	 —2 

1 	—1 	 —3 

O 	 —2 	 —4 
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3.2 Ações Não-Singulares 
Consideramos aqui G um grupo de Lie compacto atuando sobre um espaço X e 
H um subgrupo fechado de G. 

Denotamos por XI/  o conjunto dos pontos de X com grupo de isotropia 
H, isto é, 

X jq ={xEXG=H}.  

Denotamos também 

X(g)= GXg. 

Observamos que 

&In -a X(H) = {x E XI(G)  =(H)}, 

o conjunto dos pontos de X com tipo de isotropia H, definido na seção 
1.2, pois: 

y E X(H) <4. y = gx e Gr  = H <4. 	= Cgr  = gGr g-1  e Gr  = H 

<=> 	= gHg-1  <=> (a14= (H) <=> y X(H). 

Consideremos agora um tipo especial de ação muito importante. 

Definição 3.2.1. Urna ação de G em uma variedade M com grupo de isotropia 
principal igual a {e} é dita ação não-singular (e M é dita G-variedade não-

singular) seVx E M temos: 
i) Gr  um 7L2-espaço vetorial; 

dimz, Gr  = codim M(G). 

Em particular, toda ação livre é não-singular. 
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O exemplo seguinte de variedade não-singular ilustra bem os conceitos e pro-

priedades das seções 1.2 e 1.3 do capítulo 1. 

Exemplo 3.2.2. Seja M =S2  e G = Z2  X Z2  =< a,b>, onde a eb são geradores 
de Z2  X {O} e {O} x 4. Considere uma G-ação em M dada por 

(a, (x, y, z)) 	a(x , y, z) = (—x, y, z); 

(Li, (x, y, z)) 	b(X, y, z) = (x, —y,  z). 

Como G é abeliano denotamos (G.) =. G.. Os tipos de isotropia que ocorrem em 
M são os Z 2-espaços vetoriais: 

= Z2  X Z2, H2 = Z2  X {O}, H3  = {O} X Z2, e 	= {O} X {O} = e. 

Mais ainda, 
M (H = {(0 ,0 ,1), (0,0 , —1)} E {N, S} , pólos, 

M(H2) = {(0, Y, z) E 52; y2  z2  = 1; zré  ±1} 	— {N, S}, 
M(H3) = {(x ,0 , z) E 512 ; x2  -I- = 1; z ±1} 	— {N, S} , 
M(H4) 52  - M(H1) M(H2)  

e dai temos 
dimz2  H = codim M(Hi), para i = 1,2,3,4, 

mostrando que 52  com esta ação é uma G-variedade não-singular. 

Em [14] Wasserman mostra que: 

1. Ações com grupo de isotropia principal diferente de {e} podem ser reduzidas 

a ações com grupo de isotropia igual a {e}; 

2. Se o grupo de isotropia principal da ação é igual a {e} então, através de 
um número finito de blow-ups equivariantes, a variedade M pode ser redu-

zida a uma variedade M' que tem apenas finitos 2-grupos como grupos de 
isotropia; 
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3. Quando o grupo G é abeliano a ação pode ser simplificada a uma ação 
não-singular; 

4. Se M é uma G-variedade não-singular então o espaço quociente 44 tem uma 
estrutura diferenciável. (Neste caso, geralmente 44 é uma variedade com 
cantos.) 
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3.3 Classes de Bordismo de M e B(A,M) 

Quando fazemos uma cirurgia em uma variedade fechada, a variedade resultante 

pertence à mesma classe de bordismo da variedade inicial [10, Teorema 1, pag.40]. 

Em geral, isto não acontece quando fazemos um blow-up. Vimos no Exemplo 3.1.3 
que M = S2 , com A = {*}, transformou-se após o blow-up no espaço projetivo 
1RP2 . Neste caso 82  e RP2  não estão na mesma classe de bordismo. Vamos então 
determinar relações entre as classes de bordismo de M e B(A, M). 

Como B(A, M) = M # A  .iliP(v e 1) temos 

[B(A, M)}2  = [M # IRP(v ED 1)12. 
A 

Em particular, quando A = {*} temos a soma conexa usual. Neste caso vale 

[B(*, M)12  = [M] 2  [IRP(v e 1312, 

pois a soma conexa X#Y pode ser vista como um tipo especial de cirurgia da 
variedade XUYe daí, pela invariança da classe de bordismo por cirurgia, 
obtemos [X#Y]2  = [X 0112 = [X]2 [112. 

Para o caso geral construiremos, como em [15], uma variedade W cujo bordo 
é a união de três das variedades da definição do blow-up. 

Lema 3.3.1. Seja A uma subvariedade invariante fechada de uma G-variedade 

fechada Mn e v o fibrado normal de A em M. Então existe uma variedade W tal 
que 

ÔW= M ú B(A,m)lj EP(v ED 1). 

Prova. Construamos uma tal (n 1)-variedade como 

W = [Mx / 1:1 EP(v e 1) x f] U3  D(v)x I, 

onde 1 =. [0,1] e jea inclusão de 

D(v)x {0} em M x {O}, e de D(v) x {1} em .iliP(v ED 1)x {1}. 
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Temos então 

aw = [a(mxnü a(hrimv e nx r)I u5  a(D(v)xr) 
= [m x {o} Ci mx {1} c) liiP(v e 1)x {O} O liiP(v e 1) x{1}] 

.9(D(v)x 

= Mx{1} Ü {[Mx{0} 1:1 1RP(v e 1)x{i}1 u;  a(D{v)x.r)} 

Ci llimvenx{o} 
m 	n(A,m) liiP(v e 1), 

onde .9(D(v)x /) = 3(v) x / Osmx {0,0 D(v) x {O, 1} por [3, 13.13]. 

Geometricamente, considerando como no Exemplo 3.1.5 M = 51  e A = {*}, 
temos 

D(v x 1 

      

      

      

Em termos das classes de bordismo segue imediatamente do lema acima que 

[M]2 + [B(A, M)] 2 + [EP(v e 1)12  = O. 

Ou seja, 

Proposição 3.3.2. Seja A urna subvariedade invariante fechada de uma G-vari-
edade fechada Mn e v o fibrado normal de A em M. Então 

[B(A, M)] 2  = [M]2  +[lliP(v e 1)]2. 

56 



Casos especiais importantes da proposição acima aparecem quando conside-
ramos o blow-up do conjunto dos pontos fixos F de M. 

Teorema 3.3.3. Seja Mn uma G-variedade fechada com conjunto de pontos 
fixos F = Fix(G, M) = Li E =-• F1  Ú • • • Ú Fr  e com fibrado normal denotado 
por v = v(F, M) = E =1  v(E, M) = 	v. Então 

[B(F, M)] 2  = [M]2  + [RP(v e oh. 

Prova. Temos 

B(F, M) = B(E., 	B(F2 , B(Fi , M)) . . )) 

= G 	((M # 	(vi  e i))# Arenv2  e 1))# 	# RP(v, e 1). 
F2 	 F3 	Fr  

Por indução em r, usando o Lema 3.3.1, obtemos 

[B(F, M)]2 = [M]2 + 	[ffiP(vi e 1)]2 = [M]2 + [/11P(v e 1)12. 
i=1 

Podemos então relacionar a classe de bordismo do blow-up do conjunto dos 
pontos fixos F em M com as classes de bordismo dos blow-ups dos Fi's em M. 

Corolário 3.3.4. Seja Mn uma G-variedade fechada com conjunto de pontos 
fixos F = Fix(G , M) = Li E = F1  el • • • Ú Fr , com cada E conexo, e fibrado 
normal v = v(F, M) = Eira  v(F, M) = 	v. Então: 
a) se r é ímpar temos 

[B(F, M)]2 = ErB(Fi, Al)]2; 

b) se r é par temos 

[B(F, M)]2  = [M]2  + E[B(Fi, M)]2. 
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Prova. Pelo Teorema 3.3.3 temos 

[B( F, M)]2 = [M ] 2  + E [lliP(vi  e 1)]2. 

Da Proposição 3.3.2 obtemos 

[lliP(vi 1)]2 = [A/2 + [B(F, m)]2, 

que substituído na equação anterior fornece o resultado. 

Quando consideramos G .= Z2 a classe de bordismo do blow-up dos pontos 
fixos é nula, ou seja, 

Teorema 3.3.5. Se Mn é uma 7L2 -variedade fechada com conjunto dos pontos 
fixos F = Fix(7L2 , M), então [B(F, M)] 2  = O. 

Prova. Pelo Teorema de Conner-Floyd, 2.5.2, temos [A/2  = URP(v ED 1)]2. 
Daí, usando o Teorema 3.3.3 obtemos o resultado. 	 1:1 

Como aplicações do teorema 3.3.5 temos 

Corolário 3.3.6. Se Mn é uma variedade fechada de dimensão par, com 

[M]2 = O, então não existe inuolução sobre M com conjunto de pontos fixos F 
igual a um número ímpar de pontos isolados. 

Prova. Suponha que exista uma tal involução com 2k + 1 pontos fixos isolados, 
x i , em Ar. Como /RP(v, e 1) = /RP", para cada vi = vi(x„ Mn), temos pelo 
Teorema 3.3.3 

[B(F, M)]2 = [M]2 1- E [llin. 
i=1 

Daí, como [M] 2  =Oene par, obtemos [B(F, M)] 2  O, que é um absurdo pelo 
Teorema 3.3.5. 
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Corolário 3.3.7. Se M é uma variedade fechada, com [M] 2 	O, então não 
existe involução sobre M com conjunto de pontos fixos F igual a um número par 
de pontos isolados. 

Prova. Como na prova anterior, supondo que F tenha 2k pontos, temos 

2k 
[B(F, M")] 2  = [M] 2  + 

	[sPn12  = [M]2 o, 
i=1 

que é um absurdo pelo Teorema 3.3.5. 	 O 

Em particular, para r > 1, temos: 

1) Não existe involução sobre S2, (T2)r ou (Kb) com conjunto de pontos 

fixos igual a um ponto. 

2) Não existe involução sobre (117p2)2,-1  com conjunto de pontos fixos igual 

a dois pontos. 

Outro caso especial importante a considerar é quando o conjunto de pon-

tos fixos da G-variedade M tem dimensão 1. Vejamos inicialmente a classe de 

bordismo de EP(e EB 1). 

Dado um fibrado vetorial fflk 	Bm, podemos ter [/RP(e E13, 1)]2  = O com 
[B]2  O. Considerando, por exemplo, um fibrado de dimensão ímpar sobre um 

ponto, ffek+1  —* e 	{*}, temos 1RP(e e 1) = Ep2k+1, isto é, [B}2 	O 

COM [IRP(e 1)J = O. 

No entanto, se ffe 	Bin é um fibrado trivial em que o espaço base 

borda, então EP( 	1) borda. De fato, como [B]2  = O existe 1/17m+1  tal que 

aw = B. Mais ainda, como e BxEk  temos Ep(een B x E.M. Assim 

a(w x Epk) = aw x Epk = 8 x EPk  EP(e e 1), 
mostrando que IRP( El) 1) borda. 

Para o caso particular de fibrado não trivial com espaço base igual a EP' 
utilizamos o lema seguinte cuja referência é Conner-Floyd [5, Lema 2.2]. 

59 



Lema 3.3.8. Se 	-4 	-4 .11iP1  é o fibrado linha canônico não-trivial e 
li?" -4 E" -4 .11iP1  é o fibrado trivial n-dimensional, então para cada n > O 
temos [.11iP(711.  e 	= O E A4.+. 

Temos então 

Proposição 3.3.9. Se .11ik  -4 e -4 .UW1  é um fibrado vetorial k-dimensional não 
orientável, então [.RP(e 	= O. 

Prova. Se eei e trivial vimos acima que .117F(eel) borda. Se eele não-trivial 
então e e 1eLs- 71 e 5k-i e o resultado segue do Lema 3.3.8. 

Segue então que 

Teorema 3.3.10. Seja M" uma G-variedade fechada com conjunto de pontos 
fixos F =1:1 	= 	1:1 • • • Fr  de dimensão 1. Então 

[B(F, M)] 2  = [M] 2  = [B(F, M)]2. 

Prova. Como dimF = 1 temos, para todo i, F = 	= • Considerando 
o fibrado (n — 1)-dimensional .11in-1 	vi -4 F¡ e o fibrado projetivo associado 

-4 NP(Vi e 1) -4 F; temos pela Proposição 3.3.9 que E.11iF(vi  e 	O. 
Mas pela Proposição 3.3.2 e pelo Teorema 3.3.3 temos 

[M]2+ [13(Fi, M)]2 [.11iF(v, e 1)]2  = o 

[A/[2 + [B(F, ivr)]2 + Luip(v e is = o. 
Daí, 

[B(F, M)]2  = [M]2 = [13(F, M)]2. 

Corolário 3.3.11. Seja M" é uma variedade fechada com [1512 	O. Então não 
existe involução sobre M com conjunto de pontos fixos F tendo dimensão 1. 
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Prova. Se existisse uma tal involução, pelo Teorema 3.3.10 com G = Z2 e pelo 
Teorema 3.3.5, teríamos [M] 2  = [B(F, M)]2  = 0, que é um absurdo. 	O 

Em particular, não existe involução sobre unpyr-i  com conjunto de pontos 
fixos igual a Sl. 

Outro caso especial importante de blow-up a analisar é quando o conjunto de 
pontos fixos de uma Zrvariedade tem codimensão 1. Este caso é considerado 
na seção seguinte. 
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3.4 Bordismo de Variedades Não-Singulares 

Para tratar de variedades não-singulares usaremos o lema seguinte cuja referência 
é Conner-Floyd [5, Lema 2.1]. 

Lema 3.4.1. Se e 	V"' é um fibrado vetorial diferenciável 2-dimensional sobre 
uma variedade fechada, então [IRP(E)] 2  = O E gn-Fi• 

Prova. Pelo Teorema de Borel-Hirzebruch, 2.4.1, como k = 2, temos 

c2  = cp*(vi) + p*(v2), onde vi = wi(e 	V"), 

que aplicado a 

w(6) = (1 + c)2  + (1 + c)22*(vi) +p*(v2) mod 2 

fornece 

w(e2) = 1  4.  p(vi) mod 2. 

Daí, denotando wi = wi(Vm), temos 

w(iliP(0)= [1  4.  P*(wi) -I- • • • -I-  P*(wm)].[1  P*eihn, 
= [1 + 	1- • • • + P*(wm)1 [P*(vi) +P*(wivi) + • • • + P*(wmvi)] 
= 1+22*(wi  vi) 1-Ps(w21-wi 	...1-p*(wm  

ou seja, 

wi(lliP(E)) = p*(wi + 

Considerando 1 = (i1 ,..., 	uma partição de m + 1 = dim .11ip(e )  temos então 
que o monômio wi,(EP(e))...w.ir (lliP(e)) é a imagem por p* de uma soma de 

termos (m 1)-dimensionais, envolvendo apenas os wi's e v1, provenientes de 
Hm+I(Vm, Z2) = O. Assim todo número de Stiefel-Whitney Wi(lliP(E)) é nulo e 
portanto IRP(e) borda. 
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Em particular, se e é um fibrado linha temos [/RP(e e 1)]2  = O. 

Temos então que 7Z2-variedades não-singulares bordam, isto é, 

Teorema 3.4.2. Seja M uma 7L2-variedade não-singular com conjunto de pontos 

fixos F •=ü F = Fl Ú • • • Ú Fr . Então, para todo i, 

[B(F, M)12 = [M12 = [lliP(vi e 1.)]2 = O. 

Prova. Como M é não-singular temos codimF, = 1, e assim os fibrados 
normais vi = vi(F„ M) são fibrados linha. 	Pelo Lema 3.4.1 temos que 

ÍRP(vi e 1)12 = o e pelo Teorema 3.3.5 temos [B(F, 	= O. Daí, Pe- 
lo Teorema 3.3.3 e pela Proposição 3.3.2, obtemos [M]2  = [B(F, M)I2  = O e 
[B(F, M)12  = O. 

Corolário 3.4.3. Seja Mn é uma variedade fechada com [M12 	O. Então não 

existe involução sobre M com conjunto de pontos fixos F tendo codimensão 1. 

Prova. Se existisse uma tal involução, denotando F =Ú F„ teríamos pelo 
Teorema 3.4.2 [B(F„ M)]2  = [M]2  =- O, que é um absurdo. 

Em particular, obtemos novamente que não existe involução sobre (Ep2)2r-1 

com conjunto de pontos fixos igual a SI. Observamos contudo que SI pode estar 
no conjunto de pontos fixos de /RP2 . 

Exemplo 3.4.4. Considere o espaço projetivo real 2-dimensional 

EP2  -= fixo, x1 , x2]; (xo,x1, x2) E 11i3  — 

onde [xo,x1 , x2] = {À(x0 ,xi, x2); A E IR — {0}} são as coordenadas homogêneas 

de um ponto. Defina uma involução T sobre IRP2  por 

[xo, x1 , x2 ] 	T axo,x1 , x2 ]) = [— xo , —x1 , x2 ]. 

Temos então 

F= Pix(T, /RP2 ) = {[O, 0, x2]} Li {[xo, xi, Dl} 	P Ú S1, 
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onde P denota o ponto [0,0, x2 ]. (Observe que [xo ,x1 ,0]= —[xo,x1 ,0].) 
Observemos que IRP2  pode se transformar numa variedade não-singular através 
de um blow-up no ponto P, isto é, 

13(P, .11i132 ) = .11i132  # .11i13(v e 1) = .11i132#.11i132  = Kb. 
{P} 

Em [4, Capítulo V], Conner e Floyd obtêm poucos resultados sobre ações de 
(Z2)k = Z2 X • • • X 712, k-termos, em uma variedade diferenciável Ar. Resumi-
damente eles provam: 

1) Se (Z2)k atua diferenciavelmente numa variedade fechada Mn sem pontos fixos, 
então [M112  = O. 

2) Se 712 X Z2 atua diferenciavelmente numa variedade fechada Mn com pontos 
fixos isolados, então [Mn]2  = O ou 71 = 2m com [M"] 2  = [(.11iP2)12  (aqui, 
denotamos (.11i/32)in = .11i/32  x • • • x 1RP2 , rn termos). 

3) Não existe ação diferenciável de (Z2)k sobre uma variedade fechada Mn, n > O, 
tendo conjunto de pontos fixos igual a um único ponto. 

Estes resultados não se generalizam, conforme vemos no exemplo abaixo. 

Exemplo 3.4.5. Consideremos uma aplicação diferencióvel T : D" 	D2k 

definida por T(zh . ,z) = (izi ,...,izk ), onde i = \Ai.. Identificando os pon- 
tos antipodais do bordo do disco D2k, obtemos T : .11i132k 	p2k de período 4 
(e portanto uma ação de Z4 sobre .11i132k  ) com exatamente 1 ponto fixo. 
Em particular obtemos ações de 714 sobre .11i134  e sobre .11i132  x .11i132  tendo cada 
uma exatamente 1 ponto fixo. Dai, fazendo um blow-up sobre cada ponto fixo, 
obtemos variedades 

B(*, 111P4) = Epi#Epa e  m*, Ep2 x EP2 )  = (EFe2 x  Ep2)#Ep4,  

sobre as quais Z4 atua sem pontos fixos. Mais ainda, 

[B(*, .11i134 )]2  = [.11i112  + [I11P12  = O 
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e 

[B(*, Ep2  x EP2)]2  = [(1ftp2  x EP2)12 + [Er% o. 

Em termos de (Z2)k-ação temos o seguinte resultado: 

Teorema 3.4.6. Se (Z2 )k x Mk+1 	mk-f-1  é uma ação não-singular semi-livre, 
com conjunto de pontos fixos F e v = v(F, M), então 

[F]2  = O, [B(F, M)] 2  = [M]2  e [lii13(v ED 1)12  = O. 

Prova. Como a ação é semi-livre, denotando G = (Z2)k, temos G. = G ou 
G. = {e}. Assim M(G) = Fix(G, M) = F e M(e) = M — M(G). Como a ação é 
não-singular devemos ter 

dimz, G = k = codim M(G) = codim F 
e 

dimz2  {e} = O = codim M(e), 
ou seja, dim F = 1. Como o conjunto de pontos fixos é uma variedade fechada, 

devemos ter F =O SI, de modo que [F]2  = O. Daí, pelo Teorema 3.3.10, obtemos 
[B(F, M)] 2  = [M]2. Pelo Teorema 3.3.3 obtemos [lii13(v ED 1)12  = O. 	O 
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ERRATA 

Página Local Erro 	 Correção 
(Resumo) linha 1 de Lie G 	 de Lie compacto G 
(Resumo) linha 1 variedade M, 	variedade diferenciável compacta M, 

(Abstract) linha 1 a Lie Group G 	a compact Lie group G 

(Abstract) linha 1 a manifold M, 	a compact differentiable manifold M, 

i 	linha 6 (7-variedade M, 	G-variedade diferenciável M, 
i 	linha 10 (7-variedade M, 	G-variedade M e v = v(A, M), 

i 	linha 12 utiliza simplificar 	utiliza para simplificar 
ii 	linha 5 M obtemos 	M, obtemos 
ii 	linha 16 Conner Floyd 	Conner-Floyd 
ii 	linha 16 condição para 	condição necessária para 
3 	linha 2 x E G 	 x E X 
5 	linha 13 (H) S (H), 	(H) S (K), . . . . . 	. 
5 	linha 15 (73).— H 	 (g) —;(H) 

8 	linha 3 G (g) 
8 	linha 4 	a 

W 	 () 
8 	linha 6 G/II 	 (W) 
8 	linha 8 G 

Tr 	 (0) 
9 	linha 7 4 9 	 40(g) 

9 	linha 25 para x 	 para todo x 
11 	linha 5 no acima 	 no diagrama acima 

15 	linha 7 correspondente a Fb(ri) correspondente Fb(n) 
18 	linha 5 Conner-Floyd 2.5.2 que Conner-Floyd, 2.5.2, que 
18 	linha 9 classe 	 classe 
19 	linha 14 conjunto os 	conjunto dos 
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Erro 

/11(1)n) 
[T, S(v)]2  borda, 
F = Fix(Z2, M) 
Lema 2.6.3, o 
1, e assim 
variedade V 
componentes. 
Z2-variedade tendo 
codimensional V com 
não-singulares. 

temos 
em Kb . 

Er i.1 
(G.) = 
Exemplo 3.1.5 

E:=1 

= 	(xi, Mn) 
ek+1 

Mn é urna 
(llip2)2,-1 

V" 
não-singular 
Mn é unia 
whithin 
approach 

Correção 

p(v3 ) 

(T, S (v)) borda, 
com F = Fix(Z2, M) 
Lema 2.6.3 o 
n —1, e assim 
variedade diferenciável compacta V 
componentes conexas. 
Z2-variedade V tendo 
codimensional com 
não-singulares. (Conforme estabelecido 
no início do Capítulo II, aqui também 
variedade significa variedade 
diferenciável compacta.) 
temos as variedades (diferenciáveis) 
em Kb respectivamente. 
• r 
Ui=i  

(G(z.v.z)) = G(r.v.z) 
Exemplo 3.1.2 

Ciir=1 
• r Ui—i 

= V(Xj, Mn) 

ek 

Mn urna 
(ff/p2)2,-1 = Rp2# #ffip2 

V"' 
não-singular fechada 
Mn unia 
within 
Approach 



ADENDO 

Conforme sugestão da Comissão Julgadora listamos abaixo, como um adendo 
à Introdução, os principais resultados obtidos neste trabalho: 

Teorema 3.3.3 Seja Mn uma G-variedade fechada com conjunto de pontos 
fixos F = Fix(G, M) =Ú F = Ú • • • Ú Fr  e com fibrado normal denotado 
por t' = v(F, M) 	M) = 	v. Então 

[B(F, M)]2 = [M]2 [IRP(v e 012. 

Teorema 3.3.5 Se Mn é uma Z2-variedade fechada com conjunto dos pontos 
fixos F =Fix(Z2 , M), então [B(F, M)] 2  = O. 

Teorema 3.3.10 Seja Mn uma G-variedade fechada com conjunto de pontos 
-fixos F =Ú = 	Ú Fr  de dimensão .1. Então.. 

[B (F„ M)] 2  = [M] 2  = [B(F, M)] 2. 

Teorema 3.4.2 Seja M uma Z2-variedade não-singular fechada com conjunto 

de pontos fixos F =Ú F = Ft  Ú • • • Ú Fr . Então, para todo 

[B(F, M)12 = [M]2 = [1RP(vi e 1)]2 = O. 

Teorema 3.4.6 Se (Z2 )k x Mk+' 	Mk+' é uma ação niz-o-singular semi-livre, 

com conjunto de pontos fixos F e v = v(F,M), então 

[P12  = O, [B(F, M)}2 = [M12 e [1RP(v e 1)]2 = O. 

Esclarecemos ainda que, neste trabalho, os resultados obtidos estão em termos 
de bordismo módulo 2. Ainda não obtivemos resultados significativos na classe 

equivariante. 


