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RESUMO

Dada uma agao de um grupo de Lie G numa variedade M, uma construgio
geométrica, chamada blow-up, é utilizada para obter uma nova variedade deno-
tada por B(A, M), onde A é um certo subconjunto invariante de M.

Quando G ¢ abeliano, através de uma seqiiéncia finita de tais blow-ups
equivariantes, uma nova variedade M’ é obtida, dotada de uma ago nio-singular
de G

Neste trabalho estudamos em que condigées a variedade M~ pertence & mesma
classe de bordismo de M, e também alguns resultados sobre bordismo de agoes

nao-singulares so obtidos.



ABSTRACT

Given an action of a Lie Group G on a manifold M, a geometric construction,
called blow-up, is performed to yield a new manifold denoted by B(4, M), where
A is a certain invariant subset of M.

When G is abelian, by a finite sequence of such equivariant blow-ups, a new
manifold M’ is obtained, carriyng a nonsingular action of G.

In this work we study under which condictions the manifold M’ belongs to the
same cobordism class of M, and also some results on cobordism of nonsingular

actions are obtained.
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Introducao

Conner e Floyd em [4] mostram que se M é uma Z;-variedade diferencidvel fe-
chada e v = v(F,M) é o fibrado normal sobre o conjunto de pontos fixos F,

entio M e IRP(v® 1) bordam, isto é, [M]:=[RP(v® 1)),

Mais geralmente, considerando G um grupo de Lie compacto e uma G-varieda-
de M, podemos perguntar em que casos tal relagao se generaliza. Mais ainda, em
caso negativo, quais outros relacionamentos possiveis entre a classe de bordismo

de M e outras variedades relacionadas com os pontos fixos F.

Wasserman em [14], considerando uma adequada subvariedade invariante A

de uma G-variedade M, define o blow-up de A em M como sendo
B(A,M)=M#RP(v&1l),
A

onde #, ¢é asoma conexa ao longo de A, e o utiliza simplificar a estrutura de
érbitas de M. No caso de G ser abeliano ele obtém certas variedades chamadas

de nao-singulares.

Posteriormente, ao analisar o relacionamento entre certas classes caracteris-
ticas e o conjunto de pontos fixos, Wasserman, em [15], constréi uma variedade
W  cujo bordo é a unido disjunta de trés das variedades da defini¢io do blow-up,
isto &,

W = M U B(A, M) 0 RP(v @ 1).



Segue imediatamente desta construgio de Wasserman o seguinte relaciona-

mento entre as classes de bordismo das variedades envolvidas:

[B(A, M)z = [M}z + [RP(v @ 1)},

Neste trabalho, considerando o blow-up de todos os pontos fixos F de
uma G-variedade M obtemos um relacionamento geral envolvendo as classes de

bordismo de M ede IRP(r@® 1) que depende da classe do blow-up, isto é,

[B(F,M)]z = [M]2+ [RP(v @ 1)],.

Impondo restrigdes sobre GG e sobre o conjunto de pontos fixos F obtemos
relacionamentos mais especificos entre as classes de bordismo de M e de
B(F,M). Em especial, quando M é uma Zj-variedade nao-singular, obtemos
pelo Teorema de Conner-Floyd que [B(F, M)]; = [M]: = 0. Destes resultados
obtemos algumas informagcGes ja conhecidas sobre a ndo existéncia de involugdes

com certos tipos de pontos fixos pré-determinados.

Nos Capitulos I e I1, apds introduzir a nota¢do e enunciar os resultados bésicos
sobre Grupos de Transformacio, Fibrados, Bordismo e Nimeros de Stiefel-Whit-
ney, chegando ao Teorema de Conner Floyd, obtemos uma condigio para que uma
Zy-variedade M com conjunto de pontos fixos l-codimensional tenha classse

de bordismo nula.

No Capitulo III, apés definir e exemplificar as nogdes de blow-up e de var-

iedades nao-singulares, estabelecemos o exposto acima.
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Capitulo 1

Grupos de Transformacao e

Fibrados

Neste capitulo introduzimos a notacao e alguns fatos basicos sobre grupos de

transformacao e fibrados. As provas destes resultados podem ser encontradas em

(6] e [11].

1.1 Grupos de Transformacao

Definigao 1.1.1. Seja G um grupo topoldgico e X um espago topologico de Haus-
dorff. Umna G-agdo € uma aplicagdo continua ¢ : G x X = X tal que:

1) p(e,z) = z para todo x € X, onde € € a identidade de G,

2) (g2, (91, 2)) = (9291, z) para todo g1, € G e z € X.
A tripla (X, G, ) € chamada de grupo de transformagio topolégico ou G-
agao sobre X, e X é chamado de G-espago.

Quando ¢ é compreendida do contexto, usamos a notagio

v(g,z) = g.x = gz.
Dai, as condig¢bes acima sdo descritas como:
lYex = x;

2)g2(q1z) = (g20n) -



Quando G é fixado, denotamos (X, G, ) simplesmente por X.

Para cada ¢ € G temos uma aplicagao bijetora
g * X=X

definida por z — ¢y(z) = ¢(g, z), que é um homeomorfismo de X.
Se G é um grupo de Lie, X é uma variedade diferencidvel e ¢ é aplicagdo
diferencidvel, entdo o, é um difeomorfismo.

Dado um G-espago X denotamos:

G(z) ={9z € X|g € G} orbitadezc X;
G, = {9 € Gl|gz = z} grupo de isotropia de z;
X¢ =Fix(G,X) = {z € X|G, =G} conjunto dos pontos fixos.

Note que se ¢ € G e z € X, entdo Gy, € G sdo conjugados, isto &,

Gz = gG’x_q‘I.

Definigao 1.1.2. Dados dois G-espagos X e Y, uma aplicagio f : X - Y €
chamade G-aplicacao ou aplicagdio equivariante se paracadagc G ez € X

temos

flgz) = gf(z).

Uma G-aplicagao que é bijetora é chamada G-equivaléncia. Quando existe
uma (-equivaléncia f: X — Y dizemos que X e Y sdo G-equivalentes e
denotamos X =Y.

Considerando Y um subconjunto de um G-conjunto X denotamos

gY ={gy|ye Y}

Dizemos que o subconjunto Y é G-invariante se gY C Y,Vg e . Clara-
mente um subconjunto invariante ¥ de um GG-espago X satisfaz, Yg € G,gY =Y.

Naturalmerte G(z) é um subconjunto G-invariante de X.
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Denotamos
£ = {G(z)|z € G} conjunto das érbitas de X.
m: X —+ £ aplicagio natural levando z em G(=z).
O conjunto % dotado da topologia quociente é chamado de espago das érbitas
de X.

Se X é um G-espago e ¢ € X existe uma aplicagio natural

ay g; — G(z)

definida por a;{9G;) = gz.

Proposigao 1.1.3. Se G € compacto entdo oy : "c% — G(z) € um homeomorfis-

mo.

Definicdo 1.1.4. Um G-espaco X € chamado:
1. trivial se G, = G,Vz € X

2. livre se Gy = {e},Vz € X
3. semi-livre se Gz = {e}ou G, =G, Vz € X;
4. transitivo se existe apenas uma orbita, isto € G(z) = X

5. efetivo se [, cx Gz = {e}.
A proposigao abaixo caracteriza G-aplicagdes.

Proposigdo 1.1.5. Sejam G um grupo compacto ¢ H, K dois subgrupos fecha-
dos de G. Entio

& H € conjugado a um subgrupo

=i

1. existe uma G-aplicagdo f : —f; —
de K;

2. se eriste a € G com aHa™' C K entdo a aplicaggo f, : % —+ %

definida por gH — f.(gH) = ga™'K € G-aplicagdo e toda G-aplicacdo

tem esta forma.



1.2 Tipos de Orbita e Tipos de Isotropia

Assumimos aqui que G é um grupo topolégico compacto e que todos os espacos
sao de Hausdorfl.
Denotemos poxL F a familia de todos os G-espagos homogéneos (agdo transi-
tiva) de Hausdorff. Considere em F a relagdo de equivaléncia ~ dada por:
X ~Y ¢ existe um G-homeomorfismo f: X — Y.

Denote por (X) a classe de equivaléncia contendo X.

Definigao 1.2.1. A classe (X) € chamada tipo de érbita e o conjunto de tais

classes Z ¢ chamado conjunto dos tipos de érbitas.

Segue da Proposigdo 1.1.3 que para cada G-espago homogéneo de Hausdorff
X, existe um subgrupo fechado H de G tal que sao G-homeomorfos

G

X-—h—f,

IR

e . . G
isto é, cada (X)) ¢ representado por um espago de classes laterais .

Um ordenamento parcial do conjunte £ é dado por
(X) 2 (Y) & existe uma G-aplicagao f : X = Y.
Neste conjunto ordenado parcialmente temos:

(£) é um méximo

(£) é um minimo.

Definigao 1.2.2. Quaendo um G-espago homogéneo X € equivalente a %, deno-

tamos a classe de conjugagdo de H em G por (H), isto ¢,
Hi={KCGK~H}={KCGK=gHg ', g€ G},

e chamamos (H) de o tipo de isotropia de X.



Em particular, se G é abeliano temos (H) = H.
Genericamente, dado um G-espago X, uma drbita que é equivalente a -f; é
chamada de:
érbita com tipo de isotropia (H)
érbita com tipo de orbita (%)
Um ordenamento parcial das classes de conjugacdo de subgrupos fechados
de G é dado por

(H) < (K) & H é conjugado a um subgrupo de K.

Resumidamente temos entao os dois ordenamentos parciais:

G G G G . . 11§ _1
—_ > —_ s — —. —
(H)_(K)ﬁﬂf H—)K,G a.pllca,gaoi=r3a€G|aHa C K

(H)S(K)e H~K K'cK& JaceGlaHa™ CK.

(g) > (%) & (H) < (),

Assim

isto é,

Proposigao 1.2.3. A correspondéncia (%) — H é um anti-isomorfismo do con-
junto parcialmente ordenado Z no conjunto parcialmente ordenado das classes de

conjugagdo dos subgrupos fechados de G.

Quando (e) e (G) sio tipos de isotropia do G-espago X, esta correspondéncia

poder ser representada por

Tipo de G-érbitas: (£) > 2 (%) > (%) 2> > (£
! | y | |
Tipo de isotropia: (e) < < (HY € (K) < < (G)



Dado X um G-espago e H um subgrupo de G denotamos por X(H) a unido
das 6rbitas de X com tipo de isotropia (H), e por X(> H) a unido das
6rbitas de X com tipo de isotropia maior ou igual a (H), isto é,

X(H) = {z € X;(Gx) = (H)} = {z € X; G ~ H}
={z€X;3a€G|G; =aHa™"}
X>H)={zeX;G,DH ~H} ={zc X;Ja € G|G, DaHa™'}.

Em particular temos:

X(G) =Xx¢ pontos fixos
X(e) ={z € X;G, = e} pontos “livres”.

Proposicio 1.2.4. GX" = X(> H).

Corolario 1.2.5. Se G ¢ compacto e X € um G-espago de Hausdorff entdo X (>
H) ¢ fechado em X.

Coroldrio 1.2.6. Sejam G compacto ¢ X um G-espago de Hausdorff. Se (H) é

mazimal enire os tipos de isotropia que aparecem em X, entdo X(H) € fechado

em X.

Dado um G-espago X temos uma decomposiciao de X como unido disjunta

dos subconjuntos X(H), isto é,

x ={Jx(#H),

(H)

onde (H) varia sobre todas as classes de conjugagio de subgrupos de G.

Em geral X (H) nao é fechado em X. Mas em casos especiais podemos ordenar

e agrupar »s X (H) em subconjuntos fechados.



Proposigdo 1.2.7. Dadas finitas classes de conjugagdo (Hy),...,(H,) de sub-

grupos fechados de G, podemos arranjd-las tal que

(H;) 2 (H;) =11 <5

Em particular, quando G é abeliano temos:

HiD Hj& (H) 2 (H;))=1i<5

Proposigao 1.2.8. Seja G um grupo compacto ¢ X um G-espaco de Hausdorff.
Suponha que {(H;)}, conjunto dos tipos de isotropia aparecendo em X, € finito.

Ordene-o como na Proposigio 1.2.7. Se denotarmos
X; IX(Hl)U‘--UX(H,')
entdo X; € fechado em X.

Dado um G-espago X, dizemos que X tem n tipos de érbita quando existem

exatamente n tipos de érbitas diferentes em X.

Teorema 1.2.9. Se G ¢ um grupo de Lie compacto e M é uma G-variedade

compacta, entdo existem apenas finitos tipos de orbita em M.



1.3 Orbita Principal e Tipo de Isotropia Prin-
cipal

Como ja vimos anteriormente, entre os tipos de érbita a menor é —g- e a maior é
%. Mas estes tipos de 6rbitas nem sempre ocorrem em um (G-espago X.
O teorema abaixo afirma a existéncia de um tipo de érbita maximo quando

M/G é conexo. Relembramos que M (H) denota a unido das érbitas de tipo G/ H.

Teorema 1.3.1. Seja G um grupo de Lie compacto e M uma G-variedade. Se o
espago das drbitas —Ag—, € conezo, entdo eriste um tipo de rbita mdzimo % em M.

Mais ainda,

]

(H) € aberto e denso em M;
M(H)
G

¢ conezo.

Definigao 1.3.2. O tipe de drbita mdzimo garantido pelo teorema acima € cha-
mado de tipo de érbita principal e as drbitas deste tipo sdo chamadas de
érbitas principais. Os grupos de isotropias correspondentes sdéo chamados de

grupos de isotropia principais.



1.4 Fibrados

Aqui vamos definir, construir e enunciar alguns resultados basicos envolvendo
fibrados que serdo utilizados no que segue. As provas podem ser encontradas em

Milnor [11] e em Kawakubo [6].

Dado uma G-agdo ¢ : G x X — X associamos a cada ¢ € G a aplicagdo
@y : X — X dada por ¢,(z) = (g, z), que é um homeomorfismo de X em X, e

definimos um homomorfismo & : G — Homeo(X) por g =+ &, = ¢,.

Quando a agio é efetiva temos que ® é um monomorfismo. Assim identifica-

remos G' = ¢(@F) C Homeo(X), e denotaremos simplesmente G C Homeo(X).

Definigao 1.4.1 (Fibrado Coordenadas). Seja K um grupo topolégico atuan-
do efetivamente em um espago topoldgico F. Sejam E e X espagos de Hausdorff e
m: B = X uma aplicagdo continua. Suponha que existam uma cobertura aberta
{Ua}aen de X € um homeomorfismo @q : 71 (Us) = Uy X F para cada o € A

tendo as irés propriedades sequintes:
1. papa =7, onde p, : Ux X F = Uy € a projegdo;

2. Defina, para cadaz € Uy, @oq: 71 (2) = F por z = @a.(z) = p, .0a(2),
onde p, : Uy X F — F € a outra projegdo. Denote ©pa(z) = pprp7L
paraz € U, NU. Entdo ©Op,(z) € K C Homeo(F).

8. A aplicagio Op, : U, NUs — K assim obtida € continua.

Entdo, juntando es informagdes acima, o sistema (B, 7, X, F, K, U,,0,) € cha-

mado de um fibrado coordenadas.

Definigdo 1.4.2 (Fibrado). Dois fibrados coordenadas (E,m, X, F, K, Ua, ¢a)
e (E,7 X, F, K,U;,go:u) que tém em comum E,w, X, F ¢ K sGo chamados equi-

valentes no sentido estrito se
OLa(z) = (,9:‘199;11_ e K para z€lU,nN U;
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Ot Us 0 U; — K € continua.
Uma classe de equivaléncia § = (E,nm, X, F,K) de fibrados coordenados com res-
peito a relagdo de equivaléncia acima € chamada de um fibrado, e £ ¢ chamado
de espago total, 7 de projegao, X de espago base, F de fibra, e K de grupo
estrutural. Em um fibrado coordenadas (E,n, X, F, K,U,, p«) chamamos U,
de vizinhanga coordenada, ¢, de fungao coordenada, ¢ ©4, de funcao de
transicdo. Também, para cada z € X, denotamos por E;, = n~1(z) a fibra

sobre z.

Um fibrado coordenadas que é um representante de um fibrado ¢ é frequen-
temente chamado, por simplicidade, de fibrado e abreviamos a notacao de um
fibrado { = (E,n, X, F,K) paraw: E — X ou E.

Um fibrado em que E= X x Feid: £ = X x F é uma fungio coordenada

é chamado de fibrado produto.

Definigao 1.4.3. Sejam ¢ = (E,m,X,F,K) e ¢ =(E,x,X ,F,K) dois
fibrados tendo a mesma fibra e 0 mesmo grupo estrutural. Uma aplicacdo continua
f:E = E ¢ chamada de aplicacio fibrada de ¢ em ¢ se as duas condigées

seguintes sdo satisfeitas:

1. Eziste umu aplicagio continua f : X — X tal que o diagrama seguinte

comuta

E—1, p

wl l,,,

X—f)X’,

2. Sejam {U,, pat € {V‘:,cp:‘} pares de vizinhangas coordenadas e fungdes co-
ordenadas de € e £ respectivamente. Para todos o, u com U, ﬂf‘l(V;) #0

denotamos
fua(z) = cp:‘,f(z].f_'.go;,lx para z € U, N f7H(V)).
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Entao
fual(z) € K C Homeo(F)

fua : UaN f_I(V,:) — K é continua.

Se X = X e f = 1id no acima, entio f é chamado de um isomorfismo de
fibrados. Quando existe um isomorfismo entre dois fibrados ¢ € ¢ dizemos que ¢

e ¢ sdo fibrados isomorfos (ou equivalentes) e denotamos £ = ¢ ou E = E.
Um fibrado que € isomorfo ao fibrado produto é chamado de fibrado trivial.

Um fibrado (E,7, X, F,K) em que ' = K e K opera por translagio a es-
querda é chamado de fibrado principal, ou K-fibrado principal, e é denotado
por (P,m, X, K)

Proposigao 1.4.4. Pare um fibrado principal n = (P,m, X, K) existe uma K-
agdo 4 direita canonicamente livre sobre P tal que a fibra 7~ '(z) € K-invariante.

Mais ainda, o projecio w: P — X induz um homeomorfismo 7 : % —+ X.

Se X é um G-espaco a direita e Y é um G-espago & esquerda, podemos con-

siderar a acdo diagonal de G sobre X x Y, isto é:
GX(XxY)= XxY dadapor (g,(z,v)— g.(z,y) =(z¢7", 9y)

O espago das drbitas desta agio é chamado de produto torcidode X e Y, e é

denotado por
XxY

G

XXGY=

Definigao 1.4.5. Dados um K -fibrado principal m: P = X e F um K-espaco
efetivo podemos construir um fibrado com fibra F e grupo estrutural K que ¢

chamado de fibrado associado ao K-fibrado principal P, isto é:

p:Pxy F— X definidapor [z,y] = p([z,y]) = ().

11



. )
Teorema 1.4.6. Dois fibrados E ¢ E tendo os mesmos espago base, fibra e
grupo estrutural sdo isomorfos se e sd se seus fibrados principais associados sdo

isomorfos.

Defini¢do 1.4.7. Uma secg@o pare um fibrade =« : E = B € uma aplicagdo

conttnua s : B — E tal que w.s = idp.

Teorema 1.4.8. Seja 7 : P = X um fibrado principal. Entdo P € trivial se e

50 se w tem uma sec¢do.

Corolério 1.4.9. Um fibrado € trivial se e s6 se o fibrado principal associado

admite uma secgdo.

Definigdo 1.4.10. Dado um fibrado £ = (E, 7, X, F,K) e uma aplicagGo conti-
nua f: Y — X, obtemos um fibrado com fibra F, grupo estrutural K e espago

base Y, chamado de fibrado induzido e denotado por f'¢, considerando

Fé={ly,z) €Y x E| f(y) = n(2)}

e o diagrama comutativo
fe 4= B

" l lﬂ

Y—f>X,

onde f' € uma aplicagéo fibrada e m, € a proje¢do no primeiro fator.

Definigao 1.4.11. Sejam E e X espagos topoligicos e m : E — X uma apli-
cagdo continua. Se as condigdes 1 e 2 sequintes sdo satisfeitas, entdo (E,m, X)

¢ chamado de fibrado vetorial.
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1. Paratodoz, m~'(z) tem a estrutura de um espago vetorial sobre os niimeros

reais IR.

2. Para todo z, existe uma vizinhanca aberta U de z e um homeomorfismo

w:7 W U) > U x R" tal que pp=m e paracaday € U,
Pty 7 y) = {y} x R" = R" ¢ um isomorfismo linear,

onde p: U X R™ — U denota a projegdo.

Quando a fibra F' de um fibrado vetorial 7 : £ — X tem dimensio constante,
isto é, F é um espago vetorial n-dimensional, dizemos que 7 : E — X é um
fibrado vetorial n-dimensional. Assim, um fibrado vetorial n-dimensional
pode ser identificado com um fibrado com fibra /R™ e grupo estrutural GL(n, IR)
(as vezes chamado também de n-plano fibrado ou IR"-fibrado).

Em particular, denotaremos o fibrado vetorial n-dimensional trivial por

n - . ”
€™ ou simplesmente por n, isto é,

R*“—— XxR'=c"=n

|

X.

Denotaremos o fibrado linha canonico sobre IRP", espago projetivo real

n-dimensional, por ! = (E(4}),m, RP"), onde
E(y,) = {({£z},v) € RP" x R*"';v é miltiplo de z}

T : E(y)) = RP™ é a projegio no primeiro fator.

Definicdo 1.4.12. Dada uma sec¢do s : B(¢) - E(£) de um fibrado vetorial ¢,
dizemos que s € uma secgao totalmente nao-nula se s(b) ¢ um vetor ngo-nulo

de Fy(£€) para cada b € B(£).
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Definicdo 1.4.13. Dada uma colegdo de secgdes sy, .. ., sn de um fibrado vetorial
¢, dizemos que sy, ..., $, sio secgoes totalmente independentes se pare ceda

b € B(£) os vetores s1(b), ..., sa(b) sdo linearmente independentes.

Teorema 1.4.14. Um fibrado vetorial n-dimensional £ € irivial se e so se ¢

admite n sec¢oes si,. .., 8, que sdo totalmente independentes.

Definicao 1.4.15. Sejam G um grupo topoldgico e w : E — X um fibrado veto-
rial tal que E e X sdo G-espagos e w € uma G-aplicagdo. Se para todo g € G ¢
z € X, a aplicagdo

g:n Y (z) = n7 (gz)
€ um isomorfismo linear, entdo w : E — X € chamado de um G-fibrado veto-

rial.

Resumiremos agora algumas construcoes bisicas envolvendo fibrados.

Sejam 7w : E —+ X e o' : E' &+ X’ dois G-fibrados vetoriais. O fibrado

produto de E e E’ é definido como o produto cartesiano
axn:ExE -+ X xX.

Quando X = X’ asoma de Whitney de E e E’ é denotada por EQ F’ e é definida
como o fibrado induzido por E x E' e pela aplicagio diagonal d : X —+ X x X
(dada por d(z) = (z,z)), isto &,

EQE =d(EXE) — ExFE

| [

X 4 XxX

Seja ¢ um fibrado vetorial F —+ E 5 B e B Cc B um subconjunto.

Denotamos por ¢, o fibrado restricaode ¢ a B, istoé,

14



fla E

Y(B) — E=¢

|

onde 7 é a restrigao de w a E. Observe que a fibra é a mesma nos dois fibrados.

B,

Lema 1.4.16. Se f: E — E' € uma aplicacdo fibradae f: B — B ¢€a

aplicagdo correspondente dos espagos base, entdo E = f'E'.

Esquematicamente,

B.

Sejam ¢ e 5 fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B com E(£) C E(n).
Dizemos que { é um subfibrado de 5 se cada fibra Fy(£) é um sub-espago vetorial

da fibra correspondente a Fi(n).

Lema 1.4.17. Se { e { sdo subfibrados vetoriais de n: £ — B tais que
Fi(n) = Fi(&1) ® Fi(&3), Vb€ B, entdo n= L@ &

Teorema 1.4.18. Dado um subfibrado £ C n, onde n € um fibrado vetorial do-

tado de uma métrica Euclidiana, eziste um subfibrado ¢+ C n tal que n = £ EL.

O fibrado ¢* acima é chamado de complemento ortogonal de £ em 7.
Quando uma variedade diferencidvel N admite uma métrica Euclideana dize-

mos que /N é uma variedade Riemanniana.
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Considerando uma imersao f : M — N entre variedades diferencidveis, com

N Riemanniana, temos 7 subfibrado do fibrado induzido f'ry, isto é,

™ — flry - - TN
N

Y
M—L-N.

Dai, usando o Lema 1.4.16, temos

Corolario 1.4.19. Se f : M — N € uma imersdo enire variedades dife-

rencidveis, com N Riemanniana, entdo eziste uma decomposi¢d@o em soma de

Whitney
flrn 2 rm @ vy,

O fibrado v; € chamado de fibrado normal da imersao f.

Em particular, quando f =1, a inclus&o, temos

3! A
TN = TNlM =TM @D TM-

16



1.5 Fibrado Universal (Espagos Classificantes)

Dado um grupo de Lie compacto G, existe (Construgio de Milnor) um G-
fibrado principal 7 : E(G) = B(G), onde E(G) é contratil (m(E(G)) =0,Vi) e

B(G) = E—(G,El é determinado de modo tinico a menos de homotopia.

Se p: P — X é um G-fibrado principal com base paracompacta X, entio
existe uma aplicagdo f : X — B(G), tal que o fibrado induzido f'(E(G)) é

isomorfo a P.

f
P- ~ E(G)
' EI(G))
| kL
|
|
|
Y f J
X B(G).

Desta propriedade, o fibrado = : E(G) — B(G) é chamado de G-fibrado
principal universal, o espago B(G) de espago classificante de G e a aplicagio

f de aplicagao classificante de P. Ver, por exemplo, [12].
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Capitulo 2

Bordismo e Numeros de

Stiefel-Whitney

Neste capitulo reescrevemos alguns resultados sobre bordismo e niimeros de Stie-
fel-Whitney visando basicamente chegar ac Teorema de Conner-Floyd 2.5.2 que
tem um papel fundamental no capitulo seguinte. As provas destes resultados
podem ser encontradas em [11] e [4]. Na tltima secio obtemos uma condigio
para que uma Zj-variedade tendo conjunto de pontos fixos 1-codimensional tenha
classse de bordismo nula. Consideraremos daqui em diante apenas variedades

diferencidveis compactas e diremos simplesmente variedades.

2.1 Bordismo

Definigao 2.1.1. Uma n-variedade M borda se eziste uma (n+1)-variedade
(diferencidvel compacta) W com 8W = M. Duas n-variedades M ¢ N sdo bor-

dantes, denotamos M ~ N, se a sua unido disjunta M U N borda, isto ¢,

M~N & IW* com OW=MUN.

A relagao “ser bordante” é uma relacao de equivaléncia e denotamos a classe

de equivaléncia de uma variedade M por [M),.

18



Definicao 2.1.2. O conjunto das classes de equivaléncia da relagdo acima € cha-
mado de grupo de bordismo nfo-orientado de dimensdo n e € denotado
por

M, = {[M]z; M™ € variedade diferencidvel compacta}.
O conjunto A, é um grupo com a operagio

[M]; + [N]z = [M U Ns.

Mais ainda, M, = > N, é um anel com a multiplicagio induzida pelo produto

cartesiano.

Thom em [13] mostrou que:

Teorema 2.1.3. N, € uma dlgebra polinomial sobre Zy com um gerador em cada

dimensdo ndo da forma 2% —1.

Explicitamente, por [3, Teorema 13.17],
N* = Zz[Xg,X4, X5, XG;XB,XQ, .. _], onde th. — [IRP%]g.

Fixemos agora um espago X. Consideremos o conjunto os pares (M, f), onde

M é uma n-variedade e f: M — X ¢ uma aplicacio (diferencidvel).

Definicéo 2.1.4. Dizemos que um par (M, f) borda se existe uma (n+1)-varie-
dade (diferencidvel compacta) W e uma aplicagdo (diferencidvel) F: W — X tal
que OW =M e Fy,, = f. Dois pares (M, f) e¢(N,g) sdo bordantes, denotamos
(M, f) ~ (N, g), se a sua unido disjunta (M U N, f U g) borda, isto ¢,

JwnH | W =MUN

(M, f)~ (N,g) &
AF W X| Fy,=feFy=gy

Esquematicamente,
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44 %4

\\F J \\\F
g2 L pog A
X MUN—X
(M, f) borda (M, f) e (N, g) bordantes

A relacio acima também é uma relagio de equivaléncia e denotamos a classe

de equivaléncia de um par (M, f) por [M, f]2.

Definigao 2.1.5. O conjunto das classes de equivaléncia da relagdo acima € cha-
mado de grupo de bordismo nao-orientado de dimensio n do espago X

e € denotado por

Na(X) = {[M, flo; M™ variedade ¢ f: M = X aplicacio}.

O conjunto M,(X) é um grupo com a operagio
[Mi-f]2 + [N:g]Z = [M u N1f U g]21

onde (fUg)y,=f e (fUg), =g
Em particular, quando X é um ponto temos MN.(X)=AMN,.

Obs.: Conner & Floyd em [4] consideram mais geralmente grupos de bordismo
de um par (X, A).

Existe também uma teoria de bordismo equivariante para G-variedades, onde

G é um grupo finito.
Denotaremos aqui uma G-variedade M™ por (G, M™).

Diremos que (G, M™) é uma G-variedade principal quando a ac¢do de G

em M"™ é livre.
Quando (G, M}) e (G, M}) sio G-variedades equivalentes (ver apds a Defi-
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ni¢do 1.1.2) denotamos simplesmente

(G, MY) = (G, M)

Definicao 2.1.6. Seja (G, M™) uma G-variedade principal fechada. Dizemos
que (G, M") borda equivariantemente se eziste umae G-variedade principal
compacta (G, W) com (G,0W™!) = (G, M™). Duas G-variedades principais
(G,M?) e (G, M3) sdo bordantes equivariantemente se a unido disjunta

(G, M? U M3}) borda equivariantemente.

A relagdo acima é uma relagdo de equivaléncia e denotamos a classe de equi-

valéncia de uma variedade (G, M™) por [G, M"]2.

Defini¢ao 2.1.7. O conjunto das classes de equivaléncia da relagéo acima € cha-
mado de grupo de bordismo equivariante nao-orientado de dimenséo n

do grupe G ¢ € denotado por N,(G).

O conjunto M,(G) é um grupo abeliano com a operagio soma definida por

(G, MT]2 + (G, M7]2 =[G, MT' U M7 ).

A soma direta fraca N,(G) = 372 N,(G) torna-se um N,-médulo (4 direita)

graduado ao considerar a operacio
[G, M"™)5.[V™], = [G, M™ x V™,

onde [G,M]; € Mu(G) e [V™], € M., sendo aacaoem M" x V™ dada por
9(2,y) = (92, y)-

Chamamos M(G) de médule de bordismo do grupo finito G.

Obs.: Conner & Floyd em [4] consideram mais geralmente N, (G, A) onde as

aghes livres sdo trocadas por agbes A-livres.
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2.2 Classes de Stiefel-Whitney

Originalmente considerava-se classes de Stiefel de uma variedade, classes de Whit-
ney de um fibrado vetorial e classes de Stiefel-Whitney do fibrado tangente a
uma variedade. Posteriormente estes conceitos foram unificados, consideran-
do classes de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial. Nesta se¢do resumimos
a definigao explicita das classes de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial, co-
mo em Conner-Floyd [4]. Posteriormente definimos axiomaticamente as classes

de Stiefel-Whitney e resumimos algumas de suas propriedades, seguindo Milnor
[11].

Dado um grupo de Lie G, consideremos o G-fibrado universal
7 : B(G) = B(G).
Para G =7Z; temos B(Z;)=IRP”, onde IRP*™ & a uniao ascendente
RP' C RP*C.--C RP*C... de espagos projetivos.

Como H(IRP*®;Z,) = Zs, Vi, temos H*(IRP*®;Z;) = Z,[t], uma &lgebra

polinomial com um gerador 1-dimensional t € H'(RP*;Z,).
Para G =(Zjy)", como B(G) X G2) = B(G,) x B(G,), temos
H*(B((Z2)"); Za) = Zaoty, . ., 1],
com cada t; 1-dimensional.

Para G = O(n), o grupo ortogonal, denotando por D o subgrupo das
matrizes ortogonails diagonais em O(n), temos D = (Zy)" € o seguinte resultado:

A inclusdo (Z,)* C O(n) induz um monomorfismo
p: H*(B(O(n)); Za) = H*(B((Z2)"); Zg) = Zoltr. . . ., 1]

cuja imagem sdo os polindmios simétricos em £;,...,%,.

22



Em particular, denotaremos os polinémios simétricos elementares

Y ot ty,

F1<e-<n

simplesmente por > % ... 2.

Definicao 2.2.1. As classes de Stiefel-Whitney universais do fibrado
7 . E(O(n)) = B(O(n)) sdo as classes de cohomologia w; € HY(B(O(n)); Z,),
1 <i < n,tais que p(wi) = 3 t1...4, o0s polindmios simétricos elementares.

A classe de Stiefel-Whitney universal total de E(O(n)) ¢

w=14+w + -+ w,

Temos entao que

H*(B(O(n)); Zs) = Zafws, . ., wa].

Considere agora 7 : £ = X um fibrado vetorial n-dimensional com X um
CW-complexo. Tomando um produto interno sobre o fibrado, podemos conside-

rar 7 como um O(n)-fibrado. Assim existe uma aplicagao fibrada

E 14 E(OMm)

x —L B(O(n)),
onde 7 : E(O(n)) = B(O(n)) é um O(n)-fibrado universal com fibra IR". Por

universalidade, o homomorfismo
f* 4 H*(B(O(n)),Zg) — H*(X;Zg)

é independente da aplicagéo fibrada particular.
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Definicao 2.2.2. 4s classes de Stiefel-Whitney de um O(n)-fibrado vetorial
T:FE =+ X sdo definidas como

wi(r) = f*(wi) € H(X; Zy),

onde 0s w;’s sdo as classes de Stiefel- Whitney universais.

Agora vejamos a definigio axiomatica das classes de Stiefel-Whitney.

As classes de cohomologia de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial

sao definidas através de quatro axiomas:

Axioma 2.2.8. Para cada fibrado vetorial { corresponde uma seqiéncia de

classes de cohomologia
wi(€) € HY(B(€);Z2), i=0,1,2,...,

chamadas de classes de Stiefel-Whitney de . Se £ € um fibrado n-dimensional
entdo

wo(€) = 1 € H°(B(€); Za), elemento unidade,

wi(§) =0 parai>n, a classe nula.

Axioma 2.2.4 (Naturalidade). Se f : B(§) —+ B(n) € coberta por uma aph-
cagdo fibrada de { em n entdo

wi(€) = frwi(n),

onde

f* o H (B(n); Za) = H'(B(£); Za).

Axioma 2.2.5 (Teorema do Produto de Whitney). Se { e n sio fibrados

vetoriais sobre o mesmo espacgo base, entdo

EEBT] Zw' ‘""’wk- 7])

onde ~— ¢ o produto cup.
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Axioma 2.2.6. Para o fibrado linha candnico ] sobre a esfera S', a classe de

Stiefel- Whitney w;(vl) € néo-nula.

As classes de Stiefel-Whitney da primeira defini¢do satisfazem os quatro axi-

omas acima.

Milnor [11] prova a existéncia de classes de Stiefel-Whitney dando uma cons-

trucao em termos das “Operagdes Quadrado de Steenrod”.

As classes de Stiefel-Whitney tém as seguintes propriedades.

Proposigao 2.2.7. Se ¢ € isomorfo a n entdo w;(€) = wi(n).

Proposigio 2.2.8. Se ¢ € um fibrado vetorial trivial entdo w;(e) = 0 parai > 0.

Proposigao 2.2.9. Se ¢ € trivial entgo wi(e & n) = wi(n).

Proposigao 2.2.10. Se ¢ é um fibrade n-dimensional com uma métrica Eucli-
deana que possui uma secgdo totalmente ndo-nula, entdo w,(§) = 0. Se £ possui

k secgbes que sdo totalmente independentes, entdo

Wo 1 (§) = Wnpg2(§) = - = wa(€) = 0.

Denotemos por H*(B;Z,) o anel consistindo de todas séries formais infinitas
a=ay+a +ay+---, com g€ Hi(B,Zz).
A operacao produto deste anel é dada pela férmula

ab=(ao+ar+a+--)bot b +b+-)
= (aobo) + (a1bo + @ob1) + (azbo + a1b1 + aoby) + -+ - .
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Definigdo 2.2.11. A classe de Stiefel-Whitney total de um fibrado n-dimen-

sional ¢ sobre B € definida como o elemento
w)=l+w+we+ - Fwa+0+---

do anel H*(B; Zy).

O Teorema do Produto de Whitney torna-se entio

w(€ @ n) =w()w(n),

onde o lado direito é a operagao produto do anel.

Quando ¢ = Ty denotamos por
'UJ(M) = w(TM)'»

a classe de Stiefel-Whitney total do fibrado tangente & variedade M e diremos
simplesmente classe de Stiefel-Whitney de M.

Como exemplo temos:
a) w(S™) =1;
b) w(RP") = (1+ a)**!, onde aec H'(RP";,Z;) =Z; é o gerador.
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2.3 Numeros de Stiefel-Whitney

Seja M™ uma variedade diferenciavel fechada, possivelmente desconexa. Denota-

mos a tnica classe de homologia fundamental de M por

[M] € Hn(Mi Z:Z)'

Para cada classe de cohomologia v € H"(M;Z,) denotamos o indice de

Kronecker por
v[M] =< v,[M] >¢€ Z,.

Seja I = (41,...,%,) uma particao de n, isto é, #;,...,% sdo inteiros nio
negativos com 21 + --- + 1, = n. Quando [ = n dizemos que / é uma particao

trivial de n. Para cada fibrado vetorial ¢ podemos formar o monémio
wi, (&) ~ -+~ w, (§) € H*(B(£); Zy),

onde — denota o produto cap, que denotaremos simplesmente por

wi,(€) .3, ).

Em particular, considerando ¢ = 7, o fibrado tangente da variedade M, temos

wi, (Tar) - - wi, (TM) € H'(M; Z.).

Definigao 2.3.1. O nimero de Stiefel-Whitney de¢ veriedede fechada M?",

associado d partigdo I = (11,...,1,) de n € o inteiro mod 2

Wi(M) =< wi (7ar) - .. wi(Tme), [M] > .

A importancia dos numeros de Stiefel-Whitney é ilustrada pelo teorema se-

guinte e pela sua reciproca.

Teorema 2.3.2 (Pontrjagin). Se B™*' € uma variedade diferencidvel compac-

ta com B = M™, entdo lodos os nimeros de Stiefel- Whitney de M sao nulos.
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Como aplicagio deste teorema temos: [RP" borda <« n é impar.

A reciproca do Teorema de Pontrjagin é devida a Thom.

Teorema 2.3.3 (Thom). Se todos os nimeros de Stiefel-Whitney de M sdo

nulos, entdo existe uma variedade diferencidvel compacta B™t! com B = M™.

Corolario 2.3.4. Duas n-variedades diferencidveis fechadas My e M, pertencem
a mesma classe de bordismo ndo-orientado se e somente se todos os nimeros de

Stiefel- Whitney correspondentes de M, e My sdo iguais.

A caracteristica de Euler mddulo 2 de uma variedade M é um invariante da
classe de bordismo pois considerando a partigdo trivial [ =n temos o seguinte
relacionamento (ver [11, Coroldrioll.12]) entre o nimero de Stiefel-Whitney
Wa(M) e x(M).

Teorema 2.3.5. Se M ¢é uma variedade diferenciavel compacta entdo

Wo(M) = x(M) mod 2.
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2.4 Fibrado Involugao

Uma involug¢do é um homeomorfismo T : X — X de perfodo 2. Considerando
Z, = {1,T}, identificaremos uma involugio sobre X com uma acio de Z; sobre

X e a denotaremos por (T, X).

Como uma involugao livre (T', M™) sobre uma variedade fechada é uma Z,-
variedade principal fechada temos uma relacao de bordismo e o grupo de bor-
dismo N,(Z;) (Ver Definigao 2.1.7). Especificamente, (T, M™) borda, escrito
[T,M"]; =0, se existe uma involuggo livte (S, B™*!) sobre uma variedade

compacta com 9B"'=M" e S§,,.=T.

Consideremos entdo (T, M™) uma involugao livree M — % o Z,-fibrado
principal associado. Por 1.5, existem: uma aplicagio equivariante M™ — E(Z,),
onde E(Z,) é um Zy-fibrado universal, e uma aplicagdo induzida

M E(Z,)
T 7T

unica a menos de homotopia, isto é, temos um diagrama

M —— E(Z))= 5%

l l

¥ — B(Z;)= RP™.

Temos entao o diagrama induzido em cohomologia

H‘(E(Zg), Zz) — H*(M, Zg)

T I

H*(B(Z2);Z2) —2— H*(%;Z,).

Como H*(B(Z,); Z;) = Z,[t], uma algebra polinomial com um gerador

1-dimensional, podemos considerar, como na Definigéo 2.2.2,



Denotaremos ¢ = p*(f) e a chamaremos de a classe caracteristica da invo-

lugao (T, M).

Sejam ¢ — V" um fibrado k-dimensional e ¢ : S(§) = V* o fibrado
esfera associado a ¢, onde a fibra é uma (k — 1)-esfera S*~! e S(£) é uma

(n + k — 1)-variedade fechada.

Como a aplicagéo antipodal A : §*~1 — S*~! est4 no centro de O(k), temos
correspondentemente uma involugéo livre preservando fibra sobre S(¢), que em

cada fibra reduz-se 4 aplicagdo antipodal e que denotaremos por T : S(€) = S(¢).
Chamamos (T,5(¢)) de o fibrado involugao associado a ¢.

Consideremos entio, como acima, o Zz-fibrado principal S(¢) — i’(rél asso-

ciado ao fibrado involugdo (T,5(€)), o diagrama correspondente

"

S(¢) E(Z,)
| |
22 = B(Zy),

e c¢=p*(t) a classe caracteristica da involugio (7', S(¢)).

Denotando IRP(€) = %Q temos também um diagrama comutativo

Sk—1 \ S’:l — IRP"_I
5(6) \ ~ S0 — Rp()
Vn/

onde p: RP(€) = V™ ¢ um fibrado, com fibra RP*' chamado de fibrado

espaco projetivo associado ao fibrado vetorial { = V™.
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Consideremos agora a inclusio 1 : RP*! —+ RP(¢).

Por um lado, considerando os Z,-fibrados, temos o diagrama

Zy \ Zg \ Y \
Sk—l aplic, fibrada >S(€) E(Zg)
RP*1 ‘ RP(£) ? B(Z,)
e correspondentemente
H'(E(Zs); Zy) = H(8(£); Z3) - H'(S*1; Zy)

o | |

Zoy= HY(B(Zy); Zy) H'(RP(£); Zs) HY(RP*,2y)=1,,

que associa

t— p*(t)=c — i*(c).

Assim, pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney, 2.2.4, a imagem
i*(c) de ¢ € H'(RP(¢);Z;) pelo homomorfismo 1* : H'(IRP(£);Z2) —
H'Y(RP*';Z;) éogerador de H'(RP*';Z,).

Por outro lado, considerando p: IRP(£) = V™ e os seus fibrados tangentes,

TRP(¢) € Tv, temos

\ Rt ,\wm \ \
\‘ Rfi(ﬁ) / . vi
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onde
&, = p'(tv) ¢ o fibrado induzido por p;
€, éofibrado dos vetores de Tgp(¢) paralelos as fibras RP*' de IRP(£) — V™.

Como IRP(€) é localmente um produto temos, usando o Lema 1.4.17,

Tre(e) = &1 D &2
(Observe que daf temos &y gpr-1 S v = v(IRP*', RP(£)).)

Considerando p : IRP(§) — V" temos por naturalidade que a classe de
Stiefel-Whitney total de &; é dada por

n

w(é) = p (V) = p (Y w) = 3 pr(we) = L4+ p"(w1) + -+ + p(wn),

r=0

onde w, = w,(V"), r=0,1,2,...,n, sao as classes de Stiefel-Whitney de 7yn.

A classe de Stiefel-Whitney total de £; ao longo da fibra em IRP(§)

foi calculada por Borel-Hirzebruch [1].

Teorema 2.4.1 (Borel-Hirzebruch). A classe de Stiefel- Whitney total de &,

ao longo da fibra em IRP(£) € dada por
k
w(éa) =) (L+¢)p (vs) = (L+¢)* + (1 +0)*'p"(v1) + -+ + p™(we),

5=0
onde vy = wy(€),s =1,2,...,k, sdo as classes de Stiefel- Whitney do fibrado
vetorial k-dimensional £ — V™.
Como & € um fibrado (k — 1)-dimensional seque também que vale a relagao
¢t = p (v) + - + P (w)-

Assim, a classe de Stiefel-Whitney total de IRP(§) ¢
w(RP(£)) = w(& & &) = w(b).w(é)

X k
= (Z p“(lu,)) ; (Z(l + C)k_sp‘("p)) .

s=0
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Explicitamente, cada classe de Stiefel-Whitney de IRP(¢) é dada por

wi(RPE) = ¥ (k - ) P (wv,)e",

r4atg=i

onde w, = w. (V") € H'(V"Zy), v, = w,(§ =+ V") € H (V" Z;) e c€
H(RP(€);Zs).
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2.5 Classe de Bordismo de Variedade com Invo-
lucao

Dada uma involugéio sobre uma variedade M™ descrevemos sua classe de bordismo

[M]2 € M, em termos de seu conjunto de pontos fixos.

Consideremos inicialmente o caso em que a involugdo (7', M) é livre de pontos

fixos.

Proposicdo 2.5.1. Se M™ € uma variedade fechada admitindo uma involugdo

livre de pontos fizos, entdo M borda.

Uma prova geométrica deste fato é considerar
T: M — M ainvolugio livre de pontos fixos,
6: M xI—= MxIinvolugao em M x I definida por 8(z,t) = (Tz,1 —1t).

Como @ é livre podemos considerar a variedade W = M;“r , para a qual temos

MxI _BMx[UMXBI_Mx{O,l}
6 ) 0 6

3W=3( = M.

Considere agora uma involugéo diferencidvel (T, M) sobre uma variedade di-
ferenciével possivelmente desconexa. Fixe daqui em diante uma métrica Riem-

maniana sobre M™ com respeito a qual 7' é uma isometria.

Denote F = UF*, onde
F éo conjunto dos pontos fixos de 7.
F' é a unido das componentes i-dimensionais do conjunto dos

pontos fixos (0 <: < n).

O conjunto F* é uma subvariedade i-dimensional mergulhada regularmente

em M™".
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Observe que F™ consiste das componentes de M™ que sdo ponto a ponto fixa-
das por 7', ndo tendo portanto fibrado normal. Note também que uma vizinhanca
tubular N de F é uma unido disjunta de vizinhancas tubulares em torno de cada

componente de F.

Denote
v; = v(F', M) = F' o fibrado normal a F* em M", i < n.

q: S(v;) = F* o (n-i-1)-fibrado esfera diferencidvel correspondente.
Para cada i < n existe um fibrado involugio (T, S(#;)) do fibrado esfera S(v;).

Denotemos

(T,50)) = J(T, ()
i<n
a unido disjunta, onde chamamos

S(v) o fibrado esfera normal ao conjunto dos pontos fixos.

Temos entio

n—1

[T,5(W)]2 = Y T, S@i)]e € Noms(Z2).

i=0
Considerando agora F™ =@, N uma vizinhanca tubular de /' e denotando
B™ = M™— N, temos que B™ é uma subvariedade com bordo S(v)"~! mergulhada

regularmente em M, sobre a qual T nao tem pontos fixos. Assim, por definicao,
[T, S(v)]2 borda, isto é,

[T,5)=[T,0B"2=0 em N,_1(Z,).
Finalmente chegamos ao Teorema de Conner-Floyd [4, Teorema 24.2].

Teorema 2.5.2. Seja (T, M™) uma involug@o diferencidvel sobre uma variedade
fechada. Denote por q:v — F o fibrado normal ao conjunto de pontos fizos
F,por ¢ :v@®1l = F asoma de Whitney de v com o fibrado linha trivial, e
por S(v@ 1) o fibrado esfera associado a ¢'. Entéo

[M™]2 = [IRP(v @ 1)]5.
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2.6 Fibrado Linha Gerado por uma Subvarieda-

de 1-Codimensional

Na tentativa de obter condigdes para que uma Zj-variedade M tenha classe
de bordismo nula consideramos inicialmente o caso especial em que o conjun-
to dos pontos fixos € 1-codimensional. A técnica empregada aqui é baseada em
Wasserman, [14], que utiliza o fibrado linha gerado por uma subvariedade 1-
codimensional A de uma variedade M. A condigao obtida para que M borde

depende de uma certa classe de Stiefel-Whitney associada a A.

Em (14, def. 24] Wasserman mostra o seguinte resultado:

Proposigao 2.6.1. Se A € uma subvariedade invariante fechada de codimensdo [
de uma G-variedade M, entdo o fibrado normalde A em M, p:v =v(A,M) = A,
pode ser estendido a um fibrado linka sobre M inteiro, p:v — M. Mais ainda,
U tem uma secgdo equivariante 5: M — U que zera ezatamente sobre A e que

€ transversa 4 seccdo nula de v.

Prova. Identifiquemos uma vizinhanga tubular invariante U de A com v, obser-
vando que cada ponto a € A é associado a um vetor nulo (a,0) e que cada ponto
z €U —A é associado a um vetor ndo-nulo.

Considerando o fibrado induzido, podemos estender p : ¥ = A ao fibrado linha

p'v = v, isto &,
1

pyv — v

b

U=v 25 A
Considerando a secgio candnica em p'v, isto é, s:v — p'v, dada por s(z) =

(z,z), esta zera exatamente sobre A. Dali, por 1.4.14, o fibrado linha p'v é trivial
fora de A. Assim, basta estender p'v a um fibrado linha & % M colocando
HmM-U) = (M — U) x R.

[
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Definigdo 2.6.2. O G-fibrade v = M obtido na proposigdo acima € chamado
de G-fibrado linha gerado por A.

Considerando a inclusdo ¢ ;: A™1 — M™ temos a aplicagio induzida em

homologia
ta: Hoo1(A;Z3) = Hoo1 (M Zg),

que leva [A], a classe fundamental de A, em .[A].

Por outro lado, pelo Teorema de Dualidade de Poincaré Mod 2 [9, p.213], a
aplicacdo

H\(M;Z5) 22 |, (M 2,)

dada por z — z —~ [M] é um isomorfismo.

Assim, conforme Wasserman [14, Obs.26] ou Milnor [L1, Exercicio 11C, pag.
135], temos

Lema 2.6.3. Sejam i : A"™! = M™ um mergulho entre variedades compactas,
v =v(A, M) o fibrado linha normal a A e U o fibrado linha gerado por A. Entdo

i.[A] representa wy (i), isto €,
L[A] = w (D) —~ [M].
Prova. Usando a nossa notagdo temos por Koschorke [7, Fato 9.7, pag.97] que
para todo ¢ € H* ' (M;Z,;) vale a relagdo
< i*(e), [A] >=< ¢ — wy(7),[M] > .

O primeiro termo da equacdo pode ser escrito como < i*(c), [A] >=< ¢, i.[A4] > .

Para o segundo termo temos a relagio {9, pag.190]

< ¢~ wy(v), [M] >=< c,un (P} ~ [M] >, Ve

37



Dali, obtemos

< ¢, t[A] >=< c,w,(¥) —~ [M] >, Ve,

ou seja,

?..,[A] = un (L_’) [ [M]

Termos entaoe

Proposigao 2.6.4. Sejam M wuma Zy-variedade diferencidvel coneza compacta,
F = Fix(Z;, M) 1-codimensional conezo e v o fibrado linha gerado por F. Se

w1 (7) =0 entdo M — F possui duas componentes conezas.

Prova. Como wn () = 0, pelo Lema 2.6.3, o homomorfismo %, é nulo no nivel
1, e assim o seu transposto i* no nivel n — 1 também é nulo. Pelo Teorema de
Dualidade de Lefschetz temos Ho(M — F;Z3) ~ H*(M, F;Z,). Considerando a
sequéncia exata de cohomologia do par (M, F), com coeficientes em Zg,

s HYUM) S5 BN (F) = HY (M, F) — HY(M) — H™(F) = -,
I ! I
0

A Zy
obtemos H™(M,F,Z3:) = Za® Zs. Dai Ho(M — F,Z3) ~Zo@® Zq,isto é, M — F
tem duas componentes conexas. ~ |

Denotemos entdo as duas componentes conexas de M — F' por W,eW,.

Como Z, atua livremente em M — F =W, U W,, temos uma involugio livre
T-W,UW, - W, UW,.

Como a agdo de Z, no fibrado normal manda x em -x, temos que = € W é levado

em T(z) € W, e vice-versa. Daf, por conexidade, W;eW; sio homeomorfas.
Denotemos W = W, ~ W,, onde W; denota o fecho de W;. Temos entdo:
OW=F e M=WU; W =2W,
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onde 21 denota o dobro de W.

A variedade dobro de W tem uma propriedade muito importante

Lema 2.6.5. Se W™ € uma variedade com bordo, entdo 2W ¢ bordo de uma

variedade (n + 1)-dimensional V.

Prova. Consideremos a variedade com cantos V = W x [, onde I = [-1,+1].

Temos

OV=0WxDN=0WxI |J WxaI=oWwxI |] WxS$ =2W,

Idow y o1 Idsw xo1

onde a segunda igualdade é o bordo do produto cartesiano de duas variedades
com bordo [3, 13.13]. O

Uma visdo geométrica deste lema é esbocada abaixo.

Observe inicialmente que colar duas W™ pelo bordo é equivalente a colar duas
Wem oW x I.

QW =Wus W (W UW)us (W x I

CO-O-C

(Para a diferenciabilidade a colagem deve ser feita sobrepondo duas vizi-

nhangas tubulares de OW.)

Considerando dois dobros de W, podemos repetir o processo acima e “preen-

cher” os espagos delimitados obtendo uma (n + 1)-variedade V.
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Aqu V'= (WX [) Uswwl (WXI)

Temos entao dois casos:
oV =2W U2W = [0V'],=[2W U2W], = 2W]:+[2W]; =0 mod 2;
2) OV =W U2WU2W = [3V],=[2W U2W], + [2W], 2 2W),.

Obtivemos assim a variedade V com bordo 2W.

Vejamos entio uma condi¢io na qual uma Zs-variedade com conjunto de

pontos fixos 1-codimensional borda.

Teorema 2.6.6. Sejam M wuma Zj-variedade diferencidvel conera compacta,
F = Fix(Zy, M) conezo 1-codimensional e v o fibrado linha gerado por F. Se

w1(7) = 0 entdo existe uma variedade V com 8V = M.

Prova. Pela Proposigao 2.6.4 M — F tem duas componentes. Considerando
M- F =W, UW, vimos acima que a involucio livre atuando em W; U W,
faz Wi =W, =W, W =F e M = 2W. Dal, pelo Lema 2.6.5, existe uma
variedade V com 9V = 2W, isto é, 9V = M. a

Segue imediatamente do Teorema de Pontrjagin, 2.3.2, que nas condigdes

acima W;(M) =0 para toda particdo [ de n.
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O mais importante é que o teorema absoluto acima pode ser estendido ao caso
em que a variedade bordante V também é uma Zj-variedade tendo conjunto de

pontos fixos 1-codimensional.

Teorema 2.6.7. Sejam M uma Zj-veriedade diferencidvel coneza compac-
ta, F = Fix(Zy,M) conezo I1-codimensional e U o fibrado linha gerado por F.
Se wy () = 0 entéo existe uma Zj-variedade tendo conjunto de pontos fizos 1-

codimensional V com 8V =M,

Prova. Vimosacimaque V=W x [ onde W =W, =W,e M~ F = W, U W;.
Para dar uma estrutura de Z;-variedade a V basta considerar uma agio ¢ em V
dada por

$(w,t) = (w,—t), onde (w,t)eW xI[.

Dai, V é uma Z-variedade tendo conjunto de pontos fixos 1-codimensional pois
V(Z;) = Fix(Z,, V) = {(w,0) e W x [} = W.

O

No capitulo seguinte, usando a técnicado blow-up, verificamos que a condicao

w1(7) = 0 do teorema acima pode ser eliminada.
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Capitulo 3
Blow-up e Acoes Nao-Singulares

Inicialmente, baseados em Wasserman [14] e [15], definimos blow-up e agdes nao-
singulares. Em seguida determinamos relacées entre a classe de bordismo de uma
variedade M e seu blow-up B(A, M). Concluimos analisando bordismo no caso

de agbes nio-singulares.

3.1 Blow-up

Consideraremos aqui G um grupo de Lie compacto. Se #: F — X ¢é um

G-fibrado vetorial, com uma métrica Riemanniana invariante, denotamos:
D(E) o fibrado disco de £E;
S(F) o fibrado esfera unitaria de E;
RP(E) = i(z%l o fibrado projetivo real de F;
L(F)= ﬂ%zhf_l o fibrado linha associado ao recobrimento
S(E) = RP(E).
IRP(E) & obtido de S(F) identificando v € S(F) com —v.

Se A é uma subvariedade de uma G-variedade M denotamos

v=v(A,M) o fibrado normal de A em M.

Quando A é fechada, invariante, A C M e A é transversa a &M identifi-

caremos  com V4, uma vizinhanga tubular equivariante de A em M.
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Considerando A™ —~——= M" e n—m = k podemos obter a partir do
fibrado v ofibrade RP(r@1), istoé,

IRk"_q..y == IR"@IRIC—'—>V®1 - SkL‘_"S(V®1)

l |

A A A

= RPF——=RP(vol)

|

A

Considerando a agio sobre v como sendo a agao obtida pela identificagio de v
com a vizinhanga tubular equivariante de A, e considerando sobre o espaco total
do fibrado linha trivial 1 a agdo trivial, obtemos uma agio sobre v @1 que

induz uma agio sobre o espago RP(v @ 1), tornando-o uma G-variedade.

Agora podemos definir o blow-up.

Definigao 3.1.1. Se A € uma subvariedade invariante fechada da G-variedade
M com 0A C OM e A transversa a OM, definimos o blow-up equivariante de
A em M por

M#,RP(vel), dmA4 < dimM
B(4, M) = # 4 (v@l), se dim im

M se dim A =dimM,

onde #, € asoma coneza ao longo de A.

O blow-up B(A,M) é uma G-variedade diferencidvel pois a soma conexa
ao longo de A na defini¢ao acima é obtida pela colagem, ao longo dos bordos, de
(M~V,4) com (RP(v®l)—V,) usando o Teorema do Colarinho Equivariante.
( [2, Teorema V.1.5] ou [4, Teorema 21.2].)

A construgdo blow-up pode ser esbogada geometricamente como descrito abai-

X0.
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Denctando

temos

Swvel) RPrvel) M#,RPrdl)=B(A M)

Podemos também obter L{v) a partir de v como segue:

Primeiro obtemos os fibrados S{v) e RP(v):

Rk — .y = Dk | D(I/) — Sk—l | S, S(V)

| l

A A A

Dai, obtemos L(v) como o fibrado linha associado ao Zy-fibrado principal

S(v) = RP(v):
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Ou seja,

Agora, restringindo a fibra IR & Z,= {+1,-1} C R, isto &,

Zy — D(L(v))

|

A

podemos dar uma defini¢ao alternativa do blow-up:

B(A,M) =M~ D (v)] Us D(L(»)),

onde a aplicagdo colagem f : S(L(v)) = S(v) é a aplicacio identidade.

Geometricamente, considerando A e M como antes, temos:

L(v)= &g

Z

) x R

S(v) RP(v) S(v

v D(v)
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Informalmente, B(A, M) & obtido de M deletando os pontos de A e adicio-
nando retas normais a A em M (Se dim A < dim M).

Exemplo 3.1.2. Seja M = S e A = {x}.

Temos

v v@leD*  Spel)=$ RPvel)=f=RP =5

Assim

B(A,M)=M#RP(v1) =5 # 5 = 5.
4 {)

Observamos que a soma conexa ao longo de A = {*} é a soma conexa usual.

Exemplo 3.1.3. Seja M = 52 ¢ A = {*}.

Temos
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v velzp? RP(ve®1l) =5 = RP

Assim

B(A, M) = §* # RP* = RP”.
()

Mais geralmente, para M = S™ ¢ A = {x} temos RP(v @ 1) = IRP", ¢ assim

B(A, M) = S™ # RP" = RP".
(=)

Exemplo 3.1.4. Seja M =S5% ¢ A=S5"
Considerando A, = {*} e v, =v(A;,M), vimos no Ezemplo 3.1.3 que

RP(v, ®1) = RP?.

Assim
B(A,M)= 824, RP(v® 1) = 5?#,(RP* U RP?) = RP*#S*#IRP*
= RP*#RP* = Kb,
onde Kb denota a garrafa de Klein.

Exemplo 3.1.5. Seja M =S5% e A = §'.

Temos
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onde T? denota o toro. Assim
B(A,M) = S*# Kb =[S — Vo] Us [Kb — V] = &,
Sl

4 ~ .
onde Va eV, sdo vizinhangas de S' em S? e em Kb.
Observamos aqui que a soma coneza ao longo de S' de uma variedade orientdvel
com uma ndo-orientdvel resultou em uma orientdvel, fato que ndo ocorre na soma

conexra usual.

Apesar de estarmos interessados apenas em variedades fechadas, vejamos um

exemplo onde a variedade M tem bordo.

Exemplo 3.1.6. Seja M = D? o disco e A= {*} um ponto de seu interior.
Como RP(v @ 1) = RP? temos

B(A,M) = D* # RP* = RP*- D*=FM,
{»}

onde FM denota a faiza de Mobius.

O blow-up de A em M é apenas uma parte de uma construgdo mais geral que
é o blow-up do conjunto de todos os pontos fixos de uma G-variedade M, como

descrevemos abaixo.

Seja M uma G-variedade e denotemos

F=Fix(G,M)=L‘Jﬂ=F1U”-L.JF,.,

v=u(F,M)= Y v(F,M)=> u
i=1 i=1
O blow-up do conjunto dos pontos fixos F de M ¢é dado por
B(F,M) = B(F,,B(F._\,... B(Fy, B(F},M))...)),

ou seja,

B(F,M)=(...(M# RP(1 ®1))# RP(1r, ®1))#...) # RP(v; ®1).
131 P B Fy
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Em particular, quando F =5°={P;, P} C M temos a decomposicio
B(S°, M) = B(P, B(PA, M)).

Observamos que apesar de podermos calcular B(A4, M), para uma dada subva-
riedade invariante A de M, isto nido implica que M tenha A como o seu conjunto

de pontos fixos.
Completemos agora os casos possiveis de blow-up em dimenséo 2.

Recordemos que, pelo Teorema de Classificagio de Superficies Compactas,
ver por exemplo [8], toda variedade compacta conexa 2-dimensional, M?, é ho-
meomorfa a uma esfera 5%, ou a uma soma conexa de toros T2, ou a uma soma

conexa de planos projetivos RP?.

Mais ainda, em termos de orientagio temos:

M? orientada = M?=5% ou M:=T%*. . #T*=(T?),r>1;
M? nio orientada = M? = RP*# ... #IRP* = (RP*,r > 1.

Em termos de bordismo temos:

(M), =0 = M?* =52 ou M2=(T2)r ou M2=(Kb)'”=(HP2)2’",1-21;
(M, #£0 = M?=RP%.. . #RP*=(RP)*1,r>1.

Prosseguindo no célculo dos blow-ups, como em exemplos anteriores, obtemos

todos os blow-ups parciais possiveis em dimensio 2 a partir dos trés casos abaixo:
1) B(*, M%) = M #4 IRP? = M#IRP*.

2) B(S°, M?) = M#{IRP* U RP*} = M#Kb:

2.1) [M]; =0 = B(S°, M?) = M#Kb= M#(RP?)?
2.2) [M]z £ 0 = B(S°, M?) = M#tKb = (RP?)*-V#(IRP*)? = (RP*)¥ .
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3) B(S', M?) = M#g RP(v® 1) = Mg Kb = (M — Via) Us (Kb — Vin) :
3.1) st < M2 mergulho homotopicamente nulo:  B(S!, M?) = M2,
3.2) St Ny Ve mergulho homotopicamente nio-nulo:
3.2.1) $t < FM c M? (mergulho).
B(S', M?*} = (M — Va1) Ugpay FM = M?. Assim:
B(S', (RP*)") = (IRP?).
3.2.2) S! & Sk C M (mergulho direto).
B(S', M?) = (M — V&) Uscy Cil (desorientado). Assim:
3) B(S™, (T?)) = (Kb
b) B(S, (Kb)") = (T?)" ou B(S*,(Kb)") = (Kb)" parar > 1;
c) B(S', (RP?)*~Y)) = (RP*)*~' parar> 1

Aqui V51 denota uma vizinhanga de S! em M2 ouem RP(v @ 1) e Cil= S* x I.
Podemos interpretar geometricamente os resultados acima como:

1) O blow-up de um ponto em M? cola um espago projetivo na variedade M,
tornando-a uma variedade nao-ortentavel, caso ainda nio o seja. Especificamente

temos:

B(x,5%) = S*#IRP* = IRP*;
B(x,(T%)) = (T?)y #RFP* = (RP*)H1;
B(*,(RP*)) = (RP*y #RP* = (RP*y+'.

2) O blow-up de uma esfera S° em M? cola uma garrafa de Klein na variedade
M, tornando-a uma variedade nao-orientavel, caso ainda nio o seja. Especifica-
mente temos:

B(S°,5%) = S*# Kb = Kb = (RP?)?

B, (T7)) = (17) #Kb = K0y = (RPRPY™ = (RF)+

B(S°% (RP*)") = (RP?) #Kb = (RP*)r+2,
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3) O blow-up de S! em M? apenas modifica a variedade M? quando S! é um
mergulho direto, S' < S x I C M?, homotopicamente nio-nulo. Nestes casos
o blow-up de S em M? transforma uma soma conexa de r toros em uma soma

conexa de r garrafas de Klein e vice-versa. Para r > 1 podemos ter também
B(S%, (Kb = (Kb

Esquematicamente, denotando By, = B(*, ) e B; = B(S!, ), temos

e : e
By B B,
™y N VY

RP? B, || 1 (RP?)? B (| By (RP*S
(RP*)? (RP)* *
N, N
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3.2 Acoes Nao-Singulares

Consideramos aqui G' um grupo de Lie compacto atuando sobre um espago X e
H um subgrupo fechado de G.
Denotamos por Xy o conjunto dos pontos de X com grupo de isotropia
H, isto é,
Xy={z€ X|G,= H}
Denotamos também

X(H) = GXy.
Observamos que

X = X(H) = {z € X|(G.) = (H)},

o conjunto dos pontos de X com tipo de isotropia H, definido na se¢do

1.2, pois:

yEXm) ©y=g9gz ¢ Go=H & Gy =Gpu=9G.g"" ¢ G.=H
& Gy=gHg' & (G,) =(H) & ye X(H).

Consideremos agora um tipo especial de agdo muito importante.

Definigao 3.2.1. Uma agdo de G em uma variedade M com grupo de isotropia
principal igual a {e} ¢ dita agao nao-singular (e M € dita G-variedade néao-
singular) se Vo € M temos:

i) Gy € um Z,-espago vetorial;

i) dimg, G; = codim M(G.).

Em particular, toda acio livre é nao-singular.
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O exemplo seguinte de variedade ndo-singular ilustra bem os conceitos e pro-

priedades das secdes 1.2 e 1.3 do capitulo 1.

Exemplo 3.2.2. Seja M = 5% e G = ZyxZy =< a,b >, onde a eb sdo geradores
de Zy x {0} e {0} X Z;. Considere uma G-agdo em M dada por

(a, (x,y,z)) — a(z,y,2) = (—x,y,z);

(b, (z,y,2)) = b(z,y, 2) = (z,—y, z).
Como G € abeliano denotamos (Gr) = Gu. Os tipos de isotropia que ocorrem em

M sé@o os Zo-espagos vetoriais:
H] = Z-z X Zg, Hz = Zg X {0}, H3 = {0} X Zg, [ H4 = {0} X {0} = e.

Mais ainda,

M(H,) ={(0,0,1),(0,0,-1)} = {N, S}, pélos,

M(Hs) ={(0,y,2) € §% y* + 22 =1; z# £1} = ' — {N, 5},

M(H3)={(z,0,z) € 8% 2 + 22 =1; z # £1} = 5! — {N, S},
) (

M(

e da? temaos

Hy) =S*— M(H)) — M(H;) — M(H5),

dil’nz2 H; = codim M(H;), pami = 1,2,3,4,

mostrando que S* com esta agdo € uma G-variedade ndo-singular.

Em [14] Wasserman mostra que:

1. Acdes com grupo de isotropia principal diferente de {e} podem ser reduzidas

a agdes com grupo de isotropia igual a {e};

2. Se o grupo de isotropia principal da agdo é igual a {e} entdo, através de
um nimero finito de blow-ups equivariantes, a variedade M pode ser redu-
zida a uma variedade M que tem apenas finitos 2-grupos como grupos de

isotropia;
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3. Quando o grupo G é abeliano a agio pode ser simplificada a uma agao

nao-singular;

4. Se M é uma G-variedade nao-singular entéo o espago quociente % tem uma
estrutura diferenciavel. (Neste caso, geralmente % ¢ uma variedade com

cantos.)
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3.3 Classes de Bordismo de M e B(A,M)

Quando fazemos uma cirurgia em uma variedade fechada, a variedade resultante
pertence & mesma classe de bordismo da variedade inicial [10, Teorema 1, pag.40].
Em geral, isto ndo acontece quando fazemos um blow-up. Vimos no Exemplo 3.1.3
que M = 5% com A = {*}, transformou-se apés o blow-up no espago projetivo
IRP? Neste caso S? e IRP? n3o estio na mesma classe de bordismo. Vamos entio

determinar relagdes entre as classes de bordismo de M e B(A, M).
Como B(A,M)=M#,RP(v®1) temos
[B(A, M)], = [Mﬁé RP(v @ 1)),.
Em particular, quando A = {*} temos a soma conexa usual. Neste caso vale
[B(x, M)]z = [M]z+ [RP(v ® 1)]a,

pois a soma conexa X#Y pode ser vista como um tipo especial de cirurgia da
variedade X U Y e dal, pela invarianca da classe de bordismo por cirurgia,
obtemos [X#Y]; = [X U Y] = [X]; + [Y]a.

Para o caso geral construiremos, como em [15], uma variedade W cujo bordo

é a uniao de trés das variedades da definigao do blow-up.

Lema 3.3.1. Seje A uma subvariedade invariante fechada de uma G-variedade
fechada M™ e v o fibrado normal de A em M. Entdo existe uma variedade W tal
que

OW =M U B(A,M)U RP(v1).
Prova. Construamos uma tal (n + 1)-variedade como
W=[MxIURPv®1)xI|U; D(v)xI,
onde [=][0,1] e jéa inclusdo de
D(v)x{0}em M x{0}, e de D(v)x{l}em RP(v®1)x{l}.
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Temos entao
= [6(MxI) U 3(RP(v® 1) x N]V; 8(D(v) X I)
=[Mx{0}UMx{1}URP(r®1)x{0} U RP(v&@1)x{1}]
U; 8(D(v)x 1)

= Mx{1} U {[MX{O} U RP(v @ 1)x{1}] U; 8(D(v) xI)}

URP(ve1)x{0}
=M U B(A,M)U RP(v® 1),

onde J(D(v)x[I)= S(v)xI Usuyxfoay D(v)x{0,1} por [3,13.13]. 0O

Geometricamente, considerando como no Exemplo 3.1.5 M = 51 e A = {x},

temos

MxI

=) =

-
J =
Emy

Em termos das classes de bordismo segue imediatamente do lema acima que

RPv®l)x[I

[M]: + [B(A, M)]. + [RP(v & 1)]; = 0.
QOu seja,

Proposigao 3.3.2. Seja A uma subvariedade invariante fechada de uma G-vari-
edade fechada M™ e v o fibrado normal de A em M. Entao

[B(A, M)]z = [M]s + [RP(v @ 1)],.
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Casos especiais importantes da proposi¢ao acima aparecem quando conside-

ramos o blow-up do conjunto dos pontos fixos " de M.

Teorema 3.3.3. Seja M™ wuma G-variedade fechada com conjunto de pontos
fizos F =Fix(G,M)=UF =F U---UF, e com fibrado normal denotado
porv=v(F,M)=%"_ v(F,M)=Y_ v Entio

=1 1

[B(F, M)}, = [M]; + [RP(v @ 1)]2.

Prova. Temos
B(F,M) = B(F.,B(F.—\,...B(F2, B(F}, M))...))
= (. (M# RP( @ 1) # RP(» O D) #...)# RP(v, @ 1)

Por indugio em r, usando o Lema 3.3.1, obtemos

[B(F, M)}y = [Mla + S IRP(: @ Dla = [M]s + [RP(v & L)}

=1

a

Podemos entio relacionar a classe de bordismo do blow-up do conjunto dos

pontos fixos F em M com as classes de bordismo dos blow-ups dos F's em M.

Corolario 3.3.4. Seja M" uma G-variedade fechada com conjunio de pontos
fizos F = Fix(G,M) =U F; = [, U --- U F,, com cada F; conezo, e fibrado
normal v =v(F,M) = 3| v(F;, M)= Y_, vi. Entdo:

a) se r € impar temos

(B(R M) = SUB(E: M)
b) se r € par temos

[B(F, M)); = [M]2+ > [B(F:, M)]..

i=1
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Prova. Pelo Teorema 3.3.3 temos
[B(F, M)} = [M]z+ > _[RP(v; ® )],
i=1

Da Proposigao 3.3.2 obtemos
[RP(v; ® 1)} = [M]z + [B(F;, M)},
que substituido na equagio anterior fornece o resultado. a

Quando consideramos G = Z, a classe de bordismo do blow-up dos pontos

fixos é nula, ou seja,

Teorema 3.3.5. Se M™ € uma Z,-variedade fechada com conjunto dos pontos

fizos F = Fix(Zg, M), entio [B(F, M)], =0.

Prova. Pelo Teorema de Conner-Floyd, 2.5.2, temos [M], = [RP(v & 1))a.

Dali, usando o Teorema 3.3.3 obtemos o resultado. O

Como aplicagdes do teorema 3.3.5 temos

Corolario 3.3.6. Se M"™ ¢ uma variedade fechada de dimensdo par, com
[M]: =0, entdo ndo existe involugdo sobre M com conjunto de pontos firos F

igual @ um nimero ‘mpar de pontos isolados.

Prova. Suponha que exista uma tal involu¢ido com 2k + 1 pontos fixos isolados,
z;, em M". Como RP(v; ® 1) = RP", para cada v; = y;(z;, M"), temos pelo

Teorema 3.3.3
2k+1

(B(F, M)}, =M+ ) [RP"},.

i=1
Dai, como [M]; = 0 e n é par, obtemos [B(F, M)]; # 0, que é um absurdo pelo
Teorema 3.3.5. O
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Corolario 3.3.7. Se M ¢ uma variedade fechada, com [M]; # 0, entdo ndo
existe involugdo sobre M com conjunto de pontos firos F igual a um nimero par

de pontos isolados.

Prova. Como na prova anterior, supondo que F tenha 2k pontos, temos

2k

[B(F,M")], = [M], + ZURP"]z = [M]; # 0,

que € um absurdo pelo Teorema 3.3.5. O

Em particular, para r > 1, temos:

1) Nio existe involugao sobre S?, (72)" ou (A'b)” com conjunto de pontos
fixos igual a um ponto.
2) Nio existe involugio sobre (IRP*)*~! com conjunto de pontos fixos igual

a dois pontos.

Outro caso especial importante a considerar é quando o conjunto de pon-

tos fixos da G-variedade M tem dimensao 1. Vejamos inicialmente a classe de

bordismo de IRP(é & 1).

Dado um fibrado vetorial IR* — ¢ — B™, podemos ter [IRP(£ & 1)]; = 0 com
[B]; # 0. Considerando, por exemplo, um fibrado de dimensao impar sobre um
ponto, [R**t! = ¢ — {*}, temos IRP(£ & 1) = RP*', istoé, [B]; #0
com [IRP(£&® 1)), =0.

No entanto, se IR* — £ — B™ é um fibrado trivial em que o espago base
borda, entao IRP(£ 1) borda. De fato, como [B]; = 0 existe W™*! tal que
OW = B. Mais ainda, como ¢ = B x [R* temos RP(§ $1) = B x IRP*. Assim

AW x RP*) = W x RP* = B x IRP* = RP(£ & 1),
mostrando que RP(€£ © 1) borda.

Para o caso particular de fibrado nio trivial com espago base igual a RP'

utilizamos o lema seguinte cuja referéncia ¢ Conner-Floyd [5, Lema 2.2].
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Lema 3.3.8. Se IR — v} — IRP' ¢ o fibrado linha candnico ndo-trivial e
R* - ¢* — RP' ¢ o fibrado trivial n-dimensional, entdo para cada n > 0
temos [RP(v} ®e™)]; =0 € Mugr-

Temos entao

Proposicdo 3.3.9. Se R* — ¢ —+ RP' ¢ um fibrado vetorial k-dimensional néo
orientdvel, entdo [[RP(£ ®1)]. = 0.

Prova. Se £ §1 é trivial vimos acima que RP({®1) borda. Se £ @1 é nao-trivial
entdo £ @ 1 = y! @ 5! ¢ o resultado segue do Lema 3.3.8. O

Segue entdo que

Teorema 3.3.10. Seja M™ uma G-variedade fechada com conjunto de pontos

fizos F=UF:=FU-..UF, dedimensiol. Entdo
[B(Fi, M)]2 = [M]> = [B(F, M)]..

Prova. Como dimF; =1 temos, paratodoi, F= RP!= 5!, Considerando
o fibrado (n — 1)-dimensional R"! — 1; =+ F; e o fibrado projetivo associado
RP*™' — RP(1;®1) — F; temos pela Proposigio 3.3.9 que [RP(v;®1)]; =0.
Mas pela Proposi¢io 3.3.2 e pelo Teorema 3.3.3 temos

(M + [B(F, M)]; + [RP(% & )]s = 0

(M + [B(F,M)]s + [RP(v® 1)], = 0.
Dal,
[B(F:, M)]; = [M]2 = [B(F, M)]..

Coroldrio 3.3.11. Seja M™ € uma variedade fechada com [M], # 0. Entdo ndo

existe involugdo sobre M com conjunto de pontos firos F tendo dimensdo 1.
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Prova. Se existisse uma tal involugio, pelo Teorema 3.3.10 com G = Z; e pelo

Teorema 3.3.5, teriamos [M]; = [B(F, M)]2 =0, que é um absurdo. O

Em particular, nao existe involugio sobre (JRP?)*~! com conjunto de pontos

fixos igual a S*.

Outro caso especial importante de blow-up a analisar é quando o conjunto de
pontos fixos de uma Zz-variedade tem codimensio 1. Este caso é considerado

Na se¢ao seguinte.
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3.4 Bordismo de Variedades Nao-Singulares

Para tratar de variedades ndo-singulares usaremos o lema seguinte cuja referéncia

é Conner-Floyd [5, Lema 2.1].

Lema 3.4.1. Se ¢ = V™ ¢ um fibrado vetorial diferencidvel 2-dimensional sobre

uma variedade fechada, entdo [IRP({)]; =0 € Nptr-
Prova. Pelo Teorema de Borel-Hirzebruch, 2.4.1, como k = 2, temos
¢ =cp*(v1) +p*(v;), onde v = w;(é = V™),
que aplicado a
w(&z) = (1+¢)" + (1 +¢)p*(v1) +p"(v:) mod 2
fornece
w(é)=1+p"(vn) mod2.
Dai, denotando w; = w;(V™), temos
wWRP() = [1+p"(w1) ++ - + p*(wn)].[L + p*(v1)),

= [L+p"(w1) + -+ + p*(wn)] + [p"(v1) + p*(w1v1) + - - + p*(wimvy)]
= 149" (Wb 01)+ P (w3 10300) 5 (W H 0 02) 45" (),

ou seja,
w,(RP(f)) = p*(‘w; + w,-_.lvl).

Considerando [ = (iy,...,i,) uma partigio de m+1 = dim JRP(£) temos entio
que o mondémio w;, (RP(§))...w;, (JRP({)) é a imagem por p* de uma soma de
termos (m + 1)-dimensionais, envolvendo apenas os w;’s e v;, provenientes de
H™H1(V™ Z,) = 0. Assim todo nimero de Stiefel-Whitney W;(JRP(¢)) é nulo e
portanto IRP({) borda. O
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Em particular, se £ é um fibrado linha temos [[RP(¢ & 1)], = 0.

Temnos entdo que Z,-variedades nio-singulares bordam, isto é,

Teorema 3.4.2. Seja M uma Z,-variedade ndo-singular com conjunio de pontos

firtos F=UF;=F, U---UF,. Entio, para todo i,
[B(F:, M) = [M], = [RP(1: © 1)), = 0.

Prova. Como M é ndo-singular temos codimF; = 1, e assim os fibrados
normais v; = v;(F;, M) sao fibrados linha. Pelo Lema 3.4.1 temos que
[RP(v; ® 1)}z = 0 e pelo Teorema 3.3.5 temos [B(F,M)]; = 0. Dai, pe-
lo Teorema 3.3.3 e pela Proposicdo 3.3.2, obtemos [M]; = [B(F,M), =0e
[B(F;, M)}, = 0. O

Coroldrio 3.4.3. Seja M™ € uma variedade fechada com [M]; # 0. Entéo ndo

eziste involugao sobre M com conjunto de pontos fizos F tendo codimensao 1.

Prova. Se existisse uma tal involugio, denotando F =U F;, teriamos pelo

Teorema 3.4.2 [B(F;,M)], = [M]; =0, que é um absurdo. O

Em particular, obtemos novamente que nio existe involucio sobre (JRP?)*r—1
com conjunto de pontos fixos igual a S*. Observamos contudo que S! pode estar

no conjunto de pontos fixos de IRP?.

Exemplo 3.4.4. Considere ¢ espago projetivo real 2-dimensional

IRP? = {[zq, 1, T2); (20,1, T2) € R® - {0}},
onde [z, z1,22) = {0, %1,22); A € IR—{0}} sdo as coordenadas homogéneas
de um ponto. Defina uma involugdo T sobre IRP? por

(%o, 21, Z2] = T([Z0, %1, T2]) = [~ %0, —Z1, T2

Temos entdo
F = Fix(T, RP?) = {[0,0, 23]} U {[z0, 21,0]} = P U §',
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onde P denota o ponto [0,0,z;]. (Observe que [zo,z1,0] = —[z0o, 21,0].)
Observemos que IRP? pode se transformar numa variedade ndo-singular através

de um blow-up no ponto P, isto €,

B(P,RP%) = RP? # RP(v&®1) = RP*#RP? = Kb.
(P}

Em [4, Capitulo V], Conner e Floyd obtém poucos resultados sobre acdes de
(Zy)* = Zy x -+ x Zy, k-termos, em uma variedade diferencidvel M™. Resumi-

damente eles provam:

1) Se (Z,)* atua diferenciavelmente numa variedade fechada M™ sem pontos fixos,

entao [Mn]g = 0.

2) Se Z x Z, atua diferenciavelmente numa variedade fechada M™ com pontos
fixos isolados, entio [M™]; = 0 ou n = 2m com [M"], = [(RPY)™], (aqui,
denotamos (RP*)™ = RP? x --- x IRP?, m termos).

3) Nio existe acao diferencidvel de (Z;)* sobre uma variedade fechada M™, n > 0,

tendo conjunto de pontos fixos igual a um tnico ponto.

Estes resultados nao se generalizam, conforme vemos no exemplo abaixo.

Exemplo 3.4.5. Consideremos uma aplicagdo diferencidvel T : D¥ — D?*

definida por T(z1,...,2¢) = (iz1,...,12¢), onde i = /=1. [dentificando os pon-
tos antipodais do bordo do disco D**, obtemos T : RP?* — JRP* de periodo 4
(e portanto uma a¢éo de Z4 sobre RP%) com exatamente I ponto fixo.

Em particular obtemos agées de Z4 sobre RP* e sobre IRP? x IRP® tendo cada
uma eratamente [ ponto fizo. Dai, fazendo um blow-up sobre cada ponto firo,

obtemos variedades
B(x, RP*) = RP*#RP' e B(*, RP? x IRP?) = (RP? x RP)#RP*,
sobre as quais Z4 atua sem pontos firos. Mais ainda,
[B(*, RP*)); = [RP]; + [RP*]2 =0
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[B(*, RP? x IRP?)}, = [(lRP* x RP?)|,+ [RP*), #0.
Em termos de (Z;)*-agio temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.6. Se (Zy)* x M1 o M*! ¢ uma agdo ndo-singular semi-livre,

com conjunto de pontos fizos F e v = v(F, M), entdo

[Flz=0, [B(F,M)=[M]: e [RP(v®1)=0.

Prova. Como a agio é semi-livre, denotando G = (Z;)*, temos G, = G ou
G = {e}. Assim M(GQ) = Fix(G, M) = F e M(e) = M — M(G). Como a agio é
nao-singular devemos ter

dimg, G = k = codim M(G) = codim F'

dimg,{e} = 0 = codim M(e),
ou seja, dim F = 1. Como o conjunto de pontos fixos é uma variedade fechada,
devemos ter F' =U §!, de modo que [F]; = 0. Daf, pelo Teorema 3.3.10, obtemos
[B(F, M)]; = [M]s. Pelo Teorema 3.3.3 obtemos [IRP(v @ 1)]; = 0. O
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ADENDO

Conforme sugestio da Comissao Julgadora listamos abaixo, como um adendo

a Introdugao, os principais resultados obtidos neste trabalho:

Teorema 3.3.3 Seja M"™ wuma G-variedade fechada com conjunto de pontos
fizos F=Fx(G,M)=UF,=FU---UF,. e com fibrado normal denotado
porv=uv(F,M)=U_, v(F, M} =U,, v;. Entéo

[B(F, M)}, = [M]: + [IRP(v & 1)].

Teorema 3.3.5 Se M™ € uma Zq-variedade fechada com conjunto dos pontos
fizos F = Fix(Z,, M), entdo [B(F,M)}], =0.

Teorema 3.3.10 Seja M™ uma G-variedade fechada com conjunto de pontos
firos F=UF;=F U UF,. dedimensio 1. Entdo.

[B(F;, M)]2 = [M]2 = [B(F, M)]..

Teorema 3.4.2 Seja M uma Zi-variedade ndo-singular fechada com conjunto

de pontos fitos F=UF,=F U..-UF,. Entdo, para todo i,

[B(F:, M)]2 = [M]; = [RP(vi ® 1)}, = 0.

Teorema 3.4.6 Se (Z,)F x M*! o M*! ¢ uma agdo ndo-singular semi-livre,

com conjunto de pontos fizos F e v = v(F, M), entdo

[Flo=0, [B(F,M).=[M]; ¢ [RP(v®l):=0.

Esclarecemos ainda que, neste trabalho, os resultados obtidos estio em termos
de bordismo médulo 2. Ainda nao obtivernos resultados significativos na classe

equivariante.



