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Abstract

Our main concern is the existence of periodic solutions of impulsive
retarded differential equations. As a consequence of our study, some
peculiarities of this kind of equation are pointed out.

We solve some problems proposed in the literature where the diffi-
culty is the construction of a framework for the application of some
fixed point principle.

In a planar equation we show that self-supporting conditions can
play the role of dissipativeness in problems related to existence of

periodic solutions.



Resumo

Nosso principal interesse é a existéncia de solugbes periddicas de
equacdes diferenciais retardadas impulsivas. Como conseqiiéncia de
nosso estudo, algumas peculiaridades deste tipo de equagio sdo desta-
cadas.

Resolvemos alguns problemas propostos na literatura, onde a di-
ficuldade é a construcdo de um contexto para a aplicagdo de algum
principio de ponto fixo.

Em uma equagao planar, mostramos que condigées de auto-susten-
tacdo podem desempenhar o papel de dissipatividade em problemas

relativos a existéncia de solugbes periddicas.



Indice

Introducao

Introdugao

1 Uma Equagao Diferencial Diferen¢ca Impulsiva

2 Um Caso com Retardamento Distribuido

3 Uma Equacao Diferencial Diferenca Impulsiva no Plano

Referéncias Bibliograficas

13

26

55



Introducao

As equacdes diferenciais impulsivas descrevem a evolugio de um sistema onde
o desenvolvimento continuo de um processo se alterna com mudancas bruscas
do estado. Estas equacgdes se valem das equagles diferenciais para descrever
08 estagios de variagdo continua do estado, acrescidas de uma condi¢io para
descrever as descontinuidades de primeira espécie da solu¢io ou de suas derivadas
nos instantes de impulso.

Muitos fenémenos biolégicos, modelos em medicina, em economia, em farma-
cocinética e sistemas de freqiiéncia modulada podem apresentar efeitos impul-
sivos. Assim, as equagdes diferenciais impulsivas aparecem como uma descri¢ao
natural de fendmenos evolutivos de problemas do mundo real.

A seguinte descri¢do do modelo de Kruger-Thiemer [9] de dois ambientes para
distribuigdo de drogas no corpo humano, pode ser encontrada em [10]. Supo-
nhamos que a droga, administrada oralmente, é primeiro dissolvida no ambiente
gastrointestinal. A droga é entdo absorvida no assim chamado volume aparente
de distribuigdo (um ambiente amorfo constituido de sangue, musculos, tecidos
etc ... ) e finalmente é eliminada do sistema pelos rins. Suponhamos que z(t) e
y(t) denotam as quantidades de drogas no instante ¢ no ambiente gastrointentinal
e no volume aparente de distribuicdo, respectivamente, e sejam k; e ko taxas

constantes. As equagOes que governam este processo sao:

.’E’ ~ —kl.'ﬂ,

Y = —ky + k.

(1)



Agora definimos um tratamento tal que nos instantes
O<ti <ta < - <ty <T,
a droga é prescrita em quantidades
80, 81,82, "+ , 6w,
de modo que passamos a ter as seguintes condi¢Ges acrescidas a (1):

z(t+) = z(t;—) + &5,
y(ti+) = y(t-), i=1,2,---,N, (2)
z(0) = &, v(0) =0.

Para realizar o efeito terapéutico desejado, é preciso que a quantidade de
droga no volume aparente de distribuicio nunca fique abaixo de um nivel minimo
durante o tempo de tratamento.

No exemplo de Kruger-Thiemer, como ocorre em geral, os instantes de impulso
sao pré-fixados, o que implica que o sistema impulsivo é ndo auténomo, mesmo
sendo auténoma a equagio diferencial associada.

As equagdes diferenciais impulsivas auténomas sdo aquelas em que os instantes
de impulso sao determinados por causas intrinsecas, por exemplo, quando o estado
atinge certos valores criticos previamente estabelecidos. A teoria destas equagGes
impulsivas nio esta tdo desenvolvida como a das ndo autdénomas, embora elas se-
jam de grande interesse. No caso das equagdes diferenciais impulsivas autonomas,
as condicdes de impulso s3o chamadas “condigbes de auto-sustentagdo”.

T TAs equagoes diferenciais impulsivas com retardamento estio ainda num estégio
incipiente. Pretendemos contribuir para a clarificacéo de certos aspectos da teoria
das equagdes diferenciais impulsivas auténomas com retardamento, investigando
alguns exemplos que consideramos relevantes. Mais precisamente, analisamos o
efeito de impulsos em sistemas com retardamento, no que concerne a existéncia
de solugdes periddicas.

Usamos as notagdes C = C([—r,0],R") e SC = SC([-r, 0], R"), r > 0, para

indicar, respectivamente, o espago das fungdes continuas de [—r,0] em R® e o



espaco das fungbes seccionalmente continuas de [—r,0] em R", ambos com a

norma do supremo || - ||. Neste trabalho consideramos sempre n =1 ou n = 2.
Dados ¢t > 0, A > 0 e uma fungdo z : [ty — r,ty + A] = R”, pelo menos

seccionalmente continua, para cada t € [to, fo + A], denotamos por z; a funcdo

definida em [~r, 0] por
z:(0) = z(t+80), —r<#<0.

O assunto do Capitulo 1 foi inspirado em investigagio de A. Myshkis contida
em [11] e [12]. Neste capitulo, consideramos um exemplo de equagio diferencial
escalar com retardamento e impulsos e estabelecemos a existéncia de solugdes
periédicas, Nosso resultado melhora o de Myshkis no aspecto de ndo impor
limitagdo ao tamanho do retardamento.

No Capitulo 2, consideramos uma equagio diferencial impulsiva com retar-
damento distribuido. Aplicando o Principio da Contragio Uniforme, obtemos
a existéncia, unicidade e dependéncia continua da solugio de um problema de
valor inicial relativo 4 equagdo em questdo. Obtemos também um teorema de
existéncia de solugbes periddicas para a mesma equagio.

No Capftulo 3, consideramos uma familia a um pardmetro de equagdes di-
ferenciais impulsivas com retardamento, no plano. Para todo valor positivo do
parametro, obtemos a existéncia de solucdes periddicas pela aplicagio de um
teorema de ponto fixo devido a Nussbaum [13]. Definimos situacgdes, através de
exemplos ou estabelecendo condicGes suficientes, em que as solugbes periddicas
efetivamente sofrem impulsos.

Em virios momentos, fazemos referéncia aos seguintes quadrantes:

Q1 = {(z1,32) € R*| 2, > 0, 22 > 0},
Qs == {(z1,22) € R z; > 0, z, <0},
Qs :={(z1,22) € R?| 2, <0, 2, <0},
Qa := {(z1,3) € R?| 21 <0, z2 > 0},

que sdo sempre denotados desta forma.



Capitulo 1

Uma Equacao Diferencial

Diferenca Impulsiva

Neste capitulo, vamos tratar de um exemplo de equacio diferencial com re-
tardamento e impulsos. Em nosso entender, apesar de sua simplicidade, este
exemplo carrega os aspectos e dificuldades essenciais do problema de estudar o
efeito de impulsos em equagdes funcionais com retardamento.

Este assunto foi inspirado em investigagio de A. Myshkis, contida em [11]
e [12], onde o problema de estabelecer a existéncia de solu¢des periédicas sem
restringir o tamanho do retardamento nao é, a nosso ver, resolvido satisfatoria-
mente. Destacamos que esta opinido é compartithada com o prdprio Professor
Myshkis.

Nossa solu¢io para o problema consiste em criar um contexto apropriado para
aplicar o Teorema de Schauder.

Consideremos a equagio diferencial diferenga escalar nao linear
z(t) = f(z(t ~r)), r>0, (1.1)
com a condi¢ao de auto-sustentagao
z(t) =0 = z(t+) =aq, (1.2)

onde ¢ > 0 & uma constante dada.



A este problema chamaremos Equagio Diferencial Diferenca Impulsiva. Di-
remos, simplesmente, “problema (1.1), (1.2)” em vez de “equagdo (1.1) com a
condigéo (1.2)".

Suponhamos que a fun¢io f : R — R seja continua e satisfaca a seguinte

condigio:
(C1) —d :=sup{f(u) | u € [0,a]} <O.
Seja 0 <8 < M tal que |f(u)| < M, u €|0,q].

Definigao 1.1 Denotemos por K o conjunto das fungdes ¢ € SC tais que

@([-7,0]) C [0,a) e satisfazem as sequintes condicdes:
(1) ¢(0) =0;
(2) ¢ € continua & esquerda;

(3) o conjunto de zeros de ¢ em [—r,0) coincide com o conjunto de seus pontos

de descontinuidade ¢
(p(t) =0, —r <t <0)=>p(t+) =q;
(4) se [t1,t2] C [—r,0] € qualguer intervalo de continuidad:e de @, entao
—M(t2 — t1) < p(t2) —p(t1) < —0(t2 — 1)
Notemos que a condigio
—M(ts — 1) < p(t2) — o(t1) < —6(t2 — t1) (1.3)

para os intervalos [t;, t5] onde ¢ é continua, implica que as fungdes ¢ € K tém um
numero finito de descontinuidades e sio estritamente decrescentes nos intervalos
de continuidade. Ainda mais, se —r < 7¥ <7,., < --- <75 < 7{ 580 05 pontos

de descontinuidade de ¢ e 7§ = 0, entdo

a/M <7l —1f < afs,



onde s=1,2,...,per¥ +r <a/d

Assumamos agora que a condicdo inicial
Ty=p €K (1.4)

seja dada adicionalmente a (1.1), (1.2). Fixar o instante inicial ¢, = 0 ndo
constitui perda de generalidade, uma vez que o problema (1.1), (1.2) é auténomo.
O problema de valor inicial (1.1), (1.2), (1.4), é equivalente ao problema de

encontrar uma fungdo z : [—r,w) = R, w > 0, satisfazendo as seguintes condicses:
(1) 2l-ra = ¥;

(2) se z ndo tem zeros no intervalo [¢,, ;] C [0,w), entdo

o(ts) —at) = [ Flo(t—r))d (19)

t
(8) arelagdo (1.2) vale para qualquer ¢ € [0,w) tal que z(t) = 0.

A fungdo z : [-1,w) = R, w > 0, é chamada solugdo de (1.1), (1.2), (1.4).

Dado ¢ € K, o problema de valor inicial (1.1), (1.2), (1.4) tem uma unica
solugdo z(t) = z(t; ) definida no intervalo [—r, 00). De fato, para todo ¢ € [0, 7],
T = a/M, definimos

z(t) =a+ ‘/Ot F(p(s —1))ds. (1.6)

Se z(T) > 0, a férmula (1.5) pode ser usada para estender z(t) ao intervalo [0, 7],
T 2 a/M, onde z(r) = 0. Se z(T) = 0, tomamos 7 =T.
Notemos que z,( -; ) satisfaz a condig¢ao (1.3) e, mais ainda, z,(-;¢) € K.
O procedimento acima pode, entdo, ser repetido tomando 7 em vez de 0
como instante inicial e z.(; ) em vez de ¢ como condi¢do inicial. A solucdo fica
assim prolongada a um intervalo [—r, 71], com 7y — 1 > a/M e z,, € K. Repetindo

sucessivamente esse argumento, estabelecemos um processo recursivo que leva a

uma tnica solugio z(t; ) em [—r, co0).



Definamos a aplicagio T : K — K por
To=z:(-;9),

onde z(-; ¢) ¢ a solugdo do problema de valor inicial (1.1), (1.2), (1.4) e 7 = 7(¢)
€ 0 primeiro zero positivo desta solugio.

O nosso objetivo agora é provar o seguinte Teorema:

Teorema 1.1 Se a funcdo f é continua e satisfaz o condigGo (C1), entdo o

problema (1.1), (1.2) tem uma solugdo periddica z(+;¢), ¢ € K.

Uma tentativa natural para provar o Teorema 1.1 é mostrar que a aplicagio
T : K — K tem um ponto fixo pela aplicagio direta de algum principio de ponto
fixo. Esse procedimento esbarra em duas dificuldades essenciais.
Primeira: o conjunto K obviamente nio ¢ convexo.
Segunda: a aplicagdo 7 : K — K nio é continua, se r for suficientemente grande.
De fato, para ¢ suficientemente préximo de ¢ em K, temos que os pontos de
descontinuidade de ¢ e g coincidem. Mas, 7(¢) nio coincide necessariamente
com 7 (o), 0 que implica que T = Z,(,;) (+; @) € TP = Zy(yy)( *; o) NAO possuem
os mesmos pontos de descontinuidade. Como a norma em SC é a norma do sup,
segue a descontinuidade da aplicagdo T.

Com o objetivo de contornar essas dificuldades, consideremos o conjunto

K={peC | o0)=0e — M(t,— 1)) < p(tz) ~ (t1) < —6(t — t1),

ti,ta € [—7,0], &1 <i2} (L.7)

portanto, toda fungo ¢ € K satisfaz a condigdo (1.3) para ¢, ¢, € [-7,0], t1 <25

Vamos definir uma aplicagio 7' : K — K e mostrar que ela tem um ponto
fixo, usando o Teorema de Schauder. Cada ponto fixo de T corresponders a uma
solugdo periédica do problema (1.1), (1.2).

Definamos a bijegdo



como segue. Se —r < 7Y < T;f__l < --- < 7f s@o os pontos de descontinuidade de

¢ € K em [-r,0) e 7§ =0, entdo

(ﬁ(t) =(p(t) +ja" i€ (T_;P-{-I:TJ‘F]’ .7 =0:11"- Y ]-1

¢(t) = ¢(t) +pa, t€[-r77]

A funcgdo h é claramente uma bije¢io de K em K. Veja Figura 1.1.

Figura 1.1: A bijecdo ¢ — ¢ = k{yp)

Como os pontos de descontinuidade de duas fungdes ¢, ¢y € K necessaria-
mente coincidem se ¢ e  estdo suficientemente préximas, vemos que a aplicagio
h é contfnua enquanto a aplicagao A~! nao é.

Obviamente, K é um conjunto convexo €, por uma aplicacao rotineira do
Teorema de Ascoli-Arzela verifica-se que X é também compacto.

Definamos agora a aplicagio 7: K — K por T=hoToh™L,
Teorema 1.2 A aplicacio T : K — K é continua.

Prova: Sejam dados € > 0 e @ € K. Consideremos dois casos:

[Caso A] pa < @o(—r) < (p+ 1)a, para algum p € Z,.



Sejam (g = h‘l( po); T° < 1¥°) < -+ < 17° 0s pontos de descontinuidade de
g e, como antes, 7f = 0.

Se § > 0 for tomado suficientemente pequeno e ¢ € K for tal que [|g—o|| < 3,
entao existe um mesmo numero de pontos de descontinuidade 'rf" erf, ="
1,2,...,p, de @y = h™1(@y) e ¢ = h~}(P), respectivamente. Além disso, em
virtude da condig¢do (1.3) em K, o niimero max{|rf* —f|, 7 =1,2,...,p} pode
ser feito arbitrariamente pequeno, diminuindo o valor de § > 0.

Para os valores de ¢ tais que 0 < ¢ < r+min{7¥°,7¥} = T} e t < (1), segue
da equacio integral (1.6) e da continuidade de f que |z(¢;9) — z(t; wo)| < £/2,
sempre que ||@ — @| < &; tomando § = §(¢) > 0 menor, se necessério.

Diminuindo 4, ainda mais, podemos supor

. £
ma'x{IT;'po - TJ‘!’I? J = 112 ip} —_— 4M

Para os valores de ¢ tais que 7} <t < r + max{7r°, 77} obtemos:
lz(t;0) —z(t;00)] < |z(T1;0) — 2(T1; o)
[4
+ f |Flols — 1)) — Fols — r))lds

-é- FOM(E-T) <= +2M

IA

am e

sempre que ||¢ — G| < 6.
Negligenciando a condigdo de auto-sustentacao (1.2), depois de repetir um
numero finito de vezes os argumentos acima, concluimos que as solugdes de (1.1)

z(t; o) € z(t; ) satisfazem

|z(t; 0) — z(2; (PO)l <e, te [0,0./5], (1.8)

restringindo ainda mais o ntimero & > 0, se necessdrio. Assim, a condicdo (1.3)
garante que z{a/$; o), z(a/d; p) < 0 e também que |r{p) — 7(o)| pode ser feito
arbitrariamente pequeno, tomando & > 0 conveniente. Veja Figura 1.2.

Se 'rf‘”, r}""“, j=1,2,...,7, sdo os pontos de descontinuidade de Ty e Ty,
respectivamente ( para & suficientemente pequeno eles sio em igual nimero), note-

mos que |§T"° —'r_,;-r ¥|, j=1,...,7, podem ser feitos arbitrariamente pequenos, j&
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que [ ¥ =1 *| = | =7(0) +7(po)| € |7} ¥ =75 *°| < |rfy =722+ (%) = (o),
j=2,...,7.
Para simplificar a notacio , definamos 7; = 1,(p) = min{rf e 73“"} eT; =
7i(p) = max{Tf"’,TfW}, i=12,...,per,=0.
Consideremos, agora, os intervalos [—r, 7] e (Tj,7;1], 1 =1,2,...,0.
Para fixar um caso, suponhamos T; = —7(io) = 73 *°. Se 6 € (71, 0] temos
ITe(0) — Teo(8)] = |2r(0)(85 0) — Tr(00) (6 )|

< @) (05 ©) = Zr(eo) (05 )| + 12r(06) (05 ©) — Zri0)(F5 w0) |-

4q
3a

2a

-r 7 TS uf 0=7¢ TV ¢

(o)

Figura 1.2: Continuidade de z(¢; -),t € [0, 7], para algum 7, a/M <7 < a/d

Observando que T(,)(8; ©) = Zr() (8 + T(0) — 7(9); @), 8 € (1{*°, 0], obtemos
- que |Zo(,) (05 ©) — Tr(p) (05 0)| < €/2,0 € (+7%°, 0], como conseqiiéncia da condicao
(1.3). De (1.8), segue que |Zr,0)(8; ©) — Tripo)(8; 0)| < €/2, 8 € (r{*°,0].
Portanto, |T(8) — Twe(8)| < €, 6 € (r+¥°,0)].
Nos intervalos (7;,7,_;], 5 =2,...,p' e [-7,T,/] procede-se de maneira andlo-
ga.

O raciocinio a seguir pode ser melhor entendido observando a Figura 1.3.
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T
i t

Figura 1.3: Continuidade de T

Como os intervalos [7;,7;], 1 = 1,2,...,p, podem ser feitos arbitrariamente
pequenos, a condi¢do (1.3) implica que [A(T¢)(8) — h(Two)(8)| < ¢ para todo
fe Uf;l[zj, 75], escolhendo @ € K tal que || — || < 8. Conforme acabamos de
demonstrar, T e T ficam uniformemente préximos nos intervalos [—r,7,] e
(Thziihi=1,2,...,p . Ouseja, [h(T9)—h(Two)| fica arbitrariamente pequeno,
desde que @ e @, estejam suficientemente préximos. Portanto, 7' é continua no
Caso A.

[Caso B] @o(—r) = pa, para algum inteiro positivo p.
Neste caso, a prova é essencialmente a mesma do Caso A, sendo necessérias

algumas adaptagGes dbvias apenas quando @(—7) > pa. n

Prova do Teorema 1.1:
Como K C C é convexo e compacto e T : K — K é uma aplicacio continua,

segue do Teorema do ponto fixo de Schauder que T tem um ponto fixo ¢ em K.
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Lembrando que T = ho T o h~L, h~}(¢) é um ponto fixo de T. N

Observagdo 1.1 Se $ € K é um ponto fixo de T e ¢ := h~'(@), o periodo da

solugdo z(-; @), é precisamente —17¥.



Capitulo 2

Um Caso com Retardamento

Distribuido

Vamos considerar agora um problema impulsivo, onde a equagio diferencial
tem retardamento distribuido. Isto é, um problema andlogo ao do capitulo an-
terior, considerando a equagdo da forma #(t) = f(z.). Uma dificuldade peculiar
deste caso é que n3o est4 disponivel uma teoria geral ( existéncia, prolongamen-
to, dependéncia continua etc...) para tratar dessas equagdes sujeitas a impulsos.
A teoria clissica, segundo Hale [7], por exemplo, toma C como espago de fase.
Entretanto, esse espago nao nos serve, uma vez que a condi¢ao de impulso impde
descontinuidades ao termo z;, para t > 0 arbitrario.

Nao é nosso objetivo desenvolver aqui uma teoria geral. O que vamos fazer é,
ao menos implicitamente, resolver os problemas fundamentais mencionados acima
restritos a nossa particular equacgo.

Consideremos a equagdo diferencial funcional escalar
2(t) = flze) (2e(0):=2(t+8), —r<8<0, r>0), (2.1)
com a condigao de auto-sustentacao
z(t) = 0= z(t+) = a, (2.2)
onde a > 0 é uma constante.

13
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Suponhamos que a fungao ¢ — f() € R esteja definida sobre o conjunto X
de todas as fungdes ¢ : [-r,0] — R, limitadas, continuas 4 esquerda e com um

nimero finito de pontos de descontinuidade.

Definigao 2.1 Dado 0 € R, chamamos a fungéo z : [0 — rnw) = R, w > o, de

uma solugdo do problema (2.1), (2.2) se:
(1) z, € K, Vt > o
(2) a fungdo t € [o,w) = f(x:) € localmente integrdvel e satisfaz a equac@o

z(ty) — z(t1) = j:z f(z)dt (2.3)
1
" sobre qualquer intervalo [t1,t2] C [o,w) onde T ndo tem zeros;
(3) a relagdo (2.2) vale para qualguer t € [o,w) tal que z(t) = 0.
?Dessa definicao, segue imediatamente que 0 conjunto dos pontos de descon-
tinuidade de uma solugfio z coincide com o conjunto de seus zeros e, sobre qual-

quer intervalo [t1, 1] C [0, w) onde z ndo tem zeros, ela é absolutamente continua

e satisfaz a equagdo (2.1), exceto em um nimero finito de pontos.

Definicao 2.2 Uma solugdo global do problema (2.1), (2.2) é uma funcgdo

z:R — R tal que z|jg_r0) € uma solugdo para todo o € R.

As solugdes periédicas formam uma importante classe de solugbes globais do
problema (2.1), (2.2).
Vamos assumir agora que seja dada adicionalmente a (2.1), (2.2) a seguinte

condi¢io inicial:
z, = p € K. (2.4)

Diremos que uma fung¢do z : [0 —r,w) — R é solugio do problema de valor inicial
(2.1), (2.2), (2.4) se z for solugao de (2.1), (2.2) e satisfizer (2.4).

De agora em diante, fixamos sempre o instante inmicial em ¢ = 0, 0 que se
justifica pelo fato do problema (2.1), (2.2) ser autdénomo. Supomos também que

f satisfaz as seguintes condicdes :
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(C)) se z: [-r,w}) = R, w > 0, é tal que z; € K para todo ¢ € [0,w), entéo a

aplicacao t — f(z,) é mensurdvel;

(C2) existe M > 0 tal que

oL €K = |f(g) — flo)l < Mgz — o1,

Tomemos agora dois nimeros reais, d e A, taisque A > 4§ > 0.

Definicdo 2.3 Denotemos por K = K¢(6,4), § < a, o conjunto das fungdes
@ € K tais que o([—r,0]) C [€, a), onde & = min{¢,0}, e satisfazem as seguintes

condicdes:

(1) (0) = ¢

(2) se p(t+) = a, entdo p(t) =0, —r <t <0, e estes valores de t sdo 0s unicos

pontos de descontinuidade de ¢ em [—r,0];

(8) se[t1,t2] C [-7,0] € qualquer intervalo de continuidade de o, entdo
—A(ty — 1)) < p(ta) — p(t1) < —8(ta —t1). (2.5)

A Figura 2.1 mostra o grafico de uma fung@o ¢ pertencente a K.

O lema seguinte é imediato.

Lema 2.1 Sep € Kg,. entdo 0 < p(t) < @, —r < t L 0, e existe um conjunts

0=7'3°>7'{">--->Tg’2—‘rtalque
a/A <78, —71¥ <a/s,
P(r8) =0, p(t) #0Vt € (7f, 7)), s=1,2,...,p.
Suponhamos que a fungao ¢ — f(y) satisfaca também a condicao

(Cs) —A < f(p) < =4, para todo ¢ € K, £ < a.
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Figura 2.1: ¢ € K

Observagao 2.1 Se tomarmos A > Mrmax{|{|, a}+|f(0)|, podemos substituir

a condigdo (C;) pela condicdo mais fraca
(C3) f(w) < =6, para todo ¢ € K¢, £ < a,

pois a condigdo (C,) implica —A < f(y), para todo ¢ € K, € < a.

Daqui em diante, as fungdes ¢ € K, £ < a, serdo entendidas como elementos
de L,. Isto é, K, serd identificado ao subconjunto de I, constituido dos elementos
@ que contém uma funcdo ¢ satisfazendo a Defini¢io 2.3. Embora nio existam
valores pontuais de elementos de K C L, a cada <°p€ K fica associada a tnica
fungio nele contida satisfazendo a Definigido 2.3 e, portanto, um unico conjunto
de pontos de descontinuidade {7,...,7¢}.

Diremos que a solugéo z(t) = z(¢; ¢) do problema de valor inicial (2.1), (2.2),
(2.4), com ¢ = 0, depende continuamente de ¢ € K¢ se, para qualquer nimero
T > 0, a seguinte condigao estiver satisfelta: -

Dado @ € K, seja z(t; P) a tnica solugio do problema de valor inicial (2.1), (2.2),
(2.4) e ¢1, 2, ..., t, seus instantes de impulso em [0,T]. Se ¢, € K¢, n=1,2,...,
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e pp, — P com n — 00, no sentido de L, em [—r,0], entdo z(t;pn) — z(4;P)
uniformemente nas partes compactas de [0, T]\ {t1,%2,...,t,}-
O teorema seguinte atende nossas necessidades decorrentes da auséncia de

uma teoria geral para nossos problemas de valor inicial.

Teorema 2.1 Se as condigies (Cy), (C2) e (C;) estdo satisfeitas, entdo a solucdo
x(t; ) do problema (2.1), (2.2), (2.4), com zp = ¢ € K,, existe e é tnica em
(—r, 00). Além disso, z(t; ) depende continuamente de ¢ € K.

No interesse da independéncia deste trabalho, vamos introduzir algumas defi-
nigdes e notagoes e enunciar o Principio da Contragdo Uniforme, de acordo com
a apresentagdo do livro de Equagtes Diferenciais Ordinérias de J. Hale (8], com

vistas & prova do Teorema 2.1.

Definicdo 2.4 Sejam F um subconjunto de um espago de Banach X, G um
subconjunto de um espago de Banach Y e {T,,, y € G} uma familia de operadores
de F' em X. Diz-se que Ty, y € G, é uma contragio uniforme em F seT,(F) C F
e existe um A, 0 < A < 1, tal que

|T,x — T,%| < Mz —%|, peratodo yeG; z,%€F.

Lema 2.2 (Principio da Contragdo Uniforme) Se F' é um subconjunto fe-
chado de um espago de Banach X, G é um subconjunto de um espaco de Banach
Y, T,: F = F, y € G, é uma contracio uniforme em F e T,z € continua em y
para cado z fizado em F, entdo o tinico ponto fizo g(y) de Ty, y € G, € continuo

em y.

Sejam 0 < T < 1/+/M, onde M ¢ a constante de Lipschitz dada em (C2);
X =C([0,T],R) o espago das fungdes continuas de [0,T] em R, com a norma de
um elemento ¥ € X dada por

lyll = sup [y(2)|
te[0,T]
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F={yeX | y(0)=ae —A(ta—t1) < ylta) —y(t1) < —6(t2 — 1),
quaisquer que sejam t;,t; € [0,T], ¢ < t3}.

Consideremos o conjunto Kj, fazendo £ = 0 na Definigdo 2.3, com a topologia

do espago L,; fixemos ¢ € Kj e, para 8 > 0 suficientemente pequeno, tomemos

G={yeKe| -l <3}
Para cada y € F' e cada ¢ € G, definamos a fungio

y:[-nT] >R
Y |(=r,0} € @,
yo(t) =y(t), te[0,T)]
Note que a tltima igualdade se verifica para todo ¢ € [0,T] e, portanto, y*|o.r é

continua.

Teorema 2.2 Seja T, ¢ € G, uma familia de operadores dada por

7:,:F—+X
vy Toy,

tal que

4
(T =a+ [ 1w)ds, te[0.T)
0
Entio, eziste um tnico ponto fizo y(p) de 7, que depende continuamente de .

Prova: Notemos que F' é claramente um subconjunto fechado de X e, devido &
condi¢do (Cjs), temos que 7,(F) C F.
Mostremos que 7, : FF — F, ¢ em G, é uma contragdo uniforme. De fato,

quaisquer que sejam ¥,y € F e t € [0,7], temos

Towa(t) — Towa(2)] < [ 1F(@0)s) — F(():)\ds.

Devido & condigao (Cs), segue que

T (t) — Tywn(d)] < M ] ([ 14ets +6) — (s + 6)|d6]ds.
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Mas, para cada s € [0, ¢, temos que:

[:’ 1P (s +8) — 4¢ (s + 6)|d6 = 0

Iy

Q (4]
[4¥(s +6) —v8(s +0)|d6 = [ |1(s +6) —y2(s + 6)|d8,

—3 -3

jé que, em [—r, —s], y¥(s+ ) = p(s+ ) a.t.p, j =1,2,e em [~5,0], y¥ (s + ) =

M [ [ 192 () — () ]

< MT2||y1 y2”s

yi(s+ -), 7 = 1,2. Segue entdo que

[Tot1 () — Toa(t)]

IA

onde 0 < MT? < 1.

Concluimos que 7,, ¢ € G, é uma contragio uniforme em F.

Mostremos agora que, para cada y € F fixado, a funcgo ¢ — 7,y de Gem F
é continua em .

Seja ¢, € G, n = 1,2,..., uma seqiiéncia tal que ¢, - ¢ € G quando
n — oo, no sentido de L,.

Sabemos que 7,.y € F,n=1,2,..., ¢ F é um subconjunto compacto de X
(como conseqiiéncia direta do Teorema de Ascoli-Arzela). Portanto, existe uma
subseqiiéncia de 7,y que denotamos da mesma forma e uma funcdo v € F tal

que 7,.¥ — 7, quando n — co. Assim,

:
¥(t) = im 7,,y(t) =a+ lim [ f(y¥")ds.
0

n—o0 n—oo

Mas, para cada s € [0,¢] temos

F@e) - FW) < M [ [4£*(6) — ¥ (6)|d6

M{J "2 (6) - £(0)1do

/ [49°(6) - (6|8
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= ([ W+ 0) = y¥(s +0)|ao

+/_ﬂ [y¥" (s +8) —y* (s + 6)]dF]

0
Mf [on(u) — p(u)|du < Mo, —@|L,,

ja que, em [—r,—s], ¥°(s + ) = (s + - ) qt.p. e y? (s + +) = @n(s + -) q.t.p.
€, €m ["310]: y'ﬂ(3+ ) =ytpn(3+ ) =y(‘9+ '): n=12,....
Dado € > 0, como ¢, — ¢, quando n — 00, no sentido de L, entdo existe

ng € N tal que
n2ng = ¢n — ¢l <e/M

e, portanto,

n>ny = [f¥f") — f(¥¥)] <,

para cada s € {0, t].
Assim, a nossa seqiiéncia f(y¥~) satisfaz f(y?") — f(¥¥) quando n — oo,
pontualmente em s € [0,7]. Além disso, devido & condi¢ao (Ci), temos que a

fungdo constante g(s) = A, s € 0,7, é tal que
|f(¥¥")| < g(s), paratodo n=1,2,....
Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que
¢ ¢
| s = tim [ seazeyas
0 n—oo 0
Portanto,
¢
10 =a+ [ 1w)ds = T

Isso implica que o limite de qualquer subseqiiéncia de 7, ¥ ¢ independente da
subseqiiéncia, de onde segue que a propria seqiiéncia converge, isto é, 7o,y = Tov,
quando n — oo. Portanto, a aplicagao ¢ — T,¥ é continua.

O Teorema, 2.2 segue entdo do Principio da Contracdo Uniforme. |
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Observemos que o ponto fixo y(y) do operador T, dado no Teorema 2.2 fornece

a tinica solugao z(t; @) do problema (2.1), (2.4) em [—r, T] tal que

e(t),  qtp. em [-r0]
y(p)(t), se0<t<T.

z(t; ) =

Prova do Teorema 2.1:

Temos duas alternativas: ou existe 7 € (0, 7] com z(7; ¢) = 0 ou z(T’; ) > 0.
Valendo a segunda, com adaptagdes dbvias, os argumentos usados na prova do
Teorema 2.2 podem ser refeitos para o caso em que o instante inicial 0 é trocado
por T' e a condigao inicial ¢ € substituida por z7( - ; ¢). Desta forma, fica provado
que a solugdo z( ;) se estende a [—r, 27| ou [—r, 7], onde o niimero T satisfaz
z(rie)=0,a/A <175 2T.

Assim argumentando sucessivamente um niumero finito de vezes, podemos
garantir a existéncia de uma unica solugdo z(-;¢) de (2.1), (2.2), (2.4) num
intervalo [—r, 7], com 7 > a/A; z(t; ) > 0,0 <t < 7 e z(1;0) = 0.

Dada a estimativa 0 < a/A < 7 e a autonomia do problema (2.1), (2.2), segue
que a solugdo z( - ; ) se estende univocamente ao intervalo [—r, 00).

A dependéncia continua com respeito a ¢, decorre do Principio da Contragao

Uniforme. o

Definamos agora a aplicagao de primeiro retorno

U:Ko—}Ko (26)

Up =2z.(-;9),

onde z( - ; ) é a solugdo do problema de valor inicial (2.1), (2.2), (2.4) com o =0
e 7 = 7(p) é o primeiro zero positivo desta solucao .

Notemos que as expressdes em (2.6) sao coerentes, isto é, UKy, C Kp, uma
vez que z,(0; ) =0 e z,(-; p) satisfaz a condigao (2.5).

O objetivo central deste capitulo é provar o seguinte Teorema:
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Teorema 2.3 Se a fungdo f satisfaz as condigdes (C), (Cz) e (Cs), entéo o
problema (2.1), (2.2) tem uma solugdo periddica z(-;p), v € K.

Para a prova do Teorema 2.3, alguns lemas sdo necessirios.
Lema 2.3 A aplicagigo U : Ky — Ky € continua.

Prova: Sejam dados € > 0 e ¢y € K. Ignorando a condigdo de auto-sustentagio
(2.2), segue de forma ansloga & prova do Teorema 2.1 que existe 6 > 0 tal que se

@ € KO:
lo — wolz, <& = |z(t;0) — z(t; o)| <&, t€[0,a/d)].

A condicao (2.5) garante que z(a/d; po), z(a/d; ¥) <0 e que |7(p) — 7(wo)} pode
ser feito arbitrariamente pequeno, tomando ¢ > 0 conveniente.

Se 9 for suficientemente pequeno, entdo os pontos de descontinuidade de Uy
e Uy, Tf"",ff ¥, 7 =1,2,...,7, respectivamente, sdo em igual niimero, exce-

to no caso em que Tpr,j‘” = —r, quando as descontinuidades de Uy podem ser

'rlU Yo 'rp,“’l Neste caso, definimos Tpc,""’ = —r. Assim, 0s nimeros ['r

-7 %,
i =1,...,7, podem ser feitos arbitrariamente pequenos, tomando & suficiente-
mente pequeno.

Para simplificar a notagéo, definamos r; = 1;(¢) = m1n{'rU“’ U"’°} T; =
Ti(p) = ma.x{rf“’,rf“’“}, i=12,....,pfeE = UI;:l [z;, 7]

Temos que

i .
Up - Ugolz, = lx.,(g,)(a ) = Zr(po) (6; o) |d0

- f [2(r() + 8 ) — (7 (ip0) + b po) B

f |lz(r(@) + 8; ) — z(T(wo) + 6; po)|db.
[~rO\E

Em vista das observacdes anteriores, podemos tomar & tal que mE < &/2a,

onde m¥ denota a medida de £. Assim, temos

f |2(7(10) + 6;9) — 2((w0) + 63 o) |df < €/2, sempre que |y — polz, < 9.
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Além disso, tomando § > 0 menor, se necessario, segue do Teorema 2.1 que
@, 0 € Ko, |¢—olr, < & implica |[Up(8) —Ugo(6)| < /2r, para @ nos intervalos

comuns de continuidade de Uy e Uypy. Desta forma,
L 70+ 59) = 2(r(60) + Bi)ldd < /2, sempre que. = gols, <7
Ou seja,
|Up — Ugo|L, <&, sempre que | — oz, < 8. =

Como o conjunto K ndo é convexo, uma dificuldade na investigacdo de
solugdes periédicas de (2.1), (2.2) é que ndo temos disponibilidade de teoremas
de ponto fixo para a aplica¢do de retorno. A seguir, esse problema serd superado,
com um procedimento semelhante ao do capitulo anterior.

Definamos K analogo ao conjunto K em (1.7), isto é,

Ki={peC | ¢(0)=0 e —A(ta—t) < p(ts) — p(tr) < —8(t2 — t1),
ti,t2 € [-1,0], t; < ta}.

Observemos que toda fungao ¢ € K, satisfaz a condicdo (2.5), para qualquer
intervalo [t;,ts] C [=r,0]. O conjunto K, é convexo e, novamente por aplicagio
do Teorema de Ascoli-Arzela, K, é também compacto.

Em vista das identificagoes feitas anteriormente, notemos que Ky C L, é o
conjunto K do Capitulo 1, com A = M.

Podemos assim definir a bijecdao
h: Ky — Ko
h(v) = &,
de forma idéntica i definicio da funcio h : K — K do Capitulo 1, isto é, se

-r <19 <15, < -+ < 7f sdo os pontos de descontinuidade de y € Ko em

[-r,0) e 7§ = 0, entdo
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E importante observar que, dado ¢ > 0, existe § = 8(¢) > 0 tal que, se
v, 90 € Ko, | — olz, < 9, entdo max{|7¥ —7°],j = 1,2,...,p} < . Isto ¢
conseqiiéncia de (2.5) através de argumentos elementares, usando o fato de que
p e g contém fungdes satisfazendo a Definigdo 2.3.

Os Lemas 2.4 e 2.5, a seguir, mostram que i é um homeomorfismo de K em
Ko.
Lema 2.4 A aplicagio h: Ky — K, é continua.

Prova: Fixemos @y € Kj e seja dado € > 0. Tomemos d>0e @ € Ky tais que
|90 - 900|L1 < 3

Se & for suficientemente pequeno, ent30 os pontos de descontinuidade de ¢ e

©o, TJ‘-" ) 'r;-"", j=1,2,...,p, respectivamente, sao em igual nimero, exceto no caso
em que 7¥° = —r, quando as descontinuidades de ¢ podem ser 7{,..., 7y ;. Neste
caso, definimos 7§ = —r.

Denotemos por 7; = min{7},7/°}, 7; = max{r},7°}, = 1,...,p,e & =
Ui lz;, 75l

De acordo com a observagao que antecede o Lema 2.4, podemos tomar & > 0
suficientemente pequeno, de modo que 7; — 7; < efA, 7 =1,...,p. Da condigdo

(2.5) segue que:
6 € Z = |hep(0) — hipo(0)] < €.

Da continuidade de ¢ e ¢y em [-7,0] \ £, e novamente da condicdo (2.5),

temos:

0 € [-r, 0]\ = [hep(6) — hepo(8)| < e,
desde que |¢ — o|z, < &, diminuindo &, se necessdrio. u
Lema 2.5 A aplicacio h™' : Ky — K, € continua.

Prova: O lema é conseqiiéncia imediata do fato das funcdes ¢ € K, serem
< <

t 0. Essa

transversais aos segmentos (t,z) = (¢, 7a), j € {1,2,...}, —r

transversalidade decorre da condigao (2.5). |
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Em virtude dos Lemas 2.3, 2.4 e 2.5, podemos definir a aplica¢io continua

U: Ky — Ko porﬁ:=hoUoh_1.

Prova do Teorema 2.3

Como K, C C é convexo e compacto e U: Ky — Ky éuma aplicagao continua,
entdo, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder, I tem um ponto fixo ¢ em K.
Portanto, ¢ = h~(@) ¢ um ponto fixo de U em Ky, que corresponde a uma

solugdo periddica z( - ;¢), @ € Ky, do problema (2.1), (2.2). |

Um exemplo de uma fungdo f satisfazendo (C}), (C2) e (Cs) é

sy =—s—m [ wioy,

onde §d > 0e M > 0sao arbitrariose A := § + Mar.

A equag@o (2.1) correspondente é a equagiio integro-diferencial

Bt) = —6- M ]  22(0)do.



Capitulo 3

Uma Equacao Diferencial

Diferenca Impulsiva no Plano

Vamos considerar agora a familia a um pardmetro de equagdes diferenciais

autonomas nao lineares da forma
z(t) = aF(z(t - 1)), (3.1)

onde o é um nimero real positivo, z = col{z;,z:) € R* e F : R? —» R?,
F = col(F, F3) é continua e de classe C? na origem. Equagdes como #(t) =
aF(z(t — 7)), r > 0, se reduzem a (3.1) por uma mudanca de escala no tempo.

Assumindo hipéteses gerais sobre F, entre elas uma versido bidimensional da
chamada condicao de retro-alimentagio negativa (negative feedback), e acrescen-
tando um termo dissipativo “—az(t)” em (3.1), é estabelecida em [1] e [14] a
existéncia de solugdes periddicas ndo triviais para todo « maior que um certo ay.
Em [14] ha uma irrelevante variagio quanto & colocagao do pardmetro o.

O termo dissipativo desempenha um papel fundamental nos métodos usados
em [1] e [14], garantindo a existéncia de um conjunto limitado positivamente
invariante no espaco de fase C.

O objetivo aqui é mostrar que a existéncia de solugdes periddicas de (3.1) pode
ser garantida mesmo sem considerar o mencionado termo dissipativo, desde que

tratemos de um sistema impulsivo, isto €, imponhamos a (3.1) uma conveniente

26
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condigio de auto-sustenta¢io. Neste caso, nio serd possivel garantir a existéncia
de um conjunto limitado positivamente invariante, porém essa dificuldade é su-
perada construindo-se um conjunto gozando destas propriedades, desde que nos
atenhamos a convenientes condigdes iniciais.

Consideremos (3.1) sujeita a uma condigiio de auto-sustentagio definida como
segue.

Sejam uma constante ¢ > 0 e a semi-reta dada por
lo={(z1,22) € R? | z; = c e 75 > O}.
A condigdo de auto-sutentacio é:
z(t—) € l, = z(t+) = (c, 0). (3.2)

Consideramos neste capitulo que as soluges sio continuas & direita, isto &,

z(t+) = z(t), Vt > 0. Portanto, a condi¢io (3.2) pode ser formulada:
z(t—) € l; = z(t) = (c,0).

Adotando 0 mesmo estilo que vimos usando nos capitulos anteriores, & equagio

(3.1) com a condigéo (3.2), chamaremos “ problema (3.1), (3.2)".

Definigao 3.1 Denotemos por K o conjunto das fungdes o € SC que satisfazem

as seguintes condi¢ées :
(1) ¢ € continua & direita em [—1, 0);

(2) ¢ tem no mdzimo um ponto de descontinuidade t, € (-1,0]. Esse ponto é

da forma
o(to—) € I = v(to) = (c, 0).
Suponhamos agora que a condicio inicial

To=pekK (3.3)
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seja agregada a (3.1), (3.2). Como j4 observamos no Capitulo 1, em se tratando
de um problema autdénomo, o fato de fixarmos ¢ty = 0 ndo constitui perda de

generalidade.

Definigao 3.2 Uma solugdo do problema de valor inicial (3.1), (3.2), (3.3) é uma
fungdo z: [-1,w) — R2, w > 0, satisfazendo as seguintes condigées :

(1) $|[-1,0] =@y

(2) z(t) = ©(0) + & f; F(xz(s — 1))ds, t > 0, enquanto z(t—) & I;

(3) set' > 0 ¢ tal que x(t'=) € l., entdo z(t') = (c,0) e

z(t) = (cO+aft, z(s—1))ds, set € (¢',T), paratodo T tal que z(s—) & I,
para s € (¢, T).

Dado ¢ € K, segue imediatamente da defini¢io acima que o problema de
valor inicial (3.1), (3.2), (3.3) tem uma tinica solugdo z(t) = x(t; ) definida em
[—1,00).

Muitas vezes faremos referéncia  equacdo (3.1) na forma

71(t) = aF(z(t — 1)) (3.1a)

Z2(t) = aFy(x(t — 1)) (3.15)

Enunciamos a seguir algumas hipdteses que desempenham um papel impor-

tante neste Capitulo.
(H].) .’BgFl(x) > 0, se z, -',é Oe SCng(.TJ) < 0, se Ty -',é 0.
(H2) Existe M > 0 tal que |F(z)| < M, Yz € R2.

Finalmente, estabelecemos a seguinte hipétese de transversalidade com relagao

aos eixos coordenados:

(H3) Para cada L > 0, existem K = K (L) > 0 e £ > 0 tais que:

F(z)
Fy(z)

[(0<z <L,z2 <—-K) ou (-L<x1 £0,2; 2 K)| = > ¢
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A hipétese (H1) foi pela primeira vez formulada em [14] e corresponde a
uma contrapartida planar da condiggo de retro-alimentagio negativa para versdes
escalares da Equagdo (3.1).

O subconjunto fechado, convexo e limitado de C,

K.={peC | 0<p(-1) e ,pa(—1) = 0;1(F), —p2(6) crescentes em
[-1,0]; e @; aM — Lipschitzianas, j = 1,2} (3.4)

seré 1til no que se segue.

Teorema 3.1 Se as hipdteses (H1), (H2) e (H3) estdo satisfeitas, entdo para
todo 0 < o £ ¢/M, o problema (3.1), (3.2) tem uma solugdo periddica ndo trivial

z(-; ), p € K¢, com periodo T > 4.

A prova deste teorema é baseada num principio de ponto fixo, Lema 3.1,

devido a R. Nussbaum [13], aplicado a um operador

T:K,— K,
To =z-(-;9), p#0, paraalgum 7=71(p) >0
T0=0.
O conceito de ejetividade segundo Browder [3] desempenha um papel crucial nessa

prova.

Definigdo 3.3 Sejam X um espaco de Banach, U um subconjunto de X ex um
ponto de U. Dada uma aplicacdo A : U\ {z} = X, o ponto z € U € dito um
ponto ejetivo de A se eziste uma vizinhanga aberta G C X de z tal que para cada

¥ € GNU, y # x, existe um inteiro m = m(y) tal que A"y £ GNU.

Lema 3.1 Sejarn X um espaco de Banach, K C X um conjunto fechado, limita-
do, convezo, de dimensdo infinita, A : K\{0} — K uma aplicacdo completamente

continua e 0 € K um ponto ejetivo de A. Entdo A tem um ponto fixo 2o € K\ {0}.
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Consideremos as equagoes:

z(t) = aLz: + af (z:) (3.5)

y(t) = aLy,, (36)

onde L : C — R? é uma aplicacio linear continua, f é completamente continua,
continuamente diferencidvel, f(0) = 0, f'(0) = 0 ¢ @ > 0. Usemos as notagdes
ze( ;) e y:( - 5 @) para as solugdes de (3.5) e (3.6), respectivamente, com condigio
inicial p € C.

Se T(t), t > 0, é a aplicagdo solugéo de (3.6), T(t)y = w(-;9), ¢ € C, é
sabido que, para qualquer autovalor A = A(c) de (3.6), o espago C é decomposto
como C = Py & @), com P, e Q) invariantes sob T(¢) sendo o autoespago P de
dimensao finita, veja Capitulo 7 de [7].

Seja 1y a proje¢do com imagem P, dada por esta decomposi¢ao,
H,\(p = @Ab, (37)

onde &) = (¢}, ©3,.-.,w)) é uma base de P, e b é um d-vetor.
O Lema a seguir d4 uma condigéo suficiente para a ejetividade da origem de

um certo operador de retorno.
Lema 3.2 Suponhamos que as seguintes condigdes estejam satisfeitas:

(i) Eziste um autovalor X da equagdo linearizada (3.6) com R(X) > 0.

(ii) Eziste um subconjunto K convezo e fechado de C, 0 € K, e uma funcdo

continua

7: K\ {0} = [p,00), p>0,
tal que a aplicagdo

A:K = C

A0 = 0
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¢ completamente continua e AK C K.

(ili) Se 0 < a < M, para algum M c R,

f{ [Tzl | 2e = 2:(-19), 9 € K, [loll 2 8,0 < ¢ < 7(9)} > 0.

(iv) Dado G C C aberto, 0 € G, existe vizinhanga V de 0 tal que (- ;) € G,
sepe VNEK, ¢p#0, 0Lt <7(p).

Entdo, 0 é um ponto ejetivo de A.

A demonstragio deste Lema pode ser encontrada em {14].
Retomemos o conjunto K, dado em (3.4). Nosso primeiro passo é construir
em K, uma aplicacio de retorno, que denotaremos por 7,,, associada ao problema

(3.1), (3.2) satisfazendo as hipéteses do Lema 3.1.

Lema 3.3 Consideremos o problema (3.1), (3.2) com as hipdteses (H1), (H2)
e (H3). Bntdo, existe uma fungdo continua t; : K.\ {0} — [0,00) tal que
Tah(0)ie) < 0; z(tp) € Qz, 56 0 < ¢t < t1(p), e z(t;p) € int(Qs3), se
ti(p) <t <ti(p) +6, para § > 0 suficientemente pequeno.

Prova: Para ¢ > 0, e enquanto a solugio permanecer em @5, a hipétese (H1)
implica que a semi-6rbita positiva {z(t; ), ¢ > 0} néo converge para a origem e,
além disso, ndo pode ocorrer z(¢; ) = 1o € @2, com ¢ = 00, pois 0 é o tnico
ponto de equilibrio de (3.1).

A hipétese (H1) ainda implica que a semi-érbita positiva {z(¢;¢), ¢ > 0} em
Q2 descreve o grafico de uma funcio crescente z, = G(z3).

Assim, ou z(t; ) cruza o semi-eixo {(0,z;)|z2 < O} tranversalmente num
instante ¢,(¢?) ou para qualquer cone do tipe Cy = {(z1,22) € Q2| —z2/z1 > k},
k > 0, existe (k) > 0 tal que z(t;p) € Cy para t > 7(k). No segundo caso, se k
for suficientemente grande, a hipétese (H3) garante que

d.’El _ Fl(:z:(t - 1))

t270) = &, = BEE—1)

>E£.
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Isto significa que a érbita cruza o semi-eixo {(0,z,) |22 < 0} num instante ¢; =
t1(yp) com uma inclinagio maior que &.
A continuidade de t; segue do Teorema da Continuidade em relagio as

Condigbes Iniciais [7]. |

Lema 3.4 Se as hipdteses (H1), (H2) e (H3) estdo satisfeitas e ¢ € K, entdo a
solugdo z( -, ) do problema (3.1), (3.2) € uniformemente limitada, isto €, existe

uma constante A > 0 independente de p € K, de modo que |z(t; )| < A, t 2 —1.

Prova: Da hipdtese (H3) segue que existem K > 0 e £ > 0 tais que se (2, a) €
Q2, 72 < —K, 71 < ¢+ aM, entdo

Fi(zy, z,)

o2, 73) > £ (3.8)

Afirmamos que existe ¢; > 0 tal que z2(41(p); 9) 2 —¢), Vi € K.

Suponhamos, por absurdo, que nio exista ¢,. Entdo, para todon = 1,2...,
existe @, € K, tal que z5(¢(.); vn) < —n. Para cada n, a curva z(t; ,) € @,
t > 0, define z; como uma funcio de z2, 71 = fa(z2). Dado 0 < € < &, existem
% < —K e n suficientemente grande tais que f(Z;) < e. Seja f tal que Zp =
z5(%; vn). Entio, como F é limitada, segue que para n suficientemente grande,
z2(t — 1;9a) < —K. Logo,

Fl(z(f_ 1; ‘Pn))
Fz(-'ﬂ(g' 1; ‘Pn))

fa(®2) = <e<§,

0 que contraria (3.8).
Podemos entao garantir que existe ¢; > 0tal que z2(41{p); p) = —a1, Yy € K..

Isso implica a existéncia de A; > 0 tal que
|$(t; ‘P)l <A, WeK, te [_11t1(§0) + 1]'

Considerando a simetria rotacional das hipdteses assumidas até agora, suces-

sivas adaptacdes do raciocinio acima garantem a existéncia de fungdes continuas

@ = t;(p) de K, \ {0} em [j — 1, 00), tais que z(t; ) € Qj11, ¢t € [t;—1(0), ti(0)],
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J = 2,3, e de constantes positivas ¢, e c3 tais que para todo ¢ € K.\ {0},
71 (t2(p); 0) 2 —cz € T2(t3(p); ) < cs. Segue imediatamente a existéncia de uma
constante Az > 0 tal que |z(t; )| < Ag, Vo € K, t € [—1,t5(p) + 1], j& que
estamos supondo 0 < o < ¢/M.

A prova é agora facilmente finalizada usando a condigdo (3.2). |

Embora ndo tenhamos definido um conjunto limitado positivamente invari-
ante, o Lema 3.4 nos fornece a seguinte situa¢io para contornar essa deficiéncia.
Existe um conjunto limitado, D, C R? (que pode ser descrito como a reunido
de quatro retangulos como mostra a Figura 3.1) de modo que, se nos restringirmos
as condigdes iniciais ¢ € K, toda a dindmica dada por z,(-;¢), t > 0, se passa

no conjunto {1 € K |¢(f) € D,, —1 <8 < 0}.
T2

3 + aM

€3

—-cg ¢4+ alM

—cg —aM T

-] — alM

Figura 3.1: O conjunto D,

Como, para cada ¢ € K., (- ;) retorna a K. num tempo 7(i), podemos



34

definir a aplicagao

Ta'1 K = K
Top = zrp)(-59), ¢#0 (3.9)
1.0 = 1,

onde 7(y) é o primeiro instante positivo tal que z,(,)(;¢) € K.

O lema a seguir foi inspirado em [1].

Lema 3.5 Seja G C C aberto, 0 € G. Eziste uma vizinhanga V C C de 0 tal
que Vo € VN K, ¢ #0, tem-se z,(-;p) € G para 0 < t < t1(p) + 1.

Prova: E suficiente provar que dado G C R? aberto, 0 € G, existe uma vizi-
nhanga V de 0 em C tal que se p € VN K,, ¢ # 0, entdo z(t;p) € G para
-1<t<thi(p) +1.

Admitamos que vale a afirmagdo acima para t € [—1,¢(¢)] e mostremos que

entao vale para t € [t;(¢), t1(p) +1]. Se t € [t1(¥), t1(p) + 1], levando em conta a
hipdtese (H1), como F é continua e F(0) = 0, entdo para qualquer € > 0, existe
0 > 0 tal que |z(t — 1;¢)| < § implica

- < Fi(z(t-1)) <0,

—€ < F(z(t-1)) <0.

Segue das equagoes (3.1a) e (3.1b) que

—ae < #(8) <0
s S hi(t) < (3.10)
0.

—ae < 1y(t)

Destas desigualdades segue que —as < 11(t; ) < 0e —ae — 6 < za(t; ) <0
para t € [t;(¢),t1(p) + 1]. Fica desta forma verificada nossa afirmagio para

t € [ti(p), t1(p) + 1).

Suponhamos agora, por absurdo, que a afirmacgdo nao seja verdadeira para

t € [-1,t,(yp)]. Portanto, existe um retangulo aberto

R:{(II,I2)|—61<I1<E e —m<l‘2<52}s
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81,69,1,m > 0, tal que para alguma seqiiéncia (¢n), wn € K\ {0}, ¥n — 0,
quando n — 0o, existe uma seqiiéncia (t;), —1 < #p < £,(in) com z(tn; ¥s) € AR,
z(t;on) €ER, -1<t<t,n=12,....
Sejam T (t) := T(t; n), T1a(t) := 21(t; n) € Ton(2) 1= z2(%; ). Logo, zn(t) €
[0,g.] X [-m,0], -1 < t < t,, onde ¢, = [[n]| = 0, quando n — 0.
Conseqilentemente, za(t,; @n) = —m paran =1,2,....

A continuidade de F; e a condicio F3(0, z;) = 0 implicam que

lim Fy(z,,22) =0, (3.11)

T =0
uniformemente em 3, ~m < 73 < 0.

Tomando uma subseqiiéncia de (t,), se necessario, seja (), 0 < T, < ¢, uma
seqiiéncia tal que z,(t) € [0,qn] x [-m/2,0], se —1 < t < Ty, com Za(Ty; Pn) =
-mf2,n=1,2,....

Como ¢, — 0, quando n — oo, temos que z2(m, — 1;¢0n) < —m/3, ja que,
de acordo com (3.11), |£2,(t)| = |aFa(z,(t — 1))| pode ser feito arbitrariamente
pequeno, se z,(t) € Q2, tomando n suficientemente grande. Portanto, para todo
t € [ — 1,t,) temos z2(t; n) < —m/3.

Sejam o > 0 e ng tais que

|aFi(z)| >0, se z& R\ {(z1,z2)| |z2| < m/3}

n>ng = |aFy(z. ()] <0 € gu < m/2.

As coordenadas 7, (t;,) € T2(t; n) S0 estritamente decrescentes, ¢ € [7,, £
e, portanto, z,(t) = z(t; p,) é o grifico de uma funcdo z; = =7 (x,).
Em qualquer ponto z,(¢), 7, < t < tg, portanto, —~m < z(8) < -m/2,

obtemos:

i _ Rt =)y

dxs - an(xn(t"'l))

0 que é uma contradicio. [ |
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Dada ¢ € K.\ {0}, seja ¥ = 2y,(4)41{ - ; ¥). Segue das equagdes (3.1a), (3.1b)
e da hipétese (H1) que ;(8) e 92(f) sdo decrescentes em [—1, 0).

()

essas propriedades de () implicam que ¥ € RK,, onde ¢; > 0 é a constante

Portanto, se R é a rotagéo

encontrada no Lema 3.4.

Podemos entdo, definir uma funcio continua

(Th)a : K. = RK,,
(M)a(®) = T )41( -1 9), #0
(T1)a(0) = C.

A continuidade de (T1), em K.\ {0} é conseqiiéncia imedjata da continuidade
de ¢ e da solugio de (3.1) em relagiio as condigdes iniciais. Em ¢ = 0, a con-
tinuidade segue do Lema 3.5.

Consideremos o conjunto I' = [, U {(z,0)]0 < = < ¢} C R2. Assim como no
caso das fungdes £ (¢), t2(p) e t3(y), também a fungdo ¢4 : K. \ {0} = [3, 00),
onde z(t4(p)—) € T, é continua como conseqiiéncia de argumentos ligados &
continuidade em relagdo s condigées iniciais.

Assim, para cada ¢ € K \ {0}, segue que

() = ta(p) +1
e, portanto, a funcio
T: K.\ {0} = [4,00)

¢ continua.
O Lema seguinte é conseqiiéncia imediata do Lema 3.5 e das simetrias das

nossas hipdteses.

Lema 3.6 Seja G C C aberto, 0 € G. Eziste uma vizinhanca V de 0 em C tal
que se p EVN K., ¢ # 0 entdo z4(-;0) € G para 0 < t < 7(p).
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Lema 3.7 A fungio T, : K, — C definida por

Ta‘P = xr(cp)(":ﬂo): (PGKC\{O}
7.0 = 0,

é completamente continua e T, K, C K,.

Prova: Se ¢ € K.\ {0} e z(t4(p0); v0) € {(2,0) | z € [0,c)}, entdo a con-
tinuidade de T, em ¢y é conseqiiéncia imediata da continuidade de ¢, e¢ das
solugdes de (3.1) em relacdo as condigoes iniciais.

Se ti(wo); wo € K.\ {0}, é um momento de impulso, ignoremos a con-
dicdo de auto-sustentagdo (3.2) e consideremos em primeiro lugar a aplicagao
Ty : K.\ {0} = C tal que Top = 24,(p)4+1(+; ©). Esta aplicagdo é continua por
conseqiiéncia do Teorema da Continuidade em relagdo s Condigdes Iniciais. A
seguir, definamos n : C — C a proje¢ao dada por g = (1, w2 — @a(—1)) que é
claramente uma aplicagio continua .

Como Ty =m0 T}, : K, — K,, entdo T, é continua em K.\ {0}.

A continuidade de T}, em @y = 0 segue do Lema 3.6.

Seja B, uma bola fechada em C e V = K, N B,. Entdo

Ta(V) = {zri0)(50) € VA {0}} U {0} C K,

e, portanto, T, (V') é limitado.

Como os elementos do conjunto K, sdo fungdes cujas componentes sdo aM-
Lipschitzianas, segue imediatamente a equicontinuidade de T, (V).

Portanto, T, (V) é relativamente compacto e, por conseqiiéncia, T, é comple-

tamente continuy . ]

A equagdo linearizada de (3.1) em torno da origem é dada por
§(t) = aBy(t— 1), (3.12)

onde
0 &
d, 0
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com &, = %(0) >0ed, = g—f?(o) < 0. Assumiremos § = /=819, > 0.

A equagdo caracteristica de (3.12) é
det A(A) =0, A(}A):= Al - aBe™, (3.13)
onde I representa a matriz identidade de ordem 2 ou, equivalentemente,
A = %02 (3.14)

Uma andlise completa da Equacdo (3.14) pode ser encontrada em [14]. Um
fato relevante para os nossos propésitos é que, para todo o > 0, existe um par de
raizes conjugadas A=axbicoma>0e0 < |b < 7/2.

Com o objetivo de provar que 0 € K é um ponto ejetivo de T,,, definamos a

fungdo

F:R? 5 R?
F(z) = (Fi(z), Fa(x)),
onde

Fi(z) = Fi(z) se £ € R2\ {(z1,72) [z1 > ¢ e z3 >0},
Fi(z) =0 se z€ {(x1,22) ERZ [z, > c+1 e z,> 0},
Fillc+(Q—-X),z2) = AFi{c+ (1~ A),z2) se 0<A<1 e z3>0.

A fungio F' é claramente continua.

Consideremos a famflia de equagGes diferenciais da forma
#(t) = aF(z(t — 1)) (3.15)

e denotemos por #(t; ¢) a tnica solugdo de (3.15) em [—1, 00) tal que Fo( ;) = ¢

Observemos, que embora a fungio F nio satisfaca a hipétese (H1), as solugdes
de (3.15) espiralam em torno da origem.

Consideremos agora o conjunto convexo, fechado e limitado K¢4140ar, de acor-
do com (3.4).

Usando raciocinios analogos aos dos Lemas 3.3 e 3.4, obtemos a existéncia

de fungdes continuas ¢ — £;(p) de Kori1ranmr \ {0} em [j —1,00), 5 = 1,2,3,4,
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tais que I(t; @) € Qjq1, t € [tji—1(w), ti(p)], onde @5 = @, to(p) = ~1, e de
constantes positivas ¢,&,8 e & = ¢+ 1 + aM tais que Z,( (¢); ) > —éy;
2182 (0); ) 2 —E2; Fa(fa(); @) < & e £1(1(p); ) < &

Podemos assim definir a aplicacio

Ta : Kc+1+aM — Kc+1+aM

Tar:o = jf’(ﬁp)( ' ;(p)’ @ ?I: 0
To0 = 0,

onde, para todo ¢ € K.piram \ {0}, F(p) = t4(®w) + 1 é o primeiro instante
positivo tal que Fz¢,)(-; ) € Keprpam-
Primeiramente vamos provar que 0 é um ponto ejetivo da aplicagdo 7,,. Alguns

lemas sdo necessarios.

Lema 3.8 Seja G C C aberto, 0 € G. Eziste uma vizinhanca V de 0 em C tal
que s€ ¢ € VN Kepraam, ¢ # 0, entao Z( ;) € G para 0 < t < 7(p).

Prova: Veja o Lema 3.6. u

Lema 3.9 A funcdo T, : Keyp14apm — C definida por

Tow = Zxp)( 3 9), © € Kerrtanm \ {0}
T.0 =0,

é completamente continua e To Ko 11am C Ketiranm-

Prova: Pode ser obtida por simples adaptactes dos argumentos usados na prova

do Lema 3.7. n

Retornando as hipéteses do Lema 3.2, vemos que (ii) e (iv) seguem, respectiva-
mente, dos Lemas 3.9 € 3.8, com K = Ky 14orm € p = 4. Se tomarmos A = a+bi
autovalor de (3.12) com 0 < b < /2, entdo (i) estd satisfeita, de acordo com
a analise da equacdo caracteristica em [14]. Resta provar que neste contexto a
hipétese (iii) do Lema 3.2 estd satisfeita. Isto serd feito através dos Lemas 3.10 e

3.11 e do Corolério 3.1.
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Dado d > 0, o Lema 3.10 diz que o primeiro cruzamento de #(t; ) com
o eixo zg (isto é, £2(f1(¢); ¢)) tem um limitante superior negativo para todo

0 € Kep1panm com || > d.

Lema 3.10 Seja d > 0. Eriste dy > 0 tal que se ¢ € Kev1pam € |0l > d, entdo
Z(t1(0); 9) < —di.

Prova: Definindo B = C'\ By, basta observar que K, 11qx N B§ é um conjunto

compacto em C e que
¢ € Kerrvam N Bf — Z2(f1(9); 0) € R

¢ uma fungio continua com Z,(f; (p); ¢) < 0. ||

Observemos que a equagdo (3.12) é um caso particular da equacdo (3.6) com
L(p) = By(~1).
Seja n(8), # € [—1,0], 2 matriz de ordem 2 definida por

0, 0=-1,
n(f) = (3.16)
B, -1<6@<0.

Entao, para qualquer ¢ € C,

L{yp) = / 0 [dn(6)](6).

-1
Seja G o gerador infinitesimal do semigrupo {7,(t),t > 0} definido por

To(o=wm(;0), p€C,t>0.

Para todo o > 0, existe um tdnico autovalor A = A(c) tal que RA > O e
0 < SA < w/2, veja [14]. O autovalor A é simples, portanto, o autoespago
generalizado P, = N (Al — G) associado & A é 1-dimensional.

Se G* é o0 operador adjunto formal de G, A também é autovalor de G* e seu

autoespaco generalizado N (A — G*) também é 1-dimensional.
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Seja C* = C([0,1],R*), onde R?* ¢ o plano dos vetores linhas. Aparece de

maneira natural na decomposigéo de C, a forma bilinear de C* x C dada por

(%, 0) = (0) - (0) — [ 1 f (€ — O)ldn(@)]p(E)de, (3.17)

Y € C*, p € C, onde “” significa o produto escalar do R2.

Se u € uma solugdo ndo trivial de A(A)u = 0, com A()) dado em (3.13),
e o vetor linha v é uma solugio ndo trivial de vA(A) = 0, entdo as funcBes
p(t) :=eMu, t € [~1,0] e o(s) := ve™, 5 € [0, 1], geram N (A —G) e N(AT-G*),
respectivamente.

Além disso, relembramos que se ¢ € C = P, & Q) é decomposto como

¢ = M + 9 entiio sua componente ™ em P, ¢ dada por

o™ = (o, 9)p. (3-18)

Lema 3.11 Seja Lg, = \/(c+ 1 +2aM)? + o2 M?. Para qualquer constante real
d,0<d< Léu

m = inf{|{o, Z)| | Z. = Z:(-;¢0), ¥ € Keqpr4am |l 2 d, 0 <t <#1() +1} > 0.

Prova: Considerando a solugdo v = (1, —iu), com p = /—6;/0,, da equacio
vA(X) =0, a(s) = (1, —iu)e™*, s € [0,1] e n(8) = (m;;(8)) satisfazendo (3.16),
segue de (3.17) que:

0

(0,%:) = Z,(t) — tuZ,(2) + f e~ D[S 2o (¢ + €) — 1auZy (T + €)]dE. (3.19)

-1

Tomando A =a+bi coma > 0,0 <b<n/2 (3.19) é equivalente a:

(o,5e) = B (8) + [ e[ (8 + €) cos b(E + 1)
—G20%1 (¢ + §)sen (€ + 1)]d€ + i{ —pza(2)
+ jfl e‘“(f"'l)[—dzu:i':; (t+&)cosb(¢+1)
—81Z5(t + €)sen b(€ + 1)]dE}.

(3.20)
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A aplicagio ¢ € Koy14am N BS = £1(y) é continua. Como Kyyiapm N Bjé
compacto, existe T' > 0 constante, tal que 11(¢) < T Vi € Kop14am N BS. Isso

implica que

inf{|(c, Z:)| | Fe = Ze( 5 0), 0 € Ketrtann ol > d, 0<t < T + 1}

< inf{[{o, &)| | F: = Z:(-;9), ¢ € Kerr4am, |0l = d,0 < t < 1 {p) +1}.

O nosso objetivo serd, entdo, provar que
inf{|{0, Z)| | s = &:(+; )y © € Ketr4am, lloll 24,0t < T +1} > 0.

Para cada ¢ € Kcpiqam N BS, se t € [0,%(p)], notemos, de acordo com a
expressio (3.19), que ${o, &) > 0. Para todo ¢ € [t (i), %1(p) + 1] temos que
p(&) = 6182t + &) — i62p%1 (¢ + £), € € [-1,0] é uma curva do plano complexo,
localizada no setor {re®|7/2 < 8 < 37/2, r > 0}. A curva ¢~26+D), ¢ € [-1,0],
estd no setor z = re”, ondee™ < r < le —B < 8 < 0, para algum B € (0,7/2).

O integrando e"*¢E+Np(£) tem argumento 8(¢), 0 < —B+7/2 < 6(¢) < 37/2.

Tomando § = max{arge >¢+Vp(¢) | € € [-1,0]}, prova-se que a curva
e~ &+ p(g), € € [—1,0], estd situada inteiramente no semiplano determinado
pela reta z = te¥, t € R, contendo o semi-eixo imagin4rio positivo.

Se ~B+m/2 < 8 < 7, entdo e~*&+p(€) tem parte imagindria ndo negativa.
Sendo Z,(t) < 0, ¢ € [ (i), f1(i) + 1] segue de (3.19) que I{o, %) > 0.

Se # < 8 < 3xw/2, entdo e~*€+Vp(¢) tem parte real ndo positiva. Sendo
Z1(t) <0, t € (31(p), f1(e) + 1], segue de (3.19) que R{s, ) < 0.

Portanto, Yo € K.i11apm N BS e Vit € [0, £1(¢) + 1] temos que |{o,Z¢)| > 0.

O argumento acima pode ser aplicado para mostrar que |{¢,Z:)| > 0 nos
intervalos [£, () + 1,%2(x) + 1], [E2(p) + 1, E(p) + 1] € [&() + 1,7(y)]. Enfim,
obtemos |{c, Z;)| > 0, t € [0, 7], para todo 7 > 0.

Assim, Vo € Ky14am N BS, VYt € [0,T), segue que [{o, Z:)| > 0.

Como a fungdo g : (Keti4arr N BS) x [0,T] — R tal que g(p,t) = {0, )|

é continua no compacto (Ke414aps N BS) x [0,T] de C x R e |{o,%:)| > 0 para
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cada (i, t) € (Ketiram N BS) x [0,T], entdo a fun¢io ¢ tem um minimo positivo.

Conseqiientemente, temos m > 0. |

As observagdes finais da prova do Lema 3.11 levam imediatamente ao seguinte

Coroléario 3.1 Para qualquer constante a, 0 < a < L,
inf{[lmaZe( ;@) |9 € Keprvan, lloll 2 0,0 <t < 7(p)} > 0.

Como as hipéteses (i), (ii) e (iv) do Lema 3.2 estio satisfeitas para A = Ty, o
Corolério 3.1 implica que 0 é um ponto ejetivo da aplicacio Ty,

Estamos agora em posicao de estabelecer a seguinte
Proposigao 3.1 O ponio 0 € ejetivo para a aplicacdo T, : K, = K.

Prova: Seja G C C uma vizinhanga aberta de 0 tal que para todo ¢ € GN K,
@ # 0, a solugdo de (3.1), (3.2) ndo tem impulso em [0, 7(¢)], & para todo ¢ €
G N Kepppam = GN K, @ # 0, existe um nimero inteiro m = m(p) tal que
Tm™(p) ¢ G N K,. Consideremos 7 = T(y) 0 menor mimero inteiro com essa
propriedade.

Como (Ta)| GrK, = (Tu)] Gnk, Mecessariamente temos que T (@) = T%(yp),
para todo ¢ € GN K,. De fato, se T™(¢) # T™(p) para algum ¢ € G N K,,
entio z(-;T7 () tem um impulso entre 0 e 7(T™ (¢p)). Logo, Tr (y) =
T7-Yp) & G, o que contraria a minimalidade de 7.

Assim, T (@) € G N K,, ou seja, 0 é ejetivo para Ty. ]

Prova do Teorema 3.1
O Lema 3.7 e a Proposig&o 3.1 mostram que todas as hipdteses do Lema 3.1
estdo satisfeitas para a aplicagdo T, : K.\ {0} — K.. Portanto, o Teorema 3.1

segue imediatamente. |

E natural, agora, perguntar se existem solugoes periddicas impulsivas do pro-

blema (3.1), (3.2).



44

Vejamos através de um exemplo que essa questdo pode ter uma resposta

positiva.
Exemplo 3.1 Consideremos F' : R? = R2, tal que

(32: '-1131), 8€ |$| < M:

F(z) = (3.21)

M@ =21) o 1> M
T =

Evidentemente, F satisfaz as hipéteses (H1), (H2) e (H3) e, além disso, coin-
cide com uma rotagdo na bola By = {z € R? | [z| < M}.

Tomando esta fungdo F e 0 < a < ¢/2M, mostremos que o problema (3.1),
(3.2) tem uma solugdo periédica impulsiva.

Consideremos (2 o conjunto das fungdes p € K, tais que o subconjunto de R?
{(Ap1(8),02(0)) € Q2 | 0 < —8,X <1} é convexo.

Definamos os conjuntos K0 = {y € K | ¢(~1) = (¢,0)} e K. = KN Q.

Notemos que qualquer que seja ¢ € K., set > 0 e z(t; ) € Qq, entdo
F(z(t—1;¢)) € Q; e forma um &ngulo agudo com z(t). Portanto, z(t) - z(t) > 0,
donde concluimos que [z(t)| é crescente para t € [0,%1(¢)).

Dada ¢ € I?c, se 1 = Iy, (»)+1( - ; ), entdo
¥'(0) = aF(z(ti(p) + 85 ), 0 €[-1,0].

Como z(t,(p) + ;) € Q2 para 8 € [—1,0], segue que ¥.(8) e 1(d) sdo
decrescentes e, portanto, |z(t)| é crescente para ¢ € [0,¢,(i) + 1).

Para t € [t;(y), t1(p) + 1] temos que a solugio z(t; ) descreve o gréfico de
uma fungéo zo = G(z;). Como gx_le = —:—;g%:‘;} ¢ decrescente com respeito a
t € [t1(), t1(p) +1], segue que 2—:12 é crescente com respeito a z,. Logo, de acordo
com a Proposigao 5, 1-5, [6], a funcao z, = G(z,) é convexa. Segue imediatamente
que {(1¥1(0), M () € Q3 | 0 < ~8, A < 1} é convexo.

Usando raciocinio andlogo nos demais quadrantes, obtemos que a solugéo

espirala em torno da origem com norma crescente, até ocorrer um momento de

impulso 7(p) — 1 e, além disso, z,(,)( -; ) € K,.
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Como o conjunto K, é convexo e compacto e a aplicagio (T,,)| 7 é continua,
segue do Teorema do ponto fixo de Schauder que (T,) | &, tem um ponto fixo. Isto
significa que a fungao F dada em (3.21), fornece um exemplo do problema (3.1),

(3.2), com solugéo periddica impulsiva.

O nosso objetivo agora é analisar o caso em que o > c¢/M.

Definamos o retangulo W C R? e o conjunto S C C por:

W= {(z1,22) €ER* | c<z1 <c+aM e 0< 2z < aM}

S={p=1(p1,02) €C| 9(~1) =(c,0); p1(f) crescente, w2(f) >0,
-1<6<0;p, 7 =1,2, aM — Lipschitzianas}.

Consideremos a hipdtese

(H3’) Para cada L > 0, existem K = K(L) > 0 e £ > 0 tais que:

[(0<z <L,z <-K) ou (—LSmSO,xgzK)]z:aFl(x)>§
FQ(.’ZI)
e
[(-L<2,<0,2;<—=K) ou (0<z, <L >K)]=>F2($)<—§
250,11 2 » T1 Fi(z) .

Lema 3.12 Consideremos o problema (3.1), (3.2) com as hipdteses (H1), (H2) e
(H3’). Entdo, eriste uma funcdo continuat; : S — [0, 00) tal que z1 (41 (v); ) > ¢
z(t; ) € @1, 5 0 <t < t1(p), e z(t;p) € int Qq, se t1(p) <t < t1(p) + 6 para

d > 0 suficientemente pequeno.

Prova: Basta usar raciocinio andlogo ao da prova do Lema 3.3, levando em conta

a hipdtese (H3"). L]

Lema 3.13 Se as hipéteses (H1), (H2) e (H3') estdo satisfeitas, entdo eziste
uma constante ¢; > 0 tal que, se p € S, a solugdo z(-;p) do problema (3.1),
(8.2) satisfaz z1(t1(x0); ) < 1.
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Prova: Basta usar a hipdtese (H3’) e raciocfnio andlogo ao da prova do

Lema 3.4. [ |

Considerando a simetria rotacional das hipdteses assumidas, sucessivas adap-
tagbes dos lemas acima garantem a existéncia de fungdes continuas, ¢ — t;(¢)
de Sem [j —1,00), j =2,3,4, tais que z(t;p) € Q; se t € [tj-1(¢),t;(¢)] e de
constantes positivas 3, ¢3 € ¢4 tais que za(fa2(@); ) = —co, 71 (f3(9); ) = —c3 e
z2(ts(¢); @) < ¢4, para todo ¢ € S.

Dado k > 0, definamos

Hy={peC|pi(—1) =0, —k < a(—1) < 0; ©1(6), 2(f) decrescentes

em [-1,0)e ¢;,j=1,2, oM — Lipschitzianas}.

Se as hip6teses (H1), (H2) e (H3) estdo satisfeitas, usando raciocinio analogo
ao da prova do Lema 3.3, obtemos a existéncia de fungGes continuas ¢ — fJ- (©)
de H, \ {0} = [j — 1,00), 7 = 1,2, tais que se z(-;¢) denota a solugio da
equagio (3.1) com zo(-; @) = @ € H,,, entdo z2(f1(¢); @) = z1(f2(); ) =0 e
Trpy( -3 ) € —Hy,, onde #(p) = t2(p) + 1.

Lema 3.14 Ezistem constantes 0 > 0 e n > 0 independentes de ¢ € H,, \ {0}
tais que se z1(7(p); @) > ¢ e ty = to(p) € (F(p) — 1, 7(y)] satisfaz z1(to; @) = ¢,
entdo £, (t; ) > n para todo t € [ty — 0,1ty + o).

Prova: Suponhamos que ndo existam constantes ¢ > 0 e 7 > 0 nas condigdes do
enunciado. Entdo existem seqiiéncias p, € H,, e t, € [to(@n) —1/n, ta(pn)+1/n],
n=12,-, tais que 21 (to(n); n) = ¢, T1(F(¥n); ¥n) 2 c € T1(tn; n) < 1/m.
Como H,, C C é um conjunto compacto, existe uma subseqiiéncia para a qual
usamos a mesma notagao ¢, tal que v, — ¢ € H,, quando n — occ. Além disso,
como £y : He, \ {0} = [1,00) é uma fungdo continua, obtemos que ¢, — to(y)
quando n = 00, 1 (f(w); @) = c e &1 (te(); ) < 0. Isto é uma contradicdo, uma

vez que temos &1(to(p); @) = aFi(z(te(p) — 1;9)) > 0, de acordo com (H1). ™

Definamos agora o conjunto K C SC tal que ¢ = (i1, 92) € K se, e somente
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se, as seguintes condigées estdo satisfeitas:

1) p1(=1) =0, 0 < po(—1) < ¢y

2) 1 é continua e 6, € (—1,0] é uma descontinuidade de ¢ se, e somente se,

©1(6o) = ¢, pa(6o—) > 0 e p2(6) = 0;

3) nos intervalos de continuidade, as coordenadas ;, j = 1,2, so crescentes e

aM-Lipschitzianas;

4) se ¢ > 0 e n > 0 sdo constantes de acordo com o Lema 3.14, p(fp—) € . e

[91: 92] - (90 -, 90) ou [91, 92] - [90,90 + O'), entao

p1(02) — p1(62) > (02 — 61)-

Notemos que se ¢ € K, entdo [[il| < A 1= 1/(cs + aM)? + a2 M2,

Teorema 3.2 Suponhamos que as hipdteses (H1), (H2) e (H3') estejam satisfei-
tas. Entdo, para todo o > ¢/ M, o problema (3.1), (3.2) tem uma solugdo periddica

nao trivial z(-; ), ¢ € K, com periodo T > 4.
Os Lemas a seguir sdo essenciais para a prova do Teorema 3.2.

Lema 3.15 Consideremos o problema (3.1), (3.2) com as hipdteses (H1), (H2)
e (H3'). Entdo, eriste uma fungdo continua t; : K \ {0} — [0,00) tal que
z1(t(p); ) > 0; z(t; ) € Qr, se 0 <t < t1(p), e x(t; ) €Nt Qo, sety(p) <t <
t1(p) + & para § > 0 suficientemente pequeno.

Prova: Mostremos que #(yp) existe para todo ¢ € K \ {0}. De fato, se
©1(0) < ¢ ou se v1(6p) = c, para algum 6y € (—1,0) e zy(t1;0) = O, para
algum ¢, € [6, 6 + 1], ndo hd o que provar. Se nenhuma das condigoes acima
. estiver satisfeita, entdo existe 6 € (—1,0) tal que zg41(-;p) € S. Neste caso, a
existéncia de £,(y¢) segue do Lema 3.12.

A continuidade de t, segue de argumentos ligados ao Teorema da Continuidade

em relacao as Condigbes Inicials. ||
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Usando as simetrias de nossas hipéteses, uma simples adaptacao dos argumen-

tos usados na prova do Lema 3.3 nos levam diretamente ao seguinte Coroldrio.

Corolério 3.2 Consideremos o problema (3.1), (3.2) com as hipdteses (Hl),
(H2) e (H3'). Entdo, existem fungdes continuas t; : K\ {0} = [j —1,00), j =
2,3,4, tais que z(t; ) € Qj, ¢ € [tm1(p), ti(w)), 7 = 2,3,4, e z(t; ¥) € int Qj41,
se t;(ip) < t < t;(yp) + & para § > 0 suficientemente pequeno, onde Qs = Q.

Lema 3.16 Se as hipdteses (H1), (H2) e (H3’) estdo satisfeitas, entdo existem
constantes positivas ¢, ¢z, ¢3 € ¢4 tais que se v € K \ {0}, a solucdo z(t; ) do
problema (3.1), (3.2) satisfoz 21 (t1(p); ) < 01, 72(t2(0); ) 2 —c2, T1(ta(); ) 2
—c3 e T2(te(y); v) < cs. Além disso, existe uma constante L > 0 independente de

@ € K, tal que |z(t; p)| < L, para todo t > —1.

Prova: Segue do Lema 3.15, do Coroldrio 3.2, do Lema 3.13 ¢ do comentério

ap6s o Lema 3.13. [ |

Lema 3.17 Seja G C C aberto, 0 € G. Eziste uma vizinhanca V C C de 0 tal
queVo EVNEK, p#0, tem-se z:(+;0) €G para 0 <t <ty(p) + 1.

Prova: A prova é andloga a do Lema 3.5, considerando apenas algumas adap-

tacdes de notagao . =

Segue da continuidade da aplicago t4 : K \ {0} — [3,00) definida anterior-
mente, que a aplicagdo
T: K\ {0} = [4, 00)

3.22
T(p) = tap) +1 (8:22)

é continua.
Como z,( - ; ) retorna a K passado um tempo igual a 7{¢), podemos definir
a aplicacao
U, K= K
Uatp = Tay) (- 190), 0 #0 (3.23)
Uas0 =0.
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O Lema seguinte implica diretamente a continuidade da aplicagio U, em

0 € K. E conseqiiéncia imediata do Lema 3.17 e das simetrias de nossas hipéteses.

Lema 3.18 Seja G C C aberto, 0 € G. Eziste uma vizinhanca V de 0 em C tal
quese p €EVNK, p#0, entdo z,(-; ) € G para 0 < t < 7(¢p).

Seria natural tentarmos demonstrar o Teorema 3.2, provando que a aplicacio
Us : K = K tem um ponto fixo nio trivial pela aplicagio direta de algum
principio de ponto fixo. Esse procedimento esbarra em algumas dificuldades es-
senciais, como os fatos do conjunto K nao ser convexo e da aplicacdo U, : K = K
nao ser continua, uma vez que estamos tomando a métrica uniforme em K,

Daqui em diante nossos passos estdo basicamente na direcdo de contornar
essas dificuldades.

Definamos uma fungéo h : K — C como segue. Se ¢ € K é continua, entio

hyp = . Se ¢ € K ¢ descontinua em 6, € (—1, 0|, entdo

w(8), —1<8<6y

90(9) + (01@2(90_))’ G <8 <0.

Definindo X = hK C C, h é claramente uma bije¢io de K em K. Além disso,
@ = (¢1,92) € K se, e somente se, as seguintes condigdes estdo satisfeitas:
1) ¢1(=1)=0,0 < @(-1) < cy;
2) as coordenadas @;, j = 1,2, sdo crescentes e oM-Lipschitzianas em [—1, 0];

8) se existe 6, € (—1,0] tal que @,(6p) = c e 6y,6; € (8 — 0,60 + o) N [-1,0],

91 < 92, entao

$1(62) — ¢1(61) 2 (62 — 61),
onde o > 0 e 17 > 0 sdo constantes escolhidas de acordo o Lema 3.14.

Notemos que se ¢ € K, entdo ||@|| < A.
Como estamos considerando a topologia da convergéncia uniforme, vé-se que

a condi¢io de convergéncia ¢, — @ em K com n — oo, implica que para n



50

suficientemente grande, ou ¢, e ¢ sdo continuas ou ¢, e ¢ tém um mesmo ponto
de descontinuidade ¢ € (—1,0|. Por conseguinte, h é continua enquanto h~! é
descontinua.

Obviamente K é um conjunto convexo e, por uma aplicacio rotineira do
Teorema de Ascoli-Arzela temos que K é também compacto.

Definamos, agora, a aplicagdo U, : K — K por Uy = ho Uy o k™1,
Teorema 3.3 A aplicagio U, : K & K € completamente continua.

Prova: Dado ¢ € K, ¢ # 0, usaremos a notagio &(-;¢), ¢ = h~Y(§), para
indicar a solugdo da equagio (3.1) com Zy(-;¢) = ¢ € K (negligenciando a
condi¢io de auto-sustentagdo (3.2)). Notemos que Up® = Fr(p)(- ;).

Mostremos que UK C K. Se (U.¢)1(0) < ¢, é claro que U, € K.

Suponhamos entdo que exista ¢, = #(p) € (t(p) — 1, 7()] tal que Z1(t; @) =
c. Assim, para um certo §% € (—1,0] tem-se que 7() + 6% = to(¢) e, portanto,
(Ua)1(8°) = Z1(to(0); ) = c.

Verifiquemos apenas a condi¢io 3) da defini¢do do conjunto K, j4 que as
oufras condigdes sdo imediatas.

Sejam ¢ > 0 e 7 > 0 constantes escolhidas de acordo com o Lema 3.14 e
01,8; € (8° — 0,0 + o) N[-1,0], 8; < 6. Temos:

(Ua@)1(82) — (Ua)1(81) = Z1(7(p) + 023 90) — 21 (1) + 015 )
= Z,(1(p) + 8 0) (62 — 61),

8 € (61, 62). Segue que
(Ua)1(62) = (Uap)1(61) = n(62 — 61).

Conseqiientemente, U, € K.

Mostremos agora que a aplicagdo U, : K — K é completamente continua.
Como K é compacto, é suficiente mostrar que U, é continua.

Sejame >0e @€ K. Como a continuidade de ffa em ¢ = 0 estd contida no

Lema 3.18, vamos supor ¢ # 0.
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Consideremos apenas o caso em que @, (0) > ¢, por ser mais laborioso. Assim,
existe 6% € (—1,0) tal que @,(8%) = c.

Sejam & > 0 suficientemente pequeno e 9 € K tal que || — @|| < é. Entdo,
existe 8% € (—1,0) tal que ¢, (%) = c.

Diminuindo &, segue da condigéo 3) da defini¢io do conjunto K que o nimero
|6¥ — 8°| pode ser feito arbitrariamente pequeno.

Notemos agora que a primeira coordenada da solugio do problema (3.1), (3.2)
é continua em qualquer intervalo compacto (—1,T], T > 7(¢), e mostremos que
se & > 0 for suficientemente pequeno e ||t — @|| < §, entéo |Z5(t; 1) —F2(t; )| < €
para t € [0,T).

Para fixarmo-nos em um caso, suponhamos #¥ < . Para os valores de ¢ tais
que 0 <t < ¥ + 1, segue da equagao integral que, para & escolhido conveniente-

mente, se ||[¥ — @|| < 6, entdo |Z,(t; %) — Fa(t; ©)| < /2.

Iy

I

tale) taw)+: b

ba(e) 11

Figura 3.2: Continuidade de Z»(¢; ) com relagao a @
Para os valores de ¢ € [#¥ + 1, 6% + 1] obtemos:
|Z2(8: %) — Za(t;0)] < 1Z2(6Y +1;9) — 32(6% + 1; )]

v [ [Fy(a(s ~ 159) - F(s— L)l
8

v4+1
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Mas, |25(6% -+ 1;9) — £2(6% +1; )| < €/2, j& que temos |Z(t; ) — Z2(t; ©)| < /2
para todo ¢ € [0,6% + 1) e ¥ + 1 ndo é um instante de impulso. Além disso,

¢
ala — 1. — ala _ 1. Y _ Q¥ £ = £
./ev+1 |F2(Z(s — 1;9)) — Fo(Z(s — 1;¢))|ds < 2M (6% — 6¥) < 2M4aM 5

diminuindo &, se necessério.

Segue, portanto, que

|Z2(t:9) — Z2(t; )| <,

para ¢ € [0,6% -+ 1], sempre que || — || < 6.
Segue agora do Teorema da Continuidade em relacdo 4s Condigdes Iniciais

que, se d for suficientemente pequeno, (- ;) existe em [-1,T)] e
|Z2(t; %) — 22t 9)| <,

para t € [0,T] e [[% — g <&
Para cada 6 € [—1,0] temos:

Uap(8) — Uatp(8)] = |2(7(0) +6;0) — &(r(¥) + 6, %)
< |2(1(p) + 6;0) — 2(T(Y) + 6; 0)|
HZ(r () + 6; ) — E(7(¥) + 69|

Diminuindo 4, j4 temos que |Z(7(¥)+6; ) —Z(7(¥)+6; ¥)| < e/2,¥0 € [-1,0],
sempre que [|¢ — @|| < 6.

Como conseqiiéncia de termos Z;(t4(¢); ¢) > 0, para todo ¢ € K \ {0} e de
argumentos ligados ao Teorema da Continuidade em relagao as CondicGes Iniciais,
o namero |t;(%) —t4()| pode ser feito arbitrariamente pequeno. Por conseguinte,

obtemos:
(T (0) + 6;0) — F(T(¥) + 6;)| <e/2, sempre que || — Il <&.

Segue que {U,@(0) — Uad(0)| < €, V0 € [—1,0).
Portanto, ||U,¢ — U]l < €, sempre que || — @|[ < d e concluimos, assim, a

continuidade de U,. | |



93

Usando argumentos analogos aos que foram utilizados no caso em que

0 < a £ ¢/M, obtemos a seguinte
Proposicao 3.2 O ponto 0 é ejetivo para a aplicagdo U, K = K.

Prova do Teorema 3.2

O Teorema 3.3 e a Proposigdo 3.2 mostram que todas as hipdteses do Lema 3.1
estdo satisfeitas para a aplicagio U, : K\ {0} — K tal que U, = hoU,0h™Y($).
Portanto, U, tem um ponto fixo ¢ em K \ {0}. Entdo, h~1(@) é um ponto fixo
nédo trivial da aplicagdo U,, o qual corresponde a solucfio periddica z(-;h~1(@))
do problema (3.1), (3.2). n

No Exemplo 3.1, a condigdo 0 < a < ¢/M estd necessariamente satisfeita e,
na verdade, a condigdo mais forte 0 < a < ¢/2M é explorada na construgio do
exemplo. E preciso, portanto, responder agora 4 questio da existéncia de solugoes

periédicas impulsivas no presente contexto, isto é, a > c/M.

Teorema 3.4 Suponhamos vdlidas as hipéteses (H1), (H2) e (H3’). Entdo, para
todo @ > c/M, ezistem problemas do tipo (3.1), (3.2) que possuem solugies

pericdicas impulsivas.

Prova: Pelo Teorema 3.2 temos que, para todo & > ¢/M, o problema (3.1), (3.2)
tem uma solugdo periédica ndo trivial z(-;A~1(g)), onde @ € K & ponto fixo do
operador de retorno U, : K = K.

Denotemos por £ = z;(£:1(p); ) a abscissa do ponto onde cada solugio perié-
dica ndo trivial cruza o semi-eixo positivo horizontal.

Suponhamos que, para algum a > ¢/M, o problema (3.1), (3.2) tenha solucéo
periodica ndo impulsiva. Mostremos que é possivel uma escolha de €, 0 < ¢ < ¢,

de modo que, substituindo (3.2) por
z(t-) € Iz = z(t) = (¢, 0), (3.2')
toda solucdo periédica do problema (3.1), (3.2) é impulsiva. De fato, seja

E:=inf{€ <c|z(-;p), € K\ {0}, ésolugio periédica de (3.1), (3.2)}.
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Como 0 é ponto ejetivo da aplicagio U,, segue que € > 0. Tomando 0 < € < g,

concluimos a prova do teorema. ]
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