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Marcos, F́abio, Paulo, Tháıs, Matheus, Daniela, Gabriela e Edér, por todos os momentos de

sofrimento e felicidade, que compartilhamos. Ao Paulo, pela significativa ajuda no latex.

Aos professores: Raimundo Nonato, Daniel Levcovitz, Maria Aparecida Ruas, Alexandre

Nolasco, Roberta Godoi, Plácido Zoega, Marcelo Saia, Miguel Frasson Márcia Federson, e aos
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a multiplicidade de Hilbert-Samuel, e suas possı́veis generalizaç̃oes,

tais como ńumeros de Segre e a sequência de multiplicidades de Achilles e Manaresi.
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Abstract

In this work is studied the multiplicity of Hilbert-Samuel and its possible generalizations,

such as Segre numbers and sequence of multiplicities of Achilles and Manaresi.
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Introdução

A multiplicidade de um idealI em um anel Noetheriano local(A,m), é um dos conceitos

básicos, mais conhecidos daálgebra comutativa, e de grande aplicabilidade, em váriasáreas da

mateḿatica.

No caso em queI é m-primário, essa multiplicidade está bem definida, ée chamada de

multiplicidade de Hilbert-Samuel. Esta, possui grande importância náarea de reduç̃ao de ideais

(fecho integral), tendo como uma de suas aplicações, o teorema de Rees: SeJ⊂ I são ideaism-

primários deA, ent̃aoJ é reduç̃ao deI se, e somente se as multiplicidades de Hilbert-Samuel de

I e J coincidem, ver [22]. Tamb́em possui diversas aplicações na teoria de equisingularidades,

ver Teissier [26], Kleiman [15], Massey [11], Gaffney-Gassler [10], dentre outros.

Para o caso em queA é o anel Noetheriano local de um espaço analı́tico complexo reduzido

(X,0)⊂ (CN,0) de dimens̃ao puran, denotado porOX,0, e I é um ideal arbitŕario deA, Gaffney

e Gassler [10] estenderam essa noção de multiplicidade de Hilbert-Samuel, e a chamaram de

números de Segre, denotados porek(I ,X), k = 1, ...,n. QuandoI é o ideal Jacobiano de uma

hipersuperf́ıcie singular complexa, os números de Segre foram chamados por Massey [19], de

números de L̂e, os quais, generalizam os números de Milnor. Utilizando estes números de Segre,

Gaffney e Gassler [10], generalizaram o teorema de Rees, no contexto analı́tico: SeJ ⊂ I são

ideais quaisquer deOX,0, ent̃ao J é reduç̃ao deI se, e somente se os números de SegreI e J

coincidem, istóe ek(I ,X) = ek(J,X), k = 1, ...,n (ver [10, Cor. 4.9]). No mesmo artigo, são da-

dos tamb́em, algumas aplicações na teoria de equisingularidade para hipersuperfı́cies singulares

complexas.

No caso alǵebrico, em que(A,m) é um anel Noetheriano local qualquer, de dimensão d,

e I é um ideal arbitŕario, Achilles e Manaresi [1] introduziram uma sequência de multiplici-

dadesc0(I ,A), . . . ,cd(I ,A), as quais, generalizam a multiplicidade de Hilbert-Samuel: SeI é um

idealm-primário,c0(I ,A) é a multiplicidade de Hilbert-Samuel deI , e o restante dos termos da
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seqûenciack(I ,A), k = 1, . . . ,d são nulos. Com esta sequência de multiplicidades, Ciupercǎ [4]

mostra uma das implicações do Teorema de Rees no contexto algébrico: SeJ ⊂ I são ideais

quaisquer de um anel(A,m) Noetheriano local de dimensão d, e J é reduç̃ao deI , ent̃ao a

seqûencia de multiplicidades de Achilles e Manaresi deI eJ coincidem, istóeck(I ,A) = ck(J,A),

k = 0, ...,d. Uma demonstraç̃ao mais direta deste resultado, foi feita por Bedregal e Pérez

[5]. A outra implicaç̃ao, continua em aberto.́E importante salientar que Achilles e Rams [2],

mostraram que os números de Segre podem ser obtidos, por meio desta sequência de multipli-

cidades de Achilles e Manaresi. Nosso trabalho também tem como objetivo, apresentar estas

multiplicidades e algumas de suas propriedades.

Este trabalho está organizado como segue. No capı́tulo 1, estudamos a multiplicidade de

Hilbert-Samuel de um idealI m-primário, e apresentamos os teoremas (1.2.9) e (1.2.11), que

demonstram a aditividade e invariância por reduç̃ao dessa multiplicidade.

Nos caṕıtulos 2, 3 e 4, apresentamos ao leitor os elementos básicos e necessários ao bom en-

tendimento do trabalho (ressaltamos que muitos dos resultados são colocados sem demonstrações).

No caṕıtulo 5 (caṕıtulo principal), damos a definição de variedades polares, ciclos de Segre

e ńumeros de Segre, bem como as fórmulas de interseção (5.3.1) e as fórmulas de expansão

(5.4.2).

No último caṕıtulo, introduzimos a sequência de multiplicidades de Achilles-Manaresic0(I ,A),

...,cd(I ,A), para um idealI arbitŕario, e enunciamos o teorema (6.0.10), que expressa os números

de Segre, em termos dessa sequência.





1

Capı́tulo

1

Funções de Hilbert e Multiplicidade de

Hilbert-Samuel

O principal objetivo do primeiro capı́tulo, é definir a multiplicidade de Hilbert-Samuel. Esta

multiplicidade possui importantes aplicações na teoria de fecho integral, redução de ideais, teoria

de singularidades e geometria algébrica. No caṕıtulo 6, generaliza-se essa multiplicidade e será

visto que os ńumeros de Segre podem ser dados de forma algébrica, a saber, em termos dessas

multiplicidades generalizadas. Para mais detalhes, sugerimos [3], [20], [18] e [6].

1.1 Anéis Graduados

Definição 1.1.1.Seja A um anel Noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Dizemos

que um idealp ∈ Spec(A), é umprimo associadode M, se uma das condições equivalentes

ocorrem:

(1) Existe x∈M, tal queann(x) = p.

(2) Existe uma aplicaç̃ao A/p→M A-linear.

Denotamos AssM = {p ∈ Spec(A): p é um primo associado deM}.

Lema 1.1.2.Seja I um elemento maximal (com respeito a inclusão) do conjunto S= {ann(x) :

x∈M, x 6= 0} de ideais em A. Então, I é um ideal primo e I∈ AssM.

Definição 1.1.3.Umanel graduadoA, é uma faḿılia (An)n≥0 de subgrupos do grupo aditivo A,

tal que A=
⊕∞

n=0An e AmAn⊆ Am+n, m,n≥ 0.
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Exemplo 1.1.4.O anel dos polin̂omios A= K[x1, ...,xr ] sobre o corpo K,́e um anel graduado,

onde An = conjunto de todos os polinômios homoĝeneos de grau n.

Definição 1.1.5.Seja A um anel graduado. UmA-módulo graduadoM, é um A-ḿodulo, junto

com uma faḿılia (Mn)n≥0 de subgrupos do grupo aditivo M, tais que M=
⊕∞

n=0Mn, AmMn ⊆

Mm+n, ∀ m,n≥ 0. Dizemos que x∈M éhomoĝeneo, se x∈Mn para algum n (degx = n).

Observaç̃ao 1.1.6. 1. Cada Mn é um A0-módulo (A0Mn⊆Mn).

2. Cada y∈ M pode ser escrito de maneiráunica, como soma finita de elementos ho-

moĝeneos ñao-nulos. Os elementos não-nulos s̃ao chamados de componentes homogêneas

de y.

Notação 1.1.7.Seja A0 um anel local Artiniano em0 seu ideal maximal. Seja A=
⊕

n≥0An

um anel Noetheriano graduado gerado por elementos de grau um. Assim, Aé uma A0-álgebra

finitamente gerada (ver [3, 10.7]). Portanto, A= A0[x1, ...,xs], ondedegxi = 1, ∀i. Sejam =

m0
⊕

(
⊕

n≥1An) o ideal maximal graduadode A e M um A-ḿodulo graduado finitamente ger-

ado.

Lema 1.1.8.Temos

1. Todop ∈ AssM é um ideal graduado;

2. Para todop ∈ AssM, existe um elemento x∈ A homoĝeneo, tal quep = ann(x).

Definição 1.1.9.Definimos a dimens̃ao de um A-ḿodulo M, como sendo a dimensão de Krull

do anel quociente A/ann(A). Denotamos essa dimensão pordimM.

Notação 1.1.10.Denotamos H0m(M) = {x∈M : mnx = 0 para algum n≥ 0}.

Lema 1.1.11. 1. H0
m(M) é um A-ḿodulo tal que H0

m(M)n = 0, para n>> 0;

2. AssH0
m(M) = SuppH0

m(M);

3. Ass(M/H0
m(M)) = (AssM)\{m};

4. (i) dimM = 0⇒ M = H0
m(M);

(ii) dimM > 0⇒ dimM = dim(M/H0
m(M)).
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Lema 1.1.12.Seja P(X) ∈ Q[X] um polin̂omio de grau d− 1. As seguintes afirmações, s̃ao

equivalentes:

1. P(n) ∈ Z, para n>> 0.

2. Existem inteiros a0, ...,ad−1, tais que

P(X) =
d−1

∑
i=0

ai

(
X + i

i

)
.

3. P(n) ∈ Z, para todo n∈ Z.

Demonstraç̃ao: (1)⇒ (2)

O conjunto

{
(

X + i

i

)
: i ∈ N∪{0}},

é umaQ-base deQ[X]. Ent̃ao, podemos escrever

P(X) =
d−1

∑
i=0

ai

(
X + i

i

)
, ondeai ∈Q.

O resto da prova, segue por indução sobre o grau do polinômioP(X):

Se degP(X) = d−1 = 0, ent̃aoP(X) = a0 ∈ Z. Suponhamos então, qued−1 > 0 e(1)⇒

(2), para todoQ(X) ∈Q[X] de grau< d−1. Ou seja, se paran >> 0, Q(n) ∈ Z e

Q(X) =
d−2

∑
i=0

a′i

(
X + i

i

)
,

ondea′i ∈Q, ent̃aoa′i ∈ Z.
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Veja que

P(X)−P(X−1) =
d−1

∑
i=0

ai

[(
X + i

i

)
−
(

X + i−1

i

)]

=
d−1

∑
i=1

ai

(
X + i−1

i−1

)

=
d−2

∑
i=0

ai+1

(
X + i

i

)
.

Agora,P(X)−P(X−1) é um polin̂omio de graud−2. Pela hiṕotese de induç̃ao, segue que

os elementosa1,a2, ...,ad−1 ∈ Z. Além disso,

a0 = −
d−2

∑
i=0

ai+1

(
n+ i

i

)
+P(n) ∈ Z,

paran >> 0.

(2)⇒ (3) Basta utilizar o fato de

(
n+ i

i

)
∈ Z, para todon∈ Z e i ≥ 0.

Definição 1.1.13.Seja M e A como na notação (1.1.7). Chamamos a função H(M,−): Z

−→ Z, com H(M,n) = `(Mn), para todo n∈ Z, de função de Hilbert (com respeito a M).

Convencionamos que Mn = 0, para n< 0.

Definição 1.1.14.Dizemos que uma função F : Z→ Z é umtipo polinomial de graud, se existe

um polin̂omio P(X) ∈ Q[X], de grau d, tal que F(n) = P(n) para todo n>> 0. Dizemos que

uma tal funç̃ao é um tipo polinomial de grau−1, quando P(X) for o polinômio nulo.

Lema 1.1.15.Seja F uma funç̃ao emZ, tal que

G(n) = F(n)−F(n−1)

é igual a um polin̂omio em n de grau d−1, para n suficientemente grande. Então, F é igual a

um polin̂omio de grau d, para n suficientemente grande.

Teorema 1.1.16.Seja M um A-ḿodulo graduado finitamente gerado de dimensão d, onde Áe

como em (1.1.7). Então, H(M,−) é um tipo polinomial de grau d−1.
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Demonstraç̃ao: A prova segue por indução sobre a dimensão deM. Se dimM = 0, o resultado

segue pelo Lema (1.1.11), já queM = H0
m(M) e assim existen0, tal queMn = 0, paran≥ n0;

implicando queH(M,n) = 0, paran >> 0 e portanto, um tipo polinomial de grau−1.

Seja dimM = d > 0 e suponhamos, por hipótese de induç̃ao, que o teoremáe válido para

todoA-módulo graduado finitamente gerado de dimensão< d.

1o caso: Suponhamos que existax∈ A1, tal quex não seja um divisor de zero deM.

Ent̃ao, temos a seguinte sequência exata deA-módulos graduados:

0−→M
×x−→M −→M/xM−→ 0,

na qual, a restriç̃aoà cada componente graduada dará a nova seqûencia exata:

0−→Mn−1
×x−→Mn−→ (M/xM)n−→ 0.

Assim, por aditividade, concluı́mos que:

`((M/xM)n) = `(Mn) − `(Mn−1)⇒

H(M/xM,n) = H(M,n) − H(M,n−1).

Pela hiṕotese de induç̃ao,H(M/xM,n) é um tipo polinomial de graud−2, já que dim(M/xM)=

d−1. Ou seja, existeQ(X) ∈ Q[X] e n0 ≥ 0, tal que para todon≥ n0, H(M/xM,n) = Q(n).

Assim,H(M,n) = ∑n
i=n0

Q(i)+H(M,n0−1). Agora, pelo lema (1.1.15), a função∑n
i=n0

Q(i) é

um polin̂omio de graud−1. Portanto,H(M,n) é um polin̂omio de graud−1.

2o caso: SejaM umA-módulo graduado de dimensãod > 0 e considere a seguinte sequência

exata:

0−→ H0
m(M)−→M −→M/H0

m(M)−→ 0,

pela qual se obtém uma seqûencia exata deA0-módulos :

0−→ (H0
m(M))n−→Mn−→ (M/H0

m(M))n−→ 0.
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Por aditividade,

`(Mn) = `(M0
n) + `((M/H0

m(M))n),

para todon≥ 0. Mas`(H0
m(M)) = 0, paran >> 0. Assim,`(Mn) = `((M/H0

m(M))n), para

n >> 0. Portanto,

H(M,n) = H(M/H0
m(M),n), para n>> 0.

Agora, basta mostrar queH(M/H0
m(M),n) é um tipo polinomial de graud−1:

Podemos supor que a classe residual deA0 é infinita (do contŕario, escolhemos uma indeter-

minada Y sobreA0). Seja agora,A0(Y) = S−1A0[Y], onde

S = {p[Y] ∈ A0[Y] : p[Y] 6= 0 em A0[Y]/m0[Y]}

e substitúımos o anelA, por R = A⊗A0 A0(Y) e M/H0
m(M), por N = (M/H0

m(M))⊗A0

A0(Y). Agora, existe um graduando canônico sobreR e N, tal queR seja um anel graduado

padr̃ao sobre o ArtinianoA0(Y) e o ideal maximal graduado deA0(Y) sejaS−1m0[Y]. Assim,

H(M/H0
m(M),n) = H(N,n), para todon.

Pelo Lema (1.1.11),m 6∈ Ass(M/H0
m(M)). Portanto, podemos supor que exista umx∈ A1, o

qual, ñao seja divisor de zero deM. Além disso, novamente pelo lema (1.1.11), dim(M/H0
m(M)) =

d. Assim, pelo1◦ caso, H(M/H0
m(M),n) é um polin̂omio de graud − 1. Donde segue o teo-

rema.

1.2 Funç̃oes de Hilbert e Multiplicidade

Definição 1.2.1.Seja A e M, como na notação (1.1.7). Ent̃ao, o polin̂omio p(X) = pM(X) ∈

Q(X), tal que H(M,n) = p(n), para n>> 0, é chamadopolinômio de Hilbert deM. Pelo

Lema (1.1.12), podemos escrever

pM(X) =
d−1

∑
i=0

(−1)d−1−ied−1−i

(
X + i

i

)
,

onde ei ∈ Z. O inteiro e0, é chamadomultiplicidade deM eé denotado por e(M).

Seja(A,m) um anel Noetheriano local eI um idealm-primário. Podemos obter oanel
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graduado associado ao anelA, sobre o anel ArtinianoA/I , dado por

GI (A) =
A
I
⊕ I

I2 ⊕· · ·⊕
In

In+1 ⊕· · ·.

Similarmente, para umA-móduloM finitamente gerado qualquer e um idealI ⊂ A, ondeA e

I , s̃ao como acima, podemos obter oGI (A)-módulo graduado associado aM,

GI (M) =
M
IM

⊕ IM
I2M

⊕· · ·⊕ InM
In+1M

⊕· · ·.

Definição 1.2.2.Para M, A e I como acima, definimos afunção de Hilbert-Samuel deM (com

respeito a I), por

χ
I
M(n) :=

n

∑
i=0

H(GI (M), i) =
n

∑
i=0

`(I iM/I i+1M) = `(M/In+1M).

Teorema 1.2.3.Seja(A,m) um anel local Noetheriano e I um idealm-primário. Se Mé um

A-módulo finitamente gerado de dimensão d, ent̃ao:

1. A funç̃ao de Hilbet-Samuelχ I
M(n) é um tipo polinomial de grau d, da forma

χ
I
M(n) =

e0

d!
nd + (termos em n de potências de ordem≤ d−1); (1.1)

2.

e0 = lim
n→∞

d!
nd `(M/In+1M).

Demonstraç̃ao: (1) Pelo teorema (1.1.16), existen0 ∈ N, tal que paran≥ n0,

H(GI (M),n) = PGI (M)(n) =
d−1

∑
i=0

(−1)d−1−ied−1−i

(
n+ i

i

)
,

ondeek ∈ Z. Seja

Cn0 =
n0−1

∑
j=0

H(GI (M), j) −
n0−1

∑
j=0

PGI (M)( j).
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Ent̃ao, paran≥ n0,

χ I
M(n) =

n

∑
j=0

H(GI (M), j)

=
n0−1

∑
j=0

H(GI (M), j) +
n

∑
j=n0

PGI (M)( j)

=
n0−1

∑
j=0

H(GI (M), j) −
n0−1

∑
j=0

PGI (M)( j) +
n

∑
j=0

PGI (M)( j)

= Cn0−1 +
n

∑
j=n0

PGI (M)( j),

onde

n

∑
j=0

PGI (M)( j) =
n

∑
j=0

(
e0

(
j +d−1

d−1

)
− e1

(
j +d−2

d−2

)
+ ...+ (−1)d−1ed−1

(
j +0

0

))

= e0

n

∑
j=0

(
j +d−1

d−1

)
− e1

n

∑
j=0

(
j +d−2

d−2

)
+ ...+ (−1)d−1ed−1

n

∑
j=0

(
j +0

0

)

= e0

(
j +d

d

)
− e1

(
j +d−1

d−1

)
+ ...+ (−1)d−1ed−1

(
j +1

1

)
Portanto,

χ
I
M(n) =

d

∑
i=0

ed−i

(
n+ i

i

)
, (1.2)

ondeed = Cn0. Ou seja,χ I
M(n) é um polin̂omio de graud (n >> 0).

(2) Devidoà equaç̃ao (1.2),

`(M/In+1M) =
e0

d!
nd + (termos emn de pot̂encias de ordem≤ d−1),

paran suficientemente grande. Tomando o limite,

e0 = lim
n→∞

d!
nd `(M/In+1M).

Definição 1.2.4.O inteiro e0 acima,é chamadomultiplicidade de Hilbert-Samuel, e denotado
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por e(I ,M).

Definição 1.2.5.Umafiltração de umA-módulo M,é uma cadeia infinita de submódulos

M = M0⊇M1⊇ ...⊇Mn⊇ ...,

denotada por(Mn). Uma filtraç̃ao (Mn) é uma I-filtração (I ideal de A), se

IMn⊆Mn+1, para cada n.

Uma I-filtração éest́avel, se IMn = Mn+1 para n suficientemente grande.

Exemplo 1.2.6.(In) é uma I-filtraç̃ao est́avel, j́a que IMn = II nM = In+1M = Mn+1

Proposiç̃ao 1.2.7. (Lema de Artin-Rees) (Ver [3, p.107]) Seja A um anel Noetheriano, I um

ideal de A, M um A-ḿodulo finitamente gerado,(Mn) uma I-filtraç̃ao est́avel de M. Se M′ é um

subḿodulo de M, ent̃ao (M′∩Mn) é uma I-filtraç̃ao est́avel de M′.

Corolário 1.2.8. Existe um inteiro k, tal que

(InM)∩M′ = In−k((IkM)∩M′),

para todo n≥ k.

A seguir, veremos como propriedades da multiplicidade de Hilbert-Samuel, a sua aditividade

e invarîancia por reduç̃ao.

Teorema 1.2.9.Seja0→M′→M →M′′→ 0 uma seqûencia exata de A-ḿodulos finitamente

gerados. Ent̃ao,

e(I ,M) = e(I ,M′) + e(I ,M′′).

Demonstraç̃ao: IdentificamosM′, como subḿodulo deM. Ent̃ao,

`(M/InM) = `(M′′/InM′′)+ `(M′/M′∩ InM′),
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e InM′ ⊂M′∩ InM. Além disso, pelo corolário (1.2.8), existek > 0 tal que

M′∩ InM = In−k((IkM)∩M′)⊂ In−kM′, para todo n> k.

Assim,

`(M′/In−kM′)≤ `(M′/M′∩ InM)≤ `(M′/InM′).

Portanto, pelo teorema (1.2.3), obtemos:

e(I ,M)−e(I ,M′′) = lim
n→∞

d!
nd `(M′/M′∩ InM) = e(I ,M′).

Definição 1.2.10.Seja A um anel e I um ideal. Dizemos que um ideal J⊂ A é uma reduç̃ao de

I, se: J⊂ I e para algum r, Ir+1 = JIr . Note tamb́em que se J́e uma reduç̃ao de I e Ir+1 = JIr ,

ent̃ao para algum n> 0 nós temos Ir+n = JnI r .

Teorema 1.2.11.(Teorema de Rees) Seja(A,m) um anel Noetheriano local, I um idealm-

primário e J uma reduç̃ao de I. Ent̃ao J tamb́em é m-primário, e para qualquer A-ḿodulo

finitamente gerado M, temos

e(I ,M) = e(J,M).

Demonstraç̃ao: SeI r+1 = JIr , ent̃ao I r+1 ⊂ J⊂ I , e assimJ é tamb́emm-primário. Por outro

lado,

`(M/Jn+rM)≥ `(M/In+rM) = `(M/JnI rM)≥ `(M/JnM).

Portanto,

e(I ,M) = e(J,M).

Observaç̃ao 1.2.12.A rećıproca deste teorema, tambémé verdadeira (ver [22]). Sua prova,

necessita de mais ferramentas algébricas.
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Capı́tulo

2

Espaços Analı́ticos e Esquemas

Neste caṕıtulo, relembramos algumas definições e resultados da teoria de espaços analı́ticos

complexos que serão utilizados no decorrer do trabalho. Para um estudo mais aprofundado,

recomendamos [12], [23] e [14], para a primeira seção, e [7], [13], para as duas restantes.

2.1 Germes Analı́ticos

Definição 2.1.1.Considere a faḿılia de todas as funç̃oes anaĺıticas definidas em alguma vizinhança

U ⊂ Cn de x∈ Cn, com valores emC. Nesta faḿılia, definimos uma relaç̃ao de equival̂encia.

Dizemos que duas funções anaĺıticas f : U → C e g : V → C são equivalentes no ponto x, se

existe uma vizinhança W de x, tal que W⊂U ∩V e f|W = g|W. Se f é uma funç̃ao anaĺıtica, a

classe de equivalência que cont̂em f ,é chamada degerme da funç̃ao f emx, denotada porf.

Podemos definir operações nesta faḿılia, de modo a torńa-la um anel: Para quaisquer dois ger-

mesf, g em x, escolhemos representantes f: U →C e g: V →C, e definimosf +g, como sendo

o germe da funç̃ao f +g : U ∩V → C. Analogamente definimos o produtof · g. Denotamos por

On,x o anel dos germes de funções emx∈ Cn.

Definição 2.1.2.Seja U um aberto deCn e seja X um subconjunto de U. Dizemos que Xé um

subconjunto anaĺıtico de U, se para todo x∈U, existem um doḿınio V , tal que x∈ V ⊂U e

funç̃oes f1, ..., fr anaĺıticas em V tais que:

X∩V = {z∈V : f1(z) = · · ·= fr(z) = 0}.

Dizemos que X⊂Cn é umconjunto anaĺıtico, se Xé um subconjunto analı́tico de um aberto
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deCn.

Exemplo 2.1.3.Os conjuntos X= {(x,y)∈C2 : x2−y3 = 0} e Y= {(x,y,z)∈C3 : x2+y2 = z2}

são conjuntos analı́ticos deC2 eC3, respectivamente. Em geral, toda variedade algébrica (afim)

emCn é um conjunto analı́tico.

Exemplo 2.1.4.O conjunto

X = {1,1/2,1/3,1/4, ... } ⊂ C

é um subconjunto analı́tico deC−{0}, mas ñao é um subconjunto analı́tico deC.

Proposiç̃ao 2.1.5.Se X e Y s̃ao subconjuntos analı́ticos do aberto U⊂Cn, ent̃ao X∪Y e X∩Y

são subconjuntos analı́ticos de U.

Demonstraç̃ao: Fixadoa ∈U , temos por definiç̃ao, a exist̂encia de um doḿınio V e funç̃oes

f1, ..., fr ,g1, ...,gs anaĺıticas emV tais quea∈V ⊂U e

X∩V = {z∈V : f1(z) = · · ·= fr(z) = 0}

e

Y∩V = {z∈V : g1(z) = · · ·= gs(z) = 0}.

Portanto,

(X∪Y)∩V = {z∈V : fi(z)g j(z) = 0 (1≤ i ≤ r,1≤ j ≤ s)}

e

(X∩Y)∩V = {z∈V : f1(z) = · · ·= fr(z) = g1(z) = · · ·= gs(z) = 0}.

Proposiç̃ao 2.1.6.Sejam U um aberto deCn e X um subconjunto analı́tico de U. Ent̃ao, X é

um subconjunto fechado de U.

Demonstraç̃ao: Seja{xn} ⊂ X uma seqûencia que converge parax ∈ U . Pela definiç̃ao de

subconjunto analı́tico, existem uma vizinhançaW de x e funç̃oes analı́ticas f1, ..., fr tais que
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X∩W = {x∈W : f1(x) = · · · = fr(x) = 0}. Logo, para cadaj, f j(xn) = 0 paransuficientemente

grande. Por continuidade,f j(x) = 0,∀ j.

Definição 2.1.7.Seja a∈Cn. Dizemos que dois subconjuntos X,Y⊂Cn fazem parte do mesmo

germeem a, se existe uma vizinhança U de a, tal que X∩U = Y∩U. É fácil verificar que

essaé uma relaç̃ao de equival̂encia entre conjuntos. As classes de equivalência s̃ao chamadas

germes de conjuntoem a. Denotaremos uma tal classe por(X,a), ou simplesmente diremos

que Xé um germe analı́tico em a.

Definição 2.1.8.Tamb́em definimos as relações de inclus̃ao, unĩao e interseç̃ao. Por exemplo,

se (X,x) e (Y,x) são germes de um conjunto em x∈ Cn, dizemos que(X,x) ⊂ (Y,x), se eles

poderem ser representados, respectivamente, por conjuntos X e Y, tais que X⊂ Y. A unĩao

(X,x)∪ (Y,x) é a classe de equivalência do conjunto X∪Y, onde X e Y s̃ao, respectivamente,

representantes dos germes(X,x) e (Y,x). A interseç̃ao segue analogamente.

Definição 2.1.9.Sejaf um germe de uma função anaĺıtica em0 ∈ Cn. Definimos V(f), como

sendo a classe de equivalência do conjunto{x∈U : f (x) = 0}, onde fé um representante do

germef no aberto U. Sejaf ∈ On,0 e (X,0) o germe de um conjunto. Dizemos quef se anula

sobre(X,0), se(X,0)⊂V(f).

Definição 2.1.10.Seja X um germe de um conjunto em0∈ Cn. O conjunto

I(X) = {f ∈On,0 : f anula-se sobre X}

é um ideal deOn,0 e chama-seideal do germeX.

Seja agora, I um ideal deOn,0. Sejaf1, ..., fr um sistema finito de geradores de I (lembre-

se queOn,0 é Noetheriano). Seja U uma vizinhança de0, tal quef j possua um representante

anaĺıtico f j em U (1≤ j ≤ r). Seja X o subconjunto de U definido pelas equações f1 = · · ·=

fr = 0. Definimos ent̃ao, ogerme dos zeros deI, denotado por V(I), como sendo a classe do

conjunto S.

Exemplo 2.1.11.Seja X o germe em0 do eixo zn. Ent̃ao I(X) é o ideal gerado por z1,...,zn−1

emOn,0.
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Exemplo 2.1.12.Se Mé o maximal deOn,0. Ent̃ao, V(M) = V(Mn) (n = 1,2,3, ...).

Proposiç̃ao 2.1.13.Sejam X e Y germes de conjuntos em0∈ Cn. Ent̃ao:

a) X⊂Y ⇒ I(Y)⊂ I(X);

b) I(X∪Y) = I(X)∩ I(Y).

Se I, J s̃ao ideais deOn,0:

c) I ⊂ J ⇒V(J)⊂V(I);

d) V(I + J) = V(J)∩V(I);

e) V(I ∩J) = V(I ·J) = V(I)∪V(J).

Exemplo 2.1.14.Note que em geral,

I(X∩Y) 6= I(X)+ I(Y).

Seja X o germe do eixo z1 em0∈ C2 e Y o germe da parábola z2 = z2
1 em0∈ C2. Dessa

forma I(X) = (z2), I(Y) = (z2 − z2
1) e I(X∩Y) = (z1,z2). No entanto,

z1 6∈ I(X)+ I(Y).

Definição 2.1.15.Dizemos que um germe de um conjunto X em0∈ Cn é umgerme anaĺıtico,

se existe um ideal I⊂On,0, tal que X = V(I).

Dizemos que um ideal I⊂ On,0 é umideal anaĺıtico, se existe um germe X de um conjunto

em0∈ Cn, tal que I = I(X).

Observaç̃ao 2.1.16.Se X⊂ Cn é um conjunto analı́tico em0, seu germe(X,0) é anaĺıtico, já

que numa vizinhança de0, o conjunto Xé definido por um sistema de funções anaĺıticas:

g1 = · · ·= gr = 0.

Reciprocamente, todo germe analı́tico é o germe de um conjunto analı́tico em0.

Proposiç̃ao 2.1.17.Seja X um germe de um conjunto em0∈ Cn e I⊂On,0 um ideal. Ent̃ao:

a) X⊂V(I(X)) e X= V(I(X))⇔ X é anaĺıtico.

b) I ⊂ I(V(I)).
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Demonstraç̃ao: Ver em [23, p.70].

Observaç̃ao 2.1.18.Seja I ⊂On,0 o ideal gerado por

z2
1, ...,z

2
n.

Logo, V(I) é o germe de{0} e I(V(I)) é o ideal deOn,0 gerado por:

z1, ...,zn.

Note que se Íe anaĺıtico, existe um germe de conjunto em0 ∈ Cn. Pela pŕopria definiç̃ao de

I(X), é óbvio que sef ∈On,0 e fn∈ I(X), ent̃ao f ∈ I(X). Portanto, I = I(X) é um ideal radical.

A rećıprocaé verdadeira e segue do seguinte teorema de Hilbert.

Teorema 2.1.19.(Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja I⊂On,0 um ideal. Ent̃ao,

I(V(I)) =
√

I .

Demonstraç̃ao: Ver [23, p.71] ou [12].

Corolário 2.1.20. Seja I⊂On,0 um ideal. Ent̃ao, I é um ideal analı́tico se, e somente se, Ié um

ideal radical.

Demonstraç̃ao: SeI é radical, ent̃ao

I =
√

I = I(V(I))

e portantoI é anaĺıtico. A rećıproca j́a foi discutida.

Corolário 2.1.21. Seja I⊂ On,0 um ideal. Ent̃ao, I = I(V(I)) se, e somente se Ié um ideal

anaĺıtico.

Definição 2.1.22.Seja X um germe de conjunto analı́tico em0 ∈ Cn. Dizemos que X́e irre-

dut́ıvel se X= Y∪Z (Y e Z germes analı́ticos) implicar que X= Y ou X= Z. Caso contŕario,

X é ditoredut́ıvel.
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Proposiç̃ao 2.1.23.Seja X um germe analı́tico em0∈ Cn. Ent̃ao, X é irredut́ıvel se, e somente

se I(X) é um ideal primo.

Demonstraç̃ao: (⇐) Suponhamos queX = Y∪Z, X 6= Y, X 6= Z, Y e Z anaĺıticos. Ent̃ao, pela

proposiç̃ao,I(X) 6= I(Y), I(X) 6= I(Z) e

I(X) = I(Y)∩ I(Z)⊂ I(Y) · I(Z).

E ent̃ao,I(X) é primo.

(⇒) Suponhamos que existam ideaisI1, I2 tais que

I(X)⊂ I1∩ I2, I(X)⊂ I1 · I2, I(X) 6= I1, I(X) 6= I2.

SejamY = V(I1), Z = V(I2). Ent̃ao,

X = V(I(X))⊃V(I1∩ I2) = V(I1)∪V(I2) = Y∪Z

e

X = V(I(X))⊂V(I1 · I2) = V(I1)∪V(I2) = Y∪Z

devido a (2.1.13, e)). Assim,X = Y∪Z. Veja queX 6= Y, pois do contŕario, I(X) = I(Y)⊃ I1.

ComoI(X)⊂ I1, segue queI(X) = I1 (contradiç̃ao). AnalogamenteX 6= Z. Logo,X é redut́ıvel.

Corolário 2.1.24. Seja I⊂On,0 um ideal pŕoprio. Ent̃ao, V(I) é irredut́ıvel se, e somente se
√

I

é um ideal primo.

Demonstraç̃ao: Segue facilmente do Teorema de zeros de Hilbert.

Teorema 2.1.25.Seja X um germe analı́tico em0∈Cn. Ent̃ao, X escreve-se, de maneiraúnica,

a menos da ordem dos Xj , como:

X = X1∪· · ·∪Xr ,

onde cada Xj é irredut́ıvel, ñao-vazio e Xi 6⊂ Xj para i 6= j. Chamamos os Xj decomponentes

irredutı́veisde X.



2.2 Feixes 17

Exerćıcio 2.1.26.Seja X um germe analı́tico em0∈ C2. Se

X = X1∪· · ·∪Xr

é uma decomposição de X em fatores irredutı́veis, ent̃ao Xi ∩Yj = {0} para i 6= j.

Exemplo 2.1.27.O germe X em0 do conjunto definido emC2 pela equaç̃ao z1,z2 = 0 é

redut́ıvel. J́a que, X = Y∪Z, onde Yé o germe do eixo z1 e Z o germe do eixo z2.

2.2 Feixes

Definição 2.2.1.Seja X um espaço topológico. Umpré-feixeF de ańeisem X, consiste de que:

• para todo aberto U⊆ X, temos um anelF (U) ;

• para toda inclus̃ao V ⊆ U de abertos de X, temos um homomorfismo de anéis ρUV :

F (U)→F (V),

satisfazendo as condições:

1. F (∅) = 0;

2. ρUU é a aplicaç̃ao identidade deF (U)→F (U);

3. se W⊆V ⊆U são três abertos, então ρUW = ρVW◦ρUV .

SeF é um pŕe-feixe emX, nos referimos aF (U), como asseç̃oesdo pŕe-feixeF sobre o

abertoU e algumas vezes usaremos a notaçãoΓ(U,F ) para denotar o anelF (U). Chamaremos

as aplicaç̃oesρUV de restriçõese algumas vezes escreveremoss|V no lugar deρUV(s), para

s∈F (U).

Definição 2.2.2.Um pŕe-feixeF num espaço topológico X é umfeixe, se satisfaz as seguintes

condiç̃oes:

1. Se{Vi} é uma cobertura aberta de um aberto U⊂ X e s∈F (U) é um elemento tal que

s|Vi = 0 para todo i, ent̃ao s= 0;
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2. Se{Vi} é uma cobertura aberta de um aberto U⊂ X e{si} é uma coleç̃ao de elementos

si ∈F (Vi), tais que, se para cada i, j, vale a igualdade si |Vi∩Vj = sj |Vi∩Vj , ent̃ao existe um

único elemento s∈F (U) tal que s|Vi = si para cada i. (a unicidade vem da condição 1.).

Exemplo 2.2.3.Seja X uma variedade sobre um corpo de base K. Definimos o feixeOX de X,

chamadofeixe das funç̃oes regulares sobreX, como segue: Para cada aberto U⊆X, considere

a seç̃ao OX(U), como sendo o anel das funções regulares de U a valores em K. E para cada

V ⊆U, tomemosρUV : OX(U)→ OX(V), como sendo a aplicação restriç̃ao. É fácil verificar

queOX é um feixe de X.

Definição 2.2.4.SeF é um pŕe-feixe em X e ṕe um ponto de X, definimos otalo Fp deF em

p, como sendo o limite direto dos anéisF (U) para todos os abertos U contendo p, por meio

das restriç̃oesρ.

Dessa forma, um elemento deFp é representado pelo par(U,s), ondeU é uma vizinhança

dep es é um elemento deF (U). Portanto, dois pares(U,s) e(V, t), definem o mesmo elemento

deFp se, e somente se existe uma vizinhança abertaW dep, comW⊆U ∩V, tal ques|W = t|W.

Deste modo, podemos falar dos elementos deFp, como germes de seções deF no pontop.

No caso de uma variedadeX e o seu feixe de funções regularesOX, o taloOX,p no pontop, é

exatamente o anel local dep emX.

Definição 2.2.5.SeF eG são pŕe-feixes em X. Ummorfismo de pŕe-feixesϕ : F →G consiste

no homomorfismos de anéisϕ(U) : F (U)→ G (U) para cada aberto U, tais que para qualquer

inclus̃ao V⊆U, o diagrama

F (U)
ϕ(U)−→ G (U)

↓ ρUV ↓ ρ ′UV

F (V)
ϕ(V)−→ G (V)

comuta, ondeρ e ρ ′ são as restriç̃oes deF e G . SeF e G são feixes em X, usamos a

mesma definiç̃ao para ummorfismo de feixes. Um isomorfismo, é um morfismo tal queϕ(U) é

um isomorfismo de anéis, para cada aberto U⊂ X.

Proposiç̃ao 2.2.6.Sejaϕ : F → G um morfismo de feixes em um espaço topológico X. Então
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ϕ é um isomorfismo se, e somente se, a aplicação induzida

ϕp : Fp → Gp

(U, s) 7→ (U, ϕ(U)(s))

tamb́em for um isomorfismo.

Observaç̃ao 2.2.7.Isto nem semprée v́alido para morfismos de pré-feixes.

Definição 2.2.8.Seja f: X →Y uma aplicaç̃ao cont́ınua entre espaços topológicos. Para qual-

quer feixeF em X, definimos ofeixe de imagem diretaf∗F em Y por

( f∗F )(V) := F ( f−1(V))

para qualquer aberto V⊆Y.

2.3 Esquemas afins e arbitrários

Sabemos que dado um anelA, temos o espaço topológico SpecA. Agora definiremos oes-

pectro de A. Antes, definiremos o feixe de anéis O em SpecA. Para um abertoU ⊆ SpecA,

definimosO(U) como o conjunto de funçõess : U →
⋃

p∈U Ap tal ques(p) ∈ Ap, para cadap,

e tal ques é localmente o quociente de elementos deA, isto é, para cadap∈U , existem uma

vizinhançaV ⊂U dep, e elementosa, f ∈A, tais que, para cadaq∈V, temosf 6∈ q es(q) = a/ f

emAq.

Definição 2.3.1.O espectrode A,é o par(SpecA,O),

Definição 2.3.2.O espaço aneladóe um par(X,OX), consistindo do espaço topológico X e do

feixe de ańeisOX em X. Ummorfismo de espaços anelados(X,OX) em(Y,OY), é o par( f , f ]),

de uma aplicaç̃ao cont́ınua f : X →Y e uma aplicaç̃ao f] : OY → f∗OX de feixes de ańeis em

Y. O espaço anelado(X,OX) é umespaço anelado localmente, se para cada ponto p∈ X, o

talo OX,p é um anel local. Ummorfismo de espaços anelados localmente, é um morfismo de

espaços anelados( f , f ]) tais que, para cada ponto p∈ X, a aplicaç̃ao induzida (ver [13, p.72])

de ańeis locais f]p : OY, f (p) → OX,p é um homomorfismo local de anéis locais. Um mosfismo de
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espaços anelados localmenteé dito umisomorfismo, quando fé um homeomorfismo e f] é um

isomorfismo de feixes.

Agora podemos definir esquemas.

Definição 2.3.3.Umesquema afiḿe um espaço anelado(X,OX) isomorfo (como espaço anelado

localmente) ao spectrum de algum anel. Umesquemáe um espaço anelado localmente(X,OX),

no qual, todo ponto tem uma vizinhança U, tal que o espaço topológico U, juntamente com o

feixe restrito(OX)|U , é um esquema afim. Ummorfismo de esquemaśe um morfismo de espaços

anelados localmente.

Notação 2.3.4.Frequentemente, o esquema(X,OX) é denotado apenas por X.

Dados morfismosf : X→Y eg :Y′→Y, definimos o esquema produtoX×YY′, como sendo

o conjunto

X×Y Y′ = {(x,w) ∈ X×Y′ : f (x) = g(w)}.

Definição 2.3.5.Um morfismo f: X →Y de esquemaśe próprio, seé separado, de tipo finito

e universalmente fechado. Esteúltimo, é um morfismo fechado, tal que, para todo morfismo

Y′→Y, o morfismo induzido X×Y Y′→Y′ seja uma aplicaç̃ao fechada.
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Capı́tulo

3

Explosões sobre Ideais

No caṕıtulo 5, estamos sempre em contato com o conceito de “explodir conjuntos”. A

definiç̃ao dos ńumeros de Segre encontra-se em termos da explosão de conjuntos analı́ticos.

É necesśario ent̃ao, ter conhecimento de algumas propriedades dessas explosões. Uma delas,

seŕa muito utilizada: o fato que ao explodir um conjunto analı́tico sobre um ideal, sua dimensão

permanecerá a mesma. Para leituras complementares, recomendamos [13], [8] e [25].

3.1 Explos̃ao sobre um ponto

A idéia de “explodir”Cn em um pontop, é deixarCn inalterado, exceto no pontop, o qualé

substitúıdo pelo conjunto de todas as retas passando porp, uma ćopia dePn−1. Primeiramente

adotemos, atrav́es de uma mudança de coordenadas, quep seja a origem. Agora, sejaB o

conjunto dos pares(x, `), ondex∈ Cn e ` ∈ Pn−1 é a reta passando pela origem contendox. Ou

seja,

B = {(x, `) ∈ Cn×Pn−1 : x∈ `} ⊂ Cn×Pn−1.

Definição 3.1.1.Definimos aexplos̃ao deCn em p, como sendo a projeção natural de B sobre

o fator afim:

B
π→ Cn,

(x, `) 7→ x

Observaç̃ao 3.1.2.É importante verificar que a explosão B→ Cn, possui as propriedades de-

sejadas. Note que a fibra deπ sobre um ponto x que não seja a origem,́e apenas o ponto(x, `),

onde` é a única reta passando por x e a origem. No entanto, a fibra sobre a origem p,é uma
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cópia dePn−1, a saber{(p,Pn−1)} ⊂ Cn×Pn−1, já que a origem, encontra-se sobre todas as

retas passando por p.

Definição 3.1.3.Seja X⊂Cn um conjunto analı́tico e p um ponto de X. Aexplos̃aode X em p,

é o fecho da imagem inversa

π
−1(X r{p})

em B. Denotamos a explosão de X em p, porBlpX.

Observaç̃ao 3.1.4.É fácil mostrar queBlpCn π→Cn é um isomorfismo, quando nos restringimos

a BlpCn r π−1(p), e que a restriç̃ao deπ a BlpX r π−1(p) é um isomorfismo sobre Xr p.

Figura 3.1: Explos̃oes

3.2 Explos̃ao sobre um ideal

Definição 3.2.1.Sejam f1, ..., fr funç̃oes emOX,0 de um conjunto analı́tico X, e I o ideal gerado

por eles. Suponhamos que I seja um ideal próprio não-nulo deOX,0. A explos̃aode Xao longo

do idealI, é o gŕafico B, da aplicaç̃ao

X
f→ Pr−1,

x 7→ f (x) := [ f1(x) : ... : fr(x)]

junto com a projeç̃ao natural B⊂ X×Pr−1 → X. Denotamos a explosão de X, ao longo de I,

por BlIX.
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A projeç̃ao

BlIX → X,

(x, f (x)) 7→ x

define um isomorfismo entre os conjuntos

BlIX r π
−1(Y)→ X rY,

ondeY é um conjunto fechado emX, definido pelos zeros def1, ..., fr e a imagem inversa

π−1(Y), o divisor excepcionalda explos̃ao BlIX. De fato, o isomorfismo inverso pode ser

definido como
X rY → BlIX ⊆ X×Pr−1,

x 7→ (x, f (x))

ao qual, est́a bem definido emX rY, pelo fato das funç̃oes f1, ..., fr não se anularem simultane-

amente sobreX rY. Como conseqûencia,X e BlIX possuem a mesma dimensão.

Observaç̃ao 3.2.2.Note que a definiç̃ao (3.2.1),́e uma generalizaç̃ao de (3.1.1) e (3.1.3).

Exemplo 3.2.3.Explodiremos o cone V(x2 + y2− z2) ⊂ C3 sobre a origem (ou, ao longo, do

ideal maximal definido pela origem). Intuitivamente, essa explosão seria um cilindro. Agora,

de forma explı́cita, tomemos a aplicação explos̃ao

B = {(x, `) ∈ C3×P2 : x∈ `} → C3,

(x, `) 7→ x

Como o espaço projetivoP2 = C2
x∪C2

y∪C2
z pode ser coberto por abertos afins, obtemos

B⊂ C3×P2∼= (C3×C2
x)∪ (C3×C2

y)∪ (C3×C2
z)→ C3.

E dessa forma, podemos encontrar facilmente a interseção da imagem inversa do cone, com
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cada aberto afim da cobertura deC3×P2. Por exemplo,

V = π−1(V(x2 +y2−z2))∩ (C3×C2
z)

= {((x,y,z),(x : y : z)) : x2 +y2 = z2}
∼= {(x,y,z,u,v) : x = uz,y = vz,u2 +v2 = 1} ⊂ C5.

Agora, projetandoC5 sobre o espaçoC3, com coordenadas z, u e v, o conjunto imagem

{(z,u,v) : u2 +v2 = 1},

é uma variedade isomorfa a V. Istoé um cilindro emC3 (ver (3.2)). Temos explodido o vértice

de um cone V(x2 + y2− z2) ⊂ C3, produzindo uma variedade B⊂ C3×P2, a qual cont́em um

aberto denso, isomorfo a um cilindro. Sobre estas identificações, a imagem inversa do ponto

(0,0,0) ∈V(x2 +y2−z2)⊂ C3, é o ćırculo {z= 0, u2 +v2 = 1} sobre o cilindro.

Figura 3.2: Explos̃ao do cone
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Capı́tulo

4

Ciclos e Classe de Chern de um Fibrado em

Retas

Objetivando o bom entendimento do próximo caṕıtulo, relembramos algumas noções ele-

mentares da Teoria de Interseção. Se a Geometria Algébrica baseia-se no estudo de um sistema

de equaç̃oes polinomiais, a Teoria da Interseção se encarrega do número de soluç̃oes desse sis-

tema. Vemos neste capı́tulo por exemplo, outra demonstração do Teorema de B́ezout [29], o

qual afirma que duas curvas planas projetivas (de grausm,n) sem componentes em comum, se

intersectam emmnpontos (contados com multiplicidade). No capı́tulo 5, em (5.3.1), expressa-

se os ńumeros Segre, como números de interseção. Dáı a import̂ancia dos elementos da teoria

de interseç̃ao. Sugerimos como referências b́asicas [29] e [9].

4.1 Ciclos de Esquemas

Definição 4.1.1.Seja X um esquema. O grupo dos ciclos de dimensão k, ou k-ciclos em X,́e o

grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades (irredutı́veis e fechadas) de dimensão k de X.

Denotado por CkX. Ou seja, um k-ciclo z∈CkX é escrito unicamente como uma combinação

linear, a coeficientes inteiros z= ∑V nV [V] (soma formal), onde V percorre a coleção de to-

das as subvariedades de X com dimensão k e nV = 0, exceto para um ńumero finito de V’s.

Generalizamos esse conceito, para o obter o grupo dos ciclos de X:

C∗X :=
⊕

k

CkX,
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onde k∈ {0,1, ...,dimX}

Definição 4.1.2.Definimos osuporte de um cicloz∈CkX, por

| z |=
⋃

nV 6=0

V.

Exemplo 4.1.3. 1. Se Xé uma variedade de dimensão n, temos que CnX = Z X.

2. Note que se X for a reta afimA1, sobre o corpo K, as subvariedades de X são os pontos a∈

K, que correspondem a ideais maximais da forma(t−a) ⊂ K[t]. Dessa forma, obtemos

que C0A1 é naturalmente isomorfo a K[t]∗/K∗ (K∗ = grupo multiplicativo). Com efeito,

dado f∈K[t]∗, polinômio da forma f= api1
1 · · · p

is
s , onde pj é m̂onico irredut́ıvel e a∈K∗,

fazemos corresponder o ciclo∑ j i jZ(p j), onde Z(p j) = zeros do polin̂omio pj . É fácil

verificar que o ńucleo desse homomorfismoé K∗.

Definição 4.1.4.Seja V uma variedade e W⊂V uma subvariedade. Definimos oanel local de

V, ao longo deW

OW,V = {( f , U) : U ⊂ V aberto, U ∩W 6= /0, f ∈O(U)}/∼,

onde

( f , U)∼ ( f ′, U ′)⇔

existe Z⊂ X aberto, com Z⊂U ∩U ′,tal que f|Z = f ′|Z.

Definição 4.1.5.Seja X= X1∪ ...∪Xm a decomposiç̃ao de X em componentes irredutı́veis (re-

duzidas) do esquema X. Definimos o ciclo fundamental de X, como sendo:

[X] = ∑mi [Xi ],

onde mi = `(OXi ,X) (comprimento do anel local de X, ao longo de Xi).

Observaç̃ao 4.1.6.Lembre queOXi ,X é Artiniano. Ent̃ao, mi > 0, mi ∈ Z.

Exemplo 4.1.7. 1. Sejam F, G curvas planas projetivas, sem componentes em comum. Seja

Z = F
⋂

G. Para cada ponto P em Z, o anel localOZ,P tem comprimento finito, denotado
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por i(P,F ∩G) (chamadóındice de interseç̃ao de F,G em P). Temos então, que i(P,F ∩

G) = dimkOZ,P . O teorema de Bezóut, que iremos demonstrar mais adiante, utilizando

os conceitos de ciclos, afirma que∑P i(P,F ∩G) = doF ·doG, onde doF = grau da curva

F.

2. Seja t uma constante e Zt o subesquema deA4, definido pelo ideal It = (x,y)
⋂

(z,w)+

(x−z− t,y−w). Note que It é a interseç̃ao do plano x= z+ t, y= w com a unĩao de mais

dois planos passando pela origem. Ou seja,[Zt ] = (0,0,−t,0)+ (t,0,0,0), para t 6= 0 e

[Z0] = 3(0,0,0,0).

Definição 4.1.8.Seja V uma variedade e r∈ K(V) uma funç̃ao racional ñao-nula. Definimos a

ordem der, ao longo de uma variedade W⊂V de codimens̃ao 1, como sendo:

ordW(r) := ordV
W(r) := `(OW,V/(a))− `(OW,V/(b)), (4.1)

onde r= a/b, com a,b∈OW,V .

A boa definiç̃ao deordV
W, se deve ao seguinte:

Lema 4.1.9.Seja A um anel de dimensão de Krull 1. Para cada a,b∈ A não-divisores de zero,

temos que:

`(A/(ab)) = `(A/(a))+ `(A/(b)).

Demonstraç̃ao: Basta considerar a seguinte sequência exata natural:

A/(b) ∼→ (a)/(ab) ↪→ A/(ab)→ A/(a)

Pelo fato de dimOW,V = dimV−dimW = 1 (ver [13, p.22]), obtemos

ordW(r1r2) = ordW(r1)+ordW(r2) , r1, r2 ∈ K(V). (4.2)

Definição 4.1.10.O ciclo associadòa função racionalr ∈ K(V) é definido por

[r] := [r]W := ∑
W

ordW(r)W ∈CdimV−1V,
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onde W percorre a coleção das subvariedades de codimensão 1 de V.

Observaç̃ao 4.1.11.É importante verificar que ordW(r) é igual a zero, exceto para um número

finito de W’s: Seja U⊂ V aberto afim, com r= a/b, a,b regulares em U. Segue daı́, que o

conjunto{W : W
⋂

U 6= /0 e ordW(r) 6= 0}⊆ {W : W
⋂

U é componente do esquema de zeros de

a·b}. Como o ńumero de componentesé finito, e V admite uma cobertura afim finita, concluı́mos

que[r] est́a bem definido.

Definição 4.1.12.Seja X um esquema. O grupo dos k-ciclos racionalmente equivalentes a zero,

é o subgrupo RkX de CkX, gerado pelos ciclos associados a funções racionais de subvariedades

de X, com dimensão k+1. Assim, podemos definir

A∗X =
⊕

AkX =
⊕

CkX/RkX = C∗X/R∗X,

chamadogrupo de Chow deX.

Dois ciclos s̃ao ditos racionalmente equivalentes, quando representam a mesma classe,

módulo R∗X.

Definição 4.1.13.Seja f : V →W um morfismo dominante de variedades (irredutı́veis). Dessa

forma, o homomorfismo induzido f∗ : K(W)→ K(V) é injetivo (ver [24, p.38]), e assim, defini-

mos o grau de f como o inteiro

do f =

 0 , se dimW < dimV

[K(V) : K(W)] , se dimW = dimV

Se dimV = dimW, K(V) e K(W) são extens̃oes finitamente geradas, com o mesmo grau de

transcend̂encia sobre o corpo de base, e portanto,do f é finito.

Seja ent̃ao,p : X →Y um morfismo pŕoprio de esquemas. Em particular, seV é uma subvar-

iedade (fechada) deX, ent̃ao p(V) é fechada emY.

Definição 4.1.14.Seja V⊆ X uma subvariedade (fechada, irredutı́vel) e f : V → p(V) o in-

duzido por p. Definimos p∗[V] := do f · [p(V)] em C∗Y. Por linearidade, estendemos ao homo-

morfismoimagem diretap∗ : C∗X →C∗Y.

Observaç̃ao 4.1.15.p∗(CkX)⊆CkY,∀k.
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Definição 4.1.16.Dizemos que um esquema Xé completo sobre um corpoK, se o morfismo

estrutural sobreSpec(K), for próprio.

Exemplo 4.1.17.Se Y= Spec(K) (K corpo), ent̃ao C∗Y = C0Y ∼= Z. Se Xé um esquema com-

pleto sobre K; para cada ponto (fechado) Q em X, temos p∗([Q]) = [K(Q) : K(p(Q))] = [K(Q) :

K]. Pela observaç̃ao passada, segue que p∗(CkX) = 0, para k> 0.

Teorema 4.1.18.Seja p: X →Y um morfismo pŕoprio. Ent̃ao, o homomorfismo imagem direta

p∗ : C∗X →C∗Y,é tal que p∗(R∗X)⊆ R∗Y.

Definição 4.1.19.Seja p: X →Y um morfismo pŕoprio. O homomorfismo imagem direta, induz

um homomorfismo de grupos quocientes, denotado pelo mesmo sı́mbolo p∗ : A∗X → A∗Y.

Observaç̃ao 4.1.20.O último homomorfismo só est́a bem definido devido ao teorema anterior.

Definição 4.1.21.Seja Y= Spec(K); identificamos A∗Y = Z. Neste caso, o homomorfismo

p∗ : A∗X → Z, é tamb́em denotado por
∫

X ou
∫

. Explicitamente, para cada ciclo z em A∗X,

temos ∫
z := p∗(z) = ∑mi [K(Pi) : K],

onde∑mi [Pi ] é a componente homogênea de dimensão zero em z, istóe, os pontos Pi (fechados)

de X (ver exemplo (4.1.17)). O inteiro
∫

z é chamado ograu do cicloz. Em outras palavras, o

grau de um ciclóe soma das multiplicidades das componentes de dimensão nula.

Observaç̃ao 4.1.22.Segue da observação (4.1.15), que se p: X→Y é um morfismo de esquemas

próprios sobre K, ent̃ao ∫
X

z=
∫

Y
p∗z ,

para cada z∈ A∗X.

Proposiç̃ao 4.1.23.(Teorema de B́euzout para Curvas projetivas) Sejam F, G curvas planas

projetivas, sem componentes em comum, com graus m e n respectivamente. Então,

∑
P

i(P,F ∩G) = doF ·doG.
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Demonstraç̃ao: SejaL uma forma linear que ñao divideG. Podemos reduzir o teorema ao caso

em queG é irredut́ıvel. Tomemosr = F/Lm∈ K(G). Pelo o fato de termos[r] = 0 emA∗G,

∫
G
[r] = 0. (4.3)

Agora, calculemos explicitamente o ciclo[r] = ∑G
P ord(r)P, tomando uma forma linearH

não-nula emP, e escrevendor = (F/Hm)/(L/H)m. Por aditividade, obtemos

ordG
P (r) = ordG

P (F/Hm)−m·ordG
P (L/H).

Al ém disso,

ordG
P (F/Hm) = `(OG,P/F)− `(OG,P/Hm)

= i(P,F ∩G)− i(P,F ∩Hm)

= i(P,F ∩G).

Assim,

0 =
∫

G
[r] = ∑

P
(i(P,F ∩G)−m i(P,L∩G)). (4.4)

Utilizando o mesmo argumento, segue que

∑
P

i(P,L∩G) = n∑
P

i(P,L∩L2) = n, (4.5)

onden= doG eL2 é uma forma linear prima com L. Substituindo (4.5) em (4.4), segue a fórmula

desejada.

4.2 Imagem Inversa

Dado um morfismof : X→Y de esquemas, existe um homomorfismo induzidoC∗Y−→C∗X,

chamado imagem inversa.

Definição 4.2.1.Seja V⊂ Y uma subvariedade. Definimos ociclo imagem deV por f , pela

fórmula

f ∗V := f ∗([V]) := [ f−1(V)] ∈C∗X.
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Por linearidade, estendemos ao homomorfismoimagem inversa

f ∗ : C∗Y −→C∗X.

Exemplo 4.2.2.Sejam X e Y variedades sobre um corpo algebricamente fechado, ondedimX =

n. Assim, X×Y é uma variedade. Tomemos a projeção p: X×Y−→Y. Para cada subvariedade

V ⊂Y, p∗V = X×V. Se r∈K(Y)∗ e p∗r denota a sua imagem em K(X×Y), é fácil verificar que

o ciclos p∗[r] e [p∗r] são iguais. Segue daı́ que p∗ induz um homomorfismo AkY −→ Ak+n(X×

Y).

4.3 Divisor de Cartier e seu ciclo associado de Weil

Definição 4.3.1.Seja X um esquema. Umdivisor de CartierD em Xé uma cobertura aberta

afim{Ui} de X, junto com funç̃oes racionais correspondentes{ fi}, tais que:

1. fi 6≡ 0, ∀i ;

2. fi é invert́ıvel em K[Ui ];

3. fi/ f j e fj/ fi são ambas regulares sobre Ui ∩U j .

Denota-se um divisor de Cartier por D= (Ui , fi). Cada fi , é dito umaequaç̃ao local de

D em Ui . Seja D′ = (Vj , f j) outro divisor de Cartier de X. D e D′ definem o mesmo divisor,

se fi/g j e gj/ fi são regulares sobre Ui j = Ui ∩Vj . Definimos tamb́em, o divisor de Cartier

−D := (Ui ,1/ fi).

Definição 4.3.2.Um divisor de Cartier D= (Ui , fi), é dito principal, se fi = f j em Ui j , ∀i, j.

Definição 4.3.3.Se D= (Ui , fi) e D′ = (Vj , g j) são dois divisores de Cartier sobre X, odivisor

somaD+D′, é o definido pelo sistema de funções{ fig j}, com respeitòa cobertura X=
⋃

(Ui ∩

Vj).

Definição 4.3.4.O suporte| D | de D,é definido pelo subconjunto

| D |= {x∈ X : se x∈Ui e fi = ai/bi com ai ,bi ∈ K[Ui ], ent̃ao ai(x) = 0 ou bi(x) = 0}

de X.
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Definição 4.3.5.Seja D um divisor de Cartier em X. Dado um morfismo dominante f: X′→ X,

de variedades X e X′, definimos um divisor de Cartier em X′, chamadoimagem inversade

D, e denotado por f∗D ou D̃. Sua cobertura por abertos,é dada pelas imagens inversas dos

abertos da cobertura de X. Suas equações locais, s̃ao obtidas aplicando f∗ : K(X)→ K(X′) às

equaç̃oes locais de D.

Exemplo 4.3.6. 1. Obteremos um divisor de Cartier paraPn: Seja F(x0, ...,xn) um polin̂omio

homoĝeneo de grau m, e Ui o aberto can̂onico definido pelo complementar do hiperplano

xi = 0. Tomemos fi := x−m
i F(x0, ...,xn). ComoPn =

⋃n
0Ui , obtemos o divisor de Cartier

(Ui , fi) paraPn.

2. Sejam X uma curva e P1, ...,Pn pontos ñao-singulares de X. Seja ti uniformizante local

em Pi , e Ui aberto em X, onde ti é regular, anula-se apenas em Pi , e tal que Pj ∈Ui , para

i 6= j. Então,(Ui , t
mi
i ) define um divisor de Cartier em X, associado ao ciclo∑miPi .

Definição 4.3.7.Seja D= ( fi ,Ui) um divisor de Cartier em X. Ociclo (de Weil) associado aD,

é definido por

[D] := ∑ordV(D)V,

onde a soma percorre todas as subvariedades de codimensão 1, e

ordV(D) := ordVi( fi),

com Vi := Ui ∩V.

Observaç̃ao 4.3.8. É importante lembrar que o segundo membro daúltima equaç̃ao, śo foi

definido, quando X (e portanto cada Ui) é uma variedade, embora a fórmula (4.1) tamb́em se

aplique a esse caso (verifique).

Exerćıcio 4.3.9.Verifique que ordV(D) est́a bem definida,́e aditiva, e que ordV(D) 6= 0, somente

para um ńumero finito de V′s.

4.4 Fibrados

Intuitivamente, um fibrado vetorial sobreX, é um morfismo de esquemasL → X, ondeL

é localmente um produto deX comCn, e a aplicaç̃ao L → X, é localmente a projeção natural
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X×Cn→ X. Quandon = 1, L é chamado de fibrado em reta.

Figura 4.1: Fibrado Vetorial de posto 1

Definição 4.4.1.Um fibrado vetorial L de posto r sobre um esquema X,é um esquema L,

equipado com um morfismoπ : L→X, satisfazendo as seguintes condições: Existem uma cober-

tura aberta{Ui} de X e isomorfismosϕi deπ−1(Ui) sobre Ui×Ar (com respeito a Ui) , tais que

com respeito a Ui j , as composiç̃oes

ϕi ◦ϕ
−1
j : Ui j ×Cn −→ Ui j ×Cn

(x,v) 7→ (x,(ϕi ◦ϕ
−1
j )(v)),

sejam lineares, ou seja, dadas por um morfismo gi j : Ui j → GL(r,K), chamado de funç̃ao de

transiç̃ao. Estas funç̃oes de transiç̃ao satisfazem: gik = gi j g jk, g−1
i j = g ji e gii = 1. Recipro-

camente, quaisquer funções de transiç̃ao gi j , determinam um fibrado vetorial. Se V⊂ X é uma

subvariedade; denotamos por L|V , o fibrado vetorial induzidoπ−1(V).

SejaL
π→ X um fibrado vetorial sobreX, de postor ex∈ X. A fibra deπ sobrex, é denotada

por Lx. Fixando algumUi contendox, o isomorfismoϕi induz um isomorfismo de esquemas de

Lx comCn. Através desse isomorfismo, podemos transferir a estrutura de espaço vetorial deCn,

para o espaço vetorialLx. Usando a definiç̃ao de fibrado vetorial,́e fácil verificar que o espaço

vetorialLx independe da escolha do abertoUi e do isomorfismoϕi . Assim, podemos pensar no

fibrado vetorialL
π→ X, como uma faḿılia de espaços vetoriaisLx, parametrizada pelos pontos

deX.
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Definição 4.4.2.Umfibrado em retas, é um fibrado vetorial L de posto1.

Definição 4.4.3.Seja D= ( fi ,Ui) um divisor de Cartier em X. Ofibrado em retas associado a

D, denotado por L(D), é o fibrado definido pelas funções de transiç̃ao fi j := fi f−1
j em Ui j . Ou

seja, L(D) é o esquema sobre X, obtido por colagem, a partir da união disjunta
⋃

(Ui ×A1),

módulo a relaç̃ao de equival̂encia: (x,v) ∈ Ui ×A1 e (y,w) ∈ U j ×A1, são equivalentes, se

x = y ∈ Ui j e v= fi j (x)w, ondeπ : (
⋃

(Ui ×A1))/ ∼−→ X é a projeç̃ao sobre a segunda

coordenada.É claro que esta projeç̃ao est́a bem definida.

Definição 4.4.4.O fibrado em retas tautoĺogico sobre uma variedade projetivaX ⊆ Pn, é

definido como sendo o conjunto

L = {(`,x) : ` ∈ X e x∈ `} ⊆ X×An+1,

junto com a projeç̃ao natural sobre o primeiro fator.

Exerćıcio 4.4.5.Verifique que a projeç̃ao L→ X, satisfaz a definiç̃ao de um fibrado em retas.

Exemplo 4.4.6. 1. O fibrado tautoĺogico sobrePn, é o subconjunto

L = {(x,v) ∈ Pn×An+1 : v∈ x}

dePn×An+1, junto com a aplicaç̃ao projeç̃ao sobre o fator projetivo.

Seja Ui o aberto can̂onico dePn e considere as funções locais

ϕi : L|Ui
−→ Ui ×A1

(x,v) 7−→ (x,vi),

onde(x,v) = ((x0 : ... : 1 : ... : xn),(x0vi , ...,xnvi)) e v= vi(x0, ...,1, ...,xn). Além disso,

ϕ
−1
i : Ui ×A1 −→ L|Ui

(x,c) 7−→ (x; x0c
xi

, ..., xnc
xi

).

É fácil verificar que



4.4 Fibrados 35

ϕi ◦ϕ
−1
j : Ui j ×A1 −→ Ui j ×A1

(x,c) 7−→ (x,(xi/x j)c).

Assim, as funç̃oes de transiç̃ao do fibrado L s̃ao xi/x j em Ui j .

2. Aspot̂encias tensoriaisL⊗m (m∈ Z), são dadas por(Ui ,(xi/x j)m). Note que, por com-

parativa ao exemplo (4.4.6), se Fé uma hipersuperfı́cie de grau m, o fibrado em retas as-

sociado L(F), tem funç̃oes de transiç̃ao (x−m
i F)/(x−m

j F) = (xi/x j)−m. Denotamos L⊗−m,

por O(m) (m∈Z). E a pot̂encia L⊗−1, por L−1. Sabemos que todo fibrado em retas sobre

Pn, é isomorfo aO(m), para algum m. O ćalculo em (1), mostra que L(F) = O(m), onde

F denota uma hipersuperfı́cie de grau m emPn. Verifique que L−1 é o dual de L.

Notação 4.4.7.Dado um fibrado em retas L, denotamos por L−1 ou L∨, o seu dual.

SejaX
f→ Y um morfismo de esquemas eL

π→ Y um fibrado vetorial sobreY, de poston.

Existe um caminho natural, para construir um fibrado vetorial sobreX, induzido porπ.

Primeiramente, definimos ofibrado produto X×Y L, por

X×Y L = {(x,v) : f (x) = π(v)} ⊂ X×L,

junto com as projeç̃oes naturais. O fibrado produto, possui a estrutura de um esquema.

Definição 4.4.8.Seja X
f→Y um morfismo de esquemas e L

π→Y um fibrado vetorial sobre Y, de

posto n. Definimos ofibrado induzido sobreX, denotado por f∗L, como sendo X×Y L , junto

com a aplicaç̃ao natural sobre X. Verifique que o fibrado induzido, também possui posto n.

Proposiç̃ao 4.4.9.Seja L−→ X um fibrado em retas sobre a variedade X. Existe um divisor de

Cartier D em X, tal que L(D)∼= L (ver [29, p.46]).

Proposiç̃ao 4.4.10.Sejam D1, D2 divisores de Cartier. Se L(D1) e L(D2) são isomorfos, então

os ciclos associados[D1] e [D2], são racionalmente equivalentes (ver [29, p.49]).

Observaç̃ao 4.4.11.Dizemos que dois divisores de Cartier são linearmente equivalentes, se sua

diferençaé um divisor de Cartier principal. De acordo com a proposição acima, equivalência

linear de divisores, implica equivalência racional dos ciclos associados. Mas a recı́proca ñao

ocorre.
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Exemplo 4.4.12.Seja X a curva plana projetiva definida por zy2 = x3. Para todo ponto P∈ X,

existe r∈ K(X), tal que[r] = P−0, com0 := (0 : 0 : 1). Seja D um divisor de Cartier, com

equaç̃ao local f1 = x/(x−y) em U1 := X − {0} e f2 = 1 em U2 = X − {(1 : 1 : 1), (0 :

1 : 0)}. Note que D ñao é principal, no entanto,[D] = (0 : 1 : 0) − (1 : 1 : 1) ∈ R0X (ver [13,

p.142]).

4.5 Operador Classe de Chern de um Fibrado em Retas

Como refer̂encia para esta seção, citamos [9] e [29].

Definição 4.5.1.Seja L→ X um fibrado em retas e V uma subvariedade de X. Pela proposição

(4.4.9), existe um divisor de Cartier C de V, tal que L(C)∼= L|V . Definimos

c1(L)∩V := [C] em A∗V.

Isto est́a bem definido, devidòa proposiç̃ao (4.4.10).

Definição 4.5.2.Definimos ooperador 1a classe de Chernc1(L), a partir da composiç̃ao com

o homomorfismo natural A∗Vi ↪→ A∗X:

c1(L) : C∗X → A∗X

z= ∑miVi → c1(L)∩z := ∑miC1(L)∩Vi .

Observaç̃ao 4.5.3.Segue da proposição (4.4.10), que se L e L′ são fibrados em retas isomorfos,

ent̃ao c1(L) = c1(L′).

Definição 4.5.4.Seja D um divisor de Cartier em X e V uma subvariedade de dimensão k.

Definimos aclasse de interseç̃ao deV com D, pela f́ormula

D ·V = c1(L(D))∩V em Ak−1(V∩ | D |).

Por linearidade, estendemos essa definição, a um k-ciclo z= ∑niVi :

D ·z= ∑ni (D ·Vi) em Ak−1(| z | ∩ | D |).
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Sejam D e D′ divisores de Cartier sobre uma variedade X, com divisores associados[D] e

[D′]. Definimos aclasse interseç̃ao de divisores de Cartier, como sendo

D ·D′ := D · [D′] = [D] ·D′

em An−2(| D | ∩ | D′ |). A segunda igualdade,é demonstrada em [9, p.35].

Observaç̃ao 4.5.5.Se V 6⊂| D |, as equaç̃oes locais de D, restringem-seàs equaç̃oes locais do

divisor de Cartier i∗D, onde i: V ↪→ X. Segue dáı, que a classe D·V, é representada por um

ciclo bem definido, com suporte contido em V∩ | D |.

Exemplo 4.5.6.Seja H⊂ Pn um hiperplano e V⊂ Pn uma subvariedade de dimensão k. Dessa

forma,

H ·V = [H ′∩V] em Ak−1(V ∩H),

onde H′ denota um hiperplano que não cont̂em V.É claro que| H |= H.

Proposiç̃ao 4.5.7.(a) (Comutatividade) Se L e L′ são fibrados em retas sobre X, z um k-ciclo

sobre X, ent̃ao

c1(L)∩ (c1(L′)∩z) = c1(L′)∩ (c1(L)∩z).

(b) (Fórmula de Projeç̃ao) Se f: X→Y é um morfismo pŕoprio, L um fibrado em retas sobre

Y, e z um k-ciclo sobre X, então

f∗(c1( f ∗L)∩z) = c1(L)∩ f∗(z)

em Ak−1Y.

Demonstraç̃ao: Ver [9, Prop. 2.5, p.41].
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Capı́tulo

5

Números de Segre

Neste caṕıtulo est́a fundamentado um dos principais objetivos de nosso trabalho. Aqui,

estudamos variedades polares, ciclos de Segre e os números de Segre, e vemos a caracterização

desteśultimos, como ńumeros de interseção; o que mostra a utilização da teoria de interseção

como uma ferramentáutil no cálculo desses ńumeros. A principal referênciaé o trabalho de

Gaffney [10]. É importante citar os trabalhos pioneiros de Teissier [27] e Massey [19]. Neste

último, s̃ao definidos pela primeira vez, os conceitos de variedade polar, e números de Segre,

mas para o caso em queI é o ideal Jacobiano de uma hipersuperfı́cie.

5.1 Variedades Polares, Ciclos Segre e Números de Segre

Sejam(X,0)⊆ (CN,0) um espaço analı́tico fechado e reduzido de dimensão puraneI ⊂OX,0

um ideal, que define um subespaço nunca-denso de(X,0). Considere a explosão B de X, ao

longo deI :

B = BlIX
b→ X,

ondeD = b−1(V(I)) é o seu divisor excepcional. ComoOX,0 é Noetheriano,I é finitamente

gerado, por digamos,f1, ..., fM. Ent̃ao a explos̃aoB é igual ao fecho emX×PM−1, do gŕafico

da aplicaç̃ao

X−V(I)→ PM−1

x 7→ ( f1(x) : ... : fM(x)).

Tomando a restriç̃ao aB da projeç̃ao sobre o segundo fator do produtoX×PM−1, induzimos

uma aplicaç̃ao p : B→ PM−1.
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Definição 5.1.1.Se H⊂ PM−1 é um hiperplano, tal que B6⊂ X×H, a sua imagem por p∗ :

C[PM−1]→ C[B], gera um divisor de Cartier sobre B, que chamamoshiperplano sobreB.

Definição 5.1.2.Seja V um subespaço reduzido de B, de dimensão pura k, tal que, nenhum de

seus componentes esteja contido em D. Um hiperplano H de B,é geral com respeito aV, se

H ∩V é reduzido de dimensão k−1 e nenhum de seus componentes está contido em D.

Observaç̃ao 5.1.3.Note que a interseç̃ao H∩V acimaé igual a transformaç̃ao estrita por b, de

sua imagem b(H∩V) em X. De fato, no complementar de D, a aplicação bé um isomorfismo, ou

seja, H∩(V−D) = (H∩V)−D = b−1(b(H∩V)−V(I)), e por hiṕotese, o fecho de H∩(V−D)

é H∩V.

Usando o lema de transversalidade de Kleiman (ver [17]), podemos mostrar que existe um

subconjunto aberto de Zariski, do conjunto de todos os hiperplanos deB, que s̃ao gerais com

respeito aV.

Observaç̃ao 5.1.4.Considere um hiperplano H sobre B, induzido por um hiperplano H′ =V(F)

de PM−1. O polinômio F que define H′ faz corresponder, por meio de composição com p,

uma combinaç̃ao linearg de geradores de I. Suponhamos que H seja geral com respeito a B.

Utilizando o argumento acima, obtemos que b(H ∩ (B−D)) = b(H ∩B)−V(I) = V(g)−V(I);

e isso mostra que o fecho topológico de V(g)−V(I) em X,é igual a imagem b(H ∩B). Esta

observaç̃ao irá permitir uma nova construção de variedades polares e dos ciclos de Segre, no

lema (5.1.12).

Definição 5.1.5.Seja Y um subespaço reduzido de X, de dimensão pura m (todas as suas com-

ponentes dimensão m), no qual nenhuma das componentes está contida em V(I). Considere

uma m-uplag = (g1, ...,gm) de combinaç̃oes lineares de geradores de I. Uma tal m-uplaé dita

geńerica quando todos os coeficientes nas combinações lineares estão fora de algum conjunto

algébrico fechado pŕoprio, do conjunto dos coeficientes da m-upla. Suponhamos queg seja

geral com respeito aY, ou seja, cada hiperplano Hi de B, correspondente a gi , é geral com

respeito a H1∩ · · · ∩Hi−1∩BlIY. Definimos asvariedades polarese osciclos de Segrede I

sobre Y, com respeito ag, como segue:

Pg
0 (I ,Y) := Y, Pg

k (I ,Y) := b(H1∩· · ·∩Hk∩BlIY),
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Λg
k(I ,Y) := b∗(H1 · · ·Hk−1 ·D ·BlIY),

onde b∗ : C∗B→C∗X é a imagem direta de b.

As variedades polares são reduzidas, já que a aplicaç̃ao b é pŕopria, e por suposiç̃ao,Hk é

geral com respeito aH1∩· · ·∩Hk−1∩BlIY. Veja que a codimensão dePg
k (I ,Y) eΛg

k(I ,Y) emY

ék, se eles s̃ao ñao-vazios. De fato, dim BlIY = me dim(H1∩· · ·∩Hk∩BlIY) = m−k ; donde

segue o resultado para variedades polares. Para os ciclos de Segre, notemos que a dimensão do

ciclo H1 · · ·Hk ·D ·BlIY ém−k. Utilizando o fato dep∗(CkB)⊆CkY, segue o resultado.

SejaI ′ o ideal induzido porI emOY,0 eg′ o seu conjunto de geradores obtidos pela restrição

dos elementos deg aY. Ent̃ao a explos̃ao deY ao longo deI ′ é isomorfàa transformaç̃ao estrita

de Y por b, e o divisor excepcional de BlIY é a interseç̃ao da explos̃ao deY, com o divisor

excepcional de BlIX. Dessa forma, as seguintes igualdades são obtidas, parak = 1, ...,m−1.

Pg
k (I ,Y) = Pg’

k (I ′,Y), (5.1)

Λg
k(I ,Y) = Λg’

k (I ′,Y), (5.2)

Se g é formado por combinações lineares genéricas de geradores deI , e omitimosg na

notaç̃ao para variedades polares e ciclos de Segre, esta notação torna-se imprecisa, na medida em

queé posśıvel encontrar diferentesm-uplas geńericas que gerem diferentes variedades polares e

ciclos de Segre. No entanto, sua multiplicidade em 0, não depende da escolha de combinações

lineares geńericas. Veremos que as variedades polares e os ciclos de Segre genéricos s̃ao dados

pela f́ormula de interseç̃ao, ou seja, independem da escolha deg geńerica.

Definição 5.1.6.Seja Xr ⊆ Cn um conjunto analı́tico. Definimos a multiplicidade de X, no

ponto0∈ X, como sendo

mult0(X) = min i(0;X∩L). Ln−r subesp. linear, tal que

{0}= uma comp. de X∩L


Para maiores detalhes, quantoà última definiç̃ao e suas propriedades recomendamos [21,

Caṕıtulo 5].
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Exemplo 5.1.7.Seja X2 = V(x2 +y3−yxz)⊂ C3. Para L1 = V(x,y),

i(0,V(x2 +y3−yxz)∩V(x,z)) = i(0,V(x,y3,z))

= 3.

Agora, tomando L1 = V(y,z), temos

i(0,V(x2 +y3−yxz)∩V(y,z)) = i(0,V(x2,y,z))

= 2.

Donde,

mult0(X) = 2.

Exemplo 5.1.8.Seja X1 = V(x2−y3,z)⊂ C3. Tomemos L2 = V(y); e ent̃ao

mult0(X) = i(0,X1∩L2)

= i(0,X1∩V(y))

= 2.

Exemplo 5.1.9.Seja X1 = V(x2−y3)⊂ C3 e tomemos L1 = V(y,z). Logo,

mult0(X) = i(0,X1∩L1)

= i(0,X1∩V(y,z))

= i(0,V(x2))

= 2.

Definição 5.1.10.Definimos ent̃ao, a multiplicidade polar de (I ,Y), para k = 0, ...,m− 1,

como sendo

mk(I ,Y) := mult0Pk(I ,Y),

e para k = 1, ...,m, osnúmeros de Segrede(I ,Y):

ek(I ,Y) := mult0Λk(I ,Y),
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onde a multiplicidade de um ciclo S= ∑aiVi em0 é definida por

mult0S = ∑aimult0Vi .

Observaç̃ao 5.1.11.Pela definiç̃ao de uma m-upla geralg de combinaç̃oes lineares de ger-

adores de I, ñao necessariamente elaé geńerica. Ent̃ao, pela continuidade (à direita) da multi-

plicidade, temos, para k= 1, ...,m−1,

mk(I ,Y)≤mult0Pg
k (I ,Y). (5.3)

O seguinte lema dará uma construç̃ao alternativa para variedades polares e ciclos de Segre.

Lema 5.1.12.Suponhamos queg = (g1, ...,gm) seja uma m-upla genérica de combinaç̃oes lin-

eares de geradores de I. Para k= 1, ...,m−1, a variedade polar k-codimensional Pg
k (I ,X) de I

sobre Yé igual ao fecho de

V(gk |Pg
k−1(I ,Y))−V(I)

em Y. Aĺem disso, obtemos as seguintes igualdades para os ciclos de Segre:

Λg
k(I ,Y) = [V(gk |Pg

k−1(I ,Y))]− [Pg
k (I ,Y)]

Λg
m(I ,Y) = [V(gm |Pg

m−1(I ,Y))].

Demonstraç̃ao: A primeira afirmaç̃ao segue diretamente da definição de variedades polares e

da observaç̃ao (5.1.4).

Para a segunda afirmação, utilizamos (5.1) e (5.2), para obtermos

Λg
k(I ,Y) = Λg

1(I ,P
g
k−1(I ,Y)). (5.4)

Assim, podemos substituirX por Pk−1(I ,Y) e I , pelo ideal induzido porI , no anel local de

Pk−1(I ,Y) em 0. Dessa forma, podemos supor quek = 1 eX = Y. Devido a (5.4),Λg
1(I ,X) =

Λg
2(I ,X), e seV(I) é de codimens̃ao maior que um,Pg

1 (I ,X) = V(g1), e ent̃ao Λg
1(I ,X) = /0.

Assim, suponhamos queV(I) possua codimensão um. Logo,V(I) = V(g1), pelo fato de ambos

terem a mesma dimensão, eV(I)⊆V(g1).
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Por definiç̃ao, o ciclo de Segre deI sobreX, de dimens̃ao um,é igual ao morfismo imagem

direta, do ciclo associado ao divisor excepcional da explosão deX sobreI . Seu conjunto sub-

jacente,́e igual ao conjunto formado pelas componentes subjacentes, do conjunto subjacente de

V(I), de codimens̃ao um. Agora śo nos resta mostrar que a multiplicidade de uma tal compo-

nenteW, de dimens̃ao um no ciclo[V(g1)], é igualà multiplicidade deW emΛ1(I ,X).

Com efeito, a primeira multiplicidadée, por definiç̃ao, dada pela multiplicidade do ideal

(g1)OW,X. Por outro lado, a multiplicidadeW em Λ1(I ,X) é igual à multiplicidade do ideal

IOW,X (ver [9, Exemplo 4.3.4, p.81]). Como os geradores deI são geńericos, as duas multiplici-

dades em questão s̃ao iguais, pelo teorema de Samuel (ver [9, Exemplo 4.3.5(a), p.81]).

A seguinte igualdade, segue diretamente da equação (5.4).

ek(I ,Y) = e1(I ,Pk−1(I ,Y)). (5.5)

Observaç̃ao 5.1.13.O lema mostra que variedades polares e ciclos de Segre genéricos ñao

sofrem mudança quando substituı́mos I por uma reduç̃ao. Por exemplo, o ideal gerado por n

combinaç̃oes geńericas de I. Aĺem disso, o lemáe uma ferramenta eficaz no cálculo dos ciclos

de Segre e ńumeros de Segre.

Exemplo 5.1.14.Seja Ié um ideal principal deOCn,0, gerado por f . Ent̃ao,Λ1(I ,X) = [V(I)],

e o restante dos ciclos de Segre são vazios. Portanto, e1(I ,X) é igual a multiplicidade de V( f )

em0.

Exemplo 5.1.15.As variedades polares, os ciclos de Segre e os números de Segre, já haviam

sido definidos para o caso em que X= (Cn+1,0) e I o ideal Jacobiano (gerado pelas derivadas

parciais) de uma funç̃ao anaĺıtica

f : (Cn+1,0)→ (C,0).

Seja

g =
(

∂ f
∂zn

, ...,
∂ f
∂z0

)
e suponhamos queg seja uma(n+ 1)-upla geral de combinaç̃oes lineares dos geradores de I.
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O k-́esimo ciclo de SegreΛg
k(I ,X) é o (n+ 1− k)-ésimo ciclo de L̂e Λn+1−k

f ,z , com respeitòas

coordenadasz= (z0, ...,zn) (ver [19]). Sua multiplicidade ek(I ,X), é o ńumero de L̂e λ
n+1−k
f ,z ,

k-codimensional de f em 0, com respeito az .

Exemplo 5.1.16.Seja X= (C3,0) e f : (C3,0) → (C,0), tal que f(t,x,y) = y2− x3− tx2,

onde J( f ) denota o ideal Jacobiano(2y,−3x2−2tx,−x2). Note que V(J( f )) = V(−x2,−3x2−

2tx,2y) = V(x,y).

As variedades polares de X sobre J( f ), são

Pg
1 (I ,X) = V(g1 |Pg

0 (I ,X))−V(I)

= V(−2y)−V(x,y)

= V(y);

Pg
2 (I ,X) = V(g2 |Pg

1 (I ,X))−V(I)

= V(−3x2−2tx|V(y))−V(x,y)

= V(x(−3x−2t),y)−V(x,y)

= V(−3x−2t,y)−V(x,y)

= V(−3x−2t,y).

Calculemos os ciclos de Segre:

Λg
1(I ,X) = [V(g1 |Pg

0 (I ,X))]− [Pg
1 (I ,X)]

= [V(2y)]− [V(y)]

= 0;

Λg
2(I ,X) = [V(g2 |Pg

1 (I ,X))]− [Pg
2 (I ,X)]

= [V(−3x2−2tx,2y)]− [V(−3x−2t,y)]

= ([V(x,y)]+ [V(−3x−2t,y)])− [V(−3x−2t,y)]

= [V(x,y)];
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Λg
3(I ,X) = [V(g3 |Pg

2 (I ,X))]− [V(−x2,−3x−2t,y)]

= [V(x2, t,y)]

= 2[V(t,x,y)]

= 2[0].

Agora, obtemos os números de Segre:

e2(I ,X) = mult0V(x,y)

= i(0,V(y,x)∩V(t))

= 1;

e3(I ,X) = 2.

Exemplo 5.1.17.Seja X= C5, fixemos as coordenadas(u,v,w,x,y) e

I = (2y,−3x2−2x(u2 +v2 +w2),−2wx2,−2wx2,−2vx2,−2ux2)⊂O5,0.

É fácil verificar que V(I) = V(x,y) edimV(I) = 3. Encontremos as variedades polares:

Pg
1 (I ,X) = V(g1 |Pg

0 (I ,X) −V(I))

= V(2y |C5)−V(x,y)

= V(y);

Pg
2 (I ,X) = V(g2 |Pg

1 (I ,X) −V(I))

= V(−3x2−2x(u2 +v2 +w2) |V(y))−V(x,y))

= V(−3x2−2x(u2 +v2 +w2),y)−V(x,y)

= V(x,y)∪V(−3x−2(u2 +v2 +w2),y)−V(x,y)

= V(−3x−2(u2 +v2 +w2),y)−V(x,y)

= V(−3x−2(u2 +v2 +w2),y);
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Pg
3 (I ,X) = V(g3 |Pg

2 (I ,X) −V(I))

= V(−2wx2,−3x−2(u2 +v2 +w2),y)−V(x,y)

= V(−x2,y)∪V(w,−3x−2(u2 +v2 +w2),y)−V(x,y)

= V(w,−3x−2(u2 +v2),y)−V(x,y) = V(w,−3x−2(u2 +v2),y);

Pg
4 (I ,X) = V(g4 |Pg

3 (I ,X) −V(I))

= V(−2vx2,−3x−2(u2 +v2),w,y)−V(x,y)

= V(−3x−2u2,v,w,y).

Agora, os ciclos de Segre:

Λg
1(I ,X) = [V(2y |C5)]− [V(y)]

= 0;

Λg
2(I ,X) = [V(−3x2−2x(u2 +v2 +w2),y)]− [V(−3x2−2x(u2 +v2 +w2),y)]

= ([V(x,y)]+ [V(−3x−2(u2 +v2 +w2),y)])− [V(−3x2−2x(u2 +v2 +w2),y)]

= [V(x,y)];

Λg
3(I ,X) = [V(−2wx2,−3x−2(u2 +v2 +w2),y)]− [V(−3x−2(u2 +v2),y,w)]

= [V(x2,−2(u2 +v2 +w2),y)]

= 2[V(u2 +v2 +w2,x,y)];

Λg
4(I ,X) = [V(−2vx2,−3x−2(u2 +v2),w,y)]− [V(−3x−2u2,v,w,y)]

= [V(−2x2,−3x−2(u2 +v2),w,y)]+ [v,−3x−2(u2 +v2),w,y]− [V(−3x−2u2,v,w,y)]

= 2[V(x,u2 +v2,w,y)];
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Λg
5(I ,X) = [V(−ux2,−3x−2u2,v,w,y)]

= [V(−ux,−3x−2u2,v,w,y)]+ [V(x,−3x−2u2,v,w,y)]

= [V(u,−3x−2u2,v,w,y)]+ [V(x,−3x−2u2,v,w,y)]− [V(x,u2,v,w,y)]

= [V(u,x,v,w,y)]+ [V(x,u2,v,w,y)]+ [V(x,u2,v,w,y)]

= 5[V(x,u,v,w,y)]

= 5[0].

Finalmente, calculemos as multiplicidades polares e os números de Segre:

m1(I ,X) = mult0V(y)

= 1;

m2(I ,X) = mult0V(−3x−2(u2 +v2 +w2),y)

= i(0,V(−3x−2(u2 +v2 +w2),y)∩V(x,u,v))

= i(0,V(−2w2))

= 2;

m3(I ,X) = mult0V(−3x−2(u2 +v2),w,y)

= i(0,V(−3x−2(u2 +v2),w,y)∩V(x,u))

= i(0,V(−2v2,w,y)) = i(0,V(v2,w,y))

= 2;

m4(I ,X) = mult0V(−3x−2u2,v,w,y)

= i(0,V(−3x−2u2,v,w,y)∩V(u))

= i(0,V(x,v,w,y))

= 1;

e2(I ,X) = mult0V(x,y)

= i(0,V(x,y)∩V(u,v,w))

= i(0,0)

= 1;
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e3(I ,X) = 2mult0V(u2 +v2 +w2,x,y)

= i(0,V(u2 +v2 +w2,x,y)∩V(u,v))

= 2i(0,V(w2,x,y))

= 4;

e4(I ,X) = 2mult0V(u2 +v2,w,x,y)

= 2i(0,V(u2 +v2,w,x,y)∩V(u))

= 2i(0,V(v2,w,x,y))

= 4;

e5(I ,X) = 5.

5.2 Teoria da interseç̃ao

Revisaremos nesta seção algumas definiç̃oes e propriedades básicas do livro de Fulton [9].

Tamb́em utilizamos como fonte, o livro de Israel Vainsencher [29].

SejaX ⊆ (CN,0) um germe analı́tico reduzido de dimensão puran contendo 0,I ⊆OX,0 um

ideal e m⊂ OX,0 o ideal maximal. SejaΛk(mI ,X) um ciclo de Segrek-codimensional de mI e

ek(mI ,X) sua multiplicidade em 0. A principal ferramenta para estudar estes ciclos de Segreé

o seguinte diagrama:

D⊂B = BlmIX
b̃1−→ B2 = BlIX⊃ D2

b̃2 ↓ ↓ b2

D1⊂B1 = BlmX
b1−→ X

Os divisores excepcionais das explosõesB1 e B2 são, respectivamente,D1 e D2. O divisor

excepcional da explosãob : BlmIX → X, é denotado porD.

Denotamos a primeira classe de Chern do fibrado em retas tautológico sobre as explosões

B1, B2 eB por

h1 = c1(OB1(1)), h2 = c1(OB2(1)) e h= c1(OB(1)).

Observaç̃ao 5.2.1.Pelo que j́a foi visto no caṕıtulo 3, uma classe de Chern, digamos o operador

h1, aplica uma variedade irredutı́vel V⊆ B1 ⊂ (X×Pn), na classe de equivalência racional do
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divisor de Cartier, cujo fibrado associadóe isomorfo aOB1(1)|V . Esse divisor de Cartieŕe

V ∩H, onde Hé dito umhiperplano geńerico deB1, isto é, H = (X×H ′)∩B1, com H′ sendo

um hiperplano geńerico dePn. O fibrado em retas associado ao divisor H,é isomorfo ao

fibrado em retas tautológico sobre B1. (A confirmaç̃ao disto, segue do lema de transversalidade

de Kleiman, que implica que H intersecta V transversalmente e a interseção é reduzida de

dimens̃aodimV−1.) Por linearidade, estendemos a um ciclo qualquer em C∗B1.

Por analogia ao exemplo (4.4.6), o fibrado em retas associado aDi sobreBi , é o dual de

OBi(1). Assim, o operadorc1(L(Di)), é igual à operaç̃ao−hi (ver [9, prop. 2.5, (e), p.41]).

Ent̃ao, operar um ciclo sobre−hi , é o mesmo que intersectá-lo comDi . Ou seja, seSé um ciclo

sobreBi , (−hi)(S) = Di ·S. Dizemos que (o fibrado em retas associado a)Di é o dual deOBi(1).

Parai = 1,2, denotaremos por̃h1, o morfismo induzido porhi emB, eD̃i o divisor de Cartier

induzido porDi em B. Ent̃ao, as seguintes igualdades de divisores de Cartier são obtidas (ver

[16, 2.7]):

D = D̃1 + D̃2, h = h̃1 + h̃2. (5.6)

Dado um cicloSsobreB, denotamos porSX−0, o ciclo formado pelas componentes, que não se

encontram na fibrab−1(0).

Proposiç̃ao 5.2.2.Se Hé um hiperplano geńerico sobre B,

H ∩SX−0 = (H ∩S)X−0, (5.7)

onde Śe um ciclo sobre B.

Demonstraç̃ao: Com efeito, supomos queH ∩SX−0 seja ñao-vazio. Pelo lema de transversal-

idade de Kleiman, podemos supor queH intersecta toda componente do cicloSX−0 transver-

salmente. Assim,

dim H ∩SX−0 = dim SX−0 − 1≥ dim SX−0∩b−1(0) > dim H ∩SX−0∩b−1(0).

A primeira igualdade e a segunda desigualdade, seguem pela transversalidade deH. E a primeira
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desigualdade, diretamente da definição deSX−0. Pelo fato de

dim H ∩SX−0 > dim H ∩SX−0∩b−1(0),

podemos concluir que as componentes do cicloH ∩SX−0 não se encontram na fibrab−1(0);

o que implica (5.7). Segue daı́ que a equaç̃ao (5.7)é válida para hiperplanos genéricos nas

representaç̃oes dẽh1 e h̃2.

Denotamos porS0, a parte deS formada pelos componentes que se encontram na fibra

b−1(0).

Corolário 5.2.3. Seja S um ciclo sobre B. A equação (5.7),é equivalente a

H ∩S0 = (H ∩S)0. (5.8)

Usamos a mesma notação de um divisor de CartierD, para o seu divisor de Weil associ-

ado. Tamb́em escrevemosD0, para a parte de seu divisor de Weil associado, formado pelas

componentes que encontram-se emb−1(0). O cicloDX−0, é definido analogamente.

No caṕıtulo 4, definimos o grau de um cicloS, denotado por
∫

S. Ele é a soma das multipli-

cidades das componentes de dimensão nula. Para um cicloSna fibra deB sobre 0, o grau deS

depende somente da classe de equivalência racional deSdesta fibra. Para ciclos fora desta fibra,

o grau ñaoé invariante da equivalência racional.

5.3 Fórmulas de Interseção

Teorema 5.3.1.(Fórmulas de interseç̃ao) Podemos expressar a multiplicidade dos ciclos Segre

em 0, como ńumero de interseç̃oes:

ek(mI ,X) =
∫

h̃n−k−1
1 hk−1DX−0 · D̃1, k = 1, ...,n−1, (5.9)

en(mI ,X) =
∫

hn−1D0, (5.10)

ek(I ,X) =
∫

h̃n−k−1
1 h̃k−1

2 D̃X−0
2 · D̃1, k = 1, ...,n−1, (5.11)
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en(I ,X) =
∫

hn−1
2 D0

2. (5.12)

Demonstraç̃ao: A seguinte f́ormula,é uma generalização da f́ormula de multiplicidade polar

de Lê e Teissier (ver [28, (5.5.1)]):

mk(I ,X) =
∫

h̃n−k−1
1 h̃k

2D̃1. (5.13)

Eles consideraram o caso especial do ideal Jacobiano, mas sua provaé trabalhada também no

inı́cio de nosso trabalho. Uma outra alternativaé verificar a f́ormula por argumentos similares.

Define-se a explosão BlmS de um cicloS= ∑niVi sobreX, como sendo o ciclo BlmS=

∑niBlmVi .

Para provar a primeira fórmula considere

BlmΛk(mI ,X) = Blm(b∗(H1 · · ·Hk−1 ·D ·BlIX))

= Blm(b∗(H1 · · ·Hk−1 ·D))

= Blm(b∗(D∩H1∩· · ·∩Hk−1))

= b̃2∗((D∩H1∩· · ·∩Hk−1)X−0)

= b̃2∗(DX−0∩H1∩· · ·∩Hk−1),

onde osHi são hiperplanos genéricos deB. A última igualdade segue pelo mesmo argumento

que levoùa conclus̃ao de (5.7). Agora,

ek(mI ,X) =
∫

hn−k−1
1 BlmΛk(mI ,X) ·D1

=
∫

hn−k−1
1 b̃2∗(DX−0∩H1∩· · ·∩Hk−1)b̃2∗(D̃1)

=
∫

hn−k−1
1 b̃2∗((DX−0∩H1∩· · ·∩Hk−1) · D̃1)

=
∫

b̃2∗(hn−k−1
1 (DX−0∩H1∩· · ·∩Hk−1) · D̃1)

=
∫

h̃n−k−1
1 (D∩H1∩· · ·∩Hk−1) · D̃1

=
∫

h̃n−k−1
1 hk−1DX−0 · D̃1.

A primeira igualdadée uma f́ormula de interseç̃ao bem conhecida para a multiplicidade de um

ciclo. (De fato, issóe apenas uma translação da definiç̃ao de Samuel para a multiplicidade de um

ideal sobre a geometria.) As igualdades seguintes seguem da fórmula de projeç̃ao (4.5.7, (b)) e
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da observaç̃ao (4.1.22). A f́ormula desejada foi obtida por passagemà equival̂encia racional. A

segunda f́ormula, segue diretamente da definição deen(mI ,X) e da igualdade (5.8). A prova das

duas pŕoximas f́ormulas, decorre analogamente.

Lema 5.3.2.Para k= 1, ...,n−1, seja Ln−k um subespaço linear genérico (n-k)-dimensional de

CN. Considere a explosãoBlI (X∩Ln−k) com divisor excepcional D2,n−k. Ent̃ao, seu divisor de

Cartier induzidoD̃2,n−k emBlmI (X ∩Ln−k), satisfazàs seguintes relaç̃oes sobre equivalência

racional:

D̃0
2,n−k = h̃n−k

1 D̃0
2

= h̃n−k−1
1 h̃2D̃1 + h̃n−k−1

1 D̃X−0
2 D̃1

D̃X−0
2,n−k = h̃n−k

1 D̃X−0
2 .

Demonstraç̃ao: Iremos mostrar as relações para o casok = n− 1. O caso geral, segue por

induç̃ao. Agora,

BlmI (X∩L1)∼= Blb∗1I (H ∩B1)∼= (b̃−1
2 H)∩B,

ondeH é o hiperplano sobreB1 induzido pelo o hiperplano emPN−1 correspondendo aL1

e b∗1 : OX,0 → OB1,0. Note que o segundo isomorfismo segue das propriedades do morfismo

induzido de um fibrado em retas. Passandoà equival̂encia racional, obtemos a segunda relação.

Para a primeira relação, consideramos

D̃0
2,1 = h̃1D̃0

2

= h̃1(D̃2− D̃X−0
2 )

= h̃1 · (D̃2)− h̃1(D̃X−0
2 )

= (−D̃1) · D̃2 + D̃1 · D̃X−0
2 = D̃1 · (−D̃2)+ D̃1 · D̃X−0

2

= h̃2D̃1 + D̃X−0
2 · D̃1.

A primeira igualdade segue das propriedades deh̃1, e as restantes, usando dualidade.
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5.4 Seç̃oes de Hiperplanos e Ńumeros de Segre

Agora que j́a expressamos os números de Segre como número de interseç̃oes, veremos através

das f́ormulas de expansão, como expressar os números de Segre do produto de um idealI com

o ideal maximal, em termos dos números de Segre deI e suas multiplicidades polares. Veremos

tamb́em que a maior parte dos números de Segre não varia quando intersectamos o conjuntoX,

por um subespaço linear.

Proposiç̃ao 5.4.1.Seja Ln−k um subespaço linear(n−k)-codimensional deCN. Ent̃ao, existem

as seguintes relaç̃oes de ńumeros Segre de(I ,X) e de(I ,X∩Ln−k) :

ei(I ,X∩Ln−k) = ei(I ,X), para i = 1, ...,k−1, (5.14)

ek(I ,X∩Ln−k) = mk(I ,X)+ek(I ,X) (5.15)

Demonstraç̃ao: SejaD1,n−k o divisor excepcional de Blm(X ∩ Ln−k) e D̃1,n−k o seu divisor

Cartier induzido em BlmI (X ∩ Ln−k). Por analogia ao lema (5.3.2), obtemos queD̃1,n−k =

h̃n−k
1 D̃1. Para a primeira relação, utilizamos o lema (5.3.2) acima e a fórmula de interserç̃ao

(5.11):

ei(I ,X∩Ln−k) =
∫

h̃k−i−1
1 h̃i−1

2 D̃X−0
2,n−kD̃1,n−k

=
∫

h̃k−i−1
1 h̃i−1

2 h̃n−k
1 D̃X−0

2 h̃n−k
1 D̃1

=
∫

h̃k−i−1
1 h̃i−1

2 h̃n−k
1 D̃X−0

2 D̃1

=
∫

h̃n−i−1
1 h̃i−1

2 D̃X−0
2 D̃1

= ei(I ,X).

Para a segunda relação, utilizamos o fato da imagem direta deD̃0
2,n−k ser igual aD0

2,n−k .

Assim, podemos usar a fórmula de projeç̃ao (4.5.7, (b)), a observação (4.1.22) e o lema (5.3.2),
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para calcularek(I ,X∩Ln−k) sobreB:

ek(I ,X∩Ln−k) =
∫

hk−1
2 D0

2,n−k

=
∫

hk−1
2 b̃2∗D̃

0
2,n−k

=
∫

b̃2∗(h̃k−1
2 D̃0

2,n−k)

=
∫

h̃k−1
2 D̃0

2,n−k

=
∫

h̃k−1
2 (h̃n−k−1

1 h̃2D̃1 + h̃n−k−1
1 D̃X−0

2 · D̃1)

=
∫

h̃n−k−1
1 h̃k

2D̃1 + h̃n−k−1
1 h̃k−1

2 D̃X−0
2 · D̃1.

A fórmula desejada segue diretamente da fórmula para multiplicidade polar (5.13) e a fórmula

(5.11).

Teorema 5.4.2.(Fórmulas de expansão) Temos as seguintes fórmulas de expansão:

en(mI ,X) =
n−1

∑
i=0

(
n

i

)
mi(I ,X)+

n

∑
i=1

(
n−1

i−1

)
ei(I ,X), (5.16)

ek(mI ,X) =
k

∑
i=1

(
k−1

i−1

)
ei(I ,X). (5.17)

Demonstraç̃ao:

Usando as igualdades (5.6), espandimosh = h̃1 + h̃2 em (5.9), para obtermos

ek(mI ,X) =
k−1

∑
i=0

(
k−1

i

)∫
h̃n−i−2

1 h̃i
2D̃X−0

2 D̃1 =
k−1

∑
i=0

(
k−1

i

)
ei+1(I ,X).

O que implica a segunda fórmula. Para a primeira fórmula, espandimosh = h̃1 + h̃2 e D0 =

D̃1 + D̃0
2 em (5.9), e usamos a fórmula de multiplicidade polar (5.13):
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en(mI ,X) =
n−1

∑
i=0

(
n−1

i

)∫
h̃n−i−1

1 h̃i
2(D̃1 + D̃0

2)

=
n−1

∑
i=0

(
n−1

i

)
(mi(I ,X)+

∫
h̃n−i−1

1 h̃i
2D̃0

2 ).

Devido a (5.3.2) e (5.15); parai menor quen−1, o grau dẽhn−i−1
1 h̃i

2D̃0
2 é igual a

ei+1(I ,X)+mi+1(I ,X).

Assim,

en(mI ,X) =
n−1

∑
i=0

(
n−1

i

)
mi(I ,X)+

n−1

∑
i=1

(
n−1

i−1

)
(ei(I ,X)+mi(I ,X))+en(I ,X)

=
n−1

∑
i=0

(
n−1

i

)
mi(I ,X)+

n−1

∑
i=1

(
n−1

i−1

)
mi(I ,X)+

n−1

∑
i=1

(
n−1

i−1

)
(ei(I ,X))+en(I ,X)

=
n−1

∑
i=0

(
n

i

)
mi(I ,X)+

n

∑
i=1

(
n−1

i−1

)
ei(I ,X).

Lembre-se quePn(I ,X) = /0 emn(I ,X) = 0.
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Capı́tulo

6

Números de Segre e Multiplicidade

Generalizada de Hilbert-Samuel

Neste caṕıtulo final, vemos a construção de uma sequência de multiplicidadesc0(I ,A), . . . ,

cd(I ,A), de um anel Noetheriano localA, que generaliza a multiplicidade de Hilbert-Samuel.

Essa seqûenciaé constrúıda, tomando-se o anel bigraduadoGm(GI (A)), ondeGI (A) é o anel

graduado associado deA, com respeito aI . Devido a isto,́e necesśario uma teoria preliminar

sobre as funç̃oes de Hilbert, aplicada a anéis bigraduados. Para finalizar, enunciamos um resul-

tado, que permite encontrar os números de Segre de forma algébrica, a saber, em termos das

multiplicidades generalizadas de Hilbert-Samuel (sequência de Aquilles-Manaresi).

Definição 6.0.3.Umanel bigraduadóe um anel A=⊕∞
i, j=0Ai j , tal que

(i) os Ai j são subgrupos aditivos de A;

(ii) A i j Akl ⊆ Ai+k, j+l para i, j,k, l inteiros ñao-negativos.

(iii) A é uma A0-álgebra finitamente gerada por elementos de A01 e A10.

Exemplo 6.0.4.O anel de polin̂omios A= A00[x0, ...,xn,y0, ...,ym], a variáveis x0, ...,xn e y0, ...,ym,

é um anel bigraduado, onde Ai j é o grupo aditivo de polin̂omios homoĝeneos de grau i, nas

primeiras varíaveis e homoĝeneos de grau j nas segundas.

Definição 6.0.5.Seja A=⊕∞
i, j=0Ai j um anel bigraduado de dimensão d, tal que A00 seja Artini-

ano. Afunção de Hilbert deA, é definida como sendo

h(i, j) := hA(i, j) := `A00(Ai j ).
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Para i e j suficientemente grande, a função h(i, j) é um polin̂omio

p(i, j) = ∑
k,l≥0

k+l≤d−2

akl

(
i

k

)(
j

l

)

com akl ∈ Z e ak,d−2−k ≥ 0 (ver [30, Teo. 7, p.757 e Teo. 11, p.759]).

Seja

h(1,0)(i, j) :=
i

∑
u=0

h(u, j)

e

h(1,1)(i, j) :=
j

∑
v=0

h(1,0)(i,v) =
j

∑
v=0

i

∑
u=0

h(u,v).

É claro que, parai, j suficientemente grandes,h(1,0) e h(1,1) ser̃ao polin̂omios a coeficientes

inteiros, de grau no ḿaximod−1 e exatamented, respectivamente. Ou seja,

p(1,0)
A (i, j) = ∑

k,l≥0
k+l≤d−1

a(1,0)
kl

(
i

k

)(
j

l

)

coma(1,0)
k+1,l = ak,l , parak, l ≥ 0,k+ l ≤ d−2 e

p(1,1)
A (i, j) = ∑

k,l≥0
k+l≤d

a(1,1)
kl

(
i

k

)(
j

l

)

=
d

∑
k=0

a(1,1)
k,d−k

(d−k)!k!
jd−kik + (termos de menor grau).

coma(1,1)
k+1,l+1 = ak,l , parak, l ≥ 0,k+ l ≤ d−2.

Definição 6.0.6.Definimos o śımbolo

ck := ck(A) := a(1,1)
k,d−k ,

para k= 0, ...,d.
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Seja (A,m) um anel local de dimensão d, I ⊂ A um ideal pŕoprio e G := GI (A) o anel

graduado deA, com respeito aI . J́a é conhecido que dimG = dimA. TomemosR= Gm(GI (A)).

Ent̃aoR=⊕∞
i, j=0Ri j , onde

Ri j = (mi I j + I j+1)/(mi+1I j + I j+1),

é um anel bigraduado, com dimensão de krulld, eR00 = A/m, queé um corpo (Artiniano).

Definição 6.0.7.Definimos asmultiplicidades generalizadas de Hilbert-Samuel, por

ck := ck(I ,A) := ck
(
Gm(GI (A))

)
(0≤ k≤ d).

Tamb́em chamadas deseqûencia de multiplicidades de Achilles-Manaresi. Denotamos por

c(I ,A), a seqûencia c(I ,A) = (c0(I ,A), . . . ,cd(I ,A)).

Exemplo 6.0.8. 1. Seja A= k[x,y,z] o anel de polin̂omios de tr̂es varíaveis sobre um corpo

k, e m = (x,y,z) o ideal maximal. Para um ideal I de A, tomemos I= (x4z2,y2z4) e

J = (x4z2,y2z4,x2yz3). Observe que JI= J2. Isto é, I é uma reduç̃ao de J. Uma das

implicaç̃oes do teorema de Rees [22], já demonstrada por Ciupercǎ [4], fala-nos que

c(I ,A) = c(J,A). De fato, pode-se mostrar que c(I ,A) = c(J,A) = (0,24,2,0).

2. Seja A= k[x,y] o anel de polin̂omios de duas variáveis sobre o corpo k, e m = (x,y) o

ideal maximal. Sejam I= (x5y3,x2y7) e J= (x5y3,x2y7,x6y) ideais de A. Mostra-se que

c(J,A) = (29,5,0) e c(I ,A) = (40,3,0). Segue então, pelo teorema de Rees, que nenhum

dos ideaiśe reduç̃ao do outro.

O fato de (6.0.7) ser uma generalização da multiplicidade de Hilbert-Samuel, discutida no

Caṕıtulo 1, deve-sèa seguinte proposição.

Proposiç̃ao 6.0.9. Seja (A,m) um anel local de dimensão d e I⊂ A um idealm-primário

próprio. Ent̃ao, c0(I ,A) = e(I ,A) e c1(I ,A) = ... = cd(I ,A) = 0.
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Demonstraç̃ao: Comoh(i, j) = `A/m

(
mi I j+I j+1

mi+1I j+I j+1

)
,

h(1,0)(i, j) =
i

∑
u=0

h(u, j)

=
i

∑
u=0

`A/m

(
muI j + I j+1

mu+1I j + I j+1

)
= `A/m

(⊕i
u=0

muI j+I j+1

mu+1I j+I j+1

)
= `

(
I j+I j+1

mI i+1+I j+1

)
= `

(
I j

mI i+1+I j+1

)
e

h(1,1)(i, j) =
j

∑
v=0

h(1,0)(i,v)

=
j

∑
v=0

`

(
Iv

mi+1Iv + Iv+1

)
.

Pelo fato deI serm-primário, existei, tal que

mi+1Iv ⊆ Iv,

para todov. Assim,

h(1,1)(i, j) =
j

∑
v=0

`(Iv/Iv+1) = `(A/I j).

Ent̃ao, parai, j suficientemente grande,

d

∑
k=0

ck(I ,A)
(d−k)!d!

jd−kik + (termos de menor grau)=
e(I ,A)

d!
jd +(termos de menor grau).

Comparando os coeficientes, segue o resultado desejado.

Para finalizar, enuncia-se um resultado onde os números de Segre são obtidos atrav́es da

seqûencia de Aquilles-Manaresi. Portanto, do teorema (6.0.9), resulta que esses números s̃ao

generalizaç̃oes da multiplicidade de Hilbert-Samuel.

Teorema 6.0.10.(Ver [2, Teo. 2]) Seja X⊆ (CN,0) um germe analı́tico reduzido de dimensão

pura n contendo0, I ⊆OX,0 um ideal em⊂OX,0 o ideal maximal. Os ńumeros de Segre podem



61

ser obtidos por meio das multiplicidades generalizadas de Hilbert-Samuel:

ek(I ,X) = cn−k
(
Gm(GI (OX,0))

)
, para k= 1, ...,n

e cn
(
Gm(GI (OX,0))

)
= 0.
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Whitney.In Algebraic geometry (La Ŕabida, 1981), volume961of Lecture Notes in Math.,

pages 314–491. Springer, Berlin, 1982.
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Lista de Notações

A: anel.

I : ideal.
√

I : ideal radical deI .

e(M): multiplicidade de umA-móduloM.

e(I ,M): multiplicidade de Hilbert-Samuel doA-móduloM, com respeito ao idealI .

(A,m): anel local A, junto com seu ideal maximalm.

GI (M): módulo graduado associado aoA-móduloM, sobre o idealI .

GI (A): anel graduado associado ao anelA, sobre o idealI .

χ I
M(n): função de Hilbert-Samuel doA-móduloM, com respeito ao idealI .

`A(M): comprimento doA-móduloM.

(X,x): germe de um conjuntoX emx.

On,a: anel dos germes de funções ema.

OX,0: anel local do conjunto analı́tico X em 0.

F : feixe

F (U): seç̃ao do feixeF , sobre o abertoU .

Fp: talo do feixeF .

f∗F : feixe imagem direta de uma função cont́ınua f .

(X,OX): espaço anelado (par consistindo do espaço topológicoX e o feixe de ańeisOX sobre

X).

BlIX: explos̃ao deX, ao longo do idealI .

dimM: dimens̃ao doA-móduloM.

C∗X: grupo dos ciclos deX.

R∗X: subgrupo deC∗X, gerado pelos ciclos associados a funções racionais de subvariedades

deX.
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OV,X: anel local deX, ao longo da subvariedadeV.

ordW(r): ordem da funç̃ao racionalr, ao longo da subvariedadeW.∫
z : grau do cicloz.

Spec(A): espectro do anelA.

| D |: suporte do divisor de CartierD.

f ∗D ou D̃: divisor de Cartier induzido por um morfismo dominantef .

ordVD : ordem do divisor de CartierD, ao longo de uma subvariedadeV.

L(D): fibrado em retas, associado ao divisorD.

L⊕m: pot̂enciais tensoriais.

L∨: dual deL.

f ∗L: fibrado produto, ou fibrado induzido por um morfismof .

c1(L): operador classe de Chern de um fibrado em retasL.

A∗X: grupo de Chow deX.

Pg
k (I ,Y): k-ésima variedade polar do idealI , sobre o subespaçoY.

Λg
k(I ,Y): k-ésima ciclo Segre do idealI , sobre o subespaçoY.

mk(I ,Y): k-ésima multiplicidade polar do idealI , sobre o subespaçoY.

ek(I ,Y): k-ésimo ńumero de Segre do idealI , sobre o subespaçoY.

OB(1): fibrado em retas tautológico, sobre a explosãoB.

b∗: imagem inversa do homomorfismob.

b∗: imagem direta do homomorfismob.

ck(I ,A): k-ésima multiplicidade generalizada de Hilbert-Samuel.
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Índice Remissivo

anaĺıtico

conjunto, 11

subconjunto, 11

anel

bigraduado, 57

dos germes de funções, 11

graduado, 1

graduado associado a um anel, 6

Cartier

classe de interseção de um divisor de, 37

divisor de, 31

divisor imagem inversa, 32

Chern

operador de, 36

Chow

grupo de, 28

ciclo

associado, 32

associadòa uma funç̃ao racional, 27

grau de, 29

imagem, 30

Segre, 40, 43

classe de interseção, 36

divisor

excepcional, 23, 39

soma, 31

elemento homoĝeneo, 2

equaç̃ao local, 31

espaço

anelado, 19

anelado localmente, 19

espectro, 19

esquema, 20

afim, 20

completo, 29

explos̃ao

ao longo de um ideal, 22

sobre um ponto, 22

fórmula

de projeç̃ao, 37

de expans̃ao, 55

de interseç̃ao, 51

feixe, 17

das funç̃oes regulares, 18

fibrado

em retas, 34

em retas associado, 34

induzido, 35
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produto, 35

tautoĺogico, 34

vetorial, 33

germe

anaĺıtico, 14

componentes de um, 16

de uma funç̃ao, 11

dos zeros de um ideal, 13

irredut́ıvel, 15

redut́ıvel, 15

Hilbert

função de, 4, 7

polinômio de, 6

teorema dos zeros de, 15

hiperplano

geral, 40

de uma explos̃ao, 40

geńerico, 50

seç̃oes de um, 54

homomorfismo

imagem direta, 28

imagem inversa, 31

ideal

anaĺıtico, 14

do germe, 13

maximal graduado, 2

primo associado, 1

isomorfismo

de um espaço anelado, 20

de um feixe, 18

módulo

I -filtração de um, 9

filtração de um, 9

filtração est́avel de um, 9

graduado, 2

graduado associado a um, 7

morfismo

de espaços anelados localmente, 19

de um espaço anelado, 19

de um esquema, 20

de um feixe, 18

próprio, 20

multiplicidade

de um conjunto analı́tico, 41

polar, 42

generalizada de Hilbert-Samuel, 59

Hilbert-Samuel, 8

módulo, 6

números de Segre, 42

ordem de uma funç̃ao racional, 27

suporte

de um ciclo, 26

de um divisor, 31

tipo polinomial, 4

variedades polares, 40, 43


