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Resumo

Neste trabalho, estudamos a multiplicidade de Hilbert-Samuel, e suasgi®gsneralizaies,

tais como fimeros de Segre e a s@&meia de multiplicidades de Achilles e Manaresi.






Abstract

In this work is studied the multiplicity of Hilbert-Samuel and its possible generalizations,

such as Segre numbers and sequence of multiplicities of Achilles and Manaresi.
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Introducgao

A multiplicidade de um ideal em um anel Noetheriano locéh, m), &€ um dos conceitos
basicos, mais conhecidos dlgebra comutativa, e de grande aplicabilidade, anagareas da
matenatica.

No caso em qué & m-primario, essa multiplicidade éstem definida, & chamada de
multiplicidade de Hilbert-Samuel. Esta, possui grande ingumis naarea de red@p de ideais
(fecho integral), tendo como uma de suas apbeaco teorema de Rees: e | sdo ideaign-
primarios deA, enfioJ € redu@o del se, e somente se as multiplicidades de Hilbert-Samuel de
| eJ coincidem, ver [22]. Tam&m possui diversas aplid@gs na teoria de equisingularidades,
ver Teissier [26], Kleiman [15], Massey [11], Gaffney-Gassler [10], dentre outros.

Para o caso em queé o anel Noetheriano local de um espaco iical complexo reduzido
(X,0) C (CN,0) de dimen&o puran, denotado potix o, €l & um ideal arbitario deA, Gaffney
e Gassler [10] estenderam essadwde multiplicidade de Hilbert-Samuel, e a chamaram de
numeros de Segre, denotados pgil,X), k= 1,...,n. Quandol & o ideal Jacobiano de uma
hipersupeiitie singular complexa, odimeros de Segre foram chamados por Massey [19], de
nimeros de E, os quais, generalizam osmeros de Milnor. Utilizando estesimeros de Segre,
Gaffney e Gassler [10], generalizaram o teorema de Rees, no contextecandeJ C | sao
ideais quaisquer dé’ o, enfio J € redu@o del se, e somente se ofimeros de Segree J
coincidem, iste@ (1, X) = e(J,X), k=1,...,n (ver [10, Cor. 4.9]). No mesmo artigaas da-
dos tamém, algumas aplic@gs na teoria de equisingularidade para hipersigiesfsingulares
complexas.

No caso algbrico, em quéA,m) &€ um anel Noetheriano local qualquer, de dindens,

e | & um ideal arbitario, Achilles e Manaresi [1] introduziram uma séquia de multiplici-
dadesp(l,A),...,cq(l,A), as quais, generalizam a multiplicidade de Hilbert-Samuel:é&8em

idealm-primario, co(l,A) &€ a multiplicidade de Hilbert-Samuel diee o restante dos termos da
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seq@énciacg(l,A), k=1,...,d sdo nulos. Com esta segjcia de multiplicidades, Ciupex¢4]
mostra uma das implicaes do Teorema de Rees no context@htgo: Sel C | sao ideais
quaisquer de um anéA m) Noetheriano local de dimeas d, e J &€ redu@o del, enfio a
seq@ncia de multiplicidades de Achilles e Manaresi éd coincidem, ist@ck(l,A) = ck(J, A),
k=0,...,d. Uma demonstra@p mais direta deste resultado, foi feita por Bedregabe®
[5]. A outra implicago, continua em abertdE importante salientar que Achilles e Rams [2],
mostraram que osimeros de Segre podem ser obtidos, por meio dest@&seigude multipli-
cidades de Achilles e Manaresi. Nosso trabalho &mlbem como objetivo, apresentar estas
multiplicidades e algumas de suas propriedades.

Este trabalho eatorganizado como segue. No @afo 1, estudamos a multiplicidade de
Hilbert-Samuel de um ideal m-primario, e apresentamos os teoremas (1.2.9) e (1.2.11), que
demonstram a aditividade e invanicia por redu&o dessa multiplicidade.

Nos cafitulos 2, 3 e 4, apresentamos ao leitor os elemerésgbs e neceddos ao bom en-
tendimento do trabalho (ressaltamos que muitos dos resultadosl®cados sem demonsiag).

No captulo 5 (captulo principal), damos a defiri@ de variedades polares, ciclos de Segre
e nimeros de Segre, bem como asnfiulas de intersé@p (5.3.1) e asdrmulas de expa@d®
(5.4.2).

No ultimo captulo, introduzimos a se@ncia de multiplicidades de Achilles-Manaregil , A),
...Cq(l,A), para um ideadll arbitrario, e enunciamos o teorema (6.0.10), que expressaosnos

de Segre, em termos dessa satia.






Capitulo

1

Func¢oes de Hilbert e Multiplicidade de

Hilbert-Samuel

O principal objetivo do primeiro caqulo, & definir a multiplicidade de Hilbert-Samuel. Esta
multiplicidade possui importantes apli€egs na teoria de fecho integral, redogle ideais, teoria
de singularidades e geometria&@igica. No cajiulo 6, generaliza-se essa multiplicidade éser
visto que os oimeros de Segre podem ser dados de formizbaiicg, a saber, em termos dessas

multiplicidades generalizadas. Para mais detalhes, sugerimos [3], [20], [18] e [6].

1.1 Aneéis Graduados

Definicdo 1.1.1.Seja A um anel Noetheriano e M um Adhalo finitamente gerado. Dizemos
que um ideab € Spe¢A), € umprimo associadale M, se uma das condies equivalentes
ocorrem:

(1) Existe x M, tal queannx) = p.

(2) Existe uma aplicegpo A/p — M A-linear.

Denotamos Add = {p € SpecA): p € um primo associado dé}.

Lema 1.1.2. Seja | um elemento maximal (com respeito a irdt)slo conjunto S= {annx) :

X € M, x# 0} de ideais em A. E&Ab, | & um ideal primo e E AssM.

Definicdo 1.1.3.Umanel graduaddA, & uma farilia (An)n>0 de subgrupos do grupo aditivo A,
tal que A= @n_oAn € AvAn € Amin, mn>0.
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Exemplo 1.1.4.0 anel dos polibmios A= KXy, ...,%| sobre o corpo K& um anel graduado,

onde A = conjunto de todos os polimios homogneos de grau n.

Definicao 1.1.5.Seja A um anel graduado. UArmodulo graduadoM, &€ um A-nddulo, junto
com uma faia (M,)n>0 de subgrupos do grupo aditivo M, tais que-M®d,,_oMn, AmMn C

Mmen, V. m,n > 0. Dizemos que ¥ M @homogneq se xe M, para algum n §egc = n).
Observa@o 1.1.6. 1. Cada M, & um A-mbdulo (AM, C Mp).

2. Cada ye M pode ser escrito de maneiranica, como soma finita de elementos ho-
mogneos Ao-nulos. Os elementofo-nulos §o chamados de componentes hoéraas

dey.

Notagdo 1.1.7.Seja A um anel local Artiniano eng seu ideal maximal. Seja A @p>oAn
um anel Noetheriano graduado gerado por elementos de grau um. As&mma A-algebra
finitamente gerada (ver [3, 10.7]). Portanto,-AAg[X1,...,Xs], ondedeg = 1, Vi. Sejam =
mo P (Pn>1An) 0 ideal maximal graduadade A e M um A-iidulo graduado finitamente ger-

ado.
Lema 1.1.8. Temos
1. Todop € AssM & um ideal graduado;
2. Paratodop € As3aM, existe um elementosxA homo@neo, tal que = annx).

Definicdo 1.1.9.Definimos a dimer@® de um A-radulo M, como sendo a diméisde Krull

do anel quociente AannA). Denotamos essa dimeéwspordimM.
Notacio 1.1.10.Denotamos (M) = {x € M : m"x = 0 para algum n> 0}.
Lema1.1.11. 1. H2(M) & um A-nddulo tal que H,(M), = 0, para n>> 0;
2. AssH? (M) = SuppH?2(M);
3. AssM/HZ(M)) = (AssM)\{m};

4. (i) dimM =0= M = H(M);

(i) dimM > 0 = dimM = dim(M/HS(M)).
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Lema 1.1.12.Seja RX) € Q[X] um polirdbmio de grau d- 1. As seguintes afirmées, 80

equivalentes:

1. P(n) € Z, paran>> 0.

2. Existem inteiros @ ...,a4_1, tais que

3. P(n) € Z, para todo ne Z.

Demonstrago: (1) = (2)
O conjunto
X+
{( . ) c i e NU{0}},
i
€ umaQ-base d&)[X]. Enfio, podemos escrever
d-1

P(X) = i;a; (X;Li), ondea € Q.

O resto da prova, segue por in@acsobre o grau do pofimio P(X):

SededP(X) =d—1=0, enBoP(X) = ap € Z. Suponhamos eab, qued—1>0e(1) =
(2), para toddQ(X) € Q[X] de grau< d — 1. Ou seja, se para>>0,Q(n) € Z e

- 54()

onde&l € Q, entioa € Z.
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WMPWl)EiaK*iv(Xiily
Ay

Agora,P(X) —P(X — 1) & um polirdmio de grawd — 2. Pela hiptese de induip, segue que

Veja que

0s elementosy, ay, ...,aq_1 € Z. Além disso,

d-2 n+i
ap=— Y a1 +P(n) € Z,

=
paran >> 0.

n—+
(2) = (3) Basta utilizar o fato d<
[

[
) € Z, paratodn € Z ei > 0.

Definicdo 1.1.13.Seja M e A como na notag (1.1.7). Chamamos a fuiig HM,—): Z
— Z, com HM,n) = ¢(Mp), para todo nc Z, de fungédo de Hilbert(com respeito a M).

Convencionamos queM= 0, para n< 0.

Definicdo 1.1.14.Dizemos que uma fuéQ F: Z — Z & umtipo polinomial de graud, se existe
um polirdbmio R(X) € Q[X], de grau d, tal que Fn) = P(n) para todo n>> 0. Dizemos que

uma tal fun@o & um tipo polinomial de grau-1, quando FX) for o polindbmio nulo.

Lema 1.1.15.Seja F uma furéo emZ, tal que
G(n)=F(n)—F(n—-1)

€ igual a um polidmio em n de grau d 1, para n suficientemente grande. Baf F € igual a

um polirbmio de grau d, para n suficientemente grande.

Teorema 1.1.16.Seja M um A-radulo graduado finitamente gerado de dimémsl, onde Ae

como em (1.1.7). E&b, H(M, —) & um tipo polinomial de grau € 1.
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Demonstrag@o: A prova segue por indép sobre a dime@® deM. Se dimM = 0, o resultado
segue pelo Lema (1.1.11f flueM = HO(M) e assim exist@o, tal queM, = 0, paran > ng;

implicando queH (M, n) = 0, paran >> 0 e portanto, um tipo polinomial de gratf.

Seja dimM = d > 0 e suponhamos, por fifese de indup, que o teorema valido para

todo A-modulo graduado finitamente gerado de dingens d.
1° casa Suponhamos que existae A1, tal quex nao seja um divisor de zero d.

Entao, temos a seguinte sémcia exata dé-moédulos graduados:
0—M-5M— M/xM— 0,
na qual, a restrigoa cada componente graduada&damova sedncia exata:

0 — Mp_1 == My — (M/xM), — 0.

Assim, por aditividade, concimos que:
(M/XM)n) = £(Mp) — £(Mp—1) =
H(M/xM,n) = H(M,n) — H(M,n—1).

Pela hipptese de induip,H (M /xM, n) & um tipo polinomial de grad— 2, ja que diniM /xM) =
d—1. Ou seja, exist®(X) € Q[X] eng > 0, tal que para toda > ng, H(M/xM,n) = Q(n).
Assim,H(M,n) =31, Q(i) +H(M,no —1). Agora, pelo lema (1.1.15), a fuagy i, Q(i) &

um polirdbmio de grawd — 1. PortantoH (M, n) & um polirdomio de graud — 1.

2° casa SejaM um A-modulo graduado de dime&asd > 0 e considere a seguinte ségaia
exata:
0— HJ(M) — M — M/HS(M) — 0,

pela qual se oéim uma seggncia exata déy-modulos :

0 — (H(M))n — Mn — (M/HZ(M))y — 0.
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Por aditividade,
((Mn) = £(MQ) + £((M/HR(M))n),

para todon > 0. Mas/(H2(M)) =0, paran >> 0. Assim,/(My) = ¢((M/HJ(M)),), para
n>> 0. Portanto,
H(M,n) = H(M/H2(M),n), para n>> 0.

Agora, basta mostrar qug(M/HS (M), n) & um tipo polinomial de grad — 1:
Podemos supor que a classe residudgle infinita (do contario, escolhemos uma indeter-

minada Y sobréy). Seja agoralo(Y) = S 1Ag[Y], onde
S = {p[Y] € Ao[Y]: p[Y]#Oem A[Y]/mo[Y]}

e substitimos o anelA, porR = A®a, Ao(Y) € M/HS(M), porN = (M/HZ(M)) ®p,
Ao(Y). Agora, existe um graduando @arico sobreR e N, tal queR seja um anel graduado
pad@&o sobre o Artiniand\o(Y) e o ideal maximal graduado d&(Y) sejaS 'mg[Y]. Assim,
H(M/H2(M),n) = H(N,n), para todan.

Pelo Lema (1.1.11)n ¢ AssM/H? (M)). Portanto, podemos supor que existaxumAy, o
qual, réio seja divisor de zero dé. Além disso, novamente pelo lema (1.1.11), diHS (M) =
d. Assim, pelol°® casq H(M/H2(M),n) & um polirdmio de grawd — 1. Donde segue o teo-

rema. |

1.2 Funges de Hilbert e Multiplicidade

Definicdo 1.2.1.Seja A e M, como ha notag (1.1.7). Erdo, o poliromio pX) = pu(X) €
Q(X), tal que HM,n) = p(n), para n>> 0, & chamadgolindbmio de Hilbert deM. Pelo

Lema (1.1.12), podemos escrever

pm(X) = (_ji(—l)dlied—l—i (X + i) ,

|
onde g€ Z. O inteiro &, & chamadanultiplicidade deM e & denotado por @M).

Seja(A,m) um anel Noetheriano local leum idealm-primario. Podemos obter anel
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graduado associado ao anél, sobre o anel Artiniand/I, dado por

A | In
_@I_Z@...@_IrH_l@...

Gi(A) = i

Similarmente, para urA-moduloM finitamente gerado qualquer e um ideal A, ondeA e

|, S0 como acima, podemos obteGp(A)-modulo graduado associado M,

M M 1"M
G(M) = ;2@ 2 @ D inray

IM ~ 12M Do

Definicao 1.2.2.Para M, A e | como acima, definimodancao de Hilbert-Samuel d& (com

respeito a l), por
Z}H (G(M Z}z (I'M/IFIM) = oM /1),

Teorema 1.2.3.Seja(A,m) um anel local Noetheriano e | um ideal-primério. Se Mé& um

A-mbdulo finitamente gerado de diméuasd, en&o:

1. A fungio de Hilbet-Samuet}, (n) & um tipo polinomial de grau d, da forma

xa(n) = %nd + (termos em n de péncias de ordera d — 1); (1.1)

— (M /1M IM.

o nd

Demonstrag@o: (1) Pelo teorema (1.1.16), exisig € N, tal que para > np,

d-1

HGIM).1) = Po () = 3 (-1 ey 1 ("),

ondeg, € Z. Seja

no—1 ng—1

ZJH (GI(M EOPG,
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Entao, paran > no,

) = 5 H(G M

np—1 n
= ZO H(GI(M),]) + > PFgm(i)
njoil IJ’lo_n?. n
= H(G| (M Pe,my(1) + ) Peamy(J)
Z} % 1 ( ]ZO 1(M)
= Cpp-1 + Z Paiwy (1)

j=ng

onde

jipe.w)(j) = Ji( <J+d 1) —el(jZ:Z) +...+(—1)d‘1ed_1(jzo)>
B S e )
= - =

() e )

-5 (1) x2

ondeey = Cy,. Ou sejay},(n) & um polirdmio de graud (n >> 0).

Portanto,

(2) Devidoa equago (1.2),
((M/IMIM) = j? nd + (termos emm de poéncias de ordent d — 1),

paran suficientemente grande. Tomando o limite,
d! n+1
e = I|m 1= L(M/1ITTEM).

Definicao 1.2.4.0 inteiro g acima,é chamadanultiplicidade de Hilbert-Samuele denotado
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por &1,M).

Definicdo 1.2.5.Umalfiltragcdo de umA-mbdulo M,& uma cadeia infinita de sul@dulos
M=My2OM;D..OM;D...
denotada pofMp). Uma filtragio (M;,) & uma Ifiltrac&o (I ideal de A), se
IM,, € Mp.1, paracadan

Uma I-filtracdo é estivel se IM, = My, 1 para n suficientemente grande.
Exemplo 1.2.6.(I") & uma I-filtragio esavel, A que IMy = [1"M = 1"I1M = M1

Proposicao 1.2.7.(Lema de Artin-Rees) (Ver [3, p.107]) Seja A um anel Noetheriano, | um
ideal de A, M um A-iadulo finitamente geradg¢Mp) uma |-filtragiio esavel de M. Se KMé um

subnddulo de M, erio (M’ NMp) & uma |-filtrago esvel de M.

Corolario 1.2.8. Existe um inteiro k, tal que
(I"MYNM = 1K ((1kM) NmY),
para todo n> k.

A seguir, veremos como propriedades da multiplicidade de Hilbert-Samuel, a sua aditividade

e invarancia por redugo.

Teorema 1.2.9.Seja0 — M’ — M — M” — 0 uma seq@éncia exata de A-odulos finitamente
gerados. Eriio,
e(l,M) =¢(l,M") + e(lI,M").

Demonstrago: IdentificamosV’, como subrbdulo deM. Enfo,

EM/I™M) = ¢(M” /1"M”) + e(M/ /M’ 1 1™MY),
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el"™’ c M'NI"M. Além disso, pelo coréatio (1.2.8), existd > 0 tal que
M’ N1 = I"K((1"M) N M’) c I"*M’, paratodo n> k.
Assim,
CMY/IMKMYY < o(M7 /MY AETMY < 6(M7 /1M,

Portanto, pelo teorema (1.2.3), obtemos:

e(l,M) —e(l,M") = lim ﬂZ(M’/M’OI”M) =e(l,M").

n—oo nd

Definicdo 1.2.10.Seja A um anel e | um ideal. Dizemos que um idealAl & uma redugo de
|, se: JC | e paraalgumr, [T1 = JI". Note tamem que se & uma redugo de | e [T1 =JI",

enfio para algum n> 0 nés temos't" = JNI",

Teorema 1.2.11.(Teorema de Rees) Seja, m) um anel Noetheriano local, | um ideal-
primario e J uma redu@o de |. En&o J tamlém é m-primario, e para qualquer A-i@dulo
finitamente gerado M, temos

e(l,M) =e(J,M).

Demonstrag@o: Sel™1 =JI", enfiol"™*1 c J C I, e assimJ & taml&m m-primario. Por outro
lado,
M /IMTM) > 2(M/1IMTM) = 2(M/INTM) > £(M/I™M).

Portanto,
e(l,M) =¢e(J,M).

Observag@o 1.2.12.A redproca deste teorema, ta@imé verdadeira (ver [22]). Sua prova,

necessita de mais ferramentasélgicas.
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Capitulo

2

Espacos Analiticos e Esquemas

Neste cajiulo, relembramos algumas defif&s e resultados da teoria de espacostie
complexos que sao utilizados no decorrer do trabalho. Para um estudo mais aprofundado,

recomendamos [12], [23] e [14], para a primeiraggee [7], [13], para as duas restantes.

2.1 Germes Anaticos

Definicao 2.1.1.Considere a faiitia de todas as furfies anaiticas definidas em alguma vizinhanca
U c C" de xe C", com valores ent. Nesta farflia, definimos uma relaéip de equiva@ncia.
Dizemos que duas fudes anditicas f: U — C e g: V — C sdo equivalentes no ponto X, se
existe uma vizinhanca W de X, tal qued\U NV e fw = gw. Se fé uma fungo analtica, a
classe de equivahcia que co@m f,& chamada dgerme da fun@o f emx, denotada pof.
Podemos definir operées nesta faiha, de modo a tora-la um anel: Para quaisquer dois ger-
mesf, g em x, escolhemos representanted)Jf— C e g: V — C, e definimo$ + g, como sendo

o germe da furéo f+g:U NV — C. Analogamente definimos o prodidtog. Denotamos por

Onx 0 anel dos germes de futdgs emx € C".

Defini¢do 2.1.2.Seja U um aberto d€" e seja X um subconjunto de U. Dizemos quée Xn
subconjunto anaitico de U, se para todo x U, existem um domio V, tal que xcV C U e

fungdes i, ..., fy analiticas emV tais que:
XNV = {zeV: fi(z2) = ---= fi(z) = 0O}.

Dizemos que X C" & umconjunto analtico, se Xé um subconjunto anigiico de um aberto
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deCn.

Exemplo 2.1.3.0s conjuntos %= {(x,y) € C?: x*~y*=0}eY={(x,y,2) € C3: x> +y> =7}
sA0 conjuntos andlicos deC? e C3, respectivamente. Em geral, toda variedadealica (afim)

emC" & um conjunto andico.

Exemplo 2.1.4.0 conjunto
X =4{1,1/2,1/3,1/4,... } cC

€ um subconjunto anigico deC — {0}, mas r&o & um subconjunto anigico deC.

Proposicao 2.1.5.Se X e Y &0 subconjuntos anticos do aberto UZ C", enfio XUY e XNY

sa0 subconjuntos angicos de U.

Demonstrag@o: Fixadoa € U, temos por defin@o, a existncia de um doimio V e fun@es

f1,..., fr,01,...,0s @nalticas enV tais queacV C U e

XNV = {zeV: fi(z) =---= f(2) =0}
e
YNV = {zeV: q(z)=-- =092 =0}
Portanto,
(XUY)nV = {zeV: fi(79j(z) = 0(1<i<r1<j<s)}
e
(XNY)NV = {zeV: fi@) == f(2) = gu(2) =--- = G(2) = O}.

Proposicao 2.1.6.Sejam U um aberto d€" e X um subconjunto ariéico de U. Endéo, X &

um subconjunto fechado de U.

Demonstra@o: Seja{x,} C X uma seq@éncia que converge parac U. Pela definigo de

subconjunto andlico, existem uma vizinhangd/ de x e funges andticas f4,..., f; tais que
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XNW={xeW: fi(x)=--- = f;(x) =0}. Logo, para cad$ fj(x,) =0 paran suficientemente
grande. Por continuidadé;(x) = 0, Vj. [

Definicdo 2.1.7.Seja ac C". Dizemos que dois subconjuntosyXc C" fazem parte do mesmo
germeem a, se existe uma vizinhanca U de a, tal quelX = YNU. E facil verificar que
essaé uma rela@o de equiva@ncia entre conjuntos. As classes de eqénaila $.0 chamadas
germes de conjuntem a. Denotaremos uma tal classe g&r,a), ou simplesmente diremos

gue Xé um germe andico em a.

Definicao 2.1.8. Tamkem definimos as rel@es de includo, ungo e intersego. Por exemplo,
se(X,x) e (Y,x) sao germes de um conjunto enexC", dizemos quéX,x) C (Y,x), se eles
poderem ser representados, respectivamente, por conjuntos X e Y, taisgie XA unao
(X,x) U (Y,X) & a classe de equivahcia do conjunto XJY, onde X e Y &, respectivamente,

representantes dos germes, x) e (Y, x). A interse@o segue analogamente.

Definicao 2.1.9.Sejaf um germe de uma fuéig anaitica em0 € C". Definimos \{f), como
sendo a classe de equigalcia do conjuntdx € U : f(x) = 0}, onde fé um representante do
germef no aberto U. Sejd € 0o e (X,0) o germe de um conjunto. Dizemos diee anula
sobre(X,0), se(X,0) C V(f).

Definicao 2.1.10.Seja X um germe de um conjunto 8m C". O conjunto
[(X) = {f € Ono: fanula-se sobre X

& um ideal de/y, o € chama-sédeal do germeX.

Seja agora, | um ideal d&,o. Sejafy,...,f, um sistema finito de geradores de | (lembre-
se quedino € Noetheriano). Seja U uma vizinhanca@eal quef; possua um representante
analitico fiemU (@ < j <r). Seja X o subconjunto de U definido pelas edqiescf = --- =
fr = 0. Definimos er&#o, ogerme dos zeros de denotado por {I), como sendo a classe do

conjunto S.

Exemplo 2.1.11.Seja X o germe eid do eixo 3. Ento I(X) & o ideal gerado porg...,71

emﬁmo.
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Exemplo 2.1.12.Se Mé o maximal d&y, o. Entio, V(M) =V(M") (n = 1,2,3,...).

Proposicao 2.1.13.Sejam X e Y germes de conjuntos@enC". Eno:
a)XCY=1(Y)CI(X)
b) I(XUY) = 1(X)NI(Y).
Se |, J 8o ideais dedy o:
olcI=VQ) cV(l);
dyV(I +3)=V)nV(l);
e)V(INJ)=V(-J)=V()uVv(J).

Exemplo 2.1.14.Note que em geral,
[(XNY) # [(X)+1(Y).

Seja X o germe do eixa 2m0 < C?e Y o germe da pabolaz = z% emO € C2. Dessa

forma I(X) = (z), 1(Y) = (zz — 2) e (XNY) = (z,2). No entanto,
ZZ1(X)+I1(Y).

Definicao 2.1.15.Dizemos que um germe de um conjunto X0emC" & umgerme anaitico,
se existe um ideald Oy, tal que X = V(I).
Dizemos que um ideald &y, & umideal anaitico, se existe um germe X de um conjunto

em0e C", tal que | = I(X).

Observag@o 2.1.16.Se XC C" & um conjunto andiico emO, seu germéX,0) & analtico, ja

gue numa vizinhanca d& o conjunto Xé definido por um sistema de firgs anditicas:

Reciprocamente, todo germe attigb &€ o germe de um conjunto aitédo emoO.

Proposi¢go 2.1.17.Seja X um germe de um conjunto @m C" e | C 0o um ideal. Endio:
a) XcV(I(X)) eX=V(I(X)) < X & analitico.
b) I C1(V(l)).
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Demonstrag@o: Ver em [23, p.70].

Observagio 2.1.18.Seja | C 0 o ideal gerado por

Logo, V(I) & o germe dg0} e I(V(l)) & o ideal ded, o gerado por:
2,520

Note que se E analtico, existe um germe de conjunto & C". Pela piopria definig@o de
1 (X), &6bvio que sé € 0,0 ef" € 1(X), enof € I1(X). Portanto, | = I(X) & um ideal radical.

A redprocaé verdadeira e segue do seguinte teorema de Hilbert.

Teorema 2.1.19.(Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja’ |0, o um ideal. Enfio,
V(1) = V1.

Demonstrag@o: Ver [23, p.71] ou [12]. [

Corolario 2.1.20. Seja IC 0y um ideal. Erdio, | € um ideal anatico se, e somente seélum

ideal radical.

Demonstrag@o: Sel é radical, erdo

I = VI = 1(V(]))
e portantd € anaitico. A redproca a foi discutida. [
Corolario 2.1.21. Seja |C 0o um ideal. Erfio, | = [(V(l)) se, e somente seélum ideal

analitico.

Definicao 2.1.22.Seja X um germe de conjunto aftimlo em0 € C". Dizemos que X irre-
dutivelse X=YUZ (Y e Z germes anidiicos) implicar que X=Y ou X= Z. Caso contrio,

X € ditoredutivel.
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Proposicao 2.1.23.Seja X um germe ariico em0 € C". Enao, X € irredufivel se, e somente

se I(X) & um ideal primo.

Demonstrag@o: (<) Suponhamos qu¥ =Y UZ, X £Y, X # Z,Y e Z analticos. En&o, pela
proposi@o, ! (X) # (YY), [(X) #1(Z) e

E engo,l (X) & primo.

(=) Suponhamos que existam idehisl, tais que
1(X) Clinlz, 1(X) Cl1-lz, 1(X) # 11, 1(X) # I2.
SejamY =V(l1), Z=V(l2). Enfo,

X =V(I(X)) DV(l1nly) = V(I3)UV(lp) = YUZ

X =V((X)) CV(l1-12) = V(I1)UV(l2) = YUZ

devido a (2.1.13, e)). AssinX =Y UZ. Veja queX #Y, pois do contario, | (X) = 1(Y) D l.
Comol (X) C I3, segue qué(X) = |1 (contradi@o). Analogament® # Z. Logo, X & redutvel.
|

Coroléario 2.1.24. Seja |C 0o um ideal pbprio. Engio, V(1) & irredutvel se, e somente sé

€ um ideal primo.
Demonstra@o: Segue facilmente do Teorema de zeros de Hilbert. [ |

Teorema 2.1.25.Seja X um germe arisico em0 € C". Enfio, X escreve-se, de maneimica,
a menos da ordem dos como:
X = XqU---UX,

onde cada Xé irredutivel, rho-vazio e XZ Xj para i# j. Chamamos os }Xde componentes

irredutiveisde X.
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Exercicio 2.1.26.Seja X um germe arisico em0 € C2. Se

X = XU---UX

€ uma decomposip de X em fatores irrediveis, endio X NY; = {0} parai# j.

Exemplo 2.1.27.0 germe X en® do conjunto definido enft? pela equa&o z,z = 0 &

redufivel. JA que, X= YUZ, onde Yé o0 germe do eixo,2 Z 0 germe do eixepz

2.2 Feixes

Definicdo 2.2.1.Seja X um espaco togmico. Umpré-feixe.# de aréisem X, consiste de que:
e para todo aberto UC X, temos um anet (U) ;

e para toda inclugo V C U de abertos de X, temos um homomorfismo desgmyy :
FU) — Z(V),

satisfazendo as condies:
1. #(2)=0;
2. puu € a aplicago identidade de# (U) — % (U);
3. se WCV CU sio trés abertos, e@db pyw = pvw o puv-

Se.Z & um pe-feixe emX, nos referimos & (U ), como ase@esdo pé-feixe.# sobre o
abertdJ e algumas vezes usaremos a natd(U, .# ) para denotar o ane¥ (U ). Chamaremos
as aplicagespyy de restricdese algumas vezes escreverenss no lugar depyy (S), para
se F(U).

Definicao 2.2.2.Um pré-feixe.# num espaco topobico X & umfeixe, se satisfaz as seguintes

condiges:

1. Se{Vi} & uma cobertura aberta de um abertoUX e sc .#(U) & um elemento tal que

Siv. = 0 para todo i en€io s= 0;
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2. Se{V;} & uma cobertura aberta de um abertodUX e {s} & uma colego de elementos
s € Z#(V,), tais que, se para cadaj, vale a igualdademmvj =S; \vaj, enfio existe um

Unico elemento s .# (U) tal que 3y = S para cada i (a unicidade vem da condig 1.).

Exemplo 2.2.3.Seja X uma variedade sobre um corpo de base K. Definimos odgixie X,
chamaddeixe das fun@es regulares sobr¥, como segue: Para cada abertoUX, considere

a se@o 0Ox(U), como sendo o anel das fubes regulares de U a valores em K. E para cada
V C U, tomemopyy : Ox(U) — Ox(V), como sendo a aplicap restri@o. E facil verificar

queOyx € um feixe de X.

Definicao 2.2.4.Se.# & um pe-feixe em X e p um ponto de Xdefinimos dalo .7, de.% em
p, como sendo o limite direto dosé&is.# (U) para todos os abertos U contendo gor meio

das restrigesp.

Dessa forma, um elemento d&, & representado pelo pdy,s), ondeU & uma vizinhanca
depeséumelemento dg” (U). Portanto, dois pargd),s) e (V,t), definem o mesmo elemento
de.Z, se, e somente se existe uma vizinhanca abéda p, comW C U NV, tal quesjy = t|w.
Deste modo, podemos falar dos elementos#ie como germes de sées deZ no pontop.
No caso de uma variedadee o seu feixe de furies regulare®x, o talo &x , no pontop, &

exatamente o anel local geemX.

Definicao 2.2.5.Se.# e¥ sao pre-feixes em XUmmorfismo de pe-feixesp : . — & consiste
no homomorfismos de @is¢(U) : .7 (U) — ¢ (U) para cada aberto Utais que para qualquer

inclusio V C U, o diagrama

ZU) Y gu)
lPuv lpﬂv

FN) — 9V)

comuta, ondep e p’ Ao as restrifes de# e 9. Se.Z e ¥ sdo feixes em Xusamos a
mesma defindp para ummorfismo de feixesUmisomorfismg & um morfismo tal que(U) é

um isomorfismo de &is, para cada aberto W= X.

Proposicgao 2.2.6.Sejag : % — ¢4 um morfismo de feixes em um espaco togicb X Entao
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¢ € um isomorfismo se, e somente se, a apficagduzida

¢p: Fp — D
U,s) — (U, pU)(s)

tamiem for um isomorfismo.
Observa@o 2.2.7.Isto nem sempre \alido para morfismos de prfeixes.

Definicao 2.2.8.Seja f: X — Y uma aplicaéo contnua entre espacos togmicos. Para qual-

quer feixe# em X definimos deixe de imagem diretd..# emY por
(£.7)(V) = F(f1(V))

para qualquer aberto \C Y.

2.3 Esquemas afins e arlatios

Sabemos que dado um ameltemos o espaco topagdico Speé. Agora definiremos @s-
pectro de A. Antes, definiremos o feixe de @is & em Speé. Para um abertty C Sped,
definimos&’(U) como o conjunto de furidgss: U — U,y Ay tal ques(p) € Ay, para cada,
e tal ques é localmente o quociente de elementosAdésto €, para cadgp € U, existem uma

vizinhanca/ C U dep, e elementos, f € A, tais que, para cadpe V, temosf Z ges(q) =a/f

emAyg.
Definicao 2.3.1.0 espectrale A,é o par(Sped, 0),

Definicao 2.3.2.0 espaco aneladé um par(X, Ox), consistindo do espaco tofggjico X e do
feixe de aBis Ox em X Ummorfismo de espacos aneladfs, k) em(Y, &), & o par(f, ),
de uma aplicago contnua f: X — Y e uma aplicago fi . &y — f,0x de feixes de a#is em
Y. O espaco anelad@X, 0x) & umespaco anelado localmentse para cada ponto g X, o
talo Ox p € um anel local. Unmorfismo de espacos anelados localmeriéeum morfismo de
espacos aneladdd, ff) tais que, para cada ponto @ X, a aplicago induzida (ver [13, p.72])

de areis locais f, : Oy t(p) — Ox.p € um homomorfismo local de@is locais. Um mosfismo de
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espacos anelados localmerielito umisomorfismg quando fé um homeomorfismo é & um
isomorfismo de feixes.

Agora podemos definir esquemas.

Definicao 2.3.3.Umesquema afiné um espaco anelad, &x ) isomorfo (como espaco anelado
localmente) ao spectrum de algum anel. Bsguema um espaco anelado localmeri¥ O ),

no qual, todo ponto tem uma vizinhanca U, tal que o espaco dgpm U, juntamente com o
feixe restrito(Ox )y, € um esquema afim. Umorfismo de esquemasum morfismo de espagos

anelados localmente.
Notagao 2.3.4.Frequentemente, o esquel Ox) & denotado apenas por X.

Dados morfismo$ : X —Y eg:Y’' —Y, definimos o esquema produto<y Y’, como sendo
0 conjunto
XxyY' ={(x,w) e XxY": f(x)=g(w)}.

Definicao 2.3.5.Um morfismo f X — Y de esquemasproprio, seé separado, de tipo finito
e universalmente fechado. Esikimo, & um morfismo fechado, tal que, para todo morfismo

Y’ — Y, o morfismo induzido Xy Y’ — Y’ seja uma aplica@o fechada.
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Capitulo

3

Explosoes sobre Ideais

No captulo 5, estamos sempre em contato com o conceito de “explodir conjuntos”. A
definicdo dos fimeros de Segre encontra-se em termos da eélde conjuntos ariéicos.
E necesario enfo, ter conhecimento de algumas propriedades dessas @glodma delas,
seld muito utilizada: o fato que ao explodir um conjunto & sobre um ideal, sua dimeits

permaneceér a mesma. Para leituras complementares, recomendamos [13], [8] e [25].

3.1 Explosao sobre um ponto

A idéia de “explodir"C" em um ponta, & deixarC" inalterado, exceto no ponfm o qualé
substitddo pelo conjunto de todas as retas passand@poema dpia deP"~1. Primeiramente
adotemos, atrés de uma mudanca de coordenadas, mseja a origem. Agora, sefa o
conjunto dos pare&, /), ondex € C" e/ € P"! & a reta passando pela origem contexddu
seja,

B={(x,0) eC"xP"1:xe} cC"xP" 1

Definicdo 3.1.1.Definimos aexplosio de C" em p, como sendo a projg natural de B sobre

o fator afim:
b4

B = C"

(X,0) — X

Observago 3.1.2.E importante verificar que a explés B— C", possui as propriedades de-
sejadas. Note que a fibra desobre um ponto x queii seja a origemé apenas o pont(x, /),

onde/ €& alnica reta passando por x e a origem. No entanto, a fibra sobre a orig&guma
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copia deP"1, a saber{(p,P"1)} c C" x P"-1, ja que a origem, encontra-se sobre todas as

retas passando por p.

Definicdo 3.1.3.Seja XC C" um conjunto anatico e p um ponto de X. éxplosiode X em p,

é o fecho da imagem inversa
7 (X~ {p})

em B. Denotamos a explxsde X em p, poBlpX.

Observago 3.1.4.E facil mostrar queBl pC" Z, C" & um isomorfismo, quando nos restringimos

aBl,C"\ 77 1(p), e que a restrigo dexr a BlpX \ 7~ 1(p) & um isomorfismo sobre Xp.

Figura 3.1: Explo8es

3.2 Explosao sobre um ideal

Definicao 3.2.1.Sejam f{, ..., f; fungdes enmvx o de um conjunto anético X, e | o ideal gerado
por eles. Suponhamos que | seja um idedlgpio ndo-nulo dedy o. A explosiode Xao longo

do ideall, & o grafico B, da aplicago
x L prl
X = f(x):=[fi(x) ... fr(X)]

junto com a projego natural BC X x P'~1 — X. Denotamos a explés de X, ao longo de I,
por Bl X.
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A projecdo
BLX — X,
X f(x) = x

define um isomorfismo entre os conjuntos
B X~z 1Y) = X\Y,

ondeY €& um conjunto fechado e, definido pelos zeros dé, ..., f, e a imagem inversa
n—1(Y), o divisor excepcionalda explo&o BfX. De fato, o isomorfismo inverso pode ser

definido como
X\Y — BIXCXxP1

X = (xf(x)
ao qual, est bem definido enX \\ Y, pelo fato das furfgesf, ..., f, ndo se anularem simultane-

amente sobrX \. Y. Como consecgncia, X e Bl X possuem a mesma dimé&us

Observago 3.2.2.Note que a defindp (3.2.1),6 uma generalizap de (3.1.1) e (3.1.3).

Exemplo 3.2.3.Explodiremos o cone ? +y? — z°) C C3 sobre a origem (ou, ao longo, do
ideal maximal definido pela origem). Intuitivamente, essa efpl@eria um cilindro. Agora,

de forma exptita, tomemos a aplica&p exploo

B={(x,0) e C3xP?:xel} — C8,

(X, £) — X
Como o espago projetivB? = CZU C3 UC? pode ser coberto por abertos afins, obtemos

BC C3xP?x (C3x CE)U(C3x CHU(C3x CZ) — C3

E dessa forma, podemos encontrar facilmente a intése@ imagem inversa do cone, com
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cada aberto afim da cobertura d& x P2. Por exemplo,

Vo= m VR -2)N(C3xCP)
{((Xay,Z),(X:y: Z)) :X2_|_y2 _ 22}
{(X7y727U7V) s X= UZYZVLU2+V2 = 1} C (CS.

I

Agora, projetanddC® sobre o espac@?3, com coordenadas z, u e v, 0 conjunto imagem
{(Z,U,V) : U2—|—V2 = 1}7

& uma variedade isomorfa a V. Istaum cilindro entC2 (ver (3.2)). Temos explodido @rice
de um cone V&2 +y? — %) ¢ C3, produzindo uma variedade 8 C3 x P?, a qual coném um
aberto denso, isomorfo a um cilindro. Sobre estas identifieagca imagem inversa do ponto

(0,0,0) € V(x> +y?—2%) C C3, & o drculo {z= 0, u?+v? = 1} sobre o cilindro.

Figura 3.2: Explo&o do cone
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Capitulo

4

Ciclos e Classe de Chern de um Fibrado em

Retas

Objetivando o bom entendimento dabgimo captulo, relembramos algumas rimes ele-
mentares da Teoria de Inter&e¢ Se a Geometria Addprica baseia-se no estudo de um sistema
de equa@es polinomiais, a Teoria da Inter&ecse encarrega daimero de solu@es desse sis-
tema. Vemos neste caplo por exemplo, outra demonstéa;do Teorema de &out [29], o
gual afirma que duas curvas planas projetivas (de granssem componentes em comum, se
intersectam enrmnpontos (contados com multiplicidade). No @tafo 5, em (5.3.1), expressa-
se 0s Aimeros Segre, comaimeros de inters@p. Da a imporfincia dos elementos da teoria

de intersego. Sugerimos como refamcias fsicas [29] e [9].

4.1 Ciclos de Esquemas

Definicao 4.1.1.Seja X um esquema. O grupo dos ciclos de dideiks ou k-ciclos em X& o
grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades (irrégeis e fechadas) de diméisk de X.
Denotado por @X. Ou seja, um k-ciclo  C¢X & escrito unicamente como uma comb#ac¢
linear, a coeficientes inteiros=z S\, ny [V| (soma formal), onde V percorre a coseg de to-
das as subvariedades de X com din&nk e iy = 0, exceto para um émero finito de V'’s.

Generalizamos esse conceito, para o obter o grupo dos ciclos de X:

C.X :=PCiX,
k
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onde ke {0,1,....,dimX}
Definicao 4.1.2.Definimos csuporte de um cicla € C¢X, por
lz|= J V.
nv#0

Exemplo 4.1.3. 1. Se Xé uma variedade de dimémsn, temos quefX =Z X.

2. Note que se X for a reta afifat, sobre o corpo K, as subvariedades def ss pontos &
K, que correspondem a ideais maximais da foritna a) C K[t|]. Dessa forma, obtemos
que GA? & naturalmente isomorfo a[{* /K* (K* = grupo multiplicativg. Com efeito,
dado fe K[t]*, polindbmio da forma f= apill .- ps, onde [y € nbnico irredutvel e ac K*,
fazemos corresponder o cicfp;i;Z(p;), onde Zp;) = zeros do polidmio p. E facil

verificar que o ficleo desse homomorfisrad<*.

Definicdo 4.1.4.SejaV uma variedade e WV uma subvariedade. Definimosel local de

V, ao longo dewnv
Owy = {(f,U): UcC VabertaUnNW=#0, feOU)}/~,
onde
(f,U)~(f,U) &

existe ZC X abertqg com ZCc UNU' tal que f; = f"z.

Definicao 4.1.5.Seja X=X, U...U Xy a decompos#@o de X em componentes irretudis (re-

duzidas) do esquema X. Definimos o ciclo fundamental de X, como sendo:
(X] =5 miX],

onde m= {(0x x) (comprimento do anel local de,Xao longo de X.
Observago 4.1.6.Lembre quey, x € Artiniano. Enéio, m >0, m € Z.

Exemplo 4.1.7. 1. Sejam E G curvas planas projetivas, sem componentes em comum. Seja

Z=F(G. Para cada ponto P em Z, o anel loaa} p tem comprimento finito, denotado
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por i(P,F NG) (chamadadindice de interseip de F,G em P). Temos @&at que {(P.F N
G) =dimgdzp . O teorema de Bémt, que iremos demonstrar mais adiante, utilizando
os conceitos de ciclos, afirma qfe i(P,F NG) = d°F - d°G, onde @F = grau da curva

F.

2. Seja t uma constante g @ subesquema dé*, definido pelo idealil= (x,y) N(zw) +
(x—z—t,y—w). Note queilé a interseéo do plano x=z+t, y=w com a uriio de mais
dois planos passando pela origem. Ou séfa, = (0,0,—t,0) + (t,0,0,0), parat#0e
[Zo] = 3(0,0,0,0).

Definicao 4.1.8.SejaV uma variedade ex K(V) uma fun@o racional réo-nula. Definimos a

ordem der, ao longo de uma variedade WV de codimer#&o 1, como sendo:
ordw (r) := ordy (r) := £(Gwy /(@) — {(Gwy / (b)), (4.1)

onde r=a/b, com ab € Gyy.
A boa defini@o deord%, se deve ao sequinte:

Lema 4.1.9. Seja A um anel de dimeds de Krull 1. Para cada & € A nao-divisores de zero,

temos que:
((A/(ab)) = ((A/(a)) +L(A/ (D).

Demonstra@o: Basta considerar a seguinte seqcia exata natural:

A/(b) = (a)/(ab) — A/(ab) — A/(a)

Pelo fato de dinfiyy = dimV —dimW = 1 (ver [13, p.22]), obtemos
ordw(rirz) = ordw(rq) +ordw(rz) , ri,r2 € K(V). 4.2)

Definicao 4.1.10.0 ciclo associad@ funcao racionalr € K(V) & definido por

[r]:==[rlw:= %ord\N(r)W € Caimv-1V,
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onde W percorre a colé&p das subvariedades de codim&od de V.

Observago 4.1.11.E importante verificar que otgl(r) é igual a zero, exceto para untimero
finito de W’s: Seja UC V aberto afim, com & a/b, a b regulares em U. Segue idajue o
conjunto{W :WNU # 0 e ordy(r) # 0}C {W :WNU & componente do esquema de zeros de
a-b}. Como o limero de componentédinito, e V admite uma cobertura afim finita, conoios

que[r] est bem definido.

Definicao 4.1.12.Seja X um esquema. O grupo dos k-ciclos racionalmente equivalentes a zero,
€ o subgrupo X de GX, gerado pelos ciclos associados a fiieg racionais de subvariedades

de X, com dimeg® k+ 1. Assim, podemos definir

AX =EPAX =EPCX/RX =C.X/RX,

chamadayrupo de Chow deX.
Dois ciclos o ditosracionalmente equivalentesquando representam a mesma classe,
modulo R.X.

Definicao 4.1.13.Seja f: V — W um morfismo dominante de variedades (irréekis). Dessa
forma, o homomorfismo induzidd fK(W) — K(V) & injetivo (ver [24, p.38]), e assim, defini-

mos o grau de f como o inteiro

0 , se dimW < dimV
K(V):KW)] ,se dimW =dimV

d°f =

Se dimv =dimW, K(V) e K(W) sdo exten8es finitamente geradas, com o mesmo grau de
transcendncia sobre o corpo de base, e portad®d, € finito.

Seja erdo,p: X — Y um morfismo poprio de esquemas. Em particular\sé uma subvar-
iedade (fechada) d¢, enio p(V) é fechada ery.

Definicao 4.1.14.Seja VC X uma subvariedade (fechada, irredwgl) e f:V — p(V) o in-
duzido por p. Definimos /| := d°f - [p(V)] em CY. Por linearidade, estendemos ao homo-

morfismamagem diretap, : C.X — C.Y.

Observag@o 4.1.15.p, (CcX) C CY, VK.
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Definicao 4.1.16.Dizemos que um esquema&¢tompleto sobre um corp&, se o morfismo

estrutural sobreSpe¢K), for proprio.

Exemplo 4.1.17.Se Y= Spe¢K) (K corpo), enfio C.Y = CpY = Z. Se Xé um esquema com-
pleto sobre K; para cada ponto (fechado) Q em X, tem@f®) = [K(Q) : K(p(Q))] = [K(Q) :
K]. Pela observago passada, segue que(BxX) = 0, para k> 0.

Teorema 4.1.18.Seja p: X — Y um morfismo f@prio. En&o, o homomorfismo imagem direta

p: :C.X — C.Y,étal que p(R.X) CR.Y.

Definicao 4.1.19.Seja p: X — Y um morfismo f@prio. O homomorfismo imagem direta, induz

um homomorfismo de grupos quocientes, denotado pelo mésinols p : A X — A.Y.
Observag@o 4.1.20.0 tltimo homomorfismotsest bem definido devido ao teorema anterior.

Definicao 4.1.21.Seja Y= Spe¢K); identificamos AY = Z. Neste caso, o homomorfismo
P« : AX — Z, &€ taml&ém denotado poyy ou [. Explicitamente, para cada ciclo z em>»

temos
[z:=p.@) =y mIK(R) K]

ondey m[R] & a componente homégea de dime@® zero em z, isté, os pontos;Rfechados)
de X (ver exemplo (4.1.17)). O inteifa & chamado grau do cicloz. Em outras palavras, o

grau de um cicle soma das multiplicidades das componentes de déwemga.

Observa@o 4.1.22.Segue da observag (4.1.15), que se:pX — Y & um morfismo de esquemas

o= o
X Y

proprios sobre K, efdo

para cada z= A.X.

Proposi¢do 4.1.23.(Teorema de Buzout para Curvas projetivas) Sejam G curvas planas

projetivas, sem componentes em comum, com graus m e n respectivameitg. Ent

Zi(F’,FmG):dOF-dOG.
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Demonstrag@o: SejaL uma forma linear queao divideG. Podemos reduzir o teorema ao caso

em queG é irredutvel. Tomemos = F /L™ € K(G). Pelo o fato de termds] = 0 emA.G,
/ 1] =0. 4.3)
G

Agora, calculemos explicitamente o cidid = SSord(r)P, tomando uma forma linea

nao-nula enP, e escrevendo= (F/H™)/(L/H)™. Por aditividade, obtemos

ordS(r) = ordS(F/H™) —m-ordS(L/H).

Além disso,
ordS(F/H™) = ((Ogp/F)—L(Ocp/H™)
— (PFNG)—i(PFENHM
= I(PRFNG).
Assim,
O:/(S[r]:Z(i(RFmG)—mi(P,LﬂG)). (4.4)

Utilizando o mesmo argumento, segue que

Zi(P,LﬂG):nZi(P,LﬂLZ):n, (4.5)

onden = d°G eL, & uma forma linear prima com L. Substituindo (4.5) em (4.4), segamaila

desejada. [

4.2 Imagem Inversa

Dado um morfismd : X — Y de esquemas, existe um homomorfismo indu@id6— C, X,

chamado imagem inversa.

Definicdo 4.2.1.Seja VC Y uma subvariedade. Definimoslo imagem dev por f, pela
formula
f*V = £*([V]) == [f 1(V)] e C.X.
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Por linearidade, estendemos ao homomorfismagem inversa

f*:C.Y — C.X.

Exemplo 4.2.2.Sejam X e Y variedades sobre um corpo algebricamente fechadajiomde-=

n. Assim, XY &€ uma variedade. Tomemos a pr@e@: X x Y — Y. Para cada subvariedade
VY, pV=XxV.SercK(Y)* e p'rdenota a suaimagem em K xY), & facil verificar que
o ciclos pr] e [p*r] sdo iguais. Segue d@ue p induz um homomorfismgMA — Ay n(X X
Y).

4.3 Divisor de Cartier e seu ciclo associado de Weil

Definicao 4.3.1.Seja X um esquema. Udivisor de CartierD em X& uma cobertura aberta

afim{U;} de X, junto com furiies racionais correspondenté§ }, tais que:
1. fi£0,Vi;
2. fj éinverivel em KU;];
3. fi/f;j e fj/fi so ambas regulares sobrg QU;.

Denota-se um divisor de Cartier por B (U;, f;j). Cada f, & dito umaequago local de
D emU. Seja D= (V;, fj) outro divisor de Cartier de X. D e 'Ddefinem o mesmo divisor,
se f/gj e gj/fi sdo regulares sobre {y = Ui NV;. Definimos tamém, o divisor de Cartier

—D = (U;, 1/fi).
Defini¢éo 4.3.2.Um divisor de Cartier D= (U;, fj), & dito principal, se if = fj em U;, Vi, j.

Definicao 4.3.3.Se D= (U;, fi) e D' = (V;, g;) sdo dois divisores de Cartier sobre X divisor
somaD + D', & o definido pelo sistema de fid®s{ fig; }, com respeita@ cobertura X= J(U; N
Vj).

Defini¢ao 4.3.4.0 suporte| D | de D, & definido pelo subconjunto

|D|={xe X: sexecUe fi=aj/bj com a,b; € K[Ui], enio a(x) = 0 ou h(x) = O}

de X.
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Definicao 4.3.5.Seja D um divisor de Cartier em X. Dado um morfismo dominant¢’ f- X,
de variedades X e ’Xdefinimos um divisor de Cartier em’,Xxchamadoimagem inversade
D, e denotado por D ou D. Sua cobertura por aberto® dada pelas imagens inversas dos
abertos da cobertura de X. Suas eqdesg locais, &o obtidas aplicando f: K(X) — K(X') as

equa@es locais de D.

Exemplo 4.3.6. 1. Obteremos um divisor de Cartier palPd: Seja F(Xp, ..., Xn) um polirbmio
homogneo de grau m, e aberto cadnico definido pelo complementar do hiperplano
Xj = 0. Tomemosif= xi‘mF(xo, ..y%n). ComoP" = | JjU;, obtemos o divisor de Cartier

(Ui, fi) paraP".

2. Sejam X uma curva e P.., P, pontos &o-singulares de X. Sejauniformizante local
em P, e U aberto em X, onde € regular, anula-se apenas em @tal que P < U, para

i # . Entao, (Ui,t{“) define um divisor de Cartier em X, associado ao cicloR.

Defini¢ao 4.3.7.Seja D= ( f;,U;) um divisor de Cartier em X. @iclo (de Weil) associado B,
é definido por

[D] := % ordy(D)V,

onde a soma percorre todas as subvariedades de codaudne
ordy (D) := ordy(fi),

comV:=UiNV.

Observago 4.3.8.E importante lembrar que o segundo membroldiéma equado, © foi
definido, quando X (e portanto cada)lé uma variedade, embora arfula (4.1) tambm se

aplique a esse caso (verifique).

Exercicio 4.3.9.Verifique que org(D) est bem definidaé aditiva, e que org(D) # 0, somente

para um rumero finito de V.

4.4 Fibrados

Intuitivamente, um fibrado vetorial sob¥ & um morfismo de esquemas— X, ondelL

é localmente um produto d¢ comC", e a aplicagoL — X, & localmente a proj@&p natural
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X x C"— X. Quandon = 1, L &€ chamado de fibrado em reta.

~ e k

Figura 4.1: Fibrado Vetorial de posto 1

Definicdo 4.4.1.Um fibrado vetorial L de posto r sobre um esquema & um esquema L,
equipado com um morfismo: L — X, satisfazendo as seguintes coidaig: Existem uma cober-
tura aberta{U;} de X e isomorfismog dex~1(U;) sobre U x A" (com respeito a |}, tais que

com respeito a |y, as composiges

(pio(pj’l: Uj;xC" — Ujj x C"
(X,V) = (X (gio (Pj_l) V),

sejam lineares, ou seja, dadas por um morfisma gi; — GL(r,K), chamado de furdp de
transicdo. Estas fun@es de transigo satisfazem:ig = gjjgj«, gfjl = gji e gi = 1. Recipro-
camente, quaisquer fues de transigo g;j, determinam um fibrado vetorial. Se&vX & uma

subvariedade; denotamos pofl.o fibrado vetorial induzida—1(V).

SejaL = X um fibrado vetorial sobr¥, de posta ex € X. A fibra dex sobrex, & denotada
por L. Fixando alguni; contendak, o isomorfismogp; induz um isomorfismo de esquemas de
Ly comC". Através desse isomorfismo, podemos transferir a estrutura de espaco vet@fial de
para o espaco vetoridk. Usando a defingo de fibrado vetoriak facil verificar que o espaco
vetorialLy independe da escolha do abddice do isomorfismap;. Assim, podemos pensar no
fibrado vetorialL = X, como uma faria de espacos vetorials,, parametrizada pelos pontos

deX.
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Definicao 4.4.2.Umfibrado em retasé um fibrado vetorial L de posth

Definicao 4.4.3.Seja D= (f;,U;) um divisor de Cartier em X. @brado em retas associado a
D, denotado por [D), & o fibrado definido pelas futigs de transigo f; := fi fj‘1 em yj. Ou
seja, L(D) & o esquema sobre X, obtido por colagem, a partir daardisjuntal J(U; x A%),
modulo a relago de equivancia: (x,v) € Ui x Al e (y,w) € Uj x Al, o equivalentes, se
x=y €Uj e v= fij(x)w, ondex : (J(U; x Al))/ ~— X & a proje@o sobre a segunda

coordenadak claro que esta proje&p es& bem definida.

Definicdo 4.4.4.0 fibrado em retas tautdgico sobre uma variedade projetivd C P", &

definido como sendo o conjunto
L={({,x):{eXexel}CXxAML

junto com a projeg&o natural sobre o primeiro fator.
Exercicio 4.4.5. Verifique que a projeip L — X, satisfaz a defingp de um fibrado em retas.

Exemplo 4.4.6. 1. O fibrado tautobgico sobreP", & o subconjunto
L={(x,v) e P"x A™:vex}

deP" x A" junto com a aplica&o proje@io sobre o fator projetivo.

Seja U o aberto cadnico deP" e considere as fulgs locais

¢ Ly — Ui x Al
X,Vv) — (X)),

onde(x,v) = ((Xo:...:1:... 1 %n), (XoVi, ..., XnVi)) € V=V; (X0, -.-, 1, ..., Xn). Além disso,

ot UxAl — Ly,

(x,€) s (x2C .. X0

E facil verificar que
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GDiO<PJ-_12 Ujx Al —  UjxAl
(xc) = (x(%/Xj)c).

Assim, as furiges de transigo do fibrado L &o % /xj em U;.

2. Aspoténcias tensoriaid“™ (m € Z), sdo dadas por(U;, (xi/x;)™). Note que, por com-
parativa ao exemplo (4.4.6), seéFuma hipersupeidie de grau m, o fibrado em retas as-
sociado I(F), tem funges de transigo (x "F)/(x; "F) = (xi/xj)~™. Denotamos E~™,
por &(m) (me Z). E a poéncia L1, por L~. Sabemos que todo fibrado em retas sobre
P, &€ isomorfo a/(m), para algum m. O &lculo em (1), mostra que(E) = ¢(m), onde

F denota uma hipersupécie de grau m er?". Verifique que L! & o dual de L.
Notacdo 4.4.7.Dado um fibrado em retas L, denotamos potlou L, o seu dual.

. f , , .
SejaX — Y um morfismo de esquemad.e® Y um fibrado vetorial sobr¥, de poston.
Existe um caminho natural, para construir um fibrado vetorial s§bneduzido porz.

Primeiramente, definimosfirado produto X xy L, por
XxyL={(xv): f(x)=m(v)} C XxL,

junto com as projdies naturais. O fibrado produto, possui a estrutura de um esquema.

Definicao 4.4.8.Seja X—f> Y um morfismo de esquemas-&LY um fibrado vetorial sobre Y, de
posto n. Definimos @ibrado induzido sobreX, denotado por fL, como sendo Xy L , junto

com a aplicaéo natural sobre X. Verifique que o fibrado induzido, témipossui posto n.

Proposicao 4.4.9.Seja L— X um fibrado em retas sobre a variedade X. Existe um divisor de
Cartier D em X, tal que [D) = L (ver [29, p.46]).

Proposicdo 4.4.10.Sejam O, D, divisores de Cartier. Se(D1) e L(D;) sdo isomorfos, eidio

os ciclos associadd®;] e [D»], s4o racionalmente equivalentes (ver [29, p.49]).

Observa@o 4.4.11.Dizemos que dois divisores de Carti@odinearmente equivalentese sua
diferencaé um divisor de Cartier principal. De acordo com a prop@s@cima, equiva@ncia
linear de divisores, implica equivaahcia racional dos ciclos associados. Mas aipgoca réo

ocorre.
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Exemplo 4.4.12.Seja X a curva plana projetiva definida porzy x3. Para todo ponto R X,
existe re K(X), tal que[r] = P—0, com0 := (0:0:1). Seja D um divisor de Cartier, com
equag@o local § = x/(x—y)emU = X — {O0}e f, = lemy = X — {(1:1:1), (O:
1:0)}. Note que D &o & principal, no entantoD] = (0:1:0) — (1:1:1) € RoX (ver [13,
p.142)).

4.5 Operador Classe de Chern de um Fibrado em Retas

Como refeéncia para esta s&g, citamos [9] e [29].

Definicdo 4.5.1.Seja L— X um fibrado em retas e V uma subvariedade de X. Pela pragpmsic
(4.4.9), existe um divisor de Cartier C de V, tal quU€).= L. Definimos

ci(L)nV = [C] em AV.

Isto es& bem definido, devidé proposi@o (4.4.10).

Definicao 4.5.2.Definimos coperador F classe de Cherm; (L), a partir da composigo com

o0 homomorfismo natural.A; — A, X:
ci(lL): CX —AX

zZ= Zm\/i —c(L)ynz:= ZmCl(L) NVi.

Observago 4.5.3.Segue da proposip (4.4.10), que se L € k3o fibrados em retas isomorfos,
enBio (L) = cy(L).

Definicao 4.5.4.Seja D um divisor de Cartier em X e V uma subvariedade de diweks

Definimos eclasse de intersé&p deV com D, peladrmula
D-V=c(L(D))NnV emA_1(VN|D|).
Por linearidade, estendemos essa deéiniga um k-ciclo z=  n)V; :

D-z=%n (D-Vi)emAca(|z|N[DJ).
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Sejam D e Ddivisores de Cartier sobre uma variedade X, com divisores assocj@jas

[D']. Definimos aclasse intersefo de divisores de Cartiecomo sendo
D-D':=D-[D']=[D]-D

em A_2(|D|N|D’|). A segunda igualdad& demonstrada em [9, p.35].

Observag@o 4.5.5.Se V¢Z| D |, as equages locais de D, restringem-ss equades locais do
divisor de Cartier iD, onde i: V — X. Segue da que a classe DV, & representada por um

ciclo bem definido, com suporte contido em VD |.

Exemplo 4.5.6.Seja HC P" um hiperplano e &« P" uma subvariedade de dimémsk. Dessa
forma,

H-V = [H'nV]emA_1(VNH),
onde H denota um hiperplano queino coném V .E claro quelH |=H.

Proposicgdo 4.5.7.(a) (Comutatividade) Se L € kao fibrados em retas sobre X, z um k-ciclo
sobre X, eréio
ci(L)N(ci(l)Nz) =ci(L )N (ca(L) N2).

(b) (Férmula de Projego) Se f: X — Y & um morfismo f@prio, L um fibrado em retas sobre

Y, e zum k-ciclo sobre X, &t
f.(ce(f*L)Nz) =ci(L) N f.(2)

em A_1Y.

Demonstrag@o: Ver [9, Prop. 2.5, p.41].
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Capitulo

5

Numeros de Segre

Neste cafiulo esh fundamentado um dos principais objetivos de nosso trabalho. Aqui,

estudamos variedades polares, ciclos de Segre @merns de Segre, e vemos a caracteéieac
destediltimos, como @ameros de inters@p; o que mostra a utilizag da teoria de intersag

como uma ferramentatil no calculo dessesimimeros. A principal refénciaé o trabalho de

Gaffney [10]. E importante citar os trabalhos pioneiros de Teissier [27] e Massey [19]. Neste

altimo, s4o definidos pela primeira vez, os conceitos de variedade polamerns de Segre,

mas para o caso em qué o ideal Jacobiano de uma hipersujuet

5.1 Variedades Polares, Ciclos Segre@nieros de Segre

Sejam(X,0) C (CN,0) um espago aniico fechado e reduzido de dimé&mspuranel C Ox o
um ideal, que define um subespaco nunca-dengXd®). Considere a expl@ B de X, ao
longo del:

B=BIX2X,

ondeD = b~1(V(l)) & o seu divisor excepcional. Conagy o & Noetheriano| & finitamente
gerado, por digamody, ..., fu. Entio a explo&o B & igual ao fecho enX x PM~1, do g#éfico
da aplica&o

X—-V(l)—PM-1
X— (fo(x) ...t fm(X)).

Tomando a restrio aB da proje@o sobre o segundo fator do prodite PM—1, induzimos

uma aplicagop: B — PM—1,
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Definicio 5.1.1.Se Hc PM~1 & um hiperplano, tal que B X x H, a sua imagem por 'p:

C[PM-1] — C[B], gera um divisor de Cartier sobre B, que chamarhiggrplano sobreB.

Definicdo 5.1.2.Seja V um subespaco reduzido de B, de didempsira k, tal que, nenhum de
seus componentes esteja contido em D. Um hiperplano H ég8al com respeito &, se

H NV é reduzido de dimeés k— 1 e nenhum de seus componente& esntido em D.

Observag@o 5.1.3.Note que a intersé&p HNV acimaé igual a transformago estrita por b, de
suaimagem b(khV) em X. De fato, no complementar de D, a apl@abé um isomorfismo, ou
seja, HN(V —D) = (HNV)—-D=b 1 (b(HNV)—V(I)), e por higbtese, o fecho de H(V — D)
éHNV.

Usando o lema de transversalidade de Kleiman (ver [17]), podemos mostrar que existe um
subconjunto aberto de Zariski, do conjunto de todos os hiperplanBs gige §0 gerais com

respeito &/.

Observago 5.1.4.Considere um hiperplano H sobre B, induzido por um hiperplaheM (F)

de PM-1. O polindmio F que define Hfaz corresponder, por meio de comp@siccom p,
uma combinago linearg de geradores de I. Suponhamos que H seja geral com respeito a B.
Utilizando o argumento acima, obtemos qyéllm (B—D)) =b(HNB) -V (1) =V(g) —V(I);

e isso mostra que o fecho topgico de \(g) —V(I) em X,& igual a imagem {H NB). Esta
observa@o ira permitir uma nova constré@p de variedades polares e dos ciclos de Segre, no

lema (5.1.12).

Definicao 5.1.5.Seja’Y um subespaco reduzido de X, de didepsira m (todas as suas com-
ponentes dime@® m), no qual nenhuma das componente& esttida em \{I). Considere
uma m-uplag = (91, ...,0m) de combinages lineares de geradores de |. Uma tal m-upldita
gererica quando todos os coeficientes nas combiesdineares edb fora de algum conjunto
algébrico fechado pprio, do conjunto dos coeficientes da m-upla. Suponhamog ega
geral com respeito &, ou seja, cada hiperplanoje B, correspondente g,¢¢ geral com
respeito a HN---NH;_1NBl}Y. Definimos avariedades polares osciclos de Segrele |

sobre Y, com respeito@ como segue:

PI(1,Y) :=Y, PJ(1,Y) :=b(H1N---NHNBIY),
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NJ(1,Y) :==b.(Hi---Hx_1-D-BLY),
onde h : C,.B— C,X & aimagem direta de b.

As variedades polaref@g reduzidas,g que a aplicaéo b & piopria, e por suposap, Hy &
geral com respeito Hy N---NHc_1 MBI Y. Veja que a codime@® dePY(1,Y) e AY(1,Y) emY
ek, se eles&o rio-vazios. De fato, dim BY = me dim(HyN---NHgNBIlY) = m—k; donde
segue o resultado para variedades polares. Para os ciclos de Segre, notemos quéa donens
cicloH;---Hy-D-BlY @m—k. Utilizando o fato dep. (CB) C CyY, segue o resultado.

Sejal’ o ideal induzido pot em &y o ed’ 0 seu conjunto de geradores obtidos pela resiric
dos elementos dgaY. Enio a explodo deY ao longo dd’ & isomorfaa transforma&o estrita
deY por b, e o divisor excepcional de M & a intersego da explodo deY, com o divisor

excepcional de BK. Dessa forma, as seguintes igualdadesabtidas, park=1,...,m—1.
RA(LY) =R (1Y), (5.1)

A(LY) = AL(1)Y), (5.2)

Seg é formado por combin@gs lineares gdmicas de geradores de e omitimosg na
notag@o para variedades polares e ciclos de Segre, esta@ndtaga-se imprecisa, na medida em
gueé possvel encontrar diferentas-uplas gegricas que gerem diferentes variedades polares e
ciclos de Segre. No entanto, sua multiplicidade eméd, cepende da escolha de comboes;
lineares ge@ricas. Veremos que as variedades polares e os ciclos de SegregegBo dados

pela Hbrmula de interseip, ou seja, independem da escolh@dererica.

Definicdo 5.1.6.Seja X C C" um conjunto anatico. Definimos a multiplicidade de X, no

pontoO0 € X, como sendo

mulip(X) = min i(0;XNL).
L"~" subesp. linear, tal que

{0} = uma compde XNL

Para maiores detalhes, quartdltima defini@o e suas propriedades recomendamos [21,

Captulo 5].
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Exemplo 5.1.7.Seja X =V (x2 +y> —yxz C C3. Para L} =V(x,y),

i(O,V(P+y3—yx2NV(x2) = i(0,V(xY32)

Agora, tomando L=V (y,z), temos

i(0O,V(P+y3—yx2NV(y,2) = i(0,V(x2y,2)

Donde,
multy(X) = 2.

Exemplo 5.1.8.Seja X =V (x2 —y3,2)  C3. Tomemos £=V(y); e enfio

multy(X) = i(0,X*NL?)
= (0, XNV (y))
= 2

Exemplo 5.1.9.Seja X =V (x> —y®) ¢ C3 e tomemos t=V(y,z). Logo,

multp(X) = i(0,X1NLY
= i(0,X1NV(y,2))
= i(0,V(x?))

Definicao 5.1.10.Definimos erio, a multiplicidade polarde (1,Y), parak = 0,...,m—1,
como sendo
mg(1,Y) :== multoF(1,Y),

e parak= 1,....m, osnUmeros de Segrde (I,Y):

ex(1,Y) := multoA(1,Y),
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onde a multiplicidade de um cicloSy &V emO & definida por
multgS = zajmulto\/i.

Observa@o 5.1.11.Pela defini@o de uma m-upla gerad de combinages lineares de ger-
adores de I, Ao necessariamente edagererica. Enfio, pela continuidadex(direita) da multi-

plicidade, temos, parak= 1,....m—1,
m(1,Y) < mulgRJ(1,Y). (5.3)

O seguinte lema daruma constro alternativa para variedades polares e ciclos de Segre.

Lema 5.1.12. Suponhamos qug= (g1, ...,0m) S€ja uma m-upla gé&mica de combinages lin-
eares de geradores de |. Parak1,...,m— 1, a variedade polar k-codimensionq?@,X) del

sobre Yé igual ao fecho de
V(g |Pk971(|7Y)> —V(I)

emY . Aém disso, obtemos as seguintes igualdades para os ciclos de Segre:

AE(I 7Y) = [V(gk |P371(I,Y))] - [PI?(I 7Y)]
AHILY) = M(gmles v

Demonstra@o: A primeira afirma@o segue diretamente da defimicde variedades polares e
da observago (5.1.4).

Para a segunda afirmiag, utilizamos (5.1) e (5.2), para obtermos
N1LY) =NA(1,PY ((1,Y)). (5.4)

Assim, podemos substituX por B._1(1,Y) el, pelo ideal induzido pot, no anel local de
A 1(1,Y) em 0. Dessa forma, podemos supor guel e X =Y. Devido a (5.4)AJ(1,X) =
AJ(1,X), e seV(l) é de codimer@ maior que umP(1,X) = V(g1), e endo AJ(1,X) = 0.
Assim, suponhamos qi&1) possua codime@® um. Logoy (1) =V(g1), pelo fato de ambos

terem a mesma dimeas, eV (1) CV(gi).
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Por defini@o, o ciclo de Segre desobreX, de dimen&o um,é igual ao morfismo imagem
direta, do ciclo associado ao divisor excepcional da egglaeX sobrel. Seu conjunto sub-
jacente g igual ao conjunto formado pelas componentes subjacentes, do conjunto subjacente de
V(l), de codimen&o um. Agora 8 nos resta mostrar que a multiplicidade de uma tal compo-
nenteW, de dimen&o um no cicldV (g;)], & iguala multiplicidade d&V emA; (I, X).

Com efeito, a primeira multiplicidade, por definigo, dada pela multiplicidade do ideal
(01)Ow,x. Por outro lado, a multiplicidad&/ em A1(1,X) & iguala multiplicidade do ideal
| Gw x (ver [9, Exemplo 4.3.4, p.81]). Como os geradore$ sio gerricos, as duas multiplici-
dades em quesb K0 iguais, pelo teorema de Samuel (ver [9, Exemplo 4.3.5(a), p.81)).

|
A seguinte igualdade, segue diretamente da equés:4).

&(l,Y) =eu(l,R-1(1,Y)). (5.5)

Observag@o 5.1.13.0 lema mostra que variedades polares e ciclos de Segreriges rao
sofrem mudanca quando subsiitos | por uma redwip. Por exemplo, o ideal gerado por n
combina@es gegricas de |. A&m disso, o leméa uma ferramenta eficaz nélculo dos ciclos

de Segre eimeros de Segre.

Exemplo 5.1.14.Seja |& um ideal principal d&cn o, gerado por f. Erfio, A1(1,X) = [V(1)],
e o restante dos ciclos de Segéos/azios. Portanto,:€l,X) & igual a multiplicidade de Yf)

emO.

Exemplo 5.1.15.As variedades polares, os ciclos de Segre eloraros de Segreajhaviam
sido definidos para o caso em que=X(C™**,0) e | o ideal Jacobiano (gerado pelas derivadas

parciais) de uma furép analitica

f:(C"10)— (C,0).

_(of It
g= 92 9%

e suponhamos qugseja uma(n+ 1)-upla geral de combindies lineares dos geradores de |I.

Seja
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O k-ésimo ciclo de Segra](1,X) & o (n+1—k)-ésimo ciclo de é/\’f‘zl‘k, com respeit@s
coordenadag = (g, ..., zy) (ver[19]). Sua multiplicidade g1, X), & o rumero de & /I]f‘gl‘k :

k-codimensional de f em 0, com respeitp.a

Exemplo 5.1.16.Seja X= (C3,0) e f: (C3,0) — (C,0), tal que f(t,x,y) = y* — x> —tx?,
onde J ) denota o ideal Jacobian(y, —3x? — 2tx, —x?). Note que (J(f)) =V (—x?, —3x% —
2x,2y) = V(X,y).

As variedades polares de X sobref J, sho

PY(1,X) = V(a1 lpgx) — V(1)
= V(=2y)-V(xy)
= V(y);

Pzg(hx) = V92|P9|x) V()
32— 2txy(y) —V (X Y)

(
(—
= V(X(=3x—2t),y) =V(xy)
(—
(—

I
<

= V(=3x-2y) -V(x,y)
= V(-3—-2y).

Calculemos os ciclos de Segre:

MLX) = V(01 lpgq x)] = [PL(1X)]
= V(@)= V()]
= 0;

/\g“?x) = [V(92|Pglx)]_[P29(l?x)]
= V(=3¢ —2tx,2y)] - [V (=3x—2,y)]
= (VxY)]+[V(=3x=2y)]) - V(-3x—2,y)]
= V(x Y
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AJ(1,X) =

V(93 ’PQ 1,X) )] — [V (—x2, =3x—2t,y)]
= V(A LY)]

= 2V(t,xy)]

= 2[0].

Agora, obtemos osimeros de Segre:

e(l,X) = mulV(xy)

= 1(0V(y,x)NV(t))
= 1;

e3(1,X) = 2

Exemplo 5.1.17.Seja X= C>, fixemos as coordenadés, v,w,x,y) e

| = (2y,—3x% — 2x

E facil verificar que (1) =

PI(I,X) =

(U2 V2 W), —2wxé, —2wxe, —2vx, —2uxC) C s .

V(x,y) edimV(l) = 3. Encontremos as variedades polares:

PY(1.X) = V(01 lpggx) V(1)
= V(2Y|cs) —V(XY)

= V(y);
V(92\P9|x V(1))
V(=3x2 = 2x(U2 + V2 +W2) |y (y)) =V (X,Y))
V(—3x2 — 2x(U2 + V2 +w2)y) =V (X,Y)
V(X,y) UV (=3x—2(u? 4+ V2 +w2),y) —V(X,Y)
V(=3x—2(u2+Vv2+w2),y) —V(X,y)
V(=3x—2(u2 + V2 +w?))y);
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PI(1,X) = V(93\P9|x V(1))
= V(—2wx%, —3x—2(U2 +Vv2+w?),y) =V (X,y)
= V(—x2,y) UV (W, —3x—2(u2+Vv2+w2)y) —V(X,Y)
= V(W —3x—2(12+V2),y) =V (xy) =V (W, —3x—2(l*+V?),y);

PI(LX) = V(o |P39(|,X) V(1))
= V(_ZVX27_3X_2(UZ+V2)a\Nay) _V(Xay)
= V(=3x—2u?v,wy).

Agora, os ciclos de Segre:

NLX) = V(2 es)] = V(Y)]
= 0

AJ(1,X) = V(=32 —2X(U? + V2 +W?),y)] — [V (—3x2 — 2x(U2 + V2 +W?),y)]
= (VY] + V(=3 = 2(1? + V2 +W?),y)]) — [V (=3 — 2x(U? + V2 +W?), y)]
= [V Y

AJ(1,X) = [V(=2wx, —3x—2(U? + V2 +W?),y)] — [V (=3x— 2(U? +V2),y,w)]
= V(X —2(u?+v?+w?),y)]
= 2V(W+V+wW2 X, Y)l;

A%(I 7X) = [V(_ZVX27 —3X— 2(U2 +V2)7\va>] - [V(_BX_ 2U2,V,V\/,y)]
= [V(_2X27 —3X— 2(U2 +V2)7W7 y)] + [V7 —3X— 2(U2 +V2)7W7 y] - [V(_‘?’X_ 2U2,V,V\/,y)]
= 2MV(xW+VvAwy));
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N(1,X) = V(—ux, —3x— 212, v,W,y)]
= [V(—ux, —3x—2u% v,w,y)] + [V (X, —3x — 2u%, v, W, y)]
= V(u,—3x— 202, v, W,y)] + [V (X, —3x— 202, v,w,y)] — [V (X, U2, V, W, y)]
(

= VUX W Y)]+ V(XU v W y)] + [V (X, U2, v, w,y)]
= 5NV (X,u,v,wy)]
= 5[0].

Finalmente, calculemos as multiplicidades polares eloseros de Segre:

m(1,X) = multpV (y)
= 1;

mp(1,X) = multgV(—3x—2(u2 +V2+w?),y)
= i(0,V(=3x—2(L?+ V2 +w?),y) NV (X,u,V))
= i(0,V(—2w?))

me(1,X) = multgV(—3x—2(u?+Vv3),w,y)
= i(0,V(=3x—2(u® +Vv?),w,y) NV (x,u))
= i(O,V(=2v”,w,y)) =i(0,V (V2 W,y))

my(1,X) = multpV(—3x— 2%, v,w,y)
= i(0,V(=3x—2u?,v,w,y) NV (u))
= i(O,V(x,v,wy))

e(l,X) = muloV(xy)
= i(O,V(x,y)NV(u,v,w))
= i(0,0)
= 1
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e3(1,X) = 2mulpV (W2 +V2+w2,x,y)
= IO,V +V2+ W2, x y) NV (u,v))
— 2(0VWxY)
= 4;

es(1,X) = 2mulpV (¥ +v2,w,x,y)
= 2i(0,V(U?+ V2, w,x,y) NV (u))
- 2i(07V(V27W7X3y))

es(1,X) = 5.

5.2 Teoria da intersep

Revisaremos nesta segalgumas defin@es e propriedadesabicas do livro de Fulton [9].
Tamkem utilizamos como fonte, o livro de Israel Vainsencher [29].
SejaX C (CN,0) um germe andico reduzido de dimefd® puran contendo 0] C Ox o um

ideal e mC Ox o o ideal maximal. Sejay(ml,X) um ciclo de Segré&-codimensional de ine

ex(ml, X) sua multiplicidade em 0. A principal ferramenta para estudar estes ciclos deéSegre

0 seguinte diagrama:

DcB=BIyX -2 By=BIX>D,

by | b

D; CB; =BIpX % X

Os divisores excepcionais das exj@lesB; e B, sao, respectivament®; e D,. O divisor
excepcional da explé®b : Bl,, X — X, & denotado pob.
Denotamos a primeira classe de Chern do fibrado em retas@gigmlsobre as exploss
B1, B2 e B por
h1 = ¢1(08, (1)), hp = c1(08,(1)) € h=c1(OB(1)).

Observago 5.2.1.Pelo que & foi visto no cajtulo 3, uma classe de Chern, digamos o operador

hy, aplica uma variedade irredittel V C By C (X x P"), na classe de equiviahcia racional do
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divisor de Cartier, cujo fibrado associad®isomorfo adg, (1). Esse divisor de Cartiee

V NH, onde Hé dito umhiperplano gererico deB;, istoé, H= (X x H') N B3, com H sendo
um hiperplano geérico deP". O fibrado em retas associado ao divisor Bl jsomorfo ao
fibrado em retas tautéhgico sobre B. (A confirmaéo disto, segue do lema de transversalidade
de Kleiman, que implica que H intersecta V transversalmente e a infeysegeduzida de

dimen&odimV — 1.) Por linearidade, estendemos a um ciclo qualquer eBC

Por analogia ao exemplo (4.4.6), o fiborado em retas associ@cabreB;, &€ o dual de
0w (1). Assim, o operadoc,(L(Dj)), & iguala operago —h; (ver [9, prop. 2.5, (e), p.41]).
Entio, operar um ciclo sobreh;, & 0 mesmo que interséeto comD;. Ou seja, s&€é um ciclo
sobreB;, (—hi)(S) = D; - S Dizemos que (o fibrado em retas associado;a o dual defg, (1).
Parai = 1,2, denotaremos pd)i, o0 morfismo induzido pan; emB, eD; o divisor de Cartier
induzido porD; emB. Enfo, as seguintes igualdades de divisores de Ca#eepbtidas (ver
[16, 2.7]):
D=D;+Dy, h=hy+hy. (5.6)

Dado um cicloS sobreB, denotamos poB*~?, o ciclo formado pelas componentes, qée se

encontram na fibra=1(0).
Proposicgao 5.2.2.Se Hé um hiperplano gesrico sobre B,

HNS 0= (HN9* O, (5.7)
onde S um ciclo sobre B.

Demonstragio: Com efeito, supomos qué N SX~0 seja mo-vazio. Pelo lema de transversal-
idade de Kleiman, podemos supor ddentersecta toda componente do ci@5° transver-

salmente. Assim,
dimHNS0=dim S0 — 1> dimS°nb~1(0) > dimHNS*2nb%(0).

A primeira igualdade e a segunda desigualdade, seguem pela transversalida@eederimeira
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desigualdade, diretamente da defitigeS*—C. Pelo fato de
dimHNS 0> dimHNS%Nb~1(0),

podemos concluir que as componentes do ditla S*~° ndo se encontram na fibtar(0);

o que implica (5.7). Segue dgue a equao (5.7)€ valida para hiperplanos gerncos nas

representaies deﬁl eﬁz. [ ]
Denotamos pofs°, a parte deS formada pelos componentes que se encontram na fibra

b=1(0).

Corolario 5.2.3. Seja S um ciclo sobre B. A equéac(5.7),e equivalente a
HNS = (HNY". (5.8)

Usamos a mesma notag de um divisor de Cartidd, para o seu divisor de Weil associ-
ado. Tamem escrevemoB?, para a parte de seu divisor de Weil associado, formado pelas

componentes que encontram-seterh(0). O cicloDX 0, & definido analogamente.

No captulo 4, definimos o grau de um cic® denotado polf S. Ele & a soma das multipli-
cidades das componentes de dingnsula. Para um cicl8 na fibra deB sobre 0, o grau d8
depende somente da classe de eqgéiah racional d8desta fibra. Para ciclos fora desta fibra,

0 grau rdoé invariante da equivahcia racional.

5.3 Formulas de Inters&p

Teorema 5.3.1.(Férmulas de intersép) Podemos expressar a multiplicidade dos ciclos Segre

em 0, como amero de interséies:

a(ml,X) :/ﬁg—k—lh"—lDX—O-f)l, k=1,...n—1, (5.9)

en(ml, X) = / h1p0, (5.10)

a1, X) = /Eg—k—1ﬁ§—16§—° By k=1 ..n—1 (5.11)
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en(l,X) = /hg—log. (5.12)

Demonstra@o: A seguinte érmula,& uma generalizé&p da brmula de multiplicidade polar

de Le e Teissier (ver [28, (5.5.1)]):
me(l,X) = /ﬁg—k—lﬁgﬁl. (5.13)

Eles consideraram o caso especial do ideal Jacobiano, mas sua&ratalhada tan@m no
inicio de nosso trabalho. Uma outra alternaéweerificar a brmula por argumentos similares.

Define-se a expl@ Bl,S de um cicloS= $ n;Vj sobreX, como sendo o ciclo BIS=
S NiBlnVi.

Para provar a primeir@fmula considere

BluAk(ml,X) = Bly(bi(Hi---He_1-D-BIX))
= Bly(b.(H1---Hc1-D))

= Bln(bs(DNH1N---NHk_ 1))
= by

= 62*

((D AHiN---N Hk_1>XfO)
(DX ONH N -NH 1),
onde osH; sao hiperplanos gamicos deB. A (ltima igualdade segue pelo mesmo argumento

gue levoua conclugo de (5.7). Agora,

a(ml,X) = /hrl‘leIm/\k(mI ,X)-Dy
= /h?‘k‘15z*(DX‘0m HiN---NH_1)b2.(D1)
= /hQ"le*((onm HiN---NHy_1)-D1)
- /52*(h2_k_1(DX‘OmH1ﬂ---ﬂHk_l)-[N)l)

_ /HQ“(DmHm---mHk_l)-Dl
_ /Eg—k—lhk—lDX—O_[N)l‘

A primeira igualdade& uma brmula de intersép bem conhecida para a multiplicidade de um
ciclo. (De fato, iss@ apenas uma transkgda definigo de Samuel para a multiplicidade de um

ideal sobre a geometria.) As igualdades seguintes seguebnrdal& de projego (4.5.7, (b)) e
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da observago (4.1.22). A érmula desejada foi obtida por passageequivaéncia racional. A
segundadrmula, segue diretamente da defdmgee,(ml,X) e da igualdade (5.8). A prova das

duas poximas brmulas, decorre analogamente. [ |

Lemab5.3.2.Parak=1,...,n—1, seja L,_x um subespaco linear gérico (n-k)-dimensional de
CN. Considere a expl@ Bl| (X NL,_x) com divisor excepcional k. Ento, seu divisor de
Cartier induzidoEN)zjn,k emBly (XN Ly_k), satisfazas seguintes reldgs sobre equivahcia

racional:

RO _ Rn—kRO
Donk = hi D3
= h}*hyD; +h} D5 D,
RX—0 _  Fn—kR{X-0
Donk = hy "Dy
Demonstra@o: Iremos mostrar as relaes para o cask=n—1. O caso geral, segue por

induggo. Agora,
Blui (X NL1) 2 Bly; (HNBy) = (by*H) NB,

ondeH & o hiperplano sobr8; induzido pelo o hiperplano e®N~1 correspondendo by
e bl : Oxo— Og, 0. Note que o segundo isomorfismo segue das propriedades do morfismo
induzido de um fibrado em retas. Passaadgyuivatncia racional, obtemos a segunda ratac

Para a primeira rel@p, consideramos

DY, = MDY
= hy(D2— D579
= hy- (D) —hy(D57°)
= (~D1)-D+D;-D5 °=D;-(~Dz)+D;y-D5°
_ Dy +BX0.By.

A primeira igualdade segue das propriedadeﬁlde as restantes, usando dualidade.
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5.4 Se@es de Hiperplanos elMnheros de Segre

Agora que & expressamos osimeros de Segre comémero de interségs, veremos atrég
das brmulas de expa@®, como expressar osimeros de Segre do produto de um ideabm
o ideal maximal, em termos dosimeros de Segre dee suas multiplicidades polares. Veremos
tamkem que a maior parte dosimeros de Segreao varia quando intersectamos o conjuXto

por um subespaco linear.

Proposigio 5.4.1.Seja L,_x um subespaco linedn — k)-codimensional d€N. Enfio, existem

as seguintes reldgs de aimeros Segre d@, X) e de(l,XNLy_k) :
a(l,XNLykx) =&(,X), parai=1,...,.k—1, (5.14)

(1, X NLn-k) = m(l, X) +&(l, X) (5.15)

Demonstragio: SejaDyn_k 0 divisor excepcional de B(XNLy_) € 517n_k 0 seu divisor
Cartier induzido em B (X NL,_x). Por analogia ao lema (5.3.2), obtemos dﬁ@_k =
h1=%D,. Para a primeira reldp, utilizamos o lema (5.3.2) acima e&thula de intersep
(5.11):
Q. XNy = [0 000

— [ DY R,

S L S e

L

Para a segunda refag, utilizamos o fato da imagem direta B8 _, ser igual aD9 ., .

Assim, podemos usar arimula de projego (4.5.7, (b)), a observag (4.1.22) e o lema (5.3.2),
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para calculag(l,X NL,_) sobreB:

&l XL = [15DG,

— [ R AR Dy + 10X 0By
— [ F IR+ TR 1DX - By

A férmula desejada segue diretamentetdmfila para multiplicidade polar (5.13) e@ifiula
(5.11). |

Teorema 5.4.2.(Férmulas de expai@®) Temos as seguinteggmulas de expa@®:

aq(ml,X):r_Zj (?)muxwi (?:i>a(l,x), (5.16)

k (k-1
q(mI,X):_Zl(i_l)a(l,X). (5.17)

Demonstra@o:

Usando as igualdades (5.6), espandiﬂmasﬁl +hpem (5.9), para obtermos

k-1 [k — o k1[fk—
a(ml,X) = ; (ki 1) / h—=2n,D5 %D, = Z) (ki 1) a1(1,X).

O que implica a segund@imula. Para a primeirsdfmula, espandimos = h; +h, e D? =

D1 +DJ em (5.9), e usamos afmula de multiplicidade polar (5.13):
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en(ml,X) =

=1\ [~~~
(1) o
n-1 _ —
;(ﬂlymaxnj%F*mwy
i= I

Devido a (5.3.2) e (5.15); paianenor quen— 1, o grau den] ' ~*h,DJ & igual a

Assim,

n

1/n-1
en(ml,X) = ( )m
n1<n 1)
= my (I
n-1/n

- 5

Lembre-se quéy(1,X) =

ML 7 I

0 emy(l,

Q+1(| 7X) + M+1(| >X)

Z( > (1,X) +m(1,X)) + en(1,X)
z<_>
( o

-1

X) =

—1/n-1
(_ )(a(I,X))Jren(I,X)
: |
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Capitulo

6

Numeros de Segre e Multiplicidade

Generalizada de Hilbert-Samuel

Neste cajulo final, vemos a constrép de uma sedncia de multiplicidadesy(l,A), ...,
cq(l,A), de um anel Noetheriano locAl que generaliza a multiplicidade de Hilbert-Samuel.
Essa seggnciaé constrida, tomando-se o anel bigradua@g (G (A)), ondeG, (A) é o anel
graduado associado @¢ com respeito &. Devido a isto,&€ neces#io uma teoria preliminar
sobre as fun@es de Hilbert, aplicada a @is bigraduados. Para finalizar, enunciamos um resul-
tado, que permite encontrar o@meros de Segre de forma ahgica, a saber, em termos das

multiplicidades generalizadas de Hilbert-Samuel (8éegia de Aquilles-Manaresi).

Definicao 6.0.3.Umanel bigraduadoé um anel A= Di’j—oAj, tal que
(i) os Aj sao subgrupos aditivos de A,
(i) AjjAq € Ak j+1 parai, j, k| inteiros rdo-negativos.

(iif) A & uma A-algebra finitamente gerada por elementos @de &Aqo.

Exemplo 6.0.4.0 anel de polidmios A= Ago[Xo, -, Xn, Y0, ---, Ym|, @ Variaveis %, ..., Xn € Yo, ---, Ym,
€ um anel bigraduado, ondg e o grupo aditivo de polidmios homogneos de grau i, nas

primeiras varaveis e homagneos de grau j nas segundas.

Defini¢ao 6.0.5.Seja A= @i"j’j:OA@j um anel bigraduado de dimefs d, tal que go seja Artini-

ano. Afuncéao de Hilbert deA, é definida como sendo
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Para i e j suficientemente grande, a fé@ach(i, j) & um polidmio

o= 3w, )())
k+l<d—2

com g € Z € & 4-2-k = 0 (ver [30, Teo. 7, p.757 e Teo. 11, p.759]).
Seja

i

hLU (i, j) == i)hﬂ@)(i,v) = Z) 3 h(u,v).
= v=0u=0

E claro que, parg j suficientemente grandesl? e h(Y) se@o polirdmios a coeficientes

inteiros, de grau no aximod — 1 e exatamentd, respectivamente. Ou seja,

. [ j
woin- 5 a?( ()
KI=0 k [

k+1<d-1

coma.fjr’(fI =ay, parak,| > 0,k+I1<d-2e
1), 11) (] j
-5 (1) (1)
KI=0 k |
k+l<d
d (171)
=y —(daidk)lrw j9kik + (termos de menor grau)
= k!
(1.1)
coma. 7, = &, parak,| > 0,k+1 <d—2.
Defini¢cao 6.0.6.Definimos o Bnbolo

Ck := Ck(A) = al((,lal_)k y

parak=0,...,d.
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Seja(A,m) um anel local de dime@® d, | C A um ideal pbprio e G := G;(A) o anel
graduado dé\,, com respeito & Jaé conhecido que di8 = dimA. TomemoR = G, (G| (A)).
EnBoR = &, _(Rij, onde

Rj = (m'l 4+ 1+ /(mi 4] 41+,
€ um anel bigraduado, com dimé@wosde krulld, e Ryo = A/m, queé um corpo (Artiniano).

Definicao 6.0.7.Definimos asnultiplicidades generalizadas de Hilbert-Samuglor
¢ = ck(I,A) == c(Gn(GI(A))) (0<k<d).

Tamkem chamadas dseqiencia de multiplicidades de Achilles-ManaresiDenotamos por

c(I1,A), aseqgéncia ¢l,A) = (co(l,A),...,cq(l,A)).

Exemplo 6.0.8. 1. Seja A=K[x,y,2] o anel de polidmios de tés varaveis sobre um corpo
k, em = (x,y,2) o ideal maximal. Para um ideal | de A, tomemos: [(x*2?,y?Z*) e
J = (X*2,y?2*,x%y7). Observe que J& J%. Isto &, | € uma redu@o de J Uma das
implicagdes do teorema de Rees [22§ femonstrada por Ciupead4], fala-nos que
c(l,A) =c(J,A). De fato, pode-se mostrar quél cA) = c(J,A) = (0,24,2,0).

2. Seja A= K[x,y] o anel de polid@mios de duas vaiveis sobre o corpo,le m = (x,y) o
ideal maximal. Sejam+ (x°y3,x%y’) e J= (x°y3,x%y’, x8y) ideais de AMostra-se que
c(J,A) = (29,5,0) e ql,A) = (40,3,0). Segue eddio, pelo teorema de Rees, que nenhum

dos ideai redu@o do outro.

O fato de (6.0.7) ser uma generaliaagda multiplicidade de Hilbert-Samuel, discutida no

Captulo 1, deve-s& seguinte proposip.

Proposicao 6.0.9.Seja (A,m) um anel local de dime@® d e IC A um idealm-primario

proprio. Engo, (I1,A) =¢e(l,A) e (l,A) =...=cq4(l,A) =0.
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Demonstrago: Comoh(i, j) = KA/m(;%),
i
W95 = 5 hiu.j)
U|J+|j+1 >

- ZC)EA/m(mu+l|]+|J+l

mypi i+t
= lp/m o ow)

i i+t
m||+l+|1+l

— I
- g m||+I+|J+I

hAD(i,j) = Z}hlo (i,v)

|V
- V;)g(m”“llv—i— |v+1)‘

Pelo fato dd serm-primario, existd, tal que
m*vcrY

para todov. Assim,
%6 V/|V+1 A/l )

Entao, pard, j suficientemente grande,

e(lLA) d

+ (termos de menor gras) —— T

j4 + (termos de menor graw

% c(l,A) d-kik
5 (d—k)!d!
Comparando os coeficientes, segue o resultado desejado.

Para finalizar, enuncia-se um resultado onde (oraros de Segreas obtidos atrads da
sequencia de Aquilles-Manaresi. Portanto, do teorema (6.0.9), resulta que @ssesoa 80

generalizages da multiplicidade de Hilbert-Samuel.

Teorema 6.0.10.(Ver [2, Teo. 2]) Seja XZ (CN,0) um germe andtico reduzido de dimef&s

pura n contend®, | C Ox o um ideal em C O g 0 ideal maximal. Osimmeros de Segre podem
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ser obtidos por meio das multiplicidades generalizadas de Hilbert-Samuel:
&(1,X) = tak(Gm(Gi(Ox0))), parak=1,...n

e G(Gn(Gi(Ox0))) =0.
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Lista de Notagoes

A: anel.

I ideal.

V/1: ideal radical dé.

e(M): multiplicidade de umA-moduloM.

e(l,M): multiplicidade de Hilbert-Samuel d&mbdduloM, com respeito ao ideal
(A,m): anel local A, junto com seu ideal maximal

G| (M): mbdulo graduado associado AenoduloM, sobre o ideal.

G (A): anel graduado associado ao afesobre o ideal.

xu(n

: funcdo de Hilbert-Samuel d&-mbéduloM, com respeito ao idedl
fA(M .

)
): comprimento déA-moéduloM.

(X,X): germe de um conjuntg emx.

Oha: anel dos germes de fudgs enma.

Ox o: anel local do conjunto arigico X em O.

7 feixe

Z(U): se@o do feixeZ, sobre o abertt.

Fp. talo do feixe.7 .

f..7: feixe imagem direta de uma fuag contnuaf.

(X, Ox): espago anelado (par consistindo do espacodgpab X e o feixe de a@is Ox sobre
X).

Bl X: explogio deX, ao longo do ideall.

dimM: dimen$o doA-mdduloM.

C.X: grupo dos ciclos d&.

R.X: subgrupo d€, X, gerado pelos ciclos associados a figg;racionais de subvariedades
deX.
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Oy x: anel local deX, ao longo da subvariedadle

ordw(r): ordem da fungo racional, ao longo da subvariedati¢.

[ z: grau do ciclaz.

SpecA): espectro do ané\.

| D |: suporte do divisor de Cartié.

f*D ouD: divisor de Cartier induzido por um morfismo dominafite
ordyD : ordem do divisor de Cartidd, ao longo de uma subvariedade
L(D): fibrado em retas, associado ao diviBor

L®™M: poténciais tensoriais.

LV: dual deL.

f*L: fibrado produto, ou fibrado induzido por um morfisio

ci(L): operador classe de Chern de um fibrado em letas

A X: grupo de Chow d&.

PE(I ,Y): k-ésima variedade polar do iddalsobre o subespagt

/\E(I ,Y): k-&sima ciclo Segre do idehlsobre o subespadb

mg(1,Y): k-ésima multiplicidade polar do idehlsobre o subespadt
ex(1,Y): k-esimo rumero de Segre do ideBlsobre o subespadt
0s(1): fibrado em retas tautdfjico, sobre a expl@® B.

b,: imagem inversa do homomorfisnbo

b*: imagem direta do homomorfisnioo

ck(1,A): k-esima multiplicidade generalizada de Hilbert-Samuel.
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Indice Remissivo

analtico
conjunto, 11
subconjunto, 11

anel
bigraduado, 57
dos germes de fuges, 11
graduado, 1

graduado associado a um anel, 6

Cartier
classe de interséo de um divisor de, 37
divisor de, 31
divisor imagem inversa, 32
Chern
operador de, 36
Chow
grupo de, 28
ciclo
associado, 32
associad@ uma fun@o racional, 27
grau de, 29
imagem, 30
Seqgre, 40, 43

classe de intersao, 36

divisor

excepcional, 23, 39

soma, 31

elemento homogneo, 2
equago local, 31
espaco

anelado, 19

anelado localmente, 19
espectro, 19
esquema, 20

afim, 20

completo, 29
explofo

ao longo de um ideal, 22

sobre um ponto, 22

formula

de projeéo, 37

de expango, 55

de intersego, 51
feixe, 17

das fun@es regulares, 18
fibrado

em retas, 34

em retas associado, 34

induzido, 35
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produto, 35 de um feixe, 18
tautobgico, 34 )
modulo
vetorial, 33 o
|-filtracao de um, 9
germe filtracdo de um, 9
analtico, 14 filtracao eshvel de um, 9
componentes de um, 16 graduado, 2
de uma fungo, 11 graduado associado a um, 7
dos zeros de um ideal, 13 morfismo
irredufvel, 15 de espacos anelados localmente, 19
redutvel, 15 de um espaco anelado, 19
de um esquema, 20
Hilbert .
de um feixe, 18
funcao de, 4, 7

préprio, 20
polindmio de, 6 o
multiplicidade
teorema dos zeros de, 15 _ i
de um conjunto andilco, 41
hiperplano
polar, 42

geral, 40 _ ]
generalizada de Hilbert-Samuel, 59

de uma expldo&o, 40 _
Hilbert-Samuel, 8

gererico, 50 ]
modulo, 6
se@es de um, 54
homomorfismo nimeros de Segre, 42

imagem direta, 28 ordem de uma furép racional, 27

imagem inversa, 31

suporte
ideal de um ciclo, 26
analtico, 14 de um divisor, 31
do germe, 13

maximal graduado, 2 tipo polinomial, 4

primo associado, 1 variedades polares, 40, 43
isomorfismo

de um espaco anelado, 20



