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Resumo

Oliveira, F. H.. Grafos e aplicacao de Gauss estaveis. 2016. 111 f. Dissertacao (Mestrado
em Matemaética) - Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP),
Sao Carlos - SP.

O objetivo desta dissertacao é estudar grafos com pesos nos vértices como um inva-
riante global das aplicacoes de Gauss estaveis de superficies compactas e orientadas.
Apresentaremos também alguns invariantes locais que sao importantes no estudo de
aplicacoes estaveis. Abordaremos o problema de realizacao de grafos por aplicacoes de
Gauss estaveis, considerando também um destes invariantes, o nimero de cuspides destas
aplicacoes. Finalmente, usaremos matrizes para representar estes invariantes e definire-
mos classes de equivaléncias para estes representantes. Esta foi uma ideia que surgiu no

final deste trabalho de mestrado.

Palavras-chave: Grafos, Superficies, aplicacoes de Gauss estaveis.
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Abstract

Oliveira, F. H.. Grafos e aplicacao de Gauss estaveis. 2016. 111 f. Dissertacao (Mestrado
em Matemaética) - Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP),
Sao Carlos - SP.

The propose of this work is to study graphs with weights at the vertices as a global invari-
ant of stable Gauss applications on compact and oriented surfaces. We also present some
local invariants that are important to the study of stable applications. We approach the
problem of realization of graphs by stable Gauss applications, also emphasizing one of
these invariants, the number of cusps of these applications. Finally, we use matrices to
represent these invariants and define equivalence classes for these representatives. This

idea appeared at the end of this master’s thesis.

Key-words: Graphs, Surfaces, stable Gauss maps.
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Introducao

Em 1955, Whitney publicou o artigo [53], que é base para uma teoria sobre aplicagoes
estaveis do plano no plano. Neste artigo, Whitney classifica os germes de aplicacoes
estaveis do plano no plano como sendo germes do tipo regular, germes do tipo dobra, e
germes do tipo cuspide. No final da década de 50, Thom em [49], percebeu que esses
resultados poderiam ser agregados a uma nova teoria: a teoria das singularidades. Em
1986, J. Montaldi em [36], apresentou um método para estudar singularidades através de

teoria de contato entre subvariedades.

Com a teoria de singularidades foi possivel reinterpretar resultados classicos da geome-
tria diferencial local das superficies no espaco Euclidiano R3. Isso permitiu a descoberta
de resultados fascinantes sobre esta geometria. Esses novos resultados seguiram da su-
gestao de René Thom que consiste no estudo do contato da superficie com conjuntos

especiais como por exemplo planos, linhas, esferas, circulos, etc.

Nesse trabalho, estudamos o problema da realizacao de grafos de aplicagoes de Gauss
estéveis de superficies fechadas sem bordo, nos baseando principalmente no artigo [30] de
Mendes, Moraes e Romero, publicado em 2011, onde os autores mostram que qualquer
grafo bipartido com pesos pode ser realizado por uma tal aplicagdo. Para chegar nesta
realizacao estudamos as transi¢oes dadas por Bruce, Giblin e Tari em [9], e as cirurgias
S™, S e ST definidas em [30] por Mendes, Moraes e Romero, pois algumas transicoes,
a saber, AT e A3 , e as cirurgias alteram o conjunto singular de maneira conveniente para

a realizacao dos grafos.
O presente trabalho foi dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, veremos conceitos e resultados preliminares necessarios para o desen-
volvimento do trabalho. Comecaremos com os complexos regulares e caracteristica de

Euler de uma superficie compacta, seguida de alguns conceitos relevantes da Teoria de
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Grafos. Apresentaremos também alguns conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto
de vista da Topologia Diferencial, tais como k-jatos, a topologia C* de Whitney, alguns
conceitos de aplicagoes estaveis e a nogao de conjuntos singulares, considerando em parti-
cular, o caso das aplicacoes de Gauss de superficies. Por fim, apresentaremos o conceito de
germes de aplicagoes diferenciaveis e desdobramento. As principais referéncias utilizadas
sao: [15, 21, 23, 26, 29, 31, 32, 46, 52].

No Capitulo 2, apresentaremos os casos estaveis das singularidades da aplicacao de
Gauss, utilizando a classificacao dada por Bruce, Giblin e Tari em [9], que é feita a partir
do estudo das funcgoes altura de uma superficie M na direcao normal a superficie e dos
germes de R? — R2. Além disso, apresentaremos as transicoes locais da aplicacao de
Gauss para familias de superficies a 1-parametro. Estas transicoes sao vistas do ponto de
vista local. Em seguida serao apresentadas as cirurgias da aplicacao de Gauss, a saber,
as cirurgias S7, S™T e ST. Estas cirurgias foram introduzidas em [30]. Para gerar as
figuras que ilustram a secao de transigoes locais utilizamos o software Superficies/] de
Montesinos (ver [35]), que estd disponivel em sua pagina.

No Capitulo 3, estudaremos os grafos associados as superficies com um conjunto de
curvas prefixadas, apresentaremos os invariantes locais de aplicacoes estaveis, e estudare-
mos uma demonstragdo para um caso particular do Teorema de Quine [41].

No Capitulo 4, estudaremos os grafos associados as aplicacoes de Gauss estaveis, apre-
sentando o efeito das transicoes locais Az e das cirurgias definidas no Capitulo 2 sobre
estes grafos. Utilizaremos também as transi¢oes locais e cirurgias para tratar do pro-
blema da realizacao de grafos por aplicagoes de Gauss estaveis, fazendo o uso, sempre
que possivel do resultado de Quine [41] para andlise das cuspides da aplicagao de Gauss.
A transicao A, ajuda na realizacao do grafo com um nimero menor de cuspides e em
[42] temos um teorema que analisa o nimero de ctispides apds a realizacao de transigoes.
Porém nao abordaremos aqui as transicoes Aj.

Apresentaremos um algoritmo que pode ser utilizado para realizar a aplicacao de Gauss
de qualquer grafo bipartido com pesos.

Para finalizar, introduziremos classes de matrizes para representar os invariantes: gra-

fos com pesos, numero de cispides e nimero de pontos duplos.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo, veremos alguns conceitos e resultados preliminares necessarios para o
estudo de grafos de superficies fechadas e orientadas em R3 com aplicacoes de Gauss
estaveis. Nao provaremos estes resultados, pois no nosso estudo daremos mais énfase na
Teoria de grafos.

Comecaremos com os complexos regulares para definir a caracteristica de Euler de
uma superficie compacta e orientavel, seguida de alguns conceitos relevantes da Teoria
de Grafos. Na segunda parte, apresentaremos conceitos da Teoria de Singularidades,
do ponto de vista da Topologia Diferencial, tais como os k-jatos, a topologia C'*° de
Whitney, aplicagoes estaveis e a nogao de conjuntos singulares. Em seguida, definiremos
a aplicacao normal de Gauss para uma superficie. Finalizaremos com conceitos da Teoria

de Singularidades, tais como os germes e a Teoria da catastrofe de Thom-Zeeman.

1.1 Caracteristica de Euler

Nesta secao veremos os complexos, e definiremos complexo simplicial para introduzir
um invaridante topolégico completo. Veremos a caracteristica de Euler para superficies
compactas e orientadas, com bordo ou sem bordo. A caracteristica de Euler (ver [32]), de
superficies compactas com bordo ou superficies compactas sem bordo, sera tultil na hora
de associar os grafos como invariantes topologicos de superficies. Ela serve também para

diferenciar superficies compactas.
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Temos que se a é um invariante topologico e X e Y sao topologicamente equivalentes,
entao a(X) = a(Y). Logo a importancia dos invariantes topoldgicos é que quando eles sao
diferentes para dois espagos temos que esses espacos nao sao homeomorfos, ou seja, nao

sao topologicamente equivalentes.

1.1.1 Complexos

Utilizamos [32] como referéncia para definir os complexos.

Definicao 1.1.1. Uma n-célula é um conjunto cujo interior é homemorfo a um disco
n-dimensional D,, = {x € R" : ||z|| < 1} com a propriedade adicional de que sua fronteira
deve ser dividida em um nidmero finito de células com dimensoes menores, chamadas faces

da n-célula. Seja T uma n-célula, escrevemos que o < T se o é uma face de T.
Observagao 1.1.2. 1. Uma 0-célula é um ponto A.
2. Uma 1-célula é um segmento de reta a = AB, e A < a, B < a.

3. Uma 2-célula € um poligono (por exemplo, um triangulo), assim temos o = AABC,

e temos AB, BC', AC < o. Observe que A < AB < o, assim A <.

Indutivamente, temos que as faces de uma n-célula sao as células de dimensao menor:
pontos finais de uma 1-célula sao as 0-células, a fronteira de uma 2-célula consiste de
1-células e 0-células, e as faces de uma n-célula consiste de 0-células, 1-células,...,(n—1)-

células, ver Figura 1.1. Estas células juntas, formam os complexos.

Figura 1.1: 0-,1-,2-células

O primeiro circulo da Figura 1.2 nao é uma célula, pois temos que sua fronteira ¢ a S*

que nao é homeomorfo a um disco D; (um segmento de reta), diferente do segundo circulo
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que tem uma fronteira de trés partes da S' e trés pontos, que sao 1-células e 0-células

respectivamente.

Exemplo 1.1.3. Uma célula 2-dimensional é um poligono, por exemplo um hexdgono,

com segmentos de reta (arestas do poligono) e pontos (vértices do poligono).

Figura 1.2: Exemplo de um circulo que nao é uma célula, e de um circulo que é célula.

Exemplo 1.1.4. Uma célula 3-dimensional é um poliedro solido, por exemplo, um tetra-
edro, com poligonos (face do poliedro), segmentos de reta (arestas do poliedro) e pontos

(vértices do poliedro).

Células sao coladas para formar os complexos, colando arestas com arestas, vértice com
vértice e identificando células de dimensao maior de uma maneira similar (ndo queremos,

por exemplo, colar uma face retangular com uma face triangular).

Definicao 1.1.5. O n-complexo K, também denotado por K, € a unido de k-células

com0<k<n

K = Up_, (k-células)

tal que:
i)se o € uma célula de K, entao todas as faces de o sao elementos de K,

ii)se o e T sao células de K, entio Int(c) N Int(r) = @.
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Figura 1.3: Exemplos de n-complexos

A dimensao n de K é a dimensao de sua célula de maior dimensao, ver Figuras 1.3 e
1.5.

A condigao ii) nos diz que as situagoes da Figura 1.4 ndo podem ocorrer. Na Figura
1.5 sabemos que todos eles sao topologicamente equivalentes, entao eles representam o

mesmo espago topoldgico mas com diferentes estruturas complexas.

A A B

Figura 1.4: Intersegao, do interior de células, nao vazia

S VA

Figura 1.5: Diferentes complexos de uma esfera

Definicao 1.1.6. Seja K um n-complexo, o espag¢o subjacente X de K é o conjunto:
X=|K|={z:zx€0¢€ K, o éuma célula em K}

O espago subjacente é um conjunto de pontos, diferente do n-complexo regular que é

um conjunto de células.

Definigao 1.1.7. [32] A caracteristica de Euler de um n-complezo K, denotada por

X(K), € a soma alternada do nimero das células do complezo K, ou seja,
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X(K)=X7_, (—1)*#(k-células)
onde #(k-células) denota o nimero de k-células do complexo K.

Exemplo 1.1.8. Para K um 2-complexo, denotando F= # (2-células), A= # (1-células)
e V= # (0-células), a caracteristica de Euler de K, € dada por:

X(K)=V-A+F

Exemplo 1.1.9. Vamos calcular a caracteristica de Euler dos diferentes complexos de
uma esfera da Figura 1.5. Na primeira esfera da figura temos F=2, A= 2 e¢ V= 2. Na
sequnda esfera da figura temos F=4, A= 6 ¢ V= 4. Na terceira esfera da figura temos
F=6, A=12 ¢ V=8. Nas trés figuras temos que a caracteristica de Euler dos diferentes

complexos de uma esfera é sempre 2.

1.1.2 Superficies e caracteristica de Euler

Nesta subsec¢ao, apresentaremos resultados importantes de superficies, e a caracteristica

de Euler de uma superficie a partir do 2-complexo.

Definicao 1.1.10. Uma variedade n-dimensional é um espago topoldogico tal que todo
ponto x possui uma vizinhanga homeomorfa (ou diremos simplesmente, equivalente) a um
disco aberto n-dimensional, centrado em x e com raio v, D"(z,7) = {y € R" : ||ly—2a| < r}.

Uma 2-variedade € chamada superficie.

Exemplo 1.1.11. A esfera e o toro sao exemplos de superficies. De fato, o(a, ) =
(sen(o + 71) sen(B + ra), cos(a + 1) sen(B + r2), cos(B + r2)) € um homeomorfismo entre
o disco e uma vizinhanga de um ponto p da esfera. ¥(a, 8) = ((r + sen(a + 1)) sen(f +
r), (r 4+ cos(a + r1)) sen( + r3),cos(fB + rg)) € um homeomorfismo entre o disco e uma

vizinhanga de um ponto p do toro, onde ryery € (—m, 7).

Definicao 1.1.12. Uma n-variedade com bordo é um espago topoldgico tal que todo ponto
tem uma vizinhanga topologicamente equivalente ou a um disco n-dimensional ou a meio
disco, D' (2, 7) = {y= (Y1, yn) ER" : ||y]| < 7 ey, > 0}.

Pontos do bordo de uma n-variedade sao os pontos cuja vizinhanca € equivalente ao

meio disco.
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Como exemplo de superficie com bordo, temos o cilindro circular reto finito onde seu
bordo consiste de dois circulos. O bordo da faixa de Moebius é um tnico circulo, enquanto

a esfera e o k-toro nao possuem bordo, ou seja, sao superficies sem bordo.

Definicao 1.1.13. Um 2-complexo K é um complexo simplicial quando K possui ape-
nas células triangulares que satisfazem a condi¢ao adicional de que dois triangulos sao

indentificados ao longo de uma aresta ou somente em um vértice ou sao disjuntos.

Defini¢ao 1.1.14. Uma triangulacao de uma superficie (sem bordo) é um 2-complexo

simplicial tal que:
1. cada aresta € identificada com exatamente uma outra aresta;

2. um dado vértice pode pertencer a n triangulos, denotados por Ty,Ts, ...,'T,,, de modo
que nesta sequéncia, dois a dois triangulos sao adjacentes e possuem uma aresta em

comum e T, identifica com T, ao longo de uma aresta.

Definigao 1.1.15. Uma triangulagcao de uma superficie (com bordo) é um 2-complexo

simplicial tal que:
1. cada aresta € identificada com pelo menos uma outra aresta;

2. um dado vértice pode pertencer a n triangulos, denotados por 11,15, ...,T,,, de modo
que nesta sequéncia, dois a dois triangulos sao adjacentes e possuem uma aresta
em comum e T, identifica com T1 ao longo de uma aresta, ou Ty eT,, possuem uma

aresta que pertence ao bordo.

3. uma aresta que nao pertence ao bordo nao pode ter ambos os vértices pertencentes

ao bordo.
Ver exemplos nas Figuras 1.6 e 1.7.

Definicao 1.1.16. Sejam M, e M, duas superficies disjuntas. FEm cada uma delas,
removendo um pequeno disco, obtemos as superficies M; e My com uma nova componente
de bordo cada, denotadas por c¢; e ca. Colando ¢ e ca como exemplifica a Figura 1.9,
formamos uma nova superficie, e essa superficie é denotada por My#M,, que é a soma

conexa de My e M,.
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7w

Figura 1.6: Triangulacao de um poligono

NN

Figura 1.7: Nao é triangulacao

T2 ™ 2=

Lb T*# 2T <3

Figura 1.8: Soma conexa do toro com o 2-toro

A seguir, apresentaremos resultados sobre a classificacdo das superficies compactas e

conexas, que serao necessarios para o Capitulo 4.

Teorema 1.1.17 ([32], Teorema 4.14, pagina 79). (Teorema de Classificagdo para
superficies) Toda superficie compacta, conexa e sem bordo é homeomorfa a esfera, ou a

soma conexa de n toros, ou a soma conexa de n planos projetivos.

O teorema anterior nos diz que uma superficie compacta, conexa, orientavel e sem

bordo é homeomorfa a esfera, ou a soma conexa de n toros.

Teorema 1.1.18 ([32], pagina 87, Teorema 4.17). (Teorema de Classificagdo para

superficies) Toda superficie compacta, conexa e com bordo é homeomorfa a esfera, ou a
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soma conexa de n toros, ou a soma conexa de n planos projetivos, com um numero finito

de discos removidos.

O teorema anterior nos diz que uma superficie compacta, conexa, orientavel e com
bordo é homeomorfa a esfera, ou a soma conexa de n toros, com um numero finito de

discos removidos.

Teorema 1.1.19 ([32], Teorema 4.12, pagina 77). Uma superficie é compacta se, e

somente se, qualquer triangulacdo possui um niumero finito de triangulos.

Teorema 1.1.20 ([32], Teorema 4.13, pagina 78). Uma superficie € conexa se, e somente
se, uma triangulacao pode ser arranjada na ordem Ty, ...,T,, de modo que cada triangulo

possui no minimo uma aresta identificada com uma aresta de outro triangulo anterior.

Figura 1.9: Triangulacao da S?

A Figura 1.8 ilustra uma triangulacdo da S?, que podemos observar que satisfaz as
condigoes para que o complexo simplicial seja uma triangulacao.

A caracteristica de Euler nao nos diz exatamente com o que um espago se parece, mas
pode dar informacoes sobre similaridades e diferencas entre espacos, como acontece para

grafos e arvores que veremos posteriormente.

Definicao 1.1.21. A caracteristica de Euler de uma superficie M ¢ definida como a

caracteristica de Euler de um 2-complexo K tal que |K| é homeomorfo a M.

Em [32], é provado que a caracteristica de Euler de superficie estd bem definida,
provando que a definicao independe do 2-complexo escolhido.
Na figura abaixo, temos um exemplo de triangulacao do D?, que possui a mesma

caracteristica de Euler de K.
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K

o
C

Figura 1.10: Caracteristica de Euler do disco D?

Teorema 1.1.22 ([32], Teorema 5.13, pagina 105). A caracteristica de Euler é um inva-

riante topoldgico completo para superficies compactas, conezxas.

Proposicao 1.1.23 ([32], pagina 107). Se My e My sao superficies compactas e conezxas,

entao

X(Mi#EMa) = x (M) + x (M) — 2

A esfera é o elemento neutro da operacao soma conexa, #, uma vez que ao realizar

essa operagao com outra superficie ela nao se altera (a menos de homeomorfismo).

5 M 5 M’ S H#M M

Figura 1.11: Soma conexa de uma superficie com S?

O género de uma superficie compacta orientavel M, é um invariante que corresponde

ao numero de toros que aparecem nos homeomorfismos dos Teoremas 1.1.17 e 1.1.18.

Definicao 1.1.24. O género de uma superficie compacta orientdvel M, denotado por
g(M), é um invariante que corresponde ao numero k, onde a superficie é homeomorfa ao

k-toro(ver [32], pagina 107).

Do exemplo 1.1.9 temos x(S5?) = 2. Vamos calcular a caracteristica de Euler do toro.

A triangulacao tem 9 vértices, 27 arestas, 18 faces (Figura 1.12), logo a caracteristica de
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p—

P

Figura 1.12: Triangulagao do toro chato

Euler do toro é zero.

Da Proposicao 1.1.23 temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.25. Se M ¢ uma superficie compacta orientdvel sem bordo, entdo

X(M) =2 —2g(M).

Se M é uma superficie orientavel com k componentes de bordo, como cada componente
de bordo é homeomorfo ao disco, adicionando um disco a cada componente de bordo
obtemos uma superficie M, tal que x(M’) = x(M) + k, e da Proposigao 1.1.25 temos o

seguinte resultado.

Proposicao 1.1.26. Seja M uma superficie orientdvel com k componentes de bordo. A

caracteristica de Euler de M € dada por

X(M) =2 —29(M) — k.

1.2 Grafos e Matrizes

Nesta subsecao, estudaremos conceitos basicos da Teoria dos Grafos necessérios para o
desenvolvimento deste trabalho. Utilizaremos [26], [31] e [32] como referéncia. Nesse

trabalho consideraremos apenas os grafos conexos, e os chamaremos de grafos.

Definicao 1.2.1. Um grafo G é um 1-complexo conezo.
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Uma aresta em G é uma 1-célula, um vértice é uma 0-célula. Denotaremos uma aresta
que tenha como fronteira os vértices u e w pelo par [u;w] ou, simplesmente, por uw quando
nao houver confusdo. As arestas de um vértice u sao as 1-células tais que u é uma face
dessas 1-células. Quando u possui uma tnica aresta, u é chamado vértice extremo e

neste caso, a aresta de u ¢é dita aresta extrema.

Observacao 1.2.2. Como um grafo G ¢ um 1-complexo, a caracteristica de Euler é dada

por

onde V € o numero de vértices e A € o numero e arestas no grafo G, jd que grafos possuem

somente vértices e arestas.

Um passeio é uma sequéncia de arestas do tipo vgvy, v1vg, Ua¥3, ...0s_1Vs; S € O COM-
primento do passeio. Se todas as arestas do passeio sao distintas, o passeio é chamado
trilha; se vy = v, 0 passeio é uma trilha fechada. Se, além das arestas, todos os vértices
sdo distintos entdo temos um caminho e se vy = vy temos um ciclo ( ver [31], pagina
28).

Os grafos podem ser representados por matrizes, uma maneira que facilita o estudo
computacional dos grafos. A seguir definiremos a matriz de adjacéncia e a matriz de
incidéncia. No final do Capitulo 4, apresentaremos algumas representacoes matriciais que
mantém informacoes da superficie e do grafo associado.

Sejam {a;} as arestas e {v;} os vértices do grafo G.

Definigao 1.2.3. [31] A matriz de adjacéncia de G é a matriz bindria (x;;) onde x;; = 1
se existir uma aresta ligando o vértice v; ao vértice vj, caso contrdrio x;; = 0. A matriz

(xi;) € do tipo n x n onde n € o numero de vértices.

Definicao 1.2.4. [31] A matriz de incidéncia de G € a matriz bindria (z;;) onde x;; = 1
se a aresta a; tem como face o vértice v;, caso contrdrio x;; = 0. A matriz matriz (x;;) é

do tipo n X m onde n é o numero de vértices e m € o numero de arestas.

A seguir, veremos um exemplo de um grafo e suas matrizes de adjacéncia e de in-

cidéncia, respectivamente.
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Vi W
e e: €3
Va Va

Figura 1.13: Exemplo de grafo

0100
1 010
0101
0010
100
110
011
001

1.2.1 Ciclos independentes

Quando associarmos grafos a aplicagao de Gauss de superficies, veremos uma relacao entre
o género da superficie e o niimero de ciclos independentes do grafo. Definiremos, a seguir,
estes ciclos.

Seja G um grafo com q vértices e p arestas. Descreveremos um espaco vetorial associ-
ado ao grafo G : o "espaco ciclico”. Por conveniéncia, esse espago vetorial sera considerado

sobre o corpo finito de dois elementos Fo = ({0,1}, +,.).

Definicao 1.2.5. Seja G um grafo com vértices vy, vs, ..., vq € arestas xi,xs, ..., Tp. Defi-
nimos o espago vetorial V como sendo o espago vetorial com base {vy,vs, ..., v,} € coefici-
entes em [y, e 0 espago vetorial X como sendo o espago vetorial com base {x1, %2, ..., T4}

e coeficientes em IFy.
Definigao 1.2.6. (/26], pagina 37) O operador bordo 0 de X em V ¢é tal que:

1. O € linear
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2. se x=v;v; , entdo Or = v; + vj.

X8 V5 x9 Vs
Figura 1.14: Um grafo para ilustrar o operador definido acima

Na Figura 1.14, considerando x = x1 4+ x2 + x4 + x9 um vetor de X temos que:

Oxr = (v1 + va) + (v1 +v3) + (v2 + v4) + (v5 + vg)

:U3+U4+U5+Uﬁ,

Teorema 1.2.7. O subconjunto B={vy + ve,v; + vs, ..., 01 + v} de V € uma base para a

imagem. do operador bordo.

Demonstragao: Tomando z; = vjvi, temos que 0x; = v; + vy = (v1 +v;) + (v1 + V), €
portanto a imagem do operados bordo é gerada por elementos de B. Agora, seja (v +v,,)

em B entao ele é imagem de um vetor de X que representa um caminho entre vy e v,,.
O

Definicao 1.2.8. Um vetor x de X com bordo nulo, é um vetor ciclico de G e pode ser
considerado como a uniao de ciclos disjuntos do grafo. A colecdo de todos os vetores

ciclicos formam um subespaco vetorial de X, sobre Fs, chamado de espago ciclico de G.

Note que, por definicao, o espaco ciclico de G é o nucleo do operador bordo, e pelo
teorema do ntcleo e da imagem temos que a dimensao do niicleo do operador bordo é p
-q+ 1.

Chamaremos a base do espago ciclico de G de base ciclica, e chamaremos de ciclos

independentes os vetores da base ciclica.
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Definicao 1.2.9. A dimensdo da base ciclica € chamada de nimero de Betti do grafo

G e denotada por B(G). Ou seja, 5(G) =p - q + 1

Definigao 1.2.10. Uma drvore é um grafo T que nao possui ciclos.

(ARG AR

(a) (b} (c) (d
Figura 1.15: Exemplos de Grafos com e sem ciclos

Na Figura 1.15 temos quatro exemplos de grafos. Em (a) ndo ocorrem ciclos, em (b)

e (¢) ocorre um ciclo independente e em (d) ocorrem quatro ciclos independentes.

Definigao 1.2.11. ([31] pdgina 68) Uma drvore geradora de um grafo G, com n vértices,

€ uma drvore T com n — 1 arestas de G.

A seguir, damos um exemplo de construcao da base ciclica.
A partir de uma arvore geradora 7 do grafo G podemos construir uma base ciclica para
o espaco ciclico de G da seguinte forma:
(i) Seja T° = {z;} o conjunto de todas as arestas de G que nao estao em 7.
(ii) Adicionando a aresta x; a arvore 7 obtemos um grafo G; que possui um ciclo Z;.
(iii) {Z;} é uma colegao de ciclos independentes, pois cada ciclo tem uma aresta que os
outros nao possuem.
(iv) {Z;} é uma base ciclica pois possui elementos independentes e tem p - q + 1 elementos

que é a dimensao do espaco ciclico.

Observagao 1.2.12. (a)Da Defini¢io 1.2.9 e da Observagao 1.2.2 seque que para todo

grafo G temos que

(b)De (a) seque que se G € uma drvore entdo
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A\

Figura 1.16: G , T ,7°

x(g) =1

Teorema 1.2.13. [32] Caracteristica de Euler é um invariante topoldgico para grafos.

1.2.2 Grafos bipartidos

Quando associarmos grafos as superficies que possuem a aplicacao de Gauss estavel, ve-
remos que esses grafos serao bipartidos. Veremos na Observacao 1.3.28 que podemos
separar as componentes conexas complementares do conjunto singular em dois conjuntos,
tais que duas componentes conexas de um desses conjuntos nao possuam uma fronteira

€111 comuin.

Definicao 1.2.14. Um grafo ¢ dito bipartido se é possivel atribuir sinais + ou - a cada

um de seus vértices de forma que cada aresta conecte apenas vértices de sinais opostos.

Teorema 1.2.15. ([31], pagina 29) Um grafo € bipartido se, e somente se, nao contém

ciclos de comprimento impar.
Corolario 1.2.16. Toda drvore é um grafo bipartido.

Exemplo 1.2.17. Na Figura 1.15 os exemplos (b) e (d) sao grafos bipartidos pois todos os
ciclos tém tamanho par, enquanto o exemplo (c¢) nao é bipartido por ter ciclo de tamanho

impar.

Definicao 1.2.18. Um grafo com peso ¢ um grafo em que a cada um dos seus vértices

estd associado um numero natural.
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Definicao 1.2.19. Dois grafos G, e Gy sao ditos isomorfos se existe uma bijecao
p : V(G1) — V(G2) preservando adjacéncias; isto é, vw € A(Gy), se, e somente se,
p(u)p(w) € A(Ga), onde V(G;) € o conjunto dos vértices de G; e A(G;) € o conjunto das

arestas de G;, 1 = 1,2

Neste trabalho, consideraremos os grafos com pesos. Para simplificar, a partir de agora
chamaremos apenas de grafos e no caso de grafos bipartidos utilizaremos a convencao
de vértices na cor vermelha para vértices positivos e vértices na cor azul para vértices

negativos.

1.3 Preliminares da teoria de Singularidades

Nesta segao, apresentaremos alguns conceitos da Teoria de Singularidades adotando o
ponto de vista da Topologia Diferencial. Definiremos jatos, a Topologia de Whitney,

aplicagoes de Gauss estaveis e conjuntos singulares.

1.3.1 Aplicacoes estaveis e aplicacao de Gauss
As principais referéncias aqui sao [15], [21], [53] e [55].

Definigao 1.3.1. Seja X uma variedade n-dimensional e seja U = {U;} uma cobertura de
X por abertos {U;} de X com homemorfismos ®; : U; — V; C R" sobre abertos V; C R™.
O conjunto ® = {(®;,U;)} € dito um atlas e seus elementos sao ditos cartas locais. Duas

cartas (®;,U;) e (®;,U;) sao C"-compativeis se:
d;0®;! 0, (U;NU;) — @,;(U;N\U;) € difeomorfismo C”.

No caso v = 0, pedimos que seja um homemorfismo, e no caso r = 0o, que seja um

difemorfismo C*°.

Definicao 1.3.2. Um atlas em X ¢ C" se todo par de cartas sao C"-compativeis. Dado
um atlas ¢ C" existe um unico atlas ¥V C"-mazimal o qual contém todas as cartas C"-

compativeis com P.
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Definicao 1.3.3. Um atlas mazimal o C” é dito uma C"-estrutura diferencidvel de X.
Nesse caso X € uma C"-variedade diferencidvel.
No caso r = 0, dizemos que é uma variedade topologica, e no caso r=o00, dizemos que X

€ uma variedade diferencidvel ou C.

Definigao 1.3.4. Sejam X, Y C"-variedades e f : X — Y. Duas cartas (9,U) de X e
(U, V) de Y sao adaptadas a f se f(U) C V. Neste caso, dizemos que a representacao
local de f nestas cartas (ou emz € U) éWo fod ! ®(U) — U (V ). Dizemos que f
¢ C* em x se a representacdo for C* onde k < r. Dizemos que f é C* se 0o é em todos os

pontos de X. No caso k = oo, dizemos que f diferencidvel ou C.

Dadas duas variedades diferenciaveis X e Y , denotamos por:
i) C"(X,Y): espaco de todas as aplicagoes de X em Y de classe C". Se X =Y escrevemos
simplesmente C"(X).
i) C*(X,Y): espago de todas as aplicagoes de X em Y de classe C*°. Se X =Y escreve-
remos simplesmente C*°(X).

Sejam X e Y variedades diferenciaveis e f : X — Y uma aplicacao diferenciavel. Se
f tem posto maximo, entao:
i) f é uma imersao se, e somente se, dimX < dimY ;
ii) f é uma submersao se, e somente se, dimX > dimY ;

iii) f é um mergulho se, e somente se, f é uma imersao injetiva.

Em [15] temos o seguinte resultado: uma superficie parametrizada M pode ser definida
localmente como um subconjunto de R?, ou seja, na vizinhanca de cada um de seus pontos,
tem como parametrizacao uma imersao f : U C R? — R3.

Seja M com parametrizacao f : U C R?> — M na vizinhanca de um ponto p € M

definimos uma aplicacao N : M — S? associada & M e & parametrizacao f dada por

N fu/\fU

ALl
onde f(p) = q € f(U).

Definicao 1.3.5. Uma superficie diferencidvel M é dita orientdvel se ela admite um
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campo diferencidavel de vetores normais unitarios definido em toda a superficie; a escolha

de tal campo é chamada orientacao de M.

Definigao 1.3.6. Seja M uma superficie parametrizada com uma orientacio N. A

aplicacao N € chamada aplicacao de Gauss de M e toma seus valores na esfera unitdria

S2.

Em [15] temos um resultado que diz que a aplicagdo de Gauss independe da parame-

trizacao f de M.

Definigao 1.3.7. O conjunto singular de N', YN, é chamado de conjunto parabdlico.

1.3.2 Jatos

A referéncia para esta subsegao é o livro [21]. Usaremos os jatos para definir a topologia

C> de Whitney.

Definicao 1.3.8. Dadas X e Y wvariedades diferencidveis e © € X, dizemos que duas
aplicagoes suaves f, g : X — Y, com f(x) = g(x) =y, tém:

i) Contato de primeira ordem em z se, e somente se, (df), = (dg)., como aplicagies de
T,X — T,Y . Notacao: f ~.g;

ii) Contato de ordem k, com k > 2, em z se, e somente se, (df) : TX — TY tem contato

de ordem k - 1 com (dg) em todo ponto de T, X. Notagdo: [~y g;

Proposicao 1.3.9. De modo equivalente, sejam U um subconjunto aberto de R™ e x um
ponto de U. Sejam f, g : U — R™ aplicacoes diferencidveis, entao [ ~pg em z se, e
somente se,

alf; dlg;
ox® ¥= oz *

para o multi-indice tal que || <k, onde f; e g; sio as fungoes coordenadas de f e g
e |la| = Xa;, o; as coordenadas do multi- indice o e com 1 < 1 < n € xy,..,Ty aS
coordenadas de x em U. Isto quer dizer que f ~y g se, e somente se, f e g possuem o

mesmo desenvolvimento de Taylor de ordem k.



1.3. PRELIMINARES DA TEORIA DE SINGULARIDADES 21

A definicao acima nos dd uma relacao de equivaléncia, a relacao “contato de ordem
k”, sobre o conjunto. A relacao “contato de ordem k” definida acima é uma relacao de
equivaléncia também sobre o conjunto C}  (X,Y’), que é um subconjunto de C"(X,Y’) cuja
imagem de x é y. Denotaremos por Jf; (X;Y ) =Cy, ~ Quando r = oo, escreveremos

Jr (XY

Definicao 1.3.10. Os elementos de Ja’f’y(X, Y) sao chamados k-jatos de aplicagoes de X

em Y .

Definigao 1.3.11. Seja o = j*(f(x)) € J¥(X,Y) um k-jato, onde o é um representante
da classe de equivaléncia de f j*(f(x)). Chamaremos x € X de fonte de o e y = f(x)
a meta de o. Consequentemente temos a aplicagdo fonte o : J*(X,Y) — X e
aplicagdo meta 3 : J*(X,Y) — Y |, dadas respectivamente por a(c) = z e B(o) =

fz).

Seja Ak o espago dos polinomios de grau menor ou igual a k em m varidveis com
coeficientes em R e que se anulam na origem. Temos o seguinte isomorfismo AF ~ RV

k—1)!
onde N = d(m.k) + d(mk-1) + . +d(m,1) e d(mk) = PFF =D G podemos

(m — 1)!k!
- k - o0 . Eoo_ @ Ak 4
considerar Ay, como sendo uma variedade C*°. De forma andloga, By, , = @,_, Ay, é

também uma variedade C*, cuja dimensao é dimB¥ = n-dimA% = n-N.
’

Teorema 1.3.12. Sejam X e Y variedades C* tais que dimX = m e dimY = n. Entao

JHX,Y) € uma variedade C* de dimensao (m+n+dimBy, ) e as aplicagoes
a:JHXY) s X e B JHXY) — Y

sao submersoes C°.

1.3.3 A topologia C"° de Whitney

Vamos agora definir uma topologia muito importante em C'*°(X,Y"), proveniente de aber-
tos de J*(X,Y)(ver [21]).
Tomemos X e Y variedades diferenciaveis. Seja k um inteiro nao negativo e & um

subconjunto de J*(X,Y’). Denotamos por M*(U) o seguinte subconjunto de C*(X,Y):
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MAU)={f € C=(X,Y); j* f(alU)) C U}
Segue da definicio que M*(U) N MF(V)=M*UNV).

Lema 1.3.13. [21] A familia de subconjuntos { M*(U)}, ondeU é um aberto de J*(X,Y)

forma uma base para uma topologia em C*(X,Y).

Definicao 1.3.14. A topologia induzida no Lemal.3.13 é chamada topologia C* de Whit-
ney em C*(X,Y), denotada por Wi.

Definigao 1.3.15. A topologia C*° de Whitney em C*(X,Y) € aquela cuja base € dada
por W = Ui W

A definicao dada acima utiliza a nocao de k-jatos e esta contextualizada com a secao
anterior e com o que veremos a seguir.
Sejam D(X) e D(Y) os grupos de difeomorfismos suaves sobre a variedade X e Y,

respectivamente. O grupo A=D(X) x D(Y) é um grupo que atua sobre C*(X,Y).

Definigao 1.3.16. A A-drbita de f € o subconjunto {h € C*(X,Y);3(P,v) € Atal queh =
Yo fodl}

Defini¢ao 1.3.17. Sejam f, g€ C*(X,Y), com X e Y variedades diferencidveis. Dizemos
que [ é A-equivalente a g (ou seja, estao na mesma A-drbita), e denotamos por f~ 4 g,

se existirem (®,1) € A tal que g=p o fo¢ L.

X Y

1,
ol L
X 7 Y
Definigao 1.3.18. Dizemos que f € C*(X,Y) é A-estdvel se existe uma vizinhanga VW
de f na topologia C* de Whitney, tal que para toda aplicagao ge W, vale a relagao f ~ 4

qg.

Definicao 1.3.19. Duas aplicagées f,g € C*(X,Y) sdo ditas isotopicamente estdveis
se existe uma aplicagdo de classe C®, F : X x [0,1] = Y tal que

i) Fy: X =Y € estdvel para cada t € [0,1], sendo Fi(p) = F(p,t)

i) Fo=f eF1=g.
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Note que duas aplicacoes isotopicamente estaveis sao sempre A-equivalentes.
Para facilitar, a partir de agora, vamos nos referir a aplicagoes A-estaveis e A-equivalentes

como aplicagoes estaveis e aplicagoes equivalentes, respectivamente.

1.3.4 Conjunto singular e contorno aparente

Sejam M e N superficies. Agora, apresentaremos resultados para aplicagoes estaveis f :
M — N, onde M é superficie compacta, orientada e sem bordo.
Os resultados e as defini¢oes desta subsecao sao devidos a Whitney e sao baseados nas

referéncias [21, 47, 53, 55].

Definicao 1.3.20. Seja f : M — N uma aplicagdo, o conjunto singular de f, de-
notado por X f, é o conjunto de pontos de M nos quais o posto da diferencial df nao é
maximo. Um ponto p € M\Xf é dito ponto regular de f e um ponto y € N ¢é dito
valor regular de f se f~'(y) contém somente pontos requlares. O contorno aparente

de f, f(Xf), € a imagem do conjunto singular de f.

Teorema 1.3.21. [/7] O conjunto singular X f de uma aplicacao estdvel f é uma subva-

riedade de codimensao 1 em M.

Proposicao 1.3.22. Seja pe X f um ponto singular de uma aplicagao estdvel f, entao
uma das sequintes situagoes ocorrem:

(a) TySf @ ker(df), = T,M:

(b) T, f = ker(df),.

Se p é um ponto singular satisfazendo (a), entdao p é chamado de ponto de dobra. Por

outro lado, se (b) ocorre, dizemos que p € um ponto de cispide.

Proposicao 1.3.23. [/7] Se f : M — N € uma aplicagao estdvel, entao para cada ponto
xr € M, existem coordenadas locais (x1,x2) centradas em x e (y1,y2) centradas em f(x),
tais que f pode ser vista como uma aplicacao de um aberto do plano no plano. Assim, f

¢ A — equivalente a uma das formas locais:
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1. (z1,22) = (Y1,y2) = (21, 22), neste caso x € chamado ponto reqular;
2. (z1,79) = (y1,y2) = (23, 33), neste caso x € chamado ponto de dobra;

3. (z1,29) = (y1,y2) = (2129 — 23, 5), neste caso x é chamado ponto de cispide,
ou seja, o conjunto singular de f € formado por curvas de dobra com a possibilidade

de pontos de cuspide isolados em X f.

Figura 1.17: Pontos de dobra e cuspide

Na Figura 1.17 podemos ver que d é um ponto de dobra e ¢ é uma ctispide. A
cuspide ¢ é o ponto de encontro de duas curvas singulares. Vemos também que as curvas
singulares separam regioes de M onde a orientacao é invertida, de regides onde a orientagao
é preservada por f. Além disso, podemos ver que o ponto y possui trés pré-imagens, os
pontos x1, Ty € T3, € 0 ponto 3’ possui apenas uma pré-imagem: z’;.

A partir de uma aplicacao f podemos atribuir os sinais + a cada uma das componentes

do complementar M\Xf.

Definigao 1.3.24. Uma regigo conera R € M\Xf é dita positiva se f preserva a sua

ortentagao, caso contrario, R é dita negativa.

Definigao 1.3.25. O fecho de cada componente conexa de M\Xf cuja orientacdo € pre-
servada por f € denotado por M. , enquanto o fecho de cada componente coneza de

M\Xf cuja orientagao € invertida por f, é denotado por M; .
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Figura 1.18: Sinal das regioes de uma superficie M

Podemos definir o sinal de qualquer ctispide de f, levando em consideragao a orientagao
da regiao para a qual ela aponta, como mostra a Figura 1.18. Na Figura 1.18(a), a ctispide

tem sinal positivo e na Figura 1.18(b) a cispide tem sinal negativo.

Defini¢ao 1.3.26. O sinal de uma cispide C de uma aplicagdo estdvel f € s(C) = +1 se
C aponta para uma regiao positiva de f ou s(C) = -1, se C aponta para a regido negativa

de f.

Figura 1.19: Sinal de cispide

Lema 1.3.27. [21] Seja f : M — N uma aplicagao. O conjunto singular Xf de uma

aplicacao estavel f € formado por curvas fechadas, simples e disjuntas.

Observacao 1.3.28. As componentes do complementar do conjunto singular de uma
aplicagao estdvel f sao levadas por f em orientagoes opostas, logo S f separa M\Xf em

componentes disjuntas.
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Proposicao 1.3.29. [21] O conjunto singular de uma aplicag¢io estdvel é composto por

dobras e cuspides e além disso, os pontos de cuspides sao isolados.
Segue entao do Lema 1.3.27 que:

Proposicao 1.3.30. [21] O conjunto contorno aparente de f estdvel , f(Xf), € uma
colecao de curvas fechadas em N, cujas singularidades sao pontos duplos transversais, ou

seja, sem tangéncias e com possiveis pontos de cuspides isolados.

1.3.5 Grau de aplicagoes

Apresentaremos o grau de uma aplicagao examinando a imagem inversa de um valor
regular de uma aplicacao prépria f : M — N, de classe C', onde M e N sao variedades
orientadas de mesma dimensao. Os resultados e definicoes abaixo podem ser encontrados

em [17].

Definicao 1.3.31. Uma aplicacao f : M — N ¢é propria se a imagem inversa de um

compacto € um compacto.

Proposicao 1.3.32. As aplicacées f : M — S? continuas, onde M ¢é compacto, sao

Proprias.

Demonstracao: De fato, dado K C S? compacto, K é fechado, pois temos que S? é
Haussdorf. Como f é continua, temos que f~!(K) é fechado em M, e como M é compacto,

segue que f~1(K) é compacto.
O

Sejam M, N variedades orientadas, sem bordo, de mesma dimensao m, e f : M — N
uma aplicagao prépria de classe C*. De acordo com [17], para todo valor regular y € N,

de f, f~Y(y) = {z1,...,x,} ¢ um conjunto finito.

Definigao 1.3.33. Dizemos que um ponto x € f~ (y) € positivo se xy, € M;" ou negativo

se x € M, onde M= estdo definidos em 1.3.25.
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Definicao 1.3.34. Sejam M, N variedades orientadas, sem bordo e de mesma dimensao
m, e f : M — N uma aplicacio prépria de classe C*. O grau de f mo ponto 1,
indicado por deg, f € a diferenca entre o nimero de pontos positivos e o nimero de pontos

negativos em f~1(y).

Teorema 1.3.35. [17] Seja M uwma variedade compacta, m-dimensional, orientada e sem
bordo. A toda aplicacio f : M — S™, de classe C?, corresponde um inteiro v, tal que

para todo valor reqular y de f, tem-se que deg,f =r.

Definicao 1.3.36. O numero r = deg, f do Teorema 1.3.35 é o grau da aplicagao f, ou
simplesmente, deg (f).

Proposigao 1.3.37. 1. Se f,g: M — S™ sao homotdpicas de classe C?, entdo
deg(f) = deg(g);

2. Se f: M — S™ nao € sobrejetiva, entao deg f = 0;
3. Se f: 5™ — S™ € a aplicagao identidade, entao deg f = 1.

Corolario 1.3.38. Se o conjunto singular Xf de uma aplicacio f : S* — S? ¢ vazio,

entdo deg f = 1.

Demonstracao: Se ¥ f = (0, entao f é homotépica a Id : S? — S?, que por 3 da Proposicao

1.3.37, possui grau um. Entao por 1 da Proposigao 1.3.37, segue que deg f = deg Id = 1.

Observacgao 1.3.39. Desse coroldrio, temos que se f : S? — S? € tal que deg f > 1,

entao o conjunto singular X f # ().

1.3.6 Aplicacao de Gauss e superficies

Nesta subsecao, apresentaremos duas formas de definir a aplicacao de Gauss. Uma delas é
partir da curvatura principal. Com isso, veremos uma classificagao da superficie (Definigao
1.3.44). A outra, é ver localmente a superficie como o mergulho de um conjunto do R? no
R3, e dessa forma vamos considerar a aplicacao de Gauss localmente como uma aplicacao

de R? em R?.
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Definicao 1.3.40. Seja M superficie em R3. Podemos considerar seu plano tangente em
p, denotado por T,M, e uma direcao © € S;, onde S; € o circulo unitdrio em T,M com
centro p. Assim, definimos o plano 11, como sendo o plano passando por p que contém
o vetor normal de M, N,, e o vetor com ponto base em p na dire¢cao ©,, e chamamos a

curva obtida pela intersegcao de M e 11, o, em uma vizinhanga de p, de veg.

Na Figura 1.20 temos um exemplo de curva g (em branco), como definido acima,

juntamente com os planos T,M e II, o.

Figura 1.20: Curva g

Figura 1.20 retirada da dissertagao [44].

Definicao 1.3.41. Sejam M uma superficie parametrizada em R3 e p um ponto de M. A

funcao curvatura normal em p € a aplicacao definida por
k,: S' — R
0 — k(0)
onde k,(©) € a curvatura de vg.
Temos que k,, é uma aplicacao continua definida em S; que é um conjunto compacto,

logo k,, assume valor maximo e minimo. Tomando ©; e O, tais que k; = k,(01) e kg =

k,(©2) sejam os valores méximo e minimo, respectivamente, entao definimos:
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Definicao 1.3.42. k; e ko, os valores mdzimo e minimo de k, sao chamados de curva-

turas principais do ponto p.

Definicao 1.3.43. Uma direcao © cujo ponto tem ki ou ke como curvaturas principais,

€ chamada direcao principal.

Definicao 1.3.44. A curvatura Gaussiana de um ponto p de uma superficie M em R?
€ o produto das curvaturas principais calculadas em p e a curvatura média é a média

aritmética das curvaturas principais calculadas em p (ver [15] ,[38]).

Temos que a curvatura Gaussiana é uma funcao da superficie que associa a cada ponto
p um valor K(p) e a curvatura média é uma fungao da superficie que associa a cada ponto
p um valor H(p), que denotamos simplesmente por K e H quando estivermos estudando
elas em um ponto e nao existir duvida do ponto estudado.
Podemos classificar os pontos de uma superficie de acordo com o valor de suas curvaturas

média e Gaussiana.

Definicao 1.3.45. Um ponto p de uma superficie M em R3 € dito:
(i) Planar se K(p) = 0 e H(p) = 0.

(ii) Eliptico se K(p) >0 e H(p) # 0.

(11i) Hiperbdlico se K(p) <0 e H(p) # 0.

(iv) Parabdlico se K(p) = 0 e H(p) # 0.

No caso da superficie ter uma aplicacao de Gauss estavel, nao temos pontos planares,
portanto podemos utilizar apenas a curvatura de Gaussiana, uma vez que a curvatura
Gaussiana é suficiente para diferenciar as possibilidades restantes.

Em [4], sdo estudadas singularidades de aplicagdes de Gauss de superficies para-
metrizadas por X(z,y) = (x,y, f(z,y)), onde a aplicagdo de Gauss é dada por N =
(= for =fy /L + (o) + (f)2]? N 2 M — S2.

E possivel estudar as singularidades da aplicagao de Gauss de uma maneira mais facil
por uma projegao central a partir da origem para o plano z = 1, para se obter (— f,, —f,, 1).

Entao projetamos essa aplicagao no plano xy e obtemos a aplicacdo N* = (—f,, —f,)-
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Visto que a imagem da aplicaciao de Gauss N est4 contida no hemisfério superior de S2,
e a projecao central é um difeomorfismo do hemisfério superior no plano z = 1, a aplicagao
de Gauss modificada N* terd as mesmas singularidades de N. Logo podemos estudar
as singularidades da aplicagao de Gauss como singularidades de germes de aplicacoes
do plano no plano. Sendo assim, N ¢ singular precisamente nos pontos onde a matriz

Jacobiana

fa::): fzy

Jay  Juy
possui posto menor que dois, ou seja, quando o discriminante A = (fy)? — fuufyy € zero.
A partir de agora, diremos conjunto parabdlico para nos referirmos ao conjunto singu-
lar de A/ e vamos nos referir a regioes de curvatura positiva M;" e curvatura negativa M P
como regioes positivas e regioes negativas, respectivamente, mantendo também a notacao
N para uma aplicacdo de Gauss estdvel. M;" e M ; sao regioes elipticas e hiperbdlicas,

respectivamente.

1.4 (Germes de aplicacoes diferenciaveis

Todas as aplicacoes serao consideradas C*°. Estamos interessados no estudo local entao
definiremos a seguir os germes de aplicacoes. Para o nosso estudo sao importantes as
singularidades de funcoes, as singularidades das aplicacoes do R? no R?, e as singularidades
das aplicacoes do R* no R3. Para esse tltimo caso, temos as singularidades de Morin
(Subsegao 1.4.4) que serao usadas na classifica¢ao das singularidades da familia de fungoes
altura no Capitulo 2.

Sejam duas aplicagoes f : U — RP e g : V — RP definidas em vizinhancas U e V

de um ponto g € R". Definimos a seguinte relacao de equivaléncia:
f ~ g < Jvizinhanca W de q, W C UNV tal que f |u=9 |w

As classes de equivaléncia chamamos germes de aplicagoes no ponto q. Sem perda de

generalidade tomamos ¢ = 0 € R". O germe de f em 0 é denotado por

fiR",0 — RP.
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O conjunto dos germes R", 0 — R? é denotado por O(n,p). Quando p=1 (germes de
fungdes), o conjunto é denotado simplesmente por O,. O conjunto m, é o tnico ideal

maximal de O, e m, = {f € O,; f(0) = 0}.

1.4.1 Desdobramento

A perturbagao (deformacao) de uma singularidade pode gerar a mesma singularidade, ne-
nhuma ou outras singularidades. Este é um estudo que pode ser feito pelos desdobramen-
tos definidos a seguir. Um desdobramento a s-parametros de um germe f, € m,O(n,p) é
um germe

F:R*"xR*0 — RPFxR0

(7, u) — (f(z,u),u)
tal que f(z,0) = fo(z). O germe f(z,u) é chamado uma deformagao de fp.

1. O conjunto dos pontos criticos de F ¢é
YF ={(z,u) : DF,(z,u) é singular},

2. O discriminante de F', A(F) é a imagem de XF, isto é, A(F) = F(XF).

3. O conjunto de bifurcagao é definido por
Bif(F)={u € R*: 3z € R",0 com f, instavel em x}.

Definigao 1.4.1. Dois desdobramentos a s-parametros F,G : (R" xR*,0) — (R? x R*,0)

de f sao tsomorfos se existirem germes de difeomorfismos:

¢ (R" x R*,0) — (R" x R*,0)
b1 (RP x R®,0) — (RP x R*,0)

que sdo desdobramentos a s-parametros das funcoes identidades sobre (R™,0) e (RP,0),

respectivamente, tais que G =1 o F o ¢~ 1.

Definigao 1.4.2. Dado um germe h : R*,0 — R*,0 o pull-back de F por h, denotado por

h*F, € o desdobramento a t-parametros

h*F(z,v) = (f(x, h(v)),v).
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I e G sao ditos equivalentes se existir um difeomorfismo h : R*,0 — R* 0 tal que
G é isomorfo a h*F. Esta é uma relacao de equivaléncia. Se G é um desdobramento a
t-parametros de fy (t ndo necessariamente igual a s), dizemos que G é induzido por F' se

existir um germe h : R, 0 — R* 0 tal que G é isomorfo a h*F.

Definicao 1.4.3.  a. F' é versal se todos os desdobramentos de fy sao induzidos por F.
b. F € trivial se € isomorfo ao desdobramento constante (x,u) — (fo(x),u).

c. fo € estavel se todos os desdobramentos de fy sao triviais.

Para mais informagao ver, por exemplo, [45].

1.4.2 Classificacao dos germes de funcoes

No préximo capitulo, veremos uma relacao entre as singularidades da funcao altura e as
singularidades da aplicacao de Gauss. A tabela abaixo nos da as singularidades de fungoes
de R™ que sera usada no préximo capitulo. Essa classificacao é dada por Arnold e usada

por diversos autores (para mais detalhes ver [45]).

Nome Forma Normal Corank
Morse ¥, +x? 0
Ak xﬁ“ + E?;ll + LIZ‘ZQ 1

Dy, Tpo122 £ ahh Y2 4 g2 2
O desdobramento versal de uma singularidade A; é dado por
(U, oy U1, 2T Syt 4 S 4 22)

e o desdobramento versal de uma singularidade Dj, é dado por

2 4 k-1 k=1, i—1 n-2 4 2
(Upy ooy Up—1, T s oy + X owi, o +we, + X027 £ 7).

1.4.3 Classificacao dos germes R? — R?

As referéncias para a classificacio dos germes R* — R? sdo [43] e [20]. Lembre que
aplicagao de Gauss pode ser vista como um germe de R* — R% N* = (—f,, —f,), e entao

usaremos esta classificacao.
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Seja F' : R?,0 — R? 0 um germe de uma aplicagao suave. Se corank(F') < 1, entao

podemos mudar coordenadas e escrever F' na forma

F(z,y) = (z, f(2,y)).

Denotamos por ay; o coeficiente do monémio z¥~%y’ na série de Taylor de f.
Se a;; # 0 entao F é um germe de um difeomorfismo, portanto F' ~4 (z,y). Assim

supondo a;; = 0 temos as seguintes outras classes:

Nome Forma Normal Desdobramento Versal A. — codim
Submersao (x,y) (x,y) 0
Dobra (x,y?) (x,y?) 0
Cuspide (x, 2y + 3°) (x, 2y + 3°) 0
Rabo de andorinha (z, 2y + y*) (z, 2y + y* + ux?, u) 1
Lébios /bicos (z,y® + 2%y) (z, 93 + 2%y + uy, u) 1
Borboleta (r, 2y +v° +97) (2, 2y +9° + 97 +uy? + vy, u,v) 2
Ganso (x, 93 + 23y) (z, 9% + 23y + uy + vy, u, v) 2
Gaivota (r, 2 + v +9°) (2,29 + 9y + 9 + uy + vy, u,v) 2

1.4.4 Singularidades de Morin

Nesta subsecao, apresentaremos as singularidades de Morin que tém grande importancia
no estudo das singularidades estaveis das aplicagoes de Gauss de superficies mergulhadas
em R? (ver [4]). Nesse trabalho, veremos duas formas de estudar as singularidades da
aplicacao de Gauss: na primeira estudaremos a aplicacao de Gauss modificada N*, e na
segunda estudaremos a aplicagao catastrofe da familia de fungoes alturas da superficie, e
classificaremos as singularidades da familia de fungoes alturas através das singularidades

de Morin.

Definicao 1.4.4. A forma normal com respeito a A-equivaléncia de um germe com sin-

gularidade de Morin em C*(n,k+ 1) é:

r—

_ _ _ .+l 1 i n—1 2
(Y1 = 1, oy Y = Ty Y1 = 25, 4 B2 24, + Zj:kﬂejxj)
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onder <k+1ee ==l

Se r = 1, o germe é chamado de germe do tipo dobra, se r = 2, é chamado de germe
do tipo cuspide, se r = 3, é chamado de germe do tipo rabo de andorinha.
Usaremos as singularidades de Morin no Capitulo 2 para classificar as singularidades

da familia de funcao altura.

Observacao 1.4.5. Uma singularidade de Morin € o desdobramento de uma singularidade

de funcao do tipo Ay, para algum k.

A seguir, falaremos um pouco da teoria de catastrofe que mencionamos aqui.

1.5 Teoria da catastrofe de Thom-Zeeman

A referéncia para essa parte é o Capitulo 4 de [4]. A teoria da catdstrofe de Thom-Zeeman

é o estudo das singularidades de familias de fungoes reais F': Q x N — @ x R.
Definicao 1.5.1. O conjunto critico (ou variedade catdstrofe) da familia F' € o conjunto
oF
C= {(uax) S Q X N;—(u,x) :O}
Ox
Se F' é versal, entao C' é uma variedade suave com a mesma dimensao de Q).
Definigao 1.5.2. A aplicacao catdstrofe da familia F é a projecio x : C' — Q.

Uma familia de funcoes reais F': Q x N — ) x R é versal se, e somente se, F' é uma
aplicagao estavel (ver [34]). Contudo, a aplicagao catédstrofe de uma familia versal nao é

necessariamente estavel.

Observagao 1.5.3. Seja x € C™(q,q)o 0 germe no zero, de uma aplicagdo catdstrofe de
um desdobramento versal a g-parametros de um germe f € C*®(n,1). Seq =1, x ou €
reqular ou é uma singularidade de Morse. Se ¢ = 2, x ou € regular, uma dobra, ou uma
cuspide. Se q = 3, x ou € reqular, uma dobra, uma cuspide, rabo de andorinha, ou um

umbilico. Germes umbilicos em C*(3,3)y nao sao estdveis.

No proximo capitulo, veremos na Se¢ao 2.2 que a aplicacao catastrofe da familia de

funcoes altura de uma superficie é a aplicacao de Gauss dessa superficie.



Capitulo 2

Aplicacoes de Gauss, transicoes e

cirurgias

Neste trabalho, usaremos o termo ctspide de Gauss quando nos referirmos a uma cuspide

da aplicacao de Gauss.

Neste capitulo, vamos apresentar os casos das singularidades estaveis da aplicacao de
Gauss. Relacionaremos essas singularidades com as singularidades da funcao altura, utili-
zando a notacao de Arnold (A;, Ay, As) apresentada em [3], e para isso analisaremos uma
familia de funcao altura, que pode ser vista como um desdobramento da funcao altura.
Analisamos a aplicacao catastrofe dessa familia, uma vez que essa aplicacao catastrofe é
a aplicacao de Gauss. Também apresentaremos exemplos de fungoes alturas que estao
relacionadas com as singularidades de A, — codim = 1 da aplicagao de Gauss, e veremos
exemplos de familia a 1-parametro de funcoes altura. As singularidades, neste caso, sao
do tipo (labios/bicos, ou rabo de andorinha) na aplicagdo de Gauss, e do tipo (As, A4)
na funcao altura (ver [4] e [9]). Por ultimo, vamos apresentar as cirurgias das aplicagoes
de Gauss definidas em [30], chamadas de Cirurgia Neck, Cirurgia Neck-Beaks e Cirurgia
Round e aqui chamaremos de S—, S~ e ST, respectivamente. Estas cirurgias alteram o
conjunto singular da aplicagao de Gauss de maneira conveniente para o estudo que serd

apresentado no Capitulo 4.

35



36 CAPITULO 2. APLICACOES DE GAUSS, TRANSICOES E CIRURGIAS

2.1 Forma de Monge e familia de funcoes altura de

uma superficie

Seja M uma superficie suave em R3. O contato de M com planos em R? é dado pela

familia de funcoes altura

Mm: MxS? - R

(p,u) — <pu>.

Para cada u fixo, temos a funcao II, que é a funcao altura na direcao u. Em p € M
esta funcao descreve o contato de M com o plano pelo ponto p cujo vetor normal é u.

Podemos utilizar coordenadas locais convenientes em torno de pg, tais que a superficie
M é dada como o grafico da funcao z = f(z,y). Podemos escolher direcoes em S? em
torno de u = (0,0,1). Estas dire¢goes podem ser parametrizadas por (a,b,1). Entao a

familia (alterada) de fungoes altura é dada, localmente, por

H:MxR* - R

((z,y),(a,b)) = f(z,y)+ax+by

com Ily(z,y) = f(z,y). Queremos identificar geometricamente os tipos de singularidades
da fungao f. Temos que f ¢ singular na origem se, e somente se, f,(0,0) = f,(0,0) =0,
ou seja, se, e somente se, a dire¢ao (0,0,1) é a diregao normal a M em py.

A forma de Monge (local) para a vizinhanga do ponto py = (x,y,2z) é dada por:

c = f(xay)

= apr’ + a17y + agy® + termos de ordem mais alta. (2.1)

Ou seja, a fungao altura z da superficie na forma de Monge em (2.1) é a medida da
“altura” da superficie até o plano tangente em py.

De [38] temos que toda superficie pode ser escrita localmente na forma de Monge,
assim, o plano tangente na origem é o plano xy. Observe que sempre podemos considerar

nosso estudo na origem, pois basta realizar uma translacao da superficie em R3.
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2.2 Aplicagao Catastrofe da familia de funcoes altura

Nesta secao apresentaremos algumas caracterizacoes para as cuspides de Gauss, e 0 mo-
tivo de usar as funcoes alturas para estudar a aplicacao de Gauss. Essa relagao fica
clara quando vemos que as aplicagoes catastrofes das familias de funcoes alturas sao as
aplicacoes de Gauss. Ao caracterizar as ctuspides de Gauss, no Teorema 2.2.3, percebemos
que estes detalhes da superficie sao perdidos ao usarmos um grafo para representéd-la. No
Capitulo 4 definiremos matrizes para representar as superficies e seus conjuntos singula-
res, com o objetivo de preservar detalhes como estes que foram perdidos. Essa secao tem
como referéncia o livro [4].

Seja ¥ uma imersao de uma variedade n-dimensional em um espago euclidiano (n+1)-

dimensional. Para todo vetor unitdrio v em R"*! definimos I, : M — R como:

Todas as projecoes juntas formam uma familia parametrizada pela esfera unitaria S™

dada pela aplicacao (familia de fungoes altura)
II:5" x M" — 5" x R, II(v,p) = (v,11,(p))

A funcao II, pode ser vista localmente como um germe de funcao de R", a aplicacao
II como um germe de aplicacao de R*® em R"*!, a funcao f : S? x M? — R tal que
f(v,p) = I,(p) pode ser vista como um germe de funcao de R*.

O conjunto critico C' da familia IT é o conjunto dos pares (v,p), v € S" e p € M",
tais que p é ponto critico de II,, ou seja, v é normal ao hiperplano tangente a imersao ¥
em p. Assim, C é identificado com os vetores normais unitarios de W. Se M é orientéavel,
entao C' ¢é duas cépias de M, onde cada uma corresponde a uma das orientacoes de M.

A aplicagao catéastrofe x (Definigdo 1.5.2) da familia de fungoes altura sobre uma
hipersuperficie imersa ¢é a aplicacao de Gauss da hipersuperficie. De fato, seja y : C' —
S™ a aplicagao catéstrofe da familia I, onde (v,p) € C se, e somente se, v é normal a
superficie em p, e x(v,p) = v. Logo x é precisamente a aplicagdo de Gauss de V.

O teorema a seguir nos mostra que existe um subconjunto aberto e denso no espago
de imersoes onde o germe em (v, p) da familia IT é um desdobramento versal do germe II,

em p para todo (v,p) € S% x M?.
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Teorema 2.2.1. [}/ Seja M? uma superficie suave. Para um subconjunto denso aberto A
do espaco de imersoes {¥ : M? — R3}, o germe em (v,p) da familia 11 : S?x M? — S?xR

¢ um desdobramento versal do germe em p de 1L, para todo (v,p) € S* x M?2.

A prova desse teorema se encontra no livro [4]. O teorema a seguir caracteriza as
cuspides de Gauss.

O lema abaixo nos da a relagao entre as singularidades do germe de II e do germe de

Na definicao da aplicacao N* temos que uma condicao necessdria para que a aplicacao
de Gauss seja estavel é que a funcao altura tenha corank menor ou igual a um, ou seja,
que a familia de fungoes altura seja um desdobramento de uma singularidade Ai. Veremos
que esses desdobramentos sao singularidades de Morin (ver Defini¢ao 1.4.3 e Observacao

1.4.4).

Lema 2.2.2. [4] Seja x a aplicagdo catdstrofe da familia 11 : S* x M? — S? x R. O
germe de x em (v,p) € uma cuspide (respectivamente, uma dobra ou germe regular) se,
e somente se, o germe de IT em (v,p) € um rabo de andorinha (respectivamente, uma

cuspide ou uma dobra).

Demonstragao: O germe IT é do tipo rabo de andorinha se IT = (u, v, £+ (y* +uy?*+vy)),
do tipo cuspide se IT = (u, v, 22 4 (y* £ vy)), ou do tipo dobra se I = (u,v, 22 4 y?).

Para IT = (u,v, +2? & (y* £ uy? £ vy)) temos que o conjunto critico C da familia IT é
C ={(u,v,7,y) € RY:z =0ev = +2uy + 3y3}, assim temos que y é uma ciispide.

Para 1T = (u,v,+2? + (y® + vy)) temos que o conjunto critico C da familia IT é
C ={(u,v,7,y) € RY:z = 0ev = y?}, assim temos que y é uma dobra.

Para II = (u,v,+2? + 3?) temos que o conjunto critico C da familia IT é C' =
{(u,v,7,y) € R} x = 0ey = 0}, assim temos que x é regular.

Logo temos que se o germe de Il em (v,p) é um rabo de andorinha (respectivamente,
uma cuspide ou uma dobra), entdo x em (v,p) é uma cuispide (respectivamente, uma
dobra ou germe regular).

Agora se x é estavel (regular, dobra ou cuspide), temos que II,, tem corank 0 ou 1,

onde w é um vetor normal a M? em p. Para ver isso basta ver que x tem as mesmas
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singularidades de N'*, pois temos que a aplicacao catdstrofe da familia de funcoes altura é
a aplicacao de Gauss, e a aplicacao de Gauss tem as mesmas singularidades de N'*, onde
N* = ((I1y), (I1,),). N* é estavel quando a matriz abaixo tem rank 1 ou 2, ou seja, IT,,

tem corank 0 ou 1.

(Ilw)oz  (w)ay
(Moo )ay (T yy
Se a aplicacao y ¢é estavel estamos no caso em que II, tem corank 0, temos que II,, é
uma singularidade de Morse. Como II é um desdobramento versal de II,,, segue que II é
isomorfo a (u, v, +2? + y?), que é a singularidade de Morin do tipo dobra.
Se a aplicacao y é do tipo dobra ou do tipo cuspide estamos no caso em que II,,
tem corank 1, e temos que II,, é uma singularidade Aj. O desdobramento versal de uma

singularidade Aj; é um germe G : R¥! — R* tal que

G(ulv "’7uk—lax7y) - (uh '”7f(u17 "'7uk—17m?y))

onde f(uy,..up_1,r,y) = £y + S yat + 22, Logo como I 6 um desdobramento de
Il, e G é um desdobramento versal de II,,, da Defini¢ao 1.4.3 segue que existe um germe
h : RF=1 — R? tal que II isomorfo a h*G, com h*G(u,v,z,y) = (u,v, f(h(u,v),z,y)).

0
Temos que o conjunto singular de h*G é da forma {(u,v,z,y) € R%; —f =x=0e

ox
0 . . .
—f = 0}, onde podemos tirar u em funcao de v e y, ou v em fungao de u e y.

Ay
Por um lado temos que a aplicacao x é a projecao das duas primeiras coordenadas do
conjunto singular de h*G. Se a aplicacao y for uma cispide temos que ter, por exemplo,

of

8_y = au + bvy + ¢y , para poder tirar v em funcao de v e y, isso ocorre apenas quando
h*G é uma singularidade de Morin do tipo rabo de andorinha. Se y for uma dobra temos
0
que ter, por exemplo, 8_f = au-+by? para poder tirar u em funcao de ¥, isso ocorre apenas
)

quando h*G é uma singularidade de Morin do tipo cuspide.
OJ

Teorema 2.2.3. [}/ Seja U C R? um aberto, e ¥ : U — R3 uma imersao suave. Sep € U
€ uma cuspide de Gauss de V, entdo as declaragoes a sequir sao verdadeiras. Por outro
lado, se a aplicacdo de Gauss de U € estdvel, e satisfaz pelo menos uma das condicoes a

sequir, entao p € uma cuspide de Gauss.
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1. Ve>03Q1,Q2,Q3€U; Q#FQa#Qs# Qre|p—Qi|<eparai=123, eos

planos tangentes de W em Q1, Qs, Q3 sao paralelos.

2.¥e>03Q1,Q:€U; Q1 #Q2e|p—Q; |<e€parai=1,2, e os planos tangentes
de U em QQ1,Q2 sao iguais.

Demonstragao: 1) Um plano £ é tangente a superficie U : U — R3 em Q € U se, e somente
se, () ¢ um ponto critico da composi¢ao de ¥ com a projecao ortogonal na reta [, onde [
é a reta que contém a origem e é normal a &.

Para um vetor unitério v € R?, considere II, : U — R a composicao de ¥ com a projecao

ortogonal na reta gerada por v:

Seja v um normal unitario de ¥ em p. Vamos provar que existem pontos (Q1, Q)2, Q3 que
sao pontos criticos da funcao altura II,, para algum w proximo de v. p é uma ctspide de
Gauss do mergulho VU se, e somente se, (v,p) é uma cuspide da aplicagao catastrofe x da
familia IT. Para cada w € S?, x~'(w) é por definigao o conjunto dos pontos criticos da
fungao altura II,. Se (v,p) é uma cuspide de x entao existe w arbitrariamente préximo
de v tal que x ' (w) tem trés pontos, como ilustra a Figura 2.1.

Por outro lado se ¥ € A, onde A é o conjunto do Teorema 2.2.1, entao o germe de
X no ponto (v,p) ou é regular, uma dobra, ou uma cispide. Se o germe é regular, entao
x ! (w) tem um ponto para w préximo de v, se o germe é uma dobra, entdao y ! (w) tem
dois ou nenhum ponto para w préximo de v, como ilustra a Figura 2.2. Logo se 1) vale e
a aplicacao de Gauss é estavel entao p é uma cuspide de Gauss.

2) Seja v o normal unitdrio de ¥ em p. Queremos mostrar que existem pontos () e
()2 pontos criticos da funcao Il para algum w préximo de v, com I1,,(Q1) = I1,(Q2).

Seja x a aplicacao catdstrofe da familia IT : S? x M? — S? x R. Pelo Lema 2.2.2, o
germe de x em (v,p) é uma cuspide (respectivamente, uma dobra, ou regular) se, e somente
se o germe de II em (v,p) é um rabo de andorinha (respectivamente, uma cispide, uma

dobra).
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M catastrophe manifold

Figura 2.1: Cuspide na aplicacao catastrofe.

A imagem do conjunto critico de II préximo ao rabo de andorinha tem uma curva
de pontos duplos, (Figura 2.9), isto é, existem duas curvas «, (5 : [0,¢) — C tal que
a(0) = (v,p) = B(0), a((0,€)) N B((0,€)) = 0 e TT{a(t)) = TI(B(¢)) para todo t em [0, ¢).

Por outro lado, a imagem do conjunto critico préximo a um ponto de dobra ou de
cispide nao tem ponto duplo. Logo se 2) vale e a aplicagao de Gauss é estavel entao p é

uma cuspide de Gauss.
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M
x
a
b
K

Figura 2.2: Dobra na aplicagao catastrofe.

VN X

swallowtail point

Figura 2.3: Rabo de andorinha na aplicacao catastrofe.

2.3 Sobre a classificacao local das singularidades da
funcao altura

Nesta se¢ao, vamos considerar o caso de uma superficie dada na forma de Monge, (z,y, f(z,v)),
e comentar um pouco mais sobre estas singularidades que genericamente aparecem para
a fungao f, ou seja, para a funcao altura (ver [8], [9]).

Para gerar as figuras que ilustram os tipos de singularidades ultilizamos o software
superficies/I de Montesinos (ver [35])

O tipo A; ocorre quando temos a? # 4agas e entao f é uma singularidade de Morse

em (0, 0) . Assim temos que f é equivalente a uma das seguintes fungoes
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22 + 2 —a? — g2 a2 — 2

Sphere of Gauss map target Jial | sohere of Gauss map ramer Jia | somere of Gauss map target =]

x2+y? X2 - y2 X2 -y

Figura 2.4: Singularidade A; localmente

Em particular o conjunto de zeros de f (dado pela interseccao da superficie com o
plano tangente na origem) é localmente difeomorfo ao conjunto de zeros de uma das
seguintes fungoes z2 + y*, —x? — y?, 2% — y?, isto é, ¢ um ponto (dois primeiros casos) ou
duas curvas que se interceptam transversalmente (terceiro caso).

Os pontos onde ocorrem singularidades A; da funcgao altura f sao os pontos da su-
perficie M onde a aplicagao de Gauss é regular. Estes pontos sao classificados como pontos
elipticos K(p) > 0 (dois primeiros casos) e pontos hiperbélicos K(p) < 0 (terceiro caso).

O tipo Ay aparece quando temos que a? = 4aga, entdo a origem é um ponto parabdlico
K(p) =0 de M. A unido de todos os pontos parabdlicos nos dd o conjunto parabdlico,
que sao os pontos de singularidades da aplicacao de Gauss como visto na se¢ao anterior.
A superficie dada pela Equacao 2.1 pode ser transformada por uma rotacdo em uma nova

equagao, que possui a seguinte forma (com um novo ag), e é apresentada na Figura 2.5.

z = fi(z,y) = apx® + box® + by + boxy® + bsy® + termos de ordem mais alta. (2.2)
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Se tivermos que ag # 0, e b3 # 0, por um difeomorfismo na fonte temos que a funcao f;
pode ser transformada em +(z? + ¢?®), assim temos que a intersegao de M com seu plano

tangente é difeomorfo a z2 + y* = 0.

Sulfnu:' Sphere of Gauss map target .. E

Figura 2.5: Singularidade As (conjunto parabdlico em preto) e sua imagem pela aplicagao

de Gauss

O tipo Aj ocorre quando tivermos na equagao 2.2 ag # 0 e by = 0, entao é necessario
estudar os termos de ordem 4, coz? + ... + cay*. “Completando quadrados” duas vezes
podemos reescrever fi da forma fi(z,y) = apx® + (cq — b3/4ap)y* + termos de ordem mais
alta; e supondo que o coeficiente de y* é nao-nulo, podemos eliminar os termos de ordem
maior que 4 usando uma mudanca de varidveis em x, y, obtendo +2? + y*. Quando os
sinais sdo os mesmos escrevemos A1 (pois 2% + y? é A-equivalente a —z% — y*) e quando
estes diferem escrevemos A3 (pois 22 — y* é A-equivalente a —z? + y*). A Figura 2.6
apresenta a singularidade Aj .

Além disso, se by # 0, temos que a origem é uma cispide de Gauss e pode ser classifi-
cada de acordo com o seguinte:

Cuspide de Gauss Eliptica (positiva), AT : by # 0,a9 # 0,b3 = 0,05 < 4apcs. A
intersegao de M com seu plano tangente é (localmente) um tinico ponto.

Cuspide de Gauss Hiperbdlica (negativa), A : by # 0,a9 # 0,b3 = 0;b3 > 4agcy.
A interse¢ao de M com seu plano tangente é (localmente) um par de curvas diferencidveis

tangentes.
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| Sphere of Gauss map target E

Figura 2.6: Singularidade A3 (ponto c) e sua imagem pela aplicagao de Gauss

A condigao by # 0 garante que o conjunto parabdlico é suave na origem. O caso by = 0
também é do tipo As, mas nao ocorre em superficies que tenham uma aplicacao de Gauss

estavel. Veremos o caso b, = 0 na Secao 2.4.

2.4 Transicoes locais

Na Secao 2.2, vimos os casos onde a aplicacao de Gauss ¢é estavel. A seguir, veremos algu-
mas familias de superficies a 1-parametro ¢ onde a aplicacao de Gauss tem singularidade
de A, — codim = 1 para t = 0. Estamos interessados nas familias de superficies a 1-
parametro, onde esse parametro varia em um intervalo fechado e limitado, e as superficies
para os parametros extremos desse intervalo possuem aplicacao de Gauss estavel. Essas
familias sao chamadas de transi¢coes. Durante essas transi¢oes passamos por singularida-
des nao estaveis de A, — codim = 1.

Em uma familia de superficies a 1-parametro, onde a aplicagao de Gauss tem A, —
codim = 1, temos as transicoes que acontecem devido a um contato maior entre a su-
perficie e o plano tangente, chamados de contatos Az e Ay. Apresentaremos detalhes sobre
as transicoes do tipo A3 que sao uteis para o desenvolvimento do trabalho, apresentaremos
também transigoes do tipo Ay (ver [8, 9]).

Para gerar as figuras que ilustram as transig¢oes locais ultilizamos o software su-
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perficies/I de Montesinos (ver [35])

2.4.1 Transicao Aj: labios/bicos

H& quatro tipos de transi¢oes Az, duas correspondendo a eventos do tipo “labios” (Figura
2.7 (i) e (ii)) e duas correspondendo a eventos do tipo “bicos” (Figura 2.7 (iii) e (iv)).
Todos esses casos sao transi¢oes que levam ao nascimento/morte de um par de cuspides de
Gauss. As cuspides resultantes serdao ambas elipticas ou ambas hiperbdlicas, dependendo
do tipo de contato durante a transigao que pode ser do tipo A3 ou A;.

Agora, estudaremos o caso onde o contato entre a superficie e seu plano tangente
é do tipo A3z nao versal. Estudaremos esse caso utilizando familias de superficies a 1-
parametro, ou seja, a familia de superficies ¥(z,y,t) = (z,y, f(z,y,t)) onde fung¢des
flz,y,t) = 22 + e12%y* + oy + ty?, eg = +1 e €5 = +1 nos d4 todas as transigoes do
tipo labios/bicos da aplicacao de Gauss N7 = (—f,, —f,). A Figura 2.7 ilustra os tipos
de transicoes As e seus efeitos no conjunto parabdlico, e também mostra as transicées no

conjunto de bifurcacao na esfera. (ver[8] e [9]).

{)

]

{iv)

Figura 2.7: Transi¢oes do tipo As

Na Figura 2.7 temos que H significa que aquela regiao é do tipo hiperbdlica, e E
significa que aquela regiao é do tipo eliptica. Para e = 1 temos uma transicao do tipo

A7 (cuspide de Gauss elipticas), para e = —1 temos uma transicao do tipo A; (cispide
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de Gauss hiperbdlicas); para €1€; = 1 temos uma transi¢ao do tipo labios na aplicagao de

Gauss, e para €65 = —1 temos uma transi¢ao do tipo bicos na aplicacao de Gauss.
Para e = 1 e ¢ = 1 temos (i) na Figura 2.7, para e = —1 e ¢, = —1 temos (ii) na
Figura 2.7, para e = —1 e ¢ = 1 temos (iii) na Figura 2.7, e para e = 1 e ¢ = —1 temos

(iv) na Figura 2.7.

As Figuras 2.8 e 2.9 ilustram uma transigdo do tipo ldbios (¢; = €3 = 1) e uma

transigdo do tipo bicos (e = —e; = —1), respectivamente.

I L |

Figura 2.9: Transicoes do tipo bicos
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Transicoes do tipo labios

Quando temos uma transicao de Morse do tipo méaximo ou minimo na curva parabdlica
temos uma transicao do tipo labios na superficie. Podemos ter uma transicao do tipo
labios em uma regiao de curvatura positiva (ou negativa), Ry de M, e com isso surge uma
nova regiao com curvatura negativa (resp. positiva). Com o surgimento dessa nova regiao
temos o surgimento de uma fronteira entre essas regioes, essa fronteira é uma componente
conexa do conjunto parabdlico (curva) cuja imagem pela aplicacdo de Gauss é uma curva,
fechada com duas cispides em S%. No Capitulo 4, veremos o efeito dessa transicio no

grafo associado a aplicagao de Gauss.

Figura 2.10: Transi¢ao do tipo ldbios (L)

Transicoes do tipo bicos

Quando temos uma transicao de Morse do tipo sela no conjunto parabdlico temos uma
transicao do tipo bicos. Durante uma transicao do tipo bicos dois arcos de um conjunto
parabdlico se aproximam até se juntarem em um ponto comum (“pontos do tipo bicos”) e
se separam em dois novos pares de arcos. Assim, podemos juntar(localmente) duas regides
elipticas dividindo(localmente) uma regidao hiperbdlica, ou viceversa. Na Figura 2.10
vemos uma transicao do tipo bicos que separa regioes hiperbodlicas e junta regioes elipticas.
Quando juntamos (localmente) duas regides hiperbdlicas e separamos uma regiao eliptica
dada em duas partes temos uma transicdo By. Quando juntamos (localmente) duas
regioes elipticas e separamos uma regiao hiperbdlica dada em duas partes temos uma

transicao B_.
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Figura 2.11: Transic@o do tipo bicos (B)

2.4.2 Transicao Aj.

Aqui, o contato de M com o seu plano tangente é momentaneamente “pior” do que As.
Neste caso ha um tnico tipo de transi¢ao, com um par de ctuspides de Gauss que aparecem
(ou morrem), sendo uma cuspide eliptica e uma cispide hiperbdlica. A familia de imagens
de curvas parabdlicas no ambito da aplica¢do de Gauss (o conjunto bifurcacao) sofre uma
transicao de rabo de andorinha.

A curva parabdlica permanece suave durante toda a transi¢ao. O ridge (também suave)
e a curva parabdlica nao tendo pontos de interseccao “antes”, tornam-se tangencial no
momento de transicao e depois passa a ter dois pontos distintos onde a curva parabdlica
e o ridge se cruzam transversalmente, como vemos na Figura 2.12 (i). Para mais detalhes

ver [8] e [9].

Figura 2.12: Transicao A,: (i) efeito no conjunto parabdlico (linha continua = conjunto
parabdlico, linha pontilhada = ridge); (ii) efeito no conjunto bifurcagdo (imagem pela

aplicagao de Gauss do conjunto parabdlico).

No germe de tipo A4 temos que a intersecao do plano tangente com a superficie nesses
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pontos ¢ uma ctispide ramphoid, dada pela equacio 2% + y* + y® = 0 (Figura 2.13). Tais
pontos representam o “nascimento ou morte” de duas cuspides de Gauss de sinais opostos.
Por exemplo na familia de superficies z = f(z,y,t) = 22 + 2zy* + y* + v° + ty> tem uma
singularidade A4 parat =0 e z =y = 0. Temos algumas superficies desta familia para ¢

fixos na Figura 2.14.

Figura 2.13: Cuspide ramphoid, interse¢cao da superficie com seu plano tangente

Sphers of Geuss map target [ | Sphere of Gauss mag terget 15l | Sphere of Gouss map terget =]

el _ t=0 t=0,5

a=0,4080; y= Q4285; o= 03749

Figura 2.14: Transicao Ay

Note que para usarmos a transicao para reduzirmos o nimero de ctspides precisamos

que exista um ponto duplo igual temos ilustrado na Figura 2.12.
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2.5 Cirurgias da aplicacao de Gauss

Descreveremos a seguir algumas cirurgias em imersoes de superficies que alteram o con-
junto singular das aplicacoes de Gauss de maneira conveniente. As cirurgias descritas aqui
foram apresentadas em [30]. As cirurgias serao usadas para a construgao dos resultados
do Capitulo 4.

Denotaremos por R as regioes elipticas e por H as regides hiperbdlicas da superficie

M.

2.5.1 Cirurgia S~

Sejam R, e Ry duas regioes elipticas e H um tubo hiperbdlico. Removemos dois discos,
um em cada regiao eliptica, e conectamos o tubo hiperbdlico as suas fronteiras. Esse
processo pode ser feito de uma maneira diferenciavel. Com isso, acrescentamos duas

novas componentes conexas, y; € ya, a0 conjunto parabdlico.

Figura 2.15: Cirurgia S~ e sua imagem pela aplicacao de Gauss

Definicao 2.5.1. Chamamos de cirurgia S~ o conjunto de passos descritos anterior-

mente que sao ilustrados pela figura acima.

A cirurgia ST pode ser feita nas regices Rq e Ry que podem nao ser necessariamente
componentes conexas de uma mesma superficie. Suponha que R; e Ry sejam regioes
de superficies M; e My, respectivamente. Como resultado da cirurgia obtemos uma nova
superficie denotada por M = M; @~ M, que além de ter todas as regioes conexas regulares
de M; e M5 tem uma nova regiao conexa com curvatura Gaussiana negativa e duas curvas

parabdlicas que separam a nova regiao das superficies M; e M, ( ver Figura 2.15). Se
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R1 e R, pertencem a uma mesma superficie M entao temos que a cirurgia S~ aumenta o

género da superficie M em 1.

2.5.2 Cirurgia S~

Suponha que temos dois pedacos de superficies M;, : = 1,2, ambos compostos de uma
regiao eliptica R;, e uma regiao hiperbdlica H;, separadas por uma curva parabdlica 7; (i=1
para M; e i=2 para Ms). Aplicamos a cirurgia S~ unindo as duas regioes elipticas através
de um cilindro hiperbdlico H’. Isto introduz duas novas curvas parabdlicas (fechadas)
Bi, © = 1, 2 (na fronteira de H'). Utilizando uma transicdo do tipo bicos entre essas
duas curvas fechadas, transformamos a regiao H' em um disco no qual a fronteira é uma
curva parabdlica a. Agora, aplicando duas transigdes do tipo bicos (entre av e 71 e «a e
72) conectamos estes discos hiperbdlicos simultaneamente com as regides hiperbdélicas H

e H,y, como apresentado na Figura 2.16

Figura 2.16: Cirurgia S~

Definicao 2.5.2. Chamamos de Cirurgia S~" o conjunto de passos descritos anterior-

mente que sao ilustrados pela Figura 2.16

2.5.3 Cirurgia S*

Sejam R; e Ry duas regioes elipticas. Conectamos elas primeiramente com um tubo
hiperbdlico usando uma cirurgia do tipo S~. Isso introduz duas curvas parabdlicas novas,

as quais sao fronteiras da nova regiao hiperbdlica H. Agora aplicamos uma transi¢ao
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do tipo bicos unindo estas duas curvas parabdlicas e transformando H em um disco.

Finalmente, fazemos esse disco desaparecer utilizando uma transicao do tipo labios.

Figura 2.17: Cirurgia S* e sua imagem pela aplicacao de Gauss

Definigao 2.5.3. Chamamos de Cirurgia S™ o conjunto de passos descritos anterior-

mente que sao ilustrados pela Figura 2.17.
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Capitulo 3

Invariantes de aplicacoes estaveis

Neste capitulo, apresentaremos um invariante topolégico (global) para aplicagoes estaveis
de C>~(M,S?). Apresentaremos, primeiramente, uma técnica de associar grafos as su-
perficies com um conjunto de curvas prefixado. Os grafos associados as superficies car-
regam informacgoes da topologia das superficies e de certo modo podem caracteriza-las
totalmente. Temos que o conjunto singular, ¥ f, de uma aplicacao estdvel f € C>(M, S?)
é formado por curvas fechadas e disjuntas na superficie M (Lema 1.3.27). Com isso, apli-
camos a técnica de associar grafos a superficie e seu conjunto singular, ou seja, associamos
um grafo ao par (M, X f). Veremos que os grafos associados aos pares da forma (M, X f)
sao invariantes globais para aplicacoes estaveis. As Figuras deste capitulo foram tiradas

dos trabalhos [6, 33].

3.1 Grafos associados as superficies com um conjunto

de curvas prefixado

Iniciaremos apresentando uma técnica de associar grafos (com peso) as superficies com
curvas prefixadas. Considere M uma superficie (compacta, orientdvel e sem bordo) e C
um conjunto finito de curvas fechadas e disjuntas em M. O conjunto C divide a superficie
M em um conjunto de regides conexas, isto é, o complemento M — C é a uniao disjunta

de regioes conexas.

25
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Definigao 3.1.1. [33] Associamos um grafo G ao par (M,C) do sequinte modo:
e a cada regidgo conexa do complemento de C em M, associamos um vértice,

e a relagao de adjacéncia entre os vértices € dada em fungao da adjacéncia das regioes,
ou seja, dois vértices estao unidos por arestas sempre que as regioes correspondentes

forem adjacentes,

e o0 numero de arestas conectando dois vértices € dado pelo nimeto de componentes

de C que separam as duas regioes correspondentes,
e Lacos ocorrem quando uma curva é componente de bordo de uma unica regiao,
® 0 peso em cada vértice corresponde ao género da respectiva regiao,

e a soma total dos pesos em G € denotada por W (G).

Figura 3.1: Grafo associado ao 2-toro com um conjunto de curvas prefixado.

Na Figura 3.1 temos que a superficie M esta dividida em seis regides, e apenas a
regiao R; possui género nao nulo, igual a 1. Temos a existéncia de um laco, a aresta As
no vértice V4, pois a curva Cj é representada por essa aresta que estd separando duas

partes da regiao Ry.

Definigao 3.1.2. [33] Sejam C e C' conjuntos de curvas sobre duas superficies M e M’,
respectivamente. Os pares (M,C) e (M',C") sao ditos equivalentes quando eriste um

difeomorfismo de M em M’ que leva C em C'.

Lema 3.1.3. [33] Se (M,C) e (M',C’) sao equivalentes, entdo os grafos dos respectivos

pares sao isomorfos.
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Demonstracao: Seja ¢ : M — M’ um difeomorfismo tal que ¥(C) = C’ e sejam G e G
grafos associados, respectivamente, aos pares (M,C) e (M',C"). Provaremos que G e G’
sao isomorfos, vamos induzir esse isomorfismo a partir da ¢). Para isso vamos inicialmente
ver que estes dois grafos tém o mesmo ntmero de arestas. Como ¢ é um difeomorfismo tal
que ¥(C) = C', temos que as componentes conexas de C, isto é, as curvas destes conjuntos,
sao levadas biunivocamente nas componentes conexas de C'. Logo, temos que o nimero
de curvas em C e C’ sdo iguais. Sendo o nimero de arestas do grafo igual ao nimero de
componentes conexas do conjunto de curvas, temos que G e G’ tém o mesmo numero de
arestas.

Agora vamos provar que G e G’ tém o mesmo numero de vértices. De fato, sendo v

bijetora, temos

WM —=C) = (M) —-v(C)
= M -C.

Logo cada componente conexa de M — C é levada biunivocamente numa componente
conexa de M’ — C’, pelo difeomorfismo 1. Portanto, temos que o nimero de regides do
complemento M —C é igual ao nimero de regides do complemento M’'—C’. Como o ntiimero
de vértices de um grafo associado corresponde ao niimero de regioes do complemento do
conjunto de curvas, temos que G e G’ possuem o mesmo numero de vértices.

Vamos mostrar que G e G', tém a mesma estrutura de adjacéncias. Sejam R; e R,
duas regioes adjacentes, do complemento M — C, separadas por uma curva «. Sabemos
que R1 URsUa C M é conexa por caminhos, portanto ¢(R1) Ut (Ry) Ut(a) = (R U
Ry Ua) C M’ também é conexa por caminhos, e ¥)(R1) e ¥(R3) sdo regiodes adjacentes
de M’ — C'. Portanto, 1) preserva as adjacéncias das regides. Logo, (M,C) e (M',(’), e
consequentemente G e G’, tém a mesma estrutura de adjacéncias.

Para finalizar, note que v leva difeomorficamente as regioes de M — C nas regioes de
M' — C', portanto temos que os vértices correspondentes tém o mesmo peso, uma vez
que o género de uma regiao é preservado por homeomorfismos, e os difeomorfismos sao

homeomorfismos também.
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3.2 Grafos como invariantes de aplicacoes estaveis

Seja f € (C°°(M,S?) uma aplicagao estdvel. Do Lema 1.3.27 temos que o conjunto
singular ¥ f consiste de curvas fechadas e disjuntas em M. Logo podemos associar um
grafo & aplicagao f, Gr, como sendo o grafo associado ao par (M, X f), tomando o conjunto
Cc=Xxf.

A cada aplicagao estével f € C*(M, S?) conseguimos um grafo associado G;. Vamos
provar que Gy é um grafo bipartido e é um invariante por A-equivaléncia. O grafo G;
carrega informagoes da aplicagao, da superficie, do nimero de componentes conexas de

> f, bem como o tipo topoldgico de seu complemento em M.

Proposigao 3.2.1. [6] Se f : M — 5% € uma aplicagio estdvel, entio Gy € bipartido,

onde Gy € o grafo associado a f.

Demonstragao: Seja f : M — S? uma aplicagao estdvel e G; seu grafo associado. Da
Definicao 1.3.25 temos que cada regiao do complemento M — C recebe um sinal +. Logo
temos uma maneira natural de atribuir sinais aos vértices de G¢, onde cada vértice re-
cebe o sinal da regiao correspondente. Temos que cada curva de X f separa regioes de
sinais opostos, logo cada aresta de G; conecta vértices de sinais opostos. Portanto, Gy ¢é

bipartido. O

Teorema 3.2.2. [33] O grafo de uma aplicagdo estdvel é invariante por A—equivaléncia.

Em particular, € invariante por isotopia estdvel.

Demonstragao: Sejam f,g € C*(M,S?) duas aplicagoes A — equivalentes e sejam [ :
M — M ek:S? — S? difeomorfismos tais que f =k togol.

Para mostrar que os grafos sao invariantes por A—equivaléncia, basta mostrar que Gy
¢ equivalente a G,. Dado p € X f, temos que (df), nao é injetora. Pela regra da cadeia
(df)p = (dE™Y) gy © (d9)ip) © (dl)p. Como (dk™)gq(p) e (dl), sdo isomorfismos, temos
que (dg)yp) nao é injetora. Assim, [(p) € Xg. Portanto, [ é um difeomorfismo de M em
M que leva X f em Yg, ou seja, os pares (M,Xf) e (M, 3qg) sao equivalentes. Logo, pelo

Lema 3.1.3, Gf e G, sao isomorfos.
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3.3 Invariantes locais de aplicacoes estaveis

Ohmoto e Aicardi em [42], estudaram alguns invariantes locais para o contorno aparente
de aplicagoes estaveis de superficies fechadas no plano (imagem do conjunto singular),
que sao o numero de cuspides e o numero de pontos duplos, respectivamente I e Ip.
Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster apresentaram em [14] outro invariante, Ig,
que é o numero de componentes conexas do contorno aparente de uma aplicagao estavel
de superficie no plano. Em [25], vimos que esses invariantes podem ser obtidos para
aplicagoes estaveis de superficies na 2-esfera, ja que a 2-esfera é localmente um plano. Ou
seja, podemos definir estes invariantes para aplicagoes de Gauss estaveis.

Para homotopias entre duas aplicagoes estaveis podem ocorrer transicoes. Uma transicao
ocorre quando a homotopia passa por uma aplicacao nao estavel. Na Figura 3.2, vemos
transicoes convenientes para o estudo do nimero de cuspides e do nimero de componen-
tes conexas da superficie. Diremos que a orientagao é positiva (negativa) se a transigao
aumentar (diminuir) o nimero de pontos duplos ou aumentar (diminuir) o nimero de

cuspides.

T"

T

o

AH XK K DX
SAXX XD X
é

Figura 3.2: [42] Alguns tipos de transigoes.

As transigoes na Figura 3.2 sdo denominadas labios (L), bicos (B), rabo de ando-
rinha (5), tangéncia de dobras (7°), (T") e (T?), dobra com cuspides (C1) e (C2).

Podemos classificar essas transicoes de acordo com o tipo de alteracao que elas fazem no
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conjunto singular e no contorno aparente de uma aplicacdo. As transigoes do tipo (L)
e (B) alteram o numero de cispides, e alteram o nimero de componentes do conjunto
singular; a transi¢ao do tipo (S) altera o niimero de cispide, e o nimero de pontos duplos;
as transigoes do tipo (T°), (T*), (T?), (C1) e (C2) alteram o ntimero de pontos duplos.

Em cada linha da Figura 3.2, representamos localmente trés momentos de uma transigao
e a imagem do contorno aparente destas trés aplicacoes em C*(M,R?). Os momentos
da direita e da esquerda sao estaveis, ja a aplicacao do meio nao é estavel. As setas no
contorno aparente apontam para onde temos que o nimero de pré-imagens aumenta (por
dois). O indice i em (T%) e (C?) vem da metade do niimero de pré-imagens (zero, dois ou
quatro) dentro da nova regiao criada apds a transigao do tipo tangéncia.

Os invariantes I¢, Ip e I, sao os numeros de pontos de ctspides, pontos de dobra
e componentes conexas do contorno aparente, respectivamente. Vemos que as transicoes
(L), (B) e (S) alteram o nimero de cispides por +2, dependendo do sentido que fazemos
a transicao, e as transi¢oes do tipo (T%) e (C) alteram o niimero de pontos duplos por
+2. J4 a transigao do tipo (S) altera por £1 o nimero de pontos duplos, dependendo do
sentido que fazemos a transigao.

Uma homotopia (transi¢ao) entre as aplicagoes estaveis fy e f; pode ser vista como
uma familia F; de aplicagoes a 1-parametro t, —1 <t < 1, tal que .y = fy e F} = f.
Para o caso da aplicacao de Gauss vimos que uma forma de fazer essa homotopia é através
das transigoes.

Em [42], temos o seguinte resultado que relaciona o niimero de cispides e o nimero de
pontos duplos com a quantidade de transigoes dos tipos: (L), (B), (S), (T°), (T"), (T?),
(C1) e (C2).

Teorema 3.3.1. [/2] A variagdo do nimero de cuspides e do nimero de pontos duplos

durante uma homotopia entre as aplicagoes fo e f1, sao dadas por
1. Al =1c(f1) — Ic(fo) = 2(AL + AB + AS)
2. Alp = Ip(f1) — Ip(fo) = 2(AT + AC) + AS,

onde AL € o numero de transicoes com orientacdao positiva menos o numero de transicoes

com orientacao negativa do tipo ldbios, AB € o niumero de transi¢oes com orientacdo posi-
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tiva menos o numero de transicoes com orientacao negativa do tipo bicos, AS € o nimero
de transicoes com orientacao positiva menos o numero de transicoes com orientacao ne-
gativa do tipo rabo de andorinha, AT € o niumero de transicoes com orientacdo positiva
menos o numero de transi¢oes com orientacao negativa do tipo tangéncia de dobra e AC
€ o numero de transicoes com orientacdao positiva menos o numero de transi¢oes com
orientacao negativa do tipo tangéncia de dobra com cuspide. As orientacoes positivas so-
fridas durante a homotopia sao representadas na Figura 3.2, onde a orientagao € positiva

se a transicao aumentar o numero de pontos duplos ou aumentar o niumero de cuspides.

Neste trabalho, também estudamos o invariante [ para transicoes de aplicagoes de

Gauss estaveis (ver Subsecao 4.4.3).

3.3.1 Relagao entre cuspides e caracteristica de Euler

Nesta subse¢ao, veremos uma demonstragao da férmula de Quine [41], no caso de aplicagoes
de superficies na esfera (Teorema 3.3.6). Neste caso, a férmula estabelece uma relacao
entre os sinais das cuspides de uma aplicacao e a caracteristica de Euler da superficie.
Este resultado é um caso particular do teorema encontrado em [41] (ver também [6]).

O Corolario do Teorema de Quine serd usado na Subsecao 4.4.3. Esse corolario nos da a
soma dos sinais das cuspides, uma vez que temos que essa soma depende da caracteristica
de Euler da superficie e do grau da aplicacdo de Gauss, onde segundo [23] o grau da
aplicacao de Gauss de uma superficie é dado em funcao do seu género.

Seja f : M — N uma aplicagao estavel, onde M e N sao duas superficies suaves,
orientadas. Pela Definigao 1.3.25, cada regiao do complemento M\X f recebe um sinal =+.
Como ja vimos anteriormente, podemos associar a um ponto de cispide C' de f, um sinal

s(C) = £1 definido de acordo com a regiao para a qual a cispide aponta.

Teorema 3.3.2. (Teorema de Quine). Sejam M e N duas 2-variedades suaves, compac-
tas, orientadas e conexas, f : M — N uma aplicacao estdvel, M+ o fecho do conjunto
dos pontos regqulares nos quais f preserva a orientacao, M~ o fecho dos pontos requlares

os quais f inverte a orientacao e C1, ..., C,, pontos de cuspides, entao

X(M) = 2x(M™) + 8s(C;) = x(N)deg(f),
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onde x € a caracteristica de Fuler da superficie e deg(f) é o grau da aplicagdo f.

Temos que as transigcoes do tipo labios ou bicos alteram a soma dos sinais das cispides,
denotada por ¥s(C;), por +2, enquanto a transigao do tipo rabo de andorinha mantém o
valor de ¥s(C;).

Na Figura 3.3, vemos que as cuspides obtidas pelas transicoes do tipo labios ou bi-
cos tém o mesmo sinal, enquanto as cuspides obtidas pelas transicoes do tipo rabo de

andorinha possuem sinais opostos.

{ a) Rabo de Andorinha:

( ¢ ) Labios:

Figura 3.3: [6] Sinais das cuspides.

Os préximos lemas serao usados para provar o corolario do Teorema de Quine.

Lema 3.3.3. [6] Sejam fo e f1 aplicacies estdveis de superficies fechadas e orientadas
na esfera, onde f, € obtida por fo, a partir de uma transicao do tipo bicos ou ldbios. Se

My e My sao, respectivamente, o complemento dos conjuntos singulares X fy e X f1, entao
+ +
X(M7) = x(My) F s(CO),

onde s(C) denota o sinal das duas novas cuspides resultantes da transi¢io do tipo bicos

ou ldbios.
Demonstragao: Sejam M, (M) o fecho da regidao positiva (negativa) de fo e M (M)
o fecho da regiao positiva (negativa) de f;, onde My e M; sdo, respectivamente, o com-

plemento dos conjuntos singulares > fy e X f;. Vamos primeiro analisar a transicao do
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tipo bicos (B). Para este caso, temos duas possibilidades: (B™) e (B™), que respectiva-
mente, acrescentam e diminuem o nimero de componentes conexas do contorno aparente
da aplicacao.

Vamos considerar cada uma delas separadamente.

i Al WA= (A) -1 [ Al

o B ‘j- POMBUC)=K (B)+1 i B C‘- ‘;-
‘.‘__ —_I__.—-‘_"-N“___‘Jf' : [ '-‘__
- : _— )

Figura 3.4: [6] Alterando a caracteristica de Euler pela transi¢ao (B™).

Na Figura 3.4, vemos a transi¢ao do tipo (B1). No comego, temos uma componente
de X fy, que separa as regices A e B de My. Apds a transi¢do (B7), a componente de
Y fo que separa as regioes A e B de M, ¢é dividida em duas, assim, temos que a regiao
A ganha mais uma componente com bordo e passa a ser denotada por A’. A regiao B é
dividida em duas novas regioes que denotamos por B’ e C'.

Como a regiao A’ tem uma componente de bordo a mais que A, pela Proposi¢ao 1.1.25

temos que
X(A) = x(A) -1
para s(C') =1 (caso onde a regiao A ¢é positiva) temos
X(A) = x(A) = 5(C).

Consequentemente,

X(M;") = x(Mg) = s(C).
Observamos também que

X(B'UC) =x(B)+1=x(B) +s(C).

Logo

X(My7) = x(My) + 5(C).

Para s(C') = —1 (caso onde a regiao A é negativa) temos
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X(A) = x(A4) + s(C).
Consequentemente,
X(M;") = x(My) + s(C).

Observamos também que

Logo

I';r'"‘:::,'3-'-'-'—':-'35—';.'.'_'.""‘5 UA)=X(AUC)-1 | 4 H\
i D (\ X(B) = %(B)+1 o g e
pEnmemsrranh oM 1Y P JGfSEsmessnzath L

Figura 3.5: [6] Alterando a caracteristica de Euler pela transi¢ao (B™).

Na Figura 3.5, podemos ver uma transi¢do do tipo (B~). Inicialmente, temos duas
componentes de curva de X fy, que separam as regioes A B e C. Apds a transigao, as
duas componentes se unem, de modo que X f; possui apenas uma componente conexa e
com isso, as regioes A e C também se unem, dando origem & regiao A’. Neste caso, para

as novas regioes A’ e B’, temos que:

X(A) = x(AUC) =1 = x(4) +x(C) -1

X(B') = x(B) + 1.
Portanto para o caso s(C') = 1 (caso onde a regiao A é positiva) temos

X(M;") = x(Mg') = s(C)
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X(My7) = x(My) + s(C)
e para o caso s(C') = —1 (caso onde a regidao A é negativa) temos

X(M;") = x(Mg) + s(C)

e
X(My) = x(My) = s(C)
Portanto, o resultado segue para o caso da transi¢ao do tipo (B™).
Lo+ Al xA)=x((A)- Lo+ A
! i XB) =1 ! @

Al A=A 3 A
: XB*)=1 5 @

< :‘ -

Figura 3.7: [6] Alterando a caracteristica de Euler pela transigao (L).

Agora, veremos o caso das transi¢oes do tipo labios (Figuras 3.6 e 3.7). Inicialmente
temos uma regiao A. Depois da transicao, temos que a regiao A’ adquire mais uma
componente com bordo, portanto a sua caracteristica diminui por um. Além disso, temos

. o~ . o p . .
o surgimento de uma nova regiao negativa (positiva), B’ homeomorfa a um disco, assim
a caracteristica das regides negativas (positivas) aumenta por um. Como o sinal das

cispides é positivo (negativo), logo o resultado segue.
O

Observacao 3.3.4. A transi¢do do tipo rabo de andorinha nao altera a topologia das

regioes do complemento do conjunto singular. Logo temos o sequinte resultado:
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X(Mi) = x(Mg).

Na Figura 3.8, temos uma aplicacao estavel f = jog: M — S?, com grau d, onde M
¢ um k-toro, com k > 0, g 6 um mergulho de M deformada em R? e j é uma projecio da

imagem de g na esfera. Usaremos isto na préxima demonstracao.

Figura 3.8: [6] Aplicacao dobra do k-toro com grau d.

Lema 3.3.5. [6] Seja f: M — S% uma aplicagio estdvel de uma superficie M fechada,
orientada e de género k, na esfera, com grau d, cujo contorno aparente sobre a esfera tenha
d + k + 1 componentes conezas disjuntas e simples. Se M e M~ sao, respectivamente,

o fecho das regioes positivas e negativas do complemento do conjunto singular X f, entao
X(MT) = x(M™) = 2deg(f).

Demonstracao: Seja f : M — S? uma aplicacao estavel com grau d, onde a superficie M
tem género k e o conjunto singular tem d-+k+1 componentes sem pontos de ctspides, igual
a superficie da Figura 3.8. Entao M ™, o fecho da regiao de M cuja orientacao é preservada
por f, é decomposto em d + 1 componentes, onde d componentes sao homeomorfas ao
disco, denotadas por M;", ..., M, e a outra componente é homeomorfa ao disco com k
buracos, denotada por M/, como ilustra a Figura 3.8. Neste caso, a caracteristica de

Euler de M™* é dada por

X(MT)=x(M)+d=1-k+d.
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Por outro lado, temos que, M, o fecho dos pontos regulares de M, que tem a orientacao
invertida por f, é uma regiao homeomorfa a um disco com k + d buracos, a qual denotamos
por M’ . Com isso, a caracteristica de Euler de M~ é dada por
X(M7)=1-k—d.
Logo
X(M™) = x(M™) = 2d.
O

Teorema 3.3.6. (Coroldrio do Teorema de Quine [41]). Sejam M uma 2-variedade
suave, compacta, orientada e conexa, f : M — S? uma aplicacdo estdvel, MT o fecho do
conjunto dos pontos requlares nos quais f preserva a orientacdo, M~ o fecho do conjunto

dos pontos requlares os quais f inverte a orientacao e C1, ..., C,, pontos de ciuspides, entao
X(M) = 2x(M™) 4 Es(C;) = 2deg(f),
onde x € a caracteristica de Euler da superficie e deg(f) € o grau da aplicagao f.

Demonstragao: Seja fo : My — S? uma aplicagao estavel, tal que deg(fy) = deg(f), onde
a superficie My tem género k e o nimero de componentes singulares é deg( fy) +k+ 1, sem
cuspides, como ilustra a Figura 3.8. Podemos obter a aplicagao f a partir de fj, por meio
de transicoes do tipo bicos, labios ou rabo de andorinha. Vamos denotar por f;,j € N, a
aplicacdo obtida de fy apds j transigoes do tipo (B), (L) ou (S), e por M;" (M) a unido
das regides positivas (negativas) do complemento M \ X f;. Chamaremos por Cj; e Cjs

as cuspides criadas na j-ésima transigdo. Se a primeira transi¢ao for do tipo (L) ou (B),

pelo Lema 3.3.3, temos
X(M;") = x(My) = s(C), e
X(M7) = x(My ) + 5(Chra2).
Subtraindo as equagoes acima e usando o Lema 3.3.5, temos
X(MT) = x(M7) = x(M{) = x(Mg )x(My) — Z215(Chi)
= 2deg(fo) — Xi_15(Chi).

Se a primeira transicao for do tipo (S), entao pela Observagao 3.3.4, temos
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X(M;") = x(My)
(My)-

=

5
I

=

Subtraindo as equagoes acima e utilizando o Lema 3.3.5, temos

X(M) = x(M7) = x(Mg") — x(My)

= 2deg(f),.

mas as cuspides obtidas pelas transi¢oes do tipo (S) possuem sinais opostos, com isso

%2 1s(Ch;) = 0, e dai, podemos dizer que
X(M7) = X (M) = 2deg(f) — 5iy5(Chi).-
Se a primeira transi¢ao for do tipo (L), (B) ou (S), vale a relagao:
X(M;) = x(M7) = 2deg(f) — Zi5(C). (3.1)
Se a segunda transigao for do tipo (L) ou (B), pelo Lema 3.3.3, temos

X(M{") = x(My') = 5(C), e
X(My7) = x(My ) + 5(Caa).

Subtraindo as equagoes acima e substituindo a equacao 3.1, temos

X(MF) = x(My) = x(M]") = x(M;) — 52, 5(C)
= 2deg(f) — X7 15(Cri) — X7_,5(Ci)
= 2deg(f) — 232‘:1212:18(Cji)' (3.2)

Se a segunda transic¢ao for do tipo (S), entao pela Observagao 3.3.4, temos

Subtraindo as equagoes acima e substituindo a equagao 3.1, temos

X(MF) = x(My) = 2deg(f),
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mas as cuspides obtidas pelas transigoes do tipo (S) possuem sinais opostos, logo ¥2_;s(C};) =

0, e dai, podemos dizer que

X(M;) —x(My) = 2deg(f) - 222:13(011‘) - Z?:15(02i)~
= 2deg(f) — E?:lz?:rs(oji)-

Com isso, vemos que se a segunda transigao for do tipo (L), (B) ou (S), vale a relacao:
X(My) = x(My) = 2deg(f) — 251 57_15(Cj). (3.3)

Vamos usar indugao sobre o nimero k de transicoes do tipo (B), (L) ou (S). Suponhamos

que para p < k, vale a relacao

X(My) = x(My) = 2deg(f) — 25,57 5(Cj) (3.4)

=p~i=1

Se a k-ésima transigao for do tipo (B), (L) ou (S), pelo Lema 3.3.3 e pela Observagao
3.3.4, podemos dizer que

X(M) = x(My) = x(M",) — x (M) — Bi_;5(Chi).

pois as cuspides obtidas pela transi¢ao do tipo (S) possuem sinais opostos.

Aplicando a hipotese de inducao, temos

X(M/j) —x(M,) = 2deg(f)— Z;:%E?:ls(cjz‘) - E?:15(Cki)~
= 2deg(f) - Z?:lzgzls(oji>-

Dai, obtemos

X(M*) = x(M™) = 2deg(f) — Zis(Ch),
ou seja,

X(MT) = x(M™) + 5is(C;) = 2deg(f),

onde %;s(C;) = X B2 1 5(Cji) e M* = M.
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Observe que M N M~ é um conjunto de circulos fechados e portanto x(M+* N M™)
=0, logo x(M) = x(M™) 4+ x(M~) e voltando a férmula do Teorema 3.3.6 reescrevemos

o teorema da seguinte forma:
Corolario 3.3.7. Com as mesmas hipoteses do Teorema 3.3.6, temos:

X(M™) = x(M™) 4 E:5(C;) = 2deg(f).

3.4 QOutras dissertacoes sobre resultados relacionados
ao que estudamos

Nas dissertagoes [6], [18] e [33] sdo estudados os invariantes locais que apresentamos nesse
capitulo. Esses invariantes ajudam na classificacao das aplicacoes estaveis.

Vimos seis dissertagoes que associam grafos a aplicagoes estaveis [6], [12], [18], [28],
[33] e [44]. A seguir, falaremos um pouco de cada uma. Cada dissertagdo contém as
referéncias dos respectivos artigos estudados, por exemplo [9, 13, 14, 24, 25, 30].

Em [33] é estudado os grafos associados & aplicagoes estaveis f : M — R?, e é provado
que todo grafo bipartido pode ser realizado por uma aplicacao estavel. E visto que uma
condicao necessaria para que um grafo seja realizavel por uma aplicagao dobra é que ele
satisfaga a relacao (VT — V) = (¢" — ¢7), onde VT é o nlimero de vértices positivos,
V'~ é o numero de vértices negativos, g* é o género do fecho da regiao positiva e g~ é o
género do fecho da regiao negativa. Também é visto uma condicao suficiente.

Em [12] é estudado os grafos associados & aplicacoes estdveis f : M — R?, e os grafos
associados a aplicacoes estdveis de 3-variedades em R3.

Em [6], ¢ estudado os grafos associados & aplicacoes estdveis f : M — S? e é provado
que todo grafo bipartido pode ser realizado por uma aplicacao estavel. E visto também,
que todo grafo bipartido G pode ser realizado por uma aplicagao dobra, onde o grau da
aplicacao dobra é dada por d=(V* — V7) — (W™ — W), a superficie M tem género
1-V+A+W, VT éontmero de vértices positivos, V'~ é o numero de vértices negativos,
W™ é a soma dos pesos dos vértices positivos, W~ é a soma dos pesos dos vértices

negativos, V' é o numero de vértices, A é o nimero de arestas e W é a soma do peso de
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todos os vértices. Nesse trabalho também ¢é estudado a realizagao do contorno aparente
minimal para aplicagoes de superficies orientadas na esfera.

Em [44] é estudado as singularidades da funcgao altura e da aplicagdo de Gauss.
Associa-se os grafos as aplicagoes de Gauss estaveis, e estuda-se a realizacao dos gra-
fos.

Em [18] é estudado os grafos associados a aplicagoes estaveis f : M — S?, e é provado
que todo grafo bipartido pode ser realizado por uma aplicacao estavel. Nesse trabalho
também ¢é estudado a realizacao do contorno aparente minimal para aplicagoes de su-
perficies orientadas na esfera, e também para superficies nao orientadas.

Em [28] é estudado os grafos associados as aplicagoes estéveis de 3-variedades fechadas
no R3. Para esse estudo é preciso de conceitos que nao foram abordados nas outras
dissertacoes.

O estudo de aplicagoes dobras foi abordado nas dissertagoes [6, 18, 33| seguindo as
ideias dos artigos [11, 13, 54]. Este estudo nao se aplica para o caso de aplicagoes de Gauss
uma vez que temos que o grau da aplicacao de Gauss depende do género da superficie,
ou seja, deg(N)=1-g(M) (ver [23]). Vimos em [11] que a realizagdo do contorno aparente
minimo também depende do grau da aplicagao.

Em nosso trabalho, estudamos os conceitos gerais como os invariantes locais, e a asso-
ciagao de um grafo a uma superficie da forma mais genérica possivel, para compreender

e tentar uma generalizacao desses conceitos para 3-variedades fechadas no R*.
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Capitulo 4

Invariantes de aplicacoes de Gauss

estavels

Seguindo o trabalho [30], apresentaremos um novo invariante global para aplica¢oes de
Gauss estaveis. Esse invariante ¢ a associagao de um grafo bipartido as aplicagoes de Gauss
estdveis de uma superficie fechada e orientada mergulhada em R3. Para falarmos deste
estudo, apresentaremos uma definicao para associar uma aplicacao de Gauss estavel a um
grafo e veremos os efeitos das cirurgias S~, S™F e ST e das transigoes do tipo 1dbios/bicos
nos grafos das aplicagoes de Gauss estaveis. Veremos alguns casos da aplicacao do teorema
de Quine para termos uma estimativa do niimero de cuspides destas aplicacoes de Gauss.
Por fim, veremos que a partir das cirurgias e das transicoes teremos que para qualquer
grafo bipartido podemos associar uma superficie mergulhada em R? onde a aplicacao de

Gauss € estavel e esta associada a esse grafo.

Neste capitulo, apresentaremos apenas as transi¢goes que afetam as componentes co-
nexas do conjunto singular. Uma vez que o ntimero de cispides e o nimero de pontos
duplos nao estao presentes no grafo, as transicoes que interessam sao as transicoes do tipo

As, bicos (B) e labios (L).

As Figuras deste capitulo foram tiradas do trabalho [44].

73
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4.1 Grafos de aplicacoes de Gauss estaveis

Definigao 4.1.1. Seja N : M — S? uma aplicagcao de Gauss estdvel, onde M é uma
superficie fechada e orientada e XN o conjunto singular de N, que é formado por um
conjunto de curvas fechadas. Associamos um grafo G, com pesos (inteiros nao-negativos)

nos vértices, a aplicacao N do sequinte modo:

1. Cada vértice v; corresponde a uma componente conexa do complemento M\YXN
sendo representado por vermelho se a regiao possui curvatura Gaussiana positiva e
por azul se a regiao possui curvatura Gaussiana negativa. Cada aresta a; corresponde

a uma curva ; de LN

2. Um vértice v; e uma aresta a; sao incidentes se, e somente se, a curva representada

por a; encontra-se no bordo da regiao representada por v;;

3. O peso do vértice v; corresponde ao género g; da regiao correspondente a M;, onde

gi = g(M;) é o género da superficie fechada com bordo M;.

Como M ¢é orientavel, temos que as curvas singulares sao curvas fechadas que separam

regioes positivas de regioes negativas, logo o grafo G associado a aplicacao N é bipartido.
A D R

Figura 4.1: Superficie com conjunto parabdlico(y; U 72) e o grafo associado

Na superficie acima temos que as curvas 7; e 7, representam o conjunto parabdlico
da superficie (que é o conjunto singular da aplicagao de Gauss N') e os pontos destacados
nas curvas representam pontos de cuspides de Gauss.

Temos duas curvas parabdlicas (71 e 72) que separam trés regioes distintas (Rq, Ro
e R3). Logo da Definicao 4.1.1 temos que cada regiao R; é associada a um vértice

vi(i = 1, 2, 3). Como a curva 7, separa as regioes R eR3, temos que os vértices v; e
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vy tém uma aresta que os liga, da mesma forma temos que vy, separa as regioes Rs e R,
logo temos que os vértices vy e v3 tém uma aresta que os liga. O peso de cada vértice é

zero, pois nenhuma regiao tem género diferente de zero.

Definicao 4.1.2. O grau de um vértice v de um grafo é o nimero de arestas que se

conectam a esse vértice.

Figura 4.2: Grafos com 3 arestas

Na Figura 4.2 vemos um grafo que possui um vértice negativo com grau 3 e todos os

vértices positivos possuem grau 1.

4.2 'Transicoes da aplicacao de (GGauss

No Capitulo 2, relacionamos algumas singularidades das aplicagoes de Gauss com singu-
laridades da familia de fungdes altura (Lema 2.2.2). Vimos que para que algumas delas
sejam estaveis precisamos estuda-las em familias de superficies a 1-parametro. Essas
familias de superficies a 1-parametro pode ser vista como transi¢coes. Vimos também as

seguintes transicoes:

1. Transigoes de Morse da curva parabdlica em um ponto As, correspondendo a transicoes

do tipo Léabios e bicos na aplicacao de Gauss (Figura 2.7).

2. Nascimento/eliminacdo de um par de cuspides de Gauss em uma curva parabdlica
(em um ponto A, da funcdo altura). Isto corresponde a uma singularidade do tipo

Rabo de Andorinha na aplicagao de Gauss (Figura 2.14).

Para a realizagao dos grafos estamos interessados apenas nas transigoes que afetam as
componentes conexas do conjunto singular de uma superficie, ou seja, as quatro transicoes
do tipo As: bicos (B*) e ldbios (L*). Estas sdo as transicoes que afetam os grafos de

uma aplicacao de Gauss estavel.
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4.2.1 Grafo da transigao labios

As transicoes do tipo ldbios (L¥) tem como efeito o surgimento ou desaparecimento de um
vértice extremo do grafo junto de uma aresta. Uma vez que essa transi¢ao ocorre como
ilustrado na Figura 2.10 (i) e (ii), temos também o aparecimento ou o desaparecimento
de duas cuspides, onde o sinal das cuspides depende da regiao onde a transicao estd
ocorrendo.

Na Figura 4.3, temos o exemplo da realizacao da transicao ldbios em uma regiao
positiva para que surja uma regiao negativa. Como consequéncia, no grafo, observamos
o surgimento de um vértice negativo e uma aresta ligando esse vértice ao vértice positivo

inicial.

Figura 4.3: Transigao (L) e seu grafo local

4.2.2 Grafo da transigao bicos

As transicoes do tipo bicos (B*) podem ser usada para unir ou dividir regices de mesmo
sinal de curvatura. Para isso, temos duas formas de realizar a transicao do tipo bicos,
a primeira € por um processo de tangéncia das curvas parabdlicas em pontos de cuspide
que resulta no desaparecimento de duas cuspides de mesmo sinal, a outra forma é por
um processo de tangéncia das curvas parabdlicas em pontos de dobra que resulta no
aparecimento de duas cuspides de mesmo sinal. Esse processo estd ilustrado na Figura
2.7 (iii) e (iv). O efeito desse processo no grafo depende da situagdo onde ocorre. Na

proxima subsecao, veremos o que ocorre na Figura 4.1, que é a esfera depois da realizagao
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de duas transicoes do tipo labios em regides positivas. O segundo caso que veremos, € a
realizacao da transigao bicos no toro retorcido (apresentado na Figura 4.7) que nos fornece

os toros T e Ty .

Figura 4.4: Transigao (B) e seu grafo local

4.2.3 Exemplos: realizacao de grafos

Esta secao é dedicada a realizacao de alguns grafos, a partir da esfera e do toro retorcido,
utilizando apenas as transigoes labios/bicos.

Na figura a seguir vemos todos os grafos que possuem uma ou duas arestas.
(i) (i) (i) (iv)
Figura 4.5: Grafos basicos

Ja vimos a realizacdo dos grafos (i), (ii) e (iii) anteriormente. Na Figura 4.3 temos a
realizagao do grafo (i) e na Figura 4.4 temos realizacoes dos grafos (ii) e (iii). Na Figura

4.6, vemos realizacoes desses trés grafos a partir da esfera.
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Figura 4.6: Realizagao dos grafos (i), (ii) e (iii) usando transi¢oes

Observe que inicialmente na parte esquerda da figura temos uma esfera e um vértice
positivo como seu grafo. Fazendo uma transicao (L) obtemos uma superficie M; que
realiza (i), fazendo uma nova transicao (L) em uma regido positiva de M; obtemos uma
superficie My que realiza (ii). Agora, como cada componente do conjunto singular de
M, possui duas cuspides de mesmo sinal, pode-se realizar duas transi¢oes (B), assim
elimina-se as cuspides e obtém-se uma superficie M; que realiza (iii).

Considere a superficie parametrizada por X (u,v) = a(u)+r(P(u)cos(v)+B(u)sin(v));
onde « é a curva espacial a(u) = (cos(u), sin(u), esin(2u)) com P e B o normal principal
e o binormal, respectivamente, da curva «. Essa superficie é chamada de toro retorcido
(ver [4]), seu conjunto singular sdo duas curvas parabdlicas e em cada curva parabdlica

temos duas cuspides positivas e duas negativas.

Figura 4.7: Toro Retorcido

Na Figura 4.7 temos uma regiao positiva e uma regiao negativa com género zero, e
duas curvas parabdlicas separando essas regioes, logo temos o grafo (iv) da Figura 4.5

realizado por essa superficie.
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Exemplo 4.2.1. Construiremos utilizando o toro retorcido da Figura 4.7 e a transi¢cao

(B), superficies que realizem os grafos da Figura 4.8.

1
(1) (ii)

Figura 4.8: Grafos com peso diferente de zero

1. Realizamos a transicao B~ em cuspides positivas das curvas parabdlicas. Como
resultado localmente separamos as regioes positivas e unimos as regioes negativas,
como ilustra a Figura 4.9, cuja nova superficie chamamos de 77 . Essa nova superficie
tem uma regiao negativa de género 1 e uma positiva de género 0. Assim temos a

realizagao do grafo (i) da Figura 4.8.

2. De forma analoga, realizamos a transicao B~ em cuspides negativas das curvas
parabdlicas. Como resultado localmente separamos as regioes negativas e unimos as
regioes positivas, como ilustra a Figura 4.9, cuja nova superficie chamamos de T} .
Essa nova superficie tem uma regiao negativa de género 0 e uma positiva de género

1. Assim temos a realizagao do grafo (ii) da Figura 4.8.

Figura 4.9: T} e Ty

Observe que as superficies obtidas acima possuem ainda 6 cuspides em seu conjunto

singular, sendo 4 positivas e 2 negativas em T;" e 2 positivas e 4 negativas em T} .
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Observacao 4.2.2. Os géneros das regioes positivas ou negativas podem ser aumentados
realizando cirurgias S, que ndo alteram a estrutura do grafo quando realizado com um

dos grafos da Figura 4.8.

Na Figura 4.10, temos o processo no caso de uma regiao de curvatura negativa, onde
os circulos na cor cinza que aparecem na figura sao os circulos que inicialmente retiramos

para realizar a cirurgia S~+.

Figura 4.10: Usando a cirurgia S™F para aumentar o género de uma regiao

4.3 Efeitos das cirurgias nos grafos das aplicacoes de
Gauss de superficies

De agora em diante, denotaremos por A(M) e V(M) o nimero de arestas e o nimero de
vértices do grafo associado a aplicacao de Gauss da superficie M, respectivamente. Em
alguns momentos poderemos utilizar o grafo G para representar a superficie, e se nao

existir confusao poderemos usar apenas A e V.

4.3.1 Grafo da cirurgia S—

A cirurgia S~ liga dois vértices positivos do mesmo grafo ou de grafos distintos através da
criacao de uma regiao hiperbdlica, um tubo hiperbdlico. Logo com essa cirurgia criamos
duas arestas e um vértice negativo.

Na figura a seguir, vemos o que ocorre localmente no grafo quando realizamos uma
cirurgia S—.

O resultado a seguir nos mostra o que acontece com o nimero de arestas, vértices e

com o género da superficie.
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Figura 4.11: Efeito de S~ no grafo

Proposicao 4.3.1. [}4]

1. Sejam My e My superficies distintas e R1 € Ro regioes de curvatura positiva em M,
e My, respectivamente. Considere também M = My &~ My o resultado da cirurgia
ST em Ry e Ry, entao A(M) = A(My) + A(Ms) +2, V(M) =V (M) + V(M) +1
e g(M) = g(M) + g(My).

2. Se esta cirurgia € realizada entre duas regioes positivas de uma mesma superficie
My obtendo uma nova superficie M, entao A(M) = A(My)+2, V(M) =V (M) +1
e g(M) = g(Mo) + 1.

Demonstracao: Primeiro, sejam M; e M, superficies distintas e R; e Ry regioes de cur-
vatura positiva em M; e My, respectivamente. Seja M a superficie obtida com a rea-
lizagao da cirurgia S~ nas regioes R e R, assim temos que o nimero de arestas de M é
A(M) = A(M;) + A(Ms) 4 2, uma vez que todas as curvas singulares se mantém e além
disso, acrescentamos duas novas componentes ao conjunto singular, as curvas singulares
que separam as regioes positivas da nova regiao negativa. O numero de vértices é dado
por V(M) = V(M) + V(M) + 1, uma vez que mantemos todas as regioes de curvaturas
positivas e negativas, e acrescentamos uma nova regiao de curvatura negativa, o tubo hi-
perbdlico. O género é dado por g(M) = g(M;) + g(Ms), pois a cirurgia S~ tem o mesmo
efeito de uma soma conexa de superficies.

Agora para o segundo caso, seja My a superficie, e R1 e Ry duas regides positivas dessa
superficie, onde M é a superficie obtida depois da realizacao da cirurgia S™ nas regioes
R1 e Ry. Igual no primeiro caso, temos que A(M) = A(My) +2 e V(M) =V (M) + 1.

Ja o género é dado por g(M) = g(My) + 1, uma vez que esse processo cria um novo ciclo
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independente no grafo, e o nimero de ciclo independente tem a seguinte relagdo com o

género da superficie
g(M) = B(G) + Zg(M;") + Xg(M;),

onde Xg(M;") é a soma dos géneros das regices positivas, e Lg(M, ) é a soma dos géneros
das regioes negativas.

Como os géneros das regioes positivas e negativas sao mantidos e o género da regiao
negativa nova é zero, o resultado segue.

A férmula g(M) = 5(G) + Xg(M;") +Xg(M;) é obtida a partir da construcao de uma

superficie que realiza o grafo G, onde G é o grafo de M.

4.3.2 Grafo da cirurgia S~

Com essa cirurgia, temos o efeito no grafo de ‘colar’ as arestas que ligam os vértices
envolvidos na cirurgia. Temos também o efeito de ‘colar’ os respectivos vértices positivos

assim como os vértices negativos, como ilustra a figura a seguir.

W, )

Figura 4.12: Efeito de S™" no grafo

Proposicao 4.3.2. [/4]

1. Sejam My e My superficies distintas e considere componentes conexas Rq e Hy em
My e Ry e Hy em My, de modo que Ry e Ry sao regioes positivas e Hy e Ho sao

regioes negativas. Além disso, suponha que Ry e Hy possuem a fronteira v, em
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comum e Ry e Ho possuem a fronteira v em comum. Se realizamos a cirurgia S~
nessas regioes de My e My obtendo uma nova superficie M = M; &=+ M, entdo
temos os sequintes resultados A(M) = A(My) + A(M2) — 1, V(M) = V(M) +
V(M) =2 e g(M) = g(M)+ g(Ms).

2. Se as componentes conexas R1, H1, Ro e Ha sao distintas e pertencem d uma mesma

superficie My entao quando realizamos a cirurgia S~ nessas regioes obtemos uma

nova superficie M onde A(M) = A(My)—1, V(M) =V (My)—2 e g(M) = g(My)+1.
A prova desta proposicao é analoga a prova da Proposicao 4.3.1.

Observacao 4.3.3. Da Observacdo 4.2.2, temos que qualquer grafo com pelo menos uma
aresta pode ter qualquer peso de seus vértices aumentado. Para isso, basta realizar cirur-
gias S=F com o toro T} ou Ty, dependendo se queremos aumentar o género do vértice

positivo ou do vértice negativo, como apresentado no exemplo na Figura 4.10.

4.3.3 Grafo da cirurgia S*

A cirurgia ST ‘cola’ duas regides positivas do mesmo grafo ou de grafos diferentes, assim

temos que o efeito dessa cirurgia é a ‘colagem’ dos vértices que representam essas regioes.

Figura 4.13: Efeito de S™ no grafo

A proposicao a seguir pode ser demonstrada de maneira analoga a demonstracao

apresentada para a Proposicao 4.3.1.
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Proposicao 4.3.4. [}4]

1. Sejam M e My superficies distintas e considere componentes conexas positivas Rq
e Ry em My e M,, respectivamente. Se realizamos a cirurgia ST em M; e M,
obtendo uma nova superficie M = M1 &t M2 entao A(M) = A(M;) + A(Ms),
V(M) =V(M)+ V(M) —1eg(M)=g(M)+ g(M).

2. Se as componentes conexas Ri e Ry pertencem a uma mesma superficie My e se
realizamos a cirurgia ST em My, unindo essas regioes, entao A(M) = A(Mo),

V(M) =V(My)—1eg(M)=g(M)+1.

4.4 Realizacao de grafos bipartidos

A prova da realizacao de qualquer grafo bipartido com peso, é obtida através de algumas
inducoes. Provaremos,inicialmente, que qualquer arvore sem peso nos vértices, é reali-
zada. Para isso, utilizamos uma inducao sobre o niimero de vértices. Depois provaremos
que todos os grafos bipartidos sem peso nos vértices podem ser realizados, e para isso
utilizamos uma inducao sobre o nimero de Betti. Finalmente, provaremos a realizagao

de qualquer grafo bipartido e para isso usaremos a Observacao 4.3.3.

4.4.1 Grafos bipartidos com nimero de arestas < 3

Ja apresentamos todos os possiveis grafos com uma ou duas arestas na Figura 4.5, e apre-
sentamos superficies que realizam esses grafos. A seguir, apresentaremos uma proposicao

que é consequéncia da Observacao 4.3.3.

Proposicao 4.4.1. [44] O grafo composto por dois vértices e apenas uma aresta com pesos
k (vértice positivo) e | (vértice negativo), apresentado na Figura 4.14, pode ser realizado

por uma aplicacao de Gauss estdvel de uma superficie fechada e orientada imersa no R3.

Demonstracao: Para k = [ = 0 temos que o grafo é realizado pela superficie obtida na
Figura 4.3. Para o caso onde k e 1 podem ser nao nulos, basta realizar k e 1 cirurgias do

tipo S~ entre regides positivas e negativas com o toro Tf“ e 17, respectivamente.
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Figura 4.14: Grafo simples com pesos

Nas Figuras 4.6 e 4.7, temos superficies que realizam todos os grafos com uma ou duas
arestas. Para realizar esses grafos com peso arbitrarios basta realizar cirurgias do tipo

S~* com o toro T} e T, . Provando a proposicio a seguir.

Proposicao 4.4.2. [//] Todo grafo bipartido com pesos e duas arestas pode ser realizado

por uma aplicagcio de Gauss estdvel de uma superficie fechada e orientada imersa no R3.

A seguir veremos os grafos com 3 arestas.

NAV VN

(ii) (iii ) (iv) (v) (vi)

Figura 4.15: Grafos com 3 arestas

Proposicao 4.4.3. [/4] Os grafos de 8 arestas da Figura 4.15 podem ser realizados a

partir da cirurgia S™1 entre as superficies que realizam os grafos de 2 arestas (Figura

4.5).

Demonstracao: Basta observar o efeito da cirurgia S~ nos grafos de 2 arestas, uma vez
que ja vimos o resultado desta cirurgia nos grafos na Subsegao 4.3.2 (Figuras 4.16, 4.17 e

118).
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AN=V AN

(ii)

Figura 4.16: Realizacao dos grafos (i) e (i) da Figura 4.15

NV V=l

(i) (iv)

Figura 4.17: Realizacdo dos grafos (iii) e (iv) da Figura 4.15

IN=0N 00 =0

(vi)

Figura 4.18: Realizacdo dos grafos (v) e (iv) da Figura 4.15

4.4.2 Realizacao de grafos arvore e grafos bipartidos

Este primeiro resultado é importante para a demonstracao do teorema de grafos biparti-

dos.

Teorema 4.4.4. [30] Qualquer drvore com peso zero em cada um de seus vértices e pelo

menos uma aresta pode ser realizada por uma aplicacdo de Gauss estdvel de uma imersao

da esfera, f : S? — R3,

Demonstracao: Faremos a prova por inducao. Vemos que a arvore com peso zero em cada
um de seus vértices e com uma aresta que esta representada na Figura 4.5 (i), é realizada
por uma superficie obtida apds uma transicao do tipo ldbios na esfera, como ilustra as
duas superficies na Figura 4.6.

Assumindo que toda arvore com peso zero em cada um de seus vértices e com n arestas,
é realizada por uma aplicacao de Gauss estavel de uma imersao da esfera, h : S? — R3,

vamos provar que uma arvore com peso zero em cada um de seus vértices e com n + 1
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arestas é realizada.

Seja 7 uma arvore com n + 1 arestas, e seja v um vértice extremo de T, ou seja, v é
um vértice de grau 1. Considere a arvore 7' como sendo a arvore 7 sem o vértice v e sem
a Unica aresta w que liga v a um outro vértice u, ou seja 7’ é uma arvore com n arestas.
Logo, T' é realizada por alguma imersao g : S? — R? cuja aplicaciao de Gauss possui T~
como grafo. Agora realizando uma transicao do tipo labios na regiao que é representada
por u, obtemos uma imersao f : S? — R3 que realiza a drvore T, pois a nova aresta e o

novo vértice sao os que retiramos para ter a arvore 7.
O

Teorema 4.4.5. [30] Qualquer grafo bipartido o qual todos os vértices possuem peso zero
pode ser realizado por uma aplicacdo de Gauss estdvel de uma superficie fechada orientdvel
M, com x(M) = 2 —25(G), onde B(G) é o nimero de Betti de G (isto €, o nimero de

ciclos independentes no grafo).

Demonstracao: Provaremos, esse teorema, por inducao. O Teorema 4.4.4 nos da o caso
onde o numero de ciclos independentes é zero, e a férmula x(M) = 2 — 25(G) é vélida,
uma vez que temos que M é um mergulho da esfera em R? e 5(G) = 0, onde M é a
superficie que realiza G, e onde G é a arvore do Teorema 4.4.4.

Suponha que o resultado seja valido quando o grafo possui n ciclos independentes.

Agora provaremos que o resultado é valido para grafos com n+1 ciclos independentes.
Seja G um grafo com n+ 1 ciclos independentes. Escolhendo um dos ciclos independentes
de G e escolhendo um vértice positivo v desse ciclo podemos separar esse vértice positivo
em dois vértices positivos,v; e vo. Obtemos assim, um grafo G’ com n ciclos independentes
que ¢é realizado por uma imersao g : My — R3 e x(My) = 2 —2n. Realizando uma cirurgia
do tipo ST nas regides R; e Ry correspondentes aos vértices (positivos) v; e vy de Gy,
obtemos uma superficie M com x(M) = 2 — 2(n + 1) e uma imersao f : M — R?® cuja
aplicagao de Gauss possui G como seu grafo. Além disso, pela Proposicao 4.3.4, temos
que g(M) = g(Mo) + 1. Segue que x(M) = 2 —25(G) onde 5(G) = g(M), e g(M) ¢ o

género da superficie M.
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Consideramos agora, grafos bipartidos com pesos para mostrarmos sua realizacao.

Teorema 4.4.6. [30]. Qualquer grafo bipartido G com pesos em seus vértices pode ser
realizado por uma aplicacao de Gauss estdvel de uma superficie fechada e orientdvel M,
com x(M) =2—2(6(G) +w(G)), onde 3(G) € o nimero de Betti de G, e w(G) € a soma
dos pesos em cada vértice de G (peso total de G ).

Demonstracao: Provaremos esse teorema por inducgao sobre o peso total do grafo G.
Temos que o grafo é realizado quando o peso total é zero, segundo o Teorema 4.4.5.
Considere o resultado vélido para grafos com peso total < p. Seja G um grafo com peso
total p+ 1, e seja v um vértice de G com peso w, diferente de zero. Considere o grafo G
igual ao grafo G a menos do peso do vértice v. Em Gy o peso de v é wy—1, assim G tem peso
total igual a p. Logo, pela hipdtese de indugao temos que o grafo G, ¢é realizado por uma
superficie fechada e orientével My, onde a férmula é valida, assim x(My) = 2—2(8(G)+p).
Agora para obter o grafo G a partir de Gy, utilizamos a Observagao 4.3.3, assim somamos

peso 1 a supeficie, e o resultado segue.

Observacao 4.4.7. Da formula do teorema anterior temos a formula
9(M) = B(G) + Eg(M;") + Bg(M]).

De fato, do Teorema 4.4.6 temos que g(M) = B(G) + w(G), e w(G) = Xg(M;") +
Yg(M;), onde Ng(M;") + Xg(M; ) é a soma dos pesos das regioes positivas e negativas,

respectivamente.

4.4.3 Cuspides da aplicacao de Gauss estavel

Nesta sec@o, apresentaremos um invariante que é a soma dos sinais das cuspides 3s(C;)
para a aplicagdo de Gauss estavel. Vamos ver algumas relagoes entre ¥s(C;) e o grafo,
e apresentaremos o caso das arvores estreladas onde temos uma aplicacao de Gauss que

realiza esse tipo de grafo sem nenhuma cuspide.
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Proposicao 4.4.8. [30] O nimero y de componentes conexas da curva parabdlica de uma

superficie fechada e orientdvel, genericamente imersa em R3, € dado por
p=2V"—g7) — (Ot - C),

onde V=, g—, C~ eC™T representam respectivamente o nimero de vértices negativos, soma
dos pesos dos vértices negativos, o numero de cuspides negativas e o nimero de cuspides

positivas.

Demonstracao: Seja N a aplicagao de Gauss da superficie M. Temos pelo Corolario 3.3.7
que 2deg(N) = x(M™) — x(M™) 4+ £;s(C;) onde X;s(C;) reescrevemos como Ct — C~.
Em [23], temos que deg(N) = 1 — g(M), onde g(M) é o género da superficie M. Mais
ainda, pela Observagao 4.4.7 temos que g(M) = g(M™) + g(M~) + 8(G) onde 5(G) é o
nidmero de Betti do grafo G de N (ntimero de ciclos independentes de G).

Portanto, obtemos:

2(1 = g(M™) —g(M~) = (G)) = x(M") = x(M~) +C" = C".
que nos leva a,

26(9) =2(1 = g(M™) = g(M7)) + x(M™) = x(M™) = CT + C".
Agora como

X(M;)=2-29(M; ) e X(Mi+) =2- 29(Mi+)a

+

onde M, é uma componente conexa de M~ e M;" é uma componente conexa de M™T,

7

segue que

X(M™) = Ex(M;7) = X(2 = 29(M;7)) = 2(V™ — g(M™)), e
X(M) = Ex(M;") = X(2 = 2g(M;")) = 2(VF — g(M™)).

Logo, temos que x(M~™) — x(M™) = 2(¢g(M*) — g(M~) + V~ — V1) e substituindo na

férmula anterior temos que:

28(G) = 2 — 4g(M~) + 2V~ — 2V+ — CF + O~
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Além disso, pela Definicao 1.2.9, B(G) = p—V + 1, com V = VT + Ve da igualdade

anterior substituindo o valor de 5(G) temos:
=2V —g7) = 40— ),
onde a soma dos pesos dos vértices negativos representa o género de M~, ou seja, g~ é

g(M~). n

Observacao 4.4.9. Com as hipdteses da proposicao anterior, se a aplica¢ao de Gauss de
uma 1Mersao genérica nao possui cuspides, o numero p de componentes coneras da curva

parabolica € par.

Agora, veremos o nimero ¥.s(¢;) para alguns grafos. Comegaremos com o grafo (i) da
Figura 4.5. Se aplicarmos o Corolario do Teorema de Quine 3.3.7 a superficie que realiza

esse grafo temos o seguinte resultado:
27 8(ci) = 2degN — x(M™) + x(M™),

0 que nos da:

Y2 s(c) = 2,

1

que condiz com o fato da transicao labios gerar duas cuspides positivas.

Proposicao 4.4.10. [44] O grafo composto por dois vértices e apenas uma aresta, com
pesos k (vértice positivo) e | (vértice negativo), apresentado na Figura 4.14, tem a sequinte

propriedade
Ys(c) = 2(1 —21),
onde s(¢;) € o sinal da cispide do ponto c;.

Demonstragao: Por [23], temos que degN =1 — g(M), onde N é a aplicagao de Gauss da
superficie M e g(M) é o seu género. Além disso, temos que g(M) = 5(G)+g(M*)+g(M~),
onde G é o grafo da aplicacao de Gauss de M, e como o grafo de M nao possui ciclos temos

que g(M) = g(M™) + g(M™).
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Como M é uma superficie sem bordo, temos que x(M) =2 — 2g(M). Os géneros de
M e de M; foram definidos em 4.1.1(3), e a partir deles definimos os géneros de M e
de M~. Assim, g(M™) =Xg(M;") e g(M~) = Xg(M; ). Como M e M~ sao superficies
com bordo temos que x(M') =2 —2g(M™*) — t onde t é o nimero de componentes de
bordo da superficie M e x(M~) =2 — 2g(M~) — t onde t é o niimero de componentes
de bordo da superficie M~. Note que temos o mesmo ¢ para x(M™1) e x(M~) uma vez
que esse t representa o conjunto parabélico que é a fronteira das regices de x (M) e de
X(M~) ao mesmo tempo.

Das observagoes acima, e do Coroldrio 3.3.7 que nos da a equacgao, Ys(¢;) = 2degN —

X(M™) + x(M™) temos:

Ys(e) = 20 —g(M))—(2—-2k—t)+(2—20—1)

= 2(1—2) (4.1)
O

Na proposi¢ao acima vemos que ¥s(C;), o somatério das cuspides da superficie M, s6
depende do peso do vértice negativo.

Note que para realizar o grafo da Figura 4.14 podemos realizar por cirurgias do tipo
S~ que soma quatro cispides negativas e duas positivas. As cirurgias sao realizadas
com as superficies T} e T, que foram obtidas na Figura 4.9, e que possuem o somatdrio
das cuspides igual a 2 e -2 respectivamente. Assim, temos que quando realizamos uma
cirurgia S~t entre uma superficie M e T;" nao alteramos a somatoéria das ctspides, e
quando realizamos uma cirurgia S~ entre uma superficie M e 7] temos assim quatro
cuspides negativas que alteram o somatorio das cispides da superficie M.

Com essa férmula, concluimos que o grafo (i) da Figura 4.5 ndo pode ser realizado
sem cuspides, pois caso este fato fosse verdadeiro terfamos 0 = Xs(C;) = 2(1 — 2[), o que
nos da [ = % , que € absurdo.

A seguir, definimos um tipo de grafo especial onde podemos encontrar o nimero

minimo de cuspide.
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Definicao 4.4.11. Uma drvore estrelada de grau n positiva (negativa) é uma drvore que

possui apenas um vértice positivo (negativo) com grau n, onde n > 2.

(i) (i)
Figura 4.19: Arvores estreladas

A Figura 4.20 possui exemplos de arvores estreladas de grau 3, sendo (i) uma arvore

positiva e (i) uma arvore negativa.

Proposicao 4.4.12. [}4] Toda drvore estrelada positiva de grau n e peso zero em seus

vértices € realizavel por uma aplicacao de Gauss estdvel com
Ys(C;) = 2n,
Além disso, o minimo de cuspides é 2n cuspides positivas.

Demonstracao: Sabemos que esta arvore pode ser realizada devido ao Teorema 4.4.4.
Sabendo que M™ possui apenas uma componente conexa e M~ possui n componentes co-
nexas temos que x(M™) =2 e x(M~) = 2n. Aplicamos agora o Teorema 3.6, observando

que g(M) = 0, e obtemos:

Ys(e) = 2deg(N)—2+2n
= 2(1—g(M))—2+2n

= 2n.

Sabemos que em cada transicao (L) “nascem” duas cuspides, sendo duas positivas se
a transicao ¢ realizada numa regiao de curvatura positiva e duas negativas se a transicao
¢é realizada numa regiao de curvatura negativa.

Portanto, podemos realizar um grafo estrelado positivo de grau n realizando n transi¢oes

L) distintas em S?, assim teremos 0 cispides negativas e 2n cispides positivas.
g
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Proposicao 4.4.13. [44] Toda drvore estrelada negativa de grau n e peso zero em seus

vértices € realizavel por uma aplicagcao de Gauss estdvel com
Ys(Ci) =2(2—n).
Além disso, o minimo de cuspides € 2(2 — n) ciuspides negativas.

Demonstracao: A prova é andloga a prova da Proposicao 4.4.12. Realizamos o grafo
estrelado negativo de grau n fazendo a seguinte construgao: seja o grafo (iii) da Figura
4.5 (uma arvore estrelada negativa de grau 2),onde a aplicagao de Gauss ¢é do tipo dobra,
ou seja, sem cuspide. Tomando a superficie da Figura 4.6 que realiza esse grafo, para
obter um grafo estrelado negativo de grau n basta fazer n — 2 transigoes (L) na regiao de

curvatura negativa que nos daré 0 cuspides positivas e 2(n — 2) ctspides negativas.
O

O caso de arvore estrelada positiva de grau 5 pode ser realizado com 5 transigoes (L)

na esfera S?, obtendo a Figura 4.21.

DN

Figura 4.20: Arvore estrelada positiva de grau 5

Apresentaremos duas formas de realizar a arvore estrelada negativa de grau 5( ver
Figuras 4.22 e 4.23). A primeira forma é realizada fazendo trés transi¢oes (L) no grafo
(iii) da Figura 4.6. A segunda forma é realizada a partir da sequéncia de transi¢oes
apresentada na Figura 4.24, onde 2(L) e 2(B) representam a realiza¢ao de duas transi¢oes
(L) e duas transigoes (B), respectivamente.

Com esse exemplo, temos duas superficies que possuem o mesmo grafo, mas nao tem
aplicacoes de Gauss A-equivalentes, uma vez que uma possui 2 curvas singulares sem
cuspide e a outra possui 3 curvas singulares sem cuspide.

Agora, veremos um resultado para grafos bipartidos.
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Figura 4.23: Transicoes para obter a arvore estrelada negativa de grau 5 da Figura 4.23

Teorema 4.4.14. [/4] Para um grafo bipartido G que realiza uma aplicagio de Gauss
temos que

Ys(e) =2(A—-V —2w(V7)),
onde A é o nimero de arestas, V.=V + V=~ é o nimero de vértices e w(V ™) € a soma
dos pesos de V'~ para o grafo G.
Demonstragao: Pelo Corolério, 3.3.7 temos Xs(c¢;) = 2deg(N) — x(M1) + x(M ™) e além
disso, degN =1 — g(M) onde g(M) = g(M™*) + g(M~) + 5(G). Logo,

Ss(er) = 2 — 4g(M") + 26(G) (42)

Pela Definigao 1.2.9, temos que 5(G) = 1—V + A, e além disso g(M~) = w(V ™), de onde

o resultado segue fazendo estas substituigoes.
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O

Corolario 4.4.15. Uma condi¢cao necessaria para que a aplicagao de Gauss nao possua

cuspides € que o grafo associado a ela satisfaca a sequinte equacao
A-V =2wlV").

Temos que a condicao dada no corolario nao é suficiente para que a aplicacao de Gauss
seja uma aplicagao dobra, pois o grafo do Toro Retorcido (grafo (iv) da Figura 4.5) satisfaz

a equacao mas seu conjunto singular possui 8 cispides, sendo 4 positivas e 4 negativas.

4.5 Algoritmo para a realizacao dos grafos

A partir das provas por indu¢ao dos Teomemas 4.4.4, 4.4.5 e 4.4.6 temos um método
recorrente para construir uma superficie que realize um grafo bipartido dado.

Uma vez que a Observacao 4.3.3 nos dd uma forma de aumentar os pesos dos vértices
do grafo bipartido, s6 precisamos de uma forma de construir uma superficie que realiza
um grafo com peso zero e pelo menos uma aresta.

Estamos querendo uma forma de realizar qualquer grafo bipartido com pelo menos
uma aresta, isso porque o grafo com apenas um vértice positivo é realizado pela esfera,
e o grafo com apenas um vértice negativo nao é realizavel pois nao existe superficie
hiperbélica compacta sem bordo mergulhado em R3.

Sempre é possivel considerar um grafo 7 (Definigdo 1.2.11) que é a arvore geradora
do grafo G que queremos realizar.

Para um grafo bipartido G com pelo menos uma aresta seguimos os seguintes passos:

1. Consideramos o grafo bipartido G , porém com peso igual a zero em todos os seus

vértices;
2. Encontramos uma &arvore geradora T de G;

Realizamos a arvore geradora 7 de G da seguinte forma:

3. Temos que G possui pelo menos uma aresta, assim também acontece com 7T, portanto

podemos escolher um vértice positivo v de 7. Construiremos uma superficie que
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realiza a arvore T a partir da esfera S? que realiza o grafo bipartido com um tnico

vértice positivo.

Para cada vértice w; de T , que possui uma aresta ligando w; a v realizamos uma
transi¢ao (L) em S?, obtendo uma nova superficie, com ¢ variando de 1 a n — 1,

onde o grafo possui n vértices.

Agora, se o vértice w; na arvore geradora 7 é um vértice extremo, nao fazemos nada
na regiao que este representa. Caso contrario, realizamos uma transicao labios na
regiao w; para cada vértice wj,, ..., w;, que estd ligado a w;, exceto os vértices v e
w; dos passos anteriores, onde os indices 7y, ..., Ji sao distintos dos indices usados

nos passos anteriores.

Agora, veremos duas formas de construir os ciclos, que sao duas formas de ligar um
vértice positivo v a um negativo w. A primeira forma de construir essa ligagao é
usando a cirurgia S™. Para usar essa cirurgia precisamos realizar uma transi¢ao
(L) nas regides que representam os vértices v e w, e depois basta realizar a cirurgia.
A segunda forma de construir essa ligacao é usando a cirurgia S™. Para usar essa
cirurgia precisamos realizar uma transigao (L) na regiao negativa, e depois realiza-
mos a cirurgia ST entre a nova regiao positiva e a regiao que representa o vértice
v. Cada método resulta em superficies diferentes visto que o ntmero de cispides

obtidas em cada caso é diferente.

Para realizar o grafo G basta construir os ciclos em 7 usando um dos métodos

descritos acima.

Assim, realizamos o grafo G sem pesos em seus vértices.

Para realizarmos qualquer grafo G com peso, basta usarmos a Observacao 4.3.3.

4.6 Matrizes de aplicacao de GGauss estaveis

A seguir, definiremos classes de matrizes para representarem os grafos bipartidos com

peso. Definiremos as equivaléncias Mg, Mg, e Mg.q. Estas definicoes sao ideias que
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surgiram durante este trabalho de dissertacao. Daremos exemplos de superficies que nao
sao A-equivalentes e cujas matrizes, de seus grafos, estdo na mesma classe Mg. Para
estas superficies as classes Mg . das superficies as distinguem. As classes Mg .4 sao mais
completas por conterem informagoes sobre mais invariantes.

Esta ideia surgiu por causa das matrizes de incidéncia e adjacéncia(Defini¢oes 1.2.3 e

1.2.4) da teoria de grafos (ver [31]).

Definigao 4.6.1. Seja G um grafo bipartido com peso, onde {v;"} sio os n vértices po-
sitwos e {v; } s@o os m vértices negativos. Definimos a matriz (x;;), 1 < i < n+1,

1<j<m+1, onde

+

e z;; € igual ao numero de arestas ligando o vértice v;" ao vértice v; paral <i <n

el<j<m,
oz =w)paral<i<nej=m+1,
° xij:w(v;) paral <j<mei=n+1,
e vy =0parat=n+1ej=m+1.
Essa ¢ a matriz representante do grafo com pesos.

A seguir, temos dois grafos isomorfos com suas respectivas matrizes associadas.

" e 11 0
01 0
v s L0 0 0

Figura 4.24: Grafo 1 e sua matriz

Esse exemplo mostra que se renomearmos os vértices de G podemos obter uma ma-
triz nova que representa o mesmo grafo. Para termos uma unicidade de representantes

podemos considerar classes de equivaléncia.

Definicao 4.6.2. Duas matrizes m por n sao ditas Mg-equivalentes se conseguirmos obter

uma matriz da outra realizando um niumero finito de operagoes do tipo troca de linha, entre
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Figura 4.25: Grafo 2 e sua matriz

as linhas {1,...,m — 1}, e um nimero finito de operagéoes do tipo troca de coluna, entre

as colunas {1,...,n — 1}.

Pela defini¢ao anterior, temos uma associagao dos grafos com as classes de matrizes
Mg. Para cada grafo bipartido podemos obter uma matriz representante de uma Mg classe
de equivaléncia, o contrario nem sempre é valido. A matriz, a seguir ¢ um exemplo de
uma classe que nao possui um grafo para representa-la. Lembre que estamos considerando

que os grafos sao conexos.

1 00

010

0 00
Definicao 4.6.3. Seja G um grafo bipartido com peso, associado a aplicacao de Gauss
da imersao f: M — R3, onde {v;"} sdo os n vértices positivos e {v; } sdo os m vértices
negativos, {ay} sio as arestas. Definimos a matriz (z;5), 1 <i<n+1+4+kel <j<

m+ 14k onde

+

e z;; ¢ 1gual ao nimero de arestas ligando o vértice v;” ao vértice v; para 1<i<n

el<j<m,
oz =w)paral<i<nej=m+1,
ez =w(;)paral <j<mei=n+l,
e z;;=0parat>n+1lej=m+1,
e r;;=0parai=n+1lej>m+1,

e z;; ¢ 1gual ao nimero de cuspides apontadas para a dire¢ao da regiao representada

por v; presente na curva singular representada por a;—n-1, ou x;; = —1 caso a
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regiao representada por v; nao tenha como fronteira a curva singular representada

PoOT Qi—p1, parat>n+1ej<m-+1,

e z;; ¢ igual ao numero de cuspides apontadas para a dire¢ao da regiago representada

por v presente na curva singular representada por a;_m,—1, ou T;; = —1 caso a
+

regiao representada por v;” nao tenha como fronteira a curva singular representada

POT Qj_pm—1, parat <n-+1ej>m+1,

e r;;=0parai>n+1ej>m+1,

Essa € a matriz representante da aplicagao de Gauss da superficie, com informagoes sobre
0 género das regioes conexas do complemento do conjunto singular e informacoes sobre

as cuspides.

Definimos uma outra classe de equivaléncia, similar a vista acima, da seguinte forma.

Definicao 4.6.4. Duas matrizes m+1+Fk por n+1+k sao ditas Mg .-equivalentes se con-
sequirmos obter uma matriz da outra realizando um niumero finito de operacoes do tipo
troca de linhas, entre as linhas {1, ..., m}, um niumero finito de operagoes do tipo troca de
coluna, entre as colunas {1,...,n}, e um nimero finito de operagéoes do tipo linha/coluna,
entre as linhas {n +2,....,n+ 1+ k} se para cada uma dessas operagoes realizarmos uma
operagdao similar nas colunas {m + 2,....m + 1 + k}, isto € se trocarmos a linha n+i+l

pela linha n+1+p trocaremos a coluna m+1+1 pela coluna n+1+p.

A seguir, temos duas superficies com suas classes Mg ., respectivamente. Observa-
mos que essas classes sao distintas, portanto as classes Mg . servem para diferenciar as
superficies das Figuras 4.27 e 4.28. Estas superficies possuem os mesmos grafos, logo as

mesmas classes Mg, mas nao sao A-equivalentes como ja vimos na Subsegao 4.4.3.
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Figura 4.26: Grafo 1

10 0 -1 -1 -1 -1
10 -1 0 -1 -1 -1
10 -1 -1 0 -1 -1
10 -1 -1 -1 0 -1
10 -1 -1 -1 -1 0
oo o0 o 0 0 O
oo o0 o0 0 0 O
o0 0o o o0 0 0
oo o o 0 0 O
330 0 0 0 0 O
330 0 0 0 0 O

Essa matriz ¢ um representante da classe da matriz Mg . da aplicacao de Gauss da su-

perficie da Figura 4.27.



4.6. MATRIZES DE APLICACAO DE GAUSS ESTAVEIS 101

10 0 -1 -1 -1 -1
10 -1 0 -1 -1 -1
10 -1 -1 0 -1 -1
10 -1 -1 -1 0 -1
10 -1 -1 -1 -1 0
oo o0 o 0 0 O
oo o0 o0 0 0 O
20 0 0 0 0 O
20 0 0 0 0 O
20 0 0 0 0 O
o0 0 o o0 0 O

Essa matriz ¢ um representante da classe da matriz Mg . da aplicacao de Gauss da su-

perficie da Figura 4.28.

Definicao 4.6.5. Seja G um grafo bipartido com peso, associado a aplicacao de Gauss
da imersao f: M — R3, onde {v;"} sdo os n vértices positivos e {v; } sdo os m vértices
negativos, {ay} sdo as arestas. Definimos a matriz (z;;), 1 <i<n+1l+kel <j<

m -+ 1+ k onde

+

e x;; € igual ao nimero de arestas ligando o vértice v;" ao vértice v; paral <i<n

el<j<m,

oz =w)paral<i<nej=m+1,
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e rjj=w(;)paral <j<mei=n+l,
e v;;=0parat>n+1lej=m+1.
e r;j=0parai=n+1lej>m+1

e z;; ¢ igual ao numero de cuspides apontadas para a dire¢ao da regiao representada
por v; presente na curva singular representada por a;—n-1, ou T;; = —1 caso a
regido representada por v; nao tenha como fronteira a curva singular representada

POT Qi—p1, parat>n+1ej<m+1,

e z;; ¢ igual ao numero de cuspides apontadas para a dire¢ao da regiao representada

por v presente na curva singular representada por a;_p,—1, ou x;; = —1 caso a

+

regiao representada por v;” nao tenha como fronteira a curva singular representada

POT Qj_ym—1, parat <n-+1ej>m+1,
e vy =0parar>n+1lej>m+1,

e 1;; € igual ao nimero de pontos duplos entre as curvas singulares representadas por

Qji—p-1 €Gj_p_1parai>n+lej>m+lej—n—1#i—n-1
e v =0parar>n+lej>m+lej—n—-—1=i—n—1.

Essa € a matriz representante do grafo, com informagoes sobre as ciuspides e 0s pontos

duplos.

Definimos a classe Mg ., da mesma forma que a classe Mg,., a diferenga estd no
fato das matrizes das classes Mg .4 terem os pontos duplos na parte quadrada simétrica

{n+2,.n+1+k}, {m+2,.m+1+Ek}.

Definicao 4.6.6. Duas matrizes m+1+k por n+1+k sao ditas Mg . q4-equivalentes se con-
sequirmos obter uma matriz da outra realizando um numero finito de operagoes do tipo
troca de linhas, entre as linhas {1,...,m}, um nimero finito de operagoes do tipo troca de
colunas, entre as colunas {1,...,n}, e um niumero finito de operagoes do tipo linha/coluna,
entre as linhas {n+2,....n+1+k}, se para cada uma dessas operagoes realizarmos uma
operagdo similar nas colunas {m + 2,....m + 1 + k}, isto € se trocarmos a linha n+i+l

pela linha n+1+p trocaremos a coluna m+1+1 pela coluna n+1+p.
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Temos que ambas as classes Mg, Mg, e Mg,.q sao invariantes por A-equivaléncia,
uma vez que os grafos, as cuspides, os pontos duplos e o género sao invariantes. A classe
Mg .4 ¢ um invariante mais completo porém nao trabalhamos com os pontos duplos das
aplicagoes de Gauss, assim ainda nao temos nenhum exemplo nao trivial de classe Mg 4
onde o niimero de pontos duplos é nao nulo. Para o caso onde o niimero de pontos duplos
¢ nulo, temos que a matriz do tipo Mg . ¢ igual a matriz Mg 4.

Essas matrizes podem ser associadas a aplicacoes de uma superficie na esfera, ou de
uma superficie no plano, uma vez que todos os elementos usados para definir essas matrizes

estao presentes nesses dois casos.
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Conclusao e perspectivas futuras

O objetivo desse trabalho foi entender o conceito de grafos apresentado em [30] para po-
dermos buscar resultados similares para 3-variedades em R?* no doutorado. O trabalho
[30] associa grafos & superficies compactas sem bordo mergulhadas em R?, que tenham a
aplicagao de Gauss estavel. Estudamos as singularidades das aplicagoes de Gauss utili-
zando a familia de fungoes altura e a aplicacao catastrofe dessa familia. Desta maneira,
relacionamos as singularidades da funcgao altura com as singularidades da aplicacao de
Gauss pois essa forma de analisar a aplicacao de Gauss pode ser estendida para dimensoes
maiores. Por fim, introduzimos classes de matrizes como invariantes.

Em pesquisas futuras poderemos também:

1. Buscar propriedades das classes de matrizes como invariantes, e tentar chegar a um
invariante completo,

2. Encontrar invariantes para 3-variedades mergulhadas em R* seguindo o mesmo racio-

cinio dos grafos para superficies mergulhadas em R3.

105
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