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CONSTRUCTION OF SPACES WITH PRÉ-ASSIGNED HOMOLOGY

ABSTRACT

The purpose of this work is the realization of
certain families of abelian groups as homology of topological
spaces.

The case of realization by manifolds is studied in

dimensions < bh, The lens space are important for these
rua 0 condiction and a carefull study: of them is made. :

Some tools from Algebraic and Differential Topology
is used and briefly presented.
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INTRODUÇÃO

Este trabalho tem como objetivo a construção de espa
. ços com invariantes pre-estabelecidos. Inicialmente fizemos um

estudo para espaços topologicos e em seguida para variedades di
ferenciâveis.

No caso das variedades, ha certas peculiaridades de-
vendo satisfazer à: condições especiais, tais como dualidades,e
isto restringe muíto as sequências de grupos à serem real izados.

Apresentamos o trabalho em quatro capítulos.
No Capítulo !, asresentamos algumas definições e re-

sultados básicos que nos serão úteis no decorrer do trabalho.
No Capítulo Ii, estudamos alguns resultados sobre va

riedades “no que diz respeito aos grupos de homologia, soma co-
nexa e cirurgia, alem disso, para obtermos certas variedades com

H; prê estabelecido tivemos que recorrer ao processo de cirur-
gia.

No Capítulo I111I, apresentamos algumas descrições dos

espaços lenticulares, que são básicas para as construções do ca
pítulo seguinte, e também, calculamos seus grupos de homologia.

No Capítulo IV é desenvolvido o trabalho de realiza-

Fixamos sequências de grupos abelianos e fazemos a

realização dos mesmos como homologia de espaços topológicos e

de variedades considerando neste último caso as restrições ne-
cessaárias,



CAPÍTULO |!

PRELIMINARES

Neste capítulo faremos uma exposição de definições e
resultados básicos sobre Grupos Abelijanos, Ação de Grupos, Topo,
logia de Identificação, Topologia Algêbrica e Diferencial, que
serão necessarios para o desenvolvimento dos capítulos posterio
res,

Para maiores detalhes sobre as proposições apresenta-
das ver [5], [7], [9], [11] e [18].

=

$1 - Resultados Basitcos de Algebra e Álgebra Homologica

Dado um grupo abeliano G, denotaremos T(G) sua parte
de torção, isto é, T(G) = (g e G ] g” = e para algum n > 0).

Se T(G)=(e), GG é dito livre de torção.
Todo grupo abeliano &G finitamente gerado se escreve

T(G) E 7” onde a parte de torção T(G) e finitae meinu?G

teiro positivo.

Definição 1.1

Se G é finitamente gerado então o inteiro m acima

descrito é chamado rank G.
Note-se que G grupo abeliano significa que G &ê mo

dulo sobre Z.



Proposição 1.2 (Teorema fundamental dos grupos abelianos fini-
tos)

Todo grupo abeliano finito G, G ÃZ(el) é soma dire-

é de uma família te, ) de p-subgrupos clíclicos não nulos;1<i<r
alêm disso, o numero destes grupos cíclicos e suás ordens são, .

determinados de modo único pelo grupo G.

Uma consegqiliência do teorema acima é que temos então
|

uma classificação dos grupos finitamente gerados dada pelo rank
Gi e pela caracterização de. T(G) dada pelo Teorema fundamen -.

=

tal.
seja (6;)io)

o produto direto da família (6.)
uma família qualquer de grupos, 6;

|

- ieJ
isto e, o produto carte-ic?

siano munidoda lei de composição (9,).(9;) = (g;,9;).
O produto direto fraco é o subgrupo TG, constitui

do das famílias (g,idiey tais que g, é! so pára um número fi
níto de Índices.

O produto direto fraco pode ser caracterizado -.. pela
propriedade: Sejam G um grupo e d;: G, + & uma família de

homomorfismos

(PDF) Para todo grupo abeliano A e toda família de

homomorfismos v;: G; + A, existe um e um único homomorfismo

fi G> A que torna comutativo todos os diagramas abaixo com

ile J.

<C



. Teorema 1.3

Dados grupos abelianos (GG, G; e uma família de homo-

76, então GG = 1º! G; see somente se estamorfismos d,;: G

ieJ
satisfeita a propriedade. (PDF)

Teorema 1.4

Seja (6) ic) uma família de grupos abel ianos, G= T*G;
| teJ

“seu produto | ivre e [6,G] o subgrupo dos comutadores de G.

sºEntão, re el 7' G; onde 1'G, êo produto direto fraco
ieJ ie ”

da família.
Uma generalização do teorema 1l.h pode ser dada por:

Se. G'":. indica o-.subgrupo dos icomutadores. de um grupo. Gy e.

é o produto livre de uma família qualquer de grupos

, então: G6/G' = nº (EL).
i >

Observação 1: O produto livre, mesmo de grupos abelianos é em

geral um grupo não abeliano.

Observação 2: Os grupos livres podem ser caracterizados pela
“propriedade universal: "Seja SEG sistema de geradores i:Ss+G

a inclusão.
Para todo grupo H e toda função qd: S > H,yexiste um

homomorfismo q&Q': G>H tal que Q9'.i = Qd."

Proposição 1.5

Sejam p, q primos e m, n inteiros posítivos quais
quer. Então ZQ, Z2,=72,; 7, oO, 2, E Z 2, O; 22 (m,n)

- 3 - ”



mu

Ob

-2, O 7 Za =0 Tor, (2,Z,) = O; Tor7(2,,2,) - Z; Tor, (Z,,)2,)*

Lim,n)* Tor (Z,:Z,) = O onde í(m,n) ê o máximo divisor co-
m de men.

servação: Suponhamos que G, = 2” O T(6G) e 6, 22" STIG)
passemos a calcular o Tor,(G,,G2).

Tor, (61,62) = Tor, (Z" O T(6G), 2º QT(G)) =

=Tor,(2", 219 O Tor, (Z",T(G2)) & Tor, (T(6,),2") +

+ Tor, (T(G1),T(G2)) & Tor, (T(6:),T(62)).
n . m B:

Como T(6)) = (OD Fo e T(63) E O& z,º então

podemos escrever

= mx

Za
A

7Bjy = aj By =Tor, (61,62) = Tor, ( O Zp;j: O 255) = O Tor, (Zp;» FA Ei=) je i,) Jj

z aizBi) 70 laiBi)' (i/Pj=P1) Torztp; toy) G/oPe a Pi
$ J : Ft "

Partanto

Complexo de Cadeias e Cocadeias - Homologia e Cohomologia

Definição 1.6

Um complexo de cadeias C = (Cd) ê definido

- ho.



por um par de sequências: uma sequência de grupos abelianos
(Cc e uma sequência de homomorfismos 3 : C€ + C tal“Cogez 1 q “q? “q
que da-; =» dq = O para todo qe <?Z.

Nas aplicações que faremos desta noção teremos nor
malmente CS, = (0) se p< 0; além disso, freqgientemente, um

complexo de cadeias serã representado por um diagrama
a 2Pisco doc >...p+º p p-2

cA um complexo de cadeias =. (ca) se associa
de modo natural certos subgrupos dos grupos de cadeias Ca

Os homomorfismos 9a são denominados operadores de

bordo, os elementos de 7 são chamados gq-cadeias, o grupo
z (C) = Ker d. ê chamado grupo dos q-ciclos, Oo grupo

np82 (C) = im d+ é chamado grupo dos q-bordos e o grupo quocien
zQ(C)

8 (C)
te H (C) é chamado gq-êsimo grupo de homologia do com

plexo C.
Ag+1 o

qt+1 q q-1
dita exata em faq se Ker 7 = imogio-

A sequência ... > C€

Observação: Para um complexo de cadeias C, o grupo de homologia

HH (C) é uma "medida" de o quanto a sequência
dg+2 . - -

q+1
: > 7 > Ca, * ... Não é exata em C

Sejam C um complexo de cadeias e G um grupo abe
lTiano. Podemos formar a cadeia 5 ; dada por

11

pos Ee: 2a c.O:sZTE > Cc, OG>... onde
1: G6> GG & o homomorfismo identidade.



Definimos H (C,G) = H (CCIG) como sendo o gq-esi

mo grupo de homologia do complexo C€ com coeficientes no grupo
G

A relação entre os grupos H (C,G) e H (C) é da-
da pelo seguinte:

Ss"

Observação: Se A ou B são grupos livres temos que ! ci“?

Teorema 1.7 (Teorema dos Coeficientes Untversais para Homologia)

Seja C um complexo de cadeias onde os C são

upos livres. Então
E

= ' 3)H (C,G) = H (C) O: O Tor (Ho ,(C),G)

Tor(A,B) = O.

Um complexo de cocadeias C & uma segilênciagt £2 Sat? g+2 oJd. 9 —> C9t) SL> > ... de grupos abelianos c9 e

homomorfismos SI: CI > ça? tais que 8I+*8 = 0,

ba

eo

Os homomorfismos 69** são chamados operadores co
rdos, Os elementos de Cº são chamados n-cocadeias.

O grupo ZI(C) = Ker S9** à chamado grupo dos n-
cícios, o grupo B(C) = imôº é chamado grupo dos n-cobordos
o grupo quociente



Sejam G grupo abeliano, C = (C , 3) complexo
q* q qel

de cadeias e Cº = Hom(C ,G). Consideremos oe Hom(C, ,,.G).
- -1

Seja St tal que sº (a) = a. da, então a segqilên-
q qe.; 1 - -cia + Cc > cº SS> co e um complexo de coca

deias e
q-1

HI(C,G) = Kerôoo
im 6º

Teorema 1.8 (Coeficientes Universais para Cohomologia)

Se os e. são livres então:

H(C,6) = Hom(H (C),G) O ExT(h , (0),6).

Observação: Se tivermos A um grupo livre entao Ext(A,B) = O

para todo BB.

$ 2 - Topologia de Identificação

Definição 2.1

Sejam X,Y espaços topológicos, A &CQX subconjunto
fechado e f: A> Y contínua.

O espaço colagem de X e Y por f, será denotado

por
X+Y

X Ur Y = R

O.onde R &é uma relação, aRf(a) para cada ac A e X+Y
reunião disjunta de X e Y.



Teorema 2.2

Sejam p: X+ Y+*+XULY a projeção e CCTCX + Y tal

jue CCX é fechado en X. Então p(C) e fechado em X Us Y

se e somente se (CN Y)N f(CNA) eé fechado em Y.

Teorema 2,3 (transgressão)

Sejam p: X> Y uma identificação e h: X*>2Z conti
hua.

Como h e constante em cada fibra p TT

(y)) fica bem

definida h: Y> 2. por h(y) = hp"? (y)) a qual é contínua e

torna o diagrama comutativo.

=,

N

&e—

> Ni => " => V
1 rp

hi v+2Z é aberta (fechada) se e somente se h(U) é ,aberto
(fechado) quando U e aberto (fechado) que satisfaz
U=p *(p(u)).

Teorema 2.4
Sejam X colado a Y por f: A>+>Y, ACX fechado,

ep: X+ Y>X UgY a aplicação identificação.
Sejam 0: X>Z e vv: Y+2Z funções contínuas e se

ja (9,9); X + Y > Z a única extensão comum. Se (ev são con
sistentes (isto e, d(a) = víf(a)para todo a chA) então
(d,y)p"* :oOX Ur Y+Z é contínua.



Teorema 2.5

Seja f: X+>+VY contínua e sobrejetora. Então

f= fo : = + Y é homeomorfismo se e somente se f Gê uma |fo o 2
dentificação onde K; e uma relação em X definida pela f.

Proposição 2.6

Suponha Y subespaço fechado de um espaço de Haus-
ndorff Z e f: E + Z uma aplicação contínua tal que f(sIcv

- e . ”e leva a n-célula aberta E” homeomiorficamente sobre Z - Y.En
1

tão Z é obtidode Y por sdjunção de uma n-cêlula E" pela
f/5º7

Demonstração:
n f(x) se x e E”

Consideremos d: E U Y > Z, do(x) =
co

!

.

| x sex e Y

e a relação: x" f(x) &<=>xec Sn
Observemos o diagrama abaixo:

NS eºuy A z

ECO: f/8072

| -12. esMostraremos que ç&p e homeomorfismo.

i) Mostremos que Qd & sobrejetora. *

|

Seja y E Z2Z-Y def, xe" tal que f(x)= y=P

=> f(x) = y = d(x).

Pre



" Y e p*(FJ)A E” é fechado em E”.

Se ye Y def, d(y) = y. Logo, é e sobrejetora.
) Mostremos que 0 é fechadie.

Seja F CO E UY, então p *"(F)MY é fechado
fechado

n

tomo YC Z é fechado, então p *(F)NY e&é fechado
em Z.

ol

FA

ch

Pe

Da definição de À vem que:

p(F)NVYV Up (FP) NEI)I= (pON(F)AY)W (DIF) A ED).
=

Resta-nos mostrar que f(p *(F)A EI) ê fechado.
Se p*(F) NEPCE=>rf é homeomorfismo e portanto

p”(F) NEI) é fechado.
se p()NETCS > DNA EICF(SUUI)JCOCYCZ

fechado
Logo," f(p”(F)MVE?) é fechado. Portanto, g é fe-

ada.
Sendo À fechada e sobrejetora, dé & identificação.

lo teorema 2.5 segue-se que g&p * é homeomorfismo.

$3 - AÇÃO DE GRUPOS

Definição 3.1

um

de

Um grupo G atua sobre um conjunto S, se existir
a aplicação GG *X*S>S, (g,x)+>g.x%x, tal que para todo xe S

91; 92 E G, ex =x, (gr.92)x = g1(g2X).

Dependendo da estrutura que se tem em s eem 6 po
mos pedir que a ação seja contínua, diferenciavel, etc.

- 10 -



Seja 8 : Gx S+>+S uma ação de grupo, então:
i) À relação em S definida por x "x' <= gx = x' para al

qum q e G; é uma relação de equivalência e cada classe é

chamada órbita de G em SS.

ii) Para cada x ec S, GG =(9geG/ gx = x) é um subgrupo cha
mado grupo de isotropia de x.

um grupo G de homeomorfismos de um espaço topológi
co Y eé chamado descontínuo se as orbitas de Y” em Y são

subconjuntos discretos,de. Y. Também dizemos que G &e propria
mente descontínuo se para ye Y existe uma vizinhança aberta
U de y em Y tal quese g,g'e6 e guUuMNguUuZAA então

g=$9.

S$4 - GRUPOS DE HOMOTOPIA

Para maiores detalhes sobre as proposições apresenta-
das neste paragrafo, bem como suas demonstrações ver [51], [7] e

E9].

Seja (X,xo) um par onde X é um espaço topológico
e x, um ponto de X.

Descrevemos o grupo fundamenta) do espaço X com pon
to base x,, denotado por mn7(X,x”) como o conjunto de todas as
classes de homotopia de aplicações contínuas f:(S',p) > (X,xo)

tais que f(p) = X..
Também para n 1 denotaremos por mT,(X,xo) o n-ê-

simo grupo de :homotopia de X com ponto base x, que pode

ser descrito como o conjunto das classes de homotopia de apli-
- 1 .-



cações contínuas "*"f: (S",p) > (X,x6) tais que Ff(íp) =x,

Definição 4.1

Um espaço topológico X conexo por caminhos é dito
Iimplesmente conexo se va (X,xo) = O para todo x, E X.

Proposição 4.2

Se X &é um espaço conexo por caminhos, o grupo funda
“mental independe do ponto base x,, isto é, T1(X,xo) e isomor

Pr

Px

PN

fo a T1i(X,%x1) para quaisquer x,, XxX, Ppontos &de X.

opostção 4.3

Dados espaços topológico X, Y e x, EX, yo Ee Yen
tão tT1(XxY,(xo,yo)) & mi (X,xo) x mi (Y,yo).

'opostção 4.4

Tt, (X x. Y, (xo,yo)) = Tt (Xsxo) O& Tt, (Y. yo)

oposição 4.5

T1(S*) 5 Z e nT,(S5S) =0 se n>1,

Teorema 4.6 (Teorema de Van-Kampen)

Sejam XX, Xo, X1, X2> espaços topológicos com

=X, WU X>2 e Xo = X1 NV X2 É d, X1; e X:; abertos, Xos X1x15

conexos por caminhos.

Seja pe X, e consideramos o diagrama comutativo in

-12-



duzido pelas inclusoes nos grupos fundamentais. |

o

Então as imagens w; (11 (X;,p)) (i = 1,2) geram T1 (X,p).

Além disso, dado um grupo arbitrário H com homomorfismos
U; : t1 (X;,p) — H satisfazendo Vo = V1O, = V202, existe um

único homomorfismo a T1(X,p) >H tal que UV; = A.Wi.

Observação: O teorema de Van-Kampen nos dã a seguinte
informação: Se X = XY XxX», X; e X> abertos de X, tais que
X1, X> e x. MN X> são conexos por caminhos, então t37(X) ê

inteiramente determinado em termos dos grupos t1(X1), T1(X,) e

11 (X) MI X3) e dos homomorfismos induzidos pelas inclusões
X1 > X, Xa >X e X1MVX, > X.

Uma Interessante formulação do teorema de Van-Kampen

pode ser dada em termos de apresentação de grupos.
Suponhamos que os grupos tenham as seguintes apresen-

tações:



"?nT1 (X1) |xaix2,.oo : TP, raso]
nt2 (X2) |yasyasoso 2 81, s2r,...|
T1 (Xo) |23,22,-..o 2 ta, ta,...|
Entao o grupo fundamenta] de X tema seguinte apre

= PM >< "ua 4 |x1sX25s0c00 5 V1IV2rc0e. : risthasecosS1,S25,--.,01 (21) m

02(z1), 01(z22) = 02(22),...|
nn

Observação: Caso T;(X,) = 0 então T1(X) & o produ

to livre mnT1(X,)) * nm (X2).

Propostção 4.7

Seja G um grupo propriamente descontinuo de homeo -
moórfismos de um espaço simplesmente conexo Y. Então o grupo fun
damental do espaço das orbitas Y/G é isomorfo a G.

Demonstração

Sendo Y simplesmente conexo então o revestimento
n|= (Y,p,Y/G) e universal, com p: Y + Y/G uma projeção de re

"ovestimento. Segue-se então que Aut(n) T,1 (Y/G). Pelo Teorema

17.1h de [13] segue-se que G = Aut(n) =n,(Y/G).

S$5 = GRUPOS DE HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE ESPAÇOS

Enunciaremos os axiomas de Eilenberg-Steenrod, empre-

- 1h - -



gados para o calculo efetivo de homologia de espaços topológi -
cos. Como os espaços utilizados sao complexos celulares fini-
tos, existe essencialmente uma única teoria de homologia nesta
categoria.

Sejam X,Y espaços topológicos e A, B subespaços de

Xede Y respectivamente.

Defintção 5.1

Uma aplicação f: (X,A) > (Y,B) é contínua <=>

<=> f :;: X> Y é contínua e f(A) CB.
Consideraremos a identificação X = (X,6) bem como

as inclusões

9) > (A,Q)(6,9 ? ——& (GP (X,A) > (X,X)

São os seguintes os dados para uma teoria de homolo -

gia.
A cada par de espaços (X,A) pode-se associar, de uma

maneira bem definida, um grupo HO (,A) pertencente à classe
Ab dosgrupos abelianos, para cada inteiro q. para ca

H (ff):da f:(X,A) > (YV,B) associamos um homomorfismo f.
H(X,A) > HA (Y,B). Também para cada par (X,A) e qeZ, as-
sociamos o operador bordo 9 = 3(X,A,q) : HA (X,A) > Ho - (A)



O.

ix 9 3 ix+|H (A) > H (X) > HH (X,A) —> H A) > H o...a ) a ) a )
q-a | ) qa OO e

A) AXIOMAS-HOMOLOGIA

A.l ; (identidade)
Se ff: (X,A)+> (X,A) e a identidade, entao

: H A H (X,Af. q ) > a )

a identidade de HA (GA), V q.

A.2 : Se f: (X,A) > (Y,B) e sq: (Y,B) + (Z2,C) sao

plicações de pares, então (g.f)x = gx.fx.

A.3 : Se f: (X,A) > (YVY,B) e contínua, então o dia-
rama abaixo comuta

A
H (X,A > H Aa )

q-2 (8)

fx fx f' = f|A

q — q.
A.h : (Sequência exata) Para todo par (X,A) a se-

Nência de grupos denominada sequência de homologia do par (X,A)

-

na sequencia exata.

A.5 : (Homotopia) Se as aplicações f, g: (X,A) >

+  (V,B) são homotópicas então fx = gx.

A.6 : (Excisão) Se U é um aberto de X tal que
estã contido no interior de A, então : a inclusão
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e: (X-U, A-U) > (X,A) induz um isomorfismo de grupos
ex : Ho (X-U, A-U) > H(X,A), V aq.

" A.7: Se P =x) então H (P)'= O se: q£o
MÁ(P)=G, G é o grupo de coeficientes).

B) COHOMOLOGIA

Uma teoria de cohomologia numa categoria admissível

.. ,para..a. teoria. de homologia e cohomologia .C e&é uma coleção.
H = tHº, *q, 6º) satisfazendo os seguintes axiomas:

1) Se i: (X,A) > (X,A) é identidade então
& AL HÍCX,A) +: HÍ(X;A): ê identidade. .:. Eni Voa DO

11) Se f : (X,A) > (V,B) e gg: (Y,B) > (Z,C) então
(g.f)*9 = 659, Qt,

111) Se ff: (X,A) > (VY,B)effaeg: À > B contínuas. Em

o diagrama é comutativo.

- *q q-nº * (8) I——> H (A)
|

159º & sº
da“qHI(v,8) > HI(X,A)

-tv) Se i: A>X é j: X+>(X,A) sãoas inclusões
então a seqiência infinita é exata:

- q Ne e. a. tAq+ HI OO Soo no a) 9 n9 00) in—>H9(A)>

—> HIP(X,A) —> 1...



De

em

pl

p'

Z
n

de

De

V) Se f eg: (X,A)> (Y,B) são homotopicas então
fº*9=699 vae Z.

VI) Se. U é aberto de X tal que UCÊÂ e

e: (X-U, A-U) -— (X,A) inclusão, então

e“. HI(X,A) — HÍ(X-U, A-U) é isomorfismo V qeZ:.

VII) Seja PÁ, um espaço constituído de um único ponto
então HIi(P,) = 0 se qEOoO

C) HOMOLOGIA SINGULAR

finição 5.2

e. nús dreiSlero X'01ê sume espaço: topologico, um n-simplexo singular -

X e uma aplicação continua o : Ap >X onde. AJ, é on-sim
exo padrão.

Seja Ss, (X) o grupo livre gerado por todos os n-sim
exos singulares de X.

Note-se que os elementos de Sn. (X) não são funções
contínua de A, em X, são combinações lineares formais com

coeficientes en Z, de funções contínuas A, > X isto &E,

p
O se = n. >—

X.E Ss. (X) se e só Fo E qo» NnyEZ e o A, x

Os elementos Z, são chamados n-cadeias singulares
XxX.

fiíniçao 5.3

Passemos agora a definir o operador bordo

: S (OX) > Sn, (X).



Para um n-simplexo singular em X definimos a. i-êsi
ma face a) de o como sendo o (n-l)-simplexo coF; onde
Po ' “el —

FE. , j<iFo dna 7 Ao FACE; - o) . .| E. ., JJ >j+1 -
Assim, o operador bordo de um n-simplexo singular a

em X éê uma n-l cadeia dada por: 29, = E (ni.t=o
Como Ss. (x) e livre podemos estender 2, a Ss (x)

por linearidade, isto e, a, z vjo) =E Vo 9,0
Observa-se que 9, . dn,1 = 0, isto é, a sequência

r + n -
: .

:

e... > s., 00)
2

> S (X) —> S  ,(X) ... é um-complexo de

cadeias singular de X sobre Z.

Naa  Ker dn e =Definimos HH (X,Z) = im IL e denominamos n-esimo
grupo de homologia do espaço X com coeficientes em Z. Denota
remos HH (X,Z) simplesmente por nn (OX).

Seja A um subespaço de X. Desde que a inclusão
ii: A+ X e contínua, cada n-simplexo de A e tomado como um

n-simplexo de 9 PS à, o A —> X. Assim

e... s.. (A)
- > Sn (a) = Sn. 2 1) > ... é um subcomplexo de"

> Ss (X) —> Ss, (x) > ee.cadeias de ... >
* Sa, 00 -

Podemos entao definir o complexo de cadeias relativo
Sn+2 (X) dn+1. Sn(X) dn Sn-2(X)

=... > — e... 'mo Spa, 060) Sn+2 (A) Sh (A) Sn-1(A) * *

denotaremos por H (X,A) o n-éêsimo grupo de homologia relativo
de X modulo A.

Proposição 5.4

Se (X,A) e um par de espaços con AZ$ então a
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se

pa

pr

Te

ço

c1

Te

">. e
0 ix dt ox

quencia ... —> H,, (A) —> Hoi, 0) > Ho, (X,A) —>H (A)*+...

Esta sequência é chamada a sequência de homologia do

r (X,A).

Enunciaremos um teorema que juntamente com outras pro
iedades torna a homologia singular efetivamente calculaâveil.

porema 5.5 (Teorema da Exctsão)

Se X eé-um espaço topológico, A eU são subespa -
:

a a o - e —- a BR

s de X tais que UCA, então a inclusão e: (X-U,A-U) > (X,A)

duz um isomorfismo ex: Ho (X-U, A-U) —> HH (X,A) para todo q.

Observação: Um teorema usado para verificar se a in
uUsão é uma excisaão é O seguinte:

orema 58.6

Suponha VT UC A com vcl e
: ab ab

i) (X-V, A-V) —Ê> (X,A) é uma excisão.

ii) (X-U, A-U) e um retrato de deformação de

(X-V, A-V).

Então (X-U, A-U) d> (X,A) e uma excisão.

Demonstração:

mo

Como e: (X-V, A-V) > (X,A) é excisão, e, é iso
rFfismo. Sendo (X-U, A-U) retrato de deformação de (X-V,A-V)

temos:



(X-U, A-U) —&> (X-V, A-V) > (X-U, A-U) onde r retração e

ir inclusão tal que r. ij, = ident, Alem disso, sendo r re-
trato de deformação i,7. r >- ident. (i”7.r & homotópica a iden
tidade). Logo, os homomorfismos induzidos são iguais, isto &é,

Holia.r)

“Ho(rsia)
ue que Hgue q q
Portanto H,

somorfismo

HC) . Ho (r) = H (ident) = ident. Coma temos

Ho (r) « BG) = H (ident.), da primeira igualdade se

(i)) é epimorfismo e da segunda, que é monomorfismo.
Í(11) é isomorfismo.

Observando que | = e.i”r a induzida HZ (1) eum |
para todo q. NS
Portanto i: (X-U, A-U) > (X,A) € uma excisão.

Teorema 5.7 (Sequencia de Mayer-Vietoris)

Seja (X,U,V) uma tríade exata (ou seja
Ka: (U, UM V) > (UUV, V) e K; : (V, UNV) > (UUV, U)

são excisões) onde UU V = X:. Então a sequência
Y $ 4e. Ho (U NV,G) HH (U,G) o) H(V,G) > HA (X,6) > Hqs (UNV,6)>

é exata. As aplicaçoes vv, d e A são definidas por:
vía) = (mi.(a), - maz(a))

d (xa, ,x2)=iza(x1) + Po2x(Xx2)

Fá = —-o' KTi S1%X E 5% Ky52 Sox.

M1x% HR (U Nv) > HA (U); Mox ! H(U NV) > HS (V)

S1x HÇ00 > HGV): seg: HU) > HÇOGU)

Kix : HÇOU,UNV) + HOGV)5 Kia: HO,UNV) +H UX,U)

Pax o: HO(U) > HOOX) ; bos 1
HO(V)

has a ) a ) 2 HH (V) > HO)
- 21 -
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o as induzidas de inclusões ewu

Amro

nn ; dt V H |3 H(U, UnVv)- Ho, (U VV) 5; agcnÇOV, U AV) > Ha, nv)1

|

Thorema 5.8 (Hurewicz)

| Seja X um espaço simplesmente conexo. As afirmações

seguintes são equivalentes.

o, t1< j<n-i) 7, O)

1) HO)=0, I1<j<n-1
=

No caso de uma das duas condições acima estar verifi
cada, podemos afirmar que

11) H (OX) E nm OO.

Teorema 5.9 (Formula de Kunneth)

2
À

H,(X xy) o, HO) É&O SAL o
jo Tor (H, (X), n; O, ).

Coroltario 5.10

Se todos os modulos de homologia de 7Y (ou de X) são

livres para dimensões menores que j então
j

Hi (x x Y) o, HO) O HO).
Preposteão 5.11

HO) = rro onde [nm] (X), m (X)] é o comu

- 22 -



tador de mnm7(X).

Em particular, se mtT1(X) for abeliano, H;)(X)=n2(X).

- 232



“CAPÍTULO 11

RESULTADOS SOBRE HOMOLOGIA, COHOMOLOGIA E GRUPO FUNDAMENTAL .DE

VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Neste capitulo exporemos alguns resultados e constru
ções essenciais, utilizados nos capitulos posteriores no calcu-
lo efetivo dos grupos de homologia de variedades diferenciâáveis.

S$1 - Soma Conexa

Dêfinição 1.1

Sejam M;, e M; n-variedades conexas. À soma cone-

xa de M, e M,;. denotada por MN; + M; & construida retirando
-se os interiores de discos n-dimensionais B, e B;, em M, e

[3 o o
Mai, respectivamente, colando-se as variedades NM: - 8; por al
gum homeomorfismo h: 39B2, > 93B;

o a
Assim, obtemos MM, 4 M2 = (M, - B1) U (M, = B,)

h

Observação:

A operaçao'"'soma conexa" e bem definida (a menos de

difeomorfismo) pois, variedades diferenciáveis conexas são espa
- 9h -



vo eAo Gt

6éos homogêneos, isto é, quaisquer pontos P e Q de M, exis
te um difeomorfismo q: M>M tal que v(P) &=Q.'|

Proposição 1.2

Sejam M" e N" variedades de dimensão m, cone-.
xas, orientáveis, con m > 3,

|

Zse q= 0, nm
|

Então NH (N"HN") = HMM) GQ n (NT), 1 < q<m
0 se gq > mm.

=

Demonstração:

*acono iTomemos! Xe MUAENT = (N9 287) id. (ND)o Sejam
.

o 0 .- — -A=sNW'-D" e B=N'- 07, Logo, ANB=S"*xT1Z= ST" (tipo de homoto-

pia).
:

o om
Precisamos determinar H,(MT-DP) e n, (NT -D") conhecendo-se

H, (MN) e HJ (N").
|

:

o
Para determinarmos H, (MTB), consideremos o par (MT MUDO),

Seja U bola aberta de no tal que DE U. Pelo teorema
. : o,

1,5.5 tem-se que H,(U,U - 8”) EXEt> H, (MN, Nº - DD").
| e. .

i

: o

Consideremos a sequência exata do par (U, U - D"):

ql
Sendo U contraátil, tem-se

! Sm om
e... E H U H U,U - D H VU - Dp H Ú e...> HQ) > Mo AH e no (0) >

om - : m -
|

m-1
H (U, U-D")=H (U-8) =H q(sS"*).QU. uv BEN EENDessa forma obtemos HZ (NM, NM" - DINA (ST)
para 1 <q<m. Considerando-se a sequência exata do par

= O

(nn, N - Db") tem-se



m
oo HO (MT, MT os DT) > H (NM

41 q

Assim: HZ (NM) j —

Q

——— = 1 o

HO) Z HO" - 8) para 1 <q<m.
Considerando que H (AN 8) 2 HST) = 0 I<cq<m-l

a sequência de Mayer-Vietories aplicada à terna (X,A,B)

.>H (ANB) >H(ÃA H (8) > H (X) > H AMIB) > ... fica(4O8)>H(A) QH(8)>H
(OX)>Ho (AMB)

reduzida à seguência:

o-> H (A) Q H (8) + H (X) > 0 para | <qsm- TT

Assim, HO) = HZ (MAN) - HZ CM") o HS ON") para

Il<q<m-=1.
|

Se q=0 ou q=m então pH N) = Z pois,
AE NT" é conexa e orientável.

Se q>m pelo teorema 5.2 vem que nO ++ nº) =0c.

Resta-nos determinar Ha (M" HE ND). Vamos aplicar o
téorema 1, 4.6 para obtermos primeiramente mn, (NM" ++ nº).

Observe o diagrama

a (SPT) = 0 mo> 3ISma (Nº) = POR AA = nm (1)

nm (M" Ae n")

"Como mt1(SP""!) = o, então na (n" = nº) = na (MO) an, (NO).

Pela proposiçao |, 5.11] vem que

- 26 - ”



mim
Ha (MP Nº) = Tt (M ly ) eTH Ema (MEN) sora (MTENTO]

Aplicando o teorema |, 1.h temos:

m, my—H (NEN) = ma (MP) ema (N =
ma (M x.

Ema (MIT, (NT) ma (MUDA (NT)D]O Ema (MT) ima (M)]

ma (Nº)—RW= nn) H1 (NT).
Ema (NT) ma (NT)] ' o '

=

Assim, ficam determinados todos os grupos de homologia
m mda soma conexa MM" + N",

$2 — COLAGEM DE VARIEDADES ATRAVÉS DOS BORDOS

Neste parágrafo abordaremos um resultado frequentemen
te utilizado na literatura usual; alem disso, sera empregado es
sencialmente para obtenção de algumas variedades, das quais es-
tudaremos os grupos de homologia.

Teorema 2.1 (Existência de Colarinho)

Se M é uma variedade diferenciâável com bordo o9M em
tão existe uma vizinhança W de o9M tal que VW é homeomorfa

a oM x [0,1] de modo que oIM se corresponde naturalmente -com
9M x (0).

e;

Proposição 2.2
mSejam (M",aM), (N",oN) variedades diferenciáveis e

- 27 -



dd: dM > adN difeomorfismo. Então M YZ N &éê variedade diferen-
ciável.

Demonstração: (esboço)

Para mostrarmos que MN é variedade, e necessário
cobrí-la com cartas locais cujas mudanças de coordenadas sejam

diferenciaveis,.
Pelo teorema 5.9 pag. 16 de [16] consideraremos os co

larinhos po: Uê > àM x [0,]) e p1: VU, > aN x (0,1).
Em MN consideramos Us p(Uo) VU p(U,) onde

prM+NIMUN
Ô -UU... 1 Temos entao que ;M WS N=AWU U UVB com abertos.

A = p(M- p* (omx[0,3))) e B=p(N- pr (anx[0,1))).
As cartas en A e B são restrições de cartas de

Me N respectivamente pois, pla: A+ p(A) e plg: B > p(B)
são difeomorfismos.

As cartas en U são obtidas usando-se o diagrama a-
baixo para verificar a existência de homeomorfismo entre U e

3M x (-1,1) compatível com as cartas de A e B.
aN

dar (gxid) 0 aMx (1,1)
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Observação:
|

Em particular conclui-se que nº +E N" é variedade di
ferenciavel.

$3 - CIRURGIA

O objetivo principal deste parágrafo é definir cirur-
gia sem uma variedade diferenciável W, e estudar esta constru -

ção aplicando-a para modificar o grupo fundamental mn, da va-
riedade e atraves disso, tirar conclusão sobre o grupo de homo-

logia H,1. o.
Para alcançarmos nosso objetivo, faremos uma pequena

introdução seguindo "A Procedure for Killing Homotopy Groups of
O Differentiable Manifolds" de J.W. Milnor [15].

Definição 3.1

Denotamos pP** ao disco unitário no espaço éucl idea
no RPI com bordo SPC RP+I Observemos que o produto : de
sP x si pode ser considerado como bordo de DP*t? x sP ou
sP x pato

Dados W uma variedade orientavel de dimensão : n,
n=ep+qg+1 e f:SPx DI** > W, um mergulho diferenciável
que preserva orientações.

Denotaremos por X(W,f) a variedade obtida por passa
gem ao quociente, da reuniao disjunta EW-FISPxO) + (DPt*xs9)] i

" dentificando-se f(u,6v) com (oeu,v)com ue SP, vest e

0<ae<)l,
Observemos que atraves desse processo chamado cirur-
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gia podemos obter uma nova varíedade WVW', removendo o interior
dé SP x p9*º mergulhado em W, e substituindo pelo interior de

Fl
DP*o x sº, colando-o ao bordo comum,

A variedade X(W',f) sera orientada, pois f preser
vá orientações e, se W possui bordo, este sera o mesmo de

X(W,f), pois a opração é realizada no interior de WV.

Se W' eé uma variedade diferenciavel, difeomorfa a

X(W,F), por um difeomorfismo que preserva orientações, podemos

dizer que W' e obtida de W por cirurgia do tipo (p+1, q+1).
Se uma sequência Wx”, W2, ..., W, de variedades tais

que, cada Wii, é obtida de W; por cirurgia diremos que wa. é

X+equivalente a W,.
A seguir, apresentaremos um procêsso que nos permiti-

rá eliminar certos grupos de homotopia (se finitamente gerados)
eliminando sucessivamente seus geradores.

Consideremos W. uma variedade conexa de dimensão.

n=p+q+1 e dA e nt, (W) uma classe de homotopia, a qual de
sejamos eliminar por cirurgia.

Dafinição 8.2

Diremos que um mergulho ff; sP x pit W representa
uma classe de homotopia A ce nv (W) se ) = fx[4] onde fx, e

o homomorfismo induzido fx: n, (s? x 9972) > 7, (W) e [2] um

gerador cíclico infinito n, (SP x pit),

Lema 3.3

Suponhamos que *)*4 &éê representada por um mergulho co-
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o anterior e que n7n > 2p + 2.

Nestas condiçoes, os grupos de homotopia tm; (W"') são

isomorfos aos grupos m, (W) para i<p e nm (W"') e isomor-
fo ao quociente de on (W) por um subgrupo que contém 2% onde

W!' = X(W,f).
Resumidamente: O efeito da cirurgia ê eliminar a clas

“se de homotopia de FU
Demonstração: ver [15].

Lema 3.4

Sejam M" variedade orientável e a e m (MN) com n>4.

Ff: Sto> MM". mergulho representando ol.

Seja F: S* x Dºº + NM? trivialização de vizinhança
tubular de fíSl(que sempre existe pois Noé orientável).

MEo=s [MTO F(StoB9TN] O prox st,
: bordo

- im. i

|

a e ma (MN? - F(S* x DOTL)) representado por F|sº? x (a) onde

a e St? = apto,
- q (MN) : o |

:

Então, t1 (Mz) = — ——— onde <a> & o subgrupo gera
<a> |

do por Ga.

Demonstração

Aplicando o teorema |, h.6 temos:



na (S*xST"2)27Z (n>4)

in — = —
nv. (MO -F(SIXDPTL)) Tt, (D?xS"72)Z0

T1 (M-)

Assim Tt1 (M-) s ma (M"-F(S*xD"7))
s ——

—
-

-

sa

no IT ôn-,
:

;

Temos na (M FS xp )) cr (M'-jimf), pois
oe. : oo o-F(S*xD"TL) é retrato por deformação de M'-f(S*). Como, por

ipotese: n > h, por transversalidade tem-se
Tal (M-F(S2)) = n(MP). Segue-se, então, o lema.

Observação:

0 lema 3.3 foi enunciado de maneira adequada a ser a-
plicado no capítulo |V.

$4 -— GRAU DE APLICAÇÃO DIFERENCIÁVEL

Definição 4.1

Sejam MeN variedades diferenciáveis de mesma .di-.
mensao, ambas sem bordo, con M compacta. Seja f: M>N apli
cação diferenciavel e ye N valor regular de f.

A cada x e f *(y) associamos o valor sDf(x) =] se
Df(x) preserva a orientação e sDf(x) = -| se Df(x) inverte
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a orientação.
Podemos então para cada valor regular y de f to

mar degí(f,y) = x s Df(x) que chamamos de grau de f em
xEf *(y)

Observe que ff *(y) tem um número finito de pontos
pois M e compacta, e que o valor depende apenas da classe de

homotopia de f.
Por exemplo, seja MN í compacta, sem bordo, orienta-

da e conexa. Um difeomorfismo de N tem grau +| ou -| respec-
tivamente se preserva ou inverte a orientação. Assim, se um di-
feomorfismo tem grau -l, ele não pode ser homotópico à identida
de, pois, grau é invariante por homotopia.

S$5 — RESULTADOS GERAIS SOBRE GRUPOS DE HOMOLOGIA DE VARIEDADES

Teorema 5.1 (Dualidade de Potncare)

Seja X uma variedade n-dimensional, orientavel, com-

pacta, sem bordo (fechada). Entao HÍ(X,G) E HQ 066) onde &G

e um anel comutativo com unidade.

Teorema 5.2

Se X e&é uma variedade n-dimensional, rfechada, orien
tavel, então temos: HH (X,G) = O e HÍ(X,G) = 0 para todo gru
po abeliano G e q >n.

Além disso, H (X,G) = G, H (X,G6) = G.



Teorema 5.43

|

Seja R um D.!.P. (domínio de ideais principais) e

H,06GA) finitamente gerado. Seja T
=

de Ho (X,A).
o submodulo de torção

Se tambem H(X,A) é finitamente gerado e F e

submodulo quociente de HOG6A) por TG (X,A) então
HI(X,A) = ” O Ta, (X5A). (não canonicamente).



CAPÍTULO 111

ESPAÇOS LENTICULARES

O objetivo deste capltulo é mostrar as varias formas
de obter os espaços lenticulares, bem como computar seus grupos
de homologia e fundamental.

As referências deste capítulo são [1] e [17].

S1 - ESPAÇOS LENTICULARES OBTIDOS POR AÇÃO DE GRUPOS

1.1. Considerações sobre aplicaçoes equivariantes

Seja um G-espaço A. Suponha que dada uma aplicação e
quivariante 0: A >*>G, a > 6. onde G6 atua por conjugaçãoem G

Cc (h) = ghg"*.
Denotamos O grupo das aplicações equivariantes . por:

Mapº(A,G).

Definimos uma função Mapº(A,G) > Homeoº(A) por 6+9*

onde 6*(a) = e (a).
Mostremos que 060* e&E equivariante. De fato,

60% (ga) = 972(ga) = (g O, g *') (ga) = g(6 (a)) = gí(ot(a)). Além

disso, 0* é homeomorfismo, pois. (6*.,x*) (a) = O*(Xt*(a)) =

= 6t(21a(a))=2,(0*(a)) = 2,(9,(a)) = (20) (a) = (20)*(a). Da-
- -1 :

2qui, conclui-se que (e x = (68*%*)
“, portanto, um homeomorfis-

mo.

Suponha que seja dada uma aplicação equivariante
B: AÀA>G e AXA temuma Gr-ação diagonal, isto €E,
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9

8

(a,a') = (g(a),g(a')). Então a aplicação A x A+G dada por

(a,a') > o, é equivariante.
Pelas observações acima, (a,a'!) > (6, (a),6,(a')) e um

homeomorfismo equivariante de A x A.

Se (a,a') > (a',a) e também equivariante e então
(8,8')> (6 (a'), 9, (a)) é homeomorfismo equivariante.

Neste paragrafo sera interessante considerar o caso
em que 6e,(a) = a. Em particular, se 0: A > GG, a > o. tal que

(a) = a ara todo aecÃÀ e 0 equivariante, então a aplicap q Pp &

ção AxA+AxXA definida por (x,y) > (8, (y),x) e um homeo

morfismo equivariante. Pois, definindo g(x,y) =(6, (y),x) então
têm-se:

9

homeomorfismo equivariante à de

Ss

diagonal em S

espaços por colagem de s"OLXK DPS em SS x D

$d(gx,9y) = (67, (gy), gx) = ((96,9 *)gy),gx) = (go, (y),ox) =
(9, (y).x) = gé(x,y). Portanto, é é equivariante.

1.2 -— Sobre Colagem de Espaços

Usando as observações anteriores construiremos alguns
n-2 n -atraves de um

n-SNL Jo

Observemos que o nosso grupo sera G = Oo (n) que con-
siste de todas as matrizes À e GL(nN) tal que A.AÉt l, e con

n-1 nideraremos a ação standart de O(n) em SS e D ea ação
no1 x p".

no1Queremos uma aplicação &6: S > O0O(n) onde O(n)

atua em si mesmo por conjugação. Vamos caracterizar tais aplica
ções,

Se xe5S e gx=x então 0, = 0, =g8g'*. Asgx
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sim, 8, comuta com cada elemento do grupo de 0 (n), (que ê o

conjugado de O(n-1))., Temos quatro possibilidades para e: A,

-|, uma reflexão atraves do hiperplano perpendicular a x ou

igual a uma reflexão atraves da linha Rx.

Vamos considerar somente o caso em que o. êa refie
xão através de Rx, isto é, para cada x e S ”"* e ye Rº con
sidere 8, (y) = 2<x,y>x-y. Observe que 6, (x) = XxX.

Consideremos a aplicadação Q&:S “*xS

d(x,y) = (8, (y),x). Como vimos anteriormente à e uma aplica-
ção equivariante sobre O(n).

Mostremos que à e homeomorfismo, Observemos que

De fato:

6, (9, ()) = 0, (2<x,y>x-y) = 2(<x, [2<x,y>x-y]>)x -

- (2<x,y>x-y] = 2(2<x,y><x,x> - <x,y>kx -

-2<x,y>x+y = 212<x,y> - <x,y>)x - 2<x,y>Xx + y =

= 2<xX,y>Xx - 2<xX,y>X + Yy = y

Analogamente mostra-se que 9, (9, (x)) = x.

Para ver que À e homeomorfismo basta tomar

d (x,y) = (y,9,0)). Logo, tem=se:

$ (É (x,y)) 1 é (7,0, C)) = (6, (0, &x)),y) = (x,y)

67 (9(x,y))= a (8, (y),x) = (x,9,(6,0))) = Oy)

Assim, d(x,y) = (0, (y),x) e homeomorfismo. Segue que
O e equivariante e portanto, d e homeomorfismo equivariante,



mo k
bem como suas potencias $ .

Observemos que isto poderia ser deduzido das prelimi-

nares, do fato de ser 8 equivariante:

Ou, (y) = 2<AX,y> AX - y =

-l -l= A(2<AX,y>x - A y) = A.0/ (y)A

kDefinimos então, 3X?! = S x pº VP. s""2 xD" co
Ô

-mo sendo o O(n) - espaço resultante da colagem de S"”"* x pD" em

si mesmo por meio da k-ésima potência de & (K inteiro qual-
Sn x SNLquer) em

A aplicação 6 geometricamente pode ser descrita pa-
ra n=2, 68: S* > 8(2) 6, (y) = 2<x,y> x - y. Fixemos x=(1,0)
então 1,09) E») = 2<(1,0), (x,y)> (1,0) - (x,y) = (x, -y).

m (1,0); 911,09) (01) = (0,-1). Portanto

esq sent) AA
e, ed

& N
&

es (cos 4 , TSem à )

Logo, o vetor e, = (0,1) fêz uma reflexão em rela-
ção ao eixo R(1,0) = R.

Sendo qdº= identidade DES cz Ss"! coma ação
diagonal de O(n). [O(n) atua em S"” via inclusão standart
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i
0(n) € o(n+1)].

s2An=1 - Zên-lE EObservemos que TE, - E, . como O (n) “espaços.
: 20-1 |

Para descrevermos ZX,, trocamos as componentes de

Sh"rx po por DO x Sn? por meio de d*: (x,y) > (x,6,(y)),
em sn”? x ghna ($* é a composição de ÀàÀ& com uma mudança de
fatores T(x,y) = (y,x), pois, (T.o) Oo,y) = Tê (x,y)=T(68, (y).x)=
= (x,0, (y)) = 9º (x,9, (y)).

nA extensão de 4* sobre o espaço SS"! x DO &é feita
da seguinte maneira:

=

4: Sn x po 4 Sn-l o Snel E Str o QD

(x,y) = (Ox,0, (y)).

Se ye SN"* podemos calcular e, (y) naturalmente da

definição. :

Se y=0 então d*º(x,0) = (x,86, (0)) = (x,0) pois

6, (0) = 2<x,0>x - O = O.

Se y%£0 com ye D" então Yyl * SNn"*!, logo,

(x,XL—) — dd (x, Yy 11 = (x,0,4, ||) e DO x sn-l
Hy |

- —l - -Concluimos que EO Ye Sox Do AO DO x sh-2 2 s2hO,
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£?

O

ob

2Nn-1Logo, E e equivalente à união dos espaços
= n

:

o

|

=
. .l e

|

—xD por meio da funçao (4º, isto e,
nº12 2 gnei, po Q)  pPx SN) 3 çanti e nan = QN o, RO onde

: à.
n) atua diagonalmente.

Observemos que pela proposição 11,2.l o espaço BRO
tido dessa forma tem estrutura de variedade diferenciável com

> 2.

Passemos a estudar O grupo de homologia dessa varieda
de e em seguida particularizar os valores de ne K para obter-
mos desse modo os espaços lenticulares como objetivo proposto.

n-1Denotaremos por * um ponto base de SS e sejam a
- -1 -. :

B classes de Ha, (S" xo os ) representadas por so xs
* x SN"* respectivamente.

Assim, go: ST ox SAP o SAL O, SNI jnduz automor-
fismo ox: Hh22(SPT2 x SRT) > Hooa (SPP? ox SN-l),

Por exemplo, gx(a) = aa + ab onde à; é o grau
- - - = - -2 Pi -á composição Sn > SO tox os 18 SNnTto SNI > snTl on

de

te

p; 6 a projeção sobre o i-êsimo fator (i=1,2).
Analogamente para B,

Usando as definiçoes de À vamos determinar o valor
(

de dx nos geradores a e B.

Temos que: $(x,*) = (0 (*),x)
d(*,y) = (6, (y),*)

Como d, (a) = a; + a2B, Qx+(B) =cia + Cf vamos de
rminar aàa;7, à;, Cy) & Cz.



Determinação de a»,

n- n-Temos S SS PR Neo 8, (*) = 2<x,*>x - *, Usando ass

definição Il, 4.1 queremos calcular o grau de 8, (*).
Calculando as derivadas de 9, (*) nos pontos regula-

res * e -*, fixando-se * = (0,0,...,1) obtemos s(DO9,(*))=lt.,

e s (Da, (*)).= -l]l. Então, deg o, (*) = O se n impar e

.deg 8, (*) = 2 se n é par.
Logo, podemos escrever a; =] + (-1)º, ne N.

Determinação de a,
“Temos que SºLoxoaA OC $SPIto, SPT $, SNL Q QNTL,ÇO

(x,*) nm» (p29) (x,*) = p2(9, (*),x) = Xx

nei .« n-1HS x *) > H  (S *)

ar (pr9),. (a) = aza

a, = deg (identidade) = |.
togo, a, = l. Portanto, ç&,ía) (1 + (-1)º)a + IB.

Determinação de ca

* x SUTIL E QNT 2 dio n-1. SNº1S x n-1ºPI,
(*,x) > (pro) (*,y) = pal(Ó(*,y)) = pa (0, (y),*) = 6, (y).

ss -l * -H (s" TR SO ) (16), y (so )n-1 : n-1

B > (pro). (8) = c1B.

Calculemos o grau de 8,(y).



Podemos ver que O. (Yasy2sc22 VA: :) =

nº n-= (yo "Yo eos "Ynoto Yn ). Como Ns = Ss >.s s

rilX ax eax) = (X1, X,; ces XpricssXo ) tem grau
d g(r,) = (-1)  ". Observemos que 9, = rira.crhozeid e que
d g(9,(y)) depende do número par ou impar de composição de r;.'
Assim deg(9,(y)) = (-1)º7!, portanto, Cy7 = (-1)9"!,

Determinação de C,

Temos que: * x SN) CSN o, QNT) A, QN7t o, QN7L P2,

Pê, gh72
(*,y) + (pad) (*,y) = P>2 dd (*,y) =*

n-1 nº-21) (podda
à

n=2H..,(S x Ss ) >o (S )

B + (prd).(B) = 0.8=O0

(1+(-1)5)a + 1.8Portanto obtemos é, (o)

(-1)ºa.d. (8)

Escrevendo matricialmente à expressão acima temos:

1 + (1) (21)92?
e + "

1 o
Usando é, na forma matricial, podemos calcular as po

tências de d, para todo inteiro K:

1 + k -K
K

dd, = ' se n par
K 1 = K

- ha - o



gksimpar so se n Ímpar
1 o.]

:

! o
goÉrpar =

o.

| se n Ímpar
o 1

- o n- - hoObservação sobre o espaço E *
= SI k sSnLDO,

$
““Nêsta construçao foram consideradas as seguintes inclusões:

- —l - - -Sn x sn E(s" x sn ) Ss 2
x pº

$ difeomorfismo

' n-1 n-1 n-1 n -Podemos considerar S x Ss PS x D atraves
da inclusão ou de À& e denotaremos por:

MTtox pn) es g2DO0(s 2

2Nn-1(Sn x pn) eo 7
Além disso, (S""* xp"), nNn (sx DO)Ó

= (Sox SG &)
= SN"tox SOTO portanto, queremos através

Hd

“da sequência de Mayer-Vietoris calcular H;(EE9O) sabendo que:

HSM x STA), E HST x S9TO)
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= -l ” in. —-

H (s"” 1
x Ss" s = H,(S"

1 x Sn )
H,(S"TLox ST), = H. (SPT ox SET)

i (1,O) i

1.3 - GRUPOS DE HOMOLOGIA DE DES

e 2f=lPara calcular a homologia de Er ; Vamos usar a se

qiência de Mayer-Vietoris na tríade (EO, sn-1Kph, SNPiKSOIA,

Logo, temos a sequência de Mayer, Vietoris
k2n“1, À nº21 .n=3,y (ix,0x)=YV, , n-1 .n

«e .>Hi,, (E, ) => HS xS ) AtoHS xD ) +

2n-1
k J>...O H (ST ExD") d> 8 (E

Antes de realizarmos os calculos faremos duas observa

Observação 1:
Da proposição !, 5,7 precisamos verificar como é à a

(sn? x Dº) O(SML STA) V=(ma*,-m2%), Hplicaçao Ho, n1
: nº; a.+ HS “tl x'D).

(a1,a>))"> (mixs(a1,a2), -masx(a1,a2)). Se tomarmos

(a1,a2) = (1,0) e (az,a2) = (0,1) elementos básicos de

niR

1

n-1HIS )
t x

(1,0) (mix(1,0), - max(1,0))

(0,1)-> (mix(0,1), - max(0,1))

Como neste caso ix = mx então max(1,0) = e

mix(0,1) = O. Resta-nos encontrar o valor de mas (1,0)=9É(1,0) e
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max(0,1) = $É (0,1).
Para isto, vamos usar "o na forma matricial. Assim

:

nR1
:

[1+k,-k] bo :

[14k, kl] |
Podemos então tomar | como 7 =(ix, 4º) =

yu Yuma=(1,0) = $É(1,0) [T+k]le HST p”).

" U [-k] e H/S? ox oDO).

LS
14+k -k

m,x(0,1) = $É(0,1)

2n-l
k «EsPassemos agora a determinar a homologia de E

ses calculos estão divididos em duas etapas de acordo com n ser
par ou impar.

A) Suponhamos n = 22m, m IV 1 e R tnteiro qualquer

i) Se j=am-1. e k inteiro qualquer obtemos:

o ManlERmoa) do mama (SPMTIASTOI Do q, mea
CS TTIxD?M) +

. 2m-1 2m ? 4m-12ON, (STUxDAM) É pn, (ET) +00m-2 k

oO > Ham(ZKTT) 8, Z e Z vs Z o) Z És H na, CERTO) > 0
k

Da exatidão da sequência temos: Ker y * Hp (ERMI) e

coker y = imô = Hon, (CERTO)

1 0
Como | = segue-se que

1T+k -k

1 0 x o

implica (x,y) = (0,0) e portanto

“Ker q = O. Logo, HQ (ERTIS) = 0.
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+

e VV

> V

Cc

1) Se dj

2
Hino, (S

Hyme2ÁS

H, no 2(E

(ZM)

Hu oomo

=
| segue-se que

im y = [(1,1+k) O (0,-k)] = [(1,1) O (0,k)].

Portanto, H (ET) = coker y = NNEOE FZ,[(1,1) &O (0,k)]
as

= 4m- 1 e K inteiro qualquer obtemos:

mL Q2M) OQ Hama (SPMIIXD2AM) É> qu, 4M"2 as

bm-2 (ER ) =>

(S?M1,92Mm) ds2m-2,g2M71) VD, H, (S?MI2xp?2M) Gpm-2 um-2

QTO) + Hyom-3(S?M-IxKS2M-1)

o + HaleA zo; odbn,(EM)
- mel, 4m-1Segue-se então que H/ 1, (E, ) Z e Ho, )=0

Alêm disso, se jÉé0, 2m-1, àm- 1 então
= O,

Conclusão da parte A)

U Nm 3 '(ysM-3 = .H, (XL ) 7, se j
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B) Suponhamos n = 2m + 1 m> 1 e k tnteiro qualquer

Quando n e ímpar, n=2m+1, m>1 devemos con-
impar, pois as matrizes de YO.siderear se K e par ou K

são diferentes,

- nosoB.1) Se K e par a matrizde Y fica sendo Y =
: o !

:
: ? o

i) j = 2m, k par
Hom+2 (S2MxD2M+1) O Nami, (S2PxD2M*L) É> Hama (29H) A,

a

> n am (S Pxs?") V, Hp (S Pxp?Mt!) O 4, (Ss TPxp?N+!) $,

CSN$> HJn(EEMt) +

o O o > Hame1 (BRT) bzeo:zb z O z> HamlEÉTI) > O

“m+1l
k(Z ) “Ker Y e Han CERTO) = coker Y.Temos que Home

1 0 x x 9 x=oO
Como = = <=>

1 o Y x O vy

.*. Ker y ? Z.
1 o x x :

| -Também = implica que im y “Z
1 0 Y x :

4 - : -Portanto H, (EM) = z e HU) Fez.
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i) j= 4m, k par

V
> Hum2 (SDL) GD Hum(SP xo2Mta) É, Humas (22972) &> Hum (S2xs2M) PY

te b H,  (S?MkpD?M) o H, (SsPot) Sd. HZE) 0,
0 Oo bn "Ns zEoO0o0: É +,pH) + oAma

Da sequência exata -segue-se -que:

M+21, s gm -Hume:x ) e H(E) *

82) Se k e tmpar e n=2mM+1, m> 1 a matrizde y fica
sendo vv =

! 0

o 1

i) Se j= an, k tmpar temos

> Homes (S?MD2MHI) GD Homea (8xxp2m+2) É> Homer (zemro) ÀA, Mam(samesam É
4) H,(STD) On, (STM) d. H  CETE) + o

[o] m+1t. À 4m+10 GO 0 OS nn(E > 2Q2OS7 ES zu,E" 7º
h - -Temos que Hama (Ex) “kKerv e Ha (ET) ? coker y

1 o x x 0 x =O
Como = = <=>

segue-se que kKer q = 0.
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Temos tambem ' = implica que

inv="2 (9 Z.

|

Portanto, H 1,, (E k ker v o e

H (Zg/m+º
am Ek )? coker v =

ii) Se j=4m,y, k tmpar temos:

+ Hyam+2 (S?MxD?2M+L) o Hu (S?Mxp2M+21) L, Homaa (ETF) d,

A 2m com, UV 27.12mM+l 2m 2M+14, Qd=> HQ (S TxS") > H(S "xD PTI) Qu,(S "xo ) >

: 4m+1, À ] *m+2...> 0 Q& onEM) &z D o Q o dn (ET)oo
| ea |

| em+l, -Desta sequencia segue-se que: Homer (E k ) Z

Conclusão de B)

Z se j=0, 2m, 2m+1, im+l .
4m+l

—
HH; (Ernpar)

O caso contrário

Zz se j= 0, am + 1

H (gSM+º ) -j k=impar
O se jóé0O0, âm + 1,
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d:

sem x aM+º c"m+l GM

4m+1 tem a mesma homologia dek=parObservemos que, E

-e que tem a homologia dek=impar
- nosoPara n>3, SN"* xD &é simplesmente conexo pelo

22072teorema !, h.6 implica que k
€ simplesmente conexo.

114 - OBTENÇÃO DOS ESPAÇOS LENTICULARES A PARTIR DE ENA

3
k & queremos mostrarSe tomarmos n =2, obtemos Z

que este é justamente o espaço lenticulares do tipo (k,1).
Para ver isto, consideremos a aplicação d:5S*xS*>S'!xsº*

ada por é (x,y) = (6, (y),x).

neira:

s . 2Para isto, vamos mostrar que O2sTis(e

A RXR
o”

7 q

q óRxXR ————s S'xSs'

ve?

d(s,t) = (e2Ti (25-t) enTis,

gq(2s-t,s) = (etTi(2s-t)) e?TiS,)

d(s,t) = (2s-t,s)

Temos que qo4$3$(s,t)=a(d(s,t)) = q(2s-t,s) =

Tilí2s-t 27Í(e? (2s e s) ee assim, qo = d.

Vamos verificar que (e e
vit, = e? Til?s-t)

- 50 -
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! 270 2Tis 2T7Tit. 27i 273 :

O 2iíis(e Tity 2<e e “>e NS QtTIt (cos(hrmrs-2nt) +

+ cosZtTt, sen(bnms-2nt) + sen 2m7t) -

(cos 2nt, sen 27t)=(cos (hts-27t),sen(hns-27t))'=

= e2Ti(2s-t)

o (2) (ascet)ri
Observemos que, geometricamente, O2mis = e :

"Mit neto ângulo de àms.corresponde a multiplicar e

Escrevendo q(s,t) = (2s-t,s) na base usual do R?

tem-se à

Calculando-se as potências de à vem que

ak k
1-k

No proximo parágrafo usaremos isto para definir os es
paços lenticulares. Além disso, veremos que Lí(k,q) depende so-
mente de IK| e da classe de congruência tqg(mod K). Assim

Elds L(k,I-k) SL(KQDDOO : ES t

Observação 1:

Podemos descrever L(k,q) como sendo o espaço das õr
bitas da ação livre de z, em S?CC? gerado pela matriz

271
e

k o
-

:

2ni ; isto tambem veremos adiante.

o. Kk

e



Observação 2:

espaço Exa ER E Sº xD! VU, Sº xD! onde ot:
- O(x,y) = (y,x). Assim na base canônica do R?,

que gk=par &
1 o

;

o 1

k=impar '
$ . ,

1 0

2 = elLogo, “k=impar = 5
o 1 x Y

1 o Y x

DP 7 Sº xs! = dois círculos<=par

1 0 x x

0 1 Y Y

O bservação 3:

Outro fato interessante é observado ao analisarmos o

sº x Sº+SxS o

podemos ver

+

Portanto, pelo que foi visto anteriormente podemos

NOS NO TORO

calcular os grupos de homologia de Ep| -Entao,
Z se j= 0,3

(53) FSH; (2) = Z, se j=1l
Q se j Éé0,1,3

$2 - OS ESPAÇOS LENTICULARES POR CLASSIFICAÇÃO DE

Neste paragrafo descreveremos os espaços lenticulares
us

52 -

ando essencialmente classificação de nos no toro. Para isso,



precisamos de alguns resultados básicos.
Para as demonstrações dos resultados enunciados à se

guir ver [17].
Um no K CT? que é não homotopico a zero ([K]£x0,0>

em H;i(T2)) serã dito essencial, onde T2 = S* x Sº,

Teorema 2.1

Quaisquer dois nos em T2? = S*' x S* de classe <0,+1>

são isotopicos.

Teorema 2.2

Para qualquer nó KC T25 de classe [k] É£ <0,0>,exis
te um homeomorfismo h: T2>T? tal que bh (K) = M, um meridi
ano standart,

Teorema 2.8

Dois nos J, K CT2 são isotópicos se e somente se
[3] = t[k].

Lema 2.4 (Lema de Dehn)

Suponha M3 uma 3-variedade e f: D2 > M3 aplicação
sem singularidades em 29Dº(isto é, x e 9Dº, x É ye D2 => f(x)
Z f(y)). Então existe um mergulho g: D2 > Mê3 com g(3D2) =

= f(3D2).



Corolario 2.5

fr
tr
pr

Suponha que JC adM :ê uma curva fechada simples na

onteira de uma 3-variedade, Mô e que Jy e homotopicamente
ivial em NM3, Então J borda um disco D?2 mergulhado pro-

- oiamente em M3 (isto é, 9D? Com, D2 CNM).

Lema 2.6

f:
Seja X = ((x,y,z)ER? | x? + y? <1 e 0<z<1) e

2Tiz - -). Então X e homeomorX>pD?xS!, flx,y,z)=.(x,y,e K =

f
fo a D2º x S* onde Ke € uma relação de equivalência definida
péla função f.

Demonstração

mo

Ff

Consideremos o seguinte diagrama:

X > Dêxst

o eP | Pfp onde p &é identifica-
x -É ção.Ke

Mostremos que f e bijetora contínua e fechada. “Te
s que f e bijetora pois se y e = então

f
-1*(y) = ((t1,ta,O), (t1,ta,1)) ou p (y) =O6o6y,2) E XxX com

e (0,1), |

Como fíti,tr,0) = f(ti,ta,1) = -(ti,ta,1) e

x,y,z) € D?º x S* vem que f & constante nas fibras pp (y)
- 5h -



Além disso, f é naturalmente continua, pois f e identificação.

Para ver que Ff &é fechada, seja FC ee fechado.
Então p *(F) é fechado em X. “Sendo X compacto de Hausdorff
então p “(F) &é compacto. Como f e contínua segue que
f(poº(F))C o? x S* - é compacto e também D? x S!' sendo compac'

to e também D2 x Sº "sendo compacto. de Hausdorff então
f(p"* (F)) é fechado. Portanto, f &é fechada.

Segue-se então pelo Teorema |, 2.3 que f ê um ho-
meomorfismo.

Lema 2.7

Sejam V, toro sólido e J uma curva fechada simples
em 93V, que E essencial. As seguintes afirmações são equivalen
tes:

osa) homotogicamente trivial em V,.

Ob) J homotopicamente trivial em V,.

c) J borda um disco D em V,

d) para algum homeomorfismo h: S* x D?º > V;, existe
um homeomorfismo H: S' x D? + V, tal que H(1 x 3D2) = J.

Demonstração:

a) <=> b) pois 71(V1) = H1(V1) E. Z

b) => c) Corolario 2.5

c) => b) obvio

d) => c) Suponha que existe algum homeomorfismo
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|

|

|

Hi Stox Do Vi com J = H(1X 302). Tomemos H(1 x 3D2) = Dz

c) => d). Suponha que . J borda um disco D2 C V. “e
|

ht S* x D? + V, um homeomorfismo.
|

|

Temos então que (1 x 3D?) e h *(J)) são nós do ti-
Pp <0,t+]> pelo teorema 2.1. Portanto, existe uma isotopia.
G; Stx Sto > S?oxkoSto tal que G(x,0) = Idçivçã e
Glx,1) = f7 : hO(I) > 1 x àD2,

Tomemos então F:; S*? x S'x|>St!*xS!xl| dada por

Flx,t) = (G(x,t),t) isto e, o traço da isotopia G.

Seja p a identificação, entao, observemos que se

i St x Shox 1 > 8º ox D?, gbaoly,t)) = (x,ty) temos os diagra
mas comutativos. Aplicando estes fatos no diagrama obteremos a

conclusão desejada, onde tomamos H como sendo H = Foh que

e o homeomorfismo desejado.

- 56 -



Definição 2.8

Uma curva fechada. simples em 9dV, satisfazendo as
condições do lema 2.7 é chamada de meridiano em V,.

Uma longitude de 9V, é qualquer curva fechada sim-

"ples em IV, da forma h(S* x 1), para algum homeomorfismo "
h: S!º! x. D2 > V,1.

Lema 2.9

Se K CV, e uma curva fechada simples, as seguin -
tes condições são equivalentes.

 a)K representa uma longitude

b) K representa um gerador de H;i(V,) = Tr. (v Ja Z

ec) K intercepta algum meridiano (transversalmente)em
um único ponto.

Demonstração

a) => b) por definição

a) => c) Supondo K uma longitude de V1, K=h(S"x1)

para algum homeomorfismo h: S* x D?º > V,.
Consideramos o meridiano 3 = h(i x a3pD2), então a a

nica interseção entre Ke Jy e h(1*x 1).

b) => a) similar à demonstração de c) => d) do lema

2.7.
c) => b)

Suponha que k intercepta algum meridiano em um uúni-oi
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h:

é

r

Lê

me

me

(à têm grau l. Logo, rã . Ax : mT1(S? x D2) > m(S!) é is

dor de T1(V1) pois hx &é isomorfismo.

co ponto. Seja J o meridiano em 9V, ital que J k-= (p).Pe
lo lema 2.7, h(1 x 3D2)=J para algum homeomorfismo

sº x p? + Vi. so

Como existe uma retração tr de S$S'x DD? em S*, de

inimos 2(9) = h *k(8) onde K: S'*V, K(0)=k. Sendo (&k

curva fechada simples e intercepta J em um único ponto, então
-

7—

morfismo e sendo rx isomorfismo, segue-se que
Ag: ma (St) > Mm, (S* x S?) é isomorfismo. Portanto, k &é gera-

ri (o)

ma 2.10

Um homeomorfismo f: 9V > 9V estende a um homeomorfis
> F;:V+V see somente se f leva meridiano em meridiano.

Demonstração

Suponha que f leva meridiano em meridiano. Temos que
9V > dV homeomorfismo e 93V homeomorfo a Sº* x Sº!,

Consideremos o seguinte diagrama, com f, e f,., ho-
omorfismos,.



fSs! xs! —>S!' x St.
à |”

—aV > oV

Logo, Ff =far.f.fa' : St ox Sto St x S? é um homeomor-.

fismo. Seja m um meridiano qualquer de s* x S!. Como a ima-

gem da f e meridiano, podemos estender TF sobre odisco. D

que borda mí(lema 2.7). Cortamos S* x Sº ao longo do disco D?.

Naturalmente, o que obtemos é homeomorfo a uma bola -B3, pode

mos estender f à f parao bordo de B3. Usando os dlemas

2.6 e 2.7 estendemos a função f para todo S* x D?º onde h,

eh, sao homeomorfismos. Observando o diagrama vem que
-l = =F=h, . F. hi onde F eé passagem ao quociente de F que e-

xiste pelo lema 2.6.



Deftnição 2.11

-Seja h:; 3V2 > 9V1 . homeomorfismo com V,-e V, toros
sólidos.

Fixando-se uma longitude 247 e um meridiano m, co-
mo geradores de H;(8V,), escrevemos hx*x: H,(9V2) > H1(3V;,),

h&x(m,) = pl, + qm) onde m, & um meridiano em Va.
O espaço resultante da colagem de Va. e V, via h eêé

chamado espaço lenticular de tipo (p,q), com pe q relativa -
mente primos. Denotaremos por Lí(p,q)=VY1Y Va.

h =

Em outras palavras, uma 3-variedade, orientável, cone
xa, compacta e um espaço lenticular se e somente se contêm um

toro sólido, cujo fêcho do complementar é tambêm um toro soltido.
Além disso, o que define qual é o espaço lenticular obtido ê

somente hx e mais especificamente, se fixarmos uma trivializa
ção em um dos toros sólidos, digamos V,;z, então o que define
Líp,q) é exatamente h*(m,) = p2, + qm, como definido acima.

Observemos que Lí(p,q) depende a menos de homeomor

fismo somente da classe de homotopia de hx(m,) em à9V1. De fa
tó, suponha que Pp, q) = va Va, LP2(p,q) = vu vi on

dê as aplicações hi: 9V, > T2 h3º GO) + x e bhi:aVi 2=—>T2,

hi'(x)>x são homeomorfismos. Pelo fato de que

hji.(m,) = p£, + qm; = h,x(ml) então podemos tomar a aplicação
identidade 1: V, = S! x Dê > VI = Sº? x D?. Podemos observar o

diagrama:



hL*(p,q) = x BN"id o
;

ha LD2D VV

Lº(po)=S"xkDIV)2 2

onde id|s* x 3aD? = idS!* x S!., Observando a função induzida em
aV> e -a3V> obtemos a função à: IV + IV; tal que à:ha «bh,

isto E, lh3º (x)) = hi (4).

dV2 lt Vi

|
| : o a

:

À

:

Logo, d. (m)) = (h12.. h,.) im?) = h1,. (pl, + qm. ) = Mmn..

Portanto, é. (mz) = m,, isto ée, 4d, leva meridiano em meridiano.
Pelo lema 1I1I, 2,10, podemos estender & a uma função

d: Vi > V>2.
2

V. > Yo

aU. —d> av.

que também é homeomorfismo. Assim conclui-se que Lip, q) =

= LP2(p,q).

Observação 1

Para p=0 e q 1 então L(0,1) ” S? x. sSº*,



Pela definição 2.11, temos que hx(m,) &=m. Em S?xSº

podemos fazer a seguinte decomposição:

Six S? = (S"' xD) NJ (S* xD?) onde S2 =D U D3. Usan
BR S!xS* | Ss ; =

do o teorema 2.2, podemos obter homeomorfismos

fi (SS? x DI), > a(S* x D2), e g: a(s? x D2), > a(S* x D2),.
Portanto, pelo lema 2.10, podemos estender f e çg da

seguinte forma F: S* x Di > sº x .D2,. GG: S*) x DI > Stox Dê, ob.
S2x| 72 1 ; el 2 1,62servando que Taçojwta,T)] Sº x S'. Seja p:S* x Di Ss xD2)>

+ L(0,1) a identificação. Da comutatividade do diagrama, se-
gue-se pelo teorema |, 2.4 o homeomorfismo entre S* x S? e

L(0,1).

L(0,1)

- 62 -



— Observação &

L(1,q) E S3.

"Pela definição 2.101, fazendo p=] e q qualquer
em h. obtemos h*+ (m,) = Ay + qm.

Em S3, fazemos S3 = R3 4 &, como reunião de um to-
ro solido Stº x Df. com seu complementar que é também um —toro

"sólido. Pelo teorema 2.2, podemos obter homeomorfismos

Ss a(S* x DZ), > 3(S* x DÊ), e g:a(S! x DZ), + a(s! x 02), que
levam m; e m, respectivamente em meridianos nas imagens.

=

Portanto, pelo lema 2.10, podemos estender f e g da
seguinte forma F: sº x D? + S' x D? e G: S! x D$ > S* x DI.
Sendo p: (S! x DI) NJ (S*xD3)> L(1,9) à identificação, te
mos o diagrama abaixo comutativo. Portanto, pelo teorema 12.4
segue-se o homeomorfismo entre S? e L(I1,g).

2?



Proposição 2.12

O grupo fundamental de L(p,q) “é isomorfo a Z,

Demonstração

Tomemos L(p,g) = (S*xD?) W (S*xDº?) : onde”

hi a(Sº x D?º?) > 3(S* x D?) homeomorfismo tal que:
ha: mi(a(S* x D2)) > mn; (9(S* x D?)) com h+(m,) = pl + qm e

tambem p e q relativamente primos, O<q<sp.

Consideremos os espaços conexos por caminhos Xo=StxSº,

X; = S' x Dê, X27 = S* xD? e X =L(p,q) comos respectivos
grupos mtT1(Xo) = 2 OZ, m(X))=2Z2Z e nm (X2) sz.

Pelo teorema !, 4,6, vem que:

TtT1 (Xo)

nt1 (X1) T1 (X2)

rá
nT1 (L(p,q))

oUsando as definições de dr, & iz; Vamos encon-
trar as respectivas imagens dos geradores de mt. (X,). Observe

que 1,,.(1,0) = 1 e i,,(0,1) = 0.

Passemos agora a determinar as imagens de i7, Sobre

os geradores de 7T37(X,). Sabemos que H37(S*xS!) = n,(St*xs?) 2707

e que H1(X)) = mi (X1), H1(X2) = tT7(X2).
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- Temos que hx: H1(S' x Sº!) > H1(S' x Sº),
|. Pp

hx = com rq-sp=NL
S q

(1,0)r> hx(1,0) = (r,s)
(0,1)> hx(0,1) = (p,q)

| PES a h'=[)
H1 (St x D2) elit H(S! x Ss!) Es pi(St x SI)2> np, (S!xD?)

1 ei) e(r,s) — r

O (0) e (px) >Então, hi . h.,(1,0) =p e hth,(0,1) r

= |b:| la:| de àa-rá
|

Como T7 (X1) = Z e Tt2º (X2)

côrdo com a ' observação feita no S$4 do Capítulo !|, podemos es-
crever o grupo fundamental de Lí(p,q) como sendo:

m1(L(p,q))=|a,b: i2,(1,0) = hih, (1,0), i,,(0,1) a h'h,(0,1)|]|=

Assim, concluimos que T1(L(p,q)) = la: aP = 1) 22.

Observação

Como vimos pela proposição anterior, O grupo fundamen

tal de L(p,q) não depende de q.
Logo, os espaços L(p,1), L(p,2),..., Líp,p-l) apre-
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ssentam grupo fundamental isomorfo a &,

| | De acordo com [2] tem-se que L(p,q) e Líp,g')são:
homeomorfos se e somente se tq' = tq (mod p).

Além disso, a classificação destes espaços quanto ao

tipo de homotopia tem-se que Líp,q) e Lí(p,q') são do mesmo.

tipo de homotopia se e somente se tag'= mº (mod p) para algum m

(ver [191).
Assim, por exemplo, L(7,1) e L(7,2) são 3-variedades

que tem o mesmo tipo de homotopia mas não são homeomorfos.
-

$$ - ESPAÇOS LENTICULARES — DEFINIÇÃO CLÁSSICA

- Nesta descrição obteremos os espaços lenticulares pe
lo corte através de uma "lente" com identificação nos bordos.

Considere a bola unitaria B3 em R3. Entao identifi
que cada ponto da metade superior (Z > 0) de 9B? com a ima

gêm obtida por meio de rotação de um ângulo de 279
2 ão redor

do eixo Z, seguido de uma reflexão no plano xy, como podemos

ver na figura abaixo.

Vamos verificar que o espaço cem a identificação aci-
ma é L(p,q) segundo a definição 2.11.
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Seja V, a parte interna do espaço contido no cilin-
dro x? + y2 < 1/h (com identificações) e V, o complementar
do fecho. "

Podemos ver «que V1 com as identificações acima des-
critas é um toro solido e que V, êum toro sólido também.

A figura abaixo nos mostra um caso particular onde to
mamos p=5 e qs=2.

FIGURA 1

Em V, fazemos as identificações do topo com a base
e obtemos um toro sol ido.
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Para ver que V, & também um toro solido, cortamos

, em cinco partes e identificamos conforme figura 1.
Juntando as partes de acôrdo com as identificações in

icadas obtemos a figura 2,

FIGURA 2

Na figura 2 se identificarmos o topo com a base obte-

mos um toro V, e se colocarmos o merídiano e a longitude nes

se toro Standart podemos ver na figura 3.

Seja a um meridiano de V, e BB uma longitude de

V]). Como o espaço L(5,2) & caracterizado pelo valor da aplica-
tt o h,: H;1(3V,) > H,1 (8V2) um meridiano, devemos portanto, en-

ontrar a imagem de a pela h,.
Podemos dividir o = a va, v a; V a, V As Onde
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ad, E A, àa-2 € E, oa; E D,y a. E C, as e B.

. Usando as identificações, podemos ver que: À = E,

B= A, C=B,D=C,E=D,
Assim, h.(a1) = 16. Portanto, h.(o) = 50 + 2 e

hx(B) = 29 + 10...
|

Logo, ha pode ser representada pela seguinte matriz:

ha = 2 |. Usando a definição 2.11, o espaço L(5,2)' ê

"caracterizado pela matriz A =" tal que det A = +11."
s -

Portanto, a definição 2.11
OuyNmM

vi.

equivalente à este pará
grafo.
“ea re: 6º: Um caso particular da definição dada neste parágrafo
eo homeomorfismo entre :L(2,1) ? RP3 (RP3 = S3 com identifica
ção dos pontos antípodas).

Assim, baseado nessas descrições dos espaços Lí(p,gq)

com peq relativamente primos, podemos obter varios exemplos

de espaços (variedades) conhecidos variando somente os p e q.

S$ 4 — ESPAÇOS LENTICULARES COMO ÓRBITA DA AÇÃO DE E, em .Sº

Consideremos S$S3 CC2 o subespaço
sa. & ((279.2,)) e 02 / |29|]2 + [21 |2 = 1).

Seja T: S3 + S? definida por T(271,,21) =

2Tio 2T7Tiq

= (e Pp 20, € P Z1) homeomorfismo com peq relativamente pri
mos.

Observemos que T tem período! P, isto e, TP = tdos.
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te

co
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todo Ke Z e x e S?, Alem disso, q: 53 + S9/Z, eum re

Logo, T define uma ação de Z -em S3 como R.x = Tr (x) pa-:

stimento regular pois, S3 é (localmente conexo por caminhos).

2, e um grupo totalmente descontiínuo de homeomorfismo de S3.

Consideremos o espaço das órbitas desta açao,isto e,
entificamos os pontos x,y E£E SS? se x = Ty) para algum

E Z.

Verificaremos que O espaço das órbitas é homeomorfo a

p,q) conforme descrição do paragrafo anterior. Isto faremos
as

A = ((29,71) € c2/|2,]|2 + la, |? = ll, 0< arg Z, < = : e

toa lente. Sabemos que S* C A, pois, Zº, =0 tem-se que

0,21) e 0? / [21 |? =1) = Sº,
Seja B= tw, e C | 0 < arg wo < = e “lwol? <1).EN

ó BxS! &Eé um toro sólido. Definimos f: BxS!' + A/
wos8) = (wo, ei, t- [wo]? ) e podemos ver que se Iwo] =]

tão, fíwo,9) = (wo,0), VOO eES!. Usando o teorema |, 2.5
mos o diagrama

E

Ke

mutativo onde F é homeomorfismo e &K e relação de equiva-f
ncia definida por ff.



.-2 ).A... E região fundamental .pois,.-todos .os -pontos de-espaço.quor-n- + +
ciente Si/Z, tem ao menos um representante em . À .e.os pontos. .

o
|

|

! 2 r S |

de A representa um unico ponto.
Assim, restringindo a .relação definida por T em. A.

e tomando-se à restrição qja temos o homeomorfismo entre A/-

e xípia).

a , Xta)-S/z,
3) Resta-nos verificar que A/- e do tipo da descrição do paraá-

grafo anterior.
Temos dA

Tomemos Z = (21,7)) e 9A e vamos aplicar T no pon-
: 273 2735 '

to Z. Então fica: T(1,Z71) = (ePA), e P 717). Dai segue- se
27Ti 2T7

:

27T7i

que arg(eP2) =:eP e portanto, eP 34 e393A. Também pode-
mos ver que |IT(2)] = z|. Geometricamente podemos ver em A:



de

wie - Assim, a relação em A após as identificaçoes coinci
- . - . ”

2 com aquela dada no paragrafo anterior. Assim, conclus-se que.

(p,q) e homeomorfo a Lí(p,q).



CAPÍTULO |V

CONSTRUÇÃO DE ESPAÇOS COM HOMOLOGIA PRÉ-FIXADA

Dado um espaço topológico X, temos associado ao mesmo.

grupos abel ianos HO), q = 0,1,2... que são seus grupos de

homotogia. "
Se a natureza do espaço X não for muito ruim, à par

tir de um valor de q os grupos RH OX) se anulam e os não nu
los são finitamente gerados. ?

Neste capítulo nos propomos a estudar a possibilidade
de dada uma coleção de grupos abelianos Go, G1, G2r5 c..) Go »
construir um espaço X = X(Go,G1,G2,.--,Gn) tal que H; (X)= Gi»
Pos 0,1,2,...,D.

Claro esta, nem toda coleção de grupos poderá ser rea
Tizada como se pode verificar facilmente; basta lembrar por. e-
xemplo, que HÁ(X) =2" onde m é o número de componentes co
nexas de X. Segue-se daí que se tomarmos GQ grupo abeliano
com alguma torção estamos impossibilitados de realizá-lo como

Ho (X).
|

Fazemos desde jã a restrição de que GQ, = Z o "que

significa que estamos procurando um espaço topológico conexo e;
daqui por diante, não faremos mais menção do primeiro grupa da

sequência, isto e, estaremos preocupados somente com a realiza
ção de sequência do tipo G,, G2,...,G, através de espaços cone
xos.

Mostraremos, inicialmente, como construir um espaço
(C.W.) cuja homologia realiza uma sequência de grupos sem no en
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nto nos preocupar com a "natureza" do mesmo e a seguir tenta-
mos o mesmo exigindo que o espaço seja uma variedade diferen-
avel.

Naturalmente que no caso de procurarmos uma variedade
ferenciavel temos que nos restringir à sequência de grupos ain
mais especiais para conseguirmos tal realização.

—- REALIZAÇÃO POR C.WV.

orema 1.1

Dados grupos abelianos finitamente gerados Gr, Gaza
. G, existe um espaço celular X = X(G1,G2,...,G,) tal que
(X) = 6, = 1,2,...,0. Além disso, X pode ser escolhido
tal forma a ter apenas celulas de dimensão < n + 1.

monstração :

Faremos a demonstração por indução sobre n.
Para n = |]

Mostremos que existe X conexo tal que Ha (X) = G,..o = 77“Suponhamos G;)=Z (Q& Zn, S 2h, O... OQ 2,,-To
mos X, = o2 À S* onde f,: 9D2 > S*! de grau n, e as-

:

1
:

a
m Ha (X.) = Z e 1 = 1, 2, eoec)s n.Í nj m r

Tomemos X = ( V 5) Vv (NV x.) que satisfaz às
i=lje

ndições pedidas, isto é, X e conexo e H,(X) &=G,

Suponhamos o teorema valido para. n, e provemos que

poém é válido para n + |. Então dada a sequência (G,, Gap...
b S,, temos x. tal que HH. (X1) = G,, is 1,2,..., A, uti
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lizamos este X, para encontrar X tal que HH; (X) = &.,
Pos 1, 2, ..., n, 6 + |.

n+1Consideremos Y; = Dot?) Ss onde
; ;

| fif: apt? o Sto tem grau ni.

|

Então temos que H, (Y,) = Eh; e H,(Y,) = o se
j=1, 2,... nº o

]

.

' m n+º2 Fo
Seja X =X V(NV Sk )ví(v Y.). Loga, temos que

: : o ks) Pero :

H, (XxX) = Gi, Pos 1, 2, 0.0, no + VT. "

Observações:
|

-

1) A sequencia G7, G2, ..., G só terã chance de serrealizarn

como homologia de variedade se se respeitarem as condições neces
sárias contidas nos teoremas |, 5.1 el, 5.3.
2) Nos restringiremos aqui à variedades compactas, orientâveis
(sobre Z) e conexas, de dimensão n e, portanto, G, -Zz e

GG, = 2. Com isso omitiremos a citação sobre 6, e GG, daquipa
ra frente.
3) Se nos permitíssemos a realização de variedades com bordo,sem

"restrição de dimensão, veríamos que e sempre possível mergulhar

o complexo real izado em a 1 gum RS (teorema IV, 1.1) e dai, a
sua vizinhança tubular (com bordo) realizaria a sequência 61.
Ga se0o0,G n já que a vizinhança tubular retrai-se no complexo(ver
C.P. Rourke - B.J. Sanderson; Introduction to Piecewise - Linear
Topology).

Não foi possível desenvolver o processo indutivo para
a realização da sequência G7, Ga,..0, 6, "atraves de variedades.

Faremos a realização das segliências nos casos de

5



= o o MV nn o in = ll, temos-o circulo S* "que nos realiza
a sequência G;, =Z e G6, =Z apenas.

|

)

caso n =2, temos a classificação das-. superfícies

e são exatamente os grupos Z?º onde g &êé ogemvusda super-
cie.

Os casos n = 3 eh serão abordados a seguir.

$$

seportanto, sabemos quais os grupos que podem ser realizados, .

= REALIZAÇÃO POR VARIEDADES DE DIMENSÃO 3

0 problema que colocamos agora é o seguinte:
Dados GG, e G> achar uma variedade M3 compacta, o

rientavel, (sem bordo) tal que H,(M3) = 6, e H,(M3) = G,.
Notemos que neste caso, a realização só será possível

se tivermos ran K G6, = ran K 6; e G; livre de torção ( pelo
teorema 11, 5.1)

Teorema 2.1

Dados G;, e G; grupos abelianos finitamente gerados
com ran K G, = ran K 6; e G7>, livre de torção, então existe
uma variedade M3 = M3(Gy,G)) compacta, conexa, orientavel (sem

bordo) tal que H;/(M3) =G6, e H.(M?) = G,.

Demonstração: -

Faremos a demonstração do teorema construindo efetiva
mente uma variedade M3, utilizando para isso as variedades Sº,
P3, S* x Sº* e de um modo geral os espaços lenticulares L(m,n)
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com men relativamente primos.
O 2,, O%,,O0-- O, eSeja então (GG, = 2"

r
Ms | H (S*xS?),] =| [ + Lim,,n;)] onde mn, e inteiro

i=)

relativamente primo com M;, Poe 1,2,..., Tr.

Verifiquemos que M3? satisfaz as condiçoes. Aplican-
m

do a proposição ||, 1,2 podemos ver que Hi( + (S*xS?).) = z”,
m r =) |

H,( AE (S*xS2),) = Z" e H1( +H L(m;,n,)) = Z e
=) i=) ied

un

r
HC AF Limon,)) = O.

HT

Aplicando novemente a proposição |1|I, 1.2 vem que:
m r r

H, (M3) = Ha ( Th (S'xS?))O H1( + L(m,,n,)) = POCO tn; d=
is i = is

= G,. m r
H,(M3) = HJ + (s'xS?).) (AH, + (mioaç)) = G,.

ls |=

$3 - REALIZAÇÃO POR VARIEDADES DE DIMENSÃO 4

Neste caso, estamos procurando M" compacta, conexa,
orientavel (sem bordo) tal que H,)(M*") &= G,, HA(M") = G, e

H;(M*) = Ga.

Observemos que a realização so será possível se

ran K 6, = ran K 6; e G; livre de torção e torção 6; = tor-
ção G, pelos teoremas 11, 5.l e 111, 5.3.



Teorema 3.1

Dados G,;,, G,., G3; grupos abelianos finitamente gera-
dos com ran K GG, = ran K G;, G3 livre e torção G,7 &* torção
G., então existe M' = M'(G;,,G;,G;) compacta, conexa, orienta
vel, sem bordo, tal que H. (M*) = GG, i=1,2,3.

A título de ilustração provemos alguns casos particu-
lares do Teorema 3.1.

roposição 3.2

Nas condições do teorema acima, suponha (G, = Z”,

2 = Ze 6; = 72". Então existe variedade Nº = Nº (n,m), com

acta, orientavel, conexa (sem bordo) tal que H, (Nº) = G,

= 1,2,3

emonstração:
n m

seja Nº = [+ (S*xs3)  WKHE(CP2),] onde CPº? = es-
i=! i=)

aço projetivo complexo.
Usando a proposição I|!l, |.2 vem que:

+ - AR

— rodo CR nn x nn o
Pour

Tu
—” "

n
Zº, HÇCH(SXS?),) = O HJ + (S*x53))=

is)i=) i=

m
m m

H LH (cP2),) = 0, H,(HE (cra)) =Z", HH (CcP2).) = O

i=]

Dai concluimos que:
(Nº)

j i
N mts xS3) .) O Ha (CH (opa) ) = 20
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n
= H,(H (S1xS?))) Ol, (AH (CP2).)) =

i==) I=
=E

MN

amo = r — 1

n
HJ(Nº) = HCO (5x5) )) OH, ( CH (CcP2),)) = Z".

=) i

Casos Particulares da Proposição 3.2
m

1) Se Gi=G;=0 e G,=2" entao tome Nº = HF (CP2), e

teremos H](Nº)=Haá(N*)=0 e Ho(Nº) =Z".

2) Se tivermos GG, = G;=2 e G;=0  tomemos Alem»,
: i=)

Entao, aplicando a proposiç ao 1, 1.2 temos que HJ (Nº) =H;(Nº)=2" e

Ho (Nº) = 0.

Proposição 8.
Nas condiçoes do lema 3.1, suponha (G, = 2 O, 67 = Z. e

G; = 27”. Então existe uma variedade, L"* = L"*(r,s), compacta, orientavel,

conexa (sem bordo) tal que HH; (L*) " o " NO WWW .

Demonstração:
s-]

Seja L* = (L(r,p)xs!) HH ( (CP2);) onde Lí(r,p)
i=

são os espaços lenticulares. Aplicando a qProPposiçõao 11, 1.2

vem que: Hi( 1 (CP2) id z87 H, ( n (CP2),)i=) i=)
s-] se]H,( (CP2),) = 2ºim) '

Usando o teorema |1,5.9 podemos calcular os grupos de

homologia de L(r,p) x S*. Assim tem-se H,i(L(r,p) x S*) = 2027,
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H.(L(r,p) x S*) = Z H,(L(r,p) x S!) = Z
r ,

Aplicando novamente a proposiç ao II, 1.2 vem que:

HAL") = 2º (OZ, HQ) =2, e Há(Lº) = zÔó,

3.4 - Homologia de L(n,m)-D*

L(ín,m) = espaços lenticulares com (n,m) = |.
Consideremos o par (L(n,m), Lín,m)-D3) e suponha

que D3C Di. Logo, U=L(n,m) - D3(CL(n,m)-D? = A e tambem"
Cc C À. Pelo teorema da excisão temos HA (L(n,m),A) 7

u uu

H (L(n,m) - U, A-— U)

Z

H (D3,S2)= ses
0 se qe3

" WO

e)

Temos a sequência exata do par (L(n,m),L(n,m)-D3):
+ Ho, (Ln,m),L(n,m)-D3) + H (L(n,m)-D?) —- H(L(n,m)) +

+ H (L(n,m), Lín,m) - D3) >

Se q=0 temos 0 > H,(L(n,m) - D3) > 2z2>O0

tudonde Ho (L(n,m) - D3) Z.

Se q=1 temos 0 > H(L(n,m)-D3) - 2, + O.

donde H,(L(n,m) - D3) *? Fo

Caleulo de H,;,(L(ín,m) — Dº)

1Seja DIC E então (L(n,m) - D3) C (L(n,m) - D3)
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1
-—

o
.

:

Portanto, temos Lín,m) D3 tín,m) - D3

"
6 -

Assim, H,(L(n,m) - Di) 4H; (L(m,m) - D3). Como

H,(L(n,m)) = z2, HJ(L(n,m) - Dê) = 0. Logo, H,(L(n,m) - DI) F O

Caleulo de H,(Lín,m) - Dº)

Lín,m) - D3)1hDa definição” 1|11, 3 temos S2
| =

Portanto, H,(S2/-) = H,(—Ê =) 7 H,(D2) * 0.
rotaçãao-——o q

Logo, H., (L(m,n) = D3) = o. .

7?

Assim conclui-se que

Y" —o.H(L(n,m) - D3) = 22 se q

Lema 3.5
Nas condiçoes: do teorema 3.l suponha que Gi = En»

G, = Z, e G, = 0. Entao existe uma variedade L", compacta, o
rient avel, conexa (sem bordo) tal que HH; (L"*) = G, comis=),
2 e 3.

Demonstraç ao:
Sejam M* = L(n,m)xS*' e D3xS'C MN" representan

do o gerador de SC M* onde Lúón,m) espaços lenticulares e

(n,m) = 1,

Consideremos M; = (L(n,m) x Sº* - (D3 x Sº)) A) D2 x sz
f

onde f; S* x S?— S* x S? homeomorfismo entre 3(D?xS?)"a(Dºxs!).
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Ss

H

H

e

H

H

H

fáleulo de H,(M,)

Cáleulo de A, (Ms)

Como (L(n,m) x"S* - (DxSt)) = (L(n,m)-D?) x'Sº e
nnabemos que H;i(L(n,m) - D?) *?2z H,(L(n,m) - D3) =? O enº

a (L(n,m) - D3) - 0, podemos calcular os grupos de homologia pe

lo teorema |, 5.9, isto e:

a (L(n,m) - D3) x St) 2 Z (Q 2, HJ((L(n,m) - D3) x SI) E
Zz,

H; ((L(n,m) - D3) x S!) ? 0, e observando que H;1(D? x SS?) F o,

, (D? x sº) = Z, H, (D2 x Ss?) = os

(5º x 52) = 2, MÓS 089) 6 z.
Usando a sequência de Mayer-Vietoris temos que:
4. A a à, * 1

$.. Ho, (Ms) > HR (x ss) > H((L(n,m)-03)xS IO H (D02xS?) +

?
> x (Ms) >

Logo 0 - Hy (M$), Ha(S*xS$t) > O e portanto, Hy (M5)Z.

f | |

+ Há (MS) É n,(StXS2) > H,((L(n,m)-D3) xS2) OH, (D2xS2) >

Temos vv: H2(S*xSº?) > H2((L(n,m) - D?) x S*) PH2(D2xS2)

Z = Z O DZ vía)=(*,0o)

Logo, |V é monomorfismo e KerW = im A. Então

3 (Mg) 7 O.

f
Consideremos a sequência exata:
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o+2zº9º 2, OZ 93 Ho (Mg) 92 z IL 1, O? Dai temos

nO”.Ker gi = O .*. Kergs
* im gy. Logo, Ker g, * im g, *

4En O? 7 Z,. Como gd, é monomorfismo segue-se H2(M$) = 0.Da
Z Zn

4

condiç ao G; = GG; Vemos que H, (Mc) = Z,

4

Caleulo de H;7(M,.)f
Para calcularmos H; (M$) aplicamos o lema |1, 3.3 e

4 z - 44 ozobtemos vt, (M$) Z,- Segue-se que H1 (MS) Fo
Desta maneira, tomemos L* = mM e ent ao teremos

UHA (L*) = GG, H2(L*) = G, e H;(L"*) G; satisfazendo às condi

ç oes iniciais.

Proposição 3.6

Nas condiç oes do teorema 3.l, suponha que (G,7) = Z,

G, = 2” & Z G; = O. Então, existe uma variedade KH", com

pacta, orientavel, conexa (sem bordo) tal que H, (H"*) = G, com

= 1,2 e 3.

Demonstração

Pelo lema 3.8 podemos obter uma variedade M* tal
4 :

que H (MI) = 2, H(M)) =2" (OQ 2, e H; (MI) = O. Seja
H* = Mº e q (CP2),). Aplicando a proposiç ao |lI, 1.2 se-

=) :

gue-se que: H,(M") = G,, H,(M*") = G,, H;3(H*") = Gs.
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Passemos agora à demonstração do teorema 3.1. Suponha
Re =2º On Oz, OO 2 e se ORX%XN O1 2

2On, O... O? : 6.72r
m

Tomemos X"* = [ + (S*xS?) |] HH (cP2)] +=]i=)

r r
FE UFO 1] eom HICLT) = Zn. HU) = 2, e HÁ(L;)

Aplicando a proposiç ao 11, 1.2 separadamente obtéêm-

-se

? 2
na Cs) = ze, n.CH (Ss),1) = 0, HC HE(SPXSI),)

i=) i=] ie]

2 Zº. Ha (CH (cpa), )J=0, H, Cf (oe), )=z",
i=) i=)

m r ' r r 4nm(cP2).) = 0. H(H(D)= OS 2), NHL) =
i=) i= is) ) i=r

r r 4O Zz > H,(H L,) =O
i i=)

Aplicando novamente a proposição Il, 1.2 em X"* te
mos: HQ (X*) = GG, H2(X") = G,, H3(X") = G;.

Assim, concluimos a demonstração do teorema 3.1

Observemos que a proposição 3.6 é um caso particular
do Teorema 3.1)
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