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CONSTRUCTION OF SPACES WITH PRE-ASSIGNED HOMOLOGY

ABSTRACT

The purpose of this work is the realization of

‘certain families of abelian groups as homology of topological

spaces. '

The case of realization by manifolés is studied in
dimensions < L, The lens space are important for these
condiction and a carefull study of them is made.

Some tools from Algebraic and Differential Topology

is used and briefly presented.
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I NTRODUCGCAO

Este trabalho tem como objetivo a construgao de espa
- ¢os com invariantes pré—estabelecidos.»1nicialmente fizemos um
estudo para espacos topologicos e em seguida para variedades di
ferenciaveis. |

No caso das variedades, ha certas peculiaridades de-
vendo satisfazervéi‘condigaes especiais, tais como dualidades,e
isto restringe muito as.seqﬁéncias de grupos a serem realizados;

Apresenfamos o trabalho em quatro capf;ulcs.

No Capltulo !, apresentamos algumas definig&eé e re-
sultados basicos que nds serao uUteis no decorrer do trabalho.r

No Capitulo Il, estudamos alguns resultados sobre va
riedades ‘no que diz respeito aos grupos de homologia, soma co-
nexa e cirurgia, além disso, para obtermos certas variedades com
Hy pre estabelecido tivemos que recorrer ao processo de cirur-
gié. |

No Capitulo I, apresentamos algumasvdescrigaes dos
espagos lenticulares, que sao bésica§ para as construgoes do ci'
pitulo seguinte, e tambem, calculamos‘éeus grupos de homologia.

No Capitulo IV & desenvolvido o trabalho de realiza-

Fixamos sequéncias de grupos abelianos e fazemos a
realizacao dos mesmos como homologia de espagos topoldégicos e

de variedades considerando neste Gltimo caso as restrigoes ne-

cessarias.



CAPITULO |

PRELIMINARES

Neste capitulo faremos uma exposicao de definigoes e
resultados basicos sobre Grupos Abelianos, Agao de‘Grupos,>Topg 
logia de ldentificacio, Topologia Algébrica e Diferencial; que
serao necessarios para o desenvolvimento dos cabftulos posterig
res, | | |

Para maiores detalhes sobre as proposigoes apresenta-
das ver [51, [71, [91, [11] e [18].

-~

§1 - Resultados Basicos de Algebra e Algebra Homologica

Dado um grupo abeliano G, denotaremos T(G) sua parte
de torgao, isto €, T(G) = {g € G I gn = e para algum n > 0}.

Se T(6) = {e}, G &€ dito livre de torgao.

Todo grupo abeliano G finitamenté'geradb se escreve

T(G) ()Zm onde a parte de torgao T(G) e finita e m e in

ue

G

teiro positivo.

Definigao 1.1
Se G & finitamente gerado ent3o o inteiro ‘m acima
descrito é chamado rank G.
Note-se que G grupo abeliano significa que G €& mo

dulo sobre Z.



P%oposic&o 1.2 (Teorema fundamental dos grupos abelianos fini-

tos)

Todo grupo abeliano finito G, G # {e} e soma dire-

t# de uma familia {G } de p-subgrupos ciclicos nao nulos;

l<|<r

a!em disso, o numero destes grupos ciclicos e suas ordens sao,
determinados de modo Gnico pelo grupo G.

Uma conseqliencia do teorema acima & que temos entao
|

u+a classificacao dos grupos finitamente gerados dada pelo rank

Gl e pela caracterizacio de T(G) - dada pelo Teorema fundamen -

=

tal.

Seja (Gi) uma familia qualquer de grupos, G

‘ ied
isto €, o produto carte-

ied
o produto direto da familia (Gf)iaJ’
sjano munido da lei de composigso (gi).(gi) = (g.g!).

0 produto direto fraco € o subgrupo ™ G constitui
ao das familias (g. )leJ tais que g; # 1 s6 ;:ﬂa um nimero fi
nito de indices.

0 produto direto fraco pode ser caracterizado - . pela
propriedade: Sejam G um grupo e ¢, Gi + G uma familia de
homomorfismos

(PDF)’ Para todo grupo abeliano A e toda familia de
homomorf ismos wi: Gi + A, existe um e um d4nico homomorfismo

f: G > A que torna comutativo todos os diagramas abaixo com

ile J.

/
\

I e ()
—’1
(.‘!‘

'G-




- Teorema 1.3

Dados grupos abelianos G, G, e uma fam{lia de homo-

{ 6, entao G = 7' G, se e somente se esta

morfismos ¢i: G
ied

satisfeita a propriedade. (PDF)

Teorema 1.4

Seja (Gi)iéJ uma familia de grupos abelianos,G=1MGi
: » ' ied
seu produto livre e [G,G] o subgrupo dos comutadores de G. .

R

Entao, G/[G 6] m' G, onde m' G, €o produ;b direto fraco

. ied ied >
~da familia.

Uma generalizagao do teorema l.k'pode ser dada por:
'Se . G.. indica o-.subgrupo. dos momutadqfes\de uh_gnupo; G,“Aa. e.
€ o produtd livre de uma familia qualquer de grupoé
, entao: G/G' = 7' Ei). . |

Observagdo 1: 0 produto livre, mesmo de grupos abelianos & em

geral um grupo nao abeliano.

Observdcéo 2: Oé"grupos livres podem ser caracterizadbs pela
- propriedade unfvers#l: ”Séja S C€G sistema de‘ggradores i:S>G
a inclusao.

Para todo grupo H e toda fungao ¢: S > H,existe um

homomorfismo ¢': G - H tal que ¢'.i = ¢.",

Proposigao 1.5

Sejam p, q primos e m, n inteiros positivos quaii’

quer. Entdo z®, Z =12; 'Z_ ®z z, =27, z ®, 2022 (o0

_3.. ,



mu

0b

~

z &, 7 =0 TorZ(Z,Zn) = 0; Torz(Zp,Z ) = 2 TorZ(Zm,Zn)=

P2 4 P P’
Z(m,n); TorZ(Zp,Zq) = 0 onde (m,n) é o maximo divisor co-

mde me n.

servagdo: Suponhamos que Gy = Z" @ T(6) e G, =" @ T(G,) -

passemos a calcular o Torz(Gl,Gz),

Tor,(61,62) = Tor, (2" @ T(61), 2" @ T(62)) =

= Tor, (2", 2") @ Tor, (2",7(62)) @ Tor, (T(6,),2") +

+ TorZ(T(Gl),T(Gz)) = TorZ(T(&z),T(Gz))-

n .
Como T(6:) = @ 2Z5; e T(6:)
Tl = @ e ‘

m Bj _
® z,. entdo
j=1 Pj

n

pademos escrever

Tg

Po

Co

De

. n m
~. Gi 6' - ai B' ;
r (61,62) = Tor,( @] Zpis j(:)‘ ZPJ‘) = i@j Tor,(Zg:, ZPj) ,

At (o jaiBy)
Pi

a z
{i/pPy=pP;}

Tor, (21,281) = ,
Z°7P; Pi_ {3fPI=Pj}

rtanto

Z RI“(GiuBi)

TOFZ(GI,Gz) = Pi

’{i/Pi:Pj}
mplexo de Cadeias e Cocadeias - Homologia e Cohomologia

finigao 1.6

Um complexo de cadeias C = (cq,aq) e definido

-4 - o




por um par de seqUénCias: uma sequéncia de grupos abelianos
(c e uma seqiéencia de homomorfismos 3 : C_ -+ C_ . = t 1 
(€)qez q g’ “q 7 “q-t 8

que 3g-31 - Bq = 0 para todo q € Z.

Nas aplicagoes que faremos desta nogcao teremos nor
malmente Cp = (0) se p < 0, além disso, freqiientemente, um

complexo de cadeias sera representado por um diagrama

3 3 |
L. € P ¢ 2s¢ - ...
p+1 p p-1

A um complexo de cadeias € =.(Cq,8q) se -associa
..de modo natural certos subgrupos dos gfupos de cadeias Cq"

O0s homomorfismos aq sao denominados operadores de
bordo, os elementos de Cq sao chamados g-cadeias, o grupo
Zq(C)‘= Ker aq € chamado grupo dos g-ciclos, o grupo

Bq(C) = im 3q+1 € chamado grupo dos g-bordos e o grupo quocieﬁ
24(c)

Bq(c)

te Hq(C) € chamado q-ésimo grupo de homologia do com

plexo C.
Qg+l o

q+1 q q-1

dita exata em _Cq se Ker qq = imogs1-

A seqliencia ... » C

Observagdo: Para um complexo de cadeias C, o grupo de hbmologia
qu(C) é uma "medida" de o quanto a sequéncia

3q+1 , - -
g+1 ' > Cq L S Cq_l + ... nao e exata em‘Cq.

Sejam € um complexo de cadeias e G um grupo abe

l'iano. Podemos formar a cadeia ng G, dada por
1

1 :
‘oo ®G—3—"-'-5->(>'b C. @G > q_'1®G->....onde‘-

q+1

1: G > G €& o homomorfismo identidade.



Definimos Hq(c’G) = Hq(C()(n _-como sendo o q-€si

mo grupo de homologia do complexo C com coeficientes no grupo

G

A relagao entre os grupos Hq(C,G) e Hq(C) € da-~

da pelo seguinte:

gr

Observagao: Se A ou B sao grupos livres temas que & . [% 3

Teorema 1.7 (Teorema dos Coeficientes Universais para Homologia)

Seja € um complexo de cadeias onde os Cq sao

upos tivres. Entao

»

= ) )
Hq(C,G) = H (L) B¢ & Tor(Hq_l(C),G,

Tor(A,B) = 0.

>bc

€Q

. Um complexo de cocadeias C & uma seqiiéncia
+ .
Cq 6q > cq+1 6q+2> cq+2 >

... de grupos abelianos €9 e

homomorfismos &69%*: ¢9 - Cq+1 tais que 6q+1.6q = 0.

0s homomorfismos 69%' s3o chamados operadores co
rdos, os elementos de €9 s3o chamados n-cocadeias.

0 grupo 2z9(C) = Ker 69*' & chamado grupo dos n-
cicles, o grupo BY(C) = imé9 & chamado grupo dos n-cobordos

O grupo quociente




Sejam G grupo abeliano, € = {Cq, Sq}qsz complexo
de cadeias e €9 = Hom(Cq,G). ‘Consideremos o € Hom(Cq_l,G).
. -1
Seja 697' tal que 5 (a) = a.aq, entao a seqiien-
q q=1
i 1 - -
cia > c97 LN c4 §———0 c9™ 5 ... & um complexo de coca
deias e
q-1
H9(c,6) = Ker &7 ~
im &9

Teorema 1.8 (Coeficientes Universats para Cohomologia)

Se os Cq sao livres entao:

H" (c,6) = Hom(Hq(C),G) C)ExT(Hq_l(c),G).

Observagdo: Se tivermos A um grupo livre entao Ext(A,B) = 0

para todo B.
§ 2 - Topologia de Identificagao

Definigao 2.1

Sejam X,Y espacos topologicos, A C X subconjunto
fechado e f: A > Y continua.

0 espago colagem de X e Y por f, sera denotado
por

X+Y
X Uf Y = R

(0N

onde R € uma relagao, aRf(a) para cada a e A e X + Y

reuniao disjunta de X e Y.



Teorema 2.2

Sejam p: X + Y > X U Y a projecao e C C X + Y tal

jue C C X € fechado em X. Entao p(C) € fechado em X Ue ¥

se e somente se (C N Y)N f(C NA) e fechado em Y.

Teorema 2.3 (transgressao)

Sejam p: X » Y wuma identificacao e h: X » Z conti
mua.
Como h € constante em cada fibra p-l(y)) fica bem

definida h: Y - 7z  por G(y) = h(p—l(y)) a qual é continua e

torna o dlagrama comutativo.

poe g
N & <
\j‘o
T
]
=
©
1
-

h? Y > Z € aberta (fechada) se e somente se h(U) é ,aberto
(fechado) quando U € aberto (fechado) que satisfaz

U=p "(p(u)).

Teorema 2.4

Sejam X <colado a Y por f: A > Y, AC X fechado,
e p: X + Y > X UfY a aplicagao identificagao.

Sejam ¢: X » Z e y: Y > Z fungoes continuas e se
ja (6,¥); X + Y > Z a Unica extensdo comum. Se ¢ e Y s3o con

sistentes (isto e, ¢(a) = Y(f(a)para todo a & A) entao

(¢,¢)P'l D Uf Y > Z €& continua.




Teorema 2.5

Seja f:

- X
f = fp-1 : K-; "*‘Y

dentificacao onde

Proposigao 2.6

Suponha'
dorff Z e f.: g"
e leva a n-celula

\

. tao Z & obtido d

F/sn" L,

Demonstragao:
Consider

e a relagao: x -~

Observem

~.

Mostrare

i) Mostremos que

Seja vy
=> f(x) =y = ¢(x)

X = Y continua e sobrejetora. Entao
€ homeomorfismo se e somente se f € uma |

Kf e uma.relagéo em X definida pela f.

Y subespago fechado de um espago de Haus~
> Z uma aplicacdo contfnua tal que f(s")CY
aberta %n homeomorficamente soEre Z - Y.En

e Y por sdjuncdo de uma n-célula E" pela

x sex e Y

emos ¢: ENU Y > Z, Q(x)'= {l

fix) <=> x ¢ S"°*.

os o diagrama abaixo:

Uy % 2

p | /////;p'l .
" U

EPYFLEE
mos que ¢p > ¢é homeomorfismo.
4 € sobrejetora. °

def

gz -y <L 3 x E‘En tal que flx)=y=>

f(x) se x € E"

————



Se yeY def, ¢(y) = y. Logo, ¢ € sobrejetora.

ii) Mostremos que ¢ € fechadw.

Seja F € E"UY, entio p M(F)NY €& fechado
| fechado
1

eT Y e pwl(F)(\ E" & fechado em E".

Como YC Z & fechado, entio p *(F) A Y & fechado

Da definigao de ¢ vem que:

ep"X (AN Y Up Y F)NE") = (pX(F)NY)V F(p 2(F) "EM).

=

Resta-nos mostrar que f(p *{F)MN E"} & fechado.

Se pnl(F) N En(:_gn => f € homeomorfismo e portanto

. f(p"M(F) ME™) é fechado.

se pPAINE"Cs" ' > AN EN) C .
fF(s"YCvyCz

fechado
Logo, f(p"*(F)M E") é fechado. Portanto, ¢ & fe~

chada.
Sendo ¢ fechada e sobrejetora, ¢ € identificacao.

Pelo teorema 2.5 segue-se que ¢p ' & homeomorfismo.
§3 - ACA0 DE GRUPOS

Definigao 3.1

Um grupo G atua sobre um conjunto S,.sé - existir
uma aplicagao 6 x § - S, (g,x) >~ g.x, tal que para todo x€ S
e g1, g2 € G, ex = x, (gi1.g92)x = g1(9éx)-

Dependendo da estrutura que se;tem em SV e em G po

demos pedir que a acao seja continua, diferenciavel, etc.

- 10 -




Seja 8 : G x S+ S uma agao de grupo, entao:
i) A relagcao em S definida por“x -~ x' <=> gx = x' ‘para al
gum g € G, & uma relagSo‘de‘equivaténcia e cada classe €

chamada orbita de G em S.

ii) Para cada x € S, G, =1g e / gx = x} .é um subgrupo cha
mado grupo de isotropia de x. | | B

Um grupo G de homeomorfismos de uﬁ espago fopolégi

co Y & chamado descontinuo se as orbitas de 'G em Y sao

subconjuntos . discretos.de. Y.  Tambem dizemos que G ¢ pfoprig

mente»descontfnuo se para y € Y existe uma vizinﬁan;a aberta

U de y em Y tal que se g, g' € G e g N g'lU # ¢ eﬁtSo

g =9 .
§4 -~ GRUPOS DE HOMOTOPIA

| Para maiores detaihes’sobre_és proposig5es apresenta-

das neste paragrafo, bem coﬁo suas demonstracoes ver [5], [7] e
fal.

Seja (X,xo) um par onde X & um espago topologico
e Xxp um ponto de X. |

Descrevemos o grupo fundamental do espaco X com pon
to base x;,, denotado por m;(X,xo) como o conjunto de todas as
claéses de homotopia de ablicagSes‘conffnuas f:(s',p) » (X,xq)
tais que f(p) = Xg. |

Também para n 7 1 denotaremos por w _(X,x0) o n-é-
simo grupo de .homotopia dév X com ponto base x, que. rpode
ser descrito como o conjunto das,clésses devhoﬁotopia de apli-

- -



De

Py

cacoes continuas *f: (S7,p) > (X,x,) tais que f(p) = x,g

2 finigao 4.1

Um espag¢o topologico X conexo por caminhos € dito

implesmente conexo se 1 {X,%xe) = 0 para todo x, € X.

roposigao 4.2

Se X € um espago conexo por caminhos, o grupo funda

- mental independe do ponto base x,, isto e, m(X,xo) € isomor

fo a mi(X,x1) para quaisquer x,, x; pontos de X.

Proposigao 4.3

Dados espagcos topologico X, Y e xo € X, yo € Y en

tao wy(XxY,(xo,ye)) = m1(X,x0) x w1 (Y,yo).

Proposigao 4.4

Tl'n(x X Y» (x09YO))F = .“n(xaxﬂ) @’ﬂn(Y’Yo)

Prnoposigdo 4.5

m3(S*) =Z e mp(S') =0 se n > 1.

Teorema 4.6 (Teorema de Van-Kampen)

Sejam X, Xo, X3, X2 espacos topoldgicos com
=-X1u X2 e Xo = XlnX2 # ¢, Xy e X, abertos, Xos X1,
conexos por caminhos.

Seja p € Xo e consideramos o diagrama comutativo in

- 12 -




duzido pelas inclusoes nos grupos fundamentais.

Entao as imagens wi(wl(xi,p)) (i =1,2) geram m1(X,p).
Além disso, dado um grupo arbitririo H com homomorfismos
/128

P nl(Xi,p) +~ H satisfazendo Yo = Y107 = P20, existe um

dnico homomorfismo X: mi(X,p) -~ H tal que Y = Xowi.

‘Observdcio: 0 teorema de Van-Kampen nos da a seguinte
informacao: Se X = Xi1lJ X2, X: e X2 abertos de X, tais que
X1, X2 e X1 M X2 sSo-conexos por caminhos, entao Ty (X) e
lnteiramente.dqtérminado em termos dos grupos T (X1), nl(Xz)‘e
71 (X1 M X,) e dos homomorfismos induzidosApeIas‘inclusSeé
X2 > X, X2+ X e X100\ X2 > X,

Uma interessénte'formulagéo do teorema de Vén-Kampen
pode ser dadé em termos de apresentagao de grupos.

Suponhamos que os grupos tenham as seguintes apresen-

tacoes:



ﬂl(xl) = |X1,Xz,... : ri, rz,...l
WI(XZ) = |Y1.‘/2,»-- : Sa, 52,'~°I
Ty (Xo) = IziszZ,ﬂ" : ty, t2,‘~.|

Entao o grupo fundamental de X tem a seguinte apre

sentacao:

le,xz,a..,yl,yz,e.. S T1sF2,.20283,825020501(21) =

i

my (X)

02(z1), 01(z2) = 92(22),...l

-

Observagdo: Caso wi(X,) = 0 entac mi1(X) & o produ

to livre w1(X1) * mi(X2).

Proposigdo 4.7

Seja G um grupo propriamente descontinuo de homeo -
morfismos de um espago simplesmente conexo Y. Entao o grupo fun

damental do espaco das orbitas Y/G €& isomorfo a G.

Demonstragao

Sendo Y simplesmente conexo entao o revestimento

= (Y,p,Y/G) & universal, com p: Y » Y/G uma projecao de re

vestimento. Segue-se entao que Aut(n) m1{Y/G). Pelo Teorema

17.14 de [13] segue-se que G = Aut(n) =m,(Y/G).
§5 - GRUPOS DE HOMOLOGIA E CbHOMOLOGIA DE ESPACOS

Enunciaremos os axiomas de Eilenberg-Steenrod, empre-

-1 - .




gados para o calculo efetivo de homologia de espagos topologi -
cos. Como_os espagos utilfzados sao complexos celulares fini-
tos, existe essencialmente uma unica teoria de homologia nesta
categoria;

Sejam X,Y espacos topologicos e A, B subespagos de

X e de Y respectivamente.

Definigao 5.1

Uma aplicagao f: (X,A) - (Y,B) €& continua <=>
<=> f : X - Y €& continua e f(A) CB.
Consideraremos a identificagcao X = (X,¢) bem como

as inclusoes

,0) >~ (A,9)
(¢,¢ ¢ — X, 0)—

(X,A) > (X,X)

Sao os seguintes os dados para uma teoria de homolo -
gia.

A cada par de espacos (X,A) pode-se associar, de uma
maneira bem definida, um grupo Hq(X,A) pertencente a classe

Ab dos grupos abelianos, para cada inteiro qs para ca

da f:(X,A) - (Y,B) associamos um homomorfismo f, = H (f):

Hq(X,A) > Hq(Y,B). Também para cada par (X,A) e q e Z, as-

sociamos o operador bordo 98 = 3(X,A,q) : Hq(X,A) - Hq_l(A)



A) AXIOMAS-HOMOLOGIA

A.1 : (identidade)

Se f: (X,A) » (X,A) € a identidade, entao

f.: H (X,A) > H (X,A
% q( ) q( )

(X

a identidade de Hq(X,A), vV q.

A.2 : Se f: (X,A) » (Y,B) e g: (Y,B) + (z,c) sao

aplicagoes de pares, entdo (g.f)s = gu.fx.

A.3 : Se f: (X,A) - (Y,B) € continua, entao o dia-

grama abaixo comuta

3A
H (X, A > H A
q( ) q—l()
Fx Fi fro= £]a
q q-1
A.4 : (Sequéncia exata) Para todo par (X,A) a se-

gliencia de grupos denominada sequéncia de homologia do par (X,A)

i 0 ] i -
+ H (A) —=> H_(X) =%> H (X,A) =— H A) —=> H > ...
L (A) L 00 LO6A) s (A ger () :
uma sequencia exata.

A.5 : (Homotopia) Se as aplicacoes f, g : (X,A) =

+ (Y,B) sao homotdpicas entao fx = gx.

A.6 : (Excisao) Se U € um aberto de X tal que U
esta contido no interior de A, entao : a inclusao

- 16 -




e: (X-u, A-U) » (X,A) induz um isomorfismo de grupos

ex Hq(X-U, A-U) 3 Hq(X,A), vV q.

" A.7°: Se P = {xq} entao Hq(P)f: 0 se. q #0

H,(P) =G, G é o grupo de coeficientes).

B) COHOMOLOGIA
Uma teoria de cohomologia numa categdria | édmissfvef
. .para..a.teorla de homologia e cohomologia .C € uma colegao ..
" H = {H9, %q, 89} satisfazendo os seguintes axiomas:
1) Se i: (X,A) » (X,A) & identidade entdo
¢ 15% HI(X,A) + HI(X,A) & identidade...« u.v.. .
11) se f : (X,A) - (Y,B) e g: (Y,B) - (Z,C) entao
(g.F)*% = £¥9 | ¢*9,
111) Se f : (X,A) - (Y,B)e §/A=g: A » B continuas. En

o diagrama e comutativo

*q q-1
Hq-l(B) S_____> H (A) _

189 (f 59

%q
Hi(y,s) f

> HY(x,A)

-

V) Se i: A>X € j : X > (X,A) s3ao as inclusoes
ent3o a seqiiencia infinita € exata:

q L 1 %q
c W90 S wI(x,a) s wi(x) Y (a)-

—> HY*H(x,A) — ...



V) Sse f eg : (X,A) » (v,B) s3o homotopicas entao

£%9 o ¢*% v q ¢ Z.

. VI). Se...U & aberto de X tal que U cl e
e: (X-U, A-U) = (X,A) inclusao, entao

e . HI(X,A) » HI(X-U, A-U) é isomorfismo V q & Z-

VIl) Seja Py um espago constituido de um uUnico ponto

entio HI(Py) = 0 se q # 0.

C) HOMOLOGIA SINGULAR

Definigao 5.2

em

pl

pl

*“fh*w»m*Sb““XWféiumﬂespag0°toboiég%co,~um’n-s%mplexo singular -
X €& uma aplicagao continua o : Ap > X ande . 4, é‘o n-sim
exo padrao.
Seja Sn(X) o grupo livre geradd por todos os n-sim
exos singulares de X. | |

Note-se que os elementos de snix) nao sao fungoes

continua de A, em X, sao combinagoes lineares formais = com

zn

de

De

coeficientes em 2Z, de fungdes continuas A, = X isto €,

‘e sO se =In, - X.
£ sn(x) se ‘e so Zn = g c9» NG€Z e © A X
Os elementos Zn sao chamados n-cadeias singulares

Xo

finigao 5.3

Passemos agora a definir o operador bordo

2§ (X) > sp, (X).




Para um n-simplexo singular em X definimos a.i-ési

ma face 0('> de o como sendo o (n-1)-simplexo coF: onde
i ‘ el ~ E. , j < i
Fo 2 8pr ™ Ay Fn(Ej) B — . .
: E.. ., J > i
j+1 -

Assim, o operador bordo de um n- snmplexo singular a

em X € uma n-1 cadeia dada por: ana = ;g (-1) c(l).

1=0
Como Sn(X) é livre podemos estender 3, a s, (X)
Vpor linearidade, isto e, an( g VOU) g Vg 3n0.*
Observa-se que 3 . 3p,1 = 0, isto &, a sequéencia
: " n - ' - S :
«os n+1(X) >S5 (X) —> s _ (X} ... & um-complexo de

cadeias S|ngular de X sobre Z.
Deflnlmos H (X,2) = $EEL_§Q e denominamos n-esimo
n im 9n41 . .
' grupo de homologia do espagco X com coeficientes em Z. Denota
remos Hn(X,Z) simplesmente por ’HA(X).
Seja A um subespago de X. Desde que a inclusao

i : A> X € continua, cada n-simplexo de A € tomado comoc um

n-simplexd de X por An AR S Assfm

cee > Sn+1(A) *> S, (A) Sp-,(A) > ... & um subcomplexo de

an _ .
s (x) 2> S, (X) > ..

cadeias de ... > n+1(X)

Podemos entdo definir o complexo de cadeias relativo
Sn+1(X) dp4a_ Sn(X) 3p_ Sp-y(X) ‘
= - > — ¢ o .
toe Sn+1(x’A) Snaa (A) Snh(A) Sp-1(A) " ©

denotaremos por Hn(X,A) o n-ésimo grupo de homologia relativo

de X modulo A.

Proposigao 5.4

Se (X,A) € um par de espagoé com A #£ ¢ entao a

- 19 -



(1 1Y

pa

pr

)

%

wa " j % y 2
seqliencia ... —> Hq+1(A) —> Hq+1(X) PN Hq+1(X’A) ——>Hq(A)+...

exata.

Esta seqiéncia ¢ chamada a seqiiéncia de homologia do
r (X,A).

Enunciaremos um teorema que juntamente com outras pro

iedades torna a homologia singular efetivamente calculavel.

Teorema 5.5 (Teorema da Excisao)

GO

cl

Te

. Se X €& um espago topoldégico, A e U sao subespa -
: - 0 - - - .
s de X tais que U C A, entao a inclusao e:(X-U,A-U) »(X,A)

duz um isomorfismo ey : Hq(X-U, A-U)->Hq(X,A) para todo q.

Observagao: Um teorema usado para verificar se a in

usao € uma excisao € o seguinte:

orema 5.6

Suponha V<& U S A com Vel e
: ab ab

i) (x-v, A-v) 2> (X,A) é uma excis3o.

ii) (X-U, A-U) e um retrato de deformacao de
(X-v, A-V).

Entao (X-U, A-U) +—> (X,A) € uma excisao.

Demonstragdo :

mo

Como e : (X-V, A-V) > (X,A) € excisdo, e, é iso

rfismo. Sendo (X-U, A-U) retrato de deformacido de (X-V,A-V)

temos:




(x-u, A-u) 1> (x-v, A-v) 1> (x-u, A-U) onde r retragao e
iy inclusao tal que r . i, = ident. Além disso, sendo r re-
trato de deformagao 1i,. r ~ ident. (i,.r € homotopica a iden

tidade). Logo, os homomorfismos induzidos sao iguais, isto &,

'Hq(il.r) =

: ,Hq(l’.il)

ue que H
gue g a

Poftanto‘Hq

somorfismo

Hq(il) . Hq(r) = Hq(ident) = ident. Como temos

Ho (r) .'Hq(il) = Hq(idenf.i),, da primeira igualdade se
(i,) é epimorfismo e da segunda, qu'é monomorfismo.

i

(i1) e isomorfismo.
Observando que 1| = e.i; a induzida Hq(i) e um 1
para todo q. T

Portanto i: (X-U, A-U) - (X,A) & uma excisdo.

Teorema 5,7 (Seqiuéncia de Mayer-Vietoris)

Seja (X,U,V) uma triade exata (ou seja

Ki: (U, UMV) » (UUJV, V) e K, : (V, Uunv) > (UU v, u)

sao excisoes) onde UWU V = X. Entao a sequencia

e ¢ A
. > Hq(U N Vv,G) Hq(U,G) ® Hq-(V,G) > H (X,8) > Hq_l(unv,e)f

é exata. As:aplicagoes ¢, ¢ e A sao definidas por:

y(a) = (mm(a),. - mag(a))

¢(x¥,x2)=i1*(x1) + P2x(x2)

AY=_-8' K1k Si1x = 3y K3t sag.

mys% : Hq(u Nv) » Hq(U); L P :.Hq(u nv) -» Hq(V)

s1x t HO(X) > HOOGV); 2y 5 HOOO > H (X,0)

Kiy : Ho(U,uAV) > He(X,V)5 Kot Hq(v‘,u»nv) +Hq(x,q)

f1s 2 H_(U) > H_(X) 5 inx : - |
1% q( ) q( )v 2 Hq(V) > Hq(XX
- 21 -
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|
\

s3o as induzidas de inclusoes e

T

|
|
L
B
a\; P HQU, VAV U V) 5 akHg(v, U A ) > (U Y)
o
farema 5.8 (Hurewicz)
|

Seja X um espago simplesmente conexo. As afirmagoes

seguintes sao equivalentes.,

o, 1 < j<n -1

i) nj(x)

i) Hi(x) =0, 1 <j<n-~1

-

No caso de uma das duas condigcoes acima estar verifi
cada, podemos afirmar que

1) H (X)) 3 T (X)),

Telorema 5.9 (Formula de Kinneth)

. |
Ho(X x Y) = (o) H(X) @ Hj-i('?) ®

J
s?o Tor (H; (X), HJE\QI ).

Corolario 5.10

Se todos os modulos de homologia de Y (ou de X) sao

livres para dimensoes menores que j entao

j .
Hj(X x Y) i(:)o H, (X)) © Hj_i(Y).,

Prjposicio 5.11

Hl(X) = [ﬂl?§§§%1(x)j'onde [nl(x), m(X)] € o comu

- 22 -



tador de 1wy (X).

Em particular, se m(X) for abeliano, ~Hy(X)= m(X).

- 23 -



‘CAPTTULO 11

RESULTADOS SOBRE HOMOLOGIA, COHOMOLOGIA .E :GRUPO FUNDAMENTAL .DE

VARIEDADES DIFERENCIAVEILS

Neste capitulo exporemos alguns resultados e constru
¢des essenciais, utilizados nos capitulos posteriores no calcu-

lo efetivo dos grupos de homologia de variedades diferenciaveis.

§1 - Soma Conexa

DﬁfinicEO 1.1
Sejam M, e M, n-variedades conexas. A soma cone-
xa de M; e M. denétada por M1=%# M, € construida retirando

~se os interiores de discos n-dimensionais B; e B, em M; e
Ma, respectivamente, colando-se as variedades Mi - gi por al
gum homeomorfismo h: 3B, - ?Bl

0 0
Assim, obtemos M; # Mz = (M7 - B;y) UV (M, =~ B,)
: h

Observagao:

A operacao''soma conexa' & bem definida (a menos de
difeomorfismo) pois, variedades diferenciaveis conexas sao espa

- 24 -




AR

et b ¥

H, (M) e H (NT).

¢os homogéneos, isto e, quaisquer pontos P e Q de M

» exis
te um difeomorfismo y: M +~ M tal que y(P) = Q.
Proposigao 1.2
. m m . . -
Sejam M e N variedades de dimensao m, cone-.
xas, orientaveis, com m > 3,
Zse gqg=0,m ‘
Ent3o Hq(M’“ Ha™ = aq(n’“) @Hq(u"’), l1<q<m
0 se q > m.
lkmonstradix
s e ciTomenos’ Xz MTHENT = (M 8™ E&B’é (N - 8™, v Sejam

’ 0 0 - - -
A=M"-D" e B=N"-0".Logo, ANB=5""x1IZ>s"*(tipo de homoto-

pia).

| Precisamos determinar H*(Mm-sm)_ e ,H*(Nmogm) conhecendo-se
Para determinarmos H*(Mm—ﬁm), éonsfderemos o par (Mm,Mm-Bm).
Seja U bola aberta de M tal que Dm(: U; Pelo teorema

1,5.5 tem-se que ”H*(U,U - Bm)’vi’:f_c_» H, (™, M".I - Bm).
Consideremos a sequéncia exata do par (U, U - Sm):-

rq-1
Sendo U contratil, tem-se

' Om Om
ees > H (U H ,U - D H U - D H U ee e
REAOEENC ) > ( ) > B () -

' Omy ~ my - fm=1
H(u, u-0™ 2H ,(u-08"=n_(s"").
o B): 2 Wy, ¢ ) Mg, T
Dessa forma obtemos Hq(Mm,:;Mm - Dm)qu_l(sm'l)
para 1 < g < m. Considerando-se a seqﬁEnc?a exata do par

=0

M™, M™ = B™) tem-se



0 0 (/]
cre > H (W™, ™ = 0™ > H (W™ - D™) > H_(M™) > H_(M™, M"-DT). ..
q+1 q q q

0
Assim: Hq(Mm) m .M

1
pu 4
n
—~
X
1

e, analogamente,

Hq(Nm) z Hq(Nm - 8" para 1 < q < m.

Considerando que H_(A N B) & Hq(s""l) 20 t<qem-l

a sequencia de Mayer-Vietories aplicada a terna (X,A,B)

. >H (AN B) ~ H (A H (B) - H (X) - H ANB) - ... fica
,q( ) q( ) ® q( ) q,( ) q-1( nBs)

reduzida 3 seqiliencia:

0~ Hq(A)G-)Hq(B) *Hy(X) >0 para 1 <qgm- 1

Assim, Hq(X) = Hq(Mm=H=&m) = Hq(Mm) @ilq(Nm) para

ll<q<m-=-1. |

_ Se q =0 ou g =m entao Hq(Mm =H N =z pois,

"L N™ & conexa e orientavel.

Se g >m pelo teorema 5.2 venm que .Hq(Mm =|% Nm)=0.

Resta-nos determinar Hy (W™ 4 8™). Vamos aplicar o

téorema I, 4.6 para obtermos primeiramente 1y (M" =H= Ny .

Observe o diagrama

T (8™ 2 0 m > 3

m (N") 2 m, (Nm'\g\":) }Mm_am) = my(u™)

my (M™ = 8™)

como mi(s™ ') = 0, entio m, (Mm =H== N™) = wy (M™) xmy (N™).

Pela proposigao I, 5.11 vem que

"26" g




Hy (W™ %+ N™) Z nl(Mm++Nm) .
[ﬂl(Mm++Nm);W1(Mm++Nmﬂ |

Aplicando o teorema |, 1.4 temos:

m) m)-

. |
W (Mm++Nm) - my (M) %y (N my (M
B [y (W™ %y (N™) g (W) 2y (N T [a (0™) 50 (M7

my (N)

[Wl(Nm);W1(Nm)]

= (M™) @ H (N

-

Assim, ficam determinados todos os grupos de homologia

m m
da soma conexa M" + N".

§2 - COLAGEM DE VARIEDADES ATRAVES DOS BORDOS

Neste paragrafo abordaremos um resultado frequentemen
te utilizado na literatura usual; além disso, sera empregado es
sencialmente para obtencao de algumas variedades, das quais es-

tudaremos os grupos de homologia.

Teorema 2.1 (Existencia de Colarinho)

Se M & uma variedade diferenciavel com bordo M en
tao existe uma vizinhanga W de ©3M ‘tal que- W € homeomorfa
a oM x [0,1] de modo que ©3M se corresponde naturalmente -com

oM x {0}.

;

Proposigao 2.2

m

Sejam (M™,3M), (N™,3N) variedades diferenciaveis e

- 27 -



(

d

1

M

S

9M - aN difeomorfismo. Entao M\ N ¢é variedade diferen-

¢

iavel.

Demonstragao: (esbogo)

Para mostrarmos que M\3)N é variedade, € nécessério-
obri-la com cartas locais cujas mudangas de coordenadas sejam
iferenciavelis.

Pelo teorema 5.9 pag. 16 de [16] consideraremos os co

arinhos po: Up - oM x [0,1) e p3: Uy = 3N x (0,1].

Em M\$’N consideramos U e'p(Ue)KJ p(Uy) onde
: M+ N> MU N.
¢ -
4. ... 1 -Temos .ent3o que M \J. N = AU U UB com abertos-

3
= p(M - pt (AMx[0,2))) e B = p(N - pit(aNx [0,2))).

As cartas em A e B s3o restrigoes de cartas de
e N respectivamente pois, pIA: A > p(A) e plB: B » p(B)
ao difeomorfismos..

As cartas em U s3ao obtidas usando-se o diagrama a-

baixo para verificar a existéncia de homeomorfismo entre U e

oM x (-l?l) cohpatfvel com as cartas de A e B,

oN

id + (¢xid) N M x (-1,1)




Observagao: 4
Em particular conclui-se que M" + 8" & variedade di

ferenciavel.

§3 - CIRURGIA

0 objetivo principal deste paragrafo & definir cirur-
gia <em uma variedade diferendiSvel W, é estudar esta constru -
ngo'apiicando-a para modificar o grupo fundamental 7, .da " va-
riedade e através disso, tirar conclus3o sobre o grupo de homo-
logia H;. } .

Para>alcangarmos nosso objetivo, faremos uma pequena
introdugao seguindo "A Procedure forAKiiling Homotopy Groups of

" Differentlable Manifolds" de J.W. Milnor [15].

Definigao 3.1

+1 . T : . .
Denotamos bP - ao disco unitario no espago euclidea

no Rp+1, com bordo SPC Rp+1q Observemos que o produto ~ de
sP x s9 pode ser considerado como bordo de DP*® x sP ou
sP x pd+t

Dados W wuma variedade orientavel de dimensao n,

n=p+gqg+1 e f: sPx p9** > W, um mergulho diferenciavel
que preserva orientacoes.
Denotaremos por X(W,f) a variedade obtida por passa

gem ao quociente, da reuniao disjunta [w-f(sto) + (Dp+lxsq)] i
dentificando-se f(u,8v) com (Ou,v) com ue SP, ves9 e
0 <8 < 1.

Observemos que através desse processo chamado cirur-
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gia podemos obter uma nova variedade W', removendo o interior

de sP x pd*! mergulhado em W, e substituindo pelo interior de

v 1

pP*" x Sq, colando-o0 ao bordo comum.
: A variedade X(W',f) sera orientada, pois f preser
|

va orientacdes e, se W possui bordo, este sera o mesmo de

X(W,f), pois a opracao € realizada no interior de W.

Se W' e uma variedade diferenciavel, difeomorfa a
X(W,f), por um difeomorfismo que preserva orientagaes, bodemos
dizer que W' & obtida de W por cirurgiavdo tipo (p+1, q+1).
Se uma sequéncia Wy, Wy, ..., W, de variedades tais |
que, cada wi;l € obtida de wi bor cirurgia diremos que wl‘é
X-equivalente a'wr,

A seguir, apresentaremos um processo que nos permiti-
ra eliminar certos grupos de homotopia (se finitamente gerados)
eliminando sucessivamente seus geradores.

Consideremos W uma variedade conexa de dimensao .
n=p+q+1 e Ac¢ np(w) uma classe de homotopia, a qual de

sejamos eliminar por cirurgia.

'Dﬁfinicﬁo 3.2

Diremos que um mergulho f: sP x Dq+1.* W representa
uma classe de homotopia X € np(W) se A = f:[2] onde fp e
o homomorfismo induzido fx: wp(Sp x pIt1) o ﬂp(W) e [2] um

gerador ciclico infinito np(Sp x pdtiy .

Lema 3.3
Suponhamos que A e representada por um mergulho co-
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o anterior e que n > 2p + 2.

Nestas condigcoes, os grupos devhomotOpia ni(W') sao
isqmorfos aos grupos wi(W) p;fa i<p e HP(W') € isomor-
fo ao quociente de 'ﬂp(W) por um subgrupo que contém XA  onde
W= X (W, f). |

Resumidamenteﬁ Oﬂefeité'da'cirdrgia évelimiﬁar a clas
‘se de homotopia de ‘A;.. |

Demonstragdo: ver [15].

Lema 3.4

Sejam M" variedade orientavel e « e my (MM) com'nzh.
f: st » M". mergulho representando ol

Seja F: S! x p""r 5 N° ‘trivializacao de vizinhanga
tﬁbular de f(s!)(que sempre existe péis Mt oé orientével);

M = MY - F(st x B77H)1 U b2 x s"7F,
_ bordo

- 0 - )
o e m(M" - F(s® x p"71)) representado por FIS1 x {a} onde

ae sz "2, |
- T (Mn) . - . _ .
Entao, n1(MF) = —1>—-~ onde <a> € o subgrupo gera
<Qo> . '

do por a.

Demonstragao

Aplicando o teorema I, 4.6 temos:



my (s1xs"72)2z (n>4)

[ - o~
%y (MT-F (s1xD" 1)) my (D2xs"72)20

nl(MF)

Assim, ﬂ1(MF) =

my (M7-F(s3xp" 7))

-

nu 1 0n~1 )
Wl(M 'F‘S xD v )) :}“1(Nn~imf)9 inS

Temos
on- - o - ’

F(s'xD""') & retrato por deformacao de M"-f(S!). Como, por

ipotese- n > 4, -por transversalidade tem-se

w1 (MP-£(s2)) = n(u™). Segue-se, entao, o lema.

Observagao:

0 lema 3.3 foi enunciado de maneira adequada a ser a-

plicado no capitulo IV,
§4 - GRAU DE APLICACAO DIFERENCIAVEL

Definigao 4.1

Sejam M e N variedades diferenciaveis de mesma - di-
mensao, ambas sem bordo, com M compacta. Seja f: M > N apli
cagao diferenciavel e y € N valor reaular de f.

A cada x & f '(y) associamos o valor sDf(x) =1 se

Dfl(x) preserva a orientagcao e sDf(x) = -1 se Df(x) inverte

- 32 -




a orientacao.
Podemos entao para cada valor regular y de f ta

mar deg(f,y) = ) s Df(x) que chamamos de grau de f em
xef 1(y)

Observe que f '(y) tem um ndimero finito de pontos
pois M €& compacta, e que o valor depende apenas da classe de
homotopia de f.

Por exemplo, seja N ﬁ compacta, sem bordo, orienta-
da e conexa. Um difeomorfismo de N tem grau +1 ou -] respec-
tivamente se preserva ou inverte a oriéﬁtagéo. Assim, se um di-~
feomorfismo tem grau -1, ele nao pode ser homotopico a identida

de, pois, grau € invariante por homotopia.
§5 -~ RESULTADOS GERAIS SOBRE GRUPOS DE HOMOLOGIA DE VARIEDADES

Teorema 5.1 (Dualidade de Poincare)

Seja X uma variedade n-dimensional, orientavel, com-
pacta, sem bordo (fechada). Entao HY(x,6) = Hn-q(X’G) onde G

e um anel comutativo com unidade.

Teorema 6,2

Se X e uma variedade n-dimensional, fechada , orien
tavel, entao temos: Hq(X,G) =0 e HY(X,6) = 0 para todo gru
po abeliano G e q > n.

Além disso, H"(X,G) = G, H (X,6) = G.



Teorema 6.8

| Seja R um D.!.P. (dominio de ideais principais) e

Hq—1(X’A) finitamente gerado. Seja T __

de Ho_, (X,A).

o submodulo de torgao

Se tambem Hq(X,A) é finitamente gerado e Fq e
submodulo quociente de Hq(X,A) por Tq(X,A) entao

HI(x,A) = Fq ® Tq_l(X,A). (nao canonicamente).




CAPTTULO 111
ESPACOS LENTICULARES

0 objetivo deste capitulo € mostrar as varias formas .
de obter os espacos lenticulares, bem como computar seus grupos
de homologia e fundamental.

As referéncias deste capitulo sao [1] e [17].
§1.f ESPACOS LENTICULARES OBTIDOS POR ACAZC DE GRUPBS

1.1. Consideragoes sobre aplicagoes equivariantes

Seja um G-espago A. Suponha que dada uma aplicaggo e
quivariante ©6: A > G, a - 6, onde 6 atua pofrconjugagéoem(3
¢ (h) = ghg™".

Denotamos o grupo das aplicagGes equivariantes = por
Map®(A,G).

Definimos uma fungao MapG(A,G) > HomeoG(A) por 6-0%
“onde 6%(a) = 6, (a).

Mostremos que 6% & equivariante. De fato,

0% (ga) = 04a(92) = (g 6, 97")(ga) = g(o (a)) = g(6*(a)). Além
disso, 6* ¢é homeomorfismo, pois. (6%.x*)(a) = 6*(A%x(a)) =

= 6%(xa(a)) = r (6%(a)) = x_ (6 _(a)) = (x8)_(a) = (A0)*(a). Da-

- -1 : . '
qui, conclui-se que (87')* = (8*)” ", portanto, um homeomorfis-
mo.

Suponha que seja dada uma apliéagio equivariante

6: A+ G e A x A tem uma G-agcao diagonal, isto e,
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9

0

(a,a') = (g(a),g(a')). Entdo a aplicagio A x A > G dada por

(a,a') ~» 6, 'é equivariante.

Pelas observacgoes acima, (a,a') - (ea(a),ea(a')) € um

homeomorfismo equivariante de A x A.

Se (a,a') » (a',a) € também equivariante e entao

(L,a')+ (Ga(a'), ea(a)) € homeomorfismo equivariante.

Neste paragrafo sera interessante considerar o caso

em que e&(a) = a. Em particular, se 86: A > G, a - 6, tal que

(a) = a para todo a e A e 6 equivariante, entao a aplica

¢do A x A+ A x A definida por (x,y) > (ex(y),x) é um homeo

morfismo equivariante. Pois, definindo ¢({x,y) =(6x(y),x) entao

tem-se:

9

S

d

espacos por colagem de S"7! x D7 em S x D

iagonal em S

¢ (gx,gy) = (ng(gy),QX) = ((g6,97N(gy),gx) = (g6 (y),gx) =

[¢x(y),x) = go(x,y). Portanto, ¢ € equivariante.

1.2 ~ Sobre Colagem de Espacos‘

Usando as observagoes anteriores construiremos aiguns

n-1 n

através de um

-1 n-1

‘homeomorfismo equivariante ¢ de S" x S .

Observemos que o nosso grupo sera G = 0(n) que con-

siste de todas as matrizes A € GL(n) tal que A.AY = t, e cog

n-1 n

ideraremos a ac3o standart de 0(n) em § e D e a acao

n-1'x Dnc

n-1

Queremos uma aplicagdo ©: S~ -+ 0(n) onde 0(n)

atua em si mesmo por conjugacao. Vamos caracterizar tais aplica

¢cdes.

Se x € S e gx =x entdo B =6__ =gb g '. As

gx
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sim, 6, comuta com cada elemento do grupo de O(n)x(que e o
conjugado de 0(n-1)). Temos quatro possibilidades para o, = 1,
-1, uma reflexao atraves do hiperplano perpendicular a x ou
igual a uma reflexao atraves da linha Rx.

Vamos considerar somente o caso em que Ox € a refle
g1

~ - . - n
xao atraves de Rx, isto e, para cada x € e y e R con

sidere Bx(y) = 2<x,y>x-y. Observe que ex(x) = X.

n-1xs

Consideremos a aplicadagao ¢:S
d(x,y) = (ex(y),x). Como vimos anteriormente ¢ & uma aplica-
cao equivariante sobre 0(n).

Mostremos que ¢ €& homeomorfismo. Observemos que

6 .(8(y)) =y e 8, (6 (x)) = X.

De fato:

ex(ex(y)) = ex(2<x,y>x—y) = 2{<x,[2<x,y>x-y]>}x -
- {2<x,y>x-y} = 2{2<x,y><x,x> - <x,y>}x -
=2<x,y>x+y = 2{2<x,y> - <x,y>}x = 2<X,y>X + y =
= 2<X,y>X = 2<X,y>X + Yy =y

Analogamente mostra-se que Gy(ey(x)) = X.

Para ver que ¢ € homeomorfismo basta tomar

¢-1(X,Y) = (y,ey(x)). Logo, tem=se:
(o7 (x,y))

il

¢(y,6y(x)) = (GY(GY(X)),y).= (x,y)

67 (0(x,y)) = 6710, (¥),%) = (x,8 (6, (y))) = (x,y)

Assim, ¢(x,y) = (ex(y),x) é homeomorfismo. Segue que

O e equivariante e portanto, ¢ e homeomorfismo equivariante,



- . k
bem como suas potencias ¢ .
Observemos que isto poderia ser deduzido das prelimi-

nares, do fato de ser O equivariante:

3 > - =
eAx(y) 2<AX,y> AX -y

-1 ~1
= A(2<AX,y>x - A y) = A.Gx(y)A

Definimos entao, =r2"-! = s"™' x p" ka s x p" o
¢

3

mo sendo o 0(n) - espaco resultante da colagem de S" ' x p"em
si mesmo por meio da k-&sima poténcia de ¢ (K inteiro qual-

n-1

sN=1 « g .

quer) em
A aplicagao © geometricamente pode ser descrita pa-
ra n =2, 0: S* > 6(2) Gx(y) = 2<x,y> x - y. Fixemos x=(1,0)

entao 6(]’0)(x,y) = 2<(1,0), (x,y)> (1,0) - (x,y) = (x, -y).

6(]’0)(1,0) = (1,0); 6(!,0)(0,1) = (0,-1) Portanto
1 0
6(1,0) ° 0 -
\(.05@ ,Sen $) m
e, A el
% > ‘e, 7
Logo, o vetor e, = (0,1) féz uma reflexao em rela-
gao ao eixo R(1,0) = R.
Sendo ¢° = identidade Zgn-l 28" x s" com a acao
diagonal de 0(n). [0(n) atua em S" via inclusao standart
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” 0(n) C 0(n+1)].

e 2o
Observemos que Zin vz 2_2 ' como 0(n)-espacos.
Para descrevermos 2;:1 trocamos as componentes  de
"t x p" por D" x sh-? ~por meio de ¢': (x,y) - (x,ex(y)),
-1 - - .~ '
em -Sn x Sn 1, (d)l e a composigcao de ¢ com uma mudanga de

fatores T(x,y) = (y,x), pois, (T.9) (x,y) = T¢(X,Y)=T(GX(Y),X)‘==
= (x,8 (y)) = ¢*(x,8_(y)). ' |
' A extens3o de ¢! sobre o espaco S"! x p" & feita

da seguinte maneira:

-

ot Sn-lvx p" » sh-1 x gn-1 C §N~1 x p"

ot (x,y) = (x,8 (y)).

Se y € SP~!' podemos calcular Gx(y) na‘tura.lment'e da
definigao. _

Se y =0 entao ¢*(x,0) = (x,ex(D)) = (x,0) pois
6, (0) = 2<x,0>x - 0 = 0. | | |

Se y # 0 com Yy € D" entdo Vy/”y“'e sh-1. logo,

(x,-‘l—) + ¢ (x, y/”y”) = (x,ex(y/“y” }) € p" x sn-1

Uy ll

- -1 - -
Concluimos que Z2"7% = s"77 x p" \(J " x sn-1Zg2h72,
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22
0

ob

2n=-1

Logo, I, e equivalente a uniao dos espacgos

-1 n . ° ) ~ i 1 @ ’ -
%X D por meio da fungao ¢*, isto e,
n-1 2 gn=l p" \J pMx sN-1 = g2n-1 @ g2l = gN o P onde
_ g .

n) atua diagonalmente.

Observemos que pela proposigcao 1f,2.1 o espago ‘Zénhl
tido dessa forma tem estrutura de variedade diferenciavel com
> 2.

Passemos a estudar o grupo de homologia dessa varieda

d? e em sequida particularizar os valores de n e K para obter-

mos desse modo os espagos lenticulares como objetiVo proposto.

n-

Denotaremos por * um ponto base de S e sejam o

- -1 -1 _
B classes de Hn_l(Sn 1 x sf ) representadas por sh x ®
* x §P-1 respectivamente.

Assim, ¢: S""1 x §N=1 4 gN-1 x gN-1 jndyz automor-

fismo ¢a: Hp-1(S"™1 x sP71) 5 H__, (SN2 x §n-1),
Por exemplo, ¢x(a) = aja + a,B onde aj € o - grau
- - - - - -1 Pi - '
dj composigao s"t x & a "7t x 7 l,g s"™t x s 5 gn-2 on

de

te

P; € a projecdo sobre o i-ésimo fator (I=1,2).
Analogamente para B.

Usando as definigoes de ¢ vamos determinar o valor

¢
dJ_ ¢+« nos geradores o e B.

Temos que: ¢(x,*) = (8 (*),x)

¢(*’Y) = (6*(Y) ;*)

Como ¢*(a) = aja + a8, ¢x(B) = cia + c,B vamos de

rminar a,, a, C; € Cz.



Determinagao de a:

n-1
X *.5‘6x(%) = 2<x,%*>x - %, Usando a

Temos Sn-¥_+ S

defini;So 1, b1 queremos calcular o grau de 6x(*).
Calculando as derivadas de ex(*) nb; pontos regula-

res * e =-%,  fixando-se * = (0{0,..,,1)_ obtemos s(Do,(*))=l.

e s(QG*(*));a -1. Entao, deg ex(*)-= a rsé n impar e

deg ex(*) =2 se n € par.

Logo, podemos escrever a; = | + (el)n, ne N,

Determinagao de a,
Temos que S"71 x x C st x N2 $ s x gh-1l,¢R2
(x:*)‘b’ (P2¢) (X,*) = PZ(G*(*)’X) = X

N-1 % n-1 ‘
Ho_ (S x *x) > H__ (s7°7)

o (p29),(a) = aza
a, = deg (identidade) = 1. '

(1 + (-1)M)a + 18.

Logo, a, = 1. Portanto, ¢, (a)

Determinagao de ¢y

£ x Sn-lyc' Sn-l‘

s x gM=1 Pi1, ¢N-1

(£,x) > (p18) (*,y) = p1(d(*,y)) = p1(8,(y),*) = 0, (y).

-1 -1 % -
H (Sn 1 x sn ) —(P—lﬁ>ﬂ (S." 1»)
n-1 : n-1

8+ (p16),(B) = c18.

Calculemos o grau de 6,(y).



Podemos ver que 6,(y1,y2,...,yn 1) =

= (-yl’ "YZy ‘o0 e g “Yn_‘, Y»'n )o Como ‘i‘i =S

r.(xl,xz,...,xn_ﬁ) = (x,, X,, «.n, "X iaee s X ) tem grau

d g(ri) = (-1) " '. Observemos que 6, = rlrz.g,fn_zuid e que
deg(0,(y)) depende do nimero par ou impar de composigao de rj.-
Assim deg (8, (y)) = (-1)""!, Portanta, C; = (-1)P"1,

Determinagao de C;

Temos que: * x s"™1 € "7t x N7 &5 M1, P72 P2,

Ei) Sn~1

(*DY) + (P2¢) (*,Y) = Pz ¢(.":9Y) = %

Ho o (s"0 x sP7h) Lpa®dse o (gn-

n-=-i n-=1

B> (p20)x(B) = 0.8 =10

(+(-1)Ma + 1.8

Portanto obtemos ¢*(u)

(-1"" .

¢, (B)

Escrevendo matricialmente a expressao acima temos:

1+ (-1)° (-t

<
*
i

1 -0

Usando ¢, na forma matricial, podemos calcular as po

tencias de ¢, para todo inteiro K:
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K=impar

¢, = ] . se n impar
|
' 1 0
¢§—par = _ 'se n Impar
0 1

N -
2 l_sn] n

“'Nésta construcao foram consideradas "as seguintes jnclusoces:

Sn"‘_l"x ,Sn"']'.:(sn“l x SN'I)J‘C" Sn"’l X Dn.

Observagao sobre o espago I xD

Ydifeomorfismo

= (Sn-l % S’n-l)zc_* S.n"l x D.ﬂ.

. n-1 n-1 n-1 n -
Podemos considerar S x § TS x D atraves
da inclusao ou de ¢ e denotaremos por:

"t ox ) e 3272

(s :

2n=-1

(Sﬂ—l x Dn)’(bc-t»zk

Além disso, (s"7% x "), nG" x "), =

¢
= (s"7t x Sn-l),(i 5) = ¢""1 x s""', pPortanto, queremos através
b4
' da sequéncia de Mayer-Vietoris calcular Hi(ZZn-l) sabendo que:
(P72 x s"7h) 2 H (87T X s
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- -l - ‘R - -
H(s"7h x s" )y H,(s" Yxos™ )

n-1 ~ n-1

% Snﬂl)(i»¢) = H.(s7 = x ")

Hi(S

1.3 - GRUPOS DE HOMOLOGIA DE E,"™"

. 2p=1

Para calcular a homologia de an » vamos usar a se

. o -~ ° ° ° v 2n- _‘ - hadh 3
giiencia de Mayer-Vietoris na triade ‘(an 1, sh-lxpl ) s 1ygN 2y,

Logo, temos a sequéncia de Mayer, Vietoris

k
2n-1, A n-1_.n-1y (ix,0x)=yp n-1_.n
'°’+Hj+1(zk ) = Hj(s xS ) —Ear®xIThs Hj(s $xD ) o+

2n-1
k

) I

® Hj(s“"‘xo") LIS H (2

Antes de realizarmos os calculos faremos duas observa

Observagao 1:
Da proposigcao |, 5,7 precisémos verificar como € a a

(sn-l » Dn) c)

(s""1 x s" 1y P=(myx,-max) H

plicacao Hn_1 n-t

: n-jy N
+ Hyo (8T x D7)

(81,82)** (ml*(al,az), -mz*(al,az)). Se tomarmos
(a1,a2) = (1,0) e (ay,a;) = (0,1) elementos basicos de

n-1 n-1
)

H_, (S .

I xS

(1,0)— (myx(1,0), - m2x(1,0))
(0,1)— (mix(0,1), - max(0,1))
Como neste caso ix = myi% entdo myx(1,0) = 1 e

mig(0,1) = 0. Resta-nos encontrar o valor de mz*(l,0)=¢i(l,0) e
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mz*(U.l) = ¢:(0’])~

Para isto, vamos usar ¢:' na forma matricial. Assim
. I A

[V+k,-k] 13 A

[1+k, -k] ﬁl

]
ft

myx(1,0) = ¢§(1,0) [t + k] ¢ Hn_l(Sn-l_x p").

[-kI e H__ (s"7% x o™).

fl

my#(0,1) = ¢X(0,1)

o 1 0
Podemos entao tomar ¢ como e(j*, ¢:) = 114k -k
Passemos agora a determinar a homologia de Zin-l. Es

ses calculos estao divididos em duas etapas de acordo com n ser
par ou impar.

A) Suponhamos n = 2m, m > 1 e k <inteiro qualquer

i) Se J=2m -1 e k inteiro qualquer obtemos:

0 > Han(Em) &> Hames (8707520 s g

m-1(52m-1*02m) +

: 2m-1 2m i tm-1
OH, -, (075 2>m (5" >0

m-1""k

Sy A ' S
0 -~ Hzm(Z;m V)=> 271 ® 2 s z ® z £ Hzmﬁl(zk ) M ¢

Da exatidao da sequéncia temos: Ker ¢ ~ azm(z“m‘l) e

k
coker y = imp = H, _ (£:771)
1 0
Como Y = segue-se que
T+k -k
1 0 X 0 - _ ’
= implica (x,y) = (0,0) e portanto
1+k -k Y 0 -

" Ker ¢ = 0. Logo, Hzm(Zcmfl) = 0.
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Como

= | segue-se que

imy =[(1,1+k) @ (0,-k)] = [(1,1) @ (0,k)].

Ym-1 Z & 2z
Portanto, H_ (I ) = coker ¢ = , =z
S [, @ (0,607 &

-

il]) Se j=4m -1 e K inteiro qualquer obtemos:

2m-1 ,2m 2m-1,pn2my ¢ sM-1y 4
g Hl}m“‘l(s D ) @ Hlym-.l(S xD ) -> H‘#m-l(zk ) —>
Ay (s2m-1xg2m-1) ¥, y (s*™ *xp*™) @H (s2™ ixp2m) 9
wm-2 um-2 wm=2
9, Hum-Z(Z;m-l) > Hypns(§2M-1xg2m=1)

sm-1y A v bme1,
0> H (") S 2% 0 @ 08w (22" >0

~ ' m=1y = bm=-1
Segue-se entdo que H"m_l(zk ) Z e H“mﬁz(z )=0

Alem disso, se j #0, 2m - 1, &4m - 1 ent3o
Ho(zZpm"1) = 0.

Conclusao da parte A)

n

]

3
¢

Hj(z;m'l) = Z, se j
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B) Suponhamos n = 2m + 1 m >1 e k <inteiro qualquer

Quando n € Tmpar, n =2m+ 1, m > 1 devemos con-

impar, pois as matrizes de Y

o

siderear se K € par ou K
sao diferentes.

. ” X | | | e
B.1) Se K e par a matriz de ¥ fica sendo Y =
. ' ' _ - . 1 0

i) § = 2m, k par

+Home1 (S2MxD2M+1) @ Homay (52™xD2™1) L5 Hopy, (s2mey) A
A Hzm(szmxszm) v Hzm(sszD2m+1) E)Hzm(szmxozm+1)'9i_>

R | .
2 Hzm(z§m+1) >

0o @ o0 +H2m+1(zzm‘1) A> z@z %z @ z£>‘»
L3N Hym(Zp" 1) > 0

Amely = : 2m+l,y =
(Zk ) “Ker ¥ e HZm(Zk ) coker ¥

Temos que H2m+i

1 0 X X 0 x =0
Como _ = = <=>

1 ] y X 0 ¥V y

.. Ker ¢ = Z.

1 0 X b3 : _ -
Também = implica que im ¢ ~Z

1 0 y ‘ - X :

4 -~ . -~

Portanto H,  (5,™7%) =z e H,,(z,™7") =z,
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i) j = 4m, k par

Az

P

> H"m(szmeZmn) ® Hm(szmxoz"‘"’l) N H, (z;"’““) >0

: ¢ sm+ly A ] $ ¥4l
0 ® o ._,»m“(z ) S 7 B o@o—éuqm(z +1) > 0

Da sequencia -exata segue-se -que:

bm+1 um+1 -
) (z ) =

(Z e H“

um+1

>

B2) Se k € “mpar e n =2m+ i, m>1 a matriz de ¢y fica

sendo Y = ! 0
0 1
i) Se § = 2m, k <impar temos

> Hopya (S2MxD2™1) @) Hypp g (S2MxD2M+1) LN Hzm+1(3;m+1)-é> Hop (52Mxs2m) ¥
L Hzm(szmx02m+1) C)Hzm(szmxbzm+l) LN H, (Z“m+l) > 0

¢ bm+ly A um+1
00 ® 0 &> H_ (7)> 2@z % z@z->H oy )_"0

lém+1)

Temos que H2m+1(zk “Ker y e H, (2“m+1) = coker Y
i 0 X X 0 x & 0
Como = = <=>

segue~se que Ker ¢ = 0.
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Temos também implica que

0 1 Y Y
imy Tz @ z.
| Portanto, H2m+1(2 K )» ker ¢ . 0 e
C amel. - v _ _ :
= y =
Hzm(zk ) = coker ¥ 0

ii) Se j = 4m, k <impar temos:

(Z"m:—l) _A_>

> qu+1(52me2m+1) @ Hum(szmx02m+1)~£> Hum+1 k

A 2m_.2my Y 2m_ . 2m+l 2m_ . 2m+1, ¢
=> B, (870xsTT) > H (ST xD ) @H, (s""xD ) &>

: um+1ly A_ - ' “m+1
o0 @ 0% (™) Sz B oo @ 0% on (,")0

' owoa a » bm+1, -~ |
Desta sequencia segue-se que: anm+;(Z K ) z

Conclusao de B)

- .
) Z se j =0, 2m, 2m+1, bm+l.
tm+1 _

Hy(Cyopar) = \
0 caso contrario
Z se j =0, bhm+ 1

H (z‘tm-)'l ) _

j “k=impar '

0 se j #0, bkm+ 1,



bm+1

k=par tem a mesma homologia de

Observemos que, I

bm+1 WM 1

geMm  g2Mm+! k=impar tem a homologia de 'S .

-e que I

- n o o- .
Para n > 3, SU°! x D' € simplesmente conexo pelo

i Py ° n- - . '
teorema |, 4.6 implica que 2; ! & simplesmente conexo.

1.4 - OBTENCAO DOS ESPACOS LENTICULARES A PARTIR DE z;"“i

3
k

que este € justamente o espago lenticulares do tipo (k,1).

Se tomarmos n = 2, obtemos I’ e queremos mostrar

‘Para ver isto, consideremos a aplicagao ¢:5*xSt>5ixs?
dada por ¢(x,y) = (8, (y),x).

Seja 5 o levantamento de ¢ definido da seguintg ma
neira:

/,RXR

-

s

- q
- ¢

RXR ————s S*xs?

\et

o(s,t) = (e2Ti(2s-t) gamis,

q(2s-t,s) = (e2n3(25~t)’ e2Tis)

o(s,t) = (2s-t,s)

Temos que q o §(s,t) = q(¢(s,t)) = q(2s-t,s) =

mi{2s- 27§ . -
= | (e? i(2s t),e TiS) o assim, q 0§ = 6.
s e 2mi 271 2714 - 27is.
Vamos verificar que ¢(e’"'%,e"™'%) = (e mi(2s t),e mis,
i . i 27i(2¢~
Para isto, vamos mostrar que O8,mis(e’"'%) = e Ti(2s-t)
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27 i 2T i 2mi 27 27
Tty = 2<e 5, e } Ere?Tis | g2mit (cos(hms-2mt) +

+ cos2mt, sen(4ms-2mt) + sen 2mwt) -

(cos 2mt, sen 2ﬂt)=(¢0$(kﬂs-2ﬂt),sen(kﬂs}Znt))%;
- ééni(2s—t).

| (@Mt as-zt)n
Observemos que, geometricamente,@e&ﬂs =e :

-2mit

corresponde a multiplicar e pelo angulo de blns.

Escrevendo ¢(s,t) = (2s-t,s) na base usual deo R2

Calculando-se as poténcias de ¢ vem que

-k

o1
fl

1-k

No proximo paragrafo usaremos isto para definir os es
pacos lenticulares. Além disso, veremos que L(k,q) depende so-

mente de IKI e da classe de congruéncia *q(mod K). Assim

k

23 = L(k,1-k) FL(K,1). : | T
Observagao 1:
Podemos descrever L(k,q) como sendo o espago das or

bitas da acao livre de Z, em S3C €2 gerado pela matfiz

27i
e k ] . :
2 , 1isto tambem veremos adiante.
0 k
e



Observagao 2:

Outro fato interessante € observado ao analisarmos o

espago Zi, I = s® x pt \Jk S x D! onde ¢k: % x S%+50x50,
- ‘ ¢ '
¢k(x,y) = (y,x). Assim na base candnica do R2, podemos - ver
que $k=par - 1 0 .
0 1
. 0 i
k=impar
o - P . -
i 0
1 ~ el
Logo, Zk=impar -
0 1 X y
I 0 Y X
1 - 0 1 : ° *
k=par S x § dois circulos
1 0 X X
0 1 Yy y
Observagao 3:

§2

us

calcular os grupos de homologia de £3.

Portanto, pelo que foi visto anteriormente podemos

k
Entao,
Z se j =10,3
(53} . s
Hj(Zk) = P, Zk se j = I
LQ se j #0,1,3

-~ 0S ESPACOS LENTICULARES POR CLASSIFICACAO DE NOS NO TORO

Neste paragrafo descreveremos os espagos lenticulares
ando essencialmente classificagcao de nos no toro. Para (isso,
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precisamos de alguns resultados basicos.

Para as demonstrégBes dos resultados enunciados a se
guir ver [17].

Un no K C T2 que e nao homotépfcd a zero ([K]#K0,0}

em H:(T2)) sera dito essencial, onde T2 = §! x §!,

Teorema 2.1

Quaisquer dois nos em T2 = S! x S} de clagse_<¢,i1>

sao isotopicos.

Teorema 2.2

Para qualquer no K C T2 de classe [k] # <0,0>,exis
te um homeomorfismo h: T2 » T? tal que h (K) = M, um meridi

ano standart.

Teorema 2.3

Dois nos J, K C T2 sao isotopicos se e somente se

3] = 2[k].

Lema 2.4 (Lema de Dehn)

 Suponha M3 uma 3-variedade e f: D2 » M3 aplicagao
sem singularidades em 93D2(isto &, x e‘BDi, x £y e D2 => f(x)#
# f(y)). Ent3o existe um mergulho g: D2 > M3 com g(3D2) =

= f(3p2).



C¢

fr

pr

yrolario 2.6

Suponha que J ¢ 9M ::¢ uma curva fechada simples na

ronteira de uma 3-variedade. M3 e que J € homotopicamente

trivial em M3. Entdo J borda um disco D2 mergulhado pro-

- 0
-jamente em M3 (isto &, aD? C aM, D2'C M%).

Lema 2.6

f:

Seja X = {(x,y,z)eR® | x? + y2 <1 e 0<2z< 1} e

Tt2y . Entao 2£ e homeomor

X > D% x s, f(x,y,z) ==.(x,y,e2 i
f

fo a D2 x S! onde ke € uma relagcao de equivalencia definida

pela fungao f.

Demonstragao

mo

f (

Consideremos o seguinte diagrama:
> D2x§?

onde p e identifica-

¢ao.

Mostremos que f € bijetora continua e fechada. 7 Te

s que f € bijetora pois se vy ¢ gi entao
f

Ly) = {(t1,t2,0), (t1,t2,1)} ou p *(y) =llx,y,2) € X conm
e (0,1 ‘
Como f(ty,t,,0) = f(ty,tz2,1) = (t1,t2,1) e

x,y,z) € D2 x S vem que f €& constante nas fibras p-l(yL
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Além disso, f € natura]mente»continua,‘pofs f e identificagdo.
~ Pars ver que F & fechada, seja F C X/kf fechado.
~Entao p-l(F) e fechado eh:x. _Sendo X compacto de Hausdorff
entdo. p “(F) & compacto. Como f & qohtfnda segue que

£(p Y (F)) C D2

X

S!- & compacto e também D? x S! sendo compag’
to e também D2 x S ~sendo compacto . de Hausdorff entSo.
f(p-l(F)) é¢ fechado. Portanto, f & fechada.

Segue-se entao pelo Teorema 1, 2.3 que f €& um ho-

meomorfismo.

Lema 2.7
Sejam V, toro sélido e J uma curva fechada simples
em 3V, que € essencial. As seguintes afirmagdes sao equivalen

tes:

o

a) J homologicamente trivial em Vj.

({1

b) J homotopicamente trivial em V,.
c) J borda um disco D em V3

d) para algum homeomorfismo h: S* x D2 » V, existe

um homeomorfismo H: S! x D% = V; tal que H(1 x 3D2) = J.

Demonstragao:

a) <=>b) pois m(Vy) = Hi(vy) =.Z

b) => ¢) Corolario 2.5
c) => b) obvio

d) => c) Suponha que existe algum homeomorfismo

- 55 -



Hi s* x D® > Vi com J = H(1 * 3D?). Tomemos H(1 X 3D2) = D2
c) => d). Suponha que . J ‘borda um disco [2 C Vl e

|

h S! x p2 + V, um homeomorfismo.
|
\

Temos entao que (1 x 3D?) e h *(J) sao nos do ti-
P <0,*1> pelo teorema 2.1, Portanto, existe uma isotopia
6; S x ST x 1 » s? x S tal que G(x,0) = ld¢i 1 e
G(x,1) = f, : h™'(3) > 1 x 3ap2.

Tomemos entdo F: S* x §' x | » s* x s x1 dada por
F(x,t) = (6(x,t),t) isto e, o trago da isotopia'G.

Seja p a identificacao, entao, observemos que - se
g£ S x 8 x 1 » .8 x b2, g{x;(y,t)) = (x,ty) temos os diagra
mas comutativos. Aplicando estes fatos no diagrama obteremos a

conclusao desejada, onde tomamos H como sendo H = Foh que

e o homeomorfismo desejado.

S]xS]xI

(7. 9~(¥.0)
V ’ 'We S‘
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Definig¢ao 2.8

Uma curva féchadamsimples em dV; satisfazendo  .as
condicoes do lema 2.7 & chamada de meridiano em V;.

Uma longitude de 9V, & qualquer curva fechada sim-
'p]es.em 3V, da forma h(s® x 1), paré_algum homéomorfismo -

h: St x D2 » V,,

Lema 2.9

Se K C 9Vy e uma curva fechada simples, as segdin - |
tes condicoes sao equivalentes.

~a) K representa uma longitude

b) K representa um gerador de H;(V,) = mv ) = 2
¢) K intercepta algum meridiano»(transversalmente)ém

um unico ponto.

Demonstracao
a) => b) por definigao

a) => c) Supondo K uma longitude de V;, K=h(S!x1)
para algum homeomorfismo h: S! x D2 > v,.
Considéramos o meridiano J = h(l x 3D2), entao a u

nica intersecac entre Ke J € h(l x 1).

b) => a) similar a demonstracio de c) => d) do lema
2-7-
l c) => b)

Suponha que k intercepta algum meridiano em um Gni-
o

i
i
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h:

f. 4

r.

mc

Ai;:

Lema 2.10

me

dor de m;(V,) pois hx €& isomorfismo.

co ponto. Seja J o meridiano em 93V, ital que J k = {p}.Pe

lo lema 2.7, h(l x 3D2) = J para algum .homeomorfismo

51 x DZ > Vl- .
Como exi'ste uma retracao r de $' x D2 em S, de

nimos A(8) = h™'k(8) onde K: S*' » Vv, K(8) = k. Sendo k

curva fechada simples e intercepta J em um Unico ponto, entao

A tem grau I. Logo, rs . Az : m1(S? x D2) > my(s?) & is

© —

)rfismo e sendo rx isomorfismo, segue-se que

m3 () + 7, (St x $%?) € isomorfismo. Portanto, k e gera-

rl e

Um homeomorfismo f: 3V » 3V estende a um homeomorf@b

mo F: V>V se e somente se f leva meridiano em meridiano.

Demonstragao

Suponha que f leva meridiano em meridiano. Témosque
3V -+ 3V homeomorfismo e 3V homecmorfo a S! x S,
Consideremos o seguinte diagrama, com f; e f, ho-

omorfismos.




f

st x §1 > s! x st
" I
.oV i—> oV
Logo, T = f.f.f3 : §* x s? » s x s? & um homeomor-

 fismo. Seja m um meridiano qualquer de S! x S'. Como a ima-
gem da F & meridiano, podemos estender F sqbrevo"discOQ D
que borda m(lema 2.7). Cortamos S' x s? ao lango do disco D2

Naturalmente, o que obtemos & homeomorfo a uma bola B3, pode

mos estender f a f parao bordo de B3. Usando os lemas
2.6 e 2.7 estendemos a fungao f para todo S! x D2 onde h,

e h, sao homeomorfismos. Observando o diagrama vem que

-1 - =

F=h, . F . hi ondg F & passagem aoAquocfente de F que e-

xiste pelo lema 2.6.




Definig¢ao 2.11

-Seja h: 9V, » 3V, - homeomorfismo com V; -e V, toros’
s61idos. |

Fixando-se uma longitude £; e um meridiano m, co-
mo geradores de H;(3V;), escrevemos hsx: H;(3V,) - H,(3v,),
h&{m,) = p%1 + gqmy onde m, € um meridiano em V..

0 espago resulfante'da-tolagém de Vj e V, via» h e
chamado espago lenticular de tipo (p,q), com p e q relativa -

mente primos. Denotaremos por L(p,q) = V) \U v,.
h

-

" Em outras palavras, uma 3-variedade, orientévei,‘cong
xa, compacta € um espaco lenticular se e somente Se‘contém um
toro sélido, cujo fécho do complementar & também um toro solido.
Além disso, o que define qual € o espago lenticular obtido - e
somente hx e mais especificamente, se fixarmos uma trivializa
g%o em um dos toros solidos, digamos Vi, en;So o que define
L(p,q) € exatamente hx(m,) = ply + qml como definido acima.

Observemos que L{(p,q) depende a menoé de homeomor
fismo somente da classe de homotopia de hx(m,) em 3V,. Dé fa

to, suponha que th(p,q)

i

Vi \'1-,1 st Lhz(P:q) = Vlkth VZ' 0_'1
- = -1 = ‘
de as aplicagdes hy: 3V, —> T2 h2 (x) + x e hy:3V; —>T2,

h3*(x) = x s3o0 homeomorfismos. Pelo fato de que
hy,(m,) = p2y + gmy = h,x(m)) entdo podemos tomar a aplicacio
identidade i: V; = S! x D2 » V{ = S! x D2, Podemos observar o

diagrama:




th(p,q) = 1 x mz\gi v,

» A

id : "
¥
]
v

LM (p,q) = S* x p? W
2

onde id|S* x 3D2 = idS* x S!. Observando a fung¢3o induzida em
3V, e .avz dbtemos_a fungao ¢: BV} + 3V, tal que ¢:h;?:hz,

isto &, 6(h31(x)) = hil(x).

oV, ow————m av}

| | ) - . _ o
Logo, ¢,(ml) = (hiy . h,, ) (m) = hi,(pR1 + qmy) = m,.
Portanto, ¢*(m;) =m,, isto &, ¢, leva meridiano em meridiano.

Pelo lema 111, 2,10, podemos estender ¢ a uma funcao

¢:: V;"’ Vo,

que também & homeomorfismo. Assim conclui-se que th(p,q) =

= Lh?(p,q).

Observagco 1

Para p=0 e q =1 ent3o L(0,1) = s% x St,



Pela definigao 2.11, temos que hx(m,) = my. Em S2xsS?
podemos fazer a seguinte decomposigao:

s x §2 = (s! x p?) \UJ (8! x D2) onde $2 =02 Y4 pz. Usan
‘ Slxsl » Sl .

do o teorema 2.2, podemos obter homeomorfismos

fr 3(s* x p}), »a(s* x p) e g: 3(s* x D), » 3(s* x bI),.
Portanto, pelo lema 2.10, podemos estender f e g da
seguinte forma F: S$! x va* sl quf,~ G: S x D2 » st x Dg, ob.

2 - |
servando que (a’%),’:'(a’]) =52 x s', Seja p:S* x D2 hL) (s:xD2)+

> L(0,1) a identificac3o. Da comutatividade do diégrama, se-
gue-se pelo teorema |, 2.4 o homeomorfismo entre §! x S2 e
L(o,1).

L(0,1)
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. Cbservagio 2

L(1,q) = S3.
‘Pela definigao Z;II, fazendo p =1 e g quaiquer’
em h, obtemos h*(hz) = 21 + gqmy. o
Em S3, fazemos S3'=.R3H+ &, como reuqiio de um to-
ro solido Sl_x 02 com seu comblehehtar queléltambém um  toro
sélido. Pelo teorema 2,2, podemos‘obtef'homeombrfismos
'f% (s x 02), ~ 3(s* x D}), e g:3(s? x D), > A(S! x p2Z), que

tevam m, e m; respectivamente em meridianos nas imagens.

-

Portanto, pelo lema 2.10, podemos estendéw f e g da
sequinte forma F: S! x D2 » 8! x D2 e G: S x D2 » s! x D2,
Sendo p: (5! x D}) \ﬁ (s* x D2} - L(1,q) a identificacdo, te

mos o diagrama abaixo comutativo. Portanto, pelo teorema b, 2.4

segue-se o homeomorfismo entre $3 e L(t,q).




Proposigao 2.12

0 grupo fundamental de L(p,q) & isomorfo a Zp.

Demonstragao

Tomemos L{p,q) = (S*xD2?) \# (s*xp?) : onde’
‘h:‘3(51 x D2) > 3(S* x D?) homeomorfismo tal que:

he: mp (3(S? x D2)) » w1 (3(S* xD?)) com he(m,) = py + qmy e
‘tambem p e q relativamente primos, 0<q<p.

Consideremos os espag§s conexos por camighos Xo=Slxsﬂ
Xy = S x D2, X, = S x D2 e X = L(p,q) com os respectivos

grupos w1 (Xo) =2 @® Z, m(Xy) =z e wi(X2) = Z.

Pelo teorema |, 4,6, vem que:

Ty (Xo)
hx
m1(L(p,q))
Usando as definicdes de i1, e i,,, vamos encon- i
: . e !
trar as respectivas imagens dos geradores de w;(X,). Observe

que i,,(1,0) =1 e i,,(0,1) = 0.
Passemos agora a determinar as imagens de [P sobre

os geradores de T31(X,). Sabemos que H,; (S$S*xS!) = 7, (S¥xS)=7®z

e lque Hy(X;) = m3(X1), Hi(X2) = m(X,).
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- Temos que h*ﬁ Hy(s' x s') = Hy(s' x st),

r o p
hye = com rq - sp = L
s q
(],0)"‘* h-,';(]:j,ﬂ) = (r,s)_
(0,1} hs(0,1) = (p,q)

hL;['l

My (st ox p2) 1B Hy (st xost) s (st x s2) 20

1 (1,0 —— () —s

0 1 (0,1) —— (p,q) —

Entao, hp . h,(1,0) =p e hth, (0,1) r
= |b:|

Z

Como (X)) = 2Z e my(Xz)

la:l de a-

cdrdo com a observacao feita no §4 do Capitulo I, podemos es-

crever o grupo fundamental de L(p,q) como sendo:

m1(L(p,q))

Observagao

>
H

]
—
il
N
L]

la,b: i,,01,0) = hth, (1,0), §,,(0,1) & hih,(0,1)]=

Como vimos pela proposigao anterior, o grupo fundamen

tal de L(p,q) nao depende de q.

Logo, os espagos L(p,1), L(p,2),..., L(p,p-1) apre-
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.

sentam grupo fundamenEa] isomorfo a'ZP
| , De acordo com [2] Fgm;sexque L{p,q) e L(p,q')sSo:
h#meomorfos se e somente se *q' = *q (mod p). |

Alem disso, a classificacao destes espagos quanto ao
tipo de homotopia tem-se que L(p,q) e L(p,q') sa3aoc do mesmo.
tipo.de homotopia se e s&mente se tqq's m? (mod p)para algum m
(ver [19]).

Assim, por exemplo, L(7,1) e L(7,2) s3ao 3-variedades

que tem o mesmo tipo de homotopia mas nao sao homeomorfos.

-

§3 - ESPACOS LENTICULARES - DEFINICAO CLASSICA

- Nesta descrigao obteremos os espagos lenticulares pe
lo corte atraves de uma '"lente' com identificagcao nos bordos.
Considere a bola unitaria B2 em R3. Entao identifli
que cada ponto da metade superior (Z > 0) de BB? com a ima
gem obtida por meio de rotagao de um angulo de 219 , ao redor
do eixo Z, seguido de uma reflexao no plano xy, como podemos

ver na figura abaixo.

Vamos verificar que o espago cem a identificagao aci-

ma é L(p,q) segundo a definigdo 2.11.
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Seja V; a parte interna do espago contido no cilin-
dro x2 + y2 < 1/h >(com identificacoes) e V, o complementar
do fecho. -

Podehos ver .que Vl com és identificagoes acimé des-
critas € um toro solido e que‘ V, ¢é um toro sdlido também.

A fjgura.abaixo ﬁos mostra um caso_barticular‘ondg to

mamos p=5 e q-= 2.

Al
5
’

: .
N &

FIGURA 1

Em V, fazemos as identificacoes do topo com a base

e obtemos um toro solido.
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Para ver que V, € também um toro solido, cortamos
, ‘em cinco partes e identificamos conforme figura 1.
Juntando as partes de acBrdo com as identificagoes iﬁ

icadas obtemos a figura 2,

FIGURA 2

Na figura 2 se identificarmos o topo com a base obte-
mos um toro V, e se colocarmos o meridiano e 3 longitude nes

se toro Standart podemos ver na figura 3.

Seja o um meridiano de V; e B uma longitude de
Vy. Como o espago L(5,2) e caracterizédo pelo valor da aplica-
:Eo h,: Hy(3vy) -~ Hy (3V,) um meridian;, devemos portanto, en-
contrar a imagem de a' pela h,.

Podemos dividir o = 0; v G2 V Q3 V 0y V Os onde
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@, € A, o, € E, a3 €¢ D, oy € C, o5 € B.

. Usando as_identificagaes, podemos ver que: A = E,
B=A, C=8B, D=C, E= D,
Assim, h*(al) = 1¢. Portanto, ‘h*(a) ='5¢ + 2y e
ha(B) = 2¢ + 1.
Logo, »h*_ pode ser représentada pela seguinte matriz:
2 s e~ . e aye s
hx = -« Usando a definicao 2.11, o espago L(S,Z) e
1 2| ~ |
' r

‘ carécterizédo'peia matriz A = - tal que det A = 2],

5
. s 2 . '
Portanto, a definigao 2.11 e equivalente a este paré
’grafo.
~ -+ i vs . Umcaso -particular da definigao dada-neste pér5graFo~-
€ o homeomorfismo entre L(2,1) ® RP3 (RP3 = S3 com fdentifici
gSo dos pontos antipodas). |

Assim, baseado nessas descrfgaes dos espagos L(p,q)

com p e g relativamente primos, podemos obter varios exemplos

de espagos (variedades) conhecidos variando somente os p e q.

§ ¢4 ~ ESPACOS LENTICULARES COMO ORBITA DA ACZO‘DE Zp em §3

Consideremos S3 (C €2 o subespago
§3 & {(Zo.23) € €2 / [Zo]2 + |Z2]2 = 1},

Seja T: $3 » §® definida por T(Z,,Z;) =

2mi 2miqg
= (e P o, e P Z,) homeomorfismo com p e gq relativamente pri
mos.
Observemos que T tem periodo’ b, isto &, TP = ldgs .
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Légo, Y define uma acao de va ~em -S3 como K.x = Tk(x) pa-~-
ra todo Ke Z e x e S$3. Alem disso, q: 'S"'i‘-*r‘S3/Zp e um re
vestimento regular pois,” $3 & (localmente conexo por caminhos)

e Z € um grupo totalmente descontinuo de homeomorfismo de S3.

p

Consideremos o espaco das orbitas desta acao,isto é,.
identificamos os pontos x,y € §2 se x = TK(y) para algum
Kle Z.

Verificaremos que o espago das 6rbitas € homeomorfo a

L(p,q) conforme descricao do paragrafo anterior. Isto faremos

-

em trés etapas.

1) A = {(2,,2,) € €2/|Zo|2 + |g4]2 =1, 0 < arg 27 < %} é
‘ufa ‘lente. Sabemos que S C A, pois, Z, = 0 tem-se que =

{(0,2:) € €2 7 |z,|% = 1} = s?,

Seja B = {w, e €| 0<argw 5_%} e "|wol? < 1}.En
tﬁo B x S! & um toro solido. Definimos f: B x S* - A / |
flwo,0) = (wo, e2Trie VF?:F;:T; ) e podemos ver que se IWOI =1
entao, f(wo,8) = (wo,0), ¥ 6 € S!. Usando o teorema |, 2;5

temos o diagrama

comutativo onde F ¢é homeomorfismo e ‘Kf € relagcao de equiva-

léncia definida por f.




we2)A-: & regiao fundamental pois,.todos .0os-pontos de-esSpago QuUO=- ~ -«

.cjente.,S?/Zp tem ao menos um representante em . ﬁ e.os.pontos. -
de X representa um Gnico pont;;

| Assim, restringindo a“relaQSO defihida-por_ T em . A.
e tomando-se a restrigao q[A. temos o quedmorfismo entre A/;-

e X(p,q).

A

s S (XA slz,

3) Resta-nos verificar que A/~ € do tipo da descricao do para-
grafo anterior.

Temos oA

Tomemos 2 = (A,Z;) € 9A e vamos aplicar T no pon-
, 27 i 2mi :
to Z. Ent3o fica: T(A,Z,) = (e P A, e P Z,). Dai segue- se
2mi 27 o 2mi
que . arg(e P A) =P e portanto, e P A & 3A. Também pode-

mos ver que IT(Z)1 = IZI. Geometricamente podemos ver em A:




<o« - Assim, a relagao em A apos as-identificacoes coinci

e

e com aquela dada no paragrafo anterior. Assim, conclui-se que

(p,q) € homeomorfo a L(p,q).




CAPTTULO 1V
CONSTRUCAO DE ESPACOS 60M HOMOLOGIA PRE-FIXADA

Dado um espago topologico X; temos associado ao mesmo
grqpos abelianos Hq(X), q =0,1,2... que sao seus grupos de
'homologia. | | |

Se a natureza do espago X nao for muiﬁo ruim, a par
tir de um valor de_ q oS grupos Hq(X)- se anulam‘e os nSq ng_'
los s3o finitamente gerados. | 3

Neste capitulo nos propomos a estudar a possibilidade
de dada uma colggéo de grupos abelianos G,, 63, G2, ..., Gy ,
cénstruir um espago X_=.X(Go,Gl,G2,...,Gn) tal que Hi(x)a Gi»
i = 0,1,2,...,n. | . |

Ctaro esta, nem toda colecao de grupos podera ser rea
lizada como se pode verificar facilmente; basta-lembrar por e-
xemplo, que Ho(X) = 2" onde m & o nimero de componentes cgo
néxas,de' X. Segue-se dai que se tomarmos Gov grupo abeliano
com alguma torgao estamos impossibilitados de realizé;lo como
Ho (X) .

| Fazemos desde ja a restrigao de que Gg = Z o ‘que
significa que estamos procurando um espaco topologico conexo e;
daqui por diénte, niovfaremos mais mengao do prfmeiro grupe da
seqﬁénéia,‘isto e, estaremos preocupados somente com a realiza
g5§ de sequencia do tipo G, Gg,...,Gn Eatravés de espacos cone
x0s. |

Mostraremos, inicialmente, como construir um  espago

(C.W.) cuja homologia realiza uma sequéncia de grupos sem no en
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nto nos preocupar com a ‘‘natureza' do mesmo e a seguir tenta-
mos o mesmo exigindo que ‘0o espaco seja uma variedade diferen-
avel. )

Naturalmente que no caso de procurarmos uma variedade
ferenciavel temos que nos restringir a sequencia de gruposain

mais especiais para conseguirmos tal realizagao.
- REALIZACAO POR C.VW.

orema 1.1

Dados grupos abelianos finitamente gerados Gl,Gz,;{.‘
. G, existe um espago celular X = X(Gl,Gz,...,Gn) tal que
(x) = G; i =1,2,...,n. Além disso, X pode ser escolhido

tal forma a ter apenas celulas de dimensao < n + 1.

monstragao :

Faremos a demonstragao por indugao sobre n.
Para n = 1

Mostremos que existe X conexo tal que Hl(X) = Gi.

e T A
:Suponhamos G, = Z© @ an @ an ®... @ 2, .To

mos X, = Dz'\% S! onde f.: 302 - s! de grau n, e as-
. i . .
m Hl(Xo) = Z ] i = ], 2, ©c ooy n.
' ni m r .
Tomemos X = ( V S}) v (v Xi)‘ que satisfaz as
j=1 i=1

ndigoes pedidas, isto €, X € conexo e H;(X) = G,

Suponhamos o teorema valido para_. n, e provemoé que
hbém € valido para n + 1. Entao dada a sequéncia G, Goyewno
R Gn+1 temos X, tal que Hi(Xl) =G, i = 1,2,.0., 0, utl

-72’- . -,




lizamos este X, para encontrar X tal que Hi(X) = G,,

i=1,2, ..., n, n+ 1,

Consideremos Y} = ﬁn*z'L) " onde

' - | fi |

f: 30"*? » s™1  tem grau ni.
| Entaq temos que H_ _ (¥;) = Zn? e .Hj(Yi)_s o se
j=1,2,... n. |
' , : m n+l r

Seja X ='Xi vV (V S v (v Y;). Laga, temos que
' - . . k=‘ i=1 ' . .
'Hi(X) =G, 1=1,2,...,n+1. '
Observagoes: | v »
f) A sequencia G;, G2, ..., G s0 tera chance de serrealizar

n

como homologia de variedade se se'réSpeitarem as condigaés neces
sarias contidas nos teoremas I, 5.1 e I, 5.3.

2) Nos restringiremos aqui a variedédesfcompactas, orientaveis
(sobre Z) e ;onexas,de dimensSo'_n e, portanto, Gg 5'2‘, e

G = 2. Com isso omitiremos a citagao sobre G, e G

n daqui pa

n
-ra frente.

3) Se nos permitfssemos a realizagao de variedades com bordo,sem
‘restrigao deﬂdiménséo, veriamos que € sempre possivel mergulhér
o compléxo real izado em algum ’RN (téorema IV, 1.1) e dai, - a

sua vizinhanga tubular (com bordo) realizaria a sequéncia 61,

GypeoerG

n ja que a vizinhanca tubular retrai-se no complexo(ver

C.P. Rourke - B.J. Sanderson; Introduction to Piecewise - Linear

Topology),.

Nao foi possivel desenvolver o processo indutivo para

a realizacao da sequéncia G;, Gz,..., G "atraves de variedades.

n

Faremos a realizagao das seqléncias nos casos ~ de
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‘n =1, temgs-:o circulo S! ‘que nos realiza

=
(o]
a]
Q
v
(o]

a| sequencia Gy =2 e G, = z apenas.

No caso n = 2, temos a classificac3do das-.superficies

e s3o exatamente os grupos 229 onde g & o gemus da super-
cie.

0s casos n = 3 e 4 serao abordados a seguir.

.§2 - REALIZACAO POR VARIEDADES DE DIMENSAO 3

|
K portanto, sabemos quais os grupos que podem ser real izados,

0 problema que colocamos agora € o seguinte:

Dados G, e G2 achar uma variedade M3 compacta, [
rientavel, (sem bordo) tal que H;(M3) = GlAe H, (M3) = G,.

Notemos que nestercaso, a realizacao sG ser5 possivel
sel tivermos ran K G; = ran K G, e G2 livre dé torgao ( pelo

teorema |1, 5.1)

Teorema 2}1

Dados G e G grupos abelianos finitamente gerados
com ran K G, = ran K G, e G, livre de torgao, entao existe
uma variedade M3 = M3(G,,G,) compacta, conexa, orientavel (sem

bordo) tal que Hy(M3) =G, e H,(M?®) = G,.

Demonstragaol ;

Faremos a demonstragao do teorema construindo efetiva
mente uma variedade M3, utilizando para isso as variedades S3,
P, S' x S® e de um modo geral os espagos lenticulares L(m,n)
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com m e n relativamente primos.

@ Zml@Zmz@...@Z e

mp

Seja entdo G, = Z"

-
MP o= [ i% (Slxsz)i] ++ [ ++ L(m;,ni)] onde n, e inteiro

i i=1

relativamente primo com m., io=1,2,..., r.
Verifiquemos que M3 satisfaz as condigoes. Aplican-

om
do a proposigao Il, 1,2 podemos ver que Hj( ++ (Slxsz)i) = Zm,
i=] ‘

m r
H, ( ++ (S’xs2)i) = 2™ e H,( ++ L(mi,ni)) = @ Z e

sl i=] i=1 M

.
Hy (- Lm ) = 0.

Aplicando novemente a proposigao Il, 1.2 vem que:

m r r
Hy(M3) = Hy( %](s'xsz)i)ca Hy ( =I=F] L(m,,n,)) = z"‘@(@] Zp,)=

i= = =
= G;. n

r

H, (M3) = H, ( 7H:] (5'x$2).) @H,( =}=}1L(mi,n;)) = G,.

| = I = .

§3 - REALIZACAO POQR VARIEDADES DE DIMENSAO 4

Neste caso, estamos procurando M" compacta, conexa,
orientavel (sem bordo) tal que Hy(M") = G, Hy(M*) = G, e
Hy(M*) = Gs.

Observemos que a realizagao so6 sera possivel se
ran K G; = ran K G3 e G3 livre de torgao e torgao G, = tor-

¢ao G, pelos teoremas Il, 5.1 e I, 5.3,



Teorema 3.1

Dados G,, G,, Gz grupos abelianos finitamente gera-

dos com ran K G, =.ran K G, G; livre e torcao G, = tprggo
G,, entao existeA M* = M"(G,,G,,G3) compacta, conexa, orientd
vel, sem bordo, tal que Hi(M“) =6, 1i=1,2,3.

A titulo de ilustragao provemos alguns casos particu-

lares do Teorema 3.1.

roposigaoc 3.2

Nas condicdes do teorema acima, suponha G; = Zn,
, = ™ e G, = z". Entao existe variedade N = N*(n,m), com
acta, orientavel, conexa (sem bordo) tal que Hi(N“) = G,
- 1,2,3

emonstragcdo :

n m
Seja N' = [ 4 (s*xs3) W4gH-(cP2) ;] onde CP2 = es-
i=l i=l‘

ago projetivo complexo.

Usando a proposigao Il, 1.2 vem que:

n n n
Hl([jLJ_f (s'xs%),1) = 2", W (4 (5'x5?).) = 0 H,( 4'-=|=](s*><sa)i)=

i=] =

i=l

m
m m
H 1(ﬁ, (cP2)) = 0, H(H (cp2),) = 27, HB(ﬁI (cP2),) = 0

Dai concluimos que:

(N*) { » i
N*) = Hy( Ti](s X53)i) @ Hi (( #i}(cpz)i) = Z"
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n

: m
= H,(H ('x5%),)) OH, (( =|=|=] (cp2) ) = 2"
i?] i:

xI
N
—
=
r
~—
i

n m
Hy (N*) = Hy (CH (53xs2) ) @, (CH (ep2) ) = 27,

j= i=]

Casos Particulares da Proposigao 3.2

m
1) Se G1=Gs =0 e G, =2" ent’ao tome N* = 4} (CP2), e
=l

teremos Hy(N*) = Ha(N%) =0 e Hp(N*) = Z".

n
2) Se tivermos G; =Gy =2" e G, =0 tomemos N* = ++(51xs3)r
: i=l

Ent”ao, aplicando a proposi¢”ao Il, 1.2 temos que H;(N*) = Hs(N*) = 2" e

Hz(NH) = 0.

proposigao 3.3

.~ s
Nas condigoes do lema 3.1, suponha G; = Z (:)Zr , G, = Zr e
G, = Z°. Ent3o existe uma variedade, L* = L*(r,s), compacta, orientavel,

conexa (sem bordo) tal que Hi(L“) =6, i=1,2,3.

Demonstragao.

s-1
Seja LY = (L(r,p)xs?) H (4 (CPZ)i) onde L(r,p)
S

' sao os espagos lenticulares. Aplicando a proposic ao |1, 1.2
=1 s-1
vem que: Hj( i+ (CP2)i) =z° ], H, ( 4 (CP2)i) =0,
i=1 i=1
s~1

Hy (4 (cp2) ) = 2571,

i=1

Usando o teorema 1,5.9 podemos calcular os grupos de

homologia de L(r,p) x S'. Assim tem-se H,(L(r,p) x S!) = Z()Zr
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H, (L(r,p) x S) = Z_, Ho(L(r,p) x $*) = 2Z
Aplicando novamente a proposi¢ ao Il, 1.2 vem que:

Hy(L') = 2° ® 2z, H, (L) =2 e Hs(L*) = 2°,

3.4 - Homologia de L(n,m)-D?

L(n,m) = espagos lenticulares com (n,m) = 1.
Consideremos o par (L(n,m), L(n,m)-D3) e suponha

que D3 D3. Logo, U = 1L(n,m) - D3 C L(n,m)-D3 = A e tambem:

[ad]

C R. Pelo teorema da excisao temos Hq(L(n,m),A) =

1
LR

Hq(L(n,m) - U, A-U)

Z
H, (03,52)= ¢ q

0 se q # 3

]
w

Tt

Temos a sequencia exata do par (L(n,m),L{(n,m)-D3):

¥

Hq+l(L(n,m),L(n,m)-D3) -~ Hq(L(n,m)-D3) > Hq(L(n,m)) -

¥

Hq(L(n,m), L{n,m) - D3) ~»

Se g =0 temos 0 - Hoe(L(n,m) - D3) > Z > 0

donde Ho(L(n,m) - D3) Z.

Se g =1 temos 0 - Hy(L(n,m)-D3) ~ Zn +~ 0.
donde H;(L(n,m) - D3) = .-
Caleulo de H,(L(n,m) - D%)

Seja D3 Bi entao (L(n,m) - g}) C (L(n,m) - D3)
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'vtl -

0 . .
Portanto, temos L(n,m) D3 t(n,m) - D3

1

o .
Assim, H,(L(n,m) - D3) H, (L{n,m) - D3). Como

Hy(L(n,m)) = 2, H,(L(n,m) - DI) % 0. Logo, H,(L(n,m) - B3) = 0

Cateulo de H,(L(n,m} - D)

Lt{n,m} - D3)

at! -

Da definigao- 1}, 3 temos 2
. R nd

’ - 2 ' e L '
Portanto, H,(52/~) = H, (~2— 7=) = Hy(D2) T o,
rotagio*Tr

Logo, H,(L(m,n) - D3) = 0. , -

‘Assim conclui-se que:

Hq(L(n,m) -D3) =2 se gq=1

Lema 3.5

Nas condigoes: do teorema 3.1 suponha que G; = Zn,
G, =2 e G, =0. Ent ao existe uma variedade L*, compacta, o
‘rient avel, conexa (sem bordo) tal que Hi(L“) =6; comi=1,

- 2e 3.

Demonstrag ao:

Sejam M* = L(n,m) x S* e D3 x S*C M* representan
do o gerador de S'C M* onde L(n,m) espagos lenticulares e
(n,m) = 1. |
Consideremos M; = (L(n,m) x 8* - (D3 x ST)})\JD2 x S2
f
onde f: S' x $Z— S! x §? homeomorfismo entre 3(D?xS2)73(D¥xs?).
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Como (L(n,m) x*S* - (D®xS1)) = (L(n,m)=D%) x §? e

R

sabemos que H;(L(n,m) - D3) z, H,(L(n,m) - D3) = 0 e

H,(L(n,m) - D3) = 0, podemos calcular os grupos de homologia pe

‘lo teorema i, 5.9, isto é€:

Hi(L(n,m) - 03) x s%) = 2 @ z,, H((Lln,m) - D2) x s¥) = 2,

e Hy({L(n,m) - D3) x S') = 0, e observando que H;(D? x $2) * g,

N
tt

H,(D? x s?)  Z, H,(D2 x §?) 0;

w

Hy (S* x §2) = z, H,(S! x s2) % z.

Usando a sequéncia de Mayer-Vietoris temos que:

4 Y ¢
0 - Hq+1(M;) > Hq(s‘lx Sﬁ-) > Hq((L(n,m)-D3)XS1) ® Hq._.(DZXSz) >

¢ by -
-+ Hq(Mf) >

Logo 0 =+ Hg(M;)e# Hs (S'xS?*) > 0 e portanto, Hu(M;)zz.

Calculo de Hs(M})

0|+ H3(M;) & H, (S1xS?) X H, ((L(n,m)-D3) xS¥) @©H,(D2x52) ~»
Temos P: H(S'xS%2) > H((L(n,m) - D?) x sl)(juz(ozxsz)
Z —_  Z ® z Y(a)=(*,a)

Logo, ¢ & monomorfismo e Ker{ = im A. Ent3o

N -
Hy(Mg) = 0.

Caglculo de Hz(M})

Consideremos a sequencia exata:
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0 > 7z 9o 1 @1 L oW, mg) 2oz 8y Z ®Z. Dai temos

n®z

Ker g4 = 0 Kergs im g;. Logo, Ker g, T im g,
4
Zn C)E ~ Z . Como g, € monomorfismo segue-se Eiiﬂil = 0.Da
z | | Z,
- b
condi¢ ao G; = G, vemos que HZ(Mf) =7
_ 4
Calculo de Hl(Mf)
Para calcularmos Hl(M;) aplicamos o lema Il, 3.3 e
4y = - by .=
obtemos nl(Mf) Z . Segue-se que Hl(Mf) Zn.
Desta maneira, tomemos L"* = MQ e ent ao teremos

f

G; satisfazendo as condi

U

Hy (L") = Gy, Ha(L") = G, e Hs(L")

¢ oes iniciais.

Proposig¢ao 3.6

Nas condi¢ oes do teorema 3.1, suponha que G; = Zp
G, = z" ® Zp, G, = 0. Ent3o, existe uma variedade H", com
pacta, orientavel, conexa (sem bordo) tal que Hi(H“) = G, com
i=],2€3.

Demonstragao

Pelo lema 3.5 podemos obter uma variedade M: tal
i .
que H (M) =2, Ho(M)) =2 @ z, e Hs(MY) = 0. Seja
HY = M2 +H( (CP2)i). Aplicando a proposig ao |1, 1.2 se-
=1 .

gue-se que: Hl(M“) = Gl’ Hz(Mu) = Gz, H3(Hu) = Ga.
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Passemos agora a demonstragao do teorema 3.1. Suponha

L m
6 =2 ®z I ©..0 7 , 6 =20 ® 7, ®

2 r

L
®z,, @... ® 7, e G, =1".

r

L
m
Tomemos X" = [ 4+ (sxs%).] H [ H (cp2).] +H
i=]

i=1

1

r r
ﬁ][%]u?)] com Hy(LY) =z, H(L}) = Zy Hy(L;) = 0.

Aplicando a proposi¢ ao I1, 1.2 separadamente obtém-

-se

2
% 2
i H(sixs®) ) = 2%, Wy (4 (s1x5%),) = 0, M, Histxs®),) -

i=' I=] Ir.:
L m m | m

=z, H1(=_|=|F](CP2)i) =0, Hz(ﬁ](cw)i)=z,

| = | =

" r Y r J y
H, ( ++](sz)i) = 0. Hy( ++ (L,) = ® 7., H, ( ++ Li) =

r r 4
" i@‘ Z o, Hy( + L.) =0

i i=1

Aplicando novamente a proposig ao Il, 1.2 em X" te
mos: Hy(X"%) = 63, H(X") = G,, H3(X") = G,.
Assim, concluimos a demonstracao do teorema 3.1.

Observemos que a proposigao 3.6 e um caso particular

do Teorema 3.1.
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