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— ABSTRACT

For à, up small, the equation

DAE x + g (x) =AX +-Uf(t)

is considered near a separatrix S of the unperturbed
equation à = yu = 0, We assume that S is composite of

two symmetric loops, eachone being a homoclinic orbit
having zero as a-and uw-limit sets. A complete description
is given of the bifurcation curves in (A,4y) - space to
homoclinic points in à neighborhood of S.
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"Fica decretado que o homem

não precisará nunca mais
duvidar do homem.

Que o homem confiará no homem

Como à palavra confia no vento,
Como o vento confia no ar,

"Como o ar confia no campo azul
do cêu.

O homem confiará no homem

como um menino confia em
outro menino". |

(Thiago de Mello)



Âqueles a quem amo.
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INTRODUÇÃO

Como aplicação do: tipode problema que vamos 1i-
dar neste trabalho, suponha.que um objeto M demassa uni

—tária desliza livremente num fio circular de raio a, centro
O, que por sua vez gira sobre um diâmetro vertical com ve
locidade angular constante À. A posição do objeto será defi
nida pelo ângulo x que ”o segmento OM faz com6 diâmetro

vertical, conforme a figura 11.

Figura 1

A equação diferencial para esse. movimento é

ax = awº* sen x cos x - g sen x, onde gq é a aceleração de
vido à gravidade. Ver [1], Cap. IT, $5. Pondo fN=avwº/g,a
equação fica



ão.

=il—.
(1) X = g sen x (RN cos x - 1)/a º%Í nix,9),

o sistema áâssociado a (1) fica

(2)

que pelo fato de ser conservativo, tem suas órbitas defini-
das pela, equação.

(3) ay? /2 - g(1 - 3.cos x)cos x = Cc! (c = constante),

Os pontos de equilíbrio do sistema são os pontos
(x,0) onde x satisfaz a equação h (x,O) = O. São portan-

to os pontos (x,0) onde x =&km; k inteiro, ou x é so-
—-llução da equação cos x =rf*,., Ver figura 2.

-Figura 2



e dddos

Os diagramas de fase para O sistema (2) são obti-
dos daequação (3). Notamos que quando < 1, ou seja,quan'
do. à velocidade angular é menor ou iguala fifa, Oo movi -
mento ê semelhante ao de um pêndulo simples, sem amorteci-.
mento. No entanto, para QN > 1, a origem se transforma num

ponto de equilibrio instável, aparecendo dois novos centros
entre -1/2 e 1/2. Ver figura 3.

o

o

o

o

Co

o

(a) q<1 : (b) à > 1

Figura 3

—

Fixemos nossa atenção no caso NQ> 1. A ' origem
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(0,0) é um ponto de equilíbrio hiperbólico do sistema (2).
Um ponto peR é dito homoclínico a (0,0) se p  per-
tence «simultaneamente às variedades estável e instável

—*
de

(0;0). Isso significa que, se p é homoclínico.a (0,0) e

se z(.,p) é a solução de (2) que satisfaz z(0,p) =p, en-
tão z (t,p) > (0,0) quando t + te. 'Notamos então, na fi
gura 3(b) que existe um par de órbitas formadas de pontos
homoclínicos a (0,0), constituindo uma separatriz Ss do

sistema. Tal separatriz é a posição limite entre as oscila-
ções ao redor de cada centro: e“as oscilações ao redor dos

- dois centros.
Vamós. introduzir agora no sistema (2) um amorteci

mento e uma forçaexterna periódica, isto é, consideremos O

sistema perturbado

EX:(4) . !

| t -—- h(x,Q) = —Ay + uUuf(t)

onde £f &é contínua, 2T7—-periódica e p= (xX,uy) é um parã-

metro no Rº. Seja T,: Rº + Rº a aplicação que aàssocia àa

cada peRr o valor da solução w(.,0,p) de (4) calcula
da no instante 2m7, isto é, T, (Pp) = V(27,0,p). Sabemos que

T, é um difeomorfismo, T.(0)=0 e T.(S) =.
Para: o próximo de -0, a solução nula de (2) se

transfotma numa solução 2n-periódica de (4) 4(t) = o, (t)
de pequenaamplitude. Ver [6], Cap.IV, Teor. 2.1. Temos por
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tanto um ponto fixo 2, = $, (0) de Ty que sabemos ser hi
perbólico. Nosso objetivo é descrever, no. espaço dos parâme

tros, regiões próximas de O para as. quais: existem ou não

pontos homoclínticos a Z, , próximos de S, ou seja, pontos
1

“peR “próximos de s tais que 7) (p) * z, quando n > tom,

Em termos da solução vV(.,o0o,P) de (4), são pontos 6 pã
ra os quais v(t,0,p) > , (t) quando t > tom,

Se existe um ponto homocliínico a Z, então exis
tem:infinitos, pois as variedades estável e instável de T,
por2, são invariantes por Ty. Logo, os pontos T5 (Pp),

n e Z são todos homoclínicos a &2.
Pp :

A técnica utilizada aqui será basicamente o Méto-

do de Liapunov-Schmidt descrito para uma órbita homoclínica
em [4] e que-desenvolvemos no Capítulo I. Veremos que exis.
tem dois.-setores no espaço dos parâmetros, definidos por
duas curvas suaves, para Os quais existem ou não pontos ho-
moclínicos. No Capítulo II, consideramos O caso em que a e

quação não perturbada possui uma separatriz S formada por
umpar de órbitas homocliínicas simétricas, como no exemplo

- acima. Sob certas condições, mostramos a existência de um

único par de curvas suaves no espaço p», que definem dois
setores para os quais existem ou não pontos :homoclínicos.
próximos da separatriz S.
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“CAPÍTULO O

"Neste capítulo reunimos definições, notáãções e al
guns “resultados básicos .que serão utilizados no desenvolvi-
mento do trabalho.

1. VARTEDADES ESTÁVEL E INSTÁVEL

Como. referência dos resultados apresentados abai
xo:citamos [2)]:e [7]...

Seja £: Re + RE uma aplicação de classe ck ; k>1

e consideremos o sistema de equações diferenciais  ordiná-

rias

(0.1) & = f(x) : (x e. .RP).

Um ponto, x, € Rº é dito ponto erítico de (0.1) se fí(x,)=0O.

Se x, &éê um ponto crítico de (0.1), e se x(t,p) denota a
solução de (0.1) que satisfaz x(0,p) = Pp, pe Rº, defini
mos 6conjunto estável de (0,1) em xo como o conjunto 'dos.

pontos Pp e Rà para os quais x(t,p) está definida .em

T0,%) e x(t,p) > x, quando t+, O conjunto instavel de

(0,1) em x1qº & definido de modo análogo, exigindo-se
OX(t,p) >. x; quando t > -—--, Esses conjuntos são sempre não.

vazios, pois contém o ponto *x,, e em geral não são subva -
riedades do Rº.
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Um ponto crítico x, de (0.1). é dito hiperboli
co se os multiplicadores característicos do sistema linear
variacional v = E' (xo)y associado têm norma diferente de

um. Se x, ê um ponto critico hiperbólico de (0.1), é fato
' conhecido que os conjuntos estável e instável de (0.1) em

x, são subvariedades cX - imersas no R', denotadas respec
tivamente por W" (x), W"(x,). Além disso, existe uma vizi
nhança V. de x, tal que, quando restritas a! V, essas va
riedades, denominadas Zocatis e denotadas respectivamente

k npor Wipe (Xe) e Wine (Xo), são subvariedades C* do R
Sosa s ue satisfazem Wi, (xo)MOIW ,Ç(Xo) = xo).

Consideremos agora o sistema de equações diferen
ciais ordinárias

(0.2) “/x=f(t,x) (teR, xe RP)

onde Cf tem derivadas parciais contínuas atê ordem k com

relação a x e f(tr2T,x) = f(t,x). Suponha que”. todas as
soluções de (0.2) estão definidas em R. Se x(t,p) denota a

|

solução de (0.2) que satisfaz x(0,p) = Pp, então a aplicação
T: RR + Rº definida por T(p) = x(27,p) é um difeomorfismo

ek ”
Supohhamos que x(t,xo) é solução de (0.2) 27

=periódica, isto é, x (t+27,Xo) = x(t,xº). Nesse caso, xº &

um ponto fixo de T que suporems ser hiperbólico, isto é, a
| aplicação linear tangente DT,, não. tem autovalor de norma
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um. Podemos definir, de modo análogo, a vartedade estável de

T por x,, como o conjunto dos pontos pe Rº, para os:
quais TP(p) > xo quando n > %-, ea variedade instavel de

 T por x, como o conjunto dos pontos. p e Rº para os

.quais T”(p)+>+x,, quando n>e,
Como anteriormente, esses conjuntos são subvarie-

dades E imersas no Re. Quando n = 2, pode ocorrer,por
exemplo a situação:na figura 0.1, onde as variedades está -
vel e instável por. x, coincidem.

Figura 0.1

Uma situação mais complicada ocorre quando temos

dois pontos fixos hiperbólicos para T, digamos x, E Xi, E
a variedade estável de x, intercepta à variedade instável

“de. x. transversalmente em q, como ocorré na figura 0.2.
O ponto qé então chamado heteroclínico transversal. A se-



= 4
quência Tº (q), n > 0, tende a x, ao longo da variedade
estável em x, e está contida na sequência T”(A), n>0
de imagens do pequeno segmento A da variedade instável de

o

TA)

Figura 0.2
x; contendo q. Essa última sequência "se acumula" ao lon
do da variedade instável por x,, de modo que todo ponto da

variedade instável de xo é limite de pontos da variedade

instável.de x,. De modo análogo, todo ponto da variedade es
tável de x, é limite de pontos da variedade estável de x...

Quando a situação acima ocorre com x, =x*X1,Gq É
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dito homoclínico transversal, e O comportamento complicado
das-órbitas está ilustrado na figura 0.3.

Figura 0.3

2. TEOREMA DO GRÁFICO FECHADO

Sejam X, Y espaços de Banache T um operador
linear definido em um subespaço de X com valores em Y. De

notamos por R(T), D(T), N(T) e-G(T) a imagem, o domínio, o

núcleo e o gráfico de FT, respectivamente, onde

G(FT) = ((x,TX) : xe D(T)) é um subespaço de X x Y. No es.
paçoproduto, considerâmos a norma |(x,y)] = [x|, + Iyly:

-Dizemos que o operador linear T:D(IT)CX>+Y é
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fechado se G(T) for um subespaço fechado de X x Y. Em ou
tras:palavras, T é fechado se para toda sequência (x) em :

D(T), as relações nó”? x em XxX, Tx, > 7y em Y implicam
x e D(T) e TX =7y. 0O Teoremado Gráfico Fechado será usa
do na forma abaixo, conforme [8], Teor.VIL.2.

- TEOREMA 0.1: Seja T: DT)C X+Y um operador
linear fechado. Então T &é continuo se e somente se D(T) é

fechãão.

Notemos que se T- ê um operador linear fechado e
invertível então T” é fechado pois TeT'* têm essen-.
cialmente o. mesmo gráfico. Também, se T é linear e conti
nuo e se D(T) é fechado em &X então T é fechado. Disso
tiramos o corolário abaixo; que estabelece, um: importante cr |

têério para garantir: a.continuidade do operador inverso.

COROLÁRIO 0.2: Seja T: DIT)IXCIX+Y um operador
linear contínuo e bijetor. Se D(T) é fechado então O ope-
rador inverso T*:Y+D(T) é continuo.

3. TEOREMA DAS FUNÇÕES IMPLÍCITAS

A formulação aqui apresentada do Teorema das Fun.
ções Implícitás é conveniente para sua utilizaçãonos capi-
tulos que se seguem. Uma prova do mesmo pode ser encontrada em

19], Cap. II, Teor. 7.2.



TEOREMA 0.3: Sejam X, Y, Z espaços: de Banach,

UCXx7Y um aberto e-.f:U+>+Z uma função contínua. Su-

ponhaque £f. tenha derivada parcial Difíx,y) com relação
a x continua em U. Se (xº,y.) &€e WU é tal que f(x,,y1)=O0

& Difíxo,yo) é um homeomorfismo linear de X sobre 7,
então:

i) existe uma:única função continua x = u(y) de-
finida numa vizinhança V de y, tal - que

ulyo) = x, e fluly),y) = 0, VyeV.

ii) Se f for de classe C', então u é de clas
"sec! em V e u'(y)=-[D1f(uly),y)] “oDaf(uly),Ê), |

VyeV.

iii) u é de classe CP se f for de classe cP,

p > 1.

4, O MÉTODO ALTERNATIVO

Nesta secção apresentamos uma descrição do Método

de Liapunov-Schmidt ou Método Alternativo. Exposições mais
detalhadas para complemêntação deste tópico"podem ser encon
tradas em [3], Cap. 11; (61, Cap. IX.

-Uma projeção P no espaço de Banach X &é um ope
rador linear contínuo P: X + X tal que P?º =P; Uma proje
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ção P determina uma decomposição de xX em soma direta
X = R(P) &S N(P), onde N(P), R(P) são subespaços fecha
dos. Se P é uma projeção en X, denotamos X, = R(P). Com

o símbolo I=TI, indicamos o operador identidade em &X.

Estamos interessados em estudar a equação

(0.3) | Lx = N (x,p,á) , ,

onde L: D(L) CX > Y éê um operador linear e N:X x Rº x R*>Y

um operador não necessariamente linear. Vamos supor satis-
feita a seguinte hipótese:

8) "existem projeções P: X+X e Q:Y+7Y tais que

*p = N(L) e ro. * R(L).

- Com a hipótese (H), a equação (0.3) fica equiva - |

. lente ao sistema

-
|

(1-0) (LxN(x,p,a)) = O

(0.4)
Q(Lx - N(X,pra)) = O

A hipótese. (HE) implica que (I-Q)LX = Lx e QLx=O0,

para todo x e D(L). Portanto, o sistema (0,4) fica equiva
— lente a



(I-Q)N (x ro ,' a): i
(0.5)

'

QN (x,p,a) = O

Da hipótese (H) temos ainda que L def L|
" :

| ' D (L)INX5
é um ísomorfismo entre D(L)NIX,, e R(L). Logo, existe
um operador linear K = 1? definido em R(L) tal que

LIK =.) em R(L)
KL=I-P em D(L)

Utilizando essas relações, concluímos que o siste
ma (0.5) é equivalente ao sistema abaixo:

|

(ca) x= Px + K(I-Q)N(x;p,a)

(0.6) d

lom QN(x,p,a) = O

Provamos assim o seguinte teorema:

TEOREMA 0.4: Se a hipótese (H) está satisfeita en
tão existe um operador linear K;R(L) > X talque LK =T1

so "emR(L), KL=IL-P emD(L) ea equação (0.3) é equi-
valente ao sistema (0.6).



SEIS

1)

2)

= 10
Observações:

Se D(L) for um subespaço fechado de X ese L for um

operador linear contínuo então D(L) = D(L)f) X,p, é fe
chado e L é contínuo. Pelo Corolário 0.2 segue que K

No caso que. estaremos interessados, o sistema (0.6) tem

solução x e DIL) se e somente se Px = 0. Mais ainda,
.N êecontíinua, AN/0x é contínua numa vizinhança de

(x,p,a) = (0,0,a), N(0,0,a0) = O e 9N(0,0,0)/dx = O. En

tão a função - 2.

f: DIL)V IX, x RxR+Y
definida por fíx,p,a)=x- K(I-Q)N(x,p,a) satisfaz,pa.
ra todo a e€e R, f(0,0,a) = O, 3f(0,0,a)/dx = IT, Segue

do Teorema das Funções Implícitas que a equação f(x,p,a)=0"
pode ser resolvida numavizinhança de. (xX,0,a) = (0,0,0a),

dando uma única solução x* = x*(p a).
Logo, o problema de encontrar soluções para a e-

quação (0.3) fica reduzido a encontrar soluções (p,a) para
a equação QN(x*(p,a),p,a) = 0, chamada equação de bifurca-
ção. Temos assim um problema alternativo para a equação
(0.3).

A equação (0.6-a) é chamada equação auxtíliar. -



CAPÍTULO I
Faremos neste capítulo um estudo detalhado da par

|

te de [4] que trata da bifurcação de uma órbita homoclíni |
ca.

Consideremos a equação

(1.1) XxX + gx) = O

onde g tem derivadas.atê terceira ordem contínuas em R,

g(0) = O e g'(0) < O. Seja=

NS(1.2)
-G(x)<< "

o sistema bidimensional associado a (1.1). Nessas condições,
o ponto de equilíbrio (0,0) de (1,2) ê um ponto de sela
com expoentes característicos *%y, y = t-g9' (0) ]*/?,

Suponhã que o sistema (1.2) tenha uma órbita ho

moclinica T constituída de pontos comuns às variedades es
tável e instável de (0,0). Seja p(t) a solução de (1.1)

[eo tal que (0) = O e

Tr = f(p(t), B(t)): t ce R).

- 11 -



Temos então uma família a um parâmetro de soluções de (1.2)
limitadas em R e “tendendo a zero quando t + tm, à saber,

(pla),Bl.) :ae RJ).

Considêremos adora a equação perturbada

(1.3) X + gx) = -AX + uf(t)

onde £ é uma função contínua, 27-periódica, p= (Ou) ê

um parâmetro em Rº e seja o sistema bidimensional associa
do

= Yy

-g(x) - Ay + uf(t)

Nessas condições, para p próximo de (0,0), temos uma so
lução 4, () de (1.4) que é 21-periódica de pequena.

amplitude. Seja T, Rº + Rº o difeomorfismo que leva
p6E Rº no valor da solução de (1.4) calculada em t = 2mT.

=d(0): e 89? $, (0): de T,º Sejam
=

wS

e Ww respectivamente as variedades globais estável e ins.
Temos então um ponto fixo 'z

tável de TT, por Z,. Dadas vizinhanças V de p=(0,0),
— U de T em Rº, querêmos saber se pará. Pp eV, . exis-
tem poóontos-em U comuns àãs variedades ws e Wo distin
tos de Z,º Em termos dãs sóluções de (1.4), queremos: sa-—-
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ber separa pe V, existem trajetórias ( (E,u, (t)) :teR] de (1.4)
com v, () É é, (E), teR e vp(t) - é, (t) +0, quando

t+ to,

“Começamos investigando a existência de soluções 1i
mitadas em R da equação linear variacional não homogênea

(1.5)  Z + g'(plt))z=F(t).

Consideremos a equação linear homogênea associada :
a (1.5), :

(1.6) —Z+ g'(plt))z = O.

Como B(t) + g(p(t)) = 0,
.

segue—que
B(t) + g'(p(t))p(t) = 0. Portanto p é solução de (1.6)

e é limitada em R. Seja q a solução de (1.6) satisfa
zendo: q(0) = - —l , dito) =0. O valorde q(0) foies
colhido de modo que o valor constante do MWronskiano de

(Pia) seja um, isto é, PIE)G(t) - Bltia(t) E 1.
Consideremos o sistema linear. associado a (1.6)

escrito na forma.

(1.7). | + BM
| |, (we)"



o

onde Ae. e

-g' (0)

Bit)=| :

| -g'(p(t))+9' (0)

/2Os autovalores des A são ty, onde y = f-g'(0))” . Se-
jam» Ca e-52 OS autovetores associados a -y,y respecti-
vamente. Observemos que letas <%-, De fato, pelo Teo

rema. do valor Médio, |B(t) | = |-g'(p(t))+g9'(0)| =
= |g"(6(t)).ptt)] < Mip(t)i|, visto que 9(t) estã entre O

e p(t) e q" é contínua. Como pt) > O exponencialmente
quando t + «, segue. f IB lat< o,

Pelo Teorema IV.2 em [5], o sistema (1.7) tem

uma matriz fundamental

: i
2,7 (€) | 22 (€)

o retçe SE
w1 (€) w2 (€)

tal que O(t) err, E(E) a e ro, quando t+%e, O.
simbolo . f1(t) v f2(t) quando t+%- significa que existe
T>- 0 e existem constantes my, M positivas tais que

m< ESEC / let) | < M, t > T. Mostraremos que podeiios
e... Ttomar -ô = [B,p] .e Y = [a]. De fato, temos que



er " alb/b 1º + bia,ql”;

€ u clb,BI] + ala,ál*

onde a,b,yc,yd são constantes. Agora, como (&,51? é limi-
tada ém [0,=) e " não ê limitada em [0,%=), segue que

[qa] não é limitada em [0,%=) . Como é é limitada em

[0,=), segue que .b' = O. Portanto [B,EI q e""tra, t+ mm .A
gora [yecrB, BIT] nv eYtr, quando t > e. Logo

q,à Tee! te, pote,
|

Dé modo inteiramentê análogo, podemos mostrar que
(18,5 1º q eY tr, e [(a,á1” qN e” tr, quando t > <-—m,

O lema seguinte é uma versão da Alternativa ãàe
Fredholm para soluções limitadas em R da equação (1.5) .De

notamos por. B(R) o espaço de Banach definido por
(F: R>R;j F contínua e limitada) munido da normaB(R)

Hell sup |F(t)|, F e B(R).
teR =

:

LEMA 1.1: Se F e B(R), a equação (1.5) tem solu-
ção em B(R) see somente se

(1.8) S PIt)F(t)At = O

- Se (1.8) estiver satisfeita, então existe uma família à

um parâmetro de soluções de (1.5) limitadas em RR.

PROVA: Pela Fórmula da Variação das Constantes,to



“= l6-
mando $ e Y definidas acima, temos que à solução geral
de (1.5) é dada por

. t . ”(1.9) z(t) = Aq(t)+BÓ(t) | [Pp(s)qa (t)-p(t)a(s)]F(s)ds
: :

o

onde «A, B são córstantes arbitrárias.
Utilizando os fatos provados acima sobre %$e!wWV,

mostra-se.que existe constante k > O tal que.

a) lp(tia(s)] < ke” (t-s) t, s 20
(1.10)

—b) lbttia(s)]|<xe!9, +, ss <oIA

o Da-relação (1.10-a), verifica-se que' z(t) em

(1.9) é limitada em [0,=º) se e somente se A- -/brsiFISAS.
e

:

: o :

De fato, temos que Bp(t) &é limitado em R. Também,

ft.Y Pitlg(s)F(s)ds|ePS :
IA t.Í Ipítla(s) | |F (s) |às

o -

TA

:
S xe" Y(t-s) lipil as
o,

x |lFll (121 = ef /,IA

x |lFll/v.IA
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Logo z(t) é limitada em [0,=m) see somente se o termo

| tt...Aq(t) + q(t) f pís)F(s)aás é limitado em [0,=). Mas,
|

|

o
|

. . t * ' *,.
Aq(t) + ate)| pí(s)F(s)àds = att) (asf plsIF(s)As]-

o |

- | att)p(s)F (s)ds. Verifiquemos que S
t qltlp(ís)F(s)ds é

t
limitado em [0,%):

IA. qlt)p(s)F(s)as| S |b(s)a(t) | |F(s) |às't
TA S xe”Y (S-t) [|6p|[ dst :

k ||F]| /y.

Como q(t) não é limitada em [0,=), segue que z(t) é 1i1mitada em [0,%=) see somente se A = -| pP(s)F(s)ds.o o

De modo análogo, usando (1.10-b), verifica-se que- o

z(t) é limitada em (--,0] se e somente se a-| pí(s)F(s)ds.
Portanto z(t) é limitada en R see somente see. o

:

A = | pís)F(s)ds = S p(s)F(s)ds,. isto é, (1.8) estáã“sa
o == :

|

tisféêita. Nesse caso, substituindo um dos valores de A à
cima em (1.9), obtemos as soluções limitadas em R de

(1.5) "dadas por:
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7t t(1.11)  z(t) = B5(t)-b(t)| ats)F(s)ásia(t) | P(sIF(s)As.

o
: co:

Observemos que variando B em R. obtemos uma fa
mília a um parâmetro de soluções de (1.5) limitadas em R.As
sim, o lema está demonstrado.

Se x é uma solução limitada en R de (1.3)com
(x (0) ,X(0)) próximo de FT, então existem a,a reais univoca
mente determinados de modo que:

(x(0),X(0)) = (p(a),P(a)) + al(P(a),-Pp(a)),

onde (É(a) ,-DP(0) ) ê ortogonal ao vetor tangente
(Pla) ,B(0)) a TT por (pla),P(a)). Portanto, ê suficiente
considerarmos soluções x(t) de (1.3) da forma

X(t) = pl(tra) + z(tra),

onde tz (a) ,2(0)) é ortogonal a (É(a) ,B(a)) por
(pla) ,bla)). Ou seja, soluções—x(t) dadas por

(1.12)  x(t-o) = p(t) + z(t),

onde (z(0),Z(0)) é ortogonal a (P(0),p(0))= (0,P(0)). Is
SO acontece se.e somente.se 2(0) = O.

“Fazendo então a mudança de.variável (1.12) na

equação (1.3). e linearizando obtemos:



eae SOS
Pt) + Z + g(plt)+z) = -2(P(t)+z) + uflt-o),

Ptt) + Z + g(p(t)) + g'(p(t))a =

= Ip (t) - E + pf (tra) + Elt,2),

onde Elt;z) = -g(p(t)+z) + g(p(t)) + g' (p(t))z. Notamos

“que E(t,2) = O(|z]º), quando |z2| > 0.
Observando que p. é solução de (1.1), nosso pro

blema é encontrar soluções z da seguinte equação:

Zz+ g'(plt))z = Fí(t,2,Z,p/0),
(1:13)

F(.,2,Z,0/0) def —-.p - nz + uf (.-0a) + El.,2).

Vamos aplicar o Método de Liapunov-Schmidt à equa
ção (1.13). Sejam X = BC) (R). o espaço de Banach definido
por Bl?) (R) = (FeB(R); F é de classe Cº, F'erF"li-

“mitadas em R) munido da norma |lF|l, =|[|lF|]l + lF'|| + |lE"|],
Fe X e7Yvs: B(R) . definido anteriormente. Seja L: X + Y

”* oopérador linear dãão por Lz =%+g'(p(.))z,
N: x x Rº x R+> Y, O operador definido por Níz,p,0) -
” —Ap' - ”” +.ufl.-a) + E(.,2). Estamos então — interessados

em estudar a equação

(1.14) Ez = Níz,p,0). |
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Definindo. P: X*+ X.por

(Pz) (t) = Z(0) .p(t)/PD(0),t e R,

“temos que P é projeção. De fato, P é linear, contínua e

Pºz = P(Pz) = P(Z(0).p/B(0))=2(0).p/p(0) =.Pz,
ou seja, Pº = P. Além disso, x, = [p] = N(L).

Definindo Q: Y + 7Y por

(QF) (t) - pio | P(s)F(s)ds/n, te R,
CO

onde n.= j Pp? (s)ds, temos que Q é uma projeção em 7.co

Além disso, pela alternativa de Fredholm,

:

I1-Q
:

"vimos na descrição do Método de Liapunov-Schmidt O operador
R(L) = (Fe Y : QF = 0) = Y . Nessas condições, pelo que

Lx ê um isomorfismo entre &X € R(L). Portanto, da
2 TP Ne 1+-P

: :

da Fe R(L), isto é, FeY com QF = 0, existe uma úni-
ca solução z da equação (1.5) com Pz = O, ou seja, uma =
solução: z de (1.5) com z(0) = 0. Analisando a expressão
(1.11), vemos que essa solução êa obtida tomando-se B = O,

a qual denotaremos por Zu Logo, O operador linear inverso
de “Lxp é K: R(L)>X definido por K(F) = zI-P '

EF.
Temos que O operador LXe ê contínuo, pois



-22-2.
llz + g'(p(.))e]|elTR EN eee dialA

IA (1 + lglol z|l,

mMlel,, .vze (IP)X.

Também, (I-P)X. é subespaço fechado de X, pois
O

(I-P)X e

=P"* (0), onde P é contínua. Do Corolário (0.2) segue que
OK éum eperador linear continuo.

Pelo Método de Liapunov-Schmidt a equação (1.14)
é então equivalente ao sistemar+

!
a) z = KII-Q)F (.,2,2/0ra)

(1.15)
À

b) QF (.,2,2,P,0) = O,

LEMA 1.2: Existe 6 >0 tal que se: |p| < 6,
ae R, então a equação (1.15.a) tem uma única solução
z* = z*(p9,a) de. .classe CC? em p,0à, satisfazendo

z*(0/,0) = O, 3*(0,0) = O, Vo eR"

PROVA: Substituindo em -(L.15.a) a expressão dada.
3 ;

em (1.13) e definindo Jí(z,2,0,0) &=2 -
—

K(I-O) [XP — 23 + pfl.-o) + E(.,2)]l, temos que J(0,0,0,0)=0;

DJ10,0,0,0) =1, onde I é o.operador identidade.em X,.1.
“Pelo Teorema das Funções Implícitas, existem 6>0O

eo
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e uma única função z*(p,a): para lol<s, aeR, tal que z* (0,0) = O,

z* (0,0) : o e: J(z*típ,a), 2*(p,a),p,0) = O, isto ê, :

z*(p,a) = K(T-Q) [-XP — 2*t(p,a) + pfl.-a) + E(.,z2*(p,a))].
Claramente z*(p,a) é de classe C? em pp. Para ver que
é de classe C? em a, observar que z*(p,a) é a solução

limitada en R da equação.

Z(t)+g' (D(t))Z(t) = (I-Q) [-Azeuf(.-a)+E(.,2)] (t)

com 2* (p,a) (O) = 0, visto que QP = Pp. Então

z* (pra) (.+a) SÍ w* (p,o) éa solução da equação

—W(t)+9' (pltra))W(t) = (I-QJ) [-AWHuf+E(.+0,w)] (t),

tal que w*(-a) = O, Onde Qu: Y + Y éêa projeção defini
da por

(0,É) (t) = tra)| pís+a)f(s)ds/n 2 t e R,

oo
e

n S Pº (s+oa) ds.
—O)

Considerando L :X*Y O operador linear dado

por. LQW = W+ g'(p(.+a))w, observamos, como foi.visto an-

 teriormente para LE, que. N(L,) = [P(.+a)],
" R(L,) = (Fe Y: OF = 0). Logo podemos definir o

— operador



K :R(L)> x. o ondelinear K,' inverso de L 1X

I-P,a 1-P,'
P,: x>x ê a projeção definida por

(PO) (E) = $(0).bltra)/Bla); teR.

Conctuimos assim que

wil(p.a) = KJ (1-Q,) [-NÍ* (9,0) uf+E(.+a,w* (9,0))],

ou seja, w* (0,0) é solução implícita da equação

We K (I-O)[-XW + uf + E. sa,w)].
Pelo Teorema de Diferenciabilidade das soluções

em relação às condições iniciais e parâmetros, segue que K,

é declasse C*º em as -
Como. (T-Q,) [-XW + nf + E(. +00, w] éê de classe

C?º em a, conclui-se que w*(p,a) é de classe CC? em qa.

Portanto z*(p,a) é de classeCº em a. O lema está demons

trado.

Então o problema de encontrar soluções limitadas
em R para a equação (1.14) fica reduzido a encontrar so
luções (p,a) da equação”

QI-Ap-22*(o,a)+uf(.-a) + El.,2*(p,a))] = O

“Assim, usando a definição de Q, provamos o seguin
te teorema:
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— TEOREMA 1.85. Suponhamos gef satisfazendo as

“condições anteriores. Então existem 6 > 0,çg>0, tais que,
se lp] < 6, (1.3) tem uma única solução 2t7-periódica

d, (.) com lo t-)ll< ez, do (t) = O. Alêm disso,
= para

lol < 6, existe uma solução ENO) de (1.3) distinta de

$, (-). com (x(E), x()) próximo de TT, para tec R, e
dx tt) - é, () | + O quando t > +m  , see somente : se

x, (.) = p(. + a) + z* (p,a) (. +a); x9o(.) = p(. + o), onde

z*(p;à) é solução :de "(1.15-a) e (p,a) satisfaz a equa
"ção. de bifurcação

Glpr,a) = O,

G(o,a):É J p(t)F(t,z2*(p,a) (t) ,Z*(p,a) (t) ,o,a)dt/n.

Passemos agora a estudar a equação acima,
Da definição de F em (1.13), temos...

“Glo,a) = — + q j pf (.-a) + Go(p,a) = O, Onde
= OO

co

Go to,a) Ef | pz* - S P gíprat) + | P g(p) +

+ S p g' (p)2*]/n.

Observemos que G,(p,a) = O(|p]º), quando el > o.



onde G: é

25
De fato, GG, (0,20) = -) p g(prz*(0,0)) + | É g(p) +

o f P g'(p)z*(0,0)]/n = O,

oo e

PZ*
=O

“Go (0 10) met (o,ar=f Pg' (prz* (0,0) ) 3z*(0,0) /91+

: S Pg'(p)32* (0,0) /91]/n = O.
co

—
Analogamente.3G'1(0,0)/ou = O.

Observemos agora que as soluções de G(A,u/,a) = O

com .)£0 devem ter un0: De fato, se G(A;0,a) = O en.
tão 4% = Go(X,0,0) 0(|a]º2). Portanto, numa vizinhança | de

À =O temos la] IA mbl2, que implica 2% = O.

. Isso justifica dividir Gílp,am) por un. Fazendo

*/v, HiBi,u,a) AEfGlBu na) /ur ha) =

= f Ben=0/n, obtemos:
=0o

em seguida BRB'=

H(B,u,a) = -B + h(a) + Gi(Byu,a) = O,

' definido por Gr: (B,u,a) = Go (Bu,u,a)/u, se u$LO

o.G1 (6,0,0)

Os:próximos: lemas estabelecem condições para a existência

de soluções de H(RB,u,a) = O.

LEMA 1.4: Se: Bo = hl0a.),h'(a,) £ O, então exis-
— tem A > O e função a*(fb,u) com a*(8B,,0) = à., tal que
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HI(B,u,0*(B,u)) = O para |8-8,] <a, [ul <a.

PROVA: Da definição de H temos que:

O,H(8B09,0,a09) = —-BÊ, + ho) + G1 (Bo/0,0o)

WuH(Bo,0rao) = h'lao) + 9G1(81,0,0a0)/da
=

h'(ao)7SO.

O resultado segue do Teorema das Funções implíci-
tas.|

LEMA1.5: Se Bo = h(0.), h'(ao) = O, h"l(ao) O,
então existem n > 0 éfunção 6*(1) definida paraco

lul < a, “com 8*(0) = B, tal que a equação H(Bru,a) = o
tem duas soluções próximas de (8B0,,0,a,) de um lado da cur
va f. = f*(u), e nenhuma solução do outro lado.

PROVA: De acordo com as hipóteses, aplicando “o
Teorema das Funções Implícitas ã função H, no ponto
(8o,0,ao), Obtemos 4 > 0 e uma única função a*(B,u) com

a*(B8.,0) = a, e H (B,u,atlB,u)) = O para : le-B.l «< A,

lul <A, |

—

Definamos M(B,u) = H(B,u,at(B,u)).
|

O valor M(i(B,UY) é um máximo ou mínimo de Hí(f,u,0a)

com relação a a para B68,ny fixados. De fáto, como

h"(ao) £ O e 3ºG)/090? é continua com - 3ºG, (Bº.,0,a,)/da?=0,
A pode ser tomado de modo que H, (B,u,a*(B,u)) = O e
H. (Biwu,a*t(B,u) £ O para le-Bol <a, lul<a.
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Agora, M(Be,0) = H(Bs,0,009) = Bo + hlao) + Ga (Bo,0,09)=0,

MtBo,O) = 1 + h'(af)GR(Ba,0) + 9G1(Bq,0,00)/2B8 +.
+ 961 (Bo,0,009)/0da . a é (8o,0) = —-l. "Pelo Teorema das Fun-
ções Implícitas, existem A >O0 e função B*(p) definida
para jul <a, 8*(0) = 8o "tal que MÓB*(U),U) = O.

Para fixar as idéias, suponhamos h"(as) > O, is-
to é, M(B',,0O) é um valor mínimode H(Bo,0,a).

Fixando (B,p) com |B - Bol <a, [ul <a do
lado da curva BB = B*(u) em que o valor mínimo M(B,u) de

Híifb,u,a) & negativo, segue que existem dois valores de a
"> próximos de a, para os quais H(B,u,a) = O. Portanto, te-

mos duassoluções de H(B,u,a)= 0 próximas de (Bo,0,0o).
—

Qúanão M(B,1u) > O, não hã solução de H(B,np,a)=0
“próxima de (Bo,0,ao). Conclusões anâãlogas são tiradas no

caso em que. h"(a,) < O.

Logo, existem duas soluções de H(B,u,a)= O pró
ximas de (80ºn,0,%ao) quando (B,tu) está num lado da curva
8 = B*(1), e nenhuma solução quando (B8,u) está no outro
lado.O lemaestá demonstrado.

“Em termos de coordenadas originais. à, u, o lema

anterior diz que existe uma vizinhança V de (A,u) = (0,0)

tal que a equação G(A,u/a) = O. tem duas soluções  (A,u,/,a)

se- (AX,u) e V estã num lado da curva »X = B*(u)u, a pró-
ximo de ao., à. próximo de Bowu, e nenhuma solução com a

próximo de a se (A,u) está do outro lado. Observamos

“que a curva A = fB*(u)u é tangente à reta. A = op em
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— (A) = (0,0).

No que segue admitiremos a seguinte hipótese:
(H) h" (a) £ O senpre que h' (a) = 0, h assume o valor

7 O valor máximo em AM h (am) < h(am).mínimo em . dm

TEOREMA 1.6: Suponhamos satisfeita a hipótese (H).

Então existem vizinhanças U de T, V de (A,u) = (0,0)e
duas curvas. diferenciáveis Cm, Cy & V, tangentes respecti-

vamente às retas *% = hl(om)u, 24 = hl(oy)u no ponto (A,u)=

= (0,0), de modo que. Cn e Cu definem dois setores em V,

tais que para (1,u) pertencente ao setor interceptando o

eixo up=0, a equação (1.3) não possui solução distinta
de 0, ) com trajetória contida em Rx U, "e tem pelo me

nosuma se (A4,u). pertence ao oútro setor.
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PROVA: Pelo Teorema 1.3, as soluções desejadas
são da forma x (.) = p(.+a) + z* (pra) (.+a) onde RB =X/up e
a são soluções da equação

(1.17) H(B,u,a) = -B +. h(a) + G1(B,u,a) = O,

para f8,a em R, up próximo de zero. Se B&B Zh(a), para

a em R entããa equação não têm solução com up próximode
zero, pois: G;, é contínua e G17(8B,0,a) = O.

o Se Bo = hla,), com a, =a, OU Ay, então
h'(0o) = O e h"(no) £ 0,-- pela hipótese (H). Segue do Le-
ma 1.5 que (1.17) tem duas soluções próximas de (8,,0,0)
se (6,4) está num lado da curva.BB = B*(u), B* (0) = Bo,

e nenhuma solução próxima de (8B0º,0,af) se (B,u). está do

outro lado de RB = fB*(u). A curva B = B*(u), “quando ao=m

define Cm. por 4% = f*(u)u, que é tangente à reta
htam)y em (A,p) = (0,0). Quando a, = aM, à curva

"B=B*(n) define CM por 2) = B*(u)u, que é tangente à
reta “) = hl(ay)u em (A,4) = (0,0),

Se fo = h(a) com h'(a.) + 0, segue do Lema

1.4. que existe uma solução (B,v;a*(B,u)) de (1.17) próxi
ma de (BorO0,ão). Observar que, nesse caso, como à = h(a.)yu

e h (am) < h(as) < hay), então (Au) não pertence ao se-
tor que intercepta:-o eixo »X2. O teorema está provado.

As curvas Ch, e Cy serão chamadas curvas de bi
furcação para a órbita homoclínica T.



CAPÍTULO IL

Vamos considerar neste capítulo O caso em que Aa:

função g em (1.1) ê impar e que (1.1) tem um par de
órbitas homocliínicas rt, rr, necessariamente simétricas
em reiação ao eixo Oy.

Sejam p(t) a única solução de (1.1) satisfazen
do p(0)>0, BP(0)=0, p(t) +00 quando t > tm, q(t) a

única solução de (1.1) com q(0) = -p(0), q(0) = O,

q(t) -*0 quando" t > te e

T* = ((p(t),D(t)): te R),

1º = ((q(t),G(t)): t e R).

Como g é impar, as soluções de (1.1) definidas
acima satisfazem q(t) = -p(t). De fato, q(t) ê:

—

solução
de (1.1) satisfazendo q(0) = -p(0), q(0) = O. Definindo.
$(t) = pt), temos que à é solução de (1.1) com &(0)=

= -pto), $ (0) = -B(0) = O. Da unicidade do problema do va
lor inicial segue que q(t) = dt).

Consideremos agora a equação perturbada

(2.1) x + gx) = XX + vf(t)

onde £ é contíinua-em R, 2h-periódica, e f & harmônica

— 30 —
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impar, isto é, fíl(trm) = fit).

Sejam Fº (.,2,3/0/0) =Pp AZ pf l.ca)iE(.,2),
El.,z) = -g(p(.)+z) + g(p(.)) + g'(p(.))z, e Q a projeção
(QF) (t) = Beef

B(R). Definimos FT (.,2,2,pja)de modo análogo substituindo
pís)F(s)àds/n, na j Pº (s)ds definida em

p por q s=-p. Nosso objetivo aqui é mostrar que às curvas
de bifurcação para a órbita r* coincidem com as curvas de

bifurcação para a órbita TT,

LEMA 2.1: Suponhamos que gef satisfazem as
condições anteriores e que z*(p,a), z*(p,ya) são respecti-
vamente as soluções das equações

Zt(p,arm) = -z*(p,a).

“ PROVA: Do que vimos no Capítulo [, z2* (p,a+mT). ê

a única solução limitada em R da equação Z + g'(p(t))z
= (I-Q)FT(t,z2,2,0,0+T) satisfazendo Z* (p,a+T) (O) = 0. Ana

logamente z*(p,a) é a única solução limitada en R da e
quação Z& + g'(p(t))z = (I-Q)F(t,2,Z,P/0) “tal que

z*(p,a) (0) = O.

Das expressões de F* e F”, temos que
Fº (t,2,3,0,04+7) = FT (t,=2,-2,p/,0). Então Z*(pr,arT) ê so
lugão da equação Z + g'(p(t))z = —(I-Q)FT(t,-2,-2,0,0) e

"portanto —-z*(p,0+mT) ê solução da equação



za g' (p(t))z = (I-Q)F" (t,2,2,p,a) tal que —z*(p,arm) (0)=0.
-Da unicidade segue que z* (p,a+T) = -z*(pya). O

lema estã demonstrado.

Seja G* (pra) = Í pPF* (.,z2*(p,a),2*(p,a),p,0)/N,
e Gs” definida de modo análogo substituindo p por gq=-p
e z* por z*.

LEMAI2. 28: Se“as hipóteses do Lema 2.1 estão sa-
tisfeitas, então G*(A,u,a+T) = GT (A,u/a).

PROVA: A expressão de G*(A,u,a) é dada por

pE(. ma) = S bp z*(p,a) -
=Oo

7 oo

G* (Aruça) = —AÀ + À + S
“em OO

Co f. Pg (pr+z*(p,a)) + f P g(p) + S Pp 9'(pIlztípia)].
oo

.

: o
|

so
.º .

NES o e. |

Logo G*(Ajufço+T) = —A + Em) pf (.-(a+T) = à f pz* (p,a+mt)-
. mm DO

.
=oOo

o; oSN | Pglprzt(p,a+T) + f.
e CO

:

: = oo

Pgl(p) +

+ S Pg'(p)z*(p,a+T)],
*.

oo

G*(A,u,a+T) = dA + = [uy f gf(.-a) - | q z* (p,a)-

- j ag (grz*(p,a)) + Í q gg) +
oO

+) ag' (q)z* (pia) ]=G(A,u,0).
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Portanto Gt (A,U/AHT) = G (Ajyuça).:

Como consequênciados lemas temos o seguinte

COROLÁRIO 2.3: Se g e f satisfazenas condi
ções mencionadas anteriormente, então as curvas de bifurca-
ção para a órbita homocliínica T+ coincidem com as curvas
para-a órbita homoclínica IT.

PROVA: É só observar que se (Au) pertence ao
setoít "onde a equação .(2.1) tem solução com trajetória conti
da em RxW onde W é uma vizinhança de [, existe aeR

talque GT (Aju/a) = o. Isso é equivalente a GC" (A,u,a+rm)=0,
ou seja, (Au) pertence ao setor onde a equação (2.1) tem

solução. com trajetória contida en R x. U onãe U é uma vi
“ginhança' de T*.

UM: EXEMPLO

Veremos agora um exemplo onde as hipóteses consi-
deradas estão satisfeitas. Seja a equação

(2.2) x - xXx. + 2X? = AX + | cost

"ea equação não perturbada associada,



(2.3) XX -x+ 2X = O.

O sistema bidimensional associado a (2.3) &ê conservativo e

tem como primeira integral E(x,y) = y? -—x?+x'., Tal sis
tema tem um par de órbitas homoclínicas simétricas contidas
na curva de nível E(x,y) =E(0,0)=0 de E.Como E(1,0)=0,
tomamos Pp(t) a solução de (2.3) tal que : p(o) = 1,
pP(0) = 0. A função p é par, Pp é ímpar, p(t) > 0 e p
é decrescenteem: [0,%=). Como E(p(t), pP(t)) = O, segue que
dp/dt = -p (1-p2)*/? para t > 0. Integrando, obtemos p(t)=
= 2167 fiel)”, ter.

A expressão de G(p a) vista no capítulo 1 é. da
da por Gí(p,a) = A + uh (a) + Go (p,a) = O, onde h(a) =

J Pt) f (t-a) dt/n. De (2.2),

nh(a) = S p(t)cos(t-a)dt = cos a S Plt)cost at +
oo

co
+ sen o S Pp (t) sent dt.

em O .

Como pílt)cost é uma função ímpar, segue que à

primeira integral vale zero. Calculando a outra integral,
obtemos:

j P(t)sent dt = S 2(e7"t-et) . (et et)? sent dt
7

ma OO

| (senht , sent/cosh?t)dt.
mm CO
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Fazendo uma integração por partes, resulta que:

co co

Í p (t) sent dt -— S (cost/cosht) dt =

= OO em OO

oo
= Re S (ei? /coshz) dz.o :

O cálculo agora segue O Método dos Residuos. Observemos que
a função etZ /coshz tem um número infinito de singularida-
des que ocorrem nos pontos z= z, = (n+ diTi,
n=0O, tl, t2,.a0e

Consideremos o seguinte contorno retangular [T, daR

'do na. figura abaixo, rr = Y1 + VY2 + Ya + Yao.

Íx."
-R+ni. Ya | Ti R+n 1

o :

À
i

Í

1
:

.

Ya ab x 7/2 Pe:

;
:

- |
l

> eyTATO -R | io R ss
Í
1

!

I

|
)

Analisemos como se comportam as integrais sobre

Y2r Y3 E Y4 para R grande:



iz Ti I(R+is)
- | fa as|| —&—ae|E——“da, coshz , Cosh(R+is)

T
.,

iR 8f 2iette” as |

eRtis,-R-is

f2ods
o JeR+is, n-R-is|A

Observando que |eRt+tS , erRris| > (e? -1)/08, obte-
mos

dz T Re 2e| A

à. dz | < j >> dsh. coshz Ja eºR]
27eR
eºR1 ,'

a qual tende a zero quando R > eo,

Analogamente, em vy,: Z = -R + iít=s), O <s <T,

s

.
. RR: as -| eiz ae| |

om jet! +i(m s)] as
Y

coshz
o

cosh (-R+i (n—s))

T n. -iR —-(n—s) :

= | f 2ie Ê às |

ja enRtilt-=s), R-i(TtT-s)

1A s, 2i— :
o ds

o |Je7R+i (1=s) , 2R—=1i (7=s) |
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Através da desiguadade Je7Rtilt-s) , Pri (nT-s) | > |1-e?Pye?,

segue que

f et oa (Meo a| ,. coshz az) < f, fe? R] o
- 2768

l1-eºR

que tende a zero quando R >» >-,

Para a integral sobre o - segmento horizontal
Ya: Z = -S+ Ti, -R<s<R, obtemos que

iz R il-s+mTi)
S

S— dz = -) E—— ds7,coshz -R cosh(-s+rti)

Fazendo a mudânça de variável t =-s, dt.= -ds,a inte-
gral acima fica na forma

“fo dz o -R iltiTi)
Yz So : R.cosh(t+nmi)

- ef 2e**t at FoR etrTi,  rt-Ti o
oo —-R it

= e | = E dt
R e -e

: em ett PP
-R cosht'

iz
= e Z dz.y1' Coshz
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Logo,

: iz am: iz “ff. it : izS de = (14e”) f E de + Í Eede + f cosTçãe
YR Ya Y2z2 Y4

Calculando o limite quando R + %, obtemos que

iz :
: rf iz

Lim | —=—— dz = (l+e7") S —E——dz.R$ )y
coshz eCOShz

Como -o resíduo da função et? /coshz em Tt7i/2 é ieT/?,

segue que

1º iz o. -f. coshz dz = 2Ti(-ie )/(l1+e )

27e/? 1x77

2Te T7/2,/(8" +1)

def
" >»

Logo, S Pp(t) sentdt = -A < O, nh(o) = -A sen o.= :

:

Calculemos o valor de n:

eo E.
| “.

n -] Pp (s)ds j (senh?º s/cosh*s)ds
= OO . = OO

f [ (cosh? s-1)/cosh*s] ds =



ETA

—=
oo vRoloeee da

]J (sech*s& - sech*s)ds
= OO o 2

EdDO: DE TagenÉs

J tgh?º s sech?ºs ds.
= OO

Integrando por substituição obtemos nm = 2/3.
Portanto, h(a) = -3Asena/2.
Deste modo, Glp,oa) tema seguinte expressão:

2Gípra) = -º» -— uy 3 A sena + Go(p,a) = O, Golp,a) = O(|o]l?),

quando le + O.

.. Temos assim que as tangentes às curvas de bifurca
“ção são dadas por ) = +3Ayp/2.

*
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