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 ABSTRACT

For A, u small, the equation
“.&f? X + g (x) =';A§_+-uf(t)

ié’cgnsideredvnear'a separatrix S of the unperturbed
equation A = u = 0. We assume that § isicomposite of
two‘Symmettic 160ps,\each_one being a homoclinic orbit
having zero as o-and w-limit sets; A complete description

is given of the bifurcation curves in (A,u) - space to

‘homoclinic points in a neighborhood of S.
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"Fica,decrefado-que o homem
nao precisarada nunca mais
duvidar dovhomem.
Que o homem confiarda no homem
Como a palavra confia no vento,
Como o vento confia no ar,
_Como o ar confia no campo azul

do céu.
O homem confiara no homem

como um menino confia em

outro menino".

(Thiago de Mello)



Aqueles a quem amo.
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INERODUGAO

-Como aplicacéo do-tipo de problema que vamos li—

dar neste trabalho, suponha.que um objeto M de massa uni

 taria desliza livremente num fio circular de raio a, centro

0, que por sua vez gira sobre um didmetro vertical com ve
locidade angular constante w. A posicdo do'objeto sera defi
nida pelo angulo x gque o segmento OM faz“comyd-diémetro

vertical, conforme a figura 1.

Figura 1

A equacgao diferencial para esse. movimento &
ax = aw? sen x cos x - g sen x, onde g & a aceleracao de
vido d gravidade. Ver [1], Cap. II, §5. Pondo Q = aw?/g, a

equacao fica
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(1) X = g sen x (Qcos x - 1)/a def h(x,Q),*

o sistema associado a (1) fica

(2)

que pelo fato de ser conservativo, tem suas orbitas defini-

das pela, equagdo.

(3) ay?/2 - g(l - %ﬁcos x)cos x = ¢. (¢ = constante),

Os pontos de equilibrio do sistema sdo os pontos

(x,0) onde x satisfaz a equacac h (x,0) = 0. Sao portan-—

“to 6s’pontos (x,0) onde x = kv, k inteiro, ou x & so-

lugdo da equagdo cos x = Q~!. Ver figura 2.

.Figura 2
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ds diagramas de fase para o sistema (2) sdo obti-
dos;da’équacéb (3)..Notamo$‘qﬁe quando © < 1, ou seja,quan
do-a #elocidade angular € menor ou igual a /675_, o movi -
mento e semelhante ao de vum péndulo simples, sem amorteci-
mento. No entanto, para Q > 1, a origem se transforma num

ponto -de equilibrio instadvel, aparecendo dois novos centros

entre -n/2 e w/2. Ver figuravB.

- w——
— —— — o — — —

(@) 2 <1 , (by @ > 1
Figura 3

- Fixemos nossavatencéo no caso > l. A _origem
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‘ﬂ?‘:(0,90 :é;um>ponto de eguilibrio hiperbélico do sistema’ (2).

Um ponto p € R* & dito homoclinico a (0,0) se p per-
tence -simultaneamente is variedades estivel e instivel de
(0,0). Isso significa que, se p & homoclinico a (0,0) e

se z(.,p) & a solugio de (2) gue satisfaz z(0,p) = p, en~

lgio z(t{p) + (0,0) quando t + *=. 1Notémos entdo, na fi

gura 3(b) que existe um par de 6rbitas formadas de pontos
homoclinicos a (0,0), constituindo uma separatriz S do
sistema. Tal separatriz € a posig¢ao limite entre as oscila-

¢Oes ao:redor de cada centro e“as oscilagbes ao redor dos

- dois centros.

Vamos- introduzir agora no sistema (2) um amorteci

mgnto e uma forga externa periddica, isto &, consideremos ©

sistema perturbado

Si=x

(4) . _
_ Ly - h(x,Q) = -Ay + uf(t)
onde £ & continua, 2m-periddica e p = (A,n) é‘um pari-
met:o'ﬁo R’.:Seja Tp: R? + R? a aplica¢do que associa a
cada ._p-.é.R2 o valor da solugdo y(.,0,p) de (4) calcula
da no instante 2m, isto &, Tp(p) = y(27,0,p). Sabemos que
T, & um difeomorfismo, To(0) = 0 e To(S) = S.

Para- ¢ proximo de -0, a solucdo nula de (2) se
transfotrma nqma soluééo 2n-periéd;qg de (4) ¢(t) = ¢pkt)

ge;pegugqgmamplitude. Ver [6], Cap.IV, Teor. 2.1. Temos pog
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tanto um ponto fixo zp = ¢ (Q) de Tb' que sabemos ser hi
perbollco. Nosso objetivo & descrever, no. espaco dos parame
tros, regides prox1mas de 0 para as quais- exxstem ou nao

pontos homoclinicos a zp , proximos de S, ou seja, pontos
'

p € R? ,préXimos de g tais que Tﬁ(p) * 2z, quando n -+ to,

Em termos da solug¢do ¢(.,0,p) de (4),‘ sao pontos p pa
ra os quais VY (t,0,p) » ¢ (t) guando t + o,
Se existe um ponto homoclinico a zp entéo_ exis
tem: infinltos, pois as variedades estdvel e instavel de '1‘p
porw;zp sdo invariantes por Tp. Logo, os pontos Tp(p),
n € 2 sdo todos homoclinicos a Zp.
| A técnica ﬁtilizéaa aqui serid basicamente o Méto-
do de Liapunov-Schmidt descrito para uma Orbita homoclinica
em [4] e que:desenvolvemos no Capitulo I. Verémos que eXiE'
tem dois:setores no espago dos parametros, definidos por

duas curvas suaves, para os quais existem ou nao pontos ho-

moclinicos. No Capitulo II, consideramos o caso em que a e

'quacéo nao perturbada possui uma separatriz S - formada por

um par de Srbitas homoclinicas simétricas, como no exemplo

-acima. Sob certas condigles, mostramos a existéncia de um

inico par de curvas suaves no espa¢o o, que definem dois
setores para oOs quais existem ou ndo pontos :“‘homoclinicos:

proximos da separatriz s.
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~xo:citamos [2]:e [7]..

‘CAPTTULO 0

Neste capitulo reunimos definigdes, notacdes e al
guns“resultados basicos.que serdo utilizados no desenvolwvi-

menteo do trabalho.

1. VARTEDADES ESTAVEL E INSTAVEL

Como. referéncia dos resultados apresentados abai

Seja f£: r® + g% uma aplicagdo de classe ck

r k21
e consideremos o sistema de equacdes diferenciais ordiné-

rias
0.1) % = £(x) | (x ¢ .RP).

Um ponto, x4 € rR? € dito ponto ¢r{tieo de (0.1) se f£(x,)=0.

Se x, € um ponto critico de (0.1), e se x(t,p) denota a

’sbluéso_de (0.1) que satisfaz x(0,p) = p, p € Rn, defini

mos o conjunto estdvel de (0.1) em xo como o conjunto ‘dos

pontos p € rR% para os quais x(t,p) "esta definida - em

v[O,w) e x(t,p) - x¢ quando t » e, 0 conjunto instdvel_ de
(0,1) em 24 € definido de modo analogo, exigindo—sé

x(t,p) - X¢ quando t > -», Esses bonjuntos sdo sempre nao

vazios, pois contém o ponto xo, e em geral ndo sao subva -
N n |
riedades-do R.

._l’_
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v Um ponto critico xo de (0.1) & dito hiperboli
eo" se és multiplicadores caracteristicos do sistema linear
variacional § = f}(xo)y associadb'tém_norma diferente de
um. Se X € um ponto critico hiperbdlico de (0.1), & fato
~ conhecido que os conjuntos estdvel e instdvel de (0.1) em
Xo sdo subvariedades ,Ck - imersas no .Rq, denotadas respec
tivamente por W°(xo), W"(x,). Além disso, existe uma vizi
nhanca V. dé x, tal dque, quando restritas a‘ V, essas va

riedades, denominadas locais e denotadas respectivamente

k n

por Wioc(xo) e W?oc(xo), sdao subvariedades C° do R

SR . s u
e satisfazem Wy, (x¢c) Wy, (xe) = {x0}.
Consideremos agora o sistema de equa¢Ses diferen

ciais ordinarias
(0.2)  ° x = £(t,x) (t € R, x-€ RY

onde £ tem derivadas parciais coﬁtinuas até ordem k coﬁ
- relag@o a x e”vf(t+2n,x) = £f(t,x). Suponha que - todas as
solugdes de (0.2) estéd definidas em R. Se x(t,p) denota a
solucao de (0.2) que .satisfaz x(0,p) = p, entdo a aplicacdo
T: R? » R® definida pdr T(p) = xTZn,p)‘é um difedmorfismo
cké . o

Suponhamos que: x(t,xo) & éolucéo de {0.2) 2m=-
-periddica, isto &, x(t42n,xo) = xft,xo).'Nesse caso, Xg €
um ponto fixo de T que suparemos ser hiperbéliéo, isto e, a

aplicacdo linear tangente DT, =~ ndo tem autovalor de norma
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um. Podemos definir, de modo andlogo, a variedade estdvel de

T por x,, como o conjunto dos pontos p ¢ R™, para os -

quais TP (p) » xd_ quando n =+ », e a variedade instdvel de

I por =z, como o,conjqnto dos pontosf’p e R? para os

‘quais T ®(p) + x,, quando n > e,

Como anteriormente, esses conjuntos sdo subvarie-
dades vck" imersas no R, Quando n = 2, pode ocorrer,por
exemplo a situacgao.na figura 0.1, onde as variedades estd -

vel e instavel por. X, coincidem.

Figura 0.1

Uma situacdo-‘mais complicada ocorre quando temos
ddis”pontos fixos hiperbdlicos para T; digamos x, e X3, €

a variedade estdvel de X intercepta a variedade instivel

~de. X, transversalmente em,»g; como ocorre na figura C€.2.

0 ponto q € entdo chamado heteroclinico transversal. A se-



quéncia Tn(q), n >0, tende a x, ao longo da variedade
estivel em X, e estd contida na sequéncia T (A), =n >0

de imagens do pequeno segmento A da- variedade instavel de

et

Tn‘(A) «

Figura 0,2
x; contendo g. Essa Ultima sequéncia "se acumula" ao lon
go da variedade instavel .por Xy, de modo gue todo ponto da

variedade instavel de Xy & limite de pontos da variedade

instavel de x;. De mqﬂo‘anélpgo, todo ponto da variedade es

tavel de x; €& limite de pontos da variedade éstével de xq.

Quando a situacdo -acima ocorre com Xo = X1, 9 €
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dito homoclinico transversal, e o comportamento complicado

das ‘Orbitas estd ilustrado na figura 0.3.

Figura 0.3

2. TEOREMA DO GRAFICO FECHADO

Sejam X, Y espacos‘de Banach e T um operador
linear definido em um subespago de X ~com valores em Y. De
notamos por R{(T), D(T), N (T) e~G(T) é imagem, o dominio, ©
nicleo e o grifico de T, respectivaﬁénte,'onde

G(T) = {(x,Tx) : x € D(T)} & um subespago de X x Y. No e§/“

pacoproduto, consideramos a morma | (x,y)| = [x|y + |yly-

-

’_Dizémos que o operador linear' T:D(T)C X ~ ¥ e
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fecl'lzaclo se G(T) for um’.subespaco fechado de X x Y. Em ou
tr-a»s::;,pa;lavras, T & :fec-hadé ,s.é, para toda séquéncia" (xp) | em -
D(T), -as} relagoes xn"-r x em X, Tx, >y n~.em Y implicam
X € D(T) e Tx =y. O Teorema do Grafico Fechado serd usa

do na forma abaixo, conforme [8], Teor.VI.2.

. TEOREMA 0.1: Seja T: D(T)C X + Y um operador

linear fechado. Entao T & continuo se e somente se D(T) é

fechado.

Notemos'que se T+ & um operador linear ,fech'ado e
invertivel entio T ' & fechado pois T e T™' tém .essen-
.cig;(l‘_.:ménte 0. mesmo gré;‘.jico,. —;I;ambéin, se T & linear e conti
nuo e se D(T) é fechado em X entio T & fechado. Disso
tiramos o coroléario ab_aiico;,— que estabe'le,cejﬁm-; 'impor‘ta’nte cri )

tério para garantir a-continuidade do operador inverso.

COROLARIO 0.2: Seja T: D(T)<_ X + Y um operador
linear continuo e bijetor. Se D(T) €& fechado entdo o ope-

rador inverss T Y: Y + D(T) & continuo.
3. TEOREMA DAS FUNCOES IMPLICITAS

A formulacdo aqui apresentada do Teorema das Fun
¢oes Implicitas & conveniente para sua utilizacdo nos capi-
tuifgj's"qt‘_Je's_e seguem. Uma prova do mgs‘,mo pode ser encontrada em

{91, Cap. II, Teor. 7.2.
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TEOREMA 0.3: Sejam X, Y, Z espacosade Banach,
UC X x'Y um aberto e -f: U + Z uma funcdo continua. Su-
ponha que  f tenha derivada parcial D;f(x,y) com relagao

a x continua em U. Se (x9,yes) € U €& tal que £(x,,y0)=0

e Dif(xo,ye) & um homggmorfismo linear de X sobre . 12,

entdo:

i) existe uma-unica funcao continua x = u(y) de-
finida numa vizinhanca V de 1y, tal - que
ulye) =x, e fluly),y) =0, ¥yelV.

ii) se f for de classe C!, entdo u é de clas
‘se C! em V e u'(y)=-[D:£(uly),y) ] oDa£ (uly),¥),

VyelV.

iii) u é de classe cP se f for de classe Cp,

p > 1.
4. O METODO ALTERNATIVO
Nesta seccdo apresentamos uma descrigao do Método

de Liapunov-Schmidt ou Método Alternative. Exposigdes mais

detaihadas para compleméntacdo deste topico:podem ser encon

tradas em [3], Cap. II; [6]; Cap. IX.

-Uma projegdo P no espaco de Banach X & um ope

rador linear continuo P: X +;X ,tal_que P? = P. Uma proje
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cao P ,deterﬁina uma decomposicao de X ém‘soma direta
X =R(P) @ N(P), onde N(P), R(P) sdo subespacos fecha
dos. Se P & uma projecdo em X, denotamos Xp = R(P). Com
o simbolo I = I, indicamos o operador identidade em X.

 Estamos interessados em estudar a equagao
(0.3) ' Lx = N(X,p,d) ’ ’
onde L: D(L) CX +» Y & um operador linear e N:X x RO xR=+Y

um operador ndao necessariamente linear. Vamos supor satis-~

feita a seguinte hipdtese:

(H) ~existem projecdes P: X + X e Q: ¥ -+ Y tais que

Xp = N(L) e YI—Q.= R(L).

. Com a hipotese (H), a equagdo (0.3) fica equiva -

..lente ao sistema

- [ (z-0) (LxN(x,p,a)) =0
(0.4) |

Q(Lx - N(x_lp'ra)) =0

A hipdtese. (H) implica que (I-Q)Lx = Lx e QLx =0,

para todo x e D(L). Portanto, o sistema (0.4) fica equiva

'lenge a



Y H.(I»-.-Q).N (x,p,0)
(0.5) d '

T » ON(x,p,a) =0
A\

Daﬁhipétese‘(H)ftemos ainda que L dgf L[
: ; _ ) D (L‘)ﬂx“f'_is

& um isomorfismo entre D(L) N\ X, , e R(L). Logo, existe

um operador linear K = L™! definidp em R(L) tal que

LK

I . em -R(L)

KL = I-P em D(L)

Utilizando .essas relagdes, concluimos que o siste

ma~fO.S)*éleqﬁivalénté‘ao sistema abaixo:

. r(a) X=PxX + K(I-Q)N(x,}p,a)
(0.6) J '
L(b) ON(x,p,a) = 0

Provamos assim o seguinte teorema:

TEOREMA 0.4: Se a hipdOtese (H) estd satisfeita en
tio existe um operador linear K:R(L) + X tal que LK =1
e "~ em R(L), KL = I:- P em D(L) e a equacdo (0.3) & equi-

‘valente ao sistema (0.6).
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1)

2)

operador linear continuo entdo D(L)

=10 -

Observagbes:

‘Se D(L) for um subespaco fechado de X e se L for um

D(L) N Xr p é fe

chado e L & continuo. Pelo Corolirio 0.2 segue que K

No caso que- estaremos interessados, o sistema (0.6) tem

solucao x € D(L) se e somente se Px = 0. Mais ainda,

N & continua, 3aN/3x & continua numa vizinhancga de

(x,p,0) = (0,0,q), N(0,0,0) = 0 e O9N(0,0,a)/9x = 0. En
téoba funcao - - - | |

£: D(L) 1 X; p X R" x R > Y

.definida por fix,p,a) = x - K(I-Q)N(x,p,a) satisfaz,pa

ra todo o ¢ R, £(0,0,a) =0, 0£(0,0,a)/3x = I. Segue

"do Teorema das Func¢des Implicitas que a equacgdo f£(x,p,a)=0""

pode ser resolvida;numa;vizinhéncaJde - (x,p,2) = (0,0,0a),
dando uma unica solucgdo x* = x*(p,a).

Logo, o problema de encontrar solugdes para a e-

qﬁéﬁiﬁ"&0;3) fica reduzido a encontrar solugoes (o;a) para

a equacd@ QN(x*(p,a),p,a) = 0, chamada equagao de bifurca-

¢do. Temos assim um probleéma alternativo para a equacgao

(0.3).

A equagdo (0.6-a) é chamada equagao auxiliar. -



CAPITULO I

Faremos neste capitulo um estudo detalhado da par
te de [4] que trata da bifurcacio de uma Srbita homoclini
ca. |

Consideremos a equacdo
(1.1) X +g(x) =0

onde g tem derivadas.até terceira ordem continuas em R,

g(0) =0 e g'(0) < 0. Seja

C (x=y
(1.2)
—gﬁ.(x)

<
fl

0 sistema bidimensional associado a (1.1). Nessasvéondiqﬁes,
o ponto de equilibrio (0,0) de (1,2) é umAPonto de sela
com expoentes caracteristicos =y, y = [-g'(O)]l/g.

Suponhd que o sistema (1.2) tenha_ﬁma 6rbita ho
,mqélinica I constituida de pontos comuns &s variecades es
tével‘e instivel de (0,0). Seja p(t) a solucdo de (1.1)

tal que p(0) =0 e

I' = {(p(t), p(t)): t € R}.

- 11 -



limitadas em R e“tendendo a zero quando t > tw, a saber,
'{(p(.—d), §(f;a)) 10 € R}.
’Cbﬁéidéremos agora a equacdo perturbada
(1._.3)’ X + g{x) = -Ax + uf(t)
onde f & uma funcéo continué, 2n-periddica, p = (A,ﬁ) é
um parémetro_em R? e sejq;o.sistema bidimensionél associa

do

=¥

-g(x) - Ay + uf(t)

Nessas condig¢les, para p  proximo de (0,0), temos uma so
- lugao .¢p(t) de (l.4) que & 2m-periddica de pequena
iaﬁpiiﬁﬁaé; Seja T, R? + R? o difeomorfismo que leva

p € R’ no valor da solugdo de (1.4) calculada em t = 2m.

Temos:entdo Qm pqnto,fixo ;zp_é ¢p(0)§gde Tp. Sejém - W%
e lwg respeétivamente as variedades globais estavel e ins
_tével de Tp, por z ;. Dadas vizinhaans vV de b =(0;O),

‘1 U. de T em R?, queréemos saber se para. p €V, _.exisr
- tem pbntosNem U comuns 4as variedades Ws 'e Wg,A distin
‘ tds de ,2 . 'Em térmos das solugoes de._(l:4), quéremOSQsa-
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ber se para p € V, existem trajetdrias { (t',tpp (t)) :teR} de (1.4)
com Wa(t) # ¢p(t), teR e wd(t) - ¢p(t) + 0, quando

tir toog

Comecamos investigando a existéncia de solugdes 1i

‘mitadas em R da equagdo linear variacional nio homogénea
(1.5) z + g'(p(t))z = F(t).

Consideremos a equacgdo linear homogénea associada -
a (1.5),

(1.6) 7+ g'(p(t))z = 0.

Como p(t) + g(p(ﬁ)) =0, o seque que
P(t) + g'(p(t))p(t) = 0. Portanto p. & solucdo de  (1.6)

e & limitada em R. Seja g a solugcdo de (1.6) satisfa

zendo q(0) = — —L —, q(0) = 0. O valor de q(0) foi es
: » p(0) :
colhido de modo que o valor constante do Wronskiano de

(b,q) seja um, isto & P(£)G(t) - B(tla(t) = 1.
Consideremos o sistema linear associado a (1.6)

escrito na forma

(1.7) | ® | z

Tl =a o+ B(O) ;o (wsz)



.F_O 1
‘onde A..= | : e
-g' (0) 0
B o @
B(t)=| | | .
| =g* (p(t))+g' (0) ol

/2

Os autovalores de A sdao =y, onde vy = [-g'(O)]1 . Se-
jémw‘CI e 2 Os autovetores associados a -y, Y respecti-
vamente. Observemos qué Jj|B(t)|dt < », De fato, pelo Teo
rema_do VaLor'Médio,- |B(t31 = |-g'(p(t))+g' (0) ] =

= [g"(a(t)).p(t)] g_MIp(t)l, visto que e(t) esta entre 0
e p(t) e g" é contian,.Como p(t§7+ 0 exponencialmente
‘ quando t + ®, segue JQIB(t)Idté< ®, |

’ Pelo Teorema ;ﬁ.z em IS]) O sistema (l.7) tem

uma matriz fundamehtal

v i z; (%) » z, (t)
e,y %
wy (t) w, (t)
tal que o (t) ~ .e-thlb’ ¥ (t) ~ eY#C‘ZI quando £t > o, 0 .

simbolo  fi(t) ~ f£,(t) gquando t - = significa que existe
T >0 e existem constantes m, M pdsitivas tais que

m < 1fl(t)| /'1f2(t)| < M; t > T. Mostraremos que podemos

ooT

tomar -% = [p,p] e W’:’[qyé]T- De‘fato, temos que
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]

atp,p 17 + blq,q";

<
u

clp,p1T + dlq, g1t

onde a,b,c,d sao constantes. Agora,'coﬁo [ﬁ;ﬁ}T ‘é limi-
tada em [0,~) e ‘W nao é limitada ém_ [O,w), segue qué
tq,a)T ndo & limitada em [Ofé).'Comb ¢ & limitada em
{0,«), segue que1pb'= O.VPortanto [é,ﬁ]T'N e'ytiq, t >re>, A
gora va-c[é,ﬁlT] " éYt£, quando t - é. Logo

g, T e, el
o - "Dé:modéfintéiramenté andlogo, podemos mostrar que
[@,ﬁ']T ~ eYtgl e [q,élT 0N e"Ytaz gquando t > -,

0 lema seguinte & uma Gerééo da Alternativa de

Fredholm para solugdes limitadas em R da;equacéo (1.5) .De
notamos por. B(R) o espago de Banach definido por
B(R)

=]

{F: R> R; F continua e limitada} munido da_horma

sup |F(t)|, F e B(R).
teR : '

LEMA 1.1: Se F € B(R), a equagdo (1.5) tem solu-

~¢doem B(R) se e somente se
- (1.8) J p(t)F(t)dt = 0

'~ Se (1.8) estiver satisfeita, ent3o existe uma familia a

um pardmetro de solugdes de (1.5) limitadas em R.

PROVA: Pela Férmula da Variagao das Constantes,tg‘
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mando & e ¥ definidas acima, temos que a solucdo geral

de (1.5) & dada por

| t .
(1.9) z(t) = Aq(t)+.3§'(t) +f [p(s)q(t)p(t)g(s) IF(s)ds
. . 0

onde A, B g86 constantes arbitrarias.

Utilizando os fatos provados acima sobre ¢ e ¥,
mostra-se.que existe constante k > 0 tal que

a) |p(oiq(s)] < ke V(&8 b, 55
(1.10)

by {pt)gs)| < keYE8) ¢, o <o

IA

Da-relagao (l.1l0-a), verifica-se"que-’ z(t) em
(1.9) é limitada em [0,%) se'e somente se A= —r :ryf)(_s).F(s)ds.
De fato, temos que Bp(t) & l‘imitadb em Ioi. Também,‘
para t >0, | |

et | | t.. |
If p(t)q(s)F (s)ds] f Ipi{tia(s)||F(s) |as

A

IA

t
[ ket 51 o)

.0,

k|IFll 11 - e H/y

IA

< =il /+.

A
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Logo z(t) é limitada em [0,%) se e somente se o termo

A t .,
Ag(t) + gq(t) j p(s)F(s)ds é& limitado em [0,x). Mas,
_ _ 0 ' ’
. . t . : w'
Agq(t) + q('-t,)j p(s)F(s)ds = -’q(t-).[A+J°p(S)=F(S)-dSI—
o .

- I q(t}é(s}?(s)ds. Venifiquemus‘gue J

. q(t)p(s)F(s)ds &

t

limitado em [0,»):

l[’tqtt)é<s)r'<s>dsl [ Ip(siq(t) | |F(s) |as
‘7t

I

A

j ke~ Y(5=t) ||p|| as
t A

kle]l /v.

Como q(t) ndo & limitada em [0,~), segue que =z(t) € 1li

70
mitada em [0,») se e somente se A = -J ﬁ(s)F(s)ds.
o . 0

De modo analogo, usando (1.10-b), verifica-se que

- 0
z(t) €& limitada em (-»,0] se e somente se A:J p(s)F(s)ds.
Portanto z(t) é limitada em R se e somente se
. oo 0 ‘
A = -I p(s)F{(s)ds = J p(s)F(s)ds, isto €, (1.8) esta'sa
0 -0 : '

tisfeita. Nesse caso, substituindo um dos valores de A a
cima em (1.9), obtemos as solugbes limitadas em R de

(1.5) .dadas por:



t t

(1.11) z(t) = Bﬁ(t)—ﬁ(t)J q}s)F(s)ds%q(t)Jké(s)F(S)ds.

0

Observemos que . variando B em R obtemos uma fa
milia a um parametro de solugdes de (1.5) limitadas em R.As

sim, o lema esta demonstrado.

Se x & uma solucao limitada em R de (l.3)com
(x(O),i(O)) proximo de T, entdo existem o,a reais univoca

mente determinados de modo que:

(x(0),%x(0)) = (pta),p(a)) + a(P(a),-p(a)),
onde (ﬁ(a),qéla)) é ortoqonal¢ao-vet6r tangente
_(b(a),ﬁla)) a T por '(p(a),ﬁ(a)). Portanto, & suficiente
considerarmos solugdes x(t) de (1.3) da forma

x(t) = p(t+a) + z(t+a),

onde (z(a),z(a)) & ortogonal a (B(a) B (a)) por

‘Qﬂa);éla)). ou seja, solugdes x(t) dadas por
(1.12)  x(t-a) = p(t) + z(t),

onde (z(0),z(0)) & ortogonal a (p(0),p(0)) = (0,p(0)). Is
SO acontece se. e somente:se %(O) = 0.,
Fazendo entdo a mudanga de varidvel (1.12) na

’equagéo (1.3)- e linearizando obtemos:
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B(t) + 2 + glp(t)+z) =9-A(P(t)+z) + uE(t-a),
Pet) + Z + glp(t)) + g'(p(t))z =

= —Aé(t) - Aé + ﬂf(t-d) +VE(tlz)l

onde "E@(t’,zv) = -g (pf(t)v%z) + glp(t)) + g'(plt))z. Notamos
‘que E(t,z) = 0(]z]?), quando |z]| > o.
Obsefvan,do que p. € solugdo de (l.l), nosso pro

blema & encontrar solug¢des z da seguinte equagao:

E + g'(P(t))z = E(tlzlélpla)l

(1.13)

F(.,Z,é,p,a). dgf "}\é_ Aé + uf(--a) + E(O’Z)o

Vamos aplicar o Mété:do de Lia;punov—Schmidt a equa
cao (1.13). Sejam X = B('z) (R) o espago de Banach definido
por BPV(R) = (F e B(®R); F & de classe €2, F' e F" li~

‘mitadas em R} munido da norma ||F||, = [|Fll + llF'|] + |le"]|l .
PeX e Y = B(R‘) definido -anteriormente. Seja L: X > Y
B ooperador linear dado por Lz =z + g'(p(.))z, |

Nz ‘X)x R x R+ Y, o operador} definido por AN(z,_p,a) .=
 = ,,_.Aé.:_. A.:a +.uf(.-a) + E(.,2). ,Esfta;gp_s entdo ~ interessados

em estudar a equacao

(1.14) <Lz = N(z,p,0).
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vDefinindO» P: X+ X por
(Pz) (£) = 2(0).p(t)/P(0),t € R,

ggemos.que P & projegcdao. De fato, P é linear, continua e

P2z = P(Pz) = P(z(0).p/B(0)) = z(0).p/p(0) = Pz,

ou seja, P? = P. Além disso, Xp = [é] = N(L).

Definindo Q: Y -'Y por

(QF) (t) =-§(t)j WB(S)F(s)ds/n. t € R,
-0 .
onde n .= J b’(s)ds, temos que Q & uma projecdo em Y.

oo

Além disso, pela alternativa de Fredholm,

R(L) = {FeY : QF = 0} = Y. . Nessas condicles, pelo que

_ 1-Q ,
 vimos na descricdo do Método de Liapunov-Schmidt o operador

LixIﬁP\ é um isomorfismoc entre X € R(L). Portanto, da

I~-P
da F E'R(L), isto &, FeY com QF = 0, existe uma ﬁni—

ca solugdo 2z da equacao (1.5) com Pz = 0,’6u seja, uma

solucdo: z de (1.5) com  z(0) = 0. Analisando a expressao

{1.11), vemos que essa soiugéo éa obtida tomando-se B = 0,

a qual denotaremos por 25, Logo, o operador linear inverso

de “LJXI;P é& K: R(L) -~ X definido por K(F) = z

I-p , F°.
Temos que o operador L]XI_P € continuo, pois -



T3,

(1.15)

-2 -
IZ + g* (e (12|
Iz Il + e e |l Ll 2]l

@+ [lg* (]l =zl

el

A 1A

milzll, . ¥z e (I-P)X.

Também, (I-P)X- € subespago fechado de X, pois (I-P)X =

=P~*(0), onde P & continua. Do Coroldrio (0.2) segue que

K & ‘'um operador linear céntinuo.

Pelo Método de Liapunov-Schmidt a equagdo = (1.14)

€ entdo equivalente ao sistemary

{a)y z = K(I-Q)F('Izléfpfa).

,.b) QF('Izlélpvla) = 0.

LEMA 1.2: Existe 6§ > 0 tal que se: |p| < §,

@ € R, entdo a equacdao (l.15.a) tem uma Gnica solucdo

z2*¥ = z*¥(p,a) de. classe C? em op,qa, satisfazendo

z%(0,a) = 0, 2*(0,d) = 0, ¥ a e R.

PROVA; Substituindo em +(1.15.a) a exprgs§éo> dada

em (1.13) e definindo J(z,z,p,q) = z -

' —K(I—Q)[-ké - Az 4+ pf(.-a) + E(.,z)],’temos;que-JUL0,0ﬂﬂ=b;

D,310,0,0,0) =TI, onde I & o operador identidade em X -

Pelo Teorema das Fungbes Implicitas, existem §>0
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‘€ uma tnica fungdo z*(p,a)vpara lp[<6, o eR, tal que z*(0,0) = 0,

z*(0,8) = 0 e J(z*{p,a), é*(p,a),p,a) =0, isto €,

z*(p,a) = K(I-Q) [-Ap - A2*(p,a) + uf(.-a) + E(.,z*(p,a))].
Claramente 2z*(p,a) € de classe C? em p. Para ver que
é de classe C?* em «, observar que z*{(p,0) é a solugdo

limitada em R da: equacdo.
Z(t)4g' (p(£))z(t) = (I-Q) [-Az+uf(.~a)+E(.,2)] (t)

com %*(p,a)(b) = 0, visto que Qé = é; Entao

z*(p,a)(.}a)idgf w*(p,a) é‘a solucao da equa¢éo

W) +g' (P(Esa))W(t) = (I-0) [-AW+uf+E(.+a,w)] (¢),

tal que w*(-a) = 0, onde Qu: Y >~ Y € a projegao defini-

da por
(Qdf)(t)'= P(t+d)I p(s+a)f(s)ds/n ; t e R,
n = J p? (s+a)ds.
- OO
Considerando L:X>Y o operador linear  dado
por. Law =W+ g'(p(.+a))w, observamos, como foi.visto an-

teriormente para L, gque. N(La)‘= [ﬁ(.%a)],

o R(L) = {F e ¥: QF = 0}. Logo podemos definir o _voperador
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linear Ku’ inverso de} La‘xI-Pu’ KQ:R(Ld)+ X ' onde

P : X-frx é a projecdo-definida por e
(2,9) (€ = $(0).B(tva) /Bla); € e R.
Concluimos assim que:
W) = Ku@I-Qd)[-A&*(p,a)+uf+s<.+a,w*(p,a))l.

_ou seja,’ w*(p,ai é solucao implicita da equacdo
W= K (I-Q ) [-Aw + uf + E(. +o,w)].
Pelo Teorema de Diferenciabilidade das solﬁcées
em relacdao as condigdes iniciais e parametros, segue que K
€@ de classe C* em ba.' . '
| »Coﬁo« (I-Qa)[—AQ,+ uf -+ E(. +a, w)] €& de classe
C* em a, conclui-se que w*(p,a) é de classe C? em ao.

Portanto =z*(p,a) & de classeC* em a. O lema esta demons

trado.

Entao olprbblema de encontrar solucgdes limitadas
em R para a equacdo (1.14) fica reduzido a encontrar so

lugdes (p,a) da equagdo”
QL-Ap=A2*(p,0) +uf (.=a) + E(.,2*(p,a))] = 0

“Assim,usando a definicao de Q, provamos o sequin

te teorema:
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v‘fEOREMA 1.3 Suponhgmos g e £ satisfazendo as
-condigbes anteriores. Entao;exisﬁem § >0, ¢ >0, tais que,
sé |p1 < §, {1.3) tem uma unica éolhgéo» 2w¥periédica
¢p(.) com> H¢p(.)||<vc, ¢o(t)55_0.  Além disso, para
]pl < §, existe uma solugéo 'xp(.) de (1.3)} distinta de
'Qb(')' com (xp(t),»ip(t)) Prég&mo dé P,vvpara t e R; e.
"xb(t).- ¢p(t)4 + 0 quando t + t» , se e somente : se
xp(.) =pl. +a) + z*(p!a)(. +a); xo(.) = p(. + a), onde _
Lz#(p;a) éfsblucéo;de '(l.ls-a) e (Q,a) satisféz a equa
'céofde‘bifurcacéO' |

,G(Plo‘-) =0,

G (p,a)< 98t J p(E)F (£,2* (p,a) (t) ,2* (p,a) (t) ,p,a)dt/n.

Passemos agora a estudar a equacao acima,
Da definig¢do de F em. (1.13), temos

CGlp,a) = -1+ £ I pf(.-a) + Golp,a) = 0, onde

-00:

o

Go (p,a) 98F [-A'I' pz* - I P g(p+2*)-fJ P glp) +

+ j é g'(p)z*}/n.

Observemos que Gol(p,a) = 0(|p]?), quando el + 0.
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o

- 0O

De fato, Go(0,a) = [-J ég(_p%»Z*(O.a)) +J P glp) +

o+ J p g'(p)z*(0,a)1/n = 0,

aGo (0 ,_a) /81:[-—}

.;.Sz'*(o,oc)_-J" Pg’ (p+z*(0,a)) 92*(0,a) /ar+

-0
o

@ . .
+ J pg'(p)3z*(0,a)/3A]/n = 0.
=0
- Analogamente 3Go (0,a)/du = O.
Observemos agora que as solugoes de G(A,u,a) =0

‘com X # 0 devéﬁ ter’ p # 0. De fato, se G(A,0,a) = 0 en-

tdao X = Go(A,0,0) O(I)\'I‘2 ) . ‘Portanto, numa vizinhanca‘- de

‘MI)_\IZ},“ que implica X = 0.

[ N

A=0 tgmosik IA'
.‘ Isso justifica dividir G(p,a) .pbr M. Fazendo

em‘;seguicia B:i= \/u, H(B,u,a) dgf;G-.(Bu,:y,a)./p,' h(o) =

= r_faf(.--d)ﬂ/n, obtemos: |

=00

H(B,u,a) = -B + h(a) + Gy (8,u,0) = 0,

‘onde Gi & definido por Gy (B,u,&) = Go(Bu,u,0)/u, se u#0 e
G1(8,0,0)

b.

Os:proximos:-lemas estabelecem condigles para a existéncia

de solugoes de H(BR,u,a) = 0.

LEMA 1.4: Se. Bo = k(ao),h'(a,) # 0, entdo exis-

‘tem A > 0 e funcdo  a*(B,u) com a*(Bo,0) = ao, tal que
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H(B,u,0%(B,u) = 0 para [B-Bo| < &, |u] < A

PROVA: Da definicdo de H temos que:

0,

H(Bo,0,00) = =Bo + h (aq) + G1>(Bo,=’0,0to)

1]

H,(80,0,a0) = h'(as) + 3Gy (Be,0,00) /% = h'(as)0.

0 resultado segue do Teorema das FungoOes implici-

tas.

LEMA: 1.5: Se Bo = h(ag), h'(ag) = 0, h"(ag) # 0,
_entdo existem nA >>0ifé;fyfunﬁéo?‘8*ku)‘ definida”§;f$%7:‘ Tm
[ul < a, :com  B*(0) = B, £a1 que a eqﬁagéo- H(B,u,a) =0
tem duas solucdes proximas de (Bo,0,0o) de um lado da cur

va B = B*(u), e henhuma;solugéo do outro lado.

PROVA: De acordo com as hipéteses; aplicando ‘ o

Teorema das Fungles Implicitas 5 fungao H_  no ponto
iso;o,ao), obtemos A > 0 e uma unica funcdo o*(B,u) com
a*(Bo,0) = a9 e H (B,u,a*(B,u)) =0 para‘ - |8-Bo] < 4,
lul < 8. | *

" Definamos M(B,u) = H(B,u,a*(8,u)).

0 valor M(B,u) € um maximo ou minimo de H(BR,u,a)
com rela¢ao a o para B,u fixados. De fato, como
h"(ao) # 0 e 3°Gi/3a* & continua com - 32G; (Bo,0,a,)/20%=0,
b pode ser tomado de modo que Hy(8,u,a*(8,u)) = O e

Hy o (Bru,0*(8,u) # 0 para le-8o] < a, lul ?~A-
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Agora, M(B¢,0) = H(By,0,00) = =Bo + h(og) + G1(Bo.°;d§)=0,
Mg(85,0) = -1 + h'(co)a§(80,0) + 3Gy (Bo,0,a0) /28 +
+ 3G1(Bo,0,00) /30 . aX(Bo,0) = -1. ' Pelo Teorema das  Fun-
¢Oes Implicitas, existeﬁ7 A>0 e funcdo B*{n) definida
para ‘|H,|,< A, B*(0) = Bo "tal que ?M(_B*'(u)ﬂ.-u) = 0.

| bafa fixar as idéias, suponhamos vh"(ao) > 0, is-
to &, M(By,0) é.um valor minimo de H(Bo;O,d).

‘Fixando (B,u) com g - Bo| < &, [u] < a do
lédovda curva B = B*(u) em que o valor minimo M(B,u) de
H(B,u,a) & negétivo, segue qﬁe existem dois valores de 'd
proximos de oo para os éggis H(B,u,a) = 0. Portanto, te-
mos duas’ solucdes de H(B,u,a) = 0 proximas de (Bo,b,ao).

-‘Qﬁéndo M(8,u) > 0, na3o ha solugdo de HIB,u,a):O
‘proxima de (Bo,O,do). Cénclusées anéiogas sio tiradas no
caso em que-, h"(ae) < 0. '

Logo, existem duas solugées.de H(B,u,a) = 0 pro
ximas de (B80,0,00) quando (B,u) esta num ladorda curva
8 = B*(l), e nenhuma solucéo quando (8,u) estd no outro
lado. O lema est3 demonstrado.

Em termos de coordenadas originais X, u, ©O lema
anterior diz que existe uma vizinhanca V de (A,u) = (0,0)
tal que a equagéo G(A,u,a) = 0. tem duas solugdes (A,u,qa)
se - {A,u) € V »esté num lado da curva X = B*(p)u, a pro-
_ximo de ap, A proximo de Bou, e nenhuma SOIucéo com o
'prSXimo de ao se (A,u) estd do outro lado. Observamos

~'que a curva A = B*(u)u & tangente.é reta, A = Bow - - em
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~ (m) = (0,0).

No qué'segueradmitiremos~a sequinte hipotese:
(H) h"(a) # 0 sempre que h'(a) = 0, h assume o valor

minimo. em .o

or © valor miximo em ay, hi(ag) < hiay).

TEOREMA 1.6: Suponhamos satisfeita a hipltese (H).
Entdo existem vizinhangas U de I, V de (A,u) = (0,0)e
duas.curvasndiférenCiéveis Cm, Cy &V, tangentes respecti-
vamente &s-fre’ta.s. X =hlogu, A =h(ay)lu no ponto (A,u)=
= (0,0), de modo que. Cm'é CM definem dois Setores em- V,
tais que para (A,u)'perteﬁcente ao setor interceptando o)
eixo p =0, a equacéb (1.3) nao possui solucdo distinta
de ~¢p(.) com trajetdria con;ida em R x U, e tem‘pelo me

nos 'uma se {(\,u) pertence ao outro setor.
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PROVA: Pelo Teorema 1.3, as solucdes désejadas._

sao da forma;xp(.) = pl.+a) 4'2*(p,a)(.4a) onde: B = A/u e

a sao solugoes da equacao
(1~l7) H(8,u,a) = =B + h(a) #-G1(B;H,a)_= 0,

para B, o em R, u proéximo de zero. Se B # h(wa), para
@ em R entdc a equacdo ndo tém ‘solugdo com p préximo de
zero, pois - G; € continua e G, (8,0,a) = 0.
- Se Bo = hlog), com ao =0, ou ay entao
h'(ag) = 0 e h"(aos) # 0,-- pela hipotese (H). Segue do Le-
ma 1;5 que (1.17) tem duas solucéesrpiéximas dé_(Bo,O;uq)
se {(B,u) esti num lado da curva = 8 =_3*(u), B*(0) = Bo,
e nenhumaTSoiucéo proxima de (Bo,O,ao) se (B,u) ésté'do
outro lado de 8 = B*(u). A curva B8 - B*(u)} " quando do=am.

define ém, por XA = B*(u)u, que € tangente a reta

h{op)u em  (A,u) = (0,0).1Quando_:ao = oM, @ curva

"

B = B*(u) define CM por A = B*(u)y, que € tangente &
reta “A = h(og)u em (A,u) = (0,0),

'Se Bo = h{ae) com h'(og) %‘0, segue do Léma
l.4.qﬁe existe uma solugdo (B,u,o*(B,u)) de (1.17) préxi
ma dg (Bo,0,00). Observar que, nesse caso, como A = h(aog)u
e h(am) < h{ag) <‘h(aM), entao (A;u) nao pertence ao se-
tor que intercepta:o eixo . O teorema esta pfovado.
| As curvas Cp e ¢y serdo chamadas.curvas de bi

furcagao para a orbita homoclinica T.



CAPITULO II

Vamgs.considefar nes£e capitulo oAcaso em Que Ca
‘funbéo g em (1,1)' é impa?'e que (1.1) Ateﬁ ﬁm par de
orbitas homoclinicas Pf, r=, necessatiamente simétricas
em relagéo ao eixo Oy. |

Sejam p(t) a unica SOIucéo de (l.1) satisfazen -
do p(0) >0, p(0) =0, p(t) »0 quando t + =, q(t) a
@nica solucdo de (1.1) com g(0) = -p(0), q(0) =0,

bq(t) +'0 quando® t +» o e

r* = {(p(t),p(t)): t € R},

I~ = {{g(t) ,q(t)): t € R}.

Como g € iImpar, as solugdes de (1.1) definidas

acima satisfazem gq(t) = -p(t). De fato, q(t) &  solugio

de (1.1) satisfazendo q(0) = -p(0), q(0) = 0. Definindo
d(t) = ;p(t), temos que ¢ €& solucdo de (l;l) com ¢(0)=
- -p(0), $(0) = =p(0) = 0. Da unicidade do problema do va
lbr iﬁicial ségué que q(t) = @(t).

Consideremos agora a equacao perturbada
(2.1) X + g(x) = A% + pf(t)

onde f & continua em. R, 2f-periddica, e f & harmdnica

- 30 -
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iﬁpar, isto &, f(t+m) = —-f{t).

‘Sejam_ F;(.,Z,i,p,a) ='—A§ - A; ; uf(.-a)%E(;;z),
E(.,2) = -g(p(.)+2) + g(p(.)) % g'(p(.))z, e Q a projecdo
(QF) () = é(t)f°°

B(R). Definimos Fh(.,z,é;p;a)de modo analogo substituindo

: ©
é(s)F(s)ds/n, n = J p?(s)ds definida em

-0

p por g = -p. Nosso objetivo aqui é mostrar que as curvas

de bifurcacao para a Orbita Ir'*  coincidem com as curvas de

bifurcacdo para a Orbita T~.

LEMA 2.1: Suponhamos que g e f satisfazem as
condigbes anteriores e qué~‘z:(p,a), z*(p,a) sao respecti-
vamente as solugOes das equacgoes

2. = K'(I?'.Qf)'F.“-(olzl'érpr'a)r 2 = K'(I-‘Q)F—('lzlélpvl‘a)' En’téo,

z*(p,a+m) = -2*(p,0).

.~ PROVA: Do que vimos no Capitulo I, z:(p,aéw) é

a tGnica solucdo limitada em R da equacdo z + g'(p(t))z

= (I-Q)F*(t,z,é,p,a+n) satisfazendo é:(p,a+n)(0) = 0. Ana

logamente z*(p,0) & a finica solugdo limitada em R da -

quacdo % + g'(p(t))z = (I-Q)F (t,2,2,p,0) ~ tal que
z*(p,a) (0) = 0. |

Das expressdes de F' e F_, temos gue
F*(t,z,%,p,u+n) = ~F (t,-2,-2,p,a). “Entdo z*(p,0+1) & sO

luCEévda‘equaCéo §,+_g'(ptt))z = —=(I-Q)F {t,-2,-2,p,a) e

‘portanto —ii(p,a%w)' é solucao da equagao



z+g'lplt))z = (I?Q)F*(t.z,é,p.ar tal que —é:(p,a+n)(0)=0.' R
- Da unicidade segue que z:(p,aéﬁ) = -z*(p,a). O

lema esta demonstrado.

nga G+(p,a) = j ‘éF*(-:Zi(D,a),i:(p,a),D,a)/nr

e G~ definida de modo analogo substituindo p por q = -p

e z: por z*.

LEMA  2.2: Se:as hipdteses do Lema 2.1 estio sa-

tisfeitas, entdo G'(A,u,0+m) = G™(A,u,a).

PROVA: A expressio de G+(A,u,a) € dada por

TR

-0

£ Q0

G+(A(H1a) = =X 4'%“[u 3 J

"0

- IJ- B (p+z*(p,a)) + J P glp) + J B9’ (p)z(p,0)].

.}

0 '.. :
pz* (p,a+m) -

Logo G*(A,u,a+m) = =A + %[uj pPf (.= (a+m) = A J
' . B : 00

R —Jimég(p+z:(p,a+w) + fimég<p)';
+ jiw ég‘ip)z:(p,a;n)l,
G* (A, aem) = =A 4 % [ u Ji;&f(.éa) _ éfi;é éj(o:;)_
- fiwég(q;zg;p,a)) + jimé gl@ +

»%fJ .égJ(q)z:(p;a)JéGd(l,u,a)- :

. ]
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Portanto G+(A,u,a4ﬁ) =G (A,u,a).
Como consequéncia dos lemas temos o seguinte

COROLARIO 2.3: Se g e f satisfazem as condi
¢Ses mencionadas anteriormente, entdo as curvas de bifurca-
cdo para a oOrbita homoclinica T+ coincidem com as curvas

para-a orbita homoclinieca TI'".

PROVA; £ s6 observar que se (A,u) pertence> ao
éetoi*onde avequacéo-(zml)‘tem solucdo «com trajetdria conti
daem Rx W onde W & uma vizinhanca de I'", existe aeR
 taique G'(A;u,a) = 0; Isso é’eqﬂivélenté a G*(A,u,a+w)g0,
ou:seja, (A,u) pertence ao setor~onde‘a equacao (2.1) tem
solugdo. com trajetdria contida em R x U onde;fU é uma vi

‘zinhanca' de TY.
UM EXEMPLO

Veremos agora um exemplo onde as hipOteses consi-

deradas estdo satisfeitas. Seja a equacao
(2.2) X - X, + 2x* = -AX +ru:cost-

e a_equacdo ndo perturbada assoéiada,



(2.3) X - x + 2x* = 0.

O sistema bidimensional associado a (2.35 € conservativo e
tem como primeira integral E(x,y) = y? - x* + x*, Tal sis
tema tem um par de érbitasﬂhomocliﬁicas simétricas contidas
na curva de nivel E{(x,y) = E(0,0) = 0 de E.COmo‘E(l,0)=0,
tomamos p(t) a solugdo dé (2.3) tal éue : p(0) =1,
p(0) = 0. A fungdo p é par, p & impar, p(t) >0 e p
€ decrescente em: [0,®). Como E(p(t), é(t)) = 0, segue‘que

dp/dt = —'p(l----p")l/"2 para t > 0. Integrando, obtemos p(t)=

= 2[e"teb1"t, £ e R,
A expressiao de"é]p a) vista no capitulo I é. da
da por G{p,a) = =X + ph(a) +'Go(p,a) = 0, onde h(a) =

"I nélt)f(t-a)dt/n;»De'(z;z),

nh(a) = J p(t)cos(t-a)dt = cos o J 'é(t)cost'dt +

. <« :
+ sen~a'J p(t)sent dt.
-l .

Como plt)cost €& uma funcdo impar, segue que = a

primeira integral vale zero. Calculando a outra integral,

obtemos:

I p(t)sent dt = J 2(e't-et) . (e”t . ét)'zsent dt

7 a0

-I (senht . sent/cosh?t)dt.
-0
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Fazendo uma integracdo por partes, resulta que:

o0 (o]
J. p(t)sent dt - J (cost/cosht)dt =
.. . ) -0

oo
= =Re I (eiz/co-shz)_dz.
= ,
0 calculo agora segue o Mét:odo dos Residuos. Ob.sejrvémo:’s que
a fungao e‘iz/coshz tem um nimero infinito de singularida-
des que ocorrem nos pontos z = z# = (n + %—n)ni,‘ |
n =20, t.i, 2,000 | |

Consideremos o seguinte contorno retangular T_da

R
.dp na- figura abaixo,- FR ="yl + Y2 + Y3 + Yu. o
{
x
i |
~R+Ti Y3 : mi Remi
<% ‘ ,
4
|
1 _ :
Yu ,:< Ti/2 A Y2
, ! v

|

: > ————
..... ~R : Y1 R - .

i
|
]
|
]
)

‘Analisemos como se comportam as integrais sobre

Y2, Ys € Y4 para R grande:.



Para Y2: z =R + 1is, 0 < s < 7, temos:

iz

| J comrz % |
‘Y2

‘Observando que

mos

iz
| j & 4|
Y

coshz
2 )

le

“IA

1A

_ 2me
e -1
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(T gol(Reis)

J, coshiR+is) QSI

_ I rnJZielRé,s

TR
Rtls+e is

u 2 ,
Jo |eR+is+e—R-is| ds

ds f

Jo e

R+is 4.e—R-ls| > (QZR _ l)/eR,

Jﬂ zeR~
0 e =1

- ds

a qual tende a zero quando R =+ o,

Analogamente,

temos:

iz
' e
Ij coshz dzl
Yu ‘

1A

-l 'Jﬂ iei[’-R+i(1r—s)]

0 SRR 45

l J“ Zi?—lR e—(n—s) o dSI
o e—R+1(w—s);eRf1(n-s)
J" 2 '
e . - ds
0 |e—R+1(ﬂ-s)+eR—1(n-s)|

obte~ B

em Yus: z = =R + i(n-s), 0 < s <m,
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Através da desiguadade le-RtlFF-s) + eR-l(n"s)l :Il-ezRVeR,

segue;qge
[ e* (" 28
l qu coshz az| < Jo f-e7R|  ds
[1-e%H

que tende a zero quando R =+ o=,

Para a iqtegnal'sobre O -segmento horizontal

Yst 2 = -s + Ti, =R < s <R, obtemos que

ds

€ - dz = -

,I iz JR ei(fs4ﬂi)

'y, coshz ~R cosh{-s+mi)

Fazendo a mudanga de variavel t = -s, dt = -ds, a inte-

gral acima fica na forma

Wiz -R ilt+mi)
[ e "

R cosh(t+1mi)

R et+ﬂl+e—t—ﬂ1 .
. -R it

= e-ﬂj ﬁe =T dt

'R -e -e
= e—“JR égif—.dt

R coshti

iz

= e’ﬁj 2 dz.

Y, Soshz



oy

)

- 38 -

Logo, ‘ '
. iz o iz iz _ olz
J Sosnz 42 = 1+e )J Goshz 9% * ﬁ~’ coshz 9% * j Goshz 2"
Yr Y1 Y2 Yu :
Calculando o. limite quando R + «, obtemos que
iz | v L iz E
S e
(].+e. ) I-w-a—o—gﬁ—z' dz.
-m/2

lim~{ £ __ 4z =
coshz
R~ YR .
- Como © residuo dawfungao elz/COShz em T7wi/2 & -ie ’

:segue que
(® iz - . L
e’ _ . -7/2 -7
J_w Soehz dz = 2ﬂ1(-i¢ )/(l+e_/)

= Zwe'ﬂ/27(14e-")

= 2neﬁ/2/(e“+l)

= ;-A sen da.

p(t)sentdt = -A < 0, nh(a)

Calculemos o valor de n:

oo
J (senh?s/cosh*s)ds
- 0O .

-J'izz(s)ds =
J [(cosh?s-l)/coshfsl ds

L~ o}




| I

Ta89 o

o B
'j' (sech?s - sech“s)ds
00 LT

o e
_J. tgh?s sech’s ds.
0

Integrando por substituicdo obtemos n = 2/3.

Pbrtanto,

= -3Asena/2.

Deste modo, G(p,s) tem a seguinte

A send ; GO(DIG).= Of GQ(O,Q)

G(p,a) = =2 -y

lo| » 0.

. Temos ‘assim que as tangentes as curvas de bifurca

cdo sdo dadas por A =

13Ap/2.

expressao:

0(]pl?y,



I RT3 2R

{1]

(2]

(3]

(4]

5]

(6]
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