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RESUMO

MACEDO, B. V. M.. Caracterizaciao de espacos de poténcia fracionaria por meio de ope-
radores pseudodiferenciais. 2016. 125 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Neste trabalho mostramos uma caracterizag¢do para os espagos de poténcia fraciondria associados
ao operador 1 —A,, em que A, representa o fecho do operador laplaciano em L?(R"), usando
o fato de que o mesmo pode ser visto como um operador pseudodiferencial com simbolo
a(E) = 1+4n%E|*. No processo para obter essa caracterizagio representamos de maneira
concreta a solucdo abstrata u : [0, +-e0) — LP(R"), obtida através da teoria de operadores setoriais
e semigrupos analiticos, da equagdo 1 — A,u = 0 em (0, +c0) com condigéo inicial u(0) = f €
LP(R™).

Palavras-chave: Espacos de poténcia fracionaria, Operador laplaciano.






ABSTRACT

MACEDO, B. V. M.. Caracterizacao de espacos de poténcia fracionaria por meio de oper-
adores pseudodiferenciais. 2016. 125 f. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

In this work we show a characterization for the fractional power spaces associated with the
operator 1 —A,,, where A, represents the closure of the Laplacian operator in L”(R"), using
the fact that the operator may be seen as a pseudo-differential operator with symbol a(&) =
1 +472|&|2. In the process for this characterization we represent of concrete way the abstract
solution u : [0, 4e0) — LP(R"), obtained through the theory of sector operators and analytic
semigroups, of the equation 1 — A,u = 0 in (0, +oco) with initial condition u(0) = f € L (R").

Key-words: Fractional power spaces, Laplacian operator.
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Introducao

E de conhecimento geral que a Anélise de Fourier junto com a Teoria das Distribuicoes se torna
uma forte ferramenta para resolver equagoes diferenciais parciais. Também sabemos que muitas
equagoes diferencias parciais podem ser reescritas como equacoes diferenciais ordinarias em espagos
de Banach, envolvendo operadores lineares. Nessa iltima forma de abordar uma EDP, a Teoria

Espectral atua como pega chave. Este trabalho se insere no contexto destas duas teorias.

Considere a equagao do calor em R" x (0, +00), com condigao de fronteira f € LP(R") (1 < p < o0):

ou nox 00
5@t = Aufz, 1) =0, (z,8) €R" x (0, +00) 1
u(z,0) = f(x),

onde A representa o operador de Laplace na variavel z, isto é,

e a condicdo inicial u(z,0) = f(x) é interpretada por |lu(-,t) — f||Lr@n) = 0 quando t — 0+.
Podemos abordar a equagao (1) de duas maneiras. A primeira maneira é utilizar os conceitos da
Anglise de Fourier (ver [2], pagina 275). A segunda maneira é olhar A como um operador linear

em LP(R™) e reescrever (1) como uma equacao diferencial ordindria em LP(R™):

w(t) — Au(t) =0, t € (0,400)

u(0) = f.

(2)

O problema (2) é resolvido ao notar que —A pertence a uma classe muito especial de operadores
lineares (os operadores setoriais) e ao definir o operador linear limitado e®* para t > 0. Essa
segunda forma de abordar o problema (1) se torna entao muito rica, pois nos permite definir as

poténcias fracionarias do operador (1 — A) e espagos de poténcia fraciondria associados a ele. No
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entanto, os objetos obtidos nessa teoria sao um tanto quanto abstratos, ja que dependem sempre

de uma integracao de fungoes com valores em LP(R™).

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é tornar concreta a solucao [0, +00) 3 t — €Al f € LP(R)
para o problema (2) e verificar que tal solu¢ao define uma solugao para (1). Assim como demonstrar

que os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador (1 — A) sdo exatamente os espagos

de Sobolev H*(R™).

Definimos no Capitulo 1 a integral (de Riemann-Stieltjes) de uma fungao continua sobre um in-
tervalo da reta com valores em um espaco de Banach, assim como introduzimos o conceito de

net.

No Capitulo 2, definimos quando um operador A é setorial e usamos a integral de Riemann-Stieljes
para definir o semigrupo {e~4*} gerado por —A. Definimos também as poténcias A° do operador

setorial A e os espacos de poténcia fracionéaria associados a A.

Apresentamos alguns elementos da Anélise de Fourier e da Teoria das Distribuigdes no Capitulo
3. Nesse ponto o objetivo é definir o espaco das distribuicoes temperadas ./, a transformada de

Fourier sobre . e os espagos de Sobolev H*(R").

Os conceitos estudados nos Capitulos 2 e 3 sao integrados no Capitulo 4, através da visao dos
elementos definidos no Capitulo 2 com os olhos da teoria desenvolvida no Capitulo 3, no exemplo

particular em que o operador setorial é o —A. Obtendo assim os resultados desejados.

E suposto do leitor conhecimentos basicos sobre Analise Funcional, Teoria da Medida, Fungoes de
uma Variavel Complexa e Variedades Diferenciaveis. Sendo que aparecem poucos conceitos sobre

Variedades Diferencidveis em um unico trecho do trabalho.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao introduzidos nocgoes e resultados basicos que serao utilizados ao longo deste

trabalho.

1.1 A integral de Riemann-Stieltjes de funcoes vetoriais

Grande parte dos resultados obtidos no estudo das fungoes complexas analiticas de uma variavel
complexa sao traduzidos para as fungoes analiticas de uma variavel complexa com valores em um
espaco de Banach sobre C. Como antes, comecamos entao introduzindo a integral de Riemann-

Stieltjes.

Definig¢ao 1.1.1. Uma parti¢cio P de um intervalo [a,b] € uma familia finita {tj}jyzpo de pontos em
[a,b] tais que a =ty < t; < ... < tn, =b. O mddulo da particio P = {tj}jyzpo, denotado por || P,
€ definido como ||P|| = max{t; —t;_; : 1 < j < Np}.

Seja X um espago topologico e I C R um intervalo. Uma curva em X € uma aplicagcao v : 1 — X
continua.

Dada uma curva vy : [a,b] — C, dizemos que v tem varia¢io limitada se existe uma constante

C > 0 tal que

> hit) ~ 40l < €

para qualquer particao P = {tj}jyzpo de [a,b] , neste caso definimos a variagao total de v, a qual

denotamos por V(7), como sendo
Np
V(y) = sup {Z v(tj) —v(t;=1)| - P = {tj}jyzpo ¢ parti¢ao de |[a, b]} :
j=1
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1.1. A integral de Riemann-Stieltjes de func¢oes vetoriais

Teorema 1.1.2. Sejam X um espago de Banach sobre K (=R ou C), 7 : [a,b] — K uma curva
de variagao limitada e f : [a,b] — X uma aplicagcdo continua. Entdo existe um unico y € X com
a sequinte propriedade:

Dado € > 0, existe § > 0 tal que se P = {tj}j,\f:PO ¢ uma particao de [a,b] com ||P|| <, entao

Np

y— > [(ts) = y(tj-0)] f(75)

J=1

<€

para quaisquer T; € [t;,tj_1] com j =1,...,Np.
Demonstracao. Pela continuidade uniforme de f, para cada k € N existe d, > 0 tal que

176~ FO < 7

se |t — s| < 0.

Para cada k € N seja,

Np N , . o~
P = {t;}.f, é particao de [a,b], || P| < 6
Fr =3 > () =t ) f () : " .
j=1 €Tj € [tj,tjfl] para j = 1, ...,Np

Mostraremos que diam.%;, < % Suponhamos que, P = {tj}ﬁo, Q = {sj};yfo sejam particoes de

[a,b] tais que ||P|| < dx ¢ P C @, entdo para cada j € {0,1,..., Np} existe [; € {0,1,..., No} tal

que s;; = t; e naturalmente temos 0 = lp < l; < ... <ly, = Ng. Assim,

> ) At~ S ohtss) ~ (s (o)
= 132032 A0 s M) = 3 D Bl — (o)1
= I3 3 B~ 26 - Fon)

J

<D0 > ) =)l () = flo)l

j=1I=l;_,
Np 1 1 Np j

<Y D ) - 7<Sl*1)|% =7 DO s) = (sl
j:]- l:ljfl j=1 l=lj71
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1.1. A integral de Riemann-Stieltjes de func¢oes vetoriais

para quaisquer 7; € [t;,t;_1] com j = 1,..,Np e 0; € [sj,s;_1] com j = 1,..., Ny, pois para

quaisquer 1 < j < Npel;1 <1<

o] € [Slasl—l] C [Sl]‘asl]’_l] = [tﬁt]_l]

e entdo |1; — oy < J.

Assim para quaisquer, P = {t;}% it @ = {SJ} partigoes de [a, b] denotando a partigao P U Q
por {Tj}évzo, como PC PUQ e @ C PUQ, temos que

A
]
=y
=
\Q
b
Q\]

+ |20 = sl (0) = Sol) = 1517
< TV0)+ V) = 2V ()

para quaisquer 7; € [t;,t;_1] com j =1,...,Np e 0; € [sj,5,_1] com j = 1,..., N, como queriamos
mostrar. Para cada k € N seja y, € Z, como %, C %, se m > k, entao dado kg € N para
k,m > ko temos yg, Ym € Fk, € entao ||yp — ym| < 2V( ). Portanto a sequéncia (y;) é de Cauchy,
e como X é completo segue que tal sequéncia converge, seja y seu limite. Se P = {{; } Zy ¢ uma

particao de [a,b] com ||P|| < d, entdo

Np
v = Sbit) 1w < V()
j=1
para qualquer 5 > k, fazendo j — oo obtemos
Np 9
y =D 1) =1t ()| < 2V ()
j=1

Portanto, y tem a propriedade desejada.

Se x € X tem a mesma propriedade de y, dada uma sequéncia de particoes P, = {t;“}jvzp(’j tal que
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1.1. A integral de Riemann-Stieltjes de func¢oes vetoriais

| Pe|]| = 0 quando k& — oo, temos que

= lim Y [y(t5) =yt )If () =y,

de onde segue a unicidade. O]

Defini¢ao 1.1.3 (Integral de Riemann-Stieltjes). Tal y € X do teorema anterior é chamado de
integral de Riemann-Stieltjes de f com respeito a curva v e denotado por ff fdvy. No caso especial
em que vy € a identidade denotamos a integral fab fd~ simplesmente por f;f(t)dt, tal integral €

chamada de integral de Riemann de f.

O teorema anterior garante a existéncia da integral de Riemann-Stieltjes de funcoes continuas
sobre intervalos fechados, também ha um sentido para a integral de Riemann-Stieltjes de fungoes

continuas sobre os outros tipos de intervalos, como segue.

Defini¢ao 1.1.4 (Integral imprépria). Seja X um espago de Banach sobre K, I C R um intervalo
ey : 1 — K uma curva de variagio limitada sobre intervalos fechados ,isto €, ¥|cq tem variagdo
limitada para qualquer intervalo [c,d] C I. Consideremos também f : I — X uma fun¢do continua.

Se I = [a,b) com —o0 < a < b < +o00, diremos que a integral fab fd~y existe (ou converge) e

b c
/ fdvy = lim / fd~y
a c—=b— [,

Analogamente, se I = (a,b] com —oo < a < b < 400, diremos que a integral fab fd~y existe (ou

b c
/ fdvy := lim / fd~y
a c—a+ a

Se I = (a,b) com —oo < a < b < 400, diremos que a integral ff fd~y existe (ou converge) e

b c b
/fd’Y ;:/ f’(a,c]d7+/ [liendy

se dado ¢ € (a,b) as duas integrais do lado direito existem.

definimos

caso o limite acima exista.

converge) e definimos

caso o limite acima exista.

definimos

Definicao 1.1.5. Sejam X um espaco de Banach sobre K, Y wum subespaco vetorial de X e
A:Y — X um operador linear. Denotamos Y por D(A), a imagem de A por R(A) e o grdfico de
A por Gr(A), isto é,

Gr(A) ={(z,Tx) e X x X :z €Y}

18



1.1. A integral de Riemann-Stieltjes de func¢oes vetoriais

Dizemos que A € limitado se A é continuo e dizemos que A € fechado se seu grdfico Gr(A) é

fechado em X x X.

Proposicao 1.1.6. Sejam X,Y espacos de Banach sobre K, I um intervalo de extremos a,b onde
—0 <a<b< 4oo,v: I — K uma curva de variagao limitada sobre intervalos fechados, A :
D(A) € X — Y um operador linear fechado e f : I — D(A) uma funcao continua. Suponhamos

que Ao f: 1 —Y ¢é continua, a integral f: fdv existe em X e a integral fabA o fdv existe em'Y

entdo f: fdvy € D(A) e
b b
A(/ fdv):/ Ao fdvy.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que I = [a,b]. Dada uma sequéncia de parti¢oes P =

{tk} b tal que || Pl — 0 quando k — oo, segue que

Np, \
klglolo h(tf) - ’V(t?ﬂ)]f(t?) = [ fdy
Jj=1 a
(§
Np, Np, .
i 4 30065 =276 | = im St <2l 6 = [ g
=1 Jj=1 a

Como A é um operador fechado segue que fab fdvy e D(A) e

A(/abfdv) :/abAofdy.

Se I = [a,b) seja (by) uma sequéncia convergindo a b pela esquerda, temos que

hm f dy = / fd~y

a

e pelo caso anterior

b by b
lim A </ fd’y) = lim / Ao fdy :/ Ao fdy.
k—o0 a k—o0 a a

Portanto, novamente como A é um operador fechado segue que f; fdy e D(A) e

A(/abfd’y>:/ab/lofd’y

O caso em que I = (a,b] é andlogo ao caso anterior e o caso I = (a,b) segue imediatamente
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1.1. A integral de Riemann-Stieltjes de func¢oes vetoriais

destes. ]

Corolario 1.1.7. Sejam X,Y espacos de Banach sobre K, I um intervalo de extremos a,b onde
—0 < a<b< 4o, v: I = K uma curva de variagao limitada sobre intervalos fechados,
A: X =Y um operador linear limitado e f : I — X uma fungao continua. Se a integral fab fdvy

existe entao a integral f:A o fdv existe e

A(/abfdv) :/abAofdy.

Demonstragao. Se I = [a,b] como A é um operador fechado e A o f é continua, o coroldrio segue

imediatamente da Proposigao 1.1.6. Se I = [a,b) temos da continuidade de A e do caso anterior

que,
b c c c
/Aofdyzlim/AofdvzlimA(/ fd’y)zA(/ fdfy).
a c—b—J, c—b— a a
Os outros casos seguem imediatamente. O

Definicao 1.1.8. Sejam I C R um intervalo e v : I — C uma curva de variagao limitada sobre

intervalos fechados. Fizado um ¢ € I definimos a curva |7y|.: I — R por

V(Yew) sex>c
7le(z) = :

_V<7|[:L‘,c]) S€T S C

Sejam {~v} =~(I) e f: {v} = X uma fungdo continua, definimos

Af(Z)dZ = /abfovdv
/7 fedsl = [ " fondh.

caso existam as integrais do lado direito.

Observagao 1.1.9. A definicao de f7 f(2)|dz| € independente da escolha de ¢ € I, de fato, basta
notar que |Y|c(y) — |V|c(x) = V(¥|@wy) para quaisquer x,y,c € I com x < y e que a integral
f7 f(2)|dz| so depende das diferencas |v|.(y) — |v]c(x). Como para fins de integragio nao hd

diferenca o ¢ € I escolhido, denotaremos a curva |7y|. somente por |vy|.

Os resultados anteriores passam imediatamente para as integrais f7 f(z)dz em f7 f(z)|dz|.
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1.1. A integral de Riemann-Stieltjes de func¢oes vetoriais

Proposicao 1.1.10. Sejam X,Y espacos de Banach sobre C, v : I — C uma curva de varia¢ao
limitada sobre intervalos fechados, A : D(A) C X — Y wum operador linear fechado e f : {v} —

D(A) uma fun¢ao continua.

(i) Se Aof:{v} =Y € continua e as integrais [. f(z)dz, [ Ao f(z)dz existem entdo [ f(z)dz €

D(A) ¢
A (/7 f(z)dz) _ /vAof(z)dz

(ii) Se A: X — Y ¢é um operador linear limitado, e a integral fA/ f(2)dz existe entao a integral

J, Ao f(z)dz existe e A (f,y f(z)dz) = [, Ao f(z)dz.
As mesmas afirmagoes sao validas trocando dz por |dz|.

O préximo resultado é uma ferramenta 1til (no caso impréprio) para mostrar a existéncia de uma

integral.

Proposicao 1.1.11. Sejam X um espaco de Banach sobre C, v : I — C uma curva de va-
ria¢ao limitada sobre intervalos fechados e f : {v} — D(A) uma fun¢do continua. Se a integral

f7 |f(2)||dz| existe entdo, a integral fv f(2)dz eziste e

/Wf(z)dz

Demonstracao. Se I = [a,b], dado € > 0 seja P = {tj}jyzpo uma parti¢ao de [a, b] tal que

< [ 1@,

i[V(tj) — (-] f o v(t)) —/ forydy|| <ee
> 11t = -0l 2@l = |1 oalldi| < e
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1.2. Curvas suaves

Temos entao que,

h(tj)—v(tj DIf oy(ty)|| +e

Ovde <
<Z|V (DI f oyt + €

< Z V) L oy ()] + €

j—l

—Zm — Bl o2t +
< / I£ 0 7ldo] + 2

Fazendo € — 0 obtemos a desigualdade desejada.
Suponhamos agora que I = [a,b) e seja (b;) uma sequéncia crescente convergindo a b, pelo que j

foi provado temos que

bj

b
fomH < [ 17 ortoldnl

b

k
o ydy — fovd’yH =
a bk

b b
= [T s on@idnt - [ 17 ox@an

para quaisquer k, 7 € N com j > k. Por hipétese, a sequéncia (fabj | f o fy(t)|]d]'y|>j€N é convergente,
logo é de Cauchy, assim da desigualdade acima segue que a sequéncia ( fabj fo fy(t)ch) - também
¢ de Cauchy, portanto é convergente. Como a sequéncia (b;) crescente convergindo a bj foi tomada
arbitrariamente, segue que a integral fab f o~dy existe. A desigualdade desejada segue da mesma

desigualdade para o caso I = [a,b]. Os outros casos seguem imediatamente. [

1.2 Curvas suaves

Definicao 1.2.1. Seja X um espago de Banach sobre K. Dizemos que uma curva v : I — X €

diferencidvel em um ponto ty € I se o limite,

iy 70 = (t0)
t—to t—1to

d
existe, o limite acima € chamado de derivada de v no ponto ty e denotado por ~'(to) ou d—Z(to).
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1.2. Curvas suaves

Dizemos que a curva v € diferencidvel se for diferencidvel em todos os pontos de I, e dizemos v é

suave se for diferencidvel e a aplicagao v : 1 3t — +'(t) € X for continua.

Lema 1.2.2. Sejam X um espago de Banach sobre K e v : 1 — X uma curva tal que v'(t) = 0

para todo t € I. Entao vy é constante.

Demonstracao. Dado qualquer £ € X* temos que,

(€ 0 (to) = lim &° 1) =Eorlt) _ o (v(t) - V(to))

t—to t— 1y t—to

¢ (hm M) — £ (to)) = £(0) = 0.

t—to t—to

Portanto, £ o v ¢ constante para qualquer £ € X*. Entao v é constante, pois caso contrario,
existiriam ¢y, ty € I tais que y(t1) — y(t2) # 0, e pelo Teorema de Hahn-Banach (ver [1], pdgina 3)
existiria & € X* tal que &£(7(t1) — v(t2)) # 0, o que iria contrariar £ o v ser constante. O

Proposicao 1.2.3. Sejam X um espaco de Banach sobre K e v : I — X uma curva.

(i) Dadoc€ I a curval : I — X definida por I'(z) = [*

C

~y(t)dt € suave e I = 7.
(ii) Se~ € suave, entio y(y) —v(x) = [/ (t)dt para quaisquer z,y € I.

Demonstracao. (i) De fato, seja o € I e x € I tal que x > x, entao

e _1330 </j iyt - /jo 7<t)dt> ~ )

- |- [ 0=

T — X9 z0

HEEC .

T — X

- |2 [ -

r — 29 z0

< sup |[y(t) = ~(zo)ll-

o<tz
Portanto segue da continuidade de v em xy que

_ T(x) = T(x0)
lim —— 0 .
i = v(zo)

Da mesma forma, mostramos que



1.2. Curvas suaves

(ii) Fixado z € I, seja I : I — X definida por I'(y) = [ ~/(¢)dt. Do item (i), segue I"(y) = +'(y)
para todo y € I e entao (v —I')'(y) = v(y) — F(y) = 0 para todo y € I. Logo pelo Lema 1.2.2

1) = [0t =2) = T) = (= T)o) = (= D)) = ()

para todo y € 1. O]

Proposicao 1.2.4. Seja v : I — C uma curva suave, entao v € de varia¢do limitada sobre

intervalos fechados e dado ¢ € I temos que,

o) = [ Yot

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢ < x. Devemos entao mostrar

V(Yiew]) = /w 1y (t)]|dt.

Seja P = {tj}jyzpo uma parti¢ao de [c, z], entdo temos que

que

iwm—wmwzi / £yt <Z / @t = [ 1.

Como P foi tomada arbitrariamente segue que V(7|jcq) < [1 |7/ (¢)]dt.

Por outro lado, dado € > 0 pela continuidade uniforme de v em [c, z], existe § > 0 tal que

€

(1) —~(s)] <

r —cC

para quaisquer ¢, s € [c,z] com [t — s| < 6. Consideremos P = {tj}j-vzpo uma partigao de [c, z] tal

que |P|| <de

| =S it 1) <
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1.2. Curvas suaves

Temos entao que,

Jj=1 J—
Np NP
< 6+Z(tj — tj-1) +Z|’7(tj> —y(tj-1)]
j=1 j=1
Np
<2+ (ty) = (1) < 26+ V(Yea)
j=1
Como € > 0 foi tomado arbitrariamente obtemos a desigualdade desejada. [

O préximo resultado mostra que quando a curva ~ é suave a integral de Riemann-Stieltjes pode

ser substituida por uma integral de Riemann.

Proposicao 1.2.5. Sejam X um espaco de Banach sobre K, v : I — C wma curva suave e

f I — X uma funcao continua. Se uma das integrais abaixo existe a outra integral existe e temos

/a ' = / o,

Demonstracao. Basta provar o caso em que I = [a,b]. Seja K = sup{||f(t)|| : t € [a,b]}, dado

que

e > 0, usando a continuidade uniforme de 7, existe § > 0 tal que

€

[v(t) = (s)] < Kb—a)

para quaisquer ¢, s € [a, b] tais que |t — s| < d. Assim tomando P = {{; } tal que ||P|| <4,

/fvdt—Zf Dt — )]

b Np
[ rdy =3 £6)0 ) = (60
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1.2. Curvas suaves

obtemos que

[ g [ ] <o > ) =260 = 3 A 66~ )

< 2+ Zf / dt—Zf /y’tj)dt

<ot Zﬂﬁﬂ/jﬁw—ﬁwwt

como € > ( foi tomado arbitrariamente o resultado segue. [

Corolario 1.2.6. Sejam X um espaco de Banach sobre K, v : I — K uma curva suave e f : [ — X

[ sani= [ sorra

Demonstracao. Pelas Proposicoes 1.2.4 e 1.2.3 temos que

Dy & ([ o) = e

uma fung¢ao continua. Entao

Assim pela Proposicao 1.2.5,

k/mmz/fwmmm:/fwwww

]

Definicao 1.2.7. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que uma curva v : I — X € suave
por partes se evistem a; < az < ... < ay em I, tais que Y|p (o) +00)s VI\(=o0san) € V[aja;:1] POTG

j=1,2,..., N sao curvas suaves.

Observagao 1.2.8. Sejam I um intervalo com extremos ag,ani1, v : I — K uma curva suave

por partes, a; < as < ... < ay em I como na definicio acima e f: I — X uma funcao continua,
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1.2. Curvas suaves

caso exista a integral de Riemann-Stieltjes de f com relagao a v, seque da Proposi¢ao 1.2.5 que,

N+1 N+1

S [ ra=X [ pa
j=1 Jaj-1 j=1 Y aj—1

/abfdvz )

Dessa forma, denotamos a soma
N+1

Z/aj f+dt
j=1 Jaj-1

b
/ fA/dt.

Teorema 1.2.9 (Fubini). Sejam X um espago de Banach sobre K, I,J intervalos com extremos

simplesmente por,

a,b e c,d, respectivamente, v: I — K e ( : J — K curvas suaves por partes e F': I x J — X uma

fun¢ao continua. Suponhamos que para cada t,s fixrados as integrais,

d b
£(t) = / F(t,s)d((s) e g(s) = / F(t, ) dv(t)

evistam e que as fungoes f : I — X e g : J — X definidas dessa forma sejam continuas.

Suponhamos ainda que

/1 . 1t ) x|V (DIIC (s)] dids < oo,

onde a integral acima € a integral de Lebesque. FEntao as integrais abaixo existem e vale

/abfdvzfcdgdc. (1.1)

Demonstracao. Com efeito, temos que

[ 1| < [11d01= [ roirna
- [ty [|] P9 dc(s
< ([ 1Fwonacen) o
= [([1Fwsncenas) poa
- [([irtsnconroias) wol

- / S O] drds < o,

[ (2)] dt
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1.8. Funcgoes analiticas e Teorema de Cauchy

de onde segue a existéncia da integral de f com relacdo a curva 7. Analogamente mostramos a
existéncia da integral de g com relacao a curva (.

Por outro lado, seja & € X* temos que,

x[[E(E, ) x IV (@IS (s) dt ds < oo,

/IJ\S(F(t,8))H7’(t)IIC’(S)|dtdsS/ €]

IxJ

logo aplicando o Teorema de Fubini (ver [2], pagina 67) segue que

_ cd< abg(F(t,s))dv(t)) dq¢(s)

~<(/ ([erunnm) ae) - (/Cdgdc) |

Como ¢ € X* foi tomado arbitrariamente, o igualdade (1.1) segue do Teorema de Hahn-Banach

(Ver [1], pagina 3). O

1.3 Funcoes analiticas e Teorema de Cauchy

Definicao 1.3.1. Sejam 2 € C um aberto, X um espaco de Banach sobre C e f : Q — X uma

aplicagao. Dizemos que f € diferencidvel em zy € €2 se o limite

lim f(2) = f(z0)

z2—20 zZ— 2

existe. Neste caso denotamos o limite acima por f'(2o) (ou %), e dizemos que f'(z) € a

derivada de f no ponto zy. Se f € diferencidvel em todos os pontos de ) dizemos que f é analitica

em §).

28



1.4. O resolvente de um operador linear

Seja E C C, dizemos que E é um conjunto estrelado se existe um ponto x € E tal que (1—t)x+ty €
E para quaisquer y € E et € [0, 1].
Dizemos que uma curva vy : [a,b] — C € fechada se v(a) = v(b).

Teorema 1.3.2 (Cauchy). Sejam Q € C um aberto estrelado, X um espag¢o de Banach sobre C,
[ Q — X uma aplicagio analitica e vy : [a,b] — Q uma curva fechada de variagdo limitada.

Entao

/Wf(z) dz = 0.

Demonstra¢ao. Sabemos que o teorema ¢ vélido para X = C. Em geral, dados £ € X* e )y € Q,

temos que

(€0 f)(20) = lim

Z—r20 Z — ZO Z—r20

SUC)= ) _ ¢ (1) Io))
- (nm M) — £(f ()

z—20 Z— 2y

Logo & o f é analitica em (2. Temos entao que

f(lf(z)dz) :[gof(z)dz:o.

Portanto, como £ € X* foi tomado arbitrariamente, segue do Teorema de Hahn-Banach que

L F(z)dz =0,

1.4 O resolvente de um operador linear

Nesta segao serao introduzidos os primeiros conceitos e resultados da teoria espectral. X repre-

sentard sempre um espaco de Banach sobre C nesta secao.

Definicao 1.4.1. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. O conjunto resolvente de A

denotado por p(A) € o subconjunto de C formado por todos os A € C, tais que:

(i) N=A): D(A) C X — X € injetivo.
(ii)) R(A—A) =X, em que R(A — A) representa a imagem do operador A — A : D(A) — X.
(iii) A —A)™': R(A— A) = X ¢ limitado.

29



1.4. O resolvente de um operador linear

O espectro de A, denotado por o(A) € definido por o(A) := C\p(A).

Proposicao 1.4.2. Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado, entao
p(A)={ e C;(AN—A): D(A) C X — X ¢€ bijetivo}.

Demonstracao. Dado A € p(A) mostraremos que R(A — A) é um conjunto fechado. De fato, seja
(y;) € R(A — A) uma sequéncia tal que y; — y € X e sejam x; = (A — A)"ty; . Como (A — A)~!
é limitado e (y;) é uma sequéncia de Cauchy, segue que (z;) é uma sequéncia de Cauchy, logo é
convergente, seja x = limz;. Como A é um operador fechado segue que (A — A) também é fechado,
assim de x; = z e (A — A)x; = y; — y segue que v € D(A) e (A — A)xr =y. Logo, y € R(A — A)
como querfamos. Portanto, R(A — A) = R(A — A) = X, provando que (A — A) é sobrejetor.

Reciprocamente, suponhamos que A € C é tal que (A — A) : D(A) € X — X é um operador
bijetivo. Como (A — A) é fechado, segue imediatamente que (A — A)™! : X — X é fechado, e entao

pelo Teorema do gréfico fechado segue que (A — A)~! é limitado. Portanto A € p(A). n

Lema 1.4.3. Seja A : X — X um operador linear limitado tal que ||All¢x) <1, entdo (1 —A) :
X — X € bijetor e

iAj =(1-A)""

Consequentemente,

- -1
(1 =A) ex) < (1= Alzx) -

Demonstracao. De fato, temos que
D ANz < D 1A = (= 1Allz) ™ < ce.
=0 =0
Logo como .Z(X) é um espaco de Banach a série > 22 A7 é convergente. Além disso,
RO ES SPERT DRt B oS o R
3=0 3=0 J=0 3=0 J=1

Analogamente mostramos que,
oo

(ZAJ’) o(l—A)=1.
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1.4. O resolvente de um operador linear

Desta forma, segue que (1 — A) : X — X ¢é bijetivo e

S )

O

Proposicao 1.4.4. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado. Se i € p(A) e A€ C é

tal que
=Ml = A) 2 < 1,

entao X € p(A) e
=D (=N (p—a)7!

Em particular, p(A) é um subconjunto aberto de C e consequentemente o(A) é um subconjunto

fechado de C.

Demonstragao. Dado u € p(A) e A € C, temos que

A=A =(u-A+\=pol=p-A+\-p)(p-A)o(u—A)"
=(u—A)o(I—(u=N(u-A)7").

Assim para A € C tal que |p — A[[|[(x — A) 7| 2(x) < 1, pelo lema anterior segue que (I — (1 —
A)(p — A)7Y) é bijetivo e

(F= (=M= A7) =S (= AV (= A).

Jj=0

Segue entao que para A € B (,u, (e — A)_1H;(X)), o operador (A — A) é bijetivo e

A=A =T = (p=N(u—A) ") o(u—A)"
= <Z A) ﬂ‘) o(u—A)"!

S = N (p— Ay

h
O

e o resultado segue. O]
Teorema 1.4.5 (Identidade do Resolvente). Seja A : D(A) C X — X um operador linear e
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1.4. O resolvente de um operador linear

A € p(A), entdao
(=A== A=A == (u—A) A=A
Consequentemente temos que,
(u=A)T A=A =A=-A) (u—A)
Demonstracao. De fato,

(=A== A=A -4
=(p—A) A=+ (p—A)N-A4)~"
=A=wp—-A" A=A+ A=A

de onde segue a primeira igualdade. A segunda igualdade é 6bvia se u = A, por outro lado se

[t # A segue da primeira igualdade que,

(b= A=A ==l —-A)" =N =A4)7
=(u-NA=-A)"—(u—-A)T=A=A)(u—A)".
O

Corolario 1.4.6. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado. A funcio F : p(A) —
Z(X) definida por
FAN)=WM-A)™"

é analitica e

F'(AN)=—-\—A)?
para todo X € p(A).

Demonstragao. Mostraremos primeiro que a fungdo F' é continua. De fato, fixado Ay € p(A) e

A € C tal que |A — Aol (Ao — A) !l(x) < 1, entdo pelos resultados anteriores segue que A € p(A)
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1.5. Nets

Mo —=A) " = (A =A) iz = (A=) (Ao — A) A= A) 2

= (A= 2)[(ho = A) Ml || D (A= XY (o — A) 77
J=0 2(X)
< TA =210 = A7 Mz D 1A =2) P16 — A7 55
j=0

A= 20 = AT
L= (A= 2)[[[(Ao — A)H.2x)
- [ = 20)[[[(Ao = A 1%x)

= 2|(A = o)l (Ao — A) %)

de onde segue a continuidade de F. Por outro lado, fixado A\g € p(A) usando a identidade do

resolvente e a continuidade de F' temos que

A=At — (N — A Moo= ANAN=A)TN—A)!

Jim X — Ao = lim X — Ao
I _ o —1 - —1
= /\lgl)\lo A=A —A)]
_ Lnr&l (A — A)‘l} No— A= —(Ng— A)2

1.5 Nets

Como sabemos a convergéncia de sequéncias caracteriza a topologia de um espago métrico, ja que
caracteriza seus fechados. No entanto, o mesmo nao ocorre em um espago topolégico qualquer. Por
exemplo, seja RY o conjunto das sequéncias em R munido com a topologia box, isto ¢, a topologia

gerada pela base

%:{H(aj,bj):jeNeaj<bj}.

=1
E imediato que QY é denso em RY, no entanto dada qualquer sequéncia (%) ¢ QN onde 2% =

(z%, 2k, ..), existe B € & tal que (vV2,v2,v/2,...) € Be BN {2* : k € N} = ). De fato, basta
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1.5. Nets

usar o argumento diagonal de Cantor considerando

B

[T (V2-1a] - Val.v2+ 2] - v2)).

J=1

Portanto, ndo existe uma sequéncia em QN que converge para (\/5, V2,12, )
Para caracterizar um espaco topoldgico qualquer a partir da convergéncia de determinados objetos
necessitamos que esses objetos sejam um pouco mais gerais que as sequéncias. Esses objetos sao

0s nets.

Definigao 1.5.1. Um conjunto dirigido é um conjunto A munido de uma relagao bindria < que

satisfaz:

(i) a < a para todo a € A.

(il) Se «a, 8,y € A sao tais que « < e f <y entao a < .
(iii) Dados «, 8 € A existe v € A tal que a Sy e B <.

Neste caso, dizemos também que < € uma pré-ordem filtrante, onde pré-ordem se refere a relagdo
< satisfazer (1) e (ii) e filtrante se refere a relagio < satisfazer (iii).

Um net em um conjunto X € uma aplicacio A > a— x, € X, de um conjunto dirigido A em X.
Indicaremos tal net por (xa)aca ou simplesmente por (x,) quando estiver claro qual é o conjunto

dirigido A em questdo.
Exemplo 1.5.2. N € um conjunto dirigido com a pré-ordem filtrante <.

Exemplo 1.5.3. Seja M um espago métrico e a € M, M\{a} é um conjunto dirigido com a
relacao < definida por:

rSy<=d(z,a) >d(y,a).

Exemplo 1.5.4. Dado um intervalo [a,b] o conjunto & de todas as particoes de [a,b] € um

congunto dirigido com a rela¢ao < definida por:
PsQ—= el <[P

Exemplo 1.5.5. Seja X um espaco topoldgico e x € X, o conjunto AN, de todas as vizinhang¢as
de x ¢ um congunto dirigido pela inclusao inversa, isto €, dados U,V € A, dizemos que U <V

quando V C U.
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1.5. Nets

Exemplo 1.5.6. Se A, B sdo conjuntos dirigidos pelas relacoes Sy e So, entdo AX B fica dirigido

com a relagao < definida por:
(@,B) S (o f)=aid ef 5B

Defini¢ao 1.5.7. Seja (x4)aca um net em X e E C X. Dizemos que,
() (Ta)aca estd eventualmente em E quando eziste ag € A tal que x, € E sempre que o 2 .
(b) (%a)aca estd frequentemente em E quando para todo oo € A existe € A com 5 2 aexp € E.

Se X € um espago topoldgico, dizemos que um net (xy)aca converge para v € X quando dada
qualquer vizinhanca U de x 0 net (T4)aca estd eventualmente em U e denotamos esta convergéncia
POT Ty, ae—A> x ou simplesmente por x, — x.

Dizemos também que x é um valor de aderéncia de (x4)aca quando para toda vizinhan¢a U de x

0 net (Ty)aca estd frequentemente em U.

Proposicao 1.5.8. Seja X um espaco topoldgico, E um subconjunto de X e x € X. Entao:
(a) = € E se, e somente se, existe um net (To)aca em E tal que o — 7.

(b) = € E' se, e somente se, existe um net (To)aca em E\{x} tal que z, — .

Demonstracao. (a) Seja (Ta)aca em E tal que x, — x. Dada uma vizinhanga U de z existe
ag € A tal que z,, € U para todo « = «ap, em particular, z,, € UN E, logo U N E # (). Portanto,
r€E.

Reciprocamente, suponhamos que z € E e para cada vizinhanca U de x seja zy € U, assim o
conjunto .4, de todas as vizinhangas de z dirigido pela inclusao inversa, obtemos o net (xy)pye.r, .
Dada uma vizinhanca Uy de z, para todo U C Uy temos que xzy € U C Uy. Portanto, xy m T.
(b) Temos que x € E’ se, e somente se, x € E\{z}, logo o (b) segue de (a). O
O proximo resultado nos mostra que assim como a continuidade de uma funcao entre espagos

métricos é descrita através da convergéncia das sequéncias, a continuidade de uma funcao entre

espacos topoldgicos é descrita através da convergéncia dos nets.

Proposicao 1.5.9. Sejam X, Y espacos topologicos e f: X — Y uma funcdo. Entao f € continua

em um ponto x € X se, e somente se, para todo (xa)aca em X tal que x, — x temos que

f(@a) = f(2).
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Demonstra¢ao. Suponhamos que f é continua em = € X e seja (x4)aca em X tal que z, — z. Se
V € N entao f7H(V) € A, logo existe g € A tal que z, € f~1(V) para todo a 2 ayp, entdao
f(zo) € V para todo a € ap. Portanto f(z,) — f(z).

Reciprocamente, se f nao ¢ continua em x existe V € 4} tal que f~1(V) & A;, ou seja, x &

int(f~4(V)), ou ainda, z € [int(f~*(V))]* = [f~1Y(V)]c = f~1(V¢). Entao pela proposigao anterior

existe (Ta)aca em f71(VC) tal que z, — , por outro lado, como (f(z4))aca ¢ um net em V° segue

que f(za) 7 f(2). O

Proposicao 1.5.10. Sejam X, Y espacos topoldgicos e consideremos X XY munido com a topologia
produto. Um net (o, Ya))aca em X XY converge para (x,y) € X XY se, e somente se, x, — «

em X ey, —>yemY.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o net (T4, Ya))aca em X X Y converge para (z,y) € X x Y,
entao dadas uma vizinhanca U de z e uma vizinhanca V' de y, como U x V' é uma vizinhanca de
(x,y), existe g € A tal que (z4,ys) € U X V para todo a 2 ag, ou ainda, z, € U e y, € V para
todo o 2 . Portanto, z, — = e yo, — v.

Reciprocamente, suponhamos que z, — x e y, — y. Dada uma vizinhanca W de (z,y), da
definicao da topologia produto, existem vizinhancas U de x e V de y tais que U x V' C W. Por
outro lado, das convergéncias x, — x e y, — ¥, existem ay,ay € A tais que z, € U para todo
a2 ap ey, €V para todo a 2 as. Tomando oy € A tal que ap = a3 e ag = as, obtemos que

o € U ey, €V para todo a 2 ag, logo (4,y,) € U x V C W para todo a 2 «ay. Portanto,

(Tar Ya))aca — (2, ). ]

1.6 Resultados auxiliares

Nesta se¢ao sao apresentados alguns resultados que serao usados ao longo desse trabalho.

Definicao 1.6.1. Seja X um espaco de Banach sobre K. Definimos a aplicacdo dualidade J :
X — Z(X*) por
J(x) ={€ € X" : [[€llx- = llzllx e (&) = [|l=]%}-

Dizemos que um operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo se para cada v € D(A), existe

um funcional &, € J(z) tal que Re(§,, Ax) <0.

Lema 1.6.2. Seja A: D(A) C X — X um operador dissipativo, entao

(A = A)zllx = All]lx
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1.6. Resultados auzxiliares

para quaisquer x € D(A) e A > 0.

Demonstracao. Com efeito, sejam A > 0, x € D(A) e £ € J(x) tal que Re(¢, Az) < 0, temos entdo

que

A = A)zllxl[zllx = |(A = AzllxllE]lx- = (€, (A = A)z)]
Z Re<€> ()‘ - A)$> = )\RG<€,ZL‘> - Re(ﬁan> Z )\Hng(a

de onde segue o lema. O

Definigao 1.6.3. Seja A : D(A) C X — X um operador linear, dizemos que A € fechdvel se existe
um operador linear fechado B : D(B) C X — X que estende A, isto é, D(B) D D(A) e Bx = Ax
para todo © € D(A).

Proposicao 1.6.4. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢ fechdvel se, e somente se, dada

uma sequéncia (x;) C D(A) tal que x; - 0 e Az; — y € X entdo y = 0.

Demonstragao. Suponhamos que A é fechével e seja B : D(B) C X — X um operador linear
fechado que estende A. Dada uma sequéncia (z;) C D(A) tal que z; — 0 e Az; — y € X, temos
entdao que (z;) C D(B) e Bx; — y € X logo como B ¢ fechado segue que y = B(0) = 0.

Reciprocamente, se A : D(A) C X — X é tal que dada uma sequéncia (z;) C D(A) tal que z; — 0

e Ar; — y € X entao y = 0, definimos
D(B) = {z € X : existem y(z) € X e (z;) C D(A) tais que z; — = e Az; — y(x)}.

Observe que y(z) na definigdo de D(B) é tnico, de fato se (z;), (u;) C D(A) sao sequéncias que
convergem para x, tais que Azx; — yi(x) € X e Ax; — yo(x) € X entdo (z; —u;) C D(A) é
uma sequéncia que converge para 0, tal que A(x; — u;) = yi(z) — y2(x), logo y1(x) — ya(x) = 0
e portanto y; () = ya(x). Definimos entdo B : D(B) C X — X por Bz = y(z). E evidente que
B ¢ linear e estende A, provemos entao que B é fechado. Com efeito, seja (x;) C D(B) tal que
z; > x € X e Br; =y € X. Segue da definicdo de D(B), que para cada j € N existe u; € D(A)
tal que,

[u; — zjl[x < % e |JAu; — Bzjllx < %

Portanto, (u;) C D(A) é uma sequéncia tal que u; — x e Au; = y,logox € D(B) e Br =y. O

Definicao 1.6.5. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear tal que dada uma sequéncia
(zj) € D(A) tal que v; = 0 e Ax; = y € X entao y = 0. O operador linear fechado B : D(B) C
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X — X que estende A construido na demonstracao anterior € dito o fecho de A e denotado por

A:D(A) C X > X.

Proposicao 1.6.6. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo e densamente definido.
Entao A € fechdvel.

Demonstragao. De fato, seja (z;) C D(A) uma sequéncia tal que z; = 0 e Ax; — f. Pelo lema

1.6.2

o+ tay — t7 Az — Awj|x = [|(2 + tay) — t7 Az + tay) || x

=t [t = A) @ + tay)llx > lo + taglx,
para quaisquer x € D(A), t > 0 e j € N. Logo fazendo j — oo obtemos
lo =t Az — fllx = [lz]lx

para quaisquer x € D(A) e t > 0. Entao fazendo ¢t — oo, concluimos que ||z — f|| > ||z||x para

todo z € D(A). Dado € > 0, seja x € D(A) tal que ||z — f||x < ¢, temos entdo que

€> |z = fllx = [lzllx = Ifllx = [l = fllx > [fllx —e

logo || f|lx < 2e. Como € > 0 foi tomado arbitrariamente segue que || f||x = 0 ¢ portanto f = 0. O

Teorema 1.6.7 (Sard). Sejam 2 C R™ um aberto e f : Q@ — R uma fungio de classe C*. Entio o

congunto dos valores criticos de f tem medida nula. Em particular, o conjunto dos valores requlares

de f € denso em R.

Demonstragao. Ver [10] pagina 54. O
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Capitulo 2

Operadores setoriais e semigrupos

analiticos

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos de operador setorial, semigrupo analitico e espacos de
poténcia fracionaria. Também sao demonstrados alguns resultados nesse contexto. Neste capitulo

X representard sempre um espago de Banach sobre C.

2.1 Operadores setoriais

Seja A: D(A) C X — X um operador linear e consideremos o problema:

a(t) = Au(t) t € (0,+00) (2.1)

u(0) = wy,

onde u representa a derivada de u. Mostraremos nesta secao, que se A pertencer a uma classe
especial de operadores lineares entdo o problema (2.1) terd uma solu¢do u continua em ¢ty = 0 e

analitica em (0, 4+o00) para cada uy € X.

Definicao 2.1.1 (Operador Setorial). Dizemos que um operador linear A : D(A) : X — X ¢é

T

setorial se A € fechado, densamente definido e evistem um dngulo ¢ € (0,%), uma constante

M >0 e um numero real a, tais que o setor

Sup = A€ C\{a} : 6 < [Arg(A —a)] < 7} (2.2)
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2.1. Operadores setoriais

estd contido no conjunto resolvente de A e

A— A < 2.3
I( ) Hf(X) = A —d (2.3)
para todo N\ € Sy 4.
Observacao 2.1.2. Dadosa € R e ¢ € (O, %) temos que
SapU{at ={z+iy:y>tg(d)(x —a)} U{z +iy : y < —tg(9)(z —a)}. (2.4)

De fato, sendo tg: (—3,%) — R™ a fungdo tangente, dado z = x + iy € C\{0} temos que

tg™? (ﬂ) ) sex >0
x

7T+tg_1<—>, sex<0ey>0
Arg(z) = tg_l (E) —m, sex<0ey<O
x

- sex=0ey>0

—— sex=0ey<O.

Dessa forma para z = v+ 1y € C, sex < a, y > 0 e z # a temos que y < tg(d)(x —a) e
|Arg(z)| = Arg(z) > § > ¢, logo neste caso z € S, yU{a} ez € {x+iy : y > tg(o)(r—a) }U{z+iy :
y < —tg(¢)(z — a)}. Analogamente, mostramos que o mesmo ocorre quando v < a e y < 0.

Sex >a ey >0 entao,

2€ S,6U{a} = |Arg(z—a)|>¢ <= tgl(xga)2¢

Y

Tr —a

= >¢ = y>tg(d)(r—a)

— zefrtiy:y>te(d)(z —a)f U{r+iy:y < —tg(d)(x —a)}
Do mesmo modo mostramos que se x > a ey < 0, entao
z2€ S sU{a} = ze{r+iy:y>tg(d)(z—a)}U{r+iy:y < —tg(¢)(z —a)}l.

Portanto, a identidade (2.4) € vdlida.

Proposicao 2.1.3. Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente definido.
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2.1. Operadores setoriais

Entao A € setorial se, e somente se, existem R >0, C' >0 e um angulo ¢ € (0, g), tais que

Dry ={ e C:|A\ >R el|Arg(\)| < ¢} Cp(A) e

B C
A= A) | 2x) < o

para todo N € Dpg 4.

s

Demonstracdo. Suponhamos que A é setorial com vértice a € R, angulo ¢ € (0, 5) e constante

M > 0. Suponhamos inicialmente que a < 0. Utilizando a Observagao 2.1.2, é facil ver que
E={ =a+iyecC:|ArgA\—a)| < gpex<1}={A=z+iy e C:x € [a,1] e |y| < tg(p)(xr—a)}

logo E é limitado. Consideremos R > 0 tal que £ C B(0,R) e ¢/ = tg"*(R). Dado X\ € Dy 4, se
Re(A\) < 1, temos que |Arg(\ — a)| > ¢, caso contrario terfamos A € £ C B(0, R) o que contraria

|A| < R. Suponhamos agora que Re(\) > 1. Note que

Re(\) S 1
Re(A) —a — (1 —a)’

pois a derivada da fungao [1,+00) 3 ¢ + t(t —a)~' € R é positiva em todos os pontos de [1, +00),
logo tal fungao atinge seu valor minimo em ¢t = 1. Observe também que Ay = 1+itg(¢)(1—a) € E,

logo R > |\o| > tg(¢)(1 — a). Assim temos que,

Arg0— )] = g () o (T _Be) )

2w (Toy ) 2 (P 20

Portanto, temos que Dg gy C Sqs C p(A). Como

Al
=1
Ao A —a ’
podemos supor que R > 0 é tal que
Al
<2
A —a| ~
para todo |[A| > R. Assim temos que
_ C M | 2M
A = A) g < < — <=
= —a T —al T



2.1. Operadores setoriais

para todo A € Dp 4. No caso em que @ > 0 nao hd o que demonstrar.

Reciprocamente, suponhamos que existem R > 0, C' > 0 e um angulo ¢g € (O,g), tais que
DR,d)o C p(A) e

C

— At <
||()‘ ) ||$(X) = ’)\|

para todo A € Dpg4,. Seja a < —R temos que,

U [C\(Sus U{a})] = {/\ e C\{a} : ’Arg(/\) < g]} — (A e C:Re(\) > al.
¢€(a3)

Logo {C\(Sa,s U {a})}qbe(a,”) é uma cobertura aberta do compacto B(0, R), portanto existe uma

2

subcobertura finita {C\(Sq4, U {a})}X,, tomando ¢’ = max{¢; : j = 0,1,..., N} obtemos que

C\Su» D C\(Sa¢ U{a}) D U [C\(Sue, U{a})] D B(0,R).

N
j=1

Logo S, C C\B(0,R). Dado A € Sa ¢, se Re(A) < 0 entao [Arg(A)| > 5 > ¢o e se Re(A) > 0,

ang0] = et () = vt (L) = arer - 0 2 0 2

entao

Portanto S, o C Dgg, C p(A). Por fim, como

existe r > 0 tal que

para todo |[A| > r. Como a funcdo S, » U{a} 2 A — M&‘a‘ € R é continua, tal fungao possui valor

maximo M no compacto (S, U {a}) N B(0,7). Assim temos que,

< C |)\—a|<C(2+M)
(A—al Al T [A—d

para todo A € S, 4. O

Exemplo 2.1.4. Seja A : X — X um operador limitado. Como sabemos C\B (0, || Al ¢(x)) C
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2.1. Operadores setoriais

p(A). Além disso, dado X € C tal que |\ > ||All #(x), temos que

[(A—A4)~"

= [|[[A(1 = A1)

= [[ATTa=ATTA)!

ZL(X) Z(X) Z(X)

= A= AT | < (= A A z)

Tomando X € C tal que |\ > 2|| Al #(x), temos que |\ 71| Al 2(x) < 4 e entdo (1 — |)\|*1||A||3(X))_1 <

2. Portanto,

2
XS_

WA—Aylz() it

para todo A € C tal que |\| > 2||A|| #(x). Segue entio da proposi¢io anterior que A é um operador

setorial.

Teorema 2.1.5. Sejam A : D(A) C X — X um operador setorial, R > 0, C >0 e ¢g € (0, g)
tais que Dg g, C p(A) e |AN—A) " 2x) < C para todo X € Dg g,. Suponhamos que B : D(B) C
X — X € um operador linear tal que D(B) D D(A) e existam constantes ¢ € (0,C71) e K > 0
tais que ||Bz|| < €||Az| + K||z|| para todo x € D(A). Entao A+ B : D(A) C X — X ¢ setoriall.

Demonstracao. De fato, temos que

IBO = A)al| < A — A) 2] + K[[(A - 4) ']
< el + KA (A = 4) + AJ\ - A) s

< eCllz|| + KA ||z + AN — A) Lz
K(1+40C)
< eClla + ==«
A
para quaisquer A\ € Dgp g4, e € X. Logo para todo A € Dg 4, 0 operador linear B(A — A)~! é

limitado e
K1+0C)
R
Tomando A € Dpg, tal que [A| > 2K (1 + C)(1 — eC)™*, obtemos que ||B(A — A)7!|| < 1 logo
1—BA—A)"': X — X é bijetivo e como

IBOAN = A) " 2x) <eC+

A=A+ B = [\~ 4)~ B -4 (A - 4)]

1

(L=BA-=A)7](A-4)

1

— (A=A [1-BO-A)7]

segue que [\ — (A+ B)]7' : X — X é bijetivo. Note que pelo Teorema da aplicagdo aberta

43



2.1. Operadores setoriais

[1-BA—A)"" € Z(X), logo [\ — (A + B)]™' € Z(X). Em particular, [\ — (A + B)]™*
¢ um operador fechado, segue entdao que A — (A + B) : D(A) C X — X ¢é fechado. Portanto
A+ B : D(A) € X — X é fechado. Seja R' = 2K(1+ C)(1 — eC)™! + R temos entao que
Dp g, C p(A+ B) e além disso,

_ _ _17-1
I3 = A+ By < 0= A7 || = BO= 777

C+1 _1

=T [1 ~[1BO=4) ff(X)]
Ct+1/, 1 -

A 2
2(C'+1)

— |)\| Y

para todo A € Dp 4,. Portanto, segue da proposigao anterior que (A + B) é setorial. [

Definigao 2.1.6. Dado U C R um aberto e f : U — X uma aplicagdo. Dizemos que f € analitica

real se para cada ty € U existem § >0 e x; € X para j € NU{0}, tais que (to — 6,60 +0) C U e

ft) = Z(f —to)x;

J

para todo t € (ty — 0,19 + ).

Defini¢ao 2.1.7 (Semigrupo Analitico e Gerador Infinitesimal). Um semigrupo analitico sobre um

espaco de Banach X é uma familia {T(t)}+>o0 de operadores em £ (X) satisfazendo:
(i) T(0)=1.

(i) T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0.

(iii) T(t)r — z quando t — 0 para todo x € X.

(iv) t— T(t)x € uma funcao analitica real sobre t € (0,+00) para cada x € X.

O gerador infinitesimal L de um semigrupo analitico {T'(t)}+>0 € definido por

Lz = lim M7
t—0+ t

seu dominio D(L) consiste de todos os © € X para os quais o limite acima existe.
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2.1. Operadores setoriais

Teorema 2.1.8. Se A ¢ um operador setorial com angulo ¢ e vértice a, entdo —A € o gerador

infinitesimal do semigrupo analitico {e="}i>¢, onde

1
e =_— [ (A4 A)TeMax (2.5)

C2mi
el':R — p(—A) € a curva definida por

;

Re' —a se te[-0,0
[(s) = $Re® —a se te[f,+00)

—2Re ™ —a se te(—o0,—0]

comR>0ebc(5,m—0¢).

A fungdo (0,4+00) 3t — e~ € L(X) pode ser estendida para uma funcdio analitica {z € C\{0} :
largz| < e} 3 2 — e7*4 € L (X) para e > 0 suficientemente pequeno.

Temos também que se b € R € tal que Rec(A) > b, isto €, se ReA > b para todo A € o(A), entio

existe uma constante C' > 0 tal que

||€_tA||z(X) <Ce™™ ¢ ||A€_tA||£/(X) < %e—bt
para todo t > 0. Por fim, temos que
—(e_tA) — A tA

para todo t > 0.

Demonstracdo. Suponhamos inicialmente que a = 0. Antes de tudo, fixado ¢ > 0 devemos provar
que a integral imprépria em (1.3) é convergente, para isso ¢é suficiente mostrar que as integrais
Jr, A+A)teMdN e [ (A+A)"TeMdA sdo convergentes onde Ty : [0, +-00) = C, Ty 1 (—00, —0] — C
sao definidas por

s

[y(s) = SR’ e Fo(s) = —=

—if
7 7 Re ™.

45
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Notemos que

_ M
[ 10 27 100N < [ Srfeian
1—‘1 Fl | |

oo A p
- / Mo T () ds

T1(s)
/%o M req (sye
= eI (s)|ds
o IT1(s)] '
oo M o | R
— Re(%RelG)t v e d
/6‘ ’§Rei9’€ 66 S
TN
— _e(gRCOSG)tdS
0 S
“+oo
< %e(gRCOSG)SdS < 00

0

pois gR cosf < 0. Portanto a integral fFl()‘ + A)~teMd\ converge absolutamente, em particular
tal integral converge. Analogamente mostramos que a integral fFQ()\ + A)~teMd\ converge. Seja

® : R — C o caminho definido por

onde K > 0 é uma constante escolhida de modo que {I'(s) : s € R} N{['(s) + K : s € R} = (.

Pelo Teorema de Cauchy temos que

/()\ + A) M) = /(A + A)teMa. (2.6)

P

De fato, dado N > 6 sejam I'y = T'|_n,n], Pn = P|_n,n] € definamos 73,74 : [0, K] — C por
N . N .
n(s) = ?Re_w +Ks e ~%(s)= ERew + Ks.

Pelo Teorema de Cauchy, temos que

(/ i /q>N - / - /FN> A+ A)~eMdr=0 (2.7)
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2.1. Operadores setoriais

ja que a funcao p(A) 2 A — (A + A)~LeM € Z(X) é analitica. Note agora que,

M
-1 by’ Re(\t)
/1 |(A+A) HX(X) leM]|dA g/l e |d|

T~ T~

K
< / M retyo
o (sl

K
< / - M e(%Rcos9+K)tdS
o pRsind

KM 6(%Rcos@-}-l{')t
_— N .
ZRsind

de onde segue que f71 (A + A)~teMd\ — 0 quando N — oco. Analogamente mostramos que
N

fﬁv()\ + A)7teMd\ — 0 quando N — co. Portanto fazendo N — oo em (2.7) segue (2.6).

Entao fixados ¢, s > 0, segue que

e (L o apena) (L [ ario)
= ﬁ/r ([D()\ + A)teM(p + A)le“tdu) d\ (2.8)

~ e [ ([0 0 7 = e ) )

onde a tultima igualdade segue da identidade do resolvente. Observe que para quaisquer A € I' e

1€ O, temos que
/e)‘t(,u — N7l =0 e (2.9)
r

/ e (i — N) "ty = 2mie. (2.10)
®

De fato, dado N > 6 seja vy : [0,1] — C definida por
N . N .
v (w) = =€e(1 —w) + ?e_ww.

7

Segue pelo Teorema de Cauchy que

(/W*/FN) M —A)"dA =0, (2.11)

pois a fungao (C\{p}) 2 X — eM(u — X))~ € C é analitica.
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2.1. Operadores setoriais

Para N suficientemente grande temos |(x — A)| > 1 para todo A € ~yy, desta forma

[ et %M\ / 1 (a = 2
YN
< [ 1ean
_/ etRe)\’d)\‘
YN
/eeRcoseyd)\l
YN

N
t%RCOSG(QgRSiHQ).

=€

Logo [ e(u—A)~'d\ — 0 quando N — oo e entdo por (2.11) segue (2.9).
A prova de (2.10) é similar a prova de (2.9) usando a férmula integral de Cauchy (ver [9], pdgina
45) em vez do Teorema de Cauchy.

Partindo de (2.8) e usando (2.9), (2.10) e o Teorema 1.2.9, segue que

s (2712')2 /F (/@ (=) TN+ A) T = (et A)l)du> dA
: ( /@ N — AT A+ A)_ldﬂ> )
(271252 /r (/cp = A A)_ldu> dA
= e J ([0 )
g (/ =N A>‘1dk) du (2.12)

N (2;')2/F€M (L e (p—A)" 1@) (A+ A)~tdx

- v /q) eh (/F M — A)ld/\) (u+ A)dp

1

— 2ni? /e)‘t27rie)‘s()\+A)_ld)\
T r

:%/ez\tJr)\s()\_i_A) 1d)\ t+s)
T Jp

Seja € < min{f — 2,7 — 0} podemos estender a aplicacao (0,+00) 3 t — e~ € Z(X) para o
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2.1. Operadores setoriais

conjunto {z € C\{0} : |Arg(z)| < €}. De fato, seja z € C tal que |Arg(z)| < ¢, entdo

/(MA)*&ZC;A’ g/ O+ A) [
Fl 1_‘1

— %eRe(Az”d)\'
T |)‘|

+o0
M Rery ()2 p. v
= e eI T (s)]ds
/9 ] T2 (s)

+o00 ) )
. / M Re[8671R626‘2|61Arg<2)]
= €
0

| R i
|£Re”|

0

ds

+oo
_ M659_1R|z\ cos[0+Arg(z

= Nds < oo,
0 S

pois 6 + Arg(z) € (3, 7), logo cos(f + Arg(z)) < 0. Da mesma forma mostramos que a integral
Jr, A+ A)~ter*d\ converge.

Mostraremos que a aplicacio {z € C\{0} : |Arg(z)] < €} 2 2z = e € Z(X) é analitica.
Fixemos N > 0 e z, € C tal que |Arg(z)| < e. Dado A € I'([-N, N]) temos que

6)\,2_6)\,20
WA+AY1( )-4A+Aru&%
ZT A Z(X)
Az Azo
_ -1 € — € . Azo
S P s
/\eAzo (e/\(Z*ZO) o 1) ’
=[x+ 4)7! — XM
(A -+ A) Hg(x) Az — 2) €
A(z—zo)_l
= (A + A4 Aol | — =),
10+ A7 o P =) ‘

Como I'([=N, N]) é compacto e a aplicagao I'([=N, N]) 2 A ||[(A+ A)7L|||\e***| € R é continua,

segue que existem constantes C',Cy > 0 tais que
(A + A)_1||$(X) IAer| < Oy e |||z — 20] < Calz — 2|

para todo A € T'([-N, N]). Como (e* —1)z~! — 1 quando z — 0 dado € > 0 existe § > 0 tal que

El

e

ef—1

z

—11
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2.1. Operadores setoriais

sempre que 0 < |z| < 0. Entéo para qualquer A € I'([—N, N})

Az—z20) _ 1 ez\(z—zo) -1
A+ A Mo | T2 <Cy|l————-1
H( +4) | Az — 20) ‘ = Az — 20) ‘
e)\(Z*ZO) -1
< _ 1
<G Az — 20) ‘

2—20

sempre que |z — 29| < 2. Segue entdo de (2.13) que (A + A)~ Sl converge para (A +
Cy

A)7theM0 quando z — 2 uniformemente nos A € I'([~N, N]). Portanto,

lim

1
i (/ A+ A)erd — / (A + A)le“od)\)
z—z20 2 — 2 Tn T'n
Az ,Az0
=lim [ A+ A)"! (i> d\

z=20 Jpy Z— 2

:/ (A + A)~"aeto,
I'n

mostrando que a aplicagio {z € C\{0} : |Arg(2)] < €} 2 z = [ (A + A)7'eMd) € Z(X) ¢
analitica.

Dado K C {z € C\{0} : |Arg(z)| < €} um conjunto compacto, mostraremos que a convergencia
fFN()\ + A)~teMdA — [(A+ A)~'eMd) é uniforme sobre K.
Como d(0, K) > 0 existe r > 0 tal que,

K C {2z € C\{0} : |Arg(2)| < e} N [C\B(0,1)].

Por outro lado dados z € K e N > 0, temos que

/(A + A)teMdN — /F (A + A)—leAZdA'

N
T (D(s) + AV (5)ds — / (D(s) + A)~Le T (5)ds

N

‘( / ) +A) O (5)ds
( B / ) 9+ A7y 77 1) s

oo i€
<2 e e

(2.14)
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onde a tltima desigualdade ocorre pois para todo s € [0, +00) temos

}GF(S)Z‘ — eRe(l"(s)z) — e\F(s)z|cos(0+Arg(z))

<e

Y

' (s)r| cos(6+Arg(z) < 6|F(s)r\cos(976) — ‘eF(s)re—ié

ja que § <0 —e€ <0+ Arg(z) < 7, logo cos(f + Arg(z)) < cos(f — €). Analogamente, usando

que —m < Arg(z) — 6 < e — 6 < =7, concluimos que |eF(_S)Z| <

eF(S)T(“’ para todo s € [0, +00).

Logo,

—-N ~+o00
M | vt N
e WA (s)]ds < P02 (—s)|ds
/_oo !F(S)I} | N |F(—S)|| (=)

+oo
< / M ’ef(s)re*“
v T(s)]

+oo M Foo M —1i€
/ |€F(s)z| |F/(S) |d8 < / ‘el“(s)re
v T(s)l v |T(s)]

Por fim, como ( — ¢) € (Z,7) temos que cos(f — €) < 0 e entdo [ %kp(s)’”e%

[(s)|ds e

I'(s)|ds.

I(s)|ds — 0
quando N — oo. Tal integral ndo depende de z € K, logo de (2.14) segue o que queriamos.
Portanto a aplicacao {z € C\{0} : [Arg(z)] < €} 3 z — [(A+ A)teMdA € L(X) ¢ analitica.
Além disso,

d T = lim [ (A4 A)TIAeMd) = / (A + A heMd).

—(e
dz( N—oo Tx r
Por outro lado,

/()\ + A)7AeMd) = / (A+AA+A) T = AN+ A7) eMaA

= / IeMd\ — / AN+ A) e dA
r r
= —/A()\ + A)"teMdA
r

=-A (/F()\ + A)‘leAzd)\>

= —Ae™

?

pois usando o Teorema de Cauchy segue que fr IeMd)\ = 0 e como A é um operador fechado temos

que [ AX+ A)terd\ = A ([.(A + A)~'e**d)). Portanto,

d
E(e—Az) — _Ae—Az
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2.1. Operadores setoriais

para todo z € {z € C\{0} : |Arg(2)| < €}. Em particular,

%(G_At) — _Ae—At

para todo £ > 0. Dado t > 0 temos que

P

/tp <% * A>_1 e“%d“ - /F (% + A>_1 6“%61#- (2.16)

De fato, suponhamos t < 1 temos que

1
/(/\ + A)” 1&%&“
271 T Z(X)

1 v
LAy el
o /tr<t + <o

(2.15)

Z(X)

Note que

(oo, —t—1g) tTl_ =19 1~ 14 )
(e
l(~c0,~0] Tl—0,0 Tlg,00 t
LU | (R
tF‘(—oo,—t_le] Fl(foo,79] t 13
SV |G Ret
U _¢—19¢—1¢) Lli—0,0 t t

+ (/tF —/F[m)> [(% +A>1 e“%du} — 0,

pois tI'|(_oo,—1-19) € tI'|4-19 400) Sa0 reparametrizacoes de I'|(_oo,—g) € I'|g,00), T€Spectivamente, e

lit=16,4-00)

tl—¢-104-10), —L'|[—9,0) formam uma curva fechada, logo podemos aplicar o Teorema de Cauchy ja

que o integrando é uma fun¢ao analitica. De modo andlogo, mostramos que (2.16) ocorre se t > 1.
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2.1. Operadores setoriais

Entao, de (2.15) e (2.16) segue que

_ 1 / <u -t 1
At
e . =||l=— —+ A) e“—duH
1 -1 et
< — (H + A) uIdul
27 t 2(X) t

1 [ Mlet|
Sﬁ/w [du

/ M e du] =

Usando os mesmos argumentos temos

[Ae ] s, = H/A At A AtdAH

,zﬂ(X)
1

A ) enly

- /tr<%+A>eﬂ<%+A>*—%<%+A>*eﬂduu

Z(X)

1 -1
= — /I—H<ﬁ+A> et'dp

1 -1
= — /]—H(H—l—A) etdu

ot || STt \t 2%

1 ey -1
< [|i=t (- A) #|d
Som - F G, et

1 wy M
< - 1’—— “\d
< 5 [ (1 2] ) et

1+M
. /wwugg

Aty 5 x quando t — 0+ para todo z € X. Suponhamos inicialmente

Mostraremos agora que e
que x € D(A). Notemos que pela férmula integral de Cauchy, e por célculos andlogos aos que ja

fizemos

1 A 1 / Aty —1
— = d =x. 2.1
" A lad) = ( 2mi /. ATdA | =2 (2.18)
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2.1. Operadores setoriais

Assim temos que

1 1
— / (A + A)TeMad — / M rd\
271 r 271—2 r

/e’\t [(A+A)7"+ 27 zdA ‘

/Fe“(A + AT I= A+ AN diH

/ e“Al(AJrA)ledAH
T

t/p -1 1
= Ho (T4 A) Av-d)

_ % /Feu% (H +A>_1Axd>\H

ler| M
<o LT e |||A z|[|dA]
M A H’
2m r lul

Portanto e~z — x quando t — 0+ para todo € D(A).

Fixado y € X e dado € > 0 seja z € D(A) tal que ||z —y| < Do que ja foi provado, existe

PI(emmDE

At

6 > 0 tal que [[e™"z — z|| < § para todo t € (0,6). Segue entao que

At At

le™*y —yll < fle” e~ Ml + [le™ Mz — ]| + [|lz — y
<lle™*ll.zcollz =yl + ez — 2| + [l — yl|
= (le™® 2z + Dz = yll + le™*z — =

€

€
<(C+1)m+§:€

para todo t € (0,9), de onde segue que e~y — y quando t — 0+. Portanto estd completa a
prova de que {e~4*};5 é um semi-grupo analitico.

Provaremos agora que —A é o gerador infinitesimal de {e~4'},59. Dado x € D(A) temos que

d —At d —At —At / 1 )\t
e x) = e xr=—Ae xr = AN+ A xd\
lt( ) ]t( ) . ( )

= / A+ A) " AeMadh = — / M\ + A) M Azd) = —e M Az
r r

Seja ¢ : [0,400) — X definida por



2.1. Operadores setoriais

Entao segue que

d, _a\_ oAt d¢
e ) = —e Az = L

At

para todo ¢t > 0. Portanto pela Proposigao 1.2.3, existe y € X tal que e~z — ¢(t) = y para todo

t > 0. Como a aplicacio [0,00) >t — e Yz — ¢(t) € X é continua, temos que e~z — ¢(t) =y
para todo t > 0 ey = e 4% — ¢(0) = 2. Logo a aplicacao [0,00) > t — e~z € X é diferencidvel
no 0 e

—(6()(0) = —e~ Az = — Az,

Portanto se L é o gerador infinitesimal de {e=4!},5¢, segue que D(A) C D(L) e L = —A em D(A).

Por fim, seja T': X — X o operador linear definido por
+o0
T(x)= / e 'e—Atxdt.
0

Observe que como ||e~4!|| < C para todo t > 0, a integral acima converge absolutamente e portanto
T estd bem definido. Dado x € X ja provamos que e~z € D(A) para todo t > 0, logo como A é

fechado, dado j € N temos que

J J J
/ et xdt € D(A) e A(/ e_te_Atdt> :/ e tAe=Mdt.
% % :
Além disso, integrando por partes, segue que
J
lim A / ete Medt | = llm/ e~ At
j—o0 1 J—00
J
J
= lim ey —/ e te M rdt
J—o0 1
J

J
— lim | e je iz —ee A]x—/ e_te_Atxdt>

S

Jj—00 1

= — e te ™ Mydt = x — T
0

Logo novamente por A ser fechado segue que Tz € D(A) e A(Tx) = « — Tx. Note agora que,
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2.1. Operadores setoriais

dado z € D(L) temos que e~z € D(A) C D(L) e

e—Ase—At €_At.fl§'

Le Az = lim
s—0+

efAtefAs efAtl.

= lim
s—0+

. - e MYy —=x
= lim e M —— =
s—0+ S

e sy —

T
S
Xz
A

= e lim —e ML,

s—0+ S

Assim, se x € D(L) temos que

“+o00

T(Lzx) = ete ™ Ladt

+oo
e tLe Mydt

I
S S—

—+o0
et Ae M adt

oo
(/ eteAtxdt)
0

=A(Tz) =o—Tx.

0

Il
N

Portanto © = T'(Lz) + Tx € D(A), logo D(L) C D(A). Entao D(L) = D(A) e L = —A.

No caso em que a € R é qualquer, temos que
e At = /()\ + A)~teMdr
r
_ / A+t (—at A) M
r

- / [+ (—a+ A) 7 e dp

r

N e_at/ [+ (—a+ A)] " edp,

r

onde I' : R — C é definido por f(s) =I'(s) + a. Seja A = —al + A, temos que A é um operador
setorial com vértice 0 e ' é exatamente a curva I’ quando tomamos a = 0, portanto podemos

aplicar o que ja foi provado ao semi-grupo analitico {T'(t)}+>o definido por

T(t) = / et )

de onde todas as afirmacgoes do teorema seguem.
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Por fim, se A é um operador setorial com vértice a e b € R é tal que b > o(A), entdo A também é
setorial com vértice b para algum angulo. Utilizando o vértice b para gerar o semi-grupo obtemos
as estimativas desejadas, além disso, aplicando o Teorema de Cauchy mostramos que o semi-grupo

gerado é o mesmo que o semi-grupo gerado considerando o vértice a. O

2.2 Espacos de poténcia fracionaria

Como veremos nesta segao, dado um operador setorial A com Rec(A) > 0, é possivel definir o

At

operador de poténcia fracionaria A™® com s > 0 através dos operadores e~ Os espagos de

poténcia fracionaria surgem neste contexto.

Definigao 2.2.1. Definimos a fun¢io gama I' : (0,+00) — R por

+oo
[(s) = / t et dt.
0

Observacao 2.2.2. Note que a integral na definicao da funcao gama de fato existe para todo

s € (0,+00).
Observacao 2.2.3. Dados nimeros reais a >0 e s > 0, temos que

1 400 . .
a == e dt. (2.19)
['(s) /0

De fato,

1
=——a °‘I'(s) =a"".

['(s)

Como dado um operador setorial A ja definimos o operador e~“*, podemos usar a igualdade (2.19)

para definir A=*, a condi¢do a > 0 no exemplo anterior se traduz para Reo(A) > 0, como segue:

Defini¢ao 2.2.4. Seja A um operador setorial tal que Reo(A) > 0, entao para s > 0 definimos

1 [t
A5 = —— / " le= At dt.
0
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Observacao 2.2.5. Na definicao acima como Reo(A) > 0, temos que existe 6 > 0 tal que
Rea(A) > 8. Logo pelo Teorema 2.1.8, existe uma constante C' > 0 tal que ||e=*|| gx) < Ce™?,

de onde seque que a integral na defini¢cao acima converge absolutamente.

Exemplo 2.2.6. A~ dado pela defini¢io 2.2.4 € o operador inverso de A. De fato, dado x € D(A)

temos que

d Aty oD a0 —At N At
dt< A7 e V) =—-A dt(e x)=—A"(—Ae Vx)=¢"x

para todo t > 0. Portanto, pela Proposicao 1.2.3 seque que

0 t—+o0

“+o00
/ e At dt = (—A_le_Atx) oo ( lim —A~ e_Atx) + A=A,
0

. +oo _ ~ . P . .
Como a integral fo et dt e A7' sdo operadores lineares continuos sobre X que coincidem no

subespago denso D(A), seque que eles sao iguais.

Teorema 2.2.7. Seja A um operador setorial sobre X tal que Re(c(A)) > 0. Entdo A™° é um
operador linear limitado e injetivo sobre X para qualquer s > 0 e A A~ = A=) para quaisquer
s,w > 0. Além disso,

_ sen(7s)

+o0
A* / AN+ A)HdA (2.20)
0

™

para todo 0 < s < 1.

Demonstracdo. Sejam s, w > 0, temos que

ASAY < 1 /+OO ts—l —At dt) < 1 /+OO w—1_—Au d >
— e —_— u e U
L'(s) Jo L(w) Jo
— —F(s)¥(w) /+OO 5o A </+00 ut e du) dt
0 0
1 +oo +o00 . | At
= T T e T duy ) dt.
I'(s)I'(w) /0 (/0 )

Para cada t > 0 fixado, fazendo a mudanca de varidvel v =t + u obtemos

+o0 +oo
/ Ly le= Al gy = / ts_l(v — t)w_le_A” dv.
0 t

Notando que

X(t,+00) (V) = XD (t, ) = X(0,u)(V)

para quaisquer t,v € (0,+00), onde D = {(t,v) € R* : ¢ > Oev > t} e usando o Teorema 1.2.9
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

obtemos que

= (s)lr @) /0 o ( /t +oo 5w — ) lem dv) dt
([ @ ) a
_ r(s)lr(w) /O - ( /0 T o — e Ay (8) dv> dt
- ror ), (/0+OO = ) do

— m /O+OO (/Ov o — ) tem W dt) dv.

Para cada v > 0 fixado, fazendo a mudanca de variavel ¢t = vu obtemos que

logo

Note que,

De fato, temos que

v 1
/ 5w — ) e dt = / (vu)* (v — vu) e v du,
0 0

= r(s)1r<w) /O+OO </01(vu)5_1(v — pu)V e du) dv
:r(s)lr(w) /0 < /O w1 u)“’_ldu) vl A dy

“+oo “+o0o
I(s)I'(w) = / t5te dt/ v e do
0 0

—+o0 “+o0
= / (/ 5 let dt) v e do
0 0
—+o00 —+oo
:/ (/ s lyw—lo=(t+v) dt) dv
0 0

= // 51wl gy,
(0,400) x(0,400)
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Como a aplicagao F': (0, +00) x (0,1) — (0,4+00) x (0, +00) definida por

F(x,y) = (vy,2(1 —y))

é um difeomorfismo de classe C™ com inversa F~! : (0,400) x (0,+00) — (0,400) x (0,1) dada

por

t
F'(tv) = (¢t
(t,v) ( T )
fazendo a mudanga de variaveis (t,v) = F(z,y) = (zy,x(1 — y)) obtemos
// 5Ly te= ) didy = // (zy)* Ha(l — y)]“ e " x dody
(0,4-00)x(0,+00) (0,400)x(0,1)
1
/ </ s+w 1ys 1(1 y)wflefx dil?) dy
0
1 +o00
/ y o w 1dy/ x(s+w)flefx dr
0 0
[

Dado s > 0, seja k € N tal que k > s, do que ja provamos segue que

1
Y1 =) tdyT(s +w).

[e=]

Portanto A= 5A~% = A~ (stw),

Afk _ Af(kfs)Afs

Como 0 € p(A) segue que A~1 : X — X é injetivo, logo A% = (A~1)* é injetivo. Portanto, segue
da identidade acima que A™* é injetivo.
Dado A > 0, temos que
A+ A= /+OO e A dt. (2.21)
0

Ja demonstramos, no Exemplo 2.2.6, a igualdade acima para A = 0. Suponhamos que A > 0, dado

r € X, entao

d

= (_efAt)\flef)\tm) _ (_efAt)\flef)\t) T

4
dt

— ( At)\ 1 —)\t_|_€—At€—/\t)$
A

—At)\—le—)\tx + e—Ate—Atl,
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

para todo t > 0. Portanto,

Y _4d

e My 4+ e A My = 7 (—e_At)\_le_’\t:B) — Ae AT\t My

para todo t > 0. Logo

+oo 400 d NS
/ e Ale My dt —/ — (e_At)\_le_’\tx) dt —/ Ae M\ e My dt
0 0 dt 0
“+oo
= — ( lim e **\"te Mz — lim eAt)\leAta:> — )\1A/ e e My dt
0

t——+o00 t—0

+o0
= \"lo — A_lA/ e~ e My dt.
0

+o00
(A+A4) (/ e e Ay dt) =x.
0

Portanto a identidade (2.21) é valida.

De onde segue que,

Usando a identidade (2.21), dado s > 0, obtemos

+00 “+00 +oo
/ AN+ A) AN = / A8 / eAte’\tdt) d\
0 0 0

- *°°(

/
/0 c

_ /;oo (/ %_se_“%du) dt
/o

=T(s)I'(1 —s)A".
Por fim, usando a identidade
T
L)1 —s) =
(s)0(L =) sen(7s)
para todo 0 < s < 1, a identidade (2.20) segue, o que conclui a demonstrac¢ao do teorema. [

Definicao 2.2.8. Dado s > 0 definimos D(A%) := R(A™®) e A® : D(A®) — X como sendo o
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

operador inverso de A=*. Definimos também A° como sendo o operador identidade I : X — X.

Exemplo 2.2.9. Como jd mostramos, A~! obtido com a Definicio 2.2.4 coincide com o operador

inverso de A, assim temos que, D(A') = R(A™') = D(A) e A' = (A71)"1 = A.

Observagao 2.2.10. Se s > w > 0 entdo D(A®) C D(A"Y).
De fato, como A= = A=Y A== temos que D(A®) = R(A™%) C R(A™") = D(AY).

Observacao 2.2.11. A® € fechado para todo s > 0.
Basta notar que A™® € fechado, pois € limitado, a aplicacao F : X x X — X x X definida por

F(z,y) = (y,z) € um homeomorfismo e que
Gr(A®) ={(z,A%z) : 2 € D(A")} ={(A°y,y) 1y € X} ={F(y, Ay) : y € X} = F(Gr(A™)).

Portanto Gr(A®) é fechado em X x X.

Observacao 2.2.12. A® é densamente definido para todo s > 0.
De fato, dado k € N temos que

D(AFY) = R(A=HDy = R(ATTAF) = AIR(A™F) = A7 D(A%).

Suponhamos que D(A*) é denso em X. Dado x € D(A), existe uma sequéncia (y;) € D(A®) tal
que y; — Az, assim pela continuidade de A™', seque que A~'y; — x, logo D(AF™) = A= D(AF)
¢ denso em D(A). Portanto D(A**1) ¢ denso em X.

Assim, seque por inducdo que D(AF) € denso em X, para qualquer k € N. Dado s > 0, tomando
k > s, seque da Observagdo 2.2.10 que D(A*) C D(A?®), portanto D(A®) é denso em X.

Observagao 2.2.13. R(e™4) C D(A%) e Ase= € L(X) para quaisquer s,t > 0. Além disso,
Ase= A = e~ A AS em D(A®) para quaisquer s €R et > 0.

Jd sabemos que R(e™") C D(A), Ae=¥ = —L(e=) € Z(X) e Ae ™z = e~ Az para quaisquer
t>0exe D(A).

Dado k € N suponhamos que R(e ) C D(AF), Ake 4 € L(X) e AFe Ax = e~ A*z para
quaisquer t > 0 e x € D(A*). Dado x € X, temos entio que Afe Az = Ake=Aze~ A2y =
e~ A2 (AFe21) € D(A), logo e a € D(AMY). Além disso, AFtHle At = Ae=43 Ake~42 € £(X)

e dado x € D(A*) temos que

Abtle=Aty — AAke= Aty — Ae M ARy = e~ M AAFL = e~ M AR
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Portanto, seque por inducio que R(e=) C D(AF), Ake=4 ¢ L (X) e Ake My = e~ Akx para
quaisquert >0 e v € D(A¥) e k € N.

Dado s > 0, tomando k > s, temos que R(e™ ") C D(A¥) C D(A%) e Ase™ 4t = As—kAke=Al ¢
Z(X).

Por fim, dados s <0 et >0,

1 Feo
AsefAt — (F( ) / wfsflewa dw) efAt

1 teo
— G_At ( / w—s—le—Aw dw) — 6_AtAS.
[(=s) Jo

Assim, dado s > 0 e x € D(A®), tomando k € N tal que k > s temos que,

AsefAtl, — AkAsfkefAtx — AkefAtAska — efAtAkAska — efAtAsx.

Teorema 2.2.14. Seja A um operador setorial tal que Re(o(A)) > 0. Entao, existe uma constante

C >0 tal que
|Az]| < Ol Az|*|l]"—

para quaisquer s € [0,1] e x € D(A). Além disso, também eziste uma constante C' > 0 de modo

211)

que

|4%all < C' (el Azl + 5

para quaisquer s € [0,1), z € D(A) e e > 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1.8, existe uma constante C' > 0 tal que [le=*||»x) < C para
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

todo t > 0. Dados s € (0,1), e >0 e z € X, temos que

+oo
IT(s)A™%z|| = / tileAly dtH
0

€ —+o00
= (/ +/ )ts_le_AtxdtH
0 €

< / e Aty dtH +
0

—+o00
/ e Aty dtH

< / B e o ]| dt

+o00
+ H (— tliin 5t AT e_Atx> + e lem A Ay + / (s — D5 2e A 1y dt”
—+00 €

< / 10|z dt + || e AT || +
0

+o00
/ (s — 1)t 2e Ay dtH

s +00
< C||x||% + C||A || + (s — 1)/ 520 A || dt

< Clfe]|< + 20|47 2.

Fixados x € X\{0} e s € (0, 1), como

€

e a aplicacao (0,4+00) 3 € = C|z

lim Cl|z]|S + 20| A" 2]|e! = +oo = lim Cl|z]|S + 20| A ]!
——+o00 S e—0+ S

S 7 z 3
< +2C[| A 'zlles”! € R é continua, segue que ela possui um

ponto de minimo. Além disso, tal aplicacao também é C?t e

(R

Assim o ponto de minimo da fungao (0, +00) 3 € — C||x

d € —1_.s—1\ _
E(C’HngvLQCHA x|le )—O

Cllz|le +2C| A7 (s — 1)els —2) =0

Cllz|et = =20 A7 |(s — 1)6(8 —2)
et _2C’||A’1||(s —1)
e Cllz|l
A -s)
[z '

S+2C| Azl eRé g = A lIA=s)

lll
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

e o valor minimo desta aplicagao é

0 2 A_l 1 — s 2 A—l 1 - s—1
OHﬂl%-i-QCHA_leGS_l _ ClLQZH ( H H( 3)) —{—QOHA_l{EH ( H H( S))

] ]

C —S89S8 — S S S — S —S S—
= — el 2 AT (1 = 8)" + 220 A el (1 — )

:=(Eﬁml—sns+2omu-—$r*)an*nA*xw.

S

Desta forma

I(sa~al < (01— 9 + 2020 - 9} ) ol A7l
logo

1
(s)

(e
< (-
(e

A7 =

21— s) +QC[O—SW*)WW“WA”MP

20 - s))* | 2020 - o))" L
e L

20 2C _ sl A—1 118
- 81+—40H1—ﬂsﬂnm1nAlw

,1

CJle cnIQ

’1

L
['(s)

g |

40 s—1 T 1—s T
=T 2(1 = )P el A =)
40 s—1 1—s —1 s
= m@(l — ) el AT ]

Note que existe uma constante K tal que

4C

m[zu —s)) <K

para todo s € (0,1). De fato, basta notar que a funcao f : [0,1] — R definida por:

ps) — 4 TR AT e s

4C, se s =1

é continua, ja que

lim [2(1 — )" = lim ™00 = Jjy (- DR0-s) — 1,

s—1— s—1— s—1—
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Assim,

A= 2| < K|z ||| A 2

para quaisquer z € X e s € (0,1). Portanto, dado = € D(A) e s € (0,1), temos entao que
[A%z] = A=) (Az) || < K[| Az |~ AT (A) |10 = K| Az ||«

CcOomo queriamos provar.

Além disso, dados s € (0,1), ¢ >0 e z € X, temos que

Cllz||e® N 20‘
I(s+1) I(s)

A=) < A e

Entao dados w € (0,1), § > 0 e y € D(A), considerando na estimativa acima € = 5w,z = Ay e
s =1 — w, obtemos que

Cl|Ay||d 2C
re—w) I'(l—w)
< ¢ (Sl Ayl + 575yl

lA%y]| = A0 Ay|| < |A™ Ayllo™ ==

ja que inf{I'(s) : s € (0,4+00)} > 0. De onde segue a segunda parte do teorema. ]

Observagao 2.2.15. Sabemos agora que existe uma constante C > 0, tal que ||e= || g(x) < Ce™,
|Ae= 4| gx)y < Ct~'e™® para todo t > 0, e tal que |A%z| < C||Az|]*||z||'~* para quaisquer

z € D(A) ese€[0,1]. Assim, seque que

[A%e™ 4 a]| < CllAe™ M |*[le™ ]|~
< Ol Ae™ |5 oo el lle 1=l
<C(Ct e ™) (Ce ) ™ |||
_ Cost—se—sétcl—se—(l—s)ét ||IH

= e o]

para quaisquer s € [0,1], t >0 ex € X.

Teorema 2.2.16. Seja A um operador setorial tal que Re(o(A)) > § > 0. Para cada k € N, existe

uma constante C}, tal que

||AS€_At||g(X) S th—se—&
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

para quaisquert >0 e s € [0, k].

Se0<s<1exe DA%, entao
—At 1 s s
1™ = D)af| < ~Crt*]| A% ).
Demonstracao. A Observacao 2.2.15 mostra que existe uma constante C tal que
lA%e™ ) < Crt~*e™

para todo t > 0 e s € [0,k]. Assim dado quaisquer t >0, k € Ne s € [0, k]

s
»
Cb‘
Y
X
e
I
RS
I
Ell)
CB‘
h S
Bl
N—
e

_ Ofk’st_se_ét S C’fk:kt_se_&,

como queriamos demonstrar.

Por fim, dado 0 < s < 1 e z € D(A?), temos que

i(e—Atx) — —Ae_At:E — —AI_SAS€_AtJ} — —Al_se_AtASZL‘

dt

para todo ¢t > 0. Logo,

¢
— | A M A dw = e Mr — lim e M =eYMr — 2 = (e — D).
0 w—0+

Portanto

e = Dyl |

t ¢
/ Al_se_AwAsa:de §/ |AY e )| g || Az || dw
0 0
t ¢
< (/ Crw~(1=9)e=0w dw) |A%z|| < C4 (/ w12 dw) | A%zl
0 0
<y (w_
s

Corolario 2.2.17. Seja A um operador setorial tal que Re(o(A)) >0 e B: D(B) C X — X um
operador linear tal que para algum s € [0,1) temos D(A®) C D(B) e BA™® € £(X). Entio A+ B

t
C
) 1A% = —¢°|| A%z

0 S

[]

é setorial.
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Demonstragdo. Como A é setorial e Re(o(A4)) > 0, existe um angulo ¢ € (0, ) e uma constante

M, tais que o setor Sy := {A € C\{0} : |Arg\| > ¢} estd contido em p(A) e

M

A =A) ew <+
(X) |)\|

para todo A € S 4. Temos entao que

A = A) Hlzo = A = (A= A = 4) Mz = AN = A7 = Il2ex)
M

+1=M+1
Al

< MIA=A) Mzx) + 1< A
Além disso, pelo Teorema 2.2.14 existe uma constante C' > 0 tal que

|Bz[| = [ BA™ A%z|| < [ BA™*|[| A%x|]

/)

= |BA™*||Ce|| Az|| + || BA™||Ce ™=

< |BA|C (]l Avl] + €75

z|

para quaisquer € D(A) e € > 0. Tomando € < [|[BA*||C(M + 1)] ' na estimativa acima, segue
do Teorema 2.1.5 que A + B é setorial. O

Teorema 2.2.18. Sejam A, B operadores setoriais em X tais que D(A) = D(B), Re(c(A)) > 0,
Re(o(B)) >0 e (A— B)A™*: D(A'¥™) — X € um operador linear limitado para algum s € [0,1).
Entao D(A") = D(B") e AYB~",BYA™" € £(X) para qualquer w € [0, 1].

Demonstracao. Usando o Teorema 2.2.14 segue que

A+ A) | < A+ A) a2 l/(h+ A) e
< (A + Az lz)™ (I + A 2oollz)) ™

< [(M + Dlle]” (%Hxn) )

< (M + DAl
para quaisquer w € [0,1], x € X e A > 0. Logo para todo A > 0, temos AY(A+ A)~' € Z(X) e

1A+ A) oo < (M + DA
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Analogamente, temos que B¥(A + B)™! € Z(X) e existe uma constante C; > 0 tal que
IB*(A+ B) ) < (M + 1A
para todo A > 0. Além disso, dado A > 0 temos que

A+A(B-AN+B) ' =0+A)'A+B) - A+A|N+B)"!
=+ =+ B

Assim

[+ AN+ A (B-AAFAN+B)  =AN+B) '+ AN+ A Y(B-A\+B)™
= A* A+ B) T+ AN+ AT - AN+ B)
— AA+ A

Como [[A*(A+ A)7Y| < (M + 1)|A]FL, existe R > 0 tal que

AN+ A) Mz (B = A)A™|| 2x) <

N | —

para todo A > R. Entdo, para A > R temos que [I + A*(A + A)~}(B — A)A*] é bijetivo, logo
AN+B) T =T+AAN+A)H(B-AA] AN+ AL
Observe ainda que

I+ A5\ + A7 (B = AT ) < (1= |4+ A) (B — A) A 2x)

< (=AM +A) Mz (B = A)A™ ) 2x)

-2

-1

IA

Dessa forma para A > R temos que

[A*(A + B) " Hl.zo) < I+ AN+ A) 7B = Az A (A + A) e
<2(M + 1)|AF
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

Dado w € (0,1), da identidade (2.20) segue que

A prv = ST / IO+ A = (A4 B dA

™

_ sin(mw)

™

/ﬁo A+ A)N(B — A+ B)~Ld.

Por outro lado,

< (/OR+ /:0) INTCAY A+ A)THB = A)(A + B) Y 2x) dA

/ TN AY O+ A UB — A+ B)LdA

Z(X)

R
- / A" AP A + A) (B — A)BT B + B) Y2 0x) dA
0

+o00
+ / A" AP+ A) (B — YA A A+ B) o) dN
R

R
S/O AT A 2o lAA + A) 2o (B = A)BH 20 1B+ B) 2 (x) dA

“+o0
+ /R AIA O+ A) oo (B — A)A~ 200l A5+ B) ™ z0x dA

R
< [ NTIA (M + DB ~ DBz (M + 1) i
0
+oo
+/ ATUM A+ DA (B — A) A 20 2(M 4+ 1A dA
R

R
A 00y (M + 1)2(B — B ) / AT
0

“+00
+2(M 4+ 1)*[(B = A)A™*|| 2x) / A2 d\ < oo.
R

Logo a integral

/+oo AYAYN+ AN (B - A) (M + B) td

¢é convergente. Como A" ¢é um operador fechado e dado x € X as integrais

/ﬁo A+ A)N(B = A\ + B) "z d)

/+OO AYAYN+ A)H (B - A) (N + B) twd)

sao convergentes, segue que
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

</o+oo Aw(AJFA)l(B_A)()\-FB)lxd)\) € D(AY) o

400 +o0o
Aw(/o AU\ + A)"Y(B — A)(\ + B) xd>\>:/0 AU AU+ A)HB — A\ + B)lzd).

Portanto, dado =z € X

=AY — (A7 =B )z

(A wy _ S Ww) /;OO AU+ A)HB — A\ + B) ' d)\) € D(A®)

AYRTY — Aw[Afw _ (Afw _ Bfw)]

_ (1 _ sin(rw) /Om A AT+ A) (B — A)(\ + B)‘lxd)\) € 2(X).

0

Em resumo, concluimos que D(B") C D(A") e A¥B™" € £(X) para qualquer w € (0,1).

Obtemos em particular que
(B—A)B°=—[(A—B)AT’][A°B™°| € Z(X).

Portanto, pela parte do teorema ja provada, invertendo os papeis de A e B segue que D(AY) C
D(B") e BPA™ € £(X) para qualquer w € (0,1), o que prova o teorema para w € (0,1). O

caso w = (0 é imediato. Para o caso w = 1 basta notar que
BA'=T1—-(A-B)A'=1—-(A—-—B)A A A" =] —[(A- B)A™®][A*7!] € Z(X),
e que BA™!: X — X é bijetivo, com inverso AB™! : X — X. Logo pelo Teorema da aplicacao

aberta AB™! € Z(X). O

Definicao 2.2.19. Seja A um operador setorial em um espag¢o de Banach X e a € R tal que
Reo(A;) > 0 onde Ay = al +A. Para cada s > 0, definimos X*® := D(A}) e munimos o espago X*
com a norma || - ||s definida por ||z||s = ||Ajz|x. Chamamos X* de espago de poténcia fraciondria

associado ao operador Aj.

Observacao 2.2.20. X°® € invariante sobre a escolha de a € R. De fato, seja A um operador
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

setorial e ay,as € R tais que Reo(A;) > 0 e Reo(Az) > 0, onde A) = a1l + A e Ay = axl + A.
Como (A} — A3)AY = (a1 — ao)I, seque do Teorema 2.2.18 que D(A3) = D(AS) para qualquer

€ [0,1]. Suponhamos que para algum k € N tenhamos D(A35) = D(A3) para qualquer s € [0, k].
Entdo dado s € [k, k+1] e v € D(A3) = R(A®), emiste y € X tal que v = A%y = A7 (AT 5y),
logo Aix = Al %y € R(A;%) = D(AS™Y) = D(AS™Y). Além disso,

Agr = Az + (az — ar)x € D(AS™)

pois x € D(Aj) C D(AS™') = D(AS™Y). Entdo existe = € X tal que Ayx = Ay ®z, logo x =
ASYAL*2 = A%z, Portanto, temos que x € D(A3). Provamos assim que D(Aj) C D(A3), e
analogamente mostramos que D(A3) = D(A3). Portanto seque por indu¢ao que D(A3) = D(A3)

para qualquer s > 0.

Observacao 2.2.21. A topologia de X*® € independente da escolha de a € R, isto €, existem
constantes Cy e Cy tais que ||Ajz| < Cy||Asx| e ||Asz|| < Cs||Ajz|| para todo x € X®. De fato,

dado qualquer s > 0, temos que

A1AS° = (] + A)AS° = [(a1 — a2)] + aol + AJAS°
= (a1 — ag)l + As]A° = (a1 — ag)A° + AAS°
= A5%(a; —ag)l + A% Ay = AS%[(ar — ag)l + Ay
= A% Ay

Assim seque imediatamente, por indugao sobre k, que
k g— —s Ak
ATAy° = Ay° Ay

para quaisquer k € N e s > 0. Logo, dado s > 0, seja k = max{j € NU {0} : j < s}, como
(s — k) € [0,1], temos pelo Teorema 2.2.18 que

AjAGT = ATRARA ) AR = ATRA TP AR AR = (A7 A D) (4401 € 2(X)
Dessa forma, dado s >0

[ATz ]| < | ATA; Ase|| < [ AT A, (|| A ]
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2.2. Espacos de poténcia fraciondria

para todo x € X*. Analogamente, temos que ||Asz| < ||ASA°||||ASz|| para todo x € X*.

Teorema 2.2.22. Seja A um operador setorial em um espag¢o de Banach X, entdo X° munido
com a norma || - ||s € um espaco de Banach para qualquer s > 0.

Se s > w > 0, entdo X® é um subespago denso de X", e a aplicagao inclusio de X*® em Xv €
continua. Além disso, se A tem resolvente compacto a aplicacao inclusao de X° em X™ é compacta.
Por fim, se Ay, Ay sdo operadores setoriais em X tal que D(A;) = D(As), Red(A;) > 0 com
j=1,2¢e (A —Ay)A7° : D(A'™*) = X ¢ limitado para algum s € [0,1), entdo denotando por X3’
0 espago de poténcia fraciondria associado ao operador A; com j = 1,2, temos que X{" = X3’ e as

normas nesses espagos sao equivalentes para qualquer w € [0, 1].

Demonstracao. Como A® : X® — X é uma isometria sobrejetora, a completude de X* segue
imediatamente da completude de X. Portanto X*® é um espaco de Banach.

Sejas>w>0eJ: X% — X" a inclusao, temos que
J — A*MAH}A*SAS — A*’LUAU}*SAS

Como A°: X* - X e A" : X — X" sdo isometrias e AY~* € Z(X) segue que J é continua. Se
A tem resolvente compacto, entao A ~* é um operador compacto, logo segue que J = A7 AV5A*
¢ um operador compacto.

As tltimas afirmacgoes seguem diretamente do Teorema 2.2.18. n
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Capitulo 3

Analise de Fourier e Teoria das

Distribuicoes

Neste capitulo sao apresentados alguns elementos da analise de Fourier e da teoria das distribuicoes.
Sobre a teoria das distribuigcoes s6 é desenvolvido o suficiente para introduzir as distribuicoes
temperadas, para mais detalhes sobre o tema consulte [5].

Usaremos neste capitulo as seguintes notagoes: Um multi-indice o = (o, g, . . ., ;) é uma n-upla
ordenada de inteiros nao negativos «o; € Z; := N U {0}. Seu comprimento ou tamanho |a| é
definido por

la] = a1 +as+ ...+ ay.

Observe que dados multi-indices a, 3 € Z7 temos que | + 3| = |a| + |3|. Dados multi-indices

a=(o,0,...,a,) el = (P1,P2...,0), dizemos que f < a, se f; < a; paratodo j =1,2,....n

« o
al i =ajlap!. . ap! e =

B Bla—p)!

Dado z = (z1, 2, ...,2,) € R" e um multi-indice & = (g, g, . .., ;) definimos também

e definimos

o a1 .02 (077
h —Il,TQ"'xn.

Denotamos por 9* a derivada de ordem |«

oo o

al .02 an
Ty" Lo Tp"

Por fim dado F C R" e uma funcao f : F — C, denotamos por supp(f) o suporte de f definido
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3.1.  Espacos vetoriais topologicos

por

supp(f) = {w € B : f(x) 0} .

3.1 Espacos vetoriais topoldégicos

Por vezes em alguns espagos vetoriais ¢ necessario considerar uma topologia que nao ¢ gerada
por uma norma. Entretanto é muito interessante quando tal topologia se comporta bem com a

estrutura algébrica do espaco vetorial.

Definicao 3.1.1. Um espaco vetorial topologico é um espaco vetorial X sobre K, munido de uma
topologia Hausdorff de modo que as aplicagoes soma s : X x X — X e multiplicacao de escalar

por vetor m : K x X — X definidas por
s(x,y)=z+y e m(\z)= A\

sao continuas.

Definicao 3.1.2. Seja X um espago vetorial sobre K, uma seminorma em X ¢é uma func¢ao

p: X — R que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) p(z) =0

(ii) p(Az) = [Alp(x)

(iii) p(z +y) < p(z) +p(y)

para quaisquer x,y € X e A € K.

Assim como uma norma gera uma topologia em um espaco vetorial normado através das bolas que
tal norma define, a definicao abaixo nos mostra um processo para obter uma topologia para um

espago vetorial através de uma familia de seminormas.

Definicao 3.1.3. Seja X um espago vetorial sobre K, A um conjunto de indices € {pa}aca uma
familia de seminormas em X. Dizemos que a familia de seminormas {pa}aca € Separante se
Pa(x) = 0 para todo o € A somente quando z = 0.

Dadosx € X, a € A er >0 seja By(z,7) :={y € X;pa(z —y) <r}. O conjunto,

N
{UCX;V:EG U existem N €N, aj € Aparaj=1,..,N er >0 tais que x € mBaj(x,'r) C U}

J=1
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3.1.  Espacos vetoriais topologicos

¢ uma topologia em X, a qual chamamos de topologia gerada pela familia de seminormas {pa taca-

Seja X um espago vetorial munido de uma familia de seminormas {p, }aca, sempre que nada for
dito estaremos considerando em X a topologia gerada pela familia de seminormas {p, }aca-
Segue diretamente da definigdo anterior que B,(x,r) é um aberto em X para quaisquer a € A,

reXer>0eque

N
B = {ﬂBaj(x,r);xeX,r>O,N6Nea]~ EAparajzl,...,N}

j=1
¢ uma base para a topologia de X.

Teorema 3.1.4. Seja X um espaco vetorial sobre K munido de uma familia separante de semi-

normas {Pa faca. Entdo

(a) Um net (xg)pep converge para x € X se, e somente se, po(rs — x) B—B> 0 para todo a € A.
€
(b) X € um espago vetorial topoldgico.

Demonstragao. (a) Suponhamos que o net (z3)gep converge para x € X. Entao, fixado « € A e
dado € > 0, como B,(z,€) é uma vizinhanca de x, existe 5y € A tal que z3 € B,(z,€) para todo
B Z Bo, logo p(xs — x) < € para todo [ 2 By. Portanto, p,(xs — x) BE—B> 0.

Reciprocamente, suponhamos que p, (g — ) Be—B> 0 para todo a € A. Dada uma vizinhanga U
de z, da definicao da topologia de X, existem N € N, o; € A para j = 1,..., N e r > 0 tais que
x € ﬂ;\;l B, (x,r) C U. Da hipétese, para cada j = 1,..., N existe ; tal que p,, (25 —x) < r para
todo 8 2, ;. Tomando 3y € B tal que 3y 2 8; paratodo j = 1,..., N, obtemos que p,, (rg—x) <1
para todo 8 2 By e todo j =1,..., N, logo x5 € ﬂjvzl Ba,(x,7) C U para todo 3 2 (3 e portanto
Tg — .

(b) Seja ((z3,ys))pep um net em X x X que converge para (z,y) € X x X, entdo z3 — z em X

e ys — yem X, logo por (a) dado o € A temos que p, (s — ) B—B> 0e palys — ) B—B> 0. Como
S €

Pa(s(xs,ys) — s(2,y)) = pa(@s +ys — (x +y)) < pals — ) + palys — v),

segue que po(s(xs,yz) — s(z,y)) B—B> 0. Novamente por (a), s(xg,ys) — s(x,y) em X e portanto
S
s é continua.

Analogamente, usando a desigualdade

Pa(Asrs — Az) = pa(As(z5 — ) + (Ag — AN)z) < [Asglpa(Ts — ) + |As — Alpa()
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e o item (a), obtemos que a aplicagao produto de escalar por vetor é continua.

]

Teorema 3.1.5. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K munidos pelas familias de seminormas
{Pataca €{qs}sen, respectivamente. Se T : X — Y € um operador linear, entdo T € continuo se,

e somente se, para todo € B existem ai, o, ...,ay € A e uma constante C' > 0 tais que
N
q5(Tx) < C Y pa,(x)
j=1
para qualquer x € X.

Demonstracdo. Suponhamos que T é continuo, entao dado § € B, como o conjunto Bg(O, 1) =
{y €Y : qs(y) <1} é um aberto que contém a origem, segue que 7" (B} (0,1)) é um aberto que

contém a origem. Consequentemente existem aq, as,...,ay € A e r > 0 tais que,

n

(B(0,r) c T (B} (0,1)).

j=1

Dado z € X, temos dois casos: (i) po,(2) # 0 para algum j € {1,2,..., N}. Nesse caso, como

R IO 271 C) R A
b (2252;1 Pay (2) ) 2ZkN=1 P ()} 2 -

para todo j € {1,2,..., N}, temos que,

r n
—————x €[ )BX(0,r)c T (B}(0,1)).
2 Z;cvzl pak (l‘) JQ !

v (T (222\[117%(@ x)) <h

(7)< 25" pay ().

Logo
de onde segue que,
(ii) po, (z) = 0 para todo j € {1,2,..., N'}. Nesse caso dado t > 0 temos que pq,(tx) = tp,,(v) = 0
para todo j € {1,2,..., N}, logo
tz € (B2 (0,r) C T~ (B} (0,1))

Jj=1

7
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e entdo tqg(Tx) = qg(T(tz)) < 1. Temos assim que,

SN

qs(Tz) <

para todo t > 0 e portanto gg(Tx) = 0. Com isso,

B(Te)=0<0="3"po (2).

k=1
[
Note que quando (X, || - |lx) é um espago normado a topologia em X gerada pela familia de
seminormas cujo o unico elemento é || - || x é exatamente a topologia induzida pela norma || - ||x,

dessa forma um caso particular do Teorema 3.1.5 é o seguinte:

Corolario 3.1.6. Seja X um espago vetorial sobre K munido de uma familia de seminormas
{Pataca.- Se f: X — K € um funcional linear, entao f é continuo se, e somente se, eristem

a1, o, ...,ay € A e uma constante C > 0 tais que

1@ <C poy(@)

para qualquer x € X.

Exemplo 3.1.7 (O Espago Li () ). Sejam Q C R™ um aberto, A = {K C Q; K ¢é compacto} e

loc
L () == {f :Q — C; f é mensurdvel e f|x € L'(K) para qualquer K C Q2 compacto}.

A familia de seminormas {PL1 () k}rea em L .(Q) definidas por

PLI

loc

() = /K f(@)ldx

1

¢ separante. Portanto Ly,

(Q) munido com tais seminormas € um espago vetorial topoldgico.

Exemplo 3.1.8 (O Espago C*(Q2) ). Ainda com Q2 C R™ aberto e 0 mesmo A do Exemplo 3.1.7,
seja

C>(Q) :={¢: Q— C;¢ € de classe C* para todo k € N}.
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A familia de seminormas { Pooo(Q)m K }(m,k)ez, x4 definidas por

Pose(@ymi(¢) = Y sup|0°9|

|ar|<m
¢ separante. Entao C* () munido com tais seminormas € um espago vetorial topolégico.

Exemplo 3.1.9 (O Espago C°(K) ). Seja E C R" definimos
CX(E) :={¢p € C(R") : supp(¢) € um compacto contido em E}

Dado um compacto K C R"™, a familia de seminormas {Pogo(K),m} em CX(K) definidas por

mEZy

Pog(0)m(6) = ) sup|0°¢|

|| <m
¢ separante. Portanto C°(K) munido com tais seminormas é um espago vetorial topoldgico.

Exemplo 3.1.10 (O Espaco de Schwartz . ). Consideremos o espago de Schwartz

S

{gb € C°(R™) : sup (1 + |z|)V|0%¢(x)| < 0o VN € Z, eVa € Z’}r}

z€R™

munido da familia de seminormas {| - [(v,0) }(v.a)ez, xzn definidas por

[0l (v.0) = Seuﬂgz(l + )0 ¢(x)].

Como a familia de seminormas {[| - |(N.a)}(Vayez, xzz € separante, seque que . € um espago

vetorial topoldgico.

Proposicao 3.1.11. Sejam Q C R™ aberto, f e g fungoes em C(Q2). Entdo

(0 =3 (5) @°1) (@)

B<a
para todo multi-indice o € 7, .

Demonstracdo. Suponhamos que n = 1. Entao o resultado se reduz a demonstrar que

=3 (";) F0) go=) (3.1)

J=0
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3.1.  Espacos vetoriais topologicos

para todo k € N. E evidente que (3.1) é valida para k = 1. Seja m € N e suponhamos que (3.1) é

valida para £ = m. Temos entao que

(f9)™ ) = [(fg)™] = [Zm: (7) (m ﬂ] — Zm:( > )gm=9]’

7=0

( ) G0 glm=) 4§ gm=+1)]

Portanto, segue por indugao que (3.1) é valida para todo k € N. Para n qualquer o resultado segue

do caso n = 1. O]

Proposigao 3.1.12. Consideremos . munido com a topologia gerada pela familia de seminormas

{Il- ||(N:a)}(N,a)eZ+x21 definidas no exemplo 3.1.10. Entao:

(i) Dados ¢ € C*(R") e o, B € Z7! seja

Pl p)(¢) = sup |20 ¢(z)] .

z€R™

Entio ¥ = {¢ € C*(R") : P(laﬁ)(gb) < oo Va,B € Z%}. Além disso, a topologia de .

também ¢é gerada pela familia de seminormas {P(la B)} )
) (a,B)ezn <27

(ii) Dados ¢ € C*(R") e o, B € Z'} seja

P?, 5)(¢) = sup 0% [2°(2)]].

z€R™
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3.1.  Espacos vetoriais topologicos

Entio . = {¢ € C®(R") : Pfaﬁ)(qﬁ) < oo Va,B € Z%}. Além disso, a topologia de .

também ¢ gerada pela familia de seminormas {P(Qa B)} :
) (a,p)enn xzn

Demonstracao. (i) Denotemos por .4 e % o espaco de Shwartz munido com a familia de se-

P2

1
(,5) }(a,B)EZi XL

minormas {P(a 5) , Tespectivamente. Dados o, 3 € Z7 temos

} c {
(a,B)EZT X2
q 1€ )

Pl (@) = sup |2°0°¢(x)] < sup | *10%|¢(x)| < Sup (1+[2]*T) 2%lo(2)] = 6]l at.0)

para toda ¢ € .. Portanto, a pelo Teorema 3.1.5 a aplicacao identidade I : .%¥ — . é continua.
Por outro lado, dado N € Z,, como R" > z — Zjvzl |z;|V € R é estritamente positiva na esfera

unitéria, existe 6 > 0 tal que
N
D N =6
j=1

sempre que |z| = 1. Assim dado x € R™

ja que ||z|'z| = 1. Entao

Logo

(1+]a)™ < (2max{L, [2[})" = 2% (max{1, [«[})" < 2%(1 + |2[")
N
<2V 4 2NV <2V 4 2N6 Y |V
j=1

N
< (2N 4257 (1 +y° |xNeJ'|> .
j=1
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3.1.  Espacos vetoriais topologicos

Portanto, dado o € Z7;
\WWM@=%$G+MMM3%®N
N
<1+§ZMWW>KWM@1

= 2V 425 sup (rxoaaqs r+erNefHaa¢ >\>

IN

2V +2%571) sup

r€R™

reR”™

< (2V 42V (sup [2°0% ()] + Z sup |21 ( )I)

TER™
:(2N 2N6 ( Oa) +ZPN€ o) >

para toda ¢ € .. Entao pelo Teorema 3.1.5 segue que [ : .7 — . é continua.
(ii) Dados «, 8 € . e ¢ € .7 temos que

0% B _ (04)87 B 9% V| = (Cl/) B ﬁ v
0°("9)| ;7 o el 72 e 5
v<B
@ p! B— a— {(a) } B- a—
7|0 I, e’
<> (3 o=\ ) G e
<8 s %
Logo,
Pon(®) = 5p 10°(0)] £ O3 sup |2 7110" 701 = €3, Py @
i =

para toda ¢ € .. Portanto, I : .} — .% é continua.
Por fim, consideremos a seguinte afirmagdo: Dados o, f € Z7 existem o, 37 para j = 1,2,..., N

e uma constante C' > 0 tais que

Plp(o <C§:P%@ (3.2)

para toda ¢ € .. Se || =0 entao f=0e P(lajo)(gb) = P(Qom(gzﬁ) para quaisquer o € Z" e ¢ € 7.

Observe agora que dados quaisquer o, 8 € Z} temos que

|

0<y<B 0<Z<,6’ N
TS«
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3.2. Convolugao

Logo

anB s _ AB( gy _ BN_ ol s
%0 = 0”(x%¢) OQX;IQ(V)(OZ—V)!:E 195 .

Portanto, a afirmagao segue imediatamente por indugao sobre |3|. Entao [ : % — .} é continua

e (ii) segue de (i). O

3.2 Convolucao

Definigao 3.2.1. Sejam f,g : R" — C fung¢oes mensurdveis. A convolugdo de f por g, denotada

por fx g, € a funcao definida por

frglx)= [ flz—y)gy)dy

R‘IL

para todo x € R"™ tal que a integral acima exista.

Observagao 3.2.2. Se f,g: R" — C sdo fungoes mensurdveis e x € R™ € tal que f * g(x) existe
entao,

frg(z) = Rnf(x—y)g(y)dyz Rnf(Z)g(x—Z)dzzg*f(w)-

Teorema 3.2.3 (Desigualdade de Young). Se f € L'(R") e g € LP(R") onde 1 < p < oo, entdo

f*g(x) existe para quase todo x € R™, fxg e LP(R™) e || f * gllzr@n) < || fllzr@m)ll9]| e ).

Demonstragdo. De fato, como f(y)g(- —y) € LP(R") para todo y € R™, || f(v)g(- — y)||ler(rn) =

F)glzran €
/R F) N9l e dy = 11121 19l ooy,

o resultado segue da desigualdade de Minkowski para integrais (ver [2], pdgina 194). O

Definig¢ao 3.2.4 (Translacao). Dado y € R" e uma fun¢do f : R* — C definimos 1,f : R — C
por

7 f(x) = f(x —y).

Lema 3.2.5. Sejam 1 < p < oo e f € LP(R") temos que ||7,f — f||r@mm — 0.
Yy—>

Demonstragao. Com efeito, seja g € C.(R™) como g é uniformemente continua, dado € > 0 existe

0 > 0 tal que

3=

9@ =) = g@)| < & [m (supp(9) + BOD)) |
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3.2. Convolugao

para todo y € R™ tal que |y| < d, onde m representa a medida de Lebesgue. Assim dado y € R”
tal que |y| < min{d, 1}

e —)=g@Pde= [ Jgla—y) - (o) ds

supp(g)+B(0,1)

-1
< / € [m <supp(g) + B0, 1))] — e
supp(g)+B(0,1)

Portanto, ||7,9 — gl 1@~ — 0. Dada f € LP(R") e € > 0, como C.(R") é denso em LP(R") (ver
Y—>

|Tyg - g|p =
R" R®

2], pagina 217), existe g € C.(R"™) tal que || f — g| r(rny < €. Logo

I7yf = flle@ny < |7y (f — @) lle@ny + 179 — 9lle@ry + lg — fllr@n)

<\ f = glleewry + l7y9 = gllr@ny + lg = fllr@n)

2¢
< 5 +lImg = glen.
Como |[|7,9 — g||Lr(rn) < § para y suficientemente pequeno, o resultado esta demonstrado. [

Teorema 3.2.6. Sejam ¢ € L'(R"), a = [, ¢ e f € LP(R™). Para cada t > 0, seja ¢y : R* — C
definida por
bu(z) =t "t ).

Entao f % ¢y — af em LP(R") quando t — O+.
Demonstracao. Note que para todo t > 0

o)dr= [ o ayde = [ otgydy—a
R™ n Rn

Logo temos que

[l —y)ou(y) dy — f(x) - ou(y) dy
f(x —y) — f(2)]eu(y) dy

[f(z —tz) — f(2)]¢(2) dz
[T f(2) = f(2)]o(2) dz.

/
|
= [ e =) = ot dy
/
/
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3.2. Convolugao

Segue entao da desigualdade de Minkowski para integrais que

I 5 éua) = af@lzsen < [ e = Fliiao ()]

Como para quaisquer t > 0 e z € R”

176z f = Flleo@n)|@(2)] < (176 fllLoen) + [ Fll o)) [@(2)] < 20 fll o ny | 6(2)]

e pelolema 3.2.5 || 7. f — f || Lo (mr)| 2(2) | ﬁ 0 para todo z € R", segue do Teorema da convergéncia
%

dominada (ver [2], pdgina 54) que

el = Sllzslo)] dz = 0

Portanto, || f * ¢i(z) — af(z)||Lr@n) — 0 quando ¢t — 0+. O

Proposigao 3.2.7. Seja f € Li, (R") e ¢ € C(R™), entao f* ¢ € C°(R") e

0°(f x ¢) = [ x0%(¢)

para qualquer o € 217 .

Demonstragao. Com efeito, dado j € {1,2,...,n} e R > 0 temos que,

{70t — ] = |10

sup
]Rn

6‘¢(gxz y)’ < (

2
Tj

) @) e (w)

para quaisquer z € B(0,R) e y € R", onde K = B(0, R) — supp(¢) e xx representa a funcao
caracteristica. Como |f|xx € L'(R") segue pelo Teorema da convergéncia dominada (ver [2],

pégina 56) que a j-ésima derivada parcial de f * ¢ em x existe e

i) =5 ([ swote=war) = [ sgte-n =1 (52) @

L L

para todo x € B(0, R). Como R > 0 foi tomado arbitrariamente,
0 B o¢
G0 = £+ (52) @)

para todo x € R"™. O resultado segue imediatamente por indugao sobre |a|. ]
Proposigao 3.2.8. Seja 1 < p < oo, temos que CX°(R™) € denso em LP(R™).
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3.8. A transformada de Fourier

Demonstracao. Sejam f € LP(R™) e € > 0, como C.(R") é denso em LP(R"), existe g € C.(R")
tal que || f — gllr@n) < 5. Seja ¢ € C°(R") tal que [, ¢ = 1. Pelo 3.2.6, temos que g * ¢, — g
quando ¢ — 0+, logo para r > 0 suficientemente pequeno temos que ||g * ¢, — g||zr@n) < 5. Pela

Proposigao 3.2.7 temos que g * ¢, € C°(R™), além disso,

supp(g * ¢,) C supp(g) + supp(¢,).

De fato, se y € R™ é tal que g*¢,.(z) # 0 entdao g(y)o.(x —y) # 0 para algum y € R", logo g(y) # 0
e ¢.(z —y) # 0 e portanto

r=y+(x—y)e{ueR" :gu) #0}+{uecR": ¢.(u) #0}.

Entao,

supp(g * @) ={u € R : gx ¢, (u) #0} C {u e R*: g(u) # 0} + {u € R" : ¢, (u) # 0}

C{ueR":g(u) # 0} + {u € R : ¢,(u) # 0} = supp(g) + supp(¢;).

Como supp(g) e supp(¢,.) = 7 supp(¢) sdo compactos segue que supp(g)+supp(¢,) é um compacto,
logo g * ¢, € C°(R") e

€ €
1f = g% rllioeny < If = glliven) + lg = 9. blliogen) < 5+ 5 =€

3.3 A transformada de Fourier

Definigao 3.3.1. Seja f € LY(R™), sua transformada de Fourier f:R" > C (ou Ff:R"—C)
€ a funcao definida por

F&) = [ flx)e™* du.
Rn
Observacao 3.3.2. Temos que

~

F(©O] =

f(z)e ™87 dy

< | |f@)lle*m "] do
R”’L

= [ 1#@lds = Il ¥R
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3.8. A transformada de Fourier

POT’tantO, f c LOO(RTL) e ||fHLoo(Rn) S ”fHLl(]Rn)

Observacao 3.3.3. Seja £ € R™ e (§;) C R™ uma sequéncia convergindo para . Dado x € R,

pela continuidade da aplicacao R™ > n s e~ 2™ ¢ C temos que

lim f(z)e 2" = f(z)e 2™,

j—00

Além disso

|[f(z)e ™% < [f(z)] VYo eR" eVjeN,

logo pelo Teorema da convergéncia dominada seque que

lim [ f(z)e 27 dy = /f(:c)e%”f'x dx,

Jj—o0

i1sto €,

Portanto f € continua.

Teorema 3.3.4. Sejam f,g € L'(R"). Entao:
(@) (rf)" (&) = e 2EVF(E) e 7 (F)(€) = (e f(2))"(8).

(b) SeT ¢ uma transformada linear invertivel sobre R™ e S = (T*)™! entdo (foT)" = \detT|_1fo

~

S. Em particular se T é uma rotagdo, temos que (foT)" = foT. E se Tx = t 'z com

-~

t >0 entao (f o T)"&) =t"f(t§).
(©) (f+9)" =13
(d) Sez®f € L' para |a| < k entio f € C* ¢ 9 f = ((—2miz)*f)".

(e) Se f e CF, 9°f € L' para |o| < K e 0°f € Cy para |a] < k — 1, entdo (0°f)"(&) =

(2mi€)* (£).
(£) Z(L'(R™)) C Co(R™), onde Cy(R") = {qs e C(R") : lim ¢(x) = o}.

Demonstracao. (a) De fato,

N = [ Fla-petmerdn = [ e e s
]Rn

n

— e 2miy€ f(z>€—27ri§-z dy — e_ZWiy'Ef(g).
Rn
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3.8. A transformada de Fourier

Analogamente mostramos a outra igualdade.

(b) Com efeito,

(f o T)\( /f (Tz)e ™" dy = |detT|” 1/f e 2mET e Iy

= |detTy—1/f(x)e—2mS€’f dz = |detT| ™" f(S€) = |detT| ' f o S(€).

(c) Como |f],|g| € L' podemos aplicar o Teorema de Tonelli e em seguida aplicar o Teorema de

Fubini, obtendo

(149 = [ £ o= | ( [ e =gt dy) e2mEE gy
= / ( / flz—y)g(y)e ™ dy) dx = / ( / flz—y)g(y)e ™ dw) dy
-/ ( / Ftme e i) dy = ( [ rwesnean) ([ ameera)

/\

= f(¢
(d) Faremos por inducao sobre |a|. Primeiramente, se |a| = 0 entdo a = (0,...,0) e a afirmagao
é obvia. Suponhamos que |a| = 1, entdo a = e; para algum j € {1,...,n}. Temos que

—(f(x)e ™) = | — 27Til‘jf($)6_2m§m| <2r|z;f(x)] Vz,£e€R.

‘ 0
¢

Logo pelo Teorema da convergéncia dominada

0 -~ . —2mik-x . .
5 1O = [ =2mias a)e 6% dn = (<2min, f(@)(€) = (~2min, (@) ).
j
Além disso == ag (f ) é continua pela igualdade acima. Suponhamos que a afirmagao seja vélida para

la| = N <k —1. Dado |a| = N + 1, existe a; # 0 para algum j € {1,...,n}. Logo pela hipétese
de inducao
92 f = ((—2miz)* " f)",
Como 2% (—2miz)*~% f € L' do que j4 mostramos segue que (9“? existe, e além disso
0°f = 0%(0° f) = 0% ((—2miz)™ % f)" = ((—2mia;)(—2miz)* " f)"
= ((=2miz)” (=2miz)*"% )" = ((—2mi)* f)".
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3.8. A transformada de Fourier

(e) Provaremos por indugao sobre k. Para k = 0 ndo hd o que demonstrar. Provaremos o caso

k=1. Se |a| =1, entao o = e; para algum j € {1,2,...,n} e temos que

—27ri§~1‘
(8% ) / 8% dr

/ F@)(=2mi) &2 dg = 2mig; ().

Suponhamos que a afirmacao vale para k € N e provaremos que vale para k + 1. E suficiente entdo

demonstrar que

-~

(0°F)" (&) = (2mi&)" f(€)

para |a| = k + 1. Usando a hipdtese de indugao e o caso k = 1 temos que

(0°F)N€) = (8790 )" (&) = (2mi€)*~ (9% f)(€) = (2mi&)*~72mi&; [(€)

= (2mi€)°~% (2mi€)® f(€) = (2mi€)* f(€),

onde j € {1,...,n} é tal que a;; # 0.
(f) Suponhamos que f € C}(R™), entao por (e) temos que

0 " ~
(a—x]f> = 27”'§jf(§)‘

Logo [&11f(€)] ¢ limitada para todo j = 1, n. Assim, como [¢]|F(€)] < (X1, 1&]) IF(€)], segue
que |€ Hf(ﬁ)| ¢ limitada. Portanto

lim = hm
|€\—>oo‘ = oo [¢]

(N =

Corolario 3.3.5. Temos que F () C &, além disso a aplicagio F : ¥ — & é continua.

Demonstragdo. Sejam ¢ € & e «, f € Z1}, temos que

1
J %0l = [ i el 0% do < [ o (o 0% da

1
< lnersons) | e <o

Portanto 2%9°¢ € L'(R"™) para quaisquer «, 3 € Z'. Segue também que 9°¢ € L'(R™) N Co(R™)

89



3.8. A transformada de Fourier

para todo € Z. Entao de (d) e (e) do Teorema 3.3.4 segue que

A~ A

(2°9°9)" =(~2mi) 197 (079)" = (~2mi) 19" | (27i€) 70| = (—1)~ (i)~ lo (£75)

Portanto segue da Proposicao 3.1.12 que $ € . e que a transformada de Fourier .% :.¥ — ¥ é

continua. [

Proposicao 3.3.6. Seja f : R — R definida por f(x) = e onde a € C € tal que Re(a) > 0.
Entao

o~ T

f(6) = a st

Demonstragao. Provaremos primeiramente o caso n = 1. Usando o Teorema 3.3.4 (d) segue que
N o\ A
(7) (©) =(=2riwp) (&) = (—2mie™™*) (&)
= i(—%a)e_“‘”g A (&) = i(f’)A(f)
-~ \a Ca

=Sonif(e) = ~ZEfle).

Assim temos que
-~ 2T~

e (€ET(€)) = 226 f(e) - 3 =6 l0) = 0,

F(0) = / e~ 20 £ (1) dy = / e ™ . (3.3)

Pelo Teorema de Tonelli temos que

/ e~ ) g dy :/ (/ ¢~maz? g may® da:) dy
R? R \JR
:/ </ T’ d:z:) e Y dy = (/ e~ max’ dx) (/ e~ dy) ,
R \JR R R

2
/ e~ HY) g dy = (/ e dx) : (3.4)
R? R

Por outro lado, consideremos o difeomorfismo C*' ¢ : (0, +00) x (=, ) — € definido por

ou seja,

©o(t,0) = (tcosh, tsind)
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3.8. A transformada de Fourier

onde Q = R*\{(z,y) : x <0 e y = 0}. Usando o teorema de mudanca de varidveis com a mudanca

(x,y) = (tcos,tsinf) segue que

/ e*ﬂ'a(mQerz) du dy :/ e*ﬂ'(l($2+y2) drdy = / €7ﬂ-at2t dt do
R2 Q (0,4-00) X (—m,m)

™ +o0 ) +o0 )
:/ (/ e ™t tdt) do = 27r/ e Tt dt
— 0 0

1
=2n— = — 3.5
e (35)

De (3.3), (3.4) e (3.5) segue que f(0) = a~2. Entdo

para todo £ € R". Portanto

No caso geral, temos que
n
f(f) :/ e—wa\x|26—27ri§-x dr — / Hefﬂaxie—%riﬁjzj dr
R™ G

/ /He‘mx —2m6G%5 dyy | L. daey,q | da,
R

n

n
H 77ra:z: o2 T d!L‘ _Ha 2e CL&JQ_G Qe—g\ﬂz

j=17R" Jj=1

%\

]

Definigao 3.3.7 (Transformada de Fourier Inversa). Seja f € L'(R"), definimos sua transformada

de Fourier inversa, denotada por [V, da sequinte maneira

= [ #@e e dg = f-a).

Os préximos resultados terdo o objetivo de mostrar que dada f € L!(R™) tal que f € L'(R") entdo

Gl
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3.8. A transformada de Fourier

Observacao 3.3.8. Uma simples aplicagcao do Teorema de Fubini com esse propdésito falha, jd que
Vv . ' ' |
<f> (.2?) = f(g)e%m{m df — ( f(y)e—ngy dy) egmg.x df
R™ Rn R™

:/ ( f(y)6727ri§-y627ri§-z dy) df
n Rn

e o integrando ndo estd em L'(R™ x R™).
Lema 3.3.9. Se f,g € LY(R") entao fng = [ fg.

Demonstracao. Usando os Teoremas de Tonelli e Fubini segue que

/ fg= / ( flw)e e dx) 9(€) de = ( f(@)g(€)e > dx) ds
n Rn R» R
=[], S de = ( flw)g(§)e e df) dz
R xR™ Rn R

- [0 ([ st i) a= [ g [ 15

]

Teorema 3.3.10. Se f € L'(R") e ]?G LY(R™) entdo f coincide em quase todo ponto com uma

funcdo continua fy e (]?)v = (" = fo.

Demonstracao. Dadost > 0 e x € R" seja ¢ : R* — R definida por
p(¢) = PreeTEE

Usando o Teorema 3.3.4 (a) e a Proposicao 3.3.6 segue que

oy) = (62”5’“3‘”2{'2>A (y) =7 [(6"”2'52)A (y)(y)]
(e B e B (o)

onde ¢;(y) = e~ # W’ Pelo Lema 3.3.9 temos entdo que

[ererenefie s = [ oo fie) de
— [ty = [ ale i) dy
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3.8. A transformada de Fourier

ou seja,

/?7#“%%“fﬂ®d§=f*gxm. (3.6)

Como [ ¢(y)dy =1, pelo Teorema 3.2.6 segue que
1 n
f*gtmfemL(R ). (3.7)

Por outro lado, como f € L', pelo Teorema da convergéncia dominada temos que

t—0

Mneﬂm?m%©@=/*wﬂQM=GY@) (3.8)

~ Vv
Segue de (3.6), (3.7) e (3.8) que (f) = f quase sempre e analogamente f = ()" quase sempre.

A

\%
Como ( f ) é continua o teorema estd demonstrado. O]
Corolério 3.3.11. Se f € L' ¢ J?: 0 entao f =0 quase sempre.
~ N V
Demonstracao. Se f = 0 entao (f) = 0 logo f = 0 quase sempre. n

Corolario 3.3.12. .Z € um isomorfismo de . em ./, com inversa F ' .. — % definida por

Flo=0".

Demonstragao. Pelo Coroldrio 3.3.5 % : ¥ — . é continua. Além disso, como fY(x) = f(—az)
segue que f € . e aaplicacio . 3> f — f € .. Por fim, pelo Teorema 3.3.10 a tltima aplicacéo

é a inversa da transformada de Fourier .%. O

Teorema 3.3.13 (Plancherel). Se f € L'(R") N L2(R"), entdo f € L2(R") e F |12 S€ estende

unicamente para um isomorfismo unitdrio sobre L*(R™).

Demonstragdo. Consideremos o subespaco de L'(R")
V={feLl'®");fe LR}
~ ~ VvV
Dada f € L'(R") tal que f € L*(R"™), temos que f = <f> € L=(R"), logo

2 o n oo n 1(R").
L= [ A< [ W lamol ) < 1l ey

Entdao f € L?*(R") e portanto V' C L*(R"). Como C°(R") C .¥ C V, segue que V ¢ denso em

93



3.4. O espago das fungoes teste C°(12)

L*(R™). Além disso, dadas f,g € V, pondo h = g temos que

i) = / e 2EG 0 dr = / IETG (D) dr = (5)(E) = 9(8),

entao pelo Lema 3.3.9 segue que

[ta=[si=[fn= |75

Portanto, % }v preserva o produto internode L*(R™), em particular % ‘v preserva a norma de
L*(R™). Dada f € V, temos que f¥ € L'(R) (pois fY(z) = ]?(—x)) e f=(f)" assim f¥Y € Ve
F(fY) = f, mostrando assim que .Z (V) = V.

Como # : V — V é um isomorfismo unitdrio munindo V' com o produto interno de L?(R")
e V é denso em L?*(R") segue que .Z se estende por continuidade a um isomorfismo unitdrio
Z  L*(R") — L*(R").

Provaremos que .Z = .# em L'(R") N L*(R"). Sejam g : R* — R definida por g(z) = e ™ ¢
g; : R" — R para t > 0 dada por

gi(x) =t"g (%) :
Como g € L'(R") e [ g =1,dada f € L'(R")NL*(R™), segue pelo Teorema 3.2.6 que (f*g;) — f
em LY(R") e em L?(R"). Além disso, (f * g;)" = f@ = fe_”W, logo como ]?é limitada segue
que (f *g)" € LY(R™). Portanto f x g; € V para todo t > 0. Por fim, como (f * g;) — f em
LY(R™), segue que (f * g;)" — f uniformemente, e como (f * g;) — f em L*(R™) temos que

(f *g)" — Z(f) em L*(R"). Concluimos entdo que .Z (f) = 7. O

3.4 O espacgo das funcgoes teste C°((Q))

Definicao 3.4.1 (Espago das fungoes teste C'°(Q2)). Seja Q C R™ um aberto, munimos o
espago C°(82) com a topologia limite indutivo Ty definida por

Ty :={U C CX(Q);UNCX(K) é um aberto em C°(K) para todo K C ) compacto }.

Podemos nos perguntar se C'°(€2) nao é o espago trivial {0}, isto é, se existe alguma fungao

¢ € C°(Q) tal que ¢ # 0. A seguir, daremos um exemplo de tal ¢.
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3.4. O espago das fungoes teste C°(12)

Exemplo 3.4.2. Consideremos a fun¢io f : R — [0, +00) definida por

0, set <0
f(t) =

_1 ..
e t, Caso contrario.

Verificamos facilmente por indugdo que para cada k € N temos f € C*(R") e existe um polinémio
Py tal que,

0, set <0
79 =

1 ..
Py (%) e~ t, caso contrdrio,

portanto f € C*(R).
Seja ¢ : R™ — R definida por

671*|11|2, se <z € B(0,1)

0, caso contrdrio.

Temos que ¢ é a fungao f composta com a fungao R" 3 z + 1 —|z|?> € R, como esta ultima fungao
também é de classe C'™ segue que ¢ € C*°(R™). Por outro lado supp(¢) C m, portanto
¢ € C(R).

Sejam 0 C R™ um aberto, zo € Q e € > 0 tais que B(0,¢€) C 2, entao temos que fungao ¢ : R — R

definida por ¥ (z) = ¢ (¢ *(z — x¢)) pertence a C° <B(O, 6)> C CX(Q).

Proposicao 3.4.3. As inclusoes ix : C°(K) — C°(2) com K C § compacto sao continuas.

Além disso, Ty € a maior topologia sobre C2°(Q) que torna tais inclusoes iy continuas.

Demonstragio. Fixado K C Q compacto, seja U C C2()) um aberto, temos que iy (U) =
UNCX(K) é um aberto em C®°(K) pela definicao da topologia de C'°(€2). Portanto, iy :
CX(K) — C°(Q2) é continua. Por outro lado, se .7 é outra topologia sobre C2°(2) que torna as
inclusoes iy : C°(K) — CX(Q) com K C © compacto continuas, entdao dado U € J e K C

compacto, temos que U N C®(K) =i (U) é um aberto em C*(K), logo U € . O

Proposicao 3.4.4. Sejam X um espaco topologico e f : CX(Q) — X uma funcdo. Entio f €
continua se, e somente se, sua 1estricao f|os k) : CF(K) = X € continua para qualquer K C ()

compacto.

Demonstragdo. Suponhamos que f é continua e seja K C €2 compacto, temos entao que f|oe(x) =

foig é continua pela Proposigao 3.4.3. Reciprocamente, se dado K C €2 compacto temos f|ceo (k) :
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3.5. 0 espago das distribuicoes P'(2)

C>(K) — X continua, entao para U C X aberto f~/(U)NCX(K) = f|5L(K)(U) ¢ um aberto em
C>(K). Como o compacto K C  é tomado arbitrariamente, segue que f~'(U) é um aberto em

2 (Q). O

Proposicao 3.4.5. Seja f : C*(Q) — C um funcional linear, entao f € continuo se, e somente

se, para todo K C ) compacto existe m € Z, e uma constante C' > 0 tais que

£ <C Y suploral,

laf<j

para toda ¢ € C°(K).

Demonstragcao. Segue imediatamente da Proposicao 3.4.4 e do Corolario 3.1.6. [

3.5 O espago das distribuigoes Z'(1)

Definigao 3.5.1. Seja X um espacgo vetorial topoldgico, o dual de X, o qual denotamos por X'
€ o espaco de todos os funcionais lineares continuos sobre X. Munimos X' com a familia de

seminormas { Px ; }zex definidas por

para toda f € X'.
Chamamos de espago das distribui¢oes e denotamos por 2'(QQ) o dual do espago das fungoes teste

C>(Q), isto €, uma distribuicao é um funcional linear continuo f : C2(2) — C.
Observe que a Proposicao 3.4.5 nos d4 uma caracterizacao para as distribuicoes.

Exemplo 3.5.2. Seja f € LL (), temos que f : C(Q) — C definida por

loc
(F.6) = /Q fo

¢ uma distribuicao. De fato, é evidente que }v é linear, além disso, dado K € ) temos que

ol =| [ sel < [1rer< ([ 101)suvlol

para toda ¢ € CX(K). Pela Proposi¢ao 3.4.5, fe 2'(Q). Temos ainda que a aplicagao L ()

loc

() =

f— J}V € f € 2'(Q) € linear, injetiva e continua. A linearidade de tal aplicag¢io € evidente e a
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injetividade é obtida por consequéncia do Teorema da diferenciacao de Lebesgue (ver [2], pdgina

98). Ja a continuidade seque pelo Teorema 3.1.5, pois

Poiays(F) = (7, )] < (sup\¢|) [ = (sup|¢|) Poy s ()
R™ supp(¢)

para quaisquer ¢ € C°(K) e f € L ().
Como € wusual, iremos identificar a funcao f com a distribuicdo f, nesse sentido, temos que

Lie()) € 7'(2).

O Exemplo 3.5.2, mostra que 2'(2) contém todas a fungoes de L}, (), é natural nos perguntar
se existe alguma distribui¢io que nao seja uma funcao de L} (). A seguir temos um exemplo de

uma distribuicao deste tipo.

Exemplo 3.5.3. Seja § : C2(R™) — C definida por

(0,9) = 6(0).

Seque da Proposicdo 3.4.5 que § € uma distribuicdo, conhecida como a distribuicao delta de Dirac.

Suponhamos que 8 = f para alguma f € L% (), como
- fo=(f.¢)=1(6¢)=0¢(0)=0
para qualquer ¢ € C(R™\{0}), seque f = 0 quase sempre em R™{0}. Assim
(0.0 =100 = | Jo=0

para toda ¢ € C°(R™), o que contraria a existéncia de ¢ € CP(R™) tal que ¢(0) =1, jd que neste
caso teremos (9, ¢) = ¢(0) = 1. Portanto, ¢ & L},.(R™).

3.6 Operacoes com distribuicoes

Definicao 3.6.1. Sejam Q, C R"™ abertos e L : CX(Q) — C2(Y), L' : C2(Q) — C=2(Q)

operadores lineares continuos tais que

[ o= [ ow)
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3.6. Operagoes com distribuicoes

para quaisquer ¢ € C() e € CX(Q). Dizemos que L' € o transposto formal de L e vice-versa.

Dado um operador L como na definicdo anterior, seu transposto formal L' nos d4 uma maneira
natural de criar uma extensio L : 2'(Q) — 2'(€¥) do operador L. Com efeito, definimos L :
72'Q) — 2'() por

(Lu, ) = {u, L'Y)

para quaisquer v € Z'(2) e ¢ € C*(Y).
Observe que de fato Lu e 9 (@) j& que Lu=uol éa composicao de aplicacoes lineares e

continuas. Note também que

To,0) = (6.0 = [ o(L) = /Q Loy = (Lo, ¥),

Q/

para quaisquer ¢ € C®(2) e ¢ € C>(Q), portanto Lé = L¢. Por fim, temos que L : 2'(Q) —
7'(§Y) é linear e continuo. A linearidade é evidente e a continuidade segue do Teorema 3.1.5, ja

que dada ¢ € C(Q)

Por(qny (L) = [(Lu, )] = |(u, L'Y)| = P,y (w)

para toda u € Z'(2).

Exemplo 3.6.2 (Derivagao). Sejam Q@ C R™ um aberto e j € {1,2,...,n} e consideremos o
operador linear L : C2°(Q) — C°(Q2) definido por

99

L
= 833']

O operador L € continuo. De fato, dado K C Q compacto e ¢ € CX(K), temos que Lo = 8% €

(52
lo|<m dz;

= Z sup|8a+ej¢|§ Z sup}@f8¢’ PCOO )m+1(¢)'

la]<m |8]<m+1

CX(K), além disso, dado m € K temos que

Peso(5y,m(L9) = Poso().m <%>: > sup|o
J

Seque entdo que L|cs(xy : CF(K) — CF(K) € continuo, assim das Proposicoes 8.4.3 e 3.4.4

concluimos que L € continuo. Note ainda que dadas ¢, € CX(Q), tomando r > 0 tal que
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3.6. Operagoes com distribuicoes

d(x1, T2, ..., xy) = 0 sempre que x; & (—r, 1), temos que

/Q (Lo)y = . giw - ( /R 82—;?%93) da:j> dz
=/R (/ 852)@&( )d:v]) dx_én | (/ il )w(a;)dxj) i
-/ (¢<r>w<r>— 0- [ o0 as,) az
/R< [o0% axj j)df:/ﬁ( §f>

onde T representa a (n-1)-upla obtida ao retirar a j-ésima coordenada de x. Portanto, o transposto

formal do operador 2 3s; ¢ 0 operador _a_ Logo estendemos o operador 52~ : C2°(Q) — C°(2) ao

operador 52~ : 9'(Q) — 2'(Q) pondo

09
(@) = ()

para quaisquer v € 2'(Q) e ¢ € CF(Q). Em geral, dado um multi-indice o € Z o transposto
formal do operador 9% : C=(2) — C2(Q) € o operador (—1)I4lo~ : C*(Q) — C=(2). Logo
definimos 0% : 2'(2) — 2'(2) por

(0%u, ¢) = (=1)"{u, 0%¢)

para quaisquer u € 2'(Q2) e ¢ € CX(Q).

Exemplo 3.6.3 (Multiplicagao por uma fungao C*). Sejam Q2 C R™ um aberto, f € C>*(Q) e
¢ € CX(Q). Temos que supp(f¢p) C supp(@), logo fo € C(Y). Desta forma, seja L : C2(Q) —
C(Q) o operador linear definido por

Lo = fo.

Afirmamos que L € continuo, de fato, dado K C Q compacto é facil ver que L (C®(K)) = CX(K),
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3.7. O espaco das distribuicoes temperadas .’

além disso, dada ¢ € C°(K) e m € N temos que

Peruom(L) = 3 sup|o°(f6)| = 3 sup|0°(f4)

laj<m la|<m

= Z sup Z (g) O Ffole

la|<m B<a

_ |9 g
-y Z( >st\a 1l sup %)

|a|<m B<a

< 2 S mac {() 0 i

la|<m B<a g<q

<t {(5) i} X S piova
B<a

jal<m B<a
< max {( ) sup|(9ﬁf|} Z Z SUP|86¢|
I%\; laj<m |Bl<m &

<C Z sup|0°¢| = C Z SUP\36¢| C P (k),m (),

Bl<m K Bl<m &

de onde seque a continuidade de L|ce (k) : Co°(K) — CF(K), portanto L é continuo.

Note também que, para quaisquer ¢, € C°(2)

o= [ o= [ otror= [ oo,

logo L é o transposto formal de L. Assim definimos a extensdao L: 2'(Q) — 2'(Q) de L por

(Lu, ¢) := (u, Lg) = (u, f¢),

para quaisquer u € Z'(2) e ¢ € C(Q). Naturalmente, dada u € 2'(Q2) denotamos Lu por fu.

3.7 O espaco das distribuicoes temperadas ./’

Dado um multi-indice o € Z" adotaremos a notagao D* = (2mi)~ 119~

Seja P(&) = Zlal <m @a§” um polinomio e consideremos o operador diferencial parcial linear com
coeficientes constantes P(D) = Z\al <m @D por ele determinado. Se u € ., temos pelo Teorema
3.34 (e) que [P(D)u]" = P(&)u. Desta forma a transformada de Fourier nos dd4 um método para
tentar encontrar solugoes para equagao P(D)u = f. De fato, aplicando a transformada de Fourier

obtemos a equacao P(£)u = f, entdo se P nao possui raizes reais segue que u = P~!f. Assim
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obtemos que u = <P1f>v. No entanto, para encontrar solucoes através desse processo deve
ser possivel aplicar a transformada de Fourier em f e a transformada inversa em P‘lf. Nesse
ponto notamos que quanto maior o dominio da transformada de Fourier, maior é a chance de
encontrarmos uma solucao utilizando essa técnica. Essa é a grande motivagao para o estudo das

distribuicoes temperadas.

Proposigao 3.7.1. Seja ¢ € C°(2) tal que ¥(0) =1 e dado € > 0 seja Y € CX(R™) definida
por ¢Y(x) = Y(ex). Entdo para qualquer ¢ € .7, temos que V¢ — ¢ em .# quando ¢ — 0+. Em

particular, C2°(R™) € denso em 7.

Demonstracao. Fixado N € Z, e dado 0 > 0, como ¢ € . existe um compacto K tal que
1+ |2z))|e(x)] < &

para todo z € Q\ K. Como 9 é continua no ponto 0 e 1(0) = 1 segue imediatamente que )¢ —0+> 1
€E—>

uniformemente em K, logo existe €y > 0 tal que |¢°(z) — 1| < §, para quaisquer x € K e 0 < € < €.

Assim, para todo 0 < € < ¢

21612(1 + [2)MY(2)p(x) — d(x)] = :3}13(1 + [z) ¥ (2)]|¢(z) — 1]

< <sg£<1 ; |xr>N|¢<x>\) 5 = 16l voyd.

Além disso,

sup (1+ [)V[¢*(2)g(@) — d(x)] < sup (1 + |z [ (2)l|o(2)] + |¢(2)]

TERM\ K zERM\K
<sup|y| sup (1+[z))"[o(2)|+ sup (1+Jz[)"[é(x)
R™ z€R™\ K z€R™\ K

< (sup ] + 1) 0
R

para todo € > 0, logo
1456 = dllvoy < (Ml vo) + sup ¢ +1)0

sempre que 0 < € < €. Portanto ||¢¢ — ¢||(n,0) P 0.
€e—
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Em geral dado o € Z, temos que,

(1 +[2))¥|0%(¥ o) () — 0% ()] = (1 + |=)™

(Z (g) 6‘%6(@6‘“‘%(@) — 9%¢(x)

B<a

<L+ [N [ [ (@)0g(x) — ()| + Y (a)laﬁwe(x)llaa‘%(f)l)

0<pB<a 5

—(1+ o) ([ (@)orole) — o) + 3 (g)e6'|a%<ex>||aa-%<z>|>

0<pB<a

<1+ ) (|95 (@)0b(x) — ()| + e 3 rgx{@ sup |a%<x>|}|aa—%<x>|)

0<B<a TER?

—1+ e o 0olo) - ool + ema{ () swp 00} 3 ol

z€R™ 0<p<a
=(1+ [z)V [ (2)0%¢(x) — 0°p(x)| + Ce
=[|9 0% — 0P|l (0,0) + Ce

para quaisquer x € R™ e 0 < € < 1. Segue entao que,

196 = Dl vy < 1070 — 0“0l (w0) + Ce (3.9)

para todo 0 < ¢ < 1. Como ¢ = 0%¢ € . temos pelo que ji demonstramos que [|¢0%¢p —
0°¢||(n,0) — 0 quando € — 0+. Portanto segue da estimativa (3.9) que |[¢¢ — ¢|(n,o) = 0 quando

e — 04, o que conclui a demonstracao. [
Observacao 3.7.2. A inclusao CX(2) C & € continua. De fato, dados N € Z,, o € ZT} e

K C Q compacto, temos que

191l = sup(1 + )09

N 8
< (sg{p(l%— |z|) > Z Slll{p|a o]

B<lal

= (sg{p(l + |SU|)N> Peeo(k),jal (D),

para toda ¢ € C®°(K). Portanto a inclusio C°(K) C . € continua para qualquer K C §)

compacto, logo seque da Proposi¢ao 3.4.4 que a inclusio C°(Q2) C .7 € continua.

Como a inclusao CF(2) C . é continua, dada u € ' temos que u|cemn)y € Z'(R™) e como
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C*(€) é denso em . segue que se u|cerny = 0 entdo u = 0, além disso,

Po(gny ¢ (ulcs@ny) = [(uloe@n), 0)| = [(u, )] = Por g(w).

Portanto a aplicacao linear " 3 u — ulceo@ny € Z'(R") é injetiva e continua. Desta forma,
como ¢ usual, iremos identificar u € ' com u|ceowny € Z'(R"), neste sentido temos entao que

S C Z'(R™) com inclusao continua.

Definicao 3.7.3. Dizemos que uma distribuicao u € Z'(R"™) € temperada se u € ', isto €, se u
possui uma extensao linear continua ao espaco .. Dessa forma, dizemos que .’ € o espaco das

distribuicoes temperadas.

Exemplo 3.7.4. Dado 1 < p < o0, temos que LP(R™) C " com inclusao continua.
Notemos inicialmente dado qualquer 1 < q < oo temos que . C LY(R™) com inclusdo continua.
No caso g = oo basta notar que ||@||rmr) = ||¢]/(0,0)- Suponhamos entao que 1 < q < oo, seja

N >n+1, dada ¢ € % temos que

[olfany = [ 1011 = [ tolt0+Jaly (11 = [ sup lol(1-+1aD¥| (14 Jay ™

z€eR™

= (/R,}H !xl)‘Nq) lolixo) < (/Rn(H !x|)‘N) 16l1{50) < CllONEn -

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que ||¢||rawny < C'||@]|(v0) para toda ¢ € /. Dada
feLr(R™) C 2'(R"), temos que f: < — C definida por

(foo)= | fo

€ uma extensao linear e continua de f. FE evidente que f é uma extensao linear de f, para a

continuidade usando a desigualdade de Holder tem-se para toda ¢ € ..

(T = | [ 76| < Ul lolnes < Nl ko (310

Seque entao que f € . Além disso, dada ¢ € ./ a estimativa (3.10) vale para qualquer f €
LP(R™), assim
Py o(f) = [f, 0 < Cll@ll v ol f Il oy

Portanto a inclusio LP(R™) C .7 é continua.

Assim como estendemos algumas operagoes em C2°(§2) para 2'(Q2) através do transposto formal,
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utilizando o mesmo processo, podemos estender algumas operacoes em . para .. Utilizando o
Lema 3.3.9 temos que o transposto formal da transformada de Fourier .% : .¥ — . é a prépria %,
assim podemos estender .%# a uma transformada de Fourier .% : .’ — .. A principal motivacao
para o estudo do espago das distribui¢oes temperadas .’ é que tal espago se torna um dominio

substancialmente maior para a transformada de Fourier.

Definigao 3.7.5. Dada u € ., definimos sua transformada de Fourier u € %' por

(@, ¢) = (u, 9)

para toda ¢ € L.

Observagao 3.7.6. A apl@'cagéo F S = S definida por Fu = u € uma bije¢ao linear e

continua cuja inversa F ' S — " definida por Ftu = u" € continua, onde

(w’, ) = (u,¢)

para toda ¢ € . De fato, a continuidade de F seque de

Py 4(@) = (@, 6)| = |{u, )| = Py 5(u)

ag—1

pelo Teorema 3.1.5 e a continuidade de .# " seque analogamente. Além disso, € consequéncia

imediata do Coroldrio 3.5.12 e das definicoes de F e de F ' que FoF 1 =1cqueF1oF =1.

Observacao 3.7.7. Sejam Frigny : L'(R") — Co(R"), Framn : L*(R") — L*(R") e Fy
S — " as transformadas de Fourier jd definidas, temos que Fyr = Frirny em L'(R") e
F oy = Framny em L*(R").

De fato, dadas f € L*(R™) e ¢ € .7, temos que

(Fnenf, o) = /n(ﬁu(mn)f)fl5 = | [(Frwno) = (f, Frwn @) = (Fo f,0).

Entio Frawn)f = Fo [ e portanto Fgr = Fragny em L'(R").

Por outro lado, jd sabemos que Fpigny = Fragny em L'(R™) N L*(R"), logo For = Framn
em LY(R™) N L3*(R™). Como C(R™) C LY(R") N L*(R") seque que L'(R™) N L*(R™) é denso
em L'(R"), assim Fr2mny, Fo 2 L*(R") = %' sao operadores continuos que coincidem em um

conjunto denso, portanto Fyr = Framny em L*(R™).
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Definicao 3.7.8. Dizemos que v € C®°(R™) tem crescimento lento, se para todo multi-indice

a € 7 existe uma constante Co, > 0 e um inteiro N, € Zy tal que
[0°¢(x)] < Ca(l+ )™

para todo x € R™.

Proposicao 3.7.9. Seja u € . temos que:

(i) 0“u € Y para todo o € Z,..

(i) Se v € C*(R™) tem de crescimento lento, entio Yu € .

Demonstragao. (i) Inicialmente, note que o operador linear L : . — . definido por Lo = 0% é

continuo ja que dado N € Z, e 8 € Z7, temos que

10l (v.8) = Sélﬂg(l +12)V]95(079)| = sup (1 + |2])V|0°"7¢| = [|6l| v.a+s)

reR”™

para toda ¢ € 7.

Consideremos agora 0%,u : . — C definida por (0%,u, ¢) = (—1)1*{u, 9%¢) para toda ¢ € ..
Temos que 9%,u = (—1)/*y o L é continua, além disso, 9%,u é claramente uma extensdo linear de
0%u, portanto 0%u € .¥".

(ii) Analogamente a demonstracdo do item (i), é suficiente demonstrar que o operador linear

L: ¥ — % definido por L¢ = ¢ é continuo. De fato, dado N € Z, e o € Z;, temos que

[0l (nv.a) = sup (L + [z)V]0%(19)|

rER™
« _

< sup(1-+1e)¥ 3 (§) - Pwllo®o)

rER™ B<a 5
< sup(1-+ (o) Y { () sup o201} 070

zE€RM < pLa B) zern

Q@
< max sup |07 } sup (1 + |z])™]0”
<mac{ () sup 7201 3= sup-+ 1))
=CD ollws.
B<a
portanto a continuidade de L segue do Teorema 3.1.5. [
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3.8. Os espagos de Sobolev H*(R™)

3.8 Os espagos de Sobolev H*(R")

Seja k € N é usual definir o espaco de Sobolev H¥(R"™) como sendo o espaco de todas as funcoes

[ € L*(R") tais que 0*f € L*(R"™) para todo |a| < k. Por outro lado, como

-~

(0°f)" = @mig)* f
segue do Teorema 3.3.13 (Plancherel) que 0°f € L*(R™) se e somente se ¢ef e L*(R™). Temos

ainda que existem constantes C7, Cy > 0 tais que

Ci(L+4m[eP)? < D7 J7] < Co(l +4n”If?) 2,

o<k

assim £°f € L2(R") para todo |o| < k se e somente se (1 + 472|¢[2)5 f € L2(R™). Portanto,
dada f € L2(R"™) temos que f € H¥(R") se e somente se (1 + 472[¢|?)% f € L*(R"). Esta tltima
caracterizagao do espaco H*(R") tem a vantagem de permitir a extensao da defini¢ao para qualquer

k € R, como segue:

Definicao 3.8.1. Dado s € R seja A* : . — %" a aplicacao definida por
s 21012y8 717
A(f) = [+ arleP)if]
Definimos o espago de Sobolev, denotado por H*(R™), da sequinte maneira:
HR™) ={f €. : N5(f) € L*(R")},
e munimos tal espaco com o produto interno,

(F, ey = (N (), A%(9)) 2y = / A (A ).

n

Desta forma, a norma em H*(R™) € dada entao por

/1

ma@n)y = |A° ()|l 2@ny.-

Observacao 3.8.2. A funcdo R" 3 &€ — (1 +4n%£]?)2 € C é C™ de crescimento lento, logo dada
f e temos que (1+4x2|¢2)5f € 7.

Observagao 3.8.3. Sejam s,t € R. Temos que A* € um isomorfismo de H*(R™) para H**(R™).
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3.8. Os espagos de Sobolev H*(R™)

De fato, seja f € H*(R™), temos que

A = s amiepy s [+ antiesf] | }

s—

(14 aneP)sf] = [0+ angiT] = At e 2R,

= |1+ 4m?e?)
logo A'f € H*7H(R™). Consideremos também uma fungio g € H*(R™). Assim

(A" f, A g ps—emy = (AU A'f), A°7H (N 9)) 2y = (N f, N°9) L2 (mny = (5 9) sy

Finalmente, temos que A~* : H5"Y(R™) — H*(R™) é o operador inverso de A' : H*(R™) —
Hs—t(Rn»

Observacao 3.8.4. Dado qualquer s € R temos que . € um subespago denso de H*(R™).

Seque em particular da Observagio 3.8.3 que, A=% : L*(R™) — H*(R") é um isomorfismo unitdrio,
além disso, é facil ver que A=°(.) = (.¥), logo como . é denso em L*(R") temos que . € denso
em H*(R").

Observagao 3.8.5. Set < s entdo H*(R™) € um subespago denso de H'(R™), além disso a inclusdo
de H*(R™) em H'(R™) € continua.

De fato, basta notar que (1 + 4x2|¢|2)2 < (1 + 4n2|€[2)2 para todo € € R™. Dada f € .7 tal que
(1+472|¢2)5 f € LA(R™), entdo (1 + 4n2|€|?)2 f € L2(R") e

o s
11+ 47%[€[%)2 fll2ny < (1 + 47°E1%)2 Fll L2y

Portanto, se f € H*(R") entao f € HY(R") e ||fllms@r) < |fllat@ny. Além disso, como ¥ C
H*(R™), seque que H*(R™) é denso em H'(R™).

Observagao 3.8.6. H°(R") = L*(R") e tais espagos sao munidos com o mesmo produto interno.

Segue entdo da Observagio 3.8.5 que H*(R™) C L*(R™) para qualquer s > 0.
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Capitulo 4

O operador laplaciano

4.1 Propriedades do operador laplaciano

O objetivo principal desta se¢do é mostrar que, em um certo sentido, o operador —A é setorial,

onde A representa o operador de Laplace.

Definigao 4.1.1. Sejam 2 C R" aberto e ¢ € C*(Q). O laplaciano de ¢, denotado por A¢, € a

funcao definida por
n 82¢

3"
j=1 axj

A¢ = (4.1)

Teorema 4.1.2. Sejam Q C R™ aberto e 1 < p < oo. O operador laplaciano A : C°(2) C
LP(Q) — LP(R2) definido por (4.1) € dissipativo. Em particular A € fechdvel.

Demonstragao. Consideremos inicialmente 2 < p < co. Dada ¢ € C°(Q2) tal que ||¢||, = 1, sejam

g : Q© — C a fungao definida por g4(z) = ¢(z)|p(z)|P~2 e & : LP(Q) — C o funcional linear

definido por

(69, ) = / gou.

Temos que g4 € L¥  onde p’ é o expoente conjugado de p, isto é, p’ é tal que ]l) + = 1. De fato,

gy € continua, logo ¢ mensuravel, além disso

Lloat = [1o177 = [fop=1<oc.
Q Q Q

Segue entao pela desigualdade de Holder que

(€9 u)] = \/ng

< N gsll o oy lleell oy = [l 2oy,
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

logo &, € [LP(2)]". Temos também que,

(€6, 9) /¢\¢|p ¢ = / 01" =1 = ll¢ll @) = 190/l Lo ey = [1€allizr )

Portanto segue que &; € J(¢).
Observe ainda que a fungao g, é de classe C''. De fato, é evidente que g, é diferencidvel no conjunto

{z € R" : ¢(x) # 0}, além disso, dado j € {1,2,...,n} em tal conjunto temos que

—ag¢ ——a oloP—2) = p—2 p—2
o~ O, (9l9| )— \¢! +¢ (w )
65 p—2 n p— 38|¢|
= alecb! + o(p — 2)|9| .
— 8_5 P2 | Tl _ p—3 1 ( ORe ¢ Olm qb)
o Mﬁ! +o(p - 2)|¢| N TR IO, Rep—p -+ 2Am o=

|¢rp2+¢<p 2>|¢r“<a o2, Im¢@lm¢>,

Lj dz;
Por outro lado, dado zy € 9{x € R™ : ¢(z) # 0}

te; te.
liy |92(T0 E 1) 9o +tes)l) g 4 te)p2 — o,

t—0

te;)P—1
= lim |gb(x0 + ej)| = lim
t—0 ‘t| t—0 |t‘

logo a j-ésima derivada parcial de g, no ponto ¢ existe e

09s(20) _ . 9olTo +1ej) _
8xj t—0 t
Portanto,
Dgs | 2210172 +3(p — 0ol (Re ¢ %22 + Tm 0%22) e 6 £0
Or; 0, se ¢ =0,

que é uma funcao continua. De fato, como

0 | o i 8Re<z§ 8Im¢
6P 430 - Dlop (Reo %S =
0 0
< (sup || ) o2+ 1o (iolsu | 52|+ ol sup a—¢)
<3|9l"* sup g—

109



4.1. Propriedades do operador laplaciano

dada uma sequéncia (zy) C {x € R : ¢(z) # 0} tal que z, — z9 € {z € R" : ¢(x) # 0}, temos

que

L s Dglao)

k—ro0 al’j 0mj

Utilizando o Teorema de Fubini, o fato de g4 ser de classe C' e integrando por partes obtemos

(€:80) = [ Gop2a6 = [ Flop ( " @) =i | W“%
—Z/RM(/(b (o) 550 s ) 7

=3[ [ L (G #s (o)) g |
=i—/n [88:2( )¢(x )I”‘H@a%j (]gb(x)\p_z)} gZ( ) da

J=1

=— | [6fF7*Vé-Vo+ VeV (|6]'7?)

Rn

—— [ 16290 V5t (0 206l 3V6 - oIVl
Sendo ¢; = Re¢ e ¢; = Im¢ temos ainda que,
6]"72V6 - V6 = V6 - 9V6 = 6V6 - 6V = [Re(dV0)]” + [m(6V9)]”, (4.2)

OV = (1 — id2) V(1 + id2) = 91 V1 + 42V + i(1 Vi — 2 V). (4.3)
E dado j € {1,2,...,n}

0 0 1 0 0
|¢| Ml = |¢ |8% <\/¢%+¢§) = |o| 2\/:¢2 ( ¢1ﬂ+2¢28ij>

= ¢1% + ¢2a¢2

logo
6| V[0] = 91V $1 + 2V = Re(pV ). (4.4)
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

Assim,

91720 - Vo + (p = DloP ™ 6V - [6|VIo| = [~ (I8°V6 - V6 + (p = 2)8V6 - [6]V]9))
=6l ([Re(3V9)]" + [Im(éV)]” + (p — 2) [Re(6V6) +ilm(6Ve)] Re(6V0))
=6l ((p = 1) [Re(@V9)])” + [m(@V)]” + 3 [(p — 2)Re(3V)Im(3V )] ) . (4.5)

Seja h = |62V V6 + (p — 2)[6P* 3V - [6]V]¢], por (4.5) temos que
h=160 (0= 1) Re(@Ve)]* + [m(GV)]" +i[(p — 2Re(@VOIMEVY)]) . (46)

Logo Reh > 0 e entao Re(&s, Agp) = —Re fﬂ h=— fQ Reh <0, o que mostra que o operador A é
dissipativo.

Suponhamos agora 1 < p < 2. Neste caso, definimos

d(x)|o(x)[P72, se ¢(x) #0
0, se ¢(z) = 0.

go(T) =

Analogamente ao que foi feito, mostramos que £, definida como antes pertence a J(¢). Observe
que nao podemos usar o método da integracdo por partes para calcular (4, ¢), ja que neste caso
a fungao g, ndo é necessariamente de classe C'. Para este caso, em vez da integragao por partes
usaremos o Teorema da divergéncia.

Dado € > 0 seja Q. = {z € R" : |¢p(2)]* > €}. Se € é um valor regular de |¢|?, temos que

0. = {z € Q : |#(x)]> = €} é uma superficie de codimensao 1 em R™ e pelo Teorema da

| dter2ao= [ GopGlas— [ n

onde v é o vetor unitario normal a superficie 9€), e exterior ao conjunto €2..

divergéncia

Note que, como 952, ¢ a curva de nivel € da funcao |¢|* e |¢]|* > € em ), dado x € 92, temos que

B 206@)|VIe) _ Vié()
|

A Rie@IVIe@Il  [Vie@@)ll

(Ig(x)
¢

\Y%
") = T (@)
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

Assim,

Re (6%) = Re(¢Vo - v) = Re(¢Vo) - v

Vgl

— 6|V|d] - v = —|0|V
619161 - = ~l6lVIol - o

= —lolIVigll < 0.

Por outro lado, os mesmos argumentos mostram que a igualdade (4.6) é véalida em (2. para todo
e > 0, logo — fQ Reh < 0 para todo € > 0. Pelo Teorema de Sard, podemos escolher uma sequéncia

€;) C (0,1) de valores regulares de |¢|? tal que ¢, — 0. Entao
j J

Re ( /Q ?zs|¢>|”—2A¢) ~ Re (Jllrgo /Q $|¢!HA¢>
| 00
. e (379 g
= jll)rgo </896j |6|P“Re (¢8y> ds /er Reh) < 0.

= Re

Portanto, A ¢ dissipativo. Em particular, como C2°(€2) é denso em LP({2) segue da Proposigao

1.6.6 que A é fechavel. O]

Definigao 4.1.3. Dados A € C\(—0,0] e a > 0 seja G : R* — C definida por

1 1 mA|z]? -
G2 ——/ a1l 4.7
= mEr ey T T 47)

onde v : (0,+00) — C € a curva definida por x(t) = V/t.

Observagao 4.1.4. A funcio G\ estd bem definida, pois a integral em (4.7) converge absoluta-

+oo
d2] :/ (Ve "2 |V dt
0
+oo
[T e A
0

acn [T r®evD?  ®evDt a-n
= V|2 e e A t 2 dt < oo.
0

mente. De fato,

/,

_ w2
e Vit

7'r>\|:v\ _z 1

e =z e 4wz

‘ _ VAt
e 4T

Proposigao 4.1.5. Dados A € C\(—0o0,0] e o > 0, temos
(i) G e L'(R") e
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

_atn
/ GA| d < VA7 (Re\/X> .
R’ﬂ

(i) (G2)" (&) = (VA" (1+ A 1n2fef) 2.

Demonstragao. (i) Com efeito, usando a estimativa obtida na Observacao 4.1.4 e o Teorema de

Tonelli segue que

a1t 1 / / *M!fl “drya L
/Rn |Ga} = (@m)3T (%) ) we e Az dz| dx
< ! = ! / </ |dz|) dx
(471-)5 r (%) " YA

1 1 a—n oo m(Rev/ X z|2 eVt a-—n
= = \\/X]T R B e e AN
(4m)3 T (3)

1 1 T ef x2 e\Ft a—n
:WF a)|\/_| ( e - a3 _ldx> dt
T2 5
2
4

1 1 s ef 2 eV )t an
:WF—Q)|\/_| ( E d:c)e Sl gy
)2 a
2

1 1 a—n -1 7% (Ref)t a n_1
= R dt
(47‘(’)2F §)|\/_| / < e\/_>
4

w)\\ac\ _ = 1

6_2647722

1

e VA (Revh) / R
0

[e3

A () 1 (5) (M)

at+n
2

o
 (@m)E

— VA (ReVn)

(

1
(4m)3 T (5)

1

I (
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

(i) As estimativas acima e o Teorema de Tonelli nos permite utilizar o Teorema de Fubini para

obter

1 1 TA|T z —n
= 3 e Alzl eTimz T hdz ) ey
<47T)2 r (%) R YA

+oo ™ 962 t a—mn .
_ ! _ L / (/ e~ e—g(\/Xt)z‘I\/th) e 2 dy
(4m)2 T (5) Jan \Jo
1 ]_ oo ‘Il'\/X‘fE|2 VIt a—n .
= A )QF(Q)/ </ e e (V)T T e 2 dt) dx
™) 2 3) JR® 0
1 1 Feo /x| ¢ a—n .
— (4 )g T (a) / (/ e \/Xt‘ | 6_{%(\/Xt)T_l\/X€_2mxf d{lf) dt
)2 5 0 n
+0o0 ™ 952 - t a—n a—n
), ([ et ) s a
)2 5 0 n

1 1 Foo )\ 7% _7"’5‘§|2 t a—n a—n
= / <\/__> e VA e_{%t 2 _1(\/X)T dt
0

1 (ﬁ)’” /+°°e [f(1+4”2'52)h3—1(\6)%‘dt. (4.8)

Por outro lado, seja 7y : (0, +00) — C definida por

=32 (141

temos que

a

o) e

T gl

_ {i (1+%)}—3‘/6_tf(1+4w25|2) [t4_\/x (14_4#252)];1@ (1+47r2|£|2) dt
o

47 A T A 47 A

+oo VX 4n?|g|?
:/ e t‘”(H A >t3—1(ﬁ)3dt. (4.9)
0

Por fim, para cada r > 0 seja 7" : [0,1] — C a curva definida por

7"(t) = (1 = )Rex(r) + ty(r),
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

e para cada r > 1 seja I, : [Rey(r™1),Rey(r)] = [Rey(r™!), Rey(r)] a identidade. Como a fungao

C\(—00,0] > z — e *22~! € C é analitica, dado r > 1, segue pelo Teorema de Cauchy que

( [<[-] - /1) P (w10
Ir o MNr=14] r

Além disso,

— &
e z2 b dz
,y'f‘

S/ le722271| |dz|
’y'r

1
< [ e m 0] (1 = ke (r) + ()] E 7Y (O]

1
< / “R0) |y (1)) £ | ey () it
0

< e ROy (r)| 5.

Note que

Rev(r) = Re :1/75 (1 + 47T2A|§|2>

r

4

ReV\ + 47°|¢[*Re <

)

ReV/A + 472[¢| Re(|\/x|2>)

(R\/_Jr " reva).

3

»-b|\3
R N

s\é‘;

47T

e (Re\/X + 4”3"5'2 Reﬁ) > 0 pois Rev/A > 0. Observe também que,

N N WA=
2 =p2 |—— (1
GIEEE 47r(+ . )
Assim o
21¢12\ | 2 VA (1 4n?1g?
im0 )] TEIEOOLW (1+ LD e § 20

e portanto

lim e 227 dz = 0.

r—-+00 o7
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

Analogamente

_ o
/1 e Fz27tdz
’y?

[e3

21| vx (g an?e?
—r [H (1+% -
e r

wlR

< 0| =

)

VA Am?|€|?
E(H \ )

logo

. _ o
lim e 2271z = 0.
r—+4o0 ’Y%

Portanto fazendo r — +o00 em (4.10) obtemos

o e . o)
/6_222_1 dz = / e it2ldt =T <—) : (4.11)
v 0 2

Segue de (4.8), (4.9) e (4.11) que

(GN)" (&) = (VN ™ (1+ A 14n?je?) 2

[
Proposicao 4.1.6. Sejam A € C\(—00,0], ¢ € CX(R") e 1 < p < co. Entao
142
19l 2o ey < (%) ’—i||\(/\ — D)ol o @n)- (4.12)

Em particular, A : C2(R") C LP(R") — LP(R") € injetivo e dado 6 € (%,),

0= 8 ol < Joos (§)] ol les

para todo N € C\{0} tal que |ArgA| < 0 e toda ¢ € R(\ — A).

Demonstracao. Seja Fy = (\/X) A71GY, temos entdo que Fy € LY(R") e sdo validas

WAL
Bl<(2L)
Rn Rev/\ RY

(F)" = (A +4rlg) ™

Sejam A € C\(—00,0], ¢ € CX(R") e ¢ = (A — A)¢ temos entdo que ¥ = (A + 472|¢[)o, logo
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

b=(A+ 47r2|§]2)_11/b\ e portanto ¢ = F\ * 1. Pela desigualdade de Young segue entao que

Vi)
18]l o@ny = [| (F3)" * | zo@ny < || (FA)" 2@ 1| zo@ny < (Re—\/X) WH@/JHLp(Rn)a

0 que mostra, em particular, que (A — A) é injetivo. Além disso, temos que

RevA cos(Arg(v2)) = cos (Arg)\)

2

e entao dado 0 € (%, 7r)

Rev/\ <Arg)\) (|Arg)\]> (9)
= Cos =cos| ——=— ) =>cos| =
V| 2 2 2

para todo A € C tal que |Arg\| < 0, pois a fun¢ao cosseno é decrescente no intervalo [O, E}.

Portanto
AN 1
follzreey < [eos (3)] Wl

se A € C ¢ tal que |Arg\| < 6. O

Dado 1 < p < oo, denotaremos por A, : D(A,) C LP(R") — LP(R™) o fecho do operador de
Laplace A : D(A) € LP(R") — LP(R™). Denotaremos a partir daqui por A o laplaciano no sentido
das distribuigoes, isto ¢, a aplicagdo Z'(R™) 3 u — Au € Z'(R").

Observacao 4.1.7. Temos que A, = A em D(A,).

Dada v € D(A,), pela defini¢io de D(A,), eziste uma sequéncia (¢;) C C°(R™) tal que ¢; — u
em LP(R") e Agp; — Apu em LP(R™). Como ¢; — u em LP(R") seque que ¢; — u em Z'(R"),
logo pela continuidade do operador A : Z'(R™) — 2'(R") seque que A¢p; — Au. Por outro lado,
como A¢; — Ayu em LP(R™) temos que Ap; — Apu em P'(R™). Portanto, como a topologia de
2'(R™) é Hausdorff seque que A,u = Au.

Observacao 4.1.8. Dado A € C\(—00,0], (A — A) € uma bijecio de . em ., além disso,
gV
A=A)lp= [()\ + 4?2 to|  para qualquer ¢ € .
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4.1. Propriedades do operador laplaciano

De fato dadas ¢, € .7 temos que,

~

= |1 Ymrg] o -

(A +472lel) o
qV
= [+ 4n2igt) 7]
Observagao 4.1.9. . C D(A,).
Dada ¢ € .7, usando a densidade de CP(R™) em .7, seja (¢;) uma sequéncia em C°(R™) tal que

¢; — ¢ em . Segue entdo que ¢; — ¢ em LP(R™) e da continuidade de A : ¥ — 7 temos
também que A¢p; — A¢p em ., logo Ap; — A¢p em LP(R™). Portanto, ¢ € D(A,).

Juntando as Observacoes 4.1.7, 4.1.8 e 4.1.9 obtemos que dado A € C\(—o0, 0], temos que (A—A,)
~V
é bijetor de ¥ em . e (A — A,) 1o = |(A+47%€]?) 19| para qualquer ¢ € 7.

Proposigao 4.1.10. Dado 1 < poo temos que o(A,) C (—o00,0] e —A, : D(A,) C LP(R™) —

LP(R™) € um operador setorial.

Demonstragao. Dados A € p(A,) e u € D(A,), existe uma sequéncia (¢;) C C®°(R") tal que

¢; = ue(A—A)p; = (A—A,)u. Usando a estimativa (4.12) para ¢; e fazendo j — oo obtemos

1+
VAL Tl
||UHLP(]Rn) < (Re—\/X WH(A - A1@)“||LP(R”)'

Segue entao que o operador (A —A,) : D(A,) — LP(R™) é injetivo com inverso (A — A,) ™! : R(A\ —
A,) = D(A,) continuo. Como observamos que . C R(A — A,), segue que R(A — A,) = LP(R").

Portanto A € p(A,). Da estimativa acima segue que dado 6 € (g, 7T),

. N
0= 8) e < [eos (5)] o

para todo A € C\{0} tal que |ArgA| < 6. Portanto —A,, é setorial. O
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4.2. Uma caracterizagao para os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador 1 — A,

4.2 Uma caracterizacao para os espacos de poténcia fra-
ciondria associados ao operador 1 — A,

Lema 4.2.1. Sejam 1 < p < oo,  C R"™ um aberto e (f;) uma sequéncia em LP(Q) tal que f; — f
em LP(Q). Entdo existe uma subsequéncia (f;,) de (f;) tal que f;, (x) — f(x) para quase todo
—00

x € €.
Demonstracao. Ver [1], pagina 94. O
Proposicao 4.2.2. Sejam 1 <p < oo e f € LP(R"™), temos que:

$2
(i) et Ap)f [ —t(1+4m2[€|? )f] (47?15)*%64 (e’% * f) para todo t > 0.

(i) (1—-Ay))*f= [(1 + 47?2]§|2)_8ﬂv = G, * [ para todo s > 0.

Demonstragao. (i) Suponhamos inicialmente que f = ¢ € .. Segue entdo que e‘t(1+4”2|5|2)$ €

& C L'(R™). Notando que

21¢12 ]-
ety — T / M+ (1+47°(¢7)] 7 dA,
21t Jr

obtemos

21612y Y — m2|€12) T TiEx
o t(1+4m¢] )¢] (x):/ o t(+4T (] )¢(§)e2 & d¢

= % . (/F A+ (1+4m ¢ dA) H(€)e2me de
= % . (/F MM\ + (1 + 472(€[2)] 7L (€) d)\> d¢
1 400 , R
= 5 - (/ eF(s)t@QmEI[F(s) +(1+ 47?2‘f|2)]_1¢(5)1—‘/(3) ds) d.

Lembremos que a curva I é tal que existem constantes C, Cy > 0 tais que |['(s)+(1+472[¢]?)| > Cy

e |T'(s)| < Cy para quaisquer s € R e & € R"™. Desta forma

/Rn (/_:" ‘em)tezm’w[r( )+ (14472136 (s )‘ d5> 2

S/R” (/R|6F(S)t‘HF(S>+(1+47T2|§| 1||¢ HP/ )|d8> d
cric ()t (2 d) p
=4 /(/! [0(6)]ds ) de

:0;102/ y$(§)|d5/ " ds < +oo.
R™ R
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4.2. Uma caracterizagao para os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador 1 — A,

Logo usando o Teorema de Fubini obtemos,

1 —+o0 ) o~
o7 L. ( /_ eFO2ME D (s) + (1 + 472 |€)%)]Lp(E)I(s) ds) d¢

[e.e]

1 , N

:% . </R eF(S)t€2m£x[F<S> + (1+472|£|2)]71¢(5)F/<8) dS) dé
1 , R

:ﬁ : </n eF(S)t€2m£z[F<S> +(1 +47T2|£|2)]71¢(£)F/(8) d£> ds

oz [ ([ e + o amleiaie ) sy s

Como (T'(s) + 1) € C\[—00,0) para todo s € R, temos que
(D) + 1= 8,) 7' = [(T(s) + 1+ 4%(6) 9]

ou ainda,
[(D(s) + 1= A,)7'¢]" = (T(s) + 1+ A7) 1o

para todo s € R. Portanto

ﬁ RGF(s)t (/n e%z’ﬁl[F(S) + (1 + 47T2’f|2)]_1$(§) df) F,(S) ds
ZQLM RGF(s)t (/n 627ri£$ [(F(s) +1-—- Ap)—lqﬂ/\ (g) d{) F/(S) ds
:% : eF(S)t(F(S) +1— Ap)_1¢<x)rl(s) ds
:Qim g M+ (1= A, plx) dA
= (o [ D+ 0= a7 o) @) = 2ote)

* .. . . . . iy Np; .
A igualdade = se justifica da seguinte maneira, para cada j € N seja P; = {t]} kjf) uma particao

de [—7, j] tal que,

Np, _
A+ 1= AT A= S [M () ~T ()] SO P ) +1-a] e <o
k=1 Lo(®)n

Representando a soma acima simplesmente por f; temos que f; — [ e [A+ (1 — A pd) em
LP(R)™, logo pelo Lema 4.2.1 existe uma subsequéncia de (f;) convergindo pontualmente para

Jr M+ (1 — Ap)]_l ¢ d)\, sem perda de generalidade podemos supor que tal subsequéncia é a
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4.2. Uma caracterizagao para os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador 1 — A,

prépria sequéncia (f;). Obtemos assim que

(/F MA+(1—A)" qsdA) () = lim f;(z)
_ /F M+ (1= A,)] L p(x) dA

para quase todo x € R™. Por fim seja B : ./ — %’ operador linear definido por
Bf = [e—t(1+47r2|€\2) ﬂv 7

temos que B é continuo. Como a inclusao LP(R™) C .’ é continua, temos que as aplicacoes
(1-=A,)7°: L»R") = & e Blppmny : LP(R") — 7' sao continuas. Além disso, como tais
aplicagoes coincidem em um subespago denso de LP(R™) e .’ é Hausdorff, segue que tais aplicagoes
sao iguais. Portanto, segue a primeira igualdade.

Se f € ., a segunda igualdade segue imediatamente do Teorema 3.3.4 (c) e da Proposigao 3.3.6.
Entao a segunda igualdade é valida para qualquer f € LP(R™), por argumentos andlogos aos usados
acima.

(ii) Novamente, suponhamos que f = ¢ € .. Temos que (1 + 472|¢[2)° ¢ € . C L'(R"), assim

(1 anig?y 3] = [ (e amleP) Bt g

_ L e s—1 —(1+47r2\§|2)t )A 2miz-€
—/n <F(5)/0 " e dt | p(&)e dg

= ﬁ / ) ( /0 " et (et )ig(€)emine dt) dg. (4.13)

Note agora que

ts—lef(1+4ﬂ2|§\2)t$<€)€27riz-£

/n (/;Oo dt) de
<[ ([ ereaolar) a

— [ 130) ae / et dt = ([l I (s) < oo,
R™ 0

Logo pelo Teorema de Tonelli, a fungao no integrando em (4.13) pertence a L'(R" x (0, +00)) e
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4.2. Uma caracterizagao para os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador 1 — A,

entao usando o Teorema de Fubini segue que

1 L —(144am2(g? Yty 2min-€ )

() L ( /0 tle D)™ dt ) de
_ L I s—1 7(1+47r2|§|2 )tA omiz-€ )
), (Lo PR ) di

i [ e ([ e @deeneeae) i

_ 1 /+oo tS—le—t(l—Ap)gb(x) dt
I'(s) Jo

_ (%8) /0+°° 15Tt 1-5) dt) (z) = (1 —A,)"*6(x).

Portanto as duas igualdades seguem por argumentos analogos aos usados no final da demonstracao

de (ii). O

2
Observagao 4.2.3. Dado t > 0, note que (4nt) 2e" (e*% * f) ¢ uma funcao cldssica”, isto

€, uma funcao que estd definida em cada ponto de R™. De fato, dado x € R™ pela desigualdade de

</

Holder temos que

_L2 _lv? _L2
e 4t *f(;(;) e 4 e 4t

|f(x —y)|dy <

£ Il e @ny.-
L' (Rn)

2
Portanto e~ f(x) existe.

Observagao 4.2.4. Dados 1 < p < o0 e f € LP(R™), sabemos que a aplicagio u : [0, +00) —
LP(R™) definida por u(t) = ' f wverifica a equagdo

u(t) — Apu(t) =0, te(0,+00)

u(0) = f.

(4.14)

Por outro lado, pela Proposi¢ao 4.2.2 (i), sabemos agora que
1A nf LE
u(t) =e“rf=@Ant) 2 (e 3 x f ).
Dessa forma, podemos agora verificar que a fungdo v : R™ x (0,4+00) — C definida por

v, t) = (4mt)~3 (e'i " f) (2),
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4.2. Uma caracterizagao para os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador 1 — A,

satisfaz a equagao

Ow(x,t) — Av(z,t) =0, (z,t) € R" x (0,+00)
v(x,0) = f(x),

onde a condicdo de fronteira v(x,0) = f(x) € interpretada por ||v(-,t) — f|lrr@ny — 0 quando

(4.15)

t — 0+. De fato, seque imediatamente da continuidade de u em 0, que v verifica a condi¢ao de

fronteira de (4.15). Além disso, uma verifica¢ao rdapida mostra que

(0, — A) [(zm)”é “”'2] 0,

para quaisquer x € R™ et > 0. Temos também que, dado to > 0

2 9 5 )
e =0 |tamt)y 5 || = 1o - (a5 e~ dnn(amn e
S (G '+mm@m>slzj
|

||2 yl2 ‘2

(27t) "2 e 8t0>,

guu—w(@m@

o
para quaisquer x,y € R™ et € (%, 2t0). Como a funcdao g : R — C definida por

—7| ’2 Ly n_y
—5-€ St +2nm(27mty) 2 e o
0

9(y) = (2mto) >

pertence a LP (R"), seque pela desigualdade de Holder que |f(x —-)|g € LY(R™) para todo x € R™.

Portanto, usando o Teorema da convergéncia dominada temos que

o, ([(4m0)-36—4é02] x f@;)) - (at [(mo) feo 'D * f(2),

para quaisquer x € R™ e tg > 0. Usando argumentos semelhantes, mostramos que

A ({(47#)’5@45} *f(x)) _ (A {(m)’seib v ().

para quaisquer x € R™ e t > 0. Portanto, seque que

@ =8 [tam) s (5 @) | = @ o) | (fam) 2 ) po)
= {(at —A) <(47rt) e )} x f(x) = 0.
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4.2. Uma caracterizagao para os espagos de poténcia fraciondria associados ao operador 1 — A,

para quaisquer x € R™ et > 0.

Observagao 4.2.5. Dado 1 < p < oo, o item (ii) da Proposi¢ao 4.2.2 nos dd uma caracteriza¢ao

para o espago de poténcia fraciondria X° associado ao operador setorial (1 — A,) : D(A,) C

LP(R™) — LP(R™). De fato, temos que

X=D((1-4,)")=R((1-4,)7) ={1=4,)"f: fe L"(R")}
:{U1+mﬂa%*fT:fGL%R%}:{AQV:feL%R%}

={Gy,*xf: € LP(R"}.
Em particular, se p =2 obtemos que X* = H**(R"). Além disso,

/]

xo = (1= 2, Fllrz@ny = 1A% fll2gny = || | er2srm)

para toda f € X°. Portanto, neste caso X° é exatamente o espago de Sobolev H**(R™).
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