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INTRODUGAO

Em (7], Ruzante A. desenvolveu sua tese de Doutoramento sobre Sin
gularidades de Restrigoes de Aplicagoes Diferenciaveis.

0 Prof. Dr. G.F. Loibel propos que iniciassemos nosso estudo sobre
Singularidades nao genericas de aplicagoes do R® fomn que se  tor
nam genericas quando f € mergulhada. em uma familia de funcoes
fr: RM >R, com t e R" e verificar o nimero de parametros necessd
rios para que tal acontega.

As primeiras informagoes indicavam uma forte correlagao com a teo
ria de Mather sobre os germes finitamente determinados. Utilizamos pa
ra o nosso estudo o trabalho de Ruas.M.A (6).

Porem, em (8), Wassermann G. nos cap. |l e Il estabeleceu as rela
coes para germes de aplicagoes com valores reais.

Assim o Prof. Loibel resolveu que seguissemos a linha de (8) para
germes de aplicagoes do plano no plano. Em (8), Wassermann citava re-
sultados de um trabalho nao publicado de Mather, cujos resultados nés
reelaboramos nesta dissertagao.

No Cap.| do nosso trabalho, estao os pré-requisitos necessarios a
leitura do mesmo.

No Cap.!!, obtivemos condigoes algébricas que nos forneceram equi
valencias entre germes de aplicagoes diferencidveis do plano no pla-
no finitamente determinados e restricoes sobre as dimensoces de certos
espagos vetoriais.

No Cap.lll, desenvolvemos toda a teoria necessaria para podermos
relacionar germes finitamente determinados com desdobramentos  rf-k-

~-transversais e desdobramentos rf-universais.



CAPITULO | - PRELIMINARES

§ 1. Germes de Aplicagoes

Definigao 1.1:

Sejam X e Y espagos topoldgicos e x& X. Um germe de aplicagao
f: X > Y, em x, € uma classe de equivalencia de aplicagoes contfnuas
g: U~> Y, onde U e uma vizinhanga de x em X, com a seguinte rela
cao de equivalencia:

(g: U= Y) ~ (h: V> Y) se existe uma vizinhanga W de x com

W UN Vv tal que g|w= h'lw

-~

Qualquer elemento f da classe de equivalencia de f €& um repre-

sentante de f e diremos que f € o germe em x de f.

Observagao 1.2:
Sejam X e Y variedades diferenciaveis e x € X.
Um germe de aplicacao f: X Y, em x, e diferenciavel ou C%,se

f tem um representante que € diferenciavel.

Observagao 1.3:

Sejam f: X > Y um germe de aplicacdo em xe€ X e g: Y>Z um
germe de aplicagao em f(x) € Y.

Podemos definir um germe de aplicagao gof: X - Z, em x, da se-
guinte maneira:

tomamos os representantes de f e de g, compomos e consideramos

o germe da composta.



§ 2. Modulos sobre Aneis de Fungoes Diferenciaveis

Definigao 1.4:
e(n,p) € o conjunto de todos os germes de aplicagoes diferencia-
veis f: RN > RP, em 0 € RN,

Se p=1, entao e(n,1) €& denotado por e(n).

Observagao 1.5:

e(n,p) pode ser considerado como um espago vetorial real.

e(n) tem uma estrutura natural de R-algebra, induzida pela. R-alge
bra R.

e{n) € um anel local e seu Unico ideal maximal & denotado por 1(n)
que é constitufdo por todos os germes de aplicagdes f: R" + R, em

0 €RM, com f(0) = 0.

Definigao 1.6:

Seja g e e(n,p) com g(0) = 0. Para qualquer r, g induz uma a-
plicacao R-linear g*: e(p,r) > e(n,r) definida por g*(f) = fog,
onde fe e(p,r). g* & chamada aplicagao ‘'pull-back' ou induzida
de f por g.

No caso particular de f ser igual a 1, g*: e(p) > e(n) e um ho
momorfismo de R-algebras.

0s resultados que seguem serao utilizados no nosso estudo e encon

tram-se demonstrados em (6).

Lema 1.7:

Sejam 0 <r<n e i:R"" >R o marguino linear definido por

Aw



i{ty,e.e9tn=p) = (0,...,0,t1,...,tn-). Seja
K= i(R"M) = {(x3,...,%p) € RM|xy.= ... = x. = 0}
Seja M o ideal de e(n) gerado por xj,..., xp, isto &, pelos
germes em 0, das primeiras r fungoes coordenadas de R".
Entao, para f € e(n) as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
a) f € Mk+l
b) f tem um representante FiU+R que se anula, juntamente com
todas as suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a Kk, em

KcCU.

Corolario 1.8:

M(n) e gerado pelos germes Xj,..., Xp

Corolario 1.9:

M(n)k consiste dos germes que se anulam em 0, juntamente com

suas derivadas de ordem menor a k.

Definigao 1.10:
M(n)” = ) M(n)K

Definigao 1.11:
Seja fe €(n) com f(0) =0, f & uma singularidade se f tem
um representante f: U~>R tal que %;7-(0) =0, 1 <i<n, ouseja,
i

f€ M(n)2.

Definigao 1.12:
Sejam S um anel comutativo e A um S-médulo

‘ Se aj,..., a, sao elementos de A, denotamos o S-modulo de A, ge

-3..



; OU por <aj,...,ap>, Simplesmen
rado pelos ajs por <aj,...,a.> g p 1y e —
te, caso nao haja perigo de ocorrer ambiguidade quanto ao anel que a-

tua sobre A.

§ 3. Nogoes e identificacoes do espago dos k-jatos

Definigao 1.13:

Sejam X e Y variedades diferenciaveis, x€ X e k um intei
ro positivo. Um k-jato z: X > Y, em x, € uma classe de equivalencia
de aplicagoes diferenciaveis g: U~ Y, onde U & uma vizinhanca de
x, com a relacao da equivalencia:

(g: U=>Y) ~n (h: V>Y) se
h(x) = g(x) e todas suas derivadas parciais de todas as ordens meno-
res ou iguais a k, em x, coincidem, em um sistema de coordenadas lo
cais, proximo de x€X e proximo de g(x) = h(x) em Y.

Se g e qualquer elemento da classe de z, entao z € o k-jato de
g em x, denotado por jKg(x).

Além disso, o k-jato de g, em x, depende somente do germe em x
de g, podemos, entdao falar do k~jato em x de um germe de aplica-
cao de f em x, cuja notagao sera a mesma jkf(x).

Da definigao 1.13, concluimos que M(n)K consiste dos germes de a
plicagao do R" em R, em 0,cujo (k~1)~jato se anula em 0 e a deffnigéo

1,11 torna-se equivalente a dizer que jif(0) = 0.

Observagao 1.14:
Dados f,g € e(n,p). Entdo, jKfF(0) = jkg(ﬁ) se i = gi € M(n)ktl,

1 <i<p.



Definigao 1.15:
Seja k um inteiro nao negativo
JK(n,p) & o conjunto de todos os k-jatos, em 0, de germes em

e(n,p).

Observagao 1.16:

Podemos considerar JK(n,p) como um espago vetorial real. Neste
caso, JK(n,p) & isomorfo a RN, onde N =p' nzk (ver (8), por e-

xemplo) .

Se k<r, entao, dois germes que tem o mesmo r-jato em 0, tem tam
bém o mesmo k-jato em 0. Assim existe uma projegao
Te k' J"(n,p) » JK(n,p) que abandona os termos de ordem superior a k.
Da observagao 1.16, Tr,k € uma projecao linear entre espagos eucli
deanos.

Temos, também, para cada k, a projegao candnica myie(n,p)>J¥(n,p)

que associa a cada germe o seu k-jato em 0.

Observagao 1.17:
Sejam f & e(n,p) com f(0) =0 e g€ e(p,r).
0 k-jato em 0 da composta gof € e(n,r) depende somente do k-
-jatoem 0 de f e de g.
Assim, para cada k, o germe f induz uma aplicagcac R-linear
kF*: Jk(p,r)-*Jk(n,r) definida por kf*nk(g)ank(gof), onde g € e(p,r).
Analogamente, se z € JK(n,p) e se "k,o(z) = 0, entao z induz
uma aplicacao R-linear z*: Jk(p,r) > JK(n,r) definida por z* = i F*

onde f €.e(n,p) é qualquer representante de z.



Definigao 1.18:

Seja f: U~ RP, diferenciavel, onde U é um subconjunto aberto
do RN, Para cada k, definimos uma apliéagéo diferenciavel
NPT Jk(n,p), chamada a k-seccao de f, da seguinte maneira:

para cada x e U, definimos um germe f, € e(n,p) por fy(z)=f(x+z)
para z proximo do 0 € RP, A seguir, definimos JKf, tomando JKF (x)

como sendo o k-jato em 0 de fy

Definigao 1.19:

Para cada inteiro nao negativo k, definimos J%(n,p) como sendo o
conjunto de todos os k-jatos em.O, de germes de e(n,p) tais que o
o-jato em o € zero, isto €:

J'g(n,p) = {zeJK(n,p) | '"k,o(z) = 0}

J%(n,p) e um subespago linear de Jk(n,p), entao tem uma estrutu
ra de variedade diferenciavel, de dimensao finita. Entao podemos con
siderar, para cada k, uma projegao canonica p: Jk(n,p) > J%(n,p) de
finida por p Jkh(0) = jK(h-h(0)) (o).

Da observagao 1.17 segue que kf*(J%(p,r)) CZJ%(n;r) e
z*(J%(p,r))(:J%(n,r).

Se f: U~ RP ¢ uma aplicagao diferenciavel, onde U €& uma vizi-

nhanga aberta do 0 &€ R", entdo, para cada k, podemos definir uma a-

plicagao diferenciavel, J%f: u - J%(n,p) por J%f = kakF, onde
f €e(n,p).
Notagao:

Seja M uma variedade diferenciavel e x & M.

-6 -



Denotamos por. T,M 0 espago tangente a M em x.
Se g: M > M' € uma aplicagao diferenciavel entre variedades e
x € M, denotamos por T,g: T,M + Ty(x)M', a diferencial de g em x.
Da observagao 1.16, segue que se z € JX(n,p) entdo Tka(n,p) po-

de ser identificado com RN, N=p n;ﬁ)

§ 4. 0s Grupos de Transformagoes L(n), L(p) e L(p) x L{n)

Definigao 1.20:

Tomando-se como operagao a composigao de germes em e(n,n), pode-
mos definir o grupo L(n) constituido por elehentos de e(n,n) que
levam a origem na origem e sao nao singulares em 0, isto €,

L(n) = {¢ € e(n,n) | $(0) =0 e ¢ € nao singular em 0}

L(n), assim definido, € o grupo de germes de difeomorfismos locais
do RN em 0.

L(n) € um grupo de transformagao que atua a direita sobre e(n,p),
sendo a agao dada por: ¢.f = fo6™l, onde ¢ L(n) e fe (n,p).

Definimos tambem o grupo de transformagao L(p), da seguinte manei
ra:

Lip) = {Ye e(p,p)l‘i’(d) =0 e Y & nao singular em 0}

L(p) atua a esquerda sobre e(n,p), tomando-se ¥ € L(p) e

fe€ e(n,p) e definindo-se a agao por Y.f = ¥of

Finalmente, definimos o grupo de transformagao L(p) x L(n)

L(p) x L(n) atua a direita e a esquerda, sobre e(n,p) tomando-se
¢ Ln), Y€ L(p) e f<e(n,p) e definindo-se a agao por

(¥,4).f = Yofop~l.



No nosso caso, estaremos interessados. no grupo L{p) x L(n), embo-
ra o grupo L(n) seja usado algumas vezes. No entanto, pensamos que

com o grupo L(n), poucos resultados podem ser obtidos por tratar-se

de germes de aplicacoes do plano no plano.

Chamaremos a agao a direita por r-agao e a agao a direita e a es
querda por rf-agao.

Da obs. 1.17, concluimos que a def.1.20 pode ser estendida a nivel

de jatos, isto e: ‘

Definigao 1.21
Seja k um inteiro nao negativo. Para cada k, definimos o grupo
Lk(n) com a operagao induzida do grupo L(n), por:

LX(n) = {z € J*(n,n) | z é o k-jato em 0, de um elemento de L(n)}.

Observagao 1.22

0 grupo tk(n) & um subconjunto aberto de J%(n,p). Logo tem uma
estrutura de variedade diferenciavel. Alem disso, LK(n) e Lk(p)XLk(n)
s3o grupos de Lie [ver(4)].

Entdo LX(n) atua diferenciavelmente a direita sobre J%(n,p) e
LX(p) x LK(n) atua diferenciavelmente a direita e a esquerda sobre
J%(n,p), induzidas pelas agoes de L(n) e de L(p) x L(n) sobre e(n,p),
respectivamente.

Jg(n,p) é invariante sob a agao de Lk(n) sobre Jk(n,p);isto e:
qualquer que seja 2zg € J%(n,p) e zelkn), z.z; e;J%(n,p)= En-

tao LK(n) atua também sobre J%(n,p).



Definig&b 1.23
Seja z €.J%(n,p). A LK(n)=Grbita de z sera denotada por z %(n)

e a Lk(p) x Lk(n)~6rbita de z por LK(p).z L¥(n).

Observagao 1.24

As Srbitas sob a agao dos grupos definidos sao subvariedades imer
sas de J%(n,p) (ver (2)). Entao se z ¢ Jg(n,p), o plano tangente a
6rbita em z, T, z Lk(n) ou T,.LK(p) z LK(n) pode ser identificado

a um subespago linear de J%(n,p).

§. 5 Resultados algebricos que serao utilizados
0s resultados que seguem sao encontrados nesta forma em (8],

Lema 1.26 (Lema de Nakayama)

Sejam R um anel comutativo com unidade e | um ideal em R tal que
1 +2Z & invertivel para todo z. € 1. Sejam A e B sub-modulos de al
gum R-modulo M e suponhamos A finitamente gerado sobre R.

Se (a) B+ IADA, entao (b) BD A.

Se valer a igualdade em (a) entdao vale a igualdade em (b)

Corolario 1.27:
Sejam A um e(n) - modulo finitamente gerado e B um sub-modulo

de A tal que para algum k, dimR'————JL———-< k. Entdo m(n)KA < B.

m(n)k+1A+B B
Teorema 1.28: (Teorema de Preparagao de Malgrange)
Seja f e el(n,p) com f(0) = 0. Seja C um e(n)-médulo finitamen

..9..



te gerado. Entao C pode ser considerado como um e(p)-modulo,via f*.
Sejam A um e(p)=sub-médulo de C,finitamente gerado e B um e(n)-

-submédulo de C. Se (a) A + B + f*m(p)C = € entao (b) A+ B =C.

Teorema 1.29
Seja f &€ eln,p) com f(0) = 0. Seja C um e(n)-modulo finitamen
te gerado. C € também um e(p)-médulo, via f*,
Sejam B um e(n)-submddulo de C e A um e(p)-submddulo de C
- . A
finitamente gerado. Se k = dimg IR

Entao (a) A + B + (f*m(p) + m(n)k+1)C = C implica (b) A+ B =C.

§ 6 . Lema usado para provar a existéncia de certos difeomorfismos

locais.
Para a demonstragao ver (8).

Lema 1.30

Seja Fe e(n+tl,p) com F(0) = 0. Supondo-se que existam germes
z € e{n+l,n) e n e e(p+l,p) tais que paré cada i, i< i <p e para
qualquer x proximo do 0 € R e qualquer t proximo do 0 €ER,
valham as seguintes equagoes:

3F; (x,t) _n 3F; (x,t)

a) =% B T 5y (x,t) + ny(Flx,e),t)

Entdo existem germes ¢ € e(n+l,n) e X\ e« ec(p+l,p) tais quse para

x proximo do 0 € R" e y proximo do 0 & L

-]0-



b) ¢$(x,0) = x e A(y,0) =y e tais que para t proximo do 0 €R e

x proximo do 0 € RM, tem=se:

c) Flo(x,t),t) = A(F(x,0),t)

Além disso, podemos escolher ¢ e XA, univocamente, tais que:

g) 205 0t) | -2, (6008),8) (= 1,en)
ot

i ly,t)

ot = ni(k(y’t):t) (i = J""’p)

para t em R, x em RN e yCRP.

Observagao 1.3.1:

Escolhendo representantes para ¢ e A, podemos definir para t pro-
ximo do 0 €R, germes ¢ celn,n) e A, €celp,p) da seguinte manei
ra:

¢¢(x) = ¢(x,t) para x €R"

aly,t) . para y e RP

e ly)

Entdo (b) implica que para t suficientemente proximo do 0 € R,
oy € Ay $a0 germes de difeomorfismos locais de R" e RP, respecti-

vamente.

Podemos definir também, de maneira analoga, F, € e(n,p).

Entao (c) pode ser reescrita como:

(¢') F_o0 ¢, = At o Fp, para todo k suficientemente proximo do
t t t 0» P

0 R,

Obgervagao 1.32

Seja fe e(n+r+l,p) com f(0) = 0. Seja ¢ & e(p+r+l,p).

- 11 =



Suponhamos que f satisfaz as equagoes diferenciais .

af ;

_5t_i(x:Y;t) = Ci(f(x,th):Y:t) onde i = ]’°°'tp; X & R'n; Y € Rr
et eR eque f(x,y,0) depende somente de y €RF e ndo de x € R".

Entao f(x,y,t) depende somente de y e t, mas nao de x.

§ 7. Campos vetoriais ao longo de f.

"Seja f:(U,z) > (V,m) um germe C”, onde U e V sao varieda-
des, £ CU, wcV. Por um campo vetorial ao longo de f, entendemos
um germe ¢:(U,Z) > TV, onde TV & o fibrado tangente a V, tal que
mot = f, onde w: TV >V, & a projegao do fibrado.

Seja 6(f) o C(U)z-médulo consistindo de todos os campos vetoriais
C® ao longo de f.

Uma outra maneira de descrever 6(f) & como o C(U)z-moduio con-
sistindo de todos os germes €M § de seggoes do fibrado F*TV, para
qualquer representante f: Ug ~ V de f.

Denotamos por A = e(l(p,y)) e B=20(I(N,5)), onde '(p,y) e
I(N,s) sao os germes da aplicagao identidade 1: (P,y) » (P,y) e
I: (N,S) > (N,S), respectivamente.

Dada f:(N,S) » (P,y), seja Tf:(TN,ﬂLIS) > (TP,W;IY). o germe da
aplicagao tangente a f.

0 diagrama abaixo comuta:

-1 T -
(TN, ™ S) f > (TP’ “Ply)

| l Y

(N,S)  —— (P,y)

- 12 -



Portanto, para qualquer ;& B, Tf o £ €6(f) e para todo neA,
nof € 0 (f).

Podemos definir, entao:

tf: B> 06(f) e wf: A-> 6(f) por:

tf:(g) = Tfozr e wf(n) = nof

Entao tf € um homomorfismo de C(N)S-médulos e wf & um homomor
fismo sobre f*, f*: C(P)y -+ C(N)S” (ver (5)).

Transcrevemos acima algumas notagoes de Mather (5) que serao usa-
das posteriormente. No capitulo Il, faremos as adaptagoes necessarias

a0 NOSsSO Caso.

_]3-



CAPTTULO 11 - GERMES FINITAMENTE DETERMINADOS DE APLICAGOES DO PLANO

NO PLANO

No nosso caso, estamos interessados em germes de aplicagaes do pla
no no plano que apresentam singularidades do tipo S;. Trabalharemos en
tao com germes de aplicagbes cujo representante f tem a seguinte

forma normal.

fx,y) =
v = v(x,y)
0 objetivo deste capitulo & obter condigoes algébricas que nos pos
sibi]item dizer quando um germe de aplicagao do plano no plano é fini

tamente determinado.
§ 1. Equivalencia Local

Definigao 2.1
Sejam f e g germes em €(2,2). Dizemos que f e g sao r-e
quivalentes e denotamos por f %.g se existe um difeomorfismo

¢ € L(2) tal que f = g.¢.

Observagao 2.2
Se f g entao usando a definigao temos que f(0) = g(0).

Podemos definir entao f' e g'

por
frx,y) = flx,y) - £(0,0) e g'(x,y) = glx,y} = g{o,0}
I~ 1 ~
Logo f .g' see f. - 9-

A partir daqui, estaremos nos referindc a germes de aplicagdes que
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que se anulam na origem.

Definigao 2.3:

Sejam f, g € €(2,2) tais que f(0,0) = g(0,0) = (0,0).

Dizemos que f e g sao rl-equivalentes e denotamos por f “re 9
se existem ¢ e ¥ L(2) tais que f = ¥.g.¢

Observemos que usamos Y em lugar do habitual W-l, pois ¥ € um

germe de difeomorfismo local, conforme definigao 1.20%
§ 2. Germes Finitamente Determinados.
1.2.1. Definigoes e teoremas

Definigao 2.4:

Sejam f € €(2,2) com f(0) =0 e ke&z,. Sejam & =1L(2) ou

F =L(2) xL(2). f & k-determinado relativamente ao grupo g se

para qualquer g € €(2,2) com g(0) = 0 tal que jkf(O) = jkg(0), a
4 ~orbita de f contem g, isto &, f Y9

Se ¥=L(2) dizemos que f & r-k-determinado e que f e g sao
r-equivalentes. |

Se ¢=1L(2) x L(2), dizemos que f €& r&-k-determinado e que f e
g sao rl-equivalentes.

Se f é k-determinado para algum inteiro positivo k, relativamen
te ao grupo ¢, entao dizemos que f ¢é finitamente determinado, em
relagao a ¢.

Como a condicao de ser k-determinado depende apenas do k-jato em

0 do germe, podemos definir:
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Definigao 2.5:
Seja z €.J%(2,2). Se para algum fe€ €(2,2) com f(0) =0 tal
que jKF(0) =z, f & r(rf)-k-determinado entdo z & dito o r(r)=k-

determinante de f.

Definigao 2.6:

Sejam z e:Jg(Z,Z) com k<q e

A= fz2'ed(2,2)|ng (2') = mgy(2)}

Entdo 2z & r-k-determinado se AC z L9(2) e z & rf-k-determi
nado se A€ L9(2) z L9(2).

Faremos_agora as adaptagoes de alguns resultados de Mather [5] pa
ra o nosso caso.

Comparando, temos que A e B sao o C(Rz)0 - modulo consistindo
de todos os germes em 0 de campos vetoriais em RZ,

Identificando (I, ) com ﬁ,.temos:

A={zec” | z: (R2,0) » (R2,0)}

B

tne¢” | n: (R2,0) » (R2,0)}
Entao Tf: (R2,0) + (R2,0) & o germe da aplicagdo tangente a f.

Confundindo o germe com seu representante, Tf no ponto (x,y) pode ser

. - . 1 : -
descrito atraves da matriz. v 3 se (x,y) sao coordenadas
X Y

de RZ2 em torno da origem.
Temos entao as aplicagoes tf: B+ 8(f) e wf: A > 8(f) descritas

da seguinte forma:

1 (x, y)
tf(z) =
Vi O,y) vy (x,y) 2o (x, y)

= e

vy (x,y)21 (x,y)+Vy(x,y)Cz(x,y)

\



wf(n) = (n1(x,v(x,y}), nalx,v(x,y}))

] 0
Logo tf(z) + wf(n) = z1(x,y) + Z2(x,y) +
vy (x,y) vy (x,y)
ni (X’Y)
+ f*
na (x,y)

Lembremos que um elemento de MX9(f) & da forma

k .
k=iyi
2 Ap (x,y)x<T Ty

onde A;(x,y) e uj(x,y) pertencem a €(2).

k k—l .
. JyJ

Observemos que Zj, L2, N1, N2 € m(2). Entao podemos dizer que

1 0 1 0
TAR RN AR
f(m(2) ® m(2)) ou f* (:g;)

Como f:R2,0 + R2,0 induz f*: €(2) + €(2) uma aplicagao R-linear,

tf(B)

e

wf (A)

tf: B> 0(f) da maneira como foi definida € um homomorfismo de e(2)-
-modulos.

wf: A > 6(f), wf = f* & homomorfismo sobre f*,

Entdo (wf, tf, A, B, 8(f)) homomorfismo misto sobre f¥ do tipo fi

nito (verB]).

Usaremos o seguinte lema:

Lema 2.7:

Seja f:(N,S) > (P,y) um germe de aplicagao C*.

Suponhamos (a,8,A,B,C) um homomorfismo misto do tipo finito sobre
. A . -
* = dij LA -
f*x, Seja a = dimg A Seja Cp um C(N)g - submodulo de C tal que
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FF" existe uma vizinhanga A de q e uma aplicagao diferenciavel
X
o: Q> G tal que moo = idg (ver 2.
Usando a observagao (b) e considerando-se a aplicagdo t: 0+ M da

da por 1(g) = alg)(x), entdo im t =0,. Além disso T €& constante

nas classes laterais de ﬁi e assim induz uma aplicagao biunTvoca A
X
de ﬁi sobre 0,, logo existe AT), 0g + ﬁi. Tomando-se v,vetor tan

ente a 0, em x, é possivel encontrar w, vetor tangente a G em |
g " P g

tal que Ta(w) = v.

Lema 2.8:
us= x
NDada f e €(2,2) por
v = v(x,y)
Sejam ke Zy e z=m(f)le J5(2,2) onde m: e(2,2)%95(2,2) En
tao:
. ! 0 m(2)k+!
a) m? [T, z-Lk(2)] = m(2) ) + K1
A Vy vy m(2)
I 0\ m(2)\
b) 1 [T, Lk(2) z Lk(@)] = m(2) \ + +
Vi) vy m(2)
m(z)k+1
Demonstragao:

Observemos primeiramente que m pode ser visto como
ne e(2) @e(2)=d502,1) ® J§(2,1), onde J5(2,1) = {zesk(2,1)]

Wk’o(Z) = 0}
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Da observagao 1.22, tk(2) & um subconjiinto aberto de JE(Z,Z),QQ
tao o plano tangente a Lk(Z) na identidade pode ser identificado com

J§

(2,2). |
Seja (1,8) €J51(2,2) x J§(2,2) vetor tangente a LK(2) x LK(2)
na identidade.

Tomemos representantes A'c e€(2,2) e B'€¢€(2,2) e para tE R,

definamos nt€s(2,2) e Gtes(z,z)' por

ne(6Gy) = (x,y) + tA'(x,y) e &.(x,y) = (x,y) + tB'(x,y)
(x,8) & portanto o vetor velocidade do caminho t + (m, ny,mc §;) em
t =0.

Usando a afirmagao feita acima segue que um elemento de

T,(Lk(2) z LX(2)) & da forma: '3%? (mgngozomy Qt)l =
t=0 -
3 3 (2
= ﬂ(“k(”t°f°5t))l = ﬂk(ﬁ(ntofost)‘ ) = ﬂk(ﬁ (f(x,y)+t8' (x,y))+

t=0 t=0

+ tA' (F((x,y) + tB'(x,y)))‘ ) =
t=0
1 0o 81 (x,y) u(x,y)
= T . + At 1l =
Ve (xsy) vy (x,y) 82 (x,y) vix,y)
B1(x,y) + A1 (x,v(x,y))
= Tl'k
Vi (s ¥)B1 (x,y) + vy (x,y)B3 (x,y) + Az (x,v(x,¥))
Como B} € m(2) e A; em(2) i =1,2, entac

1 0 (23'
Tz(L*(2)z Lk(2)) = m |m(2) +m(2) | v + f* " =
v Ay m(2)
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Y
Logo:
! 0 (2)
m! [Tz(L*(2)z L*(2))] = m(2) ;) per ] +
Vel Vy m(2)
m(2)k+1 -
+
m(Z)k+1

Se A =0, (A,B) € o vetor tangente a Lk(Z) na identidade.
Neste caso, escolhemos ' =0 e B'e e(2,2) e definimos para
tER, n.lx,y) = (x,y) e & .(x,y) = (x,y) + t8'(x,y).

Com calculo andlogo ao anterior, obtemos:

I 0\ 1 0
Tz(zLX(2)) = “k[ m(2) + m(2) " = nk[m(Z , ]
vy vy } Vy vy

Ou seja

I /0 m(2)k+1
m 2 (Tz(zLK(2))) = m(2) , o ke _
Vx vy m(2)

Corolario 2.9
Seja q€Z,. Sejam z & Jg(Z,Z), f um representante de z e

k < q. Se z & rl-k-determinado, entao

n(2)<+ Ve 0 A
C m(2) , + f* +
m(2)¥*! | T \ vy vy m(2) m(2)9*1
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Prova:
Seja A = {z' e_Jg(Z,Z) tal que nqk(z') = nqk(z)}
Entdo A <J3(2,2) eTg=%wm“1®nﬂﬁ”)
Se z e rl-k-determinado, entao A C L9(2) zL9(2)

Logo T,A CT,(L9(2)2L9(2))

Do lema 2.8, temos:

<K: <: :> <: i>}
T, (L9(2)zL9(2)) Tq m(z
m(2)

Portanto,
,"m(Z)k+ m(2)
T < mq m(2
q \sz)k+1 <z;. :> m(2)
ou seja
m(2)k+! m(2)9*! 0
m(2) k+1 m(2) q+J. Vy *
+
<m (2) <(z)q“>

Como k < q, entao

" + S m(2) / , + f* m(2) + " .l
m(2) %! \\ Vi vy m(2) m(2)9

Corolario 2.10

Seja k€2Z,, Se f € rf-(k-1) determinado, ent3do para gq > k-1
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h(2)k . /1 0 m(2) m(2)3*
= + f* +
(2) \\ v/ Yy m(2) m(2)9*!
Prova.
Se f €& rd-(k-l)-determinado, entao nq(f), q > k- tambem e
(k-1)-determinado, pois se considerarmos

A={z'€ Jg(z,z)tq. Tak-1(z') = mg-; (2)} onde

wq(f) =z e nq(g) =z', temos A cL9(2) z L9(2).

De fato, se z' €A, entao z e z' temo mesmo (k-1)-jato.
Com f € rd&-(k-1)-determinado, entao existem ¢, ¥ & L(2) tais

que f =Y g ¢. Em nivel de jatos, temos

mq(f) = 1q(¥ g ) = nq(¥).my(g).mq(s), onde my(¥), m,(0)e LI(2).

q
Logo z' esta na orbita de Z, seQUndo a rl-acao.
9 ¢

Segue, portanto, do corolario 2.9 que ¥ q >k -1,
m(2)* Va 0 m(2) m(2)3*!
k & ’ + fx * +1
m(2) v, v m(2)/  \m@2)%
Y
§ 3. Dimensoces de certos espagos vetoriais

Definigao 2.11

Definimos:
o(f) = dimg A, e(zi —0
) ) o)
Se k EZZ+,



Se k<q, entao o (f) <o (f) <

Teorema 2.12:
As seguintes afirmagoes sao equivalentes

a) f é finitamente determinado

: 0 n(2) n(2)K
b) , + f* o « | para algum k fi
Vy vy m(2) m(2)
nito.
/1 0 \ n(2) n(2)%* 1 /m(2)K
c) , + f* + 2 para
m(2) m(2)k+1 m(2)k

\TAY,

algum k finito.
d) off) < =

e) Existe d finito tal que para qualquer q, cq(f) < d.

Prova:

(@ =>b) Se f é finitamente determinado, entaa f & rf&-(k-1)-
~determinado para algum k finito. Entao, para q > k, temos pelo co

rolario 2.10 que:

m(2)K 1 0 /m(Z)\ /m(zz)q“\
(- , + f* + +1
m(2)K vy <vy m(2) ) b(z)q )

Aplicando o lema 2.7, temos:
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m(2 m(2)
+ f*
m(2 <:: m(2)
(b = ¢)

imediato

(c = a) Se existe k finito tal que

N\ o n@)\  fn [k
, + f* + -
Vy (vy m(2) m(Z)k"'1 m(2)k
entdo usando o resultado de Mather em [5] segue que f & finitamen-

te determinado.

(b= d)  olf) = dimg e2) @ e(2)

A

< di e(2) @ e(2) <
-0k m(2)* ® m(2)*

(d = e) o(f) < = entao existe d tal que oq(f) <d, V¥ gq.
Basta escolhermos d suficientemente grande tal que

oq () < alf) < d

e(2) e

(e = c) Chamemos oq = dimg

<( ) O> RER

Logo, existe k tal que oy, = g

Entao o1 < 02 < ...

Portanto,

Ve 0 . m(2) m(2)k* m(2)K
’ + + ?

\<> ( y > n)  ln@kn ] = ek

- 25 -
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Observagao 2.13

Seja fee(2,2) com f(0,0) =0 dado por suas fungoes coordena-

das u e v,

Observemos que u e v podem ser finitamente determinados e f
nao o ser.
us=x -
Por exemplo, seja f(x,y) = , u e v sao finita
v=x34+ys

mente determinados (ver [6]), porém f ndo o &.

- 26 -



CAPTTULO 111 - DESDOBRAMENTOS UNIVERSAIS DO PLANO NO PLANO

0 objetivo deste capitulo € obter condigoes algébricas equivalen

tes a existencia de desdobramentos rf-universais de germes de aplica--
goes do plano no plano que apresentam singularidades do tipo S;. Pa

ra isso, vamos obter primeiro condigoes algébricas para um desdobra

mento ser rf-k-transversal.

§ 1. Morfismos entre Desdobramentos de Germes de Aplicagoes do Planc

no Plano

Definigao 3.1:
U= x
Dado f e €(2,2) definido por f = com f(0) = 0,
v = vix,y)
dizemos que F€ e(2+r,2) ¢é um desdobramento de f, de dimensao r,

se FiRz = f.

Definigao 3.2:

Consideremos Fe €(2+r,2) e G e e(2+s,2) dois desdobramentos
de f. Un rf-morfismo de F para G €& um par (¢,)) onde

® € €(2+r,2+s), e A € €(2+r,2), satisfazendo:
a) 1] R2 = idRz

b) Se ¢ = (¢,¥), ¢ €(2+r,2) e VY e e(2+r,s) entao ¥ € e(r,s),
isto €, & leva cada fibra R2 x {t} «<xR%? x RT em alguma fibra

R? x {¥(t)} < R? x RS.

a7



C) AiRz = idRZ

d) Flx,y,t) = A(G(4(x,y,t),t)), ¥ (x,y,t) & R?*', ou seja o dia

grama abaixo comuta,

R2 x U ¢ R2 x R —_— R2
(¢,idy) J I X

Gxid
szvaCRZXRSXRri—-——H)—r R2 x Uc R2 x RF

Observemos que se (®,A) €& um rl-morfismo de F para G, entao
escolhendo t proximo do 0 & RF, podemos definir A g €(2,2) por
¢ (x,y) = X(x,y,t) para (x,y) proximo do 0 & R2.

Neste caso, a condigao (c) nos diz que A, 2 um germe de um di-
feomorfismo local do RZ.

Analogamente, podemos definir Ft’ L GW(t) para t proximo do

0 € R, Usando as condicoes acima, podemos escrever a condigao (d) na

seguinte forma: Ft(x,y) = At(G?(t)(¢t(x,y))), ou F, = AtOGY(t)°¢t'

Definigao 3.3:

Sejam F e G dois desdobramentos de f. F é rl-induzida de G,

se existe um rf-morfismo de F para G.

Observagao 3.4:

0s desdobramentos de um dado germe f constituem uma rl-categoria,
tomando-se como objetos todos os desdobramentos de f e como morfis-
mos os rf-morfismos entre os desdobramentos.

De fato, dado F & e(2+r,2) um desdobramsnto de §, F pode ser

rf-induzida de F. Basta tomar o rl-morfisms ) (2,A) onde
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¢ € e(2+r,2+4r) & a identidade de R**" e A g e(2+r,2) é a primei
ra projegao.

Além disso, dados Fe e(2+r,2), Ge& e(2+s,2), H €e(2+p,2) des
dobramentos de f. Suponhamos que existam rl-morfismos (¢,A) de F

para G e (¢',,') de G para H. Entdo a composta € um rl-mor-

fismo (¢',)") de F para H, dada por (3',A") = (@',A').(@,A), on
de 9" = 0'00 € e(2+r,2+4p) e A'" e e(2+4r,2) definida por

ANx,y,t) = A ((x,y),¥(t)),t) ou seja Ay = ktoAQ(t) e satisfaz
a propriedade associativa.

Temos também que para cada desdobramento F de f, existe o . ré-
~-morfismo (#,\) de F para F, tal que qualquer que seja o ¢{-mor
fismo (¢',A') de F para G,

(@A) . (@' ,0") = (&' ,x").(2,1) = (&',1")

De fato, (8,7).(2',1') = (3,1), onde & = d:0 &' = ¢ = &' e
Ayt = A (x,y) et (8)),e) = 2 ((x,y),t) = A}

(®',x') . (8,7) = (8,)) onde ¥ =28' . ® = o

X(X,Y,t) = A(>\| ((X,Y) 3w(t)) ,t)-

A ((x,y),¥(t)) = A&(t)= Aé, pois

¥ RF>RT e a idpy .

Definigao 3.5:
Dados F €¢(2+r,2) e G € €(2+s,2) de f, entao F e G sao
rl-isomorfos se eles sao objetos isomorfos da rf-categoria de desdo-

bramentos de f.

Observagao 3.6:
Uma condigao necessaria e suficiente para um rl-morfismo (2,1) en

tre dois desdobramentos de f de mesma dimens3oc onde ¢ = (¢,¥) com
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6 e(24r,2) e ¥ eelr,r) seja um rl-isomorfismo é que ¥ eL(r).

Definigao 3.7:

Um desdobramento constante de f, de dimensao r, € um desdobramen-

to Fe e(2+4r,2) definido por F(x,y,t) = f(x,y) para (x,y,t)eR2*r

Definigdo 3.8:
Sejam Fe e(2+r,2) e G € e(2+s,2) desdobramentos de f.
Definamos um desdobramento F @ G & e(2+r+s,2) por
(F ® 6)(x,y,t,z) = F(x,y,t) + G(x,y,z) - f(x,y)
F @ G e um desdobramento de f de dimensao r + s, pois
F ® G(x,y,0,0) = F(x,y,0) + G(x,y,0) = f(x,y) = f(x,y)
.F @® G pode ser visto também como um desdobramento de F de di

mensao r e como um desdobramento de G de dimensac s.
§ 2. Desdobramentos Universais

Definigao 3.9:

Seja F um desdobramento de f. F & um desdobramento rf-univer
sal de f, se todo desdobramento de f pode ser rZ-induzida de F,isto
€,qualquer que seja G,desdobramento de f, existe um rf-morfismo de G

para F.
Lema 3.10:

Seja F & e(2+r,2) um desdobramento de ¢. Se & & qualquer des-

dobramento de F e, portanto de f, temos:
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a) F pode ser rf-induzida de G

b) Qualquer desdobramento constante de F pode ser rf-induzida
de F

c) Se G é um desdobramento constante de F, entao G & um rd&-

-desdobramento universal de f see F & um desdobramento “”i

versal de f.

Prova:

a) Devemos mostrar que existe um r{-morfismo de F para G. Sejam
F € e(2+r,2) um desdobramento de f e G € e(2+r+s,2) um desdobra=
mento de F e, portanto de f. Chamemos q = 2 + r.

Definamos ¢ ece(q,q+s) por @(z) = (z,0), onde zeRY, 0 &R®
e A eelq,2) por Alx,y,t) = (x,y) onde (x,y)e R? e teRF,

(¢,A) €& um rl-morfismo de F para G

De fato, satisfazem:

a) QIRZ = idRz, isto &, @(x,y,0) = (x,y), 0eR e (x,y)eR
b) Se ¢ = (4,¥), ¢ c(q,q) e ¥& e(q,s) entdo Ye e(r,s)
c) A|R2 = idgy

d) A (G(d(x,y,t),t) = G(e(x,y,t)) = G(x,y,t,0) = F(x,y,t)
Portanto F pode ser r&-induzida de G.

b) Seja G qualquer desdobramento constante de F. Mostremos que
G pode ser rf-induzida de F.

Ou seja, mostremos que existe um ri-morfismo de G para F.

Sejam F e e(2+r,2) desdobramento de f, G & e(24r+s,2) um desdo
bramento constante de F e q =r + 2

Definamos ©® ece(gq+s,q) por @(z,t) =z, para zeRY e teRS,
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e A ce(2+4s,2) por Arlx,y,t) = (x,y), para (x,y) € R? e te RS,

Dessa maneira, podemos verificar que (¢,A) €& um rl-morfismo de

G para F.
¢) Seja G um desdobramento constante de F e suponhamos que G
e um rd-desdobramento universal de f.

Mostremos que F € um desdobramento universal de f.

Para isso, seja H um desdobramento qualquer de f.

Como G & um desdobramento rf-universal de f, entao existe um
re-morfismo (¢',A') de H para G, ou seja, H pode ser rl-induzj
da de G.

Além disso, G ¢ um desdobramento constante de F, logo, pela par
te (b) do lema, existe um rf-morfismo {@',)") de G para F.

Da observagao 3.4, segue que (,) = (2'",A").(¢',x') €& um ré-mor
fismo de H para F.

Reciprocamente, se F e um desdobramento rf-universal de f e G
um desdobramento constante de F, entao G & um rf-desdobramento u-
niversal de f.

A prova segue da parte (a) do lema.

Observemos que para a reciproca, G nao precisa ser um desdobramen

to constante de F, basta que seja um desdobramento de F.
§ 3. Desdobramentos rf-k-transversais

Definigao 3.11:
Sejam U< R2*r, vizinhanga aberta da origem e F: U > R? uma apli
cagao diferenciavel e k&€ Z_.

Definamos jT F iU~ J%(Z,Z) da seguints maneiva: para  tedo
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(x,y,t) € U, definamos um germe € e(2,2) com

Flx,y,t)

>(0,0) = (0,0) por F( )(x',y‘) = Fx+x',y+y',t)=F(x,y,t)

F
(x,y,t X,Y,t

k k

Entao j; F: U > 3o (2,2) e dada por j% Fix,y,t)= "k(F( ))

X,Y,t
para todo (x,y,t) €U, onde LN e(2,2) » Jk(2,2).

Podemos definir jT Fda sequinte maneira:

Seja i : R% » R2*r definida por i(x,y) = (x,y,0) para (x,y)e R?

e 0€&RP, Para cada "k, esta aplicagdo induz uma aplicagao R-linear

o IR (2er,2) J(2,2).

Se U é uma vizinhanga aberta do 0& R>r e F: U~ R? & dife-
renciavel, entao definimos para cada k,‘ jg F: U +-J%(2+r,2), por
3§ F =0, 05 onde J¥F iU K(2er,2) e
o 1 I(2Hr,2) > U (20r,2).

Finalmente, definimos j? F como j% F = ki* o j% F.
Observemos que se F &€¢(2,2) com f(0,0) = (0,0) e se

F € e(2+r,2) e um desdobramento de f, entao

JEFO) = 1 (F g g gy (sy')) = melF(xuy',0) = F(0,0,00) = my (F).

Definigao 3.12:
Sejam F € ¢(2+r,2) um desdobramento de f, k € Z, e
z = m () € J§(2,2)

transversal em 0 a

M

Dizemos que F €& r-k-transversal se 'j? F

sz(Z) e que F €& rd-k-transversal se jT F e transversal em 0,

a Lk(2)zLk(2).

Definigao 3.13:

Seja F e e(2+r,2) um desdobramento de f.
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u_
9tj|p2
Para 1 < i <r, tomemos v, (F) = F 1, R =
- i ati R2 3;
ati R2
N .
“
B

Definamos Vg

- ()

il
AN
Qo —
N
N
-— 0
S~
N
™ R
NP
N~
/
x

Lema 3.14:

Sejam F & €(2+r,2) desdobramento de f, definido por

U(X’Y’t) U(X,\/) + ¢(X9y’t)

Fx,y,t)

e kg Z+. Entao
V(X’Yat)

vix,y) + ¥(x,y,t)

a) F & r-k-transversal see

1 0 m(2)k+1 e(2)
’ +_VF + =
X

Y YY)/ e (2) m(2)k*1 e(2)

b) F e rﬁ-k-transversal see:
1 0 e (2 q(z)t:i e =[5
Vy y)/e(2) e(2) m(2) e(2)

Prova:
Como RZ¥C ¢ J%(Z,Z) sao espacos euclidianos, podemos identifi

car o espago tangente a R2Z*f em 0 com o prépric R2*7 ¢ o sspago
tangente a J%(Z,Z) em m (F) com o proprio J%(Z,Z)o
Associado a j% F existe uma aplicacac linear Tj% F: R2+'+J%(2,2)

0 espago tangente a R2*' em 0 é gerado subre R pelos vetores
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tangentes = , o , wo— .

angentes ==, by * 3ty 't oty
Para cada (x,y,t) €U, t = (t;,...,t.) definimos
F(x,y’t)(X',y‘) = P! yty',t) = Flx,y,t)

Como F € r(rl)-k-transversal entao pela definigao 3.12, JTF é

transversal em 0 4 2 Lk(Z) (Lk(Z)z Lk(Z)), ou seja a imagen  de

T jlf F juntamente com o espago tangente a orbita sz(Z)(Lk(Z)sz(Z))
geram J%(Z,Z).

Verifiquemos quem € a imagem de T j% F.
.k ) 3 .k
UIF%>=§MF

_ ]
= Tk <8x F(x,y,t)‘ >
(X,Y,t)=0

.}
% T (

d
= 3; “k(F(X,Y,t))

(x,y,t)=0

(xiy’t)=0

Porem, (x',y")

X,Y,t)

(x,y,t)=0

= (F (xrx!yty !, £)=F (x,y,t))

'(X,Y,t)=0
gg'(x',yl,o) = %ﬁ(oyo,o) 0
= 35-(x‘,y',0)--25 (0,0,0)= - =
X X ‘ 3; 3;
—_— t ! - —
= (x'y',0) 7\ 0:0,0) Vi

Analogamente, teremos

= <? )
(X,Y,t)=0 vy

Para 1 < j < r, teremos

3
— F H , i
oy E:,yft;
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du

au - . ou_
A o ‘a'—t'J:' (X 'Y ,O atj (0’0’0)
Y (X',Y',O) -y (0,0,0) =
3tj 3tj . .
N oV '
— (x',y',0) = = (0,0,0)
it ot
J
que tem o mesmo germe em 0 que
ou Pty o ou _ ou a:
5;}'(X yy') Btj (0,0) @ atj (0,0) J
v Pty - v , .9V R
5;}'(x ") 3 (0,0) B atJ (0,0) Bj

Seja z = nk(F). Ent3o, usando o lema 2.8, e o fato de que F e

r-k=transversal, seque que:

nkEn(Z)(\ll)) +m(2) (3\)_‘ + <Tk <3x) ) T (3) ’ #k (;i) Vs

n(2)k+1 ﬂ(z)'
+.ﬂﬂ“>/_\wn

ou equivalentemente

() CHOC6)6)-
(. (:iiiki) (o
e e () -0
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Corolario 3.15:
U= X
Dada fe€ e(2,2) definida por
v = vix,y)

-37..

Entao para

todo in



teiro nao negativo k, pode-se encontrar um desdobramento F de f

que € rf-k-transversal.

Prova:
Seja k um inteiro nao negativo

Ent3o podemos considerar

e(2) @ €(2)

ORAEE

como um espago vetorial real de dimensao finita.

Escolhemos elementos aj,..., a, €e(2) e bi,.

k+1
1) ()

vy by 2€(2) tais

que modulo o denominador, geram este espaco vetorial.
Definimos entdo F e e(2+r,2) por
- . s
Fx,y,t) = x + tial(x,y) tra,(x,y)
v = vix,y) # t1by(x,y) + ... teb,(x,y)
Observemos que F €& um desdobramentc de f e que
3
F = at , l <i<r
8t; R2 ‘ - ™
8t|
Entao os geram Wp.

bi

Portanto, pela escolha dos aj, b;, segue que

m(2)
+
e(2) k+1

Entao, pelo lema 3.14, F e rf-k-transversal,

Corolario 3.16:

Seja F €e(24r,2) um desdobramento rf-univer

- 38 -

e(2)
We = .
F e(2)
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é rl-k-transversal, para todo inteiro nao negativo k.

Prova:
Dado k €17 . Pelo corolario 3.15, podemos encontrar um desdobra-
mento G de F que € rd-k-transversal, onde G & e(2+s,2), para al

gum s.

Como F & rl-universal, entao existe um rl-morfismo (&,A) de G
para F.

Por definigao de rf-morfismo, se ¢ = (¢,¥) entso Yeels,r) e
vale ainda G(x,y,w) = A(F(¢(x,y,w),¥(w)),w) para (x,y,w)e RZ*S,

Entdo se | < £ < s, temos para (x,y) < R2.

a1 a1 9F1
S (F00y,0,0) 552 (F(x,y,0,0 <ax (%,y,0)

ag (6) (x,y) = %m,o) -

g—tf‘ (F(XrY:D)vo) ""2- (F(X;Y,O):O)

oF
s(-z' (X»Vsﬂ)

aFy 391 F1 3Fy (A48 ‘
W— (X’Yro 3LD£ (X.Y,O) 3y (X.,y,O)... Jur (X,Y,U) aw‘(' (0)
+ » : +

3F2 392 3F2 3F2 ¥y
3y (levo)' Bug (X:Yvo) a1 (x’Y:O)--- 3u, (xtYIO) 3&1 (o)

A a1 A1 u

g (F00Y,0,0) 3t (Flay),0 5 (Flxy),0) (%)
+ o

A2 32 2 av

'é?z‘ (F(XIY!O)pO) 5'{1— (f(X,Y);O) a_t_z’ (f(X.Y).O) 3x (X,Y)
du %1 oF kil AL e
-7,(x,y_)  Sug (x,y,0) i-E-I 3-# (x,y,0) 30g (0) g (f(x,y),0)
av’ 342 r  af2 avi / 3A2,,
B Goy) G 1x,y20 B e (6n0) g (0)/ ap 00y ,0),

Sy,
391 r . BYi

1 10 ﬁ? [x,y,0) By e (S 5 (@)

- ' + +
342 vl
VY N\ G o) PG T ©)
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__l(fu,ﬂ 0) <:; \\\ -ﬁ— (x,y,0)
L, [ e
/ +
”2 (F(x,y),0) x Yy %ﬁ%(x,y,ﬂ) |
r Vi Al
I, o (F) = (0) oy L (f(x,y),0)
17 Bwl_ . wp
s(r)aw'(o) z (£ (x,y),0)
e (2)
Assim W + Wo + %
G
F e(2)

Logo se € rl-k-transversal, entao F tambem €.

i

Lema 3.17:
Suponhamos f rl-k-determinado e ke Z,.
Se Fe e(2+r,2) e Ge e(2+r,2) sao desdobramentos rl-k-trans-

versais de f, de mesma dimensao, entaoc F .e G sao r&-isomorfos.

Demomstragao:

Dado k um inteiro nao negativo, consideremos f rf-k-determina-
doe F e G @;e(2+r,2)J desdobramentos .rl-k-transversais de f.

Devemos construir um rt-isomorfismo de F para G.

Mostremos que basta fazer isto, no caso especial em que para todo
nimero real s e [0,1] o desdobramento Hg = sG + (1-s)F &  também
ri-k-transversal.

Neste caso, diremos que F e G sao rl-elementarmente k-homoto
picas e diremos que F e G sao ré-k-homotopicas se pudermos encon

trar uma sequencia finita de desdobramento F = Fp,...,F Fp=G tal

pe1’
que F{ e Fiy, sao rl-elementarmente k-tomotdpicas para

i =0,1,..., p-1.



Seja A CZJk (2,2) definido por

\j>> e(2)
A"—"!Tk

Se Hee 2+r 2) é qualquer desdobramento de f, entao H é ri-

-k-transversal see nk(WH) é transversal a A.

De fato, do lema 3.14, H € rf-k-transversal see

(2)k+1
> <e(z m(2)K* <(z)

que, em nivel de jatos, €& equivalente a:
1 0 e(2) e(2)

ﬂk ’ + f* + ﬂk(WH) = =Jk(2,2)
)\ (2) e(2)

A+ m (W) = 3%(2,2)

Observagao 1:
_ 2y a } . c )
Se yooo sao quaisquer r elementos de J<(2,2) entao
b | br
aj
f tem um desdobramento H'e e(2+r,2) tal que m (aj(H')) =
para i =1,..., r
. H1 r
Para isto basta escolher elementos seees em €(2,2)
Y1 Yr
Hi\. ai
tais que  my = para i =1l,...,r
Yi b;
e definir
x + zyuy (x,y) + ...+ zonp(x,y)
H' (x,y,2) =

vix,y) + z3y1 (xoy) + oo+ zpy,(x,y)
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]J| a'
pois ”k(ai(H')) = m = <) para i =1, ..., r

onde ai(H') = (37
|
i

Observagao 2:

Consideremos H € e€(2+r,2) qualquer desdobramento ré-k-transver-

bl
sal de f. Seja i um inteiro, 1 <ic<r e b=< > e j*2,2)
bll

b' a' r
tal = + .L. C. . (H
e b Bt J=1 Jﬂk(aJ( 2
al
onde € A, cj € Ry, ¢; >0
all
Escolhendo qualquer desdobramento H' € e(2+r,2) de f tal que
|
T (o5 (H')) = <b e tal que ﬂk(aj(H‘)) = nk(aj(H))p j*i
bll

Entao H' & tambem rf-k-transversal, isto e, nk(wH.) é trans-

versal a A. De fato:

T >> + 'n'k(WHl) = A + <1Tk0.1 (H'),

.y 'ﬂ'ka y sy 'lTka R=

A + <::nka1(H), vevy @+ cymeay (H) + o000+ crnkar(H),...,nkar(H):>}

A +<rka1 (H),..., C1m 01 (H) + ... + Cr.Trk(!.r(H),“., 'ﬂ’kdr(H)>R =

A +<kcx1(H) ey nka;(H), e "k“r>R w J {2,280, pois W @
rf-k-transversal .
Alem disso, H' & rl-elementarmente k-homotdpice a H, pois como

C:

; > 0, vé-se que "k(wsH'+(l*s)H) é transversal @ A para todo

se [0,1]c R.
- L2 -



De fato A+ m (Woyry(1-s)p) = A + Csmeay (H') + (1-s)mear (H), ...
. smap (H') + (T=s)man (H)> R A +'<:fk01(H)- vevy sa+scio) (H) +

+ oo+ sciop + o+ scpa (H) + (T-s)ma (H), ..., "k“r(H)>§ =

= A+ mpay (H), ooy mag (H), .o, ﬂkar(H)j:>R = 0k(2,2) pois H &
ré-k-transversal a A.

Temos um isomorfismo de Jk(2,2) a um espago euclidiano, entao te-
mos também um produto-interno em JK(2,2); assim podemos falar no espa

go ortogonal a A, AL,

by b
Seja dimRAl = q e escolhamos uma base <_> ,...,(_q> de Al,
b, b

q

Seja H € e(2+r,2) um desdobramento rf-k-transversal de f.
Aplicando sucessivamente a obs. 2, vemos que H & rf-k-homotopica

a um desdobramento H' € e€(2+r,2) de f, com a propriedade:

by bj
Se q >0, may(H') = t(l;l ; 1<) <aq, nkaJ(H") = (BJ> e

Q<j<r entao nkaj(H‘) = 0.

De fato, consideremos A% = Eﬁkal(H), ...,»nkar(H)] ~ onde
A* + A = JK(2,2),

Tomemos a projegdo de m o) (H) sobre AL, se p(nkai(H)) #0, en-
tao fazemos meay(H) = up. Se p(mea; (H)) = 0, entao mea(H) € A,

Tomamos o vetor v; e consideramos u; = vy + meay(H).

Mas vy = a; + jél Cj"k“j(H) onde consideramos ¢; > 0, pois se
nao o for somamos é subtraimos outro mittiplo de ma;(H) e colocamos
os coeficientes negativos em A.

Entdao uy = aj + jil gjnkaj(H) - wkaj(H); como wde(H)éi A, chama

- — r
mos a; = aj - wkaj(H). Logo uy = a1 + ;I cjﬁkaj(H) com c¢; > 0.
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j(H) j-Z, seeyg [

Aplicando a obs.2 ﬁl e rd-elementarmente k-homotopica a H.

Definimos meay(H) = u1 e maj(H) = ma

Construimos, portanto, A} = [Ll,nkaz(ﬁl),...,nkur(gl)j onde AT
juntamente com A ainda nos dao o espago todo Jk(Z,Z).

Tomemos p(wkaz(ﬁl)). Se esse vetor n3o pertencer [u;], entao fa-
zemos p(nkuz(gl)) = u,. Se pertencer entao tomamos um vetor v, Z£.i.
com u; que estard no complementar de [up].

Consideramos entdo up = vy + p(nkaz(ﬁi)) = vy + Ay

Logo up; = as + Auj + jgz cjnkuj(ﬁl), onde consideramos ¢, > 0,
pois se nao o for, somamos e subtraimos miltiplo de wkaz(ﬁl) cuja par

te negativa sera englobado por a; e Auj.

Definimos entao maz(f2)= uz e miaj (Ha) = .o (Hy) j#2

J
Analogamente H, € rf-elementarmente k-homotopica a H e
A% = [up,up,mear (H1),. .., nkur(ﬁl)] juntamente com A ainda nos da
Jk(2,2).

Suponhamos entao que tenhamos construido

% O = . "" . ,
Ap = Eq,...,up.nkap+l(Hp),...,nkar(Hp)] nas condigoes acima. Com ra
ciocinio analogo, podemos construir A;+1, satisfazendo as condigoes.
Podemos construir, portanto, A*q = Ene..,,uq,nkaq+1(ﬁq),...,,
wqar(ﬁq)], onde A*q juntamente com A nos da JK(2,2). Porém, |
dim AL = q, logo podemos por uma homotopia simples, reduzir,ﬂkaj(ﬁq),

j=q+l, ..., r a zero. Assim construimos uma base

A= [Uy,...,uq,0,...,0] de AL, satisfazendo

il
L£0

Tfka'(H) = Ur, ~
. ‘ ] onde H & obtida por homoto-
Trkaj (H) =0, J

0
0
o+
-
-
.
-

pias elementares a partir de H.
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Temos também que bj,..., bqg € uma base de Al,

Suponhamos que a base obtida acima e a Ultima, tenham a mesma orien
tagao. Queremos obter agora uma mudanga da base u;,..., uq para a ba
se by,...,bq. Para isso, vamos fazer uma mudanga de wuy,...,uq para
uma outra by, vo,..., vq por homotopias elementares e a seguir levar

a base by, vo,..., vq para a base by, wo,...,w onde

q’
sz,...,wd] = [}2,...,bq], obtendo assim o resultado desejado.

Como by = I ajj uj, temos dois casos a considerar:

1) a3 #0 2) a3 =0

1) Suponhamos aj; #0. Se a;; > 0, entao estamos nas condigoes e po
demos substituir u; por b; e obter a base b, vy, ..., Vq

Se aj;; < 0, substituimos a base ujp, uj, U3,...,uq pela base
U1, TU2, U3seseslUgs usando uma rptagéo. Nesta nova base, b; se escre-

ve como -ull(-ul) + ('alz)("u2> + e +a1quq

Logo obtemos a;; > 0 e caimos no caso anterior,

2) Se aj; =0, substituimos a base Ups«..,Uq POr uma outra base
Ulyren, Gq tomando-se Gi =u; j#i onde j>1 é
uj = Auy + uj

o ndice para o qual o coeficiente de b; é diferente de zero.

Logo

by = (-Aalj)ul + 0jgUp + ... + 01qUq, “Aalj = 011 que

é diferente de zero e cai nos casos anteriores.

Obtivemos, portanto, a base by, vg,..., vq

Fazendo a mudanga da base b;, vy, ..., Vq para a base

by, v22, ..., vaq dada por



Voy = by
Voo = vy - A1b

sz =

|
<
(-
-
—.
L}
A\t
Nal

A seguir para a base bj, vz3, V33, ..., V3q, por:
/

V31 = by
V32 = Va2 = vy = A1bp

V33 = vp3 = Asb

LV3J'=VJ _j=li,...,q

e assim sucessivamente até obtermos a base by, Vpp, V33, «c.uy Vqq-
J’ Vg1 = b,
kvqj=ij j =2, s+ g

Chamemos esta base de by, wp, ..., Wq
Observemos que a base foi obtida por uma homotopia elementar em ca
da passo e que cada w; pertence ao complementar de [bf].

& uma base de AF, entdo [wz,ws',...,wq] =

= [bz,...,bq].
Observemos que se A= {ul,uz,...,uq,o,...,O} e {br,...;bq,o,...,O}.

tiverem orientagao contrarias entao, obteremos um desdobramento

H' € e¢(2+r,2) de f com a propriedade: se q > 0, nkul(H')=-°<b1>;

bl

b
1<j<aq, nkaj(ﬂ') - <Ej> e g<jgr entao meaj(H') = 0.

Um desdobramento H' com as propriedades chtidas serd chamsde rf-
~-k=-ortogonal,
Entao os desdobramentos F e G sao ré-k-homotdpicas aos desdo

bramentos rf-k-ortogonais F' e G', respectivamente.
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Se q>0 e mgay(F') = ~my ('), definimos F'"(x,y,z1,...,2.)=
= F'(x,y,"21,...,2.). Se q=0, F'=F',

Temos, portanto, para todo j, 1 < j <r, nkaj(F“) = nkaj(G') e pe
la observagao 2, F'" & rl-elementarmente k-homotopica a G'.

Entdao se F e G €e(2+r,2) sao quaisquer desdobramentos rl-k-

-transversais de f, de mesma dimensao, entao podemos encontrar desdo
bramentos rﬂ-k-trénsversais de f, de dimensao r, F =Fq, Fy, ...,
Fp =G taisque F; e F;. sao rl-elementarmente k-homotopicas pa
ra i=1,2, ..., p. Entao & suficiente mostrar o lema no caso em que
F e G sao rl-elementarmente k-homotopicas.

Entdo para s € R, definamos um desdobramento 14 € e(2+r,2) de f,
por 1g = (I1-s)F + sG.

Mostremos que para todo s & [0,1], se s' & suficientemente pro
ximo a s, entao Tt € rl-isomorfo a Tge

Entao,pela compacidade de ﬁhl] isto implica que F =15 & ré-
-isomorfo a G = 1.

Seja, entdo, s & [0,1]. Definimos HE e(2+r+1,2) por H(x,y,z,t)=

= Ts+t(x,y,z)=(l-s-t)F(x,y,z)+(s+t)G(x,y,z) para (x,y,z)€R%*" ¢ teR.

Vanos construir isomorfisnos entre o e Tg!, para s proximo de

s e aplicar o lema 1.30.

Como T4 € r£ -k-transversal, temos pelo lema 3.14:
/ > m(2)k*1 e (2)
a + W =
<< e(2) m(@2) 1) \e(2)
Como f e ré-k-determinado entao:
m(2) K+ m<z> m(2)
m(2)**2 m(2)k m(2)
1 ’ 0 A, 5(2)
v Vy Ve (2) e(2)
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Mas
n(2) £, 0 2 gk+l
fx z , , Y iiny ) t
m(z)k"‘Z
+ f*
m(2)k+?
— /n(2) ) n(2)) m(2)*2
Como fé&E m(2)> , entao f¥* m(2)k+2 m(?.)k+2
Entao

300, 0
()G, 6D, o)
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Aplicando Nakayama, obtemos:

()= ) (D 4O
RO SR
() €3 ,<;>>€(Z + <(:> ()
G OO-C,

Seja h € e(2+r+1,2). Entao h*Rz € e(2,2). Por (d) podemos encon

trar elementos uj, up € (2), by, ...,br+2 € R; ¢cg, ..., Ck+] €R,
tais que:
2

hy [R M1 k1 f{ 0
e) = + ZO ¢ , ] +

hy |R2 ViH1+V o j= 0 i}

r+2

+ izl‘ bp uz(Ts)



Se considerarmos u1, Wz como elementos de e(2+r+]) podemos de

finir um elemento h'€ e(2+r+1,2) por

' 9H1 R oM
hy _ hi _ Tx M _ kgl . [ H{ 0 ‘ _
) o o C ) "\ ]
hy hy Tz_l-{-—yluz j=0 J|_0 H'%
a1
+2 9z
= rZ bz K
-1 2tz
9zp

Observemos que H‘RZ =f e HIR2+r = T4

=
— -
=
N

Segue de (e) que =0

>
N -
=

N

Entao hy, hy € m(r+l)e(2+r+1) pelo lema 1.7.

Como vale para qualquer h & e(2+r+1,2) temos:
oH dH1
e(2+r+1) /// L —_— 1 0
F) = ax ’ ay + ’ > )
e(24r+1) 3H2 aHz \ 0 1
d X
oHl oH1
1 —
Hl 0 321 Bzr +
o )/ 2 BHz | 1ttt | K2
2 3zy LT/

e (2+r+1)

+ m(r+1)
e (2+r+1)

Chamemos de

EORORBRAE )
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Observemos que (f) continua valida se fizermos

€ (2+r+1) -?aﬁ)%- %‘-l—
g) = , Y + Ble(r+l) +
g (2+r+1) dH2 3H2
X By e(2+r+1)
oH1 oH1
32 Y £ (2+r+])
+ g sy ¢ + m(l"+])
aH2 aH2
—= == e (2+r+1)
o2 O2r e(r+l)

Como B é um espago vetorial de dimensao finita, B(e(r+1)) & um

e(r+1) - modulo finitamente gerado e

am ()
52) 3z,
y eees ¢ f.g. sobre e(r+!)
dH2 aH2
0z

92
1 Y7 el(r+1)

Observemos que m: RZxRML > RF+L corresponde a f no lema 1.28.

Entdo, temos: C = e(24r+1) @ c(2+r+l); A = Be(r+l) +

/.a_H_l LY
0z 0Z
. ! Y e r ,
\\\ 3Ha oH2
3 3
21 r g(r+l)

R
B = [
aH2 aH2
ax 3y /7 e (2+4r+1)

Entao pelo lema 1.28, temos:

e(2+r+1) aH1 9H1
h) - <: x N\ oy + B.e(r+l) +
dH2 dH2
e (2+r+1) . Tay /7 e(2+r+1)
dH1 oH1
+ oz 1 ) , 9 r
dH2 oH2
3z, 0z, e(r+l)



Se multiplicarmos (h) de ambos os lados por m(r), obtemos:

3H1 oH1
e(2+r+1) r oy
i) m(r) = , +
oH2 ' oH2
e (24r41) i, S/ e 2ere)
dHL oH1
021 3z,
+ m(r)e(r+1)B + y ey
aH2 aHZ
921 92r // m(r)e(r+1)

Observemos que para todos (x,y) € RZ, t &R,

H(x,y,0,t) = f(x,y)

Assim:
3H1 3HL
—ét—(x,y,o,t) 0 o e(2+r+1)
= e € m(r)
3H2 aH2 .
—5—t-(x,y,0,t) 0 ™ £ (2+r+1)

Por (i) podemos encontrar germes i, L€ m(r) e(2+r+l),

X1, voor Xp€ m(r) e(r+1) e Boy ..., Bki1 € m(r) e(r+l), tais que

oH1 JHL
e (%iYszst) Sy ovazst)
=0 (X,Y,Z,t) +
dH2 9H2
-t (x,y,2,t) T (x,¥,2,t)
a_aHyl’ (X,sz’t)
+ cz(x,y,z_,t) +
%?5 (x,y,2,t)
CL (x,y,2,t) " Hy (x,y,z,t)z
r azj b+1 )
+ I X: + 3 Bz(z,t)
j= dH2 L=0, 2
—3.2_ (X,Y.Z,t) HZ(X§Ytzyt)

—.



k=1
Definamos w € €(2+r+!) por w(o,z,t) = £§0 Bz(z,t)cz

E‘nt'a'o pelo lema 1.30, existem germes ¢ € e(2+r+1,2), A € €(3,2)
tais que:
a) ¢(x,y,2,0) = (x,y,2)
A(x,y,0) = (x,y) |
Entao 8(x,y,0,0) = (x,y,0) = (x,y) é portanto &5 = idg2 e

A(x,y,0) = (x,y)

b) & = (¢,¥), ¢ cc(2+r+l,1) e Y €c(2+4r+l,1), temos que

¥Ye e(r+l,l)

Das condigoes

a .
B kryszat) = - @0y,z,t),6) 0=, 2

v
E-tll (X;Y,Z:t) = ‘XJ(W(X:Y,Z,t),t) _j = ]a seny T

Observamos que
¥ € e(r+l) para cada j, isto €, ¥ nao depende de (x,y) € R2,
pois Wj(x,y,z,O) = z,
De fato &(x,y,z,0) = (¢(x,y,z,0), ¥{x,y,z,0)) = (x,y,z).
Entdo: |
Wj(x,y,z,o) = z
Alem disso, ¥ satisfaz a equagao diferencial.

o¥:

J .
Yy (x,y,z,t) = -XJ(W(x,y,z,t),t) J=1, c.vs tu

0 lado direito depende somente de Y¥(x,y,z,t), mas ndo depende di
retamente de x, assim pela observagao 1.32, ¥ nao depende de

(x,y) € RZ,
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c) H(e(x,y,z,t),t) = A(H(x,y,z,0),t)
Ay € um germe de difeomorfismo local .
Entao:
H(x,y,2,0) = AT (H(2(x,y,2,t) = At (He (2, (x,y,2)))
Logo:
TS<X,Y,Z> = Azl (Ts.,.t(q’t(x’y’z)))
Portanto:
(2,A) & um re-morfismo de 7t para Tgut

De (a) segue que . (?,A) €& um r&-isomorfismo.

Teorema 3.18:
Suponhamos f rdf-k-determinado e k € Z,.
Entao um desdobramento F de f & rf-universal see F &  r&-k-

-transversal.

Prova:

Se Fe& e(2+r,2) € rl-universal entao pelo corolario 3.16, F €
rl-k-transversal.

Reciprocamente, suponhamos que F € e(2+r,2) €& ré-k-transversale
seja G € e(2+s,2) qualquer dgsdobramentoAde f.

Devemos mostrar qﬁe existe um ré-morfismo de G para F.

Para isso, consideremos o desdobramento definido em 3.8.

6 @ Fe e(2+rts,2).

Pelo lema 3.10(a), G pode ser r&-induzidode G @ F; pois
G @ F e um desdobramento de G de dimensao r.

G @ F & um desdobramento rf-k~transversal de f,.pbis por hipd
tese, F e um desdobramento rt-k-traﬁsversal'de .
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Usando o argumento acima, se H € e(2+s+r,2) & um desdobramento
constante de F, de dimensao s, entao H.e rl-k-transversal.

Assim usando o lema 3.17, G @ F e H sdo rl-isomorfos.

Além disso, H €& r{-induzida de F, pelo lema 3.10(b) e, portan

to, existe um rf-morfismo de H para F.

Temos, portanto, rf-morfismos de G para G‘@ F para H para

Como a composta de r{-morfismos € um rf-morfismos (obs. 3.4) se

gue que existe um ré-morfismo de G para F. Portanto, F e um

desdobramento rf-universal de f.

Teorema 3.19:
Seja F & e(2+4r,2) um desdobramento de f. Se para todo k, F e
rl-k-transversal, entao F € rl-universal e f é finitamente deter

minado.

Prova:
Basta mostrar que f & finitamente determinado e o resultado se-
gue do Teorema 3.18.

Do lema 3.14, se F e vri-k-transversal, entao

| 0\ m(2) ‘m(2) k¥ e(2)
€(2) ’ > + f* + K + VF =
vy vy m(2) m(2) +1' e(2)

Entao

e(2) @ e(2)

ty /0 m(2) /mu)“ﬂ>
, + f* *
<<Vx> vy > (m(2) Km(Z)k"*g”:l

Vg < r+2,

BA

Opey (F) = dimg

< dimR
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Seqgue, do teorema 2.12 que f & finitamente determinado.

Teorema 3,20

f tem um desdobramento rl-universal see f & finitamente deter

minado.

Prova:

Se f tem um desdobramento rf-universal, entao pelo Corolario
3.16, esse desdobramento € rf-k-transversal para todo k.

Entao pelo teorema 3.19, f € finitamente determinado.

Reciprocamente, se f ¢é finitamente determinado, entao f tem um
desdobramento rf-universal see, esse desdobramento e r{-k-transver
sal, pelo teorema 3.18. Mas, pelo corolario 3.15, podemos sempre en-

contrar um desdobramento de f que é rd-k-transversal.

Teorema 3.21:
Quaisquer dois desdobramentos' r{-universais de f, de mesma di

mensao sao rf-isomorfos,

Prova:

Sejam F e e(2+r,2) e G € e(2+r,2) dois desdobramentos rd-uni
versais de f, de mesma dimensdo. Entao, pelo Teorema 3.20, f & fi
nitamente determinado. Pelo corolario 3.16, F e G sao rf-k-trans

versais, para todo k.

Entdao, pelo lema 3.17, segue que F e G sao rl-isomorfos.



Corolario 3.22:
Sejam F€ €(2+r,2) e G € ¢(2+s,2) desdobramentos rd-universais
de f e suponhamos s > r. Entao G €& rl~isomorfo a um desdobramen

to constante de F.

Prova:
0 desdobramento constante de F €é rf-universal.
Se considerarmos a dimensao do desdobramento constante igual a s-r,

entao o resultado segue do teorema anterior.

Teorema 3.23:
Seja Feg e€(2+r,2) desdobramento de f.

Entao F & rf-universal see

() () ()

Prova:

Se vale (a) entao pelo lema 3.14, F & r&-k-transversal para to-
do k. Pelo teorema 3.19 segue que F € rl-universal.

Reciprocamente, se F & rd-universal, entdo f & finitamente de

terminado, pelo Teorema 3.20.

Assim para algum k, temos

k
2 1 0
m(2) c | \ s m(Z)\
';y‘\(Z)k Vo vy // m(?{/

/m(2)k*2 m(2)k
1 ari vl N ':.9 a w o
n(2) k1 c m(z)k e pelo corolaric 3.16, f & rl-k
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~transversal para esse k.

“Logo:
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