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INTRODUÇÃO

Em [7], Ruzante A. desenvolveu sua tese de Doutoramento sobre Siª
gularidades de Restrições de Aplicações Díferencíãveís.

0 Prof. Dr. G.F. Loíbel prºpôs que íníciassemos nosso estudo sobre

Singularidades não genéricas de aplicações do Rm il» Rn que se tºl
nam genéricas quando f é mergulhada. em uma familia de funções

ft: Rm + R", com t e Rr e verificar o número de parametros necessá

rios para que tal aconteça.
As primeiras informações indicavam uma forte correlação com a teº

ria de Mather sobre os germes finitamente determinados. Utilizamos pª
ra o nosso estudo o trabalho de Ruas M.A (6).

Porém, em [8], Wassermann G. nos cap. II e III estabeleceu as relª
ções para germes de aplicações com valores reais.

Assim o Prof. Loibel resolveu que seguissemos a linha de (8) para

germes de aplicações do plano no plano. Em [8], Wassermann citava re-
sultados de um trabalho não publicado de Mather, cujos resultados nós

reelaboramos nesta dissertação.
No Cap.! do nosso trabalho, estão os pré-requisitos necessários ã

leitura do mesmo.

No Cap.!I, obtivemos condições algébricas que nos forneceram aqui

valências entre germes de aplicações diferenciáveis do plano no pla-
no finitamente determinados e restrições sobre as dimensões de certos

espaços vetoriais.
No Cap.||l, desenvolvemos toda a teoria necessária para podermos

relacionar germes finitamente determinados com desdobramentos rK-k-

-transversais e desdobramentos rZ-universais.



CAPÍTULO I - PRELIMINARES

5 l. Germes de Aplicações

Definição 1.1:

Sejam X e Y espaços topológicos e ><EZX. Um germe de aplicação

f: X + Y, em x, é uma classe de equivalência de aplicações continuas

9: U + Y, onde U é uma vizinhança de x em X, com a seguinte relª
ção de equivalência:

(9: U + Y) % (h: V + Y) se existe uma vizinhança w de x com

WCU/l V tal que g|w= h'lw

Qualquer elemento ? da classe de equivalência de f é um repre-

sentante de f e diremos que f é o germe em x de f.

Observação 1.2:

Sejam X e Y variedades diferenciáveis e ><€í X.

Um germe de aplicação f: X + Y, em x, é diferenciável ou C“,se

f tem um representante que & diferenciável.

Observação 1.3:

Sejam f: X + Y um germe de aplicação em x e X e 9: Y + Z um

germe de aplicação em f(x) &; Y.

Podemos definir um germe de aplicação gof: X + Z, em x, da se-

guinte maneira:

tomamos os representantes de f e de g, compomos e consideramos

o germe da composta.



5 2. Módulos sobre Anéis de Funções Díferenclãvels

Definição 1.4:

e(n,p) é o conjunto de todos os germes de aplicações diferenciá-

veís f: Rn+Rp, em GER“.

Se p = 1, então s(n,l) é denotado por a(n).

Observação 1.5:

e(n,p) pode ser considerado como um espaço vetorial real.
a(n) tem uma estrutura natural de R-ãlgebra, induzida pela“ R-ãlgg

bra R.

a(n) é um anel local e seu único ideal maximal é denotado por M(n)

que é constituído por todos os germes de aplicações f: R" + R, em

0 €.Rn, com f(O) = 0.

Definição 1.6:

Seja g e e(n,p) com g(O) = 0. Para qualquer r, g induz uma a-

plicação R-línear g*: e(p,r) + e(n,r) definida por g*(f) = fog,

onde f €.e(p,r). g* é chamada aplicação “pull-back” ou lnduzída

de f por 9.
No caso particular de r ser igual a I, g*: a(p) + a(n) E um hg

momorfísmo de R—ãlgebras.

Os resultados que seguem serão utilizados no nosso estudo e encog

tram-se demonstrados em [6].

Lema 1.7:

Sejam O 5 r < n e l: Rn-r + R" o mergulho llnear deflnído por

A.



i(t1,...,tn-r) = (O,...,0,t1,...,tn-r). Seja

K = i(R“'r) = £(x1,...,xn) & Rnlxl = ... = xr = 0]

Seja M o ideal de a(n) gerado por xl,..., xr, isto é, pelos

germes em 0, das primeiras r funções coordenadas de R".

Então, para f € a(n) as seguintes afirmações são equivalentes:

a) f & Mk+1

b) f tem um representante ;: U + R que se anula, juntamente com

todas as suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a k, em

KC: U.

Corolário 1.8:

M(n) & gerado pelos germes XI,..., xn

Corolãrio 1.9:
M(n)k consiste dos germes que se anulam em 0, juntamente com

suas derivadas de ordem menor a k.

Definição 1.10:

M(n)ºº = Q M(n)k

Definiçãb 1.11:

Seja f €.€(n) com f(o) = 0, f é uma singularidade se f tem

um representante ?: U + R tal que %%7 (0) = 0, l 5 i 5 n, ou seja,
l

fe M(n)2.

M&MábLm:
'Sejam 5 um anel comutatívo e A um Sªmõdulo

; Se al,..., ar são elementos de A, denotamos o S-mõdulo de A, gg

-3-



: ou or <a ... a > simplesmenrado pelos ais por <a1,...,ar> s
p 1' ' r ' —

te, caso não haja perigo de ocorrer ambiguidade quanto ao anel que a-

tua sobre A.

5 3. Noções e identificações do espaço dos k-jatos

Definição 1.13:

Sejam X e Y variedades diferenciáveis, xex e k um inte_i_

ro positivo. Um k-jato 2: X + Y, em x, é uma classe de equivalência

de aplicações diferenciáveis 9: U + Y, onde U é uma vizinhança de

x, com a relação da equivalência:

(g: U + Y) % (h: V + Y) se

h(x) = g(x) e todas suas derivadas parciais de todas as ordens meno-

res ou iguais a k, em x, coincidem, em um sistema de coordenadas lg

cais, próximo de. x EZX e próximo de g(x) = h(x) em Y.

Se 9 é qualquer elemento da classe de 2, então 2 é o k-jato de

9 em x, denotado por jkg(x).
Além disso, o k-jato de 9, em x, depende somente do germe em x

de g, podemos, então falar do k—jato em x de um germe de aplica-

ção de f em x, cuja notação será a mesma ikf(x).
Da definição 1.13, concluímos que M(n)k consiste dos germes de ª

plicação do Rn em R, em 0,cujo (k—i)ªjato se anula em D e a definição

l.ii torna-se equivalente a dizer que j1f(0) = 0.

Observação 1.14:

Dados f,g € s(n,p). Então, jkf(0) = jkg(0) se fi “ gi ElM(n)k+1,

) 5 i 5 p.



Definição 1.15:

Seja k um inteiro não negativo

Jk(n,p) é o conjunto de todos os k-jatos, em 0, de germes em

a(n,p).

Observação 1.16:

Podemos considerar Jk(n,p) como um espaço vetorial real. Neste

caso, Jk(n,p) é ísomorfo a RN, onde N = p“ "Ek (ver (8), por e-

xempio).

Se k 5 r, então, dois germes que tem o mesmo r-jato em 0, tem tam

bém o mesmo k-jato em 0. Assim existe uma projeção

“r,kª Jr(n,p) + Jk(n,p) que abandona os termos de ordem superior a k.

Da observação i.16, "r,k & uma projeção iinear entre espaços eucil
deanos.

Temos, também, para cada k, a projeção canônica nk:e(n,p)+Jk(n,p)

que associa a cada genme o seu k-jato em 0.

Observação 1.17:

Sejam f €.s(n,p) com f(O) = 0 e 9 E e(p,r).
O k-jato em O da composta gof €Le(n,r) depende somente do k-

“jato em 0 de f e de g.v

Assim, para cada k, 0 germe f induz uma aplicação R-iinear
kf*: Jk(p,r)-*Jk(n,r) definida por kf*nk(g)=nk(gof), onde 9 E e(p,r).

Analogamente, se 2 €.Jk(n,p) e se nk,º(z) = 0, então 2 induz

uma aplicação R-Iinear z*: Jk(p,r) + Jk(n,r) definida por 2* = kf*,

onde f €.e(n,p) é qualquer representante de z.



Definição 1.18:

Seja f: U + RP, diferenciável, onde U é um subconjunto aberto

do R“. Para cada k, definimos uma aplicação diferenciável

ka: U + Jk(n,p), chamada a k-secção de f, da seguinte maneira:

para cada x e U, definimos um germe fX Ele(n,p) por fx(z)=f(X+Z)

para 2 próximo do 0 € R“. A seguir, definimos ka, tomando ka(x)

como sendo o k-jato em Ó de fx.

Definição 1.19:

Para cada inteiro não negativo k, definimos J%(n,p) como sendo o

conjunto de todos os k-jatos em 0, de germes de s(n,p) tais que o

o-jato em o é zero, isto &:

J'ã(n,p) = fzeJkln,p) | wk,0(2) = O]

J%(n,p) é um subespaço linear de Jk(n,p), então tem uma estrutu
ra de variedade diferenciável, de dimensão finita. Então podemos coº

siderar, para cada k, uma projeção canônica pk: Jk(n,p) & J%(n,p) dg

finida por kakh(0) = jk(h-h(0))(o).
Da observação l.l7 segue que kf*(J%(p,r)) CZJ%(n,r) e

z*(J%(p,r))(:J%(n,r).
Se f: U + Rp é uma aplicação diferenciável, onde U é uma vizi-

nhança aberta do 0 € Rn, então, para cada k, podemos definir uma a-

plicação diferenciável, Jãf: U + J%(n,p) por Jãf = kakf, onde

f €e(n,p).

Notação:

Seja M uma variedade diferenciável e x ELMH

_ 6 _



Denotamos por TXM xº espaço tangente a M em x.

Se 9: M + M' é uma aplicação diferenciável entre variedades e

x e;M, denotamos por Txg: TXM + Tg(x)M', a diferencial de 9 em x.

'Da observação l.l6, segue que se 2 éZJk(n,p) então Tka(n,p) po-

de ser identificado com R“, N = p ";º)

S ª. Os Grupos de Transformações L(n), L(p) e L(p) x L(n)

Definição 1.20:

Tomando-se como operação a composição de germes em e(n,n), pode-

mos definir o grupo L(n) constituido por elementos de e(n,n) que

levam a origem na origem e são não singulares em 0, isto é,

L(n) = [$ €.e(n,n) | o(O) = 0 e ó é não singular em O]

L(n), assim definido, é o grupo de germes de difeomorfismos locais

do Rn em 0.

L(n) é um grupo de transformação que atua ã direita sobre e(n,p),

sendo a ação dada por: q,,f = foó'l, onde «be L(n) e fc e(n,p).

Definimos também o grupo de transformação L(p), da seguinte manel

ra:

L(p) =- [“l'e: e(p,p)|“i'((l) =- 0 e 'i' é não singular em O]

L(p) atua ã esquerda sobre s(n,p), tomando-se ? € L(p) .e

fe; e(n,p) e definindo-se a ação por W.f = Wof

Finalmente, definimos o grupo de transformação L(p) x L(n)

L(p) x L(n) atua ã direita e ã esquerda, sobre e(n,p) tomando-se

(bc L(n), we L(p) e fe e(n,p) e definindo-se a ação por

(Whº?).f :- “Yofocb-l. .



No nosso caso, estaremos interessados no grupo L(p) x L(n), embor

ra o grupo L(n) seja usado algumas vezes. No entanto, pensamos que

com o grupo L(n), poucos resultados podem ser obtidos por tratar-se
de germes de aplicações do plano no plano.

Chamaremos a ação ã direita por r—ação e a ação ã direita e ã es
querda por rZ-ação.

Da obs. l.l7, concluímos que a def.l.20 pode ser estendida a nivel

de jatos, isto é: '

Definição 1.21

Seja k um inteiro não negativo. Para cada k, definimos o grupo

Lk(n) com a operação induzida do grupo L(n), por:
Lk(n) = (z & Jk(n,n) I 2 é o k-jato em O, de um elemento de L(n)].

Observação 1.22

O grupo Lk(n) é um subconjunto aberto de J%(n,p). Logo tem uma

estrutura de variedade diferenciável. Além disso, Lk(n) e Lk(p)XLk(n)

são grupos de Lie Berlín].
Então Lk(n) atua diferenciavelmente a direita sobre J%(n,p) e

Lk(p) x Lk(n) atua diferenciavelmente a direita e a esquerda sobre

J%(n,p), induzidas pelas ações de L(n) e de L(p) x L(n) sobre e(n,p),

respectivamente.

J%(n,p) é invariante sob a ação de Lk(n) sobre Jk(n,p);isto é:

qualquer que seja zo € J%(n,p) e E €.Lk(n), 2.20 €;J%(n,p)= En=

tão Lk(n) atua também sobre J%(n,p).



Definição 1.23

Seja z,€,J%(n,p). A Lk(n)—õrbita de 2 será denotada por sz(n)
e a Lk(p) x Lk(n)-õrbita de 2 por Lk(p).z Lk(n).

Observação 1.24

As órbitas sob a ação dos grupos definidos são subvariedades imei

sas de J%(n,p) (ver (21). Então se z & J%(n,p), o plano tangente a

órbita em 2, T2 2 Lk(n) ou Tank(p) z Lk(n) pode ser identificado

a um subespaço linear de J%(n,p).

5. 5 Resultados algébricos que serão utilizados

Os resultados que seguem são encontrados nesta forma em [8].

Lema 1.26 (Lema de Nakayama)

Sejam R um anel comutativo com unidade e I um ideal em R tal que
I + 2 & invertivel para todo z-G:I. Sejam A e B sub-módulos de al
gum R-mõdulo M e suponhamos A finitamente gerado sobre R.

Se (ª) B + 'A ? A, então (b) B 2 A.

Se valer a igualdade em (a) então vale a igualdade em (b)

Corolãrio 1.27:

Sejam A um a(n) - módulo finitamente gerado e B um sub-módulo

de A tal que para algum k, dimR-————1L———-5 k. Então m(n)kA 5.8.
m(n)k+1A+B

Teorema 1.28: (Teorema de Preparação de Malgrange)

Seja f e e(n,p) com f(O) = 0. Seja C um e(n)-mõdulo finitamen

-9-



te gerado. Então C pode ser considerado como um e(p)-mõdulo,vla f*.

Sejam A um e(p)*sub-mõdulo de C,fínltamente gerado e B um e(n)-

-submõdulo de C. Se (a) A + B + f*m(p)c : Ç então (b) A + B = C.

Teorema 1.29

Seja fe: e(n,p) com f(O) = 0. Seja C um e(n)-mõdulo flnítameº
te gerado. C é também um e(p)-mõdulo, vía f*.

Sejam B um e(n)-submõdulo de C e A um a(p)-submõdulo de C

. . . Afinitamente gerado. Se k = dlmR 57575 .

Então (a) A + B + (f*m(p) + m(n)k+1)C = C implica (b) A + B - C.

5 6 . Lema usado para provar a existência de certos dífeomorfismos

locais.

Para a demonstração ver (8).

Lema 1.30

Seja Fe: e<n+15p) com F(O) =- O. Supondo-se que existam germes

Ç €_e(n+l,n) e n e;e(p+l,p) tais que para cada l, i 5 i 5 p e para

qualquer x próximo do 0 €, Rn e qualquer t próximo do 0 GR,

valham as seguintes equações:

Éflífifl.= n BFi(x,t) ;.(x,t) + ní(F(x,t),t)ª) at j=l exj J

Então existem germes Ó e:e(n+l,n) e A e;a(p+l,p) tals que para

x próximo do 0 €;Rn e. y próximo do 0 & RP,

-]º-



b) q>(x,0) = x' e A(y,0) = y e tais que para t próximo do O GR e

x próximo do 0 E R“, tem-se:

llC) F(ó(x,t),t) x(F(x,0),t)

Além disso, podemos escolher $ e A, univocamente, tais que:

d) M= -;J.(q><x,t),t> (j = l,...,n>
Bt

ªki(y,t)
Bt

= ní(Ã(y,t)vt) (i : ]""ªp)

para t em R, x em Rn e yCRP.

Observação 1.3.1:

Escolhendo representantes para Ó e A, podemos definir para t pró-

ximo do 0 €.R, germes ot € e(n,n) e )“t ee(p,p) da seguinte manel

ra:

(“(X) = ©(X,t) para x €Rn

A(y,t) . para y &RPAt(y)

Então (b) implica que para t suficientemente próximo do 06 R,

ºt e At são germes de difeomorfismos locais de Rn e RP, respecti-
vamente .

Podemos definir também, de maneira análoga, Ft & e(n,p).
Então (“c) pode ser reescrita como:

(c') F 0 © = A o F , ara todo k suficientemente próximo dot t t 0 P

0 eLR.

Observação 1.32

Seja Fe e(n+r+i,p) com f(º) = 0. Seja Ç € e(p+r+i,p).

-]]-



Suponhamos que F satisfaz as equações diferenciais;
af-
—5t—'(x,y,t) = Çi(f(x,y,t),y,t) onde i = I,...,p; xe R“; y 6 Rr

e t €:R e que f(x,y,0) depende somente de y €.Rr e não de x €.Rn.

Então f(x,y,t) depende somente de y e t, mas não de x.

5 7. Campos vetoriais ao longo de f.

“Seja f:(U,E) + (V,n) um germe C“, onde U e V são varieda-

des, Z ClU, n c;V. Por um campo vetorial ao longo de f, entendemos

um germe Ç:(U,Z) + TV, onde TV é o fibrado tangente a V, tal que

not = f, onde n: TV + V, é a projeção do fibrado.

Seja a(f) o C(U)z-mõdulo consistindo de todos os campos vetoriais
Cºº ao longo de f.

Uma outra maneira de descrever e(f) & como o C(U)z-mõduio con-

sistindo de todos os germes éW' Z de seçções do fibrado %*TV, para

qualquer representante %: Uo + V de f.

Denotamos por A = e(|(p,y)) e B = e(I(N,s)), onde |(p,y) e

|(N,S) são os germes da aplicação identidade !: (P,y) + (P,y) e

|: (N,S) + (N,S), respectivamente.

Dada f:(N,S) + (P,y), seja Tf:(TN,WÃ1$) + (TP,W;1Y). º germe dª

aplicação tangente a f.
O diagrama abaixo comuta:

-1 T _(TN, «N 5) f > (TP, np1y)

"Ni lip
(N,S) “j'-> (P,Y)

..]2-



Portanto, para qualquer Ç &: B, Tf o ; €€(f) e para todo ncA,
nof€ 6(f).

Podemos definir, então:

tf: B + e(f) e mf: A + º(f) por:

tf:(c) = Tfoç e wf(n) = nof

Então tf é um homomorfismo de C(N)S-mõduios e mf é um homomor

físmo sobre f*, f*z C(P)y + C(N)S" (ver [S]).

Transcrevemos acima algumas notações de Mather [5] que serão usa-

das posteriormente. No capítulo II, faremos as adaptações necessárias

aº nosso casº.

_]3..



CAPÍTULO II - GERMES FINITAMENTE DETERMINADOS DE APLICAÇÓES DO PLANO

NO PLANO

No nosso caso, estamos interessados em germes de aplicações do plª
no no plano que apresentam singularidades do tipo Sl. Trabalharemoseº

tão com germes de aplicações cujo representante f tem a seguinte

forma normal.

f(x,y) =

v = v(x,y)

O objetivo deste capitulo é obter condições algébricas que nos pos

sibilitem dizer quando um germe de aplicação do plano no plano é fini
tamente determinado.

& l. Equivalência Local

Definição 2.1

Sejam f e g germes em e(2,2). Dizemos que f e 9 são rig
quivalentes e denotamos por f ªrg se existe um difeomorfismo

$ 5 L(2) tal que f = g.ó.

Observação 2.2

Se f jrg então usando a definição temos que f(º) ' g(º).
Podemos definir então f' e g' por

f'(x,yl = f(x,y) ' f(0,0) e g'(x,y) = g(xçyi “ glºgº)
I .. l ..Logo f rg see f. rg.

A partir daqui, estaremos nos referindo a germes de apiiaaçôes que

“ lh “



que se anulam na origem.

Definição 2.3:

Sejam f, 9 € e(2,2) tais que f(0,0) = g(0,0) = (0,0).

Dizemos que f e 9 são rZ-equívalentes e denotamos por € "r£.9'

se existem $ e ? L(2) tais que f = W.g.©

Observemos que usamos V em lugar do habitual W-l, pois ? é um

germe de difeomorfismo local, conforme definição 1.20%

5 2. Germes Finitamente Determinados.

l.2.l. Definições e teoremas

Definição 2.4:

Sejam f€e(2,2) com f(O)=-O e k€Z+. Sejam éP =L(2) ou

é? = L(2) x L(2). f é k-determinado relativamente ao grupo é?, se

para qualquer 9 e e(2,2) com g(O) = O tal que jkf(0) = jkg(0), a

fã,—órbita de f contem 9, isto €, € "gg.

Se y'= L(2) dizemos que f é r-k-determinado e que f e 9 são

r-equivalentes.
.

Se 9== L(2) x L(2), dizemos que f é rZ-k-determinado e que f e

9 são rl-equivalentes.
Se f é k-determinado para algum inteiro positivo k, relativameº

te ao grupo é?, então dizemos que f é finitamente determinado, em

relação a 54.

Como a condição de ser k-determinado depende apenas do k-jato em

0 do germe, podemos definir:
.. ]s-



Definição 2.5:

Seja z e.J%(2,2). Se para algum f & e(2,2) com f(O) = O tal

que jkf(0) = 2, f é r(r£)-k-determinado então 2 é dito o r(r£)-k—

determinante de f.

Defíniçãb 2.6:

Sejam z eng(2,2) com k 5 q e

A = fzªng(2,2)lnqk(Z') = Tqu(z)]
Então z é r-k-determinado se Al; 2 Lq(2) e z é rl-k-determl

nado se A Équ(2) Z Lq(2).

Faremos agora as adaptações de alguns resultados de Mather [3] pª
ra o nosso caso.

Comparando, temos que A e B são o C(R2)º - módulo consistindo

de todos os germes em 0 de campos vetoriais em R2.

identificando (|, Ç) com 5, temos:

A fte: cºº | ;: 08,0) + (R2,0)l

B [na cºº | T1: (Rºm) + (RM)]

Então Tf: (R2,0) + (R2,0) é o germe da aplicação tangente a f.

Confundindo o germe com seu representante, Tf no ponto (x,y) pode ser

descrito através da matriz, ,L 3 se (x,y) são coordenadas
X Y

de R2 em torno da origem.

Temos então as aplicações tf: B + a(f) e wf: A + e(f) descritas
da seguinte forma:

1 (x
y))tf(c)=

V x(x,y) vy (x,y) c2(xy))

Vx(x9Y)Çl(x,Y)+Vy(X:Y)ÇZ(X9Y)
*. /_]6...



wf(n) = (n1(x,V(x,y)), n2(x,V(x,y)))
] 0

Logo tf(c) + wf(n) = Ç1(x,y) + Cz(X.Y) +
vx(x,y) vy(x,y)

nl (X,Y)
+ f*

n2(x,y)

Lembremos que um elemento de Mk6(f) é da forma

k - .k'l |ião Ai(x,y)x Y

onde Ai(x,y) e uj(x,y) pertencem a a(Z).
k k_- .

. J J

Observemos que Cl: cz, nl, ng e.m(Z). Então podemos dizer que
1 0 l O

<a> m «» m
f(m(2) GD m(2)) ou f* (“%>

Como sz2,0 + R2,o induz f*: a(2) + a(2) uma aplicação R-Iinear,

tf(B)

e

wf(A)

tf: B + e(f) da maneira como foi definida é um homomorfísmo de e(2)-

-modulos.

wf: A + º(f), wf = f* & homomorfismo sobre f*.

Então (wf, tf, A, B, e(f)) homomorfísmo misto sobre ff do tipo fl
níto (verBJ).

Usaremos o seguinte lema:

Lema 2.7:

Seja f:(N,S) + (PN) um germe de aplicação Cªº.

Suponhamos (a,B,A,B,C) um homomorfismo misto do tipo finito sobre
. . A . .f*. SeJa a = dlmR mÇÃ . SeJa Co um C(N)S - submodulo de C tal que
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âã , existe uma vizinhança A de q e uma aplicação diferenciável

0: Q + G tal que noa = idQ (vor Dú).
Usando a observação (b) e considerando-se a aplicação t: Q + M qª

da por t(g) = a(g)(x), então im r = ºx' Além disso T é constante

nas classes laterais de“ %% e assim induz uma aplicação biunfvoca A

de %% sobre ºx' logo existe A'1: ºx + %%. Tomando-se v,vetor taº
ente a 0 em x, é ossivel encontrar w, vetor tan ente a G em 19 x p q

tal que Ta(w) = v.

Lema 2.8:
u = x

Dada f€e(2,2) por
v = v(x,y)

Sejam ke: 2+ e z = wk(f)€ J'3(2,2) onde uk: e(2,2)+Jlã(2,2).E_r_1_

tão:

1 o m(2)k+1
a) nªl [TZ z:Lk(2):l = m(2) , + k+1

. vx vy m(2)

1 o — m(2)
'

b) 5152 Lk(2) z Lk(2)] = m(z) , + «=* +

vx vy m(2)

m(2)k+l

Demonstração:

Observamos primeiramente que wk pode ser visto como

wk: €(2) aa(z)»+J'3(z,i) &) J'á(2,1), onde J'&(z,1) = [zeJk(2,l)|
“k,o(Z) = º]
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Da observação 1.22, Lk(2) é um subconjúnto aberto de J%(2,2),eg

tão o plano tangente a Lk(2) na identidade pode ser identificado com

J'ô (2,2).
,

Seja (Ã,8) €lJÉK2,2) x JÉ(2,2) vetor tangente a Lk(2) x Lk(2)

na identidade.

Tomemos representantes A'Gi e(2,2) e B' e:e(2,2) e para tez R,

definamos nt€e(2,2) e ôtee(2,2)l por

nt(x,y) = (x,y) + tA'(x,y) e 6t(x,y) = (x,y) + tB'(x,y)

(A.B) é portanto o vetor velocidade do caminho t + ("k “tv"k ôt) em

t = 0.

Usando a afirmação feita acima segue que um elemento de

Tz(Lk(2) z Lk(2)) é da forma: %% (nkntozonk ªº). =
' t=0 '

t=0 t=0

+ tÃ'(f((X,Y) + tB'(x,y)))l ) =
t=0

1 0
' Bi(x,y) U(x.y).

= nK,
.

+ X' =

vx(x,y) vy(x,y) Bâ(x,y) v(x,y)

Bí(x,y) + Ai(x,V(x,y))
=. Tfk

vx(x,y)6i(x,y) + vy(x,y)Bâ(x,y) + Ãà(x,v(><.y))

Como Bie: m(2) e >.! €m(2) i = 1,2, então
1 0 m(ZB'

TZ(Lk(2)z Lk(2)) = "k m(2) + m(2)
* “> + f* -

vx ,“ vy m(2)
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1 o m(2)
: TTk ímã) . + f* ]

vX v m(2)
Y

Logo:

1 º (2)
«.:l [Tzukmz mw] = mm ,

'

+ n
"'

+
vx , vy m(2)

k+1 -

2 .

+
m()

1
m(2)k+

Se A =“0, (X,B) é o vetor tangente a Lk(2) na identidade.

Neste caso, escolhemos A' = 0 e B'ç; e(2,2) e definimos para

tE R. nt(x,y) = (x,y) e õt(x,y) = (x,y) + tB'(x,y).
Com cálculo análogo ao anterior, obtemos:

1 o ' 1 o'

Tz(sz(2)). - uk[m(2) + m(2) J = nk[m(2 , ]
vx vy

»

vx vy

Ou seja
1

. º m(2)k+1
wL1(Tz(sz(2))) - m(2) , +>

&. k+1 .

vx vy m(2)

Coro Zãmío 2. 9

Seja q-EÇZ+, Sejam z &: Jg(2,2), f um representante de 2 e

k 5 q. Se 2 é rZ-k-determinado, então

m(2)k+l / ' º "mm mmº“
C m(2) , + f* +

ma)k+1 ' & vx vy m(2) m(2)q+1
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Prova:

Seja A = [z' & Jg(2,2) tal que
(nqk(z

z') = qu(z)]
Então AcJºã(z,2) e TzA = Trq(m z)k+1 ©m)(k+1)
Se 2 é rZ-k-determínado, então ACLq(2) qu(2)

Logo TzA ÇTZ (Lq (2)ZLq (2))

Do lema 2. 8, temos:

2)
TZ (Lq(2)qu(2)) nq m(2) «“), 0y>+f“« >]

m(2)

Portanto,

”(iii) “%> C»c:
ou seja

m

k+ Ç m(2) / , + H
m )

+
m

“m(2) 1 & vx vy m(2) m(2)q

Coro Zãrio 2 . 1 0

Seja k€ Z+. Se f é rZ-(k-l) determinado, então para q _>_ k—I
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m(2)k
C /1 o m(2) "umª“
.. . + f* +

(z)k XX vx
'

vy m(2) mmª+1

Prova:

Se f é rZ—(k—1)-determinado, então nq(f), q 3 k' também .é

(k-I)-determinado, pois se considerarmos

A = [z'ez Jg(2,2)tq. nqk_1(z') - nqk_1(z)] onde

nq(f) = z e nq(g) = z', temos A CZLq(2) z Lq(2).

De fato, se z' ezA, então 2 e z' tem o mesmo (k-I)-jato.
Como f é rZ-(k-I)-determínado, então existem o,“?ez L(2) tais

que f = W 9 Ó- Em nivel de jatos, temos

nq(f) = nq(w g i) = nq(w).nq(g).nq(i), onde nq<W), « (óiea Lq(z).
q

Logo 2 está na órbita de 2, segundo a rK—açãog

Segue, portanto, do corolário 2.9 que V q 2 k - 1,

m(z)k / 1 o mm m(z)q+1

k 5; ' + f* "+
+1m(2) vx v m(z) mmq

Y

5 3. Dimensões de certos espaços vetoriais

Definição 2.11

Definimos:
. e(2) + e(2)o(f) dlmR '

,
º + €* m(2

- vx vy) (MZ)

Se k EZZ+,



e(2) () a(Z)
|

,
o +”mm +

m(2)k

vx vy m(2) mu)k

Se k 5 q, então ok(fl 5 cqlf) 5 o

Teorema 2.12:

As seguintes afirmações são equivalentes

a) f é finitamente determinado

l o me") m<z>E
b) , + f* ;? k para algum k fl

vx vy m(2) m(2)

níto.

/l o & m(2) m(2)k+1 'm(z)'<
c) , + f* + _? para

m(2) m(2)k+1 m(2)k
XXVX vy /

algum k finito.

d) o(f) < w

e) Existe d finito tal que para qualquer q, cq(f) 5 d.

Prova:

(a =» b) Se f & finitamente determinado, então f é rZ-(k-l)ª

“determinado para algum k finito. Então, para q 3 k, temos pelo cº
rolãrio 2.10 que:

m(2)k l 0 mú2lxx_ /m<z)ª+fN
C" , + fâ +

m(2)k '
_

vx
(VY mªl) (gmªil/)

Aplicando o lema 2.7, temos:
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m(2)k m(2)
+ €*

m(2)k Ç<í<à m(2)

(b => c) imediato

(c =º a) Se existe k finito tal que

1 o mm m(2)k+l
?

mmk
, + f* + _

v><
<vy m(2) m(2)k+1 m(2)k

então usando o resultado de Mather em EQ segue que f é fínitamen-

te determinado.

(b => d) o(f) = dimR a(z) &) e(2) IA

a(2) a(Z)
R m(2)k E) m(2)k

5 dim

(d =º e) o(f) < & então existe d tai que oq(f) < d, V q.

Basta escolhermos d suficientemente grande tal que

Uq(f) 5 o(f) 5 d

e(2)

WC)CQ» ”*Cíí) Cíãâãi

Logo, existe k tal que ºk+1 = ºk

(e =º c) Chamemos oq = dimmR

Então 'o] 5 02 5 ...

Portanto,

/ i o
*

m(2) m(2)k+l m(2)k
, + f + 2?&(V) (VY> m(2) m(2)k+1 m(2)k
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Observaçãb 2.13

Seja f e.e(2,2) com f(0,0) = O dado por suas funções coordenaª

das u e v.

Observemos que u e v podem ser fínítamente determinados e f

não o ser.
u = x

_Por exemplo, seja f(x,y) = , u e v sao finitª
v = x3 + y3

mente determinados (ver [?]), porêm f não o é.
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CAPÍTULO III - DESDOBRAMENTOS UNIVERSAÍS DO PLANO NO PLANO

O objetivo deste capitulo é obter condições algébricas equivaieº

tes a existência de desdobramentos rZ-universais de germes de aplica-'

ções do piano no piano que apresentam singularidades do tipo 51. Rª

ra isso, vamos obter primeiro condições algébricas para um desdobra

mento ser rZ-k-transversal.

5 ]. Morfismos entre Desdobramentos de Germes de Aplicações do Plano

no Plano

Definição 5.1:
u = x

Dado f €:e(2,2) definido por f = com f(O) = 0ii

v = v(x,y)

dizemos que Fei e(2+r,2) é um desdobramento de F, de dimensão r,
se FiRº = f.

Definição 3.2:

Consideremos Fe: e(2+r,2) e G e:e(2+s,2) dois desdobramentos

de f. Um rZ-morfismo de F para G é um par (ó,A) onde

? e,e(Z+r,2+s), e A.€:e(2+r,2), satisfazendo:

a) º = idR2 R2

b) Se <P = (da,“i'), qbge(2+r,2) e Wee(2+r,s) então Vedas),
isto é, º leva cada fibra R2 x it] CIRZ x Rr em alguma fibra
R2 X [W(t)i.c: R2 x nª.
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C) ÃÍRZ = ÍdRz

d) F(x,y,t) = A(6(d>(x,y,t),t)), V (MWM.—;; Rºº”; ºu seja º dia

grama abaixo comuta,

R2 x U c:_R2 x Rr =—-—-———» R2

(©,idU) ix
GxidRºxvacRZXRSXRrL—lL RªquRZer

Observemos que se (©,A) é um rl—morfismo de F para G, então

escolhendo t próximo do 0 ezkr, podemos definir Até; e(2,2) por

Xt(x,y) = A(x,y,t) para (x,y) próximo do 0 e R2.

Neste caso, a condição (c) nos diz que At & um germe de um di-
feomorfismo local do R2.

Analogamente, podemos definir Ftª ot, G?(t) para t próximo do

0 Eer. Usando as condições acima, podemos escrever a condição (ªi na

seguinte forma: Ft(x,y) = At(GW(t)($t(x,y))), ou Ft = ÃtºGW(t)ºÓt'

Definição 3.3:

Sejam F e G dois desdobramentos de f. F é rZ—induzida de G,

se existe um rK-morfismo de F para G.

Observação 3.4:
Os desdobramentos de um dado germe f constituem uma rZ—çategoria,

tomando-se como objetos todos os desdobramentos de f e como morfisº

mos os rZ-morfismos entre os desdobramentos,

De fato, dado F'easiZ+r,2) um desdobramento de f, F pode ser

rK-induzida de F. Basta tomar o riªmorfismo
_ (dºx) onde
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Ó e:e(2+r,2+r) é a identidade de R2+r e A €_s(2+r,2) & a primel

ra projeção.

Além disso, dados F€e(2+r,2), GE.e(2-+s,2), H€e(2+p,2) dei
dobramentos de f. Suponhamos que existam rZ-morfismos (©,A) de F

para G e (©',A') de G para H. Então a composta é um rZ-mor-

fismo (©“,A“) de F para H, dada por (Q",A“) = (©',A').(0,A), on

de Q” = ©'o© e:e(2+r,2+p) e A“ e;e(2+r,2) definida por

Ã"(x,y,t) = A(A'((x,y),W(t)),t) ou seja A; = Xtºxª(t) e satisfaz
a propriedade associativa.

Temos também que para cada desdobramento F de f, existe o . ri-
-morfismo (©,X) de F para F, tal que qualquer que seja o rZ-mqg

fismo (©',A') de F para G,

(©,A).(<I>',A') = (<P',A').(<I>,A) = (<I>',A')

De Fato, (©,A).($',A') = (5,1), onde 5 = Quo &' “º 5 = &' e

x(x,y,t) = A'(X((x,y),W'(t)),t) = A'((x,y),t) = A;

º' . º = º'01 "(º',l') . (©,X) = (5,Í) onde

í()(,YQÉ) = Ã(AI ((X)Y)9W(t))9t)- 'Al((x:Y) ,?(t)) = AI ): Ãtlz, pOíSw(t
W : Rr + Rr é a idRr .

Definição 3.5:

Dados F 6:6(2+r,2) e G e:e(2+s,2) de F, então F e G são

rZ-isomorfos se eles são objetos isomorfos da rZ—categoria de desdo-

bramentos de f.

Observação 3.6:
Uma condição necessária e suficiente para um rZ—morfismo (©,X) en

tre dois desdobramentos de f de mesma dimensão onde Q = (o,?) com
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© e;e(2+r,2) e ? €:e(r,r) seja um rK-isomorfismo é que W e:L(r).

Definição 3 . 7 :

Um desdobramento constante de f, de dimensão r, é um desdobramen-

to Fei e(2+r,2) definido por F(x,y,t) = f(x,y) para (x,y,t)€R2+r

Definição 3.8:

Sejam Fe: s(2+r,2) e G €£€i2+s,2) desdobramentos de f.
Definamos um desdobramento F'C)G e:a(2+r+s,2) por

(F GD G)(x;y,t,z) = F(x,y,t) + G(x,y,z) - f(x,y)
F C) G é um desdobramento de f de dimensão r + 5, pois

F (+) G(x.y,0,0) = F(x,y,º) + G(x,y,0) * F(x,y) = F(JHY)

.F C) G pode ser visto também como um desdobramento de F de di
mensão r e como um desdobramento de G de dimensão sa

5 2. Desdobramentos Universais

Definição 3.9:

Seja F um desdobramento de f. F élum desdobramento rK-univeí

sal de f, se todo desdobramento de f pode ser riªinduzída de F,isto
é,quaiquer que seja e,desdobramento de f, existe um rZ—morfismo de G

para F.

Lema 3.10:

Seja F'E:e(2+r,2) um desdobramento de ?A Sa & & quaiquer desº

dobramento de F e, portanto de f, temn53

4.30-



a) F pode ser rZ-índuzida de G

b) Qualquer desdobramento constante de F pode ser rZ-induzida

de F

c) Se G é um desdobramento constante de F, então G é um rl-
-desdobramento universal de f see F éum desdobramento uni

versa] de f.

Prova:

a) Devemos mostrar que existe um rZ-morfismo de F para G. Sejam'

F e;e(2+r,2) um desdobramento de f e G e;e(2+r+s,2) um desdobraª

mento de F e, portanto de f. Chamemos q = 2 + r.

Definamos © Ele(q,q+s) por º(z) = (2,0), onde 2 ;_Rq, 0 EiRs

eAee(q,2) por A(x,y,t) = (x,y) onde (x,y)GR2 e te-ZRª'º

(©,A) é um rZ-morfismo de F para G

De fato, satisfazem:

a) QIRZ = idRz, isto é, ©(x,y,0) = (x,y), 0 eer e (x,y)egR2

b) Se © ($,W), Ó e;e(q,q) e We; e(q,s) então We; e(r,s)

c) A|R2 = idRz

d) X(G(©(x,y,t),t) = G(©(x,y,t)) = G(x,y,t,0) = F(x,y,t)

Portanto F pode ser rZ-índuzida de G.

b) Seja G qualquer desdobramento constante de F. Mostramos que

G pode ser rZ-induzida de F.

Ou seja, mostremos que existe um rZ-morfismo de G para F.

Sejam Fe; e(2+r,2) desdobramento de f, G &:e(2+r+s,2) um desdº

bramento constante de F e q = r + 2

Definamos <I>€e(q+s,q) por ©(z,t) =z9 para zeRq e teRs,
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e A ç; e(2+s,2) por A(x,y,t) = (x,y), para (x,y) ;; R2 e te: R$.

Dessa maneira, podemos verificar que (Q,A) é um rZ-morfismo de

G para F.

c) Seja G um desdobramento constante de F e suponhamos que G

é um rZ-desdobramento universal de f.

Mostremos que F é um desdobramento universal de f.
Para isso, seja H um desdobramento qualquer de f.
Como G é um desdobramento ri-universai de f, então existe um

rK-morfismo (©',X') de H para G, ou seja, H pode serk rZ—indu;l

da de G.

Além disso, G é um desdobramento constante de F, logo, pela par

te (b) do lema, existe um rK—morfismo (©“,A“) de G para F.

Da observação 3.h, segue que (©,A) = (©“,A").(©',X') é um rZ-moí

fismo de H para F.

Reciprocamente, se F é um desdobramento riªuniversai de f e G

um desdobramento constante de F, então G é um rZ-desdobramento u-

niversal de f.
A prova segue da parte (a) do lema.

Observemos que para a reciproca, G não precisa ser um desdobrameº

to constante de F, basta que seja um desdobramento de F.

5 3. Desdobramentos rZ-k-transversais

Definição 5.11:

Sejam U czRg+r, vizinhança aberta da origem e F: U + R2 uma apii
cação diferenciável e k €:Z+o

Definamos ]? F : U + J%(2,2) da seguinte maneiraa para todo
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(x,y,t)€£ U, definamos um germe EZ e(2,2) comWenn
>(0,0) = (0,0) por F( )(x',y') = F(x+x',y+y',t)-F(x,y,t)F

(x,y,t x,y,t
Então j? F: U + Jg (2,2) é dada por j? F(x,y,t)= “k(F( ))X1Y:t

para todo (x,y,t) EZU, onde ”k : e(2,2) + Jk(2,2).

Podemos definir j? F da seguinte maneira:

Seja i : R2 + R2+r definida por i(x,y) = (x,y,O) para (x,y)EZR2

e 0 EZRr. Para cada 'k, esta aplicação induz uma aplicação R-linear

kí* : Jk(2+r,2) + Jk(z,2).

Se U é uma vizinhança aberta do 0ª; R2+f e F: U + R2 é diFeª

rencíãvei, então definimos para cada k,. jà F: U + J%(2+r,2), por

jà F = pk o ij onde ij : U + Jk(2+r,2) e

pk : Jk(2+r,2) + J%(2+r,2).

Finalmente, definimos jã F como jª F = ki* 0 j% F.

Observemos que se F'EEe(2,2) com F(0,0) = (0,0) e se

F €.e(2+r,2) é um desdobramento de f, então

Érw>=newJanww>=weeuwm>-nmmM)=Wer

Definiçãb 3.12:

Sejam F €. e(2+r,2) um desdobramento de f, k € Z+ e

z = nkif)e:Jã(z,2)
. - ..k —Dizemos que F e r-k-transversal se Jl F e transversal em O a

sz(2) e que F & rZ—k-transversai se j? F é transversal em 0,

a Lk(2)sz(2)-

Definiçãb 3.13:

Seja F e:e(2+r,2) um desdobramento de F.
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Para 1 < í 5 r, tomemos y.(F) = êE—- =
R

=
“ | Bt; R2 a;

ati R2

“i

8i

Definamos VF II A o— V

WF II A
E?

»?
xN__//

Cºª?VV

Lema 3.14:

Sejam F'EZ e(2+r,2) desdobramento de f, definido por

u(x,y,t) = u(x,y) + $(x,y,t) “F(x,y,t)= _ e keZ+. Entao
v(x,y,t) = v(x,y) + W(x,y,t)

a) F é r-k-transversal see

] 0 m(2)k+1 a(Z)
'

v +_VF + =
VX Y a(Z) m(2)k+1 a(2)

b) F & rZ-k-transversal see:
k+

(1 (O» +” em + m(2)k+1 +WF=
a(Z)

« 1
Vx vy €(2) ,

€(2) m(2) e(2)

Pyova:

Como R2+r e J%(2,2) são espaços euclidíanos, podemos ídentifl
car o espaço tangente a R2+r em 0 com o próprio Rªt“ e o espaço

tangente a J%(2,2) em nk(F) com o próprio Jl5(2,2)º

Associado a ]? F existe uma aplicação íínear Tjã F: R2+r+J%(2,2)

O espaço tangente a R2+r em O é gerado sobre R pelos vetores
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3 %

tangentes 5;—, 5;-' L L3111 ""'atr
Para cada (x,y,t) e: U, t = (t1:'--,tr) definimos

F(x,y,t)(x"y') = F(X+X'»v+y',t> - P(x.y,t)
Como F & r(r£)-k-transversal então pela definição 3.12, JTF é

transversal em 0 a 2 Lk(2) (Lk(2)z Lk(2)), ou seja a imagem de

T j'; F juntamente com o espaço tangente ã õrbita sz(2)(Lk(2)sz(2))

geram J%(2,2).

Verifiquemos quem é a imagem de T j? F.

.k 3 8 .kT J1 F (57) = gn F

_
3' 7Tk <Bx F(x,y,t) >

(X,Y)t)=0

Porém, )(X',Y')

) =
,

3
=.__ (F
ªx "k ( (x,y.t)=0(x;y,t)=0 x,y,t)

&

5; F(x,y,t
(x,y,t)=º

53<F(x+x',y+y',t)-F(x,y,t)> _
(X)Y:t)=º

%%'(X',Y',º) ' %%(0,0,0) 0

ªi (x',y',0)--ªí (0,0,0)= - =
8x 3x

4 a; 3;
___ | | - ___
3x (x ,y ,0) ax(0,0.0) v

Analogamente, teremos
8

| |TF(X ,Y) =
0

y (x,y,t) v
(X,Yst)=0 Y

Para 1 5 j 5 r, teremos
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—ªt—“— (x',y'.o - %— (0.0,0>
8F , , aF ] J'_ (X ,Y ,º) _ '— (0,090) =
atj ãtj “ &

dv Bv
-—-— (x',y',0) - —- (0,0,0)
at] at.

J

que tem o mesmo germe em 0 que

Bu au &-
——f-(x',y') - ———-(0, O) a- - —-— (0,0) J
at.] Bt]

:
J tj

=

eV | | - à - ªL
E;]

(X ,Y )

atJ
(0,0) BJ

Btj
(0,0) BJ

Seja z = nk(F). Então, usando o lema 2.8, e o fato de que F é

r-k-transversal, seque que:

1 o - 0 º &

TIREYI(2)<V)> +m(2). (V)—l + <Tk (VX) , TTk (Vy) » TTk (ªí) , .“,

m<2>k+1 Ám'
+.MUHD/-Kwu
ou equívalentemente

m<z><lx>+m<2<5>«<><><><><
<::»

©2151»
<i>“«><»«)«><,»

-36-



“WC» (I?? 753%???)

Do fato de F ser rZ--k- transversal, segue analogamente que:

“WOUM»
«<>Ç» (M:) &»

LG“
Corolãrio 3.15:

u : x
Dada fe e(2,2) definida por _ Então para todo íª

v = v(x9y)
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teiro não negativo k, pode-se encontrar um desdobramento F de f

que & rZ—k-transversal.

Prova:

Seja k um inteiro não negativo
e(2)

«> (º»636 ª>*(ªªªªªªªªªª).
como um espaço vetorial real de dimensão finita.

Então podemos considerar

Escolhemos elementos al,..., ar €;e(2) e b1,..,, br :íe(2) tais

que módulo o denominador, geram este espaço vetorial.
Definimos então FG: e(2+r,2> por

F(x,y,t) : X + t1a1(x,y) + ... + trªr(X»Y)

<| |— v(x,y) + t1b1(x,y) + ... + trbr(x,y)
Observemos que F é um desdobramento de f e que

Bu

_êí =
ati

, | < | < |-
Bt; R2 . ' “

aTeV.R

Então os geram WF.
bi

Portanto, pela escolha dos a], bi! segue que

m(2)k a(2)
+ w = .z:(2)2)k+1 F

e(2)

Então, pelo lema 3.1ª, F é rlªkªtransversalº

Corolãrío 3.16:

Seja F €£e(2+r,2) um desdobramento râªuniversal de f, Então F
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ê rZ—k-transversal, para todo inteiro não negativo k.

Prova:

Dado k €Z+. Pelo corolário 3.15, podemos encontrar um desdobra-

mento G de F queé rl-k-transversal, onde G€e(2+s,2), para a_I_

gum 5.

Como F é rZ-uníversal, então existe um rK-morfismo (Q,Ã) de G

para F.

Por definição de rZ-morfísmo, se <P = (d),?) então Wadsw) e

vale ainda G(x,y,w) = A(F(ó(x,y,w),W(w)),w) para (x,y,w)e;_R2+5.

Então se 1 5 £ 5 5, temos para (x,y)ç; R2.

aA1 ax; 353gnomo») www“)
<a,

(x.y.º)

a£(G)(X,Y) ' %(xwâ) = -

8—F-2' (x9Y10)Ela
at1 “(x”,ºhº) 3x""2' (P(pr)0) rº)

ªFl ºil êíL EEA âlL .

57— (X.y.º
aug (x.y,º) Sul (&.y.0)... au, (x.y.º) amt

(0)

+
. .

+

35% ELA Eia êEâ ªlt
ªy (35550), ami

(x:Y10) ªul (X,Ynº)--- aur(X1Ypº) ªmi,
(º)

ax] 311 axx ELL

352 (F(x.y.0).º) aí?-(f(x,y),º) 55; (f(x,y).º) ax (x.y)
+ -

_

eAz axz 3A2 ª!É (F(le'o)vo) s'E—l— “(XJ/Lº) a—t_2' (f(X;Y).º) 8x (X'Y)

xx
%.çm) . 3% (x.y,o> ig] %% (x.y,m %% (0) à (f(“x.y),0)

+ + a

av“ & 2 r an aw; ! gªg ,

.E (x,y) ª? (x,y,0 ígl ã-u-r
(X.Y,.0) W (O)/l & ª(”£(í'(><.v),0),

' awr
&“

'
' a 1 ., . M,1 | | o ãâzimy,w iâiªáªªamz(º)

' + +

a 2 f “avi
1 1

v_)( vy W (x,y,0) ià agir) W (na,
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_í_
+

gº)—£ (f(x,y) Wªx (x.y, º)

//
+

BA v gibi
ami (f(x,y); 0) Vx Y

ami
(X,Y9º)

.

im gr,—; (o) g—W (f(x,y),m
+ +

L5(r)ªl*(m %Z(fh,%,m

e (2)
Assim w + w + f*Gç F

a(Z)

Logo se é rZ- k- transversal, então F também é.

Lam &17:

Suponhamos f rZ-k-determinado e k e;Z+.
Se Fez e(2+r,2) e G6; e(2+r,2) são desdobramentos riªkªtrans—-

versaís de f, de mesma dimensão, então F .e G são rZ-isomorfos.

Demonstração:

Dado k um inteiro não negativo, consideremos f rZ-k-determína-

do e F e G ç;€(2+r,2)J desdobramentos -r£-k-transversais de f.
Devemos construir um rZ-ísomorfísmo de F para G.

Mostremos que basta fazer isto, no caso especial em que para todo

número real s 65 [0,1] o desdobramento HS = sG + (l-s)F é também

rZ-k-transversal.

Neste caso, diremos que F e G são rK—elementarmente kªhomotº

picas e diremos que F e G são râekªhomotõpícas se pudermos encog

trar uma sequênoia finita de desdobramento F a F0,ººº,Fpa1, Fp=G tal

que F; e F3+1 são r£-elementarmente kªhomotõpícas para

E =o,1,...,p-1.



Seja A CZJk((2, 2) definido por

=«<> »Se H eze (2+r, 2) é qualquer desdobramento de f, então H é rK-

-k-transversal see nk(wH) é transversal a A.

De fato, do lema 3.lh, H é rZ—k-transversal see

m(2)k+1

'ÍY+> (sob m<z)k+1 WHÇm

que, em nivel de jatos, é equivalente a:

_

l 0 e(2)
( )

e(2)
k( )+ f* + w = =J 2,2“k

vx
,

vy e(2)
"k H ”k

e(2)

A + nk(WH) = Jk(2,2)

Observaçãb 1:

.ªl ª .. _Se ,... r são quaisquer r elementos de Jk(2,2) entao
bl br

. ªi
f tem um desdobramento H'€:e(2+r,2) tal que nk(a;(H')) =

' b

para i = l,..., r
.

“1 Mr
.Para isto basta escolher elementos ,..., > an e(2,2)

Yl Yr
Ll, . ªítais que "k = para i = l,..., r
y. b.

| 1

e definir
x + zlu1(x,y) + .,. + zrur(x,y)

H'(x,y,z) ?
v(x>y) + 21Y1(x9y) + ,nº,+ zryr(x,y)

_ ª] _



“| a'
poís nk(aí(H')) = “k = <, para i = I, ..., r

onde aí““) = E—
|

:

Observação 2:

Consideremos H & e(2+r,2) qualquer desdobramento rZ-k-transver-
bl

sal de f. Seja í um inteiro, lgíg r e b=< > € jk(2,2)
b||b' a'

tal ue = + .E c. . Hq
bu b“ Jªl Jnk(aJ( )),

alonde €. A, cj & R, ºl > 0

all

Escolhendo qualquer desdobramento H' €.e(2+r,2) de f tal que
!

“k(ªí(Hl)) =
b

e tal que nk(aj(H')) = nklaj(H))y j #“?-
b||

Então H' é também rZ-k-transversal, isto é, nk(wH.) ê trans-

versal a A. De fato:

TTk + 'n'k(wH|) = A + <1Tkal (HI),

., “ka“ , ..., “kdr( >R =

A + «:nka1(H), ..., a + clnka1(H) + ... + crnkar(H),...,nkar(H):>a

A +<rka1(H),..., C11Tka1(H) + ... + crnkar(H),..., Wkdr(H)>R :
A+<1rka1(H), ...,nkaí(H), ...,1rkar>RªJk(Z?2É9 pola—:= w

rZ—k-transversal.

Além disso, H' é rZ-elementarmente kªnonmtôplnu & H, pols como

Cí > O, vê-se que "k(wsH'+(l-S)H) é transversal a A para todo

se“. [o,llc R.
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De fato A + Wk<WsH'+(1-s)H) = A + <fsnka1(H') + (I-s)nka1(H), ...
. snkar(H') + (i-s)nkar(rD:>

R
= A +«ínkºl(H), ..., sa +sc1a1(H) +

+ ... + scíaí + ... + scrar(H) + (i-s)nkaí(H), ..., nkar(H):à =

= A + <:nkal(H),..., nkaí(H), ..., nkar(H):»R = Jk(2,2) pois H é

rZ-k-transversai a A.

Temos um isomorfismo de Jk(2,2) a um espaço euclidiano, então te-

mos também um produto-interno em Jk(2,2); assim podemos falar no espâ

ço ortogonal a A, Al.
bl b

Seja dimRAJ- = q e escolhamos uma base (_) ,...,(_q> de AL.

bl b
q

Seja H € e(2+r,2) um desdobramento rZ-k-transversai de f.
Apiicando sucessivamente a obs. 2, vemos que H é rZ-k-homotõplca

a um desdobramento H' & e(2+r,2) de f, com a propriedade:
'

bl bj
Se q > 0, nka1(H') = tá!-51) ; i<j 5 q, "kªj(H") .. (bj-> e

q < j 5 r então nkaj(H“) = 0.

De fato, consideremos A* = [nka1(H), ..., nkar(H)] . onde

A* + A = Jk(2,2).

Tomemos a projeção de nka1(H) sobre ,Al. Se p(nkaj(H)) fªº, en-

tão fazemos nka1(H) = u1.4 se p(1rkoi1 (H)) = O, então nka1(H) 6 A.

Tomamos o vetor v1 e consideramos ul = vl + "kª1(H)'

Mas v1 = al + jâl cjwkaj(H) onde consideramos cl > 0, pois se

não o for somamos e subtraimos outro múltiplo de nka1(H) e colocamos

os coeficientes negativos em A.

Então uI = al + jâl cjnkaj(H) * wkaj(H); como wkdj(H)€£ A, chamª
.. r

mos al = al - nkaj(H). Logo ul = al + jgl cjnkaj(H) com cl > 0.
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j(H) j-Z, ..., r.

Aplicando a obs.2 91 é rK—elementarmente k-homotoplca a H.

Definimos nka1(H1) = ul e “kªj(H1) = "kª

Construímos, portanto, A? = EUJWka2(ã1),...,wkur(ã1)j onde AÍ

juntamente com A ainda nos dão-o espaço todo Jk(2,2).

Tomemos p(nka2(ã1)). Se esse vetor não pertencer E”], então fa-

zemos p(nka2(ã1)) = uz. Se pertencer então tomamos um vetor vz £.i.
com ul que estará no complementar de Em].

Consideramos então uz = vz + g(nka2(ãí)) = v2 + Aul

Logo u2 = ªz + Aul + jªz Cjnkdj(H1), onde consideramos cz > 0,

pois se não o for, somamos e subtraimos múltiplo de nka2(ã1) cuja par

te negativa será englobado por az e Aul.

Definimos então nka2(H2)= uz e wkaj(ã2) = nkaj(ãl) j #=2

Analogamente Ez ê rK-elementarmente k-homotõpica a ªi e

A? = EJ1,u2,nka1(Él),..., “kªr(ã1)] juntamente com A ainda nos dá

Jk(2,2).

Suponhamos então que tenhamos construido

A; = EJ1,...,up.nkap+l(Hp),...,nkar(Hp)] nas condições acima, Com nª
ciocinio análogo, podemos construir AÉ+1, satisfazendo as condições.

Podemos construir, portanto, A*q = En3,.,,uq,nkaq+l(ãq),...,,
nqar(ãq)], onde A*q juntamente com A nos dá Jk(2,2). Porém,

.

dim A1 = q, logo podemos por uma homotopia simples, reduzir,nkaj(ãq),

j : q+l, ..., r a zero. Assim construimos uma base

Ã: Eli,...,uq,0,..,,0:| de A1, satisfazendo

" _. J .onkaj(H) = uj, j — '- .
onde H e obtida por homoto—

nkaj(H) = 0, j = q + ], ..., r

pias elementares a partir de H.
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Temos também que b1,..., bq é uma base de A1.

Suponhamos que a base obtida acima e a última, tenham a mesma orieg

tação. Queremos obter agora uma mudança da base ul,..., uq para a bª

se bl,...,bq. Para isso, vamos fazer uma mudança de ul,...,uq para

uma outra bl, v2,..., vq por homotopias elementares e a seguir levar

a base bl, v2,..., vq para a base bl, w2,...,w ondeq,
Bug,...,wd] = [ªz,-..,bqj, obtendo assim o resultado desejado.

Como bl = E ªij u-, temos dois casos a considerar:

1) all t=0 2) ªll = º

l) Suponhamos ªll % 0. Se “11 > 0, então estamos nas condições e pº
demos substituir ul por bl e obter a base bl, vz, ..., vq

Se ªll < 0, substituimos a base ul, uz, U3,...,uq pela base

-u1, -u2, U3,...,uq, usando uma rotação. Nesta nova base, bl se escre-

ve como -a11(-u1) + (-a12)(-u2) + .... +a1quq

Logo obtemos “11 > 0 e caímos no caso anterior.

2) Se ªll = 0, substituímos a base ul,...,uq por uma outra base

ul,..., uq tomando-se Gi = Ui ] #=i onde j > i é

UJ =Ãul+Uj
o indice para o qual o coeficiente de bl é diferente de zero.

Logo

b1 = ('Xa1j)u1 + ulzuz + ... + alquq, -Aa1j = ªll que

é diferente de zero e cai nos casos anteriores.
Obtivemos, portanto, a base bl, v2,..., vq

Fazendo a mudança da base bl, vz, ..., vq para a base

bl, sz, ..., vzq dada por



sz - Vz ' Ãlbl
sz—Vj, j=3, ...,q

A seguir para a base bl, v22, V33, ..., v3q, por:

V31 = bl

Vaz - V22 = Vz ' Ã1b1

V33 ' V23 ' Azbl

V3j = Vj j = 4, ..., q

e assim sucessivamente até obtermos a base bl, vzz, V33, ..., qu.
ívq1=b1
Uqrm “º, "º
Chamemos esta base de bl, wz, ..., wq

Observemos que a base foi obtida por uma homotopia elementar em ea

da passo e que cada Wi pertence ao complementar de [bi].
é uma base de'A'L, então [Wz'st-ºqu] =

= [b2,...,bq].
Observemos que se Ã = [ul,u2,...,uq,0,...,0] e [by,...;bq,0,...,0].

tiverem orientação contrárias então, obteremos um desdobramento

H' € e(2+r,2) de f com apropríedade: se q > 0, nka1(H')——<b1>;
El

b.
1< ] 5 q, nkajUrl') .= (E;) e q < J' 5 " entãº “WWW ” º'

Um desdobramento HI com as propriedades obtidas será themede râà

-kiortogonal.
Então os desdobramentos F e G são râªkwhomotõpícas aos desdº

bramentos rK—k-ortogonais F' e G', respectivamentee
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Se q > 0 e nka1(F') = -nku1(G'), definimos F“(x,y,zl,...,zr)-
= F'(x,y,-zl,...,zr). Se q = 0, F“ = F'.

Temos, portanto, para todo ], l 5 j 5 r, nkaj(F“) = nkaj(G') e pe

la observação 2, F" é ri-elementarmente k-homotõpica & G'.

Então se F e G e;s(2+r,2) são quaisquer desdobramentos rZ-k-

-transversais de f, de mesma dimensão, então podemos encontrar desdg

bramentos rZ-k-transversais de f, de dimensão r, F = F0, F1, ...,
Fp = G tais que Fí e Fí+1 são rK-elementarmente k-homotõpicaspg

ra i = 1, 2, ..., p. Então é suficiente mostrar o lema no caso em que

F e G são rZ-elementarmente k-homotõpicas.

Então para 5 ELR, definamos um desdobramento TSE; e(2+r,2) de f,
por Ts = (l-s)F + 56.

Mostremos que para todo 5 € [0,1], se 5' é suficientemente pré

ximo a 5, então TSI é rZ-isomorfo a T5.

Então,pela compacidade de BLl] isto implica que F = To ê rl-
-ísomorfo a G = Tl.

Seja, então, 56 [DJ-_[. Definimos HE", e(2+r+l,2) por*H(x,y,z,t)=

= ts+t(x,y,z)=(l-s-t)F(x,y,z)+(s+t)G(x,y,z) Pªrª (x,Y,Z)€-R2+r e tEER.

Vamos construir isomorfismos entre T5 e tsl, para s' próximo de

s e aplicar o lema 1.30.

Como Ts & rZ--k- transversal, temos pelo lema 3. lª:

)
,

WÉ>
m<+lz)k a(z)

a «lx' a(Z) m(2)k+1 a(Z)

Como f & rí--k determinado então:

m(2)k+l mm: m(2)

mmk+l m(2)k m(2)

c: l

,
o

+ H
a(Z)

v vy a(Z) a(Z)
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Mas

m(2) fl o fã fã+1

“ =
> > : "º, >

+

m(2)k+2
+f*

m“(2)'k+2

— m(2)
_

m(2)k+2
C.

m(2.)k+2
Como fé, m(2)> , entao f*

m(2)k+2 m(p_)k+2

Então

::><» «:><>/<><»«>< <>
_ug-



Aplicando Nakayama, obtemos:

(ZÉ?) ª «> ,.(Íy»m(zf <CI><ÍZ>

--,(Zª“>»(ig+»s «ZZ> (Zi»R

OU

d>©32+19<(1x)»(»><í3> (>
..,C , k+1>R(”W >“"<er/R

Seja h ªí e(2+r+l,2>. Então h>R2 EE e(2,2). Por (d) podemos encqº

trar elementos ul, u2€e(2), bl, ...,br+2€ R; co, ..., ck+1€R,
tais que:

2hllR “1 k+1 fã oe) = + 20 cj , J +
h2|R2 vxu1+vyuZ J= o F2

r+2
+ ÉZI. bz alºrs)



Se considerarmos ul, Hz como elementos de e(2+r+l) podemos dg

finír um elemento h'€,e(2+r+l,2) por
| 3H1

.
..

h1
_

hl
_

Tx 111

_ kªl
(:

[H]. 0 ).' BH ãH
.

' ' '
Jhª h2 75% Ml + 75% Hz J=0

J
L 0 Há

9.51
r+2 32

ª=1 ªia
Blz

Observemos que HÍRZ = f e HIR2+V = TS

Segue de (e) que = 0

Então hi, hª él m(r+l)e(2+r+l) pelo lema 1.7.

Como vale para qualquer h e;e(2+r+l,2) temos:
8H BHIe(2+r+l) /// -i- ——— I 0

f) =
3x

,
By + (? , ;) ,

e(2+r+l) º_g BaHz _

0 1

8x

k+1 _8___H1 &
º

,
Hl ,"', º H2+2 ºii—2- 9"', BHZ
2 322 azr R

e(2+r+l)
+ m(r+1)

e(2+r+l)

Chamamos de

-Sº—



Observemos que (f) contínua válida se fizermos

€(2+r+l) %%— 8—5)—

g) = ,
y + B(e(r+1) +

e(2+r+l) 253_ 353
X By e(2+r+1)

8H1 BHI

g;? 52- €(2+r+1)
+ , "t, r + ' m(r+l)

BHZ BHZ
-——- -——- e(2+r+l)
821 ãzr a(rH)

Como B é um espaço vetorial de dimensão finita, B(à(r+l)) é um

e(r+1) - módulo fínitamente gerado e

ºra 93.1.
azl azr

, ..., é f.g. sobre e(r+l)
ªhí 353
82 821 r e(r+l)

Observemos que n: R2 XRV+1 + R“1 corresponde a f no lema-1.28.

Então, temos: C = £(2+r+1) GD e(2+r+l); A = Be(r+l) +

/_8_H_1 811.
82 az

+
1

, "', r ,

X?.Lz &
21 Bzr s(r+l)

ÃHZ 35%
ex By e(2+r+1)

Então pelo lema 1.28, temos:

e(2+r+1) 8H1 aHl

h) = <í ªx
,

ªy + Bºe(r+í) +
BHZ BHZ

& (Z+r+1) —3x ay e (2+r+1)

BHI BHI

+ 321
, ,

3:21,

BHZ BHZ



Se multíplícarmos (h) de ambos os lados por m(r), obtemos:

ãHl BHls(2+r+l) 8x By

í) m(r) = , +

BHZ
(

GHZGº““) 3 W 'm(r)e(2+r+l)

ºil ºil
321 Gzr

+ m(r)e(r+l)B + , -,
35% 353
821 azr m(r)e(r+l)

Observemos que para todos (x,y) €. R2, t €. R,

H(x,y,0,t) = f(x,y)

Assim:

BHI ãHl
at-—,(x y, 0 t) 0

“at
e(2+r+l)

= e € m(r)
2

L3H2(Xx,y 0 t) 0 %%T s(2+r+l)

Por (í) podemos encontrar germes cl, CzE m(r) e(2+r+l),

Xl, ..., Xre: m(r) e(r+l) e 60, ..., Bk+1<£ m(r) e(r+l), tais que

H BHI

atl ()(,Y,Z,t) f—ãí (X,Y,Z,t)

: Ç1(X,Y,Z,t) +

Bth x,y,z t) %%? (x,y,z,t)

LH; (X, Y, Z, t)
+ Ç2(X:sz t) +

BBHYZ (X,Y,Z,t)

%' (X, Y929 t) b
“I(XDY!Z,t)£

r ' + _

+ .E X—
J + 21. 8£(z,t)J=1 J

aHz £=o, £
3)? (x,y,z,t) H2(x,y,z,t)

.]
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k=1
Definamos w € e(2+r+i) por w(c,z,t) = [?O B£(z,t)c£

Então pelo lema 1.30, existem germes º € e(2+r+i ,2), A € e(3,2)

tais que:

a) $(x,y,z,0) = (x,y,z)

A(x,y,0) = (x,y)
.

Então º(x,y,0,0) = (x,y,0) = (x,y) e portanto &
R2 = idRz e

A(x,y,0) == (x,y)

b) º =(<15,W), d>€s(2+r+i,l) e WEe(—2+r+i,1), temos que

W€e(r+l,i)

Das condições
a .& (x,y,z,t) = -z;í(<i>(x,y,z,t),t) i = 1, 2

B“?“

3.5" (X,Y,Z,t) = "x_i (M&WLÚJ) jª ]: 'º-v ['

Observamos que

V] €.s(r+i) para cada ], isto é, vi não depende de (x,y) & R2,

pois Wj(x,y,z,0) = 2.

De fato ©(x,y,z,0) = ($(x,y,z,0), W(x,y,z,0)) = ix,y,z).
Então:

.

Wj(x,y,z,0) = 2

Além disso, W satisfaz a equação diferencial.
BW-

J .
?;? (x,y,z,t) = -Xj(W(x,y,z,t),t) J = I, “9.9 V,

O lado direito depende somente de W(x,y,z,t)à mas não depende dª
retamente de x, assim pela observação iu32, ? não depende de

(x,y) 6 R2.
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c) H(©(x,y,z,t),t) = A(H(x,y,z,0),t)

At é um germe de difeomorfismo local.
Então:

H(x,y,z,0) = A;1(H(©(x,y,z,t) = A;1(Ht(©t(x,y,z)))

Logo:

rs(x,y,z) = Azl(rs+t(ét(x,y,z)))
Portanto:

(©,A) é um rZ-morfísmo de T5 para Ts+t

De (a) segue que ,(º,A) é um rZ-isomorfismo.

Teorema 3.18:

Suponhamos f rZ-k-determínado e k E Z+.

Então um desdobramento F de F é rK-universal see F é rZ-k-

-transversal.

Prova:

Se F'E e(2+r,2) ê rK-universai então pelo corolário 3.16, F é

ri-k-transversai.

Reciprocamente, suponhamos que F € s(2+r,2) é rÃ-k-transversai e

seja G €.e(2+s,2) qualquer desdobramento de f.
Devemos mostrar que existe um rZ-morfísmo de G para F.

Para isso, consideremos o desdobramento definido em 3.8.
G (+)" Fe e(2+r+s,2).

Pelo lema 3.10(a), G pode ser rK—induzido de G () F; pois
G () F é um desdobramento de G de dimensão r.

G C) F é um desdobramento rK-k-transversal de f, pois por hipé

tese; F é um desdobramento rZ-k-transversai de F.
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Usando o argumento acima, se H €.e(2+s+r,2) é um desdobramento

constante de F, de dimensão 5, então H,»ê rZ-k-transversai.

Assim usando o lema 3.17, G () F e H são riªisomorfos.

Além disso, H é rZ—induzida de F, peio lema 3.10(b) e, portaº

to, existe um rZ-morfismo de H para F.

Temos, portanto, rK—morfismos de G para G'C) F para H para

Como a composta de rK-morfismos é um ri-morfísmos (obs. 3.4) se

gue que existe um rZ-morfismo de G para F. Portanto, F é um

desdobramento rZ-universai de f.

Teorema 3.19:

Seja F €Ie(2+r,2) um desdobramento de f. Se para todo k, F &

rZ-k-transversai, então F é rÃ-universai e f é finitamente deteí
minado.

Prova:

Basta mostrar que f é finitamente determinado e o resultado se-

gue do Teorema 3.i8.
Do lema 3.14, se F é vrÃ-k-transversai, então'

(2)
1 o

. m(2) um(2)k“ €(2)
& , + f* + + V =<;

vx vy
É>

m(2) vm(2)k+1'
F (x€(2)

Então

€(2) © €(2)
. '(

1
,

o m(2) /m(2).k+1

«v > , (v > + €* (mm) +Km(2)k'+1
X Y

VF 5 r+2.

ok+1(f) = dimR

5 dimR
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Segue, do teorema 2.12 que f é fínítamente determinado.

Teorema 3.20

f tem um desdobramento rK-uníversal see F é fínitamente deter
minado.

Prova:

Se f tem um desdobramento rZ-uníversal, então pelo Corolãrio

3.16, esse desdobramento ê ri-k-transversal para todo k.

Então pelo teorema 3.19, f é fínítamente determinado.

Recíprocamente, se f é fínítamente determinado, então f tem um

desdobramento rK—uníversal see, esse desdobramento é rZ-k-transveí

sal, pelo teorema 3.18. Mas, pelo corolário 3.15, podemos sempre en-

contrar um desdobramento de f que é rK—k-transversal.

Teorema 3.21:

Quaisquer dois desdobramentos* ri-uníversais de f, de mesma dl

mensão são rZ-isomorfos.

Prova:

Sejam F'e,e(2+r,2) e G €;e(2+r,2) dois desdobramentos rZ—uql

versaís de f, de mesma dimensão. Então, pelo Teorema 3.20, f é (L

nítamente determinedo. Pelo corolário 3.16, F e G são rZ-kªtraní

versaís, para todo k.

Então, pelo lema 3.17, segue que F e G são rlªísomorfos.



CoroZãrio 3.22:

Sejam Fé: e(2+r,2) e G € e(2+s,2) desdobramentos rZ-uníversaís

de f e suponhamos s : r. Então G % rZ—lsomorfo a um desdobramen

to constante de F.

Prova:

0 desdobramento constante de F é rZ-universal.

Se considerarmos a dimensão do desdobramento constante igual a s-r,
então o resultado segue do teorema anterior.

Teorema 3.23:

Seja Fe, e(2+r,2) desdobramento de f.
Então F & rZ-unlversal see

+ 321«> <» 2223

Prova:

Se vale (a) então pelo lema 3.lh, F é rZ-k-transversal para to-

do k. Pelo teorema 3.l9 segue que F é rK-universal.

Recíprocamente, se F & rK-uníversal; então f é fínltamente de

terminado, pelo Teorema 3.20.

Assim para algum vk, temos

(2)k 1 o m(2f“

g , m* fl
'm(2)k vx vy // m(2lj

. m(2) k+1

(m(2)
)k

“

m(2))k+1
(m(2)

)k
& pelo corolarlo 3,33, € & rlªk—
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-transversal para esse k.

“Logo:
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