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Abstract

Asymptotic behavior of nonlinear perturbed systems of

functional differential equations and nonlinear systems
of ordinary differential equations.

Herminio Cassago Junior
Advise: Prof.Dr.Antonio Fernandes 125

We shall inVestigate the asymptotic relationsHips
between the solutions of the nonlinear differential
equation.

(1) à ' f(t,x)
and the solutions of the nonlinear perturbed functional

differential equation
(z) & -'f<c,y> + g(=,yt>
The main idea is to extend results of a paper by

Fennel and Procter, quoted in the work, converning the

ordinary differential equation
& = f(t,y) + g(t,y)
Our technique is provided by a comparison principle

and the fixed point theorem of Schauder-Tychonoff.
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Introdugío

Diversos autores tem estudado relaçães entre
as soluçoes das equaçEes diferenciais :

(1) à ' f(t,x)
(2) i ' f(t.y) + g(t.y)

onde f e g são funções contínuas de [to,º) x D em Rn e

D e uma região do R“.
'

Em [3], Fennell e Procter estudam & equivalêª
cia assintõtica entre estas duas equaçães no seguinte
sentido :

(*) As equaçães (1) e (2) são assintõticamente equiva-
lentes se e somente se para cada solução x(t) de (1) g
xiste uma solução y(t) de (2) tal que

lim A(t) [y(t) — x(t)]- 0
t+”

onde A(t) E uma matriz nxn contínua e não singular .

Neste artigo Fennel e Proctor se restringem a um sub —

conjunto aberto D1 de D tal que 51 c D tal que 51 c D

e a técnica utilizada envolve o principio de comparaáh

com uma equação diferencial ordinária escalar do tipo
% ' w(t,r) , r(to) * k

onde E exigida alguma condição de unicidade de anuçãw.



Este trabalho generaliza o de Marlin e Struble, [9], on
de os autores estudam relaçoes assintõticas entre as sg
luçães de (1) e (2) considerando A(t) - I (matriz iden—

tidade) e D um conjunto aberto, limitado e convexo.1

Em nosso trabalho estudamos a equivalência ag
sintõtica entre os sistemas

No(1)

(3)

- f(t,x)
%. ' f(t.y) + g(t.yt)

No Capítulo I damos alguns resultados bªsicos
da teoria das equações diferenciais funcionais necessi-
rias ao desenvolvimento do trabalho e estª contido em

Lakshimikantham e Leela, [8]. Neste capítulo demonstra-
mos ainda a Fõrmula Integral de Alekseev para a equação

9 ' f(t.y) + g(t,yt)

que E uma extensão natural da Formula Integral de Alek-

seev para equações diferenciais ordinírias.
No Capítulo II, estendemos o teorema l de Viª

wanathan, [12], para equações diferenciais funcionais &

tilizando o teorema do ponto fixo de Schauder ao invés
do mêtodo das aproximações sucessivas. A seguir estuda—

mos a equivalência assintõtica dos sistemas (1) e (3) ,

no sentido (*), que são os teoremas 11.3 e 11.4, os

quais contem os resultados centrais e generalizam os tg
oremas 1 e 2 de [3] .



Cagítulo 1

Resultados Bísícos

1.1 - Egunçãee diferenciais com retardamento : ªgneralí
dades

Daremos aqui alguns dos resultnáoa bísieón da

teoria de equnçães diferenciais com retnrdamento no teª
po que serão utílízndos no dosenvolvimanto deste trab;—

lho.
8051 Cn ? c(E—r,01, R“) o conjunto das fun—

çães contínuas definidas em E-T,OJ, com Vilares no R“ ,

munido da topologia 4a convergência uniforme.

Para cada elamanto w 6 Cn definimos a norma

de $ por :

llw'llº- sup I|w<e>ll
-rseso

Se tº a R. a E R, com O<a<ªº e

x & O(Etº-T,tº+a),Rn) entio, para qualquer teEtº,tº+a),
seja xt & Cn definido por :

xt(6) - x(t+e) , —rseso



Se .'- e fzJ x Cn + R“ E uma dada função,di
!
(LID-

ff

zemos que a relaçao
(1.1.1) .i(t) . f(t,xt)

É uma equação diferencial funcional do tipo retardado ou

simplesmente equação diferencial funcional.
No caso T - 0, (1.1.1) representa uma equação

diferencial ordinaria.
Uma função x é dita solução de (1.1.1) se exig

tem tº eR, a>0, tais que xec([tº—T,tº+a),Rn) e x(t) sa—

tisfaz a equação (1.1.1) para todo te(to,tº+a). Neete cª
so dizemos que x 5 solução de (1.1.1) em [tº-T,tº+a).

Dados tºeR e wºeCn, dizemos que a função:)
x - x(tº,wº) & uma solução de (1.1.1) com função inicial
wº no instante t-tº, ou simplesmente solução de (1.1.1)
passando por (tº,wº) se existir a>0 tal que x(tº,wº) E

solução (1.1.1) em [to- ,tº+a) e xtº (tº,wº) ' wº

Lema 1.1.1 : Se x e C([tº-T,to+a],Rn), então
x: E nt' ' +t eo inua em t para todo te [tº,tº &]

ÉEEZÉ :

Como x E continua sobre [tº—T,tº+a] ela E uni-
formemente continua.“Portanto;'dado'€)Og-exiete 6-6(e)>0

tal que”jtêo]ª8+“x(t)-x(o)u<e. Consequentemente pera npc

1t0,tº+a1 com Jt—oJ<6 temo; que

"x(t+6) — x(0+9)“<€ para todo —15650

Logo x E continua para t & [tº,to+a](:

o
' n ” * .Lema 1.1.2 : Seja [x ]n-l uma sequencia de idª

ções pertencentes a C([tº-T,tº+a],Rn) que converge unifog
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memente para uma função x & C([tº—T,tº+a],Rn). Então a

sequência (xª):_1 converge para x em C([—T,0 ,Rn) uní—t
formemente em teEtº,tº+a]

Prova:
n ' '

. - .Como x —ªºl£—> x, dado €>0 e arbltrarlo, e—

wxíste N ' N(€) tal que para todo nzN temos

Hxn(t) - x(t)H<€ para cette—r,cofa].

Logo, temos que para cada teEtº,tº+a] se verifica

Hxn(t+6)-x(t+6)H< & , -rseso , nzN

o que implica

lleg—xtllº 333201! x2<e>-xt<e>ll -

' sup 'Hxn(t+9> — x(ç+6)l|< €
—Tseso

para nZN, o que prova o lema.

Lema 1.1.3 : Se tºeR .ª ÚOeCn são dados e

nov ' .... a—

e contínua, entao encontrar uma soluçao deszan + R

(1.1.1) passando por (tOQWº) E equivalente a resolver a

equação integral

x(t) - wº(0) + &? f(s,xs)ds, com tztº e
o '

.



Prova :

É imediata.

Teorema 1.1.1 : (Teorema do bento fixo de

Schauder)
Se A E um enoconjunto convexo e compacto de

um espaço de Banach B e fãA+A é contínuo, então f tem

um ponto fixo

Teorema 1.1.2 : (Teorema do ponto fixo de

Schauder-Tychonoff)
Seja C(J) o conjunto de todas as funções que

são'contínuas num_certo intervalo J e seja FCC(J) o suª
conjunto formado pelas funçoes x(t) que satisfezem

|x(t)| s u(t), para todo teJ, onde u(t) E uma função

contínua positiva fixa. Seja TzF + F satisfazendo as

condições :

(í) T E contínuo no sentido de que se xneF,
unifn - 1,2,..., xn—-————> x .em todo sub—intervalo compag

to de'J, então Txn —ªªl£—> Tx em todo sub-intervalo
'

compacto de J.

(ii) As funções do conjunto imagem TF são e—

quícontínuas e limitadas em todos os pontos de J.
Então a aplicação T : E + E tem pelo menos

um ponto fixo eva.



georema 1.1.3 : (Teorema de Ascoli)

, . . nSe 1 e um intervalo compacto e SCC(I,R ), en-
tão S E relativamente compacto em C(I,Rn) se e somente se

S E equicontinuo em cada ponto tºeI e S E uniformemente
limitado em I

O teorema seguinte nos garante a existência 12

cal de (1.1.1)
Seja p>0 uma dada constante e

CD ' (w 5 Cn tal que “WHO <p]

Teorema 1.1.4 : Seja feC(JxCp,Rn). Então da
da uma função inicial wOECp , em t = tº, existe uma conª

tante a>o tal que existe uma soluçãõ x(tº,wº) de (1.1.1)
definida em [t —T,t +a)o 0

Prova :

É dada com detalhes em [SJ, teorema 6.1.1, ,

pag. 5 .

Consideremos a seguir a existência de soluções

de (1.1.1) para todo tatº



Teorema 1.1.5 : Seja feC(Jan,Rn) satisfazen—
do (1.1.1) "f(t,w)" S g(t,“wlk), para todo (t,w)eJan ,

onde geC(JxR+,R+) e E não decrescente em w para cada teJ.
Suponhamos que as soluções u(t) - uÇt,tº,uº) de

(1.1.2) & - g(t,u) , u(tº) - nº 2 o

existam para todo t 2 tº. Então, o maior intervalo de e-
xistência de qualquer solução x(tº,wº) de (1.1.1) E [tº,º)

Prova :

É dada com detalhes em [8], teorema 6.1.8, pag.8

Corolírío 1.1.1 :— A conclusão do teorema 1.1.
5 É ainda verificada quando supusermos & condiçªo (1.1.1)
vílida somente para teJ e meº" satisfazendo

Ilwllº s Ilw<o>ll



1,2 - Fãrmula inteªgal de Alekseev

A fõrmula integral de Alekseev E uma extensão
da fôrmula da variaçío das constantes para sistemas não

linearesº
Seja o sistema de equações diferenciais ordi-

nãrias

(1.201) & » f(c,x)
onde f e C(J x D,Rn) ;.D É uma região do R“ e J - (tºgª).

Se %; f(t,x) fot contínua em J x D e se a so-

1uç30'x&,tº,xº).de (1.2.1), a qual satisfaz

º ,x(tº, tº, xº) - x

estiver em D para todo tZto , entao x(t,tº,xº) E uma fun
ção difefenciãvel-em relação a xº. A matriz

eº(tvtovxº) "'
Ti"; x(t,tº,xº)

E uma matriz fundamental do sistema linear

.z ' [%; f(t,x(t,t63x6))]z

chamado sistema variacional Correspondente 5 soluçao

x(t,tº,xº); e 9(tº,tº,xº) - I (matriz identi-

dade) Para uma prova deste fato ver [5], teorema 1.4,pag.
11.
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Temos,tambêm, que

8
“,(tgtºgxº) ' “a'-;— X(t,tº,xº)

O

& solução do sistema vnríacional correspondente E solu—

çío x(t,tº,xº) , satísfnzendo E condição

W(to,tº,xº) . -f(tº,xº)

De fato, temos que x(tº,tº,xº) - xº, e por—

tanto

x(tº,tº,xo) - 0,Q, "?

Por outro lado, x(tº,t0,xº) - x(t,T,xº) no

ponto t - t T ' tº. Portanto, temos

d  a:;;— x(to,to,xº) - [ 5; x(t,r,xº)]t.t +

O O

T-t 0

à_ x(t,T,x )+ [ ar º ]t-to
T't O

Lago, concluiúos que
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0 = Éf(t,x(t,T,xo))]tªt + EW(t,T,gº)] Cªto 0
Tmrªt tº

O

f(to,xº) + w(tº,toxº)

Então temos

W(t0,tº,xo) = —f(tº,xo)

Como º(t'to'xo) E matriz fundamental do siste—

ma variacional satisfazendo º(tº,tº,xº) = I, temas que

W(t,tº,xº) = — º(t,tº,xº)f(t,xº),
para todo tZt , x ED

o o

Teorema I.201 :.(Fõrmula integral de Alekseev)

Consideremos os sistemas de equaçães diferenciais.
(1624) .:“: == f(tn't)

::(1.2.2) y “ f(tgy)+gítgyt),
onde %çf(t,x) E conqínua em JxD e g(t,yt) & contínua em

Jan. Seja y(t,to,wº) solução de (1.2.2) com fuúção íni—

cíalywº em ttto. Suponhamos que y(t;tº,wo) existe em
— n — '

. º[tº-T,t), woeC , tº<t$ºº e que x(t,s,y(s,tº,wº)) ex1ste

em [tº,í) para todo 3, tºSs<ESm
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Então para todo t,tºStiÉ , temos

Y(t,tº,$º) ' X(t,tº,$o(º)) +

t
40 º(t,s,y(s,to,wº)) g(8.ys(to,$º)) ds

Prova;

Pelo teorema da diferenciação composta, temos

%; x(t,s,y(s,to,wº)) - %; x(t,s,y(s,tº,wº)) +

+ %; x(t,s,y(s;to,$º)) . ?(8,tºnwº) '
W(t,8,Y(S,tº,wº)) +

+ º(t.8.y(8.tº,wº)) . &(s,tº.wº)) -

º(t,8,Y(s.tº,wº))[?(8.tº.Wº)-f(s,Y(s,tºÁWº)3'

-º(ts,y(8.tº.wº))g(s,ys(tºwº)) :

Logo

%;XU,8.y(s,tº.wo))'º(t,s.y(s,tº,wº))g(8.ys(tº,wº)) ,

Integrando de tºNa t, resulta
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ft [%; x<=,s,y<s,cº,wº»1 as -

tf ©(t,s,y(s,tº,wº))vg(s,ys(to,wo))ds

portanto

x(tzt:Y(t,tº9wo)) _ x(tatº!y(tº!tº!wº)) “

t' ªº º(t,s,y(8»t0,wº))8(s,ys(tº.wº)) dª

Como

x(t,t,y(t,to,wo)) - y(t,tº,wº)

& 7(t09t09wo) ' wº(0)

concluímos que

y(t3tº9wº) ' X(t,tº,wº(º)) +

:
+ !: o(t.s,y<s.=º,wo»g<s,ys(E;,wº)> as

O

O que prova O teorema.
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Capítnlo 11

Equivalência Assintôtica

II.l - Teoremas sobre eguivalâªgia assintõtica

Estudaremos aqui a equivalência assintõtica en-
tre um sistema deequaçães diferenciais não linear não peª
turbado e um sistema de equaçães diferenciais funcionais

perturbado não linear.
Antes daremos algumas definiçães.
Denotaremos por C-C([-T,O],R) o conjunto das nº

ções continuas definidas em [-1,0] com valores em R, e por

G+ --c([—T,O],R+)

Seja p>O uma dada constante e

Cp ' f$eC+ tal que lwlº<p)

Consideremos a equação diferencial funcional

(11.1) & - w(t,xt)
onde weC(JxC,R)

Para cada_e1emento weCn definimos a norma eucli
diana de $ como segue :

le<e>l - lw(e)| , -tseso

temos que IWIeC+
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Definigão 11.1 : Seja weC(JxC,R). Dizemos que

w(t,w) E não decrescente em w para cada t fixo, teJ, se

dados wlpwzec com Iwil & Iwzl tivermos que w(t,w1) s

5 W(t.w2)

Defínígão 11.2 : Seja r(t,to,wº) solução de
x(11.1) definida em [tº,tº+a). Se qualquer outra solu —

ção x(t,to,wº) de (11.1) definida no mesmo intervalo

[tº,tº+a) satisfaz a desigualdade

x(t,tº,wº) s r(t,to,wo), para teftº,tº+a).

então, r(t,tº,wo) E dita solugão maximal de (II.l)

Observagão 11.1 : De maneira análoga, defini-
mos solução minimal de (11.1)

Teorema 11.1 : Seja weC(JxC,R) e w(t,W) E

não decrescente em V para cada t fixo, teJ,. Então daª
da uma função inicial woeC no instante tªtº, existe
a1>0 tal que (11.1) admite uma unica solução maximal

r(t,tº,wº) def1n1da em [tº,to+a1)

Prova : É dada com detalhes em [8], teorema

6.9.3, pag. 36.

O teorema seguinte generalíza o teorema 1 de
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Viswanathan, [13], onde ele trabalha com equação dife—

rencial ordinâria e usa a têcnica das aproximaçães su-
cessivas.

Teorema 11.2 : Seja meC(Ctº-T,tº+a],R+) sa—

tisf32endo & desigualdade

m(t) s wo(0) + [: w(s,ms) dà , tºStSto+sº

onde weC([tº—T,tº+a] x C+,R+)

Suponhamos que w(t,?) seja não decrescente em V para eª
da t fixo, teEtº,tº+a], e que r(t.tº,wº), com wºecp ,se
ja a solução maximal de (11.1) existindo para tatº.

Então existe a>0 tsl que mt Swº implica que
o

'

+m(t) s r(t,tº,wo) para tOStStº a

Prova :

Definimos y€C([to-T,tº+a],R) como segue

w (t—t ) , t -TStSt
y(t)- O O O O

wo<0) . tºststº+a

Então w(t,yt) É uma função contínua de t emi

[tº,tº+a] e, portanto, |w(t,yt)|sM1
Mostraremos que existe uma constante

be(0,p- wº(0) ) tal que
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|W(t,W) * w(t,yt)l<1

para teEtº,tº+a], WeCp e IW—ytlosb

Suponhamos que isto não seja verdade. Então pa—
&

ra cada k = 1,2,..., existiria tkeEt0,tº+a] e wkªõp tal
1 .que [Tk ytklo<í e ainda

|w(tk,wk) — w(tk,ytk)|zl

Escolhemos agora uma sub—sequência (tk ] tal
“ P

que exista 0 lim t -t e temos uma contradição da contª
P-boo p

1 ,

nuidade da w em (t1,yt )
1

Segue agora que |w(t,W)ISM-M +1, para teEtº,tº+a],1

wecp e lW—ytlºsb

Seja & - sup |W(t,mt)l
t Stst +ao o -

Seja É - mafo,É]
Escolhemos a-minía,ª]

M

Seja B o espaço das funçoes contínuas de

[tº—T,to+a] em K+, com a norma do sup. e, portanto, B E

um espaço de Banach

Seja SCB definido por

(1>x(t>—wº(t-cº> . tº-TStSto
S- xeB tal que:(ii)|x(t1)-x(t2)ISMItlftzl,t1,tze[tº,to+a]

(iii)x(t)2m(t) , teEtº,tº+a]
Vamos mostrar que S # $
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wº(t—tº) , se tº—TStStº
Seja x(t) -

t .

Wº(º)*ftº w(si,m.ª)ds , se tºststoªr (:

(i) x(t) & wOQt—tº) , tº—TStstº
tl tz .

(ii) |x(t1) — x(t2)| - l!; w(s,m,)ds - 1; w(s,m3)d3! .
t2. .

. çz - . tz
.lfil—w(s.mª)d8| $ [ªl -|w(s,m.)|ds| s Iftl Hds | 5

. t '
-

. 2 —

sl!tl Edo] - Mltl—t2[,t1,t2e[tº,to+a]-

(iii) x(t) - wº(0)+x: w(s,ms)ds a m(t) , ts[t0,tº+a] ,
O

por hipõtese

Logo 8 # 0

Moatremos agora que S E convexo
Sejam f e g 58. Vamos mostrar o segmento que [ª

ga f & g tambem pertence a 8, isto E, h(t) = ÃfCt) +

+ (l—A)g(t) & s, OSXSI e cetrº—t,tº+a]

(i) h(t) ' Ãf(t) + (l-Ã)8(t) ' Ã$º(t-tº) + (l—Ã)wº(t-tº)-

- wº(t—tº), tº-TStStº

(ii) lh<c1)—h<t2>l - |Af<t1>+(1—A>g<c1)-Af(c2>—<1—A>g<t2>ls

sx|f(t1)—f(t2)l+(1-A)[g(tl)—g(t2)lsHItI—t2l,t1,t2 &

+[tº,tº a]

(iii) h(t) - Af(t) + (1-A)g(t) z Am(t)+(1—Ã)m(t) - m(t) ,
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+t e [to,tº a]

Logº, h(t) “ Ãf(t) + (1-A)g(t)es
e, portanto, S E convexo

,

S É fechado.
De fatº, seja Xn e S e xn _Bªí£u> % em E, Iug0«

xn + x pontualmenteª Para mostrar que x e S, basta prum

var a condição (ii) pois as condiçães (i) e (iii) estão
trivialmente satisfeitas.

Como xn + x pontualmente, temos que

xn(t1) + x(tl) e xn(t2) + x(tz), qualquer que sejam t1,t2€

[to,tº+u], temos que

lxn(t1)-xn(t2)lgã [tl-tz]

passàndo ao limite temos :

[x(tl) — x(t2)| s Hltlwtzl

e, portanto, (ii) esta satisfeita. Logo 8 É fechadoª
As funçães de S são equícontínuas. Para isto ,

devemos mostrar que dado e>0 e arbítrãrío e dado tl &

[tº—T,tº+aJ existe 6-6(€,t1) > O tal que lt—t1l<õ===>

x(t) - x(t ) <a, qualquer que seja x e S'1

Para tl & [tº-T,tº] temos X(t)ª wº(t—Éº) e

x(tl) ' wOCCI-tº) e, portanto, dado €>0 e arbitrãrio e—

xiste 6=6(€;t1) tal que |t—t1[<ô==>|x(t)—x(t1)[<$ , qual
quer que seja x e S, poís [x(t)—x(t1)l “ lwºft—tº) -

wo(t1—tº)| e wº e contlnua

Para t1 e [tº,tº+a] temos que :

[x(t) — x(tl)! s Hlt'tll
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logo, basta tomar õ-e/H

As funções de S são uniformemente limitadas.
De fato para qualquer x e S, temos :

_- ' ===> . .. .
oe tº Tsthtº x(t) wº(t tº)sp , DOIS wºeCp

se tºsc5t0+a ==>Ix(t)I—!wº(0)| s|x(t)—wº(0)l-lx(c)-x(tº)|s
_ _ _ , _ _5 .sMIt—tolletº+a tºl - No 5 Mg b

logo, lx(t)| S b+wº(º)<0“wº(º) +wº(º)' 0

Portanto, pelo teorema de Ascoli, S E compacto.
Definimos agora uma aplicação T em 8 como segum

Para cada elemento x e S, seja

(1) (Tx)(t) = wo(t—to) , tº—TStSto

(ii) (Tx)(t) - wº(0)+f: w(s,xs)ds , t05t5t0+a
0

Para cada x 58 e t€[t0,tº+a] , temos

[x(t) — x(to)| - |x(t) —wº(0)| s Hlt-tºl s Hash

» _ s ,entao Ixt ytlº b e xteCp , pels

lx -y | - sup fx(t+e) — y(t+6)| .t t º —T5950

quando t+65tº temos que x(t+6) - y(t+6)==>Ix(t+6)-y(t+9Y-O

portanto sõ interessa quando t+eatb==>tº—tseso

' sup |x(t+6)-y(t+6) - sup [x(t+6)-y(t+6)l 5
t "tSGSO t St+6$to o

S sup lx(t+6)-y(t+6)| -
t05t+65tº+a

fazendo t+Ó = S



= sup lx<s>—y<s>I= sup lx<s>—wº<0)i 5 b
t SsSt +a t SsSt +a

O O O 0

Vamos mostrar que x e Ep; temos que |x(t)lspt
_ _ supwº _Tsesorxwew

» + + —ªse to T Sto BSto, temos x(t+8) * wº(t 9 LO)

e como wºecp , temos que xteCp

se r05t0+65t0+a, temos que [x(t+6)l<p e portanto, xteCp

Portanto w(s,xs) é contínua em s e |w(s,xs)ISM
para tºssStº+a , logo a aplicação T ê bem definida em Se

Mostraremos que T E contínuo

Para t *TStSto o

(Tx)(t) - $OCt-tº) e, portanto ê contínuo

Para t stst +ao o

(Tx)(t) = wo(0) + ªfvw(s,xé)ds, também É con-
o

tínuo.
. * º n ”De fato, con31deremos & sequenc1a [x (s)]n_1<h

funçoes de S que converge uniformemente para x(s)es em

_ A . n º-T t +a , En e en conver e ara x[tº , º ] tao a s qu ela [xslnªl 8 p
_ s

em CD uniformemente em &eEtº,tº+a] poís :

Seja o conjunto Vª(xªeõp,nem, seCto,to+a]]
Pela propria definição de V, temos que V E uni

formemente limitado.
Mostramos que V E equicontínuo

|x2(91) — xZCez>|-[;?<s+el>—xª<s+ez>lsílel-ezlv

se s+61 , s+62 & [tº,to+a] . Logo, dado e>0 e arbitrª



_22...

rio existe 61-61“) tal que lel—ezl < 51m>|x:(el)_x:(ez)|f<

< e , pois basta tomar 6 ' SIM.1

se s+61, a+62 e [tº—T,tº], temos que
n nlxscel> x,(ez)|-Iwº<s+el—cº)—wº<s+ez—cº)|

como wo E continua em E—T,O] e, portanto uniformemente ch
tínua, temos que dado e>0 e arbitrãrio existe 62-62(e) tal
que [61—62|<62->|x:(61)-x:(92)|<e

Escolhendo 6 - min[61,62] , temos que dado e>0

e arbitrârio existe 6-ô(£) tal que IGI—62]<6—->

|x2(61) - x:(92)|<s, qúalquer que seja xgev, 1030 V ? e-

quicontínuo.
Então, pelo teorema de Ascoli, temos que V " E

compacto.
Como x: —ª—ª£-f--—>xs , temos que xseV, logo w(s,W)

E uniformemente Contínua em [tº,tº+a]xV e, portanto,dados
W1,W267 e seEtº,tº+a] temos que dado €>0 e arbitrªrio £

xiste 6-6(€) tal que IWI—Vz|º<6—>|w(s,W1)—w(s,W2)|<€

Como x: + ::8 uniformemente em 8, temos que dado

6>O existe N-N(6) tal que nãN—=>|x:-xs|º < 5

Então dado €>o e arbitrãrio existe N-N(e) tal
n 8 . o ª n

que nªNª“>lw(s'xs)_w(s'xs)|<TÉZTET=ÉZ , isto e, w(s,xs )

converge para w(s,xs) uniformemente em seEtº,tº+a]
Logo

I(Txn)(t)-(Tx)(t)|-|4ã w(s,x:)os-Lêy(s,xs)ds|s
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t e €(t-tº)
s aflw(s,x:)-w(s,xg)lds<ft da " ———————— < e

o o(tº+a)—tº (tº+a)—tº

e, portanto, (Txn)(t) —ªªl£—> (Tx)(t)

Logo T É contínuo

Mostramos que T leva 8 em 8

Seja x as

(1) (Tx)(t) - wº(t-to) , tº—TStStº

.. t1 t2
(11)!(TX)(t1)'(Tx)(t2)I-lfa,w(s,xs)ds—G$í'w(s,xs)ds] -

t t ª __

Tlfif w(s,xs)ds|s|4:5lw(s,xs)[dslslftf M dsl —

# M ltl-tzl, t1,t2 eEtº,tº+a]

(iii) (Tx)(t) - wº(0)+ff w(s,xs)dszwº(0)+f: w(s,ms)d321
O O

e m(t) , t €[t0,tº+a]
A desigualdade wº(0)+f: w(s,xs)dªªwº(0) +

O

+ªf w(s,ms)ds E vâlída poís : x(s)2m(s) , s€[t0,tº+a]
o

x8(6) - x(s+9)

t (s+6), pois, por hí-Se s+6$to-ª>x(s+9) - wº(s+6-tº)2m
o

põtese mt s m

o 0

Se s+62tº=ª>x(s+e)zm(s+6)-ms(6)

Logo Tx & S e, portanto, T leva B'lm S

Como todas as hipõteaes do teorema de Schau -
der estão satisfeitas, temos que existe pelo menos uma
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função x e S tal que :

(í) (Tx)(t) - x(t) = wº(t—tº) , tº-Tststo

(ii) (Tx)(t) - x(t) - wº(0)+aãy(s,xs)ds , tºst5t0+u

Desde que x e S, o integrando acima E uma fun-
ção continua em 8. Então para tºSt<t6+a, podemos dife -
tenciar obtendo

x(t) - w(t,xt) , tºsc<tº+a
Como r(t,tº,wº) E solução maximal da equação ª

cima, temos x(t) s r(t) , tº$t<tº+a
Como x(t) 2 m(t), tºStStº+a , temos que

m(t) s r(t,tº,wº) '? tºSt<tº+a
o que prova o teorema.

Corolãrio 11.1 : Seja m e C([tº—T,º),R+) saciª
fazendo a desigualdade

m(t) s wº(0) + !: w(s,ms)ds, tZtº
o

onde w e C([tº-T,º)xC+,R+)
Suponhamos que w(t,V) seja não decrescente em V para ca-
da t fixo, teEtº—T,w) e que r(t,tº,wº), com wºeCp seja &

solqção maximal de (11.1) existindº para tatº.
Então mt waº implica que

o

m(t) s r(t,tº,wº) para tzto
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Prova ;

Suponhamos que o conjunto

Z ' (tatº tal que m(t)>r(t,to,wº)]

E não vazio e seja t - inf Z, logo m(t1)ªf(t19tºswº) e,1

portanto t1s# 2

Para tsc1 temos que m(t)5r(t,tº,wº)
logo m Srt (cºupe)t1 1

Aplicando o teorema 11.2 em ti” temos que exíg
te ªl tal que para t e [t1,t1+a1] , temos

m(c) s f(c,cº.wº>
o que E uma contradição, logo Z.-.O

e, portanto,
mCt) s r(t,tº,wo) para tZtº

Consideremos os sistemas

(11.2) & - f(t;X)
(11.3) & - f(t.y)+g(t,yt)
onde x,y,f e g são vetores nxl, feC(JxD,Rn),geC(Jan,Rn)
e g levo conjuntos limitados em conjuntos limitados; on—

de J - [tº,ª), D E uma região do R“, tal que fx(tax) e-

xiste e é contínua em J x D.

Denotaremos & solução de (11.2) passando por

xº, em t'tº, por x(t,tº,xº). Seja D1 um aberto tal que

Elen e assumimos que para 30651 a função x(t,tº,xo) exiª
te para tãto, Denotaremos por y(t,tº,wº) a solução de
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(11.3) com função íníeíal wo em t-tº
Seja ECDI) ' (meCn tal que w(t)eD1 para qual-

quer teE-T,OJ)

Lema 11.1 : Se D1 É aberto em Rn então E(D1)
E aberto em C“.

Prova: É dada com detalhes em [ll], lema l ,_1

pag. 19.

Lema 11.2 : Se “13:13 então EID—71 c x(n)

Prova:
Sejam w GEZDIS e wu & E(D1) tal que wn+-W em

Cn. Logo wn(t) e D1 para qualquer teE-T,0]. Como ch 51,

temos que wn(t)651, qualquer que seja teC-T,0] ,portanto,
w(t)eflcn, qualquer que seja teE-T,OJ, o que implica que

W(t)eD, qualquer que seja tEErT,O]. Logo w eE(D)

Lema 11.3 : Sejam D um conjunto aberto de Ran,
f:D->Rn E continua e leva conjuntos fechados e limitados en

conjuntos limitados, e.x E uma solução não continuãvel de

à - f(t,xt) em [o—r,b). Então para qualquer conjunto fe-
chado e limitado UCD, existe um cu tal que (t.xt)$ U para

,
1

t,5t<bU
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Prova : É dada cºm detalhes em [6], teorºânz ,

pagºl7,

Teorema 11.3 : Seja A(t) uma matriz nxn, contª
nua e não singular, definida em [tº—T,”) & DZCD1 tal que:
a) HAÇt)Y(t)ÍlSMt) implica Qué Yít) está em Di” tªtaªT ,

onde o(t) ! p(t,to,uº) ê solução maximal de õªwít,ptL
com função inícial uºeõp no instante tªtº existindo em

Euª,”), tal que lim º(t) - pªº
t-mo

b) IIA<=>º<t,s,v<s»g<s,vs>l.lchleAs'vslb para c,settº,w) ,

YCt)eD1, onde W é definida como no corolãrío 11.10

e) ”à(t)XCt,tº.8)HSHwº(º)H para tªtº, BEDZ

” < > 5Entao para wº, com ”$ªnº O , onde 0 pm e "ªº(º)H.
sua(G), existe uma solução y(t) ' y(t,tº,wº) de (IÍQB) dg

fínída para taí:o , e ppra cada tal solução existe uma so—

lução x*(t) de (11.2)idefinida para tªtº satisfazendo

lim A(t)[y(t) - x*(t)] ' 0
t+oo

Observagão 11.2 : HA(t)Y(t)l|Sp(t), CZtº-T , a—

carreta que HAtytHspt, onde HAthH(9) =HA(t+e)y(t+e)H e

ainda, HAg_ Yt " 5 pt = u
0 O O

O
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Prova do teorema II.3 :

Usando & fôrmula integral de Aleksoev podemos

representar qualquer solução y(t) de (11.3) por :

y(t) - x(t,çº,wº(0)) + %% º(t,s,y(s))g(s,ys)ds, pa-

ra t & [tº,t+)
Temos

A(t)y(t) - A(t)x(t,tº,wo(0) +

"' f: ACt)º(t,8,Y(8))8(8.ys) dª
º

logo

|lA(t)y(t)HS[|A(t)x(t,tº,wº(0))H +

+ f:HA(c)Q(t,s,y(s))g(s,ys)Hds s
o

S wºw) + fttºMhHAsyªH)dSSuº(0)+aã)w(sJ|Asys”)ds

portanto,pelo corolãrio 11.1, temos que

HA(t)y(t)H s p(t) para teEtº-T,t )+

logo pela hipõtese (a) temos que y(t)eD1
Agora precisamos mostrar que t+=ºº , para isto

mostraremos que y(t) E limitada em [to—T,t+). Vamos su—
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por que não, então existe tn+t+ tal que Hy(tn)l|ª*ºº ,quan—

do n+00 , logo existe uma constante L>O e existe nº tal
que Hy(tn)H = L>0, para nanº

Vamos mostrar agora que existe K>o tai que

KHyccn>H s HA<tn>y<cn>H

que E equivalente a mostrar que existe K>o tal que

thn)xls ||A<c )x(t )“ , ºnde,x(t > - ——---ª “ “ Hy€tn>H

Suponhamos que não exista K>0 satisfazendo a afirmação ª
cima, então existe uma subsequência [tn ] tal que

"A(tn )xu:n )" +o
J J

Consideremos por comodidade nj-nº Existe uma aubsequên ?

cia [t ] tal que x(t )+x , portanton nk o ,

uucnknccnkw + Human - o

como 'A(t) E não singular, temos que xº-O, o que & absuE
do pois xº pertence ; circunferência de raio 1. Portan-
tº y(t) E limitada em [tº—T,t+), então existe R>0 tal
que ”y(t)” _5 R4 para te [tº-T,t+) o que implica que

"yt'l S R, para telt;,t+)
Se t+<oº tomamos tº<b<t+ e o fechado

[cº,b] :: (íRnEZDISíc [tº,t+) x E(D)
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Logo, pelo lema 11.3, temos que t+ “ “

Como lim o(t) - pºº e p(t) E não decrescente
t-wz

pois sua derivada & positiva, temos que para €>0 exis—

te um T tal que quando T StIStz, temos O<p(t2)—p(t1)<e

Consequentemente

t t .

fi:"à(t)º(t.s.y(8))g(s,ys)Hds$.qã? w(s,HAsys“)dsS

t .
. &,XQ,s Itª w(s;ps)ds - p<t2>— p<ei>2e

1

portanto

&? º(t,s,y(s))g(s,ys)ds existe e converge uniforme
e

mente,.

Agora

A(t)y(t) - A(t)[x(t,tº,1po(0) +
'

-

+ 4? o<=,s,y<s»g<s,ys>ds1—
o l

— A<t> !: o(c.s,y<s)> g(8.ys)ds

Então

A(t)Ey(t) — x<c,=,,wº<o» — 4? º<=,s,y<s»g<s.ys)ds1 -
º

- -A(=> !: º(t.s,y(s))g(s,ys) as

portanto
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"A(t)[y<t)'x(t(tºawº(o))'ªz º(t,39Y(S))8(8,y8)dSJH S

ª fan<c>º<c.s,y<s»g<s,ys>ndas !: W(s,HAsy5H)ds s

s &? w(s,ps)ds ' p,,º - p(t)+0 quando t+”.

Resta mostrar que

x*(t) - x(t,tg,wº(0)) + fãªº(t,s,y(s))g(s,ys)ds
& solução de (11.2)

Temos :

(2.1) x(t.r,y(r» + &? oct.s,y<s>)g<s,ys>as — x*<c> -
O

- dª [%; x(t,s,y(s))] de

(2.2) ITt [%; x(t,8,y(s))] ds-- q? º(c,s,y(s))g(s,ys) da
o o

(2.1) & vâlida, pois :

41 [%; x(t,s,y(s))]ds - x(t,T,y(T)) — x(t,to,w_(0))-

" x(t:,T,y(T))-x(t,tº,lpº(0))—f: º(t9BSY(5>8(ª:ys)d3 "'

º .

+ &: º(t,s,y(s))g(s,ys)ds-x(t,T,y(T))—x*(t) +
o

+ 4? º(t,s,y(s))g(s,ys) de
0
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(2.2) E válida, pois :

3

34ª [%; x(t,s,y(s»3ds - fãªtg— x<c,s,y(s» +

als—+ %; x(t.s,y(8))- ]ds '

' &? E-ºCt.s,y(a))f(s,y(8))+º(t.s,y(s))i(s)]ds -
G

- 4? a(c,s,y(s>>tâ<s)-f<s,y<s>)nas -
0

T- Itº <I>(t,s,y(s))g(8.ys) ds

portanto de (2.1) e (2.2) temos que :

x*(c) - x(t,T,y(T)>+4: º(t,s,y(s))g(s,ys)ds —

O

- &? º(t,s,y(8))g(s,ys)ds
O

logo quando T+w temos que x(t,T,y(T))+x*(t) uníformemeª“:
te para t pertencentes a intervalos compactos

Também

(2.3) f(t,x*(t))—f(t.x<t,tº,wº(0) -

* lim IT [%; f(t,X(t.s,y(S)))] ds
T-wo tº

(2.4) ÉÍÉ 4ª [%; f(c,x<t.s,y<s)»1 ds -
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- lim Jf fx(t,x,(t,s.y(8)))º(t.8.y(8)>s(8»ys>dª
T+“ o

uniformemente para t em intervalos compactos

(2.3) E vãlida, poís:

ff [%; f(t.x<t.s.y<s)»1ds - f<=,x<t,r,y<r)» —

G

— f(t,x(c,tº,wº(0)))

portanto

iím 4? [%; f(t,x(t,s,y(s)))]ds - 11m[f(t,x(t,T,y(T)))—
T-no 0 Tm»

—f(t,x(t,to,wº(0)))J-f(t.x*(t))—f(t,x(t,tº,wº(0)))

(2.4) E vâlída, poís:

JÉLEÉE f(t,x(t,s,y(s)))]ds -

-4íffx(c.x<c,s,y<s»>%; x(=,s,y<s»1 ds -

- 4? fxcc,xcc.s,y(s))>º(t,ssy<s»g<s,ys)ds
O

.

portanto

1' ITEdf , , , d -Ti: tº 3-8— (t x(t s y(8)))] s
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. lim &? fx(t,x(t,s,y(s)))º(t»8,Y(s))8(89Y >ds
T+“ o ª

logo por (2.3) e (2.4), temos

4: fx(c,x<=.s.y<s)»occ,s,y<s)>g<s,ys) ds "
o

. f(tQX*(t)) ' f(tgx(t9tºewo(º)))

Portanto

**(t) - à(t.tº,w5(0))+4fE%go<t.s,y(s))g(s,ys)1ds -
º

ª?' f(t9x(t9tº:wº(º))) +

+4: fx(t.X(t,8.y(8)))º(t,s,y(8))g(s,ys) dª '
O

-f(t.x(t,tº,wº(º)))+f(t,x*(t))-f(t,x(t,tº,wº(0>)) -

- f(t,x*(t))

Logo x*(t)-X(t.tº»Wº(º))+£:oº(t,s,y(8))g(8.ys)ds

& solução de (11.2)

O teorema acima generalíza o teorema 1 de [3] ,

onde as equações consideradas são :
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à " f(t,x) e & . f(tDY)+8(tSY)

O lema seguinte É necessãrio para a prova L-do

teorema 11.4

Lema 11.4 : Consideremos a equação

(2.5) i- =_w(t.rt)
onde weC(JmC+,R+) e w(t,?) Ernie decrescente em WeC+ pa-
ra cada t fixo, teJ
Então as seguintes condições são equivalentes :

(A) dada qualquer funçao inicial wª eC+, existe Tº-TOÚ%)>

>0 tal que a solução maximal p(t,Tº,wº) de (2.5) E limi-
tada em [TO,W)

(B) dado qualquer numero real ºm>º existe soluçãº r(t)
de (2.5) em algum intervalo [ti,º) tal que

'lim r(t) - poº
'

t—no

(C) fººw(s,M)ds<ºº , para cada M>0 real

Prova : É dada com detalhes em [12], lema 11.2.

O teorema seguinte é a recíproca do teorema 11.3

Teorema 11.4 : Sejam satisfeitas as hipõteses
do teorema 11.3. Então para qualquer solução x(t) de
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(11.2) a qual existe para tZtº e tal que x(tº) estã em

D2' existe um tlzto e uma solução y(t) de (11.3) para
tZt1 tal que :

lim A(t)[y(t) - x(t)] - 0
t+“

Prova : Comecemos construindo uma sequência de

soluçãee de (11.3) a qual e uniformemente convergente em

sub-intervalos compªctos.
Come lim o(t,t ,w ) ' poº pelo lema 11.4 temos

t+º o o
.

que fww(s,M)ds<º para M>0 real
Se O<a<pw-wº(0), E poesível escolher tIZt. sg

ficientemente grande tal que

f:; W(s,0+xºº(º))ds<a._

Para cada inteiro nZt seja Fu e conjunto das1,
vít) - A(t)y(t), onde y(t) sãº contínuas, de [t1,n] em

R" satisfazendo Hv(t)H $ wº(0)+o para tIStSn
Primeiramente mostremes que (11.3) tem uma sº

Iuçao vn em Fn'
Definimos um operador s em Fn por :

(Sv><t) - A(c)x<c)+4f A<=>oct,s,A'1(s)v<s)>g<s.A;1vs)ds

para tIStSn

Mostremos que S E contínuo.
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. m º - . »'SeJa fr ]m-l sequenc1a de funçoes de Fn que

converge uníformementelpara rEFn em Çt1,n3. Então a se—

A . ]
w .

. rquenc1a [rª]m_1 converge unlformemente para rteG(ET,0]5R)

em [t1+T,n]. Seja €>0 e arbítrârío e Tl-T1(€)2t1 + T

suficientemente grande tal que:

x;;wumwºmn “<%

Temos que :

H<Srm>(c)—(Sr><c>H-HA<c>x<c> +

+ &: ª(t)©(t,8.A_1(8)rm(8))s(s,A;1 r$) da —

—A(c>x<c>—4fA<c)º<t.s,A'1(s)r<s>)g<s,Aglrs>dsll-

-H 4; A(c)[ º(t.B,A-1(s)rm(s))g(s,A;1 r: > -

- o(c,s,A'1<s)r(s>)g(s,A;1rs) dslls

5 f: "A(t)[ º(tºªvA—1(8)rm(s))8(s,A.s-1f:) -

1
— o<=.s,A'1(s>r<s)>g<s,A; rs)Hds s

1 rm ) _SÍZH A(t)[ º(t,a,A—1(s)rm(s))g(s,A; s
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o<=,s,A'1<s>r<s»s<s.A;1r8)uds -

T1 —1 m —1 m!; "A(t)[ º(t,s,A (s)r (s))g(s.A8 rs) -

º(t,s,A—1(s)r(s))g(s,A;1rs)H ds +

+ I,: HA(t) [º(t,s,A—1(s)tm(s))g(s,A—lrm) —

1 B 8

occ,s,A'1<s>r<s»s<s,A;1rs>||as

Temos que :

!; H A<c> co<=,s,A'1<s)r“<s)>g<s.A'1rm) —

1 8 S

— º(t,s,A_1(s)r(8))g(s,A;1rs)H ds s

s LFIHA(t)º(t,s,A-1(s)rm(s))g(s,A;1rf)llds +

+ 4ZUA(8) º(t,s,A'1(s)r(s))s(s.A;1r8)Hds ;

s f.;ªlw(s,||1:l;l H) de + f.;lvlrqursllids s

s 2 L:;w(s,a+wº(0))ds < %

pois rm e ran, portantollrm(s)||s wº(0)+o e ut(s)" s
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swo(0)+o o que implica

”TÉIÍ 5$º(º)+º e Hrs]! s wo(0)+c

e w(s,W) & não decrescente em V para cada 3 fixo.

A integral

T1 —1 m —1 mft IIA<=> [MusA <s>r (angu,/ss rs) —

— º(t,s,A-1(s)r(S))g(s.A;1rs)Hds$%

m uníf >___—>t rtunifpois, como rm(t) > r(t) em [t1,n], r

em [t1+T,nJ e como º e 3 são contínuas, temas que

º(ttªgA—1(8)rm(s))g(s,Aglrª) uníf >

uníf > º(t,s,A—1(s)r(8))8(8,A;1 rs) em

[t1+T,n]

Portantº dade €>0 e arbítrãrío existe
N-N(€,t1,T1) tal que para todo mZN temos

“º(t,s,A—1(S)rm(8))g(s,Aglrª) -

—<I>(t,s,A—1(s)r(s))g(sAgil-8)“ <._-___E_._
2M(T1-t1)

onde M - sup "A(t)“
teEt1,T1]
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portanto
T1 —1 -1!: HA<c>£º<c.s.A <s>rª<s)>g(s,As rf) —

-º(t.s.A_1(8)r(s))g(s,ô;1rs)Hds 5

T1 —1 m —1 ms !t |M<c>H Hº<c,a,A <s>r.<s))g<s.As fs) —

-º(t.s.A_1(s)r(s))g(8.ô;1rª)Hds <

1—1 e llA(c>|!e(T1—t)
<.Q H º(ª)"5ãTTI=E;7 a. - M T _t 5

1 1

M€(T1—t) e5 < _ÍMZTI—tí 2

para mZN(€,t1,T1) e tEEt1,T13

portanto
iKSrª>(c> - (Sr><c)H< Nlm + NH“ ! m

para teEt1,T13 e m2N(€,t1T1)

logo (Srm)(£) unlf > (Sf)(i5 em [t1,n] , portanto, S e

.-contxnuo.
S leva F em F .n n

De fato, seja verá,
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|| (Sv) (t)—A(t)x(t)||'l|f:A(t)º(t.s.A—1(s)v(s))g(s.A;1vs)ds||5

srãHA<z>º(c.s,A'1(s>v<s»g<s.A;1vs>Hdssçfw<s,uvsn>ds s

54? w(s,wº(0)+c)ds s 0

portanto

”(Sv)(t)“sNA(t)x(t)H+aswº(º)+o

logo Stucgn

As funçães de SFB são uniformemente limitadas
pois, cem. SFnCFn, temos que se veSFãªvan e, portanto

"vu s w,<o>+o

Vamos mostrar que as funçíes de SFn são equi—

contínuas em cada ponto de [t1,n]
Para cada van, definimos a função

z(t) - A'1(t)(3v)<t>

logo

z(t) -A'1(c)[A(c)x(c)+

1
+ 4:A(t)©(t,s,A_1(s)v(s))g(s,A; vs)dsJ '

- x(t) + 4fo<t,s,A'1(s)v<s»g(s,A;1vs) ds

portanto
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à(c) = à<c>+m<t,t,A'1<t>v<c»g<t,Agªvt> +

+ªffx(tgx(t,s,A—1(s)v(8)))ô(t,s,A-1(s)v(s))g(5,A;1vs)d8ª

—£(t,x(t))+8(t,yt)+£:fx(t,x(téB;Y(s))Iº(t;s;Y(s))8(&ygdª

pois : i(t) ' f(t,x(t))
o(t,t,y) - I

0(t,s,y) : matriz fundamental de ú-fx(ç,x(c,s,y))u
A-1(s)v(s)-y(o)

e A
3 vs . yo

Como f(t,x(t)),g(t,yt) são contínuas e, portanto, são lí-
mitados em [t1,n] e além disso fx(t,x(t,s,y(s))).
O(t,o.y(o)) e g(o,ys) Bio contínuas. temos que

!:fxuauu.y(s)))º(t.s.y(s»g(s.ys>ds

E contínuo e portanto limitada em [t1,n].
Logo f(t,x(t)),g(t,yt) e

4: fx(t,X(t.8.Y(8)))º(t.s.y(8))g(s.ys)ds

são uniformemente limitada: em [ti,n] . Portanto à(t) E &

níformemento limitado em [t1,n]. Logo o conjunto de to-
dos ao :(t) É oquicontínuo em [t1,nJ

Para ver que oo funçoes de TFn são equicontâmas
em todoo oo pontos do [t1,n] consideremos ;

,
ª

“(sv>(=2>-(sv>(tª)"-nA<c2>z(=2)—Ac=3>z(cján_-
;.



=HA(t2)[z(t2)ªz(t3)]+[A(t2)rA(23)]thg)H ª

SHACt2)[z(t2)"z(t3)JH*HEA(t2)MA(t3)Jz(t3)H

onde t t3eft1,n3. O lado direito da desigualdade acima2,
pode tornar-se tãº pequeno quanto se quaíra em vírtudezh
equícmntínuídade da família z(t) e da continuidade de

A(t3? & portanto a família SFn ê equicontínua em cadagmª
to de [ti,n] .

Como todas as hípõteses do teorema de Schauder

-Tychonoff estão satisfeitas, temos que a aplicação &Fnª

ªFn possuí pelo menos um ponto fixo em Fu, o qual denotª
remos pºr V“. A função yn dada pºr :

ynít) = A”1(t>v“(c>

ê solução de (1103) em [ti,ú] poís

yª<t5 » A'1<t>vª(t> = A'1<c)A<t)txcc> +

+45 º(t,S,A—1(S)vn(8))g(s,Aglvg) así %

= x(t) + a; º<=,s,A"1<s>vªcs»g<s,aglv:)as

logo

(2.6) yª(t>=à(t)+©<t,t,A'1(=)vª<c)>g(t,A;1v2) +
;

+qffxct,x(t,s,A”1(s)v“<s)))©(c,s,A“1<s>vª<s»g<s,A;1v2>ds=
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-f(c,x<c» + x(t,y2> +

+ affx(t,x(t,s,yn(s)))º(t,s,yn(s))g(s.y:) ds

Temos :

(2.7) f(c,x(c,c,yª(t)))-f(t.==(t)) -

. GÍCÉE f(t'x(t98:yn(8)))] da

(2.8) çftgg f(t,x(c,s,yª<s)>)1 ds -

- ªf fx(t,x(t,s,y“(s)))º(t,s.yn(8))[?n(8)-f(8.yn(8))3ds

(2.7) E vâlída poís :

ÇÍEÉÉ f(t,x(t,s,yn(s)))3ds ' f(t,X(t,t,tn(t))) '

- f(t,x<c,n,yª<n») - f<=.yªgc»-f<t,x<=,n,y“<n)», pois

x(t,t,Y) - Y, portanto resta mostrar que x(t)-x(tgyf%n))

Sabemos que x(tº,tº,yn(tº))-x(tº), isto E; é a solução no

ponto tº, logo para t-n, temos :

X(n,n.yª(n)) ' X(n)

logo, pela unicidade, temos que :

x(t,n,y“<n» — x(t)
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e, portanto, f(t,x(t,n,yn(n)) - f(t,x(t))
(2.8) & válida pois

ªftgg f(t,x(t,s,yn(s)))]ds -

çftfx<c,x<c.s.yª(s))> %; x(t,s,yª(s>)1ds -

fãthºax<crªayn(3)))['g';x(t939yn(s)) '"

+ 535 x(t.s,yª<s» %; yª<s>1 as -
?

a: fx(t,x(t,s,yn(s)))º(t,a,yn(s))[&n(s)—f(s,yn(s))]ds

Logo por (2.6),(2.7) e (2.8), çhmos :

&ª<t> - f(c,yª<c»—

-f: fx(t,x(t,s,yn(s)))º(t,s,yn(s)))[yn(s)9f(s,yn(5))]dst

+ sct,y2)+4f fx(=,x<c,s,yª<s>»ó&£,s,yª<s35g(g,yg>ds =

.,,

f(t,yª(t>) + g(nytt') —

4f fx(t,X(t.s.yn(8)))º(t,s,yn(8))Eân(8)-f(s,yn(s)) -

g(s.y:)] ds
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portanto

&ª<t>—f<c.y“<=» — g<=,y:> -

- - gf fx<c,x<c,s.yª<s»>º(c.s.y“(s»tàº<s>—f<s,yª<s» —

' 8<59YZ)]d3

logo

w<=>- -4; fã(t.X(t.8,yn(8)))º(tss,yn(s))w(s)ds

onde w(t) - iª<c> - f(c,yª<=» — act.y2>

Mas isto implics que vªo pela desigualdade de Gronwsll e,
portanto yn(t) E solução de (11.3) em [t1,n]

Seja N um inteiro maior que t1 e consideremos a

sequência vn, n-N,N+1,..., de pontos fixos obtidos acima.
Temos que

"vn(t)HS$o(O)+º , pois vn(t)€Fn nara t StSN e ; "ªse—1

quência [vn]:_N É equicontínua neste intervalo. Pelo teg
tema de Ascoli existe uma sub-sequência [val] de [vn] coª
vergindo uniformemente em [t1,N]. Anslogamente a sequên —

cia [vºl] E definida em [t1,N+i] para n12N+1 e E equicon-
tinua em [t1,N+1]. Portanto existe uma subsequência [V 2)

de [v 1], convergindo uniformemente neste intervalo. E

claro que no intervalo [tl'N] as duas subsequências con -

versem para o mesmo limite. E assim, sucessivamente defi-
nimos uma função v em [t1,º) e uma série de sub-sequências
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n n
[v k] tal que (v k] converge uniformemente para v em

n_ ” ._.. ', .. .,Et1,N+k3. A sequência [vn]n_1, onde vn ' v n
, aventao

converge para v uniformemente sobre íntervalozacompac—

tos de [t1,º)
.- 4Usando a hípôtese (b) do teorema IIÁ3 e fa-

cil ver que

ÃÍA(t)º(t,s,A—1(s)V(s))g(8.A;1vs)ds

existe e que

lim ft“A(t)<1>(t,s,A'1(s)Vn(s))g(s,A;1'€/': )ds »
n+oo

' f:A(t)o(t,3,A—1(B)V(s))g(8.A;1v8)ds

As funçoes ;“(t) - A—1(t);n(t) são soluçoes
de (11.3), consequentemente y(t)-A—1(t)v(t) também E

uma solução de (II.3) e assim

A<c>£y<c)—x<c>J-A(t>cA'1(c>v(=)4x<c)J- v(t)-A(t)x(t)-

' A(t)x(t)+ 4?A(t)º(t,s,A—1(s)v(s))g(s,Aglvs) ds '
— A<c)x<t> - 4ÍA<=>º<c,s,y(s»g<s,ys>ds

portanto

A(t)[y(t)—x(t)] tende a zero quando t+“

pois
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ÍZHA(t)Ó(t;s,y(s))g(s,ys)Hds S£:u(s,HAsysH)ds

para t,se£t1,ª), e como
Nã

f:w(s,“Asys|Dds E convergeute

temos que

4?w(s,"AsYB“)ds——>O, quanªo t+ºº

o que prova o teorema

Como ilustração segue o seguinte exemplo :

11.2 — Exemºlo :

Consideremos as equaçães diferenciais
. —t 2(1) x - —e x , x(tº) - xo ; 0

. -t 2(2) y ' -e y + g(t.yt> , wo(o> - xº
A solução de (1) “É dada por

. "1
x(t,t ,x ) ª x [I—x (e-t-e—toÓJ ' tªtozº

e o o o

A matriz fundamental do sistema variacional »

à - (-2e_tx)z, correspondente â solução x(t,t,,x.) & dª
da por '

º(t,tº,xº) . El—x;(e—t-e-g')]_2
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Notamos qu; º(t,tº,xo)51 para todo tªtº e xoªº

Usando a fãrmula intégfal de Alekseev & solu—

ção y(t)ªy(t,tª,wo) de (2) é dada por

y(t)ux(t ,t.,xª)+f:£l-xº(e—t—e'3)]'zg(s ,ys)ds

Consideremos A(t)-1 e a equação de comparação

(3) õ<t> - w(t,pt) . e-tp(t—1)

"' o o : 2com funçao 1n1c1a1 u. tal que u_(tº) :(0

Uma solução de (3) É dada pºr

O(t) -p(tº) + gf e'ªpcs—1)da
&

Como p(t)20, para tztozo e p(t1)5p(t2), t15t2' temos que:

o(t)5p(tº) + &: e'ªpcs)as

e pela desigualdade de Granwall, temos

ft awâ &&

. p<=>.srp<=º) etª

logo o(t) & limitado, pois fm e_sdà<m

Como A(t)-1 e Q(t,to,xº)sl para tatºzo e x.zO

e ªº |g(s,yª)|Se—sp(s-1), temo; que às condições de tag
tema 11.3 estã. satisfeitas, pais :

<a> lycc,=,.wº>ls|x(c,t,.wo<oa) +

+ ªí ÍÍI-xª(e-t-e—s)]—2I!g(g,ys)|ds s
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s x;!fº Ig<s,ys>lds hªut: Jªpa—nds

e pelo cerolârío 11.1, tªmos

luma, g)! 5 ou)
onde o(t) é limitada, isto 5, lim PR)-Pºáºº

f:"ºº
(b) trivial

X
O

(e) |X(t.t..xº)|- S xº - ªº(º)'tll-x.(e—t-e ªl
w. *.

Então (

y(t,tº,wº)-x(t;tº,xº)+4£f1-x0(e_t-e—s)]72 g(s,ys)ds '

-x(t,tºaxº)+€: El—xº(e't-e—ª)J—zg(s,ys)ds -

— !: [l—xº(e_t—e-s)]-28(8»Ys) dª

Seja

x*(t)-x(t,t.,xo)+f:[1-xº(e_t-e—ª)J—zg(s,yª)ds
º

temos que x*(t) E solução de (1)

logo-

ÍY(t,to,wº)'X*(t)|5f:l8(s,ys)IdsSfÉe-sg(s-1)ds -

-pm-p(ç)+0 quando t+ªº
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