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Abstract

Asymptotic behavior of nonlinear perturbed systems of
functional differential equations and nonlinear systems

of ordinary differential equations.

Herminio Cassago Junior

Advise: Prof.Dr.Antonio Fernandes Ize

We shall investigate the asymptotic relationships
between the solutions of the nonlinear differential
equation.

(1) x = £(t,x)
and the solutions of the nonlinear pertufbed functioﬁal
differential equation

(2) § = £(t,y) + g(t,y,)

The main idea is to extend results of a paper by
Fennel and Proctor, quoted in the work, converning the
ordinary differen;ial equation

§ = £(t,y) + g(t,y)

Our technique is provided by a comparison principle

and the fixed point theorem of Schauder-Tychonoff.
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Introducao

Diversos autores tem estudado relagoes entre
as solugoes das equagoes diferenciais :

(1) x = £(t,x)
(2) y = £(t,y) + g(t,y)

onde f e g sao fungoes continuas de [to,w) x D em R e
D é uma regiao do R", |

Em [3], Fennell e Proctor estudam a equivalag
cia assintotica entre estas duas equagoes no seguinte
sentido :
(*) As equagoes (1) e (2) sao assintoticamente equiva-
lentes se e somente se para cada solugao x(t) de (1) e

xiste uma solugao y(t) de (2) tal que

1im A(t) [y(t) - x(t)]I= 0

t+oo

onde A(t) € uma matriz nxn continua e nao singular .
Neste artigo Fennel e Proctor se restringem a um sub -
conjunto aberto D, de D tal que 31 D tal que Dy < D
e a tecnica utilizada envolve o principio de comparagao

com uma equagao diferencial ordinaria escalar do tipo
r = w(t,r) , r(to) = k

onde & exigida alguma condigao de unicidade de solugoes .



Este trabalho generaliza o de Marlin e Struble, [9], on
de os autores estudam relacoes assintoticas entre as so
lugoes de (1) e (2) considersndo A(t) = I (matriz iden-

tidade) e D, um conjunto aberto, limitado e convexo.

1
Em nosso trabalho estudamos a equivaleéncia as

sintotica entre os sistemas

N

(1)
(3)

= f(t,x)

14

= £(t,y) + g(t,y,)

No Capitulo I damos alguns resultados basicos
da teoria das equagoes diferenciais funcionais necessa-
rias ac desenvolvimento do trabalho e esta contido em
Lakshimikantham e Leela, [8]. Neste capitulo demonstra-

mos ainda a Formula Integral de Alekseev para a equagao

y = £(t,y) + glt,y,)

que & uma extensao natural da Formula Integral de Alek~
seev para equacoes diferenciais ordinarias.

No Capitulo II, estendemos o teorema 1 de Vis
wanathan, [12], para equagoes diferenciais funcionais u
tilizando o teorema do ponto fixo de Schauder ao inves
do método das aproximagoes sucessivas. A seguir estuda-
mos a equivaléncia assintdtica dos sistemas (1) e (3) ,
no sentido (*), que sao os teoremas II.3 e II.4, o8
quais contem os resultados centrais e generalizam os te

oremas 1 e 2 de [3] .



Capitulo I

Resultados Basicos

I.1 - Equagoes diferenciais com retardamento : generali

dades

Daremos aqui alguns dos result;éos bisicdu da
teoria de;equ¢g393 diferenciais com retardamento no tem
po que serao utilizados no desenvolvimento deste traba-
lho.

Seja cn ? c([-1,0], ") o conjumto das fun-
¢oes continuas definidas em [-7,0], com vilores no R" ,
munido da topologia da convergencia uniforme.

Para cada elemento VY ¢ ¢ definimos a norma

de VY por :

ol = sup [0 (8)]]

-75050

Se to ¢ R, a € R, com O<a<x e

X € C(Eto-r,t°+a),Rn) entao, para qualquer te[to,to*a),

seja X, € c™ definido por :

xt(e) w x(t+8) , ~T1<6s0



Se . = e £:J x C" + R"® & uma dada fungdo,di

H ﬂ-lﬁ-
[ad

zemos que a relagao

(I.1.1) x(t) = f(t,xt)
€ uma equagao diferencial funcional do tipo retardado ou
simplesmente equagao diferencial funcional.

No caso T = 0, (I.1l.1) representa uma equagao
diferencial ordinaria.

Uma fungao x & dita solugao de (I.1.1) se exis
tem to €R, a>0, tais que xec([to—r,t°+a),Rn) e x(t) sa-
tisfaz a equagao (I.1.1) para todo te(to,to+a). Negte ca
so dizemos que x e solucao de (I.1l.1) em Ce -T,t +a).

Dados toeR e woeCn, dizemos que a fungiélA
x = x(t_,V ) € uma solugEo‘de (I.1.1) com fungao inicial
wo no instante t-to, ou simplesmente solugao de (I.lfl)
passando por (to,wo) se existir a>0 tal que x(fo,wo) e

solugao (I.1.1) em [to- st *a) e xto (£ s9)) =V

Lema I.1.1 : Se x ¢ C([to-T,t°+a],Rn), entao

x_ & conti ' +
. continua em t para todo te [to,to al

Prova :

Como x € continua sobre [to—T,t°+a] ela € uni-
formemente con;inua.“Portnnté;'dado'é}O@-éxibte §=8(e)>0
tal que Jt-0|<8+||x(t)~-x(0)||<c. Consequentemente para t,0¢
[t ,t_+al com |t-0]<é temos que

Ix(t+8) - x(o+8)|<e para todo -Ts0<0

Logo x, & continua para t ¢ [t .t +al

t

. ' Ny® - .
Lema I.1.2 : Seja {x }n-l uma sequencia de fun

goes pertencentes a C([t°~r,to+a],Rn) que converge unifor
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memente para uma fungao x € C([t°~r,t°+a],Rn). Entao a

sequencia {xz}:_l converge para x, em C([~t,0 ,R™) uni-

t

formemente em te[to,t°+a]

Prova:

n i : e L= _ 4
Como x —333£—> x, dado €>0 e arbitrario, e-

- xiste N = N(ge) tal que para todo nzN temos

|x™(t) - x(t)|l<e para telt _-T,t_+al.
Logo, temos que para cada te[to,t°+a] se verifica
[x"(t+0)-x(t+8)||]<e , =-1s8<0 , n2W
o que implica

lxgx,lly = . sup | xg (0)-x (0) || =

= sup ||x"(t+0) - x(t+8)]] < ¢
-1<6s50

para nxN, o que prova o lema.

Lema I.1.3 : Se t_eR e woeCn sao dados e

n" ! ~. ~
¢ continua, entao encontrar uma solugao de

£:RxC" + R
(I.1.1) passando por (togwo) ¢ equivalente a resolver a

equagao integral

x(t) = wo(O)‘f 4} f(s,xs)ds, com t2t é
o . :



Prova :

f imediata.

Teorema I.l.1 : (Teorema do bonto fixo dé

Schauder)
Se A @ um subconjunto convexo e compacto de
um espago de Banach B e f:A+*A & continuo, entao f tem

um ponto fixo

Teorema 1.1.2 : (Teorema do ponto fixo de

Schauder-Tychonoff)

Seja C(J) o conjunto de todas as fungoes que
sao continuas num_ certo intervalo J e seja FCG(J).o sub
conjunto formado pélns fungoes x(t) que satisf;zem
Ix(t)l < u(t), para todo teJ, onde u(t) & uma fungﬁd
continua positiva fixa. Seja T:F + F satisfazendo as
condigoes :

(i) T e continuo no sentido de que se xneF,

unif

n=1,2,..., xn——-—~> x .em todo sub-intervalo compac

to de‘J, entao Txn —351£—> Tx em todo sub-intervalo

r

compacto de J.

(ii) As fungoes do conjunto imagem TF sao. e-
quicontinuas e limitadas em todos os pontos de J.
Entao a aplicagao T : F + F tem pelo menos

um ponto fixo em F.



Teorema I.1.3 : (Teorema de Ascoli)

- . . n
Se I e um intervalo compacto e S&C(I,R"), en-
tao S e relativamente compacto em C(I,Rn) se e somente se
S e equicontinuo em cada ponto tel e S e uniformemente

limitado em I

0 teorema seguinte nos garante a existapcia lo
cal de (I,1.1)

Seja p>0 uma dada constante e

Cp = {P ¢ C® tal que “W”o <p}

Teorema I.1l.4 : Seja feC(JxCp,Rn). Entao da

da uma fungao inicial woeCp , em t = to’ existe uma cons
tante a>c tal que existe uma solugde x(t_,P,) de (r.1.1)

definida em [t ~-T,t +0a)
o o

Prova :

£ dada com detalhes em [8], teorema 6.1.1, ,

pag. 5 .

Consideremos a seguir a existencia de solugoes

de (I.1l.1) para todo tzto



Teorema I.1l.5 : Seja feC(Jan,Rn) satisfazen-

do (1.1.1) Jlf¢e, M} = g(t,”w]%), para todo (t,w)eJan ,
onde geC(JxR_,R ) e e nao decrescente em | para cada teJ.

Suponhamos que as solugoes u(t) = u(t,to,uo) de

(1.1.2) 4 = g(t,u) , u(to) =u 2 0

existam para todo t 2 t,: Entao, o maior intervalo de e-

xistencia de qualquer solugao x(to,wo) de (I.1.1) e [to,w)

Prova :

E dada com detalhes em [8], teorema 6.1.8, pag.8

Corolario I.1.1 :~ A conclusao do teorema I.1l.

5 ¢ ainda verificada quando supusermos a condigao (1.1.1)

valida somente para teJ e PeC® satisfazendo

Ivlly s lvco) ]



I.2 - Formula integral de Alekseev

A férmula integralvde‘Algkseev € uma extensao
da formula da variacaoc das constantes para sistemas nao
lineares,

Seja o sistema de equagoes diferenciais ordi-

narias
(I.2.1) % = £(t,x)
onde f ¢ C(J x D,Rn) ;.D & uma regiao do R® e J = [togw).

Se %; f(t,x) for continua em J x D e se a so-

lugio‘x&,to,xo).de (I.2.1), a qual satisfaz

o ’

x(to, to’ xo) = x

estiver em D para todo t2t entao x(t,to,xo) ¢ uma fun

gao diferenciavel em relacao a x . A matriz

]
Q(tsto’xo) - 3‘{; x(tstotxo)

é¢ uma matriz fundamental do sistema linear

*

zZ = [%; f(t,x(t,téaxb))]z

chamado sistema variacional correspondente i solugao
. ¢ ] » : _
x(t,to,xo), e '(to’to’xo) = T (matriz identi

dade) Para uma prova deste fato ver [5], teorema l.4,pag.

11.
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Temos,tambem, que

9
\P(t’togxo) = -a":‘- x(t,to,xo)
o

€ solugao do sistema variacional correspondente & solu-

cao x(t,to,xo) , satisfazendo a condigao
W(to,togxo) - _f(to’xo)

De fato, temos que x(to,to,xo) - x , e por-

tanto

x(to,to,xo) - 0’

Q
[

Por outro lado, x(to,to,xo) - x(t,T,xo) no

ponto t = t T = to' Portanto, temos

d
3.
:;— x(to,to,xo) = [ 3; x(t,r,xo)]t.t +
[o] <]
Twt
0
3 x(t,t,x )
MRS T ° ]t-to

T=t
o

Logo, concluimos que
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0 = [f(e,x(t,1,x ))], .+ [¥(e,7,x )]

t=t
0 o

T ==
T=t €o
(o]

f(to,xo) + W(to,toxo)

Entao temos

W(to,to,xo) = -f(to,xo)

Como ¢(t,t°,xo) € matriz fundamental do siste-
ma variacional satisfazendo Q(to,to,xo) = I, temos que

W(t,to,xo) s - ¢(t,to,x°)f(t,x°),

para todo t2t , x €D
o 0

Teorema I.2.1 : (Formula integral de Alekseev)

Consideremos os sistemas de equagoes diferenciais.

(I.2.1) % = £(t,%)

o

(1.2.2) ¥ ='f(t5y)fg(tgyt),

onde %;f(t,x) e continua em JxD e g(t,y,) e continua em

JxCc®, Seja y(t,to,wo) soluéio de (1.2.2) com'fuhggo ini-
cialywo em t=t . Suponhamos que y(t;to,wo) existe em

- n - S .
[to-T,t), woeC » t <ti® e que x(t,s,y(s,to,wo)) existe

em [to,?) para todo s, t05s<fsw
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Entao para todo t,tostéf , temos

Y(t,to,¢o) = X(t,togwo(O)) +

t
Qo ¢(t,s,y(s,to,¢o)) s(S.ys(to,wo)) ds

Prova:

Pelo teorema da diferenciacao composta, temos

%; x(t,s,y(s,to,wo)) - %; x(t,s,y(s,to,wo)) +

+ %; x(t,s,y(s;to,wo)) . 9(8,to»wo) =

w(t339Y(39t°’w°)) +

+

¢(t.8.y(s,t°,wo)) - F(s,t P )) =

¢<c,s,y<s,co,wo))c&(s.co,wo>-f<s,y<s,£°;wo>J-
=b(ts,y(s,t_,¥ ))a(s,y (£t ¥ )) .

Logo
%;x(:,s,y(s,to,wo))-@(t,s,y(s,to,wo))s(s.ys(to,wo)),

Integrando de toﬁa t, resulta
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1F S %5, v0e,t,,0 007 ds =

t
i) @(t,s,y(s,to,wo))vg(s,ys(to,wo))ds

portanto

x(t:t’Y(t’to,wo)) = x(tstovy(to’toiwo)) =

t
= éo ¢(t,s,y(s,t°,¢o))s(s,ys(to,wo)) ds

Cono

x(t,t,y(t,t 5P )) = y(t,t ,P.)

e Y(to’to9wo) = wo(O)
concluimos que

Y(t,to,wo) - X(t,to,¢o(0)) +

~

+ IE e(t,e,y(s,t,0 00805,y (t ,P)) ds
o

0 que prova o teorema.
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Capitulo II

Equivalencia Assintotica

II.1 - Teoremas sobre equivaléncia assintotica

Estudaremos aqui a equivalencia assintotica en-
tre um sistema de equagoes diferenciais nao linear ndo per
turbado e um sistema de equagoes diferenciais funcionais
perturbado nao linear.

Antes daremos algumas definigoes.

Denotaremos por C=C([-71,0],R) o conjuntb das fun
coes continuas definidas em [~-T,0] com valores em R, e por

C+ --c([—T,O],R+)

Seja p>0 uma dada constante e

Cp = {PeC,  tal que |wlo<p}

Consideremos a equagao diferencial funcional
(II.1) % = w(t,x,)
onde weC(JxC,R)

Para cada elemento weCn definimos a norma eucli

diana de Y como segue :

9| (e)| = [w(e)| , =-t<0s<0

temos que [P]eC,
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Pefinicao IX1.1l : Seja weC(JxC,R). Dizemos que

w(t,)) € nao decrescente em Y para cada t fixo, teJ, se

dados wlpwzec con lwll < Iwzl tivermos que w(t,wl) <

< w(t,w2>

Definicao II.2 : Seja r(t,to,wo) solucao de
(II1.1) definida em [t _,t_+a). Se qualquer outra solu -
cao x(t’to’wo) de (II.1) definida no mesmo intervalo

[tO,to+a) satisfaz a desigualdade

x(t,to,wo) < r(t,to,mo), para tefto,to+a)A

entao, r(t’to*wo) ¢ dita solucao maximal de (II.1)

Observacao II.l : De maneira analoga, defini-

mos solugac minimal de (II.1)

Teorema II.1 : Seja weC(JxC,R) e w(t,¥) &

nao decrescente em ¥ para cada t fixo, teJ,. Entao da-
da uma funcgao inicial woeC no instante t=t , existe
@,>0 tal que (I1.1) admite uma unica solugao maximal

r(t,to,wo) definida em [to,to+a1)

Prova : e dada com detalhes em [8], teorema

6.9.3, pag. 36.

0 teorema seguinte generaliza o teorema 1 de
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Viswanathan, [13], onde ele trabalha comn equagEo dife-

rencial ordinaria e usa a té&cnica das aproximagoes su-

cessivas.

Teorema TI.2 : Seja meC(Cto-T,t°+a],R+) sa-

tisfazendo a desigualdade

m(t) s P _(0) + f: w(s,n) ds t Stst _+a
(]

onde wec([to—r,t°+a] x C+,R+)

Suponhamos que w(t,¥) seja nao decrescente em Y para ca
da t fixo, te[to,t°+a], e que r(t.to,wo), com woecp ,8e
ja a solugao maximal de (II.1) existindo para tZto.

Entao existe a>0 tal que m swo implica que
o

] +
m(t) s r(t,to,wo) para t _stst +a

Prova :

Definimos yeC([to-T,t°+a],R) como segue

Y (t-t ) R t_-TStst
y(t)- (o] o o o
¥, (0) » £ Stst +a

Entao w(t,y,) ¢ uma funcao continua de t em
[to,to+a] e, portanto, Iw(t,yt)|sM1
Mostraremos que existe uma constante

be (0,p~- wo(O) ) tal que
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Jw(t,¥) - w(t,y )[<1
para te[to,t°+a], WeCp e IW—yt|osb

Suponhamos que isto nao seja verdade. Entao pa-
¢

ra cada k = 1,2,..., existiria t elt _,t +al e Wkeép tal
l »
que IWk ytklo<f e ainda
Iw(tk9wk) - w(tk’ytk)lzl

Escolhemos agora uma sub-sequencia {tk } tal
o P

que exista‘'o lim t =t e temos uma contradigao da conti

Paoo p 1 ’

nuidade da w em (tl,yt )
1

Segue agora que |w(t,¥)|sM=M_+1, para te[to,t°+a],

1

wecp e ’W—yt|osb

Seja M =  sup |w(t,mt)|
t Stst +a
o o =

Seja M = max{M,#}

Escolhemos a-min{a,g}
M

Seja B o espago das funcgoes continuas de
[to—r,to+a] em R_, com a norma do sup. e, portanto, B e
um espago de Banach

Seja ScB definido por

(i)x(t)nwo(t-to) R to—TStSto

S=JxeB tal que:(ii)Ix(tl)—x(tz)|$ﬁ|£1ft2|,tl,tze[to,t°+a]>

L (iii)x(t)zm(t) , te[to,t°+a]

Vamos mostrar que S ¥ @
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wo(t—to) s S€ to-rststo
Seja x(t) =

t _
wo(0)+ft° w(s.,m.’)ds » 8e t Stst + a

(i) x(t)‘f wo(t—to) » to-TSESE

1 ty :

(i1) [x(t)) - x(t )| = |/, " w(e,myds - /, © w(s,m )ds| =
t2. . . ;2 S tz

-lfil-w(s.mi)dsl < lél -lw(s,m.)ldsl < Iftl fds | <

N ' .
. 2 -
s]ftl ﬂd?] - Mltl-tzl,tl,tze[to,to+a]-

(iii) x(t) = woco>+x: w(s,m)ds 2 m(t) , telt_,t +al ,
o

por hipotese
Logo S # ¢

Mostremos agora que S & convexo
Sejam f e g €S. Vamos mostrar o segmento que li
ga f a g tambem pertence a S, isto e, h(t) = Af(t) +
+ (1-2)g(t) € S, 0SAsl e te[to-t,t°+a3
(1) h(t) = Af(t) + (1-A)g(t) = AP (t-t ) + (1-1)P (t-t )=
- wo(t-to), to-rs:sto
(i1)  |n(e))~h(ey) | = [AECE )+ (1-R)g(t))-AE(t,)=(1-A)g(ty) |5
S £(e)=£(e,) [+ (1-2) gt -g () [sM]t -ty [ e ,t, e

+
[to,to ol

(iii) h(t) = Af(t) + (1-N)g(t) 2 Am(t)+(1-A)m(t) = m(t) ,
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.+
t ¢ [to,to o]

Logo, h{(t) = Xf(t) + (1-2)glt)es
e, portanto, S & convexo

S & fechado.

De fato, seja X, € 5 e x ~anif x em B, lego -
x, * X pontualmente. Para mostrar que x € S, basta pro-
var a condigao (ii) pois as condigoes (i) e (iii) estao
trivialmente satisfeitas.

Como X, * X pontualmente, temos que

xn(tl) > x(tl) e xn(tz) -+ x(tz), qualquer que sejam tl’t2€

[to,to+u], temos que

lxn(tl)-xn(tz)lsﬁ !tl-:zl

passéndo ao limite temos :
fx(ty) - x(t,) | € Mey~t,]|

e, portanto, (ii) esta satisfeita. Logo S & fechado.

As fungoes de S sao equicontinuas. Para isto ,
devemos mostrar que dado £>0 e arbitrario e dado by €
[to-T,to+aJ existe S-S(E,tl) > 0 tal que |t—t1l<6===>

lx(t) - x(tl)l<e, qualquer que seja x ¢ S~

Para ty € [to-T,toJ temos x(t)= wo(tw?o) e
x(tl) - wo(tl-to) e, portanto, dado €¢>0 e arbitrario e-
xiste 6=6(€;t1) tal que It-tll<6==>|x(t)~x(t1)[<e » qual
quer que seja x € S, pois |x(t)-x(t1)| = lwott—to) -
wo(tl“to)l e & continua

Para ty « [to,to+a] temos que @

[x(t) - x(tl)] < ﬁlt~tll
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logo, basta tomar 8=c/M

As fungoes de S sao uniformemente limitadas.

De fato para qualquer x ¢ S, temos :

- S e ™ - 1
se t TSthto x(t) wo(t to)sp » pois woecp

se t _Stst +a -=>Ix(t)l—|wo(0)| sIx(t)—wo(O)l-lx(c)-x(to)ls

- - o - —b i}
let—tolsMIto+a tol = Ma < Mﬁ b

logoe, |x(t)] s b+p_(0)<p-9_(0) +9y _(0) =»p

Portanto, pelo teorema de Ascoli, S € compacto.
Definimos agora uma aplicagao T em S como segue:

Para cada elemento x € S, seja
(1) (Tx)(t) = @ (t-t ) , t -Tstst

(ii) (Tx)(t) = wo(0)+f: w(s,x_)ds , t stst +a
(o]

Para cada x €S e‘te[to,to+a] ,, temos

|x(t) - x(to)l -:lx(t) -wo(O)l < ﬁlt—tol < Mos<h

- _ < ]
entao |xt ytlo b e xteCp » pois

lx, -y | = sup |x(t+8) - y(t+8)| =
£ tho -T<6<0

quando t+8st =~ temos que x(t+8) = y(t+0)==>[x(t+6)-y(t+6)=0

portanto so interessa quando t+92tb==>t°-tseso

= sup |x(t+0)-y(t+8) = sup |x(t+0)-y(t+8)]| <
t ~t<8<0 t <t+0st
) o
< sup lx(t+6)-y(t+6)| =
tost+65to+a

fazendo t+é = S



= sup  [x(s)-y(s)[=  sup  [x(s)-P (0)] s D
t Ssst +0 t ssst +0
(o] (o] o (o]

Vamos mostrar que X, € Ep; temos que |x(t)]|sp

t

X - sup
togo, Ix, |, = _ 2iZolx(er0)]

- + +H~-t
se to T Sto BSto, temos x(t+H) = mo(t 6 Lo)

e como woecp , temos que xteCp

se t St _+0<t _+a, temos que |x(t+6) |<p e portanto, Xtecp

Portanto w(s,xs) & continua em s e Iw(s,xs)ISM
para t <sst +a , logo a aplicacao T e bem definida em S.
Mostraremos que T & continuo
Para t_-T<tst
) 0o
(Tx)(t) = wo(t-to) e, portanto & continuo

Para t _stst +o
0 o

(Tx) (t) = wo(O) + afvw(s,xg)ds, tambem & con-

o
tinuo.
. -~ . n oo
De fato, consideremos a sequencia {x (s)}nzlch
fungoes de S que converge uniformemente para x(s)eS en

~ -~ . n,®
-T,£t +al. En equen converge para x
[to st ] tao a sequencia {xs}nHI ge pa) g

em Cp uniformemente em &e[to,to+a] pois :
Seja o conjunto V={xzeép,neN, se[to,to+a]}
Pela propria definigao de V, temos que V & uni
formemente limitado.

Mostremos que V & equicontinuo

|x3€8,) = xg(8,) [=]x"(s+0,)-x" (s+6,) |<H|0,-0,]

se s+B, , s+8, € Lt ,t +al . Logo, dado €>0 e arbitra
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rio existe 61-6“1(5) tal que |el-ez| < 61='==>,x:(91)'x:(92)|f<

< e , peis basta tomar 6, = /M,

1

se s+91, s+62 € [tc—T’to]’ temos que
n n
|xg (8)) = x (8,) [=[9 (s+8,-t )-P (s+46,-t )]
como ¥ ¢ continua em [-7,0] e, portanto uniformemente con

tinua, temos que dado €>0 e arbitrario existe 62-62(3) tal

que Iel-ez|<62—->|x2(61)-x:(92)|<e

Escolhendo § = min{61,62} , temos que dado €>0
e arbitrario existe 8=8(c) tal que ]91-62]<6->

Ix:(el) - x:(92)|<s, qualquer que seja x:ev, logo V § e-

quicontinuo.

Entao, pelo teorema de Ascoli, temos que V = &
compacto.
Como xg -323£~>xs , temos que xseV, logo w(s,Y)

¢ uniformemente continua em [to,t°+a]x7 e, portanto,dados

?l,erV e se[to,to*a] temos que dado €>0 e arbitrario e

xiste d=§(c) tal que IWI-WZ|°<6->|w(s,W1)-w(s,W2)|<€
Como xz > xg uniformemente em s, temos que dado

§>0 existe N=N(S) tal que n2N=“>|x:-xs|° < §

Entao dado €>0 e arbitrario existe N=N(c) tal

n € . » - n
que nzNa=>|w(s,xB)-w(s,xs)|<?E::ET:E: , isto e, w(s,xs )

converge para w(s,xs) uniformemente em ss[to,t°+a]

Logo

l(Txn)(t)'(Tx)(t)l-lﬂi w(s,xz)ds-ﬁér(s,xs)dsls
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t € e(t-t )

< &f[w(s,xz)-w(s,xé)lds<ft dg ® ————— <
o o(t°+a)—to (ﬁo+a)—ta

e, portanto, (Txn)(t) ~unif | (Tx) (t)

Logo T & continuo
Mostremos que T leva S em §

Seja x €8

(i) (Ix)(t) = wo(t-to) » L -TSESE
.. t ty
(11)f(Tx)(tl)-(Tx)(tz)I-]fa,w(s,xs)ds—ﬁﬁi'w(s,xs)ds] =

£ t ty -
¥|f£: w(s,xs)dslslﬁ::lw(s,xs)ldslslftf M ds| =

= M Itl-t2|, ty.ty e[t ,t +al

(iii) (Tx)(t) = wo(0)+f: w(s,xs)dszw°(0)+f: w(s,m )dsz
[] [«

2 m(t) , t e[to,t°+a]

A desigualdade wo(0)+f: w(s,x )ds2y (0) +
[o]

+4f w(s,ms)ds e valida pois : x(s)2m(s) , sé[to,t°+a]
)

xs(e) = x(8+8)

N (s+6), pois, por hi-

Se s+6$t°->x(s+9) = wo(sfe-to)Zm .

potese m,2 S 9
°

(o)

Se s+6;t°=">x(s+9)zm(s+6)-ms(6)
Logo Tx € S e, portanto, T leva 8 em S

Como todas as hipoteses do teorema de Schau -

der estao satisfeitas, temos que existe pelo menos uma
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fungao x ¢ S tal que :

(i) (Tx)(t) = x(t) = wo(t—to) » L -TSESE

(i1) (Tx)(t) = x(t) = wo(0)+4;r(s,xs)ds , t Stst_+a

Desde que x € S, o integrando acima e uma fun-
cao continua em s. Entao para t St<t_+a, podemos dife -
renciar obtendo

x(t) = w(t,xt) s toStet +a

Como r(t,to,wo) € solucao maximal da equagao a

cima, temos x(t) < r(t) , t sSt<t _+a

Como x(t) 2 m(t), tOStSto+a , temos que

m(t) s r(t,t_,V) E t, St<t +a

(o)

0o que prova o teorema.

Corolario II.l : Seja m € c(lt -T,%),R,) satis

fazendo a desigualdade

n(t) < wo(()) + ftt w(s,ms)ds, tZto
o

onde w € C([to—T,w)xC+,R+)

Suponhamos que w(t,¥) seja nao decrescente em Y para ca-
da t fixo, te[to—r,w) e que r(t,to,wo), com woeCp seja a
solugao maximal de (II.1l) existindo para t2t .

Entao mt'SCwo implica que
o

m(t) < r(t,to,wo) para t2t
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Prova K

Suponhamos que o conjunto
Z = {tZto tal que m(t)>r(t,t0,wo)}

€ nao vazio e seja t, = inf Z, logo m(tl)nf(tlptoswo) e,

1
portanto t1:¢‘2
Para tst, temos que m(t)Sr(t,to,Wo)

logo m sr, (to"po)

1 5
Aplicando o teorema II.2 em t;s temos que exis

te a, tal que para t e [tl,t1+a1] , temos

m(t) s r(t,t ,¥ )
o que & uma contradigao, logo Z.=.{§

e, portanto,

n(t) < r(t,to,wo) para tzt

Consideremos os sistemas

(I1.2) % = f(t;x)

(I1.3) ¥ = £(t,y)+g(t,y,)

onde x,y,f e g sao vetores nxl, feC(JxD,R™),geC(IxC",R™)
e g levé.conjuntos limitados em conjuntos limitados; on-
de J = [to,w), D & uma regiao do R", tal que fx(tax) e-
xiste e & continua em J x D,

Denotaremos a solugao de (II.2) passando por

X s em t=t , por x(t,to,xo). Seja D, um aberto tal que

Ech e assumimos que para xoeﬁl a funcao x(t,to,xo) exis

te para t2t , Denotaremos por y(t’to’wa) a solucao de
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(I1.3) com fungao inicial wo em t=t

Seja E(DI) = {PeC® tal que w(t)eD1 para qual-

quer tel-1,0]}

Lema II.1 : Se D, & aberto em R entao E(Dl)

& aberto em C%.

Prova: & dada com detalhes em [11], lema 1 , .

pag. 19.

Lema II1.2 : Se DcD entao E'(n""j‘l c E(D)
Prova:
Sejam ¥ eEZDls e wn € E(Dl) tal que wn*-w en

ct. Logo wn(t) € D1 para qualquer te[-1,0]. Como ch 51,

temos que wn(t)eﬁl. qualquer que seja te(-1t,0] ,portanto,
w(t)eflcn, qualquer que seja tel[-1,0], o que implica que

P(t)eD, qualquer que seja te[;T,OJ. Logo ¥ €E(D)

Lema IXI.3 : Sejam D um conjunto aberto de Ran,
£:D+R® & continua e leva conjuntos fechados e limitados em
conjuntos limitados, e x & unma solugao nao continuavel de
x = £(t,x.) em [o-r,b). Entgo para qualquer conjunto fe-

chado e limitado UcD, existe um tﬂ tal que (t.xt)¢ U para

.3

t <t<b
]
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Prova : € dada com detalhes em [6], teor.4.2 ,

pag.17.

Teorema IT.3 : Seja A(t) uma matriz nxn, conti

nua e nao singular, definida em [to“T,w) e D,°D, tal que:

a) JAce)y(e) || <ott) implica qué Y€t) esta em Diy tZtawT R
onde po(t) = p(t,to,uo) ¢ solugao maximal de 5"w(t,ptL
com funcao inicial uoéép no instante t=t existindo em

[te,”), tal que lim p(t) = p_

>0

b) [lace)ece,s,v(s))ale, v Mlsws /oy I para t,sele ,=)

Y(t)eDl, onde w e definida como no corolario II.1.

) [lace)x (e e B9 _C0)|l para t2t_, BeD,

a < > <
Entao para wo’ com HonO P , onde p>p_ e "wQ(O)”.
suo(G), existe uma solugao y(t) = y(t,to,wo) de (I1.3) de
finida para tZto » e para cada tal solugao existe uma so-

lugao x*(t) de (II.2) definida para t2t satisfazendo

1lim A(t)[y(;) - x*(t)] =0

tow

Observacao IT.2 : |[[aA(e)y(t)]|]| sp(t), tzt -1 , a-

carreta que HAtytHSnt, onde HAthH(e) =||A(t+8)Y(t+0)]|] e

ainda, fa; v, s o, =u
0 [o] [<]

(o]
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Prova do teorema II.3 :

Usando a formula integral de Alekseev podemos

representar qualquer solugao y(t) de (II.3) por :

y(t) = x(t,;o,wo(O)) + 41 ¢(t,s,y(s))g(s,ys)ds, pa-

rat € [to,t+)

Temos

At)y(t) = A(e)x(t,t ,¥ (0) +

+ Itt A(t)¢(t,8,}'(8))8(8.ys) ds
(o]

logo

ACe)y (o) [l < flale)x(e,e 0 (O] +

+ f:”A(t)¢(t,s,y(s))g(s,ys)Hds <
o

< P, (0) + ft:W(S.HA

syBH)dSSuo(0)+a;)w(leAsys“)ds

portanto,pelo corolario I1.l, temos que

laCt)y(e)|| sp(t) para telt -7,t,)

+

logo pela hipotese (a) temos que y(t)eD1
Agora precisamos mostrar que t =° , para isto

mostraremos que y(t) & limitada em [to-T,t+). Vamos su-
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por que nae, entao existe t *t, tal que Hy(tn)||4L*°° ,quan-
do n*» , logo existe uma constante L>0 e existe n, tal
que |ly(t )|l 2 L>0, para n¥n_

Vamos mostrar agora que existe K>o tal que

Kllyce DI s face dyyce )l

que & equivalente a moestrar que existe K>o tal que

y(t )

R < ace yxee I, onde'x<t ) = ——
noon T Iy

Supenhames que nao exista K>0 satisfazendo a afirmagaoc a

cima, entao existe uma subsequéencia {tn } tal que

IXCRBEICHSY Y
J J

Consideremos por comodidade nj-n° Existe uma subsequéen -
cia {t_ } tal que x(t_ )+x_, portante
n n, o ,

HA(tnk)x(tnk)|| > llace )= [ =0

como 'A(t) e nao singular, temos que x,=0, o que e absur
do pois X, pertence a circunferencia de raio 1. Portan-
to y(t) e limitada em [to-T,t+), entao existe R>0 tal
que ”y(t)” s R, para te [to—T,t+) o que implica que

”yt‘l £ R, para te[t;,t+)

Se t+<“ tomamos t:°<b<t:+ e o fechado

[co,b] x (fRnElnlﬂc [to,t+) x E(D)
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Loge, pele lema I1I.3, temos que t, = bt

Como lim p(t) = p_e p(t) &€ nao decrescente
)

pois sua derivada e poesitiva, temes que para £>0 exis-

te um T tal que quando T StIStz, temos O<p(t2)~p(t1)<e

Consequentemente

t t .
f;fHA(:)¢<t,s,y(s>>g(s,ys>udss.qﬁf w(s,|lA,y Ihds<

t : A e e
s 1.2 wis,p)ds = p(t,)- o(E]) ke
1

pertanto

ﬂ? Q(t,s,y(s))g(s,ys)ds existe e converge uniforme
°

mente. .

Agora

A(t)y(t) = A(t)[x(t,t_,P (0) + | .

+ . 9(t,s,y(s))g(s,y )ds]-
) !

- A() S #(t,s,y(s)) g(s,y )ds

Entao

ACe)y(e) = x(t,t_,9_(0)) - J &(t,s,y(s))g(s,y )ds] =
-]

= -A(t) S 0(t,s,y(s))g(s,y,) ds

portanto
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”A(t)[yct)_x(tftoswo(o))'ﬁ: Q(t,s,Y(S))s(s,Ys)dBJH s

< S late)ece, s, y(s)) g (s, y Ol dss ST wis,|la,y, IDds s

< 4? w(s,ps)ds = Py = p(t)+0 quande t*“l

Resta mestrar que
x* () = x(t,t ,0 (0)) + IZBQ(t,s,y(s))g(s,ys)ds

¢ solugae de (II.2)

Temos :

(2.1) x(£,T,5(T)) + [ 8(t,s,y(s))g(s,y )ds ~ x*(t) =
<)

= di [%; x(t,s,y(s))] ds

(2.2) fT

T g x(t,8,5(8))7 ds = f] ¢(t,s,y(s))g(s,y,) ds

o o
(2.1) e valida, pois :

41 [$s x(t,8,7(s))1ds = x(t,T,y(T)) - x(t,t P (0))=

- x(tQT:y(T))_x(tvtoswo(o))"f: @(t,s,y(s)g(s,ys)ds +
L .

+ ﬁ? ¢(t,s,y(s))g(s,ys)ds-x(t,T,y(T))—x*(t) +
o

+ 17 4(t,8,7(s))g(s,y,) ds
o
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(2.2) e valida, pois :

)
8

Qi S x(t,8,5(s))1ds = 123[3— x(t,8,y(s)) +

2ls

+ %; x(t,s,y(s)). lds =

- 4? [-8(t,s,y(8))f(s,y(8))+d(t,s,y(s))y(s)]lds =

[

= 1 oCt,s,y(8))[§(s)-£(s,7(s)) 1ds =
o

T
- fto <I>(t,s,y(s))g(s,ys) ds

portanto de (2.1) e (2.2) temos que :

x*(t) = x(t,T,y(T))+)] ¢(t,s,y(s))g(s,y)ds -
o

- Q? ¢(t,s,y(s))g(s,y )ds
o]

logo quando T+» temos que x(t,T,y(T))»x*(t) uniformemen" :
te para t pertencentes a intervalos compactos

Tambem

(2.3) f(t,x*(t))-f(t,xct,to,wo(O) =

= 1lim /T [%; f£(t,x(t,s,y(s)))] ds

T tb

(2.4 1im 4[5 £(8,x(6,8,7()))1 ds =
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= lim f;r fx(t,x,(t,s.y(s)))‘P(t.s,y(S))s(S-ys)ds
T+ o

uniformemente para t em intervalos compactos

(2.3) e valida, pois:

[T 05 £(t,x(t,8,y(8)))1ds = £(t,x(t,T,y(T))) -
[~

- f(t,x(t,to,d)o(o)))
portanto

lim gf [%; £(t,x(t,s,y(8)))]ds = lim[£(t,x(t,T,y(T)))-

T+ o T+
-, x(t,t 5,0 (0)))I=f(t,x*(£))-f(t,x(t,t ,P (0)))

(2.4) e valida, pois:

}f;[%; £(t,x(t,s,y(s)))lds =

" L (tax(E 8,5 ()0 x(e,0,5(0)] ds -

=y £,(t,x(t,8,7(8)))0(t,5,(s))g(s,y,)ds
o .

portanto

lim /T S f£(e,x(t,s, ds =
'r-t: t, Ty (t,x(t,s,y(s)))1ds
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= lin f7 £ (t,x(t,8,7(8)))0(t,8,y(s))g(s,y,)ds
T+ "o 8

logo por (2.3) e (2.4), temos

Je £ (t.x(t,8,y(5)))0(t,8,y(s))g(s,y ) ds =
]

= f(t,X*(t)) - f(t’x(t,to’wo(o)))

Portanto

k¥ () = &(t,t_, 9 (0))+f [gre(t,s,y(s))g(s,y ) 1ds =
(]

*
= f(t,x(t,t°,¢°(0))) +

I, £,.(t,x(t,s,y(8)))0(t,5,y(s))g(s,y ) ds =
(o]

=£(t,x(t,t_,P (0)))+£(t,x*(£))-£(t,x(t,t_,P (0))) =

= £(t,x*(t))

Logo x*<t>-x<=.co.wo(0)>+ﬁ:°¢<:,s,y<s>)g<s.ys>ds

e solugao de (1I.2)

O teorema acima generaliza o teorema 1 de [3] ,

onde as equagoes consideradas sao :
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X = f(t,X) e ? - f(t:}')"'g(ts}')

0 lema seguinte & necessario para a prova . do

teorema II.4

Lema II.4 : Consideremes a equagao

(2.5) & = w(t,r,)

onde weC(J#C*,R+) e w(t,¥) érnio decrescente em YeC_ pa-

ra cada t fixo, teld

Entae as seguintes condigees sao equivalentes :

(A) dada qualquer fungae inicial ¥, €C,, existe TO-T°0%2>
>0 tal que a solucae maximal p(t,T_,9,) de (2.5) e limi-

tada em [TO,W)

(B) dade qualquer numero real p,>0 existe solugao r(t)

de (2.5) em algum intervalo [tl,w) tal que

lim r(t) = P
" oo

(c) fmw(s,M)ds<w , para cada M>0 real
Prova : & dada com detalhes em [12], lema II.2.

0 teorema seguinte € a reciproca do teorema II,3

Teorema II.4 : Sejam satisfeitas as hipoteses

do teorema II.3. Entao para qualquer solugao x(t) de
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(II.2) a qual existe para tzto e tal que x(to) esta em
D,, existe um t,2t e uma solucae y(t) de (II.3) para

t2t1 tal que

lim A(e)ly(t) - x(t)] = 0

t-hoo

Prova : Comecemos construinde uma sequencia de
solucees de (II.3) a qual e unifermemente coenvergente em
sub-intervales compacteos.

Come lim p(t,t_,¥_ ) = p, pele lema II.4 temos
- o’’o |

que fww(s,u)ds<°° para M>0 real

Se 0<0<pw-¢°(0), e possivel escolher t 2t su
ficientemente grande tal que

f:; w(s,o+y (0))ds<o-

Para cada inteiro n2t seja Fn o conjunto das

1’
v(it) = A(t)y(t), onde y(t) sao continuas, de [tl,n] em
R® satisfazendo |[v(t)|| < ¥,(0)+0  para t,stsn

Primeiramente mostremos que (II.3) tem uma so
lugao v, em F .

Definimos um operador S em Fn por :

(5v) (£) = BCE)x(e)+[5 A()0Ce,5,87 (s)v(s))g (5,8, v, )ds

para t,stsn

Mostremos que S & continuo.
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. my*® -~ ~

~Seja {r }m-l sequencia de fungoes de Fn que

converge uniformemente para TeF  em ﬁtl,n]. Entao a se-
- L4 a w ) - "

quencia {r?}m-l converge uniformemente para rteG(ET,Ong)

em [t1+T,n]. Seja €>0 e arbitrario e Tl-Tl(e)Zt1 + T

suficientemente grande tal que:

fr"flws.owo(on ds<g

Temos que :

Il(se™) Ce)-(se) (o)l =llACe) x (L) +

+ S5 AR)eC, 8,07 (8) ™ (a))g(s,n] " 1) ds -

-4 (e x(e)=LE8(E)0(t, 8,07 (s)x(s))g(s,8, x Y || =

=l sF Ao oce,8,87 () x™(s)) g (5,8 " €T ) -

- 0Ct,8,87 () r(s))g(s,A 0 x ) dsl <

< f: lace)t °(t’3vA-l(B)rm(s))g(s,A;Irz) -

1

- o(t,5,87 () (s))g(s,a]0 )]|ds <

1 rm )y -

Sf:” A(e)C ¢(t,a,A—1(s)rm(s))g(s,A; .
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o(t 8,47 (s)r(s))g (s,  x )][ds =

T -1, \.m -1 m
e laced)r o(t,s8,0 “(s)r (8))g(s,A "r ) -

¢(t,s,A—l(s)r(s))g(s,A;Irs)H ds +

+

S lIaCe) CoCt,s,87 ()™ (s))g(s,07 ™ -
1 8 8

o(t,8,07 (s)x(8)) (s,  r )| ds
Temos que :

rrllace) toce,s,07 () r™(s))g (s, A7 D) -
1 8 s

- ¢(t,s,A-l(s)r(s))g(s,A;Irs)H ds <
s Iy lIaceroce,s,a7 () r™ () ) s,A ™) || s +
1
+ Q:NA(s) o(t,8,07 (s)r(s))g(s,A] r )ds s
< f;lw(s,Hr: ) ds + f;lw(s,||r8||)ds <

<2 L:;w(s,o*wo(O))ds < %

pois " e reF , portanto || ™ (s)|| = P, (0)+c e le(s)| s



swo(0)+o o que implica

”rzll <9, (0)+0 e |lx ll s 9, (0)+0

e w(s,¥) e nao decrescente em Y para cada s fixo.

A integral

T1 -1, . m -1 m
57 l1ace) Doce,s,87 " (a)r™(s))g(s,A "r ) -

- 8(t,s,A M (a)r(s))g (5,8 x ) lasss

unif m unif >

Sr

. m
pois, come r (t) ¢ ¢

> r(t) em [tl,n], r

em [t1+T,nJ e como ® e g sae centinuas, temes que

¢(t’3,A—1(8)rm(s))g(s’A;Ir:) unif S

unif S ¢(t’s’A-1(s)r(S))8(8’A;1 rs) em

[t1+T,n]

Portante dade €>0 e arbitrarie existe

N-N(e,tl,Tl) tal que para todo m2N temos

H¢(t,s,A-l(S)rm(S))g(s,A;Irz) -

~8(t,5,07 () x(s))g (s, A )| ¢t
2M(T1-t1)
onde M = sup hace)||

te[tl,Tl]
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pertanto

Ty -1 -1
St 1a(e)T0(e,5,87 ()x"(s))g(s,A " 1) -
-¢(t.s.A-I(S)t(s))g(s,A;Irs)Hds <
| -1, \.m -1.m
s f o lace) ]l lloce, 8,87 (8)x™(s))g (8,8 "D -

-°(t.8.A-l(s)r(s))g(S.A;lrs)”ds <

T, . lace) [l (T, -6)
< sl A“’HEETT;=E;Y ds = g <
1 71
MC(Tl—t) e
< € -
EMZTI-t5 2

para mZN(E,tl,Tl) e tEEtI,TIJ

portanto

Hese™) (e) - (sey (el <

N m
+
N} ™
(]
®

para te[tl,TlJ e mZN(E,tlTI)

lego (Srm)(ﬁ) unif (Sf)(ii en [tl,n] s, pertante, S e

L
continuo.

S leva F em P .,
n n

De fato, seja veFﬁ,
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H(Sv)(t)-A(t)x(tﬂl-ﬂﬁ:A(t)¢(t,s.A_l(s)v(s))g(s.Aglvs)dsns
<IPI8Ce) o (e,s,07  (8)v(s)) g (8,8 v )l ass Pucs,lv, [V ds <

<A w(s,?_(0)+0)ds S O

pertante
1(sv) (B)]|sla (e) = (e)] +a<p, (0) +o
leoge S?nC§n

As fungoes de SF, sao uniformemente limitadas

pois, ceme SFnCFn, temos que se veSF;#van e, pertante

lvll < 9, 03+

Vames mestrar que as fungees de SF_ sae equi-
centinuas em cada pente de [ty,n]

Para cada veF , definimos a fungae

2(t) = A"1(e) (sv) (¢)
logo

2(t) =A"L(e)rA(t)x(t)+

1

+ 4:A(t)¢(t,s,A—l(s)v(s))g(s,A; vs)ds] =

= x(t) + [F0(t,5,07 (s)v(8))g (5,8, V) ds

portanto
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2(E) = %(£)+0(e,t,A7 () v(£))g(r,A  v,) +

+4:fx(t{x(t,s,A_l(s)v(S)))¢(t,s,A-l(s)v(s))g(s,A;lvs)ds'

=£(t,x(6))+g(t,7, ) +I5E (£, x(,855(8)) 0Lk, 8,5(8) Ialsy) ds
pois : x(t) = f(t,x(t))
é(e,t,y) =1
#(t,s,y) & matriz fundamental de a=f (t,x(t,s,Y))u
2 L(s)v(s) =y (s)

eAsvl-yl

Como f(t,x(t)),g(t.yt) sao continuas e, portanto, sao li-
mitadas em [t,,n] e alem disse £ (t,x(t,s,y(8))),

o(t,s,y(s)) e g(s,ys) sao centinuas, temes que

f:fx(t,x(t.-.y(s)))¢(t,s.y(s)>g(s.ys)ds

e continua e pertante limitada em [t,,n2

Lego f(t,x(t)),g(t,yt) e
[ £,(t,x(t,8,7(s))) 0(t,8,7(s))g(s,y,)ds

sae uniformemente limitadas en [tl,n] . Pertante z(t) e u
niformemente limitada em [tl,n]. Lego o conjunto de to-
das as z(t) & equicentinue em [tl,nJ

Para ver que as fungees de TFn sao equicontinuas

em tedos eos pontes de [tl,n] consideremos ; , g

15y (&) = (5v) (e )l =flate ) 2 (e ) -Ale ) 2 e | =

s
>



=|laCe, )Lz lt,) 2 () I+IA L, ) <A e ) Ja (L) i =

sllACey) Lz ley) -2 (e ) II+/TACE,) -ACe ) T2 ()|

onde t t3ett1,n]. 0 lado direitec da desigualdade acima

2’
pode tornar-se tac pequeno quanto se queira em virtude &
equicontinuidade da familia z(t) e da continuidade de
A(t}, & portanto a familia SFn e equicontinua em cada pen
to de [tl,n] .

Como todas as hipoteses do teorema de Schauder
~-Tychonoff estao satisfeitas, temos que a aplicacgao &Fn*

*Fn possui pelo menos um ponto fixo enm Fn’ o qual denota

remos por v, A funcao yn dada por :
yhee) = a7hee) v ()

e solucao de (II.3) em [t,,n] pois

vRe) = AThe)vPee) = AT e)A(e) k() +

+§: ¢(t,s,A~1(s)vn(5))g(s,Aglvg) ds] =

= x(t) + S5 0Ct,5,87 (s)v (s))g (5,0 WD) ds

logo
(2.6) FP(O)=x(E)*+0(e,t,07 ()™ (£))g (e, 07 vE) + L

+IEE (t,xCt,8,07 (8)v™(8))) 8k, 5,67 () v (s))g(s,8 v D) ds=
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=£(e,x(t)) + glt,y}) +

+ G:fx(t:x(tyssyn(s)))Q(t9s)yn(s))8(8’y§) ds

Temos :

(2.7) f(c,x(t,c,y“(t)))-f(t.x(t)) -

= G:[%E £(t,x(t,s,y (s)))] ds

(2.8) L7057 £(t,x(t,s,y"(s)))] ds =

= 4f fx(t,x(t,s,y“(s)))¢(t,s.yn(S))[i“(S)-f(s.yn(S))st

(2.7) e valida pois :

4:[%; F(t,x(t,s,y (8))))ds = £(t,x(t,t,t"(t))) -

- £(t,x(t,n,y"(n))) = £(t,y"(t))-£(t,x(t,n,y"(n))), pois

x(t,t,Y) = Y, portanto resta mestrar que x(t)-x(tﬂyfkn))

Sabemos que x(t»,to,yn(tc))-x(to), isto &, € a solugaoc no
ponte t°, lego para t=n, temos :

x(n,n,y" (n)) = x(n)
lego, pela unicidade, temos que :

x(t,n,y"(n)) = x(t)
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e, portanteo, f(t,x(t,n,yn(n)) = f(t,x(t))

(2.8) e valida peis

gf[%; £Ct,x(t,s,y"(s)))1ds =

150 (e,x(t,8,y"(8))) $5 x(t,5,y"(s))1ds =

f:fx(t sx(t ,s,yn(s)))[%-;x(t,s pyn(s)) +

e CU O TR O
y

ﬂ: fx(t,x(t,s,yn(s)))°(t,s,yn(s))[ﬁn(s)—f(s,yn(s))]ds

Logo por (2.6),(2.7) e (2.8), temos :

FoCE) = £(t,y"(e))-

-f: fx(t,x(t,s,yn(s)))Q(t,s,yn(s)))[yn(s)rf(s,yn(s))]dst

+

BCE,yDI+LT £, (E,x(t,8,57(s)))0(t, 5,y  (s))8(s,y0)ds =

LS

£ty (8)) + glt,yp) -

L5 (e,x(t,s,y"(8)))0Ct, 5,y () I57 (s)-£(s,¥" (s)) -

S(B’Y:)] ds



- 46 -
portante

FU(E)-£(e,y" () - gle,y}) =
= - JF £ (e,x(t,5,5"(8)))0(t,8,y" () [57(s)-£(s,¥" (8)) -
- S(SQY:)]dS

lege

wit)= =[5 £.(c,x(t,8,5"(8)))0(t,8,5" (s))w(s)ds

ende w(t) = 77(e) - £(t,y"(8)) - gt,y™)

Mas isto implica que w0 pela desigualdade"de Grenwall e,
portante yn(t) e solucae de (II.3) em [tl,n]

Seja N um inteire maier que t, e consideremos a
sequencia vn, n=N,N+1,..., de pontes fixes obtides acima.
Temos que

"vn(t)HS¢o(0)+G » peis vn(t)EFn fara t.St<N e a 'ase-

1
quencia {vn}:_N e equicentinua neste intervale. Pele teo
rema de Asceli existe uma sub-sequencia {vnl} de {v"} cen
verginde unifermemente em [tl,N]. Analegamente a sequen -
cia {vnl} e definida em [tl,N+i] para n,2N+1 e e equicen-
tinua em [tl,N+1]. Portante existe uma subsequéncia {v 2y
de {v 1}, cenverginde uniformémente neste intervale. £
clare que ne intervale [tl,N] as duas subsequencias cen -
vergem para o mesme limite. E assim, sucessivamente defi-

nimes uma fungao v em [tl,w) e uma serie de sub-sequeéncias



- 47 -

n n
{v k} ta1 gue {v ky converge unifermemente para v em

n
— 00 -y . cr e
[tl,N+k]. A sequéncia {vn}nnl’ ende v = v | cnentae

cenverge para v uniformemente sebre intervalec: compac-

tos de [tl,“)

- -

Usande a hipetese (b) de teeorema I1.3 & fa-

cil ver que

ﬂTA(t)°(t,s,A-l(s)V(s))g(S.Aglvs)ds

exigte e que

lim /2 ACE)0Ct,8,87 ()T (s))g(s,4] 70 Hds =

N<00
= f:A(t)o(t,S,A_I(S)V(s))g(s.Aglvs)ds

As fungees y (t) = A-l(t)Vn(t) sae selugees
de (IX.3), censequentemente y(t)-A-l(t)v(t) tambem e

uma selucae de (II.3) e assim

A(e) [y (e)=x () 1=ACE) (AT (£)v(e) =% () 1= v(£)=A(E)x(E)=
= A(t)x(t)+ a?A(t)°(t,s,A_1(s)v(s))g(s,A;IVS) ds -

- A(e)x(t) = [TA(E)¥(t,s,5(5))g(s,y, ) ds
portante
A(t)[y(t)-x(t)] tende a zere quand; t+o

peis
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IZHA(t)Q(t;s,y(s))g(s,ys)“ds Sﬁ:Y(s,”ASysH)ds

para t,se[tl,w), e como
N

f:w(s,"Asyslbds e convergééte

temos que
4?w(s,”AsYB”)ds——>0, quande t+®

© que preva o teerema

Come ilustragae segue o seguinte exemple :

11.2 -~ Exemplo :

Consideremes as equagoees diferenciais
(1) % = - %% , x(t) =x_2 0
’ ° o
(2) § = = 5y% + g(t,y) , 9(0) = x
y y Blt,Y, ’ 0 o

A solucae de (1) & dada per

oo=1
x(t,t ,x ) = x [1-x (e-t—e—t05] ’ t2t°20
o’ o ° °

A matriz fundamental deo sistema variacienal ,
3 = (-Ze-tx)z, cerrespondente & selugao x(t,t°,x.) e da

da per :

o(t,t ,x,) = [l-xt:(e_t--a'—t;')]_2
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Notames que ¢(t,t°,xo)S1 para tode t>t_ e x 20
Usande a formula intégfal de Alekseev a solu-
cae y(t)wy(t,tu,wo) de (2) e dada per

y(t)=x(t ,t.,xa)"-f::l‘xe(e*t—e.'s)]'zg(s ,ys)ds

Censideremos A(t)=1 e a equacae de cemparacae

(3) A(t) = w(t,p ) = e~ tp (t=1)

~ » ° 3 2
com funcae inicial u. tal que u.(:.) Xy

Uma solugao de (3) € dada per

P(t) =o(t,) + 4f e 5p(s-1)ds
[ ]

Come p(t)20, para tztozo e p(tl)sQ(tz), t st,, temes que:

p(t)sple ) + [ e ®p(s)ds

e pela desigualdade de Granwall, temos
ft e”ﬁ ds

S p(E) s p(,) et

lege p(t) e limitade, peis 7 e S dsce

Como A(t)=1 e Q(t,to,xo)sl para tZtozo e x.zO

e se |g(s,ys)l5e-sp(s-1)) temos que as condigees do teo

rema I1.3 estae satisfeitas, peis :

(a) |y(e,t .0 )] <|xCt,e ,p (0)) +

+ Q; Ifl-xe(e-t-e_s)]-zf!g(g,ys)lds <



- 50 -~

S xgtly latay)lds <xyel e % (a-1)ds

e pele corelarie II.l, temos

lyCe,ey, DI s o(e)

onde P(t) & limitada, iste €, lim pP(t)=p <=
t-boo

(b) trivial

X
(<]

(e) IX(t.t..xo)l- S x = v, (0)

-t
|1-x‘(e_t-e ]

o
Y

Entao +

y(t,to,wo)-x(t;to,x°)+4;fl-xo(e-t-e-s)]fz g(s,y )ds =

-x(t,to,x°)+dz [1-x°(e't-e°s)J_zg(s,ys)ds -

- f: [1—x°(e"t—e_s)]_2g(s,ys) ds

Seja

x*(t)-x(t,t.,x°)+f:[1-xo(e_t-e—s)]_Zg(s,ys)ds
-]

temos que x*(t) & solugae de (1)
logo:

[Y(t,to,wo)-X*(t)|5f:|g(s,ys)IdsSf:e-sg(s-l)ds -

=P, ~ P(t)*0 quando t*>=
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