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ABSTRACT

This work is concerned with the differential=-difference

equation

x> = - fa<#(t-1>>, a >0
where fa is an odd ‘simple function. We use the concept of
ejectivity to show the existence of nontrivial .periodic solutions
for any o > 0 . By elementary arguments we also lshow the
uniqueness of these solutions for éach a < 2 and the existence of

at least two such s/olut,ions for each a 2 2.
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INTRODUGXO

Este trabalho & um estudo de uma equagdo

diferencial-diferenqa.

@ Xtd> = - £ EXCt=13>

‘onde o campo vetorial é descontinuo <f<x'é uma fung3o simples e
impar) e a > 0 é um parédmetro real. Esta equagdo tem =ido objeto
de interesse nos anos recentes, veja [H,Peters], por exempla.

Inicialmente demos alguns'. fatos basicos da teoria geral
das éfquagifes diferenciais com retaraamento contidos em [Onuchic,N]
e [Hale,JK.] que embora ndo se ajustam perfeitamente a =situagao
de campos descont.inuos serv;em para definir um contexto
- conveniente para o nosso estudo. '
As propriedades especificas de &> =s3o demonstradas

explicitamente.



Nosso ob jaf,ivp ¢ demonstrar, para o estudo de solugdes
periédicas da equagdo fn) a utilidade do método funcional
analitico que depende do conceito de ejetividade, devido a
Browder I[Browder,S.El Ao nosso ver esta é a primeira vez que
esse métodc? ¢ empregado ao estudo de ®d.

No capitulo III usamos argumentos elementares para
mostrar que existe uma uGnica solug3o peridédica nIo trivial, com
condig3o inicial creécente, para 0 < a < 2 e que, a 2 2, existem

pelo menos duas, sendo a = 2, portanto, um ponto de bifurcaq'a‘:'o.

ii
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“GAPITULO I

I ~ 1 - EQUAGXO DIFERENCIAL COM RETARDAMENTO

Sejam R™ o espago vetorial m-dimensional, | . | sua
noyrma e C([a,b],[Rm) o espago de Banach das fungSes continuas
definidas no intervalo [a,bl com valoresr no R e munido da norma
do supremo.

Se [a;b] = [-h,0] para h = 0 ent3o € = CdU-h,0L,R™ e se

ped:bemosllgoll=sup{go(9)s / -h £ 6 €0 >

Definigdo I-1

Suponhamos A 2 O, X:[to-h,t,o-i-A]——» R™ continua para todo

to = [R.

Definimos X, ‘f~h ,0]——»02"' da séguinte forma



xt<e>.‘i‘.?;.f. XCt+83, para t € [t_,t_ + Al @ ~h £ 6 < 0.

Observemos que:

i Xt é continua, isto é, Xt e C,
|

|
ii> A aplicagdo t +— Xt,para t e [to,to + Al é continua.

Definigao I-2 :

Sejam D um conjunto aberto de R x €, D R™  uma

aplicagéo e + = =T -

‘Definimos como equagio diferencial com retardamento a

)
Yo

seguinte equagido.

11> XD = g $3

ObservacCes :

1) Se h = 0 , ent3o a equagdoc (11> é uma equagdo

diferencial ordinaria.



ii> A diferenciabilidade de X em alguns pontos pode n3o

existir, sendo desta maneira convecionado - que a

\

diferenciabilidade =seja tomada sempre = direita, isto & ,

Xy = 9XLL>

dt’

- I = 2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUQJES

Dada a equag3o (1.2 XCtd = f(t,xt) e sajam to»e R,

A>De ¥ed.

Defini.gso I-3 :

A fungBo X e Cdt -ht  + ALR™ & solugo da equag3o

v

(1.2> com fungdo inicial ¥ em t'o se, e somente se:

i X € €, para todo t € [t ,tt + A)
L o’ o



iid X" = ¥
)

Hi> XCL> = £C4,X), para t & [t t_ + Al
Desta forma dizemos que X = X<(to,I> é solugic da’ equagio

<1.2> com valor inicial g em 1’,0 ou simplesmente =olugdo de

ad2> em [t ~h,t Al e X 4,90 = T
o o to ©

Teorema I-1: Existéncia

 Suponhamos D um conjunto aberto de R x € e f:D—s R"
continua.
Se (to,ql) € D entdoc existe uma. solugdo da equagdo

{d.2> passando através de (to,‘ID.

Observagio

Se garantirmos que f seja localmente lipschitziana em



relagdo a segunda variavel ent3o podemos concluir também a

unicidade da solugo.

I-3 Extensio das SolugSes

Seja fD—R" continua e de alguma maneira t.emos
garantida a unicidade de solugBes relativamente ao problema de

fung@o inicial, ent3o as seguintes propriedades s3o verdadeiras.
a) Se X é solugSo da equagdo (12> definida em
[t,o-h,t-0+A] para 0 £ A { o e limitada neste ‘int,ervalo- entdo X &
¥

prolongavel a direita como solugdo da equagdo (I1.2>.

b> Se X é soluciio da equag3o (1.2> definida em [to—h,t*);

para t'o < t7 £ o > limit,ada neste intervalo e ’s'e f leva

subcon juntogs limitados de D em subconjuntos limitados de R™ ent3o



garantimos que t'= ® . Dizemos neste caso que X & limitada no
fgturo.

c> Em geral n3o podemos prol.ongar X como solu‘g'é‘o - da
equagdo (1.2> a esquerda de [to-h,t*), isto é, n3o garantimos a

existéncia de & > 0 e uma fung3o definida em [bo-h-é,t+> que'

coincida com X em [to-h,t+) e ainda satisfaga a equagdo <1.2> -

neste novo intervalo.

I-4 Resultados Importantes

Definigdo I-4:

Sejam E um espago de Banach,M um subconjunto n3o -

vazio de E



/ |

//

Definimoms que M & convexo se para quaisquer ¢ , Y

Y

pertecentes a M, o elemento dado por Ap + UU-ADy pertencer a M,

para todo 0 = X < 1.

condigBes:

Definig3o I-5:

Dizemos K « E & um cone se satisfizer as seguintes

i> K é fechado e convexo..
ii> se p €« K entdo Ap € K, para A 2 0.

iiid> Para ¢ # 0 em E entdo ambos ¢ e -¢p n3o podem

pertencer simultaneamente a K.

Exemplo

Seja K < CQd~1,0),R> onde K={ ¢ € CGd-1,0,R> / (-1>=0

e ¢ & crescente em [-1,0D.

Desta forma K é um cone.



Definicdo I-6:

\

Definimos que K é um cone Truncado se é a intersecgao de

-

um cone com uma vizinhanga conexa da origem.

Definigdo I-7:

Seja K um cone ( ou cone truncado > em E.

i> dado ¢ &€ K, dizemos que ¢ é um vef,or positivo.

ii) Dado ADCAD € E — E um operador se AMCA> n KD »c: K
ent.30 A é chamado um operador positiyo.

iii> Se A & um operador positit_vo «:a exigtir um = vetor

positivo ¢ # 0 tal que Ap = A, A € R” ent3o ¢ 4 chamado

aut.o~vetor positivo de A.

Definig3o I-8:

Um operador A:D(AD— E & compacto se para todo conjunto



o

limitado B de D(AD, o-conjunto A(B) & relativamente compacto em E.

DofinicSo I-9:

O operador AD(AdD— E é complet-amente' continuo- se é

compacto e continuo.

Teoremé I-2 :Ascoli - Arzela

Seja H um conjunto de aplicagﬁes continuas f:U — N onde
U & um conjunto compacto.

Afim que H < CWUN seja relativamente compacto é
rfecessério e suficiente que:

1> H seja equicontinuo.

2) Para cada % € U, o conjunto HD seja relativamente

compacto em N,

Seja E um espago de Banach.



Definigdo I-10:

" Dado M um numero real positivo , definimos os conjuntos

-

!

}eBM={ueE/llull<M} em E,
|

]
X

S=€CueE/ | ul
M

como sendo a esfera de raio M e bola de raio M respectivamente,

Definig3o I-11:

Sejam U < E convexo e u € U.

Dizemos que u, é. ponto extremo de U =se para

quaisquer u, u, < U tal que se u, € { t,u1 + <1-'t,)u2, t & [0,11>
Y

entd3o u = u ou u = u,
) 1 o 2

Definigdo I-12:

‘Dados U < E, u,6 € U e um operador S:U\{uo}‘ —+ E dizemos

que u & ponto e jetivo de S se exizte uma vizinhanga aberta G de

10



u, contida em E , tal que para todo vy e G nNnU com y # u,»

existe n = n¢yd> € N tal que S" yd g @ n U

0 seguinte teorema é devido a R. Nussbaum .

TEOREMA I-3

Seja E um espago de Banach.

.Se U ¢ E é convexo @ fechado S:UNO} —mos U &
completamente continua, 0 ¢é ponto e jetiyo de S e 3 M > 0 /
St = Au, u € U n Sh?‘ implica que A < 1 entido S  tem gm ponto
fixo em U n BM\{O}.

Se U é de dimens3o infinita ou 0 é ponto extremo de U.

entido as condigBes sdo verdadeiras.
O préximo resultado que geometricamente é evidente sera

de grande utilidade.

11



Lema I-1

Seja fila,bl— R definida ponr:

ondea(c(beai,azeﬁ'el}?.

Dados X X, € {a,b]l] com X, < x, temos que:

£Cx d=£Cx D v
min { a ,a0 > < £ max {o ,a >
41 2 XZ'X b 2

Demonstrag3o

Basta considerar o caso x, < ecX x, e mostrar que as

relagdes :

12



fx > = fx D=0 x =) +aac=-xde
2 4 2 2 1 4
min{a ,a > £ o, max {a ,a_» 2 o_ implicam em
1772 1 17 2 2 ,
fix )= fx > & = x ) max {a ,a ), .
2 1 2 i 1772
flx > = fx D2 X = x ) min {a ,a ).
2 1 2 4 1’72

Dai concluimos o lema I-1, uma vez que os casos X, ce

X, > ¢ s3do consequéncias diretas do teorema da média.

13



CAPITULO II

t

Nosso objetivo  neste capitulo é estudar a seguinte

equagao:
U 5{<t> = - fa*(X(t-i)), t 2 0 onde a > O
( ase 0K x <1
1 se x > 1 !
fa<x> =
f <0> =20
a
| £ 0 = - f -0 ‘
ot a
e mais, tomando as condigOes iniciaié no cone.

K={p € C=C(-1,01,RD, / 10(41) = 0 e ¢ & crescente em [-1,0] ),

Observemos que esta equagac pode ser escrita sob a

14



seguinte forma :

[y

X)) = - Fa(xt’), onde, Fa:C--——> R / F‘a(p) = foz<"_><-1))‘

Desta maneira o teorema I-1 Coxisténciad ' naoc se aplica

t

diretamente uma vez que a fungao Fa ) desicontinua em

CpaeC /el =13 e 9

1
e

Na verdade,a fungdo Fa nao satisfag nem mesmo as
condig@es de Caratheodory,que s3o mais fracas.(Veja :Hale pag.B552.

Por isto vamos dar uma demonstraggo Ijvda exist,,énc:ia de
solugles de (10 com condigBes iniciais no cone K.

Uma solugdo de 1) é uma fungdo continua X tal que
satisfaz (1> em todos os pontos onde f‘Ot X=-12> é continua.‘_Nos,
valores de t... para os quéis 'fa(X(t'-i)) 1) -descontinua,)( pode n3o ser

diferenciavel.

18



Teorema [I-1

\

Dada a equagdo (1> com condigdo inicial ¢ € K,existe uma

-

anica solu«;é‘o continua Xd{a,0,p,t0= X<> tal que X°= © e

Xt =-fa(X(t~’.l>), qtp,para 0 £ t < o .

Demonstrac3ao:

A demonstragao deste teorema ¢ feita por recorréncia.

Se P

]

0,‘ lembrando . que fa(O) = 0 temos, que
X<(,0,0,t.> = 0 para t < [-1,00.

Seja p € K, com ¢ Z# 0.

Encontremos primeiramente solugdo (1) para t <l0,11 a

qual denotaremos por X‘(t).

Suponhamos que ndo exista & ; 0 = 6 <1 tal que

16



pC=8> > 1, dait  X'cwd -, X WD, b e 0,1 -

v

W=1> e [-1,00 o X(t=1> = pt=1d> < 1 == £ =1 = o
t € [0,1> == X' D> = -a ,t e [0,1D — X'CtD = 0> - aktd ,
t e [0,1).

Caso exista &, 0 £ & < 1 tal que p(-8> =1 e p& > 1

para -6 < & £ 0, temos:

Had = - £ X 1>, «  104-6> , mas
1> & [=1,= 8] = X1 = pt=1D £ 1 = ~f KH-1D) = ~a =
XD = o, t e [0,1-8> =Xt = 0> = at para t e [0,1~&1.

X'eed = -f (X(-13), ¢ e [1-6,1>. Mas (t-1> & ¢-6,00
= XCb-1> = pCt=1> > 1. Assim =10 € (~85,00 o -facxu,—a». = -1

— Xd= ~1,b e [1-8,11 = XD = 90> ~ ad1=8> + (1-8> - t ,

t e [1-8,11.

17



Portanto,

. pC0) -~ at, se t ¢ [0,1-8]
X)) =
eC0> + (1-8>U~-ad) - L, se t e [1-6,1]

[

Desta forma X<(t)> é solugiio de (1) para t  [-1,1] onde

Xcbs = | PCEO, se t e [-1,00
X', se t € 10,1]

Lembre-se "." esta  indicando derivada a direita,portanto

mesmo nao sendo X<tD derivavel em todos oz pontosm, ainda assim, a
. »’
equagio X<tD = -_-fa()((t,-1>) estAa satisfeita para todo t < [0,1).

Usando X'¢t> encontremos agora solugdo de 1 para

t < [1,2],a qual denotaremos por Xz(t).

Observacio

x> 6 estritamente decrescente em f0,11 (Xi(t)¢), poi=

18



tem declividade -1 ou -a. ‘ o
Notemos que existem duas possibilidades para x‘cw, isto
&, existe t = 2 e [0,4] tal que X'Z > =0 ou x> > o0,

t <« [0,1).

Caso n3o exista 21 e [0,1) R construiremos Xz(t>

esiritamente decrescente em [1,21 tal que xzcw = —fa(Xi(t-ﬂ),
t e 01,21
Procedendo desta forma suc:e_ssivahente encontramos

XP p-1,p] — R ,p 2 1, do modo que X°Ct> = -f OFMCt-1>

t € [p-1,p] e exista Z1 € [p-1,p] com XP(Zi) = 0.

Definimos X :[0,2‘] — [R  por :
X<ed = X b e [j-1,5 U p-1,2 3, § = 1,2,...p1.

Observemos que nao ha incompatibilidade nos extremos

19



t = j ,pela forma como as fungBes X’'(tD> foram definidas.

\

O mesmo procedimento usado até agora permite estender

XD ao intervalo [-1,2149-1] de maneira que X|=p ~ e
\ [~-1,01]
X seja estritamente decrescente , com declividade
(2 ,Z2 +1]
1”71
-1 ou -a.

Deste modo, X(t,) é solugao de (1> em [—1,21-0-1].

Notemos que se definirmos p = --X2 + ent3o p e K.

Lembrando que f o é impar e de modo completamente
' :
analogo,podemos mostrar que:

3 22’> 214-1 tal que a solug8o XN<(t> de (1) pode ser estendida a

{-1,2 +11,
2
E consquéncia dessa construgio que X(22> =0 e XZ < K.

+1
2

20



A soluglio X<{t> é obtida  por. aplicagBes sucessivas do

argumento acima. Além disso, fica evidente a prova que XD 6
obtida por extensBes sucessivas a intervalos finitos e que essas
|
t
extensBes s3oc uUnicas, donde =egue unicidade de X<, CGoncluindo

assim a demonstrag3io do teorema.

O préximo passo - é estudar a existéncia de solugCes

periodicas.

Denotemos por XD = X{a,0,p¢t.) a soluggo de (1> com

fungfo inicial ¢ em t, =0

Definigdo II-1

Diz~-se que X{> é wuma solugio periddica de <10 com:

periédo fundamental T , e W) = X &G + T , & e [=1,00> (=]

T =min { h> 0/ X+hd = X & ).

21



Podemos notar pela prépria construgdo que a solugio X(tD

3

& oscilatéria,isto é, anula-se em uma infinidade de pontos 21, Zz’

Z_,

3

sey

-

sendo nao negativa em um intervalo [0,21], nao positiva

em [21,22] e assim por diante.

Se ja 22<go) o segundo zero de X{(&,0,p2¢td. Vamos mostrar

que para um ¢ conveniente a solugio ¢é periédica , com periodo

Zz(go) + 1, isto &:

XD

TEOREMA 11-2

Para todo a > 0, existe uma solugao periddica

X(a,0,p3¢L)> de > com ¢ € K , e periodo fundamental

+f = + 1.
Z,41 = 2,0 +1

Demonstrag3do

Sejam M = m&x {1,00 e um opelrador T: KNGO — K

22



onde Ty = XZ Ca,0,p> , p € KNHO> @ TCO> = O,

+1
2

Notemos primeiramente que o operador T estid bem

-

definido , devicio a unicidade de solugdo e verifiquemos que se
p € kN0 entio Tp € K, isto é , T <« K.

De fato,

.V o & KN(O> temos:

€0,0,p5¢-1> 98° X(€2,0,p(=142_+1> = 0,

1> Tpd-1> X

Z +1
2

I
e

dai Tedl-1>
ii> T8> & crescente em [~1.0], pois :

T = X 0,p>¢6> &' XCot,0,pX(6+Z_+1>, & € [-1,01.

2 41
2

Seja t =6 + 224-1, & e [-1,0] = t e [22,22+ﬂ.
Desta forma , basta most.rar' que X<{o,0,p2¢td> = XD,

t e [22,22+1] é crescente.

23



Como dist,<21,22) 2 1 segue que :

t € [2,2HM] == &1 elZ,2]1 = f Xt-1>> < 0,
2 2 1 2 ol v

. 3 > .
boe [2,24) e XA 2 0t € (2,24 = Xy (a,0,p20> 6

2
t

crescente em [-1.0]. [

Portanto por 1) iid temos Ty € K, para todo ¢ € K\{O).

Desta maneira como TC0> = 0 definimos um operador

TK - K.

Observac8es

10 X{a,0,p0¢L) & solugdo periddica de 1> com periodo'

i

fundament.al 22-0-1. se e somente se Tp = p.

2) Para cada ¢ €« K com Il ¢ } > M, temos que ¢ n3o pode

ser ponto fixo de T, pois sendo ¢ uma fungao continua com

=

p(=1> = 0 o > > M , existe um subintervalo [a,bl < [~1,03

tal que pCbd - pdad >b~adM, isto é, a inclinagdo do grafico de

24



¢ neste subintervalo é maior que M.

Em vista da observagg_o 1, para - encontrar soluQﬁeé
periddicas de (1?, basta achar pontos fixos de T.

A observagio 2 mostra que os eventuais pontos fixos ¢
de T tem norma menor ou igual a M,

Vamos trabalhar com a restrigdo de T a um conveniente

subconjunto de K.

Seja 7 = max { a,1 > e definimos o subconjunto convexo

U de K da seguinte forma:

IE)

= - < - < -
Ug=dp aK/ (tm t> S pltdmptt > 5 At -t

com =< t < ¢t =< 0 >

Tomemos :

25



K = |J BUD =
r3 0<%, 3 '

- < _— < -
.{qo e K/ cS(tz ti) < p(t,z) qo(t.i)_ 6B(t2 t,1>,
com 0 £ 6 <1e-1%Xt 5t < O
Observemos que:

id Kf? é fechado em K

De fato:

Seja Qpn)ne[N tal que P, < K{? ep—>p,n — o, é

claro que ¢ < K.

Como p e K =>_=J<sn<os<shsi>/¢h'e<shu'.Dest,a

It

forma, tomando eventualmente uma subsequéncia de & , temos que:
n

A5 WO fDD/SE— S5, n — @
o o n [«]

Dati,

26



- < - < -
cSn(t.z t,‘) < goh(t.2> qoh(t.‘) < §nﬁ(t2 t‘) m@l
- < - - '
5o(t,2 t'1> < go(t2> ‘0“'4) < 60(?(t2 f,‘>, N —) 00 ooonp

P e <S°UI? s  '¢> € K(?‘

ii> K. é convexo.

3

De fato:

Sejamp,weKBeOS‘q’Si.

Como ¢ <« égu(? e w < ézuﬁ” paré algum 61, 62 < I[0,1],
decorre qpe:

5t~ £> < pCt)> - go(t;) < 5Bt LD o

SCt = > Syt > = plt > S 6 (<t~ D

Daf,

27



[261+ (1-5)62](t2-t1) 2 [Ep + (1-8):,4/]&,2) - [Fp + (l-f)w](tR <
< [Eé1+(1-f>62]ﬁ(t2-t1). Notemos éo = [551"'(1‘5)52] < [0,1),
Logo,

Ep + A=y < 6<>U = Fp + 4=y e K

f3 [

iii> T é invariante em relagdo a K{é ;& mais,
TK> < K

Denotaremos T = T .
o K

[£]

Dasta forma para demonstrarmos o teorema II-2, wvamos

relacionar algumas propriedades do operador Ta :Kﬁ;—" K(i nos

préoximos lemas.

Lema II-1

O operador Ta :KB\{O}—-—'-» Kﬂ é& continuo,

28



Domonstragio

Se ¢ € Kﬁ\{o} tal que C0><1 entio )

2 >+t 0,0 == o8 , & e I[-1,01, para toda w numa
1 : ' ’

!

X

vizinhanga de ¢.

Desta forma,teremos que th<w>+1(oa,0,zp)s XZ;_ (IP>+1(a,0,cp)

para todo i € N, donde segue a continuidade de Ta nestas condigles.

Se p € K N> tal que 3 90 e (-1,0] com p<9°> = 41 entdo

3

1

B)lerpeéuﬁc:oméz 7

De fato,
Se & < 1 = p(tz)-p(ti) < (tz-ti) <> 90> < 1 <absurdo,
8 | -

peoig, ¢ € K e «p<9°> = 13,
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Segue que:

- > - -1 < < <
:p(t.z) (p(tID =z 1 (tz t1>, 124 £ ¢ < 0.

1 2
3
Desta forma, se (0 2 1 ent3o existe um .(mico
(2] = [~1,0] tal que (@ > = 1,
Yo S0 e %
Caso a: 8 < 0
Se p— P em K(? entdo para um n suficientemente

grande, 3 9?0 < 0 e da definigao de K », btemos que & — QP,

3

n . n

donde segue a continuidade de Ta'

Cagso b: 8 = 0.
-_— P
Tomemos y numa vizinhanga de ¢ .

id>Se »<(0> < 1 enti3o Ca,0,y0= X Ca,0,p>

th(zp‘>+1 2 <p>+1

ielN = Ta & continuo.
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ii> Se w0 2 1 entdo 3 9?!‘( 0 tal que w(éw) = 1 =« 8

estAa numa vizinhanga de QP , donde segue a continuidade de’ Ta .

Lema I11-2

O operador Ta:K 0> — K é uma aplicagdo compacta.

3 | 3

‘ De fato,

Afirmacdo 1

.TO(CKB\{O}) € uniformemente limitado, pois, pai‘a todo
p e Kﬁ\{o} temos:

‘Ta@(9)| = ‘Tago(e) - Ta<p(-1)| < M le + 1|, devido ao
lema I-1.

Portanto, | Tago I <=M

Logo Ta(K /?\{0}) é um subconjunto de € uniformemente’
limitado.
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Afi rmagao 2

TO((K'ﬁ\{O)) é eé]uicontinuo,pois,para tode ¢ < Kﬁ\{()} temos
|T PO = T pO>] = |X@ +146> - X@ +1+6 | < M |6 -6,],

devido ao lema I-1.
Portanto

Ta(Kﬁ\{OD ¢ um conjunto de € que é equicontinuo.

Usando teorema I-3 (Ascoli - Arzelad temos Ta(Kﬁ\{0}> é

relativamente compact.o.

Desta forma o operador Ta:Kﬁ\{O}——> K (? é uma aplicagao

compacta.

t

Usando os lema II-1 e lema II-2 témos o seguinte

corolario.

Corolario II-1

0 operador'Ta:Kﬁ\{O} — Kﬁ é completamente continuo,
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Lema 11-3

O ponto 0 € K_ é ponto ejstivo de Ta‘

e

De fato,

Seja @ =4p e« C / Il p I < min <o,1>>,(notemos que G é

uma vizinhanga aberta de 0 em C ).

V o€« N K, com ¢ # 0 ,temos I To(go F > min {o,1),izto é,

3

Ta:p & G N Kﬁ'

Lema II~-4

Se existe ¢ e Kl? N SM tal que Ta(p = Ap eont3o A £ 1,

Demonstragio

ComopeKBnSM»lelr’-M e

i Tacp = X 2 4+ 1(c:(,.O,tp)ll < M

2
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Desta forma temos :

{II Taqpilnll Ao I =2 Al o | = AM

I T el <M

Dai,

MM AM & N <1

Desta maneira com o corolario II-1, o lema II-3 e o
Lema II-4 éstamoé aptos a utilizar o teorema I-3 e garantirmos a
exisiténcia de Pf < K(? N BM 0> tal que Ta; = ; ..

Portanto assim fica demonstr;\do o teorema II-2.

Vamos inicialmente analisar os casos para 0 < o =1.

Para isto, demogstremos o seguinte teorema.

TEOREMA 11-3

Seja a equagao 1) XD = - fo‘()((t,-i)),t e 0,00 @€ aa > O
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onde

o, s6 0 { X £ 1
f'(X)={ 1, se X > 14
a
f 0> =0
a v
f X =~ 1 XD
a a
Se 0 < a = 1 entdo existe uma uUnica solugdo X periédica

nao trivial de 1), com - periodo fundamental 22+1 e condig3o

inicial ©<6> = a(g+1>.

Demonstracdo

Seja ¢ € KN\,

X(o,0,p0¢tL> = XD & estritamente decxlescente em ‘[0,21],
onde 21 = Z:‘(‘o) ¢ o primeiro zebp de X<{> em [0,+oo).'

Como X<(tD> & seccionalmente linear com declivi@ades ta e

+1, segue-se que 1 = X<tD > 0, 2-1<ts2 .
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.A“ssim XD = -f‘aixf}:p)/ﬁ/-ot, 2 %t <24

Uma repe_t.iqgo desse argumento mostra, com K adaptagdes
6bvias, que XD = a, 22 <t < 224-1, onde 22 = Zzﬁp) é ousegundo
zero de X<{t> em [0,wm).

Degsta forma , ¥ p € KN(O) , temos :
Ta9<e>'= a8 + 13, 6 « [-1,00.

ALogo, a condigdo inicial ¢ talique e8> = o&{é + 1), 8 «
[~-1,0] d& origem a uma solugio periddica.

A demonstragao acima, mostra ainda que, essa soluglo é a

Gnica soiu;go periddica ndo trivial de 1.

Observac3o

Com esse resultado temos que o periodo fundamental da

solugdo da equagdo <1 & wsempre 224-1 = 4, ja que Zz= 3 para
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valores de a < [0,1]. | /

Exemp lo

A figura a seguir & do grafico da solugdo da equagdo
(1> onde a fungdo inicial &:

PCO> = a® + 1, para 8 € [-1,00 e . = 3 / 4

3/4
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CAPITULO IIX

Sejam K = { p € € (-1,0;R>/pC(-1> = 0 e ¢ é crescente)

o ,se 0 K x =21
fa(x) = i ,se x > 1
0 ,se x =0
f > = ~f (=%
o a
Neste capitulo, estudaremos a equagio <1

X)) = = fa(X(t-i)), para t 20 , a > e com condig@es iniciais do
cone K. Exploramos as simetrias do campo vetorial fcx e utilizamos
exclusivaménte argumentos elementares.

Para este caso, continuamos utilizando as notagGes do
capitulo anterior. Assim, paraA cada ¢ € K , denotamos

X<a,0,p,t.0=XCt>, a solugdo de (1> com condiggob inicial <0,p>; e
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dada uma solugio X(t)> de (1), denotamos por 21= Z;(p) e Zz= ZZC(p)
o primeiro e o segundo zeros de XD respectiVamenté.

Nosso: objetivo agora & mostrar que quando fazemos o
parametro o variar na equagdc (1) passando pelo valor a, = 2 o
nﬁmero. de solugdes (22+1) periddicas dg 4> varia ; dizemos qgue o

@ um ponto de bifurcagdo. Tomemos inicialmente a € [R ,tal que

1 < a £ 2
Definimos um operador SK\0> — K / Sp = - XZ @
. 1
S = 0 sonde XZ -_*'1? ()] = }iz _H(a,o,go,:'.); veremos

posteriormente que S desenpenharida um papel muito importante.

Além disso , notemos que se estendermos este operador S

A

para SK U (K> ——» K U (~K>; onde S K = S, garantimos que o
primeiro =zero 21-'-- 21(90) da solugdo Xd{o,0,p> de 1> coincide com o
o primeiro zero da solugdo X(a,0,~pX(t> de (1, e mais, ’

~

S¢-pd> = - S(pd. De fato ;
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V t € [0,1], temos que: .

t
X(a,O,p)(t)=¢>(0)-J f (pls=1>dds = s
o

t
= -pl0) + I -fa(-’go<s-1)>ds = =~ X{a,0,~pd(t.D,
o

das;

X, 0,p0CL) = = X<Ca,0,~p2<LD,t e [0,1].

De maneira analoga, temos:

XCo,0,pdCt) = =  XCo,0,-p>Ctd, t & [1,21 e assim
sucessivamente, E

Tomemos n = N tal que n = 21 1< ._n+1, como
X<, 0,0 = ~X<€a,0,p2CtD , b = [n,n+1] - .

X<, 0,p02¢td= - X(a,0,-p2<t)>, t e I[In2 . . Desta forma Z1 é o
primeiro zZero de | XCat,0,~pdCLD, e mais,
X<Ca,0,p3CL) = =X<a,0,-pd<t), t e [21,214-1], donde segue que

R .
SC¢-pd> = -XZ +1(O(,0,-¢>) = XZ "1(0(,0,90) = =S{pd.
1 1
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Observemos que se tomarmos a equaggo

’ = - ¢ - > .
1’> X fa(X(t. 13, t 2 21+ 1e X XZ‘_#_,1

2 1 €,0,p)
1

ent3o de maneira analoga temos:

i> O primeiro zero da solug3o X(o&,21+1,x Ce,0,p20Ct)

2 +1
1

de 1’ coincide com. da solugdo X(a’21+i’-x2 +1(o«,0,-:p)>(t) »
1

e mais 21 = 21(X21+1(a,0,go)) = Zz(qo) = Zz.

iid X(cx,Zi-H,X(a,O,qo))(t) = -X(a,Zi-ﬂ,-X (a,0,~pdCtLD

21+1
t eIZi,Zi-ﬂ], donde =segue que .;

X<o,0,p2CL> = -X(a,0,-pCtD ,t e [22,22+1].

Com estas consideracgles, not,ambs que o operador S

desempenha o mesmo papel que o operador T do capitulo II. Isto

acarreta o seguinte lema.

Lema I11-1

A cada ponto fixo do operador S corresponde uma
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solug3o peridédica de 1.

Observagles :

1> o lema III-1 transforma o problema de encontrar

t

solugBes periddicas de (1) no de obter pontos fixos de S. Como ja
vimos 'no capitulo II toda solugao de > ¢é uma fungdo
vseccionalment,e linear, isto &, seu grafico ¢ constituido de
segmentos de reta cujas as inclinagBes s3o t 1 e + a

Desﬂe modo, os eventuais pontos fi-xos de & deverdo ser
fungBes deste tipo.

2> As fungBes '@ = 8 + 1 e (O = ' aCo+1>, para
6 & [-1.0], n3o =30 pontos fixos de S. ¥

De fato,

ad A solugSo X(tD> = X(o,0,0'>(LD & dada por :

[ t +1, s -1 2t <50

~ot. +1 ,8e 02 t <1 + 1/a

XD
ot - 20~ 1 , se 1 +1/as t =1+ 2/a
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donde segue que Z1 = 1/ e X (D) = -at+, t € [21,214-1], isto &,

X B> = =al6+1),

2
1

Assim
S«;o1 = =X :

z + %¥-

Exemplo

Tomemos @ 8> = 0 +1, 0 € [-1,0] @ a = _‘2’_
1.3/2
1
z, 2,41
-1 2 "R
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b> A solugiio X (t) = X (a,0,p°>t> e dada por

r alt+1) ,se -1 =t <0
~olt=1) ,se 0 £ t < —-é
, 2 .
pe 2 ma*l e 3 <2 A
o a a
Xto=4 2
o ‘ o o
Notemos que; como 1 < o < 2 temos que
2
- - +
xMH=a-150 e x[zi]-"‘ 2ot 2 <o
o : o o
- +
donde segue que 21= 2 aa 1 e que
- a1 1
-t + 2 2 , 80 2 St S 2 = —
A 1 A
X)) = 2
3o ~da* 2  e2-tcrc2z

-at +
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Desta forma, Sqo2 = =X, terda inclinagdes 1 e a

respectivamente.

Assim S¢>2 .1 402.

+1
B |

Além disto , temos que se ¢ € K tal que Sp = p ent3o

necessariamente ¢ tem que satisfazer as seguintes condigBes :

id1 < 90 < a

1

1> 3 =6 € [-1 + 5 0> / pC=&> = 1.

Exemplo

B

Se a = ——-g— ent3o

contido na seguinte regido.

o grafico de
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Tomemos ¢ <€ K satisfazendo as condigBes 1> e 1iid

analisemos as possiveis equagBes para Sp.

Primeiramente construiremos a solug3do :

X'ed = X'€0,0,00¢L), t e [0,4] de C1O.

. p<0d - at ,t e (0,1 - &]
Xy =

eC0d> + (1 = 65U ~ad - t, t el - & ,1]

Notemos que 1-a < x'1-6> < 1.

Caso 1

Se 0 € X'1-8> < 1 entZo -1 < X'<¢1d < 0O.

Desta forma

PO> + C1-82C1-ad - t,t < (2, 1+7]
X D =

PC0> + (1 + 8Ca - 1D ~at, t (1 +7,2  + 11

onde:21=cp(0)+(1-6)(1-a)e‘r==cp(o)~1
: : : —_——
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- e e wve  wim wve Gm ww e s e

e
T-.

Cazo 2

Se 1-a < X'(1~6> < 0, entdo X'C1> > -1

Desta forma

PO - ot , tel 2, 1-5
XD = 4 pC0> + <1 - 8- D -t, t el -8,1+ 7]

PO + (5 + ICax~1D = at, t « [1 -l*-’z',Z1 + 11

onde, 21 = pl0) e T = pC0d - 1
: o a
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" s e was erm Swa e B Gewr AeD e o vl

k-1

Observagﬁes:

€] Frccnmrmc e rc e .-

1> De acordo com o caso 1, se qo* < K & ponto fixo de S ,

isto &, S/,o* = p* ent3o existe », -1 < ¥y < 0 tal que :

. W

e 8> =1 , para -1 < 8 £ »

PG

o ,para y < 8 <0
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2> No caso 2 se existir p* € K com Sqo* = cp* ent3o

\

necessariamente existira u, p tais que :

. W

r P €8>

a ,~1 <8 < pu

. ¥

4 pB>=1 ,u< 6 £y

. W

L p B=a, y<e<o0

Da observag3do 1 se gof e K é ponto fixo <:ie" S ent3o qo*

'

» . I3 o m :

ficara determinada se caracterizamos o "tempo” em que p permanece

com inclinagio 1 (e consequentemente, o “tempo" em que ¢ permanece
s . "~ . . * .

com inclinagao o), e mais, o grafico de p intercepta a reta y=1

. -
com inclinagdo «, isto &, ¢ (=& = a.

PCO> - 1

= com isto a equagdo do caso 1

Desta forma, & =

fica :
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2> X)) = ' )

[ pC0>C20-1>+1-a7 PCOdCam1d+1=a®  atpC0d-1
‘ -t bt e »
o} ol . ol
=
: 2
302 2Co=1) o+pl0d=-1 0D QRa~1d=a o+l

“wxi . - . Motivados pela observacgao, temos o seguinte lema

Lem_a_ I111-2

Existe go* € K com

{e+1 , 156 < p

a® = P>+ + 1>,y SO0

tal que S(p* = 40“.
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Demonsitragdo

)

Tomemos a equagao (2) e exigimbs que 'X(Zi'ﬂ) = - o0 ,

dai como '

-za2+4a-z]-z<‘a~1>+a2-a-1

(2 +1D> = p(O)[
i ol [o}

ent.3o:
3 pC0d = a” + a = 1
20 - 1
Agora substituindo (3) em (2> temos :
¥
Ba - 2
1 - t ,t» <= 1, ——_—Z_FT-
XL =

2
3a" - Ba + 1 ] " 3a - 2
Zo - 1 at. bt < [ 2a =1’ 2].

Como t e [21,2: 1] —— t = 0 + 2‘+ 1, 6 e [~1,0]

Desta forma .
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X2
1
dai,
Xza + 1 (8) =
Portanto
Sp* *,

) =

(1+8>, 8 €

escolhendo

52
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X (9+Z‘+1)=

- a
2a =

) 9

Xt

1

8 e

- &
200 =

[-1,0]

8> temos

2 +1



Exemplo:

st e

Tomemos,

-1L3

/2

R

=
L -

372
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Da observagao (2> se go* e K / Sp* = pa& ent3o para

. * . . Gl
podermos determinar ¢ ¢é preciso caracterizar o 'tempo" em que ¢

permanece com inclinagdo o e também o "tempo" que fica com -
1

. . ‘
inclinagdo 1 , além disto , o grafico de ¢ corta a reta y = 1 com

| o 0> =~ 1
inclinacg3o o, pois, X4 + 1> > -1, Desta forma & = R
G ‘ o

pois, p*(-é) = 1,

A equag3io do caso (2) fica determiﬁada por <4)

r ©€0)> ot+1=-pC0D
pC0d> - at. , t & = =
¥
2 -
- o 4 -
Xcgy= 4 P€02Ra = 1) + 1 - «a o+1=pC0D ot C0d-1
-t a > a
a | ) i
0> 3a =2 ._‘ 5 & - 1 - ot Lt e otpd0D-1 pL0d+a ]
A4 o a ar o T a
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Desta forma, para garantimos a existéncia de uma outra

P

o < K, diferente da anterior, que & ponto fixo de S deveremos

procurar ¢ € K, tal que : !

AAA
DO
AAA
= S

p0<9>

PO
XL =

il
—t—

Para isto ,tomemos a equagdo (4) e exigimos gue

X(21+1> = =~ p<0d;

como X(Z;H) = 20€00Ca~1> - 2¢{ax~1> =~ a e dai,
: a a

B> 0> = o° + 200 - 2
3a - 2

substituindo () em (4> temo=s
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of 4202 _ o _| o +20-2 20-.1
3o -~ 2 ? a3 - 20 3 - 2
Xet> = 4 -oaz*;Ba-:B_t ¢ e 20 - 1 4o - 3 :
‘ 3a - 2 ’ 3a - 2’ 3a = 2
|
4o - 3 402 - 2
a-at, t Ja =2 ’ al@a =25
L
Observemos e az + 2a - 2 < 2a - 4 = o < 1 ou
= qu a(3a < 23 3a = 2 .7

Concluimos desta ‘Vf' drma » que nao existe P, € K nestas

condigfes tal que,Stpo = P,

Da observacgdo acima ,do lema III - 2 e '‘do teorema II - 3

t.emos :

Teorema 111 - 1

Seja a equagdo 1> X<{t> = - fa(X(f, - 13, ¢t 2 0 e a > 0
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onde:

a ,se 0 < x=<1

fo(OO - 1 ,serx > 1

0 ,se x =0

f x> = = £ (=3

a a

Se 0 a<<2 e ¢ eK entio existe uma Unica solugdo
XC(a,0,p2¢> periddica n3o trivial de com perfodo fundamental
4

Zz(p) 1

Tomemos agora a 2 2 e verifiquemos que :

Lema III - 3 ‘

Se B = a B + 1> 6 € [-1,01 e a =2 2 entlo

X<a,0,02¢t.> & peribdica e com periodo fundamental Zz(go) + 1,

Demonstragao

Temos que W) = a e 6 = 1 < —:‘—, pois , &> = 1,

logo XCo,0,pdCtd = XD = a - altd, t < [0, :( ] X2 2 1

Desta forma, a solugdo Xt intercepta a reta y = 1 com
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Verifiquemos se é possivel encontrar tp* € K tal que:

1

i)

idSp” = o

Para isto tomemos p € K tal que:

1 +6 ,se -1 <6<y

L8> :
o8 - )+ +1 ,sen £68 =50

Observemos que ;

i1 < p0 < a

i> 3 -6 « 1,01/ p¢-6> = 1 & mais ,6 = L2~ 1
Dentro das varias possibilidades da solugdo

XCa,0,pd¢Ct> = XN<(tD, analisemos a que garanta a existéncia de

t‘e[O,:l-<5]talqueX(t1>=1e-1<X(1+t1)(0.
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//

Desta forma ,utilizando as observagBes anteriores temos:

Y

eCOd> + (1= 81 ~ad-t, t e [21,1' + 8]
XD

#

€0 + 25.Cat =1 - at, t e [1 -#cS,Z1 + 1]

p<0d> -~ 1
a

onde 21 = 0> + (- SU-a) e &

2
- -
dai,fazendo X(Z +1> = -p(0),temos 0> = 2 & . 1 o mais,

20 -

[ ~ o
-1 + 8> » e e -1 > —z—a——:—i—*—
XZ _+1(9) =
1 .
012 + a=-1 ‘ - a v
L - TR ~ =08 ,0 € ——Za_i,o
Desta maneira ,tomemos 75 = - —42-2-—_-—1— y2bemos que

Lema III - 4

Se g6 = ¢
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e a 2 2 ent3o a solugao XCa,0,p2¢t> de (1) ¢é periddica e com

periodo fundamental Zz(p) + 1.

Exerll!)lo: ,
{
Tomemos
: 3
'1"'9,96["1,"-—-‘3-—1
P8 = .
11 3
LR
T3
]
1+
rt t
-1 2 3 R

1.5
-11/s [-------"- .
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Concluimos através do teorema III-1 ,e lema 1II-3 e
lema III~4 que para a 2 2 existem duas solu¢Bes periédicas de 1D
com periodo fundamental Zz-H e portanto , que o, valor o= 2 é& um

}

pont.o de bifurcag3o.
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