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Aos professores doutores Pedro José Catuogno, Marinho Gomes de Andrade Filho e Ricardo
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Obrigado por tornarem todos os encontros, almoços, jantares, festas e quaisquer outros tipos

de eventos sempre animados. Obrigado pelas discussões produtivas e por todo o apoio mútuo
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um método de simulação Monte Carlo para o cálculo do hed-

ging dinâmico de opções do tipo europeia em mercados multidimensionais do tipo Browniano

e livres de arbitragem. Baseado em aproximações martingales de variação limitada para as de-

composições de Galtchouk-Kunita-Watanabe, propomos uma metodologia fact́ıvel e construtiva

que nos permite calcular estratégias de hedging puras com respeito a qualquer opção quadrado

integrável em mercados completos e incompletos. Uma vantagem da abordagem apresentada

aqui é a flexibilidade de aplicação do método para os critérios quadráticos de minimização do

risco local e de variância média de forma geral, sem a necessidade de se considerar hipóte-

ses de suavidade para a função payoff. Em particular, a metodologia pode ser aplicada para

calcular estratégias de hedging quadráticas multidimensionais para opções que dependem de

toda a trajetória dos ativos subjacentes em modelos de volatilidade estocástica e com funções

payoff descont́ınuas. Ilustramos nossa metodologia, fornecendo exemplos numéricos dos cál-

culos das estratégias de hedging para opções vanilla e opções exóticas que dependem de toda

a trajetória dos ativos subjacentes escritas sobre modelos de volatilidade local e modelos de

volatilidade estocástica. Ressaltamos que as simulações são baseadas em aproximações para

os processos de preços descontados e, para estas aproximações, utilizamos o método numérico

de Euler-Maruyama aplicado em uma discretização aleatória simples. Além disso, fornecemos

alguns resultados teóricos acerca da convergência desta aproximação para modelos simples em
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que podemos considerar a condição de Lipschitz e para o modelo de volatilidade estocástica de

Heston.

Palavras-chave: Método de Euler-Maruyama, Modelo de Heston, Opções multivariadas,

Mercado incompleto.



Abstract

In this work, we present a Monte Carlo simulation method to compute de dynamic hedging

of european-type contingent claims in a multidimensional Brownian-type and arbitrage-free

market. Based on bounded variation martingale approximations for the Galtchouk-Kunita-

Watanabe decomposition, we propose a feasible and constructive methodology which allows us

to compute pure hedging strategies with respect to any square-integrable contingent claim in

complete and incomplete markets. An advantage of our approach is the flexibility of quadratic

hedging in full generality without a priori smoothness assumptions on the payoff function. In

particular, the methodology can be applied to compute multidimensional quadratic hedging-

type strategies for fully path-dependent options with stochastic volatility and discontinuous

payoffs. We illustrate our methodology, providing some numerical examples of the hedging

strategies to vanilla and exotic contingent claims written on local volatility and stochastic

volatility models. The simulations are based in approximations to the discounted price processes

and, for these approximations, we use an Euler-Maruyama-type method applied to a simple

random discretization. We also provide some theoretical results about the convergence of this

approximation in simple models where the Lipschitz condition is satisfied and the Heston’s

stochastic volatility model.

Keywords: Euler-Maruyama method, Heston model, Multidimensional contingent claims,

Incomplete market.
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4 Método Numérico de Euler-Maruyama 71

4.1 O método . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2 Convergência no caso Lipschitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.3 Convergência para o modelo de Heston . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

xxi



xxii CONTEÚDO
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Caṕıtulo

1

Introdução

O problema de precificação e hedging de derivativos em mercados incompletos é muito

abordado em matemática financeira. De modo a formular este problema, consideramos um

mercado financeiro livre de arbitragem dado por (S,F,P), em que S é um F-semimartingale

d-dimensional que representa o processo de preço do ativo com risco descontado da taxa de

juros. Denotamos por F = {Ft; 0 ≤ t ≤ T} a filtragem que armazena o fluxo de informação

dispońıvel no mercado no intervalo finito [0, T ] e P é a probabilidade f́ısica. Como o mercado é

livre de arbitragem, podemos assumir que o conjunto das medidas martingales Q equivalentes

a P tais que o processo S é um Q-martingale local, é não vazio. Neste trabalho, consideramos o

problema de precificação e hedging de opções do tipo europeia com função payoff H, de modo

que H seja FT -mensurável em que T é o tempo de maturidade. Como a opção é europeia,

utilizaremos H para denotar tanto a função payoff como a opção. Para que possamos calcular

uma estratégia de hedging para esta opção, utilizaremos um portfolio dinâmico, dado pelo par

(θt, γt) em que θt = (θ1
t , . . . , θ

d
t ), de forma que θit descreve a quantidade do i-ésimo ativo com

1



2 Caṕıtulo 1 — Introdução

risco de posse do investidor no instante t e γt representa a quantidade do ativo sem risco. Neste

caso, o valor do portfolio descontado é dado por

Vt = θtSt + γt, 0 ≤ t ≤ T.

Quando o mercado é completo, existe uma única medida martingale equivalente Q e a opção

H pode ser escrita como a soma de um custo inicial e uma integral estocástica com respeito ao

processo de preço na forma

H = H0 +

∫ T

0

θH,Qt dSt.

Neste caso, o processo θH,Qt = (θH,Q,1t , . . . , θH,Q,dt ) que representa o martingale é a única estratégia

auto-financiável que replica a opção H e H0 é o custo inicial de implementação da estratégia.

Entretanto, mesmo quando o mercado é completo, estratégias de hedging podem ser extre-

mamente dif́ıceis de serem calculadas, devido ao fato de que, geralmente, não é fácil identificar o

integrando θH,Q da representação martingale, como pode ser visto em Karatzas e Ocone (1991)

[61] e Colwell et al. (1991) [20]. No caso Markoviano, métodos elementares baseados na pro-

priedade de Markov e na regra de diferenciação de Itô podem ser aplicados para determinar

o integrando em algumas integrais estocásticas, como pode ser visto em Elliott e Kohlmann

(1998) [34]. Uma descrição completa da representação martingale foi obtida por Ocone (1984)

[77], em que o problema é discutido utilizando métodos de cálculo de Malliavin e diferenciação

fraca em determinados espaços de Sobolev. Karatzas e Ocone (1991) [61] aplicaram os resulta-

dos obtidos em Ocone (1984) [77] para determinar portfolios ótimos e estratégias de hedging. A

aplicação do cálculo de Malliavin utilizando técnicas de simulação Monte Carlo levou à criação

de diversos algoritmos para a avaliação de estratégias de hedging. Dentre eles, destacamos os

trabalhos de Fournié et al. (1999) [38], Fournié et al. (2001) [37], Bermin (2002) [8] e Bernis

et al. (2003) [9]. A principal vantagem do uso do cálculo de Malliavin surge quando nos depa-

ramos com variáveis aleatórias absolutamente cont́ınuas cujas densidades não são conhecidas

explicitamente. No entanto, o esquema de aproximação baseado no trabalho de Fournié et al.

(1999) [38] é bastante complicado, incluindo cálculos matemáticos avançados. Um problema
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que surge, neste contexto, é o aparecimento de pesos aleatórios quando são utilizados argumen-

tos de integração por partes. Estes pesos podem ser muito dif́ıceis de serem simulados, uma

vez que eles dependem, tipicamente, de integrais de Skorohod. Consequentemente, as fórmulas

obtidas neste processo não são, em geral, úteis do ponto de vista computacional. Neste sentido

veja, por exemplo, os trabalhos de Elie et al. (2007) [32], Kohatsu-Higa e Montero (2004) [65]

e Benhamou (2003) [7].

Quando o mercado é incompleto não temos a unicidade da medida martingale equivalente

e, portanto, não existe uma estratégia que seja replicável e auto-financiável simultaneamente.

Neste sentido, diversos conceitos para a precificação e hedging de uma opção H foram desen-

volvidos. Neste trabalho, lidamos com os dois principais critérios quadráticos estudados na

literatura: o critério de minimização do risco local e o critério de variância média.

A decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe é fundamental para a obtenção de estra-

tégias de hedging quadráticas no modelo de mercado Browniano. Se Q uma medida martingale

equivalente a P, esta decomposição é dada por

H = EQ [H] +

∫ T

0

θH,Q` dS` + LH,QT (1.1)

em que LH,Q é um Q-martingale local fortemente ortogonal a S e θH,Q é um processo adaptado.

Uma primeira abordagem para o problema de precificação e hedging de opções em mercados

incompletos, consiste em trabalhar com estratégias que sejam replicáveis, porém não auto-

financiáveis. Neste caso, é necessário controlar o custo da opção ao longo do tempo. Desta

forma, um dos primeiros conceitos para a precificação e hedging, em mercados incompletos, é

o critério quadrático de minimização do risco local, desenvolvido inicialmente por Föllmer e

Sondermann (1986) [36] e estendido por Schweizer (1991) [85] e Föllmer e Schweizer (1991)

[35]. Sob algumas condições técnicas, a estratégia de minimização do risco local pode ser

caracterizada por duas propriedades:

1. A estratégia é replicável: VT = H;
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2. O processo de custo deve ser um martingale ortogonal à parte martingale do processo de

preços descontado (ver Schweizer (2008) [90]).

A existência de estratégias de hedging de minimização do risco local está relacionada com

a existência da chamada decomposição de Föllmer-Schweizer, que pode ser vista como uma

extensão da decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe para semimartingales. Para mai-

ores referência neste sentido, citamos os trabalhos de Pham (2000) [79], Heath et al. (2001)

[49] e Schweizer (2008) [90]. Mais recentemente, temos os trabalhos e Choulli et al. (2010)

[18] e Choulli et al. (2011) [19]. Veja também o trabalho de Delong (2013) [29], em que

decomposições de Föllmer-Schweizer são obtidas a partir de soluções de equações diferenciais

estocásticas retrógradas (BSDEs). Ressaltamos que decomposições ortogonais sem as propri-

edades de integrabilidade também podem ser definidas em termos da chamada decomposição

de Föllmer-Schweizer generalizada (veja Schweizer (1995) [87]). Neste contexto, se existe uma

medida martingale equivalente P̂, denominada medida martingale minimal, a decomposição

de Galtchouk-Kunita-Watanabe com respeito a P̂ coincide com a decomposição de Föllmer-

Schweizer (veja Schweizer (2008) [90]) para a medida P. Assim, a estratégia de hedging é dada

por θH,P̂ e o valor inicial para a implementação da estratégia por EP̂[H] (ver (1.1)).

Em contrapartida ao critério de minimização do risco local, no critério de variância média

insistimos em estratégias que sejam auto-financiáveis. Neste caso, a estratégia de portfolio não

replica a opção H. Portanto, nesta abordagem, a ideia é minimizar o valor esperado do erro de

hedging quadrático sobre todos os valores iniciais do portfolio e todas as estratégias admisśıveis

θ ∈ Θ (ver Caṕıtulo 2), isto é,

inf
θ∈Θ, V0∈R

EP

[∣∣∣∣H − V0 −
∫ T

0

θtdSt

∣∣∣∣2
]
. (1.2)

Desta forma, a equação (1.2) sugere que devemos trabalhar com o subconjunto das medidas

de probabilidade equivalentes a P com derivada de Radon-Nikodym quadrado integrável em

relação a P, isto é,Me
2 :=

{
Q ∼ P; dQ

dP ∈ L
2(P)

}
. SupondoMe

2 6= ∅ e H ∈ L2(P), a estratégia

de hedging quadrática ótima (V P̃
0 , η

P̃) existe e pode ser calculada a partir da medida martingale

de variância ótima P̃ (VOMM), como pode ser visto em Rheinlander e Schweizer (1997) [82],
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Gourieroux et al. (1998) [45] e Schweizer (1996) [88]. Em particular,

ηP̃t := θH,P̃t − ζ̃t

Z̃t

(
V H,P̃
t− − EP̃[H]−

∫ t

0

ηP̃` dS`

)
; 0 ≤ t ≤ T.

em que θH,P̃ é calculado em termos da VOMM aplicada à decomposição de Galthouk-Kunita-

Watanabe e

Z̃t := EP̃

[
dP̃
dP
|Ft

]
= Z̃0 +

∫ t

0

ζ̃`dS`; 0 ≤ t ≤ T

em que V H,P̃
· := EP̃[H|F·] é o preço justo da opção sob P̃. Para uma comparação entre os

critérios quadráticos de minimização do risco local e de variância média, veja os trabalhos de

de Heath et al. (2001) [49] e Schweizer (2001) [89]. Veja também os trabalhos de Cerný e

Kallsen (2007) [16] para o caso semimartingale geral e os trabalhos de Kallsen et al. (2009)

[58], Kramkov e Sirbu (2006) [68] e Kramkov e Sirbu (2007) [69] para outras estratégias de

hedging baseadas em decomposições de Galtchouk-Kunita-Watanabe.

Podemos, a partir do cálculo de variações quadráticas cruzadas d
[
V H,Q, S

]
t
/d [S, S]t para

Q ∈ {P̂, P̃}, obter representações concretas para as estratégias de hedging puras θH,Q. Por

exemplo, quando trabalhamos com opções vanilla, podemos obter tais estratégias a partir do

teorema de Feynman-Kac (veja Heath et al. (2001) [49], por exemplo). No caso de opções

exóticas, especialmente aquelas em que a função payoff depende de toda a trajetória do ativo,

obter estas representações concretas que sejam computacionalmente eficientes para θH,Q é re-

lativamente mais dif́ıcil. Em particular, quando trabalhamos com opções que dependem de

toda a trajetória do ativo, os argumentos de Feynman-Kac não são satisfeitos. Desta forma, é

necessário trabalhar com versões não-Markovianas do teorema de Feynman-Kac a fim de obter

estratégias de hedging robustas para estas opções.

Quando estamos trabalhando no critério quadrático de variância média, é importante ob-

servar que, para o cálculo da estratégia ótima (V P̃
0 , η

P̃) o processo Z̃ não está relacionado com

a decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe. Entretanto, em modelos de volatilidade esto-

cástica, este processo pode ser expresso a partir das equações de representação fundamentais,

como pode ser visto em Hobson (2004) [53] e Biagini et al. (2000) [10]. Em particular, Hob-
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son (2004) [53] obteve fórmulas fechadas para o processo ζ̃ e para qualquer medida q-ótima

utilizando o modelo de Heston (1993) [50]. Neste sentido, estas expressões serão utilizadas

na implementação do algoritmo e para os testes numéricos. Vale observar que, recentemente,

fórmulas semi-expĺıcitas para opções vanilla baseadas em caracterizações gerais de estratégias

de hedging de variância ótimas foram apresentadas em Cerný e Kallsen (2007) [16], as quais

permitem implementações numéricas fact́ıveis em modelos afins. Veja, por exemplo, Kallsen e

Vierthauer (2009) [59] e Cerný e Kallsen (2008) [17].

Outra forma de tratar o problema consiste em utilizar equações diferenciais estocásticas

retrógradas para obter estratégias de hedging ótimas. Alguns autores propuseram métodos

numéricos eficientes neste contexto. Por exemplo, Delong (2013) [29] fornece alguns méto-

dos concretos para o caso Markoviano. Para o caso não-Markoviano, a dificuldade é maior.

Um problema que surge, neste contexto, é a implementação de aproximações fact́ıveis para

o integrando martingale de equações diferenciais estocásticas retrógradas. Todos os métodos

numéricos existentes para o caso não-Markoviano requerem condições de regularidade a priori

sobre a condição final. Citamos os trabalhos de Gobet e Labart (2007) [41], Zhang (2004) [91],

Gobet e Makhlouf (2010) [42] e Delong (2013) [29] como referências neste sentido. Mais recen-

temente, Briand e Labard (2014) [13] e Gobet e Tukedjiev (2013) [43, 44] utilizaram o cálculo

de Malliavin juntamente com métodos de regressão, para calcular valores esperados baseados

em expansões de Wiener sob algumas condições de regularidade.

Alguns autores têm tratado o problema de hedging a partir do critério quadrático de vari-

ância média relacionando controle estocástico e equações diferenciais backwards. Nesta direção

veja, por exemplo, Kohlmann e Zhou (2000) [66] que trataram do problema a partir de uma

abordagem de controle estocástico linear-quadrático e Jeanblanc et al. (2012) [57] que combi-

naram técnicas martingales e argumentos de projeção com a abordagem de controle estocástico

linear-quadrático.

1.1 Contribuições da tese

Como principais contribuições deste trabalho, podemos citar:
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1. A obtenção de representações não-Markovianas multidimensionais computacionalmente

eficientes para o processo de preço de opções europeias genéricas que permitem um cálculo

concreto da decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe (θH,Q, LH,Q).

2. A formulação de um algoritmo concreto para o cálculo do preço e de estratégias de hedging

de opções Q-quadrado integráveis gerais sob o critério de minimização do risco local

baseadas na decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe. Em relação ao critério de

variância média, podemos calcular estratégias de hedging ótimas para o modelo de Heston,

desde que possamos encontrar soluções para as equações de representação fundamentais

apresentadas em Hobson (2004) [53] e em Biagini et al. (2000) [10].

3. Um estudo de convergência do método numérico de Euler-Maruyama para aproximação

do preço descontado do ativo com risco S baseado no modelo de Heston a partir da

discretização aleatória proposta por Leão e Ohashi (2013) [73].

O ponto chave para a obtenção de representações eficientes e fact́ıveis para a decomposição de

Galtchouk-Kunita-Watanabe são aproximações fracas, desenvolvidas por Leão e Ohashi (2013)

[73] para mercados Brownianos unidimensionais. Neste trabalho, estendemos os resultados

obtidos por Leão e Ohashi (2013) [73] para decomposições de Galtchouk-Kunita-Watanabe

multidimensionais sob condições de integrabilidade fracas. Além de estender os resultados

unidimensionais para o caso multidimensional, a partir de uma simples translação baseada na

propriedade forte de Markov do movimento Browniano, aplicamos os resultados para o cálculo

de estratégias em qualquer instante 0 ≤ t ≤ T . Desta forma, também implementamos um

algoritmo simples para o cálculo do erro de hedging cometido pelo nosso método. Parte dos

resultados obtidos nesta tese foram, recentemente, publicados em Bonetti et al. (2015) [11].

Além do problema de aproximação da decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe a par-

tir de aproximações fracas, também tratamos do problema numérico em se aproximar o processo

de preço descontado dos ativos com risco. Neste sentido, utilizamos um método numérico do

tipo Euler-Maruyama. A principal diferença do método utilizado aqui, para o método de Euler-

Maruyama tradicional, consiste no fato da aproximação ser baseada em uma partição aleatória
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do intervalo [0, T ], já que esta é determinada pelos tempos de parada fornecidos pela discre-

tização proposta por Leão e Ohashi (2013) [73] ao invés de um partição determińıstica. A

construção do método é então modificada para conter estes tempos de parada, mas é similar

ao esquema apresentado em Kloeden e Platen (1992) [64], Glasserman (2003) [40], Milstein

(1995) [76] e Sauer (2012) [83]. Diversos trabalhos têm estudado a convergência do método

de Euler-Maruyama para soluções numéricas de equações diferenciais estocásticas aplicadas em

finanças, apresentando ou não alguma ordem de convergência. A grande maioria dos trabalhos

parte do pressuposto de que os coeficientes do modelo de mercado satisfazem a condição de

Lipschitz, entretanto, é fácil encontrar modelos em que esta condição não é satisfeita (o modelo

de volatilidade estocástica de Heston, por exemplo) e, portanto, os resultados de convergência

não são válidos. Kloeden e Neuenkirch (2012) [63] apresentam um resumo dos principais resul-

tados obtidos, considerando ou não a condição de Lipschitz para os coeficientes. Neste trabalho

apresentamos dois tipos distintos de estudos de convergência. O primeiro, considerando a con-

dição global de Lipschitz e o segundo, mais interessante, aplicada ao modelo de volatilidade

estocástica de Heston.

Para o modelo de volatilidade de Heston, a equação da volatilidade pode ser identificada

como um processo de Cox-Ingersoll-Ross (veja Cox et al. (1985) [23]) em que, certamente, os

coeficientes não satisfazem a condição de Lipschitz. Alguns autores tem estudado o problema

de convergência deste processo, como por exemplo, Alfonsi (2005) [2], Bossy e Diop (2007) [12],

Deelstra e Delbaen (1998) [24], Gyöngy e Rásonyi (2011) [47] e Higham e Mao (2005) [52]. Os

resultados apresentados aqui para o modelo de Heston seguem as ideias que Higham e Mao

(2005) [52] utilizaram e garantem, sob certas hipóteses, a convergência do método numérico,

apesar de não fornecer uma taxa de convergência.

Considere Q uma medida martingale equivalente a P. Neste trabalho, Q será a medida

martingale minimal P̂ ou a medida martingale equivalente de variância ótima (VOMM) P̃ e

W = (W (1), . . . ,W (p)) um Q-movimento Browniano p-dimensional. O esquema numérico é
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baseado na simulação exata da famı́lia de tempos de paradas dada por

T k,jn := inf

{
t > T k,jn−1 :

∣∣∣∣W (j)
t −W

(j)

Tk,jn−1

∣∣∣∣ = 2−k
}

; n ≥ 1

em que T k,j0 = 0 para j = 1, . . . , p. O operador derivada fundamental que nos permite obter

um esquema numérico para a estratégia de hedging θH,Q é dado por

EQ

EQ

[
H|Fk

Tk,j1

]
− EQ

[
H|Fk

τk,j1

]
W

(j)

Tk,j1

 , j = 1, . . . , p (1.3)

em que τ k,j1 := max
{
T kn ;T kn < T k,j1

}
, T k0 = 0 e

T kn := inf
1≤j≤p
m≥1

{
T k,jm ;T k,jm ≥ T kn−1

}

para n ≥ 1. É importante observar que, neste caso, estamos trabalhando em um mercado

composto por d ativos com risco e governado por p-movimentos Brownianos W (1), . . . ,W (p)

com d ≤ p. Como caso particular, no modelo unidimensional de Heston, o mercado é com-

posto por um único ativo com risco governado por 2 movimentos Brownianos possivelmente

correlacionados. Destacamos que o cálculo de LH,Q também está sujeito ao operador (1.3) para

j = d+1, . . . , p. Calculamos (1.3) a partir de uma simulação Monte Carlo utilizando a estrutura

discreta das σ-álgebras (3.12) geradas pelos processos de saltos

Ak,jt := W
(j)

Tk,jn
1[[Tk,jn ,Tk,jn+1[[.

O conjunto de informações contido em (Fk
Tk,j1

,Fk
τk,j1

) é facilmente implementado a partir do

algoritmo proposto por Burq e Jones (2008) [15].

Para verificar a aplicação da nossa metodologia, realizamos simulações Monte Carlo para

calcular estratégias de hedging para opções de compra europeias simples e exóticas que de-

pendem de toda a trajetória de preços. Utilizamos como processos de preços os modelos de

Black-Scholes, de volatilidade local e de volatilidade estocástica e calculamos as estratégias de
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hedging baseadas na decomposição de Föllmer-Schweizer generalizada e nos critérios quadráti-

cos de minimização do risco local e de variância média. Além destes, foram realizados alguns

experimentos acerca do erro de hedging cometido ao utilizarmos as estratégias quadráticas de

minimização do risco local e de variância média para opções do tipo one-touch para o modelo de

Heston. É importante ressaltar que, apesar do método numérico funcionar bem em condições

bastante gerais, o algoritmo é fundamentado em resultados de convergência fraca ao invés de

convergência em Lp ou convergência uniforme em probabilidade. Ressaltamos que, sob algumas

condições de regularidade, também provamos a convergência num sentido mais forte (L2).

A tese está estruturada da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 apresentamos a notação utilizada

no trabalho, juntamente com o modelo de mercado básico utilizado, além de uma breve descrição

da decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe e dos critérios quadráticos de minimização do

risco local e de variância média. O Caṕıtulo 3 é o principal deste trabalho, onde apresentamos o

método de discretização aleatória, juntamente com os operadores derivadas responsáveis pelas

aproximações das estratégias de hedging, os resultados de convergência fraca e as estratégias

de hedging dinâmico baseados na decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe. No Caṕıtulo

4, apresentamos o método numérico de Euler-Maruyama baseado na discretização aleatória e

alguns resultados de convergência fortes para modelos de mercado em que a condição de Lips-

chitz é satisfeita e também para o modelo de Heston. Finalmente, no Caṕıtulo 5, apresentamos

os algoritmos gerais utilizados nas simulações Monte Carlo e os resultados obtidos nos diversos

critérios estudados em modelos de volatilidade local e volatilidade estocástica.



Caṕıtulo

2

Modelo de Mercado

Neste caṕıtulo, apresentamos as definições básicas que serão utilizadas durante o traba-

lho, o modelo de mercado proposto, além dos critérios quadráticos de minimização do risco

local e de variância média. A existência de estratégias de minimização do risco local é equi-

valente a existência da decomposição de Föllmer-Schweizer. Utilizando o fato do processo de

preço ser cont́ınuo, relacionamos a decomposição de Föllmer-Schweizer com a decomposição de

Galtchouk-Kunita-Watanabe. Para o critério de variância média, também utilizamos o fato do

processo de preço ser cont́ınuo para relacionar as estratégias de hedging com a existência da

medida martingale equivalente de variância ótima (VOMM) e as equações fundamentais (ver

Hobson (2004) [53] e Biagini et al. (2000) [10]).

11
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2.1 Preliminares

Assumimos que estamos em um modelo de mercado do tipo Browniano sem oportunidades

de arbitragem como em Laurent e Pham (1999) [80]. Ao longo deste trabalho, a menos que

seja mencionado o contrário, também assumimos que toda atividade econômica ocorre em um

intervalo de tempo finito 0 ≤ t ≤ T < ∞ em uma base estocástica dada (Ω,F,P) gerada

por um movimento Browniano p-dimensional B = {Bt = (B
(1)
t , . . . , B

(p)
t ); 0 ≤ t < ∞} com

valor inicial 0. A filtragem F := {Ft}0≤t≤T é a P-aumentada da filtragem natural gerada

pelo movimento Browniano p-dimensional FB
t := σ ({B−1

s (A) |0 ≤ s ≤ t, A ∈ B (Rp)}), ou seja,

sendo N os conjuntos P-nulos de FB
T , temos que

Ft := σ
(
FB
t ∪N

)
.

Neste sentido, Ft descreve toda a informação dispońıvel sobre o mercado até o instante t.

Observação 2.1. Ressaltamos que a diferença fundamental entre as filtragens FB :=
{
FB
t

}
0≤t≤T

e F := {Ft}0≤t≤T é que F é cont́ınua à esquerda e à direita, ou seja,

Ft = σ

( ⋃
0≤s<t

Fs

)
e Ft =

⋂
t<s≤T

Fs

enquanto FB é, somente, cont́ınua à esquerda.

Dado uma matriz Z, denotamos por Z> sua matriz transposta e, dado um vetor Y =

(Y1, . . . , Ym) com valores em Rm, denotamos por diag(Y ) a matriz diagonal de dimensão m×m

cujo `-ésimo termo diagonal é Y`. Além disso, tendo em vista os modelos de volatilidade

estocástica, vamos dividir o movimento Browniano p-dimensional em dois movimentos Brow-

nianos multidimensionais de dimensões d e p − d, respectivamente. Para isto, vamos consi-

derar BS := (B
(1)
t , . . . , B

(d)
t ) e BI := (B

(d+1)
t , . . . , B

(p)
t ) com d ≤ p. A seguir, denotamos por

[X, Y ] a variação quadrática usual entre os semimartingales X e Y . Também denotamos por

∆Yt = Yt − Yt− o salto usual de um processo càdlàg Y no instante t, em que Yt− = limu↑t Yu
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é o limite à esquerda de Y em t. Se M é um martingale, denotaremos o compensador do sub-

martingale M2 por 〈M〉. Para qualquer par (a, b) ∈ R2, a∨ b := max{a, b} e a∧ b := min{a, b}.

Além disso, para quaisquer dois tempos de parada J1 e J2, denotamos os intervalos estocásticos

[[J1, J2[[:= {(ω, t); J1(ω) ≤ t < J2(ω)}, [[J1]] := {(ω, t); J1(ω) = t}. De forma análoga, podemos

definir os intervalos estocásticos, [[J1, J2]], ]]J1, J2]] e ]]J1, J2[[. Finalmente, Leb denotará a me-

dida de Lebesgue no intervalo [0, T ]. Para qualquer outra terminologia não explicada a respeito

da teoria geral de processos estocásticos, sugerimos Dellacherie e Meyer (1982) [27].

Assumimos que o mercado é composto por d + 1 ativos (d ≤ p): um ativo livre de risco,

denominado money market account, com processo de preços S0
t modelado segundo a equação

diferencial

dS0
t = rtS

0
t dt, S0

0 = 1; 0 ≤ t ≤ T (2.1)

e d ativos com risco, com vetor de preços dado por S̄t =
(
S̄1
t , . . . , S̄

d
t

)
e que satisfaz a seguinte

equação diferencial estocástica

dS̄t = diag(S̄t)
(
btdt+ σtdB

S
t

)
, S̄0 = s̄ ∈ Rd; 0 ≤ t ≤ T (2.2)

em que consideramos que o processo taxa de juros r = {rt; 0 ≤ t ≤ T}, assim como o vetor

de taxas médias de retorno b = {bt =
(
b1
t , . . . , b

d
t

)
; 0 ≤ t ≤ T} e a matriz de volatilidade

σ = {σt =
(
σijt
)

1≤i,j≤d ; 0 ≤ t ≤ T} são previśıveis, mensuráveis, adaptados, uniformemente

limitados em (t, ω) ∈ [0, T ]×Ω e satisfazem as condições usuais de forma que S0 e S̄ são semi-

martingales positivos bem definidos (ver Karatzas e Shreeve (1991) [62]). Também assumimos

que a matriz de volatilidade σ é não singular para quase todo (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω.

O sistema de equações diferenciais estocásticas que modela o preço descontado St = St/S
0
t

é, então, dado por

dSt = diag(St)
[
(bt − rt1d) dt+ σtdB

S
t

]
, S0 = s ∈ Rd, 0 ≤ t ≤ T, (2.3)

em que 1d é um vetor d-dimensional com todos os componentes iguais a 1. Neste caso, o Rd

semimartingale S =
(
S1, . . . , Sd

)
que representa o ativo descontado tem decomposição canônica



14 Caṕıtulo 2 — Modelo de Mercado

dada por

St = s+Mt +Nt, 0 ≤ t ≤ T

em que Mt é um martingale local quadrado integrável e Nt é um processo previśıvel de variação

finita com N0 = 0 e satisfazem

Mt =

∫ t

0

diag(Su)σudB
S
u , 〈M〉t =

∫ t

0

diag(Su)σuσ
>
u diag(Su)du,

e

Nt =

∫ t

0

diag(Su) [bu − ru1d] du =

∫ t

0

d〈M〉u [diag(Su)]
−1 [σuσ>u ]−1

[bu − ru1d] . (2.4)

Se tomarmos

λu = [diag(Su)]
−1 [σuσ>u ]−1

[bu − ru1d] ,

podemos reescrever Nt da forma

Nt =

∫ t

0

d〈M〉uλu, 0 ≤ t ≤ T.

Então, o processo mean variance tradeoff de S é dado por

K̂t =

∫ t

0

λ>u d〈M〉uλu =

∫ t

0

‖ψu‖2
Rddu

em que ψ é o market price at risk definido por

ψt = σ−1
t [bt − rt1d] , 0 ≤ t ≤ T

em que assumimos que ∫ T

0

‖ψt‖2
Rddt <∞ q.c. (2.5)

Notação 2.1. Seja Xt um processo estocástico definido no espaço de probabilidade (Ω,F,P) tal

que Xt : Ω→ Rj para algum j ∈ N. Suponha que Xt satisfaz as seguintes condições
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1. Xt é adaptado à filtragem Ft;

2.

∫ T

0

‖Xt‖2
Rj dt <∞ P-q.c.

O espaço dos processos estocásticos que satisfazem as condições acima será denotado por

Ljad (Ω, L2[0, T ]). Observamos que a condição (2) nos diz que quase todas as trajetórias de Xt

são funções no espaço de Hilbert L2[0, T ], de forma que a aplicação ω 7→ Xt(ω) é uma função

mensurável de Ω em L2[0, T ].

Observação 2.2. A partir da definição acima e da suposição (2.5), temos que o market price

at risk ψt ∈ Ldad (Ω, L2[0, T ]).

Neste trabalho, uma noção fundamental é o conjunto das probabilidades martingales Q

equivalentes a P. De acordo com Delbaen e Schachermayer (1996) [26], o conjunto das pro-

babilidades P-equivalentes Q em F com densidades quadrado integráveis e tais que o preço

descontado S é um martingale local sob Q é dado por

Me
2 =

{
Q ∼ P :

dQ
dP
∈ L2(P); S é um Q-martingale local

}
. (2.6)

Sob as hipóteses do modelo de Itô, consideramos que
∫ T

0
‖ψt‖2

Rddt é uniformemente limitado

em (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω. Desta forma, podemos encontrar uma caracterização completa de Me
2

em Karatzas et al. (1991) [60] e Schweizer (1994) [86]. No contexto dos processos de Itô,

consideramos que Me
2 6= ∅ e ressaltamos que esta hipótese está relacionada com a condição

de um mercado livre de arbitragem. Segundo Delbaen e Schachermayer (1994) [25], a condição

Me
2 6= ∅ é, essencialmente, equivalente a ausência de oportunidades de arbitragem no mercado

e, desta forma, fornecem um visão geral do teorema fundamental da precificação de ativos.

A partir de Karatzas et al. (1991) [60], para qualquer ν ∈ Lp−dad (Ω, L2[0, T ]) a derivada de

Radon-Nikodym dQ
dP é dada pelo processo estocástico exponencial ξνt definido por

ξνt = exp

[
−
∫ t

0

ψudB
S
u −

∫ t

0

νudB
I
u −

1

2

∫ t

0

(
‖ψu‖2

Rd + ‖νu‖2
Rp−d

)
du

]
, 0 ≤ t ≤ T.
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Aplicando a fórmula de Itô, temos que

ξνt = 1−
∫ t

0

ψuξ
ν
udB

S
u −

∫ t

0

νuξ
ν
udB

I
u, 0 ≤ t ≤ T.

de onde verificamos que ξνt é um P-martingale local. ConsidereKI2 o subconjunto de Lp−dad (Ω, L2[0, T ])

dado por

KI2 =
{
ν ∈ Lp−dad

(
Ω, L2[0, T ]

)
: (ξνt )0≤t≤T é um P−martingale quadrado integrável

}

e então, dado ν ∈ KI2, podemos definir a probabilidade Pν equivalente a P por dPν = ξνTdP tal

que ξνT ∈ L2(P). Portanto, temos a seguinte caracterização do conjunto Me
2:

Me
2 =

{
Pν : ν ∈ KI2

}
Observação 2.3. Quando ν = 0 ∈ KI2 e a medida de probabilidade associada P0 é, exatamente,

a probabilidade martingale minimal de Föllmer-Shcweizer (1991) [35]. Para verificar que o P-

martingale local ξνt é um P-martingale, é suficiente mostrar que E [ξνt ] = 1. Entretanto, esta

condição é dif́ıcil de ser verificada e pode ser substitúıda pela condição de Novikov (veja, por

exemplo Elliott (1982) [33], Ikeda e Watanabe (1989) [54], Øksendal (2003) [78] e Protter

(2004) [81]). Quando ν = 0, esta condição, dada por

E
[
exp

(
1

2

∫ T

0

‖ψt‖2dt

)]
<∞

é satisfeita. Portanto, o processo exponencial ξ0
t é um P-martingale quadrado integrável.

Para solucionar o problema de precificação e hedging de uma opção, utilizaremos estratégias

dinâmicas de negociação baseadas no processo descontado S. Uma forma natural de abordar

estes problemas é considerar um portfolio dinâmico da forma (θ, γ) em que θ é um processo

previśıvel de dimensão d e γ é adaptado de forma que θit descreve a quantidade do i-ésimo ativo

de posse do investidor no instante t e γt descreve a quantidade do money-market account no

instante t. Neste caso, o valor do portfolio (θt, γt) descontado da taxa de juros, no instante t é
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dado por

Vt = θtSt + γt =
d∑
i=1

θitS
i
t + γt. (2.7)

A partir da ideia de portfolio dinâmico (θ, γ), como definido acima, podemos definir o conjunto

das estratégias admisśıveis.

Definição 2.1. Dizemos que uma estratégia de portfolio φ = (V, θ) é admisśıvel quando V é

um processo adaptado real tal que VT ∈ L2(P) e θ ∈ Θ := L2(M) ∩ L2(N), em que L2(M) é o

conjunto de todos os processos previśıveis com valores em Rd tais que

‖θ‖L2(M) =

[
E
(∫ T

0

θ>t d〈M〉tθt
)] 1

2

<∞.

Além disso, denotamos L2(N) como o conjunto de todos os processos previśıveis com valores

em Rd tais que

E

[(∫ T

0

|θtdNt|
)2
]
<∞.

Desta forma, podemos notar que, se θ ∈ Θ, então a integral estocástica
∫
θdS está bem

definida e é dada por ∫
θdS =

∫
θdM +

∫
θdN.

Também temos que

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

θudSu

∣∣∣∣]2

<∞

e então, segue da desigualdade de Hölder que o Q-martingale local
∫
θdS satisfaz

EQ

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

θudSu

∣∣∣∣]2

<∞, Q ∈Me
2.

Portanto, conclúımos que
∫
θdS é um Q-martingale quadrado integrável, para qualquer θ ∈ Θ

e Q ∈Me
2.

Os custos acumulados até o tempo t gerados a partir do uso de uma estratégia admisśıvel

(V, θ) são dados pelo processo

Ct = Vt −
∫ t

0

θudSu.
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Definição 2.2. Dizemos que uma estratégia é auto-financiável se seu processo de custos acu-

mulados Ct é constante no tempo, ou equivalentemente, se o valor do portfolio descontado

puder ser escrito da forma

Vt = V0 +

∫ t

0

θudSu, 0 ≤ t ≤ T, (2.8)

em que V0 = C0 é o custo inicial necessário para se iniciar a estratégia.

Desta forma, o valor do portfolio descontado de uma estratégia auto-financiável consiste do

investimento inicial e dos ganhos (ou perdas) relativos às negociações do ativo descontado S.

É importante observar que qualquer flutuação em S pode ser neutralizada rebalanceando θ de

forma a não resultar em nenhum lucro ou prejúızo adicional. Podemos perceber que qualquer

estratégia auto-financiável é completamente descrita por V0 e θ.

Definição 2.3. Considere uma opção com função payoff H ∈ L2(P). Dizemos que H é atinǵıvel

se existe uma estratégia admisśıvel e auto-financiável (V0, θ) cujo valor final VT seja igual a H

com probabilidade um.

Suponha que H ∈ L2(P) seja uma opção atinǵıvel. Como nosso modelo de mercado finan-

ceiro não permite oportunidades de arbitragem, é claro que o preço de H deve ser dado por

V0 e que θ fornece uma estratégia de hedging contra H. Então, segue de (2.8) que H pode ser

escrito como

H = H0 +

∫ T

0

θHu dSu, P-q.c,

ou seja, como a soma de uma constante H0 e uma integral estocástica de θH ∈ Θ com respeito a

S. É claro que, nos casos em que a opção é atinǵıvel, dizemos que o mercado é completo e, neste

caso, a estratégia auto-financiável (H0, θ
H) resolve o problema de precificação e hedging. Neste

caso, o preço justo da opção é dado por H0 enquanto que a estratégia de hedging é dada por θH .

Entretanto, quando p > d, o modelo de mercado de Itô não é completo e o problema torna-se

um pouco mais complicado de ser resolvido. Para estes casos, a opção H não é atinǵıvel e,

portanto, não é posśıvel encontrar uma estratégia de portfolio (V, θ) que seja, ao mesmo tempo,

auto-financiável e com valor final VT igual a H. Isto ocorre quando consideramos os modelos de
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volatilidade estocástica. Para estes casos, existem infinitas medidas martingales equivalentes

em M2
e.

Exemplo 2.1. O exemplo t́ıpico estudado na literatura é o modelo de volatilidade estocástica

unidimensional dado por

 dSt = Stµ(t, St, σt)dt+ StσtdY
(1)
t

dσ2
t = a(t, St, σt)dt+ b(t, St, σt)dY

(2)
t

0 ≤ t ≤ T. (2.9)

em que Y (1) and Y (2) são movimentos Brownianos correlacionados com coeficiente de correlação

ρ ∈ [−1, 1], e µ, a e b são funções adequadas tal que (S, σ2) seja um processo de Markov

bidimensional bem definido. Todos os modelos de volatilidade estocástica cont́ınuos, comumente

utilizados na prática, se adequam ao sistema (2.9), em particular, destacamos os modelos de

volatilidade estocástica de Heston (veja Heston (1993) [50] e Hobson (2004) [53]) e o modelo

3
2

(veja Ahn and Gao (1999) [1], Koleva e Nicolato (2012) [67] e Drimus (2012) [30]). Nestes

caso, p = 2 > d = 1 e o mercado é incompleto. Também observamos que o conjunto Me
2

é infinito. Neste caso, calcular uma estratégia de hedging dinâmico é uma tarefa bastante

desafiadora, especialmente quando estamos interessados no estudo de opções exóticas, devido a

aleatoriedade gerada pela volatilidade.

2.2 Decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe

A decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe é fundamental para a obtenção de es-

tratégias de hedging em mercados Brownianos quando consideramos modelos de volatilidade

estocástica. Neste sentido, considere Q ∈ Me
2, ψ ∈ Ldad (Ω, L2[0, T ]), ν ∈ Lp−dad (Ω, L2[0, T ]) e

tome W S := (W (1), . . . ,W (d)) e W I := (W (d+1), . . . ,W (p)) dados por

W
(j)
t =


B

(j)
t +

∫ t

0

ψjudu, j = 1, . . . , d

B
(j)
t +

∫ t

0

νjudu, j = d+ 1, . . . , p

0 ≤ t ≤ T. (2.10)
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Então, a partir do teorema de Girsanov (veja, por exemplo Kuo (2006) [71]) temos que Wt =

(W
(1)
t , . . . ,W

(p)
t ) é um Q-movimento Browniano p-dimensional com respeito a filtragem F =

{Ft; 0 ≤ t ≤ T} gerada por W . Observamos que a filtragem F está contida em F, porém elas

não são, necessariamente, iguais. A seguir, fixamos uma opção H ∈ L2(P), descontada da taxa

de juros r e assumimos que H é FT -mensurável.

Observação 2.4. É importante ressaltar que, como o algoritmo obtido neste trabalho é comple-

tamente baseado na informação gerada pelo movimento Browniano multidimensional W (defi-

nido sob a medida de probabilidade Q e a filtragem F) e, considerando um modelo de volatilidade

estocástica da forma (2.9) com função payoff Φ(St; 0 ≤ t ≤ T ) em que Φ : CT → R é uma

aplicação de Borel e CT é o espaço usual de trajetórias cont́ınuas em [0, T ] e, supondo que a taxa

de juros é determińıstica, a hipótese de que H é FT -mensurável é satisfeita para uma grande

classe de exemplos encontrados na prática.

Seja H uma opção Q-quadrado integrável com Q ∈ Me
2. Neste caso, o Teorema de Repre-

sentação Martingale (veja, por exemplo, Øksendal (2003) [78] cap. 4) calculado em termos de

(F,Q) nos fornece que

H = EQ[H] +

∫ T

0

φH,Qu dWu

em que φH,Q :=
(
φH,Q,1, . . . , φH,Q,p

)
é um processo p-dimensional F-previśıvel. De forma análoga

à realizada para o movimento Browniano p-dimensional W =
(
W (1), . . . ,W (p)

)
, vamos dividir

o processo φH,Q nos processos multidimensionais φH,Q,S e φH,Q,I dados, respectivamente, por

φH,Q,S :=
(
φH,Q,1, . . . , φH,Q,d

)
e φH,Q,I :=

(
φH,Q,d+1, . . . , φH,Q,p

)
. (2.11)

Observamos que, para j = 1, . . . , d, temos que W
(j)
t = B

(j)
t +

∫ t
0
ψjudu em que ψt é o market

price at risk definido por ψt = σ−1
t [bt − rt1d] para 0 ≤ t ≤ T . Desta forma, temos que

dSt = diag(St)
[
(bt − rt1d) dt+ σtdB

S
t

]
= diag(St)σtdW

S
t , S0 = s, 0 ≤ t ≤ T, (2.12)
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que é a equação do processo de preço do ativo descontado S escrito na dinâmica Q. Por-

tanto S é um martingale local sob a medida martingale equivalente Q e, desta forma, a pro-

jeção de Galtchouk-Kunita-Watanabe para o par de martingales locais quadrado integráveis

(EQ [H|Ft] , S) na medida Q é dada por

EQ [H|Ft] = EQ[H] +

∫ t

0

φH,Qu dWu

= EQ[H] +

∫ t

0

φH,Q,Su dW S
u +

∫ t

0

φH,Q,Iu dW I
u

= EQ[H] +

∫ t

0

φH,Q,Su [diag(Su)σu]
−1 diag(Su)σudW

S
u + LH,Qt

= EQ[H] +

∫ t

0

φH,Q,Su [diag(Su)σu]
−1dSu + LH,Qt

= EQ[H] +

∫ t

0

θH,Qu dSu + LH,Qt ; 0 ≤ t ≤ T, (2.13)

em que

θH,Qt := φH,Q,St [diag(St)σt]
−1 (2.14)

e

LH,Qt =

∫ t

0

φH,Q,Iu dW I
u . (2.15)

O processo p-dimensional φH,Q que compõe as equações (2.14) e (2.15) é fundamental em di-

versas estratégias de hedging em mercados incompletos, em particular as estratégias quadráticas

de minimização do risco local e de variância média e será nosso principal objeto de estudo.

Observação 2.5. É importante observar que se tomarmos νj = 0 para j = d+ 1, . . . , p e se a

densidade correspondente é um martingale, então a medida martingale minimal P̂ := P0 fornece

uma decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe em que LH,P̂ é um P-martingale local orto-

gonal ao componente martingale de S sob P. Neste caso, é natural implementar uma estratégia

de hedging baseada em θH,P̂ independentemente da existência da decomposição de Föllmer-

Schweizer. Se este é o caso, esta estratégia de hedging pode ser baseada na decomposição de

Föllmer-Schweizer generalizada.
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2.2.1 Critério de Minimização do Risco Local

Para o caso em que a opção H não é atinǵıvel, sabemos, por definição, que é imposśıvel

encontrar uma estratégia auto-financiável com valor final VT = H. Uma primeira tentativa

de contornar este problema é insistir na condição terminal VT = H. Como o processo γ é

adaptado, isto sempre pode ser alcançado através da escolha de γT , ou seja, basta pagar no

tempo de maturidade. Porém, como tais estratégias não são auto-financiáveis, em geral, uma

“boa” estratégia deve ter um processo de custos “bem comportado”. O critério quadrático de

minimização do risco local foi, primeiramente, proposto por Föllmer e Sondermann (1986) [36]

para o caso em que S é um martingale e a existência e unicidade de estratégias de hedging foram

provadas como uma aplicação do teorema de decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe. A

extensão para o caso semimartingale geral deve-se a Schweizer (1988) [84] e Föllmer e Schweizer

(1991) [35]. A ideia básica da minimização do risco local pode ser definida da seguinte forma

Definição 2.4. Dizemos que uma estratégia (V, θ) minimiza o risco localmente se as seguintes

condições são satisfeitas:

1. VT = H;

2. O processo de custo C é um P-martingale quadrado integrável e ortogonal a M sob P.

Como o processo
∫ T

0
‖ψu‖2

Rddu é uniformemente limitado, sabemos que H ∈ L2(P) admite

uma única decomposição de Föllmer-Schweizer (Pham (2000) [79], Teorema 4.1), de forma que

H = H0 +

∫ T

0

θHu dSu + LHT , P− q.c,

em que H0 ∈ R, θH ∈ Θ e LHT é um P-martingale quadrado integrável ortogonal a M . Então,

é óbvio que a estratégia (V H , θH) é localmente mı́nima, em que

V H
t = H0 +

∫ t

0

θHu dSu + LHt , P− q.c, 0 ≤ t ≤ T.
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De fato, é suficiente notar que, para tal estratégia, o processo de custo é dado por

Ct = H0 + LHt , 0 ≤ t ≤ T.

Portanto, o problema de minimização do risco local é reduzido a encontrar a decomposição de

Föllmer-Schweizer de H sob P. Usamos a probabilidade martingale minimal P̂ para relacionar

a decomposição de Föllmer-Schweizer e a estratégia de minimização do risco local. A expressão

minimal foi introduzida em Föllmer e Schweizer (1991) [35] e motivada pela propriedade de que

qualquer P-martingale quadrado integrável e ortogonal a M permanece um martingale sob P̂.

Desta forma, segundo o Teorema 1.6 de Schweizer (2008) [90], a estratégia de minimização do

risco local é dada por

V H,P̂
t = EP̂ [H|Ft] e θH,P̂t = θHt , 0 ≤ t ≤ T.

em que θH , o integrando na decomposição de Föllmer-Schweizer, pode também ser identificado

como a projeção de Galtchouk-Kunita-Watanabe do P̂-martingale V H,P̂ no P̂-martingale S.

2.2.2 Critério de Variância Média

Enquanto que, no critério quadrático de minimização do risco local, o objetivo era insistir

na condição terminal VT = H P-q.c, no critério quadrático de variância média, para uma opção

não atinǵıvel H, insistimos em estratégias que sejam auto-financiáveis. Desta forma, para uma

estratégia auto-financiável (V0, θ), a diferença ao se aproximar H a partir de (V0, θ) é dada por

H − VT (V0, θ) = H − V0 −
∫ T

0

θtdSt

Basicamente, a ideia é minimizar o valor esperado do erro de hedging quadrático sobre todos

os valores iniciais V0 e todas as estratégias admisśıveis adequadas θ ∈ Θ, ou seja, tratar do

seguinte problema de otimização

inf
θ∈Θ, V0∈R

EP

[∣∣∣∣H − V0 −
∫ T

0

θtdSt

∣∣∣∣2
]
. (2.16)
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Para obter a estratégia de variância média (V P̃
0 , η

P̃), é necessário considerar a medida mar-

tingale de variância ótima (VOMM), definida por

Definição 2.5. Considere Me
2 o conjunto de todas as medidas martingales equivalentes a P

definido em (2.6). A medida martingale de variância ótima é o único elemento de Me
2 que

minimiza ∥∥∥∥dQdP
∥∥∥∥
L2(P)

=

√
1 + Var

[
dQ
dP

]
sobre todas as medidas Q ∈Me

2. A VOMM será denotada aqui por P̃.

A demonstração da existência da VOMM para processos cont́ınuos não é um resultado sim-

ples e foi demonstrada inicialmente em Delbaen and Schachermayer (1996) [26] e generalizada

em Rheinlander e Schweizer (1997) [82] e Gourieroux, Laurent e Pham (1998) [45]. Neste caso,

a estratégia de hedging quadrática ótima é dada por (V H,P̃
0 , ηH,P̃) em que

V H,P̃
0 = EP̃[H] (2.17)

e

ηH,P̃ = θH,P̃t − ζ̃

Z̃t

(
V H,P̃
t− − EP̃[H]−

∫ t

0

ηH,P̃` dS`

)
; 0 ≤ t ≤ T. (2.18)

em que θH,P̃ é calculado em termos da VOMM P̃ e ζ̃ é obtido a partir de

Z̃t := EP̃

[
dP̃
dP

∣∣∣Ft

]
= Z̃0 +

∫ t

0

ζ̃`dS`; 0 ≤ t ≤ T (2.19)

e V H,P̃
0 é o processo relacionado ao preço da opção sob P̃. É importante observar que o processo

Z̃t não está relacionado com a decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe. Entretanto,

Hobson (2004) [53] mostrou que, em modelos de volatilidade estocástica (em particular o modelo

de Heston), este processo pode ser calculado a partir da equações de representação fundamentais

dadas por (5.15), (5.16) e (5.17) e explicadas com mais detalhes no Caṕıtulo 5.



Caṕıtulo

3

Cálculo Funcional de Itô

Neste Caṕıtulo, desenvolvemos uma aproximação fact́ıvel para o cálculo das estratégias de

hedging. Inicialmente, apresentamos o esquema de discretização aleatória proposto por Leão e

Ohashi (2013) [73] baseado nas trajetórias do movimento Browniano. Na seção 3.3 apresentamos

os resultados teóricos obtidos para aproximar as estratégias de hedging no instante t = 0 e,

na Seção 3.4 estendemos os resultados para obter aproximações para estratégias de hedging

em qualquer instante t ∈ [0, T ). Ressaltamos que os resultados teóricos apresentados neste

caṕıtulo, juntamente com o método numérico de Euler-Maruyama desenvolvido no Caṕıtulo 4

são fundamentais para a construção do algoritmo apresentado no Caṕıtulo 5 e utilizado para o

cálculo das estratégias de hedging em mercados completos e incompletos.

25
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3.1 Discretização Aleatória

Nesta seção, apresentamos as ideias e resultados fundamentais da discretização aleatória

proposta por Leão e Ohashi (2013) [73]. Neste sentido, consideramos Q ∈ Me
2 uma medida

de probabilidade fixa, equivalente a medida P, e H uma opção Q-quadrado integrável e FT -

mensurável. Nesta seção, também fixamos um Q-movimento Browniano p-dimensional W =

(W (1), . . . ,W (p)) e, a menos que seja especificado o contrário, todos os valores esperados sob

a medida Q serão denotados, simplesmente, por E. Ressaltamos que a escolha da medida de

probabilidade Q ∈ Me
2 está totalmente condicionada ao modelo de mercado e ao método de

precificação e estratégia de hedging escolhidos.

A fim de definir o método de discretização aleatória, seja k um inteiro positivo e então, para

cada j = 1, . . . , p definimos os tempos de parada dados por T k,j0 := 0 quase certamente e

T k,jn := inf{T k,jn−1 < t <∞; |W (j)
t −W

(j)

Tk,jn−1

| = 2−k}, n ≥ 1. (3.1)

Desta forma, para cada j ∈ {1, . . . , p}, a famı́lia T k,j := {T k,jn ;n ≥ 0} é uma sequência de

F-tempos de parada em que os incrementos {∆T k,jn = T k,jn − T
k,j
n−1; n ≥ 1} são independentes e

igualmente distribúıdos com a mesma distribuição de T k,j1 . A seguir, apresentamos um resultado

importante acerca do primeiro e segundo momento dos incrementos ∆T k,jn .

Lema 3.1. Seja k ≥ 1 um inteiro positivo fixo e considere os tempos de parada T k,jn definidos

pela equação (3.1) com j = 1, . . . , p. O primeiro e o segundo momento dos incrementos de

tempo ∆T k,jn são dados, respectivamente, por

E
[
∆T k,jn

]
= 2−2k e E

[(
∆T k,jn

)2
]

=
5

3
2−4k (3.2)

Demonstração. Os incrementos de tempo {∆T k,jn ; n ≥ 1} são independentes, pois os incremen-

tos W
(j)

Tk,jn
−W (j)

Tk,jn−1

são independentes, de modo que basta verificar (3.2) para ∆T k,j1 . Considere

a variável aleatória τ = inf{t ≥ 0; |W (j)
t | = 1}. Da relação de escala do movimento Browniano
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W (j), temos que

T k,j1 = 2−2kτ

em distribuição e, portanto,

E
[
∆T k,j1

]
= 2−2kE [τ ] e E

[(
∆T k,j1

)2
]

= 2−4kE
[
τ 2
]
. (3.3)

Burq e Jones (2008) [15], a partir do martingale exponencial Mλ(t) = exp{λWt − λ2t/2},

encontraram uma fórmula expĺıcita para a transformada de Laplace de τ que é dada por

ψ(λ) = E [exp{−λτ}] =
1

cosh
√

2λ
.

Desta forma, temos que E [τ ] e E [τ 2] podem ser calculados a partir das derivadas ψ′(0) e ψ′′(0),

que são dados, respectivamente, por 1 e 5
3
. Então, utilizando as relações (3.3), temos que

E
[
∆T k,j1

]
= 22k e E

[(
∆T k,j1

)2
]

=
5

3
2−4k.

A partir da sequência de tempos de parada definidos em (3.1), constrúımos o processo p-

dimensional Ak :=
(
Ak,1, . . . , Ak,p

)
dado, componente a componente, pelos processos de saltos

definidos por

Ak,jt :=
∞∑
n=1

2−kηk,jn 1{Tk,jn ≤t}; 0 ≤ t ≤ T e k ≥ 1, (3.4)

em que

ηk,jn :=


1; se W

(j)

Tk,jn
−W (j)

Tk,jn−1

= 2−k e T k,jn <∞

−1; se W
(j)

Tk,jn
−W (j)

Tk,jn−1

= −2−k e T k,jn <∞

0; se T k,jn =∞

(3.5)

para n ≥ 1 e j = 1, . . . , p.

Dado um j ∈ {1, . . . , p} fixo, a Figura 3.1, exemplifica, a partir de um movimento Browniano

unidimensional (3.1(a)), como determinamos a famı́lia de tempos de parada T k,j (3.1(b)) e como
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o processo Ak,j, definido em (3.4), é constrúıdo (processo de saltos determinado pelo gráfico

azul representado nas Figuras (3.1(c)) e (3.1(d))).
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(d) Processo Ak,j

Figura 3.1: Determinação da famı́lia de F-tempos de paradas T k,j e do processo Ak,j para j
fixo.

De forma análoga à (2.11), dividimos Ak em dois processos multidimensionais dados, res-

pectivamente, por AS,k e AI,k em que AS,k é o processo d-dimensional composto pelos primeiros

d componentes de Ak, ou seja, AS,k = (Ak,1, . . . , Ak,d) e AI,k é o processo (p − d)-dimensional

complementar dado por AI,k = (Ak,d+1, . . . , Ak,p) e tomamos Fk,j := {Fk,jt : 0 ≤ t ≤ T} como

sendo a filtragem natural gerada pelo processo {Ak,jt ; 0 ≤ t ≤ T}. É importante notar que,

a partir da construção dos tempos de parada definidos em (3.1), Fk,j é uma filtragem do tipo

discreta, já que

Fk,jt =
∞∨
`=0

(
Fk,j
Tk,j`

∩
{
T k,j` ≤ t < T k,j`+1

})
, 0 ≤ t ≤ T, (3.6)

em que Fk,j0 = {Ω, ∅} e Fk,j
Tk,jm

= σ(T k,j1 , . . . , T k,jm , ηk,j1 , . . . , ηk,jm ) para m ≥ 1 e j = 1, . . . , p. Na

equação (3.6), ∨ denota a menor σ-álgebra gerada pela união das σ-álgebras. Também é fácil
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perceber que Fk,j
Tk,jm

= σ(Ak,j
s∧Tk,jm

; s ≥ 0) e, portanto,

Fk,j
Tk,jm

= Fk,jt q.c em {T k,jm ≤ t < T k,jm+1}. (3.7)

Com um abuso de notação, denotaremos por Fk,jt sua filtragem Q-aumentada satisfazendo as

condições usuais. A partir destas definições podemos demonstrar o seguinte resultado.

Lema 3.2. Para cada cada k ≥ 1 e j ∈ {1, . . . , p} fixo, temos que o processo de saltos {Ak,jt ; 0 ≤

t ≤ T} é um Fk,j-martingale com variação localmente integrável tal que

sup
0≤t≤T

‖W (j)
t − A

k,j
t ‖∞ ≤ 2−k.

em que ‖ · ‖∞ denota a norma usual do espaço L∞(P). Além disso, Fk é uma filtragem quasi-

cont́ınua à esquerda e suporta apenas martingales de variação limitada.

Demonstração. De fato, se considerarmos a sequência crescente de tempos de F-tempos de

paradas {T k,jn }n≥1 temos que

E

[∫ Tk,jn

0

|dAk,jt |

]
=

n∑
m=1

|Ak,j
Tk,jm
− Ak,j

Tk,jm−1

| =
n∑

m=1

2−k = n2−k <∞

e, portanto, Ak,j tem variação localmente integrável. Além disso, da própria definição do

processo de saltos Ak,j, temos que

|W (j)
t − A

k,j
t | =

∞∑
n=0

|W (j)
t − A

k,j

Tk,jn
|1{Tk,jn ≤t<Tk,jn+1}

≤ 2−k para todo ω ∈ Ω

de onde conclúımos que sup0≤t≤T ‖W
(j)
t −A

k,j
t ‖∞ ≤ 2−k. Da propriedade martingale, temos de

(3.6) que

Fk,jt = σ

{
∞⋃
n=0

An ∩
[
T k,jn ≤ t < T k,jn+1

]
; An ∈ Fk,j

Tk,jn
; n ≥ 0

}
, t ≥ 0,
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em que Ak,js = W
(j)

Tk,jn
em [[T k,jn , T k,jn+1[[ para cada n ≥ 1. Neste caso, a partir do teorema da

amostragem opcional, temos que

E
[
W

(j)
T |F

k,j
t

]
= Ak,jt q.c, 0 ≤ t ≤ T

e, portanto Ak,j é um Fk,j-martingale. Também observamos que, como T k,j1 é uma variável

aleatória absolutamente cont́ınua e Ak,j é um processo de saltos, temos que Fk,j é uma filtragem

quasi-cont́ınua à esquerda. O fato de que todo Fk,j-martingale tem variação limitada é uma

consequência de Jacod e Skorohod (1994) [56].

Também é importante introduzir a filtragem multidimensional gerada pelo processo Ak.

Para isto, seja Fk := {Fkt ; 0 ≤ t ≤ T} definida por Fkt := Fk,1t ⊗ Fk,2t ⊗ · · · ⊗ Fk,pt para

0 ≤ t ≤ T . Além disso, consideramos T k a partição aleatória mais fina gerada a partir da união

das famı́lias de tempos de parada T k,j, ou seja, T k :=
{
T km; m ≥ 0

}
é obtida pela famı́lia de

variáveis aleatórias {T k,j` ; ` ≥ 0; j = 1 . . . , p} e, neste caso, T k0 := 0 q.c e

T k1 := inf
1≤j≤p

{T k,j1 }, T kn := inf
1≤j≤p
m≥1

{T k,jm ;T k,jm ≥ T kn−1; n ≥ 2}. (3.8)

A Figura 3.2 fornece um exemplo de como a partição T k é constrúıda a partir de duas

partições que foram, inicialmente, geradas a partir de um movimento Browniano bidimensional

W = (W (1),W (2)).

Figura 3.2: Partição T k gerada a partir das famı́lias de tempos de parada T k,1 e T k,2
obtidas a partir de um movimento Browniano bidimensional W = (W (1),W (2)).
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Como a distribuição de W (j) é absolutamente cont́ınua para cada j = 1, . . . , p, podemos

assumir que todos os elementos de T k são distintos q.c para todo k ≥ 1. Desta forma, temos o

seguinte resultado para a partição T k.

Lema 3.3. Para todo k ≥ 1, o conjunto T k é uma sequência de Fk-tempos de parada tais que

supn≥1

∣∣T kn − T kn−1

∣∣→ 0 em probabilidade quando k →∞.

Demonstração. É importante observar que

sup
n≥1

∣∣T kn − T kn−1

∣∣ ≤ max
1≤j≤p

sup
n≥1

∣∣∣T k,jn − T
k,j
n−1

∣∣∣→ 0,

em probabilidade quando k → ∞ e T kn → ∞ q.c quando n → ∞ para cada k ≥ 1. Provemos

agora que T k =
{
T kn ;n ≥ 0

}
é uma sequência de Fk-tempos de parada. Para isto, considere a

sequência {T kn}n≥0 reescrita considerando T k0 = 0 q.c e T k1 = inf
{
t > 0;

∥∥Akt ∥∥Rp = 2−k
}

, em que

‖ · ‖Rp denota a norma do máximo em Rp. Portanto, T k1 é um Fk-tempo de parada. A seguir,

definimos uma famı́lia de variáveis aleatórias em Fk
Tk1

relacionadas ao ı́ndice j dadas por

`k,j1 :=

 0, se |Ak,j
Tk1
| 6= 2−k

1, se |Ak,j
Tk1
| = 2−k

, para qualquer j = 1, . . . , p.

Então consideramos o seguinte operador translação em relação ao tempo de parada T k1 .

Ãk1(t) :=

(
Ãk,11 (t) := Ak,1

t+Tk1
− Ak,1

Tk
`
k,1
1

; . . . ; Ãk,p1 (t) := Ak,p
t+Tk1
− Ak,p

Tk
`
k,p
1

)

para t ≥ 0. Neste caso, conclúımos que Ãk1 é adaptado à filtragem {Fk
t+Tk1

; t ≥ 0} e o hitting

time Sk2 := inf{t > 0; ‖Ãk1(t)‖Rp = 2−k} é um {F k
t+Tk1

; t ≥ 0}-tempo de parada e T k2 = T k1 +Sk2 é

um Fk-tempo de parada. Na sequência, definimos uma famı́lia de variáveis aleatórias definidas

em Fk
Tk2

relacionadas ao ı́ndice j dadas por

`k,j1 :=

 0, se |Ãk,j1 (Sk2 )| 6= 2−k

2, se |Ãk,j1 (Sk2 )| = 2−k
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para j = 1, . . . , p. Consideramos o operador translação em relação ao tempo de parada Sk2 dado

por

Ãk2(t) :=
(
Ãk,12 (t) := Ãk,11

(
t+ Sk2

)
− Ãk,11 (Sk

`k,12

); . . . ; Ãk,p2 (t) := Ãk,p1

(
t+ Sk2

)
− Ãk,p1 (Sk

`k,p2

)
)
,

para todo t ≥ 0. Neste caso, conclúımos que Ãk2 é adaptado à filtragem {Fk
t+Tk2

; t ≥ 0}, o hitting

time Sk3 := inf{t > 0; ‖Ãk2(t)‖Rp = 2−k} é um {Fk
t+Tk2

; t ≥ 0}-tempo de parada e T k3 = T k2 + Sk3

é um Fk-tempo de parada. De forma indutiva, conclúımos que {T kn}n≥0 é uma sequência de

Fk-tempos de parada.

A partir o Lemma 3.3 e da construção da filtragem Fk, o seguinte resultado é imediato e

sua demonstração será omitida.

Lema 3.4. Para todo k ≥ 1, o conjunto T k é uma sequência de Fk-tempos de parada tais que

Fkt = FkTkn q.c em
{
T kn ≤ t < T kn+1

}
(3.9)

para cada n ≥ 0 e k ≥ 1.

Como a opção H ∈ L2(P) e o mean variance tradeoff K̂ de S é limitado, é claro que

H ∈ L2(Q). Segue então, do Teorema de Representação Martingale, que

E [H|Ft] = H0 +

∫ t

0

φHu dWu; 0 ≤ t ≤ T,

em que H0 = E [H] e φH =
(
φH,1, . . . , φH,p

)
é um processo F-previśıvel de dimensão p, adaptado

e mensurável, tal que

E
[∫ T

0

‖φHt ‖2
Rpdt

]
<∞.

A função payoff H induz o F-martingale Q-quadrado integrável Xt := E [H | Ft]; 0 ≤ t ≤ T

e então, mergulhamos o processo X na filtragem quasi-cont́ınua à esquerda Fk por meio do
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operador δkXt definido por

δkXt :=
∞∑
m=0

E
[
XTkm

| FkTkm
]
1{Tkm≤t<Tkm+1}

= X0 +
∞∑
m=1

E
[
XTkm
|FkTkm

]
− E

[
XTkm−1

|FkTkm−1

]
1{Tkm≤t}

para qualquer 0 ≤ t ≤ T . Como X é um F-martingale então, do Teorema da amostragem

opcional de Dobb (veja, por exemplo o Teorema 16 do cap. 1 de Protter (2004) [81]) e do Lema

3.4, segue que δkX possui a seguinte representação

δkXt = E
[
XT | Fkt

]
= E

[
H | Fkt

]
, 0 ≤ t ≤ T.

Como consequência, obtemos que δkX é um Fk-martingale Q-quadrado integrável e podemos

escrevê-lo como

δkXt = X0 +
∞∑
m=1

∆δkXTkm
1{Tkm≤t} = X0 +

p∑
j=1

∞∑
`=1

∆δkXTk,j`
1{Tk,j` ≤t}

= X0 +

p∑
j=1

∞∑
`=1

∆δkXTk,j`

∆Ak,j
Tk,j`

∆Ak,j
Tk,j`

1{Tk,j` ≤t}

= X0 +

p∑
j=1

∫ t

0

Dj
(
δkX

)
u
dAk,ju , (3.10)

em que

Dj
(
δkX

)
t

:=
∞∑
`=1

∆δkXTk,j`

∆Ak,j
Tk,j`

1[[Tk,j` ]] (3.11)

e a integral em (3.10) é calculada no sentido de Lebesgue-Stieltjes. Para j ∈ {1, . . . , p} fixo e

` ≥ 1, definimos τ k,j` := max{T kn ;T kn < T k,j` }, ou seja, τ k,j` é o maior tempo de parada de T k

menor do que T k,j` . Desta forma, temos que a filtragem Fk
Tk,j`

é igual à filtragem gerada por

Fk
τk,j`

, pelo incremento T k,j` − T
k,j
`−1 e ηk,j` , isto é,

Fk
Tk,j`

= Fk
τk,j`
∨ σ

(
T k,j` − T

k,j
`−1, η

k,j
`

)
, (3.12)



34 Caṕıtulo 3 — Cálculo Funcional de Itô

para ` ≥ 1 e j = 1, . . . , p. Portanto,

Dj
(
δkX

)
Tk,j`

=
E
[
H | Fk

Tk,j`

]
− E

[
H | Fk

τk,j`

]
W

(j)

Tk,j`

−W (j)

Tk,j`−1

; ` ≥ 1. (3.13)

já que o processo Ak,j coincide com W (j) nos tempos de parada {T k,j` ; ` ≥ 1}.

Observação 3.1. De forma análoga a mostrada em Leão e Ohashi (2013) [73] para o caso

univariado, podemos mostrar que Fk → F fracamente e, como X possui trajetórias cont́ınuas,

então δkX → X uniformemente em probabilidade quando k →∞.

A partir do processo Dj
(
δkX

)
em (3.13), definimos o processo Dk,jX dado por

Dk,jX :=
∞∑
`=1

Dj
(
δkX

)
Tk,j`

1[[Tk,j` ,Tk,j`+1[[, k ≥ 1, j = 1, . . . , p (3.14)

e, de modo que possamos trabalhar com estratégias de hedging não-antecipativas, definimos

uma versão Fk-previśıvel adequada de Dk,jX da forma

Dk,jX := 01[[0]] +
∞∑
n=1

E
[
Dk,jXTk,jn

| Fk
Tk,jn−1

]
1]]Tk,jn−1,T

k,j
n ]]; k ≥ 1, j = 1, . . . , d. (3.15)

Observação 3.2. Seja H uma opção FT -mensurável e Q-quadrado integrável. Então, para

j = 1, . . . , p, temos que

Dk,jXt = E

E
[
H | Fk

Tk,j1

]
− E

[
H | Fk

τk,j1

]
W

(j)

Tk,j1

−W (j)

Tk,j0

 ; 0 < t ≤ T k,j1 . (3.16)

Devemos notar que (3.16) nos remete a estratégia usual do delta hedging, porém o preço é

transladado no ńıvel das σ-álgebras juntamente com os incrementos dos respectivos movimentos

Brownianos ao invés do preço atual. No caso unidimensional (p = d = 1), temos que

Dk,1Xt = E

E
[
H | Fk

Tk,11

]
− E [H]

W
(1)

Tk,11

−W (1)

Tk,10

 ; 0 < t ≤ T k,11 . (3.17)
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A partir da identidade (3.16), obtemos um procedimento natural para aproximação das

estratégias de hedging puras por meio do processo Dk,jXTk,j1
[S0σ0]−1 no instante inicial t = 0.

É exatamente este procedimento que detalharemos no algoritmo apresentado na Seção 5.1

do Caṕıtulo 5, a partir do qual obtemos os resultados numéricos fornecidos na Seção 5.2.

Quando trabalhamos com modelos de volatilidade estocástica, a aleatoriedade adicional está

inserida em Fk
τk,11

que é determinada pelos hitting times dos movimentos Brownianos associados

à volatilidade estocástica.

Na seção 3.2 a seguir, introduzimos uma topologia que é flex́ıvel para lidar com estratégias

de hedging não suaves para payoffs que sejam, possivelmente, não-Markovianos e que, ao mesmo

tempo, justifique as técnicas de simulação Monte Carlo que serão apresentadas na Seção 5.1.

Também enfatizamos que esta topologia é fundamental para a construção de aproximações

fact́ıveis para os processos

∫ t

0

θHu dSu e LH,Qt =

∫ t

0

φH,Q,Iu dW I
u .

baseadas nas razões (3.16).

3.2 Espaços Bp

Nesta seção, apresentamos os espaços de Banach Bp(F) para p ≥ 1, a partir dos quais,

definimos σ(Bp,M q) como sendo a topologia fraca de Bp(F), ou seja, a menor topologia para

a qual a forma linear (A,X) : Bp(F) → R é cont́ınua. Os resultados assintóticos apresentados

na Seção 3.3 utilizarão os ı́ndices p = 1 e p = 2. Indicamos os trabalhos de Dellacherie e

Meyer (1982) [27], Dellacherie e Meyer (1978) [28] e Meyer (1977) [75] para uma descrição mais

detalhada da topologia fraca de Bp(F) restrita ao subespaço dos martingales Hp(F) e o trabalho

de Leão e Ohashi (2013) [73] para alguns resultados assintóticos no caso unidimensional.

A seguir, apresentamos a definição dos espaços Bp(F) para p ≥ 1 e consideramos q o

conjugado de p, isto é, 1
p

+ 1
q

= 1.
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Definição 3.1. Utilizamos a notação Bp(F) para denotar o espaço de todos os processos F-

opcionais X indexados em [0, T ] tais que E [|X∗T |
p] <∞ em que X∗T = sup0≤t≤T |Xt|. Podemos

induzir em Bp(F) a norma ‖ · ‖Bp(F) dada por

‖X‖Bp = ‖X∗T‖Lp = (E [|X∗T |p])
1
p (3.18)

Também definimos o subespaço Hp(F) de Bp(F) formado por todos os martingales Z tais que

Z0 = 0.

O espaço Bp(F) é completo. Da definição do subespaço Hp(F) ⊂ Bp(F), temos o seguinte

importante resultado.

Proposição 3.1. O espaço Hp(F) é fechado em Bp(F).

Demonstração. De fato, seja {Mn}n≥1 uma sequência de processos em Hp(F) que converge para

M ∈ Bp(F). Então, temos que

‖Mn −M‖pBp(F) = E
[

sup
0≤t≤T

|Mn
t −Mt|p

]
→ 0 quando n→∞.

Desta forma, utilizando a desigualdade de Hölder, para todo t ∈ [0, T ], temos que

E [|Mn
t −Mt|] = E [|(Mn

t −Mt)1|] ≤ E [|Mn
t −Mt|p]

1
p E [1q]

1
q → 0⇒Mn

t
L1

→Mt.

Portanto, para todo 0 ≤ s < t ≤ T e A ∈ Fs,

E [Mt −Ms|Fs] = E [1A(Mt −Ms)] = lim
n→∞

E [1A(Mn
t −Mn

s )]

= lim
n→∞

E [Mn
t −Mn

s |Fs] = 0

de onde conclúımos que E [Mt|Fs] = Ms e, portanto M é um martingale. Como Mn
t

L1

→ Mt,

dado ε > 0, da desigualdade de Chebyshev, temos que

0 ≤ P (|Mn
t −Mt| ≥ ε) ≤ E [|Mn

t −Mt|p]
εp

→ 0 para todo t ∈ [0, T ]. (3.19)
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Como Mn
0 = 0 para todo n ≥ 1 e (3.19) é verdadeira para t = 0, segue que, para n suficiente-

mente grande e ε > 0,

P (|Mn
0 −M0| ≥ ε) = P (|M0| ≥ ε) = 0

e, então M0 = 0 q.c, concluindo a demonstração.

Da Proposição 3.1, conclúımos que (Hp(F), ‖ · ‖Bp(F)) é um espaço de Banach. Será impor-

tante trabalhar com o espaço dual de Bp(F). Quando p > 1, o Lema 3.5 a seguir, nos permite,

exatamente, determinar seu dual.

Lema 3.5. Sejam Apr e Apd processos de variação integrável de forma que Apr é F-previśıvel

com A0 = 0 e Apd é F-opcional e puramente descont́ınuo. Além disso, seja V o processo dado

por

V =

∫ T

0−
|dAprs |+

∫ T

0

|dApds |.

Então, temos que

i) Se V ∈ Lq(Q) e A = (Apr, Apd) então, para todo X ∈ Bp(F), a aplicação (A,X) : Bp(F)→

R dada por

(A,X) = E
[∫ T

0−
Xs−dA

pr
s +

∫ T

0

XsdA
pd
s

]
∀ X ∈ Bp(F) (3.20)

está bem definida para todo X ∈ Bp(F) e define uma forma linear com norma ‖(A,X)‖ ≤

‖V ‖Lq .

ii) Reciprocamente, se a forma linear (A,X) é cont́ınua, ela possui uma única representação

da forma (3.20) e, além disso, ‖V ‖Lq ≤ q‖(A,X)‖.

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em Dellacherie e Meyer

(1982) [27] (Teorema 65, página 254) e será omitida.

O espaço topológico dual de Bp(F), denotado por (Bp(F))′ = M q(F) pode, então, ser definido

como o espaço dos processos A = (Apr, Apd) com norma ‖ · ‖Mq(F) dada por

‖A‖Mq := ‖V ‖Lq (3.21)
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Uma desigualdade fundamental do par dual dado por (3.20) é dada por

|(A,X)| ≤ E
[∫ T

0−
|Xs−dA

pr
s |
]

+ E
[∫ T

0

∣∣XsdA
pd
s

∣∣]
≤ ‖X∗‖Lp‖V ‖Lq = ‖X‖Bp(F)‖A‖Mq(F) ∀ A ∈M q(F) e X ∈ Bp(F) (3.22)

em que a segunda desigualdade é consequência da desigualdade de Hölder. Neste sentido,

denotamos por σ(Bp,M q) a topologia fraca de Bp(F), isto é, a menor topologia que torna a

forma linear (A,X) : Bp(F)→ R cont́ınua.

Quando p = 1, devemos ter um pouco mais de cuidado. Para definir o dual de B1(F), que

denotamos por M∞(F), considere A = (Apr, Apd) um processo de variação integrável tal que

∫ T

0

|dAt| =
∫ T

0−
|dAprt |+

∫ T

0

|dApdt | ∈ L∞(P)

de forma que, para todo X ∈ B1(F), a aplicação (A,X) : B1(F)→ R definida por

(A,X) = E
[∫ T

0

XsdAs

]
= E

[∫ T

0−
Xs−dA

pr
s +

∫ T

0

XsdA
pd
s

]

é uma forma linear e está bem definida. Desta forma, definimos o espaço M∞(F) como sendo

os processos de variação integrável A tais que

‖A‖M∞ =

∥∥∥∥∫ T

0

|dAt|
∥∥∥∥
L∞

.

De forma análoga ao caso p > 1, definimos por σ(B1,M∞) a topologia fraca de B1(F). En-

tretanto, em nossos resultados, utilizaremos uma noção modificada de convergência. Neste

sentido, consideramos o conjunto Λ∞ dos processos F-opcionais de variação limitada C da

forma C = g1{S≤·} com g ∈ L∞(FS) em que S é um F-tempo de parada (limitado por T ).

O espaço Λ∞ completa B1(F) no sentido de que

‖X‖B1 = sup {|(X,C)|; C ∈ Λ∞, ‖C‖M∞ ≤ 1} . (3.23)
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A relação (3.23) pode ser encontrada em Dellacherie et al. (1978) [28] e então, podemos dotar

B1(F) com a topologia fraca σ(B1,Λ∞) induzida pela famı́lia de seminormas

X 7→ |(X,C)|; C ∈ Λ∞.

É importante observar que σ(B1,Λ∞) é mais fraco do que σ(B1,M∞). Porém, a relação

(3.23) garante que o subespaço Λ∞ ⊂M∞ é ω∗-denso em M∞.

O seguinte resultado, obtido por Mokobodzki, será muito importante nos resultados obtidos

na Seção 3.3.

Lema 3.6. Seja Xn uma sequência de processos opcionais tais que sup0≤t≤T |Xn
t | é uniforme-

mente integrável e, para todo F-tempo de parada S, a sequência Xn
S converge fracamente em

L1 relativamente a FS. Então existe um processo opcional X tal que Xn → X em σ(B1,M∞).

Além disso, se Xn → X em σ(B1,Λ∞) e sup0≤t≤T |Xn
t | é uniformemente integrável, temos a

convergência em σ(B1,M∞).

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em Meyer (1977) [75].
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3.3 Aproximações fracas para o processo de hedging

O principal objetivo desta seção é obter aproximações martingales fracas de variação limi-

tada para os processos

∫ t

0

θH,Qu dSu e LH,Qt =

∫ t

0

φH,Q,Iu dW I
u com 0 ≤ t ≤ T.

da decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe (2.13).

Vale observar que estas aproximações estarão condicionadas a obtenção de uma aproximação

para os processos (φH,Q,S, φH,Q,I). Para facilitar a notação, considerando uma medida Q ∈M2
e

fixa, substituimos (φH,Q,S, φH,Q,I) por (φH,S, φH,I) e os processos θH,Q e LH,Q por θH e LH ,

respectivamente, de forma que, a partir das equações (2.14) e (2.15), podemos reescrever os

processos θHt e LHt nas formas

θHt = φH,St [diag(St)σt]
−1 e LHt :=

∫ t

0

φH,I` dW I
` ; 0 ≤ t ≤ T. (3.24)

Estamos assumindo aqui, que a obtenção de φH,St será suficiente para o cálculo de θHt , ou seja,

que a volatilidade associada ao ativo subjacente, apesar de não observável, é conhecida (via

calibração ou através de algum modelo de volatilidade estocástica). Como exemplos t́ıpicos,

temos a decomposição de Föllmer-Schweizer generalizada e as estratégias quadráticas de mini-

mização do risco local e de variância média comentadas no Caṕıtulo 2. Os passos realizados

nas aproximações obtidas nesta seção podem ser facilmente implementados, de forma que todos

os elementos da aproximação são pasśıveis de uma análise numérica que será apresentada na

Seção 5.2 do Caṕıtulo 5. Além disso, considerando simples condições de integrabilidade, as

aproximações fracas para o processo φ obtidas na medida martingale equivalente Q podem ser

trazidas para a medida f́ısica P.

Uma definição chave deste trabalho é a definição de energia finita para martingales dada

abaixo.
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Definição 3.2. Dizemos que um F-martingale Y possui energia finita ao longo da famı́lia de

filtragens {Fk}k≥1 se

E2(X) = sup
k≥1

E
([
δkY, δkY

]
T

)
<∞. (3.25)

Como exemplo, seja H uma opção Q-quadrado integrável e FT -mensurável e considere o

F-martingale Q-quadrado integrável Xt := E[H|Ft]. Além disso, seja {δkX}k≥1 a sequência de

Fk-martingales dada por (3.10). Então, o processo X terá energia finita se

sup
k≥1

E
([
δkX, δkX

]
T

)
= sup

k≥1
E

[
∞∑
n=1

|∆δkXTkn
|21{Tkn≤T}

]
<∞.

Lema 3.7. Seja X o F-martingale Q-quadrado integrável dado por Xt = E[H|Ft]. Então,

existe uma constante positiva C tal que

E

[
∞∑
n=1

|∆δkXTkn
|21{Tkn≤T}

]
≤ CE

[
∞∑
n=1

|XTkn
−XTkn−1

|21{Tkn≤T}

]

+ CE

[
p∑
j=1

∞∑
`=1

|XTk,j`
−XTk,j`−1

|21{Tk,j` ≤T}

]
(3.26)

para todo k ≥ 1. Consequentemente, X tem energia finita.

Demonstração. Da definição, temos que Fk
Tk,j`

= σ(Ak,m
s∧Tk,j`

; s ≥ 0, m = 1, . . . , p) e

[δkX, δkX]T =
∞∑
n=1

|∆δkXTkn
|21{Tkn≤T} =

p∑
j=1

∞∑
`=1

|∆δkXTk,j`
|21{Tk,j` ≤T}

.

Como definido anteriormente, para j = 1, . . . , p e ` ≥ 1, consideramos o Fk-tempo de parada

τ k,j` = max{T kn ; T kn < T k,j` }. Podemos reescrever τ k,j` como

τ k,j` =
∞∑
n=1

T kn−11{Tkn=Tk,j` }
,

de forma que

Fk
Tk,j`

= Fk
τk,j`
∨ σ(ξk,j` , ηk,j` ), em que ξk,j` = T k,j` − T

k,j
`−1. (3.27)
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Então, tomando um j fixo, consideramos W̃t := WTk,j`−1+t −WTk,j`−1
e seja FW̃ = {FW̃t ; t ≥ 0}

a filtragem natural gerada por W̃ . Da propriedade forte de Markov, temos que W é um FW̃ -

movimento Browniano de dimensão p independente de FTk,j`−1
, ou seja, FW̃t é independente de

FTk,j`−1
para todo t > 0. Portanto

σ(ξk,j` , ηk,j` ) é independente de FTk,j`−1
. (3.28)

De (3.27) e (3.28), conclúımos que

E
[
XTk,j`−1

|Fk
Tk,j`

]
= E

[
XTk,j`−1

|Fk
τk,j`

, (ξk,j` , ηk,j` )
]

= E
[
XTk,j`−1

|Fk
τk,j`

]
(3.29)

e então, aplicando a desigualdade de Jensen e utilizando (3.29), temos que

|∆δkXTk,j`
|2 = |δkXTk,j`

− δkXτk,j`
|2 =

∣∣∣E [XTk,j`
|Fk

Tk,j`

]
− E

[
Xτk,j`

|Fk
τk,j`

]∣∣∣2
=
∣∣∣E [XTk,j`

−XTk,j`−1
|Fk

Tk,j`

]
+ E

[
XTk,j`−1

|Fk
Tk,j`

]
− E

[
Xτk,j`

|Fk
τk,j`

]∣∣∣2
≤ 2E

[∣∣∣XTk,j`
−XTk,j`−1

∣∣∣2 |Fk
Tk,j`

]
+ 2E

[∣∣∣XTk,j`−1
−Xτk,j`

∣∣∣2 |Fk
τk,j`

]
.

Como |XTk,j`−1
−Xτk,j`

|2 ≤ 2|XTk,j`−1
−XTk,j`

|2 + 2|XTk,j`
−Xτk,j`

|2, segue que

E
([
δkX, δkX

]
T

)
≤ 2

p∑
j=1

∞∑
`=1

E
[(
XTk,j`

−XTk,j`−1

)2

1{Tk,j` ≤T}

]

+ 4

p∑
j=1

∞∑
`=1

E
[(
XTk,j`−1

−XTk,j`

)2

1{Tk,j` ≤T}

]

+ 4

p∑
j=1

∞∑
`=1

E
[(
XTk,j`

−Xτk,j`

)2

1{Tk,j` ≤T}

]

≤ 6

p∑
j=1

∞∑
`=1

E
[(
XTk,j`

−XTk,j`−1

)2

1{Tk,j` ≤T}

]

+ 4
∞∑
n=1

E
[(
XTkn
−XTkn−1

)2

1{Tkn≤T}

]
.

concluindo a demonstração.
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A seguir, definimos a noção de δ-covariação e observamos que esta definição é similar a

noção de covariação introduzida em Leão, Ohashi e Simas [72] e Leão e Ohashi (2013) [73].

Definição 3.3. Seja
{
Y k; k ≥ 1

}
uma sequência de Fk-martingales Q-quadrado integráveis e

considere Ak,j como o processo de saltos dado em (3.4). Quando o limite

lim
k→∞

[
Y k, Ak,j

]
t

existe fracamente em L1(Q) para todo t ∈ [0, T ], dizemos que
{
Y k; k ≥ 1

}
tem δ-covariação

com respeito a Ak,j.

Esta definição difere um pouco da apresentada em Leão, Ohashi e Simas [72] e Leão e Ohashi

(2013) [73] uma vez que, no nosso caso de interesse,
{
Y k; k ≥ 1

}
não é, necessariamente, uma

sequência de processos Fk-adaptados com puro saltos. De fato, como estamos no caso martingale

puro, podemos relaxar tal hipótese como demonstrado pelo seguinte Lema.

Lema 3.8. Seja {Y k,j
t =

∫ t
0
Hk,j
s dAk,js ; k ≥ 1, j = 1, . . . , p} uma sequência de integrais estocás-

ticas tal que Hk,j é um processo de saltos com saltos definidos nos F-tempos de parada T k,jn ,

n ≥ 1 e seja Y k :=
∑p

j=1 Y
k,j. Suponha que

sup
k≥1

EQ
(
[Y k, Y k]T

)
<∞. (3.30)

Então Z := limk→∞ Y
k existe fracamente em B2(F) com Z ∈ H2(F) se, e somente se,

{
Y k; k ≥ 1

}
admite uma δ-covariação com respeito a Ak,j. Neste caso,

lim
k→∞

[
Y k, Ak,j

]
t

= lim
k→∞

[
Y k,j, Ak,j

]
t

=
[
Z,W (j)

]
t

fracamente em L1(Q); t ∈ [0, T ] (3.31)

para j = 1, . . . , p.

Demonstração. Dividiremos a demonstração deste resultado em alguns passos.

Passo 1. A sequência {Zk
t ; k ≥ 1} de F-martingales Q-quadrado integráveis tais que

Zk
t := E

[
Y k
t |Ft

]
admite uma subsequência convergente em σ(B2,M2).



44 Caṕıtulo 3 — Cálculo Funcional de Itô

De fato, observamos que Zk
0 = 0 e, a partir da hipótese (3.30) e da desigualdade de

Burkholder-Davis-Gundi, existe uma constante C2 tal que

EQ

[
sup

0≤t≤T
|Zk

t |2
]
≤ C2EQ

(
[Zk, Zk]T

)
= C2EQ

(
[Y k, Y k]T

)
<∞

e, portanto, {Zk
t ; k ≥ 1} é uma sequência limitada em H2(F). Da Proposição 3.1, H2(F)

é fechado em B2(F) e, portanto, temos que {Zk
t ; k ≥ 1} é σ(B2,M2)-relativamente com-

pacto. Então, qualquer sequência em {Zk
t ; k ≥ 1} admite uma subsequência convergente em

σ(B2,M2). Com um abuso de notação, utilizamos {Zk
t ; k ≥ 1} para denotar esta subsequência

e seja Z ∈ H2(F) tal que (A,Zk
t ) converge para (A,Zt) para A ∈M2(F).

Passo 2. Temos que Y k → Z em σ(B1,Λ∞).

Mostrar que Y k → Z em σ(B1,Λ∞) é equivalente a mostrar que

lim
k→∞

∫
Y k
S gdQ =

∫
ZSgdQ

para todo g ∈ L∞(FS). Observamos que é suficiente mostrar para a função indicadora g = 1G

em que G ∈ FS. A partir do Lema 3.3 de Leão e Ohashi (2013) [73], existe uma sequência de

tempos de paradas Sk e Gk ∈ Fk
Sk

tais que limk→∞Q
[
G−Gk

]
= 0 e que Sk = S em Gk para

todo k ≥ 1. Da definição de esperança condicional e do fato de Y k ser um Fk-martingale, temos

que

∫
G

Zk
SdQ =

∫
G−Gk

Y k
T dQ +

∫
Gk

E
[
Y k
T |FkSk

]
dQ

=

∫
G−Gk

Y k
T dQ−

∫
G−Gk

Y k
S dQ +

∫
G

Y k
S dQ.

E então, temos que

∣∣∣∣∫
G

Zk
SdQ−

∫
G

Y k
S dQ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
G−Gk

Y k
T dQ−

∫
G−Gk

Y k
S dQ

∣∣∣∣→ 0 quando k →∞.
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o que mostra que limk→∞(Y k, C) = (Z,C) para todo C ∈ Λ∞ e, portanto, limk→∞ Y
k = Z em

σ(B1,Λ∞). A partir da hipótese (3.30), temos que {sup0≤t≤T |Y k
t |; k ≥ 1} é uniformemente

integrável, e então, a partir do Lema 3.6, conclúımos que Y k → Z fracamente em B1.

Passo 3. A partir do Passo 2, temos que Y k → Z em σ(B2,M2).

De fato, consideramos um funcional linear arbitrário A = (Apr, Apd) ∈ M2 e seja {Sn}n≥1

uma sequência de F-tempos de parada com Sn → ∞ tais que
∫ T
t∧Sn |dA

pr| e
∫ T
t∧Sn |dA

pd| são

limitados para todo n ≥ 1. Denotaremos por An o respectivo funcional linear parado em Sn,

isto é, An = At∧Sn e destacamos que, desta forma, An ∈M∞. Então, temos que

|(A, Y k)− (A,Z)| ≤ |(A, Y k)− (An, Y k)|+ |(An, Y k)− (An, Z)|+ |(An, Z)− (A,Z)|

≤ |(An, Y k)− (An, Z)|+ ‖An − A‖M2(F)

(
‖Z‖B2(F) + [Y k, Y k]

1
2

)
→ 0.

já que |(An, Y k) − (An, Z)| → 0 pois Y k → Z em σ(B1,M∞) e ‖An − A‖M2(F) → 0 quando

n → ∞. Portanto, limk→∞ Y
k = Z fracamente em B2. Ou seja, {Y k; k ≥ 1} é um conjunto

B2-fracamente relativamente compacto tal que seu limite Z ∈ H2(F).

Passo 4. Conclusão da demonstração.

Do Passo 3, existe uma subsequência {ki}i≥1 tal que limi→∞ Y
ki = limi→∞

∑p
j=1 Y

ki,j = Z

fracamente em B2(F) e Z ∈ H2(F). Então, a partir do Lema 3.5 de Leão e Ohashi (2013) [73],

conclúımos que

lim
i→∞

[Y ki , Aki,j]t = [Z,W (j)]t fracamente em L1(Q); 0 ≤ t ≤ T,

e, de forma análoga a Proposição 3.2 de Leão e Ohashi, conclúımos que Z = limk→∞ Y
k existe

fracamente em B2 com Y ∈ H2 se, e somente se, {Y k; k ≥ 1} admite uma δ-covariação com

respeito a Ak,j.

O Lemma 3.8 nos diz que, mostrar que Y k converge fracamente em B2(F) é equivalente a

mostrar que {Y k; k ≥ 1} admite uma δ-covariação com respeito a Ak,j ou, mais precisamente,

que limk→∞[Y k, Ak,j]t existe fracamente em L1(Q). Além disso, demonstrar que Y k → Y em

σ(B2,M2) a partir da convergência (A, Y k) → (A, Y ) com A ∈ M2 pode ser substitúıdo pela
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demonstração de que (A, Y k) → (A, Y ) com A = g1{S≤·} ∈ L∞(FS) com S um F-tempo de

parada.

Para os próximos resultados, utilizamos a noção de derivada funcional fraca, introduzida

em Leão e Ohashi (2013) [73] e Leão, Ohashi e Simas [72], dada na definição a seguir.

Definição 3.4. Seja H uma opção Q-quadrado integrável e FT -mensurável e tome Xt =

E [H | Ft] para 0 ≤ t ≤ T . Dizemos que X é fracamente diferenciável se

DjX := lim
k→∞

Dk,jX existe fracamente em L2(Q× Leb)

para cada j = 1, . . . , p. Neste caso, consideramos o processo p-dimensional DX dado por

DX := (D1X, . . . ,DpX).

Observação 3.3. É importante observar que as ideias do cálculo diferencial utilizado aqui

foram introduzidas por Leão e Ohashi (2013) [73] e Leão, Ohashi e Simas [72] e podem ser

consideradas como uma versão fraca do cálculo funcional de Itô introduzido por Dupire (2009)

[31] e, posteriormente, estudado por Cont e Fournie (2013) [21]. O Teorema 3.1 a seguir, pode

ser considerado um corolário da Proposição 3.1 em Leão, Ohashi e Simas [72] que é uma con-

sequência do Teorema 4.1 mostrado em Leão e Ohashi (2013) [73] para o caso unidimensional.

Teorema 3.1. Seja H uma opção Q-quadrado integrável e FT -mensurável. Então o F-martingale

Xt = E [H | Ft] com 0 ≤ t ≤ T é fracamente diferenciável se

DX =
(
φH,1, . . . , φH,p

)
.

Em particular

lim
k→∞

d∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

d∑
j=1

∫ t

0

φH,js dW (j)
s =

∫ t

0

θHu dSu fracamente em B2(F). (3.32)

e

LHt = lim
k→∞

p∑
j=d+1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

p∑
j=d+1

∫ t

0

φH,js dW (j)
s fracamente em B2(F). (3.33)
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Para a demonstração deste resultado, utilizaremos os Lemas 3.9 e 3.10 dados abaixo.

Lema 3.9. Seja g ∈ L∞(Q) e FT -mensurável. Então, para todo 1 < p <∞, temos que

E
[
sup
`≥1

∣∣∣E [g|Fk
Tk,j`

]
− E

[
g|Fk

Tk,j`−1

]∣∣∣p 1{Tk,j` ≤T}

]
→ 0 quando k →∞.

Demonstração. De fato, seja g ∈ L∞(Q) e FT -mensurável e considere o processo Ut = E[g|Ft]

para 0 ≤ t ≤ T . Além disso, considere δkUt := E[UT |Fkt ] para todo 0 ≤ t ≤ T . Desta forma,

que E[g|Fk
Tk,j`

] = E[UT |FkTk,j`

] = δkUTk,j`
no conjunto {T k,j` ≤ T ; k, ` ≥ 1}. Como U é um F-

martingale limitado com trajetórias cont́ınuas e δkU → U fortemente em Bp(F) quando k →∞

para p > 1, podemos concluir que

E
[
sup
`≥1

∣∣∣E [g|Fk
Tk,j`

]
− E

[
g|Fk

Tk,j`−1

]∣∣∣p 1{Tk,j` ≤T}

] 1
p

≤ E
[
sup
`≥1

∣∣∣δkUTk,j`
− UTk,j`

∣∣∣p 1{Tk,j` ≤T}

] 1
p

+ E
[
sup
`≥1

∣∣∣UTk,j`
− UTk,j`−1

∣∣∣p 1{Tk,j` ≤T}

] 1
p

+ E
[
sup
`≥1

∣∣∣δkUTk,j`−1
− UTk,j`−1

∣∣∣p 1{Tk,j` ≤T}

] 1
p

(3.34)

em que o primeiro e o terceiro fatores no lado direito de (3.34) convergem para zero já que

δkU → U em Bp(F). Além disso,

lim
k→∞

E
[
sup
`≥1

∣∣∣UTk,j`
− UTk,j`

∣∣∣p] 1
p

1{Tk,j` ≤T}
= 0

a partir da continuidade da trajetória de U juntamente do fato de que sup`≥1 |T
k,j
` − T

k,j
`−1| → 0

q.c quando k → 0.

Lema 3.10. A derivada estocástica {Dk,jX; k ≥ 1} é limitada em L2(Q× Leb).

Demonstração. De fato, a partir da definição, para todo k ≥ 1, temos que

∫ T

0

∣∣Dk,jXs

∣∣2 ds ≤ ∞∑
`=1

|Dj(δkX)Tk,j`−1
|2(T k,j` − T

k,j
`−1)1{Tk,j`−1≤T}

. (3.35)



48 Caṕıtulo 3 — Cálculo Funcional de Itô

A partir do Lema (3.1), utilizando a independência entre ∆T k,j` e Dj(δkX)Tk,j`−1
e a desigualdade

(3.35), obtemos que

E
[∫ T

0

|Dk,jXs|2ds
]
≤ E

[
∞∑
`=1

|Dj(δkX)Tk,j`−1
|2(T k,j` − T

k,j
`−1)1{Tk,j`−1≤T}

]

= E

[
∞∑
`=1

|Dj(δkX)Tk,j`−1
|22−2k1{Tk,j`−1≤T}

]

= E

 ∞∑
`=1

∣∣∣∣∣∣
∆δkXTk,j`−1

∆Ak,j
Tk,j`−1

∣∣∣∣∣∣
2

2−2k1{Tk,j`−1≤T}


= E

[
∞∑
`=1

|∆δkXTk,j`−1
|21{Tk,j`−1≤T}

]

≤
n∑
j=1

E

[
∞∑
`=1

|∆δkXTk,j`−1
|21{Tk,j`−1≤T}

]

= E
[[
δkX, δkX

]
T

]
para qualquer k ≥ 1. Do lema 3.7, segue que X tem energia finita e, portanto

sup
k

E
[∫ T

0

|Dk,jXs|2ds
]
≤ sup

k
E
([
δkX, δkX

]
T

)
<∞. (3.36)

demonstrando o teorema.

Desta forma, estamos em condição de demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstração. Seja g ∈ L∞(Q) e FT -mensurável. Para todo k ≥ 1 e t > 0, temos que

g

∫ t

0

Dk,jXds = g

∞∑
`=1

Dj(δkX)Tk,j`−1
(T k,j` − T

k,j
`−1)1{Tk,j`−1≤t}

− g
∞∑
`=1

Dj(δkX)Tk,j`−1
(T k,j` − t)1{Tk,j`−1<t≤T

k,j
` }

(3.37)

A fim de facilitar a notação, escreveremos ξk,j` := T k,j` −T
k,j
`−1 para k, ` ≥ 1 e j = 1, . . . , p e seja

C uma constante que pode ser diferente em cada linha. Desta forma, utilizando a desigualdade

de Hölder e o Lema 3.10, podemos mostrar que o segundo termo da equação (3.37) converge
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pra zero. De fato, temos que

E

[
∞∑
`=1

∣∣∣gDj(δkX)Tk,j`−1
(T k,j` − t)

∣∣∣1{Tk,j`−1<t≤T
k,j
` }

]
≤ CE

[
∞∑
`=1

∣∣∣Dj(δkX)Tk,j`−1

∣∣∣ ξk,j` 1{Tk,j`−1<t≤T
k,j
` }

]

≤ C

(
E
[
sup
`≥1
|ξk,j` |1{Tk,j` ≤T}

]) 1
2

×

(
E

[
∞∑
`=1

∣∣∣Dj(δkX)Tk,j`−1

∣∣∣2 ξk,j` 1{Tk,j`−1<t≤T
k,j
` }

]) 1
2

≤ C sup
k≥1

(
E
[∫ T

0

∣∣Dk,j
s X

∣∣2 ds]) 1
2

×
(
E
[
sup
`≥1
|ξk,j` |1{Tk,j` ≤T}

]) 1
2

≤ C

(
E
[
sup
`≥1
|ξk,j` |1{Tk,j` ≤T}

]) 1
2

que converge para zero quando k → ∞. Para o primeiro termo do lado direito da equação

(3.37) e, novamente utilizando o fato de que T k,j` − T
k,j
`−1 é independente de Fk

Tk,j`−1

escrevemos

E

[
g
∞∑
`=1

Dj(δkX)Tk,j`−1
ξk,j` 1{Tk,j`−1≤t}

]
= E

[
∞∑
`=1

gk,j` D
j(δkX)Tk,j`−1

ξk,j` 1{Tk,j`−1≤t}

]

+ E

[
g
∞∑
`=1

∆δkXTk,j`−1
∆Ak,j

Tk,j`−1

1{Tk,j`−1≤t}

]
(3.38)

em que gk,j` := E[g|Fk
Tk,j`

] − E[g|Fk
Tk,j`−1

] para k, ` ≥ 1 e j = 1, . . . , p. A partir de (3.38), temos

que

E

[
∞∑
`=1

∣∣∣gk,j` Dj(δkX)Tk,j`−1
ξk,j`

∣∣∣1{Tk,j`−1≤t}

]
≤

(
E

[
∞∑
`=1

|gk,j` |
2ξk,j` 1{Tk,j`−1≤t}

]) 1
2

×

(
E

[
∞∑
`=1

|Dj(δkX)Tk,j`−1
|2ξk,j` 1{Tk,j`−1≤T}

]) 1
2

≤
[
sup
k

E
(
[δkX, δkX]T

)] 1
2

×

(
E

[
sup
`≥1
|gk,j` |

2

∞∑
`=1

ξk,j` 1{Tk,j`−1≤t}

]) 1
2
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que converge para zero quando k →∞ pelos Lemas 3.9 e 3.10. Então, segue dos passos acima

que

lim
k→∞

E
[
g

∫ t

0

Dk,jXsds

]
= lim

k→∞
E

[
g
∞∑
`=1

∆δkXTk,j`−1
∆Ak,j`−11{Tk,j`−1≤t}

]

= lim
k→∞

E
[
g[δkX,Ak,j]t

]
, (3.39)

ou seja,

lim
k→∞

E
[
g

∫ t

0

Dk,jXsds

]
existe se, e somente se, lim

k→∞
E(g[δkX,Ak,j]t) existe.

Mas limk→∞ E
(
g[δkX,Ak,j]

)
existe se, e somente se, limk→∞[δkX,Ak,j]t existe fracamente em

L1(Q), isto é, se, e somente se, {δkX; k ≥ 1} admite uma δ-covariação com respeito a

Ak,j. Então, utilizando o Lema 3.8, temos que {δkX; k ≥ 1} admite uma δ-covariação

com respeito a Ak,j se, e somente se, limk→∞ δ
kX existe fracamente em B2(F). Mas, como

δkX → X em B2(F), segue que, de fato, limk→∞ E
(
g[δkX,Ak,j]t

)
existe. Desta forma, temos

que limk→∞ E
[
g
∫ t

0
Dk,jXsds

]
existe e, como Dk,jX é limitado em L2(Q×Leb) pelo Lema 3.10,

conclúımos que

lim
k→∞

Dk,jX existe fracamente em L2(Q× Leb).

Portanto, X é fracamente diferenciável. Além disso, do discutido acima e do Lema 3.8, segue

que

lim
k→∞

E
[
g

∫ t

0

Dk,jXds

]
= lim

k→∞
E
(
g[δkX,Ak,j]t

)
L3.8
= E

(
g[X,W (j)]t

)
= E

(
g

[
X0 +

∫ ·
0

φH,Qs dWs,W
(j)

]
t

)
= E

[
g

∫ t

0

φH,js ds

]
, g ∈ L∞(Q) e j = 1, . . . , p. (3.40)
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Desta forma, a identidade (3.40) nos mostra que Dk,jX → φH,j fracamente em L2(Q × Leb)

quando k →∞ e, portanto, DX = (φH,1, . . . , φH,p). Em particular, temos que

p∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

p∑
j=1

∫ t

0

Dj(δkX)sdA
k,j
s = δkXt −X0

e, portanto
∑p

j=1

∫ t
0
Dk,jXsdA

k,j
s admite uma δ-covariação com respeito a Ak,j. Portanto, do

Lema 3.8 e de (3.40), segue que

lim
k→∞

d∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

d∑
j=1

∫ t

0

φH,ju dW (j)
u =

∫ t

0

θHu dSu fracamente em B2(F)

e

LHt = lim
k→∞

p∑
j=d+1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

p∑
j=d+1

∫ t

0

φH,ju dW (j)
u fracamente em B2(F)

completando a demonstração.

É importante ressaltar das equações (3.15) e (3.16) que, somente o Teorema 3.1 não é

suficiente para a implementação de estratégias de hedging dinâmicas baseadas em Dk,jX. De

fato, uma vez que estamos interessados em estratégias de hedging que sejam não-antecipativas,

é necessário verificar o comportamento assintótico de Dk,jX. O resultado principal desta seção

nos garante que o comportamento assintótico de Dk,jX é idêntico ao de Dk,jX.

Observação 3.4. Para verificar que Dk,jX converge para φH,j fracamente em L2(Q × Leb),

vamos decompor o processo Dk,jX da forma

Dk,jX = Dk,jX + (Dk,jX − Dk,jX)

e mostraremos que Dk,jX − Dk,jX converge fracamente em L2(Q× Leb) para zero. Como, do

Teorema 3.1 temos que Dk,jX converge para φH,j fracamente em L2(Q× Leb), conclúımos que

Dk,jX converge para φH,j fracamente em L2(Q× Leb).
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Teorema 3.2. Seja H uma opção Q-quadrado integrável e FT -mensurável. Então, temos que

lim
k→∞

Dk,jX = φH,j (3.41)

fracamente em L2(Q× Leb) para j = 1, . . . , p. Em particular,

lim
k→∞

d∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

d∑
j=1

∫ t

0

φH,ju dW (j)
u =

∫ t

0

θHu dSu (3.42)

e

LHt = lim
k→∞

p∑
j=d+1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s (3.43)

fracamente em B2(F).

Demonstração. Dividimos a demonstração em dois passos.

Passo 1. Inicialmente, denotamos por o,k(Y ) e p,k(Y ) as projeções opcional e previśıvel de

um processo Y limitado e mensurável com respeito a Fk, respectivamente. Para mais detalhes

acerca destas projeções veja, por exemplo, He, Wang e Yan (1992) [48], Dellacherie e Meyer

(1982) [27] e Protter (2004) [81]. Sejam Mk
t os Fk-martingales dados por

Mk
t :=

p∑
j=1

Mk,j
t , 0 ≤ t ≤ T,

em que

Mk,j
t :=

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s , 0 ≤ t ≤ T, j = 1, . . . , p.

A partir da definição do processo Mk, temos que supk≥1 E
(
[Mk,Mk]T

)
<∞. De fato,

{
(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω; ∆

[
Ak,j, Ak,j

]
t
(ω) 6= 0

}
=
∞⋃
n=1

[[
T k,jn , T k,jn

]]
. (3.44)

uma vez que os processos Ak,j são constantes por partes e apresentam saltos apenas no conjunto

T k,j = {T k,jn ;n ≥ 1}. Utilizando a desigualdade de Jensen aplicada ao processo de variação
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quadrática [Mk,Mk] e a definição do processo Dk,jX dada em (3.15), temos que

E
([
Mk,Mk

]
T

)
= E

[
p∑
j=1

∫ T

0

∣∣Dk,jXs

∣∣2 d [Ak,j, Ak,j]
s

]

≤
p∑
j=1

E

[
∞∑
n=1

E
[(

Dk,jXTk,jn

)2

| Fk
Tk,jn−1

]
2−2k1{Tk,jn ≤T}

]
:= Jk (3.45)

já que a variação do processo [Ak,j, Ak,j]t é sempre igual a 2−2k por (3.44). A seguir, para

cada t ∈ (0, T ], consideramos τ k,jt− := max
{
T k,jn ;T k,jn ≤ t

}
e τ k,jt+ := min

{
T k,jn ;T k,jn > t

}
e

reescrevemos Jk da seguinte forma

Jk = E

{
p∑
j=1

∞∑
n=1

E
[(

Dk,jXTk,jn

)2

| Fk
Tk,jn−1

]
2−2k1{Tk,jn−1≤T}

−
p∑
j=1

E
[(

Dk,jXτk,jT+

)2

| Fk
τk,jT−

]
2−2k1{τk,jT−≤T<τk,jT+}

}

=

p∑
j=1

E

[
∞∑
n=1

(
∆δkXTk,jn

)2

1{Tk,jn−1≤T}

]

−
p∑
j=1

E
[
E
[(

∆δkXτk,jT+

)2

| Fk
τk,jT−

]
1{τk,jT−≤T<τk,jT+}

]
. (3.46)

A partir da identidade (3.46), juntamente com o Lema 3.7 e a Observação 3.1, já que δkX → X

em B2(F) e X tem trajetórias cont́ınuas, temos que

lim sup
k→∞

E
([
Mk,Mk

]
T

)
≤ lim sup

k→∞
Jk <∞ (3.47)

Passo 2. Neste passo, a ideia é mostrar que, se g ∈ L∞(Q), t ∈ [0, T ] e j = 1, . . . , p, então

lim
k→∞

E
(
g
[
Mk − δkX,Ak,j

]
t

)
= 0. (3.48)

A partir das representações (3.14) do processo Fk-opcional Dk,jX e (3.15) do processo Fk-

previśıvel Dk,jX, podemos escrever que

E
(
g
[
Mk − δkX,Ak,j

]
t

)
= E

[∫ t

0

o,k(g)s
(
Dk,jXs − Dk,jXs

)
d
[
Ak,j, Ak,j

]
s

]
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e, desta forma, mostrar a igualdade (3.48) é equivalente a demonstrar as igualdades (3.49) e

(3.50) dadas, respectivamente, por

lim
k→∞

E
[∫ t

0

p,k(g)s
(
Dk,jXs − Dk,jXs

)
d
[
Ak,j, Ak,j

]
s

]
= 0 (3.49)

e

lim
k→∞

E
[∫ t

0

(
o,k(g)s − p,k(g)s

) (
Dk,jXs − Dk,jXs

)
d
[
Ak,j, Ak,j

]
s

]
= 0. (3.50)

A partir do conjunto definido em (3.44) para o qual ∆[Ak,j, Ak,j]s 6= 0 com 0 ≤ s ≤ t e utilizando

argumento análogo ao da equação (3.46) obtemos que

E
[∫ t

0

p,k(g)s
(
Dk,jXs − Dk,jXs

)
d
[
Ak,j, Ak,j

]
s

]
= E

[
p,k(g)τk,jt+

Dk,jXτk,jt+

]
2−2k1{τk,jt− ≤t<τk,jt+ }

− E
[
E
[
p,k(g)τk,jt+

Dk,jXτk,jt+
| Fk

τk,jt−

]]
2−2k1{τk,jt− ≤t<τk,jt+ } → 0 (3.51)

quando k → ∞, pois X tem trajetórias cont́ınuas (veja a Observação 3.1), o que demonstra

a equação (3.49). Resta agora, demonstrar a equação (3.50), que será denotada por Ik,j para

facilitar. Como, T k,jn+1 − T k,jn é independente de Fk,j
Tk,jn

e, além disso, E
[
T k,jn+1 − T k,jn

]
= 2−2k,

temos que

Ik,j = E

[
∞∑
n=1

(
o,k(g)Tk,jn

− p,k(g)Tk,jn

)(
Dk,jXTk,jn

− Dk,jXTk,jn

)(
T k,jn+1 − T k,jn

)
1{Tk,jn ≤t}

]

= E
[∫ t

0

(
o,k,j(g)s − p,k,j(g)s

) (
D̄k,jXs − Dk,jXs

)
ds

]
+ E

[
∞∑
`=1

∫ Tk,j`+1

t

(
o,k,j(g)s − p,k,j(g)s

) (
D̄k,jXs − Dk,jXs

)
ds1{Tk,j` <t≤Tk,j`+1}

]

= Ik,j1 + Ik,j2 ,

em que tomamos D̄k,jXs :=
∑∞

`=1 Dk,jXTk,j`
1{Tk,j` ≤s<T

k,j
`+1} e

o,k,j(g)s := o,k(g)Tk,jn
em

{
T k,jn ≤ s < T k,jn+1

}
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p,k,j(g)s := p,k(g)Tk,jn
em

{
T k,jn ≤ s < T k,jn+1

}
;n ≥ 1.

Novamente, como T k,jn+1 − T k,jn é independente de Fk,j
Tk,jn

e E
[
T k,jn+1 − T k,jn

]
= 2−2k, temos que

E
[∫ T

0

|D̄k,jXs − Dk,jXs|2ds
]
≤ 2

(
E
[∫ T

0

|D̄k,jXs|2ds
]

+ E
[∫ T

0

|Dk,jXs|2ds
])

= 2E

[
∞∑
n=1

E
[(

Dk,jXTk,jn

)2

|Fk
Tk,jn−1

]
2−2k1{Tk,jn ≤T}

]

+ 2E
[∫ T

0

|Dk,jXs|2ds
]

e, de forma análoga a mostrada no Passo 1 em (3.46) e (3.47), juntamente com o Lema 3.10,

conclúımos que

sup
k≥1

(
E
[∫ T

0

∣∣D̄k,jXs − Dk,jXs

∣∣2 ds]) 1
2

<∞ (3.52)

Utilizando o Lema 3.9, da desigualdade de Cauchy-Schwartz e (3.52), segue que

|Ik,j1 | ≤
(
E
[∫ T

0

∣∣o,k,j(g)s − p,k,j(g)s
∣∣2 ds]) 1

2

×
(
E
[∫ T

0

∣∣D̄k,jXs − Dk,jXs

∣∣2 ds]) 1
2

≤ C

(
E
[

sup
0≤s≤T

∣∣o,k,j(g)s − p,k,j(g)s
∣∣2]) 1

2

→ 0 quando k →∞.

De forma análoga, temos que |Ik,j2 | → 0 quando k →∞ e conclúımos que (3.50) ocorre e, desta

forma,

lim
k→∞

E
(
g[Mk − δkX,Ak,j]t

)
= 0 para todo g ∈ L∞(Q). (3.53)

Do Lema 3.7 e de (3.47), temos que supk E
(
[Mk − δkX,Mk − δkX]T

)
<∞ e de (3.53), temos

que Mk − δkX admite uma δ-covariação com respeito a Ak,j. Portanto, utilizando o Lema 3.8,

temos que limk→∞M
k− δkX = 0 fracamente em B2(F). De (3.52), temos que Dk,jX−Dk,jX é

limitado em L2(Q× Leb) e, então, de forma análoga a apresentada no Teorema 3.1, temos que

limk→∞Dk,jX − Dk,jX = 0 fracamente em L2(Q× Leb). De onde segue que

lim
k→∞

Dk,jX = lim
k→∞

(Dk,jX−Dk,jX)+ lim
k→∞

Dk,jX = lim
k→∞

Dk,jX = φH,j fracamente em L2(Q×Leb)



56 Caṕıtulo 3 — Cálculo Funcional de Itô

para j = 1, . . . , p. Além disso, temos que

p∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s −

p∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s = Mk − δkX −X0

e, de (3.53), segue que
∑p

j=1

∫ t
0

(
Dk,jXs − Dk,jXs

)
dAk,js admite uma δ-covariação com respeito

a Ak,j e, portanto converge fracamente em B2(F) para zero. Como

p∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

p∑
j=1

∫ t

0

(
Dk,jXs − Dk,jXs

)
dAk,js +

p∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s

e, utilizando o fato de que
∑p

j=1

∫ t
0
Dk,jXsdA

k,j
s converge fracamente para

∑p
j=1

∫ t
0
φH,js dW

(j)
s

em B2(F) obtido no Teorema 3.1, temos que

lim
k→∞

d∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s = lim

k→∞

d∑
j=1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

d∑
j=1

∫ t

0

φH,ju dW (j)
u =

∫ t

0

θHu dSu

e

lim
k→∞

p∑
j=d+1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s = lim

k→∞

p∑
j=d+1

∫ t

0

Dk,jXsdA
k,j
s =

p∑
j=d+1

∫ t

0

φH,ju dW (j)
u = LHt

concluindo o teorema.

A seguir apresentamos alguns resultados de convergência mais fortes quando consideramos

hipóteses de suavidades das trajetórias e integrabilidade para as representações (φH,S, φH,I)

dadas em (3.24). Apresentamos algumas aproximações pontuais fracas e fortes do tipo uniforme

para θH e elas validam os experimentos numéricos fornecidos nas Tabelas 5.1 e 5.4 da Seção 5.2

do Caṕıtulo 5.

Lema 3.11. Suponha que φH = (φH,1, . . . , φH,p) é um processo F-progressivo de dimensão p tal

que E
[
sup0≤t≤T ‖φHt ‖2

Rp
]
<∞. Então, temos a seguinte igualdade

∆δkXTk,j1
= E

[∫ Tk,j1

0

φH,js dW (j)
s

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
q.c; j = 1, . . . , p; k ≥ 1. (3.54)
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Demonstração. É suficiente mostrar o resultado para p = 2 já que, para p > 2, o resultado é

análogo. Seja H o espaço linear constrúıdo pelos processos F-progressivos limitados com valores

em R2 dados por φ = (φ1, φ2) tais que, se

Xt = X0 +

∫ t

0

φ1
sdW

(1)
s +

∫ t

0

φ2
sdW

(2)
s

com X0 ∈ F0, então a equação (3.54) é satisfeita. Seja U a classe dos intervalos estocásticos da

forma [[S,+∞[[ em que S é um F-tempo de parada. Afirmamos que φ = (1[[S,+∞[[,1[[J,+∞[[) ∈ H

para todos os F-tempos de parada S e J . Para demonstrar (3.54) para tal φ, simplesmente

temos que verificar para j = 1, já que o argumento é análogo para j = 2. Com um abuso de

notação, qualquer sub-σ-álgebra de FT da forma Ω∗1 ⊗ G sera denotada por G em que Ω∗1 é a

σ-álgebra trivial da primeira cópia Ω1.

Inicialmente, dividimos Ω =
⋃∞
n=1{T kn = T k,11 } e verificamos a afirmação sobre os conjuntos

{T kn = T k,11 }; n ≥ 1. Neste caso, sabemos que Fk
Tk,11

= Fk,1
Tk,11

⊗Fk,2
Tk,2n−1

q.c e

∆δkXTk,11
= ∆δk

(
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

)
1{S<Tk,11 } + ∆δk

(
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J

)
1{J<Tk,11 }.

Da independência entre W (1) e W (2) e da independência dos incrementos do movimento Brow-

niano, segue que

∆δk
(
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J

)
= E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k

Tk,11

]
− E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k
Tkn−1

]
= E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k,1

Tk,11

⊗Fk,2
Tk,2n−1

]
= E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |σ{T

k,1
1 } ⊗ F

k,2

Tk,2n−1

]
= E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k,2

Tk,2n−1

]
= 0 q.c

no conjunto {T kn−1 ≤ J < T kn = T k,11 }. Também temos que

∆δk
(
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J

)
= E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k

Tk,11

]
− E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k
Tkn−1

]
= E

[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |F

k,1

Tk,11

⊗Fk,2
Tk,2n−1

]
− E

[
W

(2)

Tkn−1
−W (2)

J |F
k,2

Tk,2n−1

]
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= E
[
W

(2)

Tk,11

−W (2)
J |σ{T

k,1
1 } ⊗ F

k,2

Tk,2n−1

]
− E

[
W

(2)

Tkn−1
−W (2)

J |F
k,2

Tk,2n−1

]
= E

[
W

(2)

Tkn−1
−W (2)

J |F
k,2

Tk,2n−1

]
− E

[
W

(2)

Tkn−1
−W (2)

J |F
k,2

Tk,2n−1

]
= 0 q.c

no conjunto {J < T kn−1}. Por construção, temos que Fk
Tk,11

= Fk,1
Tk,11

⊗ Fk,2
Tk,2n−1

q.c e, novamente,

da independência entre W (1) e W (2), temos que

∆δk
(
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

)
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣Fk
Tk,11

]
− E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣FkTkn−1

]
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣Fk
Tk,11

]

em {T kn−1 ≤ S < T kn = T k,11 }. Similarmente,

∆δk
(
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

)
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣Fk
Tk,11

]
− E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣FkTkn−1

]
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣Fk
Tk,11

]
− E

[
W

(1)

Tkn−1
−W (1)

S

∣∣∣Fk,2
Tkn−1

]
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣Fk
Tk,11

]
− E

[
W

(1)

Tkn−1

∣∣∣Fk,2
Tkn−1

]
+ E

[
W

(1)
S

∣∣∣Fk,2
Tkn−1

]
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S

∣∣∣Fk
Tk,11

]
+ E

[
W

(1)
S

∣∣∣Fk,2
Tkn−1

]

em {S < T kn−1}. Como, por hipótese, S é um F-tempo de parada em que F é uma filtra-

gem produto, temos que E
[
W

(1)
S

∣∣∣Fk,2
Tkn−1

]
= 0 q.c em {S < T kn−1}. Juntando as identidades

apresentadas acima, conclúımos que

∆δkXTk,11
= E

[
W

(1)

Tk,11

−W (1)
S |F

k

Tk,11

]
q.c

= E

[∫ Tk,11

0

1[[S,∞[[dW
(j)
s |FkTk,11

]
q.c

= E

[∫ Tk,j1

0

φ1
sdW

(1)
s |FkTk,11

]
q.c

e, portanto, (1[[S,+∞[[,1[[J,+∞[[) ∈ H. Em particular, o processo constante (1, 1) ∈ H e, se φn é

uma sequência em H tal que φn → φ q.c (Q × Leb) com φ limitado, então uma aplicação da
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desigualdade de Burkhölder nos garante que φ ∈ H. Como U gera a σ-álgebra opcional, então

aplicando o teorema da classe monótona, conclúımos a demonstração.

A seguir, apresentamos um resultado de convergência pontual forte para as projeções de

Galtchouk-Kunita-Watanabe sob condições de regularidade das trajetórias ainda mais fracas.

Para isto, consideramos os seguintes tempos de parada

τ j := inf{t > 0; |W (j)
t | = 1}; j = 1, . . . , p,

e tomamos

ψH,ju := E
[∣∣∣φH,jτ ju

− φH,j0

∣∣∣2] , para u ≥ 0 e j = 1, . . . , p.

Aqui, se u satisfaz τ ju ≥ T , tomamos φH,j
τ ju

:= φH,jT e, por simplicidade, assumimos que ψH,j0− = 0.

Teorema 3.3. Seja H uma opção Q-quadrado integrável e FT -mensurável e considere o pro-

cesso F-progressivo φH = (φH,1, . . . , φH,p) tal que φH,j ∈ B2(F) para j ∈ {1, . . . , p} e suponha

que o instante inicial t = 0 é um ponto de Lebesgue da aplicação u 7→ ψH,ju . Então

Dk,jXTk,j1
→ φH,j0 quando k →∞ (3.55)

Demonstração. Na demonstração, C será uma constante que pode ser diferente de linha a linha.

Para k ≥ 1 e j ∈ {1, . . . , p} fixo, segue do Lema 3.11 que

Dk,jXTk,j1
=

∆δkXTk,j1

∆Ak,j
Tk,j1

=
E
[∫ Tk,j1

0
φH,js dW

(j)
s

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
∆Ak,j

Tk,j1

=
E
[∫ Tk,j1

0

(
φH,js − φH,j0 + φH,j0

)
dW

(j)
s

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
∆Ak,j

Tk,j1

=
E
[∫ Tk,j1

0

(
φH,js − φH,j0

)
dW

(j)
s

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
∆Ak,j

Tk,j1

+ E
[
φH,j0

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
. (3.56)

É importante ressaltar que E
[
T k,j1

]
= 2−2kE [τ j] de forma que podemos aplicar as desigual-

dades de Burkholder-Davis-Gundy e Cauchy-Schwartz juntamente com um simples argumento
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de mudança de instante do movimento Browniano, além do Lema 3.1, para obter a seguinte

estimativa

E


∣∣∣∣∣∣∣
E
[∫ Tk,j1

0

(
φH,js − φH,j0

)
dW

(j)
s

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
∆Ak,j

Tk,j1

∣∣∣∣∣∣∣
 ≤ 2kE

[∣∣∣∣∣
∫ Tk,j1

0

(
φH,js − φH,j0

)
dW (j)

s

∣∣∣∣∣
]

= 2kE

[∣∣∣∣∣
∫ 2−2k

0

(
φH,j
τ js
− φH,j0

)
dW

(j)

τ js

∣∣∣∣∣
]

≤ C2kE

∣∣∣∣∣
∫ 2−2k

0

(
φH,j
τ js
− φH,j0

)2

τ jds

∣∣∣∣∣
1
2


≤ C

(
E
[
τ j
]) 1

2

(
E

[
1

2−2k

∫ 2−2k

0

(
φH,j
τ ju
− φH,j0

)2

du

]) 1
2

= C

(
E

[
1

2−2k

∫ 2−2k

0

(
φH,j
τ ju
− φH,j0

)2

du

]) 1
2

.

(3.57)

Como t = 0 é, por hipótese um ponto de Lebesgue de u 7→ ψH,ju , temos que

1

2−2k

∫ 2−2k

0

E
[∣∣∣φH,jτ ju

− φH,j0

∣∣∣2 du]→ 0 quando k →∞. (3.58)

Portanto, a partir da estimativa (3.57), o limite (3.58) e a convergência fraca de Fk
Tk,j1

para a

σ-álgebra inicial F0, segue que

lim
k→∞

Dk,jXTk,j1
= lim

k→∞
E
[
φH,j0

∣∣∣Fk
Tk,j1

]
= φH,j0 ,

fortemente em L1. Como Dk,jXTk,j1
= E

[
Dk,jXTk,j1

]
, para todo k ≥ 1, segue que

lim
k→∞

Dk,jXTk,j1
= lim

k→∞
E
[
Dk,jXTk,j1

]
= φH,j0

concluindo a demonstração.

A primeira vista, o limite (3.55) pode parecer fraco, já que não está definido em temos

da convergência do processo. Entretanto, do ponto de vista computacional, construiremos um
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método de simulação Monte Carlo pontual das projeções de Galtchouk-Kunita-Watanabe em

termos da derivada Dk,jXTk,j1
dada por (3.16). Para cada j = 1, . . . , p, definimos

ψH,jt0,u := E
[∣∣∣φH,jt0+τ ju

− φH,jt0

∣∣∣2] , para t0 ∈ [0, T ], u ≥ 0.

Podemos mostrar por um argumento de translação baseado na propriedade forte de Markov do

movimento Browniano que, se existe uma representação φH tal que u 7→ ψH,jt0,u é càdlàg para

um dado t0, então podemos recuperar, pontualmente, no sentido L1-forte a j-ésima projeção

de Galtchouk-Kunita-Watanabe em t0. Também ressaltamos que, se φH,j pertence a B2(F)

e possui trajetórias càdlàg, então u 7→ ψH,jt0,u é càdlàg para cada t0, porém a rećıproca não é

verdadeira. Então, a hipótese do Teorema 3.3 é mais fraca no sentido de que ela não implica a

existência de uma versão càdlàg de φH,j.
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3.4 Hedging dinâmico

O principal objetivo nesta seção é obter uma aproximação para a integral

∫ T

0

θHt dSt

por somas de Riemann do tipo

d∑
j=1

∞∑
n=1

θk,H,j
Tk,jn−1

(
Sj
Tk,jn
− Sj

Tk,jn−1

)
1{Tk,jn ≤T} (3.59)

em que θk,H,j é calculado a partir dos processos Fk-previśıveis Dk,jX obtidos no Teorema 3.2.

A estratégia θk,H,j é dada por

θk,H,jt :=
∞∑
n=1

Dk,jXTk,jn

[
σTk,jn−1

STk,jn−1

]−1

1[[Tk,jn−1,T
k,j
n [[ (3.60)

e Dk,jXTk,jn
= E

[
Dk,jXTk,jn

∣∣∣∣FkTk,jn−1

]
, para k, n ≥ 1. Desta forma, obtemos uma estratégia de

hedging dinâmico para uma opção do tipo europeia Q-quadrado integrável e FT -mensurável H

com Q ∈Me
2 baseada na decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe

H = EQ [H] +

∫ T

0

θHt dSs + LHT . (3.61)

É importante ressaltar que os exemplos t́ıpicos que temos em mente são as estratégias de

hedging quadráticas de minimização do risco local e variância média descritas no Caṕıtulo 2.

Em particular, o interesse recai sobre opções cuja função payoff depende de toda a trajetória do

preço do ativo e, não somente, do tempo de maturidade T . Quando Q é a medida martingale

minimal, a decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe (3.61) é equivalente à decomposição

de Föllmer-Schweizer generalizada e, considerando algumas condições de integrabilidade para

os componentes de (3.61), θH é a estratégia de hedging de minimização do risco local (veja,

por exemplo, Heath et al. (2001) [49] e Schweizer (1995) [87]). Quando o objetivo é obter uma
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estratégia de hedging de variância média, não basta obter somente a decomposição (3.61), já

que temos um componente adicional que depende de equações de representação fundamentais.

Porém, quando consideramos o modelo de volatilidade estocástica de Heston (1993) [50], estas

componentes podem ser encontradas no trabalho de Hobson (2004) [53].

Como nossos resultados numéricos foram obtidos para o modelo de volatilidade estocástica

de Heston, por simplicidade de notação, consideramos um mercado financeiro (Ω,F,P) gover-

nado por um movimento Browniano bidimensional B = (B(1), B(2)) e um ativo com risco tal

que o seu processo de preço descontado é denotado por S, como no Caṕıtulo 2. Observamos

que os resultados obtidos aqui continuam verdadeiros quando consideramos uma abordagem

multidimensional.

Neste sentido, só precisamos encontrar o processo θk,H,1 que será denotado, simplesmente,

por

θk,H :=
∞∑
n=1

Dk,1XTk,1n

σTk,1n−1
STk,1n−1

1[[Tk,1n−1,T
k,1
n [[ (3.62)

em que Dk,1XTk,1n
é dado por Dk,1XTk,1n

= E
[
Dk,1XTk,1n

| Fk
Tk,1n−1

]
para k, n ≥ 1.

Corolário 3.1. Seja Q ∈ Me
2 e H uma opção Q-quadrado integrável e FT -mensurável e con-

sidere a decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe correspondente sob Q dada por (3.61).

Se dP
dQ ∈ L

1(P) e

EP

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

θHu dSu

∣∣∣∣] <∞ (3.63)

então
∞∑
n=1

θk,H
Tk,1n−1

(
STk,1n

− STk,1n−1

)
1{Tk,1n ≤t} →

∫ t

0

θHt dSt quando k →∞

na topologia σ(B1,Λ∞) sob P.

Demonstração. Temos que

EQ

[∣∣∣∣ dPdQ
∣∣∣∣2
]

= EP

[∣∣∣∣ dPdQ
∣∣∣∣2 dQdP

]
= EP

[
dP
dQ

]
<∞

e, então, dP
dQ ∈ L2(Q). Para facilitar a notação, consideramos Y k

t :=
∫ t

0
Dk,1XsdA

k,1
s e Yt :=∫ t

0
θHu dSu para 0 ≤ t ≤ T . Do Teorema 3.2, temos que Y k → Y em σ(B2,M2) sob Q. Seja
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G um F-tempo de parada arbitrário limitado por T e seja g ∈ L∞(P) uma variável aleatória

P-essencialmente limitada e FG-mensurável. Seja A ∈ M2(F) um funcional linear cont́ınuo

dado pelo processo de variação limitada F-opcional descont́ınuo

At := gEQ

[
dP
dQ
|FG

]
1{G≤t}; 0 ≤ t ≤ T,

em que (A,N) = E
[∫ T

0
NsdAs

]
, N ∈ B2(F). Para maiores detalhes, veja a Seção 3.2. Como,

pelo Teorema 3.2 temos que (A, Y k)→ (A, Y ) e do fato de que dP
dQ ∈ L

2(Q), segue que

EP
[
gY k

G

]
= EQ

[
Y k
Gg

dP
dQ

]
=
(
A, Y k

)
→ (A, Y ) = EQ

[
YGg

dP
dQ

]
= EP [gYG] (3.64)

quando k →∞. Por definição, segue que

∫ t

0

Dk,1XsdA
k,1
s =

∞∑
n=1

E
[
Dk,1XTk,1n

∣∣∣Fk
Tk,1n−1

]
∆Ak,1

Tk,1n
1{Tk,1n ≤t}

=
∞∑
n=1

E
[
Dk,1XTk,1n

∣∣∣∣FkTk,1n−1

]
σTk,1n−1

STk,1n−1

(
σTk,1n−1

STk,1n−1

)(
W

(1)

Tk,1n
−W (1)

Tk,1n−1

)
1{Tk,1n ≤t}

=
∞∑
n=1

θk,H
Tk,1n−1

σTk,1n−1
STk,1n−1

(
W

(1)

Tk,1n
−W (1)

Tk,1n−1

)
1{Tk,1n ≤t}

=
∞∑
n=1

θk,H
Tk,1n−1

(
STk,1n

− STk,1n−1

)
1{Tk,1n ≤t}; 0 ≤ t ≤ T. (3.65)

Então, a partir do Teorema 3.2, segue que

∞∑
n=1

θk,H
Tk,1n−1

(
STk,1n

− STk,1n−1

)
1{Tk,1n ≤t} →

∫ t

0

θHt dSt

fracamente em B2(F) quando k → ∞. Além disso, de (3.64), conclúımos que a convergência

ocorre em σ(B1,Λ∞), baseada na medida f́ısica P.

Desta forma, generalizando o Corolário 3.1 para o caso multidimensional, temos que o

processo
∫ T

0
θHt dSt pode ser aproximado fracamente por somas de Riemann da forma (3.59) em

uma filtragem multidimensional. Ressaltamos que este tipo de convergência é suficiente para a
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implementação de métodos de Monte Carlo para o cálculo de estratégias de hedging quadráticas

de minimização do risco local e variância média. Obtemos alguns resultados que comprovam a

eficiência do método na Subseção 5.2.2 para os modelos de Heston e o modelo de elasticidade

constante da variância (CEV).

Observação 3.5. É importante observar que, quando estamos interessados em obter à conver-

gência no tempo de maturidade T , a hipótese (3.63) pode ser substitúıda por uma versão mais

fraca da forma EP

[∣∣∣∫ T0 θHt dSt

∣∣∣] <∞. Observamos que a hipótese EP

[
dP
dQ

]
<∞ é fundamental

para que possamos concluir que dP
dQ ∈ L2(Q) e, desta forma, obter a convergência na medida

f́ısica P a partir da convergência fraca na medida Q. Entretanto, a densidade associada não

é um P-martingale local e a hipótese de integrabilidade deve ser verificada. Porém, a hipótese

permanece verdadeira localmente quando consideramos o processo de preço descontado S.

Na prática, os valores STkn e os instantes de negócios não são observáveis nos tempos de

parada T kn , de forma que as estratégias de hedging obtidas no resultado acima, precisam ser

ajustadas para um conjunto de instantes determińısticos. As estratégias de hedging dinâmicas

apresentadas aqui são fundamentais para o desenvolvimento do algoritmo na Seção 5.2.2, res-

ponsável pelo cálculo dos erros de hedging médios apresentados na Seção 5.2 para os modelos

de CEV e de Heston.

Para obter estratégias de hedging dinâmicas baseadas em instantes determińısticos, seja

q ∈ N fixo e considere o conjunto Π := 0 = s0 < . . . < sq−1 < sq = T . Para cada j = 1, . . . , p

e para si ∈ Π, tomamos o processo W
(j)
si,t := W

(j)
si+t −W

(j)
si , com 0 ≤ t ≤ T − si a partir do

F-movimento Browniano W (j). É importante observar que, a partir da definição de W
(j)
si,t, temos

que W
(j)
si,0

= 0 q.c e, da propriedade forte de Markov do movimento Browniano W (j), segue que

W
(j)
si,t é um (F jsi,t)0≤t≤T−si-movimento Browniano independente de F jsi em que F jsi,t := F jsi+t.

Basicamente, W
(j)
si,· e F jsi,· são, respectivamente, translações do movimento Browniano W

(j)
·

e da filtragem F j· . A partir de agora, precisamos definir os processos obtidos na Seção 3.1

considerando a translação em relação ao instante si. Fixando um k ≥ 1, definimos o conjunto
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dos tempos de parada {T k,jsi,n
} como sendo T k,jsi,0

:= 0 e

T k,jsi,n
:= inf

{
t > T k,jsi,n−1;

∣∣∣∣W (j)
si,t −W

(j)

si,T
k,j
si,n−1

∣∣∣∣ = 2−k
}

; n ≥ 1 e j = 1, . . . , p. (3.66)

de forma que a famı́lia {T k,jsi,n
;n ≥ 0} é uma sequência de F-tempos de parada com incrementos

∆T k,jsi,n
independentes e igualmente distribúıdos. Analogamente a (3.4) e (3.5) definimos os

processos

Ak,jsi,t :=
∞∑
n=1

2−kηk,jsi,n1{Tk,jsi,n
≤t}; 0 ≤ t ≤ T − si e k ≥ 1 (3.67)

em que

ηk,jsi,n :=


1; se W

(j)

si,T
k,j
n
−W (j)

si,T
k,j
n−1

= 2−k e T k,jsi,n
<∞

−1; se W
(j)

Tk,jsi,n
−W (j)

si,T
k,j
n−1

= −2−k e T k,jsi,n
<∞

0; se T k,jsi,n
=∞

(3.68)

para n ≥ 1 e j = 1, . . . , p. Definimos a filtragem discreta Fk,jsi,t dada por

Fk,jsi,t := Hk,j
si,n

q.c em {T k,jsi,n
≤ t < T k,jsi,n+1}

em queHk,j
si,n

é a σ-álgebra gerada por {T k,jsi,`
; 1 ≤ ` ≤ n} e {ηk,jsi,`; 1 ≤ ` ≤ n} e também, definimos

a filtragem aumentada

Gk,jsi,t := F jsi ∨ F
k,j
si,t; 0 ≤ t ≤ T − si

para j = 1, . . . , p. A filtragem multidimensional é, então, definida por Gksi,t := Gk,1si,t ⊗ . . .⊗ G
k,p
si,t

para 0 ≤ t ≤ T − si em que Fsi,t = F1
si,t
⊗ . . . ⊗ Fpsi,t. Seja Gk

si
:= {Gksi,t; 0 ≤ t ≤ T − si}

onde, assumimos que as condições usuais são satisfeitas. De forma análoga a definição de T k,

consideramos a partição mais fina gerada pelos tempos de parada T ksi := {T k,jsi,n
;n ≥ 0 j =

1, . . . , p}.

Desta forma, se Q ∈Me
2 e H é uma opção FT -mensurável tal que H ∈ L2(Q) e, recordando

da definição do processo X dado por Xt := EQ[H|Ft] para 0 ≤ t ≤ T , definimos

δksiXt := EQ[H|Gksi,t]; 0 ≤ t ≤ T − si,



3.4 Hedging dinâmico 67

de forma que o operador derivada Gk
si

-opcional Dk,j
si
X é dado por

Dk,j
si
X :=

∞∑
n−1

(
DjδksiX

)
Tk,jsi,n

1[[Tk,jsi,n
,Tk,jsi,n+1[[,

em que (
DjδksiX

)
t

:=
∞∑
n=1

∆δksiXTk,jsi,n

∆Ak,j
si,T

k,j
si,n

1[[Tk,jsi,n
,Tk,jsi,n

]]; j = 1, . . . , p e k ≥ 1.

Com isso, definimos o processo Gk
si

-previśıvel Dk,j
si
X análogo a (3.15) por

Dk,j
si
X := 01[[0]] +

∞∑
n=1

EQ

[
Dk,j
si
XTk,jsi,n

|Gk
si,T

k,j
si,n−1

]
1]]Tk,jsi,n−1,T

k,j
si,n

]]; j = 1, . . . , p.

e a estratégia multidimensional θk,Hsi = (θk,H,1si
, . . . , θk,H,dsi

) é dada, componente a componente,

por

θk,H,jsi
:=

∞∑
n=1

Dk,j
si
XTk,jsi,n

[
σsi,Tk,jsi,n−1

Ssi,Tk,jsi,n−1

]−1

1[[Tk,jsi,n−1,T
k,j
si,n

[[; si ∈ Π

em que σsi,· é a matriz de volatilidade governada pela filtragem transladada {Fsi,t; 0 ≤ t ≤

T − si} e Ssi,· é o processo de preço descontado governado pelo movimento Browniano multidi-

mensional transladado Wsi := (W
(1)
si , . . . ,W

(d)
si ).

O Corolário 3.2 a seguir, é análogo ao Corolário 3.1 para a aproximação da estratégia de

hedging dinâmica nos instantes determińısticos definidos em Π. Novamente, para a demons-

tração do corolário e de forma a facilitar a exposição, consideramos um mercado financeiro

governado por um movimento Browniano bidimensional B = (B(1), B(2)) e um único ativo sub-

jacente com processo de preço descontado S. O resultado permanece verdadeiro para o caso

multidimensional.

Corolário 3.2. Seja Q ∈ Me
2 uma medida fixa e H uma opção Q-quadrado integrável e FT -

mensurável e considere a decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe correspondente sob Q

dada por (3.61). Se dP
dQ ∈ L

1(P) e

EP

[∣∣∣∣∫ T

0

θHu dSu

∣∣∣∣] <∞
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então, para qualquer conjunto de instantes determińısticos de negócios Π = {si}qi=0, temos que

lim
k→∞

∑
si∈Π

∞∑
n=1

θk,H
si,T

k,1
si,n−1

(
Ssi,Tk,1si,n

− Ssi,Tk,1si,n−1

)
1{Tk,1si,n

≤si+1−si} =

∫ T

0

θHt dSt (3.69)

fracamente em L1 sob P.

Demonstração. De fato, seja Π = {si}qi=0 qualquer conjunto de instantes de negócio em que q

é um número inteiro positivo fixo. Para facilitar a notação, definiremos

R
(
θk,H ,Π, k

)
:=
∑
si∈Π

∞∑
n=1

θk,H
si,T

k,1
si,n−1

(
Ssi,Tk,1si,n

− Ssi,Tk,1
T
k,1
si,n−1

)
1{Tk,1si,n

≤si+1−si} (3.70)

para k ≥ 1 e Π. Observamos que {T k,1si,n
−T k,1si,n−1; n ≥ 1, si ∈ Π} é uma sequência independente

e igualmente distribúıda com distribuição absolutamente cont́ınua. Como estamos avaliando

o caso unidimensional, a probabilidade do conjunto
{
T k,1si,n

≤ si+1 − si
}

é sempre estritamente

positiva para qualquer Π e k, n ≥ 1. Então, R
(
θk,H ,Π, k

)
é um subconjunto não degenerado de

variáveis aleatórias. A partir de uma mudança de variáveis na integral de Itô, podemos escrever

∫ T

0

θHt dSt =

∫ T

0

φH,1t dW
(1)
t =

∑
si∈Π

∫ si+1

si

φH1
t dW

(1)
t =

∑
si∈Π

∫ si+1−si

0

φH,1si+tdW
(1)
si,t. (3.71)

Pela definição de R
(
θk,H ,Π, k

)
, temos que

R
(
θk,H ,Π, k

)
=
∑
si∈Π

∫ si+1−si

0

Dk,1
si
X`dA

k,1
si,`

sob Q.

Observamos que o Teorema 3.2 permanece válido para o movimento Browniano bidimensional(
W

(1)
si ,W

(2)
si

)
para cada si ∈ Π com a discretização aleatória do movimento Browniano definida

por Ak,1si , como em (3.67). Além disso, usando o fato de que E
[∣∣∣ dPdQ∣∣∣2] < ∞ e repetindo o

argumento dado pela equação (3.65) restrita ao intervalo [si, si+1), segue que

lim
k→∞

R
(
θk,H ,Π, k

)
=
∑
si∈Π

lim
k→∞

∫ si+1−si

0

Dk,1
si
X`dA

k,1
si,`

=

∫ T

0

θHt dSt,
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fracamente em L1(P) para cada Π, completando a demonstração.

Observação 3.6. No caso bidimensional, para k suficientemente grande e considerando o con-

junto de instantes determińısticos Π de forma que a norma |Π| seja pequena, aproximamos o

processo
∫ T

0
θudSt a partir de rebalanceamentos entre os instantes [si, si+1), resultando na soma

de Riemann da forma

∑
si∈Π

θk,Hsi,0
(
Ssi,si+1−si − Ssi,0

)
em que θk,Hsi,0 =

E
[
Dk,1
si
XTk,1si,1

|Fsi
]

σsi,0Ssi,0
; si ∈ Π. (3.72)

A partir da convergência (3.69), a aproximação (3.72) gera alguns erros de hedging devido a

discretização das estratégias de hedging dinâmicas nos instantes si ∈ Π. Porém, esperamos que

este erro seja pequeno. De fato, considerando instantes determińısticos igualmente espaçados,

motivados da prática de realização de um número fixo de rebalanceamentos em peŕıodos de

tempos, os resultados obtidos nas estratégias de hedging quadráticas de minimização do risco

local e de variância média apresentados na Seção 5.2 sugerem que a aproximação é eficiente

para modelos em que consideramos ou não volatilidade estocástica. Ressaltamos que um tópico

bastante interessante para novos trabalhos é o estudo de relações mais precisas entre os instantes

determińısticos em Π e os tempos de parada.

A seguir, explicaremos brevemente como os resultados desta seção podem ser aplicados para

metodologias quadráticas de hedging.

1. Decomposição de Föllmer-Schweizer generalizada: Se consideramos a medida mar-

tingale minimal P̂, então LH em (3.61) é um P-martingale local e ortogonal ao componente

martingale de S. Devido a esta ortogonalidade e o comportamento do processo de custo

LH possuir valor esperado zero, é razoável trabalhar com decomposições de Föllmer-

Schweizer generalizadas sob P sem conhecimento a priori da existência de estratégias de

hedging de minimização do risco local.

2. Minimização do risco local: Devemos notar que se
∫
θHdS ∈ B2(F), LH ∈ B2(F)

sob P e dP̂
dP ∈ L2(P), então θH é a estratégia de minimização de risco local e (3.61) é a

decomposição de Föllmer-Schweizer sob P.
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3. Hedging de variância média: Se tomamos P̃, então a estratégia de hedging de vari-

ância média não é completamente determinada pela decomposição de Galtchouk-Kunita-

Watanabe sob P̃. Entretanto, o Corolário 3.2 ainda pode ser aplicado para aproximar

a estratégia de hedging ótima calculando o processo densidade Z̃ baseado nas chamadas

equações fundamentais, como mostrado em Hobson (2004) [53]. Veja (2.18) e (2.19) para

mais detalhes. Por exemplo, no clássico modelo de Heston, Hobson [53] fornece fórmulas

anaĺıticas para ζ̃. Veja a Subseção 5.2.4 para mais detalhes do modelo de Heston e alguns

resultados obtidos neste sentido.

Exemplo 3.1. A aplicação mais interessante do nosso método de aproximação é o cálculo

de estratégias de hedging para opções que dependem de toda a trajetória do processo de preço

em modelos de volatilidade estocástica. Por exemplo, se H = Φ ({St; 0 ≤ t ≤ T}), então o

Corolário 3.2 e a Observação 3.6 junto com as metodologias acima descritas, nos permitem

calcular as estratégias de hedging dinamicamente para a opção H a partir de (3.72). De fato,

condicionar o valor esperado à informação {Fsi ; si ∈ Π} para o cálculo da estratégia de hedging

θk,Hhedg := {θk,Hsi,0 ; si ∈ Π} garante o monitoramento cont́ınuo de uma opção que depende de toda

a trajetória do processo. Para cada instante de hedging si, devemos incorporar a história

completa do preço e volatilidade até tal instante de forma a obter uma descrição precisa do

hedging. Se H não é uma opção que depende de toda a trajetória, então a informação fornecida

por {Fsi ; si ∈ Π}, em θk,Hhedg, só é importante no instante si.

No caṕıtulo a seguir, apresentamos o método numérico de Euler-Maruayama que é funda-

mental para a aproximação do processo de preço do ativo descontado S, além de alguns resulta-

dos de convergência espećıficos para o modelo de Heston. Na sequência, fornecemos os detalhes

do algoritmo de Monte Carlo para a aproximação da estratégia de hedging θk,Hhedg = {θk,Hsi,0 ; si ∈ Π}

e os resultados numéricos obtidos.



Caṕıtulo

4

Método Numérico de Euler-Maruyama

Consideramos a equação diferencial estocástica que modela o preço do ativo descontado S.

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é determinar uma aproximação numérica Sk para S de forma

que, para k suficientemente grande, Sk e S estejam arbitrariamente próximos em algum sentido.

Recomendamos os trabalhos de Kloeden e Platen (1992) [64], Higham (2001) [51], Jäckel e Bu-

bley (2002) [55], Glasserman (2003) [40] e Sauer (2012) [83] acerca de métodos numéricos para

simulação de equações diferenciais estocásticas. O método numérico apresentado e utilizado ao

longo deste caṕıtulo, será do tipo Euler-Maruyama definido sobre a partição fina T k, constrúıda

a partir dos tempos de parada definidos em (3.1). É importante deixar claro que esta aproxi-

mação é fundamental no desenvolvimento do algoritmo apresentado na Seção 5.1 do Caṕıtulo

5, uma vez que utilizamos esta abordagem para precificar e calcular as estratégias de hedging

de opções que dependam ou não da trajetória do preço do ativo nos critérios quadráticos de

minimização do risco local e de variância média apresentados na Seção 5.2 do Caṕıtulo 5.

71
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Inicialmente, apresentamos a ideia básica do método de Euler-Maruyama para, em seguida,

desenvolver alguns resultados relacionados à convergência deste método. De fato, apresentare-

mos dois casos. O primeiro, mais simples, em que utilizamos a hipótese de que os coeficientes

de drift e difusão da equação do preço do ativo satisfazem a condição global de Lipschitz será

apresentado na Seção 4.2. Porém, na prática, é bastante fácil encontrar modelos em que os co-

eficientes não satisfazem esta condição. Em particular, podemos citar o modelo de elasticidade

constante da variância (CEV), o modelo de volatilidade estocástica de Heston e o modelo 3
2
,

de forma que os resultados apresentados na Seção 4.2 não são suficientes para que o método de

Euler-Maruyama garanta uma boa aproximação quando trabalhamos com estes modelos.

Na Seção 4.3, desenvolvemos um estudo da convergência do método de Euler-Maruyama para

o modelo de volatilidade estocástica de Heston, já que este é o principal modelo de volatilidade

para o qual testamos o nosso método e obtivemos resultados numéricos expressivos para os

cálculos das estratégias de hedging utilizando os critérios quadráticos de minimização do risco

local e variância média.

4.1 O método

O método de Euler-Maruyama, apresentado por Maruyama (1955) [74] é o método com-

putacional efetivo mais simples para aproximação de equações diferenciais estocásticas. Este

método baseia-se nas mesmas ideias do método de Euler clássico utilizado para soluções nu-

méricas de equações diferenciais ordinárias. Considere a equação diferencial estocástica que

modela o preço descontado do ativo

dSt = µ(St)dt+ σ(St)dWt, S0 = s0 0 ≤ t ≤ T, (4.1)

em que St = (S1
t , . . . , S

d
t ) ∈ Rd, W é um movimento Browniano d-dimensional e µ : Rd → Rd e

σ : Rd → Rd×d são funções suaves. Assumimos que a condição inicial s0 ∈ Rd desta equação é

constante.



4.1 O método 73

O método de Euler-Maruyama clássico leva em consideração uma partição P do intervalo

[0, T ] dada por

P : 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T (4.2)

de modo que a aproximação de Euler-Maruyama S? para a equação S definida em (4.1) é

calculada por

S?tm := S?tm−1
+ µ(S?tm−1

)(tm − tm−1) + σ(S?tm−1
)(Wtm −Wtm−1); S?t0 = s0. (4.3)

A literatura acerca da utilização do método de Euler-Maruyama é extensa. Muitos autores

têm estudado sua eficiência em aplicações diversas e, neste contexto, sua convergência. Gyöngy

(1998) [46] mostrou que o método de Euler converge quase certamente se o drift satisfaz uma

condição de monotonicidade e se o coeficiente de difusão satisfaz a condição de Lipschitz e é

cont́ınuo. Kloeden e Neuenkirch (2012) [63] apresentaram alguns resultados relacionados à taxa

de convergência do método de Euler-Maruyama baseados em modelos em que os coeficientes

não são globalmente Lipschitz e fornecem um resumo dos critérios para obtenção de resultados

para convergências fracas e fortes. Küchler e Platen (2000) [70] demonstraram a convergência

forte do método para equações diferenciais estocástica com tempo de atraso.

Como queremos trabalhar com os tempos de parada definidos em (3.1), o método de Euler-

Maruyama que utilizaremos será baseado na partição aleatória T k gerada por todos os Fk,j-

tempos de parada. Desta forma, fixado um ńıvel k ∈ N para o movimento Browniano, o

método de Euler-Maruyama aplicado a (4.1) calcula as aproximações Sk := (Sk,1, . . . , Sk,d)

para S = (S1, . . . , Sd), utilizando como condição inicial Sk0 = s0, a partir da equação

Sk,j
Tkm

:= Sk,j
Tkm−1

+ µj(S
k
Tkm−1

)∆T km +
d∑
`=1

σj`(S
k
Tkm−1

)∆Ak,`
Tkm

= sj0 +
m∑
i=1

µj(S
k
Tki−1

)∆T ki +
m∑
i=1

d∑
`=1

σj`(S
k
Tki−1

)∆Ak,`
Tki

(4.4)
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para todo T km ∈ T k. De maneira simples, estendemos a aproximação de Euler-Maruyama para

todo t ∈ [0, T ] da forma

Sk,jt :=
∞∑
m=1

Sk,j
Tkm−1

1{[[Tkm−1,T
k
m[[}, 0 ≤ t ≤ T e j = 1, . . . , d. (4.5)

Antes de iniciarmos a nossa análise de convergência, precisamos de algumas notações e pro-

priedades acerca dos Fk-tempos de parada T kn . Para qualquer ω ∈ Ω, seja T kn ∈ T k. Considere

o par (pn, qn) ∈ {1, . . . , p} × N tal que

T k,pnqn := inf
j∈{1,...,p}

`≥1

{
T k,j` ;T kn = T k,j`

}
(4.6)

ou seja, com esta notação, dado T kn ∈ T k, pn representa a partição original j ∈ {1, . . . , p}

que contém o tempo de parada T kn e qn representa a posição deste tempo na j-ésima partição

correspondente. Além disso, recordamos a definição de τ k,jn := inf`≥1{T k` ;T k` < T k,jn }, isto é, τ k,jn

é o maior Fk-tempo de parada menor do que T k,jn . De forma análoga, consideramos a sequência

de incrementos ∆T kn := T kn − T kn−1 e ∆Ak,j
Tk,jn

:= Ak,j
Tk,jn
− Ak,j

Tk,jn−1

enquanto ∆Ak,j
Tkn

:= Ak,j
Tkn
− Ak,j

Tkn−1
.

O Lema a seguir nos fornece alguns resultados acerca dos momentos dos incrementos ∆T kn e

∆Ak,j
Tkn

.

Lema 4.1. Para qualquer k ∈ N, j = 1, . . . , p e n ≥ 1 temos, para todo T kn ∈ T k que

(i) E(∆T kn ) ≤ 2−2k.

(ii) E
[
(∆T kn )2

]
≤ 5

3
2−4k.

(iii) E
(

∆Ak,j
Tkn

)
= 0.

Demonstração. (i) De fato, para todo n ≥ 1, temos que

∆T kn = T kn − T kn−1 = T k,pnqn − τ k,pnqn ≤ T k,pnqn − T k,pnqn−1 = ∆T k,pnqn .
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Mas, do Lema (3.1), conclúımos que

E(∆T kn ) ≤ E(∆T k,pnqn ) = 2−2k.

(ii) Este item é análogo ao anterior e será omitido.

(iii) Da definição dos processo Ak,jt com j = 1, . . . , p, temos que, para todo T k,jn ∈ T k,j,

Ak,j
Tk,jn

= W
(j)

Tk,jn
. Portanto, ∆Ak,j

Tk,jn
= Ak,j

Tk,jn
− Ak,j

Tk,jn−1

= W
(j)

Tk,jn
−W (j)

Tk,jn−1

. Então

E
(

∆Ak,j
Tk,jn

)
= E

(
W

(j)

Tk,jn
−W (j)

Tk,jn−1

)
= 0.

Seja agora, j ∈ {1, . . . , p} fixo. Por (4.6),

∆Ak,j
Tkn

= Ak,j
Tkn
− Ak,j

Tkn−1
= Ak,j

Tk,pnqn

− Ak,j
τk,pnqn

.

Se pn = j, temos que τ k,pnqn ≥ T k,pnqn−1 e, é claro que

∆Ak,j
Tkn

= Ak,j
Tk,pnqn

− Ak,j
τk,pnqn

= Ak,j
Tk,jqn

− Ak,j
Tk,jqn−1

= ∆Ak,j
Tk,jqn

. (4.7)

Caso, contrário, se pn 6= j, como Ak,jt somente apresenta saltos nos Fk,j-tempos de parada,

temos que Ak,j
Tk,pnqn

= Ak,j
τk,pnqn

e

∆Ak,j
Tkn

= 0. (4.8)

De (4.7) e (4.8) conclúımos que

E
(

∆Ak,j
Tkn

)
= 0.

Outro importante resultado, que será utilizado ao longo das convergências estudadas abaixo,

está relacionado com a obtenção de um limitante superior para o valor esperado do produto

entre ∆T km+1 e Skm, com m ≥ 1.
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Lema 4.2. Considere a partição T k e a aproximação de Euler-Maruyama dada pelas equações

(4.4) e (4.5). Temos então, que

E
(
SkTkm∆T km+1

)
≤ 2−2kE

(
SkTkm

)
para todo T km ∈ T k.

Em particular, no caso unidimensional, a igualdade se verifica.

Demonstração. Inicialmente, observamos que, no caso unidimensional, temos que T k = T k,1 e

então ∆T km+1 = ∆T k,1m+1 = T k,1m+1 − T k,1m . Neste caso, como o incremento ∆T k,1m+1 é independente

de Sk
Tkm

= Sk,1
Tk,1m

, temos que

E
(
SkTkm∆T km+1

)
= E

(
Sk,1
Tk,1m

∆T k,1m+1

)
= E

(
Sk,1
Tk,1m

)
E
(

∆T k,1m+1

)
(3.1)
= 2−2kE

(
SkTkm

)
.

Considere agora o caso multidimensional geral. Utilizando a notação introduzida em (4.6),

temos que

∆T km+1 = T km+1 − T km ≤ T k,pmqm+1 − T k,pmqm = ∆T k,pmqm+1

com pm ∈ {1, . . . , p} e qn ∈ N. Da independência entre ∆T k,pmqm+1 e Sk
Tk,pmqm

= Sk
Tkm

, temos que

E
(
SkTkm∆T km+1

)
≤ E

(
Sk
Tk,pmqm

∆T k,pmqm+1

)
= E

(
Sk
Tk,pmqm

)
E
(

∆T k,pmqm+1

)
= 2−2kE

(
Sk
Tk,pmqm

)
= 2−2kE

(
SkTkm

)

concluindo a demonstração.

O Lema 4.2 é fundamental já que, com frequência, precisaremos calcular o valor esperado do

produto entre ∆T km+1 e Sk
Tkm

. Porém, como não temos garantias de que estas variáveis aleatórias

são independentes, não podemos, simplesmente, substituir o valor esperado do produto pelo

produto dos valores esperados. É interessante observar que o limitante superior é encontrado a

partir do fato das variáveis ∆T k,pmqm+1 e Sk
Tkm

serem independentes. O resultado pode ser estendido

quando consideramos funções cont́ınuas de ∆T km+1 e Sk
Tkm

. Ressaltamos que, na Seção 4.3, onde

estaremos interessados em obter resultados de convergências do método de Euler-Maruyama
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para o modelo de Heston, utilizaremos um resultado análogo para o produto entre ∆T km+1 e

V k
Tkm

, em que V k
Tkm

será a aproximação para a equação da volatilidade Vt no modelo de Heston.

A seguir, apresentamos alguns resultados relacionados à convergência da aproximação nu-

mérica Sk para S conforme k torna-se suficientemente grande. Na Seção 4.2 consideramos

modelos simples em que a condição de Lipschitz é satisfeita para as funções µ e σ e na Seção

4.3 apresentamos a convergência do método de Euler-Maruyama para o modelo de Heston.

4.2 Convergência no caso Lipschitz

Considere o método numérico de Euler-Maruyama descrito acima nas equações (4.4) e (4.5).

Inicialmente, consideraremos o caso simples em que as funções µ e σ satisfazem a condição de

Lipschitz. Desta forma, considere as hipóteses 4.1 e 4.2 dadas a seguir.

Hipótese 4.1. Existe uma constante C > 0 tal que

‖µj(x)− µj(y)‖2 ∨ ‖σj`(x)− σj`(y)‖2 ≤ C‖x− y‖2 (4.9)

para quaisquer x, y ∈ Rd, j = 1, . . . , d e ` = 1, . . . , n. Como consequência desta hipótese, temos

que

‖µj(x)‖2 = ‖µj(x)− µj(0) + µj(0)‖2 ≤ 2
(
‖µj(x)− µj(0)‖2 + ‖µj(0)‖2

)
≤ 2

(
C‖x‖2 + ‖µj(0)‖2

)
(4.10)

e, de forma análoga,

‖σj`(x)‖2 ≤ 2
(
C‖x‖2 + ‖σj`(0)‖2

)
. (4.11)

Hipótese 4.2. Existe um p ≥ 2 tal que

E
[

sup
0≤t≤T

‖Skt ‖p
]
<∞ e E

[
sup

0≤t≤T
‖St‖p

]
<∞

para todo k ≥ 1.
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Em nossa análise de convergência, é conveniente definir a seguinte aproximação cont́ınua no

tempo da forma

S̄k,jt := sj0 +

∫ t

0

µj(S
k
s )ds+

d∑
`=1

∫ t

0

σj`(S
k
s )dW (`)

s , 0 ≤ t ≤ T,

para j = 1, . . . , d. O Teorema a seguir garante que, sob as hipóteses 4.1 e 4.2, conforme k

torna-se suficientemente grande, Sk,j converge fortemente para Sj, para j = 1, . . . , d.

Teorema 4.1. Sob as hipóteses 4.1 e 4.2 a equação (4.5) satisfaz

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

‖Sk,jt − S
j
t ‖2

]
= 0, j = 1, . . . , d.

Demonstração. De fato, aplicando a desigualdade de Young, temos que

sup
0≤t≤T

‖Sk,jt −S
j
t ‖2 ≤ 2

[
sup

0≤t≤T
‖Sk,jt − S̄

k,j
t ‖2 + sup

0≤t≤T
‖S̄k,jt − S

j
t ‖2

]
, para todo t ∈ [0, T ]. (4.12)

Seja ω ∈ Ω qualquer e t ∈ [0, T ] fixo. Então existe uma variável aleatória m : Ω → N tal que

T km(ω) ≤ t < T km+1(ω). Então

Sk,jt (ω)− S̄k,jt (ω) = −
∫ t

Tkm

µj(S
k
u)du−

d∑
`=1

∫ t

Tkm

σj`(S
k
u)dW (`)

u

= −µj(SkTkm)(t− T km)−
d∑
`=1

σj`(S
k
Tkm

)(W
(`)
t −W

(`)

Tkm
).

Como consequência da hipótese 4.1 e das equações (4.10) e (4.11), temos que

‖Sk,jt − S̄
k,j
t ‖2 ≤ 2

∥∥∥µj(SkTkm)(t− T km)
∥∥∥2

+

∥∥∥∥∥
d∑
`=1

σj`(S
k
Tkm

)
(
W

(`)
t −W

(`)

Tkm

)∥∥∥∥∥
2


≤ 2

[∥∥∥µj(SkTkm)
∥∥∥2 (

t− T km
)2

+ d

d∑
`=1

∥∥∥σj`(SkTkm)
∥∥∥2 (

W
(`)
t −W

(`)

Tkm

)2
]

≤ 2

[∥∥∥µj(SkTkm)
∥∥∥2 (

∆T km+1

)2
+ d2−2k

d∑
`=1

∥∥∥σj`(SkTkm)
∥∥∥2
]
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≤ 4

[(
C‖SkTkm‖

2 + ‖µj(0)‖2
) (

∆T km+1

)2
+ d2−2k

d∑
`=1

(
C‖SkTkm‖

2 + ‖σj`(0)‖2
)]

≤ 4
[(
C‖SkTkm‖

2 + ‖µj(0)‖2
) (

∆T km+1

)2

+ d22−2k

(
C sup

Tkm∈T k
‖SkTkm‖

2 + max
1≤`≤n

‖σj`(0)‖2

)]

e então, utilizando a hipótese 4.2, o Lema (3.1) e o Lema 4.2, conclúımos que

E
[

sup
0≤t≤T

‖Sk,jt − S̄
k,j
t ‖2

]
≤ 4

[
CE

(
sup

Tkm∈T k
‖SkTkm‖

2

)
E
[(

∆T km+1

)2
]

+ ‖µj(0)‖2E
[(

∆T km+1

)2
]

+ d22−2k

(
CE

[
sup

Tkm∈T k
‖SkTkm‖

2

]
+ max

1≤`≤n
‖σj`(0)‖2

)]

≤ 4

[
C

5

3
2−4kE

[
sup

Tkm∈T k
‖SkTkn‖

2

]
+

5

3
2−4k‖µj(0)‖2

+ d22−2k

(
CE

[
sup

Tkm∈T k
‖SkTkm‖

2

]
+ max

1≤`≤n
‖σj`(0)‖2

)]
(4.13)

que converge para zero quando k →∞. A partir da convergência acima também temos que

Ck = E
[∫ T

0

‖Skt − S̄kt ‖2dt

]
≤ TE

[
sup

0≤t≤T
‖Skt − S̄kt ‖2

]
→ 0 quando k →∞. (4.14)

Considere agora o segundo fator da desigualdade (4.12). A partir da desigualdade de Young e

da desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que

‖S̄k,jt − S
j
t ‖2 ≤ 2

[∥∥∥∥∫ t

0

µj(S
k
u)du−

∫ t

0

µj(Su)du

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥∥
d∑
`=1

∫ t

0

σj`(S
k
u)dW (`)

u −
d∑
`=1

∫ t

0

σj`(Su)dW
(`)
u

∥∥∥∥∥
2


≤ 2

[∥∥∥∥∫ t

0

(
µj(S

k
u)− µj(Su)

)
du

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥∥
d∑
`=1

∫ t

0

(
σj`(S

k
u)− σj`(Su)

)
dW (`)

u

∥∥∥∥∥
2


≤ 2

[
T

(∫ t

0

∥∥µj(Sku)− µj(Su)
∥∥2
du

)
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+ d

d∑
`=1

∥∥∥∥∫ t

0

(
σj`(S

k
u)− σj`(Su)

)
dW (`)

u

∥∥∥∥2
]

e então, utilizando a Hipótese 4.1 e a desigualdade martingale de Doob, segue que

E
[

sup
0≤t≤T

∥∥∥S̄k,jt − Sjt ∥∥∥2
]
≤ 2

[
TE
[∫ T

0

∥∥µj(Sku)− µj(Su)
∥∥2
du

]
+ d

n∑
`=1

E

[
sup

0≤t≤T

∥∥∥∥∫ T

0

(
σj`(S

k
u)− σj`(Su)

)
dW (`)

u

∥∥∥∥2
]]

≤ 2

[
TE
[∫ T

0

∥∥µj(Sku)− µj(Su)
∥∥2
du

]
+ 4d

n∑
`=1

E
[∫ T

0

∥∥σj`(Sku)− σj`(Su)
∥∥2
du

]]

≤ 2C(4d2 + T )E
[∫ T

0

∥∥Sku − Su∥∥2
du

]
= 2C(4d2 + T )E

[∫ T

0

∥∥Sku − S̄ku + S̄ku − Su
∥∥2
du

]
≤ 4C(4d2 + T )E

[∫ T

0

∥∥Sku − S̄ku∥∥2
du

]
+ 4C(4d2 + T )E

[∫ T

0

∥∥S̄ku − Su∥∥2
du

]
≤ 4CCk(4d2 + T ) + 4C(4n2 + T )E

[∫ T

0

∥∥S̄ku − Su∥∥2
ds

]
≤ LCk +

∫ T

0

LE
[

sup
0≤t≤u

∥∥S̄ku − Su∥∥2
du

]

em que L = 4C(4d2 + T ). Então, utilizando a desigualdade de Gronwall, temos que

E
[

sup
0≤t≤T

‖S̄k,jt − S
j
t ‖2

]
≤ LCkeLT → 0 quando k →∞. (4.15)

Juntando os resultados obtidos nas desigualdades (4.13) e (4.15) e utilizando (4.12), obtemos

que

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

‖Sk,jt − S
j
t ‖2

]
= 0,

demonstrando o teorema.
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Portanto, quando as funções µ e σ satisfazem a condição global de Lipschitz juntamente com

a condição 4.2 temos garantias da convergência do método numérico baseado na aproximação

de Euler-Maruyama definida nas equações (4.4) e (4.5). É claro que, se estamos trabalhando

com o modelo de Black e Scholes, em que as funções µ e σ são constantes, podemos aplicar o

método, porém neste caso, podemos utilizar o método exato, obtido pelo Lema de Itô, dado

por

Sk,j
Tkm

= s0 exp

[
µT km −

1

2

d∑
`=1

σ2
j`T

k
m +

d∑
`=1

σj`A
k,j
Tkm

]
(4.16)

para j = 1, . . . , d e todo T km ∈ T k.

4.3 Convergência para o modelo de Heston

Nesta seção, avaliaremos a convergência numérica do método de aproximação de Euler-

Maruyama para o clássico modelo de volatilidade estocástica de Heston (1993) [50]. Utilizare-

mos a parametrização fornecida em Hobson (2004) [53], dada pelo seguinte sistema de equações

diferenciais estocásticas. dSt = St(µVtdt+
√
VtdW

(1)
t ); S0 = s0

dVt = 2λ(θ − Vt)dt+ 2σ
√
VtdZt; V0 = v0

(4.17)

em que µ é a taxa média de retorno e Vt é o processo relacionado a volatilidade. Além disso, λ

é a taxa de reversão a média, θ é a variância do preço médio de longo prazo, isto é, conforme

t tende ao infinito, o valor esperado de Vt tende a θ e σ é a volatilidade da volatilidade, que

determina a variabilidade de Vt. Também destacamos que o processo Zt é dado por

Zt = ρW
(1)
t + ρ̄W

(2)
t

com ρ̄ =
√

1− ρ2 em que W (1) e W (2) são dois P-movimentos Brownianos independentes. Neste

caso, ρ é a correlação entre os movimentos Brownianos W (1) e Z. No caso geral, é necessário
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considerar a condição de Feller

λθ > σ2 (4.18)

para que o processo Vt seja estritamente positivo e, desta forma, tenhamos um processo de

Markov bem definido. A equação que modela a volatilidade Vt é conhecida como modelo de

Cox-Ingersoll-Ross e foi proposta por Cox et. al. (1985) [22]. Também assumimos que s0 e v0,

as condições iniciais de S e V , respectivamente, são constantes positivas.

A volatilidade Vt apresenta primeiro e segundo momento dados, respectivamente, por

E(Vt) = θ + e−2λt(v0 − θ) (4.19)

e

E(V 2
t ) = θ2 +

σ2θ

λ
+

(
2θ +

2σ2

λ

)
(v0 − θ)e−2λt +

[
v2

0 +

(
θ +

σ2

λ

)
(θ − 2v0)

]
2−4λt. (4.20)

No final desta seção, utilizaremos estes momentos para a realização de um estudo de simulação

de forma a verificar a eficiência do método numérico.

Inicialmente, consideramos a aproximação de Euler-Maruyama para o processo Vt em (4.17)

dada por

V k
Tkm

:= V k
Tkm−1

+ 2λ(θ − V k
Tkm−1

)∆T km + 2σ
√
|V k
Tkm−1
|
(
ρ∆Ak,1

Tkm
+ ρ̄∆Ak,2

Tkm

)
(4.21)

para todo T km ∈ T k, em que T k é a partição mais fina do intervalo [0, T ] gerada a partir dos

tempos de parada definidos em (3.1) para j = 1, 2, já que agora, o sistema de equações é

governado por somente dois movimentos Brownianos. Observamos também, que substitúımos

a equação da volatilidade Vt dada em (4.17) por

dVt = 2λ(θ − Vt)dt+ 2σ
√
|Vt|(ρdW (1)

t + ρ̄dW
(2)
t ) (4.22)
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já que a equação (4.21) poderia tornar-se inconsistente caso V k
Tkm

assumisse valores negativos já

que em cada etapa precisamos calcular sua raiz quadrada.

Ressaltamos que a discretização através de um método do tipo Euler-Maruyama para o

processo de Cox-Ingersoll-Ross governado pela volatilidade V tem sido extensamente estudada

na literatura. Entretanto, a maioria dos trabalhos se baseia em uma partição determińıstica.

Entre estes trabalhos, citamos Andersen et al. (2002) [3], Andersen e Lund (1997) [4], Bacinello

(2000) [5], Barone-Adesi e Sorwar (2002) [6], Broadie e Kaya (2006) [14] e Gkamas (2001)

[39]. O estudo de convergência deste tipo de equação diferencial estocástica, obtendo ou não

alguma ordem de convergência, tem sido estabelecido em diversos artigos, como por exemplo,

em Alfonsi (2005) [2], Bossy e Diop (2007) [12], Deelstra e Delbaen (1998) [24] e Higham e Mao

(2005) [52]. em particular, Higham e Mao (2005) [52] apresentam um estudo onde mostram que

a utilização do método de Euler-Maruyama baseado em uma partição determińıstica fornece

aproximações para o primeiro e o segundo momentos do processo resultante da equação que

define o modelo de Cox-Ingersoll-Ross e ainda mostram a convergência forte de tal aproximação.

Além disso, utilizam dos resultados deste modelo para obter uma aproximação para o processo

de preços descontados S. Em Alfonsi (2005) [2] podemos encontrar um ambiente de trabalho

para analisar aproximações do processo de Cox-Ingersoll-Ross juntamente com um extenso

estudo de simulação. No entanto, somente em Bossy e Diop (2007) [12], podemos encontrar

uma ordem de convergência não logaŕıtmica.

Uma vez calculada as aproximações V k
Tkm

podemos aproximar a equação do preço do ativo

descontado, que é dada por

SkTkm := SkTkm−1
+ µV k

Tkm−1
SkTkm−1

∆T km + SkTkm−1

√
|V k
Tkm−1
|∆Ak,1

Tkm
(4.23)

em que consideramos o mesmo tipo de correção utilizada em (4.22). Desta forma, a partir das

equações (4.21) e (4.23), temos definidas as aproximações de Euler-Maruyama para todo T km.

Estendemos as aproximações para qualquer valor t ∈ [0, T ] de forma análoga à definida em
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(4.5), isto é,

Skt =
∞∑
m=1

SkTkm−1
1{[Tkn ,Tkn+1[} (4.24)

V k
t =

∞∑
m=1

V k
Tkm−1

1{[Tkn ,Tkn+1[} (4.25)

e as aproximações cont́ınuas

S̄kt := s0 + µ

∫ t

0

V k
u S

k
udu+

∫ t

0

Sku
√
|V k
u |dW (1)

u (4.26)

V̄ k
t := v0 + 2λ

∫ t

0

(θ − V k
u )du+ 2σ

∫ t

0

√
|V k
u |dZu (4.27)

e, desta forma, é fácil verificar que S̄kt e Skt coincidem, assim como V̄ k
t e V k

t , nos tempos T km ∈ T k.

Observação 4.1. Observamos que a condição de Feller é importante do ponto de vista f́ısico,

já que Vt modela a volatilidade de um ativo e, neste caso, seria inconsistente considerar uma

volatilidade negativa. Também é importante perceber que a condição de Feller garante que

o processo Vt é estritamente positivo, porém não podemos garantir esta propriedade para o

processo V k
t .

Para o estudo de convergência, consideramos, de forma análoga à Seção 4.2, a seguinte

hipótese acerca da aproximação de Euler-Maruyama V k
t do processo de volatilidade Vt.

Hipótese 4.3. Considere V k
t dado por (4.25). Então, para todo k ∈ N existe um E ∈ R tal

que

E
[

sup
0≤t≤T

|V k
t |2
]
≤ E

A partir da Hipótese 4.3, podemos mostrar o seguinte resultado.

Lema 4.3. Seja 0 ≤ t ≤ T e considere V k
t e V̄ k

t dadas pelas equações (4.25) e (4.27), respecti-

vamente. Então,

E
[

sup
0≤t≤T

|V̄ k
t − V k

t |2
]
≤ 8λ2θ2 5

3
2−4k+16λ2θ

5

3

√
E2−4k+8λ2 5

3
E2−4k+8σ2

√
E2−2k = Dk (4.28)
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Demonstração. De fato, para qualquer ω ∈ Ω e um 0 ≤ t ≤ T fixo, existe uma variável aleatória

m : Ω→ N tal que T km(ω) ≤ t < T km+1(ω). Das equações (4.25) e (4.27) temos que

V̄ k
t (ω)− V k

t (ω) = 2λ(θ − V k
Tkm

)(t− T km) + 2σ
√
|V k
Tkm
|(Zt − ZTkm).

Então, elevando ao quadrado ambos os lados da equação e utilizando a desigualdade de Young,

segue que

|V̄ k
t − V k

t |2 ≤ 8λ2θ2(t− T km)2 + 16λ2θ|V k
Tkm
|(t− T km)2

+ 8λ2|V k
Tkm
|2(t− T km)2 + 8σ2|V k

Tkm
|(Zt − ZTkm)2.

Agora, tomando o valor esperado, utilizando a Hipótese 4.3, o Lema 4.1, resultados análogos

aos apresentados no Lema 4.2 e o fato de que

E
[
|V k
Tkm
|
]
≤
√

E
[
|V k
Tkm
|2
]
≤
√
E

conclúımos que

E
[

sup
0≤t≤T

|V̄ k
t − V k

t |2
]
≤ 8λ2θ2 5

3
2−4k + 16λ2θE

[
sup

0≤t≤T
|V k
Tkm
|
]

5

3
2−4k

+ 8λ2E
[

sup
0≤t≤T

|V k
Tkm
|2
]

5

3
2−4k + 8σ2E

[
sup

0≤t≤T
|V k
Tkm
|
]

2−2k

≤ 8λ2θ2 5

3
2−4k + 16λ2θ

5

3

√
E2−4k + 8λ2E

5

3
2−4k + 8σ2

√
E2−2k

completando a demonstração.

O seguinte corolário é uma consequência imediata do Lema 4.3.

Corolário 4.1. Considere V k
t e V̄ k

t as aproximações dadas pelas equações (4.25) e (4.27),

respectivamente. Então,

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

|V̄ k
t − V k

t |2
]

= 0
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Com isto, temos que a aproximação cont́ınua converge para o método numérico de Euler-

Maruyama V k
t . A seguir, temos o seguinte resultado.

Lema 4.4. Para qualquer j ≥ 1, temos que

sup
0≤t≤T

E
(
|Vt − V̄ k

t |
)
≤ e2λT

[
e−j(j+1)/2 +

4Tσ2

j
+

4Tσ2

je−j(j+1)/2

√
Dk + 2λT

√
Dk

]

em que Dk é dado no Lema 4.3.

Demonstração. A demonstração segue as ideias apresentadas em Higham e Mao (2005) [52].

É posśıvel construir uma sequência de C2(R,R) funções suaves ψj(x) com primeira derivada

uniformemente limitada para aproximar a função |x|. Seja a0 = 1 e aj = e−j(j+1)/2 para j ≥ 1,

de forma que
∫ aj−1

aj

du
u

= j. Para cada j ≥ 1, existe uma função cont́ınua ψj(u) com suporte em

(aj, aj−1) tal que

0 ≤ ψj(u) ≤ 2

ju
para aj < u < aj−1

e ∫ aj−1

aj

ψj(u)du = 1.

Definimos agora φj dada por

φj(x) =

∫ |x|
0

dy

∫ y

0

ψj(u)du.

Assim,

φj ∈ C2(R,R), φj(0) = 0 e |φ′j(x)| ≤ 1 para todo x ∈ R (4.29)

|φ′′j (x)|

 ≤
2
j|x| , para aj < |x| < aj−1

= 0, caso contrário
(4.30)

e, além disso,

|x| − aj−1 ≤ φj(x) ≤ |x|, para todo x ∈ R. (4.31)
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Observe que

Vt − V̄ k
t = −2λ

∫ t

0

(Vu − V k
u )du+ 2σ

∫ t

0

(√
|Vu| −

√
|V k
u |
)
dZu.

Da fórmula de Itô, temos que

E
[
φj
(
Vt − V̄ k

t

)]
= −2λE

[∫ t

0

φ′j(Vu − V̄ k
u )(Vu − V k

u )du

]
+ 2σ2E

[∫ t

0

φ′′j (Vu − V̄ k
u )
(√
|Vu| −

√
|V k
u |
)2

du

]
≤ 2λ

∫ t

0

E(|Vu − V k
u |)du+ 2σ2I(t) (4.32)

em que, utilizando (4.29) e (4.30), I(t) é dado por

I(t) = E
[∫ t

0

φ′′j (Vu − V̄ k
u )
(√
|Vu| −

√
|V k
u |
)2

du

]
≤ E

[∫ t

0

φ′′j (Vu − V̄ k
u )|Vu − V k

u |du
]

≤ E
[∫ t

0

φ′′j (Vu − V̄ k
u )|Vu − V̄ k

u |du
]

+ E
[∫ t

0

φ′′j (Vu − V̄ k
u )|V̄ k

u − V k
u |du

]
≤ E

[∫ t

0

2

j
1{aj<|Vu−V̄ ku |<aj−1}(u)du

]
+ E

[∫ t

0

2

jaj
|V̄ k
u − V k

u |du
]

≤ 2T

j
+

∫ T

0

2

jaj
E(|V̄ k

u − V k
u |)du ≤

2T

j
+

2T

jaj

√
Dk. (4.33)

Aplicando a desigualdade (4.33) em (4.32), conclúımos que

E(φj(Vt − V̄ k
t )) ≤ 2λ

∫ t

0

E(|Vu − V k
u |)du+

4Tσ2

j
+

4Tσ2

jaj

√
Dk

≤ 2λ

[∫ t

0

E(|Vu − V̄ k
u |)du+

∫ t

0

E(|V̄ k
u − V k

u |)du
]

+
4Tσ2

j
+

4Tσ2
√
Dk

jaj

≤ 2λ

∫ t

0

E(|Vu − V̄ k
u |)du+ 2λT

√
Dk +

4Tσ2

j
+

4Tσ2
√
Dk

jaj
.

Mas, de (4.31),

E(φj(Vt − V̄ k
t )) ≥ E(|Vt − V̄ k

t |)− aj−1
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o que implica que

E(|Vt − V̄ k
t |) ≤ aj−1 + 2λ

∫ t

0

E(|Vu − V̄ k
u |)du+ 2λT

√
Dk +

4Tσ2

j
+

4Tσ2

jaj

√
Dk.

e então, por uma simples aplicação da desigualdade de Gronwall,

E(|Vt − V̄ k
t |) ≤ e2λT

[
e−j(j+1)/2 +

4Tσ2

j
+

4Tσ2

je−j(j+1)/2

√
Dk + 2λT

√
Dk

]

concluindo a demonstração.

É importante notar que o Lema 4.4 fornece, além de um limitante superior, a convergência

em L1 quando k →∞. De fato, temos o seguinte corolário.

Corolário 4.2. Temos que

lim
k→∞

sup
0≤t≤T

E(|Vt − V̄ k
t |) = 0.

Demonstração. De fato, dado ε > 0, podemos sempre escolher um j ≥ 1 tal que

e2λT

[
e−j(j+1)/2 +

4Tσ2

j

]
< ε

e, como limk→∞Dk = 0, conclúımos que

lim
k→∞

sup
0≤t≤T

E(|Vt − V̄ k
t |) = 0.

A partir dos resultados obtidos nos Lemas 4.3 e 4.4 e Corolários 4.1 e 4.2, podemos mostrar

que a aproximação cont́ınua V̄ k
t definida em (4.27) converge fortemente para Vt. Isto é o que

apresentamos no Teorema abaixo.

Teorema 4.2. Considere a equação da volatilidade Vt do modelo de Heston dado em (4.17) e

a aproximação de Euler-Maruyama V k
t definida em (4.25) com aproximação cont́ınua como em
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(4.27). Então, temos que

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

|Vt − V̄ k
t |2
]

= 0

Demonstração. Para todo 0 ≤ t ≤ T , temos que

Vt − V̄ k
t = −2λ

∫ t

0

(Vu − V k
u )du+ 2σ

∫ t

0

(√
|Vu| −

√
|V k
u |
)
dZu.

A partir da desigualdade de Cauchy-Schwartz, é fácil ver que

|Vt − V̄ k
t |2 ≤ 8λ2T

(∫ t

0

|Vu − V k
u |2du

)
+ 8σ2

(∫ t

0

(√
|Vu| −

√
|V k
u |
)
dZu

)2

e, da desigualdade martingale de Doob e da isometria de Itô, para qualquer 0 ≤ t ≤ T , temos

E
[

sup
0≤t≤T

|Vt − V̄ k
t |2
]
≤ 8λ2TE

(∫ T

0

|Vu − V k
u |2du

)
+ 32σ2E

(∫ T

0

(√
|Vu| −

√
|V k
u |
)2

du

)
≤ 8λ2TE

(∫ T

0

|Vu − V k
u |2du

)
+ 32σ2E

(∫ T

0

|Vu − V k
u |du

)
. (4.34)

Portanto, pelo Lema 4.3, temos que

E
(∫ T

0

|Vu − V k
u |2du

)
≤ 2

∫ T

0

(
E
[
|Vu − V̄ k

u |2
]

+ E
[
|V̄ k
u − V k

u |2
])
du

≤ 2

∫ T

0

E
[

sup
0≤t≤u

|Vu − V̄ k
u |2
]
du+ 2

∫ T

0

E
[

sup
0≤t≤u

|V̄ k
u − V k

u |2
]
du (4.35)

≤ 2

∫ T

0

E
[

sup
0≤t≤u

|Vu − V̄ k
u |2
]
du+ 2DkT (4.36)

e

E
(∫ T

0

|Vu − V k
u |du

)
≤
∫ T

0

E(|Vu − V̄ k
u |)du+

∫ T

0

E(|V̄ k
u − V k

u |)du

≤ T sup
0≤t≤T

E(|Vt − V̄ k
t |) + T

√
Dk. (4.37)
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Então, utilizando as desigualdades (4.35) e (4.37) em (4.34), segue que

E
[

sup
0≤t≤T

|Vt − V̄ k
t |2
]
≤ 16λ2T

∫ T

0

E
[

sup
0≤t≤u

|Vt − V̄ k
t |2
]
du+ 16λ2DkT

2

+ 32σ2T sup
0≤t≤T

E(|Vt − V̄ k
t |) + 32σ2T

√
Dk

e, da desigualdade de Gronwall,

E
[

sup
0≤t≤T

|Vt − V̄ k
t |2
]
≤ Cke

16λ2T 2

em que Ck := 16λ2DkT
2 + 32σ2T

√
Dk + 32σ2T sup0≤t≤T E(|Vt − V k

t |) converge para zero pelos

Corolários 4.1 e 4.2.

Então, podemos mostrar que

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

|Vt − V k
t |2
]

= 0. (4.38)

De fato, basta observar que

sup
0≤t≤T

|Vt − V k
t |2 ≤ 2

[
sup

0≤t≤T
|Vt − V̄ k

t |2 + sup
0≤t≤T

|V̄ k
t − V k

t |2
]

e aplicar os resultados obtidos no Corolário 4.1 e no Teorema 4.2.

Resta agora mostrar a convergência da aproximação numérica Skt para St. Para isto, apre-

sentamos o teorema abaixo.

Teorema 4.3. Para quaisquer números positivos L, M e N , definimos τ como sendo o seguinte

tempo de parada

τ := inf{t ≥ 0 : sup
k≥1
|Skt | > L ou |St| > M ou sup

k≥1
|V k
t | > N}.

Então

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

|St∧τ − Skt∧τ |2
]

= 0
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Demonstração. De forma análoga a realizada para o processo V k
t , temos que

sup
0≤t≤T

|St − Skt |2 ≤ 2

[
sup

0≤t≤T
|St − S̄kt |2 + sup

0≤t≤T
|S̄kt − Skt |2

]
. (4.39)

Inicialmente, observamos que, para qualquer 0 ≤ t ≤ T ,

St − S̄kt = µ

∫ t

0

(SuVu − SkuV k
u )du+

∫ t

0

(Su
√
Vu − Sku

√
|V k
u |)dW (1)

u

= µ

∫ t

0

Su(Vu − V k
u )du+ µ

∫ t

0

V k
u (Su − Sku)du

+

∫ t

0

Su(
√
Vu −

√
|V k
u |)dW (1)

u +

∫ t

0

√
|V k
u |(Su − Sku)dW (1)

u .

Elevando ao quadrado e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que

|St − S̄kt |2 ≤ 4

[
µ2

∣∣∣∣∫ t

0

Su(Vu − V k
u )du

∣∣∣∣2 + µ2

∣∣∣∣∫ t

0

V k
u (Su − Sku)du

∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣∫ t

0

Su(
√
Vu −

√
|V k
u |)dW (1)

u

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∫ t

0

√
|V k
u |(Su − Sku)dW (1)

u

∣∣∣∣2
]

≤ 4µ2T

(∫ t

0

|Su|2|Vu − V k
u |2du

)
+ 4µ2T

(∫ t

0

|V k
u |2|Su − Sku|2du

)
+ 4

∣∣∣∣∫ t

0

Su(
√
Vu −

√
|V k
u |)dW (1)

u

∣∣∣∣2 + 4

∣∣∣∣∫ t

0

√
|V k
u |(Su − Sku)dW (1)

u

∣∣∣∣2 .
Portanto, da desigualdade de Doob e da isometria de Itô, temos que

E
[

sup
0≤t≤T

|St − S̄kt |2
]
≤ 4µ2TE

[∫ T

0

|Su|2|Vu − V k
u |2du

]
+ 4µ2TE

[∫ T

0

|V k
u |2|Su − Sku|2du

]
+ 16E

[∫ T

0

|Su|2|
√
Vu −

√
|V k
u ||2du

]
+ 16E

[∫ T

0

|V k
u ||Su − Sku|2du

]

e então, utilizando as hipóteses do teorema, para qualquer 0 ≤ t ≤ T , segue que

E
[

sup
0≤t1≤t

|St1∧τ − S̄kt1∧τ |
2

]
≤ 4µ2TM2E

[∫ t∧τ

0

|Vt − V k
t |2dt

]
+ 4µ2TN2E

[∫ t∧τ

0

|St − Skt |2dt
]

+ 16M2E

[∫ t∧τ

0

∣∣∣∣√Vt −
√
|V k
t |
∣∣∣∣2 dt

]
+ 16NE

[∫ t∧τ

0

|St − Skt |2dt
]
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≤ C1E
[∫ t∧τ

0

|St − Skt |2dt
]

+ C2E
[

sup
0≤t≤T

|Vt − V k
t |2dt

]
+ C3 sup

0≤t≤T
E
[
|Vt − V k

t |
]

(4.40)

em que C1 := 4µ2TN2 + 16N , C2 := 4µ2TM2 e C3 := 16M2T . Pelo Teorema 4.2 que

C2E
[
sup0≤t≤T |Vt − V k

t |2
]

converge para zero. Também observamos que

E
[
|V̄ k
t − V k

t |
]
≤ 2λθ2−2k + 2λ2−2kE

[
sup

0≤t≤T
|V k
t |
]

+ 2σJ2−kE

[√
sup

0≤t≤T
|V k
t |

]
→ 0 quando k →∞

em que J uma constante igual a ρ ou ρ̄. Utilizando este resultado e o Lema 4.4, segue que

C3 sup0≤t≤T E
[
|Vt − V k

t |
]

converge para zero quando k →∞.

Também, para qualquer 0 ≤ t ≤ T , seja m : Ω → N a variável aleatória tal que T km ≤ t <

T km+1. Portanto, temos que

|S̄kt − Skt | =
∣∣∣∣µSkTkmV k

Tkm
(t− T km) + SkTkm

√∣∣V k
Tk
m
∣∣ (W (1) −W (1)

Tkm

)∣∣∣∣
de forma que, para qualquer 0 ≤ t1 ≤ T ,

|S̄kt1∧τ − S
k
t1∧τ |

2 ≤ 2
[
µ2(SkTkmt1∧τ

)2(V k
Tkmt1∧τ

)2(t1 ∧ τ − T kmt1∧τ )
2

+ (SkTkmt1∧τ
)2
∣∣∣V k
Tkmt1∧τ

∣∣∣ (W (1)
t1∧τ −W

(1)

Tkmt1∧τ

)2
]

≤ 2

[
µ2L2N2

(
sup
m

∆T km

)2

+ 2−2kL2N

]

e então, para 0 ≤ t ≤ T , conclúımos que

E
[

sup
0≤t1≤t

|S̄kt1∧τ − S
k
t1∧τ |

2

]
≤ 2

[
µ2L2N2E

[(
sup
m≥1

∆T km

)2
]

+ 2−2kL2N

]
:= C4 (4.41)

converge para zero quando k →∞. Tomando C como

C := 2

[
C2E

[
sup

0≤t≤T
|Vt − V k

t |2
]

+ C3 sup
0≤t≤T

E
[
|Vt − V k

t |
]

+ C4

]
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e substituindo as equações (4.40) e (4.41) em (4.39), segue que, para qualquer 0 ≤ t ≤ T ,

E
[

sup
0≤t1≤t

|St1∧τ − Skt1∧τ |
2

]
≤ 2

(
E
[

sup
0≤t1≤t

|St1∧τ − S̄kt1∧τ |
2

]
+ E

[
sup

0≤t1≤t
|S̄kt1∧τ − S

k
t1∧τ |

2

])
≤ 2C1E

[∫ t∧τ

0

|Su − Sku|2du
]

+ C

≤ C + 2C1

∫ t

0

E
[

sup
0≤t1≤u

|St1∧τ − Skt1∧τ |
2

]
du.

E então, a partir de desigualdade de Gronwall, temos que

E
[

sup
0≤t≤T

|St∧τ − Skt∧τ |2
]
≤ Ce2C1T

que converge para zero quando k →∞, demonstrando o teorema.

Desta forma, se tomarmos L,M e N suficientemente grandes, de forma que

sup
k≥1
|Skt | ≤ L, |St| ≤M e sup

k≥1
|V k
t | ≤ N para todo 0 ≤ t ≤ T

temos que

lim
k→∞

E
[

sup
0≤t≤T

|St − Skt |2
]

= 0.

4.3.1 Estudo de simulação

Nesta subseção, apresentamos alguns resultados de simulação obtidos na aproximação do

modelo de Heston segundo o método numérico de Euler-Maruyama proposto anteriormente.

Para o processo de volatilidade Vt, utilizamos os resultados teóricos fornecidos pelas equações

(4.19) e (4.20). Também realizamos um estudo de simulação a fim de comparar a aproximação

do método de Euler-Maruyama utilizando a discretização aleatória e utilizando uma partição

determińıstica do intervalo [0, T ]. Para que a comparação seja adequada, relembramos do Lema

(3.1) que, dado um k ∈ N fixo,

E(∆T k,jn ) = 2−2k, para todo n ≥ 1 e j = 1, 2
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de modo que, o valor esperado do número de tempos de parada gerados pela partição T j no

intervalo [0, T ] é dado por N j := 22kT . Portanto, o método de Euler-Maruyama utilizando a

discretização aleatória com ńıvel de discretização k será comparado com o método com discre-

tização determińıstica com 22kT instantes igualmente espaçados.

Para o estudo de simulação, consideramos o modelo de Heston com os parâmetros λ = 3, 63,

θ = 0, 04, σ = 0, 3, µ = 0, 1, ρ = −0, 53 com valores iniciais para o preço descontado e

volatilidade dados, respectivamente, por s0 = 100 e v0 = 0, 09. Realizamos 20.000 simulações

utilizando os ńıveis de discretização k = 3, 4, 5 e 6 no intervalo [0, 1], ou seja, o tempo de

maturidade é T = 1.

Na Tabela 4.1, apresentamos os resultados associados ao método do tipo Euler-Maruyama

para a aproximação da volatilidade, considerando a discretização aleatória. Para cada ńıvel de

discretização k, fixamos os tempos t = 0, 2j com j = 1, . . . , 5 a partir dos quais calculamos o

valor esperado da volatilidade E(Vt) utilizando a equação (4.19) e comparamos com o resultado

obtido com a média das simulações da volatilidade V k
t , que denotaremos por Ê(V k

t ). Apresen-

tamos também, o erro cometido na aproximação |E(Vt) − Ê(V k
t )|, o erro padrão e os limites

inferior (LI) e superior (LS) do intervalo de confiança de ńıvel 95% para E(Vt).

k Instantes E(Vt) Ê(V kt ) |E(Vt)− Ê(V kt )| Erro Padrão LI LS

3 0, 2 0, 051705 0, 051474 2, 3× 10−4 6, 2× 10−4 0, 050257 0, 052692
3 0, 4 0, 042740 0, 042370 3, 7× 10−4 5, 5× 10−4 0, 041291 0, 043449
3 0, 6 0, 040641 0, 040293 3, 4× 10−4 5, 4× 10−4 0, 039239 0, 041349
3 0, 8 0, 040150 0, 040658 5, 1× 10−4 5, 4× 10−4 0, 039608 0, 041708
3 1 0, 040035 0, 040050 1, 4× 10−5 5, 3× 10−4 0, 039018 0, 041081
4 0, 2 0, 051705 0, 051795 9, 0× 10−5 9, 9× 10−5 0, 051602 0, 051988
4 0, 4 0, 042740 0, 042666 7, 4× 10−5 9, 6× 10−5 0, 042478 0, 042854
4 0, 6 0, 040641 0, 040720 7, 9× 10−5 9, 5× 10−5 0, 040533 0, 040908
4 0, 8 0, 040150 0, 040068 8, 2× 10−5 9, 4× 10−5 0, 039883 0, 040253
4 1 0, 040035 0, 040121 8, 6× 10−5 9, 4× 10−5 0, 039937 0, 040306
5 0, 2 0, 051705 0, 051776 7, 1× 10−5 6, 9× 10−5 0, 061540 0, 051912
5 0, 4 0, 042740 0, 042658 8, 3× 10−5 6, 8× 10−5 0, 042524 0, 042791
5 0, 6 0, 040641 0, 040682 4, 1× 10−5 6, 8× 10−5 0, 040549 0, 040815
5 0, 8 0, 040150 0, 040126 2, 4× 10−5 6, 8× 10−5 0, 039993 0, 040259
5 1 0, 040035 0, 040054 1, 9× 10−5 6, 8× 10−5 0, 039921 0, 040188
6 0, 2 0, 051705 0, 051714 9, 4× 10−6 3, 9× 10−5 0, 051637 0, 051792
6 0, 4 0, 042740 0, 042731 9, 5× 10−6 3, 6× 10−5 0, 042661 0, 042800
6 0, 6 0, 040641 0, 040636 5, 9× 10−6 3, 5× 10−5 0, 040568 0, 040704
6 0, 8 0, 040150 0, 040159 8, 8× 10−6 3, 5× 10−5 0, 040091 0, 040227
6 1 0, 040035 0, 040030 4, 9× 10−6 3, 4× 10−5 0, 039963 0, 040098

Tabela 4.1: Aproximação da volatilidade Vt pelo método de Euler-Maruyama (discretização aleatória)
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A partir dos resultados fornecidos na Tabela 4.1, notamos que a diferença |E(Vt)− Ê(V k
t )|,

para todos os casos avaliados, foi menor do que 10−3 e, além disso, para os ńıveis de discretização

utilizados, conforme k cresce, a diferença diminui, corroborando o resultado apresentado em

4.38. Além disso, o intervalo de confiança de ńıvel 95% sempre contém o verdadeiro valor

E(Vt), o que nos mostra, empiricamente, que o método de Euler-Maruyama, considerando a

discretização aleatória, é eficiente.

Na Tabela 4.2 comparamos a volatilidade teórica E(Vt) com o método numérico de Euler-

Maruyama para a aproximação da volatilidade Vt utilizando uma discretização determińıstica

com instantes igualmente espaçados. Novamente, avaliaremos a aproximação V k
t nos instantes

t = 0, 2j com j = 1, . . . , 5. Como a discretização é determińıstica, n denotará o número

de instantes da partição. A média das aproximações simuladas será denotada por Ē(V k
t ) e o

erro cometido na aproximação por |E(Vt) − Ē(V k
t )|. Também apresentamos o erro padrão das

aproximações e os limites inferior e superior de ńıvel 95% para E(Vt).

n Instantes E(Vt) Ē(V kt ) |E(Vt)− Ē(V kt )| Erro Padrão LI LS

64 0, 2 0, 051705 0, 051769 6, 3× 10−5 4, 8× 10−5 0, 051674 0, 051863
64 0, 4 0, 042740 0, 042551 1, 9× 10−4 4, 3× 10−5 0, 042466 0, 042635∗

64 0, 6 0, 040641 0, 040542 6, 9× 10−5 4, 1× 10−5 0, 040462 0, 040622∗

64 0, 8 0, 040150 0, 040145 4, 8× 10−6 4, 1× 10−5 0, 040066 0, 040225
64 1 0, 040035 0, 040110 7, 5× 10−5 4, 1× 10−5 0, 040030 0, 040191
256 0, 2 0, 051705 0, 051512 1, 9× 10−4 2, 4× 10−5 0, 051466 0, 051559∗

256 0, 4 0, 042740 0, 042644 9, 7× 10−5 2, 1× 10−5 0, 042602 0, 042685∗

256 0, 6 0, 040641 0, 040613 2, 8× 10−5 2, 0× 10−5 0, 040574 0, 040653
256 0, 8 0, 040150 0, 040165 1, 5× 10−5 2, 0× 10−5 0, 040126 0, 040204
256 1 0, 040035 0, 040025 1, 1× 10−5 2, 0× 10−5 0, 039986 0, 040063
1024 0, 2 0, 051705 0, 051708 2, 5× 10−6 1, 2× 10−5 0, 051684 0, 051731
1024 0, 4 0, 042740 0, 042721 1, 9× 10−5 1, 0× 10−5 0, 042700 0, 042742
1024 0, 6 0, 040641 0, 040626 1, 5× 10−5 1, 0× 10−5 0, 040606 0, 040646
1024 0, 8 0, 040150 0, 040142 8, 3× 10−6 9, 9× 10−6 0, 040122 0, 040161
1024 1 0, 040035 0, 040030 5, 4× 10−6 1, 0× 10−5 0, 040010 0, 040050
4096 0, 2 0, 051705 0, 051698 7, 3× 10−6 5, 8× 10−6 0, 051686 0, 051709
4096 0, 4 0, 042740 0, 042739 1, 2× 10−6 5, 3× 10−6 0, 042729 0, 042749
4096 0, 6 0, 040641 0, 040645 3, 4× 10−6 5, 0× 10−6 0, 040635 0, 040655
4096 0, 8 0, 040150 0, 040153 3, 0× 10−6 4, 9× 10−6 0, 040144 0, 040163
4096 1 0, 040035 0, 040039 3, 7× 10−6 4, 9× 10−6 0, 040029 0, 040049

Tabela 4.2: Aproximação da volatilidade Vt pelo método de Euler-Maruyama (discretização determińıstica)

Neste caso, também temos uma boa aproximação. Observamos que, conforme o número de

pontos n da partição determińıstica aumenta, a diferença entre o verdadeiro valor E(Vt) e a

média dos valores simulados Ē(V k
t ) diminui. Quando n = 4096, esta diferença é da ordem de
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10−6. É importante observar que, como o erro padrão é sempre inferior neste caso, em relação

ao caso da discretização aleatória, para alguns valores (nos casos n = 64 e n = 256) o intervalo

de confiança não contém o verdadeiro valor (observe os casos marcados com ∗).



Caṕıtulo

5

Algoritmo e Resultados Numéricos

Neste caṕıtulo, apresentamos um algoritmo geral para calcular as estratégias de hedging

para o modelo de mercado de Itô desenvolvido no Caṕıtulo 2 com respeito a qualquer opção

do tipo europeia H ∈ L2(Q) e FT -mensurável para uma medida de probabilidade fixa Q ∈Me
2

com tempo de maturidade 0 < T < ∞ sob os critérios quadráticos de minimização do risco

local e de variância média, além do preço justo da opção ao aproximar a projeção de Galtchouk-

Kunita-Watanabe φH,Q = (φH,Q,S, φH,Q,I) no instante t = 0, a partir da simulação da derivada

estocástica Dk,jX dada por

Dk,jXTk,j1
= E

E
[
H
∣∣∣Fk

Tk,j1

]
− E

[
H
∣∣∣Fk

τk,j1

]
Ak,j
Tk,j1

 , j = 1, . . . , p. (5.1)

Ressaltamos que, para o cálculo do hedging nos demais instantes de tempo, basta aplicar as

ideias de hedging dinâmico apresentadas na Seção 3.4 do Caṕıtulo 3 baseadas nos argumentos

de translação do movimento Browniano. Além disso, apresentamos alguns resultados numéricos

97
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obtidos para opções vanillas e exóticas utilizando desde o modelo clássico de Black e Scholes até

modelos de volatilidade não constante, como o modelo de elasticidade constante da variância

(CEV) e o modelo de volatilidade estocástica de Heston.

5.1 Algoritmo

A estrutura completa do algoritmo está baseada na filtragem discreta gerada a partir dos

incrementos {∆T k,jn ; n ≥ 1, 1 ≤ j ≤ p} e pelas famı́lias independentes e igualmente distribúıdas

de variáveis aleatórias de Bernoulli dadas por {ηk,jn ; n ≥ 1, 1 ≤ j ≤ p}. Baseado na densidade

da variável aleatória T k,j1 , Burq e Jones (20008) [15] propuseram um algoritmo bastante simples

e eficiente para um método de simulação dos incrementos ∆T k,jn . Considerando H um funcional

de Ak,1, . . . , Ak,p, realizamos um método de simulação Monte Carlo concreto e eficiente para

obter as estratégias θH .

A seguir, fixando um ńıvel de discretização k ≥ 1, dividimos o algoritmo nos seguintes

passos listados abaixo.

Passo 1. Simulação dos tempos de parada {T k,j` ; j = 1, . . . , p; ` ≥ 1} e do processo

{Ak,j; j = 1, . . . , p}.

1. Geramos os incrementos {∆T k,j` ; ` ≥ 1} de acordo com o algoritmo descrito por Burq

e Jones [15] e, consequentemente, os Fk,j-tempos de parada {T k,j` ` ≥ 1} para todo

j = 1, . . . , p tal que todos os Fk,j-tempos de parada T k,j` sejam menores do que T .

2. Simulamos a famı́lia independente e igualmente distribúıda ηk,j := {ηk,j` ; ` ≥ 1}, de acordo

com a variável aleatória de Bernoulli ηk,j1 com parâmetro 1
2

para i = −1, 1. Desta forma,

simulamos o processo Ak,j para j = 1, . . . , p.
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Algorithm 1: Pseudocódigo dos tempos de parada T k,j e dos processos Ak,j.

Data: Tempo de matuidade T , Nı́vel de discretização k

Result: Vetor de tempos de parada {T k,jn ; n ≥ 1, j = 1, . . . , p}, famı́lia

{ηk,jn ; n ≥ 1, j = 1, . . . , p}, Processo Ak,j

1 T k,j ← Burq e Jones(k, T ) Vetor de Fk,j-tempos de parada gerado pelo

algoritmo descrito por Burq e Jones [15]

2 n← Comprimento(T k,j) n é o comprimento do vetor T k,j

3 ηk,j0 ← 0

4 Ak,j0 ← 0

5 for i← 1 to n do

6 ηk,ji ← Amostrar um elemento de uma distribuição Bernoulli(0.5)

7 Ak,ji ← Ak,ji−1 + 2−kηk,ji

Na próxima etapa, simulamos H baseado em aproximações dos processos de preços des-

contados {Sit ; 0 ≤ t ≤ T ; i = 1, . . . , d} utilizando o método de Euler-Maruyama descrito no

Caṕıtulo 4.

Passo 2. Simulação do processo de preço descontado {Si; i = 1, . . . , d} e do payoff

H.

Suponha que, utilizando o Passo 1 acima, tenhamos as partições T k,j, a famı́lia ηk,j e os

processos Ak,j para j = 1, . . . , d, d+1, . . . , p. Os seguintes passos abaixo mostram como calcular

aproximações para os processos de preços descontados Si, i = 1, . . . , d e a função payoff H.

1. Consideramos a partição T k gerada por todos os tempos de parada definidos por (3.8).

Esta é a partição mais fina gerada por todas as partições T k,j, j = 1, . . . , p. A Figura 5.1

nos dá uma ideia de como construir a partição fina T k a partir de 3 partições distintas

T k,1, T k,2 e T k,3.

2. Aplicamos o método numérico de Euler-Maruyama para calcular uma aproximação Sk,i do

preço descontado Si para i = 1, . . . , d, em que Sk,i é um funcional de Ak =
(
Ak,1, . . . , Ak,p

)
.
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Figura 5.1: Partição fina T k gerada a partir de 3 partições distintas T k,1, T k,2 e T k,3.

3. Baseado na aproximação para Sk, calculamos a aproximação Ĥk para o payoff H da

forma Ĥk = Φ
(
Sk,j; j = 1, . . . , d

)
.

Algorithm 2: Pseudocódigo para os processos de preços descontados Si, i = 1, . . . , d.

Data: Partições {T k,j; j = 1, . . . , p}, Famı́lias {ηk,j; j = 1, . . . , p}, Processos

{Ak,j; j = 1, . . . , p}, Nı́vel de discretização k, Número de ativos d

Result: Preços dos ativos descontados Sk,i, i = 1, . . . , d

1 T k ← Mesclar(T k,j) Criar a partiç~ao mais fina T k a partir das partiç~oes

T k,j

2 n← Comprimento(T k) n é o comprimento da partiç~ao T k

3 for i← 1 to d do

4 for `← 1 to n do

5 Sk,i` ← Euler-Maruyama(T k, ηk,j, Ak,j; j = 1, . . . , p) Simulaç~ao de Si na

partiç~ao mais fina T k utilizando o método de Euler-Maruyama

6 Ĥk = Φ
(
Sk,j; 1 ≤ j ≤ p

)
Aproximaç~ao de H como uma funç~ao dos preços dos

ativos descontados Sk,j

Um passo crucial na simulação da derivada estocástica Dk,jX dada pela equação (5.1) é a

aproximação das esperanças condicionais já que, para cada j = 1, . . . , p, precisamos calcular

uma aproximação numérica para E[H|Fk
Tk,j1

] que é a esperança condicional de H dada a infor-

mação até o primeiro tempo de parada T k,j1 da partição j e uma aproximação numérica para
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E[H|Fk
τk,j1

] que é a esperança condicional de H dada a informação dispońıvel até o tempo de

parada anterior a T k,j1 na partição mais fina T k.

Caso unidimensional

É importante observar que, no caso unidimensional (p = d = 1), T k é igual a T k,1 e, então

τ k,11 = T k,10 := 0. Deste modo, precisamos calcular aproximações para E[H|Fk
Tk,11

] e E[H|Fk
Tk,10

].

A fim de calcular a aproximação para E[H|Fk
Tk,11

], aplicamos o Passo 1 descrito acima usando

o tempo de maturidade T − T k,11 . Desta forma, obtemos a partição T k,1
Tk,11

:= {T k,1
Tk,11 ,`

; ` ≥ 1}

como descrito na Seção 3.4 em que T k,1
Tk,11 ,`

≤ T − T k,11 para todo ` ≥ 1. O Passo 1 também

fornece a famı́lia de variáveis aleatórias de Bernoulli associada a T k,1
Tk,11

, denotada aqui por

ηk,1
Tk,11 ,·

:= {ηk,1
Tk,11 ,`

; ` ≥ 1}. Considerando a partição gerada por T k,1 ∪ T k,1
Tk,11

juntamente com a

famı́lia ηk,1
Tk,11

∪ ηk,1
Tk,11 ,·

e, aplicando o Passo 2, encontramos a aproximação Ĥk de H. Repetimos

estes passos diversas vezes e conseguimos a aproximação Ê[H|Fk
Tk,11

] como sendo a média de

todos os Ĥk’s.

O cálculo da aproximação para E[H|Fk
Tk,10

] é ainda mais simples. Como T k,10 = 0, simples-

mente precisamos aplicar o Passo 1 utilizando o tempo de maturidade T . Em seguida, a partir

do Passo 2, calculamos a aproximação Ĥ e, repetindo estes passos diversas vezes, conseguimos

a aproximação Ê[H|Fk
Tk,10

] como sendo a média de todos os Ĥ’s.

Caso multidimensional

No caso multidimensional, é um pouco mais complicado calcular as aproximações para as

esperanças condicionais nos primeiros tempos de parada de cada partição T k,j. Neste caso,

precisamos da notação adicional introduzida abaixo. Ressaltamos que este é o caso geral, de

forma que a esperança condicional no caso unidimensional pode ser calculada utilizando os

passos descritos aqui.

A seguir, tk,j` denota a realização da variável aleatória T k,j` por meio do Passo 1 e tk` denota

a realização da variável aleatória T k` baseada na partição aleatória mais fina T k. Além disso,

qualquer sequência (tk1 < tk2 < . . . < tk,j1 ) possui a informação gerada pela realização de T k até o

primeiro tempo de parada de j-ésima partição. Adicionalmente, seja tk,j1− a realização do último

tempo de parada da partição mais fina T k anterior a realização de tk,j1 . Relembramos aqui, o
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par (p`, q`) ∈ {1, . . . , p}×N definido em (4.6) em que, dada a realização tk` de T k` , p` representa

a partição original que contém tk` e q` representa a posição de tk` na p`-ésima partição. De forma

análoga, definimos η̄k,p`q`
e η̄k,j` como as realizações de ηk,p`q`

e ηk,j` , respectivamente.

Como ressaltado anteriormente, dada qualquer realização do tempo de parada T k` na partição

mais fina T k, observamos que a notação acima é importante, já que podemos recuperar a

informação deste tempo de parada espećıfico em relação à sua partição original. Por exemplo,

suponha que estamos na situação da Figura 5.1 e considere a realização tk5 da variável aleatória

T k5 . Neste caso, p5 = 3 e q5 = 3, ou seja, a realização tk5 do tempo de parada T k5 da partição

fina T k é a realização tk,33 do Fk,1-tempo de parada T k,33 da partição T k,3.

Agora estamos em condições de explicar a simulação da esperança condicional. Ressaltamos

que na simulação da derivada estocástica, estamos interessados no cálculo da esperança de

H condicionada à informação dispońıvel até o primeiro tempo de parada de cada partição j

com j = 1, . . . , p. Apesar disso, apresentamos a simulação da esperança de H condicionada à

informação dispońıvel até qualquer tempo de parada T km na partição final. Durante os passos

da simulação, utilizamos alguns exemplos para facilitar o entendimento de cada etapa.

Passo 3. Simulação da esperança condicional E[H|Fk
Tkm

].

1. Para cada j = 1, . . . , p, simulamos os Fk,j-tempos de parada {T k,j` ; ` ≥ 1} e a famı́lia

{ηk,j` ; ` ≥ 1} independentemente dos incrementos {∆T k,j` ; ` ≥ 1} segundo o Passo 1.

Seja {tk,j` ; ` ≥ 1} a realização da j-ésima partição T k,j = {T k,j` ; ` ≥ 1} e {tk` ; ` ≥ 1} a

realização da partição fina T k = {T k` ; ` ≥ 1} gerada por todos os Fk,j-tempos de parada.

Além disso, seja {η̄k,j` ; ` ≥ 1} a realização de {ηk,j` ; ` ≥ 1}. A Figura 5.2 mostra um

exemplo da realização destas partições com p = 3.

2. Consideramos, para cada j = 1, . . . , p, os conjuntos Uk,j = {tk,j` ; tk,j` ≤ tkm} de todas as

realizações tk,j` de T k,j que são menores ou iguais a realização tkm de T km e o conjunto η̄k,j =

{η̄k,j` ; tk,j` ∈ Uk,j} das realizações das variáveis aleatórias de Bernoulli ηk,j` associadas

às realizações tk,j` ∈ Uk,j. As figuras 5.3 e 5.4 mostram como selecionar os conjuntos

Uk,j baseados nas partições da Figura 3 com m = 1, 3, respectivamente. Na verdade,
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Figura 5.2: Realização de 3 partições.

neste exemplo, estamos interessados no cálculo das esperanças condicionais dos primeiros

tempos de parada das partições T k,1 e T k,2 respectivamente.

Figura 5.3: Conjuntos Uk,j para o cálculo do
valor esperado de H condicionado à filtragem

Fk
Tk,1
1

.

Figura 5.4: Conjuntos Uk,j para o cálculo do
valor esperado de H condicionado à filtragem

Fk
Tk,2
1

.

3. Fixamos o novo tempo de maturidade R = T − tkm e simulamos, para cada j = 1, . . . , p,

os Gk,j
tkm

-tempos de parada, que serão dados por T k,j
tkm

:= {T k,j
tkm,`

; ` ≥ 1} tal que T k,j
tkm,`
≤ R

para todo ` ≥ 1 e as famı́lias e variáveis aleatórias de Bernoulli independentes ηk,j
tkm,·

:=

{ηk,j
tkm,`

; ` ≥ 1}. Seja Rk,j := {rk,j` ; ` ≥ 1} a realização da j-ésima partição T k,j
tkm

, ou

seja rk,j` é a realização de T k,j
tkm,`

e Rk := {rk` ; ` ≥ 1} a realização da partição fina T k
tkm

=

{T k,j
tkm,`

; ` ≥ 1}, ou seja, rk` é a realização de T k
tkm,`

. Além disso, seja η̄k,j
tkm,·

= {η̄k,j
tkm,`

; ` ≥ 1}

a realização das variáveis aleatórias {ηk,j
tkm,`
}. As Figuras 5.5 e 5.6 mostram as simulações

de duas partições T k
tkm

para calcular a esperança condicional de H dado T k1 e T k3 .

4. Constrúımos para cada j = 1, . . . , p, os conjuntos V k,j := {vk,j` ; ` ≥ 1} tais que vk,j` :=

rk,j` + tkm = tk,j
tkm,`

+ tkm. Observamos que vk,j` ≥ tkm e vk,j` ≤ T para todo ` ≥ 1. As figuras
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Figura 5.5: Partição Rk para o cálculo da
esperança condicional para o primeiro tempo de

parada de T k,1. Neste caso, R = T − T k,1
1 .

Figura 5.6: Partição Rk para o cálculo da
esperança condicional para o primeiro tempo de

parada de T k,2. Neste caso, R = T − T k,2
1 .

5.7 e 5.8 mostram como construir os conjunto V k,j baseados nas realizações das partições

Rk,j definidas na etapa anterior e representadas nas Figuras 5.5 e 5.6 definidas acima para

m = 1 e m = 3, respectivamente.

Figura 5.7: Conjuntos V k,j para o cálculo da
esperança condicional no primeiro tempo de

parada de T k,1.

Figura 5.8: Conjuntos V k,j para o cálculo da
esperança condicional no primeiro tempo de

parada de T k,2.

5. Construimos, para todo j = 1, . . . , p a j-ésima partição T k,j,∗ := Uk,j ∪ V k,j e o conjunto

ηk,j,∗ := η̄k,j ∪ η̄k,j
tkm,·

, em que η̄k,j são as realizações das variáveis aleatórias de Bernoulli

associadas aos tempos de parada tk,j ∈ Uk,j e η̄k,j
tkm,·

são as realizações das variáveis alea-

tórias de Bernoulli associadas aos tempos de parada vk,j ∈ V k,j. As Figuras 5.9 e 5.10 a

seguir, representam as partições T k,j,∗ e a partição fina T k,∗ baseadas nos conjuntos Uk,j

e V k,j definidos anteriormente para m = 1 e m = 3, isto é, para o cálculo da esperança

condicional dado os primeiros tempos de parada das partições T k,1 e T k,2 respectivamente.
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Figura 5.9: Partição T k,j,∗ para o cálculo da
esperança condicional do primeiro tempo de

parada de T k,1.

Figura 5.10: Partição T k,j,∗ para o cálculo
da esperança condicional do primeiro tempo de

parada de T k,2.

6. Agora, aplicamos o Passo 2 para a partição T k,∗, calculamos uma aproximação Sk,i para

os processos de preços descontados Si e calculamos a aproximação Ĥk para H.

7. Repetimos os passos (2)-(6) muitas vezes e a aproximação de E[H|Fk
Tkm

] será dada por

Ê
[
H
∣∣∣FkTkm ] = Ê

[
H
∣∣∣(tk1, η̄tk1) , . . . , (tkm, η̄tkm)] := média dos Ĥk’s. (5.2)

Desta forma, temos que (5.2) é uma estimativa de Monte Carlo para E[H|Fk
Tkm

]. A Na Figura

5.11, simulamos uma trajetória (a trajetória preta no gráfico) de um único ativo descontado Sk

com ńıvel de discretização k = 6 e condição inicial S0 = 100. Por exemplo, se estamos interes-

sados no cálculo da esperança condicional de H considerando toda a informação dispońıvel até

o instante t = 0, 5, precisamos simular diversas outras trajetórias (na Figura 5.11, simulamos

4 outras trajetórias) com toda a informação até t = 0, 5 igual a da trajetória preta. Para cada

uma destas trajetórias, calculamos a aproximação Ĥ de H. Tomando a média de todos os Ĥ’s

obtemos uma aproximação de E[H|Fk0,5].

A seguir, descrevemos o passo crucial do algoritmo: a simulação da derivada estocástica

descrita por (3.16).

Passo 4. Simulação da derivada estocástica Dk,jXTk,j1
e da estratégia de hedging

θH0 .
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Figura 5.11: Simulações de 5 trajetórias de preços descontados para o cálculo da esperança condicional
E[H|Fk

0,5].

Como a derivada estocástica Dk,jXTk,j1
é dada por

Dk,jXTk,j1
= E

E
[
H
∣∣∣Fk

Tk,j1

]
− E

[
H
∣∣∣Fk

τk,j1

]
Ak,j
Tk,j1

 = E
[
Dk,jXTk,j1

]
,

sua aproximação pode ser obtida considerando as etapas abaixo

1. Para todo j = 1, . . . , d calculamos

D̂k,jXTk,j1
:=

1

2−kη̄k,j1

{
Ê
[
H
∣∣∣Fk

Tk,j1

]
− Ê

[
H
∣∣∣Fk

τk,j1

]}
=

1

2−kη̄k,j1

{
Ê
[
H
∣∣∣(tk1, η̄ktk1) , . . . ,(tk,j1 , η̄k

tk,j1

)]
− Ê

[
H
∣∣∣(tk1, η̄ktk1) , . . . ,(tk,j1−, η̄

k

tk,j1−

)]}
,

(5.3)

utilizando o Passo 3 definido para os cálculos das aproximações das esperanças condicio-

nais.

2. Definimos a derivada estocástica φ̂H,S0 :=
(
D̂k,1XTk,11

, . . . , D̂k,dXTk,d1

)
.

3. Calculamos θ̄H0 como

θ̄H0 :=
(
φ̂H,S0

)>
[diag(S0)σ0]−1 . (5.4)
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4. Repetimos estes passos diversas vezes e aproximamos a estratégia de hedging puro como

a média de todos os θ̄H0 , ou seja,

θ̂H0 := média dos θ̄H0 ’s. (5.5)

Desta forma, a quantidade (5.5) é a estimativa de Monte Carlo de θH0 .

Algorithm 3: Pseudocódigo da derivada estocástica Dk,jXTk,j1
e da estratégia de hedging

θH0
Data: Partições T k,j, Famı́lias ηk,j, Processos Ak,j, Tempo de maturidade T , Nı́vel de

discretização k, Número de dimensões p, Número de ativos d, Número de

simulações da esperança condicional L, Número de simulações da derivada

estocástica M

Result: Derivada estocástica Dk,j

Tk,j1

X, j = 1, . . . , d, Estratégia de hedging θH0

1 T ← Mesclar(T k,j) Criar a partiç~ao fina T k a partir das partiç~oes T k,j

2 for j ← 1 to p do

3 mk
j ← quais(T k == T k,j1 ) mk

j é a posiç~ao de T k,j1 na partiç~ao fina T k

4 for i← 1 to M do

5 for j ← 1 to p do

6 Dk,jXTk,j1
← 1

2−kηk,j1

(
Ê
[
H|Fk

Tk,j1

]
− Ê

[
H|Fk

τk,j1

])
Cálculos de Dk,jXTk,j1

7 φH,S0 ← concatenar(Dk,1XTk,11
, . . . ,Dk,dXTk,d1

) Vetor de derivadas

estocásticas

8 (θ̄H0 )i ← (φH,S)>[diag(S0)σ0]−1 Cria o vetor das estratégias de hedging

θ̄H0

9 θH0 ← média(θ̄) Estratégia de hedging θH0

A simulação Monte Carlo de (5.3) é realizada considerando o payoff H = Φ (Sj; 1 ≤ j ≤ p)

como sendo um funcional Φ
(
Sk,j; 1 ≤ j ≤ p

)
do processo de saltos Ak =

(
Ak,1, . . . , Ak,p

)
ba-

seado no esquema de aproximação de Euler-Maruyama definido na Seção 4.1. Também, a fim

de calcular a estratégia de hedging θH sobre um peŕıodo de negócios {si; i = 0, . . . , q}, reali-
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zamos o algoritmo descrito acima, porém, baseado na filtragem transladada dos movimentos

Brownianos W
(j)
si para j = 1, . . . , p como descrito na Seção 3.4.

Observação 5.1. Na prática, calibramos os parâmetros do modelo utilizado a partir de instru-

mentos ĺıquidos como, por exemplo, as opções vanilla mais negociadas e superf́ıcies de volatili-

dade. A partir destes parâmetros, seguimos os passos (5.3) e (5.5). A estratégia de hedging é

então obtida a partir da calibração do modelo e do cálculo da quantidade (5.5) baseado em um

peŕıodo de negócios {si; i = 0, . . . , q}.
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5.2 Resultados

Nesta seção, fornecemos alguns resultados de simulação obtidos a partir do esquema nu-

mérico proposto na Seção 5.1, baseado nos resultados teóricos obtidos no Caṕıtulo 3 deste

trabalho.

5.2.1 Modelo de Black-Scholes multidimensional

Inicialmente, consideramos o clássico modelo de Black-Scholes multidimensional tal que

o número de ativos é igual ao número de movimentos Brownianos, d = p. Neste caso,

existe uma única medida martingale equivalente e a estratégia de hedging θH é dada por

θHt = φH,St [diag(St)σt]
−1 como ressaltamos na equação (3.24), LHt = 0 e o preço da opção é

dado por EQ[H]. Para ilustrar a aplicação do nosso método, estudamos um tipo bastante espe-

cial de opção exótica em que o payoff H depende de toda a trajetória do ativo: uma opção com

barreiras down and out denominada BLAC (Basket Lock Active Coupon). Esta opção possui

função payoff ada por

H =
∏
i 6=j

1{mint∈[0,T ] S
i
t∨mint∈[0,T ] S

j
t>L}

o que significa que, considerando d ≥ 2 ativos, se 2 ou mais ativos tiverem valor mı́nimo

ao longo do intervalo [0, T ] menores do que uma barreira inferior pré-estabelecida L, então a

opção torna-se nula. Caso contrário, a opção retorna uma unidade monetária no tempo de

maturidade T . Ressaltamos que, para este tipo de opção, existe uma fórmula fechada para

a estratégia de hedging de modo que podemos comparar os resultados obtidos a partir da

utilização do algoritmo apresentado na Seção 5.1 com resultados reais. A fim de avaliarmos

a eficiência do nosso método, comparamos os resultados obtidos com aqueles apresentados no

trabalho de Bernis et al. [9] que utilizaram esta mesma opção exótica em seu trabalho.

Neste sentido, consideramos d = 5 ativos, r = 0% para a taxa de juros e T = 1 para o

tempo de maturidade. Para cada ativo, consideramos os valores iniciais Si0 = 100, 1 ≤ i ≤ 5 e

calculamos a estratégia de hedging com respeito ao primeiro ativo S1 com ńıveis de discretização

k = 3, 4, 5, 6 e 20.000 simulações.
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As volatilidades dos ativos são dadas por ‖σ1‖ = 35%, ‖σ2‖ = 35%, ‖σ3‖ = 38%, ‖σ4‖ =

35% e ‖σ5‖ = 40%, a matriz de correlação definida por ρij = 0, 4 para i 6= j, em que σi =

(σi1, . . . , σi5)>. Desta forma, a matriz de volatilidades é dada por

σ =



0,3288 0,0577 0,061 0,0577 0,0631

0,0577 0,3288 0,061 0,0577 0,0631

0,061 0,061 0,3588 0,061 0,0668

0,0577 0,0577 0,061 0,3288 0,0631

0,0631 0,0631 0,0668 0,0631 0,379


.

A barreira utilizada foi L = 76. Na Tabela 5.1, apresentamos os resultados numéricos baseados

no algoritmo descrito na Seção 5.1 para a estratégia de hedging θH no tempo t = 0.

A Tabela 5.1 fornece os resultados obtidos para a estratégia de hedging, o erro de aproxi-

mação, isto é, a diferença entre o valor aproximado e o verdadeiro valor, o erro padrão dos

valores obtidos para θH0 , a porcentagem de erro cometida que foi calculada como sendo a razão

entre o erro de aproximação e o verdadeiro valor e os limites inferior (LI) e superior (LS) do

intervalo de confiança com ńıvel de 95% para a média das estratégias de hedging no instante

t = 0. O esperado é que, conforme o ńıvel de discretização k aumente, θk,H0 se aproxime do

verdadeiro valor do hedging e, consequentemente, o erro de aproximação, diminua. Podemos

constatar, baseados nos resultados obtidos e apresentados na Tabela 5.1 que, quando o ńıvel

de discretização é k = 6, o intervalo de confiança para a média contém o verdadeiro valor de

hedging de 0, 00338, de modo que podemos assumir, de fato, a convergência do algoritmo.

k Hedging Erro Padrão LI LS Valor Real Diferença Erro %

3 0, 00376 2, 37× 10−5 0, 00371 0, 00380 0, 00338 0, 00038 11, 15%
4 0, 00365 4, 80× 10−5 0, 00356 0, 00374 0, 00338 0, 00027 8, 03%
5 0, 00366 9, 31× 10−5 0, 00348 0, 00384 0, 00338 0, 00028 8, 35%
6 0, 00342 1, 82× 10−4 0, 00306 0, 00378 0, 00338 0, 00004 1, 29%

Tabela 5.1: Estratégia de hedging via simulação Monte Carlo para uma opção BLAC down and out em
um modelo de Black-Scholes de dimensão 5.
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Na Figura 5.12, estão representadas as estimativas médias de hedging com respeito ao nú-

mero de simulações. Devemos notar que, quando k cresce, o erro padrão também cresce, o que

sugere que, apesar de valores médios mais próximos do verdadeiro valor, a dispersão dos valores

médios torna-se um pouco maior. Como o erro padrão depende inversamente do número de

simulações, o ideal seria realizar um número maior de simulações, conforme o crescimento do

ńıvel de discretização k para termos uma maior acurácia dos valores obtidos.
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Figura 5.12: Estratégia de hedging via simulação Monte Carlo para uma opção BLAC down and out em
um modelo de Black-Scholes de dimensão 5.

5.2.2 Erros de hedging médios

Agora, queremos apresentar resultados da simulação das estratégias de hedging ao longo do

intervalo de tempo [0, T ]. Para isto, utilizaremos dois modelos de volatilidade não constante:

o modelo de elasticidade constante da variância (CEV) e o modelo de volatilidade estocástica

de Heston (1993) [50]. Além disso, as estratégias de hedging serão calculadas baseadas na de-

composição de Föllmer-Schweizer generalizada e nas abordagens quadráticas de minimização

do risco local e de variância média descritas no Caṕıtulo 2. Observamos que, para a decompo-

sição de Föllmer-Schweizer e a abordagem de minimização do risco local utilizamos a medida

martingale minimal e para o critério de variância média utilizamos a medida martingale de

variância ótima (VOMM), respectivamente. Como o interesse é trabalhar com opções do tipo
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europeia cuja função payoff H dependa de toda a trajetória do preço do ativo ao longo do

tempo, consideramos uma opção europeia do tipo one-touch, cuja função payoff é dada por

H = 1{maxt∈[0,T ] St>L}. (5.6)

Esta opção, pode ser interpretada da seguinte forma: se o ativo ultrapassa uma barreira superior

de valor L, então a função payoff retorna uma unidade monetária. Caso contrário, o payoff é

nulo.

Baseado no resultado apresentado no Corolário 3.2, utilizamos o algoritmo descrito na Seção

5.1 para calcular o erro cometido ao aproximar o payoff H por

ÊQ [H] +
n−1∑
i=1

θ̂k,Hti,0
(
Sti,ti+1−ti − Sti,0

)
.

Neste caso, a estratégia de hedging será calculada nos instantes determińısticos igualmente

espaçados 0 = t0 < t1 < . . . , tn = T . O erro de aproximação será denominado erro de hedging

e podemos resumir o algoritmo necessário para seu cálculo nos seguintes passos:

Algoritmo para cálculo do erro de hedging médio

1. Inicialmente, simulamos M trajetórias sob a medida f́ısica P e calculamos o payoff H.

2. Então, consideramos uma partição determińıstica do intervalo [0, T ] em n (número de

estratégias de hedging no peŕıodo) instantes 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 tal que ti+1− ti = T
n

,

para i = 0, . . . , n− 1.

Na Figura 5.13 exemplificamos a situação em que uma trajetória é gerada a partir da

medida f́ısica P e a partição determińıstica composta pelos pontos nos quais será calculada

a estratégia de hedging dinâmico é representada pelas linhas verticais azuis.

3. Simulamos no instante t0 = 0, o preço da opção ÊQ [H] e a estratégia de hedging inicial

θ̂k,H0,0 através das equações (5.4) e (5.5) sob a medida equivalente Q ∈ Me
2. Para isto,

seguimos o algoritmo descrito na Seção 5.1.
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Figura 5.13: Partição determińıstica para cálculo do erro de hedging no intervalo [0, 1].

4. Simulamos θ̂k,Hti,0 através do argumento de translação baseado na propriedade forte de

Markov do movimento Browniano como descrito na Seção 3.4.

5. Calculamos Ĥ por

Ĥ := ÊQ [H] +
n−1∑
i=1

θ̂k,Hti,0
(
Sti,ti+1−ti − Sti,0

)
. (5.7)

6. Calculamos as estimativas do erro de hedging γ̂ dadas por γ̂ := |H − Ĥ|, para cada um

dos cenários.

7. Calculamos o erro de hedging médio dado por AVγ̂ := 1
M

∑M
`=1 γ̂` em que γ̂` é o erro

de hedging calculado no `-ésimo cenário e M é o número total de cenários utilizados no

experimento.

8. Calculamos

E (AVγ̂) := 100× AVγ̂

ÊQ [H]

como sendo o erro percentual do erro de hedging em relação ao preço da opção.

Observação 5.2. Ressaltamos que, quando a estratégia de minimização de risco local não está

dispońıvel, também esperamos obter erros de hedging médios pequenos quando trabalhamos com
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decomposições de Föllmer-Schweizer generalizadas devido à decomposição martingale ortogonal.

No critério quadrático de variância média, dois termos aparecem na estratégia de hedging

ótima: o componente de hedging puro θH,P̃ da decomposição de Galtchouk-Kunita-Watanabe

sob a medida martingale de variância ótima P̃ e ζ̃ como descrito nas equações (2.18) e (2.19).

Para o modelo de Heston, ζ̃ foi explicitamente calculado por Hobson (2004) [53]. Utilizamos

sua fórmula em nossas simulações numéricas juntamente com θ̂k,H sob P̃ no cálculo dos erros de

hedging sob o critério de variância média. Veja a expressão (5.15) abaixo para mais detalhes.

5.2.3 Modelo de elasticidade constante da variância (CEV)

O modelo de elasticidade constante da variância (CEV) desenvolvido por Cox (1975) [22]

tenta capturar a volatilidade estocástica e o efeito leverage. Neste modelo unidimensional

(d = p = 1), o preço do ativo descontado S é descrito, sob a medida f́ısica P, pela seguinte

equação diferencial estocástica

dSt = St

[
(b− r) dt+ σS

(β−2)/2
t dBt

]
, S0 = s, (5.8)

em que B é um P-movimento Browniano, e a constante % = β−2
2

está relacionada a constante

de elasticidade β − 2. Neste caso, se % < 1 temos o efeito leverage, em que a volatilidade do

ativo cresce quando o preço do ativo decresce e se % > 1 temos o efeito leverage inverso, em

que a volatilidade do ativo cresce quando o preço do ativo também cresce. Então, temos que o

market price at risk é dado por

ψt =
b− r

σS
(β−2)/2
t

, (5.9)

de forma que o modelo pode ser reescrito, na medida martingale equivalente Q ∈Me como

dSt = σS
β/2
t dWt (5.10)

em que W é um Q-movimento Browniano. Para o cálculo do erro de hedging utilizando a

simulação Monte Carlo descrita na Subseção 5.2.2, realizamos um total de M = 1000 cenários
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com os seguintes parâmetros: a barreira para a opção one-touch descrita em (5.6) é L = 105, a

taxa de juros é r = 0, a taxa média de retorno é b = 0, 01, o tempo de maturidade é T = 1 mês,

σ = 0, 2, o valor inicial do ativo é S0 = 100 e β = 1, 6 de forma que a constante de elasticidade

é −0, 4. Simulamos os erros de hedging médios considerando os ńıveis de discretização k = 3, 4

e 5. Realizamos 11, 16, 22 e 44 estratégias de hedging ao longo do intervalo [0, T ]. Observamos

que, supondo 22 dias de negócios por mês, podemos assumir que 11, 22 e 44 estratégias de

hedging no intervalo [0, 1] correspondem, respectivamente, a uma estratégia a cada dois dias,

uma estratégia por dia e duas estratégias por dia. A partir do Corolário 3.2, sabemos que este

procedimento é consistente.

A Tabela 5.2 fornece os resultados obtidos para os erros de hedging. Nesta tabela, também

fornecemos o erro padrão relacionado as estimativas do erro de hedging, a porcentagem de erro

dada por E(AVγ̂), os limites inferior (LI) e superior (LS) do intervalo de confiança de ńıvel 95%

e o preço da opção EQ[H]. É importante ressaltar que, conforme k aumenta, a porcentagem

de erro E(AVγ̂) diminui, o que é esperado devido aos resultados de convergência obtidos no

Caṕıtulo 3 e na Seção 3.4. Os valores da porcentagem de erro E(AVγ̂), juntamente com as

estimativas de erro de hedging nos fornecem evidências da convergência do método. Também

é importante observar que, para k = 5, todos os intervalos de confiança contém o valor zero.

Além disso, conforme o número de estratégias de hedging aumentam, o erro padrão diminui.

k Estratégias de hedging AVγ̂ Erro padrão LI LS Preço E(AVγ̂)

3 11 0, 0449 0, 0073 0, 0305 0, 0592 0, 4803 9, 34%
3 16 0, 0446 0, 0063 0, 0323 0, 0569 0, 4804 9, 28%
3 22 0, 0441 0, 0056 0, 0332 0, 0550 0, 4804 9, 18%
3 44 0, 0431 0, 0044 0, 0345 0, 0516 0, 4803 8, 96%
4 11 0, 0213 0, 0071 0, 0017 0, 0295 0, 5062 4, 22%
4 16 0, 0203 0, 0064 0, 0078 0, 0327 0, 5060 4, 00%
4 22 0, 0167 0, 0053 0, 0062 0, 0271 0, 5061 3, 29%
4 44 0, 0158 0, 0038 0, 0084 0, 0232 0, 5057 3, 12%
5 11 0, 0067 0, 0072 −0, 0074 0, 0209 0, 5205 1, 30%
5 16 0, 0056 0, 0065 −0, 0186 0, 0073 0, 5196 1, 08%
5 22 0, 0050 0, 0055 −0, 0057 0, 0157 0, 5187 0, 97%
5 44 0, 0044 0, 0040 −0, 0034 0, 0122 0, 5204 0, 85%

Tabela 5.2: Erro de hedging médio de uma opção one-touch escrita no modelo CEV
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5.2.4 Modelo de volatilidade estocástica de Heston

Nesta subseção consideramos o modelo de volatilidade estocástica de Heston (1993) [50].

Como foi apresentado na Subseção 4.3, este modelo leva em consideração uma distribuição não

lognormal para os retornos dos ativos, o efeito leverage e a propriedade de reversão a média da

volatilidade. A parametrização utilizada aqui será a descrita em Hobson (2004) [53] e as estra-

tégias de hedging serão calculadas considerando três tipos de metodologias diferentes: o critério

quadrático de minimização do risco local, a decomposição de Föllmer-Schweizer generalizada e

o critério quadrático de variância média como descrito no Caṕıtulo 2 e na Observação 5.2. A

dinâmica do preço descontado sob a medida f́ısica P é dada por

 dSt = St (bt − rt)Vtdt+ St
√
VtdB

(1)
t

dVt = 2λ (θ − Vt) dt+ 2σ
√
VtdZt

0 ≤ t ≤ T, (5.11)

em que Zt = ρB
(1)
t + ρ̄B

(2)
t , ρ̄ =

√
1− ρ2 e

(
B(1), B(2)

)
é um P-movimentos Brownianos bidi-

mensional com B(1) independente de B(2) como apresentado em 4.3. Além disso, assumimos

que λ, θ e σ satisfazem a condição de Feller (4.18) de forma que o modelo está bem definido.

Seguindo as ideias apresentadas em Hobson (2004) [53], consideramos a mudança de variável

Y =
√
Vt, de forma que podemos reescrever (5.11) na forma

 dSt = StY
2
t (bt − rt)dt+ StYtdB

(1)
t

dYt = λ
(
m
Yt
− Yt

)
dt+ σdZt

0 ≤ t ≤ T, (5.12)

em que m = θ − σ2

2λ
. Neste caso, temos que o market price at risk é dado por

ψt =
Y 2
t (bt − rt)

Yt
= Yt(bt − rt) (5.13)
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e o modelo pode ser reescrito na medida martingale equivalente Q da forma

 dSt = StYtdW
(1)
t

dYt =
[
λ
(
m
Yt
− Yt

)
− σρYt(bt − rt)− σρ̄νt

]
dt+ σ

(
ρdW

(1)
t + ρ̄dW

(2)
t

) 0 ≤ t ≤ T

(5.14)

em que Wt = (W
(1)
t ,W

(2)
t ) é um Q-movimento Browniano bidimensional. A seguir, considera-

mos os resultados obtidos para as estratégias de hedging nos critérios quadráticos de minimiza-

ção do risco local e de variância média e com a decomposição de Föllmer-Schweizer generalizada.

Para o critério de minimização do risco local, calculamos apenas a estratégia de hedging e o

preço da opção no instante inicial t = 0 para uma opção de venda europeia simples de modo

que podemos comparar o resultado obtido com resultados reais obtidos no trabalho de Heath et

al. (2001) [49]. Na sequência, apresentamos os resultados obtidos acerca do cálculo do erro de

hedging utilizando o algoritmo descrito na Subseção 5.2.2 considerando o critério quadrático de

variância média e a decomposição generalizada de Föllmer-Schweizer para a opção one-touch

com função payoff definida em (5.6).

Critério de minimização do risco local

Por motivos de comparação com o trabalho de Heath et al. (2001) [49], consideramos o

cálculo de uma estratégia hedging para uma opção de venda europeia cuja função payoff é

dada por H = (K − ST )+ sob um modelo de Heston com parâmetro de correlação ρ = 0.

Tomamos S0 = 100, o strike price K = 100, T = 1 (mês) para o tempo de maturidade

e usamos os ńıveis de discretização k = 3, 4 e 5. Além disso, consideramos os parâmetros

λ = 2, 5, θ = 0, 04, σ = 0, 3, r = 0 e Y0 = 0, 02. A estratégia de hedging θH,P̂, baseada na

metodologia de minimização do risco local é limitada e possui trajetórias cont́ınuas, de forma

que o Teorema 3.3 se aplica para este caso.

A Tabela 5.3 apresenta os resultados da estratégia de hedging θ̂k,H0,0 ao utilizar o algoritmo

descrito na Seção 5.1. A Figura 5.14 fornece a simulação de Monte Carlo da estratégia de

hedging, enquanto a Figura 5.15 fornece a simulação de Monte Carlo do preço da opção, ambos

relativos ao número de simulações M = 10.000. Notamos que nossos resultados estão de acordo
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com os resultados obtidos no trabalho de Heath et al. (2001) [49] a partir de métodos de

equações diferenciais parciais. O verdadeiro valor da estratégia de hedging no instante t = 0 é

de, aproximadamente, −0, 44. A Tabela 5.3 fornece os erros padrões relativos às estratégias de

hedging calculadas e aos preços descritos na Seção 5.1.

k Hedging Erro padrão Preço Erro padrão

3 −0, 4480 6, 57× 10−4 10, 417 5, 00× 10−3

4 −0, 4506 1, 28× 10−3 10, 422 3, 35× 10−3

5 −0, 4453 2, 54× 10−3 10, 409 2, 75× 10−3

Tabela 5.3: Estratégia de hedging de uma opção de venda europeia sob o critério de minimização do risco
local para o modelo de Heston
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Figura 5.14: Estratégia de hedging de uma opção de venda europeia sob o critério de minimização do risco
local para o modelo de Heston

Decomposição de Föllmer-Schweizer generalizada

Baseado no Corolário 3.2, também apresentamos o erro de hedging médio associado à opção

one-touch escrita sobre o modelo de Heston com correlação não-nula. Consideramos o número

total de simulações M = 1000 e tomamos os parâmetros λ = 3, 63, θ = 0, 04, ρ = −0, 53,

σ = 0, 3, r = 0, b = 0, 01, Y0 = 0, 3 e S0 = 100 em que a barreira é L = 105. Calculamos o erro de

hedging médio ao longo do intervalo [0, 1] com ńıveis de discretização k = 3 e k = 4. Calculamos
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Figura 5.15: Preço de uma opção de venda europeia sob o critério de minimização do risco local para o
modelo de Heston

22 e 44 estratégias de hedging no peŕıodo (o que corresponde a uma e duas estratégias de

hedging por dia, respectivamente). Os resultados estão resumidos na Tabela 5.4. Ela fornece o

erro padrão do conjunto {γ̂`; 1 ≤ ` ≤M}, o preço da opção, os limites inferior (LI) e superior

(LS) do intervalo de confiança de ńıvel 95% de AVγ̂ e o erro percentual E(AVγ̂).

É importante observar que não existe nenhum resultado acerca da existência de estratégias

de hedging obtidas a partir do critério quadrático de minimização do risco local para opções one-

touch escritas sob o modelo de Heston com correlação não nula. Entretanto, como ressaltado

na Observação 5.2, esperamos que as estratégias de hedging puras baseadas na decomposição

de Föllmer-Schweizer generalizada aproximem muito bem o erro de hedging médio. Isto é o

que obtemos nos resultados de simulação. Na tabela 5.4 vemos que, conforme k aumenta, o

erro percentual E(AVγ̂) diminui. Para k = 3, também temos um decrescimento no erro padrão,

porém quando k = 4, o erro padrão é praticamente o mesmo (com um pequeno crescimento).

Possivelmente, para maiores valores de k, sejam necessárias a simulação de mais cenários para

que possamos visualizar um decréscimo no erro padrão.

Critério de variância média

Apresentamos aqui os erros de hedging médios associados a opção one-touch escrita sobre

o modelo de Heston com correlação não nula sob o critério quadrático de variância média.



120 Caṕıtulo 5 — Algoritmo e Resultados Numéricos

k Estratégias de hedging AVγ̂ Erro padrão LI LS Preço E(AVγ̂)

3 22 0, 0422 0, 0084 0, 0258 0, 0586 0, 7399 5, 70%
3 44 0, 0382 0, 0067 0, 0250 0, 0515 0, 7397 5, 17%
4 22 0, 0210 0, 0080 0, 0053 0, 0366 0, 7733 2, 71%
4 44 0, 0198 0, 0082 0, 0036 0, 0360 0, 7737 2, 56%

Tabela 5.4: Hedging error médio de uma opção one-touch com a decomposição de
Föllmer-Schweizer generalizada para o modelo de Heston

Novamente, nós simulamos o erro de hedging médio ao longo do intervalo [0, 1] utilizando

k = 3 e k = 4 como ńıveis de discretização do movimento Browniano. Também foram realizadas

22 e 44 estratégias de hedging no peŕıodo (que correspondem, respectivamente, a uma e duas

estratégias de hedging por dia) com parâmetros r = 0, b = 0, 01, λ = 3, 63, θ = 0, 04, ρ =

−0, 53, σ = 0, 3, Y0 = 0, 3 e S0 = 100. A barreira da opção one-touch é L = 105. Existem

algumas quantidades que não estão relacionadas com a decomposição de Galtchouk-Kunita-

Watanabe que devem ser calculadas (Veja Observação 5.2). O processo ζ̃, por exemplo, não

está relacionado com a decomposição, mas pode ser descrito a partir do Teorema 1.1 em Hobson

(2004) [53] e é dado por

ζ̃t = Z̃0ρσF (T − t)− Z̃0b; 0 ≤ t ≤ T, (5.15)

em que a função F é dada por

F (t) =
C

A
tanh

(
ACt+ tanh−1

(
AB

C

))
−B; 0 ≤ t ≤ T, (5.16)

já que, considerando os parâmetros acima estamos, exatamente, no caso 2 da Proposição 5.1

descrita em Hobson (2004) [53], em que A =
√
|1− 2ρ2|σ2, B = λ+2ρσb

σ2|1−2ρ2| e C =
√
D com

D = 2b2 + (λ+2ρσb)2

σ2(1−2ρ2)
. A condição inicial Z̃0 é dada por

Z̃0 =
Y 2

0

2
F (T ) + λθ

∫ T

0

F (s)ds. (5.17)
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Os resultados acerca dos erros de hedging médios estão resumidos na Tabela 5.5. Ela fornece o

erro padrão de {γ̂; 1 ≤ ` ≤M} em que o número total de simulações é M = 1000, o preço da

opção, os limites inferior (LI) e superior (LS) do intervalo de confiança de ńıvel 95% de AVγ̂ e

o erro percentual E(AVγ̂) relativo a AV. Comparado com o critério de minimização do risco

local, os resultados mostram um erro percentual menor para k = 4. Também, em todos os

casos, os resultados mostram menores valores para os erros padrão, o que sugere que o critério

de variância média fornece valores mais próximos da estratégia de hedging. Novamente, para

um valor fixo de k, quando o número de estratégias de hedging aumentam, os erros padrões

diminuem.

k Estratégias de hedging AVγ̂ Erro padrão LI LS Preço E(AVγ̂)

3 22 0, 0674 0, 0052 0, 0572 0, 0777 0, 7339 9, 19%
3 44 0, 0577 0, 0044 0, 0490 0, 0663 0, 7340 7, 86%
4 22 0, 0143 0, 0056 0, 0034 0, 0252 0, 7767 1, 84%
4 44 0, 0134 0, 0038 0, 0060 0, 0209 0, 7765 1, 73%

Tabela 5.5: Hedging error médio de uma opção one-touch sob o critério de variância média
para o modelo de Heston





Caṕıtulo

6

Conclusões Finais

Nesta tese, apresentamos um algoritmo construtivo e eficiente para a precificação e o cálculo

de estratégias de hedging de opções europeias em mercados incompletos baseados na decomposi-

ção de Galtchouk-Kunita-Watanabe para os critérios quadráticos de minimização do risco local

e de variância média. O algoritmo é totalmente baseado em aproximações desenvolvidas para

mercados Brownianos multidimensionais. A partir de ideias simples de translações, baseadas

na propriedade forte de Markov, também utilizamos o método para o cálculo de estratégias de

hedging dinâmicas no intervalo [0, T ]. O método numérico é totalmente baseado em uma dis-

cretização aleatória do intervalo [0, T ] baseada nos instantes em que os movimentos Brownianos

atingem ńıveis pré-especificados de amplitude 2−k.

Os resultados obtidos se mostraram bastante próximos das soluções reais, nos casos em

que estas soluções estão dispońıveis para comparação. Mesmo quando não existem soluções

dispońıveis, o estudo do erro de hedging comprovou que, conforme o ńıvel de discretização

utilizado aumenta, o erro percentual da aproximação converge para zero. Desta forma, podemos

123
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concluir que a metodologia implementada é eficiente para a precificação e cálculo de estratégias

de hedging para opções europeias que dependam ou não de toda a trajetória do ativo em modelos

com volatilidade local ou volatilidade estocástica.

Além do algoritmo, também apresentamos um estudo de convergência para o método nu-

mérico de Euler-Maruyama aplicado ao modelo de Heston, utilizando a discretização aleatória.

Observamos que este método é essencial para o algoritmo, já que uma etapa fundamental do

método é a aproximação do processo de preços descontados S. Ressaltamos que o estudo de

convergência, apesar de eficiente, não apresenta uma taxa de convergência expĺıcita e que,

apesar de termos utilizado o método de Euler-Maruyama para o modelo CEV, não temos resul-

tados teóricos que garantem a aproximação do preço sob este método. Desta forma, um tópico

interessante para estudos futuros, seria a convergência de métodos numéricos para equações

diferenciais estocásticas utilizadas para modelos de mercado com volatilidade estocástica mais

gerais utilizando a discretização aleatória e que contenham uma taxa de convergência adequada.

Outro tópico interessante para estudos futuros é avaliar o cálculo de estratégias de hedging

em modelos de mercado compostos por equações que possuam um componente Browniano,

juntamente com um componente puro salto a partir da discretização aleatória proposta neste

trabalho. Também podemos ressaltar, como tópico de estudos futuros a estratégia do superhed-

ging em que o interesse é obter uma estratégia de forma que, no instante final, o valor do

portfolio seja maior ou igual ao payoff H.
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