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Resumo

JOIA, P. Técnicas de projeção para identificação de grupos e comparação de
dados multidimensionais usando diferentes medidas de similaridade. 2015. 170f.
Tese (Doutorado) - Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de
São Paulo, São Carlos, SP, 2015.

Técnicas de projeção desempenham papel importante na análise e exploração de dados
multidimensionais, já que permitem visualizar informações muitas vezes ocultas na alta di-
mensão. Esta tese explora o potencial destas técnicas para resolver problemas relacionados
à: 1) identificação de agrupamentos e 2) busca por similaridade em dados multidimensio-
nais. Para identificação de agrupamentos foi desenvolvida uma técnica de projeção local e
interativa que, além de projetar dados com ótima preservação de distâncias, permite que
o usuário modifique o layout da projeção, agrupando um número reduzido de amostras
representativas no espaço visual, de acordo com suas caracteŕısticas. Os mapeamentos
produzidos tendem a seguir o layout das amostras organizadas pelo usuário, facilitando
a organização dos dados e identificação de agrupamentos. Contudo, nem sempre é pos-
śıvel selecionar ou agrupar amostras com base em suas caracteŕısticas visuais de forma
confiável, principalmente quando os dados não são rotulados. Para estas situações, um
novo método para identificação de agrupamentos baseado em projeção foi proposto, o
qual opera no espaço visual, garantindo que os grupos obtidos não fiquem fragmenta-
dos durante a visualização. Além disso, é orientado por um mecanismo de amostragem
determińıstico, apto a identificar instâncias que representam bem o conjunto de dados
como um todo e capaz de operar mesmo em conjuntos de dados desbalanceados. Para
o segundo problema: busca por similaridade em dados multidimensionais, uma famı́lia
de métricas baseada em classes foi constrúıda para projetar os dados, com o objetivo
de minimizar a dissimilaridade entre pares de objetos pertencentes à mesma classe e, ao
mesmo tempo, maximizá-la para objetos pertencentes a classes distintas. As métricas
classes-espećıficas são avaliadas no contexto de recuperação de imagens com base em con-
teúdo. Com o intuito de aumentar a precisão da famı́lia de métricas classes-espećıficas,
outra técnica foi desenvolvida, a qual emprega a teoria dos conjuntos fuzzy para estimar
um valor de incerteza que é transferido para a métrica, aumentando sua precisão. Os
resultados confirmam a efetividade das técnicas desenvolvidas, as quais representam sig-
nificativa contribuição na tarefa de identificação de grupos e busca por similaridade em
dados multidimensionais.

Palavras-chave: Projeção de dados multidimensionais. Visualização de dados. Agrupa-
mento de dados. Busca por similaridade. Modelagem de incerteza.





Abstract

JOIA, P. Projection techniques for group identification and multidimensional
data comparison by using different similarity measures. 2015. 170s. Thesis (Doc-
toral) - Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo,
São Carlos, SP, 2015.

Projection techniques play an important role in multidimensional data analysis and ex-
ploration, since they allow to visualize information frequently hidden in high-dimensional
spaces. This thesis explores the potential of those techniques to solve problems related
to: 1) clustering and 2) similarity search in multidimensional data. For clustering data, a
local and interactive projection technique capable of projecting data with effective preser-
vation of distances was developed. This one allows the user to manipulate a reduced
number of representative samples in the visual space so as to better organize them. The
final mappings tend to follow the layout of the samples organized by the user, therefore,
the user can interactively steer the projection. This makes it easy to organize and group
large data sets. However, it is not always possible to select or group samples visually, in a
reliable manner, mainly when handling unlabeled data. For these cases, a new clustering
method based on multidimensional projection was proposed, which operates in the visual
space, ensuring that clusters are not fragmented during the visualization. Moreover, it is
driven by a deterministic sampling mechanism, able to identify instances that are good
representatives for the whole data set. The proposed method is versatile and robust when
dealing with unbalanced data sets. For the second problem: similarity search in multidi-
mensional data, we build a family of class-specific metrics to project data. Such metrics
were tailored to minimize the dissimilarity measure among objects from the same class
and, simultaneously to maximize the dissimilarity among objects in distinct classes. The
class-specific metrics are assessed in the context of content-based image retrieval. With
the aim of increasing the precision of the class-specific metrics, another technique was
developed. This one, uses the fuzzy set theory to estimate a degree of uncertainty, which
is embedded in the metric, increasing its precision. The results confirm the effectiveness
of the developed techniques, which represent significant contributions for clustering and
similarity search in multidimensional data.

Keywords: Multidimensional data projection. Data visualization. Clustering. Similarity
search. Uncertainty modeling.
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Caṕıtulo

1

Introdução

O
avanço da computação tem permitido armazenar quantidades cada vez maiores de

informações. Encontrar formas de organizar tais informações, de modo a extrair

caracteŕısticas e agrupá-las segundo suas semelhanças é um fator requerido aos sistemas

computacionais modernos. A exploração visual da informação desempenha um papel

importante neste processo, graças à capacidade de percepção visual do sistema cogni-

tivo humano, assim como técnicas de projeção, as quais permitem visualizar informações

muitas vezes ocultas na alta dimensão. Assim sendo, esta tese explora o potencial das téc-

nicas de visualização de informação com ênfase em projeção para auxiliar na identificação

de agrupamentos e busca por similaridade em dados multidimensionais.

1.1 Contextualização

Visualização de informação é a área da visualização responsável em auxiliar na repre-

sentação e entendimento de dados abstratos que podem ter ou não relação com o espaço

f́ısico que nos cerca (dimensão espacial) (Mazza, 2009).

Neste trabalho, dado é qualquer objeto descrito por um ou mais atributos. Quando o

objeto tem um único atributo, estamos nos referindo a dados unidimensionais. Quando

o objeto tem múltiplos atributos (normalmente acima de três), estamos nos referindo a

dados multidimensionais. Os atributos também são chamados de variáveis ou caracteŕıs-

ticas.

Em um conjunto de dados multidimensionais, o número de atributos indica sua dimen-

são. Além disso, os atributos constituem o espaço de atributos ou espaço de caracteŕısticas

do conjunto de dados. Nesta tese, cada elemento do conjunto de dados poderá ser tratado

1
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indistintamente como um objeto, uma instância, um vetor de atributos (ou de caracteŕıs-

ticas) ou simplesmente um ponto. Quando um conjunto de dados apresenta um atributo

para identificação de classes, categorias ou grupos, é indicado como rotulado.

Uma questão que surge neste momento é como visualizar dados multidimensionais se os

dispositivos de sáıda mais comuns restringem-se ao domı́nio bidimensional? Muitas técni-

cas de visualização de informação foram criadas para auxiliar nesta tarefa, entre as quais

estão: 1) geométricas : matriz de scatter plots (Andrews, 1972), coordenadas paralelas

(Inselberg e Dimsdale, 1990), conjuntos paralelos (Kosara et al., 2006); 2) iconográficas :

faces de Chernoff (Chernoff, 1973), star plots (Chambers et al., 1983); 3) orientadas por

pixels (Keim, 2000); 4) hierárquicas : empilhamento de dimensões (LeBlanc et al., 1990),

treemaps (Shneiderman, 1991), cone trees (Robertson et al., 1991), árvores hiperbólicas

(Lamping et al., 1995). Outras taxionomias e técnicas podem ser encontradas em Ferreira

de Oliveira e Levkowitz (2003), Masseglia et al. (2007) e Mazza (2009).

Outra possibilidade é reduzir a dimensionalidade do espaço de origem, transformando

os dados com base em um novo espaço de dimensão 1, 2 ou 3 (usualmente 2), de modo a

preservar tanto quanto posśıvel proximidades entre instâncias nos dois espaços. Proximi-

dade corresponde à medida usada para expressar a similaridade ou dissimilaridade entre

pares de instâncias (Härdle e Simar, 2007). O novo espaço obtido é chamado espaço vi-

sual e esta abordagem denomina-se projeção ou mapeamento de dados multidimensionais,

assunto de interesse desta pesquisa.

Medida de similaridade é usada para indicar quão semelhantes são dois objetos. Ao

contrário desta, a medida de dissimilaridade indica quão diferentes são os objetos do

domı́nio em estudo. Métricas podem ser usadas como medida de similaridade, no entanto,

restringem o conjunto de posśıveis medidas a satisfazerem os postulados de espaço métrico

(Definição 2.11). Uma busca por similaridade corresponde ao processo de busca onde o

único critério de comparação é a medida de similaridade entre pares de objetos (Yu, 2002).

Estes conceitos são detalhados no Caṕıtulo 2.

Técnicas de projeção se aplicam a diferentes propósitos, mas em geral, ajudam a vi-

sualizar dados multidimensionais, confirmar hipóteses e revelar informações ocultas na

alta dimensão. Existem várias técnicas capazes de projetar dados multidimensionais, que

vão desde a tradicional Principal Component Analysis (PCA) (Pearson, 1901), passando

por um conjunto de técnicas baseadas em Multidimensional Scaling (MDS) (Borg e Groe-

nen, 2005), até técnicas mais atuais que permitem a interação do usuário no processo

da projeção. Outras subdivisões são propostas por Maaten et al. (2009). Vale lembrar

ainda que, a escolha da técnica de projeção tem implicações diretas na interpretação dos

resultados (Tejada et al., 2003) e no tipo de aplicação a que se destina.

Quanto à natureza da projeção, as técnicas podem ser locais ou globais. Abordagens

locais tentam preservar a geometria local dos dados. Em outras palavras, isto significa que

o mapeamento de cada instância depende exclusivamente das amostras em sua vizinhança,



1.2 Motivação 3

ao passo que abordagens globais tentam preservar a geometria em todas as escalas (De

Silva e Tenenbaum, 2003; Joia et al., 2011).

Técnicas de projeção interativas permitem a intervenção do usuário no processo. Em

geral, os recursos interativos são explorados via representação visual da informação, a qual

tende a facilitar a identificação de padrões, agrupamentos, comportamentos ou correlações

nos dados. No entanto, poucas técnicas viabilizam mecanismos de interação verdadeira-

mente versáteis, resumindo-se a operações mais simples, como seleção de regiões no plano

de projeção. Técnicas capazes de reposicionar e/ou reagrupar interativamente os dados

no espaço visual fazem parte de um universo mais restrito, alguns representantes desta

categoria são a LSP (Paulovich et al., 2008), a PLMP (Paulovich et al., 2010b) e a PLP

(Paulovich et al., 2011). Nestas técnicas, a interação se dá pela manipulação de amostras

representativas ou pontos de controle, projetados a priori, logo nos primeiros passos da

técnica. A Figura 1.1 ilustra, de modo generalizado, os passos desse processo interativo.

Figura 1.1: Pipeline das técnicas de projeção que permitem a interação do usuário no layout
da projeção, através da manipulação de amostras representativas.

A quantidade de pontos de controle representa a maior limitação das técnicas que

seguem o esquema interativo mostrado na Figura 1.1. Em geral, essas técnicas requerem

um grande número de pontos de controle para realizar o mapeamento com qualidade,

dificultando a interação do usuário.

Projeções locais e interativas são particularmente úteis neste contexto. Estes recursos

são utilizados na LAMP, uma técnica capaz de projetar dados com base em uma pequena

quantidade de pontos de controle, detalhada no Caṕıtulo 4.

1.2 Motivação

Consideráveis avanços têm sido observados nas técnicas de projeção nos últimos anos,

com aplicações em diferentes domı́nios: interação e visualização de campos vetoriais

(Daniels II et al., 2010), análise visual de redes sociais (Martins et al., 2012), explo-

ração de espaços tridimensionais complexos (visualização de fibras neuronais) (Poco et al.,

2012), simulação de part́ıculas (Santos et al., 2013), visualização de sequências genômicas

(RNA) (Demiralp et al., 2013), visualização de coleções de música (Soriano et al., 2014),

visualização de matrizes (Behrisch et al., 2014), simulação com dados variantes no tempo

(Molchanov e Linsen, 2014), classificação de coleções de imagens (Paiva et al., 2015), entre

outras.
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Apesar da cont́ınua evolução, alguns problemas relacionados ao tema ainda são fre-

quentemente abordados, tais como:

1. Identificação de agrupamentos.

2. Busca por similaridade em dados multidimensionais.

Algumas técnicas propõem soluções para estes problemas, contudo, longe da solução

ideal. Por exemplo, identificar grupos é uma tarefa complexa e na maioria das vezes

os grupos obtidos não correspondem à verdadeira natureza dos dados, geralmente or-

ganizados com base exclusiva na geometria. Quanto à busca por similaridade, existem

várias abordagens, todavia, poucas empregam medidas de similaridade realmente aptas a

discriminar objetos de acordo com as classes existentes.

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal, explorar o potencial das técnicas de pro-

jeção com o aux́ılio de recursos visuais e interativos para resolver problemas relacionados

à identificação de agrupamentos e busca por similaridade em dados multidimensionais. A

partir dáı, os seguintes objetivos espećıficos foram propostos:

� Desenvolver uma técnica de projeção local, guiada por um pequeno subconjunto de

pontos de controle a fim de permitir operações efetivamente interativas, capaz de

gerar projeções com qualidade e eficiência.

� Identificar instâncias representativas em conjuntos de dados não rotulados que cor-

respondam a um padrão espećıfico dos dados, com base em um critério determińıs-

tico.

� Utilizar as instâncias representativas obtidas para detectar agrupamentos de dados.

� Criar uma famı́lia de métricas baseada em classes para otimizar buscas por simila-

ridade em dados multidimensionais, de modo que instâncias pertencentes à mesma

classe sejam projetadas próximas umas das outras e instâncias pertencentes à classes

distintas fiquem separadas no layout da projeção.

� Calcular a incerteza decorrente da utilização da famı́lia de métricas classes-

espećıficas.

� Inserir informações de incerteza na famı́lia de métricas classes-espećıficas, a fim de

obter melhores resultados nas buscas por similaridade.

As posśıveis soluções usadas para guiar o processo de investigação desta pesquisa são

apresentadas a seguir, por meio de hipóteses.
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Hipótese 1 Uma técnica de projeção interativa, que utilize poucos pontos de controle para

guiar a projeção e que tenha a mesma flexibilidade mostrada na Figura 1.1, isto é, capaz

de reagir a diferentes entradas do usuário com boa precisão, à medida que ele modifica o

layout dos pontos de controle arrastando-os de modo a agrupá-los, segundo algum critério

de classificação ou associação, é de fundamental importância para a análise visual de

dados e identificação de agrupamentos.

Uma técnica de projeção com as caracteŕısticas acima é adequada para análise de

dados rotulados como mostrado na Figura 1.2(a), onde cada classe é representada por

uma cor diferente, ou quando os objetos analisados apresentam caracteŕısticas visuais

que permitam agrupamento por similaridade como, por exemplo, imagens, v́ıdeos, formas

geométricas e outros, conforme ilustrado na Figura 1.2(b), caracterizando desta forma um

processo supervisionado (estes conceitos são discutidos na Seção 2.2). Mas, e no caso de

dados não rotulados, como ilustrado na Figura 1.2(c)?

Figura 1.2: Exemplos de pontos de controle para diferentes tipos de dados: (a), (b) e (c) antes
da intervenção do usuário; (d), (e) e (f) após a intervenção do usuário.

A questão acima sugere a seguinte hipótese:

Hipótese 2 Um método de amostragem determińıstico, capaz de selecionar instâncias

em conjuntos de dados não rotulados que correspondam a um padrão espećıfico dos da-

dos (variação ou correlação, por exemplo), pode contribuir significativamente na tarefa de
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identificação de agrupamentos. Se o novo método for baseado em projeção multidimen-

sional, a qual opera no espaço visual, isto pode garantir que os grupos obtidos não fiquem

fragmentados durante a visualização.

Em grupos não fragmentados, os elementos aparentemente dispersos são agregados e

posicionados em torno de seu centro (Palumbo et al., 2008), implicando melhor coesão e

separação (ver Definição 2.8).

Para o segundo problema mencionado, isto é, busca por similaridade em dados mul-

tidimensionais, considere um conjunto de dados onde as classes não são conhecidas, mas

cujos objetos podem ser identificados visualmente como, por exemplo, uma coleção de

imagens. Neste caso:

Hipótese 3 Um pequeno subconjunto de amostras escolhido, interativamente, a partir

deste conjunto, de modo a conter objetos de diferentes categorias, pode ser classificado e os

melhores atributos de cada classe utilizados para compor uma famı́lia de métricas classes-

espećıficas. A nova métrica (medida de similaridade) constrúıda, pode ser expandida para

comparar quaisquer pares de objetos do conjunto original, de modo que instâncias per-

tencentes à mesma classe fiquem próximas e, instâncias pertencentes a diferentes classes

fiquem afastadas durante a projeção.

A próxima hipótese se refere à incerteza inerente ao processo de classificação:

Hipótese 4 A incerteza inerente ao processo de classificação e seleção de atributos do

subconjunto de amostras, sugerido na hipótese anterior, pode ser calculada e introduzida

na famı́lia de métricas classes-espećıficas para aumentar a acurácia do processo de busca

por similaridade.

1.4 Contribuições

Este projeto de doutorado produziu resultados significativos na área de visualização

de informação, com ênfase em projeção multidimensional. Resultados que podem ser

comprovados pelas novas técnicas desenvolvidas e respectivas metodologias empregadas

no desenvolvimento, conforme sumarizado a seguir.

� Técnica de projeção local interativa. Local Affine Multidimensional Projection

(LAMP) (Joia et al., 2011) permite manipular pontos de controle no espaço visual

de modo a organizá-los, possibilitando ao usuário guiar a projeção, porém com

uma grande vantagem sobre as demais técnicas que se apoiam em subconjunto de

amostras: requer um número muito reduzido de pontos de controle como entrada,

tornando-se ideal para aplicações interativas. Tem formulação matemática baseada
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em mapeamentos ortogonais, garantindo ótima preservação de distâncias durante a

projeção multidimensional, e não depende de grafos de vizinhança para construir

o mapeamento. É altamente precisa, com baixo custo computacional, apropriada

para aplicações interativas envolvendo grandes volumes de dados. LAMP destaca-se

como técnica do estado da arte em relação à preservação de distâncias e eficiência

computacional, além de permitir projetar dados explorando tanto relações globais

como locais entre instâncias, de maneira efetiva. A Figura 1.3 mostra o potencial da

LAMP ao estabelecer uma correlação visual entre conjuntos de dados, a prinćıpio,

sem qualquer conexão.

Figura 1.3: Utilizando a LAMP para correlacionar dados de diferentes naturezas. Inicialmente,
uma projeção é criada para cada conjunto de dados, a partir de algumas amostras. A correlação
entre as amostras é definida pelo usuário, agrupando objetos no espaço visual (imagens e músi-
cas). Em seguida, os dados são projetados segundo as associações criadas pelo usuário. Por fim,
as listas de objetos associados são usadas para criar uma apresentação de slides onde imagens e
músicas são reproduzidas de forma sincronizada.

� Método para identificação de grupos com base em projeção. Column Se-

lection Method (CSM) (Joia et al., 2015), um método de visualização apoiado em

projeção multidimensional que permite agrupar dados. CSM opera no espaço visual,

garantindo que os grupos obtidos não fiquem fragmentados durante a visualização.

É orientado por um mecanismo de amostragem determińıstico, capaz de identificar

instâncias representativas que correspondem a um certo padrão nos dados. O meca-

nismo de amostragem é baseado em decomposição matricial (SVD) e capaz de operar

mesmo em conjuntos de dados desbalanceados (Definição 2.2). Além de identificar

instâncias representativas, o mecanismo de amostragem pode ser modificado para

identificar os atributos mais relevantes de cada agrupamento obtido. Portanto, em

um único framework, três tarefas são contempladas: amostragem de dados, detecção

de agrupamentos e seleção de atributos. A Figura 1.4 ilustra a metáfora visual

utilizada pela CSM para representar grupos e atributos, por meio de superf́ıcies e

nuvens de palavras.
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Figura 1.4: Metáfora visual utilizada pela CSM para representar grupos e atributos.

� Famı́lia de métricas classes-espećıficas. Muitas técnicas propõem medidas de

similaridade para comparar dados multidimensionais, mas nenhuma diretamente

relacionada às classes de objetos existentes no conjunto de dados. A Class-Specific

Multidimensional Projection (CSMP) (Joia et al., 2012) é uma técnica de projeção

baseada em uma famı́lia de métricas espećıficas por classe para projetar e com-

parar dados multidimensionais. As métricas são obtidas pela seleção dos atributos

que melhor representam cada classe do conjunto de dados, de modo a minimizar a

dissimilaridade entre pares de objetos pertencentes à mesma classe e, ao mesmo

tempo, maximizá-la para objetos pertencentes a classes distintas. As métricas

classes-espećıficas são avaliadas no contexto de recuperação de imagens por con-

teúdo para encontrar imagens similares a uma dada imagem de consulta. A lista de

imagens similares pode ser retornada pelo sistema ou selecionada diretamente pelo

usuário, a partir do layout da projeção, conforme exemplificado na Figura 1.5.

Figura 1.5: Seleção de imagens similares com o uso da CSMP.
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� Cálculo de incerteza na famı́lia de métricas classes-espećıficas. Com o

intuito de aumentar a precisão da famı́lia de métricas classes-espećıficas empre-

gada na CSMP, uma nova técnica denominada Class-Specific with Weight Image

Retrieval (CSWIRe) foi desenvolvida. Nesta abordagem, o usuário constrói um mo-

delo a partir de um subconjunto de imagens, denominado “modelo de classes”. A

seguir, um classificador é aplicado sobre este modelo, retornando as melhores carac-

teŕısticas e pesos que representam cada classe do modelo. Utilizando a teoria dos

conjuntos fuzzy, um valor de incerteza é então calculado e associado à resposta do

classificador para derivar uma famı́lia de métricas classes-espećıficas com pesos uti-

lizada para comparar imagens com maior precisão. A Figura 1.6 ilustra o processo

de recuperação de imagens da CSWIRe, utilizando uma interface gráfica apropriada.

Figura 1.6: Interface gráfica da CSWIRe, mostrando o processo de recuperação de imagens
por conteúdo.

As contribuições listadas acima são discutidas em detalhes nesta tese. Além destas,

merece destaque o trabalho desenvolvido em colaboração com outro grupo de pesquisa1,

visando a exploração de espaços multidimensionais via projeção inversa, com uso da téc-

nica intitulada inverse-LAMP (iLAMP). Esta técnica executa a projeção inversa através

de mapeamentos locais afins que preservam a distância entre as novas amostras de modo

preciso, já que ela segue os mesmos preceitos da LAMP. Desse modo, o usuário pode

interativamente criar instâncias no conjunto de dados original, gerando assim, dados mul-

tidimensionais sintéticos além dos já existentes na disposição inicial. Para maiores detalhes

sobre iLAMP, consulte Dos Santos Amorim et al. (2012).

1 Interactive Reservoir Modeling and Visualization Group, Universidade de Calgary, Alberta, Canadá.
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A listagem completa dos artigos cient́ıficos publicados durante este projeto de

doutorado pode ser consultada no Apêndice A.

Para atender os requisitos do projeto, foram desenvolvidas algumas ferramentas com-

putacionais. Projection Analyzer (PAn), um conjunto de bibliotecas em ANSI C, cuja ver-

são inicial está dispońıvel a partir de http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/

tools. Também foi implementado um módulo em Python, para facilitar a execução das

tarefas. Este módulo, além de reutilizar o código em C, permite integração com pacotes

de matemática numérica conhecidos (Langtangen, 2008). As interfaces gráficas mostradas

nas Figuras 1.4 e 1.6 foram desenvolvidas a partir destas ferramentas.

1.5 Organização

Esta tese foi dividida em oito caṕıtulos. Os demais caṕıtulos seguem a estrutura

abaixo:

� Caṕıtulo 2: discute os conceitos que fazem parte do universo deste estudo, im-

portantes para a compreensão do restante do documento. Mais especificamente,

explora aspectos relacionados a: dados multidimensionais, classificação e detecção

de agrupamentos, métricas e medidas de similaridade, redução de dimensionalidade,

projeção de dados multidimensionais e cálculo de incerteza, além de algumas medi-

das de avaliação da qualidade dos resultados obtidos.

� Caṕıtulo 3: apresenta uma revisão bibliográfica relacionada ao tema desta tese,

com foco particular em técnicas de visualização envolvendo projeção de dados mul-

tidimensionais, esquemas de agrupamento de dados e emprego de diferentes medidas

de similaridade, destacando as contribuições de cada técnica revisada.

Os quatro caṕıtulos seguintes constituem as principais contribuições deste projeto

de doutorado. Correspondem às novas técnicas desenvolvidas e procuram destacar

suas caracteŕısticas, funcionamento, resultados, aplicações, vantagens e limitações.

� Caṕıtulo 4: descreve a técnica de projeção local LAMP, uma técnica interativa,

com sólida formulação matemática que se destaca pela qualidade dos mapeamentos

produzidos, associados à sua eficiência computacional.

� Caṕıtulo 5: apresenta a CSM, uma técnica de visualização de dados multidimen-

sionais apoiada nos mapeamentos precisos produzidos pela LAMP. Orientada por

um robusto mecanismo de seleção de amostras representativas, esta técnica permite

identificar agrupamentos de dados com grande precisão.

http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/tools
http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/tools
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� Caṕıtulo 6: aborda a técnica de projeção denominada CSMP, a qual emprega uma

“famı́lia de métricas” baseada em classes para comparar dados de alta dimensão.

Com ênfase em dados extráıdos a partir de coleções de imagens, CSMP é avaliada

no contexto de recuperação de imagens com base em conteúdo.

� Caṕıtulo 7: com o intuito de aumentar a eficácia da CSMP, este caṕıtulo analisa

outra técnica desenvolvida, denominada CSWIRe, a qual introduz informações de

incerteza na famı́lia de métricas classes-espećıficas constrúıda por sua antecessora.

� Caṕıtulo 8: finaliza com algumas conclusões e trabalhos futuros.





Caṕıtulo

2

Conceitos Fundamentais

E
ste caṕıtulo apresenta os principais conceitos relacionados ao tema desta pesquisa,

as ferramentas matemáticas utilizadas, e as medidas empregadas para avaliar a qua-

lidade das técnicas desenvolvidas. O objetivo é, exclusivamente, dar suporte aos caṕıtulos

seguintes, sem a pretensão de esgotar todos os tópicos aqui apresentados, para isto a

bibliografia referente aos assuntos pode ser consultada, muitas das quais são citadas no

decorrer de cada seção.

2.1 Dados Multidimensionais

Dados multidimensionais (de alta dimensão, multivariados ou multivalorados) são

aqueles que apresentam múltiplos atributos (variáveis ou caracteŕısticas) (Mazza, 2009).

Em um conjunto de dados multidimensionais, os elementos são usualmente represen-

tados por vetores. Considere, por exemplo, o conjunto de dados X, contendo n elementos.

O primeiro elemento de X será indicado por x1 = (x11, x12, . . . , x1m), o segundo elemento

por x2 = (x21, x22, . . . , x2m), e assim por diante, onde o número de atributos m representa

a dimensão do conjunto de dados X, também indicado como Xn×m. Os m atributos cons-

tituem o espaço de atributos ou espaço de caracteŕısticas do conjunto de dados. Neste

contexto, cada elemento xi será indicado como um objeto, uma instância, um vetor de

atributos (ou de caracteŕısticas) ou simplesmente um ponto do espaço m-dimensional.

Alguns conjuntos de dados apresentam um atributo C chamado atributo de classes,

usado para rotular os dados. Este atributo assume uma quantidade discreta de valores, isto

é, C = {c1, c2, . . . , ck}, onde k é o número de classes, com k > 2; e os valores ci, i = 1, . . . , k

são os rótulos de classe.

13
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Definição 2.1 (Conjunto de Dados Rotulado (Liu, 2011)) Um conjunto de dados

que apresenta um ou mais atributos para identificação de classes diz-se rotulado, caso

contrário diz-se não rotulado.

Nesta tese, os conjuntos de dados utilizados – quando rotulados – apresentam um

único atributo para identificação de classes, ou seja, cada instância está associada a um

único rótulo.

Quando o conjunto de dados é rotulado, o termo balanceado é usado para indicar a

frequência das classes, conforme segue.

Definição 2.2 (Conjunto de Dados Balanceado (Larose, 2006)) Um conjunto de

dados diz-se balanceado quando o número de instâncias em cada classe é aproximadamente

o mesmo, caso contrário, diz-se desbalanceado ou não balanceado.

Muitas vezes um conjunto de dados pode conter valores discrepantes ou at́ıpicos, co-

nhecidos como outliers. Tais ocorrências podem ser causadas por muitas razões, tais

como erros humanos ou erros técnicos, ou podem ocorrer naturalmente em um conjunto

de dados devido a eventos extremos (Olson e Delen, 2008).

Definição 2.3 (Outliers (Izenman, 2008)) Outliers, dados at́ıpicos ou dados dis-

crepantes são valores nos dados que, por uma razão ou outra, parecem não obedecer um

padrão comum à maioria dos valores; visualmente, eles estão localizados longe do restante

dos dados, indicando sempre a presença de uma anomalia ou evento extremo.

Para estimar a variação de um conjunto de dados, os coeficientes mais usados são

a variância e desvio-padrão da população. Se uma população consiste de um conjunto

de valores x1, x2, . . . , xn, então a variância da população, usualmente denotada por σ2, é

definida como:

σ2 =

n∑
i=1

(xi − µ)2

n
, (2.1)

onde µ é a média da população.

Extraindo-se a raiz quadrada a partir da Equação (2.1), obtém-se o desvio-padrão,

indicado por σ. O desvio-padrão tem uma vantagem sobre a variância porque ele é

expresso na mesma unidade de medida do dado original, enquanto que a variância é

expressa em unidades de medida ao quadrado, mesmo assim ele ainda é afetado por valores

extremos (Clark-Carter, 2005). Outra medida estat́ıstica útil, baseada no desvio-padrão,

é o coeficiente de variação de uma distribuição.
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Definição 2.4 (Coeficiente de Variação (Borg e Groenen, 2005)) Coeficiente de

variação (CV), também conhecido como variabilidade relativa é a medida que indica a

dispersão com respeito à média, definido como:

CV =
σ

µ
,

onde σ é o desvio-padrão e µ é a média da distribuição.

O coeficiente de variação é, essencialmente, uma comparação relativa do desvio-padrão

com a média. É particularmente útil ao comparar valores de desvio-padrão calculados a

partir de diferentes médias (Black, 2009). Além disso, o CV apresenta algumas carac-

teŕısticas favoráveis que o tornam ideal para uso neste trabalho: ele é independente de

unidade de medida e da escala dos dados (Lovie, 2005).

2.2 Classificação e Detecção de Agrupamentos

A comunidade que estuda problemas relacionados à aprendizagem de máquina divide

os problemas de aprendizagem em várias categorias. Em análise de dados, duas categorias

são particularmente importantes: os métodos baseados em aprendizagem supervisionada

e os baseados em aprendizagem não supervisionada. Classificação, normalmente, é uma

tarefa supervisionada, enquanto que detecção de agrupamentos é, em geral, não supervi-

sionada (Han et al., 2011; Maimon e Rokach, 2010). Tarefas de classificação e detecção de

agrupamentos fazem parte de algumas técnicas apresentadas nesta tese, por este motivo,

os conceitos serão apresentados abaixo.

Métodos supervisionados tentam descobrir um relacionamento entre valores conheci-

dos (por exemplo, um conjunto de dados com rótulos de classe pré-definidos) e valores

desconhecidos (instâncias de dados onde os rótulos de classe não são conhecidos). Os da-

dos contendo os valores conhecidos são chamadas de dados de treinamento, e o relaciona-

mento procurado é chamado de modelo. Usualmente os modelos descrevem ou explicam

fenômenos, os quais estão ocultos no conjunto de dados e, principalmente, são utilizados

para predizer valores futuros nos dados (por exemplo, rotular futuras instâncias de dados

fornecidas, com base nas classes existentes).

O processo supervisionado descrito acima caracteriza um processo de classificação e

o modelo constitui um modelo de classificação ou classificador. Depois que o modelo é

treinado ou constrúıdo a partir do conjunto de treinamento, ele deve ser avaliado usando

um conjunto de testes para verificar sua acurácia.

Definição 2.5 (Classificação (Han et al., 2011)) Classificação é o processo de en-

contrar um modelo (ou função) que descreve e distingue classes de objetos. Os modelos

são baseados na análise de um conjunto de treinamento, onde os rótulos de classe são

conhecidos. O modelo é então, usado para predizer o rótulo de classe de novos objetos.



16 2. Conceitos Fundamentais

Definição 2.6 (Classificador) O modelo (ou função) empregado na classificação

chama-se modelo de predição, modelo de classificação ou simplesmente um classificador.

Em métodos não supervisionados, os dados usados para aprendizagem não possuem

valores conhecidos. Neste caso, o próprio algoritmo de aprendizagem precisa encontrar

estruturas ocultas ou regularidades nos dados. Caso t́ıpico de aprendizagem não super-

visionada são os algoritmos de detecção de agrupamentos, os quais organizam instâncias

em grupos segundo suas similaridades (ou diferenças).

Definição 2.7 (Detecção de Agrupamentos (Tan et al., 2005)) É um método de

aprendizagem não supervisionado que tenta encontrar grupos de objetos, tal que os objetos

em um mesmo grupo sejam similares (ou relacionados) entre si e, diferentes de (ou não

relacionados a) objetos de outros grupos.

A Figura 2.1 ilustra a ideia de agrupamento de dados do ponto de vista geométrico,

enfatizando a proximidade entre objetos do mesmo grupo, bem como o afastamento entre

objetos pertencentes a diferentes grupos. Note que as instâncias são organizadas de modo

a representar a população que está sendo amostrada, ou seja, se S é um conjunto de

amostras organizado em k grupos, C1, ..., Ck, então:

S =
k⋃
i=1

Ci e Ci ∩ Cj = ∅, para i 6= j.

Como consequência, qualquer instância de S pertence a um e somente um grupo Ci.

Figura 2.1: Agrupamentos de dados, mostrando as distâncias intra e intergrupos (Modificado
de Tan et al. (2005)).

Além dos modelos de aprendizagem supervisionado e não supervisionado apresentados

nesta seção, existe também o modelo que se apoia em um pequeno número de instâncias

rotuladas e em um grande número de instâncias não rotuladas. Este modelo é conhecido

como aprendizagem semissupervisionada (Liu, 2011).
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2.2.1 Qualidade dos Agrupamentos

Uma das medidas mais usadas para avaliar a qualidade dos agrupamentos obtidos é a

medida da silhueta. A silhueta combina duas medidas conhecidas: coesão e separação.

Definição 2.8 (Medida da Silhueta (Rousseeuw, 1987)) Seja i um objeto contido

no grupo A de um conjunto de dados, o valor da silhueta si pode ser calculado do seguinte

modo:

1. Quando o grupo A contém outros objetos além do objeto i, calcula-se

ai = dissimilaridade média de i a todos os outros objetos de A (coesão);

2. Para todo grupo C diferente de A, calcula-se

d(i, C) = dissimilaridade média de i a todos os objetos de C (separação),

obtendo-se bi = min
A 6=C

d(i, C);

3. O número si é obtido combinando-se ai e bi, conforme segue:

si =
bi − ai

max(ai, bi)
.

A Figura 2.2 ilustra o cálculo da medida da silhueta para o objeto i ∈ A. Quando o

grupo A contém somente um objeto, o cálculo de ai é incerto, logo, si deve ser considerado

igual a zero. Nesta tese, os resultados da silhueta apresentados, indicados por Silh,

correspondem à média das silhuetas para todos os objetos i do conjunto de dados, ou

seja:

Silh =
1

n

n∑
i=1

si.

Esta medida é conhecida como largura média de silhueta (Rousseeuw, 1987).

Figura 2.2: Elementos envolvidos no cálculo da silhueta para o objeto i pertencente ao grupo
A (Retirado de Rousseeuw (1987)).

O valor da silhueta pode variar entre [−1, 1]. Valores negativos são indesejados porque

correspondem ao caso em que ai, a média das dissimilaridades para objetos no grupo, é
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maior do que bi, o mı́nimo das dissimilaridades médias para objetos em outros grupos.

Em outras palavras, quanto maior o valor da silhueta, melhor será a coesão e a separação,

ou seja, instâncias pertencentes ao mesmo grupo estarão mais próximas umas das outras,

e ainda, grupos distintos estarão mais afastados. É um coeficiente senśıvel a pequenas

variações, isto significa que um pequeno aumento em seu valor (mesmo na 3a ou 4a casa

decimal) pode implicar em agrupamentos muito mais separados e coesos. Para mais

informações sobre a medida da silhueta veja Rousseeuw (1987) e Tan et al. (2005).

Outra medida de avaliação empregada neste trabalho é a matriz de confusão, comu-

mente utilizada para verificar a acurácia em tarefas de classificação de dados.

Definição 2.9 (Matriz de Confusão (Camps-Valls e Bruzzone, 2009))

Matriz de confusão é uma simples tabulação que cruza os rótulos das classes reais e

preditas, observados para as instâncias contidas em um conjunto de testes, tal que a

diagonal principal da matriz indica o número de instâncias alocadas corretamente em

cada classe, enquanto que as demais posições indicam o número de instâncias alocadas

incorretamente.

A Figura 2.3 ilustra o processo de cálculo da matriz de confusão a partir de instâncias

previamente classificadas.

Uma matriz de confusão apropriadamente constrúıda pode fornecer um simples

sumário da acurácia da classificação e destacar dois tipos de erros de classificação que po-

dem ocorrer: omissão (instâncias de uma classe incorretamente alocadas em outra classe,

portanto, omitidas da classe de interesse) e concessão (instâncias de outra classe incorre-

tamente alocadas na classe de interesse, portanto, concedidas para a classe de interesse)

(Camps-Valls e Bruzzone, 2009).

(a) (b) (c)

Figura 2.3: Processo de cálculo da matriz de confusão: (a) Visualização de grupos e classi-
ficação das instâncias; (b) Rótulos das classes reais/preditas para as instâncias do conjunto de
dados; (c) Tabulação cruzando os rótulos das classes reais e preditas para produzir uma matriz
de confusão (Modificado de Camps-Valls e Bruzzone (2009)).
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A matriz de confusão pode ser usada para derivar uma variedade de medidas que

expressam a acurácia de uma classificação (Liu et al., 2007; Stehman, 1997; Trodd, 1995)

como, por exemplo, a acurácia global da classificação, conforme definido abaixo.

Definição 2.10 (Acurácia da Classificação (Camps-Valls e Bruzzone, 2009))

O coeficiente de acurácia (ACC) da classificação representa a proporção de instâncias que

foram classificadas corretamente. Pode ser calculada pela soma das instâncias contidas

na diagonal principal da matriz de confusão, dividida pelo número total de instâncias

usadas para construir a matriz de confusão.

A acurácia é algumas vezes multiplicada por cem para produzir a porcentagem de

instâncias classificadas corretamente. A medida da acurácia não trabalha bem quando os

conjuntos de dados são altamente desbalanceados (Han et al., 2011).

2.3 Medidas de Similaridade

A ideia de distância é natural e intuitiva, e desempenha papel fundamental na pro-

jeção e comparação de dados multidimensionais, portanto, os principais conceitos serão

apresentados a seguir.

Definição 2.11 (Métrica (Lima, 1977)) Uma métrica num conjunto M é uma função

d : M ×M → R, que associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈ M um número

real d(x, y), chamado a distância de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes

condições para quaisquer x, y, z ∈M :

p1) d(x, y) > 0;

p2) d(x, y) = 0⇔ x = y;

p3) d(x, y) = d(y, x);

p4) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

Os postulados acima são conhecidos como postulados de espaço métrico. Os Postula-

dos p1 e p2 afirmam que a distância é um valor sempre positivo, ou nulo quando x = y.

O Postulado p3 afirma que a distância d(x, y) é uma função simétrica das variáveis x, y.

O Postulado p4 chama-se desigualdade triangular e tem origem no fato de que, no espaço

Euclidiano de dimensão finita, o comprimento de um dos lados de um triângulo nunca

excede a soma dos outros dois.

Definição 2.12 (Espaço Métrico (Lima, 1977)) Um espaço métrico é um par

(M,d), no qual M 6= ∅ é um conjunto e d é uma métrica em M .

Cada elemento de um espaço métrico é referido como um ponto desse espaço, seja ele

um ponto, um número, um vetor ou uma função, situações que se verificam comumente.
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Também é comum, salvo quando houver possibilidade de dúvida, nos referirmos ape-

nas ao “espaço métrico M”, ficando subentendida a métrica que está sendo considerada,

usualmente, a Euclidiana.

Quanto às métricas existentes, cada uma delas tem diferentes caracteŕısticas e apli-

cações. Sua escolha deve levar em consideração a natureza dos dados envolvidos e o tipo

de análise a ser realizada (Zezula et al., 2005). Um t́ıpico exemplo é a famı́lia de métricas

de Minkowski, assim definida:

d(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

|xi − yi|k
) 1

k

∣∣∣∣∣∣ , k = 1, ...,∞, (2.2)

onde k é um parâmetro que modifica a métrica, gerando uma famı́lia de medidas de

distância. Quando k = 1, por exemplo, obtém-se a métrica Manhattan ou métrica City

block :

d(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|. (2.3)

Quando k = 2, ela se torna a métrica Euclidiana clássica, a qual é tipicamente usada para

descrever a distância entre dois objetos no espaço Euclidiano:

d(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

(xi − yi)2

) 1
2

∣∣∣∣∣∣ . (2.4)

Quando k =∞, obtém-se a métrica do Máximo:

d(x, y) = maxni=1|xi − yi|. (2.5)

Dependendo da quantidade de valores retornados pela função de distância, as métricas

podem ser divididas em dois grupos (Zezula et al., 2005):

� Discretas - quando a função de distância retorna somente alguns valores pré-

definidos. Um representante desta categoria é a métrica “zero-um”, uma das mais

simples existentes, definida como:

d : M ×M → R, tal que d(x, x) = 0 e d(x, y) = 1 se x 6= y.

� Cont́ınuas - quando a cardinalidade do conjunto de valores retornado é muito alta

ou infinita. Como é o caso da distância Euclidiana sobre os pontos de uma reta, por

exemplo.

Esta tese não pretende explorar os vários tipos de métricas existentes. Para este fim,

os trabalhos de Lima (1977), Zezula et al. (2005) e Zhang (2008) podem ser consultados.
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No entanto, é importante destacar que, dependendo da natureza dos dados envolvidos,

nem sempre uma métrica, satisfazendo os Postulados p1 a p4 da Definição 2.11, é a melhor

forma de expressar a semelhança ou a diferença entre objetos do domı́nio em estudo.

Um exemplo t́ıpico é a distância edit (Levenshtein, 1965), usada para medir a proxi-

midade entre cadeias de caracteres, a qual não satisfaz a propriedade da simetria (Pos-

tulado p3). Neste caso, a função de distância é conhecida como uma quasi-métrica, ou

seja:

Definição 2.13 (Quasi-Métrica (Lima, 1977)) Uma quasi-métrica num conjunto M

é uma função real d : M ×M → R que satisfaz as condições de uma métrica, salvo o fato

de que pode ocorrer d(x, y) 6= d(y, x).

De modo similar, quando a função de distância não satisfaz o Postulado p2, a função

é conhecida como uma pseudo-métrica:

Definição 2.14 (Pseudo-Métrica (Lima, 1977)) Uma pseudo-métrica num conjunto

M é uma função real d : M ×M → R que satisfaz as condições de uma métrica, exceto

que pode ocorrer d(x, y) = 0 com x 6= y.

Neste último caso, M é conhecido como um espaço pseudo-métrico. Para mais detalhes

sobre espaços métricos, veja Domingues (1982) e Lima (1977).

Com base na discussão anterior, surge naturalmente um novo conceito, mais

abrangente que o de distância para comparar dois objetos, o de similaridade. Neste

contexto, os objetos podem ser quaisquer tipos de dados: elementos de um espaço ve-

torial, elementos de um espaço métrico, dados relativos a texto, dados de imagem, ou

quaisquer dados abstratos, tais como:

(a) O número de sintomas compartilhados por dois pacientes.

(b) O grau de parentesco entre duas pessoas.

(c) O custo de transporte de mercadorias entre duas cidades.

(d) A frequência relativa de palavras compartilhadas por dois documentos.

Definição 2.15 (Medida de Similaridade (Zhang, 2008)) É um valor numérico

usado para indicar quão semelhantes ou similares são dois objetos, segundo algum critério,

normalmente uma função ou classe de comparação. Assim, quanto maior for a semelhança

entre eles, maior será seu grau de similaridade.

Em contraste à medida de similaridade define-se a medida de dissimilaridade, usada

para indicar quão diferentes são os objetos do domı́nio em estudo. É comum referir-se à

medida de dissimilaridade simplesmente como distância, ficando subentendido que um ou

mais postulados da Definição 2.11 podem não ser satisfeitos.

Outra definição relevante neste estudo é a busca por similaridade, apresentada a seguir.
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Definição 2.16 (Busca por Similaridade (Zezula et al., 2005)) Busca por simila-

ridade corresponde ao processo de obtenção de objetos de dados ordenados pela distância

ou dissimilaridade de um dado objeto de consulta. É um tipo de ordenação de objetos com

respeito ao objeto de consulta, onde o critério de ordenação é a medida da distância.

Vale lembrar ainda que, determinadas técnicas requerem como entrada as dissimilari-

dades entre os n objetos do conjunto de dados. Quando isto ocorre, os valores calculados

são comumente armazenados em uma estrutura matricial, denominada matriz de dissimi-

laridades.

Definição 2.17 (Matriz de Dissimilaridades (Han et al., 2011)) Nome dado à es-

trutura que armazena a coleção de dissimilaridades avaliada para todos os pares de n

objetos de um conjunto de dados. É frequentemente representada por uma matriz n× n.

2.4 Redução de Dimensionalidade

Redução de dimensionalidade é um recurso utilizado para representação compacta

de grandes conjuntos de dados e redução do tempo de processamento computacional.

Além disso, reduzir a dimensão de um conjunto de dados, permite observar e agrupar

caracteŕısticas importantes, dando uma visão da natureza dos dados muitas vezes não

percebida na alta dimensão.

Existem, essencialmente, duas formas de se reduzir a dimensionalidade de um conjunto

de dados (Webb, 2002). A primeira forma é identificar as variáveis que não contribuem

com a tarefa de análise dos dados. Estas variáveis podem então ser negligenciadas, fazendo

com que o espaço final fique automaticamente reduzido. Em determinadas circunstâncias,

selecionar um subconjunto a partir de um grande número de variáveis ou caracteŕısticas

já é suficiente para a análise dos dados. Esta abordagem é conhecida como seleção de

caracteŕısticas (feature selection).

A segunda abordagem é aquela que transforma o espaço inicial m-dimensional em

outro espaço de menor-dimensão1 p, empregando uma classe (ou função) de transformação

f . Esta abordagem corresponde à transformação do espaço de caracteŕısticas2. Esta

transformação pode ser uma combinação linear ou não linear das variáveis originais, sendo

indicada apenas como redução de dimensionalidade, e a classe de transformação como uma

técnica de redução de dimensionalidade.

Em alguns casos, as duas abordagens podem ser combinadas, como é o caso da CSMP

(ver Caṕıtulo 6). Um diagrama comparativo entre as duas abordagens utilizadas para

reduzir a dimensionalidade de um conjunto de dados pode ser observado na Figura 2.4.

1 Muitas vezes denotado como espaço reduzido/transformado, espaço de destino ou espaço-alvo.
2 Alguns autores preferem o termo extração de caracteŕısticas.
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(a) (b)

Figura 2.4: Redução de dimensionalidade por: (a) Seleção de caracteŕısticas; (b) Transfor-
mação do espaço de caracteŕısticas (Modificado de Webb (2002)).

Embora não seja estritamente necessário, para efeito das próximas definições, considere

os conjuntos de dados X e Y contidos em um espaço real de dimensão finita.

Com base em Kirby (2001), é posśıvel definir redução de dimensionalidade, formal-

mente, como:

Definição 2.18 (Redução de Dimensionalidade) Se X ⊂ Rm e Y ⊂ Rp, com

p < m, então f : X 7→ Y é um mapeamento de redução de dimensionalidade do espaço

de alta dimensão X para o espaço de menor dimensão Y , tal que Y retém a informação

essencial dos pontos.

Segundo Kirby (2001), reter a informação dos dados é altamente dependente do pro-

blema, ou seja, a aplicação deveria ditar a natureza matemática do mapeamento. Mas, via

de regra procura-se preservar relações de dissimilaridade entre os pontos nos dois espaços.

De modo análogo, um mapeamento de reconstrução de dimensão g, é definido como:

g : Y 7→ X. (2.6)

Em um mapeamento ideal vale a relação:

h : X
f7→ Y

g7→ X. (2.7)

Ou seja, a composta de g e f é uma função identidade:

h(x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(y) = x,

∀ x ∈ X e y ∈ Y , mas em geral isto não ocorre, tendo em vista que durante a redução de

dimensionalidade costumam ocorrer perdas ou truncamento de informações.

Um mapeamento de redução de dimensionalidade pode ser classificado como linear ou

não linear, de acordo com o tipo de transformação.
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Definição 2.19 (Redução de Dimensionalidade Linear (Kirby, 2001))

Um mapeamento de redução de dimensionalidade f : X → Y diz-se linear se

f(αxi + βxj) = αf(xi) + βf(xj), ∀ xi, xj ∈ X e α, β ∈ R.

Quando a condição acima não se verifica, o mapeamento diz-se não linear.

A grande maioria dos fenômenos f́ısicos são modelados por meio de funções não lineares,

porém, dependendo da natureza dos dados envolvidos, técnicas lineares podem apresentar

excelentes resultados (Maaten et al., 2009).

2.5 Projeção de Dados Multidimensionais

Projeção ou mapeamento de dados multidimensionais corresponde ao mapeamento

de redução de dimensionalidade onde o espaço-alvo tem dimensão p igual a 1, 2 ou 3

(usualmente 2), condição conveniente para a visualização dos dados. Neste caso, o novo

espaço é indicado como espaço visual ou espaço de projeção.

Admitindo-se a condição p ∈ {1, 2, 3}, é posśıvel definir projeção de dados multidi-

mensionais a partir de um mapeamento de redução de dimensionalidade, conforme segue:

Definição 2.20 (Projeção de Dados Multidimensionais) Sejam os pares (X, d) e

(Y , d∗) dois conjuntos de dados munidos de uma medida de dissimilaridade, assim

definidos: X ⊂ Rm, d : X × X → R; e Y ⊂ Rp, d∗ : Y × Y → R; tal que

p ∈ {1, 2, 3} e p < m. Uma técnica de projeção de dados multidimensionais equivale

ao mapeamento de redução de dimensionalidade f : X → Y que procura tornar a dife-

rença |d(xi, xj)− d∗(f(xi), f(xj))| tão próxima de zero quanto posśıvel, ∀xi, xj ∈ X.

Neste contexto, p < m é condição necessária para que haja redução de dimensionali-

dade, de outra forma poderia ocorrer apenas uma transformação de um espaço em outro.

Além disso, para caracterizar uma técnica de projeção, é preciso garantir que p ∈ {1, 2, 3}
e preservar as relações de dissimilaridade entre os pontos nos dois espaços, tanto quanto

posśıvel. Definição semelhante é apresentada por Tejada et al. (2003).

2.5.1 Classificação das Técnicas de Projeção

As técnicas de projeção podem receber várias classificações. Dentre elas, as mais

conhecidas são:

I) Quanto ao tipo de transformação que sofre:

• Lineares

• Não lineares

}
(ver Definição 2.19)

• Hı́bridas: uma parte é linear e outra não linear.



2.5 Projeção de Dados Multidimensionais 25

II) Quanto à natureza da projeção:

� Locais: tentam preservar a geometria local dos dados; essencialmente, os pontos

próximos a uma dada instância na alta dimensão são mapeados próximos à sua

representação de menor dimensão.

� Globais : tentam preservar a geometria em todas as escalas, isto significa que o

mapeamento de cada instância deve considerar globalmente as demais, de tal

modo que pontos próximos na alta dimensão devem ficar próximos na projeção,

assim como pontos distantes também devem ficar distantes.

Técnicas locais/globais são discutidas em De Silva e Tenenbaum (2003) e Joia et al.

(2011).

III) Quanto à interatividade:

� Interativas: permitem a intervenção do usuário, normalmente, de modo a agre-

gar seu conhecimento ao processo.

� Não interativas: não admitem intervenção do usuário no processo.

IV) Quanto à formulação matemática:

� Técnicas baseadas em decomposição espectral : calculam as coordenadas de

cada instância a partir dos autovetores de uma transformação aplicada em

uma matriz (Torgerson, 1965).

� Técnicas baseadas em otimização não linear : inicialmente proposto por

Kruskal (1964), compreendem uma categoria de técnicas que executam o ma-

peamento para o espaço visual minimizando uma função de energia, normal-

mente chamada função de stress.

� Técnicas baseadas em força: surgiu com o trabalho de Eades (1984). Mapeiam

dados para o espaço visual por meio de um esquema baseado em força, inspirado

em uma analogia entre minimização da função de stress e sistemas massa-mola,

onde a força restauradora do sistema é dada pela diferença numérica entre as

distâncias calculadas a partir dos espaços de origem e de projeção.

� Outros modos : aquelas que não se encaixam em nenhuma das anteriores (de-

composição, otimização, força) ou suas variações h́ıbridas.

Além das apresentadas acima, Maaten et al. (2009) propõem outras subdivisões, como

convexas e não convexas, full espectral e espectral esparsa, distância Euclidiana com pesos,

alinhamento de modelos lineares locais e as baseadas em redes neurais.
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2.5.2 Qualidade da Projeção

De acordo com a Definição 2.20 uma projeção de dados procura transformar um es-

paço de alta dimensão m em um espaço de menor dimensão p igual a 1, 2 ou 3, preser-

vando relações de dissimilaridade entre instâncias nos dois espaços. Como consequência

da definição, é imediato atestar a qualidade da projeção medindo o quanto estas relações

se preservam. Uma função que estima esse valor é conhecida como função de stress. Exis-

tem diferentes variações de função stress, neste trabalho adotou-se o stress definido por

Kruskal (1964).

Definição 2.21 (Medida do Stress (Kruskal, 1964)) O stress mede quão bem uma

dada configuração representa os dados. Quanto menor o valor do stress, melhor a repre-

sentação, tal que zero indica “perfeita” representação. Pode ser calculado pela seguinte

função:

stress = S =

∑
ij

(dij − d∗ij)2∑
ij

d2
ij

, (2.8)

onde dij e d∗ij são duas sequências numéricas, tal que d∗ij corresponde aos valores que

minimizam S.

Kruskal (1964) define também o stress normalizado, análogo a escolher o desvio-padrão

no lugar da variância, o qual pode ser calculado como:

stress =
√
S =

√√√√√
∑
ij

(dij − d∗ij)2∑
ij

d2
ij

. (2.9)

No contexto de projeção, o stress estima a qualidade da projeção com base na preser-

vação de dissimilaridades entre instâncias nos dois espaços, onde dij e d∗ij são as medidas

de dissimilaridade entre as instâncias i e j no espaço de origem e de projeção, respectiva-

mente.

Além do stress, outra medida conhecida para avaliar a qualidade da projeção é a

preservação de vizinhança.

Definição 2.22 (Preservação de Vizinhança (Paulovich e Minghim, 2008))

Medida usada para avaliar a preservação das relações de vizinhança dos pontos nos dois

espaços. Pode ser calculada do seguinte modo:

1. Fixa-se um número inteiro k > 0;

2. Tomam-se os k-vizinhos mais próximos de uma instância xi no espaço multidimen-

sional;
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3. Obtêm-se os k-vizinhos mais próximos da sua projeção yi no espaço visual;

4. Verifica-se a proporção de vizinhos que foi preservada neste último.

Normalmente o procedimento acima é iterado para todas as instâncias xi (i = 1, ..., n)

do conjunto de dados, para o mesmo k fixado, obtendo-se uma precisão média pk ∈ [0, 1].

Fazendo o número de vizinhos k variar de 1 a um valor arbitrário, e representando os valo-

res (k, pk) como pontos no plano cartesiano, obtém-se uma curva de precisão, denominada

curva de preservação de vizinhança (ver Figura 4.11 como exemplo). Esta curva é indi-

cada quando a prioridade é atestar a preservação das relações de vizinhança dos pontos

nos dois espaços, em oposição ao stress que atesta apenas as relações de dissimilaridade

dos mesmos.

Além das medidas discutidas neste caṕıtulo, outras medidas têm sido propostas para

atestar a qualidade das projeções. Por exemplo, Sips et al. (2009) apresentam duas me-

didas quantitativas para verificar a consistência das classes em um mapeamento multidi-

mensional, uma baseada na distância ao centro de gravidade das classes, e outra baseada

na entropia da distribuição espacial das classes, as quais são robustas a outliers. Motta

et al. (2015) propõem medidas baseadas em grafos para avaliar a qualidade das pro-

jeções. Bertini e colaboradores (Bertini et al., 2011) apresentam uma análise sistemática

de medidas de qualidade usadas para dar suporte à exploração de conjuntos de dados

multidimensionais, bem como os diferentes domı́nios em que podem ser aplicadas.

2.6 Modelagem de Incerteza Usando Conjuntos Fuzzy

Os conceitos apresentados nesta seção constituem a base do Caṕıtulo 7, o qual emprega

modelagem de incerteza para aumentar a acurácia de uma famı́lia de métricas usada na

comparação de dados multidimensionais.

Incerteza desempenha um importante papel quando combinada com certas caracte-

ŕısticas do modelo matemático. Segundo Celikyilmaz e Türksen (2009), identificar in-

certezas reduz a complexidade e aumenta a precisão do sistema. O termo “modelagem de

incerteza” define o esforço para identificar incertezas ao construir um modelo matemático.

Parte do desafio da modelagem de incerteza é determinar o ńıvel ótimo de permissividade

da incerteza. Conjuntos fuzzy podem auxiliar nesta tarefa, já que permitem representar

conceitos vagos, tal como mostrado na Figura 2.5: uma escala semântica com vários ńıveis

de pertinência expressos em linguagem natural.

Em oposição à escala semântica da Figura 2.5, quando uma dada condição particiona

um conjunto X em dois subconjuntos: membros (aqueles que satisfazem a condição) e

não membros (aqueles que não satisfazem a condição), a coleção de objetos-membros

resultante caracteriza um subconjunto clássico ou crisp. Note que a negação contém

todos os elementos do conjunto X que não são membros (complemento). Neste contexto,
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Figura 2.5: Escala semântica mostrando vários ńıveis de pertinência, os quais podem ser
utilizados para representar a incerteza de um modelo matemático (Retirado de Gil-Aluja (2004)).

o conjunto X é comumente chamado de conjunto universal, e seus elementos constituem

o “universo do discurso”.

A principal diferença entre a teoria dos conjuntos clássica e a teoria dos conjuntos

fuzzy está no fato de que esta última admite um grau de pertinência parcial aos seus

elementos, representado por um valor no intervalo [0, 1]. Diferente da situação acima,

onde os elementos podem assumir apenas o status de membro ou não membro. Partindo

desta premissa, é posśıvel definir um conjunto clássico ou crisp como um conjunto fuzzy

que restringe o grau de pertinência de seus elementos aos valores {0, 1} (Smithson e

Verkuilen, 2006).

Conjuntos fuzzy podem ser representados explicitamente por seus elementos, porém,

é comum se referir a um conjunto fuzzy por meio de sua função de pertinência µA(x), tal

como:

µA(x) : X → [0, 1], (2.10)

onde x representa um elemento do universo X, ou como um conjunto de pares ordenados:

A = {(x, µA(x)) | x ∈ X}. (2.11)

Existem vários tipos de função de pertinência (Yager e Filev, 1994), as quais são

normalizadas em forma de triângulos, trapézios, Gaussianas, entre outras formas. Neste

trabalho foram utilizadas funções triangulares conforme ilustrado na Figura 2.6, por apre-

sentarem bons resultados e melhor adequação ao modelo de incerteza proposto.

Funções triangulares apresentam o ńıvel de pertinência máximo em um único ponto e

valores que decrescem linearmente conforme sua taxa de variação. Estas funções costu-

mam ser indicadas por uma tupla de valores (x1, x2, x3) conhecida como Fuzzy Triangular

Number (FTN) (Gil-Aluja, 2004), onde x1 é o limite inferior, x2 o valor de pertinência

máximo e x3 o limite superior.

É posśıvel encontrar o grau de pertinência de um elemento a partir de uma função

triangular fuzzy, encontrando seus intervalos de corte ou cortes-α como são chamados.
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Figura 2.6: Exemplo de função fuzzy triangular.

Cortes-α assumem papel de destaque na teoria dos conjuntos fuzzy (Celikyilmaz e Türk-

sen, 2009; Yager e Filev, 1994), bem como neste trabalho.

Definição 2.23 (Corte-Alfa) Seja A um conjunto fuzzy definido no universo X e α um

número real, α ∈ [0, 1]. Um corte-α de A, denotado por αA é o subconjunto crisp de X,

tal que
αA = {x | µA(x) > α, x ∈ X}.

A Figura 2.7 exibe alguns cortes-α: 0,0A, 0,1A, 0,2A, 0,5A, 0,9A. Note que a direção

das retas r e s pode ser obtida a partir dos vetores diretores
−−→
P1P2 = (x2 − x1, 1) e

−−→
P3P2 = (x2 − x3, 1), respectivamente.

Figura 2.7: Exemplo de cortes-α assumindo que A é um subconjunto fuzzy do universo X.

Tomando-se as equações paramétricas das retas r e s em relação ao eixo-x e o parâmetro

α, obtém-se:

r : P = P1 + α.
−−→
P1P2 ∴ x = x1 + (x2 − x1)α,

s : P = P3 + α.
−−→
P3P2 ∴ x = x3 + (x2 − x3)α.

(2.12)
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Portanto, cada intervalo αA, com α ∈ [0, 1], varia entre x1 + (x2− x1)α e x3 + (x2− x3)α,

ou simplesmente:

αA =
[
α−A, α+A

]
= [x1 + (x2 − x1)α, x3 − (x3 − x2)α] , (2.13)

onde os śımbolos α−A e α+A são usados para indicar os limites inferior e superior do

intervalo de corte αA, respectivamente.

A Equação (2.13) é de grande importância neste estudo, pois fornece um mecanismo

para obter cortes-α a partir de um FTN e um dado ńıvel-α.

Se tomarmos o corte-α 0,5A a partir da Figura 2.7, por exemplo, é direto ver que

µA(x4) > 0, 5 ∴ x4 ∈ 0,5A. Observe também que x5 ∈ 0,1A e x5 ∈ 0,2A, mas x5 /∈ 0,5A. Con-

siderando apenas os ńıveis-α mostrados na Figura 2.7, isto é: {0; 0, 1; 0, 2; 0, 5; 0, 9; 1},
então pode-se concluir que x5 ∈ A com grau de pertinência 0, 2 (maior ńıvel-α).

Em aplicações práticas, é usual empregar duas ou mais funções fuzzy para represen-

tar um modelo de incerteza. Nestas circunstâncias ambiguidades podem ocorrer, como

ilustrado na Figura 2.8. Operações com conjuntos fuzzy aplicam-se nestes casos, conforme

segue.

Figura 2.8: União e interseção de conjuntos fuzzy.

Definição 2.24 (União de Conjuntos Fuzzy) Sejam A e B dois conjuntos fuzzy

definidos no universo X. A união é definida pelo máximo da função de pertinência,

ou seja:

A ∪B : µA∪B(x) = max[µA(x), µB(x)].

Definição 2.25 (Interseção de Conjuntos Fuzzy) Sejam A e B dois conjuntos fuzzy

definidos no universo X. A interseção é definida pelo mı́nimo da função de pertinência,

ou seja:

A ∩B : µA∩B(x) = min[µA(x), µB(x)].
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Definição 2.26 (Complemento de um Conjunto Fuzzy) O complemento de um

conjunto fuzzy A no universo X, indicado por Ā, é definido como:

Ā : µĀ(x) = 1− µA(x).

O exemplo apresentado na Figura 2.8 exibe dois valores de pertinência posśıveis para

o elemento x0. Tal ambiguidade pode ser resolvida de acordo com o tipo de operação em-

pregada: união ou interseção de conjuntos fuzzy. A união torna o modelo mais permissivo

(maior valor de pertinência), enquanto que a interseção torna o modelo mais restritivo

(menor valor de pertinência).

As operações apresentadas nesta seção são suficientes para a compreensão do restante

do documento. Para outras operações com conjuntos fuzzy consulte Celikyilmaz e Türksen

(2009) e Yager e Filev (1994).

2.7 Considerações Finais

Os conceitos apresentados neste caṕıtulo são importantes para a compreensão do

restante do documento e podem ser revisitados sempre que houver necessidade.

A Seção 2.6 – Modelagem de Incerteza Usando Conjuntos Fuzzy , particularmente,

apresenta as ferramentas e conceitos necessários para a compreensão do Caṕıtulo 7, o

qual utiliza conjuntos fuzzy para modelar a incerteza inerente ao processo de comparação

de dados multidimensionais. Vale lembrar que a teoria dos conjuntos fuzzy pode ser

aplicada nos mais diferentes domı́nios, entre eles: visualização de informação (Ge et al.,

2009), redução de dimensionalidade (Zhao et al., 2012), identificação de agrupamentos

(Miyamoto et al., 2008) e medidas de similaridade (Papakostas et al., 2013), os quais

fazem parte do universo desta pesquisa.





Caṕıtulo

3

Trabalhos Relacionados

O
presente caṕıtulo apresenta uma revisão bibliográfica das técnicas relacionadas ao

tema desta pesquisa. Para facilitar o entendimento, elas foram organizadas em três

categorias: técnicas de projeção de dados multidimensionais (Seção 3.1), técnicas para

identificação e visualização de agrupamentos (Seção 3.2) e técnicas que usam diferentes

medidas de similaridade (Seção 3.3).

Para fixar notação, alguns śımbolos foram previamente convencionados neste caṕıtulo:

n Número de instâncias no espaço de origem / destino.

m Dimensão do espaço de origem.

p Dimensão do espaço de destino, normalmente p < m.

X Conjunto de dados no espaço de origem, normalmente uma matriz n×m.

Y Conjunto de dados no espaço de destino, normalmente uma matriz n× p.
xi A i-ésima instância do espaço de origem, cuja representação vetorial é dada

por xi = (xi1, xi2, . . . , xim).

yi A i-ésima instância do espaço de destino, cuja representação vetorial é dada

por yi = (yi1, yi2, . . . , yip).

k Usado normalmente para indicar o número de vizinhos de uma dada instância.

s Usado normalmente para indicar o número de amostras representativas de

um conjunto de dados.

dij Dissimilaridade entre as instâncias i e j no espaço de origem.

d∗ij Dissimilaridade entre as instâncias i e j no espaço de destino.

D Matriz-(n× n) de dissimilaridades obtida a partir do espaço de origem.

D∗ Matriz-(n× n) de dissimilaridades obtida a partir do espaço de destino.

33
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3.1 Técnicas de Projeção de Dados Multidimensionais

Técnicas de projeção podem ser classificadas de diferentes formas, conforme apresen-

tado na Seção 2.5.1, e na maioria das vezes admitem mais de uma classificação, assim,

uma técnica pode ser ao mesmo tempo não linear, global e baseada em força, por exemplo.

Portanto, neste estudo, as técnicas não foram agrupadas em uma categoria espećıfica, e

sim exploradas segundo suas principais caracteŕısticas, ou seja:

� Ordem de complexidade do algoritmo.

� Uso ou não de amostras representativas.

� Interatividade da técnica.

� Se a técnica é “incremental”, no sentido de que novas instâncias podem ser mapeadas

isoladamente, sem remapear ou recalcular as demais.

� Se requer dados de entrada como vetores em Rm, isto é, X ⊂ Rm.

� Tipo de transformação, podendo ser: linear, não linear ou h́ıbrida.

� Formulação matemática: decomposição espectral, otimização não linear, força, ou-

tros tipos.

� Natureza da projeção: local, global ou ambas.

As próximas subseções revisam as principais técnicas de projeção dispońıveis na lite-

ratura, escolhidas com base na qualidade dos resultados que apresentam, bem como pelas

suas caracteŕısticas, algumas das quais representam o estado da arte no assunto. Assim

sendo, as seguintes técnicas de projeção são apresentadas neste caṕıtulo:

� A LLE (Roweis e Saul, 2000), por preservar propriedades locais e por ser a base

de várias outras técnicas, tal como a ONPP. A ONPP (Kokiopoulou e Saad,

2007) tem sua formulação matemática baseada na minimização de uma determinada

função-objetivo1, com restrições de ortogonalidade; estratégia utilizada em uma das

abordagens propostas, dáı a sua importância.

� FastMap (Faloutsos e Lin, 1995), por ser uma das técnicas mais rápidas conhecidas.

� SM (Sammon, 1969), por ser uma das mais tradicionais baseada em otimização não

linear, além de ser a base de Pekalska (uma técnica muito precisa).

� MDS (Torgerson, 1952) e Isomap (Tenenbaum et al., 2000), necessárias para a

compreensão das técnicas LMDS e L-Isomap, respectivamente.

1 Função a ser minimizada, também denotada como função-custo ou função-erro.



3.1 Técnicas de Projeção de Dados Multidimensionais 35

� Pekalska (Pekalska et al., 1999), LMDS (De Silva e Tenenbaum, 2004), L-Isomap

(De Silva e Tenenbaum, 2003), PLMP (Paulovich et al., 2010b) e a PLP (Paulovich

et al., 2011) por apresentarem bom desempenho em termos de stress e/ou tempo

computacional; por se apoiarem em subconjunto de amostras para realizar a pro-

jeção; e por admitirem interatividade (PLMP e PLP).

� LSP (Paulovich et al., 2008), SNE (Hinton e Roweis, 2002) e t-SNE (Maaten e

Hinton, 2008) por preservarem muito bem relações de vizinhança durante a projeção.

No caso da t-SNE, por representar uma das técnicas do estado da arte atual.

� LoCH (Fadel et al., 2015) por ser uma das mais atuais e por trabalhar de modo

diferenciado, posicionando os pontos com base no fecho convexo dos vizinhos mais

próximos.

3.1.1 Natureza Local x Global

A natureza da projeção é um aspecto particularmente importante nesta tese, uma vez

que a LAMP, uma das técnicas desenvolvidas neste projeto de doutorado (Caṕıtulo 4),

pode se comportar tanto como uma técnica global como local.

Técnicas locais tentam preservar a geometria local dos dados, ou seja, o mapeamento

de cada instância depende somente das amostras em sua vizinhança, o que caracteriza

a natureza local do processo. As técnicas globais, por outro lado, tentam preservar a

geometria em todas as escalas, isto significa que o mapeamento de cada instância deve

considerar globalmente as demais (De Silva e Tenenbaum, 2003).

A interpretação da natureza das técnicas, no entanto, pode produzir resultados con-

traditórios. A Tabela 3.1 apresenta alguns casos onde a mesma técnica é classificada ora

como local, ora como global, em diferentes trabalhos. Isto se deve em parte, porque al-

gumas técnicas, assim como a LAMP, podem apresentar os dois comportamentos, mas

também pelo fato desta interpretação ser algumas vezes subjetiva.

Considere, por exemplo, o caso clássico da SNE (ver Seção 3.1.12). Embora Maaten

(2007) (um dos autores da t-SNE) classifique a técnica como global, seu trabalho também

afirma que:

[...] Na SNE, similaridades de pontos próximos contribuem mais para a

função-custo. Isto conduz a um espaço de baixa dimensão que preserva

principalmente propriedades locais da variedade. Seu comportamento

local depende fortemente de um parâmetro livre definido pelo usuário.

No ano seguinte, o mesmo autor a classifica como local (Maaten e Hinton, 2008). Lee e

colaboradores (Lee et al., 2015) também mencionam aspectos locais da SNE ao afirmarem

que:
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[...] Todavia, estas melhorias não conseguem resolver uma lacuna

frequentemente negligenciada nos métodos baseados na SNE, isto é,

o tamanho da vizinhança considerada é relativamente pequeno, com-

parado ao número de instâncias avaliadas. Como consequência, infor-

mações sobre a estrutura global dos dados são perdidas, tornando a SNE

e suas variações propensas a problemas de mı́nimos locais.

Casos como este, em que apenas uma pequena vizinhança dos pontos é considerada

para computar o mapeamento, costumam caracterizar sua natureza local.

No caso da LLE (Roweis e Saul, 2000), o número de vizinhos também é controlado

por um parâmetro livre definido pelo usuário, mas nem sempre aumentar ou diminuir o

Tabela 3.1: Técnicas de projeção que apresentam classificação contraditória na literatura, em
relação à natureza da projeção.

Técnica
Classificação das técnicas de acordo com diferentes trabalhos:

Local Global

LLE De Silva e Tenenbaum (2003, 2004)
Maaten (2007)
Maaten e Hinton (2008)
Izenman (2008)
Maimon e Rokach (2010)
Paulovich et al. (2011)
Fadel et al. (2015)

Hoffmann et al. (2009)

LMDS Paulovich et al. (2011) De Silva e Tenenbaum (2004)
Joia et al. (2011)
Fadel et al. (2015)

Isomap Maaten e Hinton (2008)
Fadel et al. (2015)

De Silva e Tenenbaum (2003)
Maaten (2007)
Izenman (2008)
Hoffmann et al. (2009)
Maimon e Rokach (2010)
Paulovich et al. (2011)
Joia et al. (2011)

L-Isomap Maaten e Hinton (2008)
Fadel et al. (2015)

De Silva e Tenenbaum (2003, 2004)
Maimon e Rokach (2010)

LSP Fadel et al. (2015) Paulovich et al. (2011)
Joia et al. (2011)

SNE Maaten e Hinton (2008)
Lee et al. (2015)

Maaten (2007)
Hoffmann et al. (2009)
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número de vizinhos implica mudar a natureza da projeção, dependendo fortemente da

sua formulação matemática. Segundo os autores da técnica, a “LLE tende a recuperar

a estrutura global não linear a partir das combinações localmente lineares”. Pela forma

como é constrúıda, isto de fato ocorre (ver Seção 3.1.2).

Outros casos envolvendo a natureza local e/ou global das técnicas de projeção são

apresentados nas próximas seções, junto com a discussão da técnica.

3.1.2 Locally Linear Embedding (LLE)

A proposta de Roweis e Saul (2000) na LLE, apoia-se no fato de que a geometria local

em um espaço de alta dimensão pode ser preservada em um espaço equivalente de menor

dimensão. A Figura 3.1 ilustra o pipeline da técnica LLE. Os detalhes de cada passo são

discutidos a seguir.

Figura 3.1: Passos da técnica LLE (Retirado de Roweis e Saul (2000)).

Considere os conjuntos de dados X = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ Rn×m, Y = {y1, y2, . . . , yn} ⊂
Rn×p e a matriz de pesos W contendo os escalares wij. LLE consiste, basicamente, em

definir uma vizinhança em torno das entradas xi e minimizar duas funções-objetivo. A

primeira com relação aos pesos:

ε(W ) =
∑
i

∥∥∥xi −
∑
j

wijxj

∥∥∥2

. (3.1)

A segunda, fixa os pesos W , e minimiza a função em relação à variável Y :

Φ(Y ) =
∑
i

∥∥∥yi −
∑
j

wijyj

∥∥∥2

. (3.2)
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O Algoritmo 3.1 esclarece cada uma das etapas.

Algoritmo 3.1 Locally Linear Embedding (LLE)

Entrada: Conjunto de dados X ⊂ Rn×m, dimensão do espaço reduzido p e número de
vizinhos k.

Sáıda: Conjunto de dados projetado Y ⊂ Rn×p.

1: Atribuir k vizinhos a cada instância xi ∈ X.

2: Computar os pesos wij que melhor representam cada ponto xi, reconstrúıdo como uma
combinação linear dos demais pontos, ou seja: xi =

∑
j

wijxj, tal que:

(i) wij = 0 se xj não pertence à vizinhança de xi e

(ii)
∑
j

wij = 1, as linhas da matriz de pesos somam um.

Alcançado pela minimização de ε(W ) (Equação (3.1)).

3: Com os pesos wij do passo anterior, encontrar os vetores yi contendo as coordenadas
de cada ponto no espaço reduzido, também reconstrúıdo como uma combinação linear
de seus pares: yi =

∑
j

wijyj, sujeito às seguintes restrições:

(i)
∑
i

yi = 0, as coordenadas mapeadas são centradas na origem e

(ii) 1
n

∑
i

yiyi
> = I, os vetores mapeados têm covariância unitária.

Alcançado pela minimização de Φ(Y ) (Equação (3.2)).

Note que o algoritmo, além da dimensão p do espaço reduzido, tem apenas mais um

parâmetro livre, os k-vizinhos de cada ponto, que podem ser atribúıdos de vários modos:

usando k-Nearest Neighbors (k-NN) com a métrica Euclidiana, por exemplo; considerando

todos os pontos em uma bola de raio fixo; ou via alguma heuŕıstica. Mas o fato é que a

dimensão do espaço reduzido deve ser estritamente menor do que o número de vizinhos

fixado (p� k).

No Passo 2, a fim de reconstruir os pontos xi com base nos pesos wij e nos demais

pontos xj, LLE requer as coordenadas dos dados em Rm. Por outro lado, não precisa cal-

cular pares de distância para todo o conjunto, apenas os grafos de vizinhança. Minimizar

a Equação (3.1) com respeito a W , sujeito às restrições 2(i) e 2(ii) do Algoritmo 3.1 é

um problema solúvel por mı́nimos quadrados. Além disso, os pesos que minimizam esta

função-objetivo obedecem a uma importante simetria: são invariantes a rotações, escalas

e translações daqueles pontos e seus vizinhos. Particularmente a invariância à translação

fica garantida pela restrição 2(ii), onde a soma de cada linha da matriz de pesos vale um

(Roweis e Saul, 2000).

A Equação (3.2) deve ser minimizada com respeito a Y , onde Y representa o conjunto

de dados mapeado para o espaço de baixa dimensão. Note que esta equação pode ser

reescrita na forma matricial usando a norma de Frobenius :

Φ(Y ) = ‖Y − YW>‖2
F = ‖Y (I −W )>‖2

F . (3.3)
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E, em função do traço, como:

Φ(Y ) = tr[Y (I −W )>(I −W )Y>] = tr[YMY>], (3.4)

ondeM = (I −W )>(I−W ) é uma matrizm×m esparsa, simétrica e positiva semidefinida.

A função-objetivo tr[YMY>] pode ser minimizada encontrando-se os autovetores com os

menores autovalores não nulos de M (Bai et al., 2000; Horn e Johnson, 1990).

LLE tem complexidade quadrática, não faz uso de amostras representativas, tampouco

permite interatividade (por construção). Incluir novas instâncias no mapeamento implica

obter seus vizinhos, recalcular todos os pesos e minimizar a Equação (3.2) novamente,

i.e., executar todos os passo do algoritmo, portanto, também não é incremental.

É uma técnica não linear. Embora os pesos wij e os vetores yi sejam calculados por

métodos da álgebra linear, as restrições impostas às Equações (3.1) e (3.2) resultam em

dados de natureza altamente não linear.

Por preservar propriedades locais, LLE consegue projetar variedades não convexas,

mas apresenta dificuldades para tratar variedades que contêm buracos (Roweis e Saul,

2000). Além disso, tende a aglomerar grandes quantidades de dados no espaço de baixa

dimensão devido à restrição da covariância (Maaten et al., 2009).

3.1.3 Orthogonal Neighborhood Preserving Projections (ONPP)

Com base na LLE, Kokiopoulou e Saad (2007) construiram uma nova técnica denomi-

nada Orthogonal Neighborhood Preserving Projections (ONPP). O método proposto por

eles projeta os dados para o espaço de baixa dimensão usando uma transformação linear

V .

Admitindo os mesmos conjuntos de dados X, Y e a matriz de pesos W definidos

anteriormente para a LLE, é posśıvel expressar cada elemento yi em função de uma certa

matriz de transformação V ⊂ Rm×p a ser determinada, ou seja: yi = V>xi, i = 1, ..., n.

Note que xi e yi são tomados como vetores-coluna, a fim de que a transformação V fique

à esquerda na multiplicação, logo Y = V>X, a menos de uma transposição. Impondo-se

este mapeamento expĺıcito de X para Y na Equação (3.3) da LLE, obtém-se:

Φ(Y ) = ‖V>X(I −W )>‖2
F , (3.5)

que, em função do traço, resulta:

Φ(Y ) = tr[V>X(I −W )>(I −W )X>V ] = tr[V>M̃V ]. (3.6)

A ONPP ainda impõe uma restrição de ortogonalidade adicional ao mapeamento, isto

é, V>V = I. Então a solução V do problema de otimização acima é a base de autovetores
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associados com os p menores autovalores não nulos da matriz M̃ , definida como:

M̃ = X(I −W )>(I −W )X>. (3.7)

O Algoritmo 3.2 elucida cada etapa desta técnica.

Algoritmo 3.2 Orthogonal Neighborhood Preserving Projections (ONPP)

Entrada: Conjunto de dados X ⊂ Rm×n, dimensão do espaço reduzido p e número de
vizinhos k.

Sáıda: Conjunto de dados projetado Y⊂ Rp×n.

1: Computar os k vizinhos mais próximos de cada instância xi ∈ X.

2: Computar os pesos wij que fornecem a melhor reconstrução linear de cada instância
xi com base na sua vizinhança.

3: Computar as projeções yi = V>xi, onde V é determinado pelo cálculo dos p autove-
tores de M̃ (Equação (3.7)) associados aos menores autovalores não nulos.

ONPP constrói um grafo de vizinhos mais próximos (k-NN) com pesos, o qual modela

explicitamente a topologia dos dados. De modo similar à LLE, os pesos possibilitam

capturar a geometria da vizinhança de cada ponto. Também parte do prinćıpio de que

cada ponto no espaço reduzido pode ser reconstrúıdo a partir dos seus vizinhos, pelos

mesmos pesos usados no espaço de origem.

Em contraste à LLE, calcula um mapeamento linear expĺıcito Y = V>X, do espaço

de origem para o espaço reduzido. Na LLE este mapeamento é impĺıcito e não permite

projetar novas instâncias. No caso da ONPP, uma vez que a matriz de redução de

dimensionalidade V tenha sido encontrada, a projeção de novas instâncias é realizada por

uma simples multiplicação de matrizes (Passo 3 do Algoritmo 3.2), portanto esta técnica

é incremental.

Assim como sua predecessora, ONPP também tem complexidade O(n2). É baseada

em decomposição espectral e, por ser proveniente da LLE, herda algumas de suas desvan-

tagens:

� Não prevê o uso de amostras representativas para acelerar o processo de projeção.

� Tem custo computacional elevado, o que dificulta sua utilização em aplicações in-

terativas.

� Requer dados de entrada como vetores em Rm.

Contudo, possui algumas vantagens sobre a LLE:

� Capacidade de projetar novas instâncias de modo incremental.

� Força a projeção a ser ortogonal, portanto, invariante a efeitos como escala e cisa-

lhamento.
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É uma técnica de redução de dimensionalidade linear cuja tendência é preservar a

vizinhança local, bem como a geometria global dos dados (Kokiopoulou e Saad, 2007).

3.1.4 FastMap

A técnica FastMap foi desenvolvida por Faloutsos e Lin (1995) com o objetivo de

fornecer uma ferramenta de visualização e recuperação de informações a partir de grandes

coleções de dados. Para lidar com grandes volumes de informações era necessário um

algoritmo mais eficiente do que as tradicionais técnicas MDS da época, em geral de ordem

quadrática (técnicas baseadas em MDS são discutidas na Seção 3.1.7). Assim os autores

propuseram um algoritmo cuja ideia era imaginar as instâncias de dados como pontos

em um espaço de alta dimensão m e projetar estes pontos em p direções mutuamente

ortogonais, onde p é definido pelo usuário.

Para tanto, considere n o número total de instâncias, dij a dissimilaridade entre dois

pontos quaisquer no espaço m-dimensional e d∗ij a dissimilaridade entre suas respectivas

imagens no espaço p-dimensional, p < m.

Chama-se projeção ortogonal (ou simplesmente projeção) de um ponto sobre uma reta

ao ponto de interseção da reta com a perpendicular a ela conduzida por aquele ponto (ver

Figura 3.2(a)). Observe que P ′ é a projeção do ponto P sobre a reta r, tal que PP ′ ⊥ r

e PP ′ ∩ r = {P ′}.
Do mesmo modo a projeção de um segmento de reta PQ não perpendicular a uma

reta r, sobre esta reta é o segmento P ′Q′, tal que P ′ é a projeção de P sobre r e Q′ é a

projeção de Q sobre r (Figura 3.2(b)).

(a) (b)

Figura 3.2: Projeção ortogonal: (a) do ponto P sobre a reta r; (b) do segmento de reta PQ
sobre a reta r.

Para realizar a projeção a partir de um espaço de alta dimensão, os autores escolheram

dois objetos Oa e Ob neste espaço, denominados objetos-pivô. Os pivôs devem ser pontos

o mais distante posśıvel um do outro. Embora esta escolha implique O(n2) passos, eles

utilizaram uma heuŕıstica com base em O(n) operações para selecionar os pivôs (veja

Faloutsos e Lin (1995) para o algoritmo). Então imaginaram uma reta unindo os pivôs no
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espaço de alta dimensão. A projeção de um objeto Oi sobre esta reta pode ser observada

na Figura 3.3. No triângulo OaOiOb obtido, o segmento OaOi projetado sobre o lado

OaOb do triângulo determina um segmento de comprimento xi.

Figura 3.3: Projeção ortogonal do ponto Oi sobre a reta OaOb (Retirado de Faloutsos e Lin
(1995)).

Aplicando-se o teorema de Pitágoras nos dois triângulos retângulos OaOi′Oi e

ObOi′Oi, obtém-se a seguinte relação métrica:

dbi
2 = dai

2 + dab
2 − 2xidab.

Que resolvida em xi, resulta:

xi =
dai

2 + dab
2 − dbi2

2dab
. (3.8)

Um dos desafios da técnica era obter as projeções a partir de uma matriz de dissi-

milaridades (Definição 2.17), o que de fato fica resolvido com a Equação (3.8), onde a

projeção Oi′ depende somente das medidas de distância. Note que o ponto Oi neste caso,

foi mapeado para uma reta (unidimensional), portanto, solúvel para p = 1.

Para mapear objetos em um espaço bidimensional (ou mesmo p-dimensional) deve-se

seguir a mesma ideia: imaginar que os objetos são pontos de um espaço m-dimensional,

considerar um hiperplano H de dimensão (m − 1) perpendicular à reta OaOb, então

projetar os pontos neste hiperplano (Figura 3.4). Dáı em diante o problema se resolve

da mesma forma que o anterior, restando apenas uma forma de encontrar a distância d∗

entre duas projeções no hiperplano H, a qual é dada pelo Lema 3.1 a seguir.

Lema 3.1 No hiperplano H, a distância Euclidiana d∗ entre as projeções Oi′ e Oj′ pode

ser calculada a partir da distância original d, do seguinte modo:

d∗(Oi′, Oj′)2 = d(Oi,Oj)2 − (xi − xj)
2 i, j = 1, . . . , n. (3.9)
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Figura 3.4: Projeção dos pontos Oi e Oj no hiperplano H, perpendicular à reta OaOb definida
na figura anterior (Retirado de Faloutsos e Lin (1995)).

A Equação (3.9) provém da aplicação direta do teorema de Pitágoras no triângulo

OiCOj, retângulo em C. Desta forma, o problema pode ser resolvido para p = 2 e, se

aplicados os mesmos passos recursivamente, p vezes, pode ser resolvido para qualquer p,

lembrando que para cada dimensão dois novos pivôs devem ser escolhidos, resultando em

um total de 2p pivôs ao final do processo. A complexidade do algoritmo é linear e depende

de cada chamada recursiva, ou seja O(pn).

FastMap tem sua formulação matemática apoiada em teoremas da geometria Euclidi-

ana clássica. Faz uso de um número bem reduzido de amostras representativas – os pivôs

– que servem para assegurar a condição de ortogonalidade e orientar a projeção. O ma-

peamento ocorre ponto-a-ponto e não como uma única transformação, mas a natureza da

transformação é não linear global (Maaten, 2007).

É ideal para realizar buscas por conteúdo: consulta-por-exemplo (query-by-example),

pois quando um novo objeto a ser consultado é fornecido, ele pode ser mapeado para o

espaço de destino usando os mesmos objetos-pivô do mapeamento global, sem modificá-lo

(incremental), mas por construção não permite interatividade. A eficiência computacional

torna FastMap uma boa candidata para aplicações dinâmicas (on-the-fly), contudo, os

resultados nem sempre são tão precisos como em outras técnicas MDS.

3.1.5 Sammon’s Mapping (SM)

Sammon’s Mapping (Sammon, 1969) é uma das mais tradicionais técnicas de projeção

de dados multivariados2 baseada em minimização não linear.

Esta técnica procura minimizar a função de erro Esm (Equação (3.11)), mantendo uma

estrutura global, sem uso de qualquer subconjunto de amostras representativas ou mesmo

2O mesmo que multidimensionais.
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relações de vizinhança, requerendo apenas informações de distância entre os pontos, con-

forme explicado abaixo.

Considere o conjunto de dados X com n-vetores xi (i = 1, ..., n), contidos em um espaço

de alta dimensão m. Correspondente a este, considere um outro conjunto com n-vetores

no espaço p-dimensional (p = 2 ou 3) designado por Y , tal que as distâncias entre pares

de elementos nesses conjuntos sejam denotadas por dij = dist(xi, xj) e d∗ij = dist(yi, yj),

respectivamente.

Como primeiro passo da técnica, é necessário escolher uma configuração inicial

p-dimensional para o conjunto de vetores Y . Os vetores que aparecem na Equação (3.10),

aleatoriamente definidos, denotam essa configuração. Segundo Sammon esta configuração

inicial aleatória é suficiente para demonstrar a técnica. Todavia, na prática, a configuração

inicial dos vetores é encontrada projetando-se os dados m-dimensionais ortogonalmente

em um espaço p-dimensional, gerado pelas p coordenadas originais com as maiores vari-

âncias.

y1 =


y11

...

y1p

 , y2 =


y21

...

y2p

 , . . . , yn =


yn1

...

ynp

 . (3.10)

Depois disso, calculam-se todas as interdistâncias entre pares de vetores a serem uti-

lizadas pela função de erro (Equação (3.11)). Note que o erro é uma função com p × n
variáveis yqr, tal que q = 1, . . . , n e r = 1, . . . , p.

Esm =
1∑

i<j

(dij)

n∑
i<j

(dij − d∗ij)2

dij
. (3.11)

O último passo do algoritmo é ajustar as yqr variáveis, i.e., mudar a configuração do

espaço p-dimensional de modo a minimizar o valor do erro Esm. Para este fim SM aplica

o método do gradiente descendente. Este método implica o cálculo das derivadas parciais

de 1a e 2a ordem cada vez que as coordenadas yqr são atualizadas. O processo se repete

até que um limite de convergência seja alcançado. O algoritmo é de ordem quadrática

e depende do número de iterações c aplicadas, além do número de instâncias n, ou seja,

O(cn2).

Nesta técnica, o mapeamento ocorre ponto-a-ponto, não existe uma função de ma-

peamento expĺıcito, tampouco é capaz de acomodar novos pontos sem interferir em todo

o mapeamento. Além disso, pelo fato de precisar computar e armazenar todas as dis-

tâncias entre pontos, torna-se inviável para aplicações práticas onde os dados chegam

sequencialmente, ou a quantidade de dados é grande.
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3.1.6 Pekalska Approximation

A fim de reduzir o custo computacional de Sammon’s Mapping (SM), Pekalska et al.

(1999) propuseram uma técnica que projeta um subconjunto de s-amostras no espaço

visual otimizando uma função de stress. Em seguida, projeta as instâncias remanescentes

usando um mapeamento linear global, resultando em um algoritmo O(2s3 +sn), conforme

será explicado a seguir.

A complexidade de SM é alta porque a função Esm (Equação (3.11)) se baseia em O(n2)

distâncias, além disso, novos pontos não podem ser adicionados ao layout sem recalcular

todos os demais. Nesse sentido, duas medidas foram tomadas: primeiro um algoritmo

mais adequado de minimização foi adotado. Na concepção dos autores, Pseudo-Newton,

em geral, funciona melhor do que o método do gradiente. A segunda melhoria concerne

à ideia de executar Sammon’s Mapping somente em um subconjunto de pontos, por eles

denominado base. O restante dos pontos seriam adicionados a posteriori, aplicando uma

única transformação linear V , tal que V preserva distâncias e evita distorções na função

do stress. Em virtude disso, a técnica pode ser considerada h́ıbrida com relação ao tipo

de transformação de dados, já que a primeira parte, baseada em otimização, é não linear

e esta última, linear.

Com relação à parte não linear, uma questão a ser respondida era quantos pontos

seriam necessários para constuir uma base. Isto foi determinado empiricamente através

de simulações, comparando o resultado do stress obtido com SM versus o da nova proposta,

e a melhor escolha ficou em torno de 50% do total de instâncias, n/2.

A parte linear é processada por um método denominado Mapeamento de Distâncias.

Considere n o número total de instâncias, s o número de amostras da base (s < n), m

a dimensão do espaço de origem e p a dimensão do espaço de projeção (p < m). Seja

Xbase ⊂ Rs×m a base de s pontos escolhidos randomicamente para otimização por SM e

Dbase a sua correspondente matriz de distâncias, tal que Y base ⊂ Rs×p é o resultado dessa

otimização. Considerando que a matriz Dbase, por ser uma matriz de distâncias tem posto

completo, então deve existir uma transformação linear V ⊂ Rs×p que aproxime:

Ds×s
base · V

s×p = Y s×p
base . (3.12)

Note que Pekalska não requer os dados de entrada como vetores em Rm, podendo lidar

diretamente com a matriz de distâncias.

Uma vez encontrado V no sistema acima, os pontos remanescentes denotados por

Y new ⊂ R(n−s)×p podem ser mapeados como segue:

D
(n−s)×s
new−to−base · V

s×p = Y (n−s)×p
new , (3.13)
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onde a matriz Dnew−to−base ⊂ R(n−s)×s é a matriz contendo todas as distâncias entre

pontos dos conjuntos Xbase e Xnew, conduzidas pela mesma transformação V .

A análise é a seguinte: na Equação (3.12), Y base representa as coordenadas dos pontos

da base mapeados para Rp por Sammon’s Mapping , mas a entrada Dbase representa as

distâncias entre esses pontos, não suas coordenadas Xbase como seria natural esperar no

sistema, então V comporta-se como uma “transformada” do domı́nio da distância para o

domı́nio de Rp, garantido por SM. Logo, se aplicarmos a mesma transformada V para as

distâncias entre pontos de Xbase (tomado como referência) e Xnew, num total de s(n− s)
distâncias, é de se esperar que os pontos em Xnew sejam mapeados corretamente para Rp

também.

Pela sua formulação, Pekalska é incremental, visto que consegue acomodar novos pon-

tos sem refazer todo o mapeamento. Para mapear uma nova instância xn+1 é suficiente

calcular as s distâncias de xn+1 aos elementos de Xbase e aplicar a transformação V sobre

o vetor de distâncias obtido.

Embora mais eficiente que outros métodos baseados em otimização, a abordagem de

Pekalska não é flex́ıvel o suficiente para suportar aplicações interativas, pois requer um

número elevado de amostras representativas (base) para projetar os dados. Apesar dessa

limitação, Pekalska é uma técnica muito precisa com relação à preservação de distân-

cias. Nas comparações realizadas com a LAMP no Caṕıtulo 4, mostrou-se uma das mais

competitivas em termos de stress (ver Figura 4.4(a)).

3.1.7 Multidimensional Scaling (MDS) e Landmark MDS

O algoritmo Multidimensional Scaling (MDS) clássico teve origem nos trabalhos de

Richardson (1938) e Yong e Householder (1938), mas foi popularizado por Torgerson

(1952). Atualmente constitui uma famı́lia de técnicas usadas para analisar a proximidade

entre objetos de dados. Muitos métodos de projeção multidimensional derivam da teoria

MDS, a qual requer apenas informação de distância entre pares de objetos para executar

o mapeamento, tornando as coordenadas do espaço de origem desnecessárias (Steyvers,

2002).

Quando o número de objetos é muito grande, o algoritmo MDS clássico não se mostra

eficiente, pois necessita calcular os p autovalores e autovetores da matriz de distâncias

Dn×n informada como entrada, onde p é a dimensão do espaço reduzido.

Para lidar com esta situação, o algoritmo Landmark MDS (LMDS) (De Silva e Tenen-

baum, 2003, 2004) foi desenvolvido, e pode ser interpretado como uma variação de MDS,

preservando todas as suas propriedades, porém com mais eficiência, já que trabalha com

uma submatriz Ds×n, obtida das distâncias entre as n instâncias de dados e um conjunto

contendo s pontos de referência denominados landmarks.

LMDS consiste de quatro passos principais, conforme descrito no Algoritmo 3.3.
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Algoritmo 3.3 Landmark MDS (LMDS)

Entrada: Conjunto de n pontos em Rm, dimensão do espaço reduzido p e número de
landmarks s.

Sáıda: Conjunto de dados mapeado Y ⊂ Rp.

1: Especificar um conjunto de s pontos landmarks.

2: Aplicar MDS clássico para encontrar a matriz Lp×s, que representa o mapeamento dos

s pontos landmarks em Rp. Como entrada, usar a matriz de distâncias Ds×s entre os

pares de pontos landmarks.

3: Aplicar a triangulação baseada em distâncias para encontrar uma matriz Y p×n que

representa o mapeamento dos n pontos em Rp. Como entrada, usar a matriz de

distânciasDs×n, entre os pontos landmarks e os pontos do conjunto de dados. As novas

coordenadas são derivadas a partir das distâncias ao quadrado por uma transformação

linear afim.

4: Recentrar os dados sobre sua média, e usar PCA para alinhar os eixos principais dos

dados recém-mapeados com os eixos coordenados, em ordem decrescente de significân-

cia (opcional).

A seleção dos pontos realizada no Passo 1 pode ser feita de duas maneiras: (i) de

forma aleatória ou (ii) pela aplicação do algoritmo MaxMin que seleciona os pontos,

um por vez, onde cada novo landmark maximiza, sobre todos os pontos não usados, a

distância mı́nima a quaisquer dos landmarks existentes. Neste processo, o primeiro ponto

é escolhido aleatoriamente. O custo de usar MaxMin ao invés de escolha aleatória é de

O(sn) operações extras. Para uma projeção p-dimensional satisfatória, é requerido no

mı́nimo p + 1 landmarks selecionados, no entanto, é conveniente selecionar mais pontos

landmarks do que estritamente o mı́nimo.

O Passo 2, aplica MDS clássico para mapear os s pontos landmarks para o espaço Rp,

usando a matriz Ds×s como entrada, e não a matriz completa Dn×n. Isto reduz bastante

o custo computacional associado ao cálculo e armazenamento da matriz.

O procedimento de triangulação com base em distâncias, citado no Passo 3, é tratado

como um problema linear. O Passo 4 não é essencial, mas normaliza a sáıda.

Uma caracteŕıstica importante da LMDS é permitir a introdução de novos pontos de

forma cont́ınua, realizando apenas um cálculo global se for exigido que as coordenadas

encontradas estejam alinhadas com respeito aos eixos principais, ou seja, após os pontos

landmarks serem fixados e os cálculos iniciais terem sido realizados, todos os pontos

são projetados independentemente um do outro usando uma transformação linear fixa.

Usando a distância Euclidiana entre pares de objetos, a complexidade computacional é

aproximadamente O(s3 + psn), onde s é o número de pontos landmarks, p é a dimensão

desejada e n é o número total de instâncias.
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Embora seja preciso em termos de preservação de distâncias, o método LMDS não pos-

sui um mecanismo para interagir com os dados projetados (Paulovich et al., 2010a). Dado

o conjunto de pontos landmarks, LMDS pode trabalhar diretamente com as submatrizes

de distâncias Ds×s e Ds×n. Além disso, é uma técnica de natureza global e incremental.

3.1.8 Isometric Feature Mapping (Isomap) e Landmark Isomap

A técnica Landmark Isomap (L-Isomap) proposta por De Silva e Tenenbaum (2003)

se apoia em outra, a Isometric Feature Mapping (Isomap) (Tenenbaum et al., 2000),

portanto, iniciaremos a análise por ela.

Isomap é uma técnica de redução de dimensionalidade não linear que usa MDS clássico

com distâncias geodésicas entre os pontos de uma variedade. Ela pode computar soluções

ótimas de forma global. Para uma classe de variedades como Swiss roll, consegue convergir

assintóticamente para uma estrutura exata. No entanto, não consegue lidar facilmente

com domı́nios mais complexos, tais como curvaturas não triviais, buracos ou saliências,

esferas e variedades não convexas. Em geral, requer um conjunto denso de pontos para

estimar variedades, sendo fortemente dependente da vizinhança dos pontos para obter

êxito.

Os principais passos da Isomap são apresentados no Algoritmo 3.4.

Uma falha no algoritmo Isomap é ser topologicamente instável. Conexões no grafo de

vizinhos G podem ser constrúıdas erroneamente e sua estabilidade depende dos valores

de ε ou k (Balasubramanian et al., 2002).

Devido à sua complexidade na ordem de O(n3), Isomap torna-se inviável para grandes

conjuntos de dados. A técnica também enfrenta problemas com matrizes densas, tem que

armazenar a matriz de distâncias completa e, quando aplicada a dados reais, mostra-se

senśıvel a rúıdos e perturbações.

L-Isomap é uma técnica que combina as vantagens da abordagem global com as

vantagens exclusivas dos métodos locais. Ela aproxima a extensa computação global da

Isomap para um conjunto reduzido de cálculos, além de suprir suas principais deficiências

e, faz uso de um pequeno conjunto de dados denominado pontos landmarks (De Silva e

Tenenbaum, 2003).

A L-Isomap trabalha designando s instâncias para serem os pontos landmarks, onde

s� n. Em seguida, computa a matriz de distâncias de cada ponto aos pontos landmarks,

Ds×n, reduzindo o cálculo de distâncias para O(ksn log n), onde k é o tamanho da

vizinhança. Então aplica LMDS (ao invés de MDS) sobre a matriz de distâncias para

encontrar a solução.

Por construção, L-Isomap não permite interatividade e tem sua formulação matemática

baseada em decomposição espectral.
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Algoritmo 3.4 Isometric Feature Mapping (Isomap)

Entrada: Matriz DX contendo as distâncias dX(i, j) entre todos os pares de pontos i, j
do conjunto de dados Xn×m; um raio fixo ε (ou o tamanho da vizinhança k).

Sáıda: Conjunto de dados mapeado Y ⊂ Rp.

1: Determinar quais pontos são vizinhos na variedade M com base nas distâncias dX(i, j),
podendo ser realizado de duas formas distintas:

(i) Conectando cada ponto a todos os outros pontos dentro de uma bola de raio fixo
ε, ou;

(ii) Tomando os k-vizinhos mais próximos (k-NN) de cada ponto.

Estes relacionamentos de vizinhança são representados como um grafo ponderado G
sobre todos os pontos do conjunto de dados X, onde os pesos das arestas são dados
por dX(i, j).

2: Estimar as distâncias geodésicas dM(i, j) entre todos os pares de pontos na variedade
M , computando os caminhos mais curtos dG(i, j) no grafo G. Este procedimento
requer:

(i) Inicializar dG(i, j) = dX(i, j) se i, j estão conectados por uma aresta, caso con-
trário dG(i, j) =∞;

(ii) Para cada l = 1, 2, . . . , n, substituir todas as entradas dG(i, j) pelo
min{dG(i, j), dG(i, l) + dG(l, j)}.

A matriz final DG = {dG(i, j)} irá conter as distâncias correspondentes aos caminhos
mais curtos entre todos os pares de pontos de G.

3: Aplicar MDS clássico sobre a matriz de distâncias DG, construindo o espaço
p-dimensional Y que melhor preserva a geometria intŕınseca dos dados.

3.1.9 Part-Linear Multidimensional Projection (PLMP)

Part-Linear Multidimensional Projection (PLMP) (Paulovich et al., 2010b) é uma

técnica de projeção global, constrúıda para trabalhar com grandes conjuntos de dados,

pois requer uma quantidade reduzida de informações de distância, aumentando substan-

cialmente a velocidade da projeção. Isto se deve ao fato da PLMP lidar com amostras

representativas (ou pontos de controle). Estas amostras são inicialmente posicionadas no

espaço visual, com o propósito de guiar o restante da projeção.

O posicionamento das amostras é realizado através de um esquema não linear. Em

seguida, as demais instâncias são projetadas via um mapeamento linear, constrúıdo a

partir das coordenadas cartesianas das amostras, justificando assim o termo“Part-Linear”

no seu nome. As etapas da PLMP podem ser visualizadas por meio do pipeline ilustrado

na Figura 3.5.

A etapa não linear apoia-se em um esquema baseado em força (Force Scheme) (Tejada

et al., 2003), o qual faz uma analogia entre minimização de stress em sistemas massa-mola,



50 3. Trabalhos Relacionados

Figura 3.5: Pipeline da técnica PLMP (Retirado de Paulovich et al. (2010b)).

porém, a força restauradora do sistema é definida em função da distância residual entre

os espaços de origem e de projeção. A escolha das amostras pode ser realizada de modo

aleatório, em torno de
√
n , onde n é o número total de instâncias.

A PLMP parte do prinćıpio de que se pode calcular uma transformação linear

Φ : Rm → Rp, p < m para mapear todo o conjunto de dados de modo eficiente, levando

em conta apenas um subconjunto de amostras representativas mapeadas, a priori, na

etapa não linear. Em termos matemáticos, Φ deve satisfazer:

Φ =
Φ̂∈Lm,p

arg min

{
1

D

∑
ij

(d(xi, xj)− d(Φ̂(xi), Φ̂(xj)))
2

}
, (3.14)

onde xi, xj são instâncias do conjunto de dados X = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ Rm, Lm,p é o

espaço da transformação linear Rm → Rp, tal que Φ̂ é a transformação aplicada neste

espaço e D =
∑

i,j d(xi, xj)
2.

Minimizar a Equação (3.14) diretamente, para todo o conjunto de dados, é inviável

quando n é grande. A estratégia então é aproximar a solução usando somente as amostras,

conforme será explicado a seguir.

Considere o subconjunto X ′ ⊂ X contendo s-amostras representativas, com s� n,

assim representado X ′ = {x’1, x’2, . . . , x’s}. Admitindo que o subconjunto X ′ já tenha

sido mapeado para o espaço de baixa dimensão usando o esquema baseado em forças

mencionado no ı́ńıcio, resultando em Y ′ = {y’1, y’2, . . . , y’s}, com Y ′ ⊂ Rp, então um

mapeamento linear ideal Φ que minimiza a Equação (3.14) é aquele que satisfaz:

Φ(x′i) = y′i, ∀i, i = 1, . . . , s.

Que em termos matriciais pode ser expresso como:

X ′s×m · Φm×p = Y ′s×p. (3.15)

Note que nesta equação, X ′ e Y ′ são conhecidos, logo deve ser resolvida na variável Φ.

Também é esperado que s > m, o que normalmente ocorre para grandes conjuntos de

dados.
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É interessante compararmos esta formulação com a aproximação de Pekalska. Note

que, apesar da estrutura semelhante, a formulação de Pekalska (Equação (3.12)) toma

como entrada uma matriz de dissimilaridades, enquanto que a PLMP (Equação (3.15))

toma como entrada um conjunto de vetores definidos em Rm.

Resolver a Equação (3.15) em Φ implica resolver p sistemas lineares da forma

X ′ · φj = ψj, com j = 1, . . . , p,

onde φj = [φ1j, φ2j, . . . , φmj]
> e ψj = [y1j, y2j, . . . , ysj]

> representam, respectivamente, as

variáveis da transformação Φ e as coordenadas dos pontos de controle.

O conjunto de sistemas definido pela Equação (3.15) pode ser resolvido de forma usual,

fazendo:

X ′>X ′ · Φ = X ′>Y ′, (3.16)

Portanto, resolvendo p sistemas lineares de ordem m×m encontramos uma aproximação

para Φ. Lembrando que, no contexto de visualização p = 2 ou 3. Para valores moderados

de m pode ser usada a fatoração de Cholesky ou, se for o caso, o método do gradiente

conjugado.

Uma vez encontrada a transformação linear Φ, a projeção das demais instâncias em

Rp reduz-se a uma simples multiplicação de matrizes, entre a matriz de entrada em Rm

pela matriz de transformação Φ, operação que pode ser realizada com baixo custo com-

putacional, O(n).

Como consequência da sua eficiência computacional, a PLMP torna-se ideal para apli-

cações interativas e dinâmicas. É posśıvel melhorar a projeção final manipulando intera-

tivamente a posição das amostras no espaço visual, todavia, sua natureza global limita

o quanto a projeção pode ser melhorada, ou seja, não consegue acompanhar drástica

separação de instâncias.

Observe que a formulação matemática apresentada nesta seção não utiliza informações

de distância, a não ser para posicionar as amostras representativas no espaço de projeção,

permitindo assim, mapear grandes conjuntos de dados. Esta caracteŕıstica, no entanto,

limita a PLMP como ferramenta de exploração visual de coleções de documentos e dados

textuais, já que não manipula informações de dissimilaridade diretamente.

Por construção, a PLMP é incremental e pode projetar dados em fluxo cont́ınuo

(streaming) e paralelizado, decorrente da forma como opera na fase linear, com base

em multiplicações matriciais.

3.1.10 Piecewise Laplacian-based Projection (PLP)

A Piecewise Laplacian-based Projection (PLP) (Paulovich et al., 2011) usa um esquema

baseado em força para posicionar um subconjunto de amostras no espaço visual. As
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instâncias remanescentes são projetadas usando operadores locais do tipo Laplaciano, os

quais são constrúıdos a partir de grafos de vizinhança locais disjuntos.

O método empregado na PLP é constitúıdo por três passos principais, conforme

ilustrado na Figura 3.6, ou seja:

1. Amostragem: seleção de um pequeno subconjunto de instâncias. Esta seleção pode

ser feita de forma aleatória ou, pode ser condicionada pelo usuário com o objetivo

de guiar a projeção. O número de amostras s =
√
n fornece um bom balaceamento

entre custo computacional e qualidade do mapeamento final.

2. Construção dos grafos de vizinhança: para cada uma das amostras, um grafo de

vizinhança e um conjunto de pontos de controle são definidos. Cada grafo dá origem

a uma matriz Laplaciana que executa a projeção das correspondentes instâncias para

os nós do grafo, já os pontos de controle restringem o sistema Laplaciano a fim de

direcionar o posicionamento das amostras projetadas no espaço visual.

3. Resolução do sistema linear Laplaciano: neste mecanismo, cada elemento do con-

junto de dados pode ser escrito como uma combinação convexa de seus vizinhos

mais próximos no espaço visual.

Figura 3.6: Pipeline da técnica PLP (Retirado de Paulovich et al. (2011)).

Flexibilidade em termos de interação do usuário é a principal qualidade da PLP, uma

vez que o usuário pode mover as amostras projetadas, agrupando instâncias similares, e

desse modo mudar o layout da projeção. Esta versatilidade é garantida pela sua natureza

local, tanto que mudanças drásticas são posśıveis porque os grafos de vizinhança local são

reconstrúıdos durante a interação do usuário (ver Figura 3.7). A cont́ınua atualização dos

grafos locais, no entanto, aumenta o custo computacional e pode impactar na robustez.

Adaptação dinâmica do layout, custo computacional na ordem de O(sn) e boa preser-

vação de vizinhança tornam a PLP uma técnica atrativa para projeções envolvendo ex-

ploração interativa e visualização de grandes conjuntos de dados.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.7: Atualização dos grafos de vizinhança: dada uma projeção (a), o usuário arrasta
e reposiciona instâncias projetadas (b). Em seguida, os grafos de vizinhança são atualizados
para refletir as mudanças (c), modificando as matrizes laplacianas e a projeção (d) (Retirado de
Paulovich et al. (2011)).

3.1.11 Least Square Projection (LSP)

Outra técnica revisada, a Least Square Projection (LSP) (Paulovich et al., 2008)

destaca-se, principalmente, por produzir mapeamentos com alta preservação de vizi-

nhança. É uma técnica de natureza, em geral, global que transforma os dados com base

em um esquema não linear, resultando em um algoritmo da ordem O(s2 + n2). Os passos

da LSP são apresentados no Algoritmo 3.5, cujos detalhes são discutidos a seguir.

A qualidade da projeção da LSP depende do número e da distribuição adequada dos

pontos de controle (Passo 1). Em geral s =
√
n é suficiente, dependendo da técnica MDS

utilizada. Para fazer a seleção, o conjunto de dados é quebrado em s grupos utilizando o

método k-medoides (Berkhin, 2002), tal que o medoide (ponto mais próximo do centroide)

de cada grupo é usado como ponto de controle.

Além das coordenadas cartesianas dos pontos de controle, é necessário definir uma

lista de vizinhos Vi ⊂ X para cada ponto xi ∈ X (Passo 2). A LSP emprega uma técnica

simples baseada em agrupamentos para encontrar a vizinhança dos pontos. Esta abor-

dagem é usual, já que o espaço foi quebrado anteriormente em s-grupos para selecionar os

pontos de controle, e pelo menor custo que apresenta quando comparada à outras abor-

dagens, em geral de ordem quadrática. Os detalhes deste procedimento estão dispońıveis

em Paulovich et al. (2008).

Quando um sistema linear é constrúıdo em conformidade com o Passo 3 do Algo-

ritmo 3.5, os pontos xi ∈ X pertencem ao fecho convexo de sua vizinhança Vi, e se os

pesos αij são dados por αij = 1
ki

temos xi no centroide dos pontos em Vi. Nestas condições,

a matriz L (constrúıda no Passo 3) é usualmente chamada de matriz Laplaciana. O ope-

rador Laplaciano faz uso de um grafo de vizinhança global entre os pontos de X, a partir

do qual um grande sistema linear esparso é obtido.
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Algoritmo 3.5 Least Square Projection (LSP)

Entrada: Conjunto de dados X = {x1, x2, . . . , xn} de dimensão n×m, dimensão do
espaço reduzido p (p < m), número de pontos de controle s e número de vizinhos de
cada instância k.

Sáıda: Conjunto de dados projetado Y= {y1, y2, . . . , yn} ⊂ Rn×p.

1: Mapear um subconjunto contendo s-amostras (pontos de controle) no espaço Rp, por
um método MDS conhecido (s� n).

2: Atribuir k-vizinhos a cada instância xi ∈ X, denotados por Vi.

3: Supondo que cada ponto yi ∈ Y é dado por: yi −
∑

xj∈Vi
αijyj = 0, sujeito a:

(i) 0 6 αij 6 1 e

(ii)
∑
j

αij = 1,

construir os sistemas lineares Lψj = 0, j = 1, . . . , p, onde ψj são as coordenadas
cartesianas dos pontos e L é a matriz n× n, dada por:

lij =


1, i = j,
−αij, xj ∈ Vi,
0, caso contrário.

4: Inserir informações geométricas no sistema a partir dos pontos de controle, como
linhas na matriz L, e suas coordenadas cartesianas do lado direito do sistema, dando
origem a um novo sistema da forma: AY = b.

5: Resolver o sistema obtido no passo anterior por mı́nimos quadrados, encontrando os
yi ∈ Y com i = 1, . . . , n.

Antes de prosseguir é interessante comparar o Passo 3 da LSP (Algoritmo 3.5) com

o Passo 2 da LLE (Algoritmo 3.1). Note que as equações têm praticamente a mesma

estrutura:

LSP: yi =
∑
xj∈Vi

αijyj; LLE: xi =
∑
j

wijxj.

À exceção das variáveis que mudam de nome, algumas observações são pertinentes. Por

exemplo, na LLE os pesos wij precisam ser calculados, então o sistema é resolvido com

respeito a W . Isto implica que os vetores xj (vizinhos de xi) precisam ser conhecidos. Na

LSP, os pesos indicados por αij são impostos pela matriz Laplaciana (1/ki), portanto o

sistema é resolvido diretamente em Y e os pontos xj não precisam ser conhecidos, apenas

se eles pertencem ou não à vizinhança de xi, dando à LSP maior flexibilidade nesse sentido

(não requer dados de entrada contidos em Rm).

Vale lembrar ainda que, na LSP, dependendo da vizinhança considerada no cálculo

do mapeamento, é posśıvel inserir informação em todas as escalas se muitos vizinhos são

considerados, ou informação de localidade se poucos vizinhos são considerados. Porém,
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esta caracteŕıstica não deve ser comparada à natureza local da LLE que leva em conta a

vizinhança nos dois espaços, atrelando-os por intermédio dos pesos.

O Passo 4 da LSP, no entanto, insere as informações geométricas que faltam ao ma-

peamento, através dos pontos de controle. A Figura 3.8 ilustra como isso é feito.

(a) (b)

Figura 3.8: (a) Um exemplo de matriz Laplaciana L, acrescida dos pontos de controle C. (b)
Relações de vizinhança entre os pontos usados para compor a matriz A, onde x3 e x6 são pontos
de controle (Modificado de Paulovich et al. (2008)).

Observe que cada ponto de controle é inserido como uma linha de zeros na matriz

L, exceto na posição que ele ocupa (dentro do conjunto de dados), neste caso, é inserido

o valor um. Desse modo, a matriz L fica aumentada por s linhas, conforme mostra a

Figura 3.8(a) e, passa a ser denominada matriz A, de dimensão (n + s) × n. As coor-

denadas cartesianas dos pontos de controle em Rp também são inseridas neste sistema,

do lado direito da equação, transformando o sistema Laplaciano original no sistema não

homogêneo:

AY = b, (3.17)
tal que,

A =

[
L

C

]
,

onde cada elemento cij de C é dado por:

cij =

{
1, se xj é um ponto de controle,

0, caso contrário,

e o vetor b, por:

bi =

{
0, i ≤ n,

ρtj, n < i ≤ n+ s,

onde ρtj indica a j-ésima coordenada do ponto de controle associado (t = 1, . . . , s e

j = 1, . . . , p). Os pontos de controle guiam o processo de projeção, os quais podem ser
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manipulados pelo usuário de modo a facilitar a visualização de agrupamentos e identifi-

cação de caracteŕısticas nos dados. Portanto, a LSP é uma técnica interativa.

No Passo 5, as instâncias restantes são mapeadas resolvendo-se o sistema linear definido

na Equação (3.17) pelo método dos mı́nimos quadrados, resultando em Y = (A>A)−1A>b.

Este sistema é simétrico e esparso o que facilita a solução. Mais detalhes sobre a solução

e assertivas que garantem uma solução não trivial podem ser encontrados em Paulovich

et al. (2008) e Sorkine e Cohen-Or (2004).

Embora o Passo 5 utilize ferramentas da álgebra linear, a técnica MDS empregada na

primeira parte para posicionar as amostras pode resultar em dados finais relacionados de

forma altamente não linear. Como uma pequena porção de instâncias são inicialmente

mapeadas, é posśıvel utilizar Multidimensional Scaling de maior custo computacional

nesta etapa, visando aumentar a precisão das respostas sem comprometer a eficiência.

A LSP prevê a inserção de uma nova instância xn+1 no mapeamento. Esta inserção

requer os seguinte passos:

i. Encontrar os vizinhos de xn+1.

ii. Representar adequadamente suas relações de vizinhança como uma nova linha na

matriz Laplaciana.

iii. Resolver novamente a Equação (3.17) por mı́nimos quadrados.

No entanto, neste trabalho, a LSP não é considerada incremental, pois a solução da

Equação (3.17) pode resultar em alguma perturbação, ainda que pequena, no layout da

projeção inicial, já que esta operação implica recomputar o mapeamento como um todo.

LSP preserva muito bem relações de vizinhança e tem como aplicação principal o

mapeamento e visualização de coleções de documentos.

3.1.12 Stochastic Neighbor Embedding (SNE) e t-Distributed SNE

A t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding (t-SNE) (Maaten e Hinton, 2008) é

uma técnica não linear, capaz de capturar muito da estrutura local dos dados de alta

dimensão, enquanto também revela a sua estrutura global. É baseada na otimização de

uma função-custo que usa probabilidade condicional para representar a similaridade entre

instâncias. Sua formulação deriva da Stochastic Neighbor Embedding (SNE) (Hinton e

Roweis, 2002), cuja função-custo é dif́ıcil de otimizar. Para amenizar este problema os

autores da t-SNE implementaram duas modificações em relação à sua antecessora:

� Uma versão simetrizada da função-custo, com gradientes mais simples, introduzido

por Cook et al. (2007).

� Distribuição t-Student ao invés da Gaussiana para computar a similaridade entre

dois pontos no espaço de baixa dimensão.
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Tais modificações são alvo da próxima discussão, mas não há como compreendê-las

sem antes estudar sua antecessora – a SNE – ponto de partida desta análise. Para

isto, considere o conjunto X = {x1, x2, . . . , xn} de alta dimensão n×m e sua projeção

Y = {y1, y2, . . . , yn} de dimensão n× p, com p < m. A similaridade de um ponto xj para

um ponto xi é dada pela probabilidade condicional pj|i, tal que xj é vizinho de xi, onde os

vizinhos são encontrados pela distribuição de probabilidade sobre uma Gaussiana centrada

em xi. Para pontos próximos, pj|i é relativamente alta, portanto, a similaridade é alta.

Para pontos distantes um do outro pj|i é quase infinitesimal, desde que sejam usados valo-

res razoáveis para a variância σi, conforme será descrito mais adiante. Matematicamente,

a probabilidade condicional é definida por:

pj|i =
exp(−‖xi − xj‖2/2σ2

i )∑
k 6=i exp(−‖xi − xk‖2/2σ2

i )
. (3.18)

No espaço de baixa dimensão, por facilidade, faz-se σi = 1√
2
, já que neste caso, fixar

outros valores só irá implicar reescalar o mapeamento. Logo, a probabilidade condicional

neste espaço é dada por:

qj|i =
exp(−‖yi − yj‖2)∑
k 6=i exp(−‖yi − yk‖2)

. (3.19)

Como o interesse é modelar a similaridade entre pares, então pi|i = 0 e qi|i = 0. Note que

a SNE (e a t-SNE também) pode ser aplicada sobre uma matriz de similaridades, ao invés

de um conjunto de dados contendo a representação vetorial de cada objeto.

Seja Pi a distribuição de probabilidade condicional sobre todos os outros pontos, dado

xi, e Qi a distribuição de probabilidade condicional sobre todos os outros pontos do

mapeamento, dado yi. O cálculo de σi no espaço de alta dimensão está associado ao

número de vizinhos de cada ponto. Qualquer valor particular de σi induz uma distribuição

de probabilidade Pi sobre todos os outros pontos. Esta distribuição tem uma entropia

que aumenta quando σi aumenta. SNE obtém os σi por um coeficiente denominado

perplexidade, definido como:

Perp(Pi) = 2H(Pi), tal que H(Pi) = −
∑
j

pj|i log2 pj|i , (3.20)

onde H(Pi) é a entropia de Shannon de Pi. A perplexidade pode ser entendida como uma

medida atenuada do número efetivo de vizinhos. Valores t́ıpicos ficam entre 5 e 50.
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A medida natural na qual qj|i modela pj|i é a divergência de Kullback-Leibler (KL)

(Kullback e Leibler, 1951). SNE minimiza a soma das divergências KL sobre todos os

pontos do conjunto de dados, através da seguinte função-custo:

C =
∑
i

KL(Pi‖Qi) =
∑
i

∑
j

pj|i log
pj|i
qj|i

. (3.21)

A minimização da Equação (3.21) é realizada pelo método do gradiente descendente,

que resulta em:

δC

δyi
= 2

∑
j

(pj|i − qj|i + pi|j − qi|j)(yi − yj). (3.22)

Fisicamente, o gradiente pode ser interpretado como a força-resultante das forças de

atração e repulsão causadas por um conjunto de molas entre o ponto yi e todos os outros

pontos mapeados, yj. A fim de aumentar a velocidade de convergência e evitar mı́nimos

locais, um termo de momento é adicionado ao gradiente para cada iteração t, indicado

por α(t). O momento usa a diferença entre as duas últimas iterações para determinar

as mudanças nas coordenadas do mapeamento no passo atual. Este termo tende a ficar

pequeno à medida que o mapeamento torna-se moderadamente bem organizado. Além

disso, ele introduz uma pequena perturbação ao mapeamento a cada iteração, de modo a

evitar ciclos periódicos na solução, ocasionados por mı́nimos locais.

A Equação (3.23) representa o gradiente atualizado com o termo de momento, na

iteração t:

Y (t) = Y (t−1) + η
δC

δY
+ α(t)

(
Y (t−1) − Y (t−2)

)
. (3.23)

O termo η representa uma taxa de aprendizagem adaptativa, descrita por Jacobs (1988),

a qual cresce gradualmente a fim de tornar o gradiente estável.

O que foi descrito até agora representa o funcionamento da técnica SNE. Em seguida

serão abordados os acréscimos e melhorias da t-SNE sobre esta formulação.

A divergência KL não é simétrica, logo pode ocorrer diferenças entre pares de distâncias

no espaço de baixa dimensão a cada iteração. Para contornar esta situação os autores da

t-SNE resolveram minimizar a divergência KL sobre uma distribuição de probabilidade

conjunta, pij e qij, tal que pij = pji, qij = qji e, novamente, pii e qii valem zero. A

probabilidade conjunta simetrizada pij no espaço de alta dimensão foi definida como:

pij =
pj|i + pi|j

2n
. (3.24)

Isto assegura que
∑

j pij >
1

2n
, para todos os pontos xi que têm contribuição significante

na função-custo.
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O cálculo de similaridades no espaço reduzido também foi modificado pelo uso de uma

distribuição t-Student ao invés da Gaussiana. Esta mudança é conveniente porque a dis-

tribuição t-Student se aproxima da distribuição Gaussiana (equivalente a uma mistura de

infinitas Gaussianas com diferentes variâncias) e porque o cálculo não envolve exponen-

ciais, além de outras boas propriedades que esta distribuição apresenta, como ser (quase)

invariante a mudanças na escala do mapeamento para pontos bem afastados (ver Maaten e

Hinton (2008)). Portanto, o cálculo da probabilidade conjunta simetrizada (similaridade)

no espaço de baixa dimensão passa a ser determinado por:

qij =
(1 + ‖yi − yj‖2)−1∑
k 6=l(1 + ‖yk − yl‖2)−1

. (3.25)

Finalmente, o gradiente da divergência KL pode ser calculado como:

δC

δyi
= 4

∑
j

(pij − qij)(yi − yj)(1 + ‖yi − yj‖2)−1. (3.26)

Para a demonstração da Equação (3.26) veja Maaten e Hinton (2008). Para visualizar

cada etapa da t-SNE de forma sintetizada veja o Algoritmo 3.6 a seguir.

Algoritmo 3.6 t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding (t-SNE)

Entrada: Conjunto de dados X = {x1, x2, . . . , xn}. Parâmetros da função-custo: per-
plexidade Perp. Parâmetros de otimização: número de iterações c, taxa de apren-
dizagem η, momento α(t).

Sáıda: Representação dos dados em baixa dimensão Y (c) = {y1, y2, . . . , yn}.

1: Computar todos os pares de similaridade pj|i, com perplexidade Perp (Equação (3.18))

2: pij ←
pj|i+pi|j

2n

3: Solução inicial Y (0) = {y1, y2, . . . , yn} a partir de N (0, 10−4I)

4: para t = 1 até c faça

5: Computar as similaridades em baixa dimensão qij (Equação (3.25))

6: Computar o gradiente δC
δY

(Equação (3.26))

7: Y (t) ← Y (t−1) + η δC
δY

+ α(t)
(
Y (t−1) − Y (t−2)

)
8: fim para

t-SNE não é uma técnica capaz de acomodar novas entradas no mapeamento de modo

incremental, tampouco é flex́ıvel para uso com grandes conjuntos de dados, pelo tempo

de CPU que requer devido à sua alta complexidade: O(n2).

Apesar da limitação do custo computacional, a t-SNE destaca-se por projetar dados

com elevada preservação de vizinhança. Recentemente, uma abordagem mais eficiente foi
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desenvolvida pelo próprio autor (Maaten, 2014). Estas modificações têm motivado seu

uso como ferramenta de visualização de informação interativa (Bruneau et al., 2015; Kim

et al., 2015) (ver Seção 3.2).

3.1.13 Local Convex Hull (LoCH)

Local Convex Hull (Fadel et al., 2015) é uma técnica de projeção local, criada espe-

cialmente para trabalhar com espaços esparsos de alta dimensão.

Esta abordagem é constitúıda de três passos principais, conforme ilustrado na

Figura 3.9. O primeiro passo consiste em encontrar os k-vizinhos mais próximos de cada

instância. Para realizar esta tarefa os autores empregaram uma estratégia baseada em

agrupamentos, tal que o conjunto de dados é particionado em
√
n grupos balanceados

usando bisecting K-means (Steinbach et al., 2000), em seguida encontrados seus medoides.

Então os c grupos vizinhos mais próximos de cada grupo são computados. Desse modo,

a busca pelos vizinhos mais próximos de uma dada instância leva em conta somente as

instâncias no mesmo grupo a que pertence e nos c grupos mais próximos, representando

uma boa aproximação dos verdadeiros k-vizinhos mais próximos, com a diferença de que

esta operação tem complexidade O(n
√
n) para

√
n grupos, enquanto que as abordagens

convencionais apresentam complexidade quadrática O(n2).

Figura 3.9: Passos principais da técnica LoCH (Retirado de Fadel et al. (2015)).

O segundo passo, seleção e projeção de amostras representativas, utiliza os medoides

dos agrupamentos encontrados no passo anterior como amostras representativas, visando

representar melhor os dados. Portanto, o número de amostras representativas empregado

no processo é
√
n. Depois que as amostras são selecionadas, elas são projetadas para o

novo espaço usando uma técnica global que preserva tanto quanto posśıvel os relaciona-

mentos de distância, denominada Force Scheme (Tejada et al., 2003). O posicionamento

das amostras representativas no espaço de projeção pelo Force tende a preservar relaciona-

mentos globais de distância, ao passo que os relacionamentos locais são estabelecidos por

um processo iterativo, descrito a seguir.

A aproximação pelo fecho convexo (terceiro passo), apoia-se na seguinte ideia: rela-

cionamentos locais de distância são preservados se cada ponto no espaço transformado é

posicionado próximo ao fecho convexo de seus vizinhos mais próximos, assim, cada ponto

projetado estará igualmente próximo das instâncias mais similares a ele.

Assumindo que xi é um ponto no espaço de alta dimensão e yi a sua projeção no

espaço de menor dimensão p, então uma posição qualquer dentro do fecho convexo no
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espaço p-dimensional, em função dos vizinhos de xi, indicado por Ni, pode ser obtida

como:

ŷi =
∑
xj∈Ni

αjyj, (3.27)

com αj ≥ 0 e
∑

j αj = 1. Com o interesse de encontrar a posição no espaço transformado

que melhor preserva os relacionamentos de distância entre xi e seus vizinhos Ni, os autores

calculam αj com base nas distâncias a partir do espaço de origem.

Partindo de uma certa posição inicial, move-se cada ponto yi em direção a ŷi. Porém,

fazer yi igual a ŷi, não garante que todos os pontos serão posicionados dentro do fecho

convexo de seus vizinhos mais próximos. A ideia então, é mover yi com base no vetor

diretor ~v que vai da posição atual do ponto até ŷi, obtendo assim uma nova posição ỹi,

isto é:

ỹi = ŷi + γi
~v

‖~v‖
, (3.28)

tal que γi é o valor que melhor preserva as distâncias entre xi e as instâncias em Ni. Por

simplicidade, o cálculo dos coeficientes αj e γi presentes nas Equações (3.27) e (3.28),

respectivamente, foram omitidos. Ver Fadel et al. (2015) para detalhes de como obtê-los.

Em seguida, move-se iterativamente cada ponto yi em direção a ỹi até que nenhum

movimento seja posśıvel ou o número máximo de iterações seja atingido. Sendo yti a

posição de xi na t-ésima iteração, e lembrando que a posição das instâncias mudam a

cada iteração, uma nova atualização pode ser calculada como:

yti = [1− ωi(t)]yt−1
i + ωi(t)ỹi, (3.29)

onde ωi(t) varia entre [0; 1] e representa a liberdade de movimento que yi apresenta na

iteração t, tal que maiores valores permitem movimentar mais yi. Este parâmetro é

definido pelo usuário e usado para diminuir a quantidade de energia a cada iteração,

ajudando a técnica a estabilizar.

O Algoritmo 3.7 descreve os passos necessários para projetar um conjunto de dados

de alta dimensão X, usando a LoCH. A inicialização de Y , indicada na Linha 1, pode

ocorrer de dois modos: 1) aleatoriamente, ou 2) encontrando valores iniciais que aceleram

a convergência. No segundo caso, a Equação (3.27) é usada para posicionar cada ponto xi

considerando somente as amostras representativas que compõem a lista de seus vizinhos

mais próximos Ni. Fadel et al. (2015) propõem um segundo algoritmo para realizar esta

operação e inicializar Y .

Os autores provaram, experimentalmente, que o número máximo de iterações para

uma boa aproximação pelo fecho convexo é em torno de
√
n, normalmente tornando-se

estável antes desse valor.
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Algoritmo 3.7 Local Convex Hull (LoCH)

Entrada: Conjunto de dados X = {x1, x2, . . . , xn} e número de vizinhos k.
Sáıda: Conjunto de dados Y.

1: Y← Inicializa(X)

2: Ŷ = {ŷ1, ŷ2, ..., ŷn} // Equação (3.27)

3: para todo xi ∈ X faça

4: Ni ← VizinhosMaisProximos(xi, k)

5: fim para

6: t← 1

7: repita

8: para todo yi ∈ Y faça

9: ỹi = ŷi + γi
~v
‖~v‖ // Equação (3.28)

10: fim para

11: para todo yi ∈ Y faça

12: yi = [1− ωi(t)]yi + ωi(t)ỹi // Equação (3.29)

13: fim para

14: t← t+ 1

15: até t >
√
n ou nenhum movimento posśıvel

16: retorna Y

LoCH é uma técnica de projeção predominantemente local, não linear, restrita a es-

paços esparsos de alta dimensão. Tem complexidade O(n
√
n), pode ser utilizada em

aplicações interativas, sem se destacar neste sentido, já que requer
√
n amostras repre-

sentativas, assim como outras técnicas anteriores a ela. Mapear uma nova instância iso-

ladamente, após a projeção inicial do conjunto de dados, implica refazer o cálculo dos

k-vizinhos mais próximos de cada instância (primeiro passo), o qual pode produzir dife-

rentes layouts, dificultando seu uso de modo incremental.

As Figuras 3.10(a) e 3.10(b) foram extráıdas da LoCH. Nelas, os autores enfatizam que

técnicas globais apresentam melhores resultados em termos de preservação de distância

(stress) e tempo computacional, quando comparadas a técnicas locais, justificando o fato

da LoCH não ser tão eficaz neste sentido. Contudo, merece destaque neste experimento,

o desempenho apresentado pela LAMP (Caṕıtulo 4), mostrando ser uma das mais compe-

titivas em termos de stress (Figura 3.10(a)) e eficiência computacional (Figura 3.10(b)).

Experimentos como o da Figura 3.10, apresentado por Fadel et al. (2015), comprovam

que a LAMP (Joia et al., 2011), desenvolvida no ińıcio deste projeto de doutorado, ainda se

mantém como uma das técnicas do estado da arte com respeito à preservação de distâncias,

além de apresentar baixo custo computacional.

As próximas seções revisam técnicas relacionadas à identificação de agrupamentos e

uso de diferentes medidas de similaridade.
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(a) Stress (b) Tempo computacional (em segundos)

Figura 3.10: Comparação do stress e tempo computacional da LoCH contra outras técnicas de
projeção (Retirado de Fadel et al. (2015)). Note que a LAMP destaca-se como uma das técnicas
mais precisas e eficientes da atualidade.

3.2 Técnicas para Identificação e Visualização de Agrupamentos

Esta seção discute as principais técnicas utilizadas na identificação e visualização de

agrupamentos de dados multidimensionais, com base em projeção. A seleção foi feita

a partir das técnicas de projeção que representam o estado da arte em preservação de

vizinhança (t-SNE e LSP), preservação de distâncias (baseadas em MDS e LAMP) e pela

qualidade dos resultados apresentados. Portanto, as seguintes técnicas são revisadas nesta

seção:

� Baseadas na t-SNE: UTOPIAN (Choo et al., 2013), Cluster Sculptor (Bruneau

et al., 2015) e DS t-SNE (Kim et al., 2015).

� Baseadas na LSP: ProjCloud (Paulovich et al., 2012) e ProjSnippet (Gomez-

Nieto et al., 2014).

� Baseadas em MDS: GMap (Gansner et al., 2010), TwitterScope (Gansner et al.,

2013), Wu et al. (2011) e Steiger et al. (2014).

� Baseadas na LAMP: Mamani et al. (2013).

� Outros tipos: IRP-Kmeans (Cardoso e Wichert, 2012), Kiyadeh et al. (2015) e

ReCloud (Wang et al., 2014).

Dentre as técnicas que se apoiam na t-SNE (Seção 3.1.12), a User-driven Topic Mod-

eling Based on Interactive Nonnegative Matrix Factorization (UTOPIAN) (Choo et al.,

2013), emprega fatoração de matrizes não negativas para extrair e agrupar tópicos a partir
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de coleções de documentos. Sua formulação semissupervisionada permite que os usuários

controlem a importância de palavras-chave associadas aos tópicos. Os tópicos são agrupa-

dos a partir de sua representação matricial e os agrupamentos resultantes são mapeados

para o espaço visual utilizando a t-SNE modificada pelo acréscimo de um parâmetro de

encolhimento, desta forma, a distância entre documentos que pertençam ao mesmo grupo

de tópicos é diminúıda. Tal modificação permite representar cada grupo de forma mais

compacta, resultando em uma visualização clara da estrutura dos agrupamentos, como

pode ser observado na Figura 3.11.

(a) t-SNE (b) t-SNE modificada

Figura 3.11: Comparação entre a t-SNE original e modificada (Retirado de Choo et al. (2013)).

Outro trabalho que utiliza a técnica t-SNE é o Cluster Sculptor (Bruneau et al.,

2015), um sistema interativo que visa apoiar a análise de agrupamentos de forma visual

e semiautomática. O Cluster Sculptor atua de forma interativa (permite reorganizar os

grupos no espaço visual) e iterativa (o usuário pode inserir seu conhecimento progressi-

vamente). O sistema é alimentado por agrupamentos calculados a partir do espaço de

alta dimensão (usando K-means (Jain, 2010) ou Spectral Clustering (Ng et al., 2002))

e vinculados à projeção bidimensional realizada pela t-SNE. A seguir, o usuário pode

atualizar os agrupamentos rotulados e associá-los à projeção, usando ferramentas intera-

tivas. Sua complexidade computacional é O(n2) para cada iteração, onde n é o número

de instâncias. Os autores testaram o sistema em três diferentes cenários com conjuntos de

dados reais, onde o usuário pode combinar diversas caracteŕısticas do sistema para inserir

progressivamente seu conhecimento, de modo a obter melhores projeções e agrupamentos.

O Cluster Sculptor apresenta algumas limitações, tais como: conjuntos de dados com

muitas instâncias precisam ser amostrados; não processa todos os tipos de dados como,

por exemplo, os categóricos; no contexto de fluxos de dados (data streams) não é capaz

de incluir novas entradas.
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Kim et al. (2015) propuseram uma abordagem de redução de dimensionalidade su-

pervisionada chamada Doubly Supervised t-SNE (DS t-SNE) que além de preservar o

relacionamento original dos dados, mantém a separabilidade entre classes. A proposta

incorpora o conceito de “agrupamentos intŕınsecos”, os quais representam agrupamentos

naturais inerentes aos dados originais na alta dimensão. A ideia por trás da DS t-SNE é

estender a t-SNE utilizando simultaneamente dados rotulados e agrupamentos intŕınsecos.

Esta abordagem favorece a análise visual dos dados, refletindo o agrupamento natural dos

mesmos. A DS t-SNE requer três passos adicionais antes de aplicar o passo de redução de

dimensionalidade: 1) determinação dos agrupamentos intŕınsecos por meio do K-means,

2) supervisão adaptativa usando os dados rotulados e 3) supervisão secundária usando os

agrupamentos intŕınsecos. Os dois últimos passos são calculados de forma similar, aumen-

tando os valores de distribuição de probabilidade correspondentes às relações entre pares

de instâncias dentro de cada agrupamento. Requer dois parâmetros para controlar a sepa-

rabilidade entre os grupos. A complexidade computacional da DS t-SNE é O(n2p) onde n

é o número de instâncias e p é a dimensão do espaço reduzido. Os autores demonstraram

a vantagem da DS t-SNE em comparação a cinco técnicas de redução de dimensionali-

dade, dentre as quais, duas técnicas são baseadas na t-SNE com modificações realizadas

pelos autores, referente às distâncias entre os dados. Os experimentos utilizaram medidas

quantitativas para avaliar a preservação das relações originais dos dados (classificação e

vizinhança) e análise visual aplicada a conjuntos de documentos (texto).

Para análise visual de coleções de documentos, Paulovich et al. (2012) propuseram uma

técnica de visualização que combina nuvens de palavras com projeção multidimensional,

denominada ProjCloud . Tal abordagem permite visualizar a relação de vizinhança (ou

similaridade) entre documentos relacionados e suas correspondentes nuvens de palavras.

ProjCloud inicia a partir do mapeamento de uma coleção de documentos para o espaço

visual, utilizando a técnica de projeção Least Square Projection (LSP) (Paulovich et al.,

2008). A seguir, pontos no espaço visual são agrupados usando o bisecting K-means

(Steinbach et al., 2000) e o fecho convexo de cada grupo é calculado para obter os poĺı-

gonos, os quais irão conter as nuvens de palavras. Finalmente, classificação espectral é

empregada para arranjar as palavras de acordo com sua relação semântica, bem como

para destacar as palavras mais importantes na nuvem. Através de experimentos os au-

tores mostraram que grupos distintos de documentos são facilmente identificados e que os

principais tópicos que descrevem o conteúdo de cada um deles são claramente destacados.

No entanto, algumas limitações podem ser apontadas, principalmente com relação à ge-

ração dos poĺıgonos, como por exemplo: a possibilidade de sobreposições, agrupamentos

pequenos onde as palavras dificilmente são identificadas e grandes espaços vazios entre

os agrupamentos. A Figura 3.12 ilustra a visualização de coleções de documentos com

ProjCloud.
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(a) Quatro grupos (b) Nove grupos

Figura 3.12: Exemplos de visualização com ProjCloud : coleção de documentos gerados a partir
de uma coleção de artigos cient́ıficos, em quatro diferentes áreas do conhecimento (Retirado de
Paulovich et al. (2012)).

Gomez-Nieto et al. (2014) propuseram uma abordagem para visualizar snippets tex-

tuais recuperados a partir de mecanismos de busca na web. O ProjSnippet inicia com

o pré-processamento dos resultados da busca textual por meio da extração de frequência

de termos. Em seguida, os vetores obtidos são mapeados para o espaço visual usando a

LSP. O conteúdo de cada snippet é embutido em um retângulo e o K-means++ (Arthur

e Vassilvitskii, 2007) é então aplicado para agrupar snippets similares no espaço visual. A

fim de melhorar o layout, cores são utilizadas para destacar os retângulos que pertencem

ao mesmo agrupamento, e um mecanismo de seam carving (Avidan e Shamir, 2007) é

empregado para reduzir espaços vazios entre os retângulos. O passo final conta com um

mecanisno de remoção de sobreposição através de um funcional de energia que fornece o

arranjo das entidades geométricas no espaço visual, preservando as relações de vizinhança

com sobreposição mı́nima. A Figura 3.13 ilustra cada etapa da técnica.

Figura 3.13: Passos principais da técnica ProjSnippet (Retirado de Gomez-Nieto et al. (2014)).

Gansner et al. (2010) desenvolveram o GMap, um framework para visualização de

dados relacionais semelhante a mapas geográficos. A abordagem mantém a estrutura
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e as relações inerentes dos dados, além de fornecer uma metáfora visual familiar para

compreensão da relação entre os dados e seus agrupamentos. GMap toma como entrada

um grafo ou um conjunto de dados multidimensionais, o qual é projetado no plano por uma

técnica MDS ou equivalente, em seguida aplica o K-means para obter os agrupamentos

e criar os mapas. O framework foi projetado para visualizar relações de grupos como

mapas, onde cada item pertence a um grupo, ou seja, um páıs. Mas também, pode ser

adaptado para visualizar múltiplas relações entre um conjunto de objetos. Os autores

aplicaram o GMap em alguns conjuntos de dados comuns na web, como: compra de

livros, coleções de música e dados de comércio internacional. A Figura 3.14 mostra um

exemplo de visualização com GMap.

Figura 3.14: Exemplo de visualização com GMap: mapa de livros relacionados ao ano de 1984,
a partir do Amazon.com (Retirado de Gansner et al. (2010)).

Aproveitando a metáfora visual fornecida pelo GMap, Gansner et al. (2013) pro-

puseram a aplicação denominada TwitterScope , para visualizar, em tempo real, fluxos

de texto gerados a partir da rede social Twitter. A aplicação proposta combina análise

semântica, MDS, remoção de sobreposição, agrupamento com base em modularidade e

GMap para visualizar tweets similares (postagens no Twitter) e seus conteúdos resumi-

dos.

Métodos baseados em conteúdo dependem da projeção multidimensional para gerar

layouts que destacam grupos de instâncias similares, enquanto permite visualizar um

resumo do conteúdo de cada agrupamento. Um exemplo é o método proposto por Wu et al.

(2011), o qual agrupa palavras-chave, posicionando-as no espaço visual pela combinação

de MDS, remoção de sobreposição, K-means e um mecanismo seam carving (Avidan e

Shamir, 2007).
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Steiger et al. (2014) propuseram um sistema que se apoia em MDS, K-means e dis-

cretização do espaço visual para agrupar e visualizar séries temporais de acordo com

suas similaridades. Tal abordagem auxilia na exploração e comparação de dados de sen-

sores georreferenciados e outros diferentes padrões temporais para descobrir efeitos sazo-

nais, anomalias e periodicidades. Os métodos usados cobrem a detecção de padrões: 1)

diários com visualização a partir de agrupamentos, 2) semanais com visualização baseada

em calendário e 3) sazonais com base em projeção. A Figura 3.15 apresenta um exemplo

da abordagem proposta.

Figura 3.15: Exemplo de visualização a partir do trabalho de Steiger e colaboradores, em que
os dados são projetados, agrupados e coloridos por um mapa de cores. Cada grupo é anotado
com um elemento representativo, neste caso, mostrando o consumo de energia durante as horas
do dia (Retirado de Steiger et al. (2014)).

Mamani et al. (2013) propuseram uma abordagem de visualização assistida para trans-

formação do espaço de caracteŕısticas, com base na manipulação de amostras repre-

sentativas pelo usuário. Além de um layout visual simples e intuitivo, o usuário pode

observar como as estruturas de vizinhança mudam durante a interação, ou seja, o usuário

pode saber quais instâncias estão sendo afetadas pela transformação do espaço. A abor-

dagem proposta combina projeção multidimensional e mapeamentos lineares ortogonais

para permitir manipulação interativa do espaço de caracteŕısticas. Os mapeamentos orto-

gonais são matematicamente formulados com base na LAMP (Caṕıtulo 4), adaptada para

mapear instâncias de/para o mesmo espaço de caracteŕısticas. A metodologia foi aplicada

em recuperação de imagens por conteúdo.

Cardoso e Wichert (2012) introduziram um método para agrupamento de dados de

alta dimensão chamado Iterative Random Projections K-means (IRP-Kmeans), o qual

emprega Random Projection (RP) (Bingham e Mannila, 2001) e o algoritmo K-means. A

ideia é aplicar o K-means sucessivamente, aumentando gradualmente a dimensionalidade
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dos dados após cada convergência do K-means. Os agrupamentos obtidos em uma dada

dimensão são utilizados para inicializar os agrupamentos da dimensão seguinte. Tal pro-

posta permite construir uma solução com mais detalhes de informações, já que os dados

são conduzidos para um espaço de maior dimensão, além de evitar posśıveis mı́nimos lo-

cais. Os autores compararam o IRP-Kmeans contra dois métodos similares, o K-means

e o K-means com simples Random Projection. Nos experimentos foram utilizados qua-

tro conjuntos de dados: um de imagem, um de texto e dois sintéticos. Os resultados

mostraram que é posśıvel obter uma taxa de erro médio menor em relação às outras téc-

nicas. No entanto, os testes realizados são superficiais, já que as técnicas comparadas são

as mesmas empregadas na construção do próprio IRP-Kmeans.

Kiyadeh et al. (2015) propuseram um método de visualização semissupervisionada para

dados de alta dimensão, requerendo apenas uma fração de dados rotulados. O objetivo é

melhorar a visualização e identificação de agrupamentos nos dados. Os dados rotulados são

utilizados para encontrar a melhor visualização bidimensional que minimiza as distâncias

entre os objetos do mesmo grupo, ao passo que maximiza as distâncias entre grupos.

Esta proposta estende a capacidade do método de visualização Star Coordinates (SC)

(Kandogan, 2001) para trabalhar com conjuntos de dados de alta dimensão, especialmente

quando a dimensão é maior que 50. Além disso, se concentra no problema de ajuste

automático dos eixos a fim de encontrar os melhores mapeamentos para a visualização dos

dados. No SC as propriedades globais e relações de agrupamento são preservadas no espaço

mapeado, no entanto, isto não evita a sobreposição dos agrupamentos. Para resolver este

problema, duas transformações foram introduzidas: escala (ajuste do tamanho dos eixos)

e rotação (ajuste da direção dos eixos). A abordagem proposta é simples de implementar

e tem complexidade computacional polinomial igual a O(m3) onde m é dimensão do

espaço de origem. Os autores utilizaram quatro conjuntos de dados e fizeram comparações

com SC original, PCA e LLE para comprovar a facilidade de identificação visual dos

agrupamentos obtidos.

ReCloud (Wang et al., 2014) permite a visualização de comentários de usuários de

alguns websites. Os comentários são processados utilizando uma técnica de processamento

de linguagem natural chamada análise de dependência gramatical (Marneffe et al., 2006),

a qual extrai um grafo semântico de conteúdos a partir dos comentários originais. Um

modelo de energia, para otimizar o algoritmo baseado em força (Noack, 2009), é aplicado

sobre o grafo semântico a fim de criar agrupamentos de palavras-chave, definir cores,

tamanho da fonte e suas posições iniciais no layout. A espiral de Arquimedes (Steele

e Iliinsky, 2010; Whitrow, 2008) é utilizada com o propósito de evitar sobreposições de

palavras-chave no espaço visual. O layout semântico fornecido pelo ReCloud também

permite a interação do usuário ao recuperar as informações associadas às palavras-chave.

A Figura 3.16 exibe a visualização dos agrupamentos semânticos de palavras-chave.
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Figura 3.16: Exemplo de visualização com ReCloud : informações sobre uma loja de sobremesas
próxima ao campus da Universidade da Califórnia, em Berkeley (Retirado de Wang et al. (2014)).

3.3 Técnicas que Usam Diferentes Medidas de Similaridade

Esta seção discute um conjunto de técnicas que operam, essencialmente, modificando

medidas de similaridade, com o propósito de aumentar a precisão dos resultados obtidos

em tarefas relacionadas à redução de dimensionalidade: Lee et al. (2015); recuperação de

imagens com base em conteúdo: Arevalillo-Herráez et al. (2008), Aboulmagd et al. (2009),

Pedronette e Torres (2013), Okada et al. (2015); classificação de dados : Kobayashi (2014),

Tan et al. (2015); e reconhecimento de padrões em imagens : Liu (2014), Baccour et al.

(2014).

Métodos da famı́lia Stochastic Neighbor Embedding (SNE) (Seção 3.1.12), consideram

uma vizinhança relativamente pequena comparada ao número de dados dispońıveis, como

consequência, as informações sobre a estrutura global dos dados é perdida, fazendo com

que a SNE e suas variantes fiquem propensas aos mı́nimos locais. Com o objetivo de

capturar informações de vizinhança de tamanho variável, Lee et al. (2015) propuseram o

uso de similaridades multiescala em substituição à similaridade de escala única utilizada

nos métodos como SNE. Os autores chamaram tais similaridades de Multi-Scale (MS)

e combinaram com as funções-custo dos métodos SNE, Neighbourhood Retrieval and Vi-
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sualisation (NeRV) (Venna et al., 2010) e Jensen–Shannon Embedding (JSE) (Lee et al.,

2013) para propor novos métodos de redução de dimensionalidade, chamados MS SNE,

MS NeRV e MS JSE. A MS envolve as médias das várias vizinhanças Gaussianas com

larguras de banda em crescimento exponencial. Seu objetivo é maximizar a qualidade da

projeção em todas as escalas, com a melhor preservação de vizinhança posśıvel, tanto local

quanto global, e também isentar o usuário de ter que fixar o tamanho da vizinhança por

meio do coeficiente de perplexidade. A complexidade computacional da MS para c itera-

ções aumenta em O(c log2n) a complexidade dos métodos que a utilizam, assim sendo,

a MS SNE tem complexidade de O(n2c log2n). Este aumento da complexidade pode

dificultar sua aplicação em grandes conjuntos de dados. Experimentos realizados com di-

versas técnicas de complexidade computacional similar, demonstraram que a aproximação

multiescala utilizada capta melhor a estrutura dos dados e melhora significativamente a

qualidade da redução de dimensionalidade.

Arevalillo-Herráez et al. (2008) propuseram uma técnica que permite combinar um con-

junto de funções de distância para produzir uma medida de similaridade composta, a

qual é avaliada no contexto de Content-Based Image Retrieval (CBIR). A técnica faz uso

de subconjuntos de caracteŕısticas associados ao cálculo de probabilidade para compor a

nova medida de similaridade. Os autores conduziram experimentos mostrando melhores

resultados em comparação às medidas convencionais de distância.

Aboulmagd et al. (2009) empregaram conceitos fuzzy em uma abordagem envol-

vendo CBIR, visando reduzir a lacuna entre similaridade quantitativa obtida pelo sistema e

avaliação qualitativa fornecida pelo usuário para calcular a relevância das consultas. Nesta

proposta, a imagem é representada por um Fuzzy Attributed Relational Graph (FARG)

(Chan e Cheung, 1992; Shapiro e Haralick, 1985) estendido para incluir um novo esquema

de representação de cor com base em conceitos fuzzy e atributos de textura que são com-

putados de forma a modelar o sistema de visão humano com a finalidade de descrever

objetos na imagem. Desse modo, foi apresentado um algoritmo de correspondência de

grafos que tenta simular o processo de pensamento humano ao comparar imagens. O

algoritmo computa a similaridade entre objetos inspecionando diversos atributos, como

rótulos, tamanho, textura, cor e localização; assim a similaridade é modelada nos atri-

butos, o que dá flexibilidade ao usuário em ponderar a importância de cada atributo de

acordo com seu interesse. A representação destes atributos utiliza conjuntos e conceitos

de lógica fuzzy para expressar de modo adequado o conteúdo das imagens.

Pedronette e Torres (2013) apresentaram um algoritmo de re-ranking, o Ranked Lists

Similarities (RL-Sim), um método de pós-processamento que considera uma medida di-

ferenciada de distância entre imagens, baseada na similaridade entre rankings (listas de

imagens recuperadas, ordenadas conforme suas similaridades à imagem de consulta) para

recuperação de imagens por conteúdo. É uma abordagem iterativa com base em aprendiza-
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gem não supervisionada, capaz de incorporar informação contextual a partir dos rankings.

O algoritmo RL-Sim computa a distância entre duas imagens imgi e imgj analisando a

similaridade entre seus respectivos rankings, τi e τj, considerando as k primeiras posições

em cada lista. Assim, as distâncias são redefinidas considerando as medidas de correlação

de ranking d(τi, τj, k). A ideia, então, é mover imagens não similares para baixo na lista,

com o intuito de melhorar os resultados das consultas. Esta abordagem não requer inter-

venção do usuário, mas pode ser combinada com outras técnicas que levam em conta as

preferências do usuário, tais como abordagens de Relevance Feedback (RF).

Uma versão estendida do algoritmo RL-Sim foi proposta por Okada et al. (2015), o

RL-Sim*, um método de pós-processamento que visa computar uma distância diferen-

ciada para os casos em que não ocorre sobreposição entre os rankings que estão sendo com-

parados. É baseado em medidas de correlação de ranking e informações de sobreposição

entre conjuntos de vizinhança de tamanho k. O algoritmo proposto divide o ranking em

três segmentos, tal que cada segmento define um subconjunto que é processado de modo

distinto, sendo L a posição até a qual os rankings devem ser considerados: o primeiro seg-

mento considera as L posições do topo com sobreposição e computa uma nova distância

através da medida de correlação de rankings (Pedronette e Torres, 2013); para o segundo

segmento, as L posições do topo sem sobreposição são consideradas e a distância atual

é incrementada de um; e o terceiro segmento considera as imagens restantes que estão

abaixo das L posições do topo e incrementa suas distâncias de dois, assegurando que estas

imagens ficarão no final dos rankings. Os autores também apresentaram uma análise geral

sobre algumas medidas tradicionais de correlação de ranking, no contexto de recuperação

de imagens, e propuseram duas novas medidas: Jaccardl e Kendallτw. A primeira, calcula

um escore acumulado considerando diferentes profundidades definidas por k, já que o coe-

ficiente de Jaccard tradicional ignora informações fornecidas por posições de topo menores

que k. A segunda medida é semelhante à medida original Kendallτ , exceto pela função

que computa os pesos de cada par de imagens, onde um fator penaliza pares discordantes

que estão distantes nos rankings. Os pares são considerados distantes quando a diferença

entre suas posições é maior que k.

O trabalho de Kobayashi (2014) utiliza medidas de similaridade para classificação se-

missupervisionada. Dois métodos são propostos a partir de probabilidades de transição

baseadas em kernel (Bishop, 2006; Webb, 2002). O primeiro método, Kernel-based Transi-

tion Probability (KTP), utiliza uma única função kernel proveniente da comparação entre

mı́nimos quadrados variacionais × baseados em kernel. O segundo método, combina os

vários KTPs integrando-os em uma nova medida similaridade por meio de probabilidades

representadas por pesos lineares. Experimentos conduzidos demonstraram que as simila-

ridades propostas apresentam desempenho favorável em comparação com outros métodos

de classificação semissupervisionada.
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Image-to-class distance ratio (I2CDR) (Tan et al., 2015) é uma métrica para se-

leção de subconjuntos de caracteŕısticas com base em distância Euclidiana. A métrica foi

projetada para maximizar a distância interclasses (medidas de distância entre imagens

pertencentes à diferentes classes) e minimizar a distância intraclasse (medidas de distân-

cia entre imagens pertencentes à mesma classe), possibilitando uma boa classificação das

instâncias (ver Figura 2.1). De um modo geral, a métrica pode ser definida como a razão

da distância entre objetos da mesma classe (intraclasse) para a distância entre classes

(interclasses). Para tarefas de classificação em grande escala, um algoritmo baseado em

Particle Swarm Optimization (PSO) (Clerc, 2006) e I2CDR foi proposto, denominado

I2CDRPSO (= I2CDR (métrica proposta) + PSO), o qual opera em grandes espaços de

busca com baixo custo computacional e taxa de convergência rápida. A complexidade

computacional do I2CDR, medida por classe, equilave a O(ni log ni), onde ni é o número

de imagens da classe i. Para o algoritmo I2CDRPSO, a complexidade para c iterações é

O(cni log ni). Os autores realizaram experimentos para mostrar que o algoritmo supera

alguns métodos de ranking de caracteŕısticas (ordem de relevância) e métodos de seleção

de subconjunto de caracteŕısticas, comumente utilizados em classificação. Também foram

realizados testes de comparação de caracteŕısticas globais (para todo o conjunto de dados)

e locais (considerando cada classe) utilizando classificadores bem conhecidos.

Liu (2014) analisou como a similaridade do cosseno, frequentemente aplicada em

métodos de extração de caracteŕısticas baseados em análise discriminante, melhora os

resultados obtidos em reconhecimento de padrões. Tal melhoria provém de sua ligação

com a regra de decisão de Bayes (Liu, 2008), ótima para a minimização de erros de clas-

sificação. Além disso, discute problemas inerentes à medida de similaridade do cosseno

que reduzem seu poder de discriminação, conduzindo a classificações incorretas. Tais pro-

blemas estão relacionados à medida de distância e medida angular. A inadequação da

medida de distância surge porque a medida de similaridade do cosseno falha na obtenção

da distância real entre dois vetores. Já o problema relacionado à medida angular ocorre

quando o ângulo entre os vetores é maior que π/2. Ambos os problemas levam à clas-

sificações incorretas quando a medida de similaridade do cosseno é usada. Para superar

tais problemas, uma nova medida de similaridade foi apresentada (similaridade do cosseno

modificada). Esta nova medida é avaliada em problemas de reconhecimento facial obtendo

resultados superiores à outras medidas de similaridade, tais como a medida de similari-

dade do cosseno convencional, correlação normalizada (Struc e Pavesic, 2008) e a medida

de distância Euclidiana.

Baccour et al. (2014) avaliaram propriedades de similaridade e medidas de distância

fuzzy em diferentes aplicações de processamento de imagem com o propósito de conhecer

a influência de tais propriedades sobre os resultados. As medidas de distância abordadas

foram a medida de distância fuzzy entre dois conjuntos e a medida crisp apoiada nos
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postulados de espaço métrico (Definição 2.11). Medidas de similaridade fuzzy, conhecidas

como Fuzzy Similarity Measures (FSM), podem ser usadas para comparar diferentes

tipos de objetos, como imagens, por exemplo. Suas definições são baseadas em medidas

de proximidade, operações sobre conjuntos fuzzy (ver Seção 2.6), e outras. Neste trabalho,

FSMs foram aplicadas em tarefas de classificação de formas e reconhecimento de padrões.

3.4 Considerações Finais

Neste caṕıtulo foram revisados alguns trabalhos relacionadas ao tema proposto. Os

trabalhos compreendem três categorias de técnicas: 1) técnicas de projeção de da-

dos multidimensionais, 2) técnicas para identificação e visualização de agrupamentos e

3) técnicas que usam diferentes medidas de similaridade. Ver Figura 3.17 para um pano-

rama geral das técnicas revisadas em cada categoria.

Técnicas de projeção constituem o foco principal desta tese, portanto, um estudo

sistemático foi realizado envolvendo tais técnicas. Neste estudo foram explorados vários

aspectos das mesmas, para melhor compreendê-las e destacar suas vantagens e limitações.

Entre os aspectos explorados estão: ordem de complexidade do algoritmo; uso (ou não) de

amostras representativas; interatividade; se admite que novas instâncias sejam mapeadas

a posteriori, sem remapear ou recalcular as demais; se requer dados de entrada contidos em

um espaço vetorial; tipo de transformação de dados; formulação matemática e natureza da

projeção: local/global. Vale lembrar que parte substancial deste estudo serviu como base

para o desenvolvimento das técnicas de projeção apresentadas nos próximos caṕıtulos.

A capacidade de projetar grandes volumes de dados, diminuição do tempo de resposta,

maior precisão e interatividade, confirmam os recentes avanços das técnicas de projeção.

Porém, nenhuma das técnicas revisadas consegue projetar dados com eficácia, partindo

de um número restrito de amostras representativas, de modo a facilitar a organização dos

dados e identificação de agrupamentos como a LAMP, uma das abordagens desenvolvidas

neste projeto de doutorado, discutida no Caṕıtulo 4.

Levando em conta preservação de distâncias × eficiência computacional, LAMP pode

ser considerada uma das técnicas do estado da arte atual. O recente trabalho de Fadel

e colaboradores (Fadel et al., 2015), confirma este fato em um de seus experimentos (ver

Figura 3.10 para comparação).

As outras categorias investigadas: técnicas para identificação e visualização de agru-

pamentos e técnicas que usam diferentes medidas de similaridade foram revisadas sempre

com foco em exploração visual da informação e projeção, em alguns casos recuperação de

imagens e reconhecimento de padrões (as que envolvem medidas de similaridade). Apesar

da diversidade, os diferentes domı́nios foram conectados por meio de técnicas de pro-

jeção, as quais são muito flex́ıveis tanto com respeito à métrica utilizada para medir a

similaridade entre instâncias, como para identificar e visualizar agrupamentos de dados.
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Técnicas para identificação e visualização de agrupamentos com base em projeção, por

exemplo, garantem que os grupos não fiquem fragmentados durante a visualização. No

entanto, o maior desafio está em identificar caracteŕısticas nos dados, de modo a agrupá-

los. A CSM, discutida no Caṕıtulo 5, propõe uma solução diferenciada para o problema,

mediante o uso de um mecanismo de seleção de amostras representativas eficaz, apto a

selecionar amostras com base na variabilidade dos dados.

As técnicas que empregam diferentes medidas de similaridade a fim de aumentar a

precisão dos sistemas propostos não consideram um fator inerente aos problemas tratados:

a “incerteza”. Embora não possa ser exclúıda, a incerteza pode ser estimada e inserida na

solução, de modo a aumentar sua acurácia. Esta é a proposta da CSWIRe, apresentada

no Caṕıtulo 7, ao realizar buscas por similaridade em coleções de imagens complexas.
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(Mamani et al., 2013)

IRP-Kmeans
(Cardoso e Wichert, 2012)

Extensão para Star Coordinates
(Kiyadeh et al., 2015)

ReCloud
(Wang et al., 2014)

M
ed

id
a

s
d

e
S

im
ila

ri
d

a
d

e

MS
(Lee et al., 2015)

Medida de Similaridade Composta
(Arevalillo-Herráez et al., 2008)
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Caṕıtulo

4

A Técnica de Projeção Local: LAMP

A
lgumas técnicas de projeção permitem a interação do usuário no processo. Con-

tudo, ainda apresentam deficiências que prejudicam seu uso como uma ferramenta

completamente interativa na exploração visual. Por exemplo, a maioria das técnicas fazem

uso de uma única transformação para projetar dados de um espaço de alta dimensão para

o espaço visual. Esta caracteŕıstica dificulta a interação do usuário e impede ajustes locais,

já que quaisquer mudanças afetam a projeção como um todo.

Técnicas de projeção baseadas em transformação local também têm deficiências: ou

apresentam alto custo computacional, ou não fornecem um mecanismo flex́ıvel e suficien-

temente robusto para permitir que o usuário interaja livremente com a projeção. Uma

das principais razões para a falta de flexibilidade está no fato de que as técnicas locais

que projetam dados com base em um subconjunto de amostras (ou pontos de controle),

requerem muitas amostras posicionadas, a priori, no espaço visual. Portanto, muitas ins-

tâncias têm que ser manipuladas para modificar a projeção de modo apropriado, o que

torna o processo de interação tedioso e demorado.

Este caṕıtulo apresenta a técnica de projeção multidimensional chamada Local Affine

Multidimensional Projection (LAMP), a qual possui propriedades singulares que a tornam

efetiva na solução dos problemas apontados acima. LAMP tem formulação matemática

baseada em mapeamentos ortogonais, garantindo robustez e precisão ao processo. Além

disso, sua formulação permite que seja ajustada como uma técnica local, requerendo um

número reduzido de amostras para construir o mapeamento. Portanto, pouca intervenção

do usuário é necessária para incorporar seu conhecimento à projeção, o que aumenta sua

flexibilidade.

77
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A natureza local da LAMP combinada com um mecanismo interativo flex́ıvel possi-

bilita a exploração dinâmica e organização de dados, caracteŕıstica que pode ser explorada

em muitas aplicações.

Parte da contribuição descrita neste caṕıtulo foi publicada em Joia et al. (2011).

4.1 Principais Contribuições

Entre as principais contribuições deste trabalho estão:

� LAMP: uma técnica de projeção multidimensional baseada em mapeamentos orto-

gonais. Pode ser ajustada para ser global ou local, dependendo da aplicação. Requer

um número reduzido de pontos de controle para guiar o mapeamento. Adequada

para aplicações interativas.

� Capacidade de agrupar dados de forma precisa, utilizando poucos pontos de controle.

� Capacidade de correlacionar dados de diferentes naturezas e conjuntos de dados,

pela simples manipulação dos pontos de controle.

4.2 Local Affine Multidimensional Projection (LAMP)

De modo similar a outras técnicas interativas, a LAMP faz uso de um subconjunto

de amostras ou pontos de controle, e de sua localização no espaço visual. A informação

obtida a partir dos pontos de controle é usada para construir uma famı́lia de mapeamentos

ortogonais afins, um para cada instância a ser projetada. O usuário pode manipular os

pontos de controle no espaço visual para melhor organizá-los. Dáı em diante o mapea-

mento segue o layout dos pontos de controle. Em outras palavras, o usuário pode guiar a

projeção com base nos pontos de controle. A Figura 4.1 ilustra as etapas deste processo.

Figura 4.1: Os três módulos principais que compõem o framework da LAMP.

A formulação matemática da LAMP não se baseia em grafos de vizinhança e ad-

mite um número bem reduzido de amostras como entrada. Sua formulação usa Singular

Value Decomposition (SVD) para resolver um problema de minimização conhecido. A

Seção 4.2.1 descreve as etapas dessa formulação e cálculo do mapeamento afim, enquanto

que a Seção 4.2.2 faz uma análise de como os pontos de controle influenciam na projeção.
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4.2.1 Formulação Matemática e Cálculo do Mapeamento Afim

Considere o conjunto de dados X ⊂ Rm contendo n instâncias, XS = {x1, x2, . . . , xk}
um subconjunto de pontos de controle de X, e seja xi ∈ XS um representante desse

subconjunto. A imagem de XS no espaço visual (R2 neste contexto) representa-se por

YS = {y1, y2, . . . , yk}. Então, dada uma instância x ∈ X, a técnica Local Affine Multidi-

mensional Projection (LAMP) mapeia x para o espaço visual encontrando a transformação

afim

fx(p) = pM + t

que minimiza

Elamp =
k∑
i=1

αi‖fx(xi)− yi‖2, restrito à M>M = I, (4.1)

onde a matriz M e o vetor t são desconhecidos, I é a matriz identidade, e αi são pesos

escalares definidos como:

αi =
1

‖xi − x‖2
. (4.2)

O problema de minimização da função objetivo definida pela Equação (4.1) é similar

ao empregado em deformação de imagens do tipo “tão-ŕıgido-quanto-posśıvel” (Schaefer

et al., 2006). Porém, em oposição às aplicações de deformação de imagem, onde as trans-

formações afins são de R2 em R2, aqui os mapeamentos afins são de Rm em R2. Então,

a formulação usada em deformação de imagens não se aplica neste contexto, muito mais

generalizado. Logo, uma nova formulação é requerida.

A restrição M>M = I na Equação (4.1) implica uma transformação isométrica no

mapeamento. Note que:

‖Mx‖2 = (Mx)>Mx = x>M>Mx = x>x = ‖x‖2,

logo, a matriz ortogonal M age como uma“isometria”sobre o espaço vetorial Rm, evitando

efeitos como escala e cisalhamento. Ou seja, os dados podem ser somente rotacionados

e/ou transladados durante o mapeamento. Este comportamento é ideal para projeção

multidimensional, já que preserva distâncias tanto quanto posśıvel ao projetar os dados.

Se nenhuma restrição é imposta, o mı́nimo da Equação (4.1) pode ser obtido através

de um procedimento convencional de ajuste por mı́nimos quadrados. No entanto, neste

caso, erros no posicionamento dos pontos de controle podem ser propagados pelos mapea-

mentos locais afins, resultando em projeções de baixa qualidade. Para uma discussão mais

detalhada sobre ortogonalidade e restrições em problemas de minimização, veja Gower e

Dijksterhuis (2004).
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Além disso, na Equação (4.1) os pesos αi dependem do ponto de avaliação, mas uma

transformação afim distinta é obtida para cada instância x, atendendo este pré-requisito.

Finalmente, em contraste às aplicações de deformação de imagem, não é necessário garan-

tir continuidade para a transformação toda, pelo contrário, descontinuidades podem ser

altamente desejáveis para manter afastadas as instâncias de dados não correlacionadas

durante a projeção. Esta flexibilidade permite restringir o somatório na Equação (4.1)

levando em conta somente os pontos de controle em uma vizinhança de x, o que torna

o processo totalmente local. Na verdade, quanto mais amostras são consideradas no so-

matório, menos local será a projeção de x (Seções 4.2.2 e 4.3 abordam esta questão).

Fazendo as derivadas parciais com respeito a t iguais a zero, pode-se escrever t em

função de M :

t = ỹ− x̃M, x̃ =

∑k
i=1 αixi
α

, ỹ =

∑k
i=1 αiyi
α

, (4.3)

onde α =
∑k

i=1 αi. Assim, o problema de minimização da Equação (4.1) pode ser reescrito

como:
k∑
i=1

αi‖x̂iM − ŷi‖2, restrito à M>M = I, (4.4)

onde x̂i = xi − x̃ e ŷi = yi − ỹ.

A Equação (4.4) pode ser expressa na forma matricial, como segue:

‖AM −B‖F , restrito à M>M = I, (4.5)

onde ‖ · ‖F denota a norma de Frobenius, e as matrizes A and B são dadas por:

A =


√
α1x̂1
√
α2x̂2

...
√
αkx̂k

 , B =


√
α1ŷ1√
α2ŷ2
...

√
αkŷk

 . (4.6)

O problema de minimização da Equação (4.5) é um t́ıpico exemplo de Problema de

Procrustes Ortogonal (Gower e Dijksterhuis, 2004), cuja solução é conhecida:

M = UV , A>B = UDV , (4.7)

onde UDV é a decomposição em valores singulares (SVD) de A>B. Portanto, encontrado

M , a projeção de x é dada por:

y = fx(x) = (x− x̃)M + ỹ. (4.8)

A prinćıpio, pode parecer que o cálculo de uma decomposição SVD para cada instância

x tenha um custo muito elevado para ser empregado em uma aplicação interativa. Todavia,
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A>B é uma matriz m× 2, ou seja, tem somente duas colunas, logo pode ser decomposta

muito rapidamente com robustos pacotes SVD (Blackford et al., 2002) (O(k) operações),

resultando em um algoritmo com complexidade computacional igual a O(kn).

O Algoritmo 4.1 descreve os passos necessários para computar a transformação afim,

de modo a mapear instâncias de um espaço de alta dimensão para o espaço visual.

Algoritmo 4.1 Local Affine Multidimensional Projection (LAMP)

Entrada: Conjunto de dados X, pontos de controle XS e mapeamento YS.
Sáıda: Mapeamento Y .

1: para cada x ∈ X faça

2: Computar os pesos αi. // Equação (4.2)

3: Computar x̃ e ỹ. // Equação (4.3)

4: Construir as matrizes A e B. // Equação (4.6)

5: UDV ← decomposição SVD de A>B.

6: M ← UV .

7: Computar o mapeamento y = (x− x̃)M+ỹ e armazenar em Y .

8: fim para

4.2.2 Análise dos Pontos de Controle

Existem dois aspectos principais a serem observados quando se lida com os pontos de

controle XS. O primeiro aspecto está relacionado à quantidade de pontos de controle.

Técnicas como a PLMP (Paulovich et al., 2010b), Pekalska (Pekalska et al., 1999), e PLP

(Paulovich et al., 2011) têm limitações quanto ao número mı́nimo de pontos de controle

empregados. PLMP e Pekalska, por exemplo, requerem um número de pontos de controle

no mı́nimo igual à dimensão dos dados, enquanto PLP demanda um número mı́nimo de

pontos de controle em cada grafo de vizinhança local. Na prática, estes métodos fazem

uso de k =
√
n pontos de controle para projetar os dados, onde n é o número total de

instâncias do conjunto de dados.

A técnica LAMP, entretanto, é muito robusta com respeito ao número de pontos de

controle, apresentando baixa distorção mesmo quando um número reduzido de pontos de

controle é usado, como mostrado na Figura 4.2. Note que a função de stress (apresentada

na Definição 2.21) não decai consideravelmente quando o número de pontos de controle

aumenta, mostrando que a LAMP pode robustamente mapear instâncias para o espaço

visual usando poucos pontos de controle. Um esquema preciso, baseado em força (Tejada

et al., 2003), foi utilizado para posicionar os pontos de controle, selecionados aleatoria-

mente, no espaço visual. O uso deste esquema não compromete a eficiência da LAMP, já

que apenas um número reduzido de pontos de controle precisam ser posicionados.
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Figura 4.2: Stress produzido pela LAMP quando o número de pontos de controle varia de
1% a 25% do total de instâncias do conjunto de dados (ver Tabela 4.1 para detalhes sobre os
conjuntos de dados).

Figura 4.3: Stress Ö porcentagem de pontos de controle mais próximos usados para construir
os mapeamentos afins, tal que 100% equivale a usar

√
n pontos de controle.

Além do número de pontos de controle, o número de termos no somatório da

Equação (4.4) pode ser ajustado para modificar o comportamento do mapeamento. Como

mencionado na seção anterior, o mapeamento como um todo pode tornar-se descont́ınuo

quando o somatório não percorre todos os pontos de controle em XS. No entanto, descon-

tinuidades podem ajudar a preservar grupos, bem como melhorar a qualidade da projeção.

A Figura 4.3 confirma esta afirmação mostrando que, mesmo quando o número de pontos

de controle na vizinhança de cada instância x é pequeno, a medida do stress ainda se

mantém em baixos ńıveis. O percentual de pontos de controle mais próximos que aparece

na Figura 4.3 é um parâmetro controlado pelo usuário (ver discussão na Seção 4.5).
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4.3 Resultados Experimentais e Comparações

Nesta seção são apresentados alguns resultados obtidos com a LAMP.

Os conjuntos de dados utilizados nas comparações estão relacionados na Tabela 4.1.

Note que, tais conjuntos variam significativamente tanto em número de instâncias como

atributos, permitindo comparações mais confiáveis. Quanto às técnicas empregadas nas

comparações, foram escolhidas com base nos seguintes critérios:

� Apresentam bom desempenho em termos de stress e/ou tempo computacional; ou

� Utilizam um subconjunto de amostras para executar o mapeamento.

Mais especificamente, foram utilizadas as seguintes técnicas: Glimmer (Ingram et al.,

2009) devido ao seu bom desempenho em termos de stress ; FastMap (Faloutsos e Lin,

1995) por ser uma das técnicas de projeção mais rápidas conhecidas; PLMP (Paulovich

et al., 2010b), Hybrid (Jourdan e Melançon, 2004), LMDS (De Silva e Tenenbaum, 2004),

L-Isomap (De Silva e Tenenbaum, 2003), Pekalska (Pekalska et al., 1999), LSP (Paulovich

et al., 2008) e PLP (Paulovich et al., 2011) porque apresentam bons resultados com relação

ao stress/tempo e porque se apoiam em um subconjunto de amostras representativas para

executar a projeção multidimensional.

Todos os resultados apresentados nesta seção foram produzidos por um microcom-

putador Intel® Core� i7, CPU 920 2.66GHz, placa NVIDIA® Quadro FX 3800 e 8 GB de

memória RAM; implementação em Java, utilizando a biblioteca numérica Linear Algebra

for Java (jblas) (Braun et al., 2009) para a decomposição SVD.

Tabela 4.1: Conjuntos de dados utilizados nas comparações da LAMP, da esquerda para a
direita as colunas correspondem ao nome do conjunto de dados, total de instâncias, número de
atributos e origem dos dados.

Nome Instâncias Dimensão Origem

Wdbc 569 30 [a]

Diabetes 768 8 [a]

Segmentation 2.100 19 [a]

US counties 3.028 14 [b]

Isolet 6.238 617 [a]

Letter rcn 20.000 16 [a]

Mammals 50.000 72 [a]

Viscontest 200.000 10 [c]

[a] Frank e Asuncion (2010)

[b] Seo e Shneiderman (2004)

[c] Whalen e Norman (2008)
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4.3.1 Preservação de Distâncias

Como primeiro experimento, considere os gráficos de caixas verticais mostrados na

Figura 4.4. Estes gráficos mostram, respectivamente, a precisão e a eficiência computa-

cional da LAMP, utilizando os oito conjuntos de dados da Tabela 4.1.

O gráfico à esquerda (Figura 4.4(a)) mostra o valor do stress para todas as técnicas

comparadas. Os resultados confirmam que a LAMP é uma das técnicas mais precisas,

equiparando-se à técnicas altamente precisas como Pekalska, por exemplo.

A Figura 4.4(b) mostra os tempos computacionais das técnicas comparadas. Note que

a LAMP é bastante competitiva, equiparada a métodos do estado da arte como a PLP.

De fato, a LAMP só tem desempenho inferior a PLMP e FastMap, técnicas conhecidas

por seu baixo custo computacional.

(a) Stress (b) Tempo computacional (em segundos)

Figura 4.4: Comparação do stress e tempo computacional da LAMP contra outras técnicas de
projeção.

Observe agora os gráficos de dispersão mostrados na Figura 4.5. Eles representam

as distâncias no espaço original versus as distâncias no espaço de projeção, isto significa

que quanto mais pontos estiverem em torno da linha de 45o, melhor a preservação de

distâncias no espaço de projeção. Note que a LAMP é superior às outras técnicas em

praticamente todos os casos, preservando muito bem as distâncias durante a projeção. Já

em outras como Hybrid e L-Isomap, por exemplo, a dificuldade em preservar distâncias é

bastante evidente.

4.3.2 Agrupamento de Dados a Partir dos Pontos de Controle

A LAMP foi concebida para ser interativa, permitindo ao usuário, dinamicamente,

interagir com a projeção pela manipulação de pontos de controle. Preferencialmente,

organizando-os através de suas classes ou caracteŕısticas visuais, tais como, padrões, for-

mas ou cores.
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Figura 4.5: Distância no espaço original Ö distância no espaço de projeção. Os valores na região
superior esquerda de cada subfigura correspondem ao stress normalizado e tempo computacional
em segundos.

A Figura 4.6(a), por exemplo, mostra o mapeamento de alguns pontos de controle

selecionados aleatoriamente a partir do conjunto de dados Segmentation, mapeados para

o espaço visual utilizando o esquema de forças discutido na Seção 4.2.2. A Figura 4.6(b)

mostra o resultado da intervenção do usuário, após agrupar os pontos de controle no

espaço visual.

Os mapeamentos produzidos pela LAMP tendem a seguir fielmente o layout dos pontos

de controle fornecido pelo usuário. Logo, quando os pontos de controle estão agrupados

como na Figura 4.6(b), agrupamentos de dados tendem a se formar também com a pro-

jeção. Para atestar a qualidade destes agrupamentos foi utilizada a medida da silhueta,

indicada por Silh, cujos posśıveis valores variam no intervalo [−1, 1]. Quanto maior for

este valor, melhor a coesão e a separação dos agrupamentos. Ver Definição 2.8 para mais

detalhes sobre esta medida.

As Figuras 4.6(c) a 4.6(f) descrevem os mapeamentos produzidos pela LAMP, LSP,

Pekalska e PLMP, respectivamente. Todos eles usam a configuração dos pontos de con-

trole mostrado na Figura 4.6(b). A LAMP está usando todos os pontos de controle para
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computar o mapeamento afim fx para cada instância x. Como pode ser observado, a

medida da silhueta da LAMP não é tão boa quanto as produzidas por LSP e Pekalska.

Isto significa que os agrupamentos são melhor preservados por estas duas técnicas.

(a) Pontos de controle
mapeados pelo Force

(b) Layout ajustado pelo
usuário

(c) Silh = 0, 4003 (d) Silh = 0, 4584 (e) Silh = 0, 5083 (f) Silh = 0, 2475

Figura 4.6: Projeções produzidas pela LAMP, LSP, Pekalska e PLMP a partir dos pontos de
controle manipulados pelo usuário.

(a) Silh = 0, 4166 (b) Silh = 0, 4365 (c) Silh = 0, 4682 (d) Silh = 0, 5235

Figura 4.7: Projeções produzidas pela LAMP variando o percentual dos pontos de controle
mais próximos usados para construir o mapeamento, computados a partir do espaço de alta
dimensão, tal que 100% representa

√
n pontos de controle.

A situação é diferente quando se explora a natureza local da LAMP, isto é, quando se

usam os pontos de controle mais próximos de cada instância x para construir o mapea-

mento fx, como pode ser observado nas Figuras 4.7(a) a 4.7(d). Note que o valor Silh

aumenta quando o percentual dos pontos de controle mais próximos diminui (75%, 50%,
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25% e 5%), atingindo um valor de silhueta maior do que as outras três técnicas globais

apresentadas.

O uso de informações 2D torna a LAMP bastante senśıvel à posição dos pontos de

controle no espaço visual, produzindo mapeamentos que seguem fielmente o layout dos

pontos de controle. Este fato pode ser observado nas Figuras 4.8(a) a 4.8(d), onde as

instâncias mapeadas tornam-se cada vez mais agrupadas à medida que a porcentagem

de vizinhos mais próximos varia de 75% a 5%, e os vizinhos são definidos com base no

espaço visual. Os valores da silhueta confirmam que a LAMP separa melhor os grupos

quando informações 2D são consideradas, apresentando resultados superiores aos da PLP

(Figura 4.9).

(a) Silh = 0, 4590 (b) Silh = 0, 5496 (c) Silh = 0, 5570 (d) Silh = 0, 5644

Figura 4.8: Projeções produzidas pela LAMP variando o percentual dos pontos de controle
mais próximos usados para construir o mapeamento, computados a partir do espaço visual, tal
que 100% representa

√
n pontos de controle.

Silh = 0, 4411

Figura 4.9: Projeção produzida pela PLP usando distâncias no espaço visual e a configuração
dos pontos de controle mostrado na Figura 4.6(b).

A Figura 4.10(a) mostra três pontos de controle selecionados aleatoriamente em cada

uma das sete classes que compõem o conjunto de dados, sendo interativamente posiciona-

dos no espaço visual de modo a manter classes distintas bem separadas. A Figura 4.10(b)

mostra o mapeamento produzido pela LAMP usando este reduzido conjunto de pontos

de controle (vizinhança definida a partir do espaço visual). Note que mesmo usando um

número reduzido de pontos de controle (21 ao todo), a LAMP conseguiu projetar o con-

junto de dados consistentemente, gerando um valor de silhueta comparável ao da PLP

que usa muito mais pontos de controle (Figura 4.9).
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(a) Layout ajustado pelo
usuário

(b) Silh = 0, 4361

Figura 4.10: Projeção produzida pela LAMP (vizinhança em R2) usando apenas alguns pontos
de controle, 3 por classe (21 no total contra 137 necessários para executar a PLP).

É importante enfatizar que a PLP, PLMP e Pekalska não são capazes de executar

mapeamentos usando tão poucos pontos de controle. Além disso, devido à sua natureza

global, PLMP e Pekalska não podem executar uma drástica separação de instâncias tal

como a produzida pela LAMP na Figura 4.8(d).

Figura 4.11: Preservação de vizinhança para PLP e LAMP.

A LAMP também apresenta boa preservação de vizinhança (ver Definição 2.22), con-

forme pode ser observado na Figura 4.11. Neste gráfico, são apresentadas várias curvas de

preservação de vizinhança da LAMP, variando o percentual de pontos de controles mais

próximos utilizados para construir o mapeamento, entre: 5%, 10%, 25%, 50% e 75%.

Note que a precisão aumenta quando a natureza local da LAMP é explorada, ou seja,

quando apenas 5% e 10% dos pontos de controle mais próximos são utilizados no cálculo

do mapeamento afim.
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4.4 Aplicação: Correlação Visual de Dados

Aplicações envolvendo correlação de dados assistida pelo usuário visam relacionar ins-

tâncias de conjuntos de dados que, a prinćıpio, não têm qualquer conexão. A ideia é

iniciar com um reduzido conjunto de pontos de controle, selecionados a partir de diferen-

tes conjuntos de dados e interativamente manipular estes pontos de controle no espaço

visual, a fim de deixar as instâncias que devem ser correlacionadas tão próximas quanto

posśıvel. Uma vez que os pontos de controle dos diferentes conjuntos de dados estão cor-

relacionados, isto é, agrupados bem próximos no espaço visual, as instâncias restantes são

projetadas utilizando a LAMP.

Como o mapeamento produzido pela LAMP segue a configuração dos pontos de con-

trole, instâncias de diferentes conjuntos de dados são projetadas próximas umas das outras

no espaço visual, fazendo com que fiquem completamente correlacionadas. A Figura 4.12

ilustra o protótipo de um sistema desenvolvido para executar esta tarefa e estabele-

cer uma correspondência entre imagem e música. Um v́ıdeo demonstrando cada uma

das etapas deste processo encontra-se dispońıvel em http://sites.google.com/site/

paulojoiafilho/publications.

Figura 4.12: Correlação entre imagem e música: alguns representantes (pontos de controle) de
música e imagem são selecionados a partir do correspondente conjunto de dados (a) e colocados
no espaço visual (b). O usuário interage com as amostras de imagem e música de modo a
correlacioná-las (c). A LAMP mapeia músicas e figuras segundo as associações realizadas pelo
usuário (d). O usuário pode destacar múltiplas regiões no espaço visual (e), onde cada região
corresponde às figuras e músicas que irão compor uma apresentação de slides (f).

http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications
http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications
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4.5 Considerações Finais

A técnica de projeção apresentada neste caṕıtulo, Local Affine Multidimensional Pro-

jection (LAMP), mostrou-se adequada para aplicações interativas pelo fato de mapear

dados com base em um número bem reduzido de amostras representativas ou pontos de

controle. LAMP tem sólida formulação matemática, robustez e versatilidade.

Os experimentos realizados provam que a LAMP supera as outras técnicas de projeção

em termos de preservação de distâncias, além de ser competitiva em relação aos tempos

computacionais. A medida da silhueta foi utilizada para mostrar que os mapeamentos

produzidos pela LAMP, a partir de alguns pontos de controle rotulados e em seguida

organizados pelo usuário de forma interativa, podem originar grupos altamente separados

e coesos.

Como os mapeamentos produzidos tendem a seguir fielmente o layout dos pontos de

controle, é posśıvel aplicar a LAMP para estabelecer correlações entre dados aparente-

mente sem conexão, conforme apresentado na seção anterior.

Embora não tenha sido explorado neste trabalho, também é posśıvel utilizar a LAMP

como uma ferramenta de classificação para predizer a classe de futuras instâncias de dados.

Por construção, a LAMP permite mapear novas instâncias de dados de forma isolada, sem

refazer ou recalcular o mapeamento dos pontos já projetados. Desse modo, basta que os

pontos de controle sejam rotulados (comportando-se como um conjunto de treinamento)

para predizermos a classe de novas instâncias projetadas, com base na classe do ponto de

controle mais próximo (função de classificação).

LAMP é essencialmente uma técnica local, isto significa que tenta preservar a geo-

metria local dos dados durante a projeção, caracteŕıstica que se torna evidente quando

apenas um percentual dos pontos de controle mais próximos de cada instância são uti-

lizados no mapeamento. Escolher o número ideal de pontos mais próximos para produzir

o layout desejado, no entanto, é um aspecto que precisa ser melhor investigado. Uma

possibilidade é tentar encontrar o raio de influência de cada ponto de controle, embora

não seja uma tarefa fácil.

Muitas vezes, os pontos de controle não são rotulados e também não podem ser or-

ganizados no espaço visual por meio de suas caracteŕısticas. Para estas situações, uma

nova abordagem capaz de identificar instâncias representativas em conjuntos de dados

não rotulados e desbalanceados foi desenvolvida. Esta abordagem, assunto do próximo

caṕıtulo, utiliza a LAMP em uma de suas etapas para projetar e identificar grupos no

espaço visual.



Caṕıtulo

5

Identificação de Grupos no Contexto de

Projeção

M
uitos métodos de visualização combinam projeção multidimensional com esquemas

de detecção de agrupamentos. Uma abordagem t́ıpica agrupa instâncias similares

segundo suas distâncias no espaço visual, assim, os grupos são definidos com base exclusiva

na geometria dos pontos no espaço visual.

Embora a análise puramente geométrica, em alguns casos, consiga apresentar grupos

visualmente separados, não existe garantia alguma de que os grupos obtidos reflitam qual-

quer correlação entre os dados. Além do mais, muitas técnicas de visualização empregam

esquemas de agrupamento não determińısticos, produzindo diferentes layouts cada vez

que o conjunto de dados é visualizado.

Muitos algoritmos de detecção de agrupamentos operam adequadamente quando o

conjunto de dados é balanceado, ou melhor, quando a frequência relativa das classes não

é extrema em uma determinada classe (Definição 2.2). Quando o conjunto de dados é

desbalanceado, a tarefa de detecção de agrupamentos é bem mais complexa. Embora

existam métodos de balanceamento de amostras visando reduzir a disparidade entre a

proporção de instâncias por classe em um conjunto de dados (Larose, 2006), tais técnicas

não se aplicam neste contexto, pois o balanceamento pode provocar a eliminação de grupos

com poucos representantes, ou estimar novas categorias que não condizem com os dados

originais.

Este caṕıtulo apresenta um novo método de visualização baseado em projeção multi-

dimensional que permite agrupar dados. Além disso, opera no espaço visual, garantindo

que os grupos obtidos não fiquem fragmentados durante a visualização, ou seja, elementos

aparentemente dispersos são agregados e posicionados em torno de seu centro, implicando

91
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melhor coesão e separação (Palumbo et al., 2008). Em contraste às técnicas existentes, o

esquema de agrupamento utilizado é orientado por um mecanismo de amostragem deter-

mińıstico, apto a identificar instâncias que representam bem o conjunto de dados como um

todo. O mecanismo de amostragem fundamenta-se em decomposição matricial e consegue

operar mesmo em conjuntos de dados desbalanceados. Desse modo, o método proposto

permite visualizações mais confiáveis, já que o usuário tem certa garantia de que cada

grupo visualizado corresponde a um padrão espećıfico dos dados.

O padrão mencionado é determinado pelo mecanismo de amostragem, o qual é sen-

śıvel à variação dos dados, logo pode localizar instâncias representativas em cada classe,

mesmo em conjuntos de dados desbalanceados, com boa precisão. Isto significa que,

mesmo instâncias pertencentes a classes com baixa frequência têm boas chances de serem

amostradas.

Outro aspecto interessante do método proposto está no fato do mecanismo de

amostragem ser facilmente adaptado para selecionar os atributos mais relevantes que

representam cada agrupamento obtido. Portanto, esta abordagem unifica em um simples

framework três tarefas amplamente utilizadas no contexto de visualização: amostragem

de dados, detecção de agrupamentos e seleção de atributos.

O método desenvolvido foi denominado Column Selection Method (CSM), pelo modo

que opera: instâncias são representadas como colunas durante o processo de decomposição

matricial (Seção 5.2). Uma bateria completa de testes confirma sua eficácia quando com-

parado a algoritmos de amostragem (Seção 5.3.1), detecção de agrupamentos (Seção 5.3.2)

e seleção de atributos (Seção 5.3.3).

Parte da contribuição descrita neste caṕıtulo foi publicada em Joia et al. (2015).

5.1 Principais Contribuições

Em resumo, as principais contribuições do trabalho apresentado neste caṕıtulo são:

� Um mecanismo de amostragem de dados determińıstico apto a operar com precisão

mesmo em conjuntos de dados desbalanceados.

� Um esquema de agrupamento de dados baseado no mecanismo de amostragem pro-

posto, garantindo que os grupos obtidos sejam diferentes entre si não apenas pela

distância, mas também pelo seu conteúdo.

� Um esquema de seleção de atributos capaz de identificar os atributos que melhor

representam cada agrupamento de dados obtido.
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5.2 Column Selection Method (CSM)

A Figura 5.1 ilustra os cinco passos principais da CSM: 1) Identificação de instâncias

representativas; 2) Projeção multidimensional; 3) Detecção de agrupamentos; 4) Seleção

de atributos; e 5) Organização do layout com base nos grupos obtidos.

Figura 5.1: Pipeline da CSM.

O Passo 1 do pipeline consiste em identificar, a partir dos dados originais, o subcon-

junto de instâncias que melhor representa o conjunto de dados como um todo. No Passo 2,

os dados são mapeados para o espaço visual usando uma técnica de projeção precisa. Neste

trabalho, foi utilizada a LAMP (Joia et al., 2011). No Passo 3, as instâncias similares

são agrupadas de acordo com o critério de distância até a instância representativa mais

próxima. No Passo 4, os atributos mais relevantes de cada agrupamento são selecionados,

os quais são utilizados no Passo 5 para compor o layout final da visualização.

As próximas subseções detalham, respectivamente, os Passos 1, 3 e 4, uma vez que

eles correspondem às principais contribuições deste trabalho.

5.2.1 Identificação de Instâncias Representativas

A ideia central desta etapa é identificar bons representantes para o conjunto de dados

como um todo. No entanto, decidir se uma instância constitui bom representante não

é tarefa fácil, principalmente se forem consideradas apenas informações geométricas dos

pontos, como a distância entre eles. Por este motivo, esta formulação leva em conta tam-

bém a variabilidade dos dados, alcançada através de uma sólida formulação matemática

proveniente da decomposição de matrizes, cuja solução deriva da teoria da decomposição

em valores singulares (SVD).

Considere uma matriz de dados A, de dimensão n × m, onde as instâncias são ar-

mazenadas como colunas1, tal que cada coluna aj, j = 1, . . . ,m, corresponde a uma ins-

tâncias de dimensão n. O SVD de A é a decomposição A = UΣV>, onde U = [u1u2 · · ·un]

e V = [v1v2 · · · vm] são matrizes ortogonais com dimensões n × n e m × m respectiva-

mente, e Σ é a matriz diagonal retangular n×m com entradas não nulas correspondendo

aos valores singulares de A. Os valores singulares são tipicamente arranjados tal como

Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σp, 0, · · · , 0) com p valores não nulos, tal que σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp > 0.

1Embora esta não seja a forma usual de armazenamento, ela é necessária para fins desta formulação.
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É bem conhecido da teoria SVD que as colunas de U correspondem aos componentes

principais de A (Jolliffe, 2002), isto é, o conjunto {ui} gera o subespaço linear onde os

dados originais (colunas de A) são bem representados. Em outras palavras, as colunas de

U correspondem à melhor base de vetores (em termos de uma norma de matriz apropriada)

para representar o conjunto de dados.

Se um subconjunto de colunas de A se “aproxima” de {ui}, então é razoável admitir

que este subconjunto será uma boa representação para o conjunto de dados. O problema

está em decidir quais colunas de A se aproximam da base, dada pelas colunas de U . Uma

solução seria medir a correlação entre cada coluna de A com o conjunto de colunas de U ,

escolhendo como instâncias representativas o subconjunto de colunas de A onde os valores

da correlação sejam o maior posśıvel. Felizmente, o SVD de A fornece esta informação.

De fato, o SVD permite escrever:

Σ−1U>A = V>, (5.1)

onde Σ−1 é a matriz diagonal cujas entradas são o inverso dos valores singulares não nulos

de Σ. Fixando uma única coluna de A, a Equação (5.1) torna-se,

Σ−1U>aj = [v1
j v

2
j · · · vmj ]

>
, (5.2)

onde vij é a j-ésima coordenada da coluna vi de V . Na Equação (5.2), os valores da correlação

entre aj e cada coluna de U são dados, exceto por uma escala, pelas entradas vij, as quais

correspondem à j-ésima coluna de V>. Ou melhor, o elemento vij é a medida da correlação

entre a coluna aj e a base de vetores ui.

Usando o argumento anterior, é posśıvel amostrar as colunas de A segundo seus valores

de correlação com as colunas de U , medidos pelo seguinte escore:

πj =
k∑
i=1

(vij)
2. (5.3)

Os πj valores devem ser ordenados de forma decrescente e os respectivos ı́ndices das

colunas (de V>), armazenados. Tais ı́ndices são usados para obter as c instâncias mais

representativas de A, onde c é o número de instâncias que pretende-se amostrar. Na

prática, para selecionar as colunas mais representativas de A deve-se primeiro ordenar as

colunas de V> em ordem decrescente de valores de π e usar seus ı́ndices para recuperar

as colunas de A.

Note que o somatório da Equação (5.3) é iterado até k, o qual corresponde às k

primeiras colunas de U . A razão para considerarmos somente as k primeiras colunas de U

é que a maioria da informação contida em A pode ser representada pela base de vetores
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ui associada aos maiores valores singulares de A. Valores singulares pequenos, na maioria

das vezes, correspondem a rúıdos e podem ser descartados.

Lembrando que, os k primeiros vetores da base {ui} correspondem às k componentes

principais dos dados, então estamos escolhendo as colunas aj que mais contribuem com

a representação de tais componentes. Desse modo, o mecanismo de amostragem tende a

selecionar colunas distintas umas das outras, em relação aos eixos principais. Obtendo,

portanto, instâncias com grande diversidade.

As Figuras 5.2(a) e 5.2(b) ilustram o mecanismo de amostragem na prática.

Figura 5.2: Identificação de três agrupamentos pelo método proposto, onde cerca de 3% de
instâncias representativas foram selecionadas a partir do conjunto de dados US counties (ver
Tabela 5.1).

O Algoritmo 5.1 descreve os principais passos do método de amostragem. Observe que

este algoritmo é simples de ser implementado, requerendo basicamente uma biblioteca para

resolver o SVD e um método de ordenação de dados.

Algoritmo 5.1 Column Selection Method (CSM)

Entrada: Matriz de dados A, parâmetro k e número de colunas c.
Sáıda: Matriz C com c colunas selecionadas.

procedimento RepresentativeSelection(A, k, c)

1: [U,Σ, V>]← SVDtruncado(A, k)

2: para toda coluna j em V> faça

3: πj ←
∑k

i=1(vij)
2

4: fim para

5: Idx← ı́ndices das colunas com os c maiores valores de π

6: C ← A(Idx)
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Embora o valor de k seja um parâmetro de entrada no Algoritmo 5.1, o valor

k = min{m,n}\2 + 1 (5.4)

foi utilizado nos experimentos, por produzir bons resultados. O śımbolo “\” na equação

acima indica divisão inteira. Truncar o resultado do SVD em algum número k significa

criar uma representação de A mais fácil de analisar e interpretar, já que as principais

informações estão contidas nos primeiros termos, conforme já discutido. A representação

mais comum é obtida considerando k termos, com k � min{m,n}, em grande parte

porque dá a melhor aproximação de posto-k para A (Drineas et al., 2008).

Note que, uma vez estimado o valor do parâmetro k, por meio da Equação (5.4), esta

abordagem requer como entrada apenas a matriz A e o número de colunas a serem sele-

cionadas c, tal que c é tipicamente maior do que k. Estudos no contexto de aproximação

de matrizes (Boutsidis et al., 2014) indicam a possibilidade de estimar c comparando o

posto da matriz de dados A com o posto da matriz de colunas selecionadas C, todavia,

esta estimativa tem alto custo computacional, desencorajando seu uso neste contexto.

O tempo de execução do Algoritmo 5.1 é dominado pela decomposição SVD. Nossa

implementação utiliza o algoritmo LAS2 (Berry, 1992) para calcular o SVD truncado, o

qual tem complexidade assintótica O(mnk).

Abordagens similares têm sido empregadas na detecção de outliers (Velleman e Welsch,

1981), na fatoração de matrizes (Mahoney e Drineas, 2009) e na análise genômica (Paschou

et al., 2007). Todavia, no contexto de visualização, o método de seleção de colunas

via decomposição de matrizes constitui abordagem inovadora, principalmente por reunir

em um único framework : amostragem de dados, detecção de agrupamentos e seleção de

atributos.

5.2.2 Detecção de Agrupamentos

Uma vez que as instâncias tenham sido selecionadas pelo Column Selection Method ,

elas são mapeadas para o espaço visual. A LAMP (Joia et al., 2011) foi utilizada para

realizar este mapeamento.

Como as instâncias são selecionadas com base em sua correlação com as colunas de U ,

o mecanismo de amostragem pode selecionar várias instâncias para representar o mesmo

agrupamento. A fim de evitar instâncias redundantes, as mesmas são agrupadas segundo

sua proximidade. Vários algoritmos de agrupamento foram testados para agrupar as

instâncias representativas, optando-se pelo Expectation Maximization (EM) (Dempster et

al., 1977), devido aos bons resultados apresentados.

Com as instâncias representativas selecionadas e agrupadas pelo EM, os grupos são

pré-definidos, restando apenas associar as instâncias não representativas. Considerando

que as posições das instâncias no espaço visual são conhecidas, então cada instância não
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representativa é associada à instância representativa mais próxima, usando a métrica

Euclidiana. Ou melhor, é rotulada de acordo com a instância representativa mais próxima.

As Figuras 5.2(c) e 5.2(d) ilustram, respectivamente, estes passos, ou seja, agrupa-

mento das instâncias representativas com EM e formação dos grupos com base na instância

representativa mais próxima.

5.2.3 Seleção de Atributos

Muitas técnicas têm sido propostas para selecionar os atributos mais relevantes de um

conjunto de dados de alta dimensão. Algumas abordagens são sofisticadas e de dif́ıcil

implementação, com algoritmos de alto custo computacional. Além disso, a maioria das

técnicas são supervisionadas e trabalham de maneira global, selecionando os atributos que

caracterizam o conjunto de dados como um todo. Esta seção, apresenta um esquema de

seleção de atributos capaz de atuar isoladamente sobre grupos de instâncias, conforme

segue.

É razoável assumir que instâncias pertencentes a um mesmo grupo compartilhem pro-

priedades semelhantes, as quais podem ser descritas por seus atributos. Normalmente,

apenas um subconjunto desses atributos já é suficiente para caracterizar as instâncias.

Supondo que o esquema de agrupamento de dados, descrito na subseção anterior, dê

origem a l grupos e sejam A1, . . . , Al as matrizes de dados de cada grupo, onde as colunas

de Ai correspondam às instâncias do i-ésimo grupo. Logo, se o Algoritmo 5.1 for aplicado

para selecionar linhas ao invés de colunas, o resultado será o conjunto de atributos mais

relevantes de cada grupo. Portanto, selecionar os atributos mais relevantes de Ai implica

simplesmente em executar o Algoritmo 5.1, tomando como entrada a matriz transposta

de Ai.

A Figura 5.3 ilustra o esquema de seleção de atributos, a partir dos grupos mostra-

dos na Figura 5.2(d). A metáfora visual adotada, usando nuvens de palavras, permite

visualizar os atributos mais relevantes de cada agrupamento, de forma prática e interativa.

Nesta abordagem, os agrupamentos obtidos são preenchidos por uma superf́ıcie gerada

pela triangulação de Delaunay (Delaunay, 1934) com valor alfa definido. A noção de

valor alfa é derivada do trabalho de Edelsbrunner et al. (1983) sobre “alpha shapes”. Ao

contrário do fecho convexo, uma superf́ıcie alfa compreende regiões não convexas, sendo

capaz de contornar melhor as regiões dos grupos, evitando quase que completamente a

sobreposição de superf́ıcies (Figura 5.3(a)).

As nuvens de palavras mostradas na Figura 5.3(b) foram constrúıdas com base no

trabalho de Paulovich et al. (2012), porém com uma modificação para permitir que as

palavras ocupem qualquer posição dentro da nuvem (qualquer ângulo), não somente hori-

zontal e vertical. O algoritmo utilizado para construir as nuvens toma como entrada dois

argumentos: uma região poligonal e uma sequência numérica indicando o grau de relevân-
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cia de cada palavra. A região poligonal corresponde à superf́ıcie alfa de cada agrupamento

e a sequência numérica é dada pelos valores de π (Passo 3 do Algoritmo 5.1).

Quando o Algoritmo 5.1 é aplicado sobre as matrizes de dados de cada grupo Ai,

usando a transposta de Ai como entrada, os valores de π, calculados no Passo 3 do

algoritmo, indicam o grau de relevância de cada atributo, ou seja, quanto maior o valor

de π, mais relevante é o atributo e, consequentemente, maior será o tamanho da palavra

que o representa na nuvem.

Um v́ıdeo exemplificando o funcionamento da CSM encontra-se dispońıvel em http:

//sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications.

Figura 5.3: Layout gerado com o método proposto: (a) delimitação da região dos grupos e
(b) nuvens de palavras mostrando os atributos de cada agrupamento, clicando sobre um deter-
minado atributo é posśıvel obter informações acerca dele.

5.3 Resultados Experimentais e Comparações

Esta seção apresenta um conjunto completo de experimentos, com a finalidade de

validar a técnica proposta, mostrando seu desempenho em diferentes cenários.

Todos os resultados apresentados neste caṕıtulo foram produzidos por um microcom-

putador portátil Asus Intel® Core� i7, CPU de 2 GHz, placa NVIDIA® Geforce GTX-

460M e 16 GB de memória RAM, em ambiente Linux 64-bits. CSM foi implementada em

C, utilizando a biblioteca SVDLIBC (Rohde, 2002) para calcular o SVD truncado.

Os experimentos foram divididos em três categorias: amostragem, agrupamento e se-

leção de atributos, de modo a abranger os principais módulos da técnica. Métodos bem

http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications
http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications
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estabelecidos em cada uma dessas categorias foram utilizados nas comparações. Conjun-

tos de dados tanto reais como sintéticos foram empregados, variando consideravelmente

o número de instâncias, atributos e classes, conforme detalhado na Tabela 5.1. Note que,

as classes são subdivisões das instâncias presentes originalmente nos dados, usadas exclu-

sivamente para validação dos experimentos, já que a CSM pode organizar instâncias em

grupos de forma não supervisionada.

Tabela 5.1: Conjuntos de dados utilizados nos experimentos da CSM, da esquerda para a
direita as colunas correspondem ao nome do conjunto de dados, total de instâncias, dimensão
(número de atributos), número de classes, tipo de dado (real ou sintético) e origem dos dados.

Nome Instâncias Dimensão Classes Tipo Origem

Ad-8 800 12 8 Sintético [a]
Ad-15 1.500 10 15 Sintético [a]
Image segmentation 2.100 19 7 Real [b]
US counties 3.028 13 3 Real [c]
US counties-ad 3.028 13 3 Sintético [a]
Ad-10 10.000 6 4 Sintético [a]
EEG eye state 14.980 15 2 Real [b]
Shuttle 43.500 9 7 Real [b]
Ad-100 100.000 5 10 Sintético [a]
Fibers 250.000 30 9 Real [d]

[a] Dados gerados artificialmente de acordo com Guyon et al. (2004). Nota: no conjunto de dados

Ad-100 foram adicionados outliers com uso de sinais aleatórios (Peebles, 2001).

[b] Bache e Lichman (2013)

[c] Seo e Shneiderman (2004)

[d] Schneider (2009)

5.3.1 Atestando a Qualidade das Amostras

Para avaliar o mecanismo de amostragem desenvolvido e atestar a qualidade das

amostras selecionadas, o Column Selection Method (CSM) foi comparado contra quatro

mecanismos de amostragem conhecidos: Reservoir (Vitter, 1985), Knuth (Knuth, 1997),

Two Pass (Tillé, 2006), e Approximate Random Sampling Algorithm (Tillé, 2006).

A Figura 5.4 exibe o resultado de todos os mecanismos de amostragem para três

diferentes tipos de conjuntos de dados: classes não uniformes com baixa variação, classes

não uniformes com alta variação e classes uniformes com baixa variação. O objetivo deste

experimento é evidenciar a capacidade da CSM de selecionar instâncias representativas

com base na variabilidade dos dados.

Os histogramas de frequência apresentados na Figura 5.4 correspondem ao percentual

médio de instâncias selecionadas em cada classe, após 100 (cem) execuções sucessivas

de cada algoritmo, exceto na CSM cujo processo é determińıstico. Neste caso, os dados
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Figura 5.4: Histograma de frequência x coeficiente de variação (CV) para três diferentes tipos
de conjuntos de dados: (a) US counties, classes não uniformes com baixa variação; (b) US
counties-ad, classes não uniformes com alta variação; e (c) Ad-10, classes uniformes com baixa
variação.

foram obtidos a partir de uma única execução. O número total de amostras selecionadas

foi fixado em 10% do total de instâncias do conjunto de dados, em todas as situações. O

número original de instâncias em cada classe é mostrado junto ao rótulo da classe no eixo

horizontal, enquanto que a variabilidade em cada classe é apresentada como um gráfico

de caixas horizontais na parte inferior de cada subfigura. A variabilidade foi calculada

com base no coeficiente de variação, indicado por CV (ver Definição 2.4).

A fim de construir cada caixa horizontal da Figura 5.4 (parte inferior), o cálculo do

CV em cada classe foi realizado por atributo. Vale destacar que a abordagem proposta é

a única capaz de recuperar instâncias de acordo com a variabilidade dos dados, ou seja,
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quanto maior a variabilidade em uma classe, mais amostras a CSM tende a selecionar

naquela classe, em contraste aos mecanismos de amostragem comparados, os quais dis-

tribuem as amostras proporcionalmente entre as classes. Esta caracteŕıstica transforma a

CSM em um mecanismo de amostragem apto a manipular conjuntos de dados contendo

classes com poucos elementos, dados com alta variabilidade e até mesmo discrepâncias

nos dados (outliers).

Para confirmar a efetividade da CSM como ferramenta de amostragem, considere o

experimento mostrado na Figura 5.5. Para realizar este experimento foram escolhidos três

conjuntos de dados dentre os listados na Tabela 5.1: Shuttle, US counties e Ad-100. Eles

foram escolhidos por serem desbalanceados quanto à distribuição de instâncias por classe.

A Tabela 5.2 apresenta os detalhes de cada um deles.

Figura 5.5: Detecção de classes pelas técnicas de amostragem. O eixo y representa o percentual
de vezes que cada técnica conseguiu recuperar ao menos uma instância em cada classe, após 1.000
tentativas.

Tabela 5.2: Distribuição de instâncias por classe para os conjuntos de dados utilizados no
experimento de detecção de classes mostrado na Figura 5.5.

Conjunto Classes /
de Dados Instâncias por Classe

Shuttle BpvClose [6], BpvOpen [11], Bypass [2.458], FpvClose [37],
FpvOpen [132], High [6.748], RadFlow [34.108]

US counties Class1 [647], Class2 [1.157], Class3 [1.224]

Ad-100 Class1 [8.231], Class2 [2], Class3 [15.640], Class4 [4],
Class5 [70], Class6 [61.280], Class7 [300], Class8 [7.049],
Class9 [2.700], Class10 [4.724]

O experimento da Figura 5.5 mostra a dificuldade que as técnicas de amostragem

aleatória apresentam ao tentar discriminar instâncias em classes com poucos elementos.
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Os valores que aparecem no eixo horizontal da figura, junto ao nome do conjunto de da-

dos, correspondem ao número mı́nimo de amostras necessárias para a CSM selecionar ao

menos uma instância representativa em cada classe. Usando esses valores como parâmetro

de entrada para os outros quatro métodos, isto é, como o número de amostras a ser recu-

perada em cada um deles, computamos o percentual médio de vezes que cada mecanismo

de amostragem conseguiu selecionar ao menos uma instância por classe, mas, desta vez

em 1.000 (mil) execuções sucessivas, visando aumentar as possibilidades de sucesso.

Considere, por exemplo, o conjunto de dados Shuttle (Figura 5.5 – barras verticais à

esquerda). Pela Tabela 5.2 é fácil ver que este conjunto de dados é altamente desbalan-

ceado, com classes que vão de 6 a 34.108 instâncias. Note que os métodos de amostragem

comparados: Approximate, Knuth, Reservoir e Two Pass obtiveram êxito na tarefa em

menos de 1% das vezes, mesmo em mil tentativas. Mais precisamente, acertaram apenas

2, 6, 2 e 7 vezes em mil, respectivamente.

O conjunto de dados US counties (Figura 5.5 – barras verticais centrais) possui três

classes melhor balanceadas. Neste conjunto, a CSM conseguiu amostrar todas as classes

usando apenas quatro instâncias como entrada. No entanto, usando quatro instâncias

como entrada para os demais algoritmos, eles obtiveram êxito em menos de 50% das

vezes. Já o conjunto de dados Ad-100 (barras verticais à direita) também é desbalanceado.

Além disso, possui classes com alta variabilidade, fazendo com que a CSM selecione muitas

instâncias, 33.295, para conseguir amostrar todas as classes. Note que, mesmo usando um

número muito grande de instâncias como entrada, os métodos comparados, novamente,

obtiveram êxito em menos de 50% das tentativas. Experimentos como este garantem ao

Column Selection Method (CSM) uma grande vantagem em relação aos demais métodos,

já que consegue selecionar instâncias representativas em todas as classes do conjunto de

dados com eficácia, de forma determińıstica.

O experimento da Figura 5.6 utiliza os conjuntos de dados Shuttle e Ad-100, que

são altamente desbalanceados (ver Tabela 5.2), para mostrar a frequência de instâncias

recuperadas em cada classe quando os algoritmos de amostragem são aplicados. O número

total de instâncias recuperadas em cada método foi estabelecido de acordo com o número

mı́nimo de instâncias necessárias para a CSM encontrar ao menos um representante em

cada classe, ou seja, 605 para o conjunto de dados Shuttle e 33.295 para o conjunto de

dados Ad-100, similar ao experimento anterior. Neste gráfico, os valores que figuram no

eixo x correspondem ao nome da classe e total de instâncias que contém. O eixo y exibe

a frequência de instâncias selecionadas em cada classe, em porcentagem. No caso da

CSM, apenas uma execução foi realizada. Nas técnicas com comportamento aleatório foi

admitida a “melhor” resposta em cem execuções sucessivas, tal que a melhor resposta é

aquela em que mais classes são amostradas.

O conjunto de dados Shuttle (Figura 5.6(a)) tem maior variabilidade nas classes Bpv-

Close, BpvOpen e Bypass, onde a CSM recuperou grande parte das instâncias representa-
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Figura 5.6: Detecção de classes em conjuntos de dados altamente desbalanceados contendo
outliers.

tivas. Particularmente nas duas primeiras, onde o número de representantes é pequeno,

6 e 11 respectivamente, as técnicas comparadas falharam em quase todas as tentativas.

O conjunto de dados sintético Ad-100 foi constrúıdo de modo a garantir classes com

grande variabilidade de dados. Além disso, outliers (ver Definição 2.3) foram adicionados

nas cinco primeiras classes deste conjunto de dados, isto é, nas classes rotuladas como

Class1, Class2, ..., Class5. Embora detecção de outliers não seja o foco principal da CSM,

note que nestas classes, cuja variabilidade é ainda maior devido à presença dos outliers,

o mecanismo de amostragem proposto tenta recuperar tantas instâncias quanto posśıvel

(Figura 5.6(b)). Já nas técnicas comparadas não existe garantia alguma de que os outliers

foram selecionados.

Por fim, observando a Figura 5.6, é fácil ver que nenhuma das técnicas comparadas

com a CSM conseguiu amostrar todas as classes em 100 (cem) tentativas, falhando em

pelo menos uma classe para ambos os conjuntos de dados, evidenciando mais uma vez

a importância de uma técnica de amostragem baseada na variabilidade dos dados em

oposição às baseadas em distribuição aleatória.

5.3.2 Atestando a Qualidade dos Agrupamentos

Para atestar a qualidade dos grupos obtidos com a CSM, cinco técnicas não su-

pervisionadas especializadas em detecção de agrupamentos, implementadas no pacote

WEKA (Hall et al., 2009), foram empregadas nas comparações: Expectation Maximiza-

tion (EM) (Dempster et al., 1977), Farthest First (FF) (Hochbaum e Shmoys, 1985), Make

Density Based Cluster (MDBC)(Witten et al., 2011), Simple K-Means (SKM) (Macqueen,

1967) e XMeans (XM) (Pelleg e Moore, 2000).

Uma medida quantitativa empregada na avaliação de agrupamentos é a medida da

silhueta (Definição 2.8). Neste experimento, a medida da silhueta foi computada como a
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média de cem execuções sucessivas para cada algoritmo, já que a maioria deles apresenta

comportamento aleatório. No caso da CSM, cujo processo é determińıstico, a silhueta

foi computada variando o número de instâncias representativas de 5% a 50% do total de

instâncias do conjunto de dados. Em todos os casos, o número de agrupamentos foi fixado

igual ao número de classes do conjunto de dados original, para facilitar as análises.

A Figura 5.7 mostra o resultado da silhueta entre a CSM e as cinco técnicas men-

cionadas, usando vários dos conjuntos de dados apresentados na Tabela 5.1. Nesta figura,

os gráficos de barras horizontais mostram o resultado da silhueta para cada conjunto de

dados, individualmente, enquanto que o gráfico de caixas verticais à esquerda, sintetiza

os resultados dos oito conjuntos de dados testados. Observe que, na maioria dos casos,

a abordagem proposta supera os métodos comparados, e que na média, seu resultado é

superior a todos eles.

Note que, ao variar o número de instâncias representativas, a resposta da CSM torna-se

dependente do mecanismo de amostragem de dados. Portanto, se o resultado da silhueta

é, em média, melhor que o resultado dos outros métodos, conclui-se que o mecanismo de

amostragem está, de fato, contribuindo significativamente para o processo de agrupamento

de dados. Além disso, se a CSM é melhor que o método Expectation Maximization (EM),

o qual é usado para agrupar as instâncias representativas em uma de suas etapas, fica

evidente, mais uma vez, que a sua eficácia está associada ao mecanismo de seleção de

amostras representativas.

Figura 5.7: Medida da silhueta. O método proposto, CSM (em azul), apresenta melhores
resultados que os métodos Expectation Maximization (EM), Farthest First (FF), Make Density
Based Cluster (MDBC), Simple K-Means (SKM) e XMeans (XM).

Para concluir a seção de comparação dos resultados dos agrupamentos obtidos com a

CSM, considere o experimento mostrado na Figura 5.8, tal que emprega matriz de confusão

(Definição 2.9) e coeficiente de acurácia, indicado por ACC (Definição 2.10) para estimar

a qualidade dos agrupamentos obtidos. Neste caso, a comparação foi realizada contra dois

dos melhores métodos de detecção de agrupamentos não supervisionados testados: o EM



5.3 Resultados Experimentais e Comparações 105

e o MDBC, utilizando o conjunto de dados Image segmentation que originalmente possui

sete classes, definindo, portanto, sete grupos, nem todos bem separados, conforme pode

ser observado na Figura 5.8(a). Esta configuração oferece certa dificuldade aos algoritmos

de detecção de agrupamento.

Apesar da dificuldade em obter exatamente os mesmos grupos do conjunto de dados

original Image segmentation, note que o método proposto (Figura 5.8(b)) é o que mais se

aproxima: matriz de confusão com diagonal dominante e maior coeficiente de acurácia,

ACC ≈ 0, 67, contra ACC ≈ 0, 58 do EM (Figura 5.8(c)) e ACC ≈ 0, 48 do método MDBC

(Figura 5.8(d)). A CSM utilizou 20% das instâncias como amostras representativas para

agrupar os dados.

Figura 5.8: Identificação de agrupamentos no conjunto de dados Image segmentation:
(a) a partir da classificação original dos dados; (b) aplicando o Column Selection Method (CSM);
(c) aplicando o método Expectation Maximization (EM) e (d) através do método Make Density
Based Cluster (MDBC).

5.3.3 Atestando a Qualidade dos Atributos Selecionados

Embora seleção de atributos não seja o foco principal desta tese, o experimento apre-

sentado nesta seção visa mostrar que a CSM também é competitiva como técnica de seleção

de atributos não supervisionada. Para avaliar os atributos selecionados, os resultados obti-
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dos foram comparados contra cinco técnicas de seleção não supervisionadas, dispońıveis

no pacote WEKA: Classifier Subset Evaluation (CSE) (Han et al., 2011), Filtered At-

tribute Evaluation (FAE) (Witten et al., 2011), Filtered Subset Evaluation (FSE) (Han

et al., 2011), Latent Semantic Analysis (LSA) (Landauer et al., 1998) e Wrapper Subset

Evaluation (WSE) (Kohavi e John, 1997).

A qualidade do esquema de seleção de atributos foi medida usando a divergência de

Kullback-Leibler (KL) (Kullback e Leibler, 1951), definida como:

D(p||q) =
∑
x∈X

p(x) log
p(x)

q(x)
, (5.5)

onde p e q são distribuições de probabilidade.

Tanto na CSM quanto nas cinco técnicas comparadas, a divergência KL foi calculada

em cada agrupamento de dados e a divergência final pela média desses valores. Além

disso, como cada técnica pode selecionar quantidades diferentes de atributos, fixamos o

número máximo em 50% do total de atributos do conjunto de dados, a fim de garantir

comparações mais coerentes.

No contexto deste trabalho, assumimos que as instâncias em cada agrupamento Cj

seguem uma distribuição normal multivariada, isto é:

pj(x) =
1√

(2π)k|Σj|
exp

{
−1

2
(x− µj)>Σ−1

j (x− µj)
}

, (5.6)

onde µj é o vetor de médias de Cj, Σj é a matriz de covariância de Cj, k é a dimensão dos

dados e |Σj| é o determinante de Σj. Após selecionar os atributos, as instâncias em cada

grupo ainda deveriam seguir uma distribuição normal qj, com vetor de médias e matriz de

covariância dado pelos atributos selecionados (Ross, 2014). A similaridade entre pj e qj

em cada grupo é medida pela divergência KL, definida na Equação (5.5). Se os atributos

são selecionados de forma apropriada, então as distribuições pj e qj tendem a ser similares,

resultando em valores de divergência muito próximos de zero.

A Figura 5.9 apresenta o resultado da divergência KL, de acordo com a discussão

acima, para oito conjuntos de dados, listados na Tabela 5.1. Nesta figura, os gráficos de

barras horizontais mostram o resultado da divergência para cada conjunto de dados em

estudo2. Lembrando que os cálculos foram efetuados por agrupamento, portanto, cada

barra horizontal da figura corresponde à média aritmética da divergência calculada nos

agrupamentos. Já o gráfico de caixas verticais à esquerda representa o panorama geral da

2 Para contornar o problema de falta de memória apresentado pelo pacote WEKA ao processar grandes
conjuntos de dados, o tamanho do heap na máquina virtual Java foi aumentado para 3,5 GB. Entretanto,
as técnicas LSA e WSE falharam ao processar o conjunto de dados Fibers, por motivos desconhecidos.
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divergência para cada técnica, utilizando os resultados dos oito conjuntos de dados como

entrada.

Figura 5.9: Divergência de Kullback-Leibler . O método proposto, CSM (em azul), resulta
em menores valores de divergência que os métodos Classifier Subset Evaluation (CSE), Filtered
Attribute Evaluation (FAE), Filtered Subset Evaluation (FSE), Latent Semantic Analysis (LSA)
e Wrapper Subset Evaluation (WSE).

Note que os atributos selecionados pela CSM (Figura 5.9), resultam em menores valores

de divergência, isto significa que eles descrevem melhor o modelo original dos dados. Em

outras palavras, a técnica proposta captura a essência dos dados, revelando os atributos

mais importantes daquele grupo de instâncias. Esta caracteŕıstica qualifica a CSM como

uma técnica de visualização apta a selecionar atributos em qualquer agrupamento de

dados, com precisão.

5.3.4 Tempos Computacionais da CSM

Além da precisão ao selecionar instâncias representativas, identificar agrupamentos e

selecionar os atributos mais relevantes de um subconjunto de dados, o algoritmo Column

Selection Method é competitivo em termos de eficiência computacional. Esta seção apre-

senta os tempos computacionais necessários para selecionar instâncias representativas,

bem como atributos, a partir de diferentes conjuntos de dados.

Na Tabela 5.3, os valores na coluna central correspondem ao tempo médio de dez

execuções sucessivas para selecionar instâncias representativas, fazendo variar o número

de instâncias selecionadas no intervalo 5%, 10%, . . . , até 50% do conjunto de dados. Já

os valores na coluna da direita correspondem ao tempo total necessário para selecionar

atributos em todos os agrupamentos, o qual foi fixado igual ao número de classes do

conjunto de dados. Note que mesmo para grandes conjuntos de dados como o Fibers,

os tempos computacionais são aceitáveis, mostrando que a CSM é viável para aplicações

interativas. Nenhum paralelismo foi empregado na implementação.
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Tabela 5.3: Tempo de execução, em segundos, para seleção de instâncias representativas e
atributos.

Conjunto Seleção de Seleção de
de Dados Instâncias Atributos

Ad-15 0,004 0,007
Image segmentation 0,009 0,009
US counties 0,009 0,012
US counties-ad 0,008 0,008
EEG eye state 0,044 0,035
Shuttle 0,069 0,053
Ad-100 0,090 0,078
Fibers 2,104 1,967

5.4 Um Estudo de Caso: Modelo de Vendas por Atacado

Esta seção apresenta uma aplicação prática da técnica de visualização desenvolvida.

Para tanto, considere o Wholesale Customers Data Set (WCDS) (Bache e Lichman, 2013),

o qual é um conjunto de dados multidimensionais contendo informações sobre os gastos

anuais de 440 clientes de um distribuidor por atacado. O conjunto de dados possui oito

atributos, seis numéricos e dois categóricos. Os atributos numéricos representam o valor

gasto por cliente nos seguintes produtos: ‘Fresh’, ‘Milk’, ‘Grocery’, ‘Frozen’, ‘Detergents’,

e ‘Delicatessen’. Os atributos categóricos indicam o tipo de cliente, o qual pode ser

Hotel/Restaurant/Catering (abreviado como HoReCa) ou Retail ; e a região onde cada

cliente está localizado, a qual pode ser Lisbon, Porto ou Other.

O propósito deste estudo é aplicar o pipeline de visualização desenvolvido para res-

ponder questões como: existe uma distinção clara entre os clientes quanto ao padrão de

consumo? Em caso afirmativo, quais são os produtos que melhor caracterizam cada tipo

de cliente? A fim de responder tais questões, o pipeline de visualização foi aplicado sobre

os atributos numéricos do conjunto de dados WCDS.

A Figura 5.10(a) mostra o layout produzido pela CSM ao utilizar 20% do total de

instâncias como amostras representativas para encontrar dois agrupamentos de dados,

correspondentes aos dois tipos de cliente: HoReCa e Retail.

A matriz de confusão (Tabela 5.4) pode informar quantos clientes de cada tipo existem

nos agrupamentos, conforme segue.

Tabela 5.4: Matriz de confusão referente aos grupos mostrados na Figura 5.10(a).

Predito↓
Rosa Verde

R
e
a
l
↓ Rosa 292 6

Verde 56 86
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Ou, de forma nominal:

� Grupo Rosa ⇒ HoReCa = 292; Retail = 6.

� Grupo Verde ⇒ HoReCa = 56; Retail = 86.

A matriz de confusão anterior revela 86% de acurácia na classificação, portanto, a CSM

separa claramente os dois tipos de cliente existentes.

A Figura 5.10(b) mostra os atributos mais relevantes de cada agrupamento obtido.

Note que as palavras ‘Grocery’ e ‘Milk’ se destacam no grupo verde, logo estes são os

atributos mais relevantes que caracterizam clientes Retail. No grupo rosa, o atributo mais

relevante é ‘Fresh’, seguido por ‘Milk’. Portanto, ‘Fresh’ e ‘Milk’ são os atributos mais

relevantes que caracterizam clientes do tipo HoReCa. Desta forma, ficam respondidas

as questões originadas anteriormente, confirmando na prática, a utilidade da CSM como

ferramenta de visualização.

Figura 5.10: Análise de preferência por produtos segundo os tipos de cliente.

As Figuras 5.10(c) e 5.10(d) ilustram alguns passos interativos da técnica. A

Figura 5.10(c), por exemplo, mostra dois subgrupos de instâncias selecionados pelo

usuário, a partir dos grupos da Figura 5.10(a). A Figura 5.10(d), por sua vez, mostra o

resultado da análise de atributos para cada subgrupo. Note que os atributos relevantes de
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cada subgrupo, em geral, são os mesmos do “grupo pai”, confirmando de fato que os pares

de atributo (‘Grocery’, ‘Milk’ ) e (‘Fresh’, ‘Milk’ ) caracterizam clientes do tipo Retail e

HoReCa, respectivamente.

A análise visual apresentada nesta seção é sustentada pela sólida formulação

matemática da CSM. Esse estudo de caso, embora simples, deixa claro a importância

desta técnica de visualização.

5.5 Considerações Finais

A técnica de visualização de dados multidimensionais discutida neste caṕıtulo,

Column Selection Method (CSM), é capaz de selecionar instâncias representativas, iden-

tificar agrupamentos e selecionar atributos a partir de qualquer subconjunto de dados ou

agrupamento. Em contraste à maioria das técnicas existentes, a CSM é capaz de lidar

com dados desbalanceados e at́ıpicos, propriedade comprovada através de inúmeros testes

e validações. Alguns aspectos relevantes sobre esta técnica são discutidos abaixo.

Selecionar instâncias com base em variabilidade garante que classes com poucos re-

presentantes sejam amostradas. Em contrapartida, este procedimento tende a aumentar

o peso destas classes. Por exemplo, considere o caso extremo onde o conjunto de dados

em estudo é altamente desbalanceado e a classe que contém o maior número de elementos

tem alta variabilidade face às demais classes, cuja variabilidade é baixa. Neste caso, é

posśıvel que o mecanismo de amostragem seja “aprisionado” pela classe com maior vari-

abilidade, “saltando” para as demais somente depois de amostrar uma grande quantidade

de instâncias naquela classe. Com muitas instâncias representativas selecionadas, o layout

da projeção tende a ficar congestionado, dificultando a identificação de grupos. Portanto,

situações como esta devem ser cuidadosamente avaliadas.

Técnicas de projeção multidimensional são propensas a introduzir falsos vizinhos ou

vizinhos ausentes no espaço visual (Martins et al., 2014), degradando a qualidade da

vizinhança. Dependendo dos dados, este efeito pode dificultar a identificação de grupos

no espaço visual. Este é um problema que merece ser investigado com mais detalhes.

Em conjuntos de dados contendo muitas instâncias e muitos atributos (m ≈ n), a

estimativa do parâmetro k requer uma investigação mais detalhada. Neste caso, o valor

estimado pela Equação (5.4), k = min{m,n}\2 + 1, pode resultar em valores muito altos

de k, comprometendo a etapa de seleção de instâncias representativas.

Na CSM, os grupos são definidos com base no espaço visual. Esta caracteŕıstica

tem muitos benef́ıcios, como garantir que os grupos não fiquem fragmentados durante

a visualização, mas pode produzir alguns efeitos visuais indesejados. Por exemplo, é

intuitivo pensar que o maior número de instâncias está concentrado no grupo com a

maior região poligonal, o que nem sempre é verdade, ou seja, a área do poĺıgono não é

proporcional ao número de instâncias que ele contém.
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Em relação aos atributos, é posśıvel que um poĺıgono não seja suficientemente grande

para acomodar todas as palavras (atributos relevantes) daquele grupo. Além disso, a

comparação visual dos atributos mais relevantes só faz sentido se executada dentro de um

mesmo grupo. Comparação entre diferentes grupos deveria ser evitada. Para amenizar

tais efeitos, uma posśıvel solução consiste em pós-processar a sáıda da projeção a fim de

reescalar regiões no espaço visual segundo a sua densidade e relevância.

Por fim, vale destacar que a CSM é uma técnica de fácil implementação, requerendo

apenas uma biblioteca para resolver o SVD e um método de ordenação de dados. Este

aspecto é particularmente interessante no contexto de seleção de atributos, onde os algo-

ritmos existentes, em geral, têm alta complexidade computacional.





Caṕıtulo

6

Projeção e Busca por Similaridade Usando

Métricas Espećıficas

B
usca por similaridade é útil quando existe um padrão de interesse nos dados, a

partir do qual pretende-se encontrar padrões similares com base em alguma medida

de similaridade ou métrica. Esta tarefa costuma ser realizada em diferentes domı́nios,

como séries temporais, imagens e coleções de documentos (Maimon e Rokach, 2010).

Técnicas de projeção podem auxiliar nesta tarefa, já que são muito flex́ıveis com res-

peito à medida de similaridade utilizada como, por exemplo, distinguir classes de objetos.

Esta ação implica minimizar a dissimilaridade entre objetos da mesma classe e maximizá-

la para objetos de classes distintas. Para que isto seja posśıvel, a medida empregada deve

reconhecer de alguma forma as classes de objetos, ou melhor, deve conter informações

espećıficas de cada classe.

Este caṕıtulo apresenta uma nova técnica de projeção denominada Class-Specific Mul-

tidimensional Projection (CSMP), a qual utiliza uma famı́lia de métricas baseada em

classes para projetar dados.

A CSMP fundamenta-se em outra técnica de projeção conhecida, a LSP (Paulovich et

al., 2008) que, embora eficaz, não faz uso de mecanismos para comparar dados de dife-

rentes classes. A nova abordagem preserva as caracteŕısticas favoráveis da LSP, enquanto

aumenta sua precisão ao comparar dados multidimensionais.

A famı́lia de métricas baseada em classes é utilizada neste trabalho para recuperar

imagens com base em conteúdo. Recuperação de imagens com base em conteúdo (CBIR)

tem um papel importante na organização e consulta de grandes coleções de imagens.

Muitas técnicas têm sido propostas para este fim (Datta et al., 2008). Técnicas de CBIR

com base em projeção multidimensional têm se tornado uma alternativa promissora (Eler

113
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et al., 2009), já que permitem executar múltiplas consultas sem refazer o mapeamento, ao

passo que ainda tornam posśıvel a interação do usuário no processo, de modo a aumentar

a precisão das respostas.

Embora este caṕıtulo aborde questões relacionadas à recuperação de imagens com

base em conteúdo, a CSMP pode ser aplicada em outros contextos envolvendo coleções

de músicas, v́ıdeos ou formas geométricas, por exemplo. A construção da famı́lia de

métricas classes-espećıficas, no entanto, requer um subconjunto de dados rotulados, isto

é, com informações de classe. Este subconjunto é usado para estimar as caracteŕısticas

(atributos) mais relevantes de cada classe. Coleções de imagens, por sua vez, permitem

que elementos de diferentes categorias sejam visualmente selecionados e agrupados com

uso de recursos interativos.

Os dados das imagens são obtidos por meio de ferramentas de reconhecimento de

padrões, mais especificamente, extração e seleção de caracteŕısticas. A famı́lia de métricas

classes-espećıficas é constrúıda com base nos melhores atributos de cada classe. Esta

modificação na métrica faz com que a CSMP supere outras técnicas de projeção, bem

como outros sistemas de CBIR ao recuperar informações.

Parte da contribuição descrita neste caṕıtulo foi publicada em Joia et al. (2012).

6.1 Principais Contribuições

Entre as contribuições deste trabalho destacam-se:

� Projeto e implementação de uma famı́lia de métricas baseada em classes para medir

a similaridade entre pares de objetos.

� CSMP: uma técnica de projeção multidimensional que utiliza as métricas classes-

espećıficas para comparar dados multidimensionais.

� Um mecanismo para realizar buscas por similaridade em coleções de imagens, a

partir da projeção.

6.2 Class-Specific Multidimensional Projection (CSMP)

A técnica proposta compreende seis passos principais, conforme apresentado na

Figura 6.1: 1) extração de caracteŕısticas; 2) seleção de caracteŕısticas; 3) projeção e ma-

nipulação dos pontos de controle; 4) construção da famı́lia de métricas classes-espećıficas;

5) projeção multidimensional e 6) seleção dos objetos de consulta. As próximas subseções

descrevem estas etapas.
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Figura 6.1: Pipeline da CSMP.

6.2.1 As Etapas da CSMP

Dado um conjunto de imagens I, o primeiro passo da técnica consiste em encontrar

o espaço de caracteŕısticas de I. Esta etapa é denominada extração de caracteŕısticas,

que em termos matemáticos corresponde a uma transformação T : I → Rm, onde m é o

número de caracteŕısticas usadas para representar cada imagem. Os algoritmos empre-

gados neste processo são denominados descritores de caracteŕısticas de imagem e, depen-

dendo da coleção de imagens considerada, diferentes descritores podem ser combinados,

tais como: descritores de forma, cor, textura, etc. Os descritores, assim como os conjuntos

de imagens utilizados nos experimentos, são discutidos na Seção 6.3.

O processo de extração (Passo 1) produz um número elevado de caracteŕısticas (ver

Tabela 6.2 para detalhes), entretanto, algumas podem ser negligenciadas. Neste caso, um

algoritmo de avaliação de subconjunto de caracteŕısticas foi aplicado, o Subset Size For-

ward Selection (SSFS) (Witten et al., 2011), o qual reduz bastante a dimensão do espaço

inicial. Cerca de 20% das caracteŕısticas extráıdas são suficientes para a construção da

famı́lia de métricas classes-espećıficas (Passo 2). Vale lembrar que o processo de extração

e pré-seleção de caracteŕısticas é executado uma única vez para cada coleção de imagens,

em uma etapa de pré-processamento.

Com o espaço de caracteŕısticas definido, o próximo passo requer que o usuário escolha

um subconjunto de imagens de controle (ou pontos de controle, no contexto de projeção).

Deve-se escolher interativamente, com uso de recursos visuais, imagens de diferentes ca-

tegorias ou classes. Isto é importante, pois tais imagens irão ajudar a guiar o restante da

projeção e distinguir diferentes classes. O usuário pode especificar a classe às quais elas

pertencem agrupando interativamente imagens similares no espaço visual, como ilustrado

na Figura 6.2 (Passo 3). Recursos visuais e interativos como este constituem um ponto

forte desta abordagem.

Uma vez agrupadas as imagens, o sistema interpreta cada grupo como uma classe de

imagens. Em outras palavras, o usuário está implicitamente rotulando o subconjunto de

imagens de controle de acordo com os grupos formados. Esta etapa caracteriza a CSMP
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(a) (b)

Figura 6.2: Projeção dos pontos (ou imagens) de controle: (a) antes da manipulação do usuário;
(b) após a intervenção do usuário, tal que instâncias similares são posicionadas próximas umas
das outras.

como uma técnica semissupervisionada, já que apenas um pequeno número de instâncias

precisam ser rotuladas durante o processo de recuperação de imagens (ver Seção 2.2).

Na sequência, o sistema utiliza as imagens de controle previamente rotuladas para

estimar o subconjunto de caracteŕısticas que melhor representa cada classe. O algoritmo

de classificação / seleção utilizado neste procedimento foi o Logistic Model Tree (LMT)

(Landwehr et al., 2005), por produzir bons resultados nos testes realizados.

Os subconjuntos de caracteŕısticas encontrados com a LMT são usados para definir

uma famı́lia de métricas classes-espećıficas (Passo 4), a qual é utilizada no cálculo de

similaridades entre as instâncias, para compor a matriz de projeção multidimensional.

Em seguida, os dados são projetados (Passo 5). A ideia por trás da famı́lia de métricas e

como elas são introduzidas na projeção exigem uma discussão mais detalhada, Seções 6.2.2

e 6.2.3, respectivamente.

Após a projeção, qualquer imagem α ∈ I é potencialmente uma candidata à imagem

de consulta (query image) (Passo 6). E neste caso, para recuperar as k imagens mais

parecidas com α é suficiente encontrar seus k-vizinhos mais próximos no espaço visual, ou

simplesmente selecioná-las a partir do layout da projeção (ver Figura 6.4 como exemplo).

Uma vez que a projeção permite distinguir diferentes classes de imagem, é posśıvel realizar

múltiplas buscas, usando diferentes imagens de consulta, sem a necessidade de reconstruir

o mapeamento múltiplas vezes.

6.2.2 Faḿılia de Métricas Classes-Espećıficas

Seja Rm o espaço de caracteŕısticas do conjunto de imagens I. Admitindo-se Q o

conjunto de imagens de controle e Qi um subconjunto de imagens de controle que com-

partilham o mesmo rótulo (agrupadas pelo usuário), tal que IQi = {i1, . . . , ir} são os
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ı́ndices das caracteŕısticas que melhor representam as imagens em Qi (determinadas pelo

seletor de caracteŕısticas). Então, dada uma imagem α ∈ I, β ∈ Qi, e γ ∈ Qj (i 6= j), se

α pertence à mesma classe de β, é razoável esperar que

dQi(α, β) ≤ dQj(α, γ),

onde a métrica classe-espećıfica dQi é definida como

dQi(α, β) =
∑
j∈IQi

(αj − βj)2, (6.1)

onde αj indica a j-ésima coordenada (caracteŕıstica) de α (respectivamente β).

A métrica definida pela Equação (6.1) é de fato uma pseudo-métrica (Definição 2.14),

uma vez que dQi(x, y) = 0 não implica que x = y; ou, simplesmente, uma medida de dis-

similaridade. Contudo, por não comprometer a clareza do documento, o termo “métrica”

foi admitido neste estudo.

O racioćınio por trás da métrica classe-espećıfica definida na Equação (6.1) revela que

se α é uma imagem similar a β ∈ Qi então IQi deveria conter as melhores caracteŕısticas

para representar α, assim dQi(α, β) deveria ser pequena. Ao contrário, espera-se uma

medida de dissimilaridade maior se uma métrica classe-espećıfica é usada para comparar

α com uma imagem não similar γ. Desse modo, usando a métrica classe-espećıfica evita-se

comparar caracteŕısticas que não representam as imagens apropriadamente, aumentando

portanto, a precisão e a confiabilidade da medida de distância. Os gráficos de barras

verticais mostrados na Figura 6.3 corroboram esta ideia.

(a) Métrica Euclidiana (b) Métrica Classe-Espećıfica

Figura 6.3: Distância média entre as classes do conjunto de dados Caltech-4classes (ver
Tabela 6.1), tal que: (a) distância média entre classes obtida com o uso da métrica Euclidi-
ana; (b) distância média obtida com o uso da métrica classe-espećıfica. Note que a distância
média entre elementos pertencentes à mesma classe (C-C, P-P, K-K, T-T) é sempre menor
quando a métrica classe-espećıfica é usada (indicado pelas setas).
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Nas Figuras 6.3(a) e 6.3(b) as barras verticais correspondem à média aritmética das

distâncias entre pares de instâncias, calculadas a partir da coleção Caltech-4classes, uti-

lizando, respectivamente, a métrica Euclidiana e a métrica classe-espećıfica. Esta coleção

de imagens contém quatro classes distintas de imagens, rotuladas como Crocodile, Piano,

Ketch e Trilobite (ver Tabela 6.1 para detalhes sobre os conjuntos de dados). Note que,

no primeiro caso, onde a métrica Euclidiana é utilizada (Figura 6.3(a)), a distância média

entre instâncias da mesma classe nem sempre é menor que as demais, tais como: P-P

(classe Piano) e K-K (classe Ketch) (indicado por um x na parte superior das barras).

Em contraste, a métrica classe-espećıfica torna Crocodile mais próximo de seus pares, o

mesmo vale para Piano, Ketch e Trilobite, conforme ilustrado na Figura 6.3(b). Observe

que a distância média computada a partir de elementos pertencentes à mesma classe é nor-

malmente menor, isto é, de Crocodile a outros Crocodile (C-C), de Piano a outros Piano

(P-P), de Ketch a outros Ketch (K-K), de Trilobite a outros Trilobite (T-T) (indicado

por uma seta na parte superior das barras).

Como consequência, é imediato notar que a métrica classe-espećıfica permite comparar

e identificar objetos similares de forma mais precisa em relação à métrica Euclidiana

clássica que, em geral, falha para determinadas classes de objetos.

6.2.3 Projeção Multidimensional Classe-Espećıfica

A CSMP utiliza uma famı́lia de métricas classes-espećıficas, conforme definido pela

Equação (6.1), com o propósito de aumentar a precisão na comparação de dados perten-

centes a diferentes classes. Tem como base a LSP, mas usa um método de penalidade

ao invés de mı́nimos quadrados para restringir o sistema linear responsável pela projeção

(Xu et al., 2009).

A CSMP apoia-se no fato de que cada instância α de um conjunto de dados I pode

ser escrita como uma combinação linear de seus vizinhos mais próximos no espaço visual.

Em termos matemáticos: seja Nα = {α1, . . . , αk} o conjunto dos k vizinhos mais próximos

de α ∈ I, e denotando por (αix, αiy) as coordenadas de cada elemento αi ∈ Nα quando

mapeados para o espaço visual R2. Partindo da hipótese da combinação linear, pode-se

calcular as coordenadas bidimensionais de α como:

(αx, αy) =
∑
αi∈Nα

ciα(αix, αiy), (6.2)

onde ciα > 0.

Cada imagem em I dá origem a uma equação vetorial como a Equação (6.2), e quando

combinadas originam dois sistemas lineares homogêneos:

Lx = 0; Ly = 0, (6.3)
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onde x e y indicam as coordenadas dos elementos mapeados e L a matriz derivada da

Equação (6.2).

Os conjuntos Nα definem um grafo de vizinhos mais próximos (Nearest Neighbors

Graph (NNG)) de I, isto é, um grafo conectando cada elemento em I a seus vizinhos

mais próximos. Pode ser demonstrado que o posto de L é n − q, onde n é o número de

elementos em I e q é o número de componentes conectados, tornando-se o grafo de vizinhos

mais próximos (NNG) (Sorkine et al., 2004). Além disso, a fim de garantir uma única

solução não trivial para os sistemas lineares definidos na Equação (6.3), o NNG deveria

ter somente um componente conectado, o qual pode ser assegurado adicionando-se novas

arestas ligando componentes desconectados do NNG.

Os coeficientes ciα são definidos como segue:

ciα =


dQi(α, αi) se α ou αi é uma imagem de controle,

d(α, αi) se α e αi não são imagens de controle,

0 demais casos,

(6.4)

onde d é a distância Euclidiana e dQi é a métrica classe-espećıfica definida na

Equação (6.1). A fim de assegurar a simetria para L, assumiu-se a convenção

dQi(α, αi) = 0, se α e αi são imagens de controle a partir de classes distintas.

Foi aplicado o método da penalidade (Xu et al., 2009) para restringir os sistemas da

Equação (6.3), o qual pode ser declarado como segue: deixe Q ser o conjunto de imagens

de controle e bx (respectivamente by) ser o vetor com zero em todas as entradas exceto nas

entradas bi correspondentes às imagens de controle αi, onde o valor bi = αix é a coordenada

x (respectivamente y) da imagem de controle αi, posicionada no espaço visual. O método

da penalidade permite reescrever os sistemas homogêneos da Equação (6.3) como:

(L+ P )f = Pb, (6.5)

onde P é a matriz diagonal penalizada, com elementos não nulos na diagonal pii, somente

nas posições correspondentes às imagens de controle, geralmente um valor alto (108 na

nossa implementação).

O método da penalidade possui propriedades relevantes. Por exemplo, ele preserva a

simetria e assegura que a matriz do sistema seja semidefinida positiva, permitindo assim

a fatoração por Cholesky1. Além disso, adicionar um valor positivo elevado em algumas

entradas da diagonal aumenta o condicionamento da matriz, diminuindo instabilidades

numéricas.

1Para mais detalhes sobre a fatoração de matrizes consulte Meyer (2000).
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6.3 Resultados Experimentais e Comparações

Para avaliar a abordagem proposta, dois conjuntos de experimentos foram realizados.

O primeiro com o objetivo de comparar as projeções produzidas pela CSMP com outras

técnicas de projeção (Seção 6.3.1), e o segundo mostrando o comportamento da CSMP

no contexto de CBIR (Seção 6.3.2).

Três conjuntos de imagens obtidos a partir da coleção Caltech101 (Fei-Fei et al., 2004)

foram utilizados nos experimentos, conforme detalhado na Tabela 6.1. Os conjuntos são

constitúıdos por imagens coloridas, em formato JPEG, redimensionadas para o tamanho

256× 256 pixels.

Tabela 6.1: Conjuntos de imagens utilizados nos experimentos da CSMP, da esquerda para a
direita as colunas correspondem ao nome do conjunto de dados, classes [instâncias por classe],
total de instâncias e dimensão após a seleção de caracteŕısticas com o algoritmo SSFS.

Nome Classes Instâncias Dimensão

Caltech-3classes Airplane [800], Faces [870] e
Motorbikes [798]

2.468 55

Caltech-4classes Crocodile [101], Piano [99],
Ketch [114] e Trilobite [86]

400 48

Caltech-5classes Cellphone [59], Dalmatian [67],
Minaret [76], Pizza [53] e
Schooner [63]

318 59

Para extração de caracteŕısticas das imagens foram combinados diferentes descritores,

conforme apresentado abaixo. O número de caracteŕısticas extráıdas, por descritor, está

listado na Tabela 6.2.

� Transformada wavelet discreta (Kumar e Esther, 2011): ou Discrete Wavelet

Transform (DWT) é uma técnica de sub-banda hierárquica. As sub-bandas são

criadas aplicando decomposição na imagem original. Para iniciar a decomposição a

imagem é filtrada nas direções horizontal e vertical, usando filtros separáveis. Isto

cria quatro sub-bandas, de acordo com as direções (horizontal/vertical) e frequên-

cias (altas/baixas). Para obter o próximo ńıvel de decomposição, DWT é aplicada

novamente, mas somente sobre a sub-banda que representa as componentes de baixa

frequência, tanto horizontal como vertical, da imagem. Em cada ńıvel de decom-

posição, a média e o desvio-padrão são calculados para as quatro sub-bandas ge-

radas e os valores obtidos são usados como elementos do vetor de caracteŕısticas

(Arivazhagan e Ganesan, 2003). Nos experimentos realizados, foram admitidos dois

ńıveis de decomposição utilizando o filtro ortogonal de Haar, a partir do pacote

Wavelet Toolbox do Matlab.
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� Filtros de Gabor (Ilonen et al., 2005): o filtro de Gabor bidimensional pode ser

representado como um sinal senoidal complexo, modulado por uma função Gaus-

siana. Em um t́ıpico cenário de extração de caracteŕısticas de imagem2, os filtros de

Gabor são utilizados como uma estrutura de multirresolução, consistindo de filtros

ajustados para diferentes frequências e orientações. Neste trabalho, transformações

de imagem foram realizadas utilizando quatro filtros de frequência, com fmax = 0, 3

e intervalo de frequência k =
√

2, em seis diferentes orientações (0°, 30°, ..., 150°).

A partir dáı, calcula-se a média e o desvio-padrão da magnitude de cada imagem

transformada e os valores são usados como elementos do vetor de caracteŕısticas

(Bianconi e Fernández, 2007). Os cálculos foram realizados com o aux́ılio do pacote

Simplegabor (Ilonen e Kamarainen, 2006).

� Tamura (Tamura et al., 1978): os autores propuseram uma representação baseada

em estudos psicológicos sobre percepção humana, consistindo de seis caracteŕısti-

cas estat́ısticas: largura, contraste, direção, regularidade, semelhança de linhas e

rugosidade para descrever propriedades de textura.

� Estat́ısticas de primeira ordem (Theodoridis e Koutroumbas, 2006): este des-

critor é constitúıdo por seis caracteŕısticas estat́ısticas ou momentos derivados do

histograma de ńıveis de cinza (imagens são convertidas para cinza), consistindo de

média, variância, assimetria (skewness), curtose, acuidade (sharpness) e entropia.

� Momentos de cor (Maheshwary e Srivastav, 2008): neste caso, cada imagem foi

dividida em 16 regiões. A partir de cada região, calculamos a média, o desvio-padrão

e assimetria, usando o modelo de cores HSI, por componente. Os valores obtidos

foram usados para compor o vetor de caracteŕısticas da imagem.

Tabela 6.2: Caracteŕısticas extráıdas a partir dos conjuntos de imagens, por descritor.

Descritor
Número de

caracteŕısticas

Transformada wavelet discreta 16

Filtros de Gabor 48

Tamura 6

Estat́ısticas de primeira ordem 6

Momentos de cor 144

Total 220

2Uma imagem pode ser interpretada como um tipo de sinal bidimensional.
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6.3.1 Atestando a Qualidade da Projeção

A Figura 6.4 explora o layout da projeção de dados com a CSMP para os conjuntos

de dados Caltech-4classes e Caltech-5classes, respectivamente. Nestas projeções, cada

instância é representada por uma imagem de dimensão reduzida (miniatura da imagem

original), tal que diferentes cores de moldura representam diferentes classes. Note a boa

separabilidade entre as classes de imagem, caracteŕıstica marcante da CSMP.

(a) Caltech-4classes (b) Caltech-5classes

Figura 6.4: Explorando o layout da projeção com a CSMP para diferentes conjuntos de dados
e o emprego de imagens miniaturizadas, onde diferentes cores de moldura representam diferentes
classes. Imagens similares podem ser selecionadas diretamente no layout da projeção.

Para avaliar a qualidade da projeção, na Figura 6.5, o espaço visual foi dividido em

regiões, de acordo com uma função discriminante. Análise discriminante é usada nas

situações onde os grupos são previamente conhecidos, e tenta encontrar a divisão ótima

na qual os pontos ilustram a melhor configuração dos grupos, de acordo com a função

discriminante adotada (Rencher, 2002). No experimento da Figura 6.5, também estamos

interessados na taxa de erro da função discriminante ao separar os grupos originados a

partir da projeção (análise quantitativa). As regiões de classificação foram definidas por

funções quadráticas. Quando a análise é baseada em famı́lias de funções quadráticas,

denomina-se Quadratic Discriminant Analysis (QDA). Neste trabalho, o cálculo das

regiões foi realizado com a ajuda das bibliotecas do Scikit-learn (Pedregosa et al., 2011).

Para um estudo mais aprofundado sobre QDA os trabalhos de Härdle e Simar (2007) e

Seber (1984) podem ser consultados.

Na Figura 6.5, as projeções da CSMP são comparadas com as da PLMP (Paulovich

et al., 2010b) e LSP (Paulovich et al., 2008), para os conjuntos de dados Caltech-3classes

e Caltech-4classes, respectivamente. A taxa de erro aparente mostrada na Figura 6.5 é

definida como a fração das instâncias classificadas incorretamente, normalmente expressa

em percentual (Härdle e Simar, 2007). Note que a CSMP produz as menores taxas de erro

aparente, para todos os conjuntos de dados, em comparação com as projeções da PLMP
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e LSP. Além da menor taxa de erro, a CSMP facilita a identificação visual de grupos de

instâncias, um aspecto importante quando o conjunto de dados é não rotulado.

(a) CSMP 3-classes, Erro: 3, 39% (b) PLMP 3-classes, Erro: 7, 61%

(c) CSMP 4-classes, Erro: 10, 9% (d) LSP 4-classes, Erro: 14, 13%

Figura 6.5: Comparação das projeções: (a) e (b) CSMP x PLMP no conjunto de dados
Caltech-3classes; (c) e (d) CSMP x LSP no conjunto de dados Caltech-4classes.

A coesão e a separação dos grupos obtidos com a projeção também podem ser quan-

titativamente avaliadas pela medida da silhueta (ver Definição 2.8). O gráfico de barras

horizontais da Figura 6.6 mostra os valores da silhueta computados a partir das respecti-

vas projeções. Observe que as silhuetas da CSMP são maiores que as da LAMP, LSP e

PLMP para todos os conjuntos de dados. Lembrando que quanto maior o valor da silhu-

eta, melhor a qualidade dos agrupamentos. Além disso, pequenas variações na silhueta

(terceira ou quarta casa decimal) podem implicar em agrupamentos melhores, já que este

coeficiente é capaz de capturar pequenas variações no layout dos dados.

6.3.2 CSMP no Contexto de CBIR

Os resultados da CSMP também foram avaliados no contexto de CBIR. Dois sistemas

de CBIR conhecidos foram empregados nas comparações: Flexible Image Retrieval Engine

(FIRE) (Deselaers et al., 2008) e Genetic Algorithm CBIR (GA-CBIR) (Da Silva et al.,

2011).
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Figura 6.6: Medidas da silhueta. A técnica proposta, CSMP (em vermelho), apresenta melho-
res resultados que as técnicas Local Affine Multidimensional Projection (LAMP), Least Square
Projection (LSP) e Part-Linear Multidimensional Projection (PLMP).

A Figura 6.7(a) exibe o resultado da comparação entre CSMP, FIRE e GA-CBIR,

utilizando o conjunto de dados Caltech-5classes. A taxa de erro exibida no eixo-y foi

computada do seguinte modo: para cada conjunto de imagens recuperadas (5, 10, ..., 30)

foram executadas três consultas usando diferentes imagens, obtidas aleatoriamente a partir

da coleção Caltech-5classes. O erro médio para as três consultas foi calculado com base

nas imagens relevantes e não relevantes recuperadas. Neste contexto, uma imagem diz-se

relevante quando pertence à mesma classe da imagem de consulta (acerto) e não relevante

quando pertence a qualquer outra classe (erro). Observe que a CSMP produz as menores

taxas de erro em todas as consultas.

(a) CSMP x Sistemas de CBIR (b) CSMP x Técnicas de Projeção

Figura 6.7: Taxas de erro da CSMP ao recuperar imagens por conteúdo, comparada a dois
conjuntos distintos de técnicas: (a) sistemas de CBIR; (b) técnicas de projeção aplicadas neste
contexto.



6.4 Caso de Uso: Resultados Qualitativos 125

Na Figura 6.7(b), a CSMP é comparada com as técnicas de projeção LAMP, LSP e

PLMP. A taxa de erro foi computada tal como descrito no parágrafo anterior, usando

o mesmo conjunto de dados: Caltech-5classes. Embora algumas técnicas de projeção

tenham se mostrado bastante competitivas, a CSMP continuou apresentando as menores

taxas de erro em todas as consultas. Se a CSMP é melhor do que técnicas precisas como

a LAMP e a própria LSP na qual ela está baseada, fica evidente mais uma vez que, a sua

eficácia ao recuperar imagens por conteúdo está associada à famı́lia de métricas classes-

espećıficas empregada, caracteŕıstica que a diferencia das demais técnicas de projeção.

6.4 Caso de Uso: Resultados Qualitativos

Uma comparação qualitativa entre a CSMP e outros sistemas de CBIR pode ser ob-

servada na Figura 6.8, utilizando o conjunto de imagens Caltech-5classes. As imagens

com moldura vermelha (esquerda-topo) são as imagens de consulta. A lista de imagens

retornada é exibida em ordem decrescente de similaridade e as imagens não relevantes

foram marcadas com o śımbolo �, em vermelho, para facilitar a identificação. Observe

(a) CSMP: todas as imagens são relevantes (b) GA-CBIR: 6 imagens não relevantes

(c) CSMP: todas as imagens são relevantes (d) FIRE: 3 imagens não relevantes

Figura 6.8: Recuperação de imagens pela CSMP, GA-CBIR e FIRE mostrando as 15 primeiras
imagens recuperadas. Na moldura em vermelho as imagens usadas para consulta. Note que todas
as imagens recuperadas pela CSMP são relevantes, enquanto que GA-CBIR e FIRE recuperaram
6 e 3 imagens não relevantes, respectivamente (indicadas pelo śımbolo �, em vermelho).
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que a CSMP supera o GA-CBIR consideravelmente, já que todas as suas imagens são

relevantes e pertencentes à classe Dalmatian (Figura 6.8(a)), enquanto que o GA-CBIR

recuperou 6 imagens não relevantes nesta categoria (Figura 6.8(b)). O mesmo efeito pode

ser verificado entre CSMP e FIRE, ou seja, todas as imagens recuperadas pela CSMP são

relevantes (Figura 6.8(c)), contra 3 imagens não relevantes do FIRE (Figura 6.8(d)).

Depois que os dados são projetados com a CSMP, qualquer imagem é, potencialmente,

uma imagem de consulta, ou seja, é posśıvel realizar múltiplas consultas sem a necessidade

de reconstruir o mapeamento múltiplas vezes. Assim sendo, considere o experimento

apresentado na Figura 6.9, o qual emprega diferentes imagens de consulta para recuperar

imagens similares a partir da coleção Caltech-5classes, tal que as imagens à esquerda,

com moldura vermelha, são as imagens de consulta. A lista de imagens retornada está

disposta em ordem decrescente de similaridade, da esquerda para a direita, e as imagens

não relevantes foram marcadas com o śımbolo �, em vermelho. Note que a CSMP obteve

cem por cento de eficácia nas consultas (Figura 6.9(a)), ao passo que GA-CBIR recuperou

2 imagens não relevantes na classe Cellphone (Figura 6.9(b)), e o FIRE recuperou 3

imagens não relevantes: 2 na classe Pizza e 1 na classe Cellphone (Figura 6.9(c)).

Estes experimentos evidenciam a eficácia da CSMP como técnica de projeção espe-

cializada em busca por similaridade.

(a) CSMP: todas as imagens são relevantes

(b) GA-CBIR: 2 imagens não relevantes na classe Cellphone

(c) FIRE: 3 imagens não relevantes, sendo 2 na classe Pizza e 1 na classe Cellphone

Figura 6.9: Recuperação de imagens pela CSMP, GA-CBIR e FIRE usando diferentes ima-
gens de consulta. Cada sequência corresponde às 15 primeiras imagens recuperadas, a partir da
imagem de consulta mais à esquerda, com moldura vermelha. Note que todas as imagens recu-
peradas pela CSMP são relevantes, enquanto que GA-CBIR e FIRE recuperaram 2 e 3 imagens
não relevantes, respectivamente (indicadas pelo śımbolo �, em vermelho).
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6.5 Considerações Finais

Os resultados apresentados nas seções anteriores mostram claramente a efetividade da

CSMP, superando tanto em acurácia quanto em flexibilidade os métodos testados. A nova

técnica, especializada em busca por similaridade, apoia-se em um conjunto de medidas

que dependem das classes das imagens (classe-espećıfica), a qual revelou ser muito eficaz

nas comparações de dados.

A CSMP fundamenta-se em uma técnica de projeção bem consolidada, a LSP

(Paulovich et al., 2008) que, além de uma sólida formulação matemática ao projetar

dados, permite o uso de recursos visuais e interativos. A formulação da LSP facilita in-

serir informações de classe no sistema através da famı́lia de métricas classes-espećıficas

constrúıda e, o método da penalidade faz com que as diferentes classes fiquem mais afas-

tadas durante a projeção. Ou melhor, a projeção permite distinguir diferentes classes de

imagem e, por conseguinte, múltiplas consultas podem ser realizadas sem a necessidade

de refazer o mapeamento, tornando o processo de consulta muito rápido e prático.

Depois que os dados são projetados, o usuário seleciona uma ou mais imagens de

consulta. Em seguida, o sistema devolve a lista ordenada das imagens mais próximas,

computadas a partir do espaço visual, por ordem de relevância. No entanto, quando

a ordem não é fator primordial, é posśıvel encontrar as imagens mais similares de forma

interativa, selecionando-as diretamente a partir do layout da projeção, realizada com o uso

de imagens miniaturizadas para facilitar a identificação (ver Figura 6.4 como exemplo).

Novas entradas de dados são previstas na CSMP, ou seja, é posśıvel inserir uma nova

imagem na coleção, mas, neste caso, é necessário extrair as caracteŕısticas da imagem,

adequar a entrada na matriz do sistema e refazer o mapeamento. Este procedimento pode

ter custo alto, dependendo da coleção de imagens. Portanto, a CSMP não é indicada para

problemas onde novas imagens devem ser inseridas e consultadas em tempo real.

Em todos os experimentos realizados, os melhores layouts foram produzidos com o

fator de penalidade fixado em 108. Os outros parâmetros também são determinados auto-

maticamente, porém, a escolha do número de pontos de controle é um aspecto que merece

atenção. Sabe-se que a qualidade na recuperação de imagens da CSMP depende funda-

mentalmente da famı́lia de métricas classes-espećıficas empregada, no entanto, o emprego

de um número muito reduzido de pontos de controle pode comprometer a qualidade da

projeção e, consequentemente, afetar o resultado final das consultas.

A limitação dos pontos de controle foi contornada com o emprego de recursos visuais:

uma interface gráfica adequada onde o usuário é orientado a escolher uma quantidade

razoável de imagens, preferencialmente a partir de categorias distintas, obtendo, assim,

um número suficiente de pontos de controle para guiar o restante da projeção.

Finalmente, vale lembrar que a etapa de construção da famı́lia de métricas classes-

espećıficas está sujeita à resposta de um seletor de caracteŕısticas para identificar os
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atributos mais relevantes de cada classe de imagem e, mesmo o melhor seletor de ca-

racteŕısticas ainda pode falhar nesta etapa. O fato de eliminar atributos possivelmente

relevantes para uma determinada classe, pode comprometer a construção da famı́lia de

métricas classes-espećıficas, principalmente em coleções de imagens com grande diversi-

dade (muitas categorias ou classes). Esta incerteza motivou a investigação e implemen-

tação de uma nova técnica, discutida no próximo caṕıtulo, que entre outras melhorias,

introduz um fator de incerteza nas comparações de dados multidimensionais, ampliando

ainda mais a acurácia da CSMP, ideal para coleções de imagens com grande diversidade.



Caṕıtulo

7

Métricas Espećıficas Associadas à Informação

de Incerteza

A
pesar da grande variedade de técnicas e estratégias empregadas em buscas por simi-

laridade, muitas técnicas consideram uma única métrica para medir a similaridade

entre os objetos e, raramente, consideram a incerteza inerente a este processo. A proposta

da CSMP, apresentada no caṕıtulo anterior, introduz uma famı́lia de métricas baseada

em classes para aumentar a precisão das respostas, contudo, também não leva em conta

informações de incerteza.

Este caṕıtulo discute uma nova técnica denominada Class-Specific with Weight Image

Retrieval (CSWIRe), inicialmente desenvolvida com o intuito de aperfeiçoar as respostas

da CSMP para coleções de imagens complexas, com maior diversidade de classes, todavia,

mantendo os mesmos recursos da sua antecessora: interatividade, tempo de resposta viável

e eficácia.

Dentre as categorias de técnicas existentes, as supervisionadas normalmente são as

mais precisas, entretanto, como requerem dados rotulados, acabam impondo restrições

ao domı́nio de aplicação. As não supervisionadas, por outro lado, são mais abrangentes,

porém não tão precisas. A CSWIRe, assim como sua antecessora, é semissupervisionada,

capaz de recuperar imagens com a mesma precisão das técnicas supervisionadas, sem

impor restrições ao domı́nio de aplicação, além de ser muito mais precisa ao lidar com

grandes coleções de imagens e permitir múltiplas imagens de consulta como entrada.

A etapa supervisionada corresponde à criação de um modelo de classes, definido a

partir de um pequeno subconjunto de imagens, interativamente escolhido pelo usuário. À

medida que o usuário escolhe as imagens, elas são rotuladas e em seguida submetidas a

um classificador, com o objetivo de encontrar os atributos e pesos que melhor discriminam

129
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cada classe, gerando uma famı́lia de métricas classes-espećıficas com pesos. A combinação

de tais métricas com informação de incerteza resulta em um mecanismo eficaz na recupe-

ração de imagens por conteúdo, em condições de operar tanto no espaço de caracteŕısticas

das imagens como no espaço visual através da projeção multidimensional com o método

da penalidade, conforme o esquema proposto pela CSMP no caṕıtulo anterior (Seção 6.2).

Os resultados mostram que esta abordagem supera os métodos existentes, tornando-se

uma solução atrativa na recuperação de imagens por conteúdo (Seção 7.3).

7.1 Principais Contribuições

Em resumo, as principais contribuições deste trabalho são:

� Modelo de Classes : um modelo flex́ıvel constrúıdo a partir da perspectiva do usuário

para garantir a mesma precisão de técnicas supervisionadas ao recuperar imagens

por conteúdo.

� Modelagem de incerteza do processo de recuperação de imagens por conteúdo.

� Famı́lia de métricas classes-espećıficas com pesos : projetada para medir a simila-

ridade entre imagens, usando os melhores atributos de cada classe associados com

informação de incerteza.

7.2 Class-Specific with Weight Image Retrieval (CSWIRe)

Dado um conjunto I contendo n imagens, o primeiro passo da técnica consiste em obter

o espaço de caracteŕısticas de I. Em termos matemáticos isto corresponde à transformação

T : I → Rm, onde m é o número de caracteŕısticas usadas para descrever cada imagem.

Os conjuntos de imagens e descritores de caracteŕısticas utilizados neste processo são

apresentados na Seção 7.3.

O processo de extração de caracteŕısticas é realizado uma única vez para cada conjunto

de imagens, em uma fase de pré-processamento. Diferente da CSMP, esta abordagem não

faz uso de algoritmos de seleção para reduzir o espaço de caracteŕısticas, evitando desse

modo que algum atributo seja indevidamente exclúıdo. Ao invés disso, cada atributo

é ponderado com base em uma medida de incerteza. A Figura 7.1 apresenta os passos

fundamentais desta abordagem.

Com o espaço de caracteŕısticas definido, o usuário informa uma ou mais imagens de

consulta e constrói um modelo a partir de um subconjunto de imagens, denominado mo-

delo de classes (Seção 7.2.1). A seguir, um classificador é aplicado sobre este modelo,

retornando as melhores caracteŕısticas e pesos que representam cada classe daquele mo-

delo (Seção 7.2.2). Informação de incerteza é então associada à resposta do classificador
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Figura 7.1: Pipeline da CSWIRe.

(Seção 7.2.3) para derivar uma famı́lia de métricas classes-espećıficas com pesos, utilizada

para comparar imagens (Seção 7.2.4).

7.2.1 O Modelo de Classes

Este passo consiste em obter um subconjunto de imagens para o qual instâncias simi-

lares deveriam ser procuradas.

Inicialmente, o usuário deve escolher algumas imagens-bases para representar diferen-

tes categorias ou classes, a partir da coleção. Note que, as imagens não estão previamente

categorizadas dentro da base de dados, portanto, elas devem ser escolhidas com uso de

recursos visuais e, à medida que o usuário as escolhe, elas são rotuladas pelo sistema

como uma nova classe. Não é necessário considerar representantes de todas as categorias

presentes na coleção, porém, quanto mais imagens de classes distintas forem inclúıdas,

mais abrangente será o modelo constrúıdo.

Para fixar notação, considere inicialmente uma única imagem de consulta IQ perten-

cente à classe CQ (múltiplas imagens de consulta são discutidas na Seção 7.2.5) e seja p+1

o número de imagens de classes distintas, escolhidas pelo usuário. Este subconjunto de

imagens-bases deve conter uma imagem relevante IR ∈ CQ, preferencialmente o vizinho

mais próximo de IQ ou o próprio IQ e p imagens não relevantes IR̃i /∈ CQ, i = 1, 2, ..., p. É

importante que ao menos uma imagem relevante para a consulta esteja presente entre as

imagens-bases.

Depois que tais imagens são selecionadas, o modelo deve ser estendido. Estender o

modelo significa encontrar os k-vizinhos mais próximos de cada imagem-base por meio

de simples consultas, usando a métrica Euclidiana. Este processo pode ser realizado de

forma completamente automática pelo sistema ou de forma assistida pelo usuário (semiau-

tomática), a fim de garantir maior acurácia ao modelo. O número de vizinhos, k ∈ N, é um

valor emṕırico, e não precisa ser o mesmo para cada imagem-base. Nos testes realizados,

os modelos de classes foram constrúıdos com k variando entre 7 e 10, usualmente 10.

Ao final do processo, o modelo de classes será constitúıdo pelo seguinte subconjunto

de imagens:

M = {IR, IRN1 , IRN2 , . . . , IRNk︸ ︷︷ ︸
classe 1

, IR̃1
, IR̃1N1

, . . . , IR̃1Nk︸ ︷︷ ︸
classe 2

, . . . , IR̃p , IR̃pN1
, . . . , IR̃pNk︸ ︷︷ ︸

classe p+1

}, (7.1)
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onde IRN1 , . . . , IRNk são os vizinhos mais próximos de IR, IR̃1N1
, . . . , IR̃1Nk

são os vizi-

nhos mais próximos de IR̃1
, e assim por diante. Note que o número de vizinhos k, na

equação acima, pode ser diferente para cada imagem-base, no entanto, por simplicidade,

foi admitido o mesmo número de vizinhos para todas as imagens.

Uma vez que o modelo de classes é criado, ele pode ser utilizado para recuperar as

imagens mais similares a qualquer imagem da coleção cuja classe esteja presente entre as

p+1 classes do modelo. O relacionamento entre conjuntos de imagens e modelos de classes

é 1 para n. Em outras palavras, isto significa que vários modelos de classes podem ser

criados para um único conjunto de imagens, conforme a necessidade. Também é posśıvel

estender ainda mais um modelo de classes existente, a posteriori, aumentando o número de

classes e/ou imagens usadas para representar cada classe, aumentando consequentemente

a sua acurácia. Esta flexibilidade permite recuperar imagens de maneira cada vez mais

precisa, já que é posśıvel incorporar, a qualquer momento, o conhecimento do usuário

ao modelo, semelhante aos modelos de Relevance Feedback (RF) (Baeza-Yates e Ribeiro-

Neto, 2011; Rocchio, 1971).

7.2.2 O Papel do Classificador

A partir do modelo de classes M (Equação (7.1)), é posśıvel empregar o classificador

Logistic Model Tree (LMT) (Landwehr et al., 2005), dispońıvel a partir do pacote WEKA

(Hall et al., 2009) para estimar os melhores atributos e pesos que representam cada classe

do modeloM. Na verdade, a LMT retorna dois vetores (́ındices e pesos) e uma constante

para cada classe Ci que compõe o modelo de classes:

V(M) = {(fC1 ,wC1 , δC1), (fC2 ,wC2 , δC2), . . . , (fCp+1 ,wCp+1 , δCp+1)}, (7.2)

onde fCi é um vetor contendo os ı́ndices dos atributos mais relevantes da classe Ci,

wCi é um vetor contendo os correspondentes pesos e δCi um peso espećıfico da classe,

neste contexto denominado constante de separabilidade entre classes. O śımbolo FCi(I)

foi usado para indicar os valores dos atributos correspondentes aos ı́ndices fCi , para a

imagem I. Por exemplo, seja I uma imagem representada por um vetor em Rm, tal

que I = (x1, x2, . . . , xm), então FCi(I) = (xi1, xi2, . . . , xij), onde os ı́ndices i1, i2, . . . , ij

indicam que somente os j atributos mais relevantes de I, em relação à classe Ci, foram

selecionados, com j 6 m. Vale lembrar que o número de atributos mais relevantes j é,

em geral, diferente para cada classe Ci que compõe o modelo.

O conjunto de valores V(M), definido na Equação (7.2), representa os melhores atri-

butos e pesos para cada classe Ci daquele modelo. Estes valores podem ser usados para

estimar se uma dada imagem I pertence a uma certa classe Ci, através da constante υCi ,
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calculada com respeito a I, da seguinte forma:

υCi(I) = 〈FCi(I) , wCi〉 + δCi , (7.3)

onde 〈∗,K〉 corresponde ao produto escalar usual. Neste contexto, denominado valor

caracteŕıstico da classe Ci para a imagem I. A constante de separabilidade δCi , adi-

cionada, garante que valores caracteŕısticos de classes distintas fiquem bem afastados.

Note que o modelo de classes é constitúıdo por representantes de algumas classes,

não necessariamente todas as classes da coleção, já que o número de classes é, a priori,

desconhecido. Isto pode gerar uma incerteza no modelo, o qual a CSWIRe deveria estar

apta a tratar, conforme explicado na próxima seção.

7.2.3 Modelagem da Incerteza

Para lidar com a incerteza do modelo de classes definido anteriormente, foram em-

pregados conjuntos fuzzy. Os conceitos necessários para a compreensão do restante do

caṕıtulo estão dispońıveis na Seção 2.6.

Supondo que uma imagem I pertencente ao modelo de classesM (Equação (7.1)) seja

representada como uma função triangular fuzzy obtida a partir de um Fuzzy Triangular

Number (FTN), indicado por (x1, x2, x3), tal que o grau de pertinência máximo (valor

central) seja dado pelo valor caracteŕıstico de I (Equação (7.3)), e que os limites inferior

e superior sejam obtidos, respectivamente, subtraindo e adicionando um valor constante

∆υ > 0, fixado para aquele modelo. Assim,

x1 = υCi(I)−∆υ ; x2 = υCi(I) ; x3 = υCi(I) + ∆υ. (7.4)

A Figura 7.2 ilustra esta situação, onde o universo do discurso é o conjunto de imagens

do modelo M e cada imagem I ∈ M é representada por uma função de pertinência µI ,

que em notação fuzzy pode ser indicada como µI(υ) :M→ [0, 1]. Note que os valores

ao longo do eixo horizontal contribuem com a identificação das classes, já que os valores

caracteŕısticos dependem de uma classe para serem computados, e os valores no eixo

vertical correspondem aos diferentes ńıveis-α admitidos para aquele modelo.

A Equação (7.4) garante que todo triângulo ilustrado na Figura 7.2 seja isósceles,

uma vez que x3 − x2 = x2 − x1 = ∆υ. Esta condição produz distribuição uniforme

de valores e equiĺıbrio ao modelo. Além disso, é importante ter em mente que quanto

mais funções são usadas para representar o modelo, maior é a sobreposição de cortes-α.

Sobreposições são inevitáveis mas podem ser minimizadas fazendo ∆υ pequeno. O valor de

∆υ é arbitrário, nos experimentos realizados ele foi fixado em 0,5; por produzir melhores
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Figura 7.2: Modelo de classes representado por meio de funções fuzzy triangulares. O contorno
em destaque representa a união de conjuntos fuzzy.

resultados. Valores no intervalo real [0,3; 0,7] são aceitáveis, produzindo praticamente o

mesmo efeito. Valores muito abaixo de 0,3 costumam tornar o modelo instável, e muito

acima de 0,7 criam sobreposições nos cortes–α dif́ıceis de lidar.

Nesta abordagem, o sistema estima valores de incerteza automaticamente, de acordo

com funções de pertinência associadas a um pequeno subconjunto de imagens (modelo

de classes), aumentando assim o grau de precisão das respostas. Em contraste a outras

abordagens, esta formulação não requer um limiar (threshold) definido pelo usuário para

determinar a incerteza.

Um dos maiores desafios da modelagem de incerteza, no entanto, é determinar o ńıvel

ótimo de permissividade do modelo (ver Seção 2.6). Nesta formulação, este ńıvel está as-

sociado ao número de ńıveis-α considerados, indicado por nα, nα ∈ N. A escala semântica

apresentada no Caṕıtulo 2 (Figura 2.5), por exemplo, pode ser muito restritiva se todos

os ńıveis presentes forem utilizados. Nos experimentos realizados, os melhores resultados

foram alcançados para 3 6 nα 6 6. O modelo exibido na Figura 7.2, por exemplo, possui

seis ńıveis-α: {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1}, cada um contendo vários cortes-α. O número de

ńıveis-α é emṕırico, mas em geral, quanto mais ńıveis-α, mais restritivo é o modelo; e

quanto menos ńıveis-α, mais permissivo é o modelo de incerteza.

Uma vez que o número de ńıveis-α tenha sido fixado, é posśıvel aplicar a Equação (2.13)

sobre as funções fuzzy triangulares que representam o modelo de classesM, a fim de obter

seus cortes-α, onde o número de funções será indicado por nM. Os valores encontrados são

então armazenados em uma estrutura de dados de apoio, nesta abordagem denominada

matriz de cortes-α, indicada por L. A nova estrutura criada deve conter ńıveis-α, classes
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e nα × nM células, cada uma com seu respectivo corte-α (i.e., limite inferior e superior do

intervalo de corte). L deve ser ordenada pelos ńıveis-α, de forma decrescente, conforme

exemplificado na Figura 7.3.

L tem baixo custo computacional, já que o modelo de classes é normalmente consti-

túıdo por algumas dezenas de imagens. Além do mais, a matriz de cortes-α precisa ser

computada somente quando um modelo de classes é criado ou modificado.

Figura 7.3: Matriz de cortes-α constrúıda a partir do modelo de classes M (Equação (7.1)) e
ńıveis-α pré-definidos. Os valores na primeira linha correspondem às classes das imagens, e os
valores na primeira coluna correspondem aos ńıveis-α.

7.2.4 O Processo de Recuperação de Imagens

Quando uma imagem I é recuperada, a CSWIRe inicialmente calcula o valor caracte-

ŕıstico de I (Equação (7.3)) e procura por algum corte-α αIL na matriz L, de modo que

υCi(I) ∈ [α−IL,
α+IL], i = 1, . . . , p+ 1. (7.5)

Se a condição acima é verificada para algum ı́ndice i, então “I é membro de Ci com grau

de pertinência igual ao correspondente ńıvel-α”, ou em notação fuzzy :

µI(υCi) = α, (7.6)

caso contrário, a imagem I não pertence a qualquer classe do modelo de classes M,

portanto, seu grau de pertinência é 0.
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A questão que naturalmente surge, neste momento, é: “que decisão tomar quando a

condição dada pela Equação (7.5) se verifica para diferentes ńıveis-α?”

Nesta proposta, ambiguidades são resolvidas pela união de conjuntos fuzzy, isto é,

tomando o valor máximo das funções de pertinência (Definição 2.24). A união de conjuntos

fuzzy pode aumentar o grau de pertinência de um elemento, tornando o modelo mais

permissivo. Em termos computacionais, resolver ambiguidades usando a operação de

união significa percorrer a matriz de cortes-α L, do ńıvel mais alto para o ńıvel mais

baixo (direção representada pelas flechas na Figura 7.3), até encontrar o primeiro corte-α
αIL que satisfaz a condição da Equação (7.5). Por esta razão, é importante manter L
ordenada pelo ńıvel-α.

O resultado da consulta será o conjunto de imagens I ′, ordenado pela distância

d(IQ, I),∀I ∈ I, tal que:

d(IQ, I) =

{
(1− α) · ‖FCi(IQ)−FCi(I)‖ , se I ∈ Ci
‖IQ − I‖ , caso contrário,

(7.7)

onde ||K|| corresponde à norma Euclidiana usual, IQ é a imagem de consulta, I é a imagem

sendo comparada e α é o correspondente ńıvel-α de I localizado na matriz L, conforme

descrito anteriormente (Equação (7.6)).

Note que a condição I ∈ Ci acima, é verificada através da Equação (7.5), ou seja, se for

detectado que a imagem I pertence a alguma classe do modelo de classes, a métrica classe-

espećıfica com peso é utilizada, caso contrário emprega-se a métrica Euclidiana usual. Em

outras palavras, isto significa que quando a imagem do modelo de classes, cujo intervalo

de corte contém o valor caracteŕıstico da imagem I é encontrada na matriz de cortes-α,

ela passa a ser uma imagem de classe conhecida Ci, logo, a métrica classe-espećıfica pode

ser aplicada. Lembrando que a matriz de cortes-α armazena a classe de cada imagem do

modelo (1a linha da matriz), portanto, a identificação da classe no modelo é de imediato.

Observe que a incerteza é transferida para a métrica por meio do escalar 1 − α, que

corresponde ao complemento do ńıvel-α para a imagem I com respeito à classe Ci.

7.2.5 Múltiplas Imagens de Consulta

Esta formulação admite buscas a partir de múltiplas imagens de consulta, simultanea-

mente.

Considere, por exemplo, as imagens de consulta IQi , i = 1, . . . , q pertencentes a classes

distintas, isto é, IQ1 ∈ CQ1 , IQ2 ∈ CQ2 ,..., e assim por diante. Como é de se esperar, a

Equação (7.7) pode ser naturalmente aplicada a diferentes imagens de consulta IQi , desde

que as correspondentes classes CQi estejam presentes no modelo de classes que está sendo

utilizado na pesquisa.
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Figura 7.4: Diagrama de blocos da CSWIRe.

Assumindo que todas as classes CQi , i = 1, . . . , q estejam presentes no modelo de

classes, então a matriz L armazena os cortes-α de cada classe CQi , portanto, a condição

I ∈ Ci da Equação (7.7) pode ser verificada normalmente via Equação (7.5), com a

garantia que, se a imagem comparada I pertence a alguma classe de consulta CQi , então

os atributos e pesos corretos serão utilizados no cálculo da métrica classe-espećıfica.

Para realizar uma busca por similaridade a partir de uma ou mais imagens de consulta

IQi , i = 1, . . . , q, utilizando o modelo de classes M, constitúıdo por nM imagens e nα

intervalos de corte armazenados na matriz de cortes-α L, é necessário percorrer a matriz

L a fim de encontrar o ńıvel-α adequado e calcular a distância d(IQi , I) para cada imagem

I comparada, usando a Equação (7.7). No caso de múltiplas imagens de consulta, admite-

se a menor distância entre I e IQi , i = 1, . . . , q. Ao final do processo, as imagens são

ordenadas com base nas distâncias encontradas. Dáı, a complexidade computacional da

CSWIRe é O(nMnαn), tal que independe do número de imagens de consulta utilizadas na

busca.

O diagrama de blocos apresentado na Figura 7.4 ilustra cada etapa da CSWIRe e a

próxima seção confirma sua eficácia por meio de experimentos e comparações.

Um v́ıdeo exemplificando o uso desta abordagem pode ser encontrado em http://

sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications.

http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications
http://sites.google.com/site/paulojoiafilho/publications
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7.3 Resultados Experimentais e Comparações

Para atestar a qualidade da CSWIRe na recuperação de imagens por conteúdo, os

seguintes sistemas de CBIR foram empregados nas comparações: Genetic Algorithm

CBIR (GA-CBIR) (Da Silva et al., 2011), Lucene Image Retrieval (LIRe) (Lux e

Chatzichristofis, 2008) e Semantics-sensitive Integrated Matching for Picture Libraries

(SIMPLIcity) (Wang et al., 2001).

Todos os experimentos foram executados em ambiente Linux 64-bits utilizando um

microcomputador portátil Asus Intel® Core� i7, CPU de 2 GHz, placa NVIDIA® Geforce

GTX-460M e 16 GB de memória RAM. CSWIRe foi implementada em puro Python.

Os conjuntos de imagens utilizados nos testes constam na Tabela 7.1. Tais conjun-

tos variam significativamente tanto em número de instâncias como classes, permitindo

comparações bastante confiáveis.

Tabela 7.1: Conjuntos de imagens utilizados nos experimentos da CSWIRe, da esquerda para
a direita as colunas correspondem ao nome do conjunto de dados, total de instâncias, tamanho
das imagens (em pixels), número de classes, número de imagens por classe e origem dos dados.

Nome Instâncias Tamanho Classes Imagens Origem
das imagens por classe

Corel-1000 1.000 384x256 10 100 [a]
Corel-13classes 2.600 384x256 13 200 [b]
Msrcorid 4.135 640x480 18 desbalanceado [c]
Caltech-101classes 8.677 300x270 101 desbalanceado [d]
Corel-430classes 43.000 384x256 430 100 [b]

[a] Li et al. (2000)

[b] Obtido a partir de Corel Gallery Magic 65.000 - Stock Photo Library 2.

[c] Winn et al. (2005)

[d] Fei-Fei et al. (2004)

Para extração de caracteŕısticas das imagens, foram empregados os seguintes descri-

tores:

� Transformada wavelet discreta (Kumar e Esther, 2011).

� Filtros de Gabor (Ilonen et al., 2005).

� Tamura (Tamura et al., 1978).

� Estat́ısticas de primeira ordem (Theodoridis e Koutroumbas, 2006).

� Momentos de cor (Maheshwary e Srivastav, 2008).

Tais descritores correspondem aos mesmos usados pela CSMP, seguindo iguais configura-

ções de parâmetros, conforme detalhado na Seção 6.3.
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7.3.1 Taxas de Erro

O gráfico de caixas verticais apresentado na Figura 7.5 exibe a taxa média de erro entre

CSWIRe, GA-CBIR, LIRe e SIMPLIcity ao executar consultas utilizando os conjuntos de

imagens listados na Tabela 7.1. Dez consultas com dez imagens de consulta distintas foram

executadas em cada conjunto de imagens, tal que as vinte primeiras imagens recuperadas

foram consideradas para encontrar a taxa de erro. As imagens não relevantes recuperadas

foram computadas para construir as caixas verticais da figura (taxa de erro). Além disso,

diferentes parâmetros foram usados em cada CBIR, conforme elucidado abaixo.

Figura 7.5: Taxa média de erro das técnicas CSWIRe, GA-CBIR, LIRe e SIMPLIcity ao
executar consultas nos conjuntos de dados listados na Tabela 7.1.

Os parâmetros de cada sistema, empregados para construir a Figura 7.5, são indi-

cados no eixo horizontal. No caso da CSWIRe, os melhores resultados foram obtidos

com a opção Fuzzy , indicando que as imagens foram recuperadas segundo a formulação

apresentada neste caṕıtulo (Seção 7.2). A opção Penalty indica que a recuperação de

imagens foi baseada na projeção multidimensional utilizando o método da penalidade,

conforme descrito no caṕıtulo anterior (Seção 6.2), exceto que a métrica classe-espećıfica

definida na Equação (6.1) foi substitúıda pela métrica classe-espećıfica com peso, definida

na Equação (7.7).

Quanto às outras técnicas, GA-CBIR por exemplo, admite duas funções de avaliação

identificadas como fitness coach para melhorar a qualidade das respostas: FcA e FcB.

LIRe tem cerca de dez descritores que podem ser utilizados para comparar imagens. SIM-

PLIcity permite refinar a métrica (medida de similaridade entre imagens) adicionando um

marcador ao executar as consultas, variando de f0 (padrão), . . . , até f5 (maior precisão).
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Observando a Figura 7.5, fica evidente que a CSWIRe com a opção Fuzzy , apresenta

as menores taxas de erro em relação às demais técnicas, para qualquer configuração de

parâmetros.

O próximo experimento foi realizado utilizando a coleção Corel-1000, a qual tem dez

classes balanceadas, com 100 imagens cada. Com o objetivo de conduzir os sistemas ao

limite, escolhemos aleatoriamente uma imagem de cada classe e executamos uma consulta

com cada uma delas, computando o número de imagens não relevantes recuperadas pelas

quatro técnicas, com uso de sua melhor configuração: CSWIRe com a opção Fuzzy , GA-

CBIR com FcA, LIRe com JPEG coefficients e SIMPLIcity com o parâmetro f5. Este

experimento foi executado dez vezes, considerando as primeiras 10, 20, . . . , 100 imagens

recuperadas para cada método, onde 100 é o número máximo posśıvel para cada classe.

As curvas na Figura 7.6 representam o resultado de cada técnica. Observe que a CSWIRe

apresenta as menores taxas de erro em todos os pontos da curva.

Figura 7.6: Taxas de erro das técnicas CSWIRe, GA-CBIR, LIRe e SIMPLIcity, computadas
a partir da coleção Corel-1000, considerando as 10, 20, . . . , 100 primeiras imagens recuperadas.

7.3.2 Curvas de Precisão-Revocação

A Figura 7.7 exibe as curvas de precisão-revocação das técnicas CSWIRe, GA-CBIR,

LIRe e SIMPLIcity, juntamente com as respectivas áreas sob a curva (coeficiente auc).

Segundo Aslam et al. (2005), a precisão média de uma lista ordenada de documentos

é a média das precisões em todos os documentos relevantes, a qual é aproximadamente a

área sob a curva de precisão-revocação, indicada por area under the curve (auc). Assim,

quanto maior o coeficiente auc, maior a precisão na recuperação de informações.

Neste experimento foram realizadas dez consultas aleatórias para cada técnica, levando

em conta as vinte primeiras imagens recuperadas. As curvas de precisão-revocação foram
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geradas pela média da precisão em dez ńıveis de revocação, interpolados conforme definido

em Baeza-Yates e Ribeiro-Neto (2011). As configurações utilizadas em cada técnica são

indicadas na legenda, logo após o nome da técnica. No caso do sistema LIRe que per-

mite muitas configurações, foi exibido apenas o melhor resultado. Note que a CSWIRe,

claramente apresenta maior precisão, com coeficiente auc superior a 0,8 em todos os casos.

(a) Corel-13classes (b) Msrcorid

(c) Caltech-101classes (d) Corel-430classes

Figura 7.7: Curvas de precisão-revocação calculadas para as técnicas CSWIRe, GA-CBIR,
LIRe e SIMPLIcity, mostrando as respectivas áreas sob a curva (auc), para diferentes conjuntos
de dados.

7.3.3 Tempos Computacionais da CSWIRe

A Figura 7.8 mostra os tempos computacionais da CSWIRe ao recuperar imagens a

partir de diferentes coleções. Foram realizadas dez consultas para cada coleção, usando

diferentes imagens de entrada. Os valores que aparecem na parte inferior das caixas

verticais correspondem à mediana das observações. Note que a CSWIRe levou menos de

um segundo para realizar a maioria das consultas, exceto para a coleção Corel430-classes,

mesmo assim aceitável.
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Figura 7.8: Tempos computacionais da CSWIRe ao executar consultas nos conjuntos de dados
listados na Tabela 7.1.

GA-CBIR e SIMPLIcity também provaram ser eficientes nos testes realizados. To-

davia, GA-CBIR apoia-se em uma etapa de pré-processamento de alto custo computa-

cional para reduzir a dimensionalidade do espaço de caracteŕısticas (seleção de caracteŕıs-

ticas). De fato, GA-CBIR levou quase quatro dias para pré-processar a coleção Corel430-

classes. SIMPLIcity, embora computacionalmente eficiente, foi claramente superado em

termos de acurácia. Portanto, se considerados os dois fatores: acurácia e tempo computa-

cional, CSWIRe se sobressai como técnica de recuperação de imagens por conteúdo.

7.4 Caso de Uso: Resultados Qualitativos

A Figura 7.9 apresenta uma comparação qualitativa entre as quatro técnicas, com uso

de sua melhor configuração, ou seja: CSWIRe com a opção Fuzzy , GA-CBIR com a função

de avaliação FcA, LIRe com o descritor Edge Histogram e SIMPLIcity com o parâmetro

f5. A imagem mais à esquerda em cada sequência, com moldura vermelha, representa

a imagem de consulta, tomada aleatoriamente a partir da coleção Caltech-101classes.

Considerando as vinte primeiras imagens recuperadas pelos quatro métodos, GA-CBIR e

LIRe recuperaram o dobro de imagens não relevantes em comparação à CSWIRe, enquanto

que SIMPLIcity recuperou apenas duas imagens relevantes, incluindo a própria imagem de

consulta. Mais uma vez, os resultados confirmam a efetividade da CSWIRe como técnica

de recuperação de imagens com base em conteúdo.

A Figura 7.10 conclui esta seção de resultados qualitativos mostrando o desempenho

da CSWIRe ao empregar múltiplas imagens de consulta, simultaneamente. As Figu-

ras 7.10(a) e 7.10(b) mostram as trinta primeiras imagens recuperadas pela CSWIRe a
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(a) CSWIRe (Fuzzy) – 8 imagens não relevantes.

(b) GA-CBIR (FcA) – 16 imagens não relevantes.

(c) LIRe (EdgeHistogram) – 16 imagens não relevantes.

(d) SIMPLIcity (f5) – 18 imagens não relevantes.

Figura 7.9: Recuperação de imagens pela CSWIRe, GA-CBIR, LIRe e SIMPLIcity mostrando
as 20 primeiras imagens recuperadas. Na moldura em vermelho a imagem de consulta: scor-
pion 0019.jpg, tomada a partir do conjunto de dados Caltech-101classes. CSWIRe recuperou
8 imagens não relevantes, enquanto GA-CBIR, LIRe e SIMPLIcity recuperaram 16, 16 e 18
imagens não relevantes, respectivamente (indicadas pelo śımbolo �, em vermelho).

partir de uma única imagem de consulta (imagem esquerda-topo, com moldura vermelha)

tomada a partir da coleção Msrcorid. Já a Figura 7.10(c) mostra o resultado quando

ambas as imagens, bicycle e flower, são utilizadas simultaneamente como imagens de con-

sulta. Note que as trinta imagens recuperadas são relevantes neste caso, sem acréscimo

no tempo de consulta.
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(a) Imagem de consulta: bicycles 0248.jpg, resultado: 4 imagens não relevantes, tempo de consulta:
1,693s.

(b) Imagem de consulta: flowers 0112.jpg, resultado: 11 imagens não relevantes, tempo de consulta:
1,597s.

(c) Imagens de consulta: bicycles 0248.jpg e flowers 0112.jpg, resultado: todas as imagens relevantes,
tempo de consulta: 1,610s.

Figura 7.10: Recuperação de imagens pela CSWIRe mostrando as 30 primeiras imagens re-
cuperadas. Na moldura em vermelho as imagens de consulta, tomadas a partir do conjunto de
dados Msrcorid. Em (a) e (b), a partir de uma única imagem de consulta; em (c) a partir de
múltiplas imagens de consulta, simultaneamente.

7.5 Considerações Finais

Este caṕıtulo apresentou a técnica de recuperação de imagens com base em conteúdo

denominada Class-Specific with Weight Image Retrieval (CSWIRe). Apoiada em métri-

cas classes-espećıficas com pesos e informação de incerteza para comparar imagens, esta

abordagem supera significativamente outros métodos em termos de acurácia, ao passo que

também é competitiva com respeito à eficiência computacional, além de admitir buscas

simultâneas a partir de múltiplas imagens de consulta, com mı́nimo acréscimo no tempo

de resposta.
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A construção da famı́lia de métricas classes-espećıficas com pesos requer um pequeno

subconjunto de imagens rotuladas. Este subconjunto é usado para compor um modelo de

classes com a finalidade de estimar as melhores caracteŕısticas de cada classe. O modelo

de classes não precisa conter representantes de todas as classes da coleção de imagens, mas

sim alguns representantes relevantes, isto é, pertencentes à classe de consulta e alguns não

relevantes (pertencentes a outras classes). Além disso, ele pode ser estendido a qualquer

momento para incluir novas classes ou novos representantes. O modelo de classes é um

ponto forte desta abordagem, já que permite melhorar a qualidade das respostas com base

na perspectiva do usuário.

A qualidade dos resultados foi comprovada por uma abrangente bateria de testes e

comparações, envolvendo taxas de erro, curvas de precisão-revocação, bem como resulta-

dos qualitativos, usando diversas coleções de imagens, confirmando de fato, a viabilidade

da CSWIRe como técnica de recuperação de imagens por conteúdo, cujo potencial pode ser

explorado em diferentes contextos, requerendo apenas um pequeno subconjunto de dados

rotulados para construção da famı́lia de métricas (aprendizagem semissupervisionada).

Embora a CSWIRe consiga operar em conjunto com a técnica de projeção multidi-

mensional apresentada no caṕıtulo anterior, a qual utiliza o método da penalidade para

restringir o sistema linear responsável pela projeção, esta abordagem não apresentou bons

resultados para coleções de imagens contendo muitas classes. Quando a coleção tem

muitas categorias de imagem, algumas tendem a ficar aglomeradas durante a projeção,

comprometendo a qualidade da vizinhança no espaço visual, portanto, este recurso não

foi aprofundado nos experimentos.

A determinação dos parâmetros de entrada nesta abordagem não é um fator cŕıtico. O

número de vizinhos (k), por exemplo, o qual corresponde ao número de imagens similares

utilizadas para construir o modelo de classes foi fixado em torno de dez para todas as

coleções de imagens, gerando bons resultados. Valores muito abaixo deste podem dificultar

a tarefa de classificação, onde os melhores atributos e pesos são estimados pelo classificador

automático. Valores muito acima podem comprometer a modelagem de incerteza por

aumentar a sobreposição de cortes-α. Vale lembrar que, para coleções de imagens com

pouca diversidade de classes é prefeŕıvel o uso da CSMP.

O número de ńıveis-α (nα) é o parâmetro responsável por tornar o modelo mais permis-

sivo ou mais restritivo, comporta-se como um “filtro”, deixando “passar” mais ou menos

imagens, dependendo do valor que assume. Em geral, quanto mais ńıveis-α, mais restritivo

é o modelo, tal que a rećıproca também é válida, ou seja, quanto menos ńıveis-α mais per-

missivo é o modelo. Nos experimentos foram admitidos quatro ńıveis-α, produzindo boa

acurácia. O valor de nα pode variar um pouco, dependendo essencialmente da coleção de

imagens. Uma estimativa mais precisa deste valor, pode ser obtida criando um conjunto

de treinamento a partir de um subconjunto de amostras aleatórias devidamente rotuladas
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(teste supervisionado), medindo a taxa média de erro para cada ńıvel-α, de acordo com

as imagens relevantes e não relevantes recuperadas.

É posśıvel incluir novas imagens na coleção em tempo de execução, basta que as no-

vas imagens sejam submetidas ao processo de extração de caracteŕısticas, gerando novas

entradas no conjunto de dados. Contudo, se as imagens inclúıdas constituem novas cate-

gorias, é ideal que o modelo de classes seja modificado para conter representantes destas

categorias, a fim de garantir maior acurácia ao processo de recuperação de imagens. Esta

operação tem baixo custo computacional, portanto, novas imagens podem ser inclúıdas e

consultadas em tempo real.



Caṕıtulo

8

Conclusões

N
esta tese foram apresentados os principais conceitos relacionados ao tema proposto,

enriquecidos por uma revisão bibliográfica envolvendo técnicas de visualização de in-

formação em diferentes domı́nios conectados: projeção de dados multidimensionais, iden-

tificação de agrupamentos e emprego de diferentes medidas de similaridade. Em seguida,

foram apresentadas soluções para os problemas apontados na Seção 1.3: identificação

de agrupamentos e busca por similaridade em dados multidimensionais, comprovando as

hipóteses inicialmente apresentadas.

Novas técnicas foram desenvolvidas para cada um dos problemas, atingindo resulta-

dos expressivos, os quais podem ser confirmados por meio dos experimentos conduzidos

no decorrer dos caṕıtulos. Para garantir a veracidade, os experimentos foram realizados

usando diferentes conjuntos de dados, tanto reais como sintéticos, variando consideravel-

mente o número de instâncias, atributos e classes. Além disso, um número significativo

de técnicas existentes foram utilizadas nas comparações. Cada técnica proposta também

foi avaliada em uma situação prática ou caso de uso, mostrando sua real utilidade.

Para a tarefa de identificação de agrupamentos duas técnicas foram desenvolvidas:

Local Affine Multidimensional Projection (LAMP), discutida no Caṕıtulo 4 e Column

Selection Method (CSM), discutida no Caṕıtulo 5.

LAMP é uma técnica de projeção que se destaca pela qualidade dos mapeamentos

produzidos, com relação à preservação de distâncias. É capaz de projetar grandes volumes

de dados com eficiência e seu algoritmo admite implementação em paralelo. Embora várias

técnicas de projeção tenham sido criadas ultimamente, raras oferecem um mecanismo de

interação realmente versátil como o da LAMP, capaz de projetar dados a partir de um

147
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número tão reduzido de amostras representativas. As amostras podem ser agrupadas

pelo usuário por meio de suas caracteŕısticas visuais. Depois disso, a projeção tende

a seguir fielmente o layout fornecido pelo usuário, facilitando a organização dos dados

e identificação de agrupamentos. Esta facilidade permite que a LAMP seja utilizada

em diferentes aplicações como, por exemplo, na correlação visual de dados, conforme

apresentado na Seção 4.4. Nos casos em que não é posśıvel selecionar ou agrupar amostras

com base em suas caracteŕısticas visuais, como alguns conjuntos de dados não rotulados,

outra estratégia deve ser empregada, tal como a CSM.

CSM mostrou-se adequada para identificar agrupamentos quando os dados não são

rotulados. O mecanismo de seleção de amostras representativas discutido na Seção 5.2.1

pode localizar instâncias representativas em cada classe, mesmo em conjuntos de dados

desbalanceados, com boa precisão, facilitando a identificação de agrupamentos. Além

disso, opera no espaço visual, garantindo que os grupos obtidos não fiquem fragmentados

durante a visualização. Outro aspecto interessante da CSM está no fato de que a mesma

estratégia empregada para encontrar instâncias representativas pode ser aplicada para

selecionar os atributos mais relevantes de cada agrupamento. Os resultados apresentados

confirmam a qualidade das amostras, grupos e atributos selecionados pela CSM. Estudos

de caso como o da Seção 5.4, onde o pipeline de visualização é aplicado para traçar o perfil

de consumo dos clientes em um modelo de vendas por atacado, ilustram algumas das pos-

sibilidades de aplicação desta técnica como ferramenta de visualização de dados interativa.

De um modo geral, pode-se dizer que simplicidade, facilidade de implementação, baixo

custo computacional e excelentes resultados nas tarefas que se propõe a fazer, tornam a

CSM uma técnica atrativa para análise e visualização de dados multidimensionais.

Para a busca por similaridade em dados multidimensionais também foram desenvolvi-

das duas técnicas: Class-Specific Multidimensional Projection (CSMP), discutida no Caṕı-

tulo 6 e Class-Specific with Weight Image Retrieval (CSWIRe), discutida no Caṕıtulo 7.

CSMP é uma técnica de projeção que utiliza uma famı́lia de métricas baseada em

classes para projetar os dados, caracteŕıstica que a diferencia das demais técnicas de

projeção. Para a construção da famı́lia de métricas classes-espećıficas é necessário um

subconjunto de dados rotulados, uma vez que ela é constrúıda com base nos melhores

atributos de cada classe, com o objetivo de minimizar a dissimilaridade entre pares de

objetos pertencentes à mesma classe e maximizá-la para objetos pertencentes a classes

distintas. Nesta tese, a CSMP foi avaliada no contexto de recuperação de imagens com

base em conteúdo, porém, pode ser utilizada em diferentes cenários envolvendo busca

por similaridade. A modificação na métrica faz com que ela supere outras técnicas de

projeção, bem como outros sistemas de CBIR ao recuperar informações. Não obstante,

para coleções de imagens com grande diversidade (muitas categorias ou classes) é prefeŕıvel

o uso da CSWIRe.
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CSWIRe foi desenvolvida com o intuito de aperfeiçoar as respostas da CSMP para

coleções de imagens complexas, com maior diversidade de classes. Pode operar dire-

tamente no espaço de caracteŕısticas das imagens como no espaço visual, utilizando a

CSMP para projetar os dados. No entanto, quando a projeção é utilizada em coleções

contendo muitas categorias de imagens, algumas tendem a ficar aglomeradas no espaço

visual, comprometendo a qualidade da vizinhança. Neste caso, buscas por similaridade

realizadas diretamente no espaço de caracteŕısticas são mais eficazes. Assim como sua

antecessora, esta abordagem é semissupervisionada, requerendo um pequeno subconjunto

de imagens rotuladas. Este subconjunto é usado para compor um “modelo de classes” com

a finalidade de estimar as melhores caracteŕısticas de cada classe. O modelo de classes

é um ponto forte desta abordagem, visto que permite melhorar a qualidade das respos-

tas com base na perspectiva do usuário. Apoiada em métricas classes-espećıficas com

pesos associadas à informação de incerteza, esta abordagem resulta em um mecanismo

eficaz na recuperação de imagens por conteúdo. É competitiva com respeito à eficiência

computacional e admite buscas simultâneas a partir de múltiplas imagens de consulta.

Os experimentos realizados comprovam que as soluções apresentadas nesta tese repre-

sentam significativa contribuição na tarefa de identificação de agrupamentos e busca por

similaridade em dados multidimensionais. A próxima seção discute algumas possibilidades

de melhoria e novos trabalhos que podem ser originados a partir deste estudo.

8.1 Trabalhos Futuros

Identificação de agrupamentos com base em técnicas de projeção tem se mostrado

uma alternativa viável, pois além da qualidade obtida, garante que os grupos não fiquem

fragmentados no espaço visual, tal como proposto pela CSM (Caṕıtulo 5). A CSM utiliza

uma estratégia baseada na decomposição SVD para encontrar instâncias que representam

bem o conjunto de dados como um todo, ou seja, leva em conta a variabilidade em todo

o conjunto de dados (ver Seção 5.2.1). Outra possibilidade, é avaliar a variabilidade com

base na vizinhança local de cada instância.

Por exemplo, considere um conjunto de dados X de dimensão n×m. A ideia é tomar

os k-vizinhos mais próximos de cada instância xi ∈ X, indicado por Ni. A partir de cada

subconjunto Ni, calculam-se as q-primeiras componentes principais, com 1 6 q 6 m, isto

é, os autovetores associados aos q-maiores autovalores da matriz de covariância.

Admitindo que as componentes principais são calculadas a partir dos subconjuntos Ni

padronizados com escore-z, onde a média de cada variável é zero e o desvio-padrão é um,

então a matriz de covariância corresponde à matriz de correlação (Larose, 2006). Além

disso, poucas componentes principais são suficientes para representar Ni, já que retêm a

maioria da variação presente em todas as variáveis originais (Jolliffe, 2002).
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Após o cálculo das componentes principais, cada subconjunto Ni origina um novo

subconjunto Ci de dimensão q × m, o qual é constitúıdo por q autovetores unitários de

dimensão m, ordenado pelos autovalores, ou seja: Ci = {ci1, ci2, . . . , ciq}. Os subconjuntos

Ci reunidos irão compor a matriz X ′ de dimensão (q.n)×m:

X ′ =


C1

...

Cn


(q.n)×m

(8.1)

A nova matriz de componentes principais X ′, representa um novo sistema de coorde-

nadas, encontrado pela rotação do sistema de origem ao longo das direções de máxima

variabilidade (Larose, 2006). A partir de X ′ é posśıvel estimar localmente a correlação

entre as instâncias do conjunto de dados original. Uma vez que cada subconjunto Ci

é constitúıdo pelas primeiras componentes principais referentes à instância xi, e que tais

componentes fornecem as direções nas quais a variação estat́ıstica é máxima, então é de se

esperar que instâncias posicionadas próximas na projeção, apresentem direções similares

e, consequentemente, alta correlação.

O valor da correlação estimado entre pares de instâncias xi e xj (i 6= j), a partir das

q componentes principais associadas, pode ser usado como uma heuŕıstica para melhorar

a qualidade dos agrupamentos obtidos com a CSM.

Outro assunto que pretende-se investigar futuramente é a detecção de outliers. Em-

bora experimentos comprovem que outliers têm grande chance de serem detectados pelo

mecanismo de amostragem da CSM, este assunto poderia ser explorado mais a fundo, uma

vez que a detecção de outliers para dados multivariados nem sempre é tarefa fácil (Izen-

man, 2008). Desse modo, algumas aplicações poderiam tomar vantagem desse recurso da

CSM.

Por fim, vale lembrar que a modelagem de incerteza pode melhorar muito a qualidade

das respostas de um sistema, conforme mostrado no Caṕıtulo 7 para coleções de imagens.

Seu emprego em outros tipos de dados, tais como música ou v́ıdeo, poderia produzir apli-

cações interessantes, aumentando a eficácia de qualquer sistema de busca por similaridade

existente.

Técnicas de projeção de dados multidimensionais têm evolúıdo constantemente. Uma

rápida busca em periódicos especializados pode, facilmente, confirmar este fato. Com o

avanço tecnológico, aumenta-se a capacidade de armazenar informações, consequente-

mente, são necessárias novas técnicas para lidar com os desafios que surgem, fazendo com

que esta área de pesquisa continue sendo alvo de intensivas investigações nos próximos

anos.
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<http://archive.ics.uci.edu/ml>. Acesso em: 6 jan. 2011.

Gansner, E. R.; Hu, Y.; Kobourov, S. G. Visualizing graphs and clusters as maps.

IEEE Computer Graphics and Applications, v. 30, n. 6, p. 54–66, 2010.

Gansner, E. R.; Hu, Y.; North, S. Visualizing streaming text data with dynamic

graphs and maps. In: Proceedings of the 20th International Conference on Graph

Drawing, Springer-Verlag, 2013, p. 439–450.

Ge, Y.; Li, S.; Lakhan, V. C.; Lucieer, A. Exploring uncertainty in remotely sensed

data with parallel coordinate plots. International Journal of Applied Earth Observation

and Geoinformation, v. 11, n. 6, p. 413–422, 2009.

Gil-Aluja, J. Fuzzy Sets in the Management of Uncertainty. Berlin: Springer, 2004.

420 p. (Studies in Fuzziness and Soft Computing, v. 145).

http://archive.ics.uci.edu/ml


156 Referências Bibliográficas
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2006. Dispońıvel em: <http://www.it.lut.fi/project/simplegabor/downloads/

src/simplegabortb>. Acesso em: 15 jan. 2011.

Ilonen, J.; Kamarainen, J.-K.; Kalviainen, H. Efficient computation of gabor fea-

tures. Technical Report 100, Department of Information Technology, Lappeenranta

University of Technology, Lappeenranta, Finland, 2005.

Ingram, S.; Munzner, T.; Olano, M. Glimmer: Multilevel MDS on the GPU. IEEE

Transactions on Visualization and Computer Graphics, v. 15, n. 2, p. 249–261, 2009.

http://www.it.lut.fi/project/simplegabor/downloads/src/simplegabortb
http://www.it.lut.fi/project/simplegabor/downloads/src/simplegabortb


Referências Bibliográficas 157

Inselberg, A.; Dimsdale, B. Parallel coordinates: a tool for visualizing multi-

dimensional geometry. In: Proceedings of the First IEEE Conference on Visualization,

San Francisco, CA: IEEE, 1990, p. 361–378.

Izenman, A. J. Modern Multivariate Statistical Techniques: Regression, Classification,

and Manifold Learning. New York: Springer, 2008. 731 p. (Springer Texts in Statistics).

Jacobs, R. A. Increased rates of convergence through learning rate adaptation. Neural

Networks, v. 1, n. 4, p. 295–307, 1988.

Jain, A. K. Data clustering: 50 years beyond K-means. Pattern Recognition Letters,

v. 31, n. 8, p. 651–666, 2010.

Joia, P.; Coimbra, D.; Cuminato, J. A.; Paulovich, F. V.; Nonato, L. G.

Local Affine Multidimensional Projection. IEEE Transactions on Visualization and

Computer Graphics, v. 17, p. 2563–2571, 2011.

Joia, P.; Gomez-Nieto, E.; Batista Neto, J.; Casaca, W.; Botelho, G.;

Paiva, A.; Gustavo Nonato, L. Class-specific metrics for multidimensional data

projection applied to CBIR. The Visual Computer, v. 28, n. 10, p. 1027–1037, 2012.

Joia, P.; Petronetto, F.; Nonato, L. G. Uncovering Representative Groups in

Multidimensional Projections. Computer Graphics Forum, v. 34, n. 3, 2015.

Jolliffe, I. T. Principal Component Analysis. 2nd ed. New York: Springer, 2002.

487 p. (Springer Series in Statistics).
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Aplicada, CNPq, 1977. 299 p. (Projeto Euclides).

Liu, B. Web Data Mining: Exploring Hyperlinks, Contents, and Usage Data. 2nd ed.

Berlin: Springer, 2011. 622 p. (Data-Centric Systems and Applications).

Liu, C. Clarification of assumptions in the relationship between the Bayes decision rule

and the whitened cosine similarity measure. In: IEEE Transactions on Pattern Analysis

and Machine Intelligence, IEEE Computer Society, 2008, p. 1116–1117.

Liu, C. Discriminant analysis and similarity measure. Pattern Recognition, v. 47, n. 1,

p. 359–367, 2014.

Liu, C.; Frazier, P.; Kumar, L. Comparative assessment of the measures of thematic

classification accuracy. Remote Sensing of Environment, v. 107, n. 4, p. 606–616, 2007.

Lovie, P. Coefficient of Variation. In: Everitt, B.; Howell, D. (Ed.). Encyclopedia

of Statistics in Behavioral Science, v. 1, Chichester: Wiley, p. 317–318, 2005.



160 Referências Bibliográficas
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