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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem bayesiana para fazer inferéncia sobre os
pardmetros de modelos auto-regressivos. Neste contexto, quando os pardmetros vari-
am de forma aleatéria e independente adotamos mm modelo hierdrquico para descrever a

' densidade a posteriori dos parimetros. Uma segunda abordagem supbe que os pardmetros
| variam de acordo com um modelo auto-regressivo de primeira ordem, nesse caso a abor-
dagem proposta € vista como uma extensdo do filtro de Kalman onde as varidncias dos
ruidos sdao conhecidas. Os modelos foram analisados usando-se técenicas de simulacio de
Monte Carlo e a geragﬁ..o de amostras das densidades a posteriors permitiram fazer pre-
visoes de séries através das densidades preditivas. Ilustragdes de séries financeiras com
d:;.dos reais s30 apresentadas e avaliadas pela qualidade da previsio obtida, salientando-se

o modelo que melhor representa os dados.



Abstract

This work deals with the Bayesian method to make inferences on the parameters
of autoregressive models. When in this context the parameters of theses models vary
randomly and independently, a hierarchical was adopted to obtain a posteriori density of
parameters. Another approach of the some method presupposes that the parameters of
model vary according to a first-order autoregressive model and is regarded as an extension
of Kalman’s filter in which the variances of noises are knowon. Both models were analysed
through Monte Carlo’s simulation techniques and the resulting samples of a posteriori
densities allow to calculate a data series through predictable densities. Exemples of a
finance series with actual data are provided and the two models are evaluated through

their predicting qualities thus revealing the most appropriate.



Capitulo 1

Processo Auto-Regressivo com

Parametros Aleatdrios

1.1 Introducao

O propésito deste trabalho é formular um procedimento bayesiano, utilizando simu-
lagio de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC), para anélise e previsio de séries
temporais modeladas por processos auto- regressivos com coeficientes aleatérios denomi-
nados processos auto-regressivos generalizados (ARG).

A anilise e previsio de séries temporais é aplicada em diversas dreas, tais como: na
Engenharia, na Economia, na Teoria de Controle e na Sociologia, onde o conjunto de
observactes € ordenado no tempo.

Box e Jenkins (1994) aplicaram modelos auto-regressivos e auto-regressivo-média
mével em diversas dreas para modelar alguns fenémenos por meio de modelos de co-
eficientes constantes.

Muitos métodos podem ser utilizados para estimar os pardmetros de um processo auto-
regressivo proposto para uma série temporal, tais como: método dos minimos quadrados
e método de madxima verossimilhanca, j4 amplamente estudados (Box e Jenkins,1994).
Um método alternativo de andlise e inferéncia para modelos de séries temporais sao
os métodos Bayesianos aplicados para séries com coeficientes constantes (Broemeling e
Cook, 1993); neste trabalho, vamos aplicar o método bayesiano para séries com coefi-

_cientes aleatérios.

Para qualquer investiga¢io, os modelos com coeficientes constantes ndo captam toda a



variabilidade provocada pelos fenémenos aleatérios inerentes; por essa razdo, os modelos
com coeficientes aleatérios sdo mais recomendados. Um modelo dessa classe é o modelo
auto-regressivo generalizado (ARG).

Recentemente, alguns autores tém estudado modelos para anilise e previsio de séries
temporais com coeficientes aleatdrios no contexto bayesiano, onde podemos destacar, en-
tre outros, os seguintes trabalhos sobre o assunto encontrados na literatura: Liu(1995),
Singpurvalla e Soyer (1985), Nicholls e Quinn (1980), Guyton (1986), Diaz(1990).

Nicholls e Quinn (1980) introduzem o estudo de modelo auto-regressivo generalizado
de primeira ordem com pardmentros varidveis e independentes para modelos e previsio
de séries temporais.

Singpurvalia e Soyer (1985) determinain o coeficiente aleatério de processo auto regres-
sivo de primeira ordem para descrever o crescimento ou decrescimento de confiabilidade
de software, introduzindo um modelo e algumas ramificagdes.

Guyton (1986) desenvolve a metodologia para a classe de processo auto-regressivo
de coeficientes aleatérios, visando a previsio de séries temporais. Descreve o procedi-
mento para o cdlculo dos estimadores de méxima verossimilhanca para os parametros e
desenvolve as condiges necessérias e suficientes para existéncia e estacionariedade desses
modelos.

Diaz (1990) apresenta uma solucdo bayesiana para o problema de previsio de séries
temporais, utilizando priori ndo-informativa e priori informativa, normal-gama, cujo pro-
cedimento ¢ baseado na densidade preditiva da observagéo futura.

Liu (1995) faz uma comparacio entre o procedimento de aproximacio bayesiana e
0 procedimento de aproximagio de estimadores de m4xima verossimilhanca para coefi-
cientes aleatérios dos modelos auto-regressivo-integrado- média-mével (ARIMA).

Segundo Meinhold e Singpurwalla (1983), o modelo auto-regressivo de coeficientes
aleatdrios pode ser desenvolvido aplicando uma adaptagio do modelo filtro de Kalman,
sob o enfoque bayesiano, empregando alguns resultados da estatistica multivariada muito
conhecidos, devido sua similaridade com modelos de regressio linear , para fazer inferéncia
sobre 0s pardmetros aleatérios e previsdo de valores futuros um passo 3 frente.

As duas teorias, cléssica e bayesiana, tém principios bésicos diferentes; porém existe
alguma similaridade entre elas no desempenho de previsdes futuras. Igso foi demons-

trado por Liu (1995), que explorou analiticamente esta similaridade para o modelo auto-



regressivo-média-maével com coeficientes aleatérios.

A teoria bayesiana considera os coeficientes como varidveis aleatdrias segundo alguma
distribuicio a priori prépria. Logo, o procedimento bayesiano tem a vantagem de que
qualquer informagio disponivel, antes da coleta dos dados, pode ser incorporada aos da-
dos e a distribuicio a postertori pode ser obtida, em alguns casos, eliminando-se o uso
de resultados assintéticos.

Soyer (1985) introduziu procedimentos bayesianos para modelos auto-regressivos com
coeficientes aleatdrios, utilizando aproximagio numérica para obter os resultados com-
putacionais das densidades a posteriori, mas o uso dessa aproximacio é-limitada pelo
numero de parimetros do modelo.

Com a finalidade de apresentar um procedimento alternativo , aplicamos simulagéo
de Monte Carlo em Cadeia de Markov, utilizando algoritmos amostrador de Gibbs e
Metropolis-Hasting para fazer inferéncia dos pardmetros do processo auto-regressivo com
coeficientes aleatérios proposto por Soyer (1985).

Neste trabalho, descrevemos ramificacoes de um processo auto-regressivo de primeira
ordem de coeficientes aleatdrios e variantes no tempo, assumindo uma estrutura de de-
pendéncia dos componentes nio observdveis do modelo (#,’s), fazendo a descrigdo do
modelo para uma série temporal em fun¢io desses componentes quando #; € expresso em
funcdo dos valores dos mesmos no instante anterior.

Este trabalho est4 centrado nos procedimentos pelos quais se obtém estimadores atua-
lizados das componentes nao observiveis (6,), a todo instante de tempo, a partir da infor-
macio dada pelo componente observavel do sistema (), apresentando duas alternativas
de procedimento.

Descrevemos a utilizacéo e a aplicacdo de um Modelo Hierdrquico para modelar uma
série temporal onde as componentes ndo observaveis tém uma densidade de probabilidade
normal cuja média também tem uma distribui¢ido normal, assegurando-se, assim, que os
coeficientes sejam varidveis mas nfo independentes, Descrevemos também a aplicagao
de um Modelo Dindmico em problemas de previsdes, onde a série é modelada por uma
média que varia no tempo, superposta a um ruido aditivo. Essa média é por hipétese,
uma combinagéio linear de funcoes conhecidas cujos coeficientes sao desconhecidos.

No Capitulo 2, apresentamos uma abordagem bayesiana através de simulagdo de

Monte Carlo em Cadeia de Markov, aplicando o algoritmo Amostrador de Gibbs para



fazer inferéncia dos parimetros do modelo Hierdrquico, onde a varidncia do ruido é co-
nhecida, porém considerando a estrutura de dependéncia dos coeficientes do processo em
questao.

No Capitulo 3, estendemos o desenvolvimento do modelo Hierdrquico mantendo a es-
trutura de dependéncia dos coeficientes aleatérios e assumindo a varidncia do ruido (772)
desconhecida. Consideramos nossa incerteza sobre essa varidncia por uma densidade a
priori , 0 que nos conduz a distribuicbes a posteriori que nao podem ser identificadas
como uma distribui¢do conhecida; utilizamos, entdo, o algoritmo Metroplis-Hasting para
simular amostras e posteriori e assim fazemos a inferéncia dos pardmetros do processo e
as previsoes de observagdes futuras.

No Capitulo 4, consideramos uma ramificagio do processo auto-regressivo de primeira
ordem, assumindo uma dependéncia dos coeficientes aleatérios que nos leva a um modelo
de filtro de Kalman adaptado, (Soyer, 1985), termo usado na literatura por engenheiros,
onde alguns ou todos os pardmetros da equagdo de observagio ou da equagao de estados
sao estimados dos dados.

Embora o modelo filtro de Kalman adaptado considerado por nds seja uma genera-
lizagdo do filtro de Kalman Ordindrio, sua anélise produz dificuldades técnicas no sentido
de que ndo é possivel encontrar uma forma fechada para o filtro; assim, aplicamos simu-
lacao de Monte Carlo em Cadeia de Markov, utilizando os algoritmos amostrador de
Gibbs com Metropolis-Hasting para fazer inferéncia dos pardmetros.

A técnica de andlise apresentada nesta dissertagiio representa a contribuicio desse
trabalho para o importante tépico que trata dos Modelos Auto-Regressivos para andlise
e previsao de Séries Temporais.

No Capitulo 5, ilustramos a utilidade de nossa técnica, aplicando o processo auto-
regressivo de primeira ordem com coeficiente aleatério para modelagem de séries de dados
reais, na 4rea financeira. Em nossa andlise, mostramos o quanto esses modelos produzem
proveitosas informacoes na previsido de observacdes futuras.

Finalmente, fazemos a comparacio desses modelos em termos de resultados obtidos
através da distribui¢ao preditiva, identificando o modelo que melhor descreve o conjunto
de dados financeiros. Apresentamos as nossas conclusdes e sugestSes para trabalhos fu-

turos.



1.2 Descricao do Modelo

Os modelos que estamos trabalhando consideram um processo estocdstico X;;t =

1,2,... com distribuigé’.o log-normal denotado por :
Xe=X2, ; t=1,2,... (1.1)

onde #; é um coeficiente cujos valores descrevem um crescimento ou decrescimento no
processo.
Para produzir uma generalizacio no modelo, introduzimos um erro multiplicativo &,

assim temos:

Xy = X268 ; t=12,... (1.2)

Convenientemente, assumimos que §; também tem distribuigio log-normal com média
zero e varidncia 77 e, em alguns problemas, é conveniente supor que o expoente 6§, tem
caracteristica aleatéria. (Diaz,1990; Liu,1995).

Se aplicarmos o logarftmo natural, em ambos os lados, em (1.2) e seja ¢ = log(d;)

entdo nosso modelo torna-se :

e — 9:'.%-1 +6e ; t= 1, 2, . (1.3)

def s , 1e ca s
onde, y; = log(X:) com y; e €; normalmente distribuidos, ¢ tem média zero e variancia

.

A partir desse ponto, enfocamos as varidveis y’s ao invés das varidveis X,'s, com
o objetivo de estimar 8, e de fazer previsio para observagdes futuras yuyy, Yei2,... A
previsao de f; permite analisar o comportamento do processo que depende dos valores
dos f¢’s , ou seja, o crescimento do processo ocorre quando 6; > 1 e o decrescimento
ocorre quando 8, < 1. Um caso particular ocorre quando ; = 0, pois teremos da eq 1.3

que Y% = €, o que implica y, n3o depender de ¥ 1, ou seja, y € um rufdo branco.

1.2.1 Modelo para 8, Aleatério

Soyer (1985) considera o processo de crescimento ou decrescimento de confiabilidade

como um problema de séries temporais, apresentando assim um processo auto-regressivo



de parimetros aleatdrios para modelar crescimento de confiabilidade de software dado

por:

Ye =01 + vy
v ~ N(0,07) (1.4)
gt ~ N(A: 0‘3)

onde, v; e w; s3o independentes € o7 , 02, e A sio conhecidos.

Desenvolve uma extenséio desse modelo introduzindo uma incerteza em A e aplica o
procedimento bayesinao impirico (Morris, 1983) para fazer inferéncia sobre os pardmetros
do processo. Descreve a incerteza sobre A considerando uma distribuicio a priori A ~

N{myg, Sp) para A assim o modelo torna-se:

Y =0 + % v ~ N(0, Uf)
gt = A + W Wy r~ N(O,(Tg) (1'5)
A e N(mg,Sg)

com ¢ , g2 my e Sy conhecidos

Dado os dados ¥ = (g1, ya, ...3), obtém-se a distribuicio a posteriori para 8, dado

¥ como:
(9t|‘ym) ~ N(gt: Et) (1-6)
onde
ét - oime_y + o3y
o3y;, + 0o}
%, = 015; oio;
(o3¥i ., +03)?  o3yi,+o}
1 : yt2 1 -t 2.2 2
t (SO-I-; " ) ; T =09Yi,; +0y

Compara esses resultados com os resultados de minimos quadrados para o modelo
determinfstico obtido por Anderson(1978), discutindo a relagio entre os dois processos.
Neste trabalho, assumindo os #;’s com densidade de probabilidade normal de média -



A e varidncia 72, a estratégia para asségm'ar que os B,’s sejam dependentes é assumirmos
também uma distribuicio de probabilidade para A, isto é, que A tem distribui¢do normal
com média m e varidncia S2.

Podemos, assim, resumir nosso modelo da seguinte maneira, :

Ye =01+ &
9; = A + uy (17)
A~ NmS® ; m e S conhecidos

Na equacio (1.3), assumimos #, independente de ¢, entdo determinaremos y) =
(¥1, - %) - Dado ¥, nosso objetivo é fazer inferéncias sobre A, 8, e fazer previsio de
valores futuros de yeyx, k> 1.

Nos capitulos subseqiientes, notaremos que E(f;|y®) fornece informagdes sobre o com-
portamento do processo na transicdo do estdgio (t — 1) para o estdgio (), enquanto que
E(Ay®) fornece informagdes sobre o comportamento global do processo. Assim, por
exemplo, se (E{8;|y®)) > 1), podemos avaliar que k4 um crescimento para vérios valores;
caso contrdrio, se (E(f;|y*) < 1), dizemos que hé um decrescimento do processo.

O prop6sito aqui é desenvolver este modelo e calcular as estimativas dos coeficientes

do modelo para fazer previstes das observagoes futuras.






Capitulo 2

Modelo Hierarquico para um
Processo Auto-Regressivo de

Primeira Ordem com Variancia

Conhecida

Os Modelos Hierarquicos Bayesianos tém sido utilizados em aplicagdes nas mais di-
versas dreas do conhecimento.

A anilise desses modelos torna-se, geralmente, intratdvel quando ndo existe conju-
gacdo entre distribui¢do a priori e a fungdo de verossimilhanga. Nesses casos, métodos de
aproximagio numérica (Soyer,1985) ou de simulagio devem ser utilizados para a obtengio
das distribuigbes @ posteriors de interesse.

Neste capitulo, através de simulagio de Monte Carlo (MCMC), utilizando o algoritmo

far'e

amostrador de Gibbs (Casella e George, 1992), o‘g%eefuos&és distribuiges a posteriori das
vanévels de interesse e fa.z‘érlﬁl,- inferéncia sobre os pardmetros e a previsio de observa(;oes
futuras para um processo auto-regressivo de primeira ordem, com parimetros aleatongs
e variantes no tempo ajustado por um Modelo Hierérqqico, considerando a varidncia do

Tl.ll’dO conhecida.



2.1 Inferéncia para o Processo de Primeira Ordem
com Variiancia Conhecida

Inicialmente, desenvolvemos a extensio do modelo considerado por:

Ye=0 1 +€ ; (2.1)

0 = A+ w

onde, € e w; sdo independentes ¢ normalmente distribufdos €, ~ N(0,7%) € wy ~
N(0,7*). Esse modelo implica que 6; ~ N(),~?). Assumimos a incerteza sobre A con-
siderando A ~ N(m, 5?) com A independente de w; .

Seja a série ¥ = (y1, 92, ..., %) e dado ¢}, o objetivo & fazer inferéncia sobre 6; , A e
previsio de 64 e da observacio futura wy;.

Considerando que E(8,|y®) nos d4 informacio sobre o comportamento do processo
no tempo ¢, enquanto que E(A|y®) nos d4 informagéo sobre o comportamento global do
processo. Assmnindo que A tem distribuicio normal N(m, S?) com m e S? conhecidos,

o modelo considerado € estendido para:
Yt =01+ ; &~N(,72) T conhecido
:=A+w: ; w~N(@0,v") +* conhecido (2.2)
A~ Nm,S%) m e 5® conhecidos
2.1.1 A Distribuicao a Posteriori de A e 6;

Denotando a fun¢io densidade de 8, dado 3!, por p(8|y*¥), vamos calcular essa
densidade considerando a funcéo densidade de probabilidade:

2
fuelp—r00) 7'_1337?{ —21? (ﬂ: — 9:!&—1) } (2.3)

E, considerando a densidade @ priori para A:

1
-1 3 Uy
N «< S e:cp{ 557 (A—m) } (2.4)
Aplicando o teorema de Bayes, temos que densidade de probabilidade para A:

o PPN
PAVY) = T @I | (25)




onde p(y)|}) é a funcio de verossimilhanga de A.
Assim, temos a densidade a posteriori para 6; dada por:

p(Oly®) = [ 2(6ely, Np(Aly?)dx (2.6)

Podemos determinar p(Aly() por:

p(y(t)l’\)=["'[p(ylz"':ytlely---:et:A) p(els-"setl)\) del: '":dat

Contudo, dado A e considerando os #,’s independentes, assim :
p(bs, ..., 0:|2) = ﬁp(ﬂ,-|,\)
i=2
onde p(6:|X) ~ N(),~?) é a funcio densidade de 6; dado A, portanto:
py®|n) = / f p(yww(ﬂ) [fl p(e,-|,\)] dé, ..., dbs 27)
i=2
Por outro lado, usando a regra da multiplica¢io de probabilidades e a propriedade de

Markov para o processo auto-regressivo de primeira ordem, podemos escrever:

p(y®169, 3) = p(y161, M)p(selys, 02, 3)-..p(Yelye—1, 61, 3)

Na seqiiéncia, para simplificar essa expressio e também obter outros valores de
interesse, temos que:
) t
py®16*, ) = [ ] p(wilyi-1, 6, Mp(v1161,3) (2:8)
=2
Dada a seqiiéncia #®, 3, é independente de A e dependente de y:—1 e 6, , onde
9(‘) = (91,02, ceny Bt) Desse modo,

p®6©,2) =[] p(ilyi-1,6) (2.9)

=2

Entéo, a funcdo de verossimilhanca de A é:

s =TT [ plulus-r, )p(0: )8 (2.10)

i=2

Sendo:

p(Whler, ) = [ p(hlte1, 8:)p(6:]\) B (2.11)

10



Podemos, entéo, escrever a eq(2.10) como:

(t) I’\) HP y:[yz-l: )\) (2-12)

=2

Da eq(2.3) implica também que:

(y:Iy:-1,9:,T2)~N(9: Yi—1 , 7'2)

(8e|2,7%) ~ N(A,7*) com 7* conhecido

Podemos, agora, obter p(¥:|y:-1,), usando a estrutura linear gaussiana. Note
que, desde que (8], ¥?) ~ N(A,7?), podemos escrever:

§e=A+w  w~N(O,7) (2.13)

Ye="0: yr1+e & ~ N(0,7%) (2.14)
Pela substituicio da expressio (2.13) em (2.14), podemos escrever:
Y= (A +w)ye1 +&
onde )\ é independente de w; e de €, ¢ F(e w) =0

=X et = @ gt = (W Y1+ ) ~NO Gy )
E(wlye-1, ) = Myet

Var (%1, ) =y +7°
Logo, dado A e 4, , temos:

(elye—1,A) ~ N{A g1 (’Y?yf-l + 7'2)] (2.15)

Entdo, a fun¢do de verossimilhanga de A (2.12) é da forma :

p(y?r) = H exp {—— —'\y“—l)—} (2.16)

i=2

11



onde

Ty = 'Yzy'?_l + T2

A distribuicdo a posteriori de A agora é obtida inserindo a eq(2.16) na eq(2.5), isto

p(Ny®) o ezp {— [Z ¥~ ’\y"l)g + @ —Szm)ﬂ]} (2.17)

=2

ou seja,

o (S D0-2) 457

=2

Usando a identidade (Box e Tiao, 1973):

Alz—a) +Blz— b = (A+ B)(z — o* + AAfB (a— by? (2.18)
onde
Aa + Bb
C=TAYXB
fazendo:
y‘l-— 1 i
; B=— ; a= - ; b=m
Y2 ¥
B= =1 . =\ &l
A+ Zz . AB ; o
ys'ys—-l
Ao + Bb= Z 32
=2
Denominando:
¢ t 2 (—1)
iYi— 1 §—
mt=(_ 4 Z 'yy ) e S¢=(§ + Zy,..l)

=2 i=2

Verificamos, ento, que a distribuicio a posterior: de A dado y® & da forma:
1
PO) o eap {~z(2—mo? ) (2.19)
t
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logo,

Ay®) ~ N(m: , S)

A média e a variancia a posteriori de A também podem ser obtidas recursivamente.

Para isso, podemos escrever m; e S; como:

— S + Mypane

2.20
Seayiy + 1 (2:20)
St-1Tt
S, = (2.21)
' Syt + 1

2.1.2 Distribuicao Condicional para 6;

Em seguida, calcularemos p(6:]y®, \). Desde que, dado e, yr—1€ A, 0: € independente

de y{*~2, isto &

P(gtly(t)v A) = P(etlyh Ye—1, A)

Podemos ver isso através do teorema de Bayes, assim temos:

P(ytlgh y(t_l]: ’\)p(gdy(t_l): ’\)
plyely¢-1, A)

p(gt |yta y(‘_ b ’ ’\) =

Mas, dado 6, e g,_; , ¥, é independente de y¢~2 e A. Além disso, condicionado a A 6;
é independente de y(*"V e 3, é independente de y(*~2. Ent3o:

- B, y:-1)p(0:| A)
0|, (t 1)5/\ =p(y:| 3 2.99
p(Oelue, y ) oot N) (2.22)
Similarmente,
p(yt|6’t! Yi—1, ’\)p(etlyt—li A)
0 1, A) =
P(Belyen -1, ) p(yelye-1, A)
Portanto,
(0, %e—1)p(0:| A)
Oclte, ¥2-1, A} =
P( tlyt - ) P(ytl'yt—l:f\)
Entao,

P(9ely(", A) = p(Osye, -1 A)

13



2.22) e se substituirmos a ex-

N(Bt‘yt_]_, ,‘.2), temaos:

Se ignorarmos a constante de proporcionalidade em (

pressdo apropriada no numerador, onde (Ye|ye—1, A, 0,7 ~

1] (g — Oeger)? B, — A)?
p(GtIyt,y:_l,/\)ocemp{——i[(y* T‘f‘ S (‘72 )]} (2.23)

Aplicando a identidade (2.18), temos:

1 A2
p(Oelyr, Ye-1, A) X ezp {——:‘(9; - Bt) } (2.24)
2%
onde
6, = A+ Pyh
) =
T
R 2
E*=T'_,,.t7i ; =74, + T
Logo,
(otly(t), ’\) = (otlyh Yi-1, /\) ~ N(gt H i:t) (225)

A distribuicdo a posteriori (0:|y®} é calculada de (2.19) e (2.24), onde temos:
8 =0, +pe ; e~ N

pe € A sdo independentes.

Ent&o:
E(8|y®) = BBy, M)]
2 (8
E(9t|y(')) =T EMy™) + Y1
Tt
Logo,
E(8.jy") = Ty +T'Y2yty:_1 2.26)
t
Usando que :

V(8y®) = EV (&l N + VIE@ly®, V]
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Temos que:

V(ly®) = E [ﬁ] +V ["’* + 7’%—1]

Tt

T2 7
Vo) =TT + T VoY)

T t

2 4
v ="L + T s, (2.27)
t
Logo, a densidade a posteriori para (6,|y™) &
(Bely®) ~ N(67 , =7) (2.28)

Onde 8; e =} séo dados por (2.26)e (2.27), respectivamente.

2.2 Distribuicao Preditiva de 6;,; e de y;,;

Dado 0s dados ¥, queremos fazer, no tempo ¢, previsdes para 8, e ¥,

2.2.1 Densidade Preditiva de 6,
A distribuicio preditiva de 6,,; é dada como segue:
P(Baaly®) = [ pOusalye, VoAl )ax
Considerando que, dado A, 6, é independente de y,, assim
POy = [ plBeasl Np()dr (2.29)
Anidlogo a eq(2.13), podemos escrever:
Byr=A + w1 ,onde wer ~ N(0,7°)
e A é independente de wyyy e
E(8p1|y®) = B\ + weps [v®)
da (2.19) temos que:
E(641ly®) = EQy®) =m,

15



€ V(6 |y®) = VYY) + V(wen [y®)

logo, (Ber1|y®) = Se + 72

onde

— S 1Yti—1 + Me1T:
Syt , + T

Se_17e

St=
St—xy?_l + 7

re= Yyl + T
Logo,
(Beraly®) ~ N(me , Si+77) (2.30)

Portanto; E(f1|y™) = me é a média a posteriori de (Aly(®) ver(2.20)

2.2.2 Densidade Preditiva de v;41

Da mesma forma, a densidade preditiva de v, dado y® é

P(Yenly®) = f p(yeraly®, ) p(Aly®)aA

porém, dado A, ¢+1 € independente de todos y’s anteriores a y; e

p(y¢+1|y(t)) =fp(yt+1|yt,k) p()\ly(t))d)\ (2-31)

Usando eq(2.15), podemos escrever:

Yerl = AU+ fheyy , Onde  pggq ~ N(O :Tt+l)

A é independente de p:1 e

Tyl =YY + T

EWes1|v9) = B lv®) + EQuen|v®) = Byen|v®) = maye

V(yt+1|y“’) = V(yz)\h!(t)) + V (phe [y®)

16



V(sa1ly®) = 2V Aly®) + V(s [)

V(yt_,_l[y(‘)) = yf St + o1
logo

(yt+lly(t) )~ N(mgy, vi 1S, + Tet1) (2.32)

2.2.3 Intervalo de Credibilidade de Yis1

O intervalo com (1 — @)100% de credibilidade para Y41 € dado por :

My 22 VYIS + e (2.33)

onde zg € o percentil 100(1 — €)% da distribuigiio normal padronizada.

2.2.4 Densidade Preditiva de 6,,; e 3.

Quando fazemos prediciio para k-passos , para k > 2, a estrutura linear descrita
anteriormente desaparece e temos que considerar a distribuicio preditiva da média de

Y145 Para observarmos isso, consideramos:

Yero = Oppoleq + €42 (2.34)

para o tempo f, depois da observagéo y;, a predicio de ;5 é descrita por eq(2.30),

ou seja :
(Beizly®) ~ N (me, (St +9%)) para todo k> 1 (2.35)

isto porque () € uma seqiiéncia permutével.

Por €q(2.34) temos que a densidade preditiva P(%+2|y®) ndo pode ser uma normal;
no entanto, podemos obter a média preditiva de Ye+x dado ¥, denotado por E(ysxly®),
para k > 2. Se na condicéo (2.34) considerarmos dado y® e ), entéo:

E(yi12ly®, 3) = E(Briaphn |y, V)
Além disso, dado A e y1¥), y,,; & independente de 8,42, logo

E(Be12Y241|y9, 2) = E(Brialy®, ) E(yen |y, A)

17



sendo:

E(Bualy®, 3) = A
E(y:+1’?f(t): A) = E(B:ytly“’ ,A)
E(Or12ye1ly?, ) = AE (Bee|y™®, )

E (9t+2yt+1 |‘y(t) ' -\) = Ay A

portanto,

E(yn20y®, 2) = A2y, (2.36)

Sendo,

E(Yealy®) = EIE(y + 2)[y®, A] = E(\2]y®)y,
Como Aly®) ~ N(m,, S,), a fangio geradora de momentos de A & dada por:

My (z) = elmea+25)

e E(Az[-y(‘)) — d2M,\2(.'II)

z=0
=2 =z =2
E(Xy®) = [S:e‘"““g‘r’ + (me + S,3) (g + St:c)e(mm*—*t%si—)]
paraz =0

EWyY) = S, +m}

logo,

E(ye12ly”) = (S: + m?)we (2.37)

Usando (2.31), podemos escrever:

E(Yr42ly?) = mE (4211 1y®) + S

18



Denotando
tee1 = E(yesaly®)
temos:
Jev2 = Mufer1 + Sele (2.38)
Similarmente, temos que a média preditiva de ¥ dado y® é:

E(yt+3|y(t) y A) - E(9t+3yt+2|y(t) , A)
E(Brsyra2ly®, N) = E(643]y", N E(yesaly™®, X)

E(0i43|y®, N E(yes2ly?, X) = AWy,

logo,
Jevz = E (Asly(t))yt

onde

() = T2

=0
E(X|y®) = Sy(me + Sex) et 56°) 4 (2myS; + 25:) ezt 3
(m2 + 2mySez + Siz?) (g + SeT) gzt S5
paraz =0
E(03|y®) = Syme + 2meS; + mi (me) = 3meS, + my

Assim,

Je43 = E(/\sl‘y(ﬁ)yt = (mf +3mSi)ve
pode ser escrito como:

Jeea = me(m?)ye + 25y,
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Portanto,

fe+3 = MuBeqz + 25efe11 (2.39)

Generalizando, temos que a média preditiva de y:x pode ser escrita como:

Bk = B (Ak|y(t))‘yt

Uk = MyGerk—1 + (k= 1)Sefex—2

(2.40)

2.3 Resultados

Resumindo os resultados desse modelo, temos:

Modelo:

w=0y1+e ; ¢~N(O, 7'2)

9¢=A+w¢ ; thN(O,"fZ)

A ~ N(m,5?

com , ¢; e w; independentes e E{wiw ) =0,k #0; Fleeer) =0,k #0

As densidades & posteriort sio:

Aly® ~ N(my, S,)

comn,
— St 1Yel-1 Mt g, = Sp_17e
St—w?_l + T ’ ¢ S:—l‘yf_l + 7y
e
gtly(t) ~ N(G: 1 E:)
g — M+ Ve .5' 7'2’)'2
t = 3 —a t
r T

As densidades preditivas para 6,.,4, k£ > 1 sfo dadas por:

Berk ~ N(my, S +77)
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As previsbes para y;,x dado y® podem ser feitas por:

Gerk = Mepyk—1 + (K — 1)Sifpyp—2 ; k21

Esses resultados serdo utilizados no capitulo 5 para fazer inferéncia e previstes de
dados de uma séries temporais de fndice de pregos de agdes e do prego da arroba do boi
gordo. .

No préximo capitule, as técnicas utitlizadas nesse modelo serdo estendidas para o pro-

cesso de primeira ordem, quando a varidncia 72 do ruido ¢, é considerada desconhecida.
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Capitulo 3

Modelo Hierarquico para Processo
de Primeira Ordem com Variancia

Desconhecida

3.1 Inferéncia para os Parametros do Modelo

Neste capitulo, desenvolvemos um modelo Hierdrquico para um processo auto-regressivo
de primeira ordem, com a varidncia do ruido (%) desconhecida. Descrevemos nossa in-
certeza sobre essa varidncia considerando uma distribuigao @ priori IG(e, 8) para 7.

Esse processo € uma generalizacdo do modelo descrito no capitulo anterior, ou seja:

=0 +¢& ; &~ N(O,7) 7° desconhecido
bo=A+w, ; we~NOXY) 7 conhecido (3.1)
A~ N(m,S) m e S conhecidos

Seja a série ¥ = (y1,49,...,%) e & seqiléncia 69 = (6y,...,6;) e dado y¥, nosso

objetivo é fazer inferéncia sobre 6;, 7, A e previsdo para 6,1 € yey1-

3.1.1 A Distribuicao Conjunta a Posterioride A e 7

Se considerarmos s distribuicio de (6,7, ) dado ¥ e X por p(d;, 7|y?, A), e aplican-

do 0 mesmo raciocinio utilizado no caso da variincia conhecida, podemos calcular essa
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densidade considerando a func¢io densidade de probabilidade:

F(yel6e,7) o Tﬂlﬂ-’b’?{ 212 (yt — Oy )2} (3.2)

E, considerando as densidades @ priori para A como uma normal N(m, S?) e para T

como uma gama inversa IG(a, f):

(1) « 7+ e:cp{—g}

(3.3)
() o« 87! ezp{—%(/\—mf}

Aplicando o teorema de Bayes, temos que densidade de probabilidade para A e 7:

(v, IHNII(7)

PO 7ly®) = To(y® [, NINII(r)ddr (3:4)
onde p(y(9|X, 7) é a funcéo de verossimilhanca de (A, 7) :
PO = [ .. f p(y®199, A, TYp(BO|A, 7)d8, ...d8, (3.5)
Considerando 0s 8,’s independentes, dados A e 7 temos que:
p(8® )\, 7) Hp(e A, 7) (3.6)
i=2
onde p(8®| ), 7) & a fungio densidade de ®) dados A e 7.
Podemos determinar p(y® |\, 7) por:
p(y® A, 1) = f f p(y®16®, 2, 7) li[p(&l)t,'r)d% (3.7)
i=2

Por outro lado, usando a regra da multiplicagdo de probabilidades e a propriedade de

Markov para o processo auto-regressivo de primeira ordem, podemos escrever:
p(ymlg(t): ’\: T) = P(y1|91, A; T)p(y2|y1: 92: ’\9 T)'"p(ytlyt——l: gt: ’\: T) (38)

Na seqiiéncia, para simplificar esta expressao, podemos escrever:

p(.y(t)lg(t) A T) HP y‘llyl 1,9,,A T) (39)

i=2
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Dada a segiiéncia #®, 3, & independente de A e dependente de y,_; , &; e 7. Desse
modo, temos que a funcgdo de verossimilhanga é:

puO1 1) = [T [ oo, 8 7)p(6i17, 75 (3.10)

i=2

Sendo:

Pyelye-1, A7) = f Pus|ye-1, 05, T)p(B:| A, 7)de (3.11)

Podemos, entéo, escrever a eq(3.10) como:

p(uA,7) = [ ] pwilvic1, A7) (3.12)

§==2

Da eq(3.2) implica também que:

(‘ytlyt-hga,'r) ~N (gt'ytnl ) 7'2)

(8:1, ’72) ~ N com ¥ conhecido

Podemos, agora, obter p(y:|ye—y, A, 7), usando a estrutura linear ganssiana. Note que,

desde que (8:|A,7%) ~ N(, 7*), podemos escrever:

0:=A+w: , onde w;~ N(0,7%) (3.13)

we=0 y1+ea , onde &~ N(0,7%) (3.14)
Pela substituicio da expressio (3.13) em (3.14), podemos escrever:

Yo =(A+wy-1 +€& , onde )\ independente de w; e de ¢ e Ele w) =0

Ye— A Yooy = W Yy t&=>(w ya+e)~NO , (G, 7 +77)



E(ye|ye—r, A, T)=A Y1 e
Logo, dado A , 7 e y;_, , temos:

Welye-1, A7) ~ NA gy, (PP, +72))

Entéo, a fungdo de verossimilhanca de (3.12) é da forma :

t

(t) - 1 o (= A yi1)?
e =11 = { 2 () } o

V(yelye—1, A, 7) = 93—172 + 7

(1) =Pyl + 77

(3.16)

A distribuigdo conjunta a posteriori de A e T agora é obtida inserindo a eq(3.16) em

eq(3.4), isto é:

(ri(7))3 et T

p(A, Tly®) -r—-(o+l) - {_lz(y‘_—’\y'-_l)z }ezp{(’\_—”‘f]}exp{_g}

ou seja,

v st (A 2) -5 frl )

27 (7)

Usando a identidade (2.18), fazendo:

t 2
Z Yi 1 Yt
A = B = — — A . it ;
=k o - S S
t 2 t 2
Vi1 1 Yi-1
AB = L - A+B=|—=
Lame 1 A% (52 2y n('f))

Denominando:

Si(r) = (é—;drgﬁ)_l ;o me(r) = (“;n_ﬂ-g i




Podemos reescrever a posteriori conjunta como:

oA, 7ly®) ;:E:)l; “P{‘g}m{‘ﬁ(ﬂ (A — mt('r)) 2} X

eap! - 223‘?)(51 -m) }

Aqui, observamos que a densidade conjunta a posteriori nio tem uma desidade padrao;

(3.18)

no entanto, podemos determinar a distribuigio marginal para 7 por integracio na varidvel
A

A distribui¢io marginal para 7 é dada por:

prv®) = [ o0y

isto &
setf®) o« el ~3 3 s (o) P
{2} [ el a5 (- ""“”)2}‘“
ou seja,

) o S (L5 S ()

Assim, a distribui¢do mé.rginal de 7 pode ser escrita como:

(1 t 1

roo BET ol ) et ()

(3.19)

onde

=Yy, +T



Notamos da (3.19) que uma anédlise dos momentos & posteriori para T nao é possivel
sem utilizacio de técnicas de aproximagio numeérica ou simulagao de Monte Carlo (Gamerman,1 995).
Podemos avaliar as densidades a posteriori marginais usando simulagdo de Monte Carlo

em cadeia de Markov a partir das condicionais .

3.1.2 Distribuicio Condicional para A e 7

A distribuicdo condicional a posterior: para A dado y® e T é da forma:

p(Aly®,7) < ezp { 25 )(A m:(T))”} (3.20)
onde
Y . _{m e Yl
so=(Eea ) mos (5245 )5t
ri(r) = Yy + T
ou seja ,

(Aly®,7) ~ N(me(r) , Si(7))

A distribuicao condicional @ posteriori para T dado y® )\ é por:

o Sl 2l )

ezp{ i} (.%-_ )2}

3.1.3 Distribuicio Condicional a Posterior de 6,

(3.21)

Calcularemos p(8|y¥, A, 7). Desde que, dado : , Y1, MAe 7,0, é independente de

y+-2), ou seja:

p(ady(t)’ A: T) = p(gtlyh Yi-1, )‘: 'T)

Através do teorema de Bayes, temos:

P10, v, A, T)p(Bely® 1, A, 7)

(t-1) _
p(6t|ytr Y ? /\: T) P(%'y“_l}, A, 'T)
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Mas, dado 0; € ¥;_; , ¥e é independente de y®~?), A. Além disso, condicionado a A e
7, 8, & independente de y® Y , y; é independente de y**~?. Entio:

p(ytlﬂt, Ye-1, A, 'r)p(ﬂgl)«, T)
P(ytlyt—l, A T)

p@elye, v 1,0, 7) = (3.22)

Similarmente,

‘ P(?}t|9t, Y1, /\! T)P(etwt—l, /\1 T)
6 » Y1, A’ =
p( tlyt Yt T) p(ytlyt—h As T)

Entso,

P(9t|y(t): Av T) = p(etlyh Y1, A: T)

Se ignorarmos a constante de proporcionalidade em (3.22) e se substituirmos a ex-

presséo apropriada no numerador, onde (¥|ye-1, A, 6, T) ~ N{Beys—1, 7°), temos:

P(B:|yes Vo1, A T) exp{—% [(y‘ SV )‘)2] } (3.23)

72 72

ou seja,

p(Bel e, o1, AT) o exp{_l[y?_l (0t— ” )2 .\ M]}

2] 2 Ye-1 7
Aplicando a identidade (2.18), temos:

1 A 2

Bt|ye, :/\» R - .

P(6:lye, ve—1, A, T) X exp { ) (3t 9:(1')) } (3-24)
onde
Be(r) = A+ TUsa
Te(r)
(1) = ‘723!:2—1 + 7 ) f.‘.;('r) = 11';2(:"‘;

Logo,

(9:|y(t), A, T) = (etlyh Yt-1, )\) ~ N(ét(f) ) f3t('r)) (3-25)
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A distribuic8o a posteriori (6;|y)) pode ser calculada de(3.19)e (3.25), onde temos:
Be=0+p ; pe~ NOIu(r))

com ; ¢ A independentes, temos:

E(Btly(t)) = E[E (Btlym: A: T)]

A+ Yuye-
E(f.]y®) = E[T t 1] 3.26
( tly ) ,ngtz_l_i_,rg ( )
Usando que :
V(atly(t)) = E[V(gtly(t): A: T)] + V[‘E(Btly(t)s A: T)]
Temos que:
722 72X + Yyt
Vo™ = B[ -1 v[ ] 3.27
(Bls™) [72y3_1 + 'r“] T T (8:27)
onde

V[ﬂ)w'ﬁy:yt-l} _ E[72A+'rzy:yt-1r _ [E(Q,ly(‘))]z

Y1 + 7 T+ 72

O valor esperado e a varidncia nas expressdes(3.26) e (3.27) sdo calculados em relacao
As varidveis aleatérias 7 e A

Nesse caso, podemos avaliar as expressdes E(8;|y®) e V{8|y™®) usando os estimadores
de Monte Carlo com as amostras geradas de a posteriori conjunta p(\, 7[y¥) pelos al-
goritmos Amostrador de Gibbs [Casella e George, 1992) e Metropolis-Hansting [Chib e
Greenberg, 1995), esquematizado da seguinte forma:

e i) inicialize o contador de iteracdes da cadeia j = 1 e arbitre o valor inicial:

A® 70

e ii) obtenha um novo valor a partir da funcao de transigaor

(7*) ~ GI{e, B)
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e iii) calcule a probabilidade de aceitagio do novo valor gerado:

min{l, wﬂ(,r%})} se T{7Y) > 0,

1 caso contrario

oftY), %) =

onde

e iv) gere u de Uniforme [0, 1] e faga:

™ seu<alr,T),

L) =
7)  caso contréario.
e v) gere
AW~ N(my(7), Si(T))
onde
S(q-)— _l_+zt:£ -1 . {T)_(E+Xt:yiyi—l S()
TS T g o TAE T e )

ri(T) = 72952—1 + 77

o vi) atualize o contador de iteracio j para j+1 e retorne a (i) até que a convergéncia

seja diagnosticada.
Determine:
- 1M - 1 Mo 2
X=w D AD : K== S@)2 -4 (3.28)
=1 =1% -
LM N 12
i s er] om
i= j=1% -
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onde M é o tamanho da cadeia gerada para A0) e 70).

Assim, as estimativas de 6; e X, s3o dadas por:

M , .
. 1 LAG 02 4 42
— oy _ __Z Yl
et - E(glly ) - M e [ 723}:2_.1 + T(j)2 ] (330)
F=
e
M ;
~ 1 70)272 ~
— Yy — §
i=
onde

M iy {4 2
. 1 U)-0)2 2 .
. {,\ 70?2 4 o y:yt_l} (6

M = V2yp_y + U

para a amostra gerada, (700, A0), j =1,2.., M).

3.2 Densidade Preditiva para 6;,; e y;4;

Dado os dados y¥, queremos, no tempo ¢ , fazer previsdes para Oir1 € Yeq1-

3.2.1 Densidade Preditiva para 6;,;

A distribuicdo preditiva de 6;;, é encontrada de modo similar ao utilizado no caso de

varidncia conhecida, ou seja:

POl = [ [ pOusslve A IO 7l ) (5.32)

Dado A e 7, 6:4, independe de y;, entdo de (3.13), podemos escrever:
Op31 = A+ wypg onde w1 ~ N(0,~?)
e A é independente de wyy; e
E(fera |y(t)) =E[(A+ wt+1)|yw]
isto é
E(9t+1|y(t)) = E(A|ym) (3.33)

31



V(01 [y®) = V(A + w1} |¥]

V(B lv®) = V(Ny®) + Ve |y®) = V(A [y®) + 7
logo

V(9t+1|y(t)) = V()\l‘y(t)) + (3.34)

Onde E(Aly®) e V(\jy®) sdo estimados por simulagio de Monte Carlo, conforme
(3.28).

3.2.2 Distribuicao Preditiva para y,,

Da mesma forma, a densidade preditiva de y:,; dado y® é dada por :
Py = [ [ pnly® A r)o(s, riy®)drar
Além disso, dado X e T, Y41 é independente de todos y’s anteriores a y, e
P(‘yt+1|‘y“)) = f [ P(Yer1lws A, T)P(A, Tl‘y(t) YAAdT
entdo, usando a (3.15), podemos escrever:
Y1 = AYe + w1 ¥ + €41

como A é independente de w;y; e de €41

Entao,
E(ysaly®) = EQuly®) + Elwen [v9) + E(era [y®)
logo

E(yer1|y?) = nEQy®) (3.35)

V (#a1ly®) = VO|Y?) + V(wen lv?) + Viewn [v®)
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ou segja

V(g ly?) = VAly )yl + 122 + 72 (3.36)

Onde E(A|y®) e V()\ly(‘)) sao estimados por simulagio de Monte Carlo em Cadeia
de Markov, pelas eq (3.28) ¢ (3.29).

Usando esses estimadores, temos:

E(ye+1ly(t)) = ytj\

(3.37)
V(ye1ly®) = S3y2 + 242 +

3.2.3 Densidade Preditiva para 6;,; e 9.4

Quando fazemos predicao para k-passos, para k > 2, a estrutura linear descrita ante-
riormente desaparece e temos que considerar a distribuigio preditiva de Yok €, Para isso,

procedemos, de mode andlogo, ao caso de varidncia conhecida, ou seja, considerando:

Yer2 = Oeyolir1 + €42 (3.38)
Onde
(Ebixly®) = EQy®) k21 (3-39)

Pela (3.32) temos que a densidade preditiva de p(ys;2|y™®) nio pode ser uma den-
sidade normal e que podemos obter a média preditiva de g5 dado ¥®, denotada por
E(ys4x|y®), para k > 2. Entdo, na (3.33), considerando dado y® ,r e A, podemos

escrever:
E(ye42ly?, 6, 2, 7) = E(es2ye41 |y, A, 7),
Além disso, dado A , 7 € y, w41 é independente de Byyo; logo,
E(fesayena|y, A7) = E(bi2]y®, A D E (ye41]y®, A, 7)
entao,

E(y2y, A7) = AB(Bae|y®, A, 7)

E(?h+2|y(:), )\, 7') = f\ytE(Btlyms )\: 'T)
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E (yt+2-|y(c) 3 ’\a T) = ’\gyt
E(ye2ly™®) = E[E@eely®, A, 1)]

E(yu2ly®) = E(Vy)
Portanto, podemos concluir que:
E(yt+2|y(t)) =E (/\2)?}:

Considerando a amostra gerada por MCMC V), temos:

1 M
E(\) = -ﬂz,\g

i=1

No caso geral, temos que a previsdo para .4 pode ser calculada como:

E(ykly®) = EQF)y,

onde

1 M
B =222 X
=1

3.3 Resultados

Resumindo os resultados desse modelo, temos:
Modelo:

Ye=0,+€ ; €~ N(O,7°) ; 7° desconhecido
fp=A+w ; w~NQAY) ; ¥ conhecido

A ~ N(m,5% ; m e S® conhecidos

A distribuicio conjunta ¢ posteriori para e
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Distribui¢do marginal para 7

+ 3¢ :’.-1 —Lp—(a+1) t o _ 2
e S BT 1 ()

Distribui¢io condicional para A

PO, oceap { =30 mir)?)

onde

Sifr) = (%a»zy(r ))“I )= (g+§i(‘;;)st(-r)

i=2

ri(r) =Yy, + 7

Distribuigio condicional para T

plrly®, A) o (':((:)1; exp{—g}ezp{—%,j(—ﬂ (A — mt('r)) 2} X
enf-33 2

Y ?
Al }
T} \¥i11
Distribuigio condicional para 6,

1 32
) 3 Yim A, x ——10,—0
P( t]yt Yi-1, T) E€TP { 22‘( t t) }

onde

2
E(gtly(t)) = E[T A + 72?1:?,':—1]

VAL, + T2

[T%\ + q*zygy:_l]

2
V(6:|y®) = E[——T——] +V
( tly ) qﬂy?_l + 7—2 7,2!&2_1 -+ 7—2
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R P T

- [m + 'Fytyt_ll _E [r’*A + 'yzytyt_lr _ [E(9zly“’)r

para a amostra gerada (79, 2, §=1,2.., M).
Os valores esperados da preditiva para B4k © Yeik, k& = 1 sBo dados por:

(EBuxly®) = EOWY)
V(Oarly®) = VO +°

E (yt+k|y(t)) =E ()\k)yt

onde
A 1 w1 < 12
)‘=HZAU) : SA=_——_1Z[(AU))2__)\
j=1 J=]_
1 & H 1 1’
S , s,:M_lz[(fw)z_f
J=1 J:l -

onde M é o tamanho da amostra gerada para A8 e 700,

Esses resultados serao aplicados no capitulo 5, no estudo de caso de séries financeiras,
onde analisamos o indice de precos das Acdes da Vale do Rio Doce, negociadas pela
Bovespa em délares, no periodo de 02 de janeiro de 1996 a 01 de fevereiro de 1999, e
o preco da arroba do boi gordo, negociado pela Tortuga Cia Zootécnica Agraria , em
d6lares, de janeiro de 1998 a agosto del999.
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Capitulo 4

Modelo Dinamico para um
Processo-Auto Regressivo de

Primeira Ordem

Neste capitulo, apresentamos uma ramificagio do processo auto-regressivo de primeira
ordem com coeficiente aleadrio. Essa ramificagio aplica-se quando assumimos uma es-
trutura de dependéncia dos #;’s tdo forte quanto sua permutabilidade.

Descrevemos 0 modelo para uma série temporal em funcio de seus componentes ndo
observéveis #’s quando #; € expresso em funcio dos valores desses mesmos componentes
no instante anterior.

Concentramo-nos no procedimento pelo qual obtemos estimadores atualizados dos
componentes ndo observiveis a todo instante de tempo a partir da informagio dada pelo
componente observivel do sistema, ou seja, ;. Dada a natureza linear dinimica do mo-
delo, esta atualizagdo seqiiencial pode ser obtida representando o modelo sob a forma de
espago de estados e, entdio, utilizar o Filtro de Kalman, cujo procedimento é recursivo.

O filtro de Kalman proporciona a elaboragio de um algoritmo de estimacgo recursi-
vo, que tem sido utilizado com sucesso por engenheiros, na teoria de controle, e, mais
recentemente por estatisticos e econometristas.

Descrevemos a utlilizagéo do filtro de Kalman em problemas de previsdo, onde a série
temporal é modelada por uma média, que varia no tempo, superposta a um rufdo adi-
tivo. Essa média é por hipétese, uma combinagio linear de fungdes conhecidas cujos

coeficientes s8o desconhecidos. Desse modo, a série pode ser representada por um sis-
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tema linear cujo vetor de estados é formado pelos coeficientes desconhecidos e pelo valor
da média do processo, no instante t. Nessas circunstancias, o filiro de Kaliman pode ser
utilizado para obter estimativas 6timas do vetor de estados, com a vantagem de permitir

a variacio dos coeficientes através do tempo.

4.1 O Modelo Filtro de Kalman e Suas Solugoes

Seja ¥ = (y, Y1, .--71 ), denotando os valores observados de uma, varivel de inter-
esse para, diferentes tempos, assumindo que y; depende de uma quantidade néo observavel
6: (y: e 6, podem ser escalares ou vetores). Aqui vamos considerar 8; como um vetor de
pardmetros e nosso objetivo é fazer inferéncia sobre 6,.

A relacao entre y; e &, é linear e especificada pela equacao das observagoes e a carac-

teristica dindmica da varidvel nao-observavel 6, é dada pela equagao de estado.

Ye = Fibe + v (4.1)

0: = Gget_l + un (42)

onde

F,: uma quantidade conhecida, denominada na literatura como matriz de medida;

v;: 0 erro observado assumido, normalmente distribuido com média zero e varidncia
V; conhecida ;

G:: quantidade conhecida, denominada matriz de transicao;

w,: erro do sistema com distribui¢do normal de média zero e variancia W; conhecida.

Por hipétese, v; e w; sdo considerados independentes entre si e entre estagios sub-
seqiientes.

O objetivo agui é analisar 0 comportamento do sistema descrito pelas equagdes {4.1) e
(4.2) para avaliar a mudanga de comportamento do vetor de pardmetros 6; com o tempo.

Para atingir esse objetivo, vamos empregar uma técnica conhecida como “Filtro de
Kalman” (Meinhold e Singpurwala, 1983) que permite atualizar passo-a-passo o valor
das médias e a matriz de covariincia de &;, 4 medida que é feita uma nova observagio
y:. Esse procedimento de inferéncia de 6, (média de 6; condicionada as observacdes y*))

e da matriz de covariancia L; nos permite fazer previsdes para a observagio futura 4.
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Como mostra Meinhold e Singpurwala(1983), essa inferéncia pode ser obtida aplicando

diretamente o teorema de Bayes:

p(ﬂaly(") = P(‘!J:Wt, y(tnl))P(etly(t_l)) (4-3)

onde p(y|6:,y*"Y) denota a funcio de verossimilhanca da observacdo y; e p(f:|y¢~V)
representa a distribui¢io a priori para 6,

O procedimento recursivo pode ser melhor explicado se considerarmos o tempo (£ —1)
=1 = (g1, 0 1)
No tempo (¢ — 1), nosso conhecimento sobre ;. é dado pela distribuigdo de probabi-

e observarmos og dados até esse tempo: yf

lidade de 8,_,, ou seja :
G-y ) ~ N (@1, Bem) (4.4)

que representa a distribui¢lo a posteriori para 6,_;.
Esse resultado é importante para observarmos que o procedimento recursivo € iniciado
no tempo zero com €y e Xy , nossa melhor suposicio sobre a média e a variincia de 8,
respectivamente.
Consideramos agora o desenvolvimento para o tempo ¢, porém em dois estdgios:
Antes da observacao y; e apds a observacio ;.
1- Antes da observacidio y:;, nossa melhor escolha para 6, é governada pela eq(4.2).
Logo, (6:|y*~!) é uma combinagio linear de duas normais independentes e, portanto,

também tem distribui¢ido normal com média e varidncia dadas por:
E@:|y* ) = E(Gebr—1|y* V) + E(we|y*Y)
sendo w; ¢ ¥~V independentes, entdo:
E(0,]y*Y) = GE @1 ly*Y)
denotando por 8, = E(8:|y%7, temos:

ét = Gtét-l

V(0:ly* V) = V(G- [y*™D) + V (we|y®V)
lembrando que w; ~ N (0, W;)
V(0:ly¥) = GV (0:|y* )G, + W,
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chamando

V(g ) =5,

Ty =G G+ Wy
temos que:
(Bely® 1) ~ N(Giby-1, %) (4.5)

2- Apés a observagio y,, nosso objetivo é calcular a distribuicdo a posteriori de 6,
usando a relagdo (4.3). Para isso, precisamos conhecer a fun¢io de verossimilhanca
L(8:|y®), ou equivalentemente p(y|f;, y*~1), cuja determinacio é feita pelo seguinte
desenvolvimento:

Seja e: o erro de predicdo de g, dado y*~1, onde:
9 = E(F.Gefy1|y®™D) + By )
sendo v; e ¥ independentes, entio:
% = FGE(8,_1|y*V) = F,Gib,—,
podemos, entao, escrever:
ee=Y— 0=y FiGib_ (4.6)

Desde que F;, G; e 6;_; sejam todos conhecidos, observar 4 ¢ equivalente a observar

€:, assim a (4.3) pode ser reescrita como:

p(Belve, 1) = p(Beles, y*) o ples8s, y*)p(Be|y* ) (4.7)

onde p(e:|f:,y!*"V) é a funciio de verossimilhanga.
Usando o fato de que y; = F38; + v;, a eq(4.6) torna-se:

e:= Fify + v, — F:Gtérfux

er = Fy(0: — Gtét-l) -+ vy
assim, temos a média de e, dada por:
2L y(thl)) = E[Fy(0, — Gtgt—l) + 0|6, y(t_l)]
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E(e4|6s, y(t_l)) = E[Ft(gt - Gta:—L)lgts '.U(t_l)] + E(v:|6, y(t_l))

E(ex}8, y* ™) = Fe(6: — Gebrs)
A varidncia é dada por:
V(9 y*0) = Ele: — E(esl6,, v V) = E@716:, 5")
Lembrando da eq (4.1) que v; ~ N(0, V;) temos:
V(vel8:, V) =V,
Entdo, a fun¢do de verossimilhanca é descrita por:
(edl0e,y*1) ~ N[F(6; — Gibr—1), Vi] (4.8)

Aplicando o teorema de Bayes, obtemos:

0e, ¥ p(Bely® )
6 (t-1) =P(6t| Y t
P( tl'yt:'y ) ffp(et: 9:|'y(“”)dgt

Essa equagio descreve melhor nosso conhecimento sobre 6, no tempo . Sendo que

(4.9)

apés o calculo de p(f:)y;, 1) podemos voltar em eq(4.6) para o préximo ciclo do
procedimento recursivo.

O esforgo requerido para obter p(6;|y®) através da eq(4.9) pode ser evitado usando o
resultado de estatistica multivariada, muito conhecido, dado por Johnson e Wichern(1992,
pp-133-139) e algumas propriedades padrio da distribui¢ao normal.

Sejam X; e X3 com distribuicio normal bivariada de médias p; e p2, respectivamente,

e matriz de covariancia-varidncia X denotada por :
X Xn X
Go) G G 2] (10
X M2 Yo XLz
Aplicando a eg(4.10), a distribuigio condicional de X; dado X3 € descrita por:

(X1|X2 = 1‘2) ~ N(#l + Ty (T2 — p2), T — 21222‘21211) (4.11)
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onde a quantidade y; + L1255 (T2 — p2) é denominada funcfio de regressio e =225}
€ o coeficiente de minimos quadrados da regressdo de X; em z,. Assim, temos como

resultado:
X3 ~ N{z, Za)

Fazendo a correspondéncia entre X; e Xz e e e 6, e, respectivamente, denotando esta,

correspondéncia por:
X = ¢ ; Xo = 6
Desde que {6;]y*D) ~ N(Gib,_y, Z;) , vendo a eq(4.5), temos que:
pr = Gebyy ; To= L5

Na eq(4.5), substituindo X; , X5 , us € Toy por e, 6; , Gib,_; e S, respectivamente,
e lembrando o resultado da eq(4.8):

(ex|6e, ¥*~V) ~ N[Fi(6: — Gib;1), V]
temos :
g1+ 12816, — Gbyy) = Fi(6 — Giby_y)
desde que,
p=0 e Xy = B,
similarmente temos:
Tu—I0eZnTa =S, — REF = V;

Desde que X;, = V;+ FS:F! . Podemos concluir que a distribui¢do conjunta de 6,

e e; dado ¥ pode ser escrita como:

' R ' pI Etﬁg
(6 e 1 ve0) (6t 0) R Vi+ FS.F
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Fazendo e, a varidvel condicional e identificando a eq(4.12) com eq(4.10), obtemos,
através da eq(4.11), o resultado:
(Bele v*Y) N'N(Gtét—l + SR (Vit FEF) e s By — S F{(Ve + FtEtFt’)_lFtEt)

(4.13)
Esta ¢ a distribui¢do & posteriori desejada.
Agora, sumarizamos os resultados obtidos para salientar os elementos do procedimento
recursivo:

Apés o tempo t — 1, temos a distribui¢io a posteriori para 6;_,:
(Be=i |y ™) ~ N(fpe1, Bei)
a previsao F(y;|y¢V);
je = FiG e
0 erro de previsio;
&= — ﬂGtét—l
a média e a varidncia a posteriori de 6;;

b: = Geby_y + S F! (Vi + F,5, FN) 7 Le, (4.14)

S =5 — S F{(V; + RS F)RE, (4.15)

distribuig¢do & posteriori para @

4.2 Adaptacao do Filtro de Kalman

No modelo do filtro de Kalman ordindrio, as quantidades (F}, G, V; e W,) sio todas
consideradas conhecidas. Elas podem variar no tempo, mas somente se a natureza da
variagdo também for considerada conhecida. Em muitas aplicagbes € dificil especificar
algum ou todos esses pardmetros, devido a informacdo inadequada sobre o processo ou
porque os parametros sdo permut4veis, mas a natureza exata dessa permuta ¢ desconheci-
da. Nesses casos, o filtro de Kalman é aplicado para estimar os pardmetros desconhecidos
em cada estdgio. Na literatura, esse procedimento é conhecido como Filtro de Kalman
adaptado, cujos estimadores dos pardmetros podem ser obtidos na forma do estimador

bayesiano.



4.2.1 Inferéncia para um Modelo Filtro de Kalman Adaptado

A estrutura de dependéncia imposta para a seqiiéncia ;, no modelo filtro de Kalman,
¢ especificada via equag8o de estado. O modelo descreve agora os §;’s permutéveis de um
estdgio para outro. Além disso, na pritica, a natureza exata da permuta é desconhecida
e, conseqilentemente, G, é desconhecido. Desde que n#o € possivel especificar um modelo
definitivo para 6, é razodvel assumir G, desconhecido, mas invariante no tempo. Se
considerarmos todas quantidades como escalares e fazendo Gy = A, Fr =y 1,Vi=¢€ e

W: = w;, podemos escrever o modelo como:

=6y, +€
W tYi-1 t (4.16)

0 = Abp_y + we

2
onde (j) NN[(O);(G 0)] , o> e %  conhecidos
. 0 0 A2

Por hipétese, €, e w, sao independentes entre si e entre estdgios e A desconhecido é inde-
pendente de w;.

Desde que X é desconhecido, assumimos uma distribuigio a priori para o mesmo.
Ainda que (4.16) seja uma generalizacio do Filtro de Kalman, sua andlise produz difi-
culdades técnicas, no sentido de que a solugio recursiva natural do mesmo ¢é perdida.

Dado os dados ¥ = (ye,¥e-1, ..., ¥1), nosso objetivo & fazer inferéncia sobre ; e a
previsio futura de y.,.;. Entdo, precisamos obter a densidade a posteriori p(Gly®) e a
densidade preditiva para p(ys.1|y®).

Podemos escrever a distribuicao a posteriori de 6; como:

p(6:ly®) = / p(8:1y®, \p(My®)dx (4.17)

onde a densidade p(6:|y?, \) é dada pela solugio do filtro de Kalman. E a distribui ¢o
a posteriori para A dado y® &

_ pLOY)
p(Aly®) = TPV LN ly®)ar (%.18)

onde p()) ¢ a distribui¢io a priori para A e L(A|y®)) é a funcdo de verossimilhanca de A
dado y®.



4.2.2 Célculo da Funcgdo de Verossimilhanca

A funcio de verossimilhanga L(A[y®), em (4.18), é obtida pelo seguinte procedimento:
Neo modelo Filtro de Kalman, a densidade preditiva de p(y;|y®*~") é dado por:

plwly®,2) = [ p(w]0:, ¥V, Np(B: [y, A)db; (4.19)

Da (4.16) temos que (8;]y®~Y, A) é uma combinago linear de duas normais independentes

e, portanto, também tem distribui¢do normal de média e varidncia dada por:

E@G:ly® Y, ) = EQGiy® ) + E(wiy®™)

E(6:]y* ", 3) = AE(0:1|y*)
Da eq(4.4) temos que E(;_, |[y¢ ) = 6;_,. Assim:

E@;]y" 1, 2) = M,

V{0:]y®1, ) = V( A0;_1 |yt02) + V (wi|y®-)

V(Edy®™,3) = ¥V (@ly©Y) + 7
também , da eq{4.4), temos V (8;_, [y\*~V)) = 5y, logo,
V(@:|y¥ ™, ) = A5 + P
portanto,
(0:y“D, A) ~ N(Mio1, M2Ziy + 7°) (4.20)

denotando r; = A2Z;_; + 42 temos que:

1 . 2
POy, 2) o< r; ¥ eap {—% (0; - Ae,-..l) }
i

A (4.20) é a distribuicgio e priori para 6;. E a distribuicio a posteriori para 6;_,, no
tempo (i — 1), apds a observagio ¥;-1, ¢ dada pela eq(4.4), isto é:

Bialy®1,2) ~ N (i1, Zimr) (4.21)
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Da eq(4.16) podemos tirar também que:

Vi =01+ ¢
B(yil6s, v, A) = E(Biys—r + €:l6;, y® 1, A)

BE(y16;, ¥, A) = iy

e
V (w6, g%, 2) = V(i1 + &0, 00, 2)
Vg, v, 0) = V(6iyi1 6, v% Y, A) + V(e)
V(yl6;, v, 2) = o2
Logo,
(yilei: y(i_l)v }\) ~ N(eiyi-—ls 02) (422)
isto é,

Pyil6s, ¥V, 2) o 071 exp {—%5 (y,- — 9.-3;.-_1)2}
Temos também que p(y;ly~Y, A) pode ser expressa calculando-se:
B(ysly®1, ) = BOW; g1 + wigios + &y, 2)
B(yly®™,2) = BQA0ye-1ly®Y, A) + Blwii—: + &y, 3)
Byly® ™V, 2) = ABBi [y )i
B(yily¥ 1, 0) = Mi_yyi

V@ly®=1,2) = VA1 [y, N) + Vw1 + &ly®, )
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Viwly®0, ) = 32V (0t ly )l + Viwyi, +0°
Vigly® 1, 2) = PR IRV vyl + o?
Vigly® 2, A) = v, (Wi +79°) +0°

Vigly® ™D, 8) = yiri+0°
Assim,
(5, ) ~ N[(Migi) » yiari + 07 (4.23)
Ou seja,

. ; 1 " .
p(wily ™, A) o (yiimi + 0?)"2 exp {_T*—__)(yi — )\Bi—lyi-t) } (4.24)

2
¥l Tit o

Podemos, entdo, escrever a fungdo de verossimilhanga de A como:

t

LAEY) =[] p(wly® ", N)

i=1

4.2.3 Céalculo de a Posterior: de 6; dado yt) e X

Vamos determinar agora a densidade p(0:|y™®, A) que é o segundo termo na eq(4.17).
Dado A, a densidade p(8,|y®, \) é obtida pela solugdo do filtro de Kalman, eq(4.13).

Relacionando os termos nas equacoes (4.12) e (4.13) com as variaveis do problema:
Gtét—l = /\ét—l Ft'EtFt £ Tty?_l Ve + B X F = o? +Ttyt2—1

Podemos concluir que a distribuicdo conjunta de 0, e e; pode ser escrita como:

(Btlehy(t_l): A)~N (Aét_l + reye1(0? + y?—-lrt)_let T ytz—lrt2(02 g y?—th)_l)
(4.25)

Denominando:

5 A TtYt—1 5
0, = MNp1 + ——5— | ¥t — Ye-1A0—
t =19 g 2T (yt Yt-1A0t 1)

47



ou ainda,

b, = )\ét—la 2+ rp—

A PR (4.26)
onde
re=AS 1+ 7
e
Be=re—riyl (0 +yir)”
ES Tg0'2
Y= ——m—— 27
t 0-2 + y?_]_rt (4 )
Entao, a distribui¢do a posteriori procurada é:
_1 1 ~\? :
p(ﬂely(‘), A) x I, * exp {—2—2,.} (ﬂt - ﬂg) } (4.28)
t

Onde 6, e r;sdo fungdes de A.
Se analisarmos a eq(4.28), observamos que 6; é o valor de peso na previsio do erro.
A quantidade ¥, é denominada “matriz de ganho do Filtro de Kalman”e é o peso que
multiplica o erro de previsdo. Observamos também que a varidncia a posteriori de 6,

¥ ndo é influenciada pelo dado observado ;.

4.24 O Comportamento de 6,

Agora queremos determinar o comportamento de #;, para isso, temos da eq(4.17) que:

p(6:, Aly®) = p(8:|y, Np(Aly™®)

onde
p(Aly®) o p(A)L(A|y®)
e p(A) é a priori para A, com distribui¢io normal, com média m e va.rif"incia. 52, ou seja:
p(Y) ~ N(m, 5?)
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£
p()\ly“)) x H (y?_l‘-"i + 02)_% exp {

=1

e p(8:|y™®, ) é dada por:

s <t

sendo que da eq(4.26)

9; - )\9;..1 + 0_2 T

e da eq(4.27)

Tl

L ) 2
————_'-_—03)' (yi — )\9:'—1%—1) } X

2(yi1rs ’
(4.29)

~

(o))

t

(yt — yc—l)\éz-l)

3
Y17t

ig =T — 'rtzyf_l(f -+ yf_lrt)_l

Os valores de E(6:|y®) e E(\y®) sdo calculados usando os estimadores MCMC

com amostras geradas pelos algoritmos amostrador de Gibbs (Casella e George, 1992)

e Metropolis-Hansting (Chib e Greenberg,

1995). Esse algoritmo € utilizado no contexto

desse trabalho dentro do seguinte esquema:

i-
Calcula;

ii-

él = )\(0) éﬂ + 0_2

bym XV, 4+ 20—
a

ét = )\(0) 9:..1 +

para calcular 6, e T,, gera-se:

80 ~ N8, 5r) ;

-+ yf‘;rl

Inicia (yo, ...,yg) ; 90 3 )\(0) 3 éo = 90

L (yl - yo)\(o)éo)

r2l1 (Ma
— A8
T yf‘i‘z (’yz in 1)

Teffe) (’yt - yt-l)\(o)ét—l)

1
6"
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iv-  com (Yo,-s %) ; Boy Diyeens f;_, usando a eq(4.29), gera-se:
A0~ p(NL(Ay)
com:

Py(A) ~ N(m, Sg)

¥(Aly®) = LAJy)

t

2
¥) = [Jouorms+ 0% eap { o (= M) |

P - 2(y,-._1r,- -+ 0’2)
v-  gera o candidato:
§ ~ N(my, 53)

vi-  aceita o valor calculado com probabilidade o = min{l,p}

T(¢ly®) -
p= {W , RAUD®) £ 0

gera-se 4 de Uniforme [0, 1] e faca:

G+ _ € seu<lp),

A0 caso contrério.

vii-  volta para (ii) e repita o procedimento até obter a convergéncia, onde j = 1,..., M
o9, j=1,..M

viii-  calcula;

1 &L,
E(\y®) = HZ)@

=1

M
1 .
E@|y®) = — > 67

i=1

onde M ¢ o tamanho da amostra gerada.
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4.3 Densidade Preditiva para 0;;1 € yi+1
4.3.1 Densidade Preditiva para 01
A distribuicio preditiva para 64, é dada por:

p(Besrly®) = [ 2(8eirlye, Np(Aly®)dA

Considerando que dado ), 8,;; é independente de y;, podemos escrever a equacdo anterior

como:

P(Ouialy®) = [ (0 NPy P)dA (4.30)

Como o procedimento utilizado neste modelo para obter os estimadores € um procedi-

mento recursivo da eq(4.16), temos que:
Gra1 = A0 + Wiyt onde weas ~ N(0,7%)
mas, por hipétese, é independente de ¥ e entre estégios, entdo:

(Bes2ly®, A) = (A0ely®, A) + (@ea1]y™, A)
E(0u1y®, 2) = EQG: |y, A) + E(wea|y®, X)
E(8e1|y®,2) = AE(B|y®, A)

E(01[y", ) = M,

denotando @41 = A, onde &, é dada pela eq(4.26), ou seja:

4, — Mi-102 + Ty

= ndo = NT,_
¢ % +ydr 5€ T e-1 ¥ 72

A variancia de 6,,, dado y® e A é descrita por:

V(9t+1|ym= A) = V(’\gtly(t)a A) + V(Wt+11ym, A)

V(9t+l|y(t)= A) = sz(et |y(ﬂ: '\) + 72
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V(Berly®, )) = 28, + 2
fazendo,
V(i |y®,2) = Tern = 225, 4+ 7

onde da (4.27):

= TgO'z

5=t
2
o2+ yi 17y

4.3.2 Densidade Preditiva para ;41

Temos que a densidade preditiva de y; dado ) ¢ dada por:
Pyl = [ parinly®, Moy )
Mas, dado ), y:;: é independente de todos os y's anteriores a y:. Assim, temos que:
P(yt+1|‘y(t)) = f 2(Yes1 |y, )‘)P(My(t))d)\
Da eq(4.16), temos:
E(y|y® ™, )) = E{(My—1 +wi1)pe-1 + ATARRIPY

Podemos calcular o valor esperado e a variancia de y;41, dado y, usando o mesmo

raciocinio, isto é:
E(y41|y®, A) = E[(A0; + we)ye + €t+l|ym, Al
como, por hip6tese, w; ¢ €; sao independentes entre si e entre estégios, entdo:

E(yen|v®, \) = EQ8uge|y®, ) + E (wege|ly®, \) + E (essr|y®N)
E(ges1ly®, A) = M E(@:|y®, )

E(saily®, 2) = Anede
E a varidncia:
V(ges1y® A) = V(Migely®, ) + V (wely®, 2) + V(y®)
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V@ |y®, ) = X202V 0.1y D, \) + 42V (wy®, A) + o
V(yt+1|y(t): A) = Azyfﬁt + 9:2’?’2 +0?

V(@ |yP, ) = g2 (W25, + ) + 02
Assim,

(e |y, A) ~ NDwibs 5 57 (P8 +77) + 07 (4.31)

4.4 Resultados

Resumindo os resultados desse modelo, temos:

Madelo:

Y = Oy + €

6 = A0y + wy

onde (et) NNKO);(OQ 0)] , 0% e %  conhecidos
W 0 0 +*

Funcao de Verossimilhanca:

t 2
. 1 .
p(ly® ™V, 0) o [ J(hari +0%)7F exp { N T oD (ya - A9e_1ye~1) }

) 2(y2 i + 02

Densidade a posteriori para 6;:

2
p(6ily®, %) o S texp] —— (6, — b,
¢ 25

i

Dengidade @ posteriori para X:

¢ 2
(® 2 . 4 o2y-k A )
p(Alyt) o g (yimi +0°) 7% exp { 252 i + 09) (!h 6131 }X

enl-o-o))

23



Os valores esperados da preditiva de 8,,; sdo dados por:

E(3=+llyt, A) = ,\é‘

V{0l A} = X285 ++7
A Pl'edlt.wa para %41
(seaaly®, ) ~ Nigebe 2058 + 9 +7

Obs: Como o procedimento para calcular £ (9:+b—1ya+k—1|§(') A e V{0 1¥a s ,y(t) »A)
envolve aproximac¢io numérica, omitimes agui o célculo de preditiva de g4 para & > 1.
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Capitulo 5

Aplicacao - Estudo de Casos

Nos capitulos 2, 3 e 4, apresentamos os modelos hierarquico e dindmico para mode-
lagem do processo auto-regressivo com coeficiente aleatério.

Neste capitulo, ilustramos a aplicaggo do processo auto-regressivo de coeficientes
aleatdrios, sob enfoque bayesiano, apresentando os resultados obtidos pelos modelos pro-
postos para estimacao e previsio dos dados de duas série reais.

Primeiramente, consideramos g série correspondente ao prego de agdes da Siderdrgica
Vale do Rio Doce, em délares, negociadas no preiodo de 02 de janeiro de 1996 a 01 de
fevereiro de 1999, pela BOVESPA (Bolsa de Valores de S&o Paulo).

Posteriormente, consideramos uma série que representa o prego da arroba do boi gor-
do,em ddlares, negociadas pela Tortuga Cia Zootécnica Agraria, no perfodo de janeiro de
1998 a agosto de 1999.

A partir das condicionais a posteriori, aplicando os algoritmos Gibbs e Metropolis-
Hasting, geramos amostras das séries supracitadas, considerando 5 cadeias com 3000
iteracOes cada uma ,e para garantir a independéncia entre os valores simulados de cada
pardmetro, tomamos 50% das iteracdes, isto é, desprezamos 1500 valores e desses demos
um salto a cada 5 valores, selecionando, assim, uma amostra com 300 valores em cada
cadeia, totalizando uma amostra final de 1500 valores.

Utilizando essa amostra, aproximamos densidade preditiva dos pardmetros de inte-
resse de cada modelo, através dos estimadores de Monte Carlo e verificamos graficamente
qual o modelo que melhor representa os dados, em fun¢io dos valores previstos obtidos.

Para cada modelo proposto, os resultados obtidos s3o apresentados através de tabelas

e graficos, conforme veremos a seguir.
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5.1 Modelo Hierarquico com 72> Conhecida

Aqui, apresentamos o estudo de caso de dois conjuntos de dados aplicando o modelo
proposto por (3.2) , onde a variancia do ruido (72) é conhecida.

A partir das distribui¢oes a posteriori condicionais, segundo o algoritmo Gibbs, ge-
ramos amostras para cada um dos parametros de interesse. Uma vez obtida essas
amostras, fizemos a previsao dos valores observados para os ultimos 30 dias do periodo
considerado, cuja andlise apresentamos graficamente.

Na Tabela 5.1, podemos observar os hiperparametros baseados em uma anélise preli-
minar dos dados da série do prego das agoes da Siderirgica Vale do Rio Doce, negociadas
em dolares, pela Bovespa, no periodo de 02 de janeiro de 1996 a 01 de fevereiro de 1999,

considerando a priori informativa normal para A e 6;.

Tabela 5.1: Valores a Priori
para ajustar a Série.

miS |y ¥

1.0 0.5 | 0.65 | 0.33
m = média de A
S = desvio padrao de A
v = desvio padrao de w;
7 = desvio padrao de ¢,

A figura 5.1 ilustra o comportamento da série e a figura 5.2 apresenta a previsao

para os tultimos 30 dias.
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Fig. 5.1: Evolugao de prego didrio de Fig. 5.2: Precgos reais e previstos de 30
acoes da Vale do Rio Doce. dias, de agoes da Vale do Rio Doce.



Pelas figuras 5.1 e 5.2, podemos observar que tanto os precos reais quanto os valores
previstos nao apresentam estacionariedade.

Com o objetivo de comparar a evolucao de pregos reais com os pregos previstos, cal-
culamos a previsdo desses precos para 30 dias e apresentamos os resultados obtidos nas
figuras 5.3 e 5.4.

Na figura 5.3, visualizamos o comportamento dos valores previstos considerando um
passo (dia) a frente, ou seja, (yix|y® Y ; k = 1,...,30), enquanto que na figura 5.4,
visualizamos a tendéncia da previsao e dos valores reais para os 30 dias, considerando
os dados observados até o instante ¢, isto é, (s |y""), onde os 30 iltimos dias foram

deixados fora do conjunto de observagoes usadas no ajuste do modelo.

105 | / {

951

¥ - valores en dolares
y - valores em dolares

Fig. 5.3 : Comparacao didria de Pregos Fig. 5.4: Tendéncia de precos
de agoes da Vale do Rio Doce. de agoes da Vale do Rio Doce.

Conforme podemos observar nas figuras 5.3 e 5.4, os valores previstos, obtidos a partir
da amostra gerada, possuem, basicamente, a mesma tendéncia que os valores reais; houve

apenas uma diferenca de locacao nos valores previstos, que pode ser vista na figura 5.3.

Com o intuito de comparar os ultimos 30 valores reais de y; com os valores previstos,

registramos na tabela 5.2, os valores de y;, 0¢ik, Ytk € 0 erro percentual de previsao.



Tabela 5.2: Valores Previstos, um passo a frente, para a série de pregos
de acgbes da Veale do Rio Doce, no periodo de 02/01/96 a 01/02/99.

k| v | E@ukly®) | Blyaely®™* ) | e%)
1 | 8.1668 0.9987 8.1668 0.00
2 | 83154 0.9987 8.1562 0.20
3 | 82968 0.9987 8.1512 0.12
] 4| 82393 0.9987 8.1517 0.23
5 | 8.3123 0.9987 8.1578 0.96
6 | 8.8657 0.9988 8.1693 0.87
7 | 8.8541 0.9988 8.1865 0.04
8 | 8.2184 0.9987 8.2091 0.13
9 | 8.3013 0.9938 8.2374 0.53
10 | 8.6175 0.9938 8.2714 0.76
11 | 8.8554 0.9988 8.3110 0.89
12 | 9.0247 0.9989 8.3564 1.08
13 | 9.2677 0.9989 8.4077 0.99
14 | 9.2593 0.9989 8.4649 0.46
15 | 8.8430 0.9989 8.5281 0.83
16 | 9.2118 | .0.9989 8.5976 0.58
17 | 9.0842 0.9989 8.6733 0.11
18 | 8.5851 0.9988 8.7555 0.05 |
19 | 8.7167 0.9989 8.8443 0.16
20 | 8.7161 0.9989 8.9399 1.72
21 | 16.5737 |  0.9992 9.0424 0.39
22 { 9.4319 0.9990 9.1521 0.24
23 | 9.3710 0.9990 9.2692 0.36
24 | 0.5964 0.9991 9.3939 0.41
25 | 9.0351 0.9990 9.5266 0.16
26 | 9.3847 |  0.9990 9.6673 0.34
27 | 9.3234 0.9990 9.8166 0.25
28 | 10.0604 |  0.9991 9.9745 0.41
20 | 10.4134 |  0.9992 10.1416 0.18
30 | 10.3368 |  0.9992 10.3181 0.37
Fonte: Valores de y; fornecidos pela BOVESPA.
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Temos também que o erro médio de previsdo é dado por:

N
L1 Z |Yobs — |
N Yobs

i=1
Como podemos verificar, esse modelo aprésenta um exrro médio percentual de pre-
visdo inferior a 5%; assim, podemos conchuir que o mesmo é adequado para fazer previsdes

de observagdes futuras.

Agora, fazemos um estudo de caso de uma série real que representa o prego da ar-
roba de boi gordo, em délares, no perfiodo de janeiro de 1998 a agosto de 1999, negociado
pela Tortuga Cia Zootécnica Agrdria.

Na Tabela 5.3, visualisamos os valores para os hiperparametros, baseados em uma
andlise preliminar dos dados, considerando priori informativa normal para A e 6,.

Tabela 5.3: Valores das Densidades
a Priori para ajustar a Série.

m| S ¥ | T

1.010.35]0.12] 25
m = média de A
S = desvio padrio de A
v = desvio padrao de w,
T = desvio padrdo de ¢

A partir das distribuicGes a posteriori condicionais, segundo-o algoritmo-Gibbs,
geramos amostras de tamanho 131 para cada um dos parimetros de interesse e, assim,

fizemos a previsdao para os iiltimos 30 dias observados do perfodo.
A figura 5.5 ilustra a evolugfio do prego real da arroba do boi gordo e a figura 5.6

visualiza a evolugdo do preco previsto um passo (dia) A frente e preco real nos 1ltimos 30
dias do periodo considerado.
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Fig. 5.5: Evolugao didria do preco Fig. 5.6: Previsao do prego
da arroba do boi gordo. em 30 dias, da arroba do boi gordo.

Pelas figuras 5.5 e 5.6, podemos observar que tanto os pregos reais quanto os pregos
previstos apresentam nao-estacionariedade.

Comparamos graficamente a evolu¢ao dos pregos reais com os pregos previstos. Na
figura 5.7, apresentamos os resultados obtidos na previsao de 30 dias, considerando um
passo (dia) a frente, enquanto que, na figura 5.8, apresentamos a tendéncia da previsao
dos 30 dias considerando todos os dias anteriores, deixando de lado aqui também os

ultimos 30 dias da série dos dados usados para o ajuste do modelo.

A | | 27} i -l
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¥ - valores em colares
g B 5
—
seamseNE
<\
g
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¥ - vRiotes om dolares
Y

ot Y | SN
Fig. 5.7 : Comparagao didria de precgos reais Fig. 5.8: Tendéncia de pregos
e previstos da arroba do boi. da arroba do boi.

Conforme podemos observar nas figuras 5.7 e 5.8, os valores previstos possuem, basi-

camente, a mesma tendéncia que os valores reais.

Com o intuito de visualizar esses resultados, apresentamos o erro percentual de pre-

visdo na tabela 5.6.
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Tabela 5.4: Valores Previstos, um passo a frente para a série de preco
da arroba do boi gordo, em ddlares, no periodo de 01/1998 a 08/1999.

k Yi E@u+xly®) | Blyerk lv®) { e(%)
1 | 21.1100 1.0045 22.0450 4.42
2 | 21.5100 1.0046 21.1076 140
3 | 23.8400 1.0048 21.3110 10.61
4 | 23.6900 1.0057 21.4203 9.58
5 | 24.0500 1.0056 21.5355 10.45
6 | 24.4000 1.00567 21.6567 11.24
7 1223300 1.0049 21.7841 2.44
8 | 22.6500 1.0049 21.9177 3.23
9 | 23.0300 1.0051 22.0576 417
10 | 23.8400 1.0053 22.2040 6.68
11 | 24.6600 1.0056 22.3569 911
12 1 24.5200 1.0055 22.5164 8.17
13 | 23.4100 1.0050 22.6827 3.10
14 | 24.2000. 1.0053 22 8560 5.b5
15 1 24.9800 1.0055 23.0362 7.81
16 | 24.3700 1.0052 23.2237 4.70
17 | 24.2300 1.00561 23.4185 3.34
18 | 25.4500 1.0055 23.6208 7.18
19 | 24,3800 1.0051 23.8307 2.25
20 | 25.1300 1.0053 24.0485 1.19
21 | 24.1100 1.0049 24,2742 0.68
22 | 23.9500 1.0048 24.5081 2.33
23 | 24.2500 1.0049 24.7504 2.06
24 | 24.1000 1.6048 25.0013 3.73
25 | 23.0800 1.0044 25.2609 9.44
26 | 23.3800 1.6045 25.5295 9.19
27 | 23.6800 1.0046 25.8073 8.98
28 | 23,9000 1.0046 26.0946 9.18
29 | 25.4000 1.0050 26.3915 0.43
30 | 23.5600 L0044 26.6984 13.32

Fonte: ‘Valores de y; fornecidos por Tortuga Cia Z. Agréria.
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Temos, também, que o erro percentual de previsao é dado por:
& = if‘_’ ets = 91160 — 5.80%
N s=1 Yobs
Notamos um erro médio percentual superior a 5% , esse valor pode ter ocorrido devido
a grande mudanc¢a no comportamento da série nos 1ltimos 30 dias, quando comparados

com as observactes anteriores.

5.2 Modelo Hierarquico com 72 Desconhecida

Agora, analisamos os dados das séries, considerando o modelo (3.1}, onde a variincia
do ruido (72) é considerada desconhecida.

Na tabela 5.5, apresentamos os valores utilizados considerando @ priori informativa,
normal e gama inversa para lambda e tau, respectivamente, para gerar amostras desses
paramétros a partir das distribuicSes condicionais a posteriors, considerando 5 cadeias
com 3000 iteracoes cada uma.

Tabela 5.5: Valores das densidades -g Priori.
m| S |ylal|b

100515010
m = média de \
S = desvio padrio de A
v-=-desvio padrio de w,
a e b pardmetros da distribuicdo a priori de

Devido ao fato de as distribui¢Ges consideradas nio apresentarem uma forma padrio,
utilizamos, entdo, o algoritmo Gibbs combinado com Metropolis-Hasting, para gerar
amostras considerando a série de pregos das agdes da Vale do Rio Doce .

Para obtermos uma, independéncia dos pontos amostrais, desprezamos 50% dos va-
lores iniciais e selecionamos um valor a cada 5, totalizando assim, uma amostra de 300
valores em cada cadeia, obtendo uma amostra final com 1500 dados.

As figuras 5.9, 5.10 e 5.11 mostram a convergéncia para os dados da série simulada,
partindo de uma condig¢go inicial arbitriria, demonstrando, de forma grafica, a andlise de
convergéncia para ), para 7 e para A € 7 e as figuras 5.12 e 5.13 apresent am os histogramas
dessas distribuicbes a posteriors estimados por simulacdo para os parimetros 7 e A, uma
vez que 11'5.0 ¢ possivel deduzir explicitamente a expressio dessas distribuicdes.
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Fig. 5.9: Convergéncia para 7. Fig. 5.10: Convergéncia para A.
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Fig. 5.11: Convergéncia para A e 7.

A convergéncia das amostras geradas pelo algoritmo Gibbs com Metropolis-Hasting
foi monitorada utilizando o método proposto por Gelman e Rubin (1992), o qual se baseia

na andlise de variancia (ver anexo A).
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Fig. 5.12: Dist. a Posteriori para 7. Fig. 5.13: Dist. a Posteriori para .
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As figuras 5.12 e 5.13, mostram que as distribuicdes a posteriori sio assimétricas.

Na figura 5.14, visualizamos a evolugdo de pregos reais e de precos previstos um
passo (dia) & frente (yx|y®+*~V ; k = 1,...,30), enquanto que na figura 5.15, visual-
izamos a tendéncia dos precos das agdes da Sidertirgica Vale do Rio Doce, negociadas nos
ultimos 30 dias do periodo analisado , sendo que os valores de y,,; sdo calculados con-
siderando todos os dados anteriores, ou seja, (y;4x|y"), observando que nas duas figuras

os ultimos 30 dias foram deixados fora dos dados usados para o ajuste do modelo.

1S
105} | f |
i . { ‘ |

i
f o3}
° ‘ "-1‘

9k //‘ e

o e w us‘uiub;smﬁ

i’
o
o

E‘.
&
g
&
B
&
&

Fig. 5.14 : Comparacgao didria de pregos Fig. 5.15: Tendéncia de pregos
de agoes da Vale do Rio Doce. de acgoes da Vale do Rio Doce.

Na figura 5.14, é possivel observar que, pelo fato de acrescentarmos uma incerteza na
variancia, ocorre uma discrepancia nos valores previstos a partir da amostra gerada, em

relacao aos valores reais dos dados.
Na tabela 5.6, mostramos os valores reais dos 1ltimos 30 dias do periodo, os valores

de 6,.x, os valores previstos v, correspondentes e o erro de previsdo, como intuito de

fazer a comparacao dos valores previstos e os valores reais.
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Tabela 5.6: Valores Previstos; um passo i frente para a série de pregos
de acées da Vale do Rio Doce, no Periodo de 02/01/96 a 01/02/99.

k v | Eurly®) | E@ezly®* D) | el %)
1 8.3154 1.0084 8.2351 0.96
2 8.2968 0.9967 8.3372 0.48
3 8.2393 0.9958 8.3711 1.59
4 8.3123 0.9959 8.1323 2.16
5 8.8657 0.9961 8.3367 5.96
6 8.8541 0.9957 8.9188 0.72
7 8.2184 0.9959 8.9616 9.04
8 8.3013 0.9956 8.3660 0.76
9 8.6175 0.9960 8.3702 2.86

10 8.8554 0.9972 8.7158 1.57
11 9.0247 0.9970 8.8360 5.24
12 9.2677 0.9957 9.2256 0.45
13 9.2593 0.9956 9.2665 0.07
14 8.8430 0.9944 9.4157 6.47
15 9.2118 0.9979 8.9353 3.00
16 9.0842 0.9939 9.0385 0.50
17 8.5851 0.9945 9.2424 7.65
18 8.7167 0.9958 8.7016 0.17
19 8.7161 0.9947 8.6706 0.52
20 10.5737 0.9931 8.7068 17.65
21 9.4319 0.9961 10.7540 14.01
22 9.3710 0.9964 9.4875 1.13
23 9.59‘64 0.9960 9.6433 6.73
24 9.0351 0.9963 9.1229 2.78
25 9.,3847 0.9959 9.2149 1.1
26 9.3234 0.9960 9.2699 7.89
27 10.0604 0.9963 10.0953 3.05
28 10.4134 0.9952 10.5008 0.83
29 10.3368 0.9960 10.5593 2.15
30 9.9297 0.9955 10.4883 5.62

~ Fonte: Valores de y; fornecidos pela BOVESPA.
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Nesse caso, temos um erro médio de previsiao dado por:

z —li———(y"“’_mmo—ms‘?
et—N = 3.107/0

1=l Yobs

Comparando o erro médio de previsio nos dois casos, a varidncia conhecida e a
varidncia desconhecida , observamos que, no segundo caso quando acrescentamos uma
incerteza na varidncia, temos um grande aumento no valor do erro médio. Esse resultado

¢ esperado devido ao aumento da incerteza nos pardmetros do modelo.

Agora, analisamos os dados da série de prego da arroba do boi gordo com o modelo
(3.1), onde a varidncia do ruide (72) é considerada desconhecida.

Na tabela 5.7, apresentamos os valores utilizados considerando as prioris informativas
normal e gama inversa para lambda e tau, respectivamente, para gerar amostras desses
pardmetros a partir das distribuicGes condicionais a posteriori, considerando 5 cadeias
com 3000 iteragdes cada uma.

Devido ao fato de as distribui¢Ges consideradas ndo apresentarem uma forma padrao,
utilizamos, entdo, o algoritmo Gibbs combinado com Metropolis-Hasting para gerar essas
amostras €, para obtermos uma independéncia dos pontos, desprezamos 50% dos valores
iniciais e selecionamos um valor a cada 5, totalizando, assim, 5 amostras de 300 valores

em cada cadeia, obtende uma amostra final de 1500 valores.

Tabela 5.7: Valores das Densidades a Prior:.

m| S |y la|b

1.0)0.7510.3 (40 10
m = média de A
S = desvio padrio de A
v = desvic padrao de w;
a ¢ b parimetros da distribuicgo a priori de 7

As figuras 5.16, 5.17 e 5.18 mostram a convergéncia para 0s dados da série simulada,
partinde de uma condicéo inicial arbitrdria, demonstrando, de forma grifica, a andlise de

convergéncia para A\, para T eparalerT.
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Tabela 5.8: Valores Previstos, um passo A frente para a série de pregos
da arroba do boi gordo no Perfodo de 01/1998 a 08/1999.

k Yt EBu5ly®) | Eesxly®) | (%)
1 |215100] 1.0210 21.5535 | 0.21
2 | 23.8400 | 1.0195 21.9289 | 8.01
3 | 236900 1.0218 24.3600 | 1.40
4 |240500 | 1.0209 241856 | 0.56
5 | 244000 | 1.0220 24.5705 | 0.73
6 | 223300 | 10225 24.9402 | 11.72
7 | 226500 10189 22.7525 | 0.45
8 | 230300} 1.0183 23.0641 | 0.14
9 |23.8400 | 1.0192 23.4733 | 153
10 | 24.6000 1.021 24.3189 | 1.14
11 | 24520! 1.0198 24086 | 2.30
12 ] 234100 | 1.0208 95.0303 | 6.93
13 |242000| 1.0194 23.8639 | 1.38
14 |249900 | 1.0200 246844 | 277
15 |243700 | 10184 95.4497 | 4.43
16 |24.2300] 1.0191 24.8350 | 2.50
17 | 254500 | 1.0185 946794 | 3.02
18 |24.3800 | 1.0197 95.9505 | 6.44
19 |25.1300| 1.0199 24,8658 | 1.05

20 | 241100 | 10189 25.6030 | 6.19
o1 |23.9500 | 10184 24.5546 | 2.52
22 | 2492500 1.0194 944157 | 0.68
23 | 241000 | 10187 24.7034 | 2.50
24 |23.0800 | 10175 245217 | 6.24
o5 |23.3800 { 10172 93.4764 | 0.41
26 |23.6800 | 1.0167 93.7701 | 0.38
27 {23.9000  1.0180 241068 | 0.86
928 | 25.4000 | 1.0171 24.3084 | 4.28
26 | 235600 { 10181 25.8594 | 8.75
30 {243000| 1.0169 239582 | 1.40

Fonte: Valores do v: fornecidos por Tortuga Cia Z. Agréria.
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Nesse caso, temos um erro médio de previsic dado por:
- |
Z lvebs = 9100 — 3.06%

Aqui, mesmo acrescentando uma incerteza na varifncia, o erro médio de previsdo foi
menor que no ¢aso anterior; portanto podemos afirmar que este modelo é adequado para

ajustar dados financeiros bem como para fazer previsdes de observagoes futuras.

5.3 Modelo Dinamico com Variancia Conhecida

A ilustrag&o para o processo dado pelo modelo proposto em (4.16) é analoga as ilus-
tracoes anteriores. Consideramos os mesmos conjuntos de dados; primeiramente, anal-
isamos os pregos de agdes da Vale do Rio Doce.

Na tabela 5.9, apresentamos os valores aplicados a partir de distribui¢bes a priori
normal para ) e 8; e geramos amostras a partir das distribui¢bes condicionais a posteriort

para os parimetros, considerando 5 cadeias com 3000 iteragoes cada uma.

Tabela 5.9: Valores a Priori.
m | S v g | Yo

1005|065 )03 |10
m = média de A
S = desvio padréo de A
v = desvio padric do ruido da eq. de estados
o desvio padrac do rufdo da eq. observagoes
= valor inicial de ¥, arbitrério.

Pelo fato de as distribui¢des a posteriors condicionais ndo apresentarem uma forma
padrao, simulamos amostras aplicando o algoritmo Gibbs com Metropolis-Hasting, sendo
que, para assegurarmos a independéncia euntre os valores simulados para cada parametro,
consideramos 50% das 3000 iteragoes, ou seja, desprezamos 1500 valores e, desses, damos
um salto de 5 para cada valor, selecionando, assim, uma amostra de tamanho 300 em
cada cadeia, totalizando uma amostra de 1500 valores.

Os resultados obtidos dessa amostra sio apresentados de forma gréfica, conforme as
figuras a seguir.

As figuras:5.23, 5.24 e 5.25 mostram a anélise de convergéncia para os pardmetros de

interesse, partindo de condigbes iniciais arbitrérias dos dados da série.

70









Tabela 5.10: Valores Previstos, um passo i frente para a série de pregos
de agdes da Vale do Rio Doce, no periodo de 02/01/96 a 01/02/99.

t+1 ve | BlOlw) | E(yelyy) | e(%)
643 9.4319 0.8932 8.4249 10.67
644 9.3710 1.0333 9.6831 3.33
645 9.5964 1.0611 10.1832 5.11
646 9.0351 0.9423 8.5138 5.76

647 9.3847 1.0443 9.8005 4.43
648 9.3234 0.9931 9.2591 0.68
649 10.0604 1.0794 10.8594 7.94
650 10.4134 1.0357 10.7853 3.57
651 10.3368 1.0288 10.6345 2.88

652 9.9297 0.9994 9.2400 6.94
Fonte: Valores de y; fornecidos pela BOVESPA.

Ternos também que o erro percentual de previsdo é dado por:
\ -

1 S [t — 9)]
D — 3 — —
& = E ” 100 = 5.23%

=1 obs

Mediante os resultados obtidos neste exemplo, vale ressaltar que a dependéncia das
varidveis (coeficiente)} do modelo auto-regressivo ndo apresenta mudangas muito acentu-
adas na previsdo das observagoes futuras.

A ilustracdo para o processo dado pelo modelo proposto em {4.16) é andloga a ilus-
tractes anteriores. Consideramos a série que representa o prego da arroba do boi gordo.

Na tabela 5.11, apresentamos 0s valores aplicados a partir de distribuicées a prior:
normal para )\ e 6, e geramos amostras a partir das distribuicbes condicionais a pesterior:

para os parametros, considerando 5 cadeias com 3000 iteragdes, cada uma.

Tabela 5.11: Valores g Prior:.

m{ S| v | o |w

1.0]103|012(25|10
m = média de A
S = desvio padrao de A
¥ = desvio padrio do ruido da eq. de estados
o = desvio padrio do ruido da eq. observagses
1o = valor inicial de y; arbitrario.










Na figura 5.36, é possivel observar que os valores previstos, dado o preco real do dia
anterior, estdo bem prdximos dos valores reais com pequeno erro de previsao. Isso é

comprovado pelos valores da tabela 5.12.

Tabela 5.12: Valores Previstos, um passo (dia) & frente, para a série
de prego da arroba de boi gordo, no periodo de 01/1998 a 08/1999.

t+1 Yt E(Oev1|ye) | E(yerilye) | e(%)
121 24.1100 0.9941 23.9665 0.59
122 23.9500 0.9372 22.4461 6.27
123 24,2500 1.0486 2b.4284 4.85
124 24.1000 0.9157 22.0683 8.43
125 23.0800 0.9950 23.0676 0.05
126 23.3800 0.9824 22.9676 1.70
127 23.6800 0.9830 23.2780 2.60
128 23.9000 0.9840 23.5183 1.59
129 25.4000 1.0165 25.8195 1.65
130 23.5000 0.9743 22.9550 2.56

131 24.3000 1.0323 25.0852 3.23
Fonte: Valores de y; fornecidos por Tortuga Cia Z. Agréria.

Temos também que o erro percentual de previsdao é dado por:

&=~ ZN: ebe = 99 _ 3505
N i=l Yobs

Dentre os resultados obtidos neste estudo de caso, podemos concluir que 0 modelo
auto-regressivo de primeira ordem com coeficiente aleatério, é adequado para ajustar
dados financeiros bem como para fazer previsbes de observacoes futuras, com ressalva do

caso em que consideramos a varidncia do ruido (7%) desconhecida.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusao

Q uso de modelos hierdrquico e dindmico para modelagem de processos auto-regressivos
com pardmetros aleatérios sdo alternativas eficientes para analisar e para fazer previsGes
futuras da evolug@o de valores econdmicos.

Nesse caso, a anilise bayesiana, usando método de simulagfio de Monte Carlo em
Cadeia de Markov, tem implementago razoavelmente ficil, ndo exigindo desenvolvimen-
to de aproximagtes numeéricas, e as inferéncias obtidz;,s s30 bastante precisas. Entretanto,
conforme resultados gréaficos obtidos, podemos observar que o modelo hierarquico, onde
consideramos a varidncia do rufdo (?) conhecida, apresenta os valores previstos mais
préximos dos valores reais, no perfodo considerado. Porém a abordagem bayesiana é
estendida para modelos mais realistas, onde temos incertezas sobre as varidncias dos
ruidos.

Nesses modelos mais gerais, os erros de previsdo crescem como era de se esperar;
mesmo assim , os modelos mostram-se mais adequados para previsdo de séries ndo-

estaciondrias.

6.2 Proposta Futura

Este trabalho pode ser aplicado para dados em outras situacoes que envolvam modelos
com pardmetros aleatérios, variantes no tempo; esses modelos encontram aplicag&o em

4reas como economia, engenharia.



As técnicas utilizadas aqui podem ser aplicadas, também, considerando-se as extensoes
dos modelos. O modelo hierdrquico pode ser estendido considerando a varidncia do ruido
(7*) desconkecida, ou seja:

yi=0up1+6 ; €&~ N{0,7°) 7% desconhecido
O,=A+w ; wi~ N, +* desconhecido (6.1)
A~ NmS? ; m e 8% conhecidos

Pode-se, também, estender o procedimento do Modelo Dindmico, descrito no capitulo

4, considerando-se desconhecids a varidncia do ruido (¢;) da equagdo de observa ¢oes, isto

é

Y = Opye_1 + & (6.2)

6 = Abiq +wy ,

onde C ) ~N [(:), (C: 32)] , 0% e 9 desconbecidos

Outra extensio seria considerar o processo auto-regressivo que modela a variacio

dos coeficientes aleatérios como um modelo AR(p), p > 2.
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Anexo A

Critério de Convergéncia de Gelman e Rubin

Para verificarmos se as amostras geradas pelos algoritmos amostrador de Gibbs com
Metropolis-Hasting estdo realmente convergindo para uma distribuigio estaciondria, uti-
lizamos o algoritmo baseado na téenica proposta por Gelman e Rubin (1992), o qual con-
sidera pelo menos 2 cadeias paralelas com valores iniciais amostrados de uma distribuigao
bem comportada. Apés as cadeias atingirem estacionariedade, digamos na n-ésima ite-
ragio, consideramos, entdo, uma selecdo (6;, 9544, .-, 05.4N4), COMO uma amostra aleatéria
da distribuicao desejada. Devemos assumir h razoavelmente grande, de tal forma que dois
valores sucessivos de 8, sejam independentes e, assim, teremos uma amostra independente
identicamente distribuida (iid).

A convergéncia da simulacio é monitorada estimando o fator em que a escala da dis-
tribuicao deva ser reduzida se as simulacfes s&o feitas até o limite quando o ndmero de
iteracGes tendem para o infinito (N — o00).

Se cada segiiéncia tem comprimento M + N, descartamos as M primeiras amostras e

consideramos as NN iltimas, dai calculamos:

f:l(gi- - 5)2

U= kE—1

onde §; sio as k médias baseadas nas N ltimas iteragoes da seqiiéncia.

b S§?
— i=1 i
W= k

onde

§2 = Ef:l(gi- — 9_)2

i N-1

Podemos observar que U representa a variabilidade entre as & seqiiéncias e W repre-
senta a média das k variincias dentro das seqiiéncias. Portanto, a média e a varidncia da
distribui¢io estaciondria podem ser estimadas por:

R N-1 1
no— . 2 _ W
p=9. ’ TETN +NU
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Portanto, temos que a distribuicio .de ; condicionada aos dados tem aproximada-

mente uma distribuicio t-Student com média /i e desvio padrio dado por :

U
S=vVp= 24—
Vo o+ N
e graus de liberdade (g.1)
2
94= Var(D)

onde
o= (52 (=) () (29
() 7))

Com as varincias e as covaridncias estimadas, podemos estimar o fator de redugdo

Vi () (553)

Esperamos que esse valor convirja 3 medida que o mimero de iteragoes tende para o

de escala potencial por:

infinito (IV — 00); caso ndo ocorra, devemos considerar mais simulacdes para melhorar
a convergéncia sobre a distribuicdo de interesse, ou seja, quando \/E 2 1, Gelman e
Rubin (1992) argumentam que as amostras selecionadas convergem em distribui¢io para

a distribui¢do condicionada acs dados, e 0s pontos amostrais sdo iid.
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Anexo B - Programa I- Matlab

Algoritmo Gibbs para o Modelo Hierarquico com Varidncia
Conhecida

% Leitura dos dados
clear
load ibovespa.m;
dados=ibovespa;
y=dados(:,2);
T=length(y) ;
T0=T-30;
% Condigdes iniciais
m=1;
5=0G.5;
g=0.65;
tau=0.33;
mt{1)=m/S"~2;
8(1)=1/8"2;
r(i)=tau"2;
8(2)=(1/8"2+y(1)~2/( g 2%y (1)~ 24tau~2) )" (-1);
mt (2)=(n/8"2+y(2) *y (1} / ((g~2) *(y(1) "2)+tau~2) ) *s (2) ;
r(2)=g 2%y(1) "2+tau~2;
for j=3:T
r(j)=g 2%y (j-1)"2 + tau"2;
s(j)=(8(j-1)*r(j))/(a(J-1)*y(j-1)"~2+r(j));

mt(j)=(8(G-1) *y(§)*y(-1)+mt (j-1)*r (j)) /(s (j-1)y(j-1)"2+r(3) );

Eth(j)=mt(j-1);

Vth(j)=(s8(j-1)+g"2);

Ey(j)=mt(j-1)*y(j-1);

Vy(j)=8(j)*y(3-1)"2 + (g 2*%y(j~1)"2 + tau~2);

end

Eyk(1:TO)=y(1:T0);
for k=1:(T-T0)
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Eyk(TO+k)=mt(TO)*Eyk(T0+k—1)+(k—1)*8(TO)*Eyk(T0+k—2);
end
% Intervalo de credibilidade
eth=1.96*sqrt (Vth);
ay=1.96%sqrt (Vy) ;
disp(’Valores de y, Eyk(TO+k)’);

disp({y(T0:T), Eyk(T0:T)* 1)
% Grificos

x={1:1:7];

whitebg(*w’)

plot(y)

print —depsc figl

figure(2)

plot(x,y,’r?,x(T0:T),Ey(T0:T),’b")
%title(’Valores Reais e Valores Previstos das Ag¢Ses y’)
lagend(’V.Real’,’V.Previsto?)

print -depsc fig2

figura(3)
plot(x(T0:T),y(T0:T),’r’ ,x(T0:T) ,Ey(T0:T),’b?)
%title(’Valores Das Ag¢Bes Previstos Um Dia’)
legend(’V.Real’, ’V.Previsto’)

print —depsc fig3

figure(4)

plot (x(T0:T),y(T0:T), ’r? ,x(T0:T) ,Eyk(TO:T), ’b?)
title(’Valores Das AgBes Previstos para 30 Dias’)
legend(’V.Real’, ’V.Previsto’)

print -depsc figs
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Anexo C - Programa II - Matlab

Algoritmo Gibbs com Metroplis-Hasting para o Modelo
Hierarquico com Varidncia Desconhecida

clear
% Leitura do arquivo de dados para execugio do programa
load ibovespa.m;
YY=ibovespa(:,2);
% Entrada dos dados (condig¥es iniciais)

=30;
for k=1:kk
clear y
T = 652-31+k;
y = YW{1:T);
m=25 ; % n ° de cadeias
t = 3000; % n° de interagdes p/ cadeia
M=1;
= 0.5;
a=50;
b=10;
g1
taui=linspace{0.1,0.3,m); ¥ tau inicial
lambi=linspace{0.1,0.5,m); % lambda inicial
%4 valor imicial da j-enésima cadeia
for j=1:m
tau(l, j)=tauij);
lamb{1, j)=1lambi(j);
c(j)=0;
for i=2:¢
% gerando o valor para lambda

rtv=g~2%y{1:T-1) . 2+tau(i-1,j) "2;
Stv= (sum (y(1:T-1).72./rtv )+1/8°2 )~(~1);
Mtv={m/S~2+sum{(y(2:T).*y(1:T-1))./rtv) )*Stv;
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%

%

%

end

lamb{i, j)=normrnd (Mtv, (Stv)~(1/2));
gerando valor para tau
=gamrnd(a,1/b);
tau(i, j)=1/AB;
rtn=g~2* y{1:T-1). 2+tau(i,j)"2 ;
Stn= ( sum { y(1:T-1).72./rtn )+1/5°2 )}~ (-1);
Mto= (m/S"2+sum((y(2:T).*y(1:T-1))./rtn))*Str;
Cdlculo da probabilidade de Aceitagfo
(-1/2*Stp)*(lamb(i, j)} - Mtn)~2;
(-1/2%sum( (y(1:T-1).72./rtn).*( y(2:T)./
y(1:T-1)-m )."2));

F1

F2

rl = Fi+F2;
F3 = (-1/2%5tv)*(lamb(i,j) - Mtv)~2;
F4 = (-1/2%sum{ (y(1:T-1).°2./xtv).*+( y(2:T)

Jy(1:T-1) - m )."2));
r2 = F3+F4;

Vold

tau(i-1,j); % Obgervagio anterior

Voew = AB; % Observagio gerada
priorl = gampdf(Vnew,a,1/b);
gampdf (Vold,a,1/b);

r = exp{rl-r2) * (rtv(T-1)"0.5/rtn(T-1)"0.5);

prior2

f = min{1, (priori/prior2)*r);

gerando u de Uniforme

u=rand;
if u > £,
tau(i,j) = taun(i-1,j);
c{j) = c(j)+1; 4 rejeigio
end
end

IR=mean{c/t);
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% Critério de convergéncia de Gelman-Rubin
% desprezar 50% e selecionar de s em S
8=5;
taus=tau(t/2+1:s8:%,:);
lambs=lamb(t/2+1:8:t,:);
R_tau=gr(taus)
R_lamb=gr (1ambs)
Mlambs5=mean(lambs) ; % média das cadeias
Mtaus5=mean (taus);

% Estimando o valor de theta
rt=(g* y(T-1))"2+taus(:)."2 ;
thc(kx)=1/length(taus)*{sum( (lambs(:) .*taus{:)
24gm 2%y (Ty*y(T-1) ). /xt) );
V(k)=1/length(taus)*sum( (lambs(:).*taus(:)
24gm 2%y (T) *y(T-1) ) ./xt)."2-thc(k)"2;
sigma(k)=1/length(taus)*sum{ taus(:)."2*g"2./rt}+V(k);
A Estatisticas
% Valor esperado e desvio padrfo de lambda
lambs=[lambs(:)];
Mlamb=mean(lambs) ;
Slamb=std(lambs);
Linflamb=prctile (lambs,2.5);
Lsuplamb=prctile(lambs,97.5);
% Valor esperado e desvio padrdo de tau
taus=[taus(:)];
Mtau=mean(taus);
Stau=std(taus);
Linftav=prctile(taus,2.5);
Lsuptau=prctile (taus, 97.5);
#Valor estimado para média e varifincia de theta;
the=[thc(:)];
Mths=mean(ths); % p/ c\’{a}lculo IC
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Mths;

Vths=var(ths);

Sth=[std(ths)];

% Estimagio das preditivas

Etheta(k)=Mlamb;

Vtheta(k)=var (Mlamb)+g~2;

Eyt(k)=mean(Mlamb)+y(T); % previsfo para um passo a frente

end %final do loop para kk=30;
disp(’Valores de y Etheta(T+1) Eyt(T+1)?);
disp([YY(623:622+k),  Etheta’,  Eyt’ 1) '

4 Graficos

x=[1:1:622+k] ;

whitebg(’w?)

plot(taus(:))

%title(’Grafico de Convergéncia de tau’)
xlabel (’tau’)

print -depsc figh

figure(6)

hist(taus)

%title(’Histograma de tau selecionados’)
xlabel(’taus’)

%ylabel(’frequéncia’)

print -depsc figb

figure(7)

plot(lambs(:))

%title(’Grafico de Convergéncia de lambda’)
xlabel(’lambda’)

%ylabel(’ frequéncia de lambda’)

print -depsc fig7

figure(8)

hist(lambs)

‘title (*Histograma de lamb selecionados’)
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xlabel(’lambs’),

%ylabel (’frequéncia’)

print -depsc fig8

figure(9)

plot(taus,lambs)

“title(’convergencia (lambda, tau)’)
xlabel(’lambda’)

ylabel(’taun’)

print -depsc fig9

figure(10)

plot (YY)

%title(*Prego De Ag8es Da Vale do Rio Doce’)
xlabel(’t?)

ylabel(’yt- valores em délares’)

print -depsc figlQ

figure(11)
plot(x(623:622+k) ,YY(623:622+k) , ’r’ ,x(623:622+k) ,Eyt, 'b*)
%title(’Valores Reais e Valores Previstos das Agdes y’)
legend(’V.Real’, *V.Previsto’)

xlabel(’t?)

ylabel(’Ey - em délares’)

print -depsc figil
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Anexo D - Programa III - Matlab

Algoritmo de Gibbs com Metropolis-Hanstings para o Modelo
Dinamico - Varidncia Conhecida

clear

% Leitura do arquivo de dados para execugdo do programa

load boi.m;

dados=boi;

y=dados (:,2);

T0=10;

T=1length{y)-TO;

% Entrada dos dados (condigdes iniciais)
n=5 ; % n ° de cadeias
ni=3000; % n° de interagdes p/ cadeia

% geracio dos thetas estimados até t-1
yo= 10;
M=1;
3=0.3;
g=0.12;
8ig=2.5;
r_i=linspace(0,0.3,m);
thc_i=linspace(0.5,1.5,m);
lamb_i=linspace(2,5,m);
c=0;
A valor inicial da j-emésima cadeia
for j=1:m
r(i,ji=r_i(j);
the(l,j)=thc_i{(j);
lamb{1,j)=lamb_i{(j);
for i=2:ni
8i(1,j)=r(1,j)*sig 2/ (8ig~2+y (1)~2*r(1,j));
for t= 2:T
r(t,j)=lamb(i-1,j) " 2%si(t-1,j)+g"2;
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si(t,j)=r(t,)*sig 2/ (sig 24y (t-1)"2%r(t,j));
the(t, j)=lamb(i-1, j)*#thc (t-1,)+(x{t,j)*. ..
y{t-1) /(sig™ 24y (t-1)~2#x(t,)) )= (y(£) -y (t-1)*. ..
lamb(i-1,j)*thc(t-1,3));
end
Sigma(t,j)=(r(t,j)*sig~2)/ (sig 2+y(T-1)"2+r(t,j));
% gerag&o de theta(t) para gerar lambda
th({i,j)= normrnd(thc(t,j),Sigmalt,j) ~(1/2));
% gerando valor para lambda
for +=2:T
1iv(t-1)=(y(t-1)"2*r(t,j)+sig~2) " (-1/2);
12v(t-1)=exp({(-1/2%(y(t) ~2*r(t,j)+sig™2) ) *. ..
(y(t)~lamb{i-1, j)*thc(t-1, D *y(t-1))"2);
lv(t-1)=1iv(t~1)*12v{t-1);
end
lvv=prod(lv);
lamb(i, j)=normrnd(M,S);
for t=2:T
ro(t,j)=lamb(i,j)~2%si(t-1,j)+g"2;
sin(t, J)=rn(t, j)*sig~2/(sig 2+y (t-1)“2*rn(t,j));
1in($-1)=(y{t~1) "2*rn(t, D+8ig"2) " (-1/2);
12n(t-1)=exp((~1/2*(y () ~"2*rn(t,j)+sig-2))*...
(y(t)-lamb(i, j)*thc(t-1,jd*y(t-1))"2);
In(t-1)=lin(t-1)}*12n(t-1);
end
1on=prod(ln);
A Cdlculo da probabilidade de aceitagio
if(1nn~=0)
L=1vv/lnn;
else
L=1;

end
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f= min(1,L);
% gerando u de Uniforme
u=rand;
ifu>f
lamb(i,j)= lamb{(i-1,j);
c = ct+l; % rejeigdo
end
end
IR(j)=c/ni;
end
% Critério de convergéncia de Gelman-Rubin
% desprezar 50% e seleciomar de s em 8
8=5h;
the=th{ni/2+1:s8:ni,:);
lambs=lamb(ni/2+1:8:ni,:);
R_th=CC_GR(ths)
R_lamb=CC_GR(lambs)
Mlambs5=mean (lambs) ; % média das cadeias
Mths5=mean{ths) ;
% Estatisticas
A Valor esperado e desvio padrioc de lambda
lambs=[lambs (:)1;
Mlamb=mean{lambsg) ;
Slamb=std (lambs);
Linflamb=prctile(lambs,2.5);
Lsuplamb=prctile(lambs,97.5);
% Valor esperade e desvio padric de theta
thes=[ths(:)];
Mthc=mean(thcs) ;
Sthc=std(thecs);
Linfthc=prctile(thcs,2.5);
Lsupthc=prctile(thcs,97.5);
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% Ciculo das preditivas
Eth=mean (lambs*thc(T));
Vth=rn(t,j)*sig~2/sig 2+y(T-1) "2#rn{t,j);
Ey=mean(lambs+y(T)*thc(T));
disp(°T y Eth Ey’);

disp([L T, y(D), Eth’ , Ey’ 1)
% Graficos
whitebg(’w?) ‘

plot(lambs(:))

4title(’Grafico de Convergdncia de lambda’)
xlabel (’lambda’)

print -depsc fig30

figure(3)

plot(ths(:))

“title(’Grafico de Convergéncia de theta’)
xlabel(’theta’)

print -depsc fig3i

figure(4)

plot(Rambs(:) ,ths(:))

“title(’convergencia (lambda, theta)’)
xlabel(’lambda’)

ylabel(’theta’)

print -depsc fig32

figure(5)

hist(lambs(:))

%title(’Histograma de lambda selecionados’)
xlabel{(’lambda’),

%ylabel(’frequéncia’)

print -depsc fig33

figure(6)

hist(ths(:))

%title(’Histograma de theta selecionados’)
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xlabel(’theta’),

%ylabel (’frequéncia’)

print -depsc fig34

figure(7)

plot(y)

%title(’Prego da Arroba de Boi ')

print -depsc fig3b

T2= [121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131];

y2= [24.1100 23.9500 24.2500 24.1000 23.0800 ...
23.3800 24.6800 23.9000 25.4000 23.5600 24.3000];

Ey2=[23.9665 22.4461 25.4284 22.0683 23.0676 ...
22.9676 25.4727 23.5183 25.8195 22.9550 25.0852];

figure(8)

plot(T2,y2,’r’,T2,Ey2,°b’)

%title(’Valores Reais e Previstos da Arroba de Bois para 10 Dias’)

xlabel(’t’)

ylabel(’ valores em dolares’)

%legend (’V.Real’,’V.Previsto’)

print -depsc fig36
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