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Resumo 

Este trabalho apresenta uma abordagem bayesiana para fazer inferência sobre os 
parâmetros de modelos auto-regressivos. Neste contexto, quando os parâmetros vari-
ara de forma aleatória e independente adotamos um modelo hierárquico para descrever a 
densidade a posteriori dos parâmetros. Unia segunda abordagem supõe que os parâmetros 
variam de acordo com um modelo auto-regressivo de primeira ordem, nesse caso a abor-
dagem proposta é vista como uma extensão do filtro de Kalman onde as variâncias dos 
ruídos são conhecidas. Os modelos foram analisados usando-se técnicas de simulação de 
Monte Carlo e a geração de amostras das densidades a posteriori permitiram fazer pre-
visões de séries através das densidades preditivas. Ilustrações de séries financeiras com 
dados reais são apresentadas e avaliadas pela qualidade da previsão obtida, salientando-se 
o modelo que melhor representa os dados. 



Abstract 

This work deals with the Bayesian method to make inferences on the parameters 
of autoregressive modeLs. When in this context the parameters of theses models vary 
randomly and independently, a hierarchical was adopted to obtain a posteriori density of 
parameters. Another approach of the some method presupposes that the parameters of 
model srary according to a first-order autoregressive model and is regarded as an extension 
of Kalman's filter in which the variances of noises are kncrwon. Both models were analysed 
through Monte Carlo's simulation techniques and the resulting samples of a posteriori 
densities allow to calculate a data series through predictable densities. Exemples of a 
finance series with actual data are provided and the two models are evaluated through 
their predicting qualities thus revealing the most appropriate. 



Capítulo 1 

Processo Auto-Regressivo com 
Parâmetros Aleatórios 

1.1 Introdução 

O propósito deste trabalho é formular um procedimento bayesiano, utilizando simu-
lação de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC), para análise e previsão de séries 
temporais modeladas por processos auto- regressivos com coeficientes aleatórios denomi-
nados processos auto-regressivos generalizados (ARG). 

A análise e previsão de séries temporais é aplicada em diversas áreas, tais como: na 
Engenharia, na Economia, na Teoria de Controle e na Sociologia, onde o conjunto de 
observações é ordenado no tempo. 

Box e Jenkins (1994) aplicaram modelos auto-regressivos e auto-regressivo-média 
móvel em diversas áreas para modelar alguns fenômenos por meio de modelos de co-
eficientes constantes. 

Muitos métodos podem ser utilizados para estimar os parâmetros de um processo auto-
regressivo proposto para uma série temporal, tais como: método dos mínimos quadrados 
e método de máxima verossimilhança, já amplamente estudados (Box e Jenkins,1994). 
Um método alternativo de análise e inferência para modelos de séries temporais são 
os métodos Bayesianos aplicados para séries com coeficientes constantes (Broemeling e 
Cook, 1993); neste trabalho, vamos aplicar o método bayesiano para séries com coa-
cientes aleatórios. 

Para qualquer investigação, os modelos com coeficientes constantes não captam toda a 
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variabilidade provocada pelos fenômenos aleatórios inerentes; por essa razão, os modelos 

com coeficientes aleatórios são mais recomendados. Um modelo dessa classe é o modelo 
auto-regressivo generalizado (ARG). 

Recentemente, alguns autores têm estudado modelos para análise e previsão de séries 

temporais com coeficientes aleatórios no contexto bayesiano, onde podemos destacar, en-

tre outros, os seguintes trabalhos sobre o assunto encontrados na literatura: Liu(1995), 

Singpurvalla e Soyer (1985), Nic,holls e Quinn (1980), Guyton (1986), Diaz(1990). 

Nic,holls e Quinn (1980) introduzem o estudo de modelo auto-regressivo generalizado 

de primeira ordem com parâmentros variáveis e independentes para modelos e previsão 

de séries temporais. 

Singpurvalla e Soyer (1985) determinam o coeficiente aleatório de processo auto regres-

sivo de primeira ordem para descrever o crescimento ou decrescimento de c,onfiabilidade 

de software, introduzindo um modelo e algumas ramificações 

Guyton (1986) desenvolve a metodologia para a classe de processo auto-regressivo 

de coeficientes aleatórios, visando a previsão de séries temporais. Descreve o procedi- 

mento para o cálculo dos estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros e 

desenvolve as condições necessárias e suficientes para existência e estacionariedade desses 

modelos. 

Diaz (1990) apresenta uma solução bayesiana para o problema de previsão de séries 

temporais, utilizando priori não-informativa e priori informativa, normal-gama, cujo pro-

cedimento é baseado na densidade preditiva da observação futura. 

Liu (1995) faz uma comparação entre o procedimento de aproximação bayesiana e 

o procedimento de aproximação de estimadores de máxima verossimilhança para coefi-

cientes aleatórios dos modelos auto-regressivo-integrado- média-móvel (ARIMA). 

Segundo Meinhold e Singpurwalla (1983), o modelo auto-regressivo de coeficientes 

aleatórios pode ser desenvolvido aplicando uma adaptação do modelo filtro de Kalman, 

sob o enfoque bayesiano, empregando alguns resultados da estatística multivariada muito 

conhecidos, devido sua similaridade com modelos de regressão linear , para fazer inferência 

sobre os parâmetros aleatórios e previsão de valores futuros um passo à frente. 

As duas teorias, clássica e bayesiana, têm princípios básicos diferentes; porém existe 
alguma similaridade entre elas no desempenho de previsões futuras. Isso foi demons-

trado por Liu (1995), que explorou analiticamente esta similaridade para o modelo auto- 
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regressivo-média-móvel com coeficientes aleatórios. 

A teoria bayesiana considera os coeficientes como variáveis aleatórias segundo alguma 

distribuição a priori própria. Logo, o procedimento bayesiano tem a vantagem de que 

qualquer informação disponível, antes da coleta dos dados, pode ser incorporada aos da-

dos e a distribuição a posteriori pode ser obtida, em alguns casos, eliminando-se o uso 

de resultados assintóticos. 

Soyer (1985) introduziu procedimentos bayesianos para modelos auto-regressivos com 

coeficientes aleatórios, utilizando aproximação numérica para obter os resultados com-

putacionais das densidades a posteriori, mas o uso dessa aproximação é •limitada pelo 

número de parâmetros do modelo. 

Com a finalidade de apresentar um procedimento alternativo, aplicamos simulação 

de Monte Carlo em Cadeia de Markov, utilizando algoritmos amostrador de Gibbs e 

Metropolis-Hasting para fazer inferência dos parâmetros do processo auto-regressivo com 

coeficientes aleatórios proposto por Soyer (1985). 

Neste trabalho, descrevemos ramificações de um processo auto-regressivo de primeira 

ordem de coeficientes aleatórios e variantes no tempo, assumindo uma estrutura de de-

pendência dos componentes não observáveis do modelo (Ot's), fazendo a descrição do 

modelo para uma série temporal em função desses componentes quando Ot  é expresso em 

função dos valores dos mesmos no instante anterior. 

Este trabalho está centrado nos procedimentos pelos quais se obtêm estimadores atua-

lizados das componentes não observáveis (Os), a todo instante de tempo, a partir da infor-

mação dada pelo componente observável do sistema (yt), apresentando duas alternativas 

de procedimento. 

Descrevemos a utilizaçao e a aplicação de um Modelo Hierárquico para modelar uma 

série temporal onde as componentes não observáveis têm uma densidade de probabilidade 

normal cuja média também tem uma distribuição normal, assegurando-se, assim, que os 

coeficientes sejam variáveis mas não independentes. Descrevemos também a aplicação 

de um Modelo Dinâmico em problemas de previsões, onde a série é modelada por uma 

média que varia no tempo, superposta a um ruído aditivo. Essa média é por hipótese, 

uma combinação linear de funções conhecidas cujos coeficientes são desconhecidos. 

No Capítulo 2, apresentamos uma abordagem bayesiana através de simulação de 

Monte Cano em Cadeia de Markov, aplicando o algoritmo Amostrador de Gibbs para 
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fazer inferência dos parâmetros do modelo Hierárquico, onde a variância do ruído é co-
nhecida, porém considerando a estrutura de dependência dos coeficientes do processo em 
questão. 

No Capítulo 3, estendemos o desenvolvimento do modelo Hierárquico mantendo a es-
trutura de dependência dos coeficientes aleatórios e assumindo a variância do ruído (r2) 
desconhecida. Consideramos nossa incerteza sobre essa variância por uma densidade a 
priori, o que nos conduz a distribuições a posteriori que não podem ser identificadas 
como uma distribuição conhecida; utilizamos, então, o algoritmo Metroplis-Hasting para 
simular amostras a posteriori e assim fazemos a inferência dos parâmetros do processo e 
as previsões de observações futuras. 

No Capítulo 4, consideramos uma ramificação do processo auto-regressivo de primeira 
ordem, assumindo uma dependência dos coeficientes aleatórios que nos leva a um modelo 
de filtro de Kalman adaptado, (Soyer, 1985), termo usado na literatura por engenheiros, 
onde alguns ou todos os parâmetros da equação de observação ou da equação de estados 
são estimados dos dados. 

Embora o modelo filtro de Ka1man adaptado considerado por nós seja uma genera-
lização do filtro de Kalman Ordinário, sua análise produz dificuldades técnicas no sentido 
de que não é possível encontrar uma forma fechada para o filtro; assim, aplicamos simu-
lação de Monte Carlo em Cadeia de Markov, utilizando os algoritmos amostrador de 
Gibbs com Metropolis-Hasting para fazer inferência dos parâmetros. 

A técnica de análise apresentada nesta dissertação representa a contribuição desse 
trabalho para o importante tópico que trata dos Modelos Auto-Regressivos para análise 
e previsão de Séries Temporais. 

No Capítulo 5, ilustramos a utilidade de nossa técnica, aplicando o processo auto-
regressivo de primeira ordem com coeficiente aleatório para modelagem de séries de dados 
reais, na área financeira. Em nossa análise, mostramos o quanto esses modelos produzem 
provei~ informações na previsão de observações finuras. 

Finalmente, fazemos a comparação desses modelos em termos de resultados obtidos 
através da distribuição preditiva, identificando o modelo que melhor descreve o conjunto 
de dados financeiros. Apresentamos as nossas conclusões e sugestões para trabalhos fu-
turos. 
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1.2 Descrição do Modelo 

Os modelos que estamos trabalhando consideram um processo estocástico Xt; t = 

1,2,... com distribuição log-normal denotado por: 

t = 1, 2, ... 	 (1.1) 

onde Ot  é um coeficiente cujos valores descrevem um crescimento ou decrescimento no 

processo. 

Para produzir uma generalização no modelo, introduzimos um erro multiplicativo õt, 

assim temos: 

Xt  = X:tiót ; 	t = 1, 2, ... 	 (1.2) 

Convenientemente, assumimos que Ôt  também tem distribuição log-normal com média 

zero e variância r2  e, em alguns problemas, é conveniente supor que o expoente Ot  tem 

característica aleatória. (D182,1990; Liu,1995). 

Se aplicarmos o logaritmo natural, em ambos os lados, em (1.2) e seja et  = log(St) 

então nosso modelo torna-se: 

Yt = etYt-i ± Et ; 
	t 	1, 2, 	 (1.3) 

onde, yt = def 108(At) com yt e et  normalmente distribuídos, et  tem média zero e variância 

r2. 

A partir desse ponto, enfocamos as variáveis yt's ao invés das variáveis Xt's, com 

o objetivo de estimar Ot  e de fazer previsão para observações futuras Yt+i, Yt+27 .... A 

previsão de Ot  permite analisar o comportamento do processo que depende dos valores 

dos Ot's , ou seja, o crescimento do processo ocorre quando Ot  > 1 e o decrescimento 

ocorre quando Ot  <1. Um caso particular ocorre quando Ot  = O, pois teremos da eq 1.3 

que yt  = et, o que implica yt  não depender de yt-i, ou seja, Yt é um ruído branco. 

1.2.1 Modelo para Ot  Aleatório 

Soyer (1985) considera o processo de crescimento ou decrescimento de confiabilidade 

como um problema de séries temporais, apresentando assim um processo auto-regressivo 
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de parâmetros aleatórios para modelar crescimento de confiabilidade de software dado 

por: 

Yt = OtYt-i + vt 

vt  r•%.,  N(0, a) 	 (1.4) 

Ot  N(A, 

onde, vt  e cot  são independentes e cd.  , 4, e A são conhecidos. 

Desenvolve uma extensão desse modelo introduzindo uma incerteza em A e aplica o 

procedimento bayesinao impírico (Morris, 1983) para fazer inferência sobre os parâmetros 

do processo. Descreve a incerteza sobre A considerando uma distribuição a priori A 

N(mo, S0) para A assim o modelo torna-se: 

	

Yt = OtYt-i + vt 	vt  e•-• N(0, o-12.) 

	

Ot  = + cot 	cot  e•-• N(0, o-. ) 
	

(1.5) 

N(mo, 80) 

com a? , cr4 mo e So conhecidos 

Dado os dados y(t) = (yi, y2, ...yt), obtém-se a distribuição a posteriori para Ot  dado 
(t) y como: 

(otly(o) N(lit,Êt) 
	

(1.6) 

onde 

2 	2 + c72YtYt-i ut 
fib?-1 + 

(4% 	014  
Êt = ( 	 2 2 

Crb?-1 CD2 ± Cr2N-1 ± cr 

1 	
t 	2 ) -1 

r Yt-1 St = (—
so n 

Compara esses resultados com os resultados de mínimos quadrados para o modelo 

determinístico obtido por Anderson(1978), discutindo a relação entre os dois processos. 

Neste trabalho, assumindo os Ot's com densidade de probabilidade normal de média 



À e variância -y2, a estratégia para assegurar que os Ot's sejam dependentes é assumirmos 
também uma distribuição de probabilidade para A, isto é, que A tem distribuição normal 
com média m e variância S2. 

Podemos, assim, resumir nosso modelo da seguinte maneira: 

Yt = OtYt-i + 6t 

Ot = ± wt 	 (1.7) 

N(m, S2) ; m e S2  conhecidos 

Na equação (1.3), assumimos Ot  independente de et, então determinaremos y(t) = 

(til, --•, Yt) • Dado y(t), nosso objetivo é fazer inferências sobre À, Ot  e fazer previsão de 
valores futuros de yt+k, k > 1. 

Nos capítulos subseqüentes, notaremos que E(Otiy(t)) fornece informações sobre o com-
portamento do processo na transição do estágio (t — 1) para o estágio (t), enquanto que 
E(Aly(e) fornece informações sobre o comportamento global do processo. Assim, por 
exemplo, se (E(Otiy(0) > 1), podemos avaliar que há um crescimento para vários valores; 
caso contrário, se (E(Ot  lyt) < 1), dizemos que há um decrescimento do processo. 

O propósito aqui é desenvolver este modelo e calcular as estimativas dos coeficientes 
do modelo para fazer previsões das observações futuras. 
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Capítulo 2 

Modelo Hierárquico para um 
Processo Auto-Regressivo de 
Primeira Ordem com Variância 
Conhecida 

Os Modelos Hierárquicos Bayesianos têm sido utilizados em aplicações nas mais di-
versas áreas do conhecimento. 

A análise desses modelos torna-se, geralmente, intratável quando não existe conju-
gação entre distribuição a priori e a função de verossimilhança. Nesses casos, métodos de 
aproximação numérica (Soyer,1985) ou de simulação devem ser utilizados para a obtenção 
das distribuições a posteriori de interesse. 

Neste capitulo, através de simulação de Monte Cano (MCMC), utilizando o algoritmo 
-r4 o IA,  NA 

amostrador de Gibbs (Casella e George, 1992), oVttík  nL osCás distribuições a posteriori das 
variáveis de interesse e fazâko; inferência sobre os parâmetros e a preyisão de observações _ 	 _ _ 
Muras para um processo auto-regressivo de primeira ordem, com parâmetros aleatórios 
e variantes no tempo ajustado por um Modelo Hierárquico, considerando a variância do 
rindo conhecida. 
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2.1 Inferência para o Processo de Primeira Ordem 

com Variância Conhecida 

Inicialmente, desenvolvemos a extensão do modelo considerado por: 

Yt = OtYt-i + Et ; 	 (2.1) 

Ot =A-i-tot  

onde, et  e cot  são independentes e normalmente distribuídos et rJ N(0, r2) e tot r•-• 

N(0,72). Esse modelo implica que O rJ N(A, 72). Assumimos a incerteza sobre A con-

siderando A N (m, S2 ) com A independente de tot  

Seja a série y(t)  = (Yb Y2, --, yt) e dado y(t), o objetivo é fazer inferência sobre Ot  , A e 

previsão de Ot±i e da observação futura yti-i• 

Considerando que E(Otly(t)) nos dá informação sobre o comportamento do processo 

no tempo t, enquanto que E(Àiy(e) nos dá informação sobre o comportamento global do 

processo. Assumindo que A tem distribuição normal N(rn, S2) com m e S2  conhecidos, 

o modelo considerado é estendido para: 

Yt = OtYt-i + Et ; Et  r•-• N(0, 72) T2  conhecido 

	

Ot  = ± cot  ; tot  c•-• N(0,72 ) •y2  conhecido 
	 (2.2) 

A 	N(m,S2 ) m e .92  conhecidos 

2.1.1 A Distribuição a Posteriori de A e et  

Denotando a função densidade de Ot  dado y(t), por P(OtiY(t)), vamos calcular essa 

densidade considerando a função densidade de probabilidade: 

1 
f(YtlYt-1A,) ec 7-lexP{ 	(Yt — OtYt-i) 2} 	 (2.3) 

E, considerando a densidade a priori para A: 

1 
II(A) cx 	exp{ - z-svi (A — rn)2} 

Aplicando o teorema de Bayes, temos que densidade de probabilidade para A: 

P(AiY(t)) = r  P(Y(t)IA)11(A)  
J P(Y(CIA)II(A)dA 

(2.4) 

(2.5) 
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onde p(y(t)1À) é a função de verossimilhança de A. 
Assim, temos a densidade a posteriori para Ot  dada por: 

p(Ot lyn = p(Ot i y(t), A)p(Alynca 

Podemos determinar p(Aly(t)) por: 

P(Y(t)  IA) = 	••• 	P(Yi, • YtI0i, 	ot, )) P(01, ••., Otl À) Oh 	dOt 

Contudo, dado A e considerando os Ot's independentes, assim: 

p(oi, —, et I À) = rip(NIA) 
i=2 

onde p(OtI)¼) N(A, 72) é a função densidade de Ot  dado A, portanto: 

p(t) I À) = 	 p (y(t) 61(0 [ll po9i  I 	", dOt 
i=2 

Por outro lado, usando a regra da multiplicação de probabilidades e a propriedade de 
Markov para o processo auto-regressivo de primeira ordem, podemos escrever: 

	

p( (t)10(0, À) = 	A)P(Y2I Yb 02 	• -P(Yt I Yt- 1, 0,.X) 

Na seqüência, para simplificar essa expressão e também obter outros valores de 
interesse, temos que: 

	

KY(t) I0t, 	= HP(YilYi-b O, A)P(Y1101, A) 	 (2.8) 
i=2 

Dada a seqüência 0(t), yt  é independente de A e dependente de yt-i e Ot , onde 
0(0  = (91,02, •-,19t)• Desse modo, 

p((t)10(t), =JJ pwslys_bo.) 
	

(2.9) 
i=2 

Então, a função de verossimilhança de A é: 

P (Y (t)  IA) = J•J 	Odp(Oi I A)dOi 	 (2.10) 
i=2 

Sendo: 

P(YtlYt-i, A) = fP(YtiYt-i, Ot)P(Ot I))d0 
	 (2.11) 

(2.6) 

(2.7) 
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Podemos, então, escrever a eq(2.10) como: 

y(y(t)  I A) = fiP(mly,-1, 	 (2.12) 
i=2 

Da eq(2.3) implica também que: 

	

(MIM-1, et, 2-2) 	N(Ot Ye-i , 1-2 ) 

(Ot  IA, -y2) n,  N(A, 72) com 72  conhecido 

Podemos, agora, obter p(MlYt-i, À), usando a estrutura linear gaussiana. Note 
que, desde que (OtIA,72) N(A,72 ), podemos escrever: 

	

Ot  = A + wt 	wt nd N(0,72) 	 (2.13) 

Yt = et Yt-i + Et 	Et " NO3, 72) 	 (2.14) 

Pela substituição da expressão (2.13) em (2.14), podemos escrever: 

M = (A + wt)M-1 + Et 

onde À é independente de tot  e de et, e E(et  wt ) = O 

Yt —À  Yt-i = wt M-1 + Et i (wt Yt-1 +c) nj  N(13 	(Y1-172  ± T2)) 

E(YtiM-1, A) = AM-1 

	

Var(MIM-1, = 	+ 

Logo, dado À e yt_i , temos: 

	

(nlyt-i, A) N[A yt-i 	(72Y/-1+1-2)] 

Então, a função de verossimilhança de À (2.12) é da forma: 

(2.15) (2.15) 

((t)  À) = 	exp  { 12 (y — AM-1)2 } 
i=2 

(2.16) 
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onde 

= 72Y1-1 -E 72  

A distribuição a posteriori de À agora é obtida inserindo a eq(2.16) na eq(2.5), isto 
é: 

p(Aly(0) c< exp { 

ou seja, 

p(Aly(t)) c< exp 

Usando a identidade (Box e Tiao, 

A(z — a)2  + B(z — b)2  

1['-' - AYi-1)2 	(À  _sr)23  
(2.17) 

(2.18) 

2[2-wi=2 

t  W-1 	
2 m)21 

s2 

b)2  

i=2 

1973): 

= 	+ B)(z (A 	— c)2  + AAB± B(a 

onde 

Aa +Bb c = A + B 

fazendo: 
t 2 

A = E 
i=2 

B = 1 

 

b ira 

  

Y7-1 

r, S2 	 L-1 S2rt  i=2 	 i=2 

	

Aa+Bb=E 	 m 

	

i=2 	
+ r. 	S2 

Denominando: 
e 
E 
i=2 

t 	2 	) (-1) 
± E  Yi-i St  = ( 1 e 	— S2  1.2 

Verificamos, então, que a distribuição a posteriori de À dado y(t) é da forma: 

P(AlY(t)) cc  exP  { —")2 } 
	

(2.19) 
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St_irt 
st= (2.21) 

St-igt2_1 + rt 

logo, 

(AIP))— N(mt , st) 

A média e a variância a posteriori de A também podem ser obtidas recursivamente. 

Para isso, podemos escrever mt  e St  como: 

St_iytYt-i  + rrit-irt 
772; = 	 (2.20) 

+ rt 

2.1.2 Distribuição Condicional para Ot 

Em seguida, calcularemos p(Ot ly(t)  , A). Desde que, dado Yt M-1 e À , Ot  é independente 

de y('), isto é: 

P(OtiY(t), A) = P(OtiYt, Yt-i, 

Podemos ver isso através do teorema de Bayes, assim temos: 

p(otim, p-1),  À) 	P(Yt et, Y(t-l), A)P(OtlY(i-1)  À)  
p(m  iy(t-i),  À) 

Mas, dado Ot e Yt-i , yt  é independente de y(t-2) e A. Além disso, condicionado a A Ot 

é independente de y('')  e yt  é independente de r2). Então: 

P(Ot iYt, 	I), 	P(Yt I Oh M.-4.)Y(Ot I À)  
P(MiYt-i, À) 

Similarmente, 

Portanto, 

Então, 

(P Yt I Ot, Yt-i, A)p(OtlYt-i, À)  
P(OtiYt, Yt-i, À) = 	P(YtiYt-i, À) 

P(Yt 	Yt-i)P(Oti À) 
P(OtlYt, Yt-i, À) = 	p(;tlyt_i, À)  

P(Ot iY(t), À) = P(OtlYt,  Yt-i, À) 

(2.22) 
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Se ignorarmos a constante de proporcionalidade em (2.22) e se substituirmos a ex-

pressão apropriada no numerador, onde (YtlYt-i, À, Ot, T2) ^-# N(OtYt-i, T2), temos: 

r 1 r  — otyt-02 	(O, _ À)21}  
p(otlyt, yt_i, À) o< crio' 2  1 1-2 

Aplicando a identidade (2.18), temos: 

(2.23) 

Yt-t, À) o< exP —=-(Ot  — Út)2} 
21Et  

(2.24) 

onde 

r2 À  ± 72YEYt--1 
et = 

= 72ti ± T2  

Logo, 

(Ot iy(t) 	= (OtlYt, Yt- 1, À) r..i  N(0; 	Êt) 
	 (2.25) 

A distribuição a posteriori (Otly“)) é calculada de (2.19) e (2.24), onde temos: 

Ot  = 6jt + Pt ; P4 ^-1 	Êt) 

14 e À são independentes. 

Então: 

E(Eit ly(0 ) = 

E(Ot ly(t) ) = 
T2E(Àly(t)) +72YtYt--1  

rt 

Logo, 

Usando que: 

T2Int + 72YtYt-i 
E(OtiY(t))= 	rt 

(2.26) 

v(otlY(t)) = Efv(otlY(t), À)] + IlE(otlY(t),  À)] 

Tt 
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ritmos que: 

V(Otly(t)) .72YtYt-i]  
L rt 	 rt 

,2,4 	,r4 
17(0t10)) = 	+ 	17(A10)) 

rt 	r t 

.7.2,2 	T4 
V(OtlY(*)) = 	+ —r? St  rt 

Logo, a densidade a posteriori para (Otly(t)) é: 

(2.27) 

NO) ) ,--• NOZ , E;) 	 (2.28) 

Onde 19; e E; são dados por (2.26)e (2.27), respectivamente. 

2.2 Distribuição Preditiva de Ot+i e de Yt+i 

Dado os dados y(*), queremos fazer, no tempo t, previsões para °tf'  e yt..E1  

2.2.1 Densidade Preditiva de Ot+i 

A distribuição preditiva de Ot+1  é dada como segue: 

P(Ot-H. IYM) = f P(Ot-Ei. illt, A)P(A I Y(t))dA 

Considerando que, dado À, Ot+i  é independente de yt, assim 

P(Ot-FilY(*)) = I P(Ot-niA)P (), I Y(t))d),  

Análogo a eq(2.13), podemos escrever: 

Ot+i = A + cot+i ,onde cot+i r-i N(0,72) 

e A é independente de cot+1  e 

E(Ot-H. il(t)) = E(A + tot+110)) 

da (2.19) temos que: 

E(9,110)) = E(AlY(t)) = nit 

(2.29) 
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e 	 V(Ot±i ly(t)) = V(À I y(t)) + V(wt+i I Y(t)) 

(Ot±i iy(0) = st + 72  

St-lYtYt-1 	7Tit-1rt mt  — 
+ rt 

St-in  = n  + 

= 72Yi + r2  

Logo, 

(0t+110) r N(mt , St + 72) 	 (2.30) 

Portanto; E(Ot±ily(t)) = mt  é a média a posteriori de (Xly(0) ver(2.20) 

2.2.2 Densidade Preditiva de yt+i 

Da mesma forma, a densidade preditiva de yt+i dado y(t) é: 

P(Yt+i Y(t)) = f P(Yt+i 1yc°, À) p(Xiy(t))dÀ 

porém, dado À, Yt+i é independente de todos y's anteriores a yt  e 

P(Yt+110)) = f P(Yt+i IR, À) P(AlY(t))dÀ 

Usando eq(2.15), podemos escrever: 

Yt-Fi = XY: + Pt+i , onde gt-H.« N(0 ,n+i) 

À é independente de gt+i e 

rt+i = 72y? + 

(2.31) 

Então, 

E(yt+110)) = E(ydtly(t)) + 44+110)) 	E(yt_FilY(t)) = mtYt 

v(Yt+110) = v(Ytxly(t)) + nit-FilY(t)) 

logo, 

onde 
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v(yt+1 y")) = 74v (Ai y(0) + v(/it+110) 

V (Yt+ilY(t)) = YiSs + rt+ 

logo, 

(Yt-FilY(t)) NfrnsYt 	W_ISt + rt+i) 

2.2.3 Intervalo de Credibilidade de yt±i 

O intervalo com (1 — a)100% de credibilidade para yt+i é dado por: 

mait zci VeSt + re+1 

onde zfr, é o percentil 100(1 — -g)% da distribuição normal padronizada. 

(2.32) 

(2.33) 

2.2.4 Densidade Preditiva de Ot+k e - Yt+k 

Quando fazemos predição para k-passos , para k > 2 , a estrutura linear descrita 

anteriormente desaparece e temos que considerar a distribuição preditiva da média de 
yt.fk. Para observarmos isso, consideramos: 

Yt+2 = 0t+2N-1-1 
	 (2.34) 

para o tempo t, depois da observação yt, a predição de 0t+2  é descrita por eq(2•30), 
ou seja: 

(et-FAO)) e•-• N(ns, (St +72)) para todo k > 1 	 (2.35) 

isto porque (Ot.i.k ) é uma seqüência permutável. 

Por eq(2.34) temos que a densidade preditiva P(Yt+ziY(t)) não pode ser uma normal; 
no entanto, podemos obter a média preditiva de yt+k  dado y(t), denotado por E(yt±kiy(0), 
para k > 2. Se na condição (2.34) considerarmos dado y(t) e À, então: 

E(yt-i-ziY(t), À) = E(Ot+2Yt+1. iY(t), À) 

Além disso, dado À e Y(t), Yt+i é independente de 0t+2, logo 

E(Otat+ 'h»), = E(Ot+21Y(t), À) E(yt±ilY(t), A) 
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sendo: 

E(Oti-21Y(t), 	= 

E(yt-EiiP), A) = E(OtYt iY(t), À) 

E(Ot+2Yt+tlY(t), A) = AE(OtYt iY(t), À) 

IY(t), À) = ANA 

portanto, 

E(y+210), À) = A2Yt 	 (2.36) 

Sendo, 

E(yt+21y(4) = E[E(y + 2)1 (t), = E(A21y(t))yt 

Como Àly(t) N(mt, St), a função geradora de momentos de A é dada por: 

36(x) = e(mtz-F%É) 

e d2/14(x) E(A21y(0) dx2 

E(A210)) = [Ste("zilit)  4- (rttt  +Stx)(mt  + Stx)e(nitz+s°--L-M )] 

para x = O 

E(A210)) = St  + 

logo, 

E(Yt+210) = (St + ni)yt 

Usando (2.31), podemos escrever: 

E(Yt-F2IY(4) = nitE(Yt+11Y(t) ) + StYt 

18 
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Denotando 

üt+i = E ( Ye3/41 Y(t)  

temos: 

üt-I-2 = ratüt+i 4- StYs 

Similarmente, temos que a média preditiva de 14+3 dado y(t) : 

E(yt.4-310), = E (Otat+2iY(t)  

E (0t-FaYs+2iY(t) 	= E(Ot+310,A)E(Yt+210), 

E (O t+31Y(t)  A)E(Yt+210), = AA2Vt 

logo, 

üt+3 = E (A3lYnyt 

onde 

d3  ),(x)  
E (A310) — dx3  

E (A310) ) = St(nat Stx) e@ntr-iitÉ)  (2rratSt  + 2Stx) efratz-iSe) 

(n4 ± 2rni2Stx Stx2 )(riat Stx) efratz-i-&È) 

para x = O 

E(A310) = Stmt  2mtSt + Tri(nlit) = 3771,  St ± Tr4 

Assim, 

Út-F3 = E(210))Yt = (14 3771/4.9t)Yt 5 

pode ser escrito como: 

ütd-s = Int(rn)yt +2Strratyt 

X=0 

(2.38) 

19 



Portanto, 

(2.39) = 777dt+2 2St 

Generalizando, temos que a média preditiva de Yt-Ek pode ser escrita como: 

t±k  = E (Akl ynyt  

= 	 — 1)StYt+k-2 

2.3 Resultados 

Resumindo os resultados desse modelo, temos: 

Modelo: 

Yt = OtYt-i + Et ; et  N(0, r2) 

Ot  = + cot  ; wt r•-• N(0, 72) 

•-• N(m,S2 ) 

com , et  e cot  independentes e E(cotwt+k) = O , k O ; E(etet+k)=0,k0 

As densidades a posteriori são: 

AIO •-• N(mt , St ) 

com, 

St_Irt St_iYtYt-i + rrtt-irt  77it 	 ; St 	.2  
St-1W-1± rt 	 mt_ --r-  rt 

e 

Ot ly(t)  — N(9? , Ei) 

4 
72774 4" 72YtYt-i 	 72-y2  

2 rt 	 rt 

As densidades preditivas para et-Ek,  k > 1 são dadas por: 

et-Ek •-• N(mt , St  + 72) 

20 
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As previsões para yt+k dado y(t) podem ser feitas por: 

Út-f-k = nitÚt-f-k-1 (k —1)Stüt+k-2 ; k > 1 

Esses resultados serão utilizados no capítulo 5 para fazer inferência e previsões de 

dados de urna séries temporais de índice de preços de ações e do preço da arroba do boi 

gordo. 

No próximo capítulo, as técnicas utitlizadas nesse modelo serão estendidas para o pro-

cesso de primeira ordem, quando a variância 72  do ruído Q, é considerada desconhecida. 
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Capítulo 3 

Modelo Hierárquico para Processo 

de Primeira Ordem com Variância 

Desconhecida 

3.1 Inferência para os Parâmetros do Modelo 

Neste capítulo, desenvolvemos um modelo Hierárquico para um processo auto-regressivo 

de primeira ordem, com a variância do ruído (dr') desconhecida. Descrevemos nossa in-

certeza sobre essa variância considerando uma distribuição a priori IG(ce, fl) para T. 

Esse processo é uma generalização do modelo descrito no capítulo anterior, ou seja: 

Yt = etYt-I + Et ; Et  r•-• N(0,7-2) 7-2  desconhecido 

cot  N(X,72) -y2  conhecido 	 (3.1) 

,--, N(m, 82) m e .92  conhecidos 

Seja a série y(t)  = 	y2, yt) e a seqüência 0(t)  = 	9) e dado y“), nosso 

objetivo é fazer inferência sobre Ot, 7-, A e previsão para Ot±i e Yc-f-i• 

3.1.1 A Distribuição Conjunta a Posteriori de A e T 

Se considerarmos a distribuição de (9t,T, ) dado y(t) e A por p(Ot, TIO, À), e aplican-

do o mesmo raciocínio utilizado no caso da variância conhecida, podemos calcular essa 
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densidade considerando a função densidade de probabilidade: 

1 
f(YtIOt, 	c( 	—27-2 (Yt — OtYt-1)

2  
(3.2) 

E, considerando as densidades a priori para A como uma normal N(rn, S2) e para er 

como uma gama inversa I G(a, )3): 

111(r) cc T- (a + 1) 

(3.3) 

n2(À) cc 49-1  exp{ — -21  (À — in)2  

Aplicando o teorema de Bayes, temos que densidade de probabilidade para A e er: 

p(À, TO) = 	P(0)1 À, r)11(A)11(r)  
f P(0) 1À, T)fl(À)11(r)dmi- 

onde p(y(t)IA,T) é a função de verossimilhança de (À, 4: 

KY(t)  i À, 	= 	• • • f ( /t) 9(t) À, 1- )P(OW  i À, r)dei, • •••dOt j.  
 Considerando os Ot's independentes, dados A e er temos que: 

P(0)1A, 1- ) = 	P(04A, 1- ) 
i=2 

onde p(O(CIA,T) é a função densidade de O) dados A e tr. 

Podemos determinar p(0)1 À, r) por: 

P(Y(t)  i À, r) = f f P(0)10), À, r) H p(Oil , er)(20i 
z=2 

Por outro lado, usando a regra da multiplicação de probabilidades e a propriedade de 

Markov para o processo auto-regressivo de primeira ordem, podemos escrever: 

P(Y(t)  10), À, 1-) = P(yiOh 1-)P(Y2 Yb 02, À, 1-)•••P (vtlyt-I, et, À, 1) 
	

(3.8) 

Na seqüência, para simplificar esta expressão, podemos escrever: 

P(Y(t)1 0(t), À, 	= ll P(yIy-i, Oh À, T) 
	

(3.9) 
i=2 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
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Dada a seqüência Offi, yt  é independente de A e dependente de yt_i  , Os  e T. Desse 
modo, temos que a função de verossimilliança. é: 

P(0)1A, T) = ll 	 r)p(oi IA, r)doi 
	 (3.10) 

i=2 

Sendo: 

P(YtlYt-i, À, 7) = f P(YtlYt-i, et, r)p(ot A, 7 )de5 	 (3.11) 

Podemos, então, escrever a eq(3.10) como: 

P(Y(t)  A, T) = 	P(YtlYi- 11 A, 7) 
	

(3.12) 
i=2 

Da eq(3.2) implica também que: 

(YslYt-1,0t, 7) r» N(OtYt-i , 72) 

e 

((MA, 72) N(A,72) com 72  conhecido 

Podemos, agora, obter p(ytlyt_i, A, r), usando a estrutura linear gaussiana. Note que, 

desde que (OA, 72) "i N(A, 72), podemos escrever: 

Ot  = + cot  , ande cot  N(0,72) 
	

(3.13) 

Yt = Os Ys-i + q , onde Et r•-• N(0, r2) 	 (3.14) 

Pela substituição da expressão (3.13) em (3.14), podemos escrever: 

onde A independente de cot  e de et  e E(et  cot) = O 

Yt — À Yt-i = wt Yt-i + 	(cot Yt-i + et) "1  N(0 , (y- c2  + 72)) 
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2 
A= 

L.--• 7-t (r) 
Yt  z = 	; a= 

Yt-1 z=2 
b = m 

E(ytiYt-i 	T) = 	Yt-i 	e 	V(YtiYt-i, À, T 	

,y2 

Logo, dado À , T e yt_ i  , temos: 

(YtiYt-i, r) ts' N(À Yt-i 
	(72yt2 ± 72)) (3.15) 

Então, a função de verossimilhança de (3.12) é da forma: 

1 	{ 	1  (Yi 	Yi--1)2} 	onde r(r)  =  2y 1  +  T 2 	2 
P(Y(t) Ptz T) = 	 exp  

(riern' 	2 	ri(7) 

(3.16) 

A distribuição conjunta a posteriori de e 7 agora é obtida inserindo a eq(3.16) em 

eq(3.4), isto é: 

7--(a 1-1) 
•TP(À,TIY(t)) cx 	e P 

(ri(T)) -2 

t 
I (Yi AYi- 

1. 	2 z---d 	ri(T) :=2 
xp} }exPr 	—Sr:1)211 { 3  — 

(3.17) 

ou seja, 

2 	 2 	(A  _ 111\ 2 
p(A, rly(t)) 	(ri(T))  exp {— 2 

	r2(T) 
yY:1) 	

S2 
± 	 }exp{—L,37 _ 

Usando a identidade (2.18), fazendo: 

t 	2 

ri(7)S2  
A + B = ( 1  

S2  

t 2 ) r  Yi-i   

i=2  ri(T) 

Aa + Bb = YiYi-t  
ri(r) i=2 

Denominando: 

1 

i=2 ri(r)) ("1  mt(T) =   	 stcy, 
,-=2 
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Podemos reescrever a posteriori conjunta como: 

P(A) TIO)) CC (ri 	(r))1 exP{ 	}exP{ 2stifr) (À mter)) x  

(3.18) 

t 	2 	 2 
ern{_± 	 Yi _ rn) 

1." 	2 L-4  
1=-2 ri 

r1(r) yi-1 

Aqui, observamos que a densidade conjunta a posteriori não tem uma desidade padrão; 

no entanto, podemos determinar a distribuição marginal para T por integração na variável 

A distribuição marginal para T é dada por: 

r+00 

	

*IP)) = 	P(A, TIY(t))ciA 

isto é 

.5--‘ 	— ra) x YelY(t))  cc 	 exp 
(ri  (r)) 	{ 	2 it-s.2  rs r2(r) Yi-i 

2 

eXP{-2} f+0  exp{ 2Stl(r) (A mter)) }c1A 
-0 

ou seja, 

2 t 

	

ra 92-1 	- ster)r-(a+1)  expf g} 
e-XV{ 9 2_

=2
,  n( r) Yi-i 

polo)) oc 

(ri er))1 	T i 

Assim, a distribuição marginal de T pode ser escrita como: 

	

pfriy(0) cx  (.4 ± Eti-2 Pluiri.Hcz+i)  exp{ p} exp{ 1  É  yL1 	i rier) 	 Y 

(ri(r))1 	 2 	rkr) 

2),  

(3.19) 

onde 

) = 	vt2-1 +r2 
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Notamos da (3.19) que uma análise dos momentos a posteriori para r não é possível 

sem utilização de técnicas de aproximação numérica ou simulação de Monte Cada (Gamerman,1990. 

Podemos avaliar as densidades a posteriori marginais usando simulação de Monte Cano 

em cadeia de Markov a partir das condicionais. 

3.1.2 Distribuição Condicional para A e r 

A distribuição condicional a posteriori para A dado y(t)  e 'r é da forma: 

_ 
p(Aly(t),T) o: exP 	2st(r)  (À mt(T))2} 

onde 

(3.20) 

t 2 )-1 
S(r)= 	Yt-t +E TTM- 

i=2 

	

Int(r) = (Ln 	 )stm 

	

S2 	r(r) i=2 

r(r) = 72W_I + 

ou seja, 

(AiY(t),T) N(mt(r) S(r)) 

A distribuição condicional a posteriori para 'r dado y(t) A é por: 

1--(cl+1.) ( R 	 2 
x 

PfrlY(t), À) 	eX 
(ri  (r))1 P 	}exP{ 2Ster) 

(
À int(r)) 

(3.21) 
t 	2 

exp{-
-- 

 i=2 2 	
—r(r) 	

— rrt)2 } 

3.1.3 Distribuição Condicional a Posteriori de Ot  

Calcularemos p(Ot I y(t), À, r). Desde que, dado yt  , yt_ t  , À e r , Ot  é independente de 

ou seja: 

P(OtiY(t), À, r) = WitlYtt Yt-i, À, r) 

Através do teorema de Bayes, temos: 

p(ot  I yt, y(t-1), À, 	= KYtiOt, y(t-i), À, r)p(Otly("), À, r)  
P(Yt10-1), À, 7) 
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Mas, dado et e Yt-i Yt é independente de p(t-2), A. Além disso, condicionado a A e 

r, Ot  é independente de 0-1)  , Y é independente de y("). Então: 

Similarmente, 

p(otlyt, y(t-i), 	P(Yt I Ot, Yt--i, A, r)p(Ot IA, r) 
P(Yt iYt-i, A, r) 

(3.22) 

Então, 

P(Ot 	Yt-i, A, r) P(Yt les, ye-i, A, r)P(Ot I Yt-I, A, r)  
KYt 	A, r) 

P(OtiY(t) , À, 	= P(Ot 'Yb Yt-t, A, r) 

Se ignorarmos a constante de proporcionalidade em (3.22) e se substituirmos a ex- 

pressão apropriada no numerador, onde (YtiYe-t, 

	

f 	1 
p(OtlYt, Ye-1, À7 	CC exp 

	

I 	2 

ou seja, 

P(OtiYt,Yt-i, Ar) °c exp{-21  

Aplicando a identidade (2.18), temos: 

P(Ot iYt, 	A, r) c< exp 

onde 

72À êter) 

A, Ot, 	N(OtYt-i., 7-2), 

1-(Yt — OtYt--42 	(Ot — A)21} 

temos: 

(3.23) 

(3.24) 

7272  

I r2 	72 	A 

2  (0t  [4r  (Ot  — 	± 

(ot — Ot(T))2} 
2Ê(r) t 

+ 	72YtYt-i = NT) 

va 
t(7- ) = 	+ 	7-2 	

L-jt Cri  

Logo, 

(Otly(t), A, 	= (Ot lYt, Yt—t, 	Mês (r) , Êter)) 

rt(r) 

(3.25) 
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A distribuição a posteriori (Ot ly(t)) pode ser calculada de(3.19)e (3.25), onde temos: 

com pd  e À independentes, temos: 

E(Otly(0) 

Usando que: 

v(Ot jy(t)) = E[v 

Temos que: 

V(Ot ly(0) 	E{ 

E(Ot IO)) = E[E 

— E 

(et10), 

7272  

" N(0, Êt(r)) 

(Ot ly(t)  , À, r)] 

721+m:21 [72:2y±?  

y(t), A,7- )1 

72YtYt-i 

(3.26) 

(3.27) 

)1 /4, 

v 

+ v[E(ot I 

1-2A + 
,y2y? 	.4_ T2 [ 72w_ 

onde 
v  ri-2A +72yot-11 = E rr2A+72YtYt-i1  2  [E(Ot 10))1 2  

72W-1 	r2  72W-1 	r2  

O valor esperado e a variância nas expressões (3.26) e (3.27) são calculados em relação 

às variáveis aleatórias T e À. 

Nesse caso, podemos avaliar as expressões E(Otly(t)) e V(Otly(t)) usando os estimadores 

de Monte Cano com as amostras geradas de a posteriori conjunta p(À, TIO) pelos al-
goritmos Amostrador de Gibbs [Casella e George, 1992) e Metropolis-Hansting [Chib e 

Greenberg, 1995), esquematizado da seguinte forma. 

• i) inicialize o contador de iterações da cadeia j = 1 e arbitre o valor inicial: 

• obtenha um novo valor a partir da função de transição: 

(r.) •-•_, G I (a, )3) 
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• iii) calcule a probabilidade de aceitação do novo valor gerado: 

{ 

1 

min{1,1,11((:-(2) } se (rW) > O 

caso contrário 

xli, 

onde 
expl_2 ) ,, (À  rarter))2} 	t 	Yi 	)2} xlier) = 	 exPt 	=2  -71—t(T) (rter))i  

• iv) gere u de Uniforme [0,1] e faça: 

• v) gere 

onde 

Ster) = 
t 

(j +1) = 

Al7)  

Yt
2 
 -1 

)-1 

1-* 	se 44 < a('r,T*), 

T(i) 	caso contrário. 

N (rn.ter), S t(r)) 

Inter) = rn 	yi, St(r) + +E  yi 

‘' 4=2 i=2 	n 

r(r) = 72Y?_i +r 

• vi) atualize o contador de iteração j para j+1 e retorne a (ii) até que a convergência 

seja diagnosticada. 

Determine: 
M 2 

A  

= = [(0))2 	Ál (3.28) 
L'A 	M 	1 — 

j=1 j=1 

M 
(3.29) 

aerli), 	= 
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onde M é o tamanho da cadeia gerada para A0) e 

Assim, as estimativas de Ot  e Et  são dadas por: 

e 

onde 

[1 ti  ACOr(i)2  + ry2ytyt_11 Ôt  = E(Otly(t)) = 
m
— 	

72y? + rc1)2  j=1  

th  1 	74-0272 
Êt = V(Ot IY(  = M r [ 	2Yt 2-1 	( j)2} + 1"7 j=1   

= 	x"-, [AwruP + ey2ytyt-ii  2 
(ô)2 M 72W 	r(j)2 	t 

j=1 

(3.30) 

(3.31) 

para a amostra gerada (7(1) , AU) , j = 1,2..., M). 

3.2 Densidade Preditiva para Ot+i e Yt+1 

Dado os dados y(t), queremos, no tempo t , fazer previsões para Ot+1  e Yti-i• 

3.2.1 Densidade Preditiva para Ot+i 

A distribuição preditiva de OH. é encontrada de modo similar ao utilizado no caso de 

variância conhecida, ou seja: 

P(Ot+11 (t)) = f f P(Ot+i yt, À,  iP(A, r iy(o)dAdr 	(3.32) 

Dado À e r, 01+1  independe de yt, então de (3.13), podemos escrever: 

02+1 -= À ± wt+1 	onde 	tot+i  N(0,72 ) 

e À é independente de wt41  e 

E(Ot+i ly(t)) = ERA + com )10)] 

isto é 

E( ot+  I y(t)  ) = E(À ly (4) 	 (3.33) 
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e 

v(et+ily,o) = vgA + wt+i)iy")1 

v(et_Fily(t)) = v(Aly(t)) + not+110) = v(A1y(t)) + 72  

logo 

v(et+ily(t)) = v(Aiy(t)) +'y2 
	

(3.34) 

Onde E(Aly(t)) e V(A10)) são estimados por simulação de Monte Cano, conforme 

(3.28). 

3.2.2 Distribuição Preditiva para y+1 

Da mesma forma, a densidade preditiva de yt+i dado y(t) é dada por: 

iY(0) = f 	 1P(A, TlYndAdr 

Além disso, dado À e r, yt+1  é independente de todos y's anteriores a yt, e 

P(Ye+ii Y(t)) = JJ  P(Ye-Ei IN, À,  T)P(A, TiY(t))dAdr 

então, usando a (3.15), podemos escrever: 

Yt-Fi = AYt + wt+in + Et+1 

como À é independente de oiti.' e de et-Fi 

Então, 

4W-g iY(t)) = E(AYe IP)) + E(wt+i iY(t)) + E(Et+110)) 

logo 

E(yt+110) = 	(AIO)) 	 (3.35) 

e 

V (yti-110) = V(Aytly(t)) + V(wt+110) + V(Et+110) 
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ou seja 

vcyt+i iy(o) = v yny: + ry2y + 72 
	

(3.36) 

Onde E(Ajy(t)) e V(Aly(t)) são estimados por simulação de Monte Cano em Cadeia 
de Markov, pelas eq (3.28) e (3.29). 

Usando esses estimadores, temos: 

E(Yei-iiY(t)) = YtÁ.  

V (Ye-Ei iY(t)) = Sy + 	-I- 72  
(3.37) 

3.2.3 Densidade Preditiva para °t+k  e yt±k 

Quando fazemos predição para k-passos, para k > 2, a estrutura linear descrita ante-
riormente desaparece e temos que considerar a distribuição preditiva de yt-Ek e, para isso, 
procedemos, de modo análogo, ao caso de variância conhecida, ou seja, considerando: 

Yt+2 = 0t-1-2N+1 Et+2 
	 (3.38) 

Onde 

(Eot+k ly(t)) = E(Aly(t)) 
	

k > 1 	 (3.39) 

Pela (3.32) temos que a densidade preditiva de P(Ye+210))  não pode ser uma den-
sidade normal e que podemos obter a média preditiva de yt+k dado y(t), denotada por 

para k > 2. Então, na (3.33), considerando dado y(t) ,T e A, podemos 
escrever: 

E(Yt+21 Y(t)  Ot À, 	E(O+2 Yt+i I Y(t)  À) r), 

Além disso, dado A , T e yt, yt+i  é independente de Ot+2; logo, 

E (O t-E2Yei-11Y(t)  , À, 	= E (0t+210)  , À, r)E (Yt+ilY(t)  , À, 7-) 

então, 

E (yt+2 Y(t), À, 7-) = XE(OtYti Y(t), À, r) 

E(Yt-Ezi Y(t), A, 7-) = AytE (Ot Y(t), À, r) 
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E(Yt+2.  I Y(t) 	= A2n 

E(y210) = E[E(yt+21y(t)  , À, TM 

E(yt+21Y(t)) = E(A2Yt) 

Portanto, podemos concluir que: 

E(Yt+21P)) = E(A2)Yt 

Considerando a amostra gerada por MCMC ACi), temos: 

1 E(À2 ) = 
M
— A 

' j=1 

No caso geral, temos que a previsão para yt+k  pode ser calculada como: 

(3.40) 

E(pti-kiY(t)) = E(A1̀)Yt 	 (3.41) 

onde 

E( Ak )= m-E ;=.1 

3.3 Resultados 

Resumindo os resultados desse modelo, temos: 

Modelo: 

Yt = OtYt-i + ; et  ni N(0,72) ; r2  desconhecido 

t  = À +wt  ; wt  N(A,72) 	; 72  conhecido 

	

À ri  N(rn, S2) 	; 	rn e S2  conhecidos 

A distribuição conjunta a posteriori para A e T 

2 

	

p(À, Tlyffi) 7—(a+1.) 	 expf 	exPi 2S  1 	(À — Inter) x 

	

frierni 	 ter) \ 
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t 	2  Yi-i Yi _ rn) 2} 
Fl 2 f-s.; rt(r) 

Distribuição marginal para T 

2 ( 	
A__ Lis-2 	) 7— —1(+1) 	

/3 	,s2 	 2 
P(A,TIYM) CC  	

1t 
exp{ }exp{--2 (77, 	Tn) 

i (7i(7)) 

Distribuição condicional para A 

p(Aly(t), 	cx exp 

1 t 2  ) St(7) = 	Yt-i 
+ 	--- 

2stlfr) (A nit(r))2} 

	

mi(?) en 	Mi-1)s  

	

S2 	.4-,  r jer) 	ter)  i=2 

onde 

7i(7) = 	± 72  

Distribuição condicional para T 

21 f 1  ( perly(t),  A) CX (Tri  (7); 	T exP 	2St(T) 	Int(r)) x  

exp 	2{
1 ÷ 	 Yi 

L-• n(r) yi_I  i=n2 	
771
)

2

} 

Distribuição condicional para Ot  

1 n  p(OtlYt,Yt-i, A, CX exp 	(ut  - ut) 2} 1. 2Et  

E (61t ly(t)) r_ EV2)1/4  72YtYt—i  
72ti  

V (6It ly(t) ) = Er  7272 	 + V {72A + 72YtYt-11 
17 2YÏ-1 + 72  J 	72t1 + 72  

onde 
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e 
1-2  À 12Mt-112  2 

[E(gt  I y(t))1 [72  À ± 12Yah-11 	r 
I2YLi  +72 I = E  ry2YLI +72  

para a amostra gerada (0)  , ACI) , j = 1,2...,M). 

Os valores esperados da preditiva para Otia e Yti-k > 1 são dados por: 

(E0t+kly(t)) = E(Ály(t)) 

V(Ot+k(y(t)) = V(ÁIY(t)) + i,2 

E(Yti-klY(t)) = E(Àh)yt 

onde 

= 1 

j=1 

1 x---• 0) 
• 7 	— 

i=1  

   

 

= 	1 	egi))2  — 
M — 1 L—d  

É=1  

onde M é o tamanho da amostra gerada para AO)  e r(i) 

Esses resultados serão aplicados no capítulo 5, no estudo de caso de séries financeiras, 

onde analisamos o índice de preços das Ações da Vale do Rio Doce, negociadas pela 
Bovespa em dólares, no período de 02 de janeiro de 1996 a 01 de fevereiro de 1999, e 

o preço da arroba do boi gordo, negociado pela Tortuga Cia Zootécnica Agrária, em 

dólares, de janeiro de 1998 a agosto de1999. 
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Capítulo 4 

Modelo Dinâmico para um 
Processo-Auto Regressivo de 
Primeira Ordem 

Neste capítulo, apresentamos uma ramificação do processo auto-regressivo de primeira 
ordem com coeficiente aleaório. Essa ramificação aplica-se quando assumimos uma es-
trutura de dependência dos Ot's tão forte quanto sua permutabilidade. 

Descrevemos o modelo para uma série temporal em função de seus componentes não 
observáveis Ot's quando Ot  é expresso em função dos valores desses mesmos componentes 
no instante anterior. 

Concentramo-nos no procedimento pelo qual obtemos estimadores atualizados dos 
componentes não observáveis a todo instante de tempo a partir da informação dada pelo 
componente observável do sistema, ou seja, yt. Dada a natureza linear dinâmica do mo-
delo, esta atualização seqüencial pode ser obtida representando o modelo sob a forma de 
espaço de estados e, então, utilizar o Filtro de Kalman, cujo procedimento é recursivo. 

O filtro de Kalman proporciona a elaboração de um algoritmo de estimação recursi-
vo, que tem sido utilizado com sucesso por engenheiros, na teoria de controle, e, mais 
recentemente por estatísticos e econometristas. 

Descrevemos a utilização do filtro de Kalman em problemas de previsão, onde a série 
temporal é modelada por uma média, que varia no tempo, superposta a um ruído adi-
tivo. Essa média é por hipótese, uma combinação linear de funções conhecidas cujos 
coeficientes são desconhecidos. Desse modo, a série pode ser representada por um sis- 
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tema linear cujo vetor de estados é formado pelos coeficientes desconhecidos e pelo valor 
da média do processo, no instante t. Nessas circunstâncias, o filtro de Kalman pode ser 
utilizado para obter estimativas ótimas do vetor de estados, com a vantagem de permitir 
a variação dos coeficientes através do tempo. 

4.1 O Modelo Filtro de Kalman e Suas Soluções 

Seja y(t) = (Yb Yt-i, 	denotando os valores observados de uma variável de inter- 
esse para diferentes tempos, assumindo que yt  depende de uma quantidade não observável 
Ot  (yt  e et  podem ser escalares ou vetores). Aqui vamos considerar Ot  como um vetor de 
parâmetros e nosso objetivo é fazer inferência sobre O. 

A relação entre yt  e Ot  é linear e especificada pela equação das observações e a carac-
terística dinâmica da variável não-observável Ot  é dada pela equação de estado. 

Yt = Ftet 4- vt 	 (4.1) 

et  = GtOt-i + wt 	 (4.2) 

onde 
Ft: uma quantidade conhecida, denominada na literatura como matriz de medida; 
vt: o erro observado assumido, normahnente distribuído com média zero e variância 

Vt  conhecida; 
Gt: quantidade conhecida, denominada matriz de transição; 
wt: erro do sistema com distribuição normal de média zero e variância Wt  conhecida. 
Por hipótese, vt  e wt  são considerados independentes entre si e entre estágios sub-

seqüentes. 
O objetivo aqui é analisar o comportamento do sistema descrito pelas equações (4.1) e 

(4.2) para avaliar a mudança de comportamento do vetor de parâmetros Ot  com o tempo. 
Para atingir esse objetivo, vamos empregar uma técnica conhecida como "Filtro de 

Kalman" (Meinhold e Singpurwala, 1983) que permite atualizar passo-a-passo o valor 
das médias e a matriz de covariância de Oh  à medida que é feita uma nova observação 
Yr. Esse procedimento de inferência de (média de Ot  condicionada às observações Y(t)) 
e da matriz de covariância Et  nos permite fazer previsões para a observação futura yt-Fi• 
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Como mostra Meinhold e Singpurwala(1983), essa inferência pode ser obtida aplicando 

diretamente o teorema de Bayes: 

P(OtiY“ ) ) cc  P(wlet, z (t-1))p(0tIv(t-1)) 
	

(4.3) 

onde p(ytlet, y(t-1)) denota a função de verossimilhança da observação yt  e p(0tly(t-1)) 

representa a distribuição a priori para Ot 
O procedimento recursivo pode ser melhor explicado se considerarmos o tempo (t —1) 

e observarmos os dados até esse tempo: y(t-1)  = (yt-i, ••., til). 
No tempo (t — 1), nosso conhecimento sobre Ot_i é dado pela distribuição de probabi-

lidade de Ot_i, ou seja : 

(0t..4  ly(t-1)) 	N(êt-i, Et-1) 	 (4.4) 

que representa a distribuição a posteriori para 0. 

Esse resultado é importante para observarmos que o procedimento recursivo é iniciado 

no tempo zero com 00  e E0  , nossa melhor suposição sobre a média e a variância de 01, 

respectivamente. 

Consideramos agora o desenvolvimento para o tempo t, porém em dois estágios: 

Antes da observação yt  e após a observação yt. 

1- 

	

	Antes da observação yt, nossa melhor escolha para 0t  é governada pela eq(4.2). 

Logo, (Otlyt-1) é urna combinação linear de duas normais independentes e, portanto, 

também tem distribuição normal com média e variância dadas por: 

E(Otly(t-1)) = E(Gt0t-i Y(t- 1)) + E(wti Y(t-I)) 

sendo wt  e y(t-I) independentes, então: 

E(Otly(t-1)) = GtE(Ot- iY(t-1)) 

denotando por ôt  = E(0t10-1), temos: 

= Gtêt..4  

V(Otly(t-1)) = V(Gt0t--i. iY(t-1)) + V(wtlY(t-1)) 

lembrando que wt  N(0, Wt) 

V(Otly(")) = CtV(0t ly(t-1) )Gt  + Wt 
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chamando 

v(at jy(t-i)) =Êt  

Et = GiEt-iGt + Wt 

temos que: 

(otly( -̀')) , matêt_bÊt) 
	

(4.5) 

2- Após a observação yt, nosso objetivo é calcular a distribuição a posteriori de et , 
usando a relação (4.3). Para isso, precisamos conhecer a função de verossimilhança 

L(Ot ly(0), ou equivalentemente p(YtiOt, y(t-1)), cuja determinação é feita pelo seguinte 

desenvolvimento: 

Seja et  o erro de predição de yt  dado 0-1), onde: 

út = E(Fatot_i 1 y(t-')) + E(vty(t-1)) 

sendo vt  e y(t4)  independentes, então: 

Út = FtGtE(0:- 1 it1)) = FtGát-i 

podemos, então, escrever: 

et  = yt  — 9: = yt— FtGtát-i 	 (4.6) 

Desde que Ft, Gt  e êt_1  sejam todos conhecidos, observar yt  é equivalente a observar 

et, assim a (4.3) pode ser reescrita como: 

p(otlyt,y(t-n)=p(otiet,y(t-i)) a p(640  t, Y(t-1) )P(OilY(t-1) ) 
	

(4.7) 

onde p(et i Ot, 0-1)) é a função de verossimilhança. 

Usando o fato de que yt  = FtOt  + vt , a eq(4.6) torna-se: 

et  = FtOt  + vt  — FtG tê t--1 

et = Ft (Ot — GtÔt-i) + vt 

assim, temos a média de et  dada por: 

E(eat , y(t-1)) = E[Ft(Ot  — Gtot_ i ) + vat , y“-1) ] 
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E(eti et, Y(t-I)) = E[FtOt — Gtêt-i)iet, te] + E(vti et, P-1)) 

E(etiet, y(t-1)) = Met —Gt&—i) 

A variância é dada por: 

V(etlet,y(t-1)) = E[et  — E(etiet, P-1) )? = E (v:19t, P-1) ) 

Lembrando da eq (4.1) que vt  ,--, N(0,14) temos: 

v(vtiet, y(t-1)) = vt  

Então, a função de verossimilhança é descrita por: 

	

(et i et, 0-1)) ^-# N[Ft(Ot — Gtêt-i), VA 
	

(4.8) 

Aplicando o teorema de Bayes, obtemos: 

pot iyt, y(t-I))  = Ket  iet, y(t-i)hot  1 y(t-3.)) 

	

i f P(et, et 10-10dOt 	 (4.9) 

Essa equação descreve melhor nosso conhecimento sobre Ot, no tempo t. Sendo que 

após o cálculo de p(OtiYt, Y&-l)) podemos voltar em eq(4.6) para o próximo ciclo do 

procedimento recursivo. 

O esforço requerido para obter p(Otly(t)) através da eq(4.9) pode ser evitado usando o 

resultado de estatística multivariada, muito conhecido, dado por Johnson e Wichern(1992, 

pp.133-139) e algumas propriedades padrão da distribuição normal. 

Sejam X1  e X2 com distribuição normal bivariada de médias mi e ma, respectivamente, 

e matriz de covariância-variância E denotada por: 

r) -Ncei); en E12)] X2 	P2 	E21 E22 
(4.10) 

Aplicando a eq(4.10), a distribuição condicional de X1  dado X2 é descrita por: 

(X 11X2  = x2 ) '-'-' N PI + E12E22-1  (x2 — p2), E11  — E12E;21E11 	(4.11) 
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onde a quantidade pi E12E2-21(x2 — p2) é denominada função de regressão e Ei2E22-1  
é o coeficiente de mínimos quadrados da regressão de X1  em x2. Assim, temos como 
resultado: 

N(P2> E22) 

Fazendo a coxxespondência entre X1  e X2 e et  e Ot  e, respectivaxnente, denotando esta 

correspondência por: 

= et 	X2= 02  

Desde que (OtirI)) "-ft N(Gtet-i; Et) , vendo a eq(4.5), temos que: 

/22 = Gte.t _t 	E22 = Et 

Na eq(4.5), substituindo XI  , X2 02 e 222 Por et ; et ; Gtet-t e St , respectivamente, 

e lembrando o resultado da eq(4.8): 

temos : 

desde que, 

similarmente temos: 

(eat ,y(") ) N[Ft(Ot — GtÔt-i),Vti 

Pi +EnSt-1(0t — Gtê2-1) = Ft(Ot — Gtet-i) 

Mi = O e E12 = FEt 

Ell 	E12E221E21 = E11 — FtEtn = Vt 

Desde que E11  = 3/4  + FtStn . Podemos concluir que a distribuição conjunta de Ot 

e et  dado y(t-1) pode ser escrita como: 

(et  et 	y("))'  •-•-fr N[(Gtêt _i  O) ; 	Et 	EtFI 	)] 	(4.12) 
FEt  Vt + FtEtP: 
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Fazendo et  a variável condicional e identificando a eq(4.12) com eq(4.10), obtemos, 
através da eq(4.11), o resultado: 

(Otiet, y(t-.1)) N(GtÔt_i+Etnitt+ FtEtn-let ; Et — Etn(Vt + FtEtnr iFtEt) 

(4.13) 

Esta é a distribuição a posteriori desejada. 
Agora, sumarizamos os resultados obtidos para salientar os elementos do procedimento 

recursivo: 
Após o tempo t — 1, temos a distribuição a posteriori para Ot-i: 

(et_ily(t-1))—N(Ôt-1,Et-1) 

a previsão E(ytly(t-1)); 

Yt = Fatêt- 

o erro de previsão; 

et = Yt — FtGtêt-i 

a média e a variância a posteriori de Ot ; 

êt  = GtÔt-1+ Etn(Vt + FtEtki)-let 	 (4.14) 

Êt  = Et  — Etn(Vt + FtEtn)FtEt 	 (4.15) 

distribuição a posteriori para Ot: 

4.2 Adaptação do Filtro de Kahnan 

No modelo do filtro de Kalman ordinário, as quantidades (Ft, Gt, Vt  e Wt) são todas 
consideradas conhecidas. Elas podem variar no tempo, mas somente se a natureza da 
variação também for considerada conhecida. Em muitas aplicações é dificil especificar 
algum ou todos esses parâmetros, devido à informação inadequada sobre o processo ou 
porque os parâmetros são permutáveis, mas a natureza exata dessa permuta é desconheci-
da. Nesses casos, o filtro de Kalman é aplicado para estimar os parâmetros desconhecidos 
em cada estágio. Na literatura, esse procedimento é conhecido como Filtro de Kalman 
adaptado, cujos estimadores dos parâmetros podem ser obtidos na forma do estimador 
bayesiano. 
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4.2.1 Inferência para um Modelo Filtro de Kalman Adaptado 

A estrutura de dependência imposta para a seqüência Ot, no modelo filtro de Kalma,n, 

especificada via equação de estado. O modelo descreve agora os Ot's permutáveis de um 

estágio para outro. Além disso, na prática, a natureza exata da permuta é desconhecida 

e, conseqüentemente, Gt  é desconhecido. Desde que não é possível especificar um modelo 

definitivo para et, é razoável assumir Gt  desconhecido, mas invariante no tempo. Se 

considerarmos todas quantidades como escalares e fazendo Gt  = À, Ft = Yt-1 ,Vt = et e 

Wt  = wt, podemos escrever o modelo como: 

Yt = OtYt—i ± 	 (4.16) 
Ot = À0t-1±L'it 

onde ("Et) 
) 

N 	
O 	o 2  

[(0 (O 
O\1 
	c2 , 02  e 72 conhecidos 

Por hipótese, et  e cot  são independentes entre si e entre estágios e À desconhecido é inde-

pendente de cot. 

Desde que À é desconhecido, assumimos uma distribuição a priori para o mesmo. 

Ainda que (4.16) seja urna generalização do Filtro de Kalman, sua análise produz difi-

culdades técnicas, no sentido de que a solução recursiva natural do mesmo é perdida. 

Dado os dados y(t)  = (Yt, Yt-i, ..., Yi), nosso objetivo é fazer inferência sobre Ot  e a 

previsão futura de yt+1. Então, precisamos obter a densidade a posteriori p(Ot lyn e a 

densidade preditiva para p(yt+Ily(t)). 

Podemos escrever a distribuição a posteriori de Ot  como: 

p(19t10)=1p(otly(t),A)p(AlY(̀))01 
	 (4.17) 

onde a densidade p(Otiy(t), À) é dada pela solução do filtro de Kalman. E a distribui ção 

a posteriori para À dado y(t) é: 

p(Aly(t)) =  P(A)L(Aly(t)) 
f p(A)L(Aiy(t))dA 

onde p(A) é a distribuição a priori para À e L(Aly(t)) é a função de verossimilhança de À 

dado y(t). 

(4.18) 
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4.2.2 Cálculo da Função de Verossimilhança 

A função de verossimilhança L(A 10)), em (4.18), é obtida pelo seguinte procedimento: 
No modelo Filtro de Kalman, a densidade preditiva de p(yijy(i-1)) é dado por: 

À) = 	 À)P(Oi iY(i-1), A)" 	(4.19) 

Da (4.16) temos que (040-1), À) é uma combinação linear de duas normais independentes 
e, portanto, também tem distribuição normal de média e variância dada por: 

E (0i 10-1), À) = E(A0i_ily(i-1)) + E(myr1)) 

E(gi  I 	, À) = AE(oi-i 10-1)) 

Da eq(4.4) temos que E(9i_ijy(i-1)) = Oi_i. Assim: 

= 

e 

v(A10-1), = v(Aei_110-1),) ) + 

v(0,10-1), À) = A2v(64 10-1)) + -T2  

também , da eq(4.4), temos V(0i-110-1)) = E 1, logo, 

V(Oily(i-1), À) = A2Ei_1 +'? 

portanto, 

(oily('-'), À) 	A2Ei_1 + 72) 	 (4.20) 

denotando n = 	+ 72  temos que: 

p(0i10-1), À) cc rik exp 	- 	- 	1) 2} 2n 

A (4.20) é a distribuição a priori para A. E a distribuição a posteriori para (4_1, no 
tempo (i - 1), após a observação yi-i, é dada pela eq(4.4), isto é: 

(oi_3.10-1), À) MA-1, Ez-1) 	 (4.21) 
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Da eq(4.16) podemos tirar também que: 

= 	ei 

si!!, À) = E(OiYi-1 	Ej 10j, 1,!! À) 	À) 

E(Yii0 j, r i), À) = OiYi--1 

e 

	

V(yil0i, Y(i-i), À) = V(OiYi-i + 	/i.i), À) 

v(yii os, y(-1), À) = v(otn_ii oi, ri"), À) + V(62) 

V(Yii0i, ri), À) = a2  

Logo, 

(Yil 01, 0-1)  , 	N(O4Yi-1,a2 ) 	 (4.22) 

isto é, 

p(yi lei, ri), À) CC Cri  eXP 2  

Temos também que p(yily("), À) pode ser expressa calculando-se: 

E(yily(i-1), À) = E(À0i-1Yi-1 + 	+ ei10-1), 

E(yily(i-1), À) = 	¡ri), À) + 	+ 	À) 

E(Ydri), = AE(Oi-i 

E(yily", À) = 

V(Yi 	= 	 À) + 	+ 	À) 
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= A2v(ei-1 iy -1))y 	V(w)y_1 + 0.2 

(yi y(i 	 À) = À2 iY 
± 	 ± 02 

Vbi 10-1) 	= 	+y2) +a2  

Vbii0-1), À) = 	+ Gr2  

Assim, 

(YilY("), À) "' NRAÔiYi-i) Yi2-1ri a21 
	

(4.23) 

Ou seja, 
1 	

2 

P(Yi10-1)  À) °C  (Yi2-1ri + 	exP + a2) (y
i  — AÔi_iyi_i) } 	(4.24) 

Podemos, então, escrever a função de verossimilhança de A como: 

L(À1Y) = 1-1P(YilY"-1),  À) 
i=1 

4.2.3 Cálculo de a Posteriori de Ot  dado y(t)  e A 

Vamos determinar agora a densidade p(Otly(t), A) que é o segundo termo na eq(4.17). 

Dado À. a densidade p(Ot ly(t) , A) é obtida pela solução do filtro de Ka1man, eq(4.13). 

Relacionando os termos nas equações (4.12) e (4.13) com as variáveis do problema: 

GtÔt_i = AÔt-i 
	nEt-Et = rtYt2-1 	Vt  4- FtEtF; = a2  + rtYt2-1 

Podemos concluir que a distribuição conjunta de Ot  e et  pode ser escrita como: 

ty2...irtylet rt  _ yt2.1 rt2(0.2 yt2 irtyl 

(Otiet, y(t-1),
A rsj  N ÀÔt-1 	rtYt-i(cf2  + 

(4.25) 

Denominando: 

rtyt-i 
y 	

Yt — Yt-IAÔt-i) Ôt 	)4-1 -Ir 2 	2 
Cf -1-  ,_irt 
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ou ainda, 

onde 

e 

Mt-1a2  ±r tYtYt-1  ot= 
+ 

ri = A2Êt-i +72 

Êt = rt rt2Yi i(cr2 -4-  Yt2  irtri  

ria2  Êt = 	 2 a2 
m  Yt-Irt 

(4.26) 

(4.27) 

Então, a distribuição a posteriori procurada é: 

p(Otly(t), À) o; 	exp {— 	— )2} 2Et  k. (4.28 

Onde êt  e rt  são funções de À. 

Se analisarmos a eq(4.28), observamos que Ô é o valor de peso na previsão do erro. 

A quantidade Êt  é denominada "matriz de ganho do Filtro de Kalman"e é o peso que 

multiplica o erro de previsão. Observamos também que a variância a posteriori de Oh 

Êt  não é influenciada pelo dado observado Yt. 

4.2.4 O Comportamento de Ot 

Agora queremos determinar o comportamento de Ot, para isso, temos da eq(4.17) que: 

P(Oti A iY(t)) = P(OiiY(t)  A)P(ÁIY(t) ) 

onde 

p(Aly(t)) ocP(A)L(À10) 

e p(À) é a priori para À, com distribuição normal, com média m e variância S2, ou seja: 

p(À) •-•-• N(iii, S2) 
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e 

P(MY(t)) 0c 	(W-irt + exp 
1 

A6i-lYt-1) 2  } X 
2(W 	+ a2) (Yi  

(4.29) 

2 

S-1  exp{ - 21s2  ()Ç - Yr) } 

e p(Otly(t), )0 é dada por: 

p(Otly(t))cc 	(et - êt)2 } 2?_,t  

sendo que da eq(4.26) 

rtYt-1  
6t = •À6t-1 ± 2 -1- 

2 	(Yt Yt--1)A-1) 
g Yt—irt 

e da eq(4.27) 

Êt = rt 	Ifrir2  W-irt) 1  - 

Os valores de E(Otiy(0) e EPõ(t)) são calculados usando os estimadores MCMC 

com amostras geradas pelos algoritmos amostrador de Gibbs (Casella e George, 1992) 
e Metropolis-Hansting (Chib e Greenberg,1995). Esse algoritmo é utilizado no contexto 

desse trabalho dentro do seguinte esquema: 
Inicia (yo,..., yt) ; Bo ; ),(°) ; âo = Oo 
Calcula; 

ôt  = "h_ _,_ a  riYo 	_ yooyA3) 
' 2 ± Oy" 

62 = A(43)62 ± 7-SL-(Y2 Y1)(())61) 
0-2  W7-2 

ôt = À" ôt-1 + 
rtYt-1  

0-2  + W-irt 
(Yt - Yt-OP)êt-i) 

para calcular ôt  e Et, gera-se: 

9(t1) 

49 



iv- 	COM (Y07 •••3 Yt) 	.607 .61,•••, êt_i usando a eq(4.29), gera-se: 

A(1)  P(A)L(Alvn 

com: 

Po(À) r  N(mo,S1,) 

1P(Ny(0) = L(Ny(0) 

°À t-lYi-1)
2
} ‘2(A10)) = 	Cf2)-2  exP 	+ a2) (a"  i=1 

V- 	gera o candidato: 

e 	N(mo, sd) 

vi- aceita o valor calculado com probabilidade a = min{1,p} 

= 	
‘Ne 10)) 	lb( IU-1) ly(0) o} 

1p2M-1)10) 7 a  \'‘ 

gera-se u de Uniforme [0,1] e faça: 

A(j+i) 	{ e  
À(.1) 

seu 

caso contrário. 

vii- volta para (ii) e repita o procedimento até obter a convergência, onde j = 1, M 

viii- calcula; 

1 E(A10) = E A0)  
j=1 

ni 
E(Otly(z)) = 	of7) 

5=1 

onde M é o tamanho da amostra gerada. 
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4.3 Densidade Preditiva para Ot±i e Yt+i 

4.3.1 Densidade Preditiva para et+1 

A distribuição preditiva para Ot+t  é dada por: 

P(Ot+i iY(t)) = f P(Ot4-11Yt, A)P(AlY(t))(1A 

Considerando que dado À, Ot+i é independente de yt, podemos escrever a equação anterior 

como: 

p(N-FliY(t)) = f P(Ot+). I À)P(A 0)(1A 	 (4.30) 

Como o procedimento utilizado neste modelo para obter os estimadores é um procedi-

mento recursivo da eq(4.16), temos que: 

Ot+i = ÀO + wt+i 	onde 	MA-1 r•-' N(0,'?) 

mas, por hipótese, é independente de y(t)  e entre estágios, então: 

(N+110), A) = (AN1v(t), A) + (wt+110), A) 

E(Ot-ti iY(t), A) = E(A0t10), A) + E (wt+11 (t)  , A) 

E (0t-F1 10) , A) = ÀE (Os iY(t), A) 

E(Ot+i iY(t), A) = )têt 

denotando 	= Mb onde át  é dada pela eq(4.26), ou seja: 

AN-la2  + rtYtYt-4  
vt =  sendo rt = A2Et-i + 72  

A variância de Ot+1  dado y(t) e À é descrita por: 

V(Ot+ily(t), À) = V(À0t iY(̀ ), À) + 17(wt+11?), 

v(N-F110) , = A2v(0410), A) +'? 
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v(et+ily(0, À) = A2Êt +72  

fazendo, 

	

IT (et-RIP) 	= Et+1 = A2Êt +'y2  

onde da (4.27): 

na2 
= 	2 

Yt  
2 
_ irt 

4.3.2 Densidade Preditiva para yi.44  

Temos que a densidade preditiva de Yt+i  dado y(t) é dada por: 

	

P(Yt+ 110)) = 	 (t1 /t),  A)P(AiY(t))d)1/4 

Mas, dado À, Yt+i é independente de todos os y's anteriores a yt. Assim, temos que: 

P(R-EtiY(n) = f P(Yt-FilYt, A)P(AiYndÀ 

Da eq(4.16), temos: 

E(Ytit 1), À) = ERÀ0t-1 + wt-t)Yt-i + et10-1), 

Podemos calcular o valor esperado e a variância de yt+1, dado y(n, usando o mesmo 

raciocínio, isto é: 

E(yt+11Y(t)  , À) = ERA& + wt)yi + et+110), À] 

como, por hipótese, wt  e et  são independentes entre si e entre estágios, então: 

E(yt+ilY(t), À) = E (À0tYtiY(t), À) + E(wtYtiY(t), À) ± E (Et+11 03 A) 

E (N-1-110, = AYtE (Ot IP), À) 

E(Yt-Fily(t), À) = Aytát 

E a variância: 

V(Yt+i iY(t), À) = V(À0tYtiY(t), + V (wtYtiY(t), À) + V(Et iY(t)  À) 
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V (yt±i 	À) = A201/(0t1Y(t), + Yill(toiy(t), +a2  

V(Yt+11Y(t), = A2Y:Êi + Y:72  + er2  

V(Yt-FilY(t), A) = y:(À2Êi + 72) + 02  

Assim, 

(Yi+ilY(t), À) N[AYiêt ; Y:(À2Êt + 72) + cr2] 	 (4.31) 

4.4 Resultados 

Resumindo os resultados desse modelo, temos: 

Modelo: 

Yt = OtYt-i ± Et 

Ot  = A-1 +Wt  

onde (€3 N [(
° 
0) (a20 -OY2)]  

Função de Verossimilhança: 

o-2  e 72  conhecidos 

2 1  
P(YilY(i-1), A) cx nein + er2 )-1  exP 	2(y? 	+a2)  (Y: 

Densidade a posteriori para Ot: 

P(OilYM, À) e< Êï.lexP{- 	- 0)2} 2Et  

Densidade a posteriori para À: 

2 1  
P(AlY(t)) °C ll (Y:-in +2)4 exP (Y: 	 x + o-2) 
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Os valores esperados da preditiva ele -0:+1  são dados por: 

E(Otnitit, = Àôt  

17(61t-F1 I Vty 	A2Êt ± 72  

A preditiva para Yr-Fi: 

(Yt-H.10)  , À) N[4têt ; (À2Êt + ?). + o-2 ] 

Obs: Como o procedimento para calcular E(Ottk-IYt+k-ilY(t)  , À) e 17(01-1-k -1 Yt+k-ij(t)7 

envolve aproximação numérica, omitimos aqui o cálculo de preditiva de yt+k para 1c >1. 
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Capítulo 5 

Aplicação - Estudo de Casos 

Nos capítulos 2, 3 e 4, apresentamos os modelos hierárquico e dinâmico para mode-

lagem do processo auto-regressivo com coeficiente aleatório. 

Neste capítulo, ilustramos a aplicação do processo auto-regressivo de coeficientes 

aleatórios, sob enfoque bayesiano, apresentando os resultados obtidos pelos modelos pro-

postos para estimação e previsão dos dados de duas série reais. 

Primeiramente, consideramos a série correspondente 0.0 preço de ações da Siderúrgica 

Vale do Rio Doce, em dólares, negociadas no preíodo de 02 de janeiro de 1996 a 01 de 

fevereiro de 1999, pela BOVESPA (Bolsa de Valores de São Paulo). 

Posteriormente, consideramos uma série que representa o preço da arroba do boi gor-

do,em dólares, negociadas pela Tortuga Cia Zootécnica Agrária, no período de janeiro de 

1998 a agosto de 1999. 

A partir das condicionais a posteriori, aplicando os algoritmos Gibbs e Metropolis-

Hasting, geramos amostras das séries supracitadas, considerando 5 cadeias com 3000 

iterações cada uma ,e para garantir a independência entre os valores simulados de cada 

parâmetro, tomamos 50% das iterações, isto é, desprezamos 1500 valores e desses demos 

um salto a cada 5 valores, selecionando, assim, uma amostra com 300 valores em cada 

cadeia, totalizando uma amostra final de 1500 valores. 

Utilizando essa amostra, aproximamos densidade preditiva dos parâmetros de inte-

resse de cada modelo, através dos estimadores de Monte Cano e verificamos graficamente 

qual o modelo que melhor representa os dados, em função dos valores previstos obtidos. 

Para cada modelo proposto, os resultados obtidos são apresentados através de tabelas 

e gráficos, conforme veremos a seguir. 
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5.1 Modelo Hierárquico com 7-2  Conhecida 

Aqui, apresentamos o estudo de caso de dois conjuntos de dados aplicando o modelo 

proposto por (3.2) , onde a variância do ruído (T2) é conhecida. 

A partir das distribuições a posteriori condicionais, segundo o algoritmo Gibbs, ge-

ramos amostras para cada um dos parâmetros de interesse. Uma vez obtida essas 

amostras, fizemos a previsão dos valores observados para os últimos 30 dias do período 

considerado, cuja análise apresentamos graficamente. 

Na Tabela 5.1, podemos observar os hiperparâmetros baseados em uma análise preli-

minar dos dados da série do preço das ações da Siderúrgica Vale do Rio Doce, negociadas 

em dólares, pela Bovespa, no período de 02 de janeiro de 1996 a 01 de fevereiro de 1999, 

considerando a priori informativa normal para e Ot. 

Tabela 5.1: Valores a Priori 
para ajustar a Série. 

1.0 0.5 0.65 0.33 
rn = média de 

S =  desvio padrão de À 
ey = desvio padrão de Wt 
T = desvio padrão de f t  

A figura 5.1 ilustra o comportamento da série e a figura 5.2 apresenta a previsão 

para os últimos 30 dias. 

Fig. 5.1: Evolução de preço diário de 	Fig. 5.2: Preços reais e previstos de 30 

ações da Vale do Rio Doce. 	 dias, de ações da Vale do Rio Doce. 
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Pelas figuras 5.1 e 5.2, podemos observar que tanto os preços reais quanto os valores 

previstos não apresentam estacionariedade. 

Com o objetivo de comparar a evolução de preços reais com os preços previstos, cal-

culamos a previsão desses preços para 30 dias e apresentamos os resultados obtidos nas 

figuras 5.3 e 5.4. 

Na figura 5.3, visualizamos o comportamento dos valores previstos considerando um 

passo (dia) à frente, ou seja, (Yti-k ly(t+k-1) ; k = 1, ...,30), enquanto que na figura 5.4, 

visualizamos a tendência da previsão e dos valores reais para os 30 dias, considerando 

os dados observados até o instante t, isto é, (yt+k  ly(t)), onde os 30 últimos dias foram 

deixados fora do conjunto de observações usadas no ajuste do modelo. 

945 	653 
	

655 

Fig. 5.3: Comparação diária de Preços 	Fig. 5.4: Tendência de preços 

de ações da Vale do Rio Doce. 	de ações da Vale do Rio Doce. 

Conforme podemos observar nas figuras 5.3 e 5.4, os valores previstos, obtidos a partir 

da amostra gerada, possuem, basicamente, a mesma tendência que os valores reais; houve 

apenas uma diferença de locação nos valores previstos, que pode ser vista na figura 5.3. 

Com o intuito de comparar os últimos 30 valores reais de yt  com os valores previstos, 

registramos na tabela 5.2, os valores de yt, Ot+k) Yt+k e o erro percentual de previsão. 
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Tabela 5.2: Valores Previstos, um passo à frente, para a série de preços 
de ações da Vale do Rio Doce, no período de 02/01/96 a 01/02/99. 

k Yt E(Ot+itlY(t) ) E(Yt+kil (t+4-1) ) et(%) 

1 8.1668 0.9987 8.1668 0.00 

2 8.3154 0.9987 8.1562 0.20 

3 8.2968 0.9987 8.1512 0.12 

4 8.2393 0.9987 8.1517 0.23 

5 8.3123 0.9987 8.1578 0.96 

6 8.8657 0.9988 8.1693 0.87 

7 8.8541 0.9988 8.1865 0.04 

8 8.2184 0.9987 8.2091 0.13 

9 8.3013 0.9988 8.2374 0.53 

10 8.6175 0.9988 8.2714 0.76 

11 8.8554 0.9988 8.3110 0.89 

12 9.0247 0.9989 8.3564 1.08 

13 9.2677 0.9989 8.4077 0.99 

14 9.2593 0.9989 8.4649 0.46 

15 8.8430 0.9989 8.5281 0.83 

16 9.2118 0.9989 8.5976 0.58 

17 9.0842 0.9989 8.6733 0.11 

18 8.5851 0.9988 8.7555 0.05 

19 8.7167 0.9989 8.8443 0.16 

20 8.7161 0.9989 8.9399 1.72 

21 10.5737 0.9992 9.0424 0.39 

22 9.4319 0.9990 9.1521 0.24 

23 9.3710 0.9990 9.2692 0.36 

24 9.5964 0.9991 9.3939 0.41 

25 9.0351 0.9990 9.5266 0.16 

26 9.3847 '0.9990 9.6673 0.34 

27 9.3234 0.9990 9.8166 0.25 

28 10.0604 0.9991 9.9745 0.41 

29 10.4134 0.9992 10.1416 0.18 

30 10.3368 0.9992 10.3181 0.37 
}brite: Valores de yt  fornecidos pela BOVESPA. 
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Temos também que o erro médio de previsão é dado por: 

ëj 	1  5-‘N IYan 91100  = 0.461% 
N 	you  i=i 

Como podemos verificar, esse modelo apresenta um erro médio percentual de pre-

visão inferior a 5%; assim, podemos concluir que o mesmo é adequado para fazer previsõe& 

de observações futuras. 

Agora, fazemos uni estudo de caso de uma série real que representa o preço da ar-

roba de boi gordo, em dólares, no período de janeiro de 1998 a agosto de 1999,negociado 

pela Tortuga Cia Zootécnica Agrária. 

Na Tabela 5.3, visualisamos os valores para os hiperparâmetros, baseados em uma 

análise preliminar dos dados, considerando priori informativa normal para À e O. 

Tabela 5.3: Valores das Densidades 
a Priori para ajustar a Série. 

7 

1.0 0.35 0.12 2.5 
= média de 

5= desvio padrão de 
= desvio padrão de Wt 

T = desvio padrão de Et 

A partir das distribuições a posteriori condicionais, segundo-o algoritmo-Gibbs, 

geramos amostras de tamanho 131 para cada uni dos parâmetros de interesse- e, assim, 

fizemos a previsão para os últimos 30 dias observados do período. 

A figura 5.5 ilustra a evolução do preço real da arroba do boi gordo e a figura 5.6 

visualiza a evolução do preço previsto um passo (dia) à frente e preço real nos últimos 30 

dias do período considerado. 
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Fig. 5.5: Evolução diária do preço 	Fig. 5.6: Previsão do preço 

da arroba do boi gordo. 	em 30 dias, da arroba do boi gordo. 

Pelas figuras 5.5 e 5.6, podemos observar que tanto os preços reais quanto os preços 

previstos apresentam n ão-est ac ion aried ad e. 

Comparamos graficamente a evolução dos preços reais com os preços previstos. Na 

figura 5.7, apresentamos os resultados obtidos na previsão de 30 dias, considerando uru 

passo (dia) à frente, enquanto que, na figura 5.8, apresentamos a tendência da previsão 

dos 30 dias considerando todos os dias anteriores, deixando de lado aqui também os 

últimos 30 dias da série dos dados usados para o ajuste do modelo. 
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Fig. 5.7: Comparação diária de preços reais 	Fig. 5.8: Tendência de preços 

e previstos da arroba do boi. 	 da arroba do boi. 

Conforme podemos observar nas figuras 5.7 e 5.8, os valores previstos possuem, basi-

camente, a mesma tendência que os valores reais. 

Com o intuito de visualizar esses resultados, apresentamos o erro percentual de pre-

visão na tabela 5.6. 
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Tabela 5.4: Valores Previstos, um passo à frente para a série de preço 
da arroba do boi gordo, em dólares, no perfodo de 01/1998 a 08/1999. 

k yt  E(Ot+k 10)) E(frt+k 10)) et(%) 

1 21.1100 1.0045 22.0450 4.42 

2 21.5100 1.0046 21.1076 1.40 

3 23.8400 1.0048 21.3110 10.61 

4 23.6900 1.0057 21.4203 9.58 

5 24.0500 1.0056 21.5355 10.45 

6 24.4000 1.0057 21.6567 11.24 

7 22.3300 1.0049 21.7841 2.44 

8 22.6500 1.0049 21.9177 3.23 

9 23.0300 1.0051 22.0576 4.17 

10 23.8400 1.0053 22.2040 6.68 

11 24.6000 1.0056 22.3569 9.11 

12 24.5200 1.0055 22.5164 8.17 

13 23.4100 1.0050 22.6827 3.10 

14 24.2000 1.0053 22.8560 5.55 

15 24.9900 1.0055 210362 7.81 

16 24.3700 1.0052 23.2237 4.70 

17 24.2300 1.0051 23.4185 3.34 

18 25.4500 1.0055 23.6208 7.18 

19 24.3800 1.0051 23.8307 2.25 

20 25.1300 1.0053 24.0485 1.19 

21 24.1100 1.0049 24.2742 0.68 

22 23.9500 1.0048 24.5081 2.33 

23 24.2500 1.0049 24.7504 2.06 

24 24.1000 1.0048 25.0013 3.73 

25 23.0800 1.0044 25.2609 9.44 

26 23.3800 1.0045 25.5295 9.19 

27 23.6800 1.0046 25.8073 8.98 

28 23.9000 1.0046 26.0946 9.18 

29 25.4000 1.0050 26.3915 0.43 

30 23.5500 1.0044 	. 26.6984 1132 
Fonte: Valores de yt  fornecidos por Tortuga Cia Z. Agréria. 
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Temos, também, que o erro percentual de previsãa é dado por: 

ët =  N E 	yob, 

Notamos um erro médio percentual superior a 5% , esse valor pode ter ocorrido devido 

à grande mudança no comportamento da série nos últimos 30 dias, quando comparados 

com as observações anteriores. 

5.2 	Modelo Hierárquico com T2  Desconhecida 

Agora, analisamos os dados das séries, considerando o modelo (3.1), onde a variância 

do ruído (r2) é considerada desconhecida. 

Na tabela 5.5, apresentamos os valores utilizados considerando a priori informativa 

normal e gama inversa para lambda e tau, respectivamente, para gerar amostras desses 

paramêtros a partir das distribuições condicionais a posteriori, considerando 5 cadeias 

com 3000 iterações cada uma. 

'Tabela 5.5: Valores das densidades a Priori. 
rn 	 7 a 
1.0 0.5 1 50 10 

= média de A 
S = desvio padrão de A 
-ya,desvio padrão de tv, 

a e b parâmetros da distribuição a priori de r 

Devido ao fato de as distribuições consideradas não apresentarem uma forma padrão, 

utilizamos, então, o algoritmo Gibbs combinado com Metropolis-Hasting, para gerar 

amostras considerando a série de preços das ações da Vale do Rio Doce. 

Para obtermos uma independência dos pontos amostrais, desprezamos 50% dos va-

lores iniciais e selecionamos um valor a cada 5, totalizando assim, uma amostra de 300 

valores em cada cadeia, obtendo urna amostra final com 15013 dados. 

As figuras 5.9, 5.10 e 5.11 mostram a convergência para os dados da série simulada, 

partindo de uma condição inicial arbitrária, demonstrando, de forma gráfica, a análise de 

convergência para A, para repara A er e as figuras 5.12 e 5.13 apresentam os histogramas 

dessas distribuições a posteriori estimados por simulação para os parâmetros r e A, uma 

vez que não é possível deduzir explicitamente a expressão dessas distribuições 
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Fig. 5.9: Convergência para T. 	Fig. 5.10: Convergência para À. 
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Fig. 5.11: Convergência para A e T. 

A convergência das amostras geradas pelo algoritmo Gibbs com Metropolis-Hasting 

foi monitorada utilizando o método proposto por Gelman e Rubin (1992), o qual se baseia 

na análise de variância (ver anexo A). 

Fig. 5.12: Dist. a Posteriori para T. 	Fig. 5.13: Dist. a Posteriori para À. 
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As figuras 5.12 e 5.13, mostram que as distribuições a posteriori são assimétricas. 

Na figura 5.14, visualizamos a evolução de preços reais e de preços previstos um 

passo (dia) à frente (yt+k  ly(t+k-1) ; k = 1, ...,30), enquanto que na figura 5.15, visual-

izamos a tendência dos preços das ações da Siderúrgica Vale do Rio Doce, negociadas nos 

últimos 30 dias do período analisado , sendo que os valores de yt+k são calculados con-

siderando todos os dados anteriores, ou seja, (yt+k  iy(0), observando que nas duas figuras 

OS últimos 30 dias foram deixados fora dos dados usados para o ajuste do modelo. 

Fig. 5.14: Comparação diária de preços 	Fig. 5.15: Tendência de preços 

de ações da Vale do Rio Doce. 	de ações da Vale do Rio Doce. 

Na figura 5.14, é possível observar que, pelo fato de acrescentarmos uma incerteza na 

variância, ocorre uma discrepância nos valores previstos a partir da amostra gerada, em 

relação aos valores reais dos dados. 

Na tabela 5.6, mostramos os valores reais dos últimos 30 dias do período, os valores 

de Ot+k, os valores previstos yt+k correspondentes e o erro de previsão, como intuito de 

fazer a comparação dos valores previstos e os valores reais. 
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Tabela 5.6: Valores Previstos, um passo à frente para a série de preços 
de ações da Vale do Rio Doce, no Período de 02/01/96 a 01/02/99. 

k Yt E(Ot+kill(t)) E(Yt+kiY(t+h-1)) et(%) 

1 8.3154 1.0084 8.2351 0.96 

2 8.2968 0.9967 8.3372 0.48 

3 8.2393 0.9958 8.3711 1.59 

4 8.3123 0.9959 8.1323 2.16 

5 8.8657 0.9961 8.3367 5.96 

6 8.8541 0.9957 8.9186 0.72 

7 8.2184 0.9959 8.9616 9.04 

8 8.3013 0.9956 8.3650 0.76 

9 8.6175 0.9960 8.3702 2.86 

10 8.8554 0.9972 8.7158 1.57 

11 9.0247 0.9970 8.8360 5.24 

12 9.2677 0.9957 9.2256 0.45 

13 9.2593 0.9956 9.2665 0.07 

14 8.8430 0.9944 9.4157 6.47 

15 9.2118 0.9979 8.9353 3.00 

16 9.0842 0.9939 9.0385 0.50 

17 8.5851 0.9945 9.2424 7.65 

18 8.7167 0.9958 8.7016 0.17 

19 8.7161 0.9947 8.6706 0.52 

20 10.5737 0.9931 8.7068 17.65 

21 9.4319 0.9961 10.7540 14.01 

22 9.3710 0.9964 9.4875 1.13 

23 9.5964 0.9960 9.6433 6.73 

24 9.0351 0.9963 9.1229 2.78 

25 9.3847 0.9959 9.2149 1.16 

26 9.3234 0.9960 9.2699 7.89 

27 10.0604 0.9963 10.0953 3.05 

28 10.4134 0.9952 10.5008 0.83 

29 10.3368 0.9960 10.5593 2.15 

30 9.9297 0.9955 10.4883 5.62 

Fonte: Valores de yt  fornecidos pela BOVESPA. 
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Nesse caso, temos um erro médio de previsão dado por: 

1  5—"N (Y° b8 	100 = 3.75% 
et  N 	yob, 

Comparando o erro médio de previsão nos dois casos, a variância conhecida e a 

variância desconhecida, observamos que, no segundo caso quando acrescentamos uma 

incerteza na variância, temos um grande aumento no valor do erro médio. Esse resultado 

é esperado devido ao aumento da incerteza nos parâmetros do modelo. 

Agora, analisamos os dados da série de preço da arroba do boi gordo com o modelo 

(3.1), onde a variância do ruído (r2) é considerada desconhecida. 

Na tabela 5.7, apresentamos os valores utilizados considerando as prioris informativas 

normal e gama inversa para lambda e tau, respectivamente, para gerar amostras desses 

parâmetros a partir das distribuições condicionais a posteriori, considerando 5 cadeias 

com 3000 iterações cada uma. 

Devido ao fato de as distribuições consideradas não apresentarem uma forma padrão, 

utilimmos, então, o algoritmo Gibbs combinado com Metropolis-Hasting para gerar essas 

amostras e, para obtermos uma independência dos pontos, desprezamos 50% dos valores 

iniciais e selecionamos um valor a cada 5, totalizando, assim, 5 amostras de 300 valores 

em cada cadeia, obtendo uma amostra final de 1500 valores. 

Tabela 5.7: Valores das Densidades a Priori. 

'Y a 

1.0 0.75 0.3 40 10 
m = média de À 

S = desvio padrão de À 
ey = desvio padrão de cot 

a e b parâmetros da distribuição a priori de T 

As figuras 5.16, 5.17 e 5.18 mostram a convergência para os dados da série simulada, 

partindo de uma condição inicial arbitrária, demonstrando, de forma gráfica, a análise de 

convergência para À, para 7" e para À e i-. 
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Fig. 5.16: Convergência para T. 	Fig. 5.17: Convergência para À. 
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Fig. 5.18: Convergência para A e T. 

A convergência das amostras geradas pelo algoritmo Gib'bs com Metropolis-Hasting 

foi monitorada utilizando o método proposto por Gelman e Rubin (1992) (ver anexo A). 

Agora, nas figuras 5.19 e 5.20, apresentamos os histogramas das distribuições a pos-

teriori estimados por simulação para os parâmetros T e À, uma vez que não é possível 

deduzir explicitamente a expressão dessas distribuições. 
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Fig. 5.19: Dist. a Posteriori. para -7- 	Fig. 5.20: Dist. a Postriori. para À 

A figura 5.19 mostra que a distribuição a posteriori de 7-  é assimétrica. 

A figura 5.21 ilustra a evolução de preços reais e de preços previstos um passo (dia) à 

frente, enquanto que a figura 5.22 mostra a tendência de preços da arroba do boi gordo 

nos últimos 30 dias do período considerado, sendo que, aqui também, os mesmos foram 

deixados fora do conjunto de dados utilizados no ajuste do modelo e, para se obterem os 

valores previstos, foram considerados todos os outros dados anteriores 
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Fig. 5.21: Comparação diária de preços 	Fig.5.22: Tendência de preços 

da arroba do boi gordo. 	 da arroba do boi gordo. 

Na figura 5.22, é possível observar que ,pelo fato de acrescentarmos uma incerteza na 

variância, ocorre uma discrepância nos valores previstos a partir da amostra gerada, em 

relação aos valores dos dados reais. 

Na tabela 5.8, comparamos os valores reais dos últimos 30 dias do período com os 

valores valores previstos yt+k correspondentes. 
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Tabela 5.8: Valores Previstos, um passo à frente para a série de preços 
da arroba do boi gordo no Perfodo de 01/1998 a 08/1999. 

k Yt E(Oti-kiY(t)) Allt-EklY(t)) et(%) 

1 21.5100 1.0210 21.5535 0.21 

2 23.8400 1.0195 21.9289 8.01 

3 23.6900 1.0218 24.3600 1.40 

4 24.0500 1.0209 24.1856 0.56 

5 24.4000 1.0220 24.5795 0.73 

6 22.3300 1.0225 24.9492 11.72 

7 22.6500 1.0189 22.7525 0.45 

8 23.0300 1.0183 23.0641 0.14 

9 23.8400 1.0192 23.4733 1.53 

10 24.6000 1.021 24.3189 -1.14 

11 24.5200 1.0198 24.086 2.30 

12 23.4100 1.0208 25.0303 6.93 

13 24.2000 1.0194 23.8639 L38 

14 24.9900 1.0200 24.6844 2.77 

15 24.3700 1.0184 25.4497 4.43 

16 24.2300 1.0191 24.8359 2.50 

17 25.4500 L0185 24.6794 3.02 

18 24.3800 1.0197 25.9505 6.44 

19 25.1300 1.0199 24.8658 1.05 

20 24.1100 1.0189 25.6039 6.19 

21 23.9500 1.0184 24.5546 2.52 

22 24.2500 1.0194 24.4157 0.68 

23 24.1000 1.0187 24.7034 2.50 

24 23.0800 1.0175 24.5217 6.24 

25 23.3800 1.0172 23.4764 0.41 

26 23.6800 1.0167 23.7701 0.38 

27 23.9000 L0180 24.1068 0.86 

28 25.4000 1.0171 24.3084 4.28 

29 23.5600 1.0181 25.8594 9.75 

30 24.3000 L0169 23.9582 1.40 

Fonte: Vifores de yt  fornecidos por Tortuga Cia Z. Agrária. 

69 



Nesse caso, temos um erro médio de previsão dado por: 

N 

= 1  E iYoba 91 	= 3.06% 
Yobs ira 

Aqui, mesmo acrescentando uma incerteza na variância, o erro médio de previsão foi 

menor que no caso anterior; portanto podemos afirmar que este modelo é adequado para 

ajustar dados financeiros bem como para fazer previsões de observações futuras. 

5.3 Modelo Dinâmico com Variância Conhecida 

A ilustração para o processo dado pelo modelo proposto em (4.16) é análoga às ilus-

trações anteriores. Consideramos os mesmos conjuntos de dados; primeiramente, anal-

isamos os preços de ações da Vale do Rio Doce. 

Na tabela 5.9, apresentamos os valores aplicados a partir de distribuições a priori 

normal para À e Ot  e geramos amostras a partir das distribuições condicionais a posteriori 

para os parâmetros, considerando 5 cadeias com 3000 iterações cada uma. 

Tabela 5.9: Valores a Priori. 

7a tio 

1.0 0.5 0.65 0.3 10 

m = média de À 
S = desvio padrão de À 

= desvio padrão do ruído da eq. de estados 
a desvio padrão do ruído da eq. observações 

tio = valor inicial de yt, arbitrário. 

Pelo fato de as distribuições a posteriori condicionais não apresentarem uma forma 

padrão, simulamos amostras aplicando o algoritmo Gibbs com Metropolis-Hasting, sendo 

que, para assegurarmos a independência entre os valores simulados para cada parâmetro, 

consideramos 50% das 3000 iterações, ou seja, desprezamos 1500 valores e, desses, damos 

um salto de 5 para cada valor, selecionando, assim, uma amostra de tamanho 300 em 

cada cadeia, totalizando uma amostra de 1500 valora 

Os resultados obtidos dessa amostra são apresentados de forma gráfica, conforme as 

figuras a seguir. 

As figurasi5.23, 5.24 e 5.25 mostram a análise de convergência para os parâmetros de 

interesse, partindo de condições iniciais arbitrárias dos dados da série. 

70 



soo 1000 1500 
,a0,0.18 

3 55 	1 	15 	2 	25 
iantda 

085-i 	-55 

1.05 

015 

19 

595 

1185 

0.9 

1500 SOO 
	

1000 

Fig. 5.23: Convergência para À. 	Fig. 5.24: Convergência para et- 

Fig.5.25: Convergência para À e O. 

Aqui, também, a convergência das amostras geradas pelo a1goritmo Gibbs com 

Metropolis-Hasting foi monitorada utilizando-se o método proposto por Gelman e Rubin 

(1992) (ver anexo A). 

Agora, apresentamos graficamente a distribuição a posteriori de À e Ot, onde os 

gráficos 5.26 e 5.27 mostram os histogramos estimados por simulação, pois as mesmas 

não apresentam uma forma padrão. 
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Fig. 5.26: Dist.  a  Posteriori para A. 	Fig. 5.27: Dist. a Postriori para O. 

Através das figuras, podemos verificar que as distribuição a  posteriori  são simétrica, 

no caso dos dois parâmetros. 

Na figura 5.28, visualisamos a evolução de preços reais, e na figura 5.29, os preços 

reais e previstos das ações da Siderúrgica Vale do Rio Doce, negociadas em dólares, pela 

BOVESPA, nos últimos 10 dias do período de 02 de janeiro de 1996 a 01 de fevereiro de 

1999, considerando um passo (dia) à frente. 

valvse Reais e Pedidos de Aptos peei 10 Nes 

14 

909.1  
1— V Plevill±11 

2 

'li 

10 

e 

1 

100 2 	300 400 500 600 700 	 IQ  615 104 615 616 64? 648 648 650 651 0,2 _.,._ 
i 

Fig. 5.28: Evolução diária de preços 	Fig. 5.29: Evolução de preços em 10 

	

de ações da Vale do Rio Doce. 	dias, de ações da Vale do Rio Doce. 

Na figura 5.29, é possivel observar que , os valores previstos estão bem próximos dos 

valores reais com pequeno erro de previsão conforme podemos observar na tabela 5.10. 
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Tabela 5.10: Valores Previstos, um passo à frente para a série de preços 
de ações da Vale do Rio Doce, no período de 02/01/96 a 01/02/99. 

t + 1 Yt E(Ot-ft I Yd E(Yt+1 Kit) et(%) 

643 9.4319 0.8932 8.4249 10.67 

644 9.3710 1.0333 9.6831 3.33 

645 9.5964 1.0611 10.1832 6.11 

646 9.0351 0.9423 8.5138 5.76 

647 9.3847 1.0443 9.8005 4.43 

648 9.3234 0.9931 9.2591 0.68 

649 10.0604 1.0794 10.8594 7.94 

650 10.4134 1.0357 10.7853 3.57 

651 10.3368 1.0288 10.6345 2.88 

652 9.9297 0.9994 9.2400 6.94 

Fonte: Valores de yt  fornecidos pela BOVESPA. 

Temos também que o erro percentual de previsão é dado por: 

N 1(  

= 	IY£365 ü)I 	= 5.23% N 	Voas 

Mediante os resultados obtidos neste exemplo, vale ressaltar que a dependência das 

variáveis (coeficiente) do modelo auto-regressivo não apresenta mudanças muito acentu-

adas na previsão das observações futuras. 

A ilustração para o processo dado pelo modelo proposto em (4.16) é análoga a ilus-

trações anteriores. Consideramos a série que representa o preço da arroba do boi gordo. 

Na tabela 5.11, apresentamos os valores aplicados a partir de distribuições a priori 

normal para À e Ot  e geramos amostras a partir das distribuições condicionais a posteriori 

para os parâmetros, considerando 5 cadeias com 3000 iterações, cada uma. 

Tabela 5.11: Valores a Priori. 

TIL S 7 a Yo 

1.0 0.3 0.12 2.5 10 

nt = média de A 
S = desvio padrão de A 

-y = desvio padrão do ruído da eq. de estalos 
o-  = desvio padrão do ruído da eq. observações 

Yo = valor inicial de yt  ai-bitrário. 
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Pelo fato de as distribuições a posteriori  condicionais não apresentarem unia forma 

padrão, simulamos amostras aplicando o algoritmo Gibbs com Metropolis-Hasting, sendo 

que, para assegurarmos a independência entre os valores simulados para cada parâmetro, 

consideramos 50% das 3000 iterações, ou seja, desprezamos 1500 valores e desses demos 

uru salto de 5 para cada valor, selecionando 5 amostras de 300 valores, totalizando urna 

amostra de tamanho 1500 . Os resultados obtidos por essa amostra são apresentados de 

forma gráfica. 

As figuras 5.30, 5.31 e 5.32 mostram, graficamente, a análise de convergência para os 

parâmetros de interesse, partindo de condições iniciais arbitrárias dos dados da série. 

Cr 	 OS 
O 	 500  

Surteái 

Fig. 5.30: Convergência para À. 	Fig. 5.31: Convergência para Ot. 

1.9 

12 

1.1 

 

19 

0.7 

40 

Fig. 5.32: Convergência para À e Ot• 

Aqui, também, a convergência das amostras geradas pelo algoritmo Gibbs com Metropolis-

Hasting foi monitorada pelo método de Gelman e Rubin (1992) (ver anexo A). 

10011 1500 500 
	

1000 
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[--  V.Real 
— V.Pardáo 

Agora, apresentamos graficamente a distribuição a posteriori de À e Ot  onde os gráficos 

5.33 e 5.34 mostram os histogra.mos estimados por simulação, pois as mesmas não apre-

sentam uma forma padrão. 
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Fig. 5.33: Dist.a Posteriori para À. 	Fig. 5.34: Dist. a Postriori para O. 

Através das figuras, podemos verificar que as distribuições a posteriori são simétricas, 

no caso dos dois parâmetros. 

Na figura 5.35, visualisamos a evolução de preços reais e de preços previstos da arroba 

do boi gordo, enquanto que, na figura 5.36, visualizamos a comparação entre o preço real 

e o preço previsto, considerando um passo (dia) à frente, nos últimos 10 dias do período 

de agosto de 1999, sendo que esses não foram computados no conjunto dos dados usados 

para ajustar o modelo. 
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Fig. 5.35: Evolução diária do preço da 	Fig. 5.36: Evolução do preço 

arroba do boi gordo 	 da arroba de boi gordo,em 10 dias 

75 



Na figura 5.36, é possível observar que os valores previstos, dado o preço real do dia 

anterior, estão bem próximos dos valores reais com pequeno erro de previsão. Isso é 

comprovado pelos valores da tabela 5.12. 

Tabela 5.12: Valores Previstos, um passo (dia) à frente, para a série 
de preço da arroba de boi gordo, no período de 01/1998 a 08/1999. 

2 I- 1 Yt E(Ot-F1Illt) E(Yt+1iYt) ed%) 

121 24.1100 0.9941 23.9665 0.59 

122 23.9500 0.9372 22.4461 6.27 

123 24.2500 1.0486 25.4284 4.85 

124 24.1000 0.9157 22.0683 8.43 

125 23.0800 0.9950 23.0676 0.05 

126 23.3800 0.9824 22.9676 1.70 

127 23.6800 0.9830 23.2780 2.60 

128 23.9000 0.9840 23.5183 1.59 

129 25.4000 1.0165 25.8195 .1.65 

130 23.5000 0.9743 22.9550 2.56 

131 24.3000 1.0323 25.0852 3.23 

Fonte: Valores de yt  fornecidos por Tortuga Ca Z. Agrária. 

Temos também que o erro percentual de previsão é dado por: 

= 
1 N "aba ü)l  100 = 3.53% 
N 	Yobs 1=1 

Dentre os resultados obtidos neste estudo de caso, podemos concluir que o modelo 

auto-regressivo de primeira ordem com coeficiente aleatório, é adequado para ajustar 

dados financeiros bem corno para fazer previsões de observações futuras, com ressalva do 

caso em que consideramos a variância do ruído (.i-2) desconhecida. 
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Capítulo 6 

Considerações Finais 

6.1 Conclusão 

O uso de modelos hierárquico e dinâmico para modelagem de processos auto-regressivos 

com parâmetros aleatórios são alternativas eficientes para analisar e para fazer previsões 

futuras da evolução de valores econômicos. 

Nesse caso, a análise bayesiana, usando método de simulação de Monte Cano em 

Cadeia de Markov, tem implementação razoavelmente fácil, não exigindo desenvolvimen-

to de aproximações numéricas, e as inferências obtidas são bastante precisas. Entretanto, 

conforme resultados gráficos obtidos, podemos observar que o modelo hierárquico, onde 

consideramos a variância do ruído (r2) conhecida, apresenta os valores previstos mais 

próximos dos valores reais, no período considerado Porém a abordagem bayesiana é 

estendida para modelos mais realistas, onde temos incertezas sobre as variâncias dos 

ruídos. 

Nesses modelos mais gerais, os erros de previsão crescem como era de se esperar; 

mesmo assim , os modelos mostram-se mais adequados para previsão de séries não-

estacionárias. 

6.2 Proposta Futura 

Este trabalho pode ser aplicado para dados em outras situações que envolvam modelos 

com parâmetros aleatórios, variantes no tempo; esses modelos encontram aplicação em 

áreas como economia, engenharia. 
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As técnicas utilizadas aqui podem ser aplicadas, também, considerando-se as extensões 

dos modelos. O modelo hierárquico pode ser estendido considerando a variância do ruído 

(9) desconhecida, ou seja: 

Yt = OtYt-i 4- et ; et  r•-• N(0, r2) 72  desconhecido 

tot .--• N(0)72) 9 desconhecido 
	(6.1) 

A .--• N(m, 82) 	; rn e S2  conhecidos 

Pode-se, também, estender o procedimento do Modelo Dinâmico, descrito no capítulo 

4, considerando-se desconhecida a variância do ruído (€t) da equação de observa ções, isto 

é: 

Yt = OtYt-1 I' Et 	
(6.2) 

Ot = A0t-1 ± Wt I 

onde 
	

7W{) " NR: ) ; Cr: :12)] 

	

a2 e 9 desconhecidos 

Outra extensão seria considerar o processo auto-regressivo que modela a variação 

dos coeficientes aleatórios como um modelo AR(p), p > 2. 
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Anexo A 

Critério de Convergência de Gehnan e Rubin 

Para verificarmos se as amostras geradas pelos algoritmos amostrador de Gibbs com 

Metropolis-Hasting estão realmente convergindo para uma distribuição estacionária, uti-

lizamos o algoritmo baseado na tknica proposta por Gelman e Rubin (1992), o qual con-

sidera pelo menos 2 cadeias paralelas com valores iniciais amostrados de uma distribuição 

bem comportada. Após as cadeias atingirem estacionariedade, digamos na n-ésima ite-

ração, consideramos, então, uma seleção (Os,Os+h,•••,0i-Exh), como uma amostra aleatória 

da distribuição desejada. Devemos assumir h razoavelmente grande, de tal forma que dois 

valores sucessivos de Ot  sejam independentes e, assim, teremos uma amostra independente 

identicamente distribuída (iid). 

A convergência da simulação é monitorada estimando o fator em que a escala da dis-

tribuição deva ser reduzida se as simulações são feitas até o limite quando o número de 

iterações tendem para o infinito (N oo). 

Se cada seqüência tem comprimento M + N, descartamos as M primeiras amostras e 

consideramos as N últimas, dai calculamos: 

u
E,_ (õ.  - )2 

_  2-1 I.  
k —1 

onde O. são as k médias baseadas nas N últimas iterações da seqüência. 

w 	 

onde 

si .Lta((ii. —  
N — 1 

Podemos observar que U representa a variabilidade entre as k seqüências e W repre-

senta a média das k variâncias dentro das seqüências. Portanto, a média e a variância da 

distribuição estacionária podem ser estimadas por: 

2  0 	N-1, 1 r, 
= 	vv + -1J 
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Portanto, temos que a distribuição de Ot condicionada aos dados tem aproximada-

mente uma distribuição t-Student com média fi e desvio padrão dado por: 

e graus de liberdade (g.1) 

2122 
g.1 
- Var(12) 

onde 

2 	 (k+1)2 + 2 ) U2+ 
Var(12)= 	) ()var(a2)+  

kN 

(2(k + 1)(N— 1)\ N [cov(a2~ 
  kN 	k - 2&.cov(0,2,Õi)] ) 0 

Com as variâncias e as covariâncias estimadas, podemos estimar o fator de redução 

de escala potencial por: 

NFR= (g.1+3\ 

il; gi+1) 

Esperamos que esse valor convirja à medida que o número de iterações tende para o 

infinito (N - oo); caso não ocorra, devemos considerar mais simulações para melhorar 

a convergência sobre a distribuição de interesse, ou seja, quando VÃ 1, Gelman e 

Rubin (1992) argumentam que as amostras selecionadas convergem em distribuição para 

a distribuição condicionada aos dados, e os pontos amostrais são iid. 
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Anexo B - Programa I- Matlab 

Algoritmo Gibbs para o Modelo Hierárquico com Variância 

Conhecida 

Leitura dos dados 

clear 

load ibovespa.m; 

dados=ibovespa; 

y=dados(:,2); 

T=length(y); 

TO=T-30; 

Condições iniciais 

m=1; 

S=0.5; 

g=0.65; 

tan=0.33; 

mt(1)=m/S-2; 

s(1)=1/S-2; 

r(1)=tau-2; 

s(2)=(1/S-2+y(1)-2/( ga2*y(1)-2+tau-2))-(-1); 

mt(2)=(m/S-2+y(2)*y(1)/((g-2)*(y(1)-2)+tau-2))*s(2); 

r(2)=g-2*p(1)"2+tan-2; 

for j=3:T 

r(j)=g-2*y(j-1Y2 + tau-2; 

s(j)=(s(j-1)*r(j))/(s(j-1)*y(j-1)-2+r(j)); 

mt(j)=(s(j-1)*y(j)*y(j-1)+mt(j-1)*r(j))/(s(j-1)y(j-1)-2+r(j) ); 

Eth(j)=mt(j-1); 

Vth(j)=(s(j-1)+g-2); 

Ey(j)=mt(j-1)*y(j-1); 

Vy(j)=s(j)*y(j-1)-2 + (g-2*y(j-1)^2 + tau-2); 

end 

Eyk(1:TO)=y(1:TO); 

for k=1:(T -TO) 
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Eyk(TO+k)=mt(TO)*Eyk(TO+k -1)+(k -1)*s(TO)*Eyk(TO+k -2); 

end 

Intervalo de credibilidade 

eth=1.96*sqrt(Vth); 

ey=1.96*sqrt(Vy); 

disp('Valores de y. 	Eyk(T0+30'); 

dispay(TO:T), 	Eyk(TO:T)' ]) 

Gráficos 

x=[1:1:/3; 

whitebg('w') 

plot(y) 

print -depsc figl 

figure (2) 

plot(x,y,'r',x(TO:T),Ey(TO:T),'b') 

%titleeValores Reais e Valores Previstos das Ações y') 

legend('V.Real',1 V.Previsto') 

print -depsc fig2 

figure(3) 

plot(x(TO:T),y(TO:T),1r1 ,x(TO:T),Ey(TO:T),'W) 

%title('Valores Das Ações Previstos Um Dia') 

legend('VeReal','V.Previstol) 

print -depsc fig3 

figure (4) 

plot(x(TO:T),y(TO:T),'r',21(TO:T),Eyk(TO:T),'b') 

title('Valores Das Ações Previstos para 30 Dias') 

legend('V.Real',1 V.Previsto') 

print -depsc fig4 
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Anexo C - Programa II - Matlab 

Algoritmo Gibbs com Metroplis-Hasting para o Modelo 
Hierárquico com Variância Desconhecida 

clear 

% Leitura do arquivo de dados para execução do programa 

load ibovespa.m; 

YY=ibovespa(:,2); 

% Entrada dos dados (condições iniciais) 

kk=30; 

for k=1:kk 

clear y 

T = 652-31+k; 

y = YY(1:T); 

m = 5 ; 	 % n ° de cadeias 

t = 3000; 	 % o°  de interações p/ cadeia 

M=1; 

S= 0.5; 

a=50; 

b=10; 

g=1; 

taui=linspace(0.1,0.3,m); 	% tau inicial 

lambi=linspace(0.1,0.5,m); 	% lambda inicial 

7. 	valor inicial da j-enésima cadeia 

for j=1:m 

tau(1,j)=taui(j); 

lamb(1,j)=1ambi(j); 

c(j)=0; 

for i=2:t 

gerando o valor para lambda 

rtv=g -2*y(1:T -1). -2+tau(i -1,j)-2; 

Stv= (sum (y(1:T-1).^2./rtv )+1/8 "2 )(-1); 

Mtv=(m/S-2+sum((y(2:T).*y(1:T-1))./rtv))*Stv; 
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lamb(i,j)=normrnd(Mtv,(Stv)"(1/2)); 

gerando valor para tau 

AB=gamrnd(a,l/b); 

tau(i,j)=1/AB; 

rtn=g-2* y(1:T-1).-2+tau(i,j)-2 ; 

Stn= ( sum ( y(1:T-1).-2./rtn )+1/S"2 )-(-1); 

Mtn= (m/S"2+sum((y(2:T).*y(1:T-1))./rtn))*Stn; 

% Calculo da probabilidade de Aceitação 

Fl = (-1/2*Stn)*(lamb(i,j) - Mtn)"2; 

F2 = (-1/2*sum( (y(1:T-1)."2./rtn).*( y(2:T)./ 

y(1:T-1)-m ).-2)); 

ri = F1+F2; 

F3 = (-1/2*Stv)*(lamb(i,j) - Mtv)"2; 

F4 = (-1/2*sum( (y(1:T-1).-2./rtv).*( y(2:T) 

./y(1:T-1) 	m )."2)); 

r2 = F3+F4; 

Vold = tau(i-1,j); 	% Observação anterior 

Vnew = AR; 	 % Observação gerada 

priori = gampdf(Vnew,a,1/b); 

prior2 = gampdf(Vold,a,l/b); 

r = exp(rl-r2) * (rtv(T-1)"0.5/rtn(T-1)-0.5); 

f = min(1, (priori/prior2)*r); 

gerando u de Uniforme 

u=rand; 

if u > f, 

tau(i,j) = tau(i-1,j); 

c(j) = c(j)+1; 	% rejeição 

end 

IR=mean(c/t); 

end 

end 
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% Critério de convergência de Gelman-Rubin 

% desprezar 50% e selecionar de s em s 

s=5; 

tans=tan(t/2+1;s:t,:); 

lambs=lamb(t/2+1:s:t,:); 

R_tan=gr(taus) 

R_lamb=gr(lambs) 

Mlambs5=mean(lambs); 	 % média das cadeias 

Mtans5=mean(tans); 

% Estimando o valor de theta 

rt=(g y(T-1))"2+tans(:)."2 ; 

thc(k)=1/1ength(tans)*(sum( (lambs(:).*tans(:) 

.-2+g"2*y(T)*y(T-1) )./rt) ); 

V(k)=1/1ength(tans)*sum( (lambs(:).*taus(:) 

."2+g-2*y(T)*y(T-1) )./rt)."2-thc(k)-2; 

sigma(k)=1/1ength(tans)*sum( tans(:)."2*g"2./rt)+V(k); 

Estatísticas 

% 	Valor esperado e desvio padrão de lambda 

lambs=[lambs(:)]; 

Mlamb=mean(lambs); 

Slamb=std(lambs); 

Linflamb=prctile(lambs,2.5); 

Lsuplamb=prctile(lambs,97.5); 

Valor esperado e desvio padrão de tan 

taus=[tans(:)]; 

Mtan=mean(taus); 

Stau=std(taus); 

Linftan=prctile(tans,2.5); 

Lsuptan=prctile(taus,97.5); 

%Valor estimado para média e variência de theta; 

ths=[thc(:)]; 

Mths=mean(ths); 	 % p/ cV{a}lculo IC 
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Mths; 

Vths=var(ths); 

Sth=[std(ths)]; 

Estimação das preditivas 

Etheta(k)=Mlamb; 

Vtheta(k)=var(Mlamb)+g"2; 

Eyt(k)=mean(Mlamb)*y(T); % previsão para um passo a frente 

end 	 (final do loop para kk=30; 

disp('Valores de y 	Etheta(T+1) 	Eyt(T+1)'); 

disp([YY(623:622+k), 	Etheta', 	Eyt' ]) 	• 

Gráficos 

x=[1:1:622+k]; 

whitebg('le) 

plot(taus(:)) 

%title('Gráfico de Convergência de tau') 

xlabel ('tau') 

print -depsc fig5 

figure(6) 

hist(taus) 

%title('Histograma de tau selecionados') 

xlabel( 'aus') 

%ylabel('frequência') 

print -depsc fig6 

figure(7) 

plot(lambs(:)) 

%title('Gráfico de Convergência de lambda') 

xlabel( 'lambda') 

%ylabel('frequência de lambda') 

print -depsc fig7 

figure(8) 

hist(lambs) 

.title('Histograma de lamb selecionados') 
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xlabel('lambs'), 

Xylabel('frequência') 

print -depsc figa 

figure (9) 

plot(taus,lambs) 

%title('convergencia (lambda, tau)') 

xlabel('lambda') 

ylabel('tau') 

print -depsc fig9 

figure(10) 

plot(YY) 

%title('Preço De Ações Da Vale do Rio Doce') 

xlabel('t') 

ylebel('yt- valores em dólares') 

print -depsc fig10 

figure(11) 

plot(x(623:622+k),YY(623:622+k),'r',x(623:622+k),Eyt,'b') 

%title('Valores Reais e Valores Previstos das Ações y') 

legend(W.Real','V.Previsto') 

xlabel('t') 

ylabel('Ey - em dólares') 

print -depsc fig11 
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Anexo D - Programa [II - Matlab 

Algoritmo de Gibbs com Metropolis-Hanstings para o Modelo 
Dinâmico - Variância Conhecida 

clear 

% Leitura do arquivo dm dados para execução do programa 

load boi.m; 

dados=boi; 

y=dados(:,2); 

T0=10; 

T=length(y)-TO; 

Entrada dos dados (condições iniciais) 

m=5 ; 	 % n ° de cadeias 

ni=3000; 	% n°  de interações p/ cadeia 

% geração dos thetas estimados até t-1 

y0= 10; 

M=1; 

S=0.3; 

g=0.12; 

sig=2.5; 

r_i=linspace(0,0.3,m); 

thc_i=linspace(0.5,1.5,m); 

lamb_i=linspace(2,5,m); 

c=0; 

valor inicial da j-enésima cadeia 

for j=1:m 

r(1,j)=r_i(j); 

thc(1,j)=thc_i(j); 

lamb(1,j)=1amb_i(j); 

for i=2:ni 

si(1,j)=r(1,j)*sig-2/(sig-2+y(1)-2*r(1,j)); 

for t= 2:T 

r(t,j)=1amb(1-1,j)-2*si(t-1,j)+g-2; 
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si(t,j)=r(t,j)*sig-2/(sig-2+y(t-1)-2*r(t,j)); 

thc(t,j)=1amb(i-1,j)*thc(t-1,j)+(r(t,j)*,.. 

y(t-1)/(sig-2+y(t-1)-2*r(t,j)))*(y(t)-y(t-1)*... 

lamb(i-1,j)*thc(t-1,j)); 

end 

Sigma(t,j)=(r(t,j)*sig-2)/(sig-2+y(T-1)-2*r(t,j)); 

% geração de theta(t) para gerar lambda 

th(i,j)= normrnd(thc(t,j),Sigma(t,j)-(1/2)); 

gerando valor para lambda 

for t=2:T 

11v(t-1)=(y(t-1)-2*r(t,j)+sig-2)-(-1/2); 

12v(t-1)=exp((-1/2*(y(t)-2*r(t,j)+sig-2))*... 

(y(t)-lamb(i-1,j)*thc(t-1,j)*y(t-1))-2); 

lv(t-1)=11v(t-1)*12v(t-1); 

end 

lvv=prod(1v); 

lamb(i,j)=normrnd(M,S); 

for t=2:T 

rn(t,j)=1amb(i,j)-2*si(t-1,j)+g-2; 

sin(t,j)=rn(t,j)*sig-2/(sig-2+y(t-1)-2*rn(t,j)); 

11n(t-1)=(y(t-1)-2*rn(t,j)+sig-2)-(-1/2); 

12n(t-1)=exp((-1/2*(y(t)-2*rn(t,j)+sig-2))*... 

(y(t)-laMb(i,j)*thc(t-1,j)*y(t-1))-2); 

ln(t-1)=11n(t-1)*12n(t-1); 

end 

Inn=prod(ln); 

% 	Cálculo da probabilidade de aceitação 

if(Inn-=0) 

L=lvv/Inn; 

else 

L=1; 

end 
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f= min(1,L); 

7. 

	

	gerando u de Uniforme 

u=rand; 

if u > f 

lamb(i,j)= lamb(i-1,j); 

c = c+1; 

end 

end 

IR(j)=c/ni; 

end 

% rejeição 

Critério de convergência de Gelman-Rubin 

desprezar 50% e selecionar de s em s 

s=5; 

ths=th(ni/2+1:8:ni,:); 

lambs=lamb(ni/2+1:s:ni,:); 

R_th=CC_GR(ths) 

R_lamb=CC_GR(lambs) 

Mlambs5=mean(lambs); 	% média das cadeias 

Mths5=mean(th8); 

Estatísticas 

Valor esperado e desvio padrão de lambda 

lambs=Elambs(:)]; 

Mlamb=mean(lasibs); 

Slamb=std(lambs); 

LinflaMb=prctile(lambs,2.5); 

Lsuplamb=prctile(lambs,97.5); 

Valor esperado e desvio padrão de theta 

thcs=[ths(:)]; 

Mthc=mean(thcs); 

Sthc=std(thcs); 

Linfthc=prctile(thcs,2.5); 

Lsupthc=prctile(thcs,97.5); 
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Cãculo das preditivas 

Eth=mean(lambs*thc(T)); 

Vth=rn(t,j)x,sig-2/sig-2+y(T-1)-2*rn(t,j); 

Ermean(lambs*y(T)*thc(T)); 

disp('T 	y 	Eth 	Ey'); 

disp(E T, 	y(T), 	Eth' , 	Ey' ]) 

Gráficos 

whitebg('w') 

plot(lambs(:)) 

%title('Gráfico de Convergência de lambda') 

xlabel( 'lambda') 

print -depsc fig30 

figure (3) 

plot(ths(:)) 

%title('Gráfico de Convergência de theta') 

xlabel('theta') 

print -depsc fig31 

figure(4) 

plot(lambs(:),ths(:)) 

%title('convergencia (lambda, theta)') 

xlabel('lambda') 

ylabel('theta') 

print -depsc fig32 

figure(5) 

hist(lambs(:)) 

%title('Histograma de lambda selecionados') 

xlabel('lambda'), 

%ylabel('frequência') 

print -depsc fig33 

figure (6) 

hist(ths(:)) 

%title('Histograma de theta selecionados') 
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xlabel('theta3), 

%ylabel( 'frequéncia') 

print -depsc fig34 

figure (7) 

plot(y) 

%title('Preço da Arroba de Boi ') 

print -depsc fig35 

T2= [121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131]; 

y2= [24.1100 23.9500 24.2500 24.1000 23.0800 ... 

23.3800 24.6800 23.9000 25.4000 23.5600 24.3000]; 

Ey2423.9665 22.4461 25.4284 22.0683 23.0676 ... 

22.9676 25.4727 23.5183 25.8195 22.9550 25.0852]; 

figure(8) 

plot(T2,y2,'r',T2,Ey2,'b') 

%title('Valores Reais e Previstos da Arroba de Bois para 10 Dias') 

xlabel('t') 

ylabel(' valores em dolares') 

%legend('V.Real','V.Previsto') 

print -depsc fig36 
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