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Resumo
Uma família de esquemas upwind denominada FUS-RF (Family of Upwind Sheme viaRational Funtions), que é derivada via funções raionais e dependentes de parâmetros, é pro-posta para o álulo de soluções aproximadas de equações de onservação. A �m de ilustrara apaidade dos novos esquemas, vários resultados omputaionais para sistemas hiperbóliosde leis de onservação são apresentados. Esses testes mostram a in�uênia dos parâmetrosesolhidos sobre a qualidade dos resultados numérios. Fazendo o uso de alguns testes padrões,omparação dos novos limitadores de �uxo orrespondentes om o esquema bem estabeleidovan Albada e esquema atual EPUS (Eight-degree Polynomial Upwind Sheme) é também reali-zada. Os testes numérios realizados em transporte de esalares e problemas de dinâmia dosgases on�rmam que alguns esquemas da família FUS-RF são não osilatórios e forneem resul-tados on�áveis quando per�s desontínuos são transportados. Um esquema partiular dessanova família de esquemas upwind é então seleionado e utilizado para resolver esoamentosomplexos om superfíies livres móveis.Palavras-have: Equações de onservação; �uidodinâmia omputaional; EDPs predomi-nantemente onvetivas; esquemas upwind.
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Abstrat
A family of upwind shemes named as FUS-RF (Family of Upwind Sheme via RationalFuntions), whih is derived via rational funtions and dependent of parameters, is proposed foromputing approximated solutions of onservation equations. In order to illustrate the apabil-ity of the new shemes, several omputational results for system of hyperboli onservation lawsare presented. These results larify the in�uene of the hosen parameters on the quality of thenumerial alulations. Using some standard test ases, omparison of the new orrespondinglimiters with the well established van Albada and the reently introdued EPUS (Eight-degreePolynomial Upwind Sheme) limiters is also done. Numerial tests on both salar and gasdynamis problems on�rm that some shemes of the FUS-RF family are non-osillatory andyield sharp results when solving pro�les with disontinuities. A partiular upwind sheme ofthis new family is then seleted and used for solving omplex inompressible moving free surfae�ows.key-words: Conservation equations; omputational �uid dynamis; PDEs predominantly on-vetive; upwind shemes.
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Capítulo
1Introdução

Muitos problemas em �uidodinâmia omputaional (ou dinâmia dos �uidos omputa-ional) podem ser modelados por equações difereniais à derivadas pariais (EDPs), omumenteonheidas omo equações de onservação. Exemplos representativos são as equações de Euler(para a dinâmia de gases) e Navier-Stokes (para �uidos visosos) em ondições adversas deonveção. Soluções lássias para essas EDPs ontêm desontinuidades (ou hoques), amadaslimite e não uniidade, araterístias essas, prinipalmente nos asos não lineares predominan-temente onvetivos, que fazem da simulação omputaional um trabalho bastante omplexo.Muitas ténias numérias onsagradas na literatura falham, mesmo em EDPs lineares omaráter onvetivo moderado. A extensão aos asos multidimensionais não lineares om aráteronvetivo aentuado torna-se um trabalho muito mais omplexo, uma vez que podem apareerinstabilidades (físias/não físias) aarretando não onvergênia ou violação de entropia. De-vido a essas di�uldades, uma parte substanial da omunidade ientí�a, prinipalmente em�uidodinâmia omputaional, tem se dediado ao desenvolvimento e teste de métodos numéri-os apazes de resolver EDPs de aráter predominantemente onvetivo. Tais métodos devem,em partiular, forneer soluções �siamente orretas, om boa resolução nas vizinhanças dedesontinuidades e sem introduzir osilações numérias ou suavizações.A �m de derivar métodos omputaionais que atendam às ondições de estabilidade e on-vergênia, sem introduzir osilações espúrias e om poua suavização, Harten [14℄ introduziuo oneito de esquemas de alta resolução TVD (Total Variation Diminishing), os quais foramposteriormente estendidos, admitindo-se esquemas ompletamente disretos ou semi-disretos,por Swebby, Chakravarthy-Osher, Shu-Osher, Jameson, Shmidt, Turkel, entre outros (ver[21℄). Jin e Xin [15℄, por exemplo, em 1995 propuseram esquemas de relaxação reduzindo asequações de onservação à sistemas de onservações lineares hiperbólios om termo fonte. Emombinação à restrição TVD, Leonard [19℄ prop�s uma normalização de variáveis e forneeu1



Capítulo 1 Introduçãoondições para se obter estabilidade não linear. As ondições de Leonard agregadas à de�niçãode limitadores de �uxo (ver [41℄) e ao ritério de limitação CBC (Convetion Boundedness Cri-terion) de Gaskell e Lau [12℄ possibilitaram a derivação de esquemas upwind que atendam àsneessidades de estabilidade, de limitação e de onvergênia.Uma araterístia importante das equações de onservação om aráter predominantementeonvetivo (prinipalmente as leis de onservação hiperbólias) é que as informções físias sepropagam por meio das araterístias. Métodos numérios que herdam esta propriedade (o-mumente hamados esquemas onvetivos ou upwind) são, portanto, os mais indiados nessesasos. Vários esquemas onvetivos upwind foram produzidos nas últimas déadas, dentre elesdestaam-se o esquema HLPA (Hybrid Linear Paraboli Approximation) de Zhu [55℄, o SMART(Sharp and Monotoni Algorithm for Realisti Transport) de Gaskell e Lau [12℄, o WACEB(Weighted-Average Coe�ient Ensuring Boundedness) de Song et al. [40℄. Mais reentemente,Alves et al. [24℄ propuseram o esquema CUBISTA (Convergent and Universally Bounded In-terpolation Sheme for the Treatment of advetion), Ferreira et al. [10℄ desenvolveram o es-quema ADBQUICKEST (ADaptative Bounded QUICKEST), uma versão limitada do esquemaQUICKEST (QUICK with Estimated Streaming Terms) de Leonard [17℄; e Ferreira et al. [33℄intoduziram o esquema polinomial TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme) parasimular problemas ompressíveis e inompressíveis.1.1 Motivação e objetivosNos últimos anos os pesquisadores do LMACC (Laboratório de Matemátia Apliada e Com-putação Cientí�a) do ICMC/USP têm se dediado ao desenvolvimento de métodos numériosem dinâmia dos �uidos omputaional para simular esoamentos inompressíveis a uma amplafaixa do número de Reynolds. Em partiular, várias ténias inovadoras foram desenvolvi-das e inseridas no ontexto dos projetos temátios da FAPESP, omo Solução numéria dasequações de Navier-Stokes e Meânia dos �uidos não estaionária: apliação em aeronáutiae em reologia, dentre elas destaam-se:
• Desenvolvimento, análise e implementação de esquemas upwind de alta resolução paraleis de onservação hiperbólias gerais;
• Estudo, análise e implementação de esquemas upwind de alta resolução para esoamentos2D e 3D de �uidos newtonianos no regime laminar e om superfíies livres móveis;
• Implementação da modelagens da turbulênia, tais omo κ− ε e RNG;
• Implementação de modelos reológios, tais omo Maxell, PTT, Oldroyd-B, dentre outros.Estes avanços foram parialmente inorporados ao ódigo Free�ow [4℄, permitindo a si-mulação de esoamentos om superfíies livres móveis (ver [10℄, [11℄, [37℄) a vários números2



1.1 Motivação e objetivosde Reynolds e de esoamentos reológios tridimensionais de grande omplexidade e interessetenológio na indústria de polímeros (ver, por exemplo, [29℄, [25℄).Apesar dos resultados satisfatórios gerados pelo sistema Free�ow, algumas di�uldades aindaimpedem a simulação de alguns fen�menos em dinâmia dos �uidos para problemas de interesseaadêmio/tenológio. Desta forma, onsidera-se impresindível, para aumentar a apliabili-dade das ferramentas desenvolvidas, um esforço de integração e uma metodologia numériaúnia para simular esoamentos laminares a altos Reynolds e turbulentos de �uidos newtoni-anos om superfíies livres móveis.Dentro deste enário, propõe-se neste trabalho uma família de funções raionais denominadaFUS-RF (Family of Upwind Shemes via Rational Funtions), para a simulação omputaionalde equações de onservação om aráter predominante onvetivo. A família FUS-RF é om-posta de seis esquemas upwind dependentes de parâmetros, que foi desenvolvida om base nosritérios de estabilidade TVD/CBC e na ténia de minimização mínimos quadrados pondera-dos.A família FUS-RF é utilizada iniialmente para simular leis de onservação hiperbólias,à saber, equação de adveção, equação não linear de Burgers, águas rasas e equações de Eu-ler nos asos 1D e 2D. Para a simulação desses problemas, utiliza-se o paote omputaionalCLAWPACK (Conservation LAWs PACKage) desenvolvido por LeVeque [21℄. O ódigo, imple-mentado em linguagem Fortran, resolve numeriamente uma variedade de sistemas hiperbólios,desde adveção de esalares até sistemas hiperbólios tridimensionais. Este ódigo usa o métodode volumes �nitos, permitindo resolver problemas de Riemann om ondições iniiais e de on-torno bem de�nidas. No software serão inluídos os limitadores de �uxo FUS-RF desenvolvidosneste trabalho. Os resultados numérios serão omparados om os resulatdos obtidos om oslimitadores de �uxo do bem estabeleido esquema van Albada [46℄ e do atual EPUS [7℄. Osesquemas raionais serão lassi�ados e, então, o mais robusto será utilizado na simulação om-putaional de esoamentos laminares de �uidos newtonianos inompressíveis om superfíieslivres móveis. O ambiente Free�ow de Castelo et al. [4℄ é o ódigo base para as simulações dosproblemas de esoamento de �uidos visosos. Este ódigo utiliza o método de diferenças �nitassobre malhas difereniadas. A metodologia numéria de solução a ser utilizada é uma variantedo método de projeção de Chorin [5℄ proposto originalmente por Harlow e Welh [13℄ (MétodoMAC) e bem disutido por Peyret e Taylor [31℄.1.2 Organização do textoOs apítulos desta dissertação estão dispostos da seguinte maneira:
• O apítulo 2 apresenta a formulação matemátia de equações de onservação lineares enão lineares onsideradas neste trabalho. São apresentadas também as ondições iniiase de ontorno adotadas; 3



Capítulo 1 Introdução
• No apítulo 3 é feita uma ontextualização da proposta e são apresentadas ondiçõespara determinação de esquemas upwind nos ontextos TVD e CBC. Apresenta-se ooneito de minimização via ténia de mínimos quadrados ponderados para a derivaçãode limitadores de �uxo otimizados.
• No apítulo 4 são propostos novos esquemas upwind da família FUS-RF. Uma análise daspropriedades desritas no apítulo 3 é também apresentada;
• No apítulo 5 apresenta-se a ténia omputaional para aproximação dos termos on-vetivos das equações onsideradas neste trabalho. Apresentam-se também a estruturade resolução do software CLAWPACK equipado om novos limitadores de �uxo, e a es-trutura do ambiente de simulação Free�ow adaptado om os novos esquemas da famíliaFUS-RF.
• O apítulo 6 ontempla os resultados omputaionais para leis de onservação hiperbóli-as 1D e 2D. Apresenta-se também uma análise omparativa dos novos esquemas e osesquemas van Albada e EPUS.
• No sétimo apítulo um esquema partiular dessa nova família de esquemas upwind é uti-lizado para resolver esoamentos inompressíveis omplexos om superfíies livres móveis.
• As onlusões deste trabalho, bem omo os planos para o futuro, são apresentadas noapítulo 8.

4



Capítulo
2Formulação matemátia

Neste apítulo apresentam-se as equações matemátias onsideradas no presente trabalho.2.1 Equações de onservação hiperbóliasEquações difereniais pariais (EDPs) do tipo hiperbólio modelam uma grande vari-edade de fen�menos físios que envolvem transporte de substânias ou movimento de ondas.Estas são geralmente não lineares e dependentes do tempo. O aso n dimensional na formaquase-linear é representado por
∂φ

∂t
+ A1

∂φ

∂x1
+ A2

∂φ

∂x2
+ · · ·+ An

∂φ

∂xn
= ζ, (2.1)onde φ(x1, x2, · · · , xn, t) : Rn × R → Rm é o vetor das inógnitas do problema (por exemplo,pressão, veloidade, . . . ) a ser determinado, e Aim×m

uma matriz real, diagonalizável e omautovalores reais (ver LeVeque, [21℄); ζ são termos fonte. Em variáveis onservadas, o sistema(2.1) é esrito omo
∂φ

∂t
+
∂Fi(φ)

∂xi
= ζ, i = 1, . . . , n, (2.2)onde Fi(φ) = Fi(φ(x1, x2, · · · , xn, t)) : Rm → Rm são as funções �uxo.Alguns asos partiulares das equações (2.2) são apresentados na sequênia.2.1.1 Equação linear de adveçãoA equação linear de adveção 1D é o aso mais simples de leis de onservação hiperbóliase modela o transporte de um esalar om uma veloidade presrita. Nesta equação a variávelonservada φ é transportada om veloidade advetiva u, e o termo fonte é assumido nulo, isto5



Capítulo 2 Formulação matemátiaé
∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x
= 0, x ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ], (2.3)onde F1(φ) = uφ. A solução exata deste problema é um desloamento da solução iniial φ0dada por

φ(x, t) = φ0(x− ut). (2.4)Condições de ontorno periódias são omumente utilizadas neste aso.2.1.2 Equação não linear de BurgersA equação não linear de Burgers possui araterístias omuns às equações que modelam�uidos em movimento (equações Navier-Stokes), porém, por ser mais simples que estas últimas,é utilizada frequentemente em estudos numérios omo teste preliminar. No aso 1D, a equação(2.2) torna-se
∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x
= ζ, x ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ], (2.5)onde F1(φ) =

φ2

2
. Assume-se, neste aso, ζ = 0 (aso não visoso) ou ζ = ν ∂

2φ
∂x2

(aso visoso),
ν sendo o oe�iente de visosidade (onstante).2.1.3 Equações de águas rasasAs equações de águas rasas modelam fen�menos meteorológios e oeanográ�os envolvendoondas de superfíie, em que a altura da onda é pequena omparada om o seu omprimento.No aso 1D, o sistema de equações (2.2) torna-se

∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x
= 0, x ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ], (2.6)onde φ = [h, hu]T e F1 = [hu, hu2 + 1

2
gh2]T ; sendo h = h(x, t) a profundidade do �uido numanal, u a veloidade horizontal do �uido, hu a vazão e g = 9.81m/s2 a onstante gravitaional.Para ondições de ontorno, em geral, usa-se extrapolação de ordem zero (ver, por exemplo,[21℄). No aso 2D, o sistema de equações (2.2) é

∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x
+
∂F2(φ)

∂y
= 0, x ∈ [xL, xR], y ∈ [yB, yT ], t ∈ [0, T ], (2.7)onde φ = [h, hu, hv]T , F1 = [hu, hu2 + 1

2
gh2, huv]T e F2 = [hv, huv, hv2 + 1

2
gh2]T ; sendo v aveloidade vertial. Como no aso 1D, usa-se extrapolação de ordem zero no ontorno.6



2.1 Equações de onservação hiperbólias2.1.4 Equações de EulerAs equações de Euler modelam a dinâmia de gases. No aso 1D, o sistema de equações(2.2) torna-se
∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x
= ζ, x ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ], (2.8)onde φ = [ρ, ρu, E]T e F1 = [ρu, ρu2 + p, u(E + p)]T ; sendo ρ a densidade, p a pressão, ρu aquantidade de movimento e E a energia total. A equação de gás ideal p = (γ − 1)(E − 1

2
ρu2) éusada para fehar o problema, em que γ é a razão do alor espeí�o. As ondições de ontornoomumente usadas são extrapolação de ordem zero. No aso 2D, o sistema de equações (2.2)torna-se

∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x
+
∂F2(φ)

∂y
= ζ, x1 ∈ [xL, xR], y ∈ [yB, yT ], t ∈ [0, T ], (2.9)em que φ = [ρ, ρu, ρv, E]T , F1 = [ρu, ρu2+p, ρuv, u(E+p)]T e F2 = [ρv, ρuv, ρv2+p, v(E+p)]T ;sendo a pressão p de�nida em função de E pela relação de fehamento para gás ideal p =

(γ − 1)(E − 1
2
ρ(u2 + v2)). As ondições de ontorno omumente usadas são extrapolação deordem zero.2.2 Equações de Navier-StokesAs equações de Navier-Stokes, em oordenadas artesianas, que modelam esoamentos in-ompressíveis de �uidos newtonianos são, na forma adimensional, dadas pela equação de on-servação da massa

∇ · u = 0, (2.10)e a onservação da quantidade de movimento
∂u

∂t
+∇ · uu = −∇ · p+ 1

Re

∇2u+
1

F 2
r

g (2.11)em que u é ampo de veloidades, u = [u, v]T para o aso 2D e u = [u, v, w]T para o aso3D, onde u, v e w são as veloidades em x, y e z respetivamente. Os números adimensionaisde Reynolds e Froude são, respetivamente, de�nidos omo Re = L0U0/ν e Fr = U0/
√
L0|g|;sendo L0 e U0 as esalas de omprimento e veloidade, respetivamente. Outras variáveis eonstantes foram de�nidas previamente.As equações de Navier-Stokes em oordenadas ilíndrias são dadas por
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1

r

∂(ru)

∂r
+
∂v

∂z
= 0, (2.14)em que u = u(r, z, t) e v = v(r, z, t) são os omponentes do ampo de veloidades; r e zrepresentam, respetivamente, a oordenada radial e o eixo de simetria.As ondições de ontorno apliadas para resolver as equações de Navier-Stokes são, em geral,omo segue:

• Injetor: Nesse ontorno são presritas as veloidades normal ao ontorno (un) e tangenialao ontorno (ut) (Condição de Dirihlet)
un = U0, ut = 0; (2.15)

• Ejetor: Nesse ontorno onsidera-se a ondição homogênea de Neumann
∂un
∂n

=
∂ut
∂n

= 0; (2.16)
• Contorno rígido: Neste ontorno são apliadas as ondições de não-esorregamento

un = ut = 0; (2.17)ou esorregamento
un = 0,

∂ut
∂n

= 0; (2.18)
• Superfíie livre: Na superfíie livre assume-se que o �uido está em uma atmosfera passiva,isto é

n · (σ · n) = 0,

m1 · (σ · n) = 0,

m2 · (σ · n) = 0,

(2.19)onde n é o vetor normal à superfíie, m1 e m2 os vetores tangeniais e σ é o tensor dastensões dado por
σ = −pI + 2ν(∇u+ (∇u)t). (2.20)

8



Capítulo
3Interpolação upwind e otimização de gradientesvia mínimos quadrados ponderados

Neste apítulo apresentam-se relações importantes para o desenvolvimento de métodos up-wind de alta resolução. Objetiva-se aproximar termos onvetivos (lineares e não lineares) deleis de onservação gerais. É apresentado também uma forma de se estimar o gradiente deforma otimizada, por meio da ténia mínimos quadrados ponderados.3.1 MotivaçãoPor simpliidade, e sem perda de generalidade, onsidera-se a equação (2.3) avaliada em umponto (xi, tj) = (iδx, jδt) = (i, j) da malha, onde δx é o espaçamento de malha (assumido nestetrabalho omo onstante ao longo do domínio), e δt é o tamanho do passo temporal, assim
(
∂φ

∂t
+
∂(uφ)

∂x

)

(i,j)

=

(
∂φ

∂t

)

(i,j)

+

(
∂(uφ)

∂x

)

(i,j)

= 0. (3.1)Uma aproximação para a derivada temporal pode ser feita utilizando-se algummétodo numériopara EDO, omo Euler ou Runge-Kutta. Para o termo espaial, usa-se a seguinte aproximação
(
∂(uφ)

∂x

)

(i,j)

≈ (uφ)(i−1/2,j) − (uφ)(i+1/2,j)

δx
=

1

δx

{
u(i−1/2,j)φ(i−1/2,j) − u(i+1/2,j)φ(i+1/2,j)

}
.(3.2)Note que para avaliar o termo espaial no ponto (i, j) é neessário onheer a veloidade deonveção u, bem omo a variável transportada φ, nos pontos (não de malha) (i − 1/2, j)e (i + 1/2, j). As veloidades de onveção u nesses pontos (ou nas faes g = (i − 1/2) e9



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderados
f = (i+ 1/2)) são aluladas por meio da média simples

u(i−1/2,j) =
1

2
(u(i,j) + u(i−1,j)), u(i+1/2,j) =

1

2
(u(i+1,j) + u(i,j)). (3.3)Os valores da variável φ nos pontos (i − 1/2, j) e (i + 1/2, j) (que são hamados �uxosnumérios nas faes g e f) não são onheidos, e portanto preisam ser determinados poralguma ténia de interpolação. Uma maneira interessante e útil de se obter aproximaçõespara esses �uxos é fazer uma interpolação levando em onta o sinal da veloidade de onveçãonessas faes. Tal proedimento é onheido omo interpolação upwind. De posse do sinal daveloidade de onveção u perpendiular a uma interfae da élula omputaional, por exemplo

f = i+ 1/2, a interpolação upwind da variável φ é feita em função dos três pontos vizinhos demalha mais próximos, a saber: D (Downstream), ponto à jusante da interfae f ; U ( Upstream),ponto à montante da interfae f ; e R (Remote upstream), ponto mais à montante de f . Emoutras palavras, a variável onvetada φ na interfae f é uma função da forma
φf = φ(φD, φU , φR, sinal(uf)), (3.4)em que φD, φU , φR denotam a variável φ avaliada nas posições D, U , e R, respetivamente.A partir deste ponto, onsidera-se apenas a fae f = i+1/2 em que a veloidade de onveçãoé positiva (u(i+1/2,j) > 0). Os outros asos seguem proedimentos similares. Como exemplo,onsidera-se o ponto (i + 1/2, j), om interfae f = i + 1/2; neste aso a interpolação upwindpara o �uxo numério em (i+ 1/2, j) é omo segue

φ(i+1/2,j) = φ(i+1/2,j)(φ(i+1,j), φ(i,j), φ(i−1,j), sinal(u(i+1/2,j))), (3.5)om os pontos D = (i + 1, j), U = (i, j) e R = (i − 1, j) dispostos na Figura 3.1(a); aso aveloidade de onveção seja negativa, isto é u(i+1/2,j) < 0, a disposição desses pontos são omoilustrado na Figura 3.1(b).Como foi visto anteriormente, o valor da variável transportada φ na interfae f é obtido emfunção dos pontos D, U e R e de maneira upwind , isto é, φf = φ(φD, φU , φR, sinal(uf)). Como objetivo de reduzir o número de variáveis envolvidas nessa interpolação, uma transformaçãoé feita de tal forma que a função φ = φf dependa apenas da informação atrasada (upwind).Esta transformação, denotada por φ̂f e de�nida omo
φ̂f =

φf − φR
φD − φR

. (3.6)Esta é a representação da função φf em variável normalizada (NV) de Leonard [19℄. Note que,omo φ̂D = 1 e φ̂R = 0, a relação (3.4) dependerá apenas de φ̂U . Na sequênia apresentam-seesquemas onvetivos onvenionais em suas representações normalizadas e não normalizadas.10



3.1 Motivação
(a) Veloidade de onveção positiva.
(b) Veloidade de onveção negativa.Figura 3.1: De�nição dos pontos de interpolação D, U e R om respeito à interfae f = i+1/2e o sinal da veloidade de onveção u(i+1/2,j).O esquema FOU (First-Order Upwind) é um exemplo lássio de esquema onvetivo deprimeira ordem. Sua representação, na forma não normalizada, é dada por φf = φ(i,j) = φU ,e, na forma normalizada, por φ̂f = φ̂U . A Figura 3.2 mostra o desempenho desse esquema emvárias malhas omputaionais om um número de Courant CFL = 0.1, apliado ao problema deadveção de uma onda quadrada. Vê-se laramente nesta �gura que para se ter uma boa soluçãonuméria om este esquema deve-se utilizar uma malha omputaional su�ientemente re�nada.Observa-se também que o esquema FOU é bastante difusivo, isto é ele suaviza sobremaneira asolução nas regiões próximas às desontinuidades (ver Figura 3.2(a)).O esquema onvetivo QUICK (Quadrati Upstream Interpolation for Convetive Kinemat-is) é outro exemplo onvenional de esquemas upwind, representado em forma não normalizadapor

φf =
1

2
(φD + φU)−

1

8
(φD − 2φU + φR), (3.7)e na forma normalizada por

φ̂f =
3

4
φ̂U +

3

8
. (3.8)Ainda que atinja tereira ordem de preisão (ver [18℄), o esquema QUICK possui araterístiasindesejáveis em apliações: as omumente hamadas osilações não físias. Essas osilaçõespodem ser vistas na Figura 3.3, onde apresentam-se as soluções numéria e analítia para otransporte de uma onda quadrada via equação de adveção 1D.Ambos esquemas (FOU e QUICK) dependem linearmente de φ̂U . Esta dependênia éilustrada na Figura 3.4, em que as urvas mostradas são hamadas de araterístias NV.A região indiada omo CBC nesta �gura orresponde ao diagrama de variáveis normalizadasCBC (Convetion Boundedness Criterion) de Gaskell e Lau [12℄.11



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderados
(a) (b)

() (d)

Figura 3.2: Comparações das soluções numérias em várias malhas (om o esquema FOU) esolução analítia para adveção de um esalar. (a) malha 200; (b) malha 400; () malha 800; e(d) malha 6400.
12



3.1 Motivação

Figura 3.3: Comparação das soluções numéria (om o esquema QUICK) e analítia numamalha omputaional de 2000 pontos.

Figura 3.4: Caraterístias NV dos esquemas onvetivos FOU e QUICK; e diagrama de vari-áveis normalizadas, mostrando a região hahurada CBC.13



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderadosUsando série de Taylor, pode-se mostrar (ver [19℄) que, para qualquer esquema baseado emaraterístias NV (lineares ou não lineares), valem as seguintes propriedades:- Passar no ponto (1
2
, 3
4
) do diagrama NV alança segunda ordem de preisão loal;- Ter inlinação 3

4
, enquanto passa no ponto (1

2
, 3
4
), atinje tereira ordem de preisão loal.Leonard observou também que esquemas que passam em O = (0, 0) e P = (1, 1) são livres deosilações numérias. Vê-se laramente que o esquema FOU é de primeira ordem e o esquemaQUICK é de tereira ordem. O esquema FOU, apesar da baixa ordem, se omporta de maneiraestável, mas suaviza a solução (difusão). O esquema QUICK, por outro lado, sendo de ordemmais alta (preisão melhor), produz osilações não físias (dispersão).Para superar esses defeitos, vários esquemas upwind de alta resolução têm apareido naliteratura tais omo SMART (Sharp and Monotoni Algorithm for Realisti Transport) [12℄,VONOS (Variable-Order Non-Osillatory Sheme) [47℄, SHARP (Simple High Auray Res-olution Program) [20℄, WACEB (Weighted-Average Coe�ient Ensuring Boundedness) [39℄,CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation Sheme for the Treatment ofAdvetion) [1℄, entre muito outros. O objetivo prinipal desses métodos é resolver problemaspropensos a osilações e, ao mesmo tempo, melhorar a preisão loal. É importante notar,entretanto, que esses esquemas (alguns deles ao menos), embora funionando bem em algunsproblemas, podem não ser limitados em situações envolvendo desontinuidades (hoques) emesoamentos ompressíveis (ver, por exemplo, [16℄, [22℄) e/ou esoamentos inompressíveis vis-oelástios om equações onstitutivas hiperbólias (ver, por exemplo, [54℄). Lin e Chieng [23℄ eLin e Lin [22℄, por exemplo, observaram que os esquemas SMART e SHARP, embora alanemalta ordem de onvergênia, produzem osilações espúrias em problemas om desontinuidades(omo por exemplo, o problema do tubo de hoque). Alves et al [1℄ usando esquemas upwindde alta ordem, �zeram uma série de testes para simular �uidos visoelástios e observaramdi�uldades de onvergênia quando a malha era re�nada, om uma forte tendênia a osilar.As araterístias indesejáveis assoiadas a ambos os esquemas lássios FOU e QUICK eos problemas de limitação om esquemas de alta resolução itados motivam o estudo de novosesquemas onvetivos om boa ordem de preisão (≥ 2), ao mesmo tempo livres de osilaçõesnão físias, que resolvam bem problemas omplexos.3.2 Critérios de limitação e exemplos de esquemas upwindDurante a simulação omputaional de problemas omplexos, é impresindível que as soluçõesobtidas não ultrapassem os valores físios do proesso que está sendo simulado. Segundo Gaskelle Lau [12℄, dada uma araterístia NV ontínua (ou ontínua por partes) F : φ̂U → φ̂f , o es-14



3.2 Critérios de limitação e exemplos de esquemas upwindquema orrespondente preserva monotoniidade se e somente se
{
φ̂U ≤ F (φ̂U) ≤ 1, se φ̂U ∈ [0, 1],

F (φ̂U) = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].
(3.9)Este ritério de limitação é representado geometriamente na Figura 3.4 e de�ne a região deestabilidade do proesso numério.Um esquema onvetivo upwind pode ser desenvolvido onsiderando a aproximação geral

φf = φU +B
[(∂φ
∂x

)∣∣∣
f
,
(∂φ
∂x

)∣∣∣
g
, δx
]
, (3.10)onde a função B é um termo anti-difusivo. Na literatura, é omum tomar a função B omo

B =
1

2
δx
(∂φ
∂x

)∣∣∣
f
. (3.11)O esquema onvetivo upwind (3.10) pode ser então aproximado por

φf ≈ φU +
1

2
δx
(∂φ
∂x

)∣∣∣
f
≈ φU +

1

2

(
φD − φU

)
, (3.12)o qual é propenso à formação de osilações não físias (similar ao que foi visto om o uso doesquema QUICK). Para orrigir essas osilações, introduz-se uma função ψ (hamada limitadorde �uxo) na formulação (3.12). Isto permite manter a solução numéria dentro de regiõesestáveis, isto é,

φf ≈ φU +
1

2
ψ(rf)

(
φD − φU

)
, (3.13)onde rf é um sensor de suavidade da solução de�nido omo

rf = r(i+1/2,j) =

(
∂φ
∂x

)∣∣∣
g(

∂φ
∂x

)∣∣∣
f

≈ ∆φ2

∆φ1
=
φU − φR
φD − φU

=
φ(i,j) − φ(i−1,j)

φ(i+1,j) − φ(i,j)

. (3.14)Alguns exemplos de limitadores são omo segue:
• ψ = 0 → FOU;
• ψ = 1 → Diferença Central;
• ψ = rf → upwind linear. 15



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderadosSegundo Harten [14℄, um bom limitador de �uxo é aquele que para rf < 0 se transformeno esquema FOU e para rf > 0 esteja restrito às regiões de monotoniidade, apresentandoomportamento assintótio nesta região. Esse objetivo pode ser alançado por meio do ritériode limitação TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [14℄ que garante soluções numérias�siamente aeitáveis, livres de osilações e om boa ordem de preisão. Em NV, o esquemaupwind (3.13) é esrito omo
φ̂f ≈ φ̂U +

1

2
ψ(rf )

(
1− φ̂U

)
, (3.15)ou

φ̂(1+1/2,j) ≈ φ̂(i,j) +
1

2
ψ(rf)

(
1− φ̂(i,j)

)
, (3.16)onde

rf = r(i+1/2,j) =
φ̂U

1− φ̂U
=

φ̂(i,j)

1− φ̂(i,j)

. (3.17)Como omentado anteriormente, o parâmetro rf funiona omo um detetor de suavidadeda solução. Com base nos valores de rf , várias regiões de interesse podem ser identi�adas noplano ψ(rf )⊥rf . A reta rf = 0, omo mostrado na Figura 3.5, separa regiões de osilações ouextremos (rf < 0) de regiões de soluções monot�nias (rf > 0). Dentro dessas últimas, rf ≈ 1orresponde a regiões de soluções suaves (rf = 1 - variação linear). Regiões de altas urvaturaspodem ser identi�adas para rf ≤ 0 e rf << 1 (urvatura negativa) ou rf >> 1 (urvaturapositiva).
ψ

Figura 3.5: Plano ψ(r)⊥r mostrando a região de extremos (rf ≤ 0), a região de monotoniidade(vizinhança de rf = 1) e as regiões de alta urvatura (rf >> 1 e rf << 1).A variação total (TV ) no nível de tempo tj = jδt é de�nida omo
TV (φ(tj)) = TV (φj) =

∑

i

|φ(i+1,j) − φ(i,j)|. (3.18)Um esquema é TVD se 16



3.2 Critérios de limitação e exemplos de esquemas upwind
TV (φj+1) ≤ TV (φj). (3.19)O termo Diminishing refere-se ao fato de que a variação total num dado tempo pode serno máximo a variação total no tempo anterior, não resente om a marha no tempo. Apropriedade TVD é uma propriedade global de um esquema advetivo e previne a ampli�açãoespúria de extremos. Harten[14℄ provou que um per�l (iniialmente) monot�nio φ permaneemonot�nio após ser advetado por um esquema TVD. Entretanto, a propriedade TVD nãoexlui a possibilidade de que um extremo possa reser enquanto outro diminui.No aso de problemas om soluções desontínuas, faz-se neessário empregar métodos mo-not�nios para que não haja osilações nas vizinhanças das desontinuidades. LeVeque [21℄demonstrou que se o esquema é TVD, ele preserva monotoniidade. Sweby [41℄ apliou ooneito de Harten [14℄ aos limitadores de �uxo, e prop�s a restrição

{
0 ≤ ψ(rf ) ≤ min(2rf , 2), se rf ≥ 0,

ψ(rf) = 0, se rf ≤ 0,
(3.20)a qual de�ne a omumente hamada região TVD (ver Figura 3.6) para os limitadores de �uxo.

Figura 3.6: Região TVD de Sweby.É mostrado a seguir que qualquer limitador de �uxo ψ que satisfaz ψ(1) = 1 (prinípiode Sweby [41℄), e que faz om que (3.13) seja de segunda ordem de preisão deve satisfazer aseguinte ondição de equivalênia:
dψ

drf

∣∣∣
rf=1

=
1

4
⇔ o esquema (3.13) tem terceira ordem de preciso local. (3.21)De fato, pois: 17



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderados(⇐) Levando os desenvolvimentos, em série de Taylor em torno do ponto (i + 1/2, j),de φ(i−1,j) = φ([i+1/2]−3/2,j), φ(i,j) = φ([i+1/2]−1/2,j) e φ(i+1,j) = φ([i+1/2]+1/2,j), mais ψ(rf) ≈
ψ(1) + (rf − 1) dψ

drf

∣∣∣
rf=1

, na expressão (3.13), resulta dψ
drf

∣∣∣
rf=1

= 1
4
.(⇒) A derivada da expressão (3.16) em relação a φ̂(i,j) dá

dφ̂(i+1/2,j)

dφ̂(i,j)

= 1 +
1

2

d

dφ̂(i,j)

[
ψ(rf (i+1/2,j))(1− φ̂(i,j))

]

= 1 +
1

2

[ dψ

drf (i+1/2,j)

· drf (i+1/2,j)

dφ̂(i,j)

· (1− φ̂(i,j))− ψ(rf (i+1/2,j))
]

= 1 +
1

2

[ dψ

drf (i+1/2,j)

· 1

(1− φ̂(i,j))
2 · (1− φ̂(i,j))− ψ(rf (i+1/2,j))

]
. (3.22)Avaliando a expressão (3.22) em φ̂(i,j) =

1
2
(o que equivale a rf (i+1/2,j) = 1) obtém-se

dφ̂(i+1/2,j)

dφ̂(i,j)

=
3

4
.Essa é a ondição de Leonard [19℄ para esquemas upwind alançarem tereira ordem de preisão.Utilizando-se da idéia de monotoniidade, Sweby [41℄ de�niu o prinípio de monotoniidadepara limitadores de �uxo, em que

ψ
′

(rf ) = 2 se rf → 0. (3.23)Combinando as relações entre φU e φf , e onsiderando as relações (3.12), (3.14), (3.15),obtém-se a região para as araterístias upwind NV (ver Figura 3.7) que satisfazem a restriçãoTVD, isto é
{
φ̂U ≤ φ̂f ≤ min(1, 2φ̂U), se 0 < φ̂U < 1,

φ̂f = φ̂U , se φ̂U ≤ 0 ou φ̂U ≥ 1.
(3.24)Os esquemas apresentados a seguir são exemplos representativos de esquemas TVD de altaresolução difereniáveis, e que serão utilizados para omparações om os esquemas upwind TVDdesenvolvidos neste trabalho.

• Esquema de van Albada [46℄
φ̂f =

{
4φ̂3

U
−5φ̂2

U
+3φ̂U

4φ̂2
U
−4φ̂U+2

, se 0 ≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],
(3.25)18



3.2 Critérios de limitação e exemplos de esquemas upwind

10.5

1

0.75

Figura 3.7: Região TVD em variáveis normalizadas.ujo limitador de �uxo orrespondente é
ψ(rf) =

rf
2 + rf

rf 2 + 1
. (3.26)

• Esquema EPUS de Corrêa [7℄
φ̂f =





−4(λ− 24)φ̂8
U + 16(λ− 23)φ̂7

U + (528− 25λ)φ̂6
U+

(19λ− 336)φ̂5
U + (80− 7λ)φ̂4

U + λφ̂3
U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].(3.27)
λ ∈ [16, 95], ujo limitador de �uxo orrespondente é

ψ(rf) = max

{
0,

0.5(|rf |+ rf )(2λ− 32)r4f + (160− 4λ)r3f + 2λr2f
(1 + |rf |)7

}
.Muito embora os limitadores van Albada e EPUS (e muitos outros esquemas upwind pre-sentes na literatura) sejam difereniáveis, na prátia (prinipalmente em problemas inom-pressíveis) o usuário pode enfrentar di�uldades om o uso desses esquemas no que diz respeitoà onvergênia do proesso numério global. Segundo Venkatakrishnan [48℄ a razão para esseomportamento paree ser que limitadores desse tipo atuam nas osilações em esalas pequenasnas regiões suaves, introduzindo assim efeitos não lineares. Isso faz om que o resíduo sofra19



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderadosdo in�modo problema de estagnação. Com o objetivo de evitar esse problema de estagnação,utiliza-se a ténia dos mínimos quadrados ponderados desrita a seguir.Uma forma de estimar o limitador de �uxo ψ(rf) dado em (3.13) pode ser feita através daténia de minimização de erros denominada mínimos quadrados ponderados. Tomando-se amoléula omputaional de três pontos dada na Figura 3.1, onstrói-se o sistema indeterminadoatravés do trunamento da série de Taylor. Por simpliidade, restringindo-se ao aso em que aveloidade vf é positiva (o aso negativo é análogo), e o domínio é 1D (a extensão para outrasdimensões é trivial, e apenas altera a dimensão do sistema), tem-se:
{
φD = φU + δx(

dφ
dx
)|U ⇒ φD − φU = ∆φ1 = δx(

dφ
dx
)|U ,

φR = φU − δx(
dφ
dx
)|U ⇒ φU − φR = ∆φ2 = δx(

dφ
dx
)|U .

(3.28)Em forma matriial o sistema (3.28) torna-se
∆φ = Sdφ, (3.29)onde ∆φ = [∆φ1,∆φ2]

T , S = [δx, δx]
T e dφ = (dφ

dx
)|U . Admitindo-se que exista um b ótimo, talque dφ = b, estima-se este valor por meio da ténia de mínimos quadrados. Neste aso o erro

E(b) é dado por
E(b) =

2∑

j=1

(∆φj − Sjb)
2, (3.30)de maneira que o proesso de minimização leva a

ST∆φ = STSb, (3.31)uja melhor aproximação é
b = (STS)−1ST∆φ. (3.32)A forma ponderada do limitador de �uxo (hamada ténia dos mínimos quadrados ponde-rados) é obtida inserindo-se a matrizW = [w1, w2]

T , om w1 e w2 pesos presritos, na expressão(3.32), isto é
b = (STWS)−1STW∆φ, (3.33)e o diferenial dφ é alulado por meio da expressão
dφ =

∆φ1w1 +∆φ2w2

(w1 + w2)δx
. (3.34)Desta forma, da expansão em série de Taylor de φ em torno da fae f = i+ 1

2
, obtém-se

φf = φ(i+1/2,j) = φU +
1

2

∆φ1w1 +∆φ2w2

(w1 + w2)
. (3.35)20



3.2 Critérios de limitação e exemplos de esquemas upwindO limitador resultante é então dado por
ψ(rf) = Pond · ∆φ1w1 +∆φ2w2

(w1 + w2)∆φ1

, (3.36)onde Pond é uma onstante arbitrária. É omum introduzir um parâmetro pequeno ǫ naexpressão (3.36) (veja, por exemplo, [48℄ ou [26℄) para prevenir indeterminação em regiões dealtos gradientes; e o resultado �nal do limitador de �uxo é
ψ(rf) = Pond · ∆φ1(w1 + ǫ) + ∆φ2(w2 + ǫ)

(w1 + w2 + 2ǫ)∆φ1
. (3.37)

21



Capítulo 3 Interpolação upwind e otimização de gradientes via mínimos quadrados ponderados
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Capítulo
4Derivação de novos esquemas upwind

Neste apítulo apresentam-se novos esquemas upwind do tipo funções raionais, ujos de-senvolvimentos são baseados nas ondições apresentadas no apítulo 3. Os esquemas estãoagrupados em uma família, denominada FUS-RF (Family of Upwind Sheme via Rational Fun-tions). Em partiular, seis representantes desta família são apresentados neste estudo, os quaissão denominados Esquema 1, Esquema 2, Esquema 3, Esquema 4, Esquema 5 e Esquema 6.O Esquema 1 é desenvolvido de maneira usual, isto é, om base nos ritérios de estabilidadeTVD/CBC. Os Esquemas 2 a 6 são onstruídos utilizando-se da aproximação dos gradientesvia ténia de minimização mínimos quadrados ponderada.4.1 Derivação de esquemas upwind via forma usual: Es-quema 1A ideia por trás do desenvolvimento do Esquema 1 é derivar uma função raional omoinversa de um polin�mio de grau ino em φ̂U , subtraida uma onstante β, a qual passa pelospontos (0,0), (1,1) e (1
2
, 3

4
) om inlinação 3

4
em (1

2
, 3

4
), ou seja

φ̂f =

{
1

α0+α1φ̂U+α2φ̂2U+α3φ̂3U+α4φ̂4U+α5φ̂5U
− β, se 0 ≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],
(4.1)em que αi, i = 0, · · · , 5 são onstantes a serem determinadas. A inlusão do parâmetro βem (4.1) é impresindível para que o esquema passe na origem. Impondo as quatro ondiçõesaima, mais a imposição de que o esquema (4.1) tenha a mesma inlinação do FOU em (0,0),(1,1) (lasse C1), obtém-se o sistema linear de equações

• φ̂f(0) = 0 ⇒ α0 =
1
β
; 23



Capítulo 4 Derivação de novos esquemas upwind
• φ̂f(1) = 1 ⇒ α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5 =

1
1+β

;
• φ̂f(

1
2
) = 3

4
⇒ α0 +

1
2
α1 +

1
4
α2 +

1
8
α3 +

1
16
α4 +

1
32
α5 =

4
3+4β

;
• φ̂

′

f(
1
2
) = 3

4
⇒ −4α1 − 4α2 − 3α3 − 2α4 − 5

4
α5 = 3( 4

3+4β
)2;

• φ̂
′

f(0) = 1 ⇒ α1 = −( 1
β
)2;

• φ̂
′

f(1) = 1 ⇒ −α1 − 2α2 − α3 − 4α4 − 5α5 = ( 1
1+β

)2.A imposição de difereniabilidade nos pontos (0,0) e (1,1) tem o propósito de evitar problemasde onvergênia do método numério global em malhas grosseiras, em analogia ao que foiproposto por Lin e Chieng [23℄. De�nindo
λ1 =

1

β
, λ2 =

1

1 + β
, λ3 =

4

3 + 4β
, (4.2)o sistema anterior torna-se




1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

1 1
2

1
4

1
8

1
16

1
32

0 −1 −2 −3 −4 −5

0 −4 −4 −3 −2 −5
4







α0

α1

α2

α3

α4

α5




=




λ1

λ21
λ2

λ3

λ22
3λ23




. (4.3)
Resolvendo este sistema via MAPLE tem-se

α0 = λ1,

α1 = −(λ1)
2,

α2 = 6(λ1)
2 − 23λ1 + (λ2)

2 + 7λ2 + 6(λ3)
2 + 16λ3,

α3 = −13(λ1)
2 + 66λ1 − 5(λ2)

2 − 34λ2 − 24(λ3)
2 − 32λ3,

α4 = 12(λ1)
2 − 68λ1 + 8(λ2)

2 + 52λ2 + 30(λ3)
2 + 16λ3,

α5 = −4(λ1)
2 + 24λ1 − 4(λ2)

2 − 24λ2 − 12(λ3)
2,

(4.4)
que em variáveis normalizadas é dado por
φ̂f =





[
λ1 − λ21φ̂U + {6λ21 − 23λ1 + λ22 + 7λ2 + 6λ23 + 16λ3} φ̂2

U+

{−13λ21 + 66λ1 − 5λ22 − 34λ2 − 24λ23 − 32λ3} φ̂3
U+

{12λ21 − 68λ1 + 8λ22 + 52λ2 + 30λ23 + 16λ3} φ̂4
U+

{−4λ21 + 24λ1 − 4λ22 − 24λ2 − 12λ23} φ̂5
U

]−1

, se 0 ≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1]. (4.5)24



4.1 Derivação de esquemas upwind via forma usual: Esquema 1Este esquema é mostrado na Figura 4.1 para vários valores de β.O limitador de �uxo orrespondente para o Esquema 1 é obtido de (3.15), isto é
ψ(rf) ≈ 2

φ̂f − φ̂U

1− φ̂U
. (4.6)Da expressão (4.5), esreve-se ψ(rf) omo

ψ(rf ) =
a

b
, (4.7)em que

a = −2α5φ̂
6
u + (−2α4 − 2βα5) φ̂

5
u + (−2α3 − 2βα4) φ̂

4
u + (−2α2 − 2βα3) φ̂

3
u +

(−2α1 − 2βα2) φ̂
2
u + (−2α0 − 2βα1) φ̂u − 2βα0 + 2,

b = −α5φ̂
6
u + (−α4 + α5) φ̂

5
u + (−α3 + α4) φ̂

4
u + (−α1 + α2) φ̂

2
u +

(−α2 + α3) φ̂
3
u + (−α0 + α1) φ̂u + α0.Observando que

φ̂U = φ̂U(rf ) =
rf

1 + rf
,o limitador de �uxo do Esquema 1 torna-se

ψ(rf) =
γ6r

6
f + γ5r

5
f + γ4r

4
f + γ3r

3
f + γ2r

2
f + γ1rf + (2− 2βα0)

c
, (4.8)em que c é dado por

c = (α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5) r
5
f + (5α0 + 4α1 + 3α2 + 2α3 + α4) r

4
f + (4.9)

(10α0 + 6α1 + 3α2 + α3) r
3
f + (10α0 + 4α1 + 3α2) r

2
f + (5α0 + α1) rf + α0, (4.10)e γi, i = 1, · · · , 6 por 25



Capítulo 4 Derivação de novos esquemas upwind
γ1 = (−2− 12β)α0 + (−2β)α1 + 12,

γ2 = (−10− 30β)α0 + (−2− 10β)α1 + (−2β)α2 + 30,

γ3 = (−20− 40β)α0 + (−8− 20β)α1 + (−2− 8β)α2 + (−2β)α3 + 40,

γ4 = (−30− 20β)α0 + (−12− 20β)α1 + (−6− 12β)α2 + (−2− 6β)α3 + (−2β)α4 + 30,

γ5 = (−10− 12β)α0 + (−8− 10β)α1 + (−6− 8β)α2 + (−4− 6β)α3 + (−2− 4β)α4 + (−2β)α5 + 12,

γ6 = (−2− 2β)α0 + (−2− 2β)α1 + (−2− 2β)α2 + (−2− 2β)α3 + (−2− 2β)α4 + (−2− 2β)α5 + 2.Nota-se que a equação para ψ(rf) é válida para rf ≥ 0, uma vez que de (4.1), tem-se
φ̂U ∈ [0, 1] e, desta maneira

φ̂U =
rf

1 + rf
⇒ 0 ≤ rf

1 + rf
≤ 1 ⇒ rf ≥ 0.Por outro lado, se φ̂U /∈ [0, 1] , então φ̂f = φ̂U e, neste aso, tem-se ψ(rf) = 0. Assim, olimitador de �uxo é dado por

ψ(rf) =
0.5(|rf |+ rf )

[
γ6r

5
f + γ5r

4
f + γ4r

3
f + γ3r

2
f + γ2rf + γ1 + (2− 2βα0) r

−1
f

]
.

c
(4.11)O Esquema 1 satisfaz as restrições TVD (3.24) para β ∈ [0.1545,∞]. Observa-se tambémque o valor β = 0.1545 fornee um limitante superior para as araterístias NV, enquanto

β = 0.4045 fornee um limitante inferior para as araterístias (ver Figura 4.1). No estudoapresentado neste trabalho, tomou-se 10 valores do parâmetro β ∈ [0.1545, 0.4045]. Vê-setambém que em virtude do prinipio de Sweby e de (3.21), o Esquema 1 pode alançar atétereira ordem de preisão; de fato, pois
ψ(1) =

(3 + 4β)2 − (16β2 + 20β + 6)

3 + 4β
= 1, ∀β, (4.12)e

ψ
′

(1) =
27 + 108β + 144β2 + 64β3

108 + 432β + 576β2 + 256β3
=

1

4
, ∀β. (4.13)Na Figura 4.2, apresenta-se o limitador de �uxo do Esquema 1 no plano ψf⊥rf para váriosvalores do parâmetro β. 26



4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6
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β = 0.4045Figura 4.1: Esquema 1 em variáveis normalizadas para vários valores do parâmetro β.
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Figura 4.2: Limitador de �uxo orrespondente do Esquema 1 (rf ≥ 0) para vários valores doparâmetro β.4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadradosponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6Nesta seção são desenvolvidos os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6 da família FUS-RF. Iniialmente,são desenvolvidos os limitadores de �uxo via ténia mínimos quadrados ponderados; e entãoos orrespondentes esquemas no ontexto NV são derivados. Como apresentado no apítulo 3,27



Capítulo 4 Derivação de novos esquemas upwindlimitadores de �uxo podem ser onstruídos de forma otimizada, por meio da relação (3.37), istoé
ψ(rf) = Pond

(
(w1 + ǫ)∆φ1 + (w2 + ǫ)∆φ2

(w1 + w2 + 2ǫ)∆φ1

)
. (4.14)4.2.1 Esquema 2O Esquema 2 é obtido de�nindo-se os pesos w1 = r8f+ar

3
f e w2 = brf+c, onde os oe�ientes

Pond, a, b e c são determinados pela imposição das restrições de estabilidade (ver Deonink[50℄ ou Sweby [41℄)
• ψ(1) = 1 ⇒ Pond = 1;

• ψ
′

(1) = 1
4

⇒ Pond

(
(b+ c)

1 + a+ b+ c

)
=

1

4
; (4.15)mais as ondições para simetria

• ψ(−1) = 1 ⇒ Pond

(
(1− a+ b− c)

1− a− b+ c

)
= 1;

• ψ
′

(−1)= −1

4
⇒

Pond

(
(−8 + 3a− 2b+ c)(1− a− b+ c)− (1− a+ b− c)(−8 + 3a+ b)

(1− a− b+ c)2

)
= −1

4
. (4.16)Resolvendo o sistema não linear dado pelas equações (4.15) e (4.16) via MAPLE obtém-se

Pond = 1, a = −1
7
, b = 1

7
e c = 1

7
. E em síntese, o limitador de �uxo para o Esquema 2, om ainlusão do parâmetro livre ǫ para prevenir indeterminações, é

ψ(rf) =
r8f − 1

7
r3f +

1
7
r2f + (1

7
+ ǫ)rf + ǫ

r8f − 1
7
r3f +

1
7
rf +

1
7
+ 2ǫ

, ∀rf . (4.17)O Esquema 2 upwind em NV orrespondente é obtido reorrendo-se à equação (3.15), ujoresultado é
φ̂f =

P
Q
, ∀ φ̂U , (4.18)onde

P = (8 + 28ǫ)φ̂9
U − (217)φ̂8

U + (26 + 728ǫ)φ̂7
U − (63 + 1372ǫ)φ̂6

U + (100 + 1568ǫ)φ̂5
U −

(101 + 1078ǫ)φ̂4
U + (62 + 392ǫ)φ̂3

U − (21 + 28ǫ)φ̂2
U + (3− 28ǫ)φ̂U + 7ǫ,28



4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6e
Q = (16 + 28ǫ)φ̂9

U − (12 + 224ǫ)φ̂7
U + (34 + 784ǫ)φ̂6

U − (62 + 1568ǫ)φ̂5
U + (80 + 1960ǫ)φ̂4

U −
(72 + 1568ǫ)φ̂3

U + (42 + 1784ǫ)φ̂2
U − (14 + 224ǫ)φ̂U + 28ǫ+ 2.Usando a equação (4.18) pode-se derivar as relações

φ̂f(0) =
7ǫ

2 + 28ǫ
−→ 0, quando ǫ −→ 0; (4.19)
φ̂f(1) = 1, ∀ǫ; (4.20)

φ̂f

(
1

2

)
=

3(7ǫ+ 4)

4(7ǫ+ 4)
, ∀ǫ; (4.21)

φ̂
′

f

(
1

2

)
=

12 + 49ǫ+ 49ǫ2

16 + 56ǫ+ 49ǫ2
−→ 3

4
, quando ǫ −→ 0. (4.22)As Figuras 4.3 e 4.4 ilustram, respetivamente, o Esquema 2 em NV e o limitador de �uxoorrespondente para vários valores de ǫ. Nota-se por essas �guras que os métodos (esquema elimitador) upwind om ǫ = 0.1 e ǫ = 0.01 não são TVD (nas regiões em que esta é válida).

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

PSfragreplaements

φ̂U

φ̂f ǫ = 0
ǫ = 0.1
ǫ = 0.01
ǫ = 0.001
ǫ = 0.0001
ǫ = 0.00001
ǫ = 0.000001
ǫ = 0.0000001

Figura 4.3: Esquema 2 em variáveis normalizadas para vários valores do parâmetro ǫ.4.2.2 Esquema 3Para derivar o Esquema 3 de�nem-se os pesos w1 = r4f + ar3f e w2 = b. Assim omo feitopara o Esquema 2, impõe-se as restrições de estabilidade29



Capítulo 4 Derivação de novos esquemas upwind
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ǫ = 0.0000001Figura 4.4: Limitador de �uxo orrespondente do Esquema 2 (∀rf ) para vários valores doparâmetro ǫ.

• ψ(1) = 1 ⇒ Pond = 1;

• ψ
′

(1) = 1
4

⇒ Pond

(
b

1 + a+ b

)
=

1

4
; (4.23)assoiadas à restrição para a derivada em rf = −1

• ψ
′

(−1) = −1
4

⇒ Pond
(

(−4+3a+b)(1−a+b)−(1−a−b)(−4+3a)
(1−a+b)2

)
= −1

4
. (4.24)Após resolver o sistema não linear obtém-se Pond = 1, a = − 985

1291
e b = 102

1291
. Assim, olimitador de �uxo do Esquema 3 é

ψ(rf) =
1291r4f − 985r3f + (102 + 1291ǫ)rf + 1291ǫ

1291r4f − 985r3f + 102 + 2582ǫ
, ∀rf . (4.25)O respetivo Esquema 3 em NV é

φ̂f =
P
Q
, ∀ φ̂U , (4.26)onde tem-se

P = (2582 + 5164ǫ)φ̂5
U + (67− 19365ǫ)φ̂4

U + (851 + 25820ǫ)φ̂3
U − (1224 + 12910ǫ)φ̂2

U +

(306)φ̂U + 1291ǫ,30



4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6e
Q = (4756 + 5164ǫ)φ̂4

U − (2786 + 20656ǫ)φ̂3
U + (1224 + 30984ǫ)φ̂2

U − (816 + 20656ǫ)φ̂U +

5164ǫ+ 204.Considerando-se a equação (4.26), pode-se aferir algumas relações importantes:
φ̂f(0) =

1291ǫ

204 + 5164ǫ
−→ 0, quando ǫ −→ 0; (4.27)

φ̂f(1) = 1, ∀ǫ; (4.28)
φ̂f

(
1

2

)
=

3(1291ǫ+ 204)

4(1291ǫ+ 204)
, ∀ǫ; (4.29)

φ̂
′

f

(
1

2

)
=

31212 + 460887ǫ+ 1666681ǫ2

41616 + 526728ǫ+ 1666681ǫ2
−→ 3

4
, quando ǫ −→ 0. (4.30)As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam, respetivamente, o esquema 3 em NV e o orrespondentelimitador de �uxo. Nota-se que o omportamento das araterístias NV para ǫ = 0.1 e ǫ = 0.01mostra que para estes parâmetros o esquema não é TVD.
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Figura 4.5: Esquema 3 em variáveis normalizadas para vários valores do parâmetro ǫ.4.2.3 Esquema 4No Esquema 4 de�nem-se os pesos a �m de se obter um limitador raional de grau 8 então,
w1 = r8f + ar6f + r5f + br3f e w2 = rf + c. 31
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ǫ = 0.0000001Figura 4.6: Limitador de �uxo orrespondente do Esquema 3 (∀rf ) para vários valores doparâmetro ǫ.Para determinar os valores de Pond, a, b e c são impostas as ondições de estabilidade paralimitadores de �uxo, ou seja,

• ψ(1) = 1 ⇒ Pond = 1;

• ψ
′

(1) = 1
4

⇒ Pond

(
1 + c

3 + a+ b+ c

)
=

1

4
; (4.31)assoiadas às restrições de simetria

• ψ(−1) = 1 ⇒ Pond

(
1 + a− b− c

−1 + a− b+ c

)
= 1;

• ψ
′

(−1)=−1

4
⇒

Pond

(
(−5− 6a+ 3b+ c)(−1 + a− b+ c)− (1 + a− b− c)(−2− 6a+ 3b)

(−1 + a− b+ c)2

)
= −1

4
.(4.32)Resolvendo o sistema obtém-se Pond = 1, a = 6, b = −2 e c = 1.O limitador de �uxo para o Esquema 4, om a inlusão do parametro ǫ é

ψ(rf) =
r8f + 6r6f + r5f − 2r3f + r2f + (1 + ǫ)rf + ǫ

r8f + 6r6f + r5f − 2r3f + rf + 2ǫ+ 1
, ∀rf (4.33)e o respetivo esquema upwind em NV é

φ̂f =
P
Q
, ∀ φ̂U , (4.34)32



4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6onde tem-se o numerador
P = (8 + 4ǫ)φ̂9

U − (14 + 31ǫ)φ̂8
U + (25 + 104ǫ)φ̂7

U − (59 + 196ǫ)φ̂6
U + (96 + 224ǫ)φ̂5

U −
(97 + 154ǫ)φ̂4

U + (61 + 56ǫ)φ̂3
U − (21 + 4ǫ)φ̂2

U + (3− 4ǫ)φ̂U + ǫ,e o denominador
Q = (16 + 4ǫ)φ̂8

U − (40 + 32ǫ)φ̂7
U + (60 + 112ǫ)φ̂6

U − (80 + 224ǫ)φ̂5
U + (90 + 280ǫ)φ̂4

U −
(74 + 224ǫ)φ̂3

U + (42 + 112ǫ)φ̂2
U − (14 + 32ǫ)φ̂U + 4ǫ+ 2.Em vista de analisar o omportamento do Esquema 4, tem-se

φ̂f(0) =
ǫ

2 + 4ǫ
−→ 0, quando ǫ −→ 0; (4.35)
φ̂f(1) = 1, ∀ǫ; (4.36)

φ̂f

(
1

2

)
=

3(ǫ+ 4)

4(ǫ+ 4)
, ∀ǫ; (4.37)

φ̂
′

f

(
1

2

)
=

12 + 7ǫ+ ǫ2

16 + 8ǫ+ ǫ2
−→ 3

4
, quando ǫ −→ 0. (4.38)As Figuras 4.7 e 4.8 apresentam, respetivamente, o Esquema 4 em NV e o orrespondentelimitador de �uxo. Nota-se que apenas para ǫ = 0.1 as araterístias não são TVD.4.2.4 Esquema 5O Esquema 5 é de�nido impondo-se os pesos w1 = r8f + ar7f + br6f + cr5f e w2 = 1r3f + er2f +

frf + 1. Os oe�ientes destes pesos são determinados através das restrições
• ψ(1) = 1 ⇒ Pond = 1;

• ψ
′

(1) = 1
4

⇒ Pond

(
e + f + 2

a+ b+ c+ e+ f + 3

)
=

1

4
; (4.39)assoiadas às restrições

• ψ(−1) = 1 ⇒ Pond

(
1− a+ b− c− e + f

1− a+ b− c + e− f

)
= 1;

• ψ
′

(−1) = −1
4

⇒ Pond

(
7a− 6b+ 5c+ 3e− 2f + 11

1− a+ b− c + e− f

)
−33



Capítulo 4 Derivação de novos esquemas upwind

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

PSfragreplaements

φ̂U

φ̂f ǫ = 0
ǫ = 0.1
ǫ = 0.01
ǫ = 0.001
ǫ = 0.0001
ǫ = 0.00001
ǫ = 0.000001
ǫ = 0.0000001

Figura 4.7: Esquema 4 em variáveis normalizadas para vários valores do parâmetro ǫ.
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Pond

(
(−5 + 7a− 6b+ 5c− 2e + f)(1− a+ b− c− e+ f)

(1− a+ b− c+ e− f)2

)
= −1

4
;

• ψ

(
1

2

)
=

1

2
⇒ Pond




1

256
+

1

128
a +

1

64
b+

1

32
c+

1

8
e+

1

4
f +

9

16
1

256
+

1

128
a+

1

64
b+

1

32
c+

1

4
e+

1

2
f + +

9

8


 =

1

2
;
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4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6
• ψ

(
−1

2

)
= 0 ⇒ Pond




1

256
− 1

128
a +

1

64
b− 1

32
c− 1

8
e +

1

4
f +

9

16
1

256
− 1

128
a+

1

64
b− 1

32
c−+

1

4
e+

1

2
f +

7

8


 = 0. (4.40)Resolvendo o sistema não linear via MAPLE obtém-se Pond = 1, a = −29

9
, b =

169

12
,

c = −229

36
, e = − 1

12
e f = − 1

12
.O limitador de �uxo do Esquema 5 é

ψ(rf ) =
r8f −

29

9
r7f +

169

12
r6f −

229

36
r5f + r4f −

1

12
r3f −

1

12
r2f + (1 + ǫ)r + ǫ

r8f −
29

9
r7f +

169

12
r6f −

229

36
r5f + r3f −

1

12
r2f −

1

12
rf + 2ǫ+ 1

, ∀ rf . (4.41)Em NV, o Esquema 5 é
φ̂f =

P
Q
, ∀ φ̂U ; (4.42)no qual

P =(888 + 144ǫ)φ̂9
U−(1262 + 1116ǫ)φ̂8

U+(1375 = 3744ǫ)φ̂7
U−(4138 + 7056ǫ)φ̂6

U+

(6971 + 8064ǫ)φ̂5
U−(6075 + 5544ǫ)φ̂4

U+(3078 + 2016ǫ)φ̂3
U−(873 + 144ǫ)φ̂2

U+

(108− 144ǫ)φ̂U+36ǫ,e o denominador
Q = (1776 + 144ǫ)φ̂8

U − (3856 + 1152ǫ)φ̂7
U + (3720 + 4032ǫ)φ̂6

U − (3860 + 8064ǫ)φ̂5
U +

(4800 + 10080ǫ)φ̂4
U − (4050 + 8064ǫ)φ̂3

U + (2052 + 4032ǫ)φ̂2
U − (582 + 1152ǫ)φ̂U + 144ǫ+ 72.Considerando-se a equação (4.42), pode-se veri�ar algumas relações importantes;

φ̂f(0) =
36ǫ

72 + 144ǫ
−→ 0, quando ǫ −→ 0; (4.43)

φ̂f(1) = 1, ∀ǫ; (4.44)
φ̂f

(
1

2

)
=

3(33ǫ+ 9)

4(33ǫ+ 9)
, ∀ǫ; (4.45)35
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φ̂

′

f

(
1

2

)
=

3267 + 2079ǫ+ 324ǫ2

4356 + 2376ǫ+ 324ǫ2
−→ 3

4
, quando ǫ −→ 0. (4.46)O Esquema 5 em NV e o limitador de �uxo deste esquema estão ilustrados, respetivamente,nas Figuras 4.9 e 4.10 onde vê-se laramente que para ǫ = 0.1 o esquema não é TVD.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

PSfragreplaements

φ̂U

φ̂f ǫ = 0
ǫ = 0.1
ǫ = 0.01
ǫ = 0.001
ǫ = 0.0001
ǫ = 0.00001
ǫ = 0.000001
ǫ = 0.0000001

Figura 4.9: Esquema 5 em variáveis normalizadas para vários valores do parâmetro ǫ.
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4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 64.2.5 Esquema 6Para derivar o Esquema 6 assumem-se os pesos w1 = r8f + r5f + br3f e w2 = crf + 1. Paradeterminar os oe�ientes b e c reorre-se à equação (3.15), ou seja,
φ̂f(φ̂U) = φ̂U +

1

2
ψ(rf)(1− φ̂U), (4.47)O que resulta no esquema

φ̂f (φ̂U ) = φU+
Pond

2

(
φ̂8
U (1− φ̂U ) + φ̂5

U (1− φ̂U )
4 + bφ̂3

U (1− φ̂U )
6) + cφ̂2

U (1− φ̂U )
7 + φ̂U (1− φ̂U )

8

φ̂8
U + φ̂5

U (1− φ̂U )3 + bφ̂3
U (1− φ̂U )5) + cφ̂U (1− φ̂U )7 + (1− φ̂U )8

)
.As restrições φ̂f(0) = 0 e φ̂f(1) = 1 são satisfeitas para qualquer b ou c, assim, onsiderando

Pond = 1, são impostas as restrições
• φf

(
1

2

)
=

3

4
⇒ 1

2
+
Pond

2




3

512
+

1

512
b+

1

512
c

3

256
+

1

256
b+

1

256
c


 =

3

4
;

• φ
′

(
1

2

)
=

3

4
⇒ 1 +

Pond

2




(
3

256
+

1

256
b+

1

256
c

)(
1

256
− 3

256
b− 5

256
c

)

(
3

256
+

1

256
b+

1

256
c

)2




−Pond
2




(
3

512
+

1

512
b+

1

512
c

)(
1

64
− 1

64
b− 3

64
c

)

(
3

256
+

1

256
b+

1

256
c

)2


 =

3

4
.

Resolvendo o sistema não linear obtém-se b = −361
273

e c = −634
819

. Assim, o Esquema 6 emNV é
φ̂f =

P
Q
, ∀ φ̂U ; (4.48)onde

P = (5442 + 3276ǫ)φ̂9
U − (34845 + 25389ǫ)φ̂8

U + (114153 + 85176ǫ)φ̂7
U − (205800 + 160524ǫ)φ̂6

U +

(233964 + 183456ǫ)φ̂5
U − (173202 + 126126ǫ)φ̂4

U + (81017 + 45864ǫ)φ̂3
U +

(21558− 3276ǫ)φ̂2
U + (2457− 3276ǫ)φ̂U + 819ǫ,37



Capítulo 4 Derivação de novos esquemas upwinde
Q = (5072 + 3276ǫ)φ̂8

U − (27896 + 26208ǫ)φ̂7
U + (89238 + 91728ǫ)φ̂6

U − (156130 + 183456ǫ)φ̂5
U +

(169870 + 229320ǫ)φ̂4
U − (120522 + 183456ǫ)φ̂3

U + (54740 + 91728ǫ)φ̂2
U −

(14372 + 26208ǫ)φ̂U + 3276ǫ+ 1638.O respetivo limitador de �uxo é
ψ(rf ) =

r8f + r5f − 361
273
r3f − 634

819
r2f + (1 + ǫ)rf + ǫ

r8f + r5f − 361
273
r3f − 634

819
rf + 2ǫ+ 1

, ∀rf . (4.49)Algumas relações são observadas quando se impõe o parâmetro ǫ para prevenir indetermi-nações, ou seja,
φ̂f(0) =

819ǫ

1638 + 3676ǫ
−→ 0, quando ǫ −→ 0; (4.50)

φ̂f(1) = 1, ∀ǫ; (4.51)
φ̂f

(
1

2

)
=

3(819ǫ+ 370)

4(819ǫ+ 370)
, ∀ǫ; (4.52)

φ̂
′

f

(
1

2

)
=

410700 + 2121210ǫ+ 2683044ǫ2

547600 + 2424240ǫ+ 2683044ǫ2
−→ 3

4
, quando ǫ −→ 0. (4.53)A Figura 4.11 ilustra o omportamento do esquema upwind 6 e a Figura 4.12 apresentao omportamento do limitador de �uxo orrespondente. Ambas aferem que para ǫ pequeno(ǫ −→ 0) satisfaz-se a propriedade TVD.
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4.2 Derivação de esquemas upwind via mínimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6
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Figura 4.11: Esquema 6 em variáveis normalizadas para vários valores do parâmetro ǫ.
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Capítulo
5Modelagem omputaional

Neste apítulo apresentam-se a disretização das equações desritas no apítulo 2 e os méto-dos omputaionais para resolvê-las. Disute-se também omo (e onde) são implementados oslimitadores de �uxo e os esquemas em NV assoiados.5.1 Equações hiperbóliasAs equações de adveção de esalares, de Burgers, de águas rasas e de Euler foram resolvi-das numeriamente utilizando-se o ambiente de simulação CLAWPACK (Conservation LAWPACKage) de LeVeque [21℄, que implementa leis de onservação no ontexto da metodologiapadrão de volumes �nitos. Neste software, as equações são onsideradas na forma quase-linear,omo em (2.1), uja transformação para esta forma estão apresentadas no Apêndie A. Porsimpliidade, e sem perda de generalidade, onsidera-se o aso 1D do sistema geral (2.1)
∂φ

∂t
+ A

∂φ

∂x
= ζ, (5.1)onde A = A(φ, t) é a matriz jaobiana assoiada. A reonstrução para a variável φ (ver [21℄)implementada no ódigo CLAWPACK é dada por

φ(i,j+1) = φ(i,j) −
δt
δx

(
A−∆φ1 + A+∆φ2

)
− δt
δx

(
F̃i+ 1

2

− F̃i− 1

2

)
, (5.2)onde F̃i+ 1

2

e F̃i− 1

2

são termos de orreção de alta resolução. As �utuações (à direita) A−∆φ1 e(à esquerda) A+∆φ2 são de�nidas omo
A−∆φ1 =

m∑

q=1

(
sq
i+ 1

2

)−
W q

i− 1

2

, (5.3)41



Capítulo 5 Modelagem omputaionale
A+∆φ2 =

m∑

q=1

(
sq
i− 1

2

)+
W q

i− 1

2

, (5.4)nas quais m é o número de onda; W q
[] é uma espéie de salto da q-ésima onda om veloidade

sq; (s)− = min(s, 0) e (s)+ = max(s, 0). No CLAWPACK, resolvedores de Riemann alulaminiialmente as ondas e as veloidades, e depois, om estes dados, alulam as �utuações.Finalmente, para avaliar a reonstrução (5.2), alulam-se os orretores de �uxo, onde, porexemplo,
F̃i− 1

2

=
1

2

m∑

q=1

|sq
1− 1

2

|
(
1− δt

δx
|sq

1− 1

2

|
)
W̃ q

i− 1

2

, (5.5)em que W̃ q

i− 1

2

é uma versão limitada de W q

i− 1

2

(ver [21℄) obtida omo
W̃ q

i− 1

2

= α̃i− 1

2

θq, (5.6)onde θq é o q-ésimo autovetor de A e α̃i− 1

2

é um oe�iente dado por
α̃i− 1

2

= Θ−1[φ(i,j) − φ(i−1,j)]
Tψ(rq

i− 1

2

). (5.7)Na equação (5.7), Θ é a matriz de autovetores de A; e ψ(rq
i− 1

2

) é um limitador de �uxo, omo sensor de suavidade rq
i− 1

2

dado por
rq
i− 1

2

=
αI− 1

2

αi− 1

2

, I =





i− 1, sq
i− 1

2

< 0,

i+ 1, sq
i+ 1

2

> 0.
(5.8)O álulo para F̃i+ 1

2

segue proedimento similar.Neste trabalho, os limitadores de �uxo disutidos anteriormente (ver apítulos 3 e 4) foramimplementados no ódigo CLAWPACK via equação (5.7). O método numério para resolver asequações de onservação hiperbólias é explíito, e sua estabilidade é governada pela ondiçãoCFL (ver [2℄). A equação de reonstrução (5.2) pode ser estendida failmente aos asos multi-dimensionais (ver detalhes em [21℄).5.2 Equações de Navier-StokesAs equações de onservação para esoamentos inompressíveis (Navier-Stokes - equações((2.10) e (2.11) ) foram resolvidas om o ódigo Free�ow de Castelo et al. [4℄ (ver também[30℄). Neste ódigo, está implementada a metodologia GENSMAC (Generalized simplied markerand ell) de Tomé [44℄, uma variante do método de projeção de Chorin [5℄ e desenvolvido porHarlow e Welh, que baseia-se na ideia de representação do �uido por partíulas maradoras,as quais são passivamente transportadas pelo �uido. Nesta metodologia, utiliza-se uma malha42



5.2 Equações de Navier-Stokesdesloada (staggered grid), na qual as variáveis esalares (omo a pressão, por exemplo) sãoavaliadas no entro das élulas omputaionais e os ampos vetoriais (omo a veloidade) sãode�nidas nas faes destas élulas, onforme ilustra a Figura 5.1 para o aso 3D.

Figura 5.1: Exemplo de uma élula omputaional 3D, mostrando onde as variáveis são avali-adas.Para os termos onvetivos das equações ompletas de Navier-Stokes (2.10) e (2.11) (osproedimentos são similares para os asos 2D e om simetria radial), a apliação dos esquemasonvetivos em NV é feita omo segue. Para a malha desloada usada neste trabalho, a fae
f para a disretização pode ser uma das seguintes faes do volume de ontrole ilustrado naFigura 5.1: (

i+
1

2
, j, k

)
,
(
i, j +

1

2
, k
) ou (

i, j, k +
1

2

)
.A variável onvetada φ alulada por um dos esquema upwind vistos anteriormente pode seruma das omponentes u, v ou w. Por simpliidade, será apresentada somente a disretizaçãodo termo de adveção não linear da omponente u (onservação do momento na direção x) dasequações (2.11). A disretização dos outros termos onvetivos segue ideias semelhantes. Naposição (i + 1

2
, j, k

) da malha 3D (ver Figura 5.1), esse termo advetivo é aproximado peloesquema numério 43



Capítulo 5 Modelagem omputaional
(
∂(uu)

∂x
+
∂(uv)

∂y
+
∂(uw)

∂z

)∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

≈ ūi+1,j,k · ui+1,j,k − ūi,j,k · ui,j,k
δx

+
v̄i+ 1

2
,j+ 1

2
,k · ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k − v̄i+ 1

2
,j− 1

2
,k · ui+ 1

2
,j− 1

2
,k

δy

+
w̄i+ 1

2
,j,k+ 1

2

· ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

− w̄i+ 1

2
,j,k− 1

2

· ui+ 1

2
,j,k− 1

2

δz
, (5.9)onde ūi+1,j,k, ūi,j,k, v̄i+ 1

2
,j+ 1

2
,k, v̄i+ 1

2
,j− 1

2
,k, w̄i+ 1

2
,j,k+ 1

2

e w̄i+ 1

2
,j,k− 1

2

são os �uxos de massa os quaissão obtidos usando-se médias simples. As veloidades onvetadas na equação (5.9) (tais omo
ui+1,j,k, ui,j,k, ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k, et) são aluladas usando-se um esquema upwind em NV, omo porexemplo os da lasse FUS-RF. Para exempli�ação, apresenta-se a seguir o álulo da variávelonvetada u no ponto (i+ 1, j, k), isto é ui+1,j,k.Iniia-se o proesso determinando o sinal da veloidade de onveção ūi+1,j,k. Com essainformação do �uxo, de�nem-se, automatiamente, as posições à jusante D, à montante U eà mais a montante R. As aproximações para ui+1,j,k, usando por exemplo o Esquema 1, sãoobtidas então omo segue (as aproximações usando-se os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6 seguem ideiassimilares):

• Quando ūi+1,j,k > 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

ui+ 3

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

, e assim
ui+1,j,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 3

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i− 1

2
, j, k).

• Quando ūi+1,j,k < 0 tem-se ûi+ 3

2
,j,k =

ui+ 3

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

; e assim
ui+1,j,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i+ 3

2
, j, k), R = (i+ 5

2
, j, k).Aproximações para todos os termos da equação de Navier-Stokes estão desritos no ApêndieB. 44



5.2 Equações de Navier-StokesO seguinte ritério foi utilizado para seleionar o tamanho de passo no tempo (os asos 2De om simetria radial são similares)
δt = min{FACT1 · δtCFL, FACT2 · δtVISC},onde FACT1 e FACT2 são onstantes esolhidas para assegurar que os álulos são estáveisom

δtCFL = max

{
δx
|u| ,

δy
|v| ,

δz
|w|

}
e δtVISC =

Re

2

δ2xδ
2
yδ

2
z

δ2xδ
2
y + δ2xδ

2
z + δ2yδ

2
z

.Com base na metodologia GENSMAC [44℄, as equações (2.10) e (2.11) são resolvidas omosegue. Supõe-se que no tempo t = t0 se onhee a on�guração do esoamento do �uido, istoé, sabe-se as posições das partíulas maradoras representando o �uido no domínio de solução.Admite-se também que, nesse mesmo instante de tempo, p̃, uma pseudo-pressão arbitráriasatisfazendo a ondição sobre superfíies livres, é onheida. Este ampo de pressão é onstruídoempregando-se as ondições orretas na superfíie livre e é esolhido de forma arbitrária (mas�xada, por exemplo p̃ = 0) no interior do domínio. Considera-se ainda onheido ũ, um ampode veloidades aproximado não neessariamente satisfazendo a restrição (2.10). De�ne-se apartir das equações de Navier-Stokes
∂ũ

∂t
= −∇ · (uu)−∇p̃+ 1

Re
∇2u+

1

F 2
r

g. (5.10)Desde que no tempo t = t0, u(x, t) e p(x, t) também satisfazem essas equações, tem-se, nessetempo, após subtrair (5.10) de (2.11), que
∂

∂t
(u− ũ) = −∇(p− p̃). (5.11)A apliação do rotaional em ambos os lados de (5.11) leva a
∂

∂t

(
∇× (u− ũ)

)
= 0. (5.12)Aproximando a derivada anterior por diferenças avançadas e lembrando que em t = t0, u = ũ,tem-se num tempo posterior t

∇× (u− ũ) ≈ 0. (5.13)O signi�ado físio de (5.13) é que as vortiidades assoiadas a u e ũ, no tempo t, são muitopróximas. Ainda mais, o esoamento om respeito ao ampo (u−ũ) é pratiamente irrotaional.Isso leva a admitir a existênia de uma função esalar Υ, hamada potenial de veloidades de45



Capítulo 5 Modelagem omputaionalmaneira que no tempo t
u− ũ = −∇Υ. (5.14)Apliando a divergênia em ambos os lados de (5.14) e impondo onservação de massa, obtém-sea equação de Poisson no tempo t para o potenial auxiliar Υ

∇2Υ(x, t) = ∇ · ũ(x, t). (5.15)Aontee que no tempo atual t não se onhee a on�guração do �uido no domínio desolução. Uma alternativa é resolver a equação de Poisson no tempo t = t0, argumentando que otamanho de passo δt é muito pequemo, e portanto as on�gurações do �uido em t0 e t diferemmuito pouo.Para a simulação de esoamentos de �uidos, admite-se que, num dado instante de tempo, porexemplo t0, as variáveis dependentes são onheidas e as ondições de fronteira assoiadas estãoompletamente espei�adas. As equações de Navier-Stokes são resolvidas de uma maneira ex-plíita (método de Euler para a marha no tempo). Mais preisamente, um ilo omputaionalonsiste em atualizar as variáveis disretas, a partir do tempo iniial t0, no tempo t = t0 + δt,utilizando-se os passos desritos a seguir:
• PASSO 1: No tempo iniial, ou num ilo prévio, omputar um ampo de veloidadetentativo ũ(x, t) em t0+ δt, om as mesmas ondições iniiais e de ontorno de u, utilizando-se(5.10);
• PASSO 2: Resolver a equação de Poisson para o potenial auxiliar Υ, a partir de (5.15),om as seguintes ondições de fronteira: em ontornos rígidos Neumann homogênea; e em fron-teiras livres Dirihlet homogênea. No aso dos ontornos rígidos, toma-se a ondição ∇Υ = 0de modo a satisfazer a ondição (5.14), forneendo assim os valores orretos para u nestasfronteiras;
• PASSO 3: Corrigir o ampo de veloidade a partir de (5.14);
• PASSO 4: Atualizar a pressão da seguinte forma: aproximando a derivada temporal em(5.11) por diferença progressiva, lembrando que em t = t0, ũ = u e utilizando (5.14), obtem-se

p(xi, t) = p̃(xi, t) +
Υ(xi, t)

δt
;

• PASSO 5: Determinar, no aso de problemas om superfíies livres, as novas posiçõesdas partíulas maradoras virtuais pela representação lagrangeana do movimento (dx
dt

= u);46



5.2 Equações de Navier-Stokes
• PASSO 6: Atualizar as ondições de fronteira neessárias para o próximo ilo e retornarao PASSO 1.

47
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Capítulo
6Resultados numérios para leis de onservaçãohiperbólias

Neste apítulo, investiga-se o omportamento dos esquemas upwind da lasse FUS-RF emsistemas de leis de onservação hiperbólias. Em partiular, são simulados alguns problemasmodelados pela equação linear de adveção e pelas equações não lineares de Burgers, Eulere águas rasas; nos asos 1D e 2D. É feita uma análise da variação do parâmetro livre β noEsquema 1 e da perturbação ǫ nos Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6. As soluções numérias obtidassão omparadas om às derivadas dos esquemas onvenional van Albada [46℄ e atual EPUS[7℄. São estimadas também para as várias EDPs a TV, a ordem de onvergênia observada e aonstante do erro em regime assintótio.6.1 Resultados para adveção de esalaresResultados para adveção de esalares modelada por (2.3) om ondições iniiais suaves edesontínuas são apresentados. Nos testes apresentados a seguir, a veloidade advetiva u éde�nida omo sendo onstante e igual a 1. O termo onvetivo da equação é aproximado pelosesquemas van Albada, EPUS, e pela família de esquemas upwind FUS-RF.Teste 1: Neste teste é utilizada a ondição iniial suave
φ0(x) = exp(−100(x− 0.4)2)/10, x ∈ [−2, 2]. (6.1)Para a resolução desse problema, é onsiderada uma malha de 300 élulas omputaionais,um tempo �nal de simulação T = 0.2 e número de Courant CFL = 0.5. Na Figura 6.1são apresentados a solução exata e os resultados obtidos om os esquemas FUS-RF, sendo49



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliaso Esquema 1 utilizado om os valores β = 0.1545, β = 0.1605, β = 0.1670, β = 0.1750,
β = 0.1830, β = 0.1940, β = 0.2105, β = 0.2295, β = 0.2670 e β = 0.4045; e os demaisesquemas (Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6) utilizados om os valores da perturbação no intervalo ǫ = 0à ǫ = 10−5. (a) Esquema 1 (b) Esquema 2
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(e) Esquema 5 (f) Esquema 6
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Figura 6.1: Solução exata e resultados obtidos om os esquemas FUS-RF para adveção deum esalar. (a) Esquema 1 utilizando vários valores do parâmetro β; (b)-(f) Esquemas 2 − 6utilizando vários valores do parâmetro ǫ. 50



6.1 Resultados para adveção de esalares
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Figura 6.2: Solução exata e resultados numérios (Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros ereferênias van Albada e EPUS) para adveção de um esalar - Teste 1, mostrando ampliaçãoda região de alto gradiente.À partir da Figura 6.1, observa-se que o Esquema 1 fornee o melhor resultado para oaso em que β = 0.1545. Os Esquemas 2, 3, 4 e 6 forneem uma solução melhor para o aso
ǫ = 10−1. O Esquema 5 não apresentou mudanças signi�ativas quanto a variação do parâmetro
ǫ. A Figura 6.2 mostra as omparações das melhores soluções numérias (om respeito aosparâmetros β e ǫ), mais as soluções om os esquemas van Albada e EPUS, e a solução exata doproblema. Vê-se por essa �gura que o Esquema 1 apresentou o melhor resultado e mostrou serbastante omparável ao esquema EPUS. Os Esquemas 2, 3 e 5 apresentaram também resultadossatisfatórios, tendo o mesmo omportamento do van Albada.A seguir faz-se uma análise quantitativa dos esquemas pela quanti�ação dos erros, nasnormas L1, L2 e L∞, e extrai-se estimativas para a ordem de onvergênia q e a onstante doerro C. Para tanto, as seguintes de�nições são utilizadas.

||Eh||L1
=

∑N
i=1 |φexata[i] − φnuméria[i]|∑N

i=1 |φexata[i]| ,

||Eh||L2
=

√√√√
∑N

i=1

(
φexata[i] − φnuméria[i])2∑N

i=1(φexata[i])2 ,51



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias
||Eh||L∞

=
max1≤i≤N |φexata[i] − φnuméria[i]|

max1≤i≤N |φexata[i]| ,onde N é o número de pontos do domínio e o índie h em Eh orresponde ao espaçamento δxentre os pontos. A ordem de onvergênia dos métodos numérios é estimada de maneira usual(ver, por exemplo, [36℄) usando-se a fórmula
||Eh|| ≈ Chq + termos de alta ordem.Assumindo que a solução está no regime assintótio e que três tamanhos de malha satisfazem

h2/h1 = h3/h2, om h3 < h2 < h1, a ordem observada é obtida omo
q =

log||Eh2||/||Eh1||log(h2/h1) . (6.2)A onstante do erro C é estimada usando a expressão
C ≈ ||Eh||/hq. (6.3)As Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam os erros e estimativas para ordem de onvergênia e ons-tante do erro, quando os vários esquemas FUS-RF e os esquemas van Albada e EPUS são usadospara resolver o problema. Pode-se observar por estas tabelas que os erros nas três normas L1,

L2 e L∞ deresem om o aumento do número de pontos de malha (re�namento de malha),indiando onvergênia (globalmente de primeira ordem ) om o uso dos esquemas seleionados.Observa-se também que a onstante do erro para os esquemas Esquema 1, van Albada e EPUSsão pratiamente as mesmas; ao passo que os álulos om os outros esquemas forneeram umaonstante do erro maior (mantendo a mesma malha e a mesma ordem). A análise da preisãoapresentada aqui paree indiar que o erro dominante é o da aproximação temporal.O grá�o da onstante de erro C em função da malha N é apresentado na Figura 6.3,onde nota-se que ao fazer o re�namento de malha, a onstante do erro para todos os esquemastendem à um valor onstante, indiando que a solução numéria está no regime assintótio.E mais uma vez observa-se uma diferença substanial na onstante do erro, quando se usa osesquemas van Albada, EPUS e o Esquema 1.Teste 2: Neste segundo teste é transportada por adveção uma ondição iniial om deson-tinuidades, as quais ofereem di�uldades aos esquema numérios (ver Toro [45℄ ou Wei e Gu[52℄). O problema é de�nido para valores de x em [-1,1℄, e os seguintes dados foram utiliza-dos: uma malha de 500 élulas omputaionais; número de Courant θ = 0.2; e tempo �nal desimulação T = 0.2. 52



6.1 Resultados para adveção de esalaresTabela 6.1: Comparação dos erros nas normas L1, L2 e L∞ para o Teste 1 em várias malhas,mostrando os ordens observadas e as onstantes do erro. Os resultados são para os esquemasvan Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros.
N L1 L2 L∞

Erro q C Erro q C Erro q CVan 20 0.584809 � � 0.225778 � � 0.407075 � �Albada 40 0.283698 1.0436 3.1366 0.067540 1.7410 3.7208 0.247954 0.7152 1.287080 0.148639 0.9325 2.4288 0.017431 1.9540 6.0757 0.144884 0.7751 1.4775160 0.073407 1.0178 3.1358 0.004208 2.0503 8.1083 0.065060 1.1550 4.6107320 0.036049 1.0259 3.2311 0.001009 2.0598 8.3974 0.026975 1.2701 7.0493640 0.017861 1.0131 3.0550 0.000247 2.0293 7.3468 0.013415 1.0077 2.23251280 0.008873 1.0092 2.9955 0.000061 2.0116 6.7164 0.006702 1.0012 2.15962560 0.004421 1.0048 2.9197 0.000015 2.0043 6.4364 0.003350 1.0001 2.1463EPUS 20 0.584028 � � 0.220115 � � 0.389471 � �40 0.284844 1.0358 3.0936 0.068603 1.6819 3.2980 0.272993 0.5126 0.888880 0.146306 0.9611 2.6048 0.018823 1.8657 5.0360 0.143881 0.9239 2.2915160 0.072756 1.0078 2.9957 0.004427 2.0880 9.8017 0.059244 1.2801 6.6600320 0.035835 1.0216 3.1525 0.001053 2.0708 9.1978 0.028636 1.0488 2.8377640 0.017817 1.0080 2.9700 0.000254 2.0486 8.3482 0.013835 1.0494 2.84541280 0.008873 1.0057 2.9354 0.000062 2.0288 7.5493 0.006808 1.0230 2.48792560 0.004423 1.0041 2.9084 0.000015 2.0156 6.9960 0.003377 1.0115 2.3282Esq 1 20 0.572588 � � 0.216481 � � 0.388652 � �
β = 0.1545 40 0.280348 1.0302 3.0059 0.062838 1.7845 3.8259 0.255981 0.6024 1.024880 0.143467 0.9664 2.5953 0.017663 1.8309 4.2573 0.137096 0.9008 2.0372160 0.072051 0.9936 2.8149 0.004330 2.0279 7.6834 0.060121 1.1892 4.8334320 0.035684 1.0137 3.0319 0.001047 2.0477 8.2656 0.028635 1.0700 3.1142640 0.017780 1.0049 2.9177 0.000254 2.0418 8.0518 0.013835 1.0493 2.84451280 0.008866 1.0038 2.9004 0.000062 2.0271 7.4759 0.006808 1.0230 2.48832560 0.004424 1.0030 2.8877 0.000015 2.0154 6.9844 0.003377 1.0115 2.3285Esq 2 20 1.125584 � � 0.622912 � � 0.719825 � �
ǫ = 0.1 40 0.651442 0.7889 6.9237 0.272877 1.1907 9.6650 0.421198 0.7731 4.269480 0.310524 1.0689 16.017 0.082374 1.7279 48.320 0.270361 0.6396 2.8618160 0.154502 1.0070 12.749 0.019602 2.0711 171.33 0.147882 0.8704 6.7055320 0.075232 1.0382 14.613 0.004612 2.0874 184.03 0.072459 1.0292 13.445640 0.036684 1.0361 14.464 0.001072 2.1052 201.44 0.028375 1.3525 69.3781280 0.018030 1.0247 13.541 0.000256 2.0648 159.54 0.013799 1.0400 211.442560 0.008924 1.0145 12.676 0.000062 2.0345 131.22 0.006793 1.0223 10.202Esq 3 20 1.137281 � � 0.630589 � � 0.722403 � �
ǫ = 0.1 40 0.673677 0.7554 6.4763 0.292848 1.1065 8.0591 0.430972 0.7452 4.017880 0.320515 1.0716 16.700 0.087711 1.7393 53.647 0.281136 0.6163 2.7308160 0.154999 1.0481 15.311 0.020073 2.1274 224.59 0.150680 0.8997 7.7699320 0.075306 1.0414 14.868 0.004585 2.1302 227.30 0.070769 1.0902 17.904640 0.036602 1.0408 14.823 0.001059 2.1132 208.55 0.028001 1.3376 62.8181280 0.018004 1.0236 13.421 0.000253 2.0609 154.27 0.013684 1.0329 10.8372560 0.008914 1.0140 12.618 0.000062 2.0297 126.04 0.006767 1.0157 9.6984Esq 4 20 1.114156 � � 0.626132 � � 0.724268 � �
ǫ = 0.1 40 0.650327 0.7767 6.6628 0.275454 1.1846 9.5790 0.441556 0.7139 3.748280 0.305981 1.0877 16.915 0.078720 1.8069 61.802 0.257132 0.7800 4.5698160 0.154477 0.9860 11.625 0.018776 2.0677 161.74 0.147127 0.8054 5.0180320 0.074948 1.0434 14.948 0.004612 2.0254 134.36 0.073677 0.9977 11.655640 0.036694 1.0303 13.987 0.001081 2.0919 188.31 0.028610 1.3646 75.0351280 0.018040 1.0243 13.509 0.000258 2.0670 163.09 0.013852 1.0463 11.9642560 0.008941 1.0127 12.536 0.000062 2.0391 136.17 0.006806 1.0251 10.42853



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasTabela 6.2: Continuação da Tabela 6.1.
N L1 L2 L∞

Erro q C Erro q C Erro q CEsq 5 20 1.106949 � � 0.623336 � � 0.724062 � �
ǫ = 0 40 0.647287 0.7741 6.5802 0.270362 1.2051 9.9962 0.435558 0.7332 3.917680 0.304438 1.0882 16.863 0.078552 1.7831 56.480 0.273676 0.6703 3.2452160 0.152903 0.9935 11.890 0.020682 1.9252 95.390 0.157584 0.7963 5.1645320 0.074601 1.0353 14.281 0.004795 2.1086 213.07 0.070006 1.1705 26.619640 0.036417 1.0345 14.226 0.001105 2.1167 222.04 0.029465 1.2484 39.5271280 0.018016 1.0152 12.726 0.000261 2.0803 179.97 0.014049 1.0684 13.9972560 0.008938 1.0112 12.401 0.000063 2.0472 145.32 0.006857 1.0347 11.253Esq 6 20 1.060884 � � 0.570793 � � 0.696716 � �
ǫ = 0.1 40 0.584963 0.8588 7.6650 0.227461 1.3273 12.129 0.410652 0.7626 4.033780 0.286833 1.0281 12.728 0.069793 1.7044 37.537 0.234275 0.8097 4.6444160 0.152095 0.9152 8.3924 0.017169 2.0232 121.67 0.126944 0.8840 6.1087320 0.074339 1.0327 14.046 0.004316 1.9918 106.01 0.072913 0.7999 4.2265640 0.036669 1.0195 13.134 0.001054 2.0335 131.00 0.028889 1.3356 64.0741280 0.018060 1.0217 13.303 0.000255 2.0423 137.80 0.013806 1.0652 13.4682560 0.008939 1.0145 12.700 0.000062 2.0299 127.25 0.006790 1.0236 10.293(a) L1 (b) L2
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Figura 6.3: Constante do erro para os esquemas van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 om osmelhores parâmetros, apliados ao Teste 1. 54



6.1 Resultados para adveção de esalaresA ondição iniial esolhida é
φ0(x) =





−sen(π) + 7
10
x, −0.9 ≤ x < 0,

1, 0 ≤ x ≤ 0.2,

4x− 3
5
, 0.2 < x ≤ 0.4,

−4x+ 13
5
, 0.4 < x ≤ 0.6,

1, 0.6 < x ≤ 0.8,

0, aso ontrário. (6.4)
Os esquemas FUS-RF foram testados nesse problema, om solução iniial desontínua,usando-se os mesmos valores das onstantes β e ǫ usados no problema Teste 1.
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Figura 6.4: Solução exata e resultados numérios (Esquemas 1-6 om os melhores parâmetrose referênias van Albada e EPUS) para adveção de um esalar - Teste 2, mostrando regiõesde ampliações (Zoom 1-4).A Figura 6.4 apresenta as melhores soluções numérias om respeito aos parâmetros β e ǫ(β = 0.1545 para o Esquema 1, ǫ = 0.1 para os Esquemas 2, 3, 4 e 6 e ǫ = 0.01 para o Esquema5), mais as soluções om os esquemas van Albada e EPUS, em omparação om solução exata.Vê-se que nenhum dos esquemas estudados onseguiu aproximar de maneira orreta a soluçãoexata em virtude das desontinuidades. Na Figura 6.5 apresenta-se as ampliações (Zoom)destaadas na Figura 6.4, onde pode-se observar mais detalhadamente os resultados numériose veri�ar (qualitativamente) o erro ometido. Observa-se também que os pios e vales nãoforam bem resolvidos om o uso dos esquemas; porém perebe-se que o Esquema 1 e o esquema55



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasEPUS resolveram melhor esses extremos.(a) Zoom 1 (b) Zoom 2
Esquema1

Esquema2

Esquema3

Esquema4

Esquema5

Esquema6

PSfrag replaements
x

φ

Exata

van Albada

EPUS

Esquema1

Esquema2

Esquema3

Esquema4

Esquema5

Esquema6

PSfrag replaements
x

φ

Exata

van Albada

EPUS

() Zoom 3 (d) Zoom 4
Esquema1

Esquema2

Esquema3

Esquema4

Esquema5

Esquema6

PSfrag replaements
x

φ

Exata

van Albada

EPUS

Esquema1

Esquema2

Esquema3

Esquema4

Esquema5

Esquema6

PSfrag replaements
x

φ

Exata

van Albada

EPUS

Figura 6.5: Continuação da Figura 6.4.A Figura 6.6 apresenta a variação total TV em função do tempo t usando a malha de 500pontos. É possível notar que todos os esquemas satisfazem este oneito de estabilidade quandose avança no tempo, pois a TV da solução derese para todos os esquemas da lasse FUS-RFe também para os esquemas van Albada e EPUS.6.2 Resultados para equação de BurgersO desempenho dos esquemas upwind estudados neste trabalho é investigado agora para oaso da equação não linear de Burgers (2.5), nos asos sem visosidade (ν = 0) ou om ooe�iente de visosidade ν = 0.05 (aso visoso).Teste 3 (aso não visoso): Neste teste a ondição iniial adotada é suave e dada por
φ0(x) = 1 +

1

2
sin(πx), x ∈ [−1, 1]. (6.5)A solução exata deste problema é dada (impliitamente) omo (ver [43℄)56



6.2 Resultados para equação de Burgers
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Figura 6.6: Variação total para o Teste 2 om respeito ao tempo.
φ(x, t) = 1 +

1

2
sin(π(x− φt)), x ∈ [−1, 1]. (6.6)Neste problema não linear, a ondição iniial suave evolui para uma desontinuidade (hoque),omo mostrado na Figura (6.7) usando o limitador MC (Monotonized Central) de LeVeque [21℄.
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasDa mesma forma omo foi feito para adveção de esalares, os esquemas FUS-RF são tes-tados om diversos valores de β (ver Teste 1) e para os valores de ǫ variando de 0 à 10−2. AFigura 6.8 exibe a solução enontrada pelos novos esquemas antes (no tempo t = 0.5) e depois(t = 1.5) do hoque. Os Esquemas 2 e 3 apresentaram ligeiras osilações não físias no ponto
x = 0.5 para o aso ǫ = 0.1 (isto já era de se esperar uma vez que, para este valor de ǫ, osesquemas não são TVD); porém para outros valores de ǫ os álulos são livres de osilações.Na Figura 6.9 estão omparados os resultados numérios om os vários esquemas e a soluçãoexata. Nas regiões de ampliação (ver Figura 6.10), nota-se que antes do hoque (solução suave)todos os esquemas forneem resultados semelhantes, omparando-se (no global) om a soluçãoexata. No entanto, próximo ao hoque, todos os esquemas numérios apresentaram um ertograu de dissipação, om destaque para a região 3, onde o esquema EPUS aproximou-se maisda solução exata. Na região 4, o Esquema 1 foi o que mais se aproximou da solução exata.O erro, a ordem observada e a onstante do erro (na L2, antes e depois do hoque) paraesse problema utilizando-se 7 re�namentos (om h2/h1 = h3/h2 = h4/h3 = h5/h4 = h6/h5 =

h7/h6 = 2) e três valores dos parâmetros β e ǫ (β = 0.1545, 0.1605 e 0.1670; ǫ = 0, 0.1 e 0.01,parâmetros estes seleionados dos melhores resultados obtidos na Figura 6.8) estão mostradosnas Tabelas 6.3�6.5. Observa-se laramente por essas tabelas que as ordens antes do hoqueatingiram o valor ≈ 2 para todos os esquemas; e depois do hoque ≈ 1. A onstante do erroteve omportamento análogo. A Figura 6.11 ilustra o omportamento da onstante do errona norma L1 para as soluções antes e depois do hoque. O Esquema 1 apresentou a menoronstante do erro em ambas simulações.Teste 4 (aso visoso): Neste teste onsidera-se a equação de Burgers para x ∈ [-2,3℄ omvisosidade ν = 0.05. A ondição iniial, proposta por LeVeque (ver [21℄), é dada por
φ0(y) =





1, y < −20,
1
2
(1− tanh y), −20 ≤ y ≤ 20,

0, y > 20,

(6.7)onde y = x
4ν
. A solução exata deste problema é

φ(x) = 1− 1

2

(
1− tanh

(−x+ 0.5t

4ν

))
. (6.8)O problema foi resolvido usando-se todos os esquemas estudados anteriormente a CFL = 0.9,tempo �nal T = 1.0, om os parâmetros β = 0.1545; ǫ = 0.1 para os Esquemas 2, 3 e 6;

ǫ = 0.01 para o Esquema 4; e ǫ = 0 para o esquema 5. As Figuras 6.12 e 6.13 mostramas soluções numérias omparadas om a solução exata, onde pode-se ver que, no geral, osesquemas aproximam-se bem da solução exata, om o EPUS e o Esquema 1 forneendo osmelhores resultados. 58



6.2 Resultados para equação de Burgers(a) Esquema 1 (b) Esquema 2
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6.2 Resultados para equação de BurgersTabela 6.3: Comparação dos erros na norma L2 para o Teste 3 em várias malhas, mostrando(antes e depois do hoque) as ordens observadas e as onstantes do erro. Os resultados sãopara os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 om vários parâmetros.Esquema N Antes do hoque Depois do hoqueErro q C Erro q Cvan Albada 20 0.00331413 � � 0.02208255 � �40 0.00073411 2.174548 0.4953 0.01135879 0.959097 0.200980 0.00017569 2.062980 0.3546 0.00570734 0.992919 0.2224160 0.00004325 2.022124 0.3050 0.00286341 0.995083 0.2241320 0.00001075 2.008354 0.2871 0.00144286 0.988801 0.2181640 0.00000268 2.003258 0.2798 0.00071998 1.002895 0.23421280 0.00000066 2.001334 0.2767 0.00036177 0.992857 0.2210EPUS 20 0.00326155 � � 0.02345930 � �40 0.00074417 2.131848 0.4418 0.01195722 0.972277 0.220080 0.00017846 2.060024 0.3563 0.00601381 0.991532 0.2331160 0.00004362 2.032292 0.3216 0.00303915 0.984608 0.2272320 0.00001080 2.013759 0.2965 0.00152271 0.997029 0.2399640 0.00000268 2.006420 0.2857 0.00075866 1.005103 0.25001280 0.00000067 2.003130 0.2803 0.00038065 0.995002 0.2358Esq1 20 0.00319855 � � 0.02265672 � �
β = 0.1545 40 0.00073447 2.122625 0.4242 0.01158606 0.967549 0.210280 0.00017777 2.046659 0.3378 0.00582414 0.992271 0.2264160 0.00004359 2.027804 0.3151 0.00292539 0.993418 0.2273320 0.00001080 2.012873 0.2952 0.00147186 0.990983 0.2249640 0.00000268 2.006257 0.2854 0.00072976 1.012143 0.25041280 0.00000067 2.003108 0.2803 0.00036743 0.989923 0.2203Esq1 20 0.00324089 � � 0.02261251 � �
β = 0.1605 40 0.00073675 2.137134 0.4444 0.01156819 0.966958 0.209580 0.00017793 2.049850 0.3421 0.00580149 0.995667 0.2283160 0.00004361 2.028476 0.3162 0.00290560 0.997588 0.2300320 0.00001080 2.013248 0.2958 0.00146239 0.990503 0.2229640 0.00000268 2.006406 0.2857 0.00072585 1.010573 0.24681280 0.00000067 2.003158 0.2804 0.00036546 0.989940 0.2191Esq1 20 0.00328745 � � 0.02259870 � �
β = 0.1670 40 0.00073988 2.151606 0.4660 0.01156253 0.966782 0.209380 0.00017816 2.054076 0.3479 0.00578391 0.999340 0.2307160 0.00004363 2.029553 0.3178 0.00289012 1.000917 0.2321320 0.00001080 2.013754 0.2966 0.0014530 0.992003 0.2232640 0.00000268 2.006602 0.2860 0.00072286 1.007325 0.24131280 0.00000067 2.003227 0.2805 0.00036396 0.989929 0.2182Esq2 20 0.00360485 � � 0.02207070 � �
ǫ = 0 40 0.00077554 2.216656 0.5936 0.01133594 0.961228 0.201880 0.00017965 2.109999 0.4313 0.00565460 1.003405 0.2290160 0.00004381 2.035837 0.3280 0.00281708 1.005227 0.2305320 0.00001082 2.016578 0.3015 0.00140630 1.002293 0.2276640 0.00000269 2.008159 0.2889 0.00070248 1.001370 0.22651280 0.00000067 2.003996 0.2820 0.00035155 0.998701 0.2231Esq2 20 0.00352865 � � 0.02512272 � �
ǫ = 0.1 40 0.00076433 2.216656 0.5943 0.01287012 0.964967 0.231780 0.00017914 2.109985 0.4289 0.00638589 1.011064 0.2660160 0.00004370 2.035821 0.3204 0.00318906 1.001754 0.2570320 0.00001081 2.016578 0.3108 0.00159208 1.002222 0.2576640 0.00000268 2.008545 0.2890 0.00079617 0.999749 0.25441280 0.00000067 2.003891 0.2816 0.00039755 1.001928 0.257661



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasTabela 6.4: Continuação da Tabela 6.3.Esquema N Antes do hoque Depois do hoqueErro q C Erro q CEsq2 20 0.00358347 � � 0.02256244 � �
ǫ = 0.01 40 0.00077290 2.213000 0.5852 0.01162179 0.957090 0.204380 0.00017954 2.105926 0.4246 0.00578521 1.006392 0.2369160 0.00004379 2.035630 0.3276 0.00287777 1.007415 0.2378320 0.00001082 2.016286 0.3010 0.00144024 0.998641 0.2288640 0.00000269 2.007975 0.2885 0.00071767 1.004907 0.23621280 0.00000067 2.003906 0.2818 0.00035891 0.999675 0.2292Esq3 20 0.00393579 � � 0.01946166 � �
ǫ = 0 40 0.00083461 2.237475 0.6799 0.01007991 0.949152 0.173180 0.00018260 2.192385 0.5940 0.00511737 0.978008 0.1887160 0.00004396 2.054229 0.3568 0.00253917 1.011041 0.2132320 0.00001085 2.018076 0.3045 0.00125876 1.012356 0.2144640 0.00000269 2.010154 0.2925 0.00062875 1.001445 0.20281280 0.00000067 2.005005 0.2840 0.00031306 1.006033 0.2083Esq3 20 0.00351657 � � 0.02633534 � �
ǫ = 0.1 40 0.00075924 2.211537 0.5723 0.01337499 0.977461 0.250080 0.00017840 2.089383 0.3969 0.00666952 1.003882 0.2706160 0.00004358 2.033160 0.3225 0.00332468 1.004367 0.2711320 0.00001079 2.013653 0.2961 0.00165975 1.002243 0.2686640 0.00000268 2.006081 0.2850 0.00082992 0.999928 0.26541280 0.00000067 2.002812 0.2796 0.00041571 0.997363 0.2615Esq3 20 0.00371874 � � 0.02181224 � �
ǫ = 0.01 40 0.00079710 2.221981 0.6199 0.01126002 0.953928 0.196180 0.00018005 2.146310 0.4942 0.00566076 0.992140 0.2199160 0.00004386 2.037419 0.3307 0.00281657 1.007055 0.2324320 0.00001083 2.017482 0.3030 0.00140726 1.001048 0.2263640 0.00000269 2.008681 0.2898 0.00070112 1.005156 0.23111280 0.00000067 2.004190 0.2824 0.00035032 1.000967 0.2256Esq4 20 0.00362087 � � 0.02208924 � �
ǫ = 0 40 0.00077516 2.223762 0.6061 0.01135429 0.960106 0.201580 0.00017959 2.109718 0.4307 0.00564690 1.007705 0.2323160 0.00004382 2.034970 0.3269 0.00281106 1.006346 0.2312320 0.00001082 2.016962 0.3021 0.00140281 1.002791 0.2276640 0.00000269 2.008262 0.2890 0.00070124 1.000331 0.22481280 0.00000067 2.003994 0.2820 0.00035081 0.999231 0.2234Esq4 20 0.00358800 � � 0.02286160 � �
ǫ = 0.1 40 0.00077140 2.217625 0.5922 0.01174733 0.960593 0.208780 0.00017945 2.103833 0.4211 0.00582933 1.010932 0.2427160 0.00004379 2.034790 0.3264 0.00289905 1.007747 0.2399320 0.00001082 2.016508 0.3013 0.00145093 0.998598 0.2305640 0.00000269 2.007998 0.2885 0.00072230 1.006305 0.23961280 0.00000067 2.003864 0.2817 0.00036120 0.999807 0.2308Esq4 20 0.00361690 � � 0.02217259 � �
ǫ = 0.01 40 0.00077472 2.223000 0.6044 0.01140038 0.959695 0.202080 0.00017958 2.109028 0.4295 0.00566739 1.008326 0.2337160 0.00004382 2.034945 0.3268 0.00282076 1.006597 0.2322320 0.00001082 2.016910 0.3020 0.00140803 1.002403 0.2280640 0.00000269 2.008233 0.2890 0.00070364 1.000764 0.22611280 0.00000067 2.003980 0.2820 0.00035231 0.997978 0.222562



6.2 Resultados para equação de BurgersTabela 6.5: Continuação da Tabela 6.4.Esquema N Antes do hoque Depois do hoqueErro q C Erro q CEsq5 20 0.00352576 � � 0.02383964 � �
ǫ = 0 40 0.00076334 2.207531 0.5685 0.01204513 0.984912 0.230280 0.00018109 2.075565 0.3829 0.00592297 1.024056 0.2589160 0.00004398 2.041825 0.3380 0.00294531 1.007900 0.2439320 0.00001084 2.019695 0.3068 0.00147598 0.996747 0.2322640 0.00000269 2.009395 0.2912 0.00073156 1.012611 0.25171280 0.00000067 2.004552 0.2831 0.00036710 0.994786 0.2271Esq5 20 0.00352348 � � 0.02376092 � �
ǫ = 0.1 40 0.00076271 2.207787 0.5685 0.01202393 0.982682 0.228380 0.00018095 2.075476 0.3824 0.00591362 1.023794 0.2582160 0.00004396 2.041194 0.3370 0.0029397 1.008366 0.2439320 0.00001084 2.019447 0.3064 0.00147335 0.996574 0.2316640 0.00000269 2.009136 0.2903 0.00073049 1.012158 0.25071280 0.00000067 2.004371 0.2871 0.00036659 0.994685 0.2267Esq5 20 0.00352553 � � 0.02383145 � �
ǫ = 0.01 40 0.00076327 2.207560 0.5685 0.01204295 0.984678 0.230080 0.00018108 2.075551 0.3828 0.00592200 1.024032 0.2588160 0.00004397 2.041761 0.3379 0.00294473 1.007950 0.2439320 0.00001084 2.019672 0.3068 0.00147570 0.996728 0.2322640 0.00000269 2.009382 0.2911 0.00073145 1.012566 0.25161280 0.00000067 2.004549 0.2831 0.00036705 0.994774 0.2271Esq6 20 0.00366154 � � 0.02042666 � �
ǫ = 0 40 0.00082883 2.143299 0.5092 0.01052053 0.957246 0.185180 0.00018808 2.139686 0.5038 0.00537703 0.968325 0.1913160 0.00004418 2.089708 0.4189 0.00272116 0.982587 0.2017320 0.00001083 2.028129 0.3198 0.00135770 1.003058 0.2206640 0.00000269 2.006155 0.2861 0.00068340 0.990349 0.20681280 0.00000067 2.005074 0.2843 0.00034074 1.004037 0.2238Esq6 20 0.00354060 � � 0.02214019 � �
ǫ = 0.1 40 0.00078016 2.182138 0.5385 0.01141913 0.955214 0.199780 0.00018048 2.111905 0.4363 0.00575452 0.988686 0.2207160 0.00004372 2.045247 0.3412 0.00288791 0.994669 0.2256320 0.00001081 2.015054 0.2989 0.00144362 1.000332 0.2313640 0.00000269 2.007303 0.2874 0.00072173 1.000150 0.23111280 0.00000067 2.003759 0.2815 0.00036056 1.001195 0.2325Esq6 20 0.00363434 � � 0.02067840 � �
ǫ = 0.01 40 0.00081893 2.149876 0.5132 0.01067733 0.953573 0.185880 0.00018607 2.137839 0.4950 0.00544911 0.970459 0.1954160 0.00004398 2.080772 0.4010 0.00274145 0.991080 0.2109320 0.00001083 2.021551 0.3093 0.00137210 0.998546 0.2179640 0.00000269 2.006974 0.2873 0.00068823 0.995420 0.21441280 0.00000067 2.004760 0.2836 0.00034410 1.000059 0.2203

O álulo da TV para este problema numa malha de 40 élulas omputaionais é apresentadona Figura 6.14, onde observa-se que a medida em que o tempo avança as TVs dos esquemas dalasse FUS-RF deresem, indiando estabilidade.63



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias(a) Antes do hoque (b) Depois do hoque
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Figura 6.12: Comparação das soluções numérias e aolução exata para o Teste 4 usando osesquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros, mostrando regiõesde ampliação. (a) Zoom 1 (b) Zoom 2
PSfrag replaements

x

φ

Exata

van Albada

EPUS

Esquema1

Esquema2

Esquema3

Esquema4

Esquema5

Esquema6

PSfrag replaements
x

φ

Exata

van Albada

EPUS

Esquema1

Esquema2

Esquema3

Esquema4

Esquema5

Esquema6

Figura 6.13: Continuação da Figura 6.12.
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6.3 Resultados para equação de águas rasas 1D
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Figura 6.14: Variação total para o Teste 4 om respeito ao tempo.6.3 Resultados para equação de águas rasas 1DApresentam-se nesta seção resultados para equações de águas rasas. Em partiular, sãoapresentados resultados de dois testes bem onheidos (ver LeVeque [21℄). O primeiro deles,onheido omo Dam-break, simula o rompimento de uma barreira de ontenção e o segundo,o Hydrauli jump, simula um salto abrupto num �uido em repouso.Teste 5 (Dam-Break): Neste teste um �uido enontra-se em repouso e separado em x = 0por uma barreira. A altura h da oluna de �uido é desigual em ambos os lados da barreira.Assume-se que a altura iniial é dada por
h0(x) =

{
4 x ≤ 0,

1 x > 0.
(6.9)O domínio de álulo é [−5, 5] e é partiionado por 150 élulas omputaionais. Para asimulação desse problema, onsideram-se CFL = 0.7 e tempo �nal de simulação T = 1.2.A solução de referênia utilizada foi obtida om o esquema MC (ver [21℄) numa malha de

N = 1000 élulas omputaionais. Foram feitos vários testes om diferentes valores de β e de
ǫ. Os valores desses parâmetros que forneeram os melhores resultados (isto é, β = 0.1545;
ǫ = 0.01 para os Esquemas 2 e 3; ǫ = 0.1, para os Esquemas 4 e 6; e ǫ = 0.01 para oEsquema 5) foram seleionados e, então, mostrados nas Figuras 6.15 e 6.16 para a altura he suas ampliações, respetivamente, e Figuras 6.17 e 6.18 para a vazão hu e suas ampliações,respetivamente. Dessas �guras, é possível veri�ar que o Esquema 1 apresenta o melhor65



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasresultado dentre os esquemas FUS-RF, porém em algumas regiões o esquema EPUS forneeuos melhores resultados.
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Figura 6.16: Continuação da Figura 6.15.66



6.3 Resultados para equação de águas rasas 1D
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasAs TVs dos métodos numérios equipados om a família FUS-RF usando-se as malhas
N = 10, N = 15 e N = 20 estão apresentadas na Figura 6.19, onde pode-se observar que, nogeral, as TVs deresem ou permaneem onstantes. Em partiular, os Esquemas 1, 4, 5 e 6apresentaram omportamentos semelhantes, enquanto que os Esquemas 2 e 3 diferiram desteomportamento na malha N = 15.(a) Esquema 1 β = 0.1545 (b) Esquema 2 ǫ = 10−2
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6.3 Resultados para equação de águas rasas 1DTeste 6 (Hydrauli jump): O problema do salto hidráulio é interessante pois parte-se de umasolução (iniialmente) suave, formada por uma únia oluna de �uido, que se divide em duas,logo após o rompimento das ondições de repouso. Este teste pode ser enontrado em LeVeque[21℄. As ondições iniiais são dadas por
u0(x) = 0; h0(x) =

{
0.5(1− x2) + 1, −1 ≤ x ≤ 1,

1, x < −1 ou x > 1.
(6.10)Para a simulação, onsideram-se uma malha de 200 élulas no domínio [−5, 5], o número deCourant θ = 0.9 e tempo �nal T = 2.5. A solução de referênia foi alulada usando o esquemaMC numa malha de 1000 élulas. Os resultados numérios enontrados nas Figuras 6.20 e 6.21,para a vazão hu e ampliações e Figuras 6.22 e 6.23, para a altura h e ampliações mostramque o Esquema 1 om β = 0.1545 foi, de maneira geral, o que melhor aproximou a solução dereferênia, porém em algumas regiões o esquema EPUS omportou-se melhor. O Esquema 5om ǫ = 0 também apresentou bom resultado, mostrando-se melhor que o van Albada e, emalgumas regiões, aproximando-se dos Esquemas 1 e EPUS.
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Figura 6.20: Comparação das soluções numérias e solução de referênia para a vazão hu do�uido no Teste 6 usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 om os melhoresparâmetros, mostrando regiões de ampliação.Para esse problema, o erro e a ordem observada dos métodos numérios foram alulados eos resultados enontram-se na Tabela 6.6. Vê-se que, dentre os esquemas estudados, o esquemaEPUS forneeu a melhor ordem de onvergênia. Os Esquemas 1 e 5 proporionaram bonsresultados, om ordem de onvergênia superior à do esquema van Albada. Os demais esquemas,apesar de não superarem a ordem de onvergênia dos esquemas de omparação (o onvenional)van Albada e (o atual) EPUS, forneeram resultados satisfatórios, uma vez que o erro deresenas três normas ao se re�nar a malha. 69
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Figura 6.21: Continuação da Figura 6.20.
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6.3 Resultados para equação de águas rasas 1D(a) Zoom 1 (b) Zoom 2
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Figura 6.23: Continuação da Figura 6.22.Tabela 6.6: Comparação dos erros e ordens observadas nas normas L1, L2 e L∞ para o Teste6, usando os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros.
N L1 L2 L∞Erro q Erro q Erro qVan Albada 125 0.00187709 � 0.00005044 � 0.03887380 �250 0.00102684 0.870291 0.00004779 0.077784 0.06379831 0.714720500 0.00041999 1.289774 0.00001343 1.830396 0.04080667 0.6447131000 0.00011136 1.915073 0.00000117 3.517214 0.01382453 1.561574EPUS 125 0.00135873 � 0.00003265 � 0.03143030 �250 0.00089944 0.595164 0.00005054 0.630134 0.06707364 1.093590500 0.00034964 1.363128 0.00001133 2.156197 0.03949987 0.7638981000 0.00007755 2.172586 0.00000068 4.058924 0.01056764 1.902195Esq 1 125 0.00127702 � 0.00002965 � 0.03168761 �

β = 0.1545 250 0.00078893 0.694812 0.00004048 0.449421 0.06040755 0.930810500 0.00031074 1.344171 0.00000916 2.144091 0.03482583 0.7945711000 0.00007713 2.010321 0.00000077 3.570110 0.01195770 1.542218Esq 2 125 0.00226587 � 0.00006606 � 0.04354266 �
ǫ = 0.01 250 0.00119134 0.927484 0.00005209 0.342872 0.06521020 0.582668500 0.00050066 1.250664 0.00001642 1.665389 0.04459313 0.5482761000 0.00013701 1.869534 0.00000155 3.402949 0.01671548 1.415637Esq 3 125 0.00324340 � 0.00009053 � 0.05342830 �
ǫ = 0 250 0.00159348 1.025327 0.00004424 1.032975 0.05309097 0.009138500 0.00072778 1.130593 0.00001876 1.237698 0.04226270 0.3290821000 0.00026851 1.438505 0.00000375 2.320025 0.02391483 0.821479Esq 4 125 0.00221489 � 0.00006520 � 0.04306088 �
ǫ = 0.1 250 0.00118054 0.907789 0.00005274 0.305946 0.06583369 0.612448500 0.00049177 1.263392 0.00001641 1.683827 0.04494048 0.5508101000 0.00013251 1.891852 0.00000149 3.459410 0.01657911 1.438649Esq 5 125 0.00176175 � 0.00005037 � 0.03807707 �
ǫ = 0 250 0.00102947 0.775107 0.00005499 0.126409 0.06876466 0.852745500 0.00041406 1.313964 0.00001477 1.895646 0.04372010 0.6533711000 0.00010296 2.007706 0.00000121 3.602187 0.01492261 1.550796Esq 6 125 0.00243438 � 0.00007078 � 0.04477129 �
ǫ = 0.1 250 0.00126548 0.943873 0.00005176 0.451520 0.06450636 0.526867500 0.00053945 1.230120 0.00001661 1.639351 0.04417909 0.5460781000 0.00015668 1.783618 0.00000156 3.407091 0.01668743 1.404602
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias6.4 Resultados para as equações de Euler 1DAs equações de Euler são uma simpli�ação realista das equações ompletas de Navier-Stokes,pois elas são apazes de simular efeitos de visosidade no �uido ou de ondução de alor. Comeste sistema de equações foram realizados três testes numérios, à saber: um problema omondição iniial suave, e dois outros envolvendo desontinuidades na solução.Teste 7 (Hump): As ondições iniiais neste problema são suaves e de�nidas para ada ponto
i, de uma malha de tamanho N = 400, omo

[ρ0, u0, E0]
T = [ρ0(i), u0(i), E0(i)]

T =

= [1+0.5 exp
[
80− (−1.5375 + 7.510−3i)2

]
, 0,

10

4

(
1 + 0.5 exp

[
80− (−1.5375 + 7.510−3i)2

])
]T ,(6.11)Foram utilizados na simulação desse problema tempo �nal T = 0.6, número de Courant

θ = 0.7 e domínio [−1.5, 1.5]. Na Figura 6.24 pode-se veri�ar o per�l da pressão p ao longodo domínio.
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Figura 6.24: Comparação das soluções numérias e a solução de referênia para a pressão p noTeste 7, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros,mostrando regiões de ampliação.Na região de Zoom 1 (Figura 6.25 (a)) nota-se que o Esquema 1 e o esquema EPUS fornee-ram os melhores resultados quando omparados om a solução de referênia de LeVeque [21℄. AsFiguras 6.26� 6.29 apresentam, respetivamente, as soluções para a densidade ρ e a veloidade
u e regiões de ampliação, nas quais é possível evideniar novamente que os Esquema 1 e EPUSproduziram, de maneira geral, os melhores resultados.72



6.4 Resultados para as equações de Euler 1D(a) Zoom 1 (b) Zoom 2
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias
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6.4 Resultados para as equações de Euler 1D
Tabela 6.7: Comparação dos erros e ordens observadas nas normas L1, L2 e L∞ para o Teste7, usando os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 om vários parâmetros.

N L1 L2 L∞Erro q Erro q Erro qVan 125 0.00375119 � 0.00006214 � 0.04508877 �Albada 250 0.00158573 1.242198 0.00001240 2.324814 0.02871575 0.650926500 0.00065942 1.265879 0.00000225 2.461425 0.01328186 1.1123851000 0.00021970 1.585621 0.00000028 2.999946 0.00659800 1.009355EPUS 125 0.00347746 � 0.00005621 � 0.04751104 �250 0.00153668 1.178213 0.00001116 2.332474 0.02428075 0.968450500 0.00067252 1.192159 0.00000289 1.948372 0.01768146 0.4575761000 0.00022723 1.565386 0.00000033 3.109058 0.00737427 1.261665Esq 1 125 0.00351587 � 0.00005851 � 0.04929797 �
β = 0.1545 250 0.00154121 1.189812 0.00001130 2.372043 0.02546655 0.952925500 0.00066390 1.215024 0.00000276 2.030958 0.01729562 0.5581961000 0.00022378 1.568832 0.00000031 3.120848 0.00706830 1.290971Esq 1 125 0.00355292 � 0.00005917 � 0.04776447 �
β = 0.1605 250 0.00154980 1.196917 0.00001147 2.365911 0.02515376 0.925164500 0.00066410 1.222606 0.00000273 2.069468 0.01747286 0.5256591000 0.00022288 1.575111 0.00000031 3.137808 0.00688448 1.343696Esq 1 125 0.00361388 � 0.00006020 � 0.04642497 �
β = 0.1670 250 0.00156040 1.211632 0.00001171 2.361024 0.02495336 0.895667500 0.00066425 1.232106 0.00000270 2.116012 0.01757560 0.5056601000 0.00022257 1.577437 0.00000030 3.148857 0.00668948 1.393607Esq 2 125 0.00418938 � 0.00007242 � 0.04291203 �
ǫ = 0 250 0.00180235 1.216851 0.00001586 2.190576 0.03021389 0.506170500 0.00069706 1.370520 0.00000269 2.557773 0.01454938 1.0542541000 0.00022820 1.610968 0.00000029 3.210068 0.00473397 1.619834Esq 2 125 0.00381970 � 0.00006354 � 0.04631684 �
ǫ = 0.1 250 0.00163907 1.220575 0.00001373 2.210203 0.02437632 0.926057500 0.00066489 1.301688 0.00000254 2.434400 0.01498000 0.7024421000 0.00022230 1.580616 0.00000027 3.190539 0.00459987 1.703371Esq 2 125 0.00411968 � 0.00007022 � 0.04167598 �
ǫ = 0.01 250 0.00177379 1.215695 0.00001527 2.200343 0.02888773 0.528759500 0.00068980 1.362585 0.00000262 2.540413 0.01364560 1.0820201000 0.00022748 1.600403 0.00000029 3.176362 0.00476334 1.518391Esq 3 125 0.00503130 � 0.00010263 � 0.04469766 �
ǫ = 0 250 0.00214165 1.232208 0.00002520 2.025879 0.03894924 0.198604500 0.00097851 1.130062 0.00000798 1.657773 0.02945532 0.4030671000 0.00035437 1.465294 0.00000153 2.383867 0.01624345 0.858670Esq 3 125 0.00372947 � 0.00006231 � 0.04805551 �
ǫ = 0.1 250 0.00158672 1.232918 0.00001335 2.222021 0.02538450 0.920754500 0.00065765 1.270655 0.00000247 2.431077 0.01513576 0.7459871000 0.00022011 1.579081 0.00000026 3.223444 0.00439491 1.784053Esq 3 125 0.00449332 � 0.00008358 � 0.04416584 �
ǫ = 0.01 250 0.00194748 1.206175 0.00002043 2.032188 0.03702473 0.254442500 0.00074645 1.383485 0.00000337 2.597985 0.01813971 1.0293371000 0.00023806 1.648706 0.00000038 3.129180 0.00840174 1.110390
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasTabela 6.8: Continuação da Tabela 6.7.
N L1 L2 L∞Erro q Erro q Erro qEsq 4 125 0.00419579 � 0.00007295 � 0.04331085 �

ǫ = 0 250 0.00180007 1.220887 0.00001588 2.199750 0.03061687 0.500402500 0.00069091 1.381475 0.00000261 2.603323 0.01404149 1.1246301000 0.00022895 1.593432 0.00000029 3.159537 0.00493815 1.507653Esq 4 125 0.00409389 � 0.00006968 � 0.04150062 �
ǫ = 0.1 250 0.00175941 1.218384 0.00001503 2.212550 0.02869001 0.532584500 0.00068308 1.364951 0.00000254 2.564496 0.01287757 1.1556881000 0.00022781 1.584175 0.00000029 3.128099 0.00491000 1.391066Esq 4 125 0.00418441 � 0.00007257 � 0.04312864 �
ǫ = 0.01 250 0.00179561 1.220551 0.00001577 2.201367 0.03040407 0.504382500 0.00068992 1.379963 0.00000260 2.599238 0.01390973 1.1281701000 0.00022884 1.592086 0.00000029 3.155085 0.00493746 1.494253Esq 5 125 0.00382996 � 0.00006374 � 0.04211336 �
ǫ = 0 250 0.00162764 1.234549 0.00001277 2.318668 0.02391000 0.816663500 0.00066620 1.288745 0.00000285 2.161517 0.01872921 0.3523251000 0.00023172 1.523582 0.00000038 2.878042 0.00831988 1.170654Esq 5 125 0.00383349 � 0.00006390 � 0.04227434 �
ǫ = 0.1 250 0.00162894 1.234724 0.00001279 2.320431 0.02369738 0.835054500 0.00066555 1.291302 0.00000281 2.181737 0.01858748 0.3503961000 0.00023053 1.529601 0.00000037 2.894476 0.00822589 1.176087Esq 5 125 0.00383035 � 0.00006376 � 0.04213017 �
ǫ = 0.01 250 0.00162778 1.234567 0.00001278 2.318863 0.02388817 0.818557500 0.00066613 1.289019 0.00000285 2.163594 0.01871500 0.3521011000 0.00023159 1.524197 0.00000038 2.879706 0.00831053 1.171183Esq 6 125 0.00477964 � 0.00009065 � 0.04287391 �
ǫ = 0 250 0.00220619 1.115345 0.00002768 1.711242 0.03842228 0.158157500 0.00096120 1.198648 0.00000701 1.980098 0.02604985 0.5606681000 0.00039813 1.271568 0.00000202 1.793405 0.01647076 0.661368Esq 6 125 0.00419182 � 0.00007138 � 0.04164444 �
ǫ = 0.1 250 0.00186052 1.171869 0.00001728 2.046575 0.03165554 0.395666500 0.00074834 1.313927 0.00000346 2.319257 0.01863504 0.7644401000 0.00023880 1.647875 0.00000038 3.154688 0.00753245 1.306827Esq 6 125 0.00465479 � 0.00008597 � 0.04272254 �
ǫ = 0.01 250 0.00214224 1.119593 0.00002577 1.737759 0.03775591 0.178295500 0.00092762 1.207510 0.00000641 2.005512 0.02483136 0.6045391000 0.00036462 1.347131 0.00000159 2.008434 0.01521771 0.706412e ρl > ρr; e a veloidade u é tomada omo nula. Este problema é interessante porque suaondição iniial provoa uma onda de rarefação à esquerda de xo, além de uma onda de hoquee uma desontinuidade de ontato à direita deste ponto. A ondição iniial onsiderada foi

[ρ0, u0, E0]
T =

{
[3, 0, 3]T , x < 0.5

[1, 0, 1]T , x ≥ 0.5.
(6.12)As Figuras 6.30�6.35 apresentam as soluções obtidas onsiderando uma malha de 300 élulas76



6.4 Resultados para as equações de Euler 1Domputaionais para um número de Courant θ = 0.9, γ = 1.4 e um tempo �nal T = 0.1 parao melhor β e os melhores ǫ. A solução de referênia foi alulada pelo método de Godunovde segunda ordem, utilizando o limitador de �uxo do esquema MC (monotonized entered)tomando 1000 élulas omputaionais. Nota-se que o Esquema 1 apresentou, em linhas gerais,a melhor solução dentre os esquemas testados.
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Figura 6.30: Comparação das soluções numérias e a solução de referênia para a energia E noTeste 8, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros,mostrando regiões de ampliação.
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6.4 Resultados para as equações de Euler 1D
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias(a) Esquema 1 β = 0.1545 (b) Esquema 2 ǫ = 10−2
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Figura 6.36: Variação total da variável onservada E para o Teste 8 em várias malhas omrespeito ao tempo.
[ρ0, u0, E0]

T =





[
1, 0, 1000

γ

]T
, 0 ≤ x ≥ 0.1,

[
1, 0, 0.01

γ

]T
, 0.1 < x ≥ 0.9,

[
1, 0, 100

γ

]T
, 0.9 < x <≥ 1.0.

(6.13)Na simulação foi onsiderada uma malha de N = 700 élulas tomadas em [0, 1] para CFL =

0.9 e T = 0.038. Nas Figuras 6.37�6.42 vê-se as soluções para p, ρ e u e as regiões de ampliação80



6.4 Resultados para as equações de Euler 1D(zoom). Nota-se que o Esquema 1 obteve o melhor resultado, dentre os seis esquemas propostos.
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6.4 Resultados para as equações de Euler 1D
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias6.5 Resultados para equações de águas rasas 2DSimula-se nesta seção o rompimento de uma barreira ilíndria, modelado pelas equaçõesde águas rasas 2D;Teste 10( Radial dam-break problem): O problema onsiste numa porção ilíndria de �uidoretida por uma barreira e instantaneamente removida. Isto provoa uma mudança abruptano movimento do �uido e provoa a formação de duas ondas que se propagam em direçõesopostas; uma propagando-se radialmente em direção à região de menor altura e a outra (ondade rarefação) propagando-se para o interior da região ilíndria.A Figura 6.43 (extraída de LeVeque [21℄) apresenta a solução iniial e a formação das ondasde hoque e rarefação no tempo t = 0.25. Na simulação numéria de�niu-se uma malha de
200× 200 élulas omputaionais no domínio [−2.5, 2.5]× [−2.5, 2.5]. Foram usados o númerode Courant θ = 0.9 e tempo �nal de simulação T = 1.5. Como solução de referênia foiesolhida a solução numéria 1D (ver LeVeque [21℄) utilizando 2000 élulas omputaionais.Como ondição iniial assume-se o raio r0 = 0.5; h = 2 para a região pertenente ao interiordo ilindro e h = 1 fora desta região. Assume-se ainda que o �uido está em repouso (u0 = 0 e
v0 = 0).

Figura 6.43: Comportamento da altura h da porção de �uido nos instantes t = 0 e t = 0.25.Figura extraída de LeVeque [21℄. Na Figura 6.44 é apresentada, ao longo da reta y = 0, a omparação entre as soluções obtidaspelos esquemas da família FUS-RF para distintos valores de β (β = 0.1545, 0.1605, 0.1670) ede ǫ (ǫ = 0, 0.1, 0.01) e a solução de referênia. O Esquema 1 apresentou melhor resultadoom β = 0.1545, enquanto os Esquemas 2 e 3 foram melhores om ǫ = 0.01. O Esquema 5 nãoapresentou mudança signi�ativa om a variação de ǫ; já os Esquemas 4 e 6 foram melhores om
ǫ = 0.1. Na Figura 6.45 apresentam-se uma omparação das soluções obtidas om os esquemasFUS-RF, EPUS e van Albada om a solução de referênia. Vê-se que o Esquema 1 e o EPUS84



6.5 Resultados para equações de águas rasas 2Dforneeram os melhores resultados.(a) Esquema 1 (b) Esquema 2
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias
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ρ(x, y, 0) = 1 + 0.2 sin(π(x+ y)),

u(x, y, 0) = 0.7,

v(x, y, 0) = 0.3,

p(x, y, 0) = 1.0.

(6.14)
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6.6 Resultados para as equações de Euler 2D(a) van Albada (b) EPUS

() Esquema 1 (d) Esquema 2

Figura 6.46: Per�l para a altura h do �uido no Teste 10. (a) van Albada; (b) EPUS; ()-(h)Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros.
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Figura 6.47: Continuação da Figura 6.46.
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6.6 Resultados para as equações de Euler 2DEste problema, de�nido em [0, 2] × [0, 2], apresenta a seguinte solução analítia para avariável onservada ρ (ver [32℄):
ρ(x, y, t) = 1 + 0.2 sin(π[x+ y − (u+ v)t]). (6.15)Para simulação foi onsiderada uma uma malha de N = 320 pontos, a CFL = 0.5 e tempo�nal T = 2. Os resultados numérios ao longo da reta x = y, obtidos om os esquemas FUS-RFutilizando β = 0.1545, 0.1605, 0.1670, 0.1750 e ǫ = 0, 0.1, 0.01, 0.001, e a solução analítia aolongo dessa mesma reta são apresentados na Figura 6.48. A Figura 6.49 apresenta uma om-paração dos esquemas FUS-RF, om os melhores valores dos parâmetros β e ǫ (β = 0.1545 parao Esquema 1, ǫ = 0.1 para os Esquemas 2, 3, 4 ,6 e ǫ = 0 para o Esquema 5), om os resultadosdos esquema EPUS e van Albada e om a solução analítia. Por essa �gura, nota-se que osesquemas EPUS e Esquema 1 (om β = 0.1545) proporionaram os melhores resultados.Os erros, as ordens de onvergênia observadas e as onstantes dos erros são apresentadosnas Tabelas 6.9�6.11 para vários valores de β e ǫ. Veri�a-se que todos os esquemas atingiramsegunda ordem de onvergênia na norma L2, porém nas normas L1 e L∞ alançaram ordem

≈ 1.Teste 12: Este teste, onheido omo Four-Shoks Problem (ver [3℄, [21℄), é araterizado pelaformação de quatro ondas de hoque no domínio [0, 1] × [0, 1]. Iniialmente, existem quatro�uidos om propriedades diferentes ontidos em quatro quadrantes distintos, tendo o ponto
(0.8, 0.8) omo ontato. A ondição iniial é tomada omo

[ρ0, u0, v0, p0]
T =





[0.13799, 1.20604, 1.20604, 0.02903]T , [0, 0.8]× [0, 0.8],

[0.53225, 0, 1.20604, 0.3]T , [0.8, 1]× [0, 0.8],

[1.5, 0, 0, 1.5]T , [0.8, 1]× [0.8, 1],

[0.53225, 1.20604, 0, 0.3]T , [0, 0.8]× [0.8, 1].

(6.16)Este teste foi simulado numeriamente onsiderando-se número de Courant CFL = 0.8,tempo �nal T = 0.8 e duas malhas omputaionais de tamanhos 200×200 e 1000×1000. Comosolução de referênia utilizou-se o esquema van Albada na malha de 1000 × 1000 élulas. Naprimeira malha os esquemas da família FUS-RF foram analisados resolvendo-se este problemaspara vários valores dos parâmetros β e ǫ. A Figura 6.50 mostra os resultados para a densidade
ρ ao longo da reta x = y. Observa-se que os Esquemas 2, 3 e 6 apresentaram os melhoresresultados para ǫ = 0.1; e os Esquemas 4 e 5 não apresentaram mudanças signi�ativas omas variações do parâmetro ǫ. O Esquema 1 apresentou pequena alteração na solução om avariação do parâmetro β, apresentando melhor resultado om β = 0.1545. Nas Figuras 6.51e 6.52, tem-se as omparações entre os esquemas e a solução de referênia. Na região deZoom (6.52) vê-se que o Esquema 1 forneeu resultados semelhantes aos do Esquema EPUS,89
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Figura 6.48: Solução exata e resultados obtidos om os esquemas FUS-RF para as equações deEuler - Teste 11. (a) Esquema 1 utilizando vários valores do parâmetro β; (b)-(f) Esquemas
2− 6 utilizando vários valores do parâmetro ǫ.90
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Figura 6.49: Comparação entre a solução exata e as soluções numérios (Esquemas 1-6 om osmelhores parâmetros e referênias van Albada e EPUS) para as equações de Euler - Teste 11,mostrando região de ampliação.Tabela 6.9: Comparação dos erros e ordens observadas nas normas L1, L2 e L∞ para o Teste11, usando os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 om vários parâmetros.
N L1 L2 L∞Erro q  Erro q  Erro q Van 20 0.0443643 � � 0.0022410 � � 0.0660403 � �Albada 40 0.0211463 1.0689 0.52 0.0005238 2.0968 0.28 0.0277880 1.2488 1.1780 0.0103430 1.0317 0.46 0.0001243 2.0742 0.26 0.0130323 1.0923 0.73160 0.0050784 1.0262 0.45 0.0000304 2.0284 0.22 0.0065402 0.9946 0.51320 0.0025210 1.0103 0.42 0.0000075 2.0092 0.20 0.0032889 0.9917 0.50EPUS 20 0.0435657 � � 0.0022979 � - 0.0645151 � �40 0.0204569 1.0906 0.53 0.0005424 2.0827 0.27 0.0282908 1.1893 0.9980 0.0101978 1.0043 0.41 0.0001298 2.0622 0.26 0.0136799 1.0482 0.65160 0.0050673 1.0089 0.42 0.0000315 2.0430 0.24 0.0067152 1.0265 0.60320 0.0025172 1.0093 0.42 0.0000077 2.0275 0.22 0.0033326 1.0107 0.56Esq 1 20 0.0427953 � � 0.0021678 � � 0.0620287 � �

β = 0.1545 40 0.0202905 1.0766 0.51 0.0005329 2.0241 0.22 0.0281339 1.1406 0.8580 0.0101612 0.9977 0.40 0.0001295 2.0411 0.24 0.0136893 1.0392 0.63160 0.0050594 1.0060 0.41 0.0000315 2.0391 0.23 0.0067145 1.0276 0.60320 0.0025187 1.0062 0.41 0.0000077 2.0268 0.22 0.0033326 1.0106 0.56Esq 1 20 0.0431095 � � 0.0021906 � � 0.0638671 � �
β = 0.1605 40 0.0205426 1.0693 0.50 0.0005382 2.0250 0.23 0.0279436 1.1925 0.9980 0.0102207 1.0071 0.41 0.0001300 2.0490 0.24 0.0136819 1.0302 0.61160 0.0050693 1.0116 0.42 0.0000315 2.0432 0.24 0.0067137 1.0270 0.60320 0.0025226 1.0068 0.41 0.0000077 2.0282 0.22 0.0033326 1.0104 0.56Esq 1 20 0.0434917 � � 0.0022241 � � 0.0656693 � �
β = 0.1670 40 0.0208109 1.0562 0.51 0.0005452 2.0330 0.21 0.0277824 1.1832 0.9980 0.0102871 1.0125 0.41 0.0001307 2.0472 0.22 0.0136812 1.0386 0.61160 0.0050781 1.0075 0.43 0.0000316 2.0158 0.24 0.0067145 1.0269 0.60320 0.0025273 1.0062 0.42 0.0000077 2.0223 0.22 0.0033326 1.0112 0.5291



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasTabela 6.10: Continuação da Tabela 6.9.
N L1 L2 L∞Erro q  Erro q  Erro q Esq 2 20 0.0467928 � � 0.0023814 � � 0.0608023 � �

ǫ = 0 40 0.0222070 1.0752 0.55 0.0005841 2.0273 0.25 0.0333697 0.8655 0.4480 0.0106097 1.0656 0.54 0.0001351 2.1115 0.32 0.0141536 1.2373 1.35160 0.0051927 1.0308 0.47 0.0000321 2.0728 0.28 0.0067274 1.0730 0.74320 0.0025546 1.0233 0.46 0.0000077 2.0427 0.24 0.0033321 1.0135 0.57Esq 2 20 0.0469260 � � 0.0024906 � � 0.0663234 � �
ǫ = 0.1 40 0.0221675 1.0819 0.56 0.0005859 2.0877 0.30 0.0325762 1.0256 0.7080 0.0106242 1.0610 0.53 0.0001339 2.1286 0.34 0.0139190 1.2267 1.28160 0.0051811 1.0360 0.48 0.0000318 2.0723 0.27 0.0066967 1.0555 0.68320 0.0025472 1.0243 0.46 0.0000077 2.0380 0.24 0.0033258 1.0097 0.55Esq 2 20 0.0468146 � � 0.0023939 � � 0.0618911 � �
ǫ = 0.01 40 0.0222040 1.0761 0.55 0.0005840 2.0352 0.25 0.0332429 0.8966 0.4880 0.0106136 1.0649 0.53 0.0001349 2.1133 0.32 0.0141217 1.2351 1.34160 0.0051913 1.0317 0.47 0.0000320 2.0726 0.28 0.0067229 1.0707 0.73320 0.0025533 1.0237 0.46 0.0000077 2.0420 0.24 0.0033314 1.0129 0.56Esq 3 20 0.0466825 � � 0.0023970 � � 0.0564267 � �
ǫ = 0 40 0.0221782 1.0737 0.55 0.0005918 2.0180 0.24 0.0342827 0.7188 0.2980 0.0106335 1.0605 0.53 0.0001368 2.1128 0.33 0.0141874 1.2728 1.55160 0.0052117 1.0287 0.47 0.0000324 2.0773 0.29 0.0067290 1.0761 0.75320 0.0025711 1.0193 0.45 0.0000078 2.0495 0.25 0.0033322 1.0139 0.57Esq 3 20 0.0470041 � � 0.0025399 � � 0.0680649 � �
ǫ = 0.1 40 0.0220366 1.0928 0.58 0.0005780 2.1355 0.34 0.0316200 1.1060 0.8680 0.0105889 1.0573 0.52 0.0001319 2.1311 0.34 0.0135988 1.2173 1.21160 0.0051582 1.0376 0.48 0.0000315 2.0662 0.26 0.0066501 1.0320 0.61320 0.0025411 1.0213 0.45 0.0000077 2.0315 0.23 0.0033155 1.0041 0.54Esq 3 20 0.0473563 � � 0.0023996 � � 0.0539686 � �
ǫ = 0.01 40 0.0222397 1.0904 0.58 0.0005831 2.0407 0.26 0.0335947 0.6838 0.2680 0.0105922 1.0701 0.54 0.0001352 2.1086 0.32 0.0140410 1.2585 1.45160 0.0051907 1.0289 0.47 0.0000321 2.0719 0.28 0.0067158 1.0639 0.71320 0.0025611 1.0191 0.45 0.0000077 2.0438 0.24 0.0033297 1.0121 0.56Esq 4 20 0.0467008 � � 0.0023789 � � 0.0616399 � �
ǫ = 0 40 0.0221693 1.0748 0.55 0.0005844 2.0252 0.25 0.0332689 0.8896 0.4780 0.0105995 1.0645 0.53 0.0001353 2.1105 0.32 0.0140985 1.2386 1.35160 0.0051868 1.0310 0.47 0.0000321 2.0746 0.28 0.0067249 1.0679 0.72320 0.0025540 1.0220 0.45 0.0000077 2.0432 0.24 0.0033322 1.0130 0.56Esq 4 20 0.0467244 � � 0.0023968 � � 0.0630942 � �
ǫ = 0.1 40 0.0221691 1.0756 0.55 0.0005843 2.0363 0.26 0.0330752 0.9317 0.5380 0.0106048 1.0638 0.53 0.0001350 2.1134 0.32 0.0140533 1.2348 1.33160 0.0051847 1.0323 0.47 0.0000320 2.0740 0.28 0.0067184 1.0647 0.71320 0.0025516 1.0228 0.45 0.0000077 2.0420 0.24 0.0033312 1.0120 0.56Esq 4 20 0.0467041 � � 0.0023807 � � 0.0618073 � �
ǫ = 0.01 40 0.0221694 1.0757 0.55 0.0005843 2.0352 0.26 0.0332476 0.9758 0.5880 0.0106001 1.0636 0.53 0.0001352 2.1135 0.32 0.0140937 1.2458 1.63160 0.0051866 1.0326 0.41 0.0000321 2.0750 0.29 0.0067242 1.0657 0.75320 0.0025537 1.0221 0.46 0.0000077 2.0421 0.25 0.0033321 1.0130 0.58Esq 5 20 0.0457502 � � 0.0024325 � � 0.069069 � �
ǫ = 0 40 0.0217258 1.0743 0.54 0.0005917 2.0394 0.26 0.030907 1.1601 0.9980 0.0105195 1.0463 0.49 0.0001374 2.1059 0.32 0.014308 1.1110 0.86160 0.0051564 1.0286 0.46 0.0000324 2.0820 0.29 0.006812 1.0707 0.74320 0.0025490 1.0163 0.44 0.0000078 2.0488 0.25 0.003353 1.0223 0.6092



6.6 Resultados para as equações de Euler 2DTabela 6.11: Continuação da Tabela 6.10.
N L1 L2 L∞Erro q  Erro q  Erro q Esq 5 20 0.0456892 � � 0.0024215 � � 0.0689677 � �

ǫ = 0.1 40 0.0217180 1.0729 0.54 0.0005903 2.0363 0.26 0.0308959 1.1585 0.9980 0.0105188 1.0459 0.49 0.0001372 2.1050 0.32 0.0142841 1.1129 0.86160 0.0051561 1.0286 0.46 0.0000324 2.0809 0.29 0.0068081 1.0690 0.73320 0.0025487 1.0164 0.44 0.0000078 2.0482 0.25 0.0033524 1.0220 0.59Esq 5 20 0.0457437 � � 0.0024313 � � 0.0690591 � �
ǫ = 0.01 40 0.0217249 1.0742 0.54 0.0005916 2.0390 0.26 0.0309060 1.1599 0.9980 0.0105195 1.0462 0.49 0.0001374 2.1058 0.32 0.0143063 1.1112 0.86160 0.0051563 1.0286 0.46 0.0000324 2.0819 0.29 0.0068118 1.0705 0.74320 0.0025490 1.0163 0.44 0.0000078 2.0488 0.25 0.0033536 1.0223 0.60Esq 6 20 0.0465562 � � 0.0024703 � � 0.0595994 � �
ǫ = 0 40 0.0221708 1.0703 0.54 0.0005635 2.1320 0.33 0.0316874 0.9113 0.4880 0.0106902 1.0523 0.51 0.0001345 2.0659 0.27 0.0143888 1.1389 0.96160 0.0052073 1.0376 0.49 0.0000324 2.0512 0.26 0.0067275 1.0968 0.82320 0.0025832 1.0113 0.43 0.0000078 2.0433 0.25 0.0033323 1.0135 0.57Esq 6 20 0.0471364 � � 0.0023859 � � 0.0545634 � �
ǫ = 0.1 40 0.0222525 1.0828 0.57 0.0005708 2.0634 0.27 0.0331910 0.7171 0.2880 0.0106274 1.0661 0.54 0.0001330 2.1013 0.30 0.0140850 1.2366 1.34160 0.0052041 1.0300 0.47 0.0000319 2.0583 0.26 0.0066901 1.0740 0.74320 0.0025569 1.0252 0.46 0.0000077 2.0367 0.24 0.0033241 1.0090 0.55Esq 6 20 0.0466229 � � 0.0024257 � � 0.0576290 � �
ǫ = 0.01 40 0.0222252 1.0688 0.54 0.0005661 2.0992 0.30 0.0322364 0.8381 0.3980 0.0106993 1.0546 0.52 0.0001350 2.0675 0.27 0.0143463 1.1680 1.06160 0.0052099 1.0381 0.49 0.0000324 2.0585 0.26 0.0067236 1.0933 0.80320 0.0025778 1.0150 0.44 0.0000078 2.0445 0.25 0.0033312 1.0131 0.56e ambos apresentaram resultados superiores aos outros esquemas. O Esquema 5 om ǫ = 0, 1também forneeu um resultado satisfatório, apresentando melhores resultados que o esquemavan Albada.Nas Figuras 6.53 e 6.54 estão os resultados para a densidade na malha 1000× 1000 élulasusando os esquemas FUS-RF (seleionando-se os melhores parâmetros das simulações apresen-tadas na Figura 6.50), EPUS e van Albada. Observa-se que o Esquema 1 forneeu resultadosbastantes semelhantes aos do esquema EPUS; sendo este último o que introduziu menos vis-osidade arti�ial (dissipação) na simulação omputaional. Nota-se também que o Esquema5 forneeu mais estruturas vortiais que o esquema van Albada. Os outros esquemas, isto é osEsquemas 2, 3, 4 e 6, introduziram pratiamente a mesma visosidade numéria apresentadapelo van Albada.Teste 13: Neste teste, que utiliza as equações de Euler 2D om termo fonte, simulam-seas instabilidades de Rayleigh-Taylor. O problema onsiste na interação entre dois gases omdensidades distintas. Na simulação numéria toma-se o domínio [0, 1

4
]× [0, 1] e assumem-se as93
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Figura 6.50: Solução de referênia e resultados obtidos om os esquemas FUS-RF sob a reta
x = y om regiões de ampliação . (a) Esquema 1 utilizando vários valores do parâmetro β;(b)-(f) Esquemas 2− 6 utilizando vários valores do parâmetro ǫ.94
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Figura 6.51: Solução de referênia e resultados numérios (Esquemas 1-6 om os melhoresparâmetros, van Albada e EPUS) para o Teste 12, mostrando região de ampliação (zoom 1 -zoom 4). (a) Zoom 1 (b) Zoom 2
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias
(a) van Albada (b) EPUS

() Esquema 1 (d) Esquema 2

Figura 6.53: Per�l para a densidadde ρ do �uido no Teste 12. (a) van Albada; (b) EPUS;()-(h) Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros.
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(e) Esquema 3 (f) Esquema 4

(g) Esquema 5 (h) Esquema 6

Figura 6.54: Continuação da Figura 6.53.
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Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbóliasseguintes ondições iniiais, propostas por Shi et al. [38℄
[ρ0, u0, v0, p0]

T =

{
[2, 0,−0.025c cos(8πx), 2y + 1]T , 0 ≤ y < 1

2[
1, 0,−0.025c cos(8πx), y + 3

2

]T
, 1

2
≤ y ≤ 1,

(6.17)onde c =
√

γp
ρ

e γ = 5
3
. A solução numéria é alulada até o tempo �nal T = 1.95, om

CFL = 0.6, nas malhas 240 × 960 (grossa) e 480 × 1920 (�na) élulas omputaionais. Osresultados obtidos om os esquemas FUS-RF (om β = 0.1545 pra o Esquema 1; ǫ = 0.1para os Esquemas 2, 3 e 6; ǫ = 0 para o Esquema 5; e ǫ = 0.01 para o Esquema 4), sãoomparados om os resultados obtidos om os esquemas EPUS, van Albada e WENO5 dequinta ordem (ver Shi et al. [38℄). A �gura 6.55 ontém as soluções omputaionais na malhagrossa. Como pode ser visto por essa �gura (e também da Figura 6.56 que orresponde à malha�na), os resultados proporionam as mesmas informações daqueles apresentadas no Teste 12já omentadas anteriormente. Observa-se laramente por essas �guras que os esquemas EPUSe Esquema 1 forneeram resultados bem semelhantes e, surpreendentemente, superiores aosresultados forneidos pelo WENO5.
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6.6 Resultados para as equações de Euler 2D(a) Weno5 (b) van Albada () EPUS

(d) Esquema 1 (e) Esquema 2 (f) Esquema 3

(g) Esquema 4 (h) Esquema 5 (i) Esquema 6

Figura 6.55: Per�l para a densidadde ρ do �uido no Teste 13. (a) WENO5 (b) van Albada;() EPUS; (d)-(i) Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros na malha 240× 960 (grossa).99



Capítulo 6 Resultados numérios para leis de onservação hiperbólias(a) Weno5 (b) van Albada () EPUS

(d) Esquema 1 (e) Esquema 2 (f) Esquema 3

(g) Esquema 4 (h) Esquema 5 (i) Esquema 6

Figura 6.56: Per�l para a densidade ρ do �uido no Teste 13. (a) WENO5 (b) van Albada; ()EPUS; (d)-(i) Esquemas 1-6 om os melhores parâmetros na malha 480× 1920 (�na).100



Capítulo
7Apliação do Esquema 1 às equações deNavier-Stokes

Neste apítulo são apresentados resultados omputaionais usando-se o Esquema 1 (om
β = 0.1545) para problemas omplexos de esoamentos de �uidos newtonianos envolvendosuperfíies livres móveis. Esses problemas são modelados pelas equações de Navier-Stokesinompressíveis e simulados para os asos 2D, 2.5D (simetria radial) e 3D. O propósito dassimulações apresentadas neste apítulo é mostrar que o Esquema 1 é útil também na simulaçãodesses problemas omplexos om superfíies livres. O Esquema 1 om esse valor de β foiseleionado em virtude dos bons resultados obtidos por ele em equações de onservação geraissimuladas no apítulo anterior.7.1 Simulação de problemas 2D e 2.5DOs resultados apresentados a seguir são para esoamentos inompressíveis 2D e 2.5D mode-lados pelas equações (2.10)-(2.11) e (2.12)-(2.14), respetivamente.Jato livre sobre um parede rígidaNesta primeira apliação o Esquema 1 é usado para simular uma jato livre inidindo per-pendiularmente numa superfíie rígida impermeável, omo ilustrado na Figura 7.1. Para asimulação desse problema, foram utilizados os seguintes dados::

⋄ Domínio: 0.1m× 0.025m;
⋄ Malha I: 100× 25 ⇒ δx = δy = 0.001; 101



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-Stokes

H
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Figura 7.1: Esquematização de um jato livre inidindo perpendiularmente sobre uma superfíierígida impermeável
⋄ Malha II: 200× 50 ⇒ δx = δy = 0.0005;
⋄ Malha III: 400× 100 ⇒ δx = δy = 0.00025;
⋄ Malha IV: 800× 200 ⇒ δx = δy = 0.000125;
⋄ Raio do injetor: a = 0.002m;
⋄ Distânia ao injetor: hi = 0.019m;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 2000;
⋄ Gravidade: g = 9.81m/s2;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 1m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = 2a = 0.004.A Figura 7.2 apresenta a evolução do esoamento, mostrando os ampos de veloidade em

x, y e o ampo de pressão p obtidos om a malha IV .Este problema tem solução analítia (ver [51℄) para a altura H da superfíie livre dada por
H(x) =
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7.1 Simulação de problemas 2D e 2.5DContorno da veloidade na direção x
t = 0.02 s t = 0.04 s
t = 0.06 s t = 0.1 s

Contorno da veloidade na direção y
t = 0.02 s t = 0.04 s
t = 0.06 s t = 0.1 s

Contorno da pressão
t = 0.02 s t = 0.04 s
t = 0.06 s t = 0.1 s

Figura 7.2: Contornos da veloidade em x, em y e da pressão para o problema do jato livre emdiferentes tempos. 103



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesA Figura 7.3 mostra a omparação da solução numéria nas malhas I, II, III e IV om asolução analítia de Watson [51℄. Por essa �gura, é possível notar que as soluções numérias têmuma tendênia em onvergir para a solução analítia para valores pequenos do adimensional
x/(0.5L0Re).
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Figura 7.3: Comparação entre a solução analítia de Watson [51℄ e a solução numéria paradiferentes malhas.Colapso de oluna de �uidoNesta apliação onsidera-se um bloo de �uido de lados b em equilíbrio hidrostátio e soba ação do ampo gravitaional. O bloo é posto em movimento e o �uido esoa sobre umasuperfíie rígida impermeável, onforme ilustra a Figura 7.4.

Figura 7.4: Esquematização do problema de olapso de uma oluna de �uido 2D.Os seguintes dados foram utilizados na simulação:
⋄ Domínio: 0.5m× 0.1m; 104



7.1 Simulação de problemas 2D e 2.5D
⋄ Malha: 1000× 200 ⇒ δx = δy = 0.0005;
⋄ Dimensão da oluna: b = 0.057m;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 42623.27;
⋄ Esala de veloidade: U0 =

√
gL0 = 0.74778m/s;

⋄ Esala de omprimento: L0 = b = 0.057.O valor máximo do espalhamento horizontal (xmax) (ver Figura 7.4) é onheido por dadosexperimentais devido a Martin e Moye [27℄, e também via simulação numéria por Colagrossie Landrini [6℄ usando ténias numérias onsagradas. Estes dados foram onfrontados om oespalhamento horizontal máximo obtido da solução numéria om o Esquema 1, omo mostra aFigura 7.5. Por essa �gura, onstata-se que o ódigo Free�ow equipado om o Esquema 1 simu-lou bem o problema, derivando uma solução numéria onsistente om as soluções numériasobtidas om as ténias Level Set, BEM e SPH.
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Figura 7.5: Comparação entre as soluções experimentais, numérias e teórias para o fen�menodo olapso de uma oluna de �uido.Para ilustração, a Figura 7.6 mostra a evolução do esoamento, mostrando os ampos develoidade e pressão.Experimento de TaylorSimula-se nesta seção o experimento de Taylor [42℄, que onsiste em um jato de �uidoinidindo perpendiularmente numa porção do mesmo �uido em repouso. Uma esquematizaçãodo problema em questão é apresentada na Figura 7.7. Para simulação numéria do problema,na qual a superfíie rígida é um ontorno sem esorregamento, utilizam-se os seguintes dados:105



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesContorno da veloidade na direção x
t = 0.025 s t = 0.075 s
t = 0.125 s t = 0.175 s

Contorno da veloidade na direção y
t = 0.025 s t = 0.075 s
t = 0.125 s t = 0.175 s

Contorno da pressão
t = 0.025 s t = 0.075 s
t = 0.125 s t = 0.175 s

Figura 7.6: Contornos da veloidade em x, em y e da pressão para o problema do olapso deuma oluna de �uido em 2D para diferentes tempos.106



7.1 Simulação de problemas 2D e 2.5D

Figura 7.7: Esquematização para o experimento de Taylor.
⋄ Domínio: 0.0615m× 0.2015m;
⋄ Malha: 123× 403 ⇒ δx = δy = 0.0005;
⋄ Raio do ilindro: rr = 0.06m;
⋄ Raio do injetor: ri = 0.002m;
⋄ Altura do injetor: hi = 0.03m;
⋄ Altura do �uido: hf = 0.16m;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 200;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 0.5m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.004m.A Figura 7.8 apresenta a solução experimental de Taylor e a simulação omputaional omo Esquema 1 nos tempos t = 0.75 e t = 2.5. Observa-se nas omparações que os resultadosnumérios om o Esquema 1 apturaram om suesso as estruturas em forma de toro, mostrandobastante onsistênia om o resultado experimental. Para simples ilustração, a Figura 7.9 apre-senta a evolução desse esoamento omplexo om superfíies livres em movimento. Apresenta-setambém na Figura 7.10 o esoamento no tempo t = 7s, mostrando a formação de uma estruturaomplexa durante o movimento do �uido inidente.107



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-Stokes
Per�l da solução no tempo t = 0.75s(a) (b)

Per�l da solução no tempo t = 2.5s() (d)

Figura 7.8: Ilustração do experimento de Taylor em diferentes tempos. (a) e () soluçãoexperimental; (b) e (d) solução numéria.
108



7.1 Simulação de problemas 2D e 2.5DEvolução temporal para o experimento de Taylor
t = 0.2s t = 0.4s t = 0.6s t = 0.8s

t = 1.0s t = 1.4s t = 2.0s t = 3.0s

Figura 7.9: Ilustração da solução para o experimento de Taylor em diferentes tempos.
t = 7s

Figura 7.10: Ilustração do experimento de Taylor em T = 7s e orte transversal evideniandoa formação de estruturas omplexas. 109



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesRessalto hidráulio irularO fen�meno interessante denominado ressalto hidráulio irular é simulado nesta seção.Tal fen�meno, útil para testar esquemas upwind, aparee quando um jato livre inide perpen-diularmente sobre uma superfíie rígida sob a ação da gravidade. Sob ertas ondições doesoamento, sobre os números de Reynolds e de Froude, o ressalto hidráulio irular é aom-panhado por perda de energia e produção de turbulênia. O onheimento da altura da pelíulade �uido antes e depois do ressalto permite a determinação de taxas de transferênia de alorna superfíie (ver [34℄). A Figura 7.11 ilustra o fen�meno.

Figura 7.11: Esquematização para o fen�meno do ressalto hidráulio irular.Para a simulação do fen�meno ressalto hidráulio, foi apliada a ondição de não esorrega-mento no ontorno rígido e foram usados os seguintes dados:
⋄ Domínio: 0.05m× 0.0315m;
⋄ Malha I: 200× 126 ⇒ δx = δy = 0.00025;
⋄ Malha II: 400× 252 ⇒ δx = δy = 0.000125;
⋄ Malha III: 800× 504 ⇒ δx = δy = 0.0000625;
⋄ Raio do injetor: a = 0.004m;
⋄ Altura do injetor: hi = 0.00075m;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 250;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 0.375m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = 2a = 0.008m.Para veri�ar a solução obtida via esquema numério, é feita a omparação om a soluçãoanalítia de Watson [51℄ dada por 110



7.1 Simulação de problemas 2D e 2.5D
H(r) =

{
a2

2r
+ (1− 2π
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, (7.5)sendo r0 = 0.3155aR
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3

e e l = 0.567aR
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3

e . Vale ressaltar que esta solução analítia é valida apósa região de impato e antes do ressalto. Na região de interesse, é possível ver a partir daFigura 7.12 que, ao se re�nar a malha, a solução numéria onverge para uma solução próximada solução de Watson. A Figura 7.13 mostra a omparação 3D da solução numéria om oexperimento de Rai [34℄.
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Figura 7.12: Comparação entre a solução analítia e a solução numéria para o ressaltohidráulio irular, onsiderando diferentes malhas.(a) (b)

Figura 7.13: Ilustração do ressalto hidráulio irular. (a) solução experimental de Rai [34℄ (b)solução numéria. 111



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-Stokes7.2 Simulação de problemas 3DOs resultados apresentados a seguir são para esoamentos inompressíveis 3D modeladospelas equações (2.10)-(2.11).Colapso de bloo de �uido 3DNesta primeira simulação (similar à apresentada para o aso 2D), apresentam-se os re-sultados para o problema Broken-dam, esquematizado na Figura 7.14. Objetiva-se validar oFree�ow3D equipado om o Esquema 1 no aso tridimensional. Na simulação foram utilizadosos seguintes dados:
⋄ Domínio: 0.3m× 0.1m× 0.16m;
⋄ Malha: 150× 50× 80 ⇒ δx = δy = δz = 0.002;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 99045.444;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 0.99045444m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = 0.1m.

Figura 7.14: Esquematização para o olapso de �uido 3D.A Figura 7.15 apresenta a solução numéria obtida om o Esquema 1 para o valor máximodo espalhamento horizontal (xmax) em omparação om os dados experimentais de Martin eMoye [27℄, e numérios de Colagrossi e Landrini [6℄. É possível veri�ar que a solução numériaobtida om o Esquema 1 está em onordânia om os dados da literatura.A Figura 7.16 apresenta a evolução temporal da solução numéria, mostrando os amposde pressão e veloidade. 112



7.2 Simulação de problemas 3D

0 0,5 1 1,5 2 2,5
0

1

2

3

4

5

6

Esquema 1PSfrag replaements BEM
M.eMoice
LevelSet
Ritter
SPH

t
√
g/a

xmax/a

Figura 7.15: Comparação entre as soluções experimentais, numérias e teórias para o fen�menodo olapso de uma oluna de �uido em 3D.Jatos osilantesNesta apliação, apresentam-se resultados omputaionais para o problema lássio do jatoosilante: as instabilidades físias em jatos livres altamente visosos inidentes sobre superfíiesrígidas. Este é um problema instável de grande interesse em meânia dos �uidos, om váriasapliações (ver, por exemplo, [35℄ e [49℄). Para o surgimento de instabilidades é neessário es-tabeleer ondições favoráveis. Por exemplo, Cruikshank [8℄ prop�s que para o apareimentodas instabilidades, a razão H/d (H sendo a altura do injetor até a base e d o diâmetro doinjetor) deve ser maior que 7.2 e o número de Reynolds deve satisfazer Re < 1.2. Atualmente,o problema do jato osilante é um exelente teste para validar métodos numérios para esoa-mentos visosos om superfíies livres. Objetiva-se om este teste mostrar que, muito emboratenha sido planejado para problemas a altos valores do número de Reynolds, o Esquema 1 éútil também em problemas em que Re < 1. A seguir apresentam-se três simulações do jatoosilante, om apliação da ondição de não esorregamento no ontorno rígido.Jato planarNesta simulação onsidera-se o aso do jato planar osilante, em que o número de Reynolds
Re e a razão H/d são tomados omo 0.72 e 50, respetivamente, ondições estas satisfazendo aproposta de Cruikshank [8℄. Na Figura 7.17 tem-se a representação esquemátia do problema;e os dados restantes para a simulação são omo segue:

⋄ Domínio: 0.73m× 0.33m× 1.065m;
⋄ Malha: 146× 66× 213 ⇒ δx = δy = δz = 0.005;113



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesCampo de pressão
t = 0.02 s t = 0.08 s
t = 0.14 s t = 0.2 s

Campo de veloidade em x
t = 0.02 s t = 0.08 s
t = 0.14 s t = 0.2 s

Campo de veloidade em z
t = 0.02 s t = 0.08 s
t = 0.14 s t = 0.2 s

Figura 7.16: Campos de pressão e de veloidade em x e z para o problema do olapso de umaoluna de �uido em 3D para diferentes tempos.114



7.2 Simulação de problemas 3D
⋄ Diâmetro do injetor: d = 0.02m;
⋄ Comprimento do injetor: Li = 0.2m;
⋄ Altura do injetor: hi = 0.05m;
⋄ Altura livre: H = 1.0m;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 1m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = Li = 0.2m.

Figura 7.17: Esquematização para o problema do jato planar 3D.Na Figura 7.18 estão os resultados da simulação em vários tempos, pode-se notar que ofen�meno de dobras (as instabilidades físias) foi simulado om suesso om o uso do Esquema1.Jato irularPara o jato osilante no aso do injetor irular, duas simulações foram feitas: uma delas(Caso 1) om diâmetro do injetor d = 0.08m e a outra (Caso 2) om d = 0.04m. A Figura7.19 ilustra esquematiamente o problema.Caso 1Para a simulação, utilizou-se os seguintes dados:
⋄ Domínio: 1m× 1m× 1.26m;
⋄ Malha: 100× 100× 126 ⇒ δx = δy = δz = 0.01;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 0.288; 115



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesEvolução temporal para o problema do jato planar.
t = 0.25 s t = 0.65 s t = 0.8 s

t = 0.925 s t = 1.0 s t = 1.2 s

t = 1.5 s t = 1.75 s t = 2.1 s

Figura 7.18: Ilustração da solução para o problema do jato planar em 3D para diferentestempos. 116



7.2 Simulação de problemas 3D

Figura 7.19: Esquematização para o problema do jato irular em 3D

⋄ Altura do injetor: hi = 0.2m;
⋄ Relação H/d = 12.5;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 1m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = d = 0.08m.A solução numéria forneida om a utilização do Esquema 1 é apresentada na Figura 7.20,onde veri�a-se laramente a aptura, om suesso, do fen�meno de instabilidades físias.Caso 2Nesse aso toma-se os seguintes dados:
⋄ Domínio: 1m× 1m× 1.22m;
⋄ Malha: 150× 150× 183 ⇒ δx = δy = δz = 0.01;
⋄ Numero de Reynolds: Re = 0.288;
⋄ Altura do injetor: hi = 0.2m;
⋄ relação H/d = 25;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 1m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = d = 0.04m;A simulação do jato irular osilante referente a este aso é apresentada na Figura 7.21,onde ompara-se a solução numéria om dados experimentais (ver [28℄). Nota-se que o esquemaé apaz de apturar o fen�meno, estando em onordânia om tais dados experimentais.117



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesEvolução temporal para o problema do jato irular 3D.
t = 0.6 s t = 1.0 s t = 1.3 s

t = 1.5 s t = 2.0 s t = 2.5 s

t = 7.0 s t = 7.5 s t = 10.0 s

Figura 7.20: Ilustração da solução para o problema do jato irular em 3D para diferentestempos-Caso 1. 118



7.2 Simulação de problemas 3D (a) (b)
t = 0.9 s

t = 1.4 s

t = 3.6 s

t = 9.6 s

Figura 7.21: Ilustração do jato irular osilante em 3D para diferentes tempos - Caso 2. (a)solução experimental; (b) solução numéria. 119



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-StokesRessalto hidráulio irularOutro problema interessante para testar o Esquema 1 é o fen�meno do ressalto hidráulioirular, disutido anteriormente neste apítulo para o aso 2.5D, porém onsiderando agoraas equações inompressíveis ompletas (3D) de Navier-Stokes. Apresentam-se dois asos, quediferem quanto ao numero de Reynolds. No aso 1 assume-se Re = 250 (laminar) e no aso 2determina-se um problema mais instável, om Re = 1000 (transição para turbulênia).Caso 1Para a simulação desse aso, os seguintes dados foram onsiderados:
⋄ Domínio: 0.025m× 0.025m× 0.016m;
⋄ Malha: 100× 100× 64 ⇒ δx = δy = δz = 0.00025;
⋄ Diâmetro do injetor: d = 0.004m;
⋄ Raio do injetor: ri = 0.002m;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 0.375m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = 2d = 0.008m.Os resultados obtidos om o Esquema 1 e solução experimental de Rai [34℄ para o ressaltohidráulio irular em regime laminar estão apresentados nas Figuras 7.22 (b) e 7.22 (a), re-spetivamente. Como pode ser visto por essas �guras, o método numério Free�ow3D equipadoom o Esquema 1 apturou o meanismo essenial desse esoamento om superfíie livre.(a) (b)

Figura 7.22: Ilustração do fen�meno do ressalto hidráulio irular- Caso 1. (a) soluçãoexperimental de Rai [34℄ ; (b) solução numéria.Exibe-se a Figura 7.23 para ilustrar a evolução om o tempo do esoamento, mostrando aformação do ressalto hidráulio irular. 120



7.2 Simulação de problemas 3DEvolução temporal da solução numéria tomando Re = 250

t = 0.035 s t = 0.07 s t = 0.1 s
t = 0.115 s t = 0.15 s t = 0.175 s

Figura 7.23: Ilustração da solução para o fen�meno do ressalto hidráulio em diferentes tempospara Re = 250- Caso 1.Caso 2Neste aso assume-se Re = 1000, o que torna mais evidente as instabilidades físias após aregião de ressalto. O seguintes dados foram empregados para a simulação:
⋄ Domínio: 0.6m× 0.6m× 0.055m;
⋄ Malha: 120× 120× 11 ⇒ δx = δy = δz = 0.005;
⋄ Diâmetro do injetor: d = 0.05m;
⋄ Raio do injetor: ri = 0.025m;
⋄ Esala de veloidade: U0 = 1m/s;
⋄ Esala de omprimento: L0 = 0.05m.Na Figura 7.24 estão os resultados obtidos om o uso do Esquema 1 (ver 7.24 (b)), osquais são omparados om o experimento de Ellergard [9℄ (ver 7.24 (a)). Devido ao alto valordo número de Reynolds, a solução apresenta uma região de transição para turbulênia após oressalto. Por essas �guras, pode-se aferir que o esquema numério onseguiu apturar a físiaorreta do problema.Exibe-se a Figura 7.25 para ilustrar o esoamento em vários tempos, onde é possível aom-panhar a formação do ressalto hidráulio e a formação das instabilidades físias após oorrer oressalto. 121



Capítulo 7 Apliação do Esquema 1 às equações de Navier-Stokes
(a) (b)

Figura 7.24: Ilustração do fen�meno do ressalto hidráulio irular- Caso 2. (a) soluçãoexperimental de Ellergard [9℄ ; (b) solução numéria.
Evolução temporal da solução numéria tomando Re = 1000

t = 0.25 s t = 0.5 s t = 0.65 s
t = 0.8 s t = 0.95 s t = 1.15 s

Figura 7.25: Ilustração da solução para o fen�meno do ressalto hidráulio em diferentes tempospara Re = 1000- Caso 2.
122



Capítulo
8Conlusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho de mestrado, desenvolveu-se, analisou-se e implementou-se uma família deesquemas upwind dependentes de parâmetros, denominada FUS-RF, para aproximar termosonvetivos (lineares e não lineares) de equações de onservação gerais. Em partiular, seis es-quemas dessa família denominados Esquema 1, Esquema 2, Esquema 3, Esquema 4, Esquema 5e Esquema 6 foram testados. O Esquema 1 foi desenvolvido de maneira tradiional, tomando-seomo base os ritérios de estabilidade TVD e CBC, e os demais esquemas foram derivados viaténia de minimização mínimos quadrados ponderados.Com o propósito de investigar o omportamento dos esquemas em leis de onservação hiper-bólias - e posterior lassi�ação desses om respeito aos parâmetros livres - foi realizado umabateria de testes numérios variando os parâmetros β para o Esquema 1 e ǫ para os demaisesquemas. Investigou-se iniialmente o desempenho da família FUS-RF em problemas lineares(adveção de esalares) e não lineares (equação de Burgers 1D, águas rasas 1D/2D e equaçãode Euler 1D/2D); e omparações om os esquemas van Albada, EPUS e o WENO de quintaordem foram realizadas. Veri�ou-se que, em todos esses testes, os seis esquemas apresentaramresultados on�áveis, om preisão igual (ou superior) à dos outros esquemas de referênia,om destaque para os esquemas Esquema 1 e Esquema 5 que resolveram om suesso as insta-bilidades de Rayleight Taylor (omportamento similar foi observado no problema dos quatroquadrantes). No geral, o Esquema 1 forneeu os melhores resultados om o uso do parâmetrolivre β = 0.1545; ao passo que os outros esquemas (de 2 a 6) forneeram resultados satisfatóriospara vários valores do parâmetro ǫ.Tendo em vista os resultados obtidos em leis de onservação, o Esquema 1 om β = 0.1545foi então utilizado na simulação numéria de esoamentos inompressíveis om superfíies livresmóveis, nos asos 2D, 2.5D e 3D. Em partiular, o método numério global (Free�ow atualizadoom Esquema 1) foi apaz de simular om suesso os problemas jet bukling, ressalto hidráulio123



Capítulo 8 Conlusões e Trabalhos Futurosirular e olapso de uma oluna de �uido,entre outros.Em síntese, de um lado, o Esquema 1 om β = 0.1545 é uma alternativa para a família deesquemas upwind por simular om suesso problemas om desontinuidades e outros fen�menosem que os termos não lineares advetivos requerem atenção espeial. Simulações em engenhariageralmente exigem (ao menos) segunda ordem de preisão espaial, e isto pode ser alançadofailmente om este esquema. Por outro lado, a números moderados de Courant, reomenda-setambém o uso dos esquemas Esquema 2, Esquema 3, Esquema 4, Esquema 5 e Esquema 6 omo parâmetro livre ǫ < 10−1.Para o futuro, pretende-se desenvolver novos esquemas para a família FUS-RF por meio doestudo/análise dos pesos w1 e w2 na ténia de mínimos quadrados ponderados. Objetiva-seainda utilizar o Esquema 1 om β = 0.1545 na simulação numéria de esoamentos visoelás-tios (om EDPs onstitutivas tipo hiperbólias) tridimensionais om superfíie livres móveis.E, �nalmente, reunir-se-ão os resultados obtidos neste estudo num artigo para revista interna-ional.
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Apêndie
AEquações hiperbólias na forma quase-linear

Como visto no apítulo 2, as equações hiperbólias podem ser esritas na forma quase-linear,ou seja,
∂φ

∂t
+ A1

∂φ

∂x1
+ A2

∂φ

∂x2
+ · · ·+ An

∂φ

∂xn
= ζ, (A.1)onde n é a dimensão, φ(x1, x2, · · · , xn, t) : Rn × R → Rm é um vetor das inógnitas doproblema ( pressão, veloidade,. . . ) a ser determinado, e Aim×m
uma matriz real, diagonalizávele om autovalores reais (ver LeVeque, [21℄) e ζ são as fontes.Neste apêndie, apresenta-se a transformação para a forma quase-linear das equações uti-lizadas neste trabalho.A.1 Equação de AdveçãoNo aso 1D onsiderando-se que não há termo fonte (ou seja, ζ = 0) tem-se:

∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x1
= 0, x1 ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ], (A.2)onde F1(φ) = uφ. Para esrever a equação em forma quasi-linear, alula-se o Jaobiano(J) do �uxo F1(φ), ou seja

A1 = J =
∂F1(φ)

∂φ
=
∂φu

∂φ
= u, (A.3)e assim, a forma quasi-linear é

∂φ

∂t
+ u

∂φ

∂x1
= 0, x1 ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ]. (A.4)125



Capítulo A Equações hiperbólias na forma quase-linearA.2 Equação de BurgersA equação de burgers no aso 1D é
∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x1
= ζ, x1 ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ], (A.5)onde F1(φ) =

φ2

2
e ζ é o termo fonte. Calulando o Jaobiano tem-se

A1 = J =
∂F1(φ)

∂φ
=
∂(φ

2

2
)

∂φ
= φ, (A.6)que resulta na forma quasi-linear

∂φ

∂t
+ φ

∂φ

∂x1
= ζ, x1 ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ]. (A.7)A.3 Equações de águas rasasNo aso unidimensional, o sistema de águas rasas é
∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x1
= 0, (A.8)no qual

φ =

[
h

hu

]
=

[
q1

q2

]
, F1 =

[
hu

hu2 + 1
2
gh2

]
=




q2

q2
2

q1
+
gq1

2

2


 =

[
A

B

]
.Calulando o Jaobiano tem-se

A1 = J =




∂A

∂q1

∂A

∂q2

∂B

∂q1

∂B

∂q2


 =




0 1

−q22
q12

+ gq1
2q2
q1


 =




0 1

−u2 + gh 2u


 , (A.9)assim,

∂φ

∂t
+

[
0 1

−u2 + gh 2u

]
∂φ

∂x1
= 0, x1 ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ]. (A.10)

No aso 2D, o sistema é 126



A.3 Equações de águas rasas
∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x1
+
∂F2(φ)

∂x2
= 0, (A.11)onde

φ =




h

hu

hv


 =



q1

q2

q3


 , F1 =




hu

hu2 + 1
2
gh2

huv


 =




q2

q2
2

q1
+
gq1

2

2

q2q3
q1



,

F2 =




hv

huv

hv2 + 1
2
gh2


 =




q3

q2q3
q1

q3
2

q1
+
gq1

2

2


Calulando o Jaobiano tem-se

A1 = J =




0 1 0

−q22
q12

+ gq1
2q2
q1

0

−q3q2
q12

q3
q1

q2
q1



=




0 1 0

−u2 + gh 2u 0

−uv v u


 , (A.12)e

A2 = J =




0 0 1

−q3q2
q12

q3
q1

q2
q1

−q32
q12

+ gq1 0
2q3
q1



=




0 0 1

−uv v u

−v2 + gh 0 2v


 . (A.13)O sistema, na forma não onservativa, resulta em

∂φ

∂t
+




0 1 0

−u2 + gh 2u 0

−uv v u



∂φ

∂x1
+




0 0 1

−uv v u

−v2 + gh 0 2v



∂φ

∂x2
= 0. (A.14)A.4 Equações de EulerNo aso unidimensional, tem-se o sistema

∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x1
= ζ, (A.15)127



Capítulo A Equações hiperbólias na forma quase-linearem que
φ =




ρ

ρu

E


 =




q1

q2

q3


 , F1 =




ρu

ρu2 + p

u(E + p)


 =




q2

q3(γ − 1) +
q22
q1
(
3

2
− γ

2
)

γq3q2
q1

+
1

2

q32(1− γ)

q21




,

em que p = (γ − 1)(E − 1
2
ρu2)O Jaobiano orrespondente é

A1 = J =




0 1 0

−q22
q12

(
3

2
− γ

2
)

2q2
q1

(
3

2
− γ

2
) (γ − 1)

−γq3q2
q12

− q32
q31
(1− γ)

γq3
q1

+
3

2

q22
q21
(1− γ)

γq2
q1




=




0 1 0

1

2
(γ − 3)u2 (3− γ)u γ − 1

−γEu
ρ

− u3(1− γ)
γE

ρ
+

3

2
u2(1− γ) γu



, (A.16)assim,

∂φ

∂t
+




0 1 0

1

2
(γ − 3)u2 (3− γ)u γ − 1

−γEu
ρ

− u3(1− γ)
γE

ρ
+

3

2
u2(1− γ) γu




∂φ

∂x1
= ζ, x1 ∈ [xL, xR], t ∈ [0, T ].(A.17)No aso bidimensional, o sistema de Euler é

∂φ

∂t
+
∂F1(φ)

∂x1
+
∂F2(φ)

∂x2
= ζ, (A.18)128



A.4 Equações de Eulerem que
φ =




ρ

ρu

ρv

E




=




q1

q2

q3

q4




, F1 =




ρu

ρu2 + p

ρuv

u(E + p)




=




q2

q22
q1

+ (γ − 1)

(
q4 −

q22
2q1

− q23
2q1

)

q2q3
q1

γq4q2
q1

− (γ − 1)

(
q32
2q21

+
q2q

2
3

2q21

)




,

F2 =




ρv

ρuv

ρv2 + p

v(E + p)




=




q3

q2q3
q1

q23
q1

+ (γ − 1)

(
q4 −

q23
2q1

− q22
2q1

)

γq4q3
q1

− (γ − 1)

(
q33
2q21

+
q3q

2
2

2q21

)




Calulando o Jaobiano tem-se
A1 =




0 1 0 0

−q22
q12

+ (γ − 1)

(
q22
2q21

+
q23
2q21

)
2q2
q1

− (γ − 1)
q2
q1

−(γ − 1)
q3
q1

γ − 1

−q2q3
q21

q3
q1

q2
q1

0

−γq4q2
q12

− (γ − 1)

(
−q

3
2

q31
− q2q

2
3

q31

)
γq4
q1

− (γ − 1)

(
3q22
2q21

+
q23
2q21

)
−(γ − 1)

q2q3
q21

γq2
q1




=




0 1 0 0

−u2 + (γ − 1)

(
u2

2
+
v2

2

)
(3− γ)u −v(γ − 1) (γ − 1)

−uv v u 0

−γEu
ρ

+ (γ − 1) (u3 + uv2)
γE

ρ
− (γ − 1)

(
3u2

2
+
v2

2

)
−(γ − 1)uv γu




,

129



Capítulo A Equações hiperbólias na forma quase-linear
A2 =




0 0 1 0

−q2q3
q21

q3
q1

q2
q1

0

−q32
q12

+ (γ − 1)

(
q23
2q21

+
q22
2q21

)
−(γ − 1)

q2
q1

2q3
q1

− (γ − 1)
q3
q1

γ − 1

−γq4
q1

− (γ − 1)

(
q33
2q21

+
q3q

2
2

2q21

)
−(γ − 1)

q2q3
q21

γq4
q1

− (γ − 1)

(
3q23
2q21

+
q22
2q21

)
γq3
q1




=




0 0 1 0

−uv v u 0

−v2 + (γ − 1)

(
u2

2
+
v2

2

)
−u(γ − 1) (3− γ)v (γ − 1)

−γEv
ρ

+ (γ − 1) (v3 + vu2) −(γ − 1)uv
γE

ρ
− (γ − 1)

(
3v2

2
+
u2

2

)
γv




.

O sistema, na forma não onservativa, resulta em
∂φ

∂t
+




0 1 0 0

−u2 + (γ − 1)

(
u2

2
+
v2

2

)
(3− γ)u −v(γ − 1) (γ − 1)

−uv v u 0

−γEu
ρ

+ (γ − 1) (u3 + uv2)
γE

ρ
− (γ − 1)

(
3u2

2
+
v2

2

)
−(γ − 1)uv γu




∂φ

∂x1
+




0 0 1 0

−uv v u 0

−v2 + (γ − 1)

(
u2

2
+
v2

2

)
−u(γ − 1) (3− γ)v (γ − 1)

−γEv
ρ

+ (γ − 1) (v3 + vu2) −(γ − 1)uv
γE

ρ
− (γ − 1)

(
3v2

2
+
u2

2

)
γv




∂φ

∂x2
= ζ.
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Apêndie
BDisretização dos termos onvetivos

Neste apêndie apresenta-se a disretização omputaional dos termos onvetivos para asequações de Navier-Stokes. Assumindo o eixo x (para os outros eixos a aproximação é análoga),tem-se as faes f em (i+ 1
2
, j, k) e g em (i− 1

2
, j, k). Tomando a fae f (a fae g é onstruídade forma similar) onstrói-se a seguinte aproximação:

(
∂(uu)

∂x
+
∂(uv)

∂y
+
∂(uw)

∂z

) ∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

≈ ū1ui+1,j,k − ū2ui,j,k
δx

+
v̄1ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k − v̄2ui+ 1

2
,j− 1

2
,k

δy

+
w̄1ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

− w̄2ui+ 1

2
,j,k− 1

2

δz
. (B.1)Os valores das veloidades onvetivas ū1, ū2, v̄1, v̄2, w̄1 e w̄2 em (B.1) são aproximados pormédias. Por exemplo, os valores v̄1 e v̄2 são aproximados por

v̄1 = v̄i+ 1

2
,j+ 1

2
,k ≈ 0.5(vi+1,j+ 1

2
,k + vi,j+ 1

2
,k)e

v̄2 = v̄i+ 1

2
,j− 1

2
,k ≈ 0.5(vi+1,j− 1

2
,k + vi,j− 1

2
,k).Os demais termos da equação B.1 são aproximados pelos esquemas Upwind, observando osinal da veloidade de onveção. Desta forma, em NV de�nem-se uniamente os pontos D, Ue R.(1) Aproximações para ui+1,j,k: 131



Capítulo B Disretização dos termos onvetivos� Quando ū1 = ui+1,j,k > 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

ui+ 3

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

e assim
ui+1,j,k =

{
uR + (uD − uR)φf(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 3

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i− 1

2
, j, k);� Quando ū1 = ui+1,j,k < 0 tem-se ûi+ 3

2
,j,k =

ui+ 3

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

logo
ui+1,j,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i+ 3

2
, j, k), R = (i+ 5

2
, j, k);(2) Aproximações para ui,j,k:� Quando ū2 = ui,j,k > 0 tem-se ûi− 1

2
,j,k =

ui− 1

2
,j,k − ui− 3

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui− 3

2
,j,k

e assim
ui,j,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i− 1

2
, j, k), R = (i− 3

2
, j, k);� Quando ū2 = ui,j,k < 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 3

2
,j,k

ui− 1

2
,j,k − ui+ 3

2
,j,k

logo
ui,j,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i− 1

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 3

2
, j, k);(3) Aproximações para ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k: 132



� Quando v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k > 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−1,k

ui+ 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j−1,k

e assim
ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 1

2
, j + 1, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j − 1, k);� Quando v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k < 0 tem-se ûi+ 1

2
,j+1,k =

ui+ 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j+2,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j+2,k

logo
ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j + 1, k), R = (i+ 1

2
, j + 2, k);(4) Aproximações para ui+ 1

2
,j− 1

2
,k:� Quando v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k > 0 tem-se ûi+ 1

2
,j−1,k =

ui+ 1

2
,j−1,k − ui+ 1

2
,j−2,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−2,k

e assim
ui+ 1

2
,j− 1

2
,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j − 1, k), R = (i+ 1

2
, j − 2, k);� Quando v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k < 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j+1,k

ui+ 1

2
,j−1,k − ui+ 1

2
,j+1,k

logo
ui+ 1

2
,j− 1

2
,k =

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i+ 1

2
, j − 1, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j + 1, k);(5) Aproximações para ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

: 133



Capítulo B Disretização dos termos onvetivos� Quando w̄1 = wi+ 1

2
,j,k+ 1

2

> 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−1

ui+ 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k−1

e assim
ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

=

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 1

2
, j, k + 1), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j, k − 1);� Quando w̄1 = wi+ 1

2
,j,k+ 1

2

< 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k+1 =

ui+ 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k+2

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k+2

logo
ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

=

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k + 1), R = (i+ 1

2
, j, k + 2);(6) Aproximações para ui+ 1

2
,j,k− 1

2

:� Quando w̄2 = wi+ 1

2
,j,k− 1

2

> 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k−1 =

ui+ 1

2
,j,k−1 − ui+ 1

2
,j,k−2

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−2

e assim
ui+ 1

2
,j,k− 1

2

=

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],onde
D = (i+ 1

2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k − 1), R = (i+ 1

2
, j, k − 2);� Quando w̄2 = wi+ 1

2
,j,k− 1

2

< 0 tem-se ûi+ 1

2
,j,k =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k+1

ui+ 1

2
,j,k−1 − ui+ 1

2
,j,k+1

logo
ui+ 1

2
,j,k− 1

2

=

{
uR + (uD − uR)φ̂f(ûU), se ûU ∈ [0, 1],

uu, se ûU /∈ [0, 1],na qual
D = (i+ 1

2
, j, k − 1), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j, k + 1);
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