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Resumo

Uma familia de esquemas upwind denominada FUS-RF (Family of Upwind Scheme via
Rational Functions), que é derivada via fungdes racionais e dependentes de parametros, é pro-
posta para o calculo de solugoes aproximadas de equagoes de conservacao. A fim de ilustrar
a capacidade dos novos esquemas, varios resultados computacionais para sistemas hiperbolicos
de leis de conservacao sao apresentados. Esses testes mostram a influéncia dos parametros
escolhidos sobre a qualidade dos resultados numéricos. Fazendo o uso de alguns testes padroes,
comparagao dos novos limitadores de fluxo correspondentes com o esquema bem estabelecido
van Albada e esquema atual EPUS (Fight-degree Polynomial Upwind Scheme) é também reali-
zada. Os testes numéricos realizados em transporte de escalares e problemas de dinamica dos
gases confirmam que alguns esquemas da familia FUS-RF sao nao oscilatorios e fornecem resul-
tados confiaveis quando perfis descontinuos sao transportados. Um esquema particular dessa
nova familia de esquemas upwind é entao selecionado e utilizado para resolver escoamentos

complexos com superficies livres moveis.

Palavras-chave: Equacoes de conservacao; fluidodinamica computacional; EDPs predomi-

nantemente convectivas; esquemas upwind.
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Abstract

A family of upwind schemes named as FUS-RF (Family of Upwind Scheme via Rational
Functions), which is derived via rational functions and dependent of parameters, is proposed for
computing approximated solutions of conservation equations. In order to illustrate the capabil-
ity of the new schemes, several computational results for system of hyperbolic conservation laws
are presented. These results clarify the influence of the chosen parameters on the quality of the
numerical calculations. Using some standard test cases, comparison of the new corresponding
limiters with the well established van Albada and the recently introduced EPUS (Eight-degree
Polynomial Upwind Scheme) limiters is also done. Numerical tests on both scalar and gas
dynamics problems confirm that some schemes of the FUS-RF family are non-oscillatory and
yield sharp results when solving profiles with discontinuities. A particular upwind scheme of
this new family is then selected and used for solving complex incompressible moving free surface

flows.

key-words: Conservation equations; computational fluid dynamics; PDEs predominantly con-

vective; upwind schemes.
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CAPITULO

1

Introducdo

Muitos problemas em fluidodinamica computacional (ou dindmica dos fluidos computa-
cional) podem ser modelados por equagoes diferenciais a derivadas parciais (EDPs), comumente
conhecidas como equagoes de conservagao. Exemplos representativos sao as equacgoes de Euler
(para a dinamica de gases) e Navier-Stokes (para fluidos viscosos) em condigoes adversas de
convecgao. Solugoes classicas para essas EDPs contém descontinuidades (ou choques), camadas
limite e nao unicidade, caracteristicas essas, principalmente nos casos nao lineares predominan-
temente convectivos, que fazem da simulacao computacional um trabalho bastante complexo.

Muitas técnicas numéricas consagradas na literatura falham, mesmo em EDPs lineares com
carater convectivo moderado. A extensao aos casos multidimensionais nao lineares com carater
convectivo acentuado torna-se um trabalho muito mais complexo, uma vez que podem aparecer
instabilidades (fisicas/néo fisicas) acarretando ndo convergéncia ou violagdo de entropia. De-
vido a essas dificuldades, uma parte substancial da comunidade cientifica, principalmente em
fluidodindmica computacional, tem se dedicado ao desenvolvimento e teste de métodos numeéri-
cos capazes de resolver EDPs de carater predominantemente convectivo. Tais métodos devem,
em particular, fornecer solucoes fisicamente corretas, com boa resolucao nas vizinhancas de
descontinuidades e sem introduzir oscilacoes numéricas ou suavizagoes.

A fim de derivar métodos computacionais que atendam as condigoes de estabilidade e con-
vergéncia, sem introduzir oscilagoes esptrias e com pouca suavizagao, Harten [14] introduziu
o conceito de esquemas de alta resolucao TVD (Total Variation Diminishing), os quais foram
posteriormente estendidos, admitindo-se esquemas completamente discretos ou semi-discretos,
por Swebby, Chakravarthy-Osher, Shu-Osher, Jameson, Schmidt, Turkel, entre outros (ver
[21]). Jin e Xin [15], por exemplo, em 1995 propuseram esquemas de relaxagao reduzindo as
equagoes de conservacao a sistemas de conservacoes lineares hiperbolicos com termo fonte. Em

combinacao a restrigio TVD, Leonard [19] propds uma normalizacio de variaveis e forneceu



Capitulo 1 Introducdo

condicoes para se obter estabilidade nao linear. As condi¢oes de Leonard agregadas a defini¢ao
de limitadores de fluxo (ver [41]) e ao critério de limitacao CBC (Convection Boundedness Cri-
terion) de Gaskell e Lau [12] possibilitaram a derivacdo de esquemas upwind que atendam as
necessidades de estabilidade, de limitagao e de convergéncia.

Uma caracteristica importante das equacoes de conservacao com carater predominantemente
convectivo (principalmente as leis de conservagao hiperbolicas) é que as informgoes fisicas se
propagam por meio das caracteristicas. Métodos numéricos que herdam esta propriedade (co-
mumente chamados esquemas convectivos ou upwind) sdo, portanto, os mais indicados nesses
casos. Varios esquemas convectivos upwind foram produzidos nas ultimas décadas, dentre eles
destacam-se o esquema HLPA (Hybrid Linear Parabolic Approzimation) de Zhu [55], o SMART
(Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transport) de Gaskell e Lau [12], o WACEB
(Weighted-Average Coefficient Ensuring Boundedness) de Song et al. [40]. Mais recentemente,
Alves et al. |24] propuseram o esquema CUBISTA (Convergent and Universally Bounded In-
terpolation Scheme for the Treatment of advection), Ferreira et al. [10] desenvolveram o es-
quema ADBQUICKEST (A Daptative Bounded QUICKEST), uma versao limitada do esquema
QUICKEST (QUICK with Estimated Streaming Terms) de Leonard [17]; e Ferreira et al. [33]
intoduziram o esquema polinomial TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Scheme) para

simular problemas compressiveis e incompressiveis.

1.1 Motivacao e objetivos

Nos tltimos anos os pesquisadores do LMACC (Laboratorio de Matematica Aplicada e Com-
putacao Cientifica) do ICMC/USP tém se dedicado ao desenvolvimento de métodos numéricos
em dinamica dos fluidos computacional para simular escoamentos incompressiveis a uma ampla
faixa do nimero de Reynolds. Em particular, varias técnicas inovadoras foram desenvolvi-
das e inseridas no contexto dos projetos tematicos da FAPESP, como Solu¢ao numérica das
equacoes de Navier-Stokes e Mecanica dos fluidos nao estaciondria: aplicagao em aerondutica

e em reologia, dentre elas destacam-se:

Desenvolvimento, anélise e implementacao de esquemas upwind de alta resolucao para

leis de conservacao hiperbolicas gerais;

Estudo, analise e implementacao de esquemas upwind de alta resolucao para escoamentos

2D e 3D de fluidos newtonianos no regime laminar e com superficies livres moveis;

Implementacao da modelagens da turbuléncia, tais como x — ¢ e RNG;

Implementacao de modelos reologicos, tais como Maxell, PTT, Oldroyd-B, dentre outros.

Estes avancos foram parcialmente incorporados ao codigo Freeflow [4], permitindo a si-

mulacdo de escoamentos com superficies livres moveis (ver [10], [11], [37]) a varios niameros
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de Reynolds e de escoamentos reoldgicos tridimensionais de grande complexidade e interesse
tecnologico na industria de polimeros (ver, por exemplo, [29], [25]).

Apesar dos resultados satisfatorios gerados pelo sistema Freeflow, algumas dificuldades ainda,
impedem a simulacao de alguns fenomenos em dinamica dos fluidos para problemas de interesse
académico/tecnologico. Desta forma, considera-se imprescindivel, para aumentar a aplicabili-
dade das ferramentas desenvolvidas, um esfor¢co de integracao e uma metodologia numérica
unica para simular escoamentos laminares a altos Reynolds e turbulentos de fluidos newtoni-
anos com superficies livres moveis.

Dentro deste cenario, propoe-se neste trabalho uma familia de funcoes racionais denominada
FUS-RF (Family of Upwind Schemes via Rational Functions), para a simula¢ao computacional
de equagoes de conservagao com carater predominante convectivo. A familia FUS-RF é com-
posta de seis esquemas upwind dependentes de parametros, que foi desenvolvida com base nos
critérios de estabilidade TVD/CBC e na técnica de minimizagao minimos quadrados pondera-
dos.

A familia FUS-RF é utilizada inicialmente para simular leis de conservacao hiperbodlicas,
a saber, equacao de adveccao, equacao nao linear de Burgers, dguas rasas e equacoes de Eu-
ler nos casos 1D e 2D. Para a simulacao desses problemas, utiliza-se o pacote computacional
CLAWPACK (Conservation LAWs PACKage) desenvolvido por LeVeque [21]|. O codigo, imple-
mentado em linguagem Fortran, resolve numericamente uma variedade de sistemas hiperbolicos,
desde adveccao de escalares até sistemas hiperbdlicos tridimensionais. Este codigo usa o método
de volumes finitos, permitindo resolver problemas de Riemann com condicoes iniciais e de con-
torno bem definidas. No software serao incluidos os limitadores de fluxo FUS-RF desenvolvidos
neste trabalho. Os resultados numéricos serao comparados com os resulatdos obtidos com os
limitadores de fluxo do bem estabelecido esquema van Albada [46] e do atual EPUS [7]. Os
esquemas racionais serao classificados e, entao, o mais robusto sera utilizado na simulacao com-
putacional de escoamentos laminares de fluidos newtonianos incompressiveis com superficies
livres moveis. O ambiente Freeflow de Castelo et al. [4] é o codigo base para as simulagbes dos
problemas de escoamento de fluidos viscosos. Este codigo utiliza o método de diferencas finitas
sobre malhas diferenciadas. A metodologia numérica de solugao a ser utilizada é uma variante
do método de projegao de Chorin [5] proposto originalmente por Harlow e Welch [13] (Método
MAC) e bem discutido por Peyret e Taylor [31].

1.2 Organizacao do texto

Os capitulos desta dissertacao estao dispostos da seguinte maneira:

e O capitulo 2 apresenta a formulacao matematica de equacoes de conservacao lineares e
nao lineares consideradas neste trabalho. Sao apresentadas também as condic¢oes inicias

e de contorno adotadas;
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e No capitulo 3 é feita uma contextualizacao da proposta e sao apresentadas condicoes
para determinacao de esquemas upwind nos contextos TVD e CBC. Apresenta-se o
conceito de minimizagao via técnica de minimos quadrados ponderados para a derivacao

de limitadores de fluxo otimizados.

e No capitulo 4 sao propostos novos esquemas upwind da familia FUS-RF. Uma analise das

propriedades descritas no capitulo 3 é também apresentada;

e No capitulo 5 apresenta-se a técnica computacional para aproximacao dos termos con-
vectivos das equagoes consideradas neste trabalho. Apresentam-se também a estrutura
de resolucao do software CLAWPACK equipado com novos limitadores de fluxo, e a es-

trutura do ambiente de simulacao Freeflow adaptado com os novos esquemas da familia
FUS-RF.

e O capitulo 6 contempla os resultados computacionais para leis de conservacao hiperboli-
cas 1D e 2D. Apresenta-se também uma anélise comparativa dos novos esquemas e 0s

esquemas van Albada e EPUS.

e No sétimo capitulo um esquema particular dessa nova familia de esquemas upwind é uti-

lizado para resolver escoamentos incompressiveis complexos com superficies livres moveis.

e As conclusoes deste trabalho, bem como os planos para o futuro, sdo apresentadas no

capitulo 8.



CAPITULO

2

Formulacdo matematica

Neste capitulo apresentam-se as equacoes matematicas consideradas no presente trabalho.

2.1 Equacoes de conservacao hiperbdlicas

Equacoes diferenciais parciais (EDPs) do tipo hiperbolico modelam uma grande vari-
edade de fenomenos fisicos que envolvem transporte de substancias ou movimento de ondas.
Estas sao geralmente nao lineares e dependentes do tempo. O caso n dimensional na forma

quase-linear é representado por

0] 0] 0 0]

LA A+ A, =, 2.1

or T Mg, Ty, Tt g, = (1)
onde ¢(x1,z9, -+ ,xy,t) : R" x R — R™ é o vetor das incognitas do problema (por exemplo,
pressdo, velocidade, ...) a ser determinado, e A; uma matriz real, diagonalizavel e com

autovalores reais (ver LeVeque, [21]); ¢ sdo termos fonte. Em variaveis conservadas, o sistema

(2.1) é escrito como
)

onde Fj(¢) = Fi(p(x1, 29, -+ ,xp, 1)) : R™ — R™ sdo as fungoes fluxo.

Alguns casos particulares das equagoes (2.2) sdo apresentados na sequéncia.

=¢, i=1,...,n, (2.2)

2.1.1 Equacao linear de adveccao

A equacao linear de advecgao 1D é o caso mais simples de leis de conservacao hiperboélicas
e modela o transporte de um escalar com uma velocidade prescrita. Nesta equacao a variavel

conservada ¢ é transportada com velocidade advectiva u, e o termo fonte é assumido nulo, isto
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o O0Fi(9)
E+ or

onde Fi(¢) = ug. A solucdo exata deste problema é um deslocamento da solugao inicial ¢

= 0, T € [I‘L,ZL‘R], t e [O,T], (23)

dada por

o(x,t) = Po(x — ut). (2.4)

Condicoes de contorno periodicas sao comumente utilizadas neste caso.

2.1.2 Equacao nao linear de Burgers

A equagao nao linear de Burgers possui caracteristicas comuns as equacgoes que modelam
fluidos em movimento (equacoes Navier-Stokes), porém, por ser mais simples que estas ultimas,
é utilizada frequentemente em estudos numeéricos como teste preliminar. No caso 1D, a equacao
(2.2) torna-se

dp  OF(9)
54_ ox

onde Fy(¢) = %2 Assume-se, neste caso, ¢ = 0 (caso nao viscoso) ou ¢ = 1/227‘2 (caso viscoso),

=(, x€lxp,xg], te€]0,T], (2.5)

v sendo o coeficiente de viscosidade (constante).

2.1.3 Equacodes de aguas rasas

As equagoes de aguas rasas modelam fendmenos meteorologicos e oceanograficos envolvendo
ondas de superficie, em que a altura da onda é pequena comparada com o seu comprimento.

No caso 1D, o sistema de equagoes (2.2) torna-se

99 , OFi(9)

ot O =0, ze€ [.T}L,SL’R], t e [O,T], (26)

onde ¢ = [h, hu]" e Fy = [hu, hu® + 5gh*|"; sendo h = h(z,t) a profundidade do fluido num
canal, u a velocidade horizontal do fluido, hu a vazao e g = 9.81m/s* a constante gravitacional.
Para condigoes de contorno, em geral, usa-se extrapolagao de ordem zero (ver, por exemplo,
[21]). No caso 2D, o sistema de equagoes (2.2) é

¢ OFi(¢)  OF(9)
E+ ox + oy

onde ¢ = [h, hu, hv]", Fi = [hu, hu® + $gh?* huv]” e Fy = [hv, huv, hv* + $gh*]T; sendo v a

velocidade vertical. Como no caso 1D, usa-se extrapolacao de ordem zero no contorno.

- 07 T e [ZL‘L,ZL'R], Yy € [yBayT]a le [OaT]a (27)
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2.1.4 Equacoes de Euler

As equacoes de Euler modelam a dinamica de gases. No caso 1D, o sistema de equagoes

(2.2) torna-se
00 OFi(0)
ot Ox

onde ¢ = [p, pu, E|T e F\ = [pu, pu® + p,u(E + p)]*; sendo p a densidade, p a pressao, pu a

=(, x€lxp,xg], te][0,T], (2.8)

quantidade de movimento e F a energia total. A equacao de gas ideal p = (v — 1)(F — %qu) é
usada para fechar o problema, em que « é a razao do calor especifico. As condi¢oes de contorno
comumente usadas sao extrapolacao de ordem zero. No caso 2D, o sistema de equagoes (2.2)

torna-se

d¢ OFi(¢)  0F(9)
EjL ox + dy

=(, x € [SL’L,SL’R], (VRS [yB,yT], te [D,T], (29)

em que ¢ = [p, pu, pv, EI", F1 = [pu, pu*+p, puv, u(E+p)|" e Fy = [pv, puv, pv*+p,v(E+p)]";
sendo a pressao p definida em funcao de E pela relacao de fechamento para gés ideal p =
(v — 1)(E — 3p(u® +v?)). As condi¢oes de contorno comumente usadas sdo extrapolacio de

ordem zero.

2.2 Equacoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes, em coordenadas cartesianas, que modelam escoamentos in-
compressiveis de fluidos newtonianos sao, na forma adimensional, dadas pela equacao de con-

servacao da massa
V-u=0, (2.10)

e a conservacao da quantidade de movimento

ou 1 1

—+V-uu=-V -p+—Vu+— 2.11

ot HVou p+Re u+Fr2g (2.11)
em que u é campo de velocidades, u = [u,v]T para o caso 2D e u = [u,v,w]? para o caso

3D, onde u, v e w sao as velocidades em z, y e z respectivamente. Os ntimeros adimensionais
de Reynolds e Froude sao, respectivamente, definidos como R, = LoUy/v e F,. = Uy/+/Lolgl;
sendo Lo e Uy as escalas de comprimento e velocidade, respectivamente. Outras varidveis e
constantes foram definidas previamente.

As equacgoes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas sao dadas por

du 10(ruu) O(ww)  9dp 1 0 (Ou Ov 1

o v or TTo:  or Ro:\o: o) TE (2.12)
dv  10(rvu) d(wv)  9p 119 ([ du v 1
A P MR R.ror r(ﬁz 0r) * ngz’ (2.13)
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10(ru) Ov
S =0, (2.14)

em que u = u(r,z,t) e v = v(r,z1t) sao os componentes do campo de velocidades; r e z

representam, respectivamente, a coordenada radial e o eixo de simetria.
As condigoes de contorno aplicadas para resolver as equagoes de Navier-Stokes sao, em geral,

COmo segue:

e Injetor: Nesse contorno sao prescritas as velocidades normal ao contorno (u,,) e tangencial

ao contorno (u;) (Condi¢ao de Dirichlet)

uy, = Uy, uy = 0; (2.15)

e Ejetor: Nesse contorno considera-se a condi¢gao homogénea de Neumann

8un o 3ut Al
S = =0 (2.16)

e Contorno rigido: Neste contorno sao aplicadas as condicoes de nao-escorregamento

Up, = up = 0; (2.17)
ou escorregamento
aut
Uy, =0, — = 0; 2.18
o (2.18)
e Superficie livre: Na superficie livre assume-se que o fluido estd em uma atmosfera passiva,
isto é
n-(o-n)=0,
my - (0-n) =0, (2.19)

me - (0-n) =0,

onde n é o vetor normal & superficie, m; e my 0s vetores tangenciais e ¢ é o tensor das

tensoes dado por

o= —pl +2v(Vu+ (Vu)"). (2.20)



CAPITULO

3

Interpolacdo upwind e otimizacdo de gradientes

via minimos quadrados ponderados

Neste capitulo apresentam-se relagoes importantes para o desenvolvimento de métodos up-
wind de alta resolu¢ao. Objetiva-se aproximar termos convectivos (lineares e nao lineares) de
leis de conservacao gerais. E apresentado também uma forma de se estimar o gradiente de

forma otimizada, por meio da técnica minimos quadrados ponderados.

3.1 Motivacao

Por simplicidade, e sem perda de generalidade, considera-se a equagao (2.3) avaliada em um
ponto (x;,t;) = (idy, j6:) = (4, 7) da malha, onde J, é o espagamento de malha (assumido neste

trabalho como constante ao longo do dominio), e §; é o tamanho do passo temporal, assim

¢ O(ug) _ (99 I(ug) _
(E " Ox )(z‘,j) a <8t)(m‘) ’ ( Ox )(i,j) - (3.1

Uma aproximacao para a derivada temporal pode ser feita utilizando-se algum método numérico

para EDO, como Euler ou Runge-Kutta. Para o termo espacial, usa-se a seguinte aproximacao

<6(ugb)) ~ (u®)(i—1/2,5) — (UD)(i41/2.5)
(4,5)

o 5 = 5%3 {ta-120)061/29) = w129 G172} -
(3.2)
Note que para avaliar o termo espacial no ponto (i, 7) é necessario conhecer a velocidade de
conveccdo u, bem como a varidvel transportada ¢, nos pontos (ndo de malha) (i — 1/2, j)

e (i+1/2,7). As velocidades de convec¢do u nesses pontos (ou nas faces g = (i — 1/2) e

9
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f = (i+1/2)) sao calculadas por meio da média simples

1 1
U(i—1/2,j) = Q(U(m‘) tui-1)),  Uri2g) = §(u(i+17j) + Ui 5))- (3.3)

Os valores da variavel ¢ nos pontos (i — 1/2,j) e (i + 1/2,j) (que sdo chamados fluxos
numéricos nas faces g e f) ndo sdo conhecidos, e portanto precisam ser determinados por
alguma técnica de interpolacdo. Uma maneira interessante e ttil de se obter aproximacoes
para esses fluxos é fazer uma interpolagao levando em conta o sinal da velocidade de conveccao
nessas faces. Tal procedimento é conhecido como interpolagao upwind. De posse do sinal da
velocidade de convecgao u perpendicular a uma interface da célula computacional, por exemplo
f =1+ 1/2, a interpolagao upwind da variavel ¢ é feita em funcao dos trés pontos vizinhos de
malha mais proximos, a saber: D (Downstream), ponto a jusante da interface f; U ( Upstream),
ponto & montante da interface f; e R (Remote upstream), ponto mais & montante de f. Em

outras palavras, a variavel convectada ¢ na interface f é uma funcao da forma

Qbf = (b((bD,gbU,gbR,sinal(uf)), (34)

em que ¢p, ¢y, pr denotam a variavel ¢ avaliada nas posicoes D, U, e R, respectivamente.

A partir deste ponto, considera-se apenas a face f = i+1/2 em que a velocidade de convecgao
é positiva (w12 > 0). Os outros casos seguem procedimentos similares. Como exemplo,
considera-se o ponto (i + 1/2,j), com interface f = i + 1/2; neste caso a interpolagido upwind

para o fluxo numérico em (i + 1/2,7) é como segue

Pli+1/2.5) = Git1/2.5) (Pli41.5)s Plirg)s Pli—1,7), Sinal(ugiv1/2,5))), (3.5)

com os pontos D = (i +1,7), U = (i,j) e R = (i — 1, j) dispostos na Figura 3.1(a); caso a
velocidade de convecgao seja negativa, isto € u(41/25) < 0, a disposi¢ao desses pontos sao como

ilustrado na Figura 3.1(b).

Como foi visto anteriormente, o valor da variavel transportada ¢ na interface f é obtido em
funcao dos pontos D, U e R e de maneira upwind , isto é, ¢5 = ¢(¢p, ¢u, ¢r, sinal(uy)). Com
o objetivo de reduzir o nimero de variaveis envolvidas nessa interpolacao, uma transformacao
é feita de tal forma que a funcdo ¢ = ¢, dependa apenas da informacao atrasada (upwind).

Esta transformacao, denotada por ngSf e definida como

95— R

e (3.6)

Esta é a representacao da fungao ¢; em variavel normalizada (NV) de Leonard [19]. Note que,
como éD =1le gzgR = 0, a relagao (3.4) dependera apenas de (}AﬁU. Na sequéncia apresentam-se

esquemas convectivos convencionais em suas representagoes normalizadas e nao normalizadas.

10
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Ui >0
#
R U | D :
@ @ : @ : @ >
i-1 0 i 0 i+1 o 2
$-1/2 gi1/2 :
oz,
(a) Velocidade de convecgao positiva.
Uiz <O
G
: D : U § R
’ . ‘ . ’ . ' >
i-1 : i 0 i+1 : i+2

$-1/2 g41/2

oz,

(b) Velocidade de convecgao negativa.

Figura 3.1: Defini¢ao dos pontos de interpolagao D, U e R com respeito a interface f =i+ 1/2
e o sinal da velocidade de conveccao wt1/2,j)-

O esquema FOU (First-Order Upwind) é um exemplo classico de esquema convectivo de
primeira ordem. Sua representacao, na forma nao normalizada, é dada por ¢; = ¢ ;) = ¢v,
e, na forma normalizada, por ngSf = ngSU. A Figura 3.2 mostra o desempenho desse esquema em
varias malhas computacionais com um nimero de Courant CF'L = 0.1, aplicado ao problema de
advecgao de uma onda quadrada. Vé-se claramente nesta figura que para se ter uma boa solucao
numeérica com este esquema deve-se utilizar uma malha computacional suficientemente refinada.
Observa-se também que o esquema FOU é bastante difusivo, isto é ele suaviza sobremaneira a

solu¢do nas regioes proximas as descontinuidades (ver Figura 3.2(a)).

O esquema convectivo QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinemat-

ics) € outro exemplo convencional de esquemas upwind, representado em forma nao normalizada

por
1 1
oy = §<¢D + du) — §(¢D — 20y + ¢r), (3.7)
e na forma normalizada por
- 3 3
= - —. 3.8
oy 4¢U t3 (3.8)

Ainda que atinja terceira ordem de precisao (ver [18]), o esquema QUICK possui caracteristicas
indesejaveis em aplicagoes: as comumente chamadas oscilagoes nao fisicas. Essas oscilacoes
podem ser vistas na Figura 3.3, onde apresentam-se as solucoes numérica e analitica para o
transporte de uma onda quadrada via equacao de adveccao 1D.

Ambos esquemas (FOU e QUICK) dependem linearmente de ¢u. Esta dependéncia é

ilustrada na Figura 3.4, em que as curvas mostradas sao chamadas de caracteristicas NV.

A regiao indicada como CBC nesta figura corresponde ao diagrama de variaveis normalizadas
CBC (Conwvection Boundedness Criterion) de Gaskell e Lau [12].
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Capitulo 3 Interpolacdo upwind e otimizacio de gradientes via minimos quadrados ponderados

T T
Solucao Exata  + I Solucao Exata +|

FOUparaN=200¢ CFL:01 £ % rOUpaN=400eCFLE01

' , , 1
A Solucao Exata  + I ’ ! Solucao Exalta +
FOU para N=800 e CFL=0.1  x FoU 1 N6400eCRL01

06+ ]
04r ]

02 ]

Figura 3.2: Comparacoes das solugoes numéricas em varias malhas (com o esquema FOU) e
solucao analitica para advecgao de um escalar. (a) malha 200; (b) malha 400; (c) malha 800; e
(d) malha 6400.
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3.1 Motivacdo

2e+007 T T T T T T T
g; % Solucao Exata  +
X, QUICKparaN=2000  x
1.5e+007 | T
% ¥
XX
1e+007
5e+006
0
-5e+006
16407 > b .
A X( X
1564007 * % 1
&
X X

264007 | ] ] | | | | |
4 08 06 04 02 0 02 04 06 08

Figura 3.3: Comparagao das solu¢oes numérica (com o esquema QUICK) e analitica numa
malha computacional de 2000 pontos.

&
QUICK:
W .
1.0
REGIAO CBC
0.75 \
FOU
/
o
0.5 1.0 $U

Figura 3.4: Caracteristicas NV dos esquemas convectivos FOU e QUICK; e diagrama de vari-
aveis normalizadas, mostrando a regiao hachurada CBC.

13



Capitulo 3 Interpolacdo upwind e otimizacio de gradientes via minimos quadrados ponderados

Usando série de Taylor, pode-se mostrar (ver [19]) que, para qualquer esquema baseado em

caracteristicas NV (lineares ou nao lineares), valem as seguintes propriedades:

- Passar no ponto (%, %) do diagrama NV alcancga segunda ordem de precisao local;

- Ter inclinacao %, enquanto passa no ponto (%, %), atinje terceira ordem de precisao local.

Leonard observou também que esquemas que passam em O = (0,0) e P = (1, 1) sao livres de
oscilacoes numéricas. Vé-se claramente que o esquema FOU é de primeira ordem e o esquema
QUICK é de terceira ordem. O esquema FOU, apesar da baixa ordem, se comporta de maneira
estavel, mas suaviza a solugao (difusdo). O esquema QUICK, por outro lado, sendo de ordem

mais alta (precisao melhor), produz oscila¢oes nao fisicas (dispersao).

Para superar esses defeitos, véirios esquemas upwind de alta resolucao tém aparecido na
literatura tais como SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transport) [12],
VONOS (Variable-Order Non-Oscillatory Scheme) [47], SHARP (Simple High Accuracy Res-
olution Program) [20], WACEB ( Weighted-Average Coefficient Ensuring Boundedness) [39],
CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of
Advection) [1], entre muito outros. O objetivo principal desses métodos é resolver problemas
propensos a oscilacoes e, ao mesmo tempo, melhorar a precisio local. E importante notar,
entretanto, que esses esquemas (alguns deles ao menos), embora funcionando bem em alguns
problemas, podem néao ser limitados em situagées envolvendo descontinuidades (choques) em
escoamentos compressiveis (ver, por exemplo, [16], [22]) e/ou escoamentos incompressiveis vis-
coelasticos com equagoes constitutivas hiperbolicas (ver, por exemplo, [54]). Lin e Chieng [23] e
Lin e Lin [22], por exemplo, observaram que os esquemas SMART e SHARP, embora alcancem
alta ordem de convergéncia, produzem oscilacoes esptirias em problemas com descontinuidades
(como por exemplo, o problema do tubo de choque). Alves et al [1] usando esquemas upwind
de alta ordem, fizeram uma série de testes para simular fluidos viscoelasticos e observaram

dificuldades de convergéncia quando a malha era refinada, com uma forte tendéncia a oscilar.

As caracteristicas indesejaveis associadas a ambos os esquemas classicos FOU e QUICK e
os problemas de limitacao com esquemas de alta resolugao citados motivam o estudo de novos
esquemas convectivos com boa ordem de precisao (> 2), a0 mesmo tempo livres de oscilagoes

nao fisicas, que resolvam bem problemas complexos.

3.2 Critérios de limitacao e exemplos de esquemas upwind

Durante a simulacao computacional de problemas complexos, é imprescindivel que as solucoes
obtidas nao ultrapassem os valores fisicos do processo que esta sendo simulado. Segundo Gaskell

e Lau [12]|, dada uma caracteristica NV continua (ou continua por partes) F' : v — gzgf, 0 es-
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3.2 Critérios de limitacdo e exemplos de esquemas upwind

quema correspondente preserva monotonicidade se e somente se

{ ov < Foy) <1, se oy €[0,1], (3.9)

F(év) = ¢u, se ou ¢ [0,1].

Este critério de limitacao é representado geometricamente na Figura 3.4 e define a regiao de
estabilidade do processo numérico.

Um esquema convectivo upwind pode ser desenvolvido considerando a aproximagcao geral

(0] 0p
_ ()] 5 } 3.10
Or=9v+B [<8x> ¥ <8x> g v ( )
onde a funcao B é um termo anti-difusivo. Na literatura, é comum tomar a funcao B como
99
_ _5 ( ) ‘ 3.11
o\ 5, (3.11)

O esquema convectivo upwind (3.10) pode ser entdo aproximado por

O = oy + 5:1:(2?)‘ R oy + 5 <¢D—¢U) (3.12)

o qual é propenso a formagao de oscilagoes nao fisicas (similar ao que foi visto com o uso do
esquema QUICK). Para corrigir essas oscilagoes, introduz-se uma fungao ¢ (chamada limitador
de fluxo) na formulagao (3.12). Isto permite manter a solu¢do numeérica dentro de regioes

estaveis, isto é,

b5~ du + %¢<Tf> <¢D - <25U>, (3.13)

onde r¢ ¢ um sensor de suavidade da solucao definido como

)
P =T = <8$ 9 Ags _ v — Or _ Gy — gb(ifl,j).
J <g_¢>) APy dp—du Dy — D)

Ay

(3.14)

Alguns exemplos de limitadores sao como segue:

e =0 — FOU;

e ) =1 — Diferenca Central;

® ) =1y — upwind linear.
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Capitulo 3 Interpolacdo upwind e otimizacio de gradientes via minimos quadrados ponderados

Segundo Harten [14], um bom limitador de fluxo é aquele que para r; < 0 se transforme
no esquema FOU e para ry > 0 esteja restrito as regioes de monotonicidade, apresentando
comportamento assintotico nesta regiao. Esse objetivo pode ser alcancado por meio do critério
de limitacao TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [14] que garante solugbes numeéricas
fisicamente aceitaveis, livres de oscilagoes e com boa ordem de precisao. Em NV, o esquema

upwind (3.13) é escrito como

~ ~ 1 ~
Op ~ du + Su(re) (1= o), (3.15)
ou
N N 1 .
P+1/2.5) & Pag) + 5@/)(77) (1 - ¢(z’,j)), (3.16)
onde A A
duv Dug)

__ %6 (3.17)
IL—ouv 1—9uy

Como comentado anteriormente, o parametro ry funciona como um detector de suavidade

Ty =T(+1/2,4) =

da solucao. Com base nos valores de 7, véirias regioes de interesse podem ser identificadas no
plano ¢ (r¢)Lrs. A reta ry = 0, como mostrado na Figura 3.5, separa regioes de oscilagdes ou
extremos (r; < 0) de regioes de solu¢oes monotonicas (ry > 0). Dentro dessas tltimas, 7y ~ 1
corresponde a regides de solugoes suaves (ry = 1 - variacao linear). Regioes de altas curvaturas
podem ser identificadas para r; < 0 e ry << 1 (curvatura negativa) ou ry >> 1 (curvatura

positiva).

Yap

TF<0 Tf<<] Tf>>1

0 7 Ty

Figura 3.5: Plano ¢(r)_Lr mostrando a regiao de extremos (r; < 0), a regido de monotonicidade
(vizinhanca de ry = 1) e as regides de alta curvatura (ry >> 1 e ry << 1).

A variagao total (7'V') no nivel de tempo t; = jé, é definida como
TV(p(t;) = TV(¢) =D |busrg) — bl (3.18)

Um esquema é TVD se
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3.2 Critérios de limitacdo e exemplos de esquemas upwind

TV (™) <TV(¢). (3.19)

O termo Diminishing refere-se ao fato de que a variacao total num dado tempo pode ser
no maximo a variacao total no tempo anterior, nao crescente com a marcha no tempo. A
propriedade TVD é uma propriedade global de um esquema advectivo e previne a amplificacao
esptria de extremos. Harten[14] provou que um perfil (inicialmente) monotoénico ¢ permanece
monotonico apos ser advectado por um esquema TVD. Entretanto, a propriedade TVD nao
exclui a possibilidade de que um extremo possa crescer enquanto outro diminui.

No caso de problemas com solucoes descontinuas, faz-se necessirio empregar métodos mo-
notonicos para que nao haja oscilagoes nas vizinhancas das descontinuidades. LeVeque [21]
demonstrou que se o esquema é TVD, ele preserva monotonicidade. Sweby [41] aplicou o

conceito de Harten [14] aos limitadores de fluxo, e propos a restrigao

{ 0 <(ry) <min(2ry,2), se rp>0, (3.20)

w(rf) = 07 se Ty S 07

a qual define a comumente chamada regiao TVD (ver Figura 3.6) para os limitadores de fluxo.

Py

REGIAO TVD

Figura 3.6: Regiao TVD de Sweby.

E mostrado a seguir que qualquer limitador de fluxo ¢ que satisfaz ¥(1) = 1 (principio
de Sweby [41]), e que faz com que (3.13) seja de segunda ordem de precisao deve satisfazer a

seguinte condicao de equivaléncia:

d 1
d—w =1 & 0 esquema (3.13) tem terceira ordem de preciso local. (3.21)
’rf T‘fil

De fato, pois:
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Capitulo 3 Interpolacdo upwind e otimizacio de gradientes via minimos quadrados ponderados

(<) Levando os desenvolvimentos, em série de Taylor em torno do ponto (i + 1/2,7),
de @i-15) = Pir1/2-3/25) Plii) = Plit1/2-1/2.5) € Plit1g) = P(i+1/2+1/2,5), mais P(ry) =~
(1) + (ry — 1)%) , na expressao (3.13), resulta %) =

ry=1 ry=1

==

(=) A derivada da expressao (3.16) em relagio a qg(m) da

d(lg(i+1/2, ) 1 )
) 1 [@/)(Tf (i+1/2,7)) (1 — ¢(i,j))}

dﬁb(m) 2 d¢(i,j)
1 dy dry (i+1/2,) .
:1+_[ ’ 7 = (L= ¢u) —(r ilQ,')}
2Ldry (i11/2.) doj ®:9) F (+1/2.)
1 dy 1 .
=1 2 [d ’ - 2’ (1- ¢(i,j)) —Y(ry (i+1/2,j))]- (3.22)
Tr+1/25) (1= ¢ )

Avaliando a expressao (3.22) em ngS(i,j) = 1 (0 que equivale a ry (11, = 1) obtém-se
dbvry2g) _

dogy 4

| o

Essa é a condi¢ao de Leonard [19] para esquemas upwind alcangarem terceira ordem de precisao.
Utilizando-se da idéia de monotonicidade, Sweby [41] definiu o principio de monotonicidade

para limitadores de fluxo, em que

/

’17/) (Tf) =2 se Ty — 0. (323)

Combinando as relagoes entre ¢y e ¢y, e considerando as relacoes (3.12), (3.14), (3.15),
obtém-se a regiao para as caracteristicas upwind NV (ver Figura 3.7) que satisfazem a restri¢ao
TVD, isto é

{ bu < 6y <min(1,260), se 0<du <1, (3.24)

<ZA5f=<ZA5U, se éUgo ou ngbUzl.

Os esquemas apresentados a seguir sao exemplos representativos de esquemas TVD de alta
resolucao diferenciaveis, e que serao utilizados para comparacoes com os esquemas upwind TVD

desenvolvidos neste trabalho.

e Esquema de van Albada [46]

4¢3 —ddu+2 (3.25)

. 46}, ~ 56, +30u se 0<dy<1
¢y = T
¢Ua s€ ¢U ¢ [Oa]-]a
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3.2 Critérios de limitacdo e exemplos de esquemas upwind

&
1 P
REGIAO TVD
0.75 Q
0,
0.5 1 du

Figura 3.7: Regiao TVD em variaveis normalizadas.

cujo limitador de fluxo correspondente é

2
Ty Ty
e Esquema EPUS de Corréa |7]
) —4(X = 24)¢8 + 16(\ — 23)97; + (528 — 25X) ¢ +
¢r = (19X = 336) ¢y, + (80 — TA)op + AdY + ¢u, se ¢u € [0,1],
ou, se ¢y ¢ [0,1].
(3.27)

A € [16,95], cujo limitador de fluxo correspondente é

0.5(|r | +77)(2X — 32)r} + (160 — 4\)rd + 2Ar]%}

o) = mas {0, T+ D)

Muito embora os limitadores van Albada e EPUS (e muitos outros esquemas upwind pre-
sentes na literatura) sejam diferenciaveis, na pratica (principalmente em problemas incom-
pressiveis) o usuario pode enfrentar dificuldades com o uso desses esquemas no que diz respeito
a convergéncia do processo numérico global. Segundo Venkatakrishnan [48| a razao para esse
comportamento parece ser que limitadores desse tipo atuam nas oscilacoes em escalas pequenas

nas regioes suaves, introduzindo assim efeitos nao lineares. Isso faz com que o residuo sofra
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Capitulo 3 Interpolacdo upwind e otimizacio de gradientes via minimos quadrados ponderados

do incomodo problema de estagnacao. Com o objetivo de evitar esse problema de estagnacao,

utiliza-se a técnica dos minimos quadrados ponderados descrita a seguir.

Uma forma de estimar o limitador de fluxo ¢(r) dado em (3.13) pode ser feita através da
técnica de minimizacao de erros denominada minimos quadrados ponderados. Tomando-se a
molécula computacional de trés pontos dada na Figura 3.1, constrodi-se o sistema indeterminado
através do truncamento da série de Taylor. Por simplicidade, restringindo-se ao caso em que a
velocidade vy é positiva (o caso negativo ¢ analogo), e o dominio ¢ 1D (a extensao para outras

dimensdes é trivial, e apenas altera a dimensao do sistema), tem-se:

¢D:¢U+5m(%)|U = ¢p — ¢v = A 2535(%”% (3.28)
¢r = QU — 5z(%)|U = ¢u — ¢r = D¢y = 59@(%”0
Em forma matricial o sistema (3.28) torna-se
A¢ = Sd, (3.29)

onde A¢ = [Agy, Agy]”, S = [0,,0.]" e dy = (92)|y. Admitindo-se que exista um b 6timo, tal
que dg = b, estima-se este valor por meio da técnica de minimos quadrados. Neste caso o erro
E(b) é dado por

2

E(b) = (Ag; — Sjb)’, (3.30)

j=1

de maneira que o processo de minimizagao leva a
STA¢ = ST Sb, (3.31)

cuja melhor aproximagcao é

b= (STS)'STAg. (3.32)

A forma ponderada do limitador de fluxo (chamada técnica dos minimos quadrados ponde-
rados) é obtida inserindo-se a matriz W = [w;, ws|", com w; e w, pesos prescritos, na expressao
(3.32), isto é

b= (STWS)LSTW A¢, (3.33)
e o diferencial d, ¢é calculado por meio da expressao

_ Aprwy + Apows

d 3.34
’ (w1 + wa)0, ( )
Desta forma, da expansao em série de Taylor de ¢ em torno da face f =1 + %, obtém-se
1 Aprwy + Agow
Or = Pliv1/24) = U+ 5 o1 # 2. (3.35)

2 (wl + wg)
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3.2 Critérios de limitacdo e exemplos de esquemas upwind

O limitador resultante é entao dado por

Aprwy + Apows
(w1 + we) Agy ’

Y(ry) = Pond - (3.36)
onde Pond ¢ uma constante arbitraria. E comum introduzir um parametro pequeno e na
expressao (3.36) (veja, por exemplo, [48] ou [26]) para prevenir indeterminagao em regioes de
altos gradientes; e o resultado final do limitador de fluxo é

A¢pq (w1 + 6) + Acbz(wz + 6).

Y(ry) = Pond - (0y & w5 1 26) Doy

(3.37)
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CAPITULO

4

Derivacdo de novos esquemas upwind

Neste capitulo apresentam-se novos esquemas upwind do tipo fungoes racionais, cujos de-
senvolvimentos sao baseados nas condicoes apresentadas no capitulo 3. Os esquemas estao
agrupados em uma familia, denominada FUS-RF (Family of Upwind Scheme via Rational Func-
tions). Em particular, seis representantes desta familia sio apresentados neste estudo, os quais
sao denominados Esquema 1, Esquema 2, Esquema 3, Esquema 4, Esquema 5 e Esquema 6.
O Esquema 1 é desenvolvido de maneira usual, isto é, com base nos critérios de estabilidade
TVD/CBC. Os Esquemas 2 a 6 sao construidos utilizando-se da aproximacao dos gradientes

via técnica de minimizagao minimos quadrados ponderada.

4.1 Derivaciao de esquemas upwind via forma usual: Es-

quema 1

A ideia por tras do desenvolvimento do Esquema 1 é derivar uma funcao racional como

inversa de um polindmio de grau cinco em ¢y, subtraida uma constante (3, a qual passa pelos

pontos (0,0), (1,1) e (3, 2) com inclinacdo 3 em (3, 2), ou seja
. .
o = = = - — — < <
¢f _ OACO+061¢U+062¢2U+063¢?()]+a4¢é+a5¢?] B’ 5 OA o gbU =L (4.1)
(qu s€ (bU ¢ [07 1]7
em que «;, 1 = 0,---,5 sdo constantes a serem determinadas. A inclusdo do parametro (3

em (4.1) é imprescindivel para que o esquema passe na origem. Impondo as quatro condigoes
acima, mais a imposi¢ao de que o esquema (4.1) tenha a mesma inclinagdo do FOU em (0,0),

(1,1) (classe C'), obtém-se o sistema linear de equagoes

[ ) (bf(O) =0 = Qp —

Y

|
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Capitulo 4 Derivacido de novos esquemas upwind

o ¢(1)=1 = ag+toart+aztaztostos=

o 9s(H)=3 = g+ 301+ a2 + 503+ 150 + 5505 = 3755
° é}(%) = % =  —day —4day — 3ag — 20y — %Oég) = 3(@)2;
¢ 91 (0)=1 = o=

° QZA)/f(l) =1 = —a; — 209 — a3 — 4oy — day = (ﬁ)2

A imposicao de diferenciabilidade nos pontos (0,0) e (1,1) tem o proposito de evitar problemas

de convergéncia do método numérico global em malhas grosseiras, em analogia ao que foi

proposto por Lin e Chieng [23]. Definindo

1 1 4
A =—, Ay = ——, A3 = ——,
1 3 2 143 3 31453
0 sistema anterior torna-se

1 0 0 0 0 0 ][ ao] [N ]
0 -1 0 0 0 0 o )\%
1 1 1 1 1 1 ay | Ao
1 3 7 5 1 3 ||o0s As
0 -1 -2 -3 —4 -5 oy )\g
|0 -4 —4 =3 =2 =21 a5 ]| [ 3M\]

Resolvendo este sistema via MAPLE tem-se

ap = Ap,

a1 = —()\1)2,

g = 6(A1)% — 23A1 + (M\2)? + TAg + 6(A3)% + 163,

azg = —13(A1)% + 661 — 5(A2)? — 34hg — 24(N3)? — 323,
ay = 12(A\;)? — 68A; + 8(A2)? + 52Xy + 30(A3)? + 1673,
a5 = —4(A)2 + 2401 — 4(\g)? — 240, — 12(N3)2,

que em variaveis normalizadas ¢ dado por

(

A — N2y + {602 — 23X\, + A2+ Thg + 6)2 + 16)3} o3+
{—13X2 4 66\ — 5A2 — 34y — 2402 — 323} 0P+
dp = {1202 — 68A; + 8AZ + 52)g + 30A2 + 16)3} o+
~ -1
{—4X2 4240 —4X2 — 24Xy — 1202} 3| | se

\ ¢U7 se
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4.1 Derivacdo de esquemas upwind via forma usual: Esquema 1

Este esquema é mostrado na Figura 4.1 para varios valores de [3.

O limitador de fluxo correspondente para o Esquema 1 é obtido de (3.15), isto é
s — ou
P(ry) &~ 2———. (4.6)
1 —ou
Da expressao (4.5), escreve-se ¢(r¢) como

U(ry) =~ (4.7)

em que

a = —205¢% + (—204 — 2Ba5) ¢ + (—2a3 — 28ay) ¢t + (—2a9 — 2Bas) ¢ +
(=201 — 2Ba) ¢2 + (=200 — 2B1) P — 2Bag + 2,

b= —asdy + (—au + as) &, + (—az + @) &y, + (—a1 + a2) &), +
(—0n + a3) ¢ + (—ao + o) by + ao.

Observando que

rf
1+7’f

9

égU = QZBU(T )=
o limitador de fluxo do Esquema 1 torna-se

6 5 4 3 2
Yor§ +57F + g +sr + erf + e + (2 = 2Ba0)
W(ry) = : (4.8)

C

em que ¢ é dado por
c=(ap+a;+as+ as+ ag + as) r? + (bag + 4ag + 3as + 2a3 + ay) 7’;% + (4.9)
(10cr + 60y + 3o + ) 73 + (100 + 4y + 3aa) 77 + (5ag + 1) 7y + g, (4.10)

e’yi,i:1,~-~,6por
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2 — 12,8) ap + (—2,8) aq + 12,

10 — 30,8) oo + (—2 — 105) a1 + (—2,8) o + 30,

20 —408) ap + (—8 — 208) a1 + (=2 — 80) aa + (—20) a3 + 40,

30 —208) ap + (=12 = 208) a1 + (=6 — 128) ag + (=2 — 68) ag + (—20) aq + 30,

10 -128) ap + (=8 = 108) a1 + (=6 — 8B) an + (=4 — 68) g + (=2 — 4) o + (—20) a5 + 12,
2 98) o+ (~2 — 28) a1 + (2 2B) @ + (~2— 2B) oy + (2~ 26) s + (~2— 28) 05+ 2

(_
(_
(_
(_
(_
(_

71
72
3
Y4
V5
Y6

Nota-se que a equacao para ¢(ry) é valida para ry > 0, uma vez que de (4.1), tem-se

du € [0,1] e, desta maneira

? Ty f
1—|—If _1—|-7f_ F=

Por outro lado, se ¢y ¢ [0,1] , entao éf = ¢y e, neste caso, tem-se YP(ry) = 0. Assim, o

limitador de fluxo é dado por

05(|rs| + ) [Yorf + 7507 + 7ar} + 257 +3ors + 71+ (2~ 2800) 1]

- (4.11)

Y(ry) =

O Esquema 1 satisfaz as restricoes TVD (3.24) para 8 € [0.1545, oc]. Observa-se também
que o valor f = 0.1545 fornece um limitante superior para as caracteristicas NV, enquanto
B = 0.4045 fornece um limitante inferior para as caracteristicas (ver Figura 4.1). No estudo
apresentado neste trabalho, tomou-se 10 valores do parametro § € [0.1545,0.4045]. Vé-se
também que em virtude do principio de Sweby e de (3.21), o Esquema 1 pode alcangar até

terceira ordem de precisao; de fato, pois

(3+48)? — (168% + 205 + 6)
3+4p3

W(1) = =1, VB, (4.12)

, 27 + 1083 + 14432 + 643> 1
1) = ==, V8. 4.13
()= 1057 43253 + 57642 + 25633 4’ B (4.13)

Na Figura 4.2, apresenta-se o limitador de fluxo do Esquema 1 no plano ¢ Lry para varios

valores do parametro .
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0,8

0,6

¢f I 8 = 0.1545

— 3 =10.1605

3 =0.1670

04

021

0.1940)]

15

0.
0.
(
[t
0.1830f
[t
0.2
0.2
0.2
= 0.

05

Figura 4.2: Limitador de fluxo correspondente do Esquema 1 (ry > 0) para varios valores do
parametro .

4.2 Derivacao de esquemas upwind via minimos quadrados

ponderados: os Esquemas 2, 3,4, 5e 6

Nesta secao sao desenvolvidos os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6 da familia FUS-RF. Inicialmente,
sao desenvolvidos os limitadores de fluxo via técnica minimos quadrados ponderados; e entao

os correspondentes esquemas no contexto NV sao derivados. Como apresentado no capitulo 3,
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Capitulo 4 Derivacido de novos esquemas upwind

limitadores de fluxo podem ser construidos de forma otimizada, por meio da relagao (3.37), isto

é

(4.14)

(w1 + €)A¢y + (wa + e)M»)
(w1 + w9 + 2€)A¢1 ’

(rs) = Pond (

4.2.1 Esquema 2

O Esquema 2 é obtido definindo-se os pesos w, = r§+arfz e wy = bry+c, onde os coeficientes
Pond, a, b e ¢ sao determinados pela imposi¢ao das restrigoes de estabilidade (ver Deconinck
[50] ou Sweby [41])

e Y(1)=1 = Pond=1,

l+a+b+c 4’ (4.15)

(=1 = Pond( (b+c) ):1-

mais as condigoes para simetria

e yY(-1)=1 = Pond<(1_a+b_c)) = 1;

l—a—-b+c
/ 1
Pond (=8+3a—2b+c)l—a—b+c)—(1—a+b—c)(—8+3a+10) _ 1
(I1—a—0b+c)?

(4.16)

Resolvendo o sistema nao linear dado pelas equagoes (4.15) e (4.16) via MAPLE obtém-se
Pond =1, a= —%, b= % ec= % E em sintese, o limitador de fluxo para o Esquema 2, com a
inclusao do parametro livre € para prevenir indeterminagoes, é

8 1,3, 1.2 1
— it (G ey te

r
f
r =

y \V/Tf. (417)

O Esquema 2 upwind em NV correspondente é obtido recorrendo-se a equacao (3.15), cujo
resultado é

ng = ) \V/ QASUa (418)

Qv

onde

P = (8+28¢)¢}, — (217)0F + (26 + 728€) oy, — (63 + 1372€)6% + (100 + 1568¢)p7; —
(101 4 1078€) i + (62 + 392€)3%, — (21 + 28¢) % + (3 — 28¢)dy + Te,
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4.2 Derivacdo de esquemas upwind via minimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6

Q = (16 + 28€)6), — (12 + 224€) o1, + (34 + 784€) ¢, — (62 + 1568¢)03 + (80 + 1960¢) 7, —
U U U U U
(72 + 1568€)%, + (42 + 1784¢€) % — (14 + 224€)dy + 28¢ + 2.

Usando a equacao (4.18) pode-se derivar as relagoes

n 7
¢4(0) = 5 +€28€ 0, quando ¢ — O; (4.19)
qgf(l) = 1’ ‘v’e; (420)
ngS 1 o 3(76 + 4) VE‘ (4 21)
T\2)  4(te+4)y '
~ (1 12 4 49¢ + 49¢2 3
o <§) = 167 56c £ 2922 — quando ¢ — 0. (4.22)

As Figuras 4.3 e 4.4 ilustram, respectivamente, o Esquema 2 em NV e o limitador de fluxo
correspondente para varios valores de e. Nota-se por essas figuras que os métodos (esquema e

limitador) upwind com € = 0.1 e € = 0.01 ndo sdo TVD (nas regides em que esta é valida).

08—
06—
o | — =
04l — e=0.1
— e=10.01
— €¢=10.001
e =0.0001
o2l — € =0.00001
e = 0.000001
— ¢ =0.0000001
0 . ! . ! ! . | .
0 0,2 0,4 ,6 038 1

‘A 0
du
Figura 4.3: Esquema 2 em variaveis normalizadas para varios valores do parametro e.

4.2.2 Esquema 3

Para derivar o Esquema 3 definem-se os pesos w; = 7’}1 + a’rf’f e ws = b. Assim como feito

para o Esquema 2, impoe-se as restri¢coes de estabilidade
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— =0
— e=0.1
F|— e=0.01
— e=10.001

e =0.0001
(o] = e = 0.00001

e = 0.000001
— ¢ =0.0000001

! | ! | ! | ! | ! | !

3 2 1 7,,f(_) 1 2 3
Figura 4.4: Limitador de fluxo correspondente do Esquema 2 (Vr;) para varios valores do

parametro e.

e Y(1)=1 = Pond=1,

eY()=1 = Pond(*):i;

1+a+b
(4.23)
associadas a restricao para a derivada em ry = —1
1
’ —44-3a+b)(1—a+b)—(1—a—b)(— a
° <_1> = _i = Pond <( e til (1J:a)+lf)12 J(=a+s )> = —Z-
(4.24)
985 102
Apos resolver o sistema nao linear obtém-se Pond = 1, a = ~1901 eb= 201" Assim, o
limitador de fluxo do Esquema 3 é
129173 — 98573 + (102 + 1291€)r; + 1291e
U(ry) = Lt ( e )1 . Vry. (4.25)
1291r% — 9853 + 102 + 2582¢
O respectivo Esquema 3 em NV é
op= 5, V¥ du, (4.26)

onde tem-se

P = (2582 + 5164€)07, + (67 — 19365¢) b7, + (851 4 25820€) 7, — (1224 + 12910€) 6% +
(306)dy + 1291¢,
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4.2 Derivacdo de esquemas upwind via minimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6

Q) = (4756 + 5164¢ gz34 — (2786 + 20656¢ q§3 + (1224 + 30984¢ g?>2 — (816 + 20656¢ q@U +
U U U
5164e + 204.

Considerando-se a equacdo (4.26), pode-se aferir algumas relagdes importantes:

R 1291¢
- d : 4.2
#(0) 201 1 5164 0, quando ¢ — 0 (4.27)
or(1) =1, Ve (4.28)
- /1) 3(1291e + 204)
— | = Ve; 4.29
2 (2) 4(1291¢ + 204)" (4.29)
A~ 1 B 31212 + 460887¢ + 1666681€> R § wando ¢ — 0 (4.30)
F\2) " 41616 + 526728¢ + 1666681¢> 4’ 4 ’ ’

As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam, respectivamente, o esquema 3 em NV e o correspondente
limitador de fluxo. Nota-se que o comportamento das caracteristicas NV parae =0.1e e = 0.01

mostra que para estes parametros o esquema nao é TVD.

1
08—
06
b T S—
04} — e¢=0.1
— e=0.01
— ¢=10.001
e =0.0001
0,2 — ¢ =0.00001
€ = 0.000001
— ¢ =0.0000001
0 L | L | | L | L
0 0,2 04 ,6 0.8 1

‘/\ 0
du

Figura 4.5: Esquema 3 em variaveis normalizadas para varios valores do parametro e.

4.2.3 Esquema 4

No Esquema 4 definem-se os pesos a fim de se obter um limitador racional de grau 8 entao,

w1=7“fc+arfc+r?+br§zew2:'r’f+c.
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— =0
— e=0.1
F|— e=0.01
— e=10.001

e =0.0001
Of|— e=0.00001

e = 0.000001
— ¢ =0.0000001

. | . | . | . | . | .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.6: Limitador de fluxo correspondente do Esquema 3 (Vr;) para vérios valores do
parametro e.

Para determinar os valores de Pond, a, b e ¢ sao impostas as condi¢oes de estabilidade para

limitadores de fluxo, ou seja,
e Y(1)=1 = Pond=1,

ey()=1 = pond<i):1.

3+a+b+c 4’
associadas as restri¢oes de simetria (4.31)
l4a—-b—c
—1)=1 = Pond =1
* v(=1) on (—1+a—b+c)
Y(-D=— =
° —1)=——-—
4
(=b—6a+3b+c)(—14+a—b+c)—(1+a—b—c)(—2—6a+ 3b) 1
Pond = ——.
(—14+a—b+c¢)? 4
(4.32)
Resolvendo o sistema obtém-se Pond =1, a=6,b=—-2ec=1.
O limitador de fluxo para o Esquema 4, com a inclusao do parametro € é
6+ =23 2 (14 €)rr+ ¢
W) = 5t ( 2)f1 Yy (4.33)
Ty + 01 1y —2ry + 1y + 26 +
e o respectivo esquema upwind em NV é
b= 5,V dv, (4.34)
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4.2 Derivacdo de esquemas upwind via minimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6

onde tem-se o numerador

P = (8+4€)¢f — (14 + 31€)d5, + (25 + 104€)p7;, — (59 + 196€) 0% + (96 + 224¢€) P, —
(97 + 154€) ¢l 4 (61 + 56€)d7, — (21 + 4€)d? + (3 — 4e)dy + e,

e o denominador

Q = (16 + 4€)d}, — (40 + 32€)d7, + (60 + 112€)0¢, — (80 + 224€)¢?, + (90 + 280€) 7y —
U U U U U
(T4 + 224€)$% + (42 + 112€)0% — (14 + 32€¢)dy + 4e + 2.

Em vista de analisar o comportamento do Esquema 4, tem-se

o7(0) = e — 0, quando ¢ — 0 (4.35)
6;(1) =1, Ve (4.36)

o <%) = iEE i i;, Ve; (4.37)

ng (%) = %:i — Z, quando ¢ — 0. (4.38)

As Figuras 4.7 e 4.8 apresentam, respectivamente, o Esquema 4 em NV e o correspondente

limitador de fluxo. Nota-se que apenas para ¢ = 0.1 as caracteristicas nao sao TVD.

4.2.4 Esquema b

O Esquema 5 ¢ definido impondo-se os pesos wy = 7} + arf +0rf 4 crf e wy = 11§ 4 er; +

rs+ 1. Os coeficientes destes pesos sao determinados através das restricoes
f ¢

e y(1)=1 = Pond=1;

et f+2 ):1.

1) =1 Pond -
*vl)=5 = Pon <a+b+c—|—e+f—i—3

4’
associadas as restrigoes (4.39)

l—a+b—c—e+ f _ 1
l—a+b—cH+e—f) 7

e Y(—-1)=1 = Pond(

o V(1) =

AN

— —2 11
= Pond(7a 6b + 5¢ + 3e S+ )_

l—a+b—c+e—f
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08—
06
¢f I — =0
04} — e¢=0.1
— e¢=0.01
| — ¢=10.001
e =0.0001
02} € = 0.00001
€ = 0.000001
L — ¢ =0.0000001
0 ! | ! | | ! | !
0 0,2 04 ,6 0.8 1

‘/\ 0
du

Figura 4.7: Esquema 4 em variaveis normalizadas para varios valores do parametro e.

— e=0
— e=0.1
F|— e=0.01
— ¢=10.001

e =0.0001
(0] e = 0.00001

e = 0.000001
— ¢ =0.0000001

L . | . | . | . | . | .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.8: Limitador de fluxo correspondente do Esquema 4 (Vr;) para varios valores do
parametro e.

((—5+7a—61)+5c—26+f)(1—a—l—b—c—e—l—f)) .
Pond = :
(I—a+b—c+e—f)?

1+1+1b+1+1+1f+9
— + —a+ — —c+-e+ — —
1y 1 256 128 64 32 8 47 "16 | _ 1.
® 1 = — = Pond =
2 2 1+1 +1b+1 +1+1f++9 2’
— + ——a+ — —Cc+-e+ < =
256 ' 128 ' 64 32" "4 2 8
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4.2 Derivacdo de esquemas upwind via minimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6

1 1 n 1 b 1 1 n er 9
— ——a+—b— —c— —e —
e b(—=)=0= Pond 256 128 64 32 8 16 | —p
1 1 b 1 +1 R f N 7 ’
256 128 64 32 4 8
(4.40)
. - . , 29 169
Resolvendo o sistema nao linear via MAPLE obtém-se Pond = 1, a = 9 b = Tz
229 1 1
c=——,e=——¢e f=——.
36 12 12
O limitador de fluxo do Esquema 5 é
29 169 229 1 1
i — —rl 4 — - — 2l — =¥ — —r2 4+ (1+e)r +e
f f f FTTrT f f
vy = — g 12169 36229 B e o Yo (441)
8§ _ 277 _ 2¢+1
R TR e R T U A T L
Em NV, o Esquema 5 é
br= L.V du (4.42)

no qual

P = (888 + 144€) ¢}, — (1262 + 1116€)¢F, + (1375 = 3744¢€) ¢y, — (4138 + 7056€) ¢, +
(6971 + 8064€)p%; — (6075 + 5544€)dp; + (3078 + 2016€)d7, — (873 + 144€) 97, +
(108 — 144€) oy + 36,

e 0 denominador

Q = (1776 + 144€)0%, — (3856 + 1152€)07, + (3720 + 4032€)0¢, — (3860 + 8064€)07; +
(4800 + 10080€) 7, — (4050 + 8064€)dd + (2052 + 4032€) 2 — (582 + 1152€)dys + 144e + 72.

Considerando-se a equacao (4.42), pode-se verificar algumas relagbes importantes;

N 36¢
(bf(O) = m 0, quando € — O, (443)
os(1) =1, Ve (4.44)
ngS 1 B 3(33¢+9) Ve (4.45)
T\2)  4(33e+9) 7 ‘
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32674 2079¢ + 3246

~ (1
%1 (5)

4356 + 2376€ + 324¢2

)

quando

— 0 (4.46)

O Esquema 5 em NV e o limitador de fluxo deste esquema estao ilustrados, respectivamente,

nas Figuras 4.9 e 4.10 onde vé-se claramente que para ¢ = 0.1 o esquema nao é TVD.

0,81
061
¢f I — =0
04 — e=0.1
— e¢=10.01
L — ¢=0.001
e =0.0001
02l e =0.00001
e = 0.000001
L — ¢ =0.0000001
0 ! | ! | | ! | !
0 0,2 04 ,6 08

o
du

Figura 4.9: Esquema 5 em variaveis normalizadas para varios valores do parametro e.

— =0
— e=0.1
— ¢=0.01
— ¢ =0.001
€ =0.0001
e = 0.00001
€ =0.000001
— ¢ =0.0000001

-3

-2

-1

rf

|
1

2

3

Figura 4.10: Limitador de fluxo correspondente do Esquema 5 (Vry) para varios valores do

parametro €.
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4.2 Derivacdo de esquemas upwind via minimos quadrados ponderados: os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6

4.2.5 Esquema 6

Para derivar o Esquema 6 assumem-se 0s pesos wy = 1§ + 1 +br} e wy = cry 4 1. Para

determinar os coeficientes b e ¢ recorre-se a equagao (3.15), ou seja,

B5(60) = du + ()1~ du), (4.47

O que resulta no esquema

éf(éU) = ou+

fwnd<&%1—éU»+&w1—éaf+b&%1—éUw>+a%x1—éaﬂ+w&m1—éaﬁ>.
2 O+ 0% (1 — du)? + 0o (1 — du)?) + cdu (1 — du)7 + (1 — ¢u)®

As restrigoes ngSf(O) =0e ngSf(l) = 1 sao satisfeitas para qualquer b ou ¢, assim, considerando

Pond = 1, sao impostas as restricoes

3 1 ! 1
eo (L) o3 o L, Pond(512 75" T5R) 3,
f o - )
2 4 2 2 i+ib+ LC 4
256 256 256
3 n 1 - 1 1 3 5
— + — —C — — —b— —cC
. <Z5/ ry 3 N 1+Pond 256 256 256 256 256 256
2) 4 2 3, 1, 1 2
(ﬁ6+%6+§ﬁﬁ

3, 1, 1 L1003
Pond | \512 " 512° " 512°) \62 64 64° 3

2 31512 4
256 256" " 256°

Resolvendo o sistema nao linear obtém-se b = —% ec= —%. Assim, o Esquema 6 em
NV é
¢r= G, Y ou; (4.48)
onde

P = (5442 + 3276€) 0, — (34845 + 25389€)¢%, + (114153 + 85176€) 7, — (205800 + 160524€) ¢, +
(233964 + 183456¢€)d7, — (173202 4 126126€) o1, + (81017 + 45864€)d?; +
(21558 — 3276€)p% + (2457 — 3276€)dy + 819,
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e

Q = (5072 + 3276€) 3% — (27896 + 26208¢) oy + (89238 + 91728€)0¢, — (156130 + 183456€)df, +
(169870 4 229320€) 7, — (120522 + 183456¢€) 7, 4 (54740 4 91728¢) g% —

~

(14372 + 26208¢)dyr + 3276€ + 1638.

O respectivo limitador de fluxo é

8 5 361,3 634 .2
rf+7’f—2—73rf—m'r’f+(1+e)rf+e

8 1,5 _ 361,3 634
Ty — omTr — sl H26+1

w(’f’f) = s VTf. (449)

Algumas relacoes sao observadas quando se impoe o parametro ¢ para prevenir indetermi-

nagoes, ou seja,

A 819¢

=" d : 4.
o£(0) 1638 + 3676¢ — 0, quando ¢ — 0 (4.50)
G =1, e (451)
-1\ 3(819¢ + 370)
— | =—F=, Ve 4.52
2 (2) 4(819¢ + 370)" (4.52)

~ (1 4107 212121 2683044¢>
() 0700+ De + 2083044 z, quando ¢ — 0. (4.53)

F\2) 7 547600 + 2424240¢ + 26830442

A Figura 4.11 ilustra o comportamento do esquema upwind 6 e a Figura 4.12 apresenta
o comportamento do limitador de fluxo correspondente. Ambas aferem que para e pequeno
(e — 0) satisfaz-se a propriedade TVD.
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1
0,8
0,6
o | —
04} — e=0.1
— €=0.01
L — ¢=10.001
e =0.0001
02l € =0.00001
e = 0.000001
L — ¢ =0.0000001
0 . | . | | . | .
0 02 04 6 0.8 1

o
du

Figura 4.11: Esquema 6 em variaveis normalizadas para vérios valores do parametro e.

05

— =0
— e=0.1
L|— e¢=0.01
— ¢=10.001
054 e =0.0001

e =0.00001

e = 0.000001
— ¢ = 0.0000001

1 \ \ \ \ \
-3 -2 -1 0 1 2 3
Ty

Figura 4.12: Limitador de fluxo correspondente do Esquema 6 (Vrf) para varios valores do
parametro €.
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CAPITULO

5

Modelagem computacional

Neste capitulo apresentam-se a discretizacao das equacgoes descritas no capitulo 2 e os méto-
dos computacionais para resolvé-las. Discute-se também como (e onde) sao implementados os

limitadores de fluxo e os esquemas em NV associados.

5.1 Equacodes hiperbélicas

As equacgoes de adveccao de escalares, de Burgers, de aguas rasas e de Euler foram resolvi-
das numericamente utilizando-se o ambiente de simulagio CLAWPACK (Conservation LAW
PACKage) de LeVeque [21], que implementa leis de conservacao no contexto da metodologia
padrao de volumes finitos. Neste software, as equacoes sao consideradas na forma quase-linear,
como em (2.1), cuja transformagao para esta forma estao apresentadas no Apéndice A. Por
simplicidade, e sem perda de generalidade, considera-se o caso 1D do sistema geral (2.1)

% + A% =(, (5.1)
onde A = A(¢,t) é a matriz jacobiana associada. A reconstrugdo para a variavel ¢ (ver [21])
implementada no cédigo CLAWPACK é dada por
Ot

5/~ _
Bgin = dig — 5 (A6 + ATAG) — & (Fuy ~Fy). (5.2)

NI

onde ﬁ’H% e ﬁ;fé sdo termos de corre¢ao de alta resolugio. As flutuacoes (a direita) A~A¢; e

(& esquerda) ATAg, sdo definidas como

m

A Dp =Y (sg+%)_ Wi, (5.3)

q=1
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m
AtAgy =" <sg%)+ WL, (5.4)

q=1
nas quais m é o nimero de onda; Wﬁ’ é uma espécie de salto da g-ésima onda com velocidade
s%; (s)” = min(s,0) e (s)™ = max(s,0). No CLAWPACK, resolvedores de Riemann calculam
inicialmente as ondas e as velocidades, e depois, com estes dados, calculam as flutuacoes.
Finalmente, para avaliar a reconstrucao (5.2), calculam-se os corretores de fluxo, onde, por

exemplo,

~ 1 & 5t N
Fry =525 (1 - E|S§_%|) Wiy, (5.5)

em que ﬁé‘il ¢ uma versdo limitada de W , (ver [21]) obtida como
2 2

W, =a, .6 (5.6)

=5 2
onde 67 ¢ o g-ésimo autovetor de A e &;_1 é um coeficiente dado por
&i—% - @_1[¢(z’,j) - ¢(i71,j)]T¢(7“g_%)- (5.7)

Na equagao (5.7), © é a matriz de autovetores de A; e ¢(r? ,) é um limitador de fluxo, com
2

o sensor de suavidade "’Z-q,; dado por
2

g O{I_l 1 — 1, qu_l < O,
Tl',l = 27 I'= . q ? (58)
2

O calculo para I*:H% segue procedimento similar.

Neste trabalho, os limitadores de fluxo discutidos anteriormente (ver capitulos 3 e 4) foram
implementados no cédigo CLAWPACK via equagao (5.7). O método numérico para resolver as
equagoes de conservacao hiperbolicas é explicito, e sua estabilidade é governada pela condicao
CFL (ver [2]). A equagdo de reconstrucao (5.2) pode ser estendida facilmente aos casos multi-

dimensionais (ver detalhes em [21]).

5.2 Equacodes de Navier-Stokes

As equagbes de conservagao para escoamentos incompressiveis (Navier-Stokes - equagoes
((2.10) e (2.11) ) foram resolvidas com o codigo Freeflow de Castelo et al. [4] (ver também
[30]). Neste codigo, esta implementada a metodologia GENSMAC (Generalized simplied marker
and cell) de Tomé [44], uma variante do método de projecao de Chorin [5] e desenvolvido por
Harlow e Welch, que baseia-se na ideia de representacao do fluido por particulas marcadoras,

as quais sao passivamente transportadas pelo fluido. Nesta metodologia, utiliza-se uma malha
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5.2 Equacées de Navier-Stokes

deslocada (staggered grid), na qual as variaveis escalares (como a pressao, por exemplo) sao
avaliadas no centro das células computacionais e 0os campos vetoriais (como a velocidade) sao

definidas nas faces destas células, conforme ilustra a Figura 5.1 para o caso 3D.

Figura 5.1: Exemplo de uma célula computacional 3D, mostrando onde as variaveis sao avali-
adas.

Para os termos convectivos das equagoes completas de Navier-Stokes (2.10) e (2.11) (os
procedimentos sao similares para os casos 2D e com simetria radial), a aplica¢do dos esquemas
convectivos em NV é feita como segue. Para a malha deslocada usada neste trabalho, a face

f para a discretizacao pode ser uma das seguintes faces do volume de controle ilustrado na

1 1 1
(l+§7jak>a <Z7]+§7k> ou <27j7k+§)

A variavel convectada ¢ calculada por um dos esquema upwind vistos anteriormente pode ser

Figura 5.1:

uma das componentes u, v ou w. Por simplicidade, serd apresentada somente a discretizacao
do termo de advecgao nao linear da componente u (conservagao do momento na diregao x) das
equagoes (2.11). A discretizacao dos outros termos convectivos segue ideias semelhantes. Na
posicao (i + %,j, k;) da malha 3D (ver Figura 5.1), esse termo advectivo é aproximado pelo

esquema numérico
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Q

(8(uu) + 8(uv) + 6(uw)) ai+17j,k . ui+17j,k — ai,j,k . um,k
i+1.5.k

ox oy 0z .
+Ui+%,j+%,k "Wt lgrd e T Vitl -tk Wil -1k
53/
Wi ljped Ul eyl = Wil jp 1o Uyl g 1
+ , (5.9)
0

onde w15k, Uik, Vi Ljy b Vil g1 Wigd syl € Wigl 1 sao os fluxos de massa os quais
sao obtidos usando-se médias simples. As velocidades convectadas na equagao (5.9) (tais como
Ui jks Wighr Wigd iyl g etc) sao calculadas usando-se um esquema upwind em NV, como por
exemplo os da classe FUS-RF. Para exemplificacao, apresenta-se a seguir o calculo da variavel
convectada w no ponto (i + 1, j, k), isto & w11 j4-

Inicia-se o processo determinando o sinal da velocidade de conveccao ity . Com essa
informacao do fluxo, definem-se, automaticamente, as posicoes a jusante D, & montante U e
a mais a montante R. As aproximacoes para w;ii;x, usando por exemplo o Esquema 1, sao
obtidas entdo como segue (as aproximagoes usando-se os Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6 seguem ideias

similares):

e Quando iy, > 0 tem-se ﬁz‘#,j,k = , € assim

u2+%7]7k - ul*%y]vk
2 — U

u2+%7]7k /L*%yj7k

~

Ui 11 = up + (up — ug)ds(ty), se dy € [0,1],
i1,k e, se uy ¢ [0,1],

onde

Uig3 ik — Wig 3 ik

e Quando u;yq5 < 0 tem-se @, 3 ;) = ; € assim
W 2

Wit d ik = Yitd ik

~
A

Uiy ip =4 B + (up —ur)os(ty), se ay € [0,1],
i+1,5,k Uy, se lALU ¢ [0, ]_]’

na qual
D=(i+3.5.k), U=(@+3jk, R=(i+37k).

Aproximacoes para todos os termos da equacao de Navier-Stokes estao descritos no Apéndice
B.
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O seguinte critério foi utilizado para selecionar o tamanho de passo no tempo (os casos 2D

e com simetria radial sao similares)
o = min{ FACT - 6;cpL, FACT: - dpyisc

onde FACT, e FACT, sao constantes escolhidas para assegurar que os céalculos sao estaveis

com

5:1: 5y 5,2} Re 5}%5}2153

5 - INTERTE 5 = 5 :
tCFL max{\u\ o] [l TVISC T 5207 + 6262 + 0207

Com base na metodologia GENSMAC [44], as equagoes (2.10) e (2.11) sao resolvidas como
segue. Supoe-se que no tempo t = ty se conhece a configuracao do escoamento do fluido, isto
é, sabe-se as posicoes das particulas marcadoras representando o fluido no dominio de solucao.
Admite-se também que, nesse mesmo instante de tempo, p, uma pseudo-pressao arbitraria
satisfazendo a condicao sobre superficies livres, é conhecida. Este campo de pressao é construido
empregando-se as condigoes corretas na superficie livre e é escolhido de forma arbitraria (mas
fixada, por exemplo p = 0) no interior do dominio. Considera-se ainda conhecido @, um campo
de velocidades aproximado ndo necessariamente satisfazendo a restrigdo (2.10). Define-se a
partir das equacgoes de Navier-Stokes

ou 1 1

_— = — . — N 2 N
5 V- (uu) — Vp+ ReV u -+ F,?g' (5.10)

Desde que no tempo t = ty, u(x,t) e p(x,t) também satisfazem essas equacoes, tem-se, nesse

tempo, apos subtrair (5.10) de (2.11), que

0

=) =-Vp -5 (5.11)

A aplicacdo do rotacional em ambos os lados de (5.11) leva a

%(v x (u— ﬁ)) =0. (5.12)

Aproximando a derivada anterior por diferencas avancadas e lembrando que em t = ¢y, u = 1,
tem-se num tempo posterior ¢

Vx(u—1)~0. (5.13)

O significado fisico de (5.13) é que as vorticidades associadas a u e @, no tempo t, sdo muito
proximas. Ainda mais, o escoamento com respeito ao campo (u—11) é praticamente irrotacional.

Isso leva a admitir a existéncia de uma funcao escalar T, chamada potencial de velocidades de
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maneira que no tempo ¢t

u—u=-VT. (5.14)

Aplicando a divergéncia em ambos os lados de (5.14) e impondo conservagao de massa, obtém-se

a equacao de Poisson no tempo t para o potencial auxiliar T
VY (x,t) = V - a(x, t). (5.15)

Acontece que no tempo atual ¢ nao se conhece a configuracao do fluido no dominio de
solucao. Uma alternativa é resolver a equacao de Poisson no tempo t = t;, argumentando que o
tamanho de passo 0t é muito pequemo, e portanto as configuragoes do fluido em ¢, e ¢ diferem
muito pouco.

Para a simulacao de escoamentos de fluidos, admite-se que, num dado instante de tempo, por
exemplo tg, as variaveis dependentes sao conhecidas e as condi¢oes de fronteira associadas estao
completamente especificadas. As equagoes de Navier-Stokes sao resolvidas de uma maneira, ex-
plicita (método de Euler para a marcha no tempo). Mais precisamente, um ciclo computacional
consiste em atualizar as variaveis discretas, a partir do tempo inicial ¢y, no tempo t = tq + dt,

utilizando-se os passos descritos a seguir:

¢ PASSO 1: No tempo inicial, ou num ciclo prévio, computar um campo de velocidade
tentativo u(x, t) em ¢y + 0t, com as mesmas condi¢oes iniciais e de contorno de u, utilizando-se
(5.10);

e PASSO 2: Resolver a equacao de Poisson para o potencial auxiliar T, a partir de (5.15),
com as seguintes condicoes de fronteira: em contornos rigidos Neumann homogénea; e em fron-
teiras livres Dirichlet homogénea. No caso dos contornos rigidos, toma-se a condicao VY =0
de modo a satisfazer a condicao (5.14), fornecendo assim os valores corretos para u nestas

fronteiras;
e PASSO 3: Corrigir o campo de velocidade a partir de (5.14);

e PASSO 4: Atualizar a pressao da seguinte forma: aproximando a derivada temporal em

(5.11) por diferenca progressiva, lembrando que em ¢t = to, @ = u e utilizando (5.14), obtem-se

e PASSO 5: Determinar, no caso de problemas com superficies livres, as novas posicoes

das particulas marcadoras virtuais pela representacao lagrangeana do movimento (flj—’; =u);
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5.2 Equacées de Navier-Stokes

e PASSO 6: Atualizar as condicoes de fronteira necessarias para o proximo ciclo e retornar
ao PASSO 1.
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CAPITULO

6

Resultados numéricos para leis de conservacdo

hiperbdlicas

Neste capitulo, investiga-se o comportamento dos esquemas upwind da classe FUS-RF em
sistemas de leis de conservacao hiperbdlicas. Em particular, sao simulados alguns problemas
modelados pela equacao linear de adveccao e pelas equacoes nao lineares de Burgers, Euler
e aguas rasas; nos casos 1D e 2D. E feita uma analise da variacio do parametro livre 3 no
Esquema 1 e da perturbagao ¢ nos Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6. As solugoes numéricas obtidas
sao comparadas com as derivadas dos esquemas convencional van Albada [46] e atual EPUS
[7]. Sao estimadas também para as varias EDPs a TV, a ordem de convergéncia observada e a

constante do erro em regime assintotico.

6.1 Resultados para adveccao de escalares

Resultados para advecgdo de escalares modelada por (2.3) com condicoes iniciais suaves e
descontinuas sao apresentados. Nos testes apresentados a seguir, a velocidade advectiva u é
definida como sendo constante e igual a 1. O termo convectivo da equacao é aproximado pelos
esquemas van Albada, EPUS, e pela familia de esquemas upwind FUS-RF.

Teste 1: Neste teste é utilizada a condicdo inicial suave

¢o(r) = exp(—=100(x — 0.4)*)/10, = € [-2,2]. (6.1)

Para a resolucao desse problema, é considerada uma malha de 300 células computacionais,
um tempo final de simulacao 7" = 0.2 e nimero de Courant CFL = 0.5. Na Figura 6.1

sao apresentados a solucao exata e os resultados obtidos com os esquemas FUS-RF, sendo
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o Esquema 1 utilizado com os valores § = 0.1545, § = 0.1605, g = 0.1670, 8 = 0.1750,
£ = 0.1830, § = 0.1940, § = 0.2105, B = 0.2295, B = 0.2670 e 8 = 0.4045; e os demais
esquemas (Esquemas 2, 3, 4, 5 e 6) utilizados com os valores da perturbagao no intervalo e = 0
ae=1077.

(a) Esquema 1 (b) Esquema 2
01F R 01
|
: Ixata —— Exata
| H 515 | — =0
> =01
0,08} o 0.08l- — =001
' 5 €=0.001
1 — ¢=10.0001
€= 0.000014
0,06 |- 0,06
o ®
0,04 |- 0,04}
0,02 |- 0,02}
—
——
0 n t n t n 0
-2 -1 0 1 2 -2 1 2
x z
(c) Esquema 3 (d) Esquema 4
0,1 H 0,1 Ty
—— Exata —— Exata
— =0 — =0
e=01 e=0.1
0.08]- — =001 0,08]- — =001
! €=0.001 ' €=10.001
—— ¢=0.0001 — ¢=0.0001
€ = 0.00001} €= 0.000014
0,06 |- 0,06
) 1)
0,04 |- 0,04}
0,02 |- 0,02
0 0
-2 1 2 -2 1 2
(f) Esquema 6
o1[ o1]- e
—— Exata —— Exata
— =0 — =0
=01 =01
008l — =001 008 — =001
: €=0.001 ' €=0.001
— ¢=0.0001 — ¢=10.0001
€= 0.00001) = 0.000014
0,06 - 0,06 -
(& ¢
0,04 0,04}
0,02 0,02}
0 0
-2 1 2 -2 1 2

Figura 6.1: Solucao exata e resultados obtidos com os esquemas FUS-RF para adveccao de
um escalar. (a) Esquema 1 utilizando varios valores do parametro J3; (b)-(f) Esquemas 2 — 6
utilizando varios valores do parametro e.
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01 '_l.\_'
I—' ! — Exata
o § G——© van Albada
E—= EPUS
008} ¢—¢ Esquemal
! Esquema2
Esquema3
i *—* Esquema4q
Esquemab
0,06 — Esquema6
0,04}
0,02
Of=
L | L | L | L
-2 -1 0 1 2
X

Figura 6.2: Solucao exata e resultados numéricos (Esquemas 1-6 com os melhores parametros e
referéncias van Albada e EPUS) para advecgao de um escalar - Teste 1, mostrando ampliagao
da regiao de alto gradiente.

A partir da Figura 6.1, observa-se que o Esquema 1 fornece o melhor resultado para o
caso em que 3 = 0.1545. Os Esquemas 2, 3, 4 e 6 fornecem uma solucao melhor para o caso
e = 1071, O Esquema 5 nao apresentou mudancas significativas quanto a variacao do parametro
e. A Figura 6.2 mostra as comparagoes das melhores solugoes numéricas (com respeito aos
parametros (3 e €), mais as solugdes com os esquemas van Albada e EPUS, e a solugio exata do
problema. Vé-se por essa figura que o Esquema 1 apresentou o melhor resultado e mostrou ser
bastante comparéavel ao esquema EPUS. Os Esquemas 2, 3 e 5 apresentaram também resultados

satisfatorios, tendo o mesmo comportamento do van Albada.

A seguir faz-se uma andlise quantitativa dos esquemas pela quantificacao dos erros, nas
normas Ly, Lo e L., e extrai-se estimativas para a ordem de convergéncia ¢ e a constante do

erro C'. Para tanto, as seguintes defini¢oes sao utilizadas.

N
|EwllL, = izt | Pexatali) — Pnumericalil|
1 N ,
Ei:l ‘(bexata[i”

N 2
Zz’:l (‘bexata[i] - ¢numérica[i])
Zﬁil (¢exata[i] )2

[ Enll L,

)
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maxlgiSNl(bexata[i} - ¢numérica[i]|
EnllLo = :
mari<;<nN ‘ ¢exata[z‘} |

onde N é o nimero de pontos do dominio e o indice h em E} corresponde ao espagamento d,
entre os pontos. A ordem de convergéncia dos métodos numéricos é estimada de maneira usual
(ver, por exemplo, [36]) usando-se a formula

||En|| = Ch? + termos de alta ordem.

Assumindo que a solucao esta no regime assintotico e que trés tamanhos de malha satisfazem
h2/hl = h3/h2, com h3 < h2 < hl, a ordem observada ¢ obtida como

_ log|| Epa[l/][ En |

6.2
log(h2/h1) (6.2)

A constante do erro C' é estimada usando a expressao
C =~ ||Ey||/h. (6.3)

As Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam os erros e estimativas para ordem de convergéncia e cons-
tante do erro, quando os varios esquemas FUS-RF e os esquemas van Albada e EPUS sao usados
para resolver o problema. Pode-se observar por estas tabelas que os erros nas trés normas L,
Ly e Lo, decrescem com o aumento do nimero de pontos de malha (refinamento de malha),
indicando convergéncia (globalmente de primeira ordem ) com o uso dos esquemas selecionados.
Observa-se também que a constante do erro para os esquemas Esquema 1, van Albada e EPUS
sao praticamente as mesmas; ao passo que os calculos com os outros esquemas forneceram uma
constante do erro maior (mantendo a mesma malha e a mesma ordem). A anélise da precisao
apresentada aqui parece indicar que o erro dominante é o da aproximacao temporal.

O grafico da constante de erro C' em funcao da malha N é apresentado na Figura 6.3,
onde nota-se que ao fazer o refinamento de malha, a constante do erro para todos os esquemas
tendem a um valor constante, indicando que a solucao numeérica esta no regime assintotico.
E mais uma vez observa-se uma diferenca substancial na constante do erro, quando se usa os

esquemas van Albada, EPUS e o Esquema 1.

Teste 2: Neste segundo teste é transportada por adveccio uma condicio inicial com descon-
tinuidades, as quais oferecem dificuldades aos esquema numeéricos (ver Toro [45] ou Wei e Gu
[52]). O problema é definido para valores de = em [-1,1], e os seguintes dados foram utiliza-
dos: uma malha de 500 células computacionais; nimero de Courant # = 0.2; e tempo final de

simulacao T' = 0.2.
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Tabela 6.1: Comparacao dos erros nas normas L, Ly e L., para o Teste 1 em vérias malhas,
mostrando os ordens observadas e as constantes do erro. Os resultados sao para os esquemas
van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 com os melhores parametros.

N I, | L .
Erro | ¢ | C | Erro | ¢ | C Erro | ¢ | C
Van 20  0.584809 — — 0.225778 — — 0.407075 — —
Albada 40 0.283698 1.0436 3.1366 0.067540 1.7410 3.7208 0.247954 0.7152 1.2870

80 0.148639 0.9325 2.4288 0.017431 1.9540 6.0757 0.144884 0.7751 1.4775
160 0.073407 1.0178 3.1358 0.004208 2.0503 8.1083 0.065060 1.1550 4.6107
320 0.036049 1.0259 3.2311 0.001009 2.0598 8.3974 0.026975 1.2701 7.0493
640 0.017861 1.0131 3.0550 0.000247 2.0293 7.3468 0.013415 1.0077 2.2325

1280 0.008873 1.0092 2.9955 0.000061 2.0116 6.7164 0.006702 1.0012 2.1596
2560 0.004421 1.0048 2.9197 0.000015 2.0043 6.4364 0.003350 1.0001 2.1463
EPUS 20 0.584028 — — 0.220115 — — 0.389471 — —

40 0.284844 1.0358 3.0936 0.068603 1.6819 3.2980 0.272993 0.5126 0.8888

80 0.146306 0.9611 2.6048 0.018823 1.8657 5.0360 0.143881 0.9239 2.2915
160 0.072756 1.0078 2.9957 0.004427 2.0880 9.8017 0.059244 1.2801 6.6600
320 0.035835 1.0216 3.1525 0.001053 2.0708 9.1978 0.028636 1.0488 2.8377
640 0.017817 1.0080 2.9700 0.000254 2.0486 8.3482 0.013835 1.0494 2.8454

1280 0.008873 1.0057 2.9354 0.000062 2.0288 7.5493 0.006808 1.0230 2.4879
2560 0.004423 1.0041 2.9084 0.000015 2.0156 6.9960 0.003377 1.0115 2.3282
Esq 1 20 0.572588 — — 0.216481 — — 0.388652 — —

B8 =0.1545 40 0.280348 1.0302 3.0059 0.062838 1.7845 3.8259 0.255981 0.6024 1.0248

80 0.143467 0.9664 2.5953 0.017663 1.8309 4.2573 0.137096 0.9008 2.0372
160 0.072051 0.9936 2.8149 0.004330 2.0279 7.6834 0.060121 1.1892 4.8334
320 0.035684 1.0137 3.0319 0.001047 2.0477 8.2656 0.028635 1.0700 3.1142
640 0.017780 1.0049 2.9177 0.000254 2.0418 8.0518 0.013835 1.0493 2.8445

1280 0.008866 1.0038 2.9004 0.000062 2.0271 7.4759 0.006808 1.0230 2.4883
2560 0.004424 1.0030 2.8877 0.000015 2.0154 6.9844 0.003377 1.0115 2.3285
Esq 2 20 1.125584 — — 0.622912 — — 0.719825 — —

e=0.1 40 0.651442 0.7889 6.9237 0.272877 1.1907 9.6650 0.421198 0.7731 4.2694

80 0.310524 1.0689 16.017 0.082374 1.7279 48.320 0.270361 0.6396 2.8618
160 0.154502 1.0070 12.749 0.019602 2.0711 171.33 0.147882 0.8704 6.7055
320 0.075232 1.0382 14.613 0.004612 2.0874 184.03 0.072459 1.0292 13.445
640 0.036684 1.0361 14.464 0.001072 2.1052 201.44 0.028375 1.3525 69.378

1280 0.018030 1.0247 13.541 0.000256 2.0648 159.54 0.013799 1.0400 211.44
2560 0.008924 1.0145 12.676 0.000062 2.0345 131.22 0.006793 1.0223 10.202
Esq 3 20 1.137281 — — 0.630589 — — 0.722403 — —

e=0.1 40 0.673677 0.7554 6.4763 0.292848 1.1065 8.0591 0.430972 0.7452 4.0178

80 0.320515 1.0716 16.700 0.087711 1.7393 53.647 0.281136 0.6163 2.7308
160 0.154999 1.0481 15.311 0.020073 2.1274 224.59 0.150680 0.8997 7.7699
320 0.075306 1.0414 14.868 0.004585 2.1302 227.30 0.070769 1.0902 17.904
640 0.036602 1.0408 14.823 0.001059 2.1132 208.55 0.028001 1.3376 62.818

1280 0.018004 1.0236 13.421 0.000253 2.0609 154.27 0.013684 1.0329 10.837
2560 0.008914 1.0140 12.618 0.000062 2.0297 126.04 0.006767 1.0157 9.6984
Esq 4 20 1.114156 — — 0.626132 — — 0.724268 — —

e=0.1 40 0.650327 0.7767 6.6628 0.275454 1.1846 9.5790 0.441556 0.7139 3.7482

80 0.305981 1.0877 16.915 0.078720 1.8069 61.802 0.257132 0.7800 4.5698
160 0.154477 0.9860 11.625 0.018776 2.0677 161.74 0.147127 0.8054 5.0180
320 0.074948 1.0434 14.948 0.004612 2.0254 134.36 0.073677 0.9977 11.655
640 0.036694 1.0303 13.987 0.001081 2.0919 188.31 0.028610 1.3646 75.035

1280 0.018040 1.0243 13.509 0.000258 2.0670 163.09 0.013852 1.0463 11.964
2560 0.008941 1.0127 12.536 0.000062 2.0391 136.17 0.006806 1.0251 10.428

53



Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

Tabela 6.2: Continuacao da Tabela 6.1.

N Iy Lo L
Erro | q | C Erro | q | C Erro | q | C
Esq 5 20 1.106949 — — 0.623336 — — 0.724062 — —
e=0 40 0.647287 0.7741 6.5802 0.270362 1.2051 9.9962 0.435558 0.7332 3.9176

80 0.304438 1.0882 16.863 0.078552 1.7831 56.480 0.273676 0.6703 3.2452
160 0.152903 0.9935 11.890 0.020682 1.9252 95.390 0.157584 0.7963 5.1645
320 0.074601 1.0353 14.281 0.004795 2.1086 213.07 0.070006 1.1705 26.619
640 0.036417 1.0345 14.226 0.001105 2.1167 222.04 0.029465 1.2484 39.527

1280 0.018016 1.0152 12.726 0.000261 2.0803 179.97 0.014049 1.0684 13.997
2560 0.008938 1.0112 12.401 0.000063 2.0472 145.32 0.006857 1.0347 11.253
Esq 6 20 1.060884 — — 0.570793 — — 0.696716 — —

e=0.1 40  0.584963 0.8588 7.6650 0.227461 1.3273 12.129 0.410652 0.7626 4.0337

80 0.286833 1.0281 12.728 0.069793 1.7044 37.537 0.234275 0.8097 4.6444
160 0.152095 0.9152 8.3924 0.017169 2.0232 121.67 0.126944 0.8840 6.1087
320 0.074339 1.0327 14.046 0.004316 1.9918 106.01 0.072913 0.7999 4.2265
640 0.036669 1.0195 13.134 0.001054 2.0335 131.00 0.028889 1.3356 64.074

1280  0.018060 1.0217 13.303 0.000255 2.0423 137.80 0.013806 1.0652 13.468
2560 0.008939 1.0145 12.700 0.000062 2.0299 127.25 0.006790 1.0236 10.293
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Figura 6.3: Constante do erro para os esquemas van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os
melhores parametros, aplicados ao Teste 1.
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6.1 Resultados para adveccdo de escalares

A condicao inicial escolhida é

([ —sen(r) + ~x, —0.9 <z <0,

10"
1, 0<2<0.2
43;_%7 02<2<04,
o) =9 _,. o I 04 <z < 0.6, o
1, 0.6 <z <08,
L 0, caso contrario.

Os esquemas FUS-RF foram testados nesse problema, com solucao inicial descontinua,

usando-se os mesmos valores das constantes [ e € usados no problema Teste 1.
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1 — —  Exata r 1-; £ :'.‘3',
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=—a EPUS "?; T : i
£ P
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?
I
!
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.
S,
e
L
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| . | . | .
0 0,5 1
x
Figura 6.4: Solugao exata e resultados numéricos (Esquemas 1-6 com os melhores parametros

e referéncias van Albada e EPUS) para advecgao de um escalar - Teste 2, mostrando regioes

| L
-1 -0,5

de ampliagoes (Zoom 1-4).

A Figura 6.4 apresenta as melhores solu¢gdes numeéricas com respeito aos parametros J e €
(8 = 0.1545 para o Esquema 1, e = 0.1 para os Esquemas 2, 3,4 e 6 e ¢ = 0.01 para o Esquema
5), mais as soluc¢oes com os esquemas van Albada e EPUS, em comparagao com solucdo exata.

Vé-se que nenhum dos esquemas estudados conseguiu aproximar de maneira correta a solugao
exata em virtude das descontinuidades. Na Figura 6.5 apresenta-se as ampliagoes (Zoom)
destacadas na Figura 6.4, onde pode-se observar mais detalhadamente os resultados numeéricos

e verificar (qualitativamente) o erro cometido. Observa-se também que os picos e vales nao

foram bem resolvidos com o uso dos esquemas; porém percebe-se que o Esquema 1 e o esquema
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Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

EPUS resolveram melhor esses extremos.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2
o o A
o copnar
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¢ o —=
xT T
(¢) Zoom 3 (d) Zoom 4
—— Exata
: EP‘T;“ !
—o Esquemal
Esquema2
Esquema3
*— Esquemad
Esquemas
Esquema
¢ ¢
T

Figura 6.5: Continuacao da Figura 6.4.

A Figura 6.6 apresenta a variacao total TV em funcao do tempo ¢ usando a malha de 500
pontos. E possivel notar que todos os esquemas satisfazem este conceito de estabilidade quando
se avanca no tempo, pois a TV da solucao decresce para todos os esquemas da classe FUS-RF

e também para os esquemas van Albada e EPUS.

6.2 Resultados para equacao de Burgers

O desempenho dos esquemas upwind estudados neste trabalho é investigado agora para o

caso da equacdo nao linear de Burgers (2.5), nos casos sem viscosidade (v = 0) ou com o

coeficiente de viscosidade v = 0.05 (caso viscoso).

Teste 3 (caso nao viscoso): Neste teste a condigao inicial adotada é suave e dada por

bo(a) = 1+ Ssin(ra), x e [1,1] (6.5)

A solugao exata deste problema é dada (implicitamente) como (ver [43])
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6.2 Resultados para equacio de Burgers

7 | —
G—© van Albada
=—aEPUS
B o— Esquemal
Esquema2
6,8 - Esquema3
»*—x Esquemad
Esquemab
B Esquema6
66}
TV ((t)
64|
62|
. | . | . | . |
0 0,05 01 0,15 0,2

Figura 6.6: Variacao total para o Teste 2 com respeito ao tempo.

oz, t) =1+ %Sin(ﬂ(x —t)), xe[-1,1]. (6.6)

Neste problema nao linear, a condigao inicial suave evolui para uma descontinuidade (choque),
como mostrado na Figura (6.7) usando o limitador MC (Monotonized Central) de LeVeque [21].

16
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L I L I
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15

Figura 6.7: Evolucao no tempo da solu¢cao numérica para equacao de Burgers usando o esquema
MC.
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Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

Da mesma forma como foi feito para adveccao de escalares, os esquemas FUS-RF sao tes-
tados com diversos valores de 3 (ver Teste 1) e para os valores de € variando de 0 & 1072. A
Figura 6.8 exibe a solugio encontrada pelos novos esquemas antes (no tempo t = 0.5) e depois
(t = 1.5) do choque. Os Esquemas 2 e 3 apresentaram ligeiras oscilagbes nao fisicas no ponto
x = 0.5 para o caso € = 0.1 (isto ji era de se esperar uma vez que, para este valor de €, os
esquemas nao sao TVD); porém para outros valores de € os calculos sao livres de oscilagdes.
Na Figura 6.9 estao comparados os resultados numéricos com os varios esquemas e a solucao
exata. Nas regides de ampliagio (ver Figura 6.10), nota-se que antes do choque (solug¢ao suave)
todos os esquemas fornecem resultados semelhantes, comparando-se (no global) com a solugao
exata. No entanto, proximo ao choque, todos os esquemas numéricos apresentaram um certo
grau de dissipacao, com destaque para a regiao 3, onde o esquema EPUS aproximou-se mais
da solucao exata. Na regiao 4, o Esquema 1 foi o que mais se aproximou da solucao exata.

O erro, a ordem observada e a constante do erro (na Lo, antes e depois do choque) para
esse problema utilizando-se 7 refinamentos (com h2/hl = h3/h2 = hd/h3 = h5/h4d = h6/hb =
h7/h6 = 2) e trés valores dos parametros 3 e € (§ = 0.1545, 0.1605 e 0.1670; ¢ = 0, 0.1 e 0.01,
parametros estes selecionados dos melhores resultados obtidos na Figura 6.8) estdo mostrados
nas Tabelas 6.3-6.5. Observa-se claramente por essas tabelas que as ordens antes do choque
atingiram o valor &~ 2 para todos os esquemas; e depois do choque ~ 1. A constante do erro
teve comportamento analogo. A Figura 6.11 ilustra o comportamento da constante do erro
na norma L; para as solucoes antes e depois do choque. O Esquema 1 apresentou a menor

constante do erro em ambas simulagoes.

Teste 4 (caso viscoso): Neste teste considera-se a equagiao de Burgers para z € [-2,3] com

viscosidade v = 0.05. A condigao inicial, proposta por LeVeque (ver [21]), ¢ dada por

1, y < —20,
do(y) = 3(1—tanhy), —20 <y <20, (6.7)
0, y > 20,
onde y = . A solugao exata deste problema é

G(r) = 1— % (1 — tanh (%}/0575)) . (6.8)

O problema, foi resolvido usando-se todos os esquemas estudados anteriormente a C'F'L = 0.9,
tempo final 7" = 1.0, com os parametros § = 0.1545; ¢ = 0.1 para os Esquemas 2, 3 e 6;
e = 0.01 para o Esquema 4; e ¢ = 0 para o esquema 5. As Figuras 6.12 e 6.13 mostram
as solucoes numeéricas comparadas com a solucao exata, onde pode-se ver que, no geral, os
esquemas aproximam-se bem da solucao exata, com o EPUS e o Esquema 1 fornecendo os
melhores resultados.
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6.2 Resultados para equacio de Burgers

(a) Esquema 1 (b) Esquema 2
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Figura 6.8: Solucao exata e resultados obtidos com os esquemas FUS-RF para equacao de
Burgers. (a) Esquema 1 utilizando varios valores do parametro 3; (b)-(f) Esquemas 2 — 6
utilizando varios valores do parametro e.
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Figura 6.9: Comparagao (antes e depois do choque) entre a solugao exata e as solu¢oes numeéricos
(Esquemas 1-6 com os melhores parametros e referéncias van Albada e EPUS) para equagao

de Burgers - Teste 3, mostrando regioes de ampliacao.
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Figura 6.10: Continuagao da Figura 6.9.




6.2 Resultados para equacio de Burgers

Tabela 6.3: Comparacao dos erros na norma L, para o Teste 3 em vérias malhas, mostrando
(antes e depois do choque) as ordens observadas e as constantes do erro. Os resultados sao
para os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 com vérios parametros.

Esquema N Antes do choque | Depois do choque
Erro | q | C | Erro | q | C
van Albada 20 0.00331413 — — 0.02208255 — —

40 0.00073411 2.174548 0.4953 0.01135879 0.959097 0.2009
80 0.00017569 2.062980 0.3546 0.00570734 0.992919 0.2224
160  0.00004325 2.022124 0.3050 0.00286341 0.995083 0.2241
320 0.00001075 2.008354 0.2871 0.00144286 0.988801 0.2181
640 0.00000268 2.003258 0.2798 0.00071998 1.002895 0.2342
1280 0.00000066 2.001334 0.2767 0.00036177 0.992857 0.2210
EPUS 20 0.00326155 — — 0.02345930 — —
40 0.00074417 2.131848 0.4418 0.01195722 0.972277 0.2200
80 0.00017846 2.060024 0.3563 0.00601381 0.991532 0.2331
160  0.00004362 2.032292 0.3216 0.00303915 0.984608 0.2272
320 0.00001080 2.013759 0.2965 0.00152271 0.997029 0.2399
640  0.00000268 2.006420 0.2857 0.00075866 1.005103 0.2500
1280  0.00000067 2.003130 0.2803 0.00038065 0.995002 0.2358
Esql 20 0.00319855 — — 0.02265672 — —
8 =0.1545 40 0.00073447 2.122625 0.4242 0.01158606 0.967549 0.2102
80 0.00017777 2.046659 0.3378 0.00582414 0.992271 0.2264
160 0.00004359 2.027804 0.3151 0.00292539 0.993418 0.2273
320 0.00001080 2.012873 0.2952 0.00147186 0.990983 0.2249
640 0.00000268 2.006257 0.2854 0.00072976 1.012143 0.2504
1280  0.00000067 2.003108 0.2803 0.00036743 0.989923 0.2203
Esql 20 0.00324089 — — 0.02261251 — —
B8 = 0.1605 40 0.00073675 2.137134 0.4444 0.01156819 0.966958 0.2095
80 0.00017793 2.049850 0.3421 0.00580149 0.995667 0.2283
160  0.00004361 2.028476 0.3162 0.00290560 0.997588 0.2300
320 0.00001080 2.013248 0.2958 0.00146239 0.990503 0.2229
640 0.00000268 2.006406 0.2857 0.00072585 1.010573 0.2468
1280 0.00000067 2.003158 0.2804 0.00036546 0.989940 0.2191
Esql 20 0.00328745 — — 0.02259870 — —
B8 =0.1670 40 0.00073988 2.151606 0.4660 0.01156253 0.966782 0.2093
80 0.00017816 2.054076 0.3479 0.00578391 0.999340 0.2307
160  0.00004363 2.029553 0.3178 0.00289012 1.000917 0.2321
320  0.00001080 2.013754 0.2966  0.0014530  0.992003 0.2232
640  0.00000268 2.006602 0.2860 0.00072286 1.007325 0.2413
1280  0.00000067 2.003227 0.2805 0.00036396 0.989929 0.2182
Esq2 20 0.00360485 — — 0.02207070 — —
€= 40 0.00077554 2.216656 0.5936 0.01133594 0.961228 0.2018
80 0.00017965 2.109999 0.4313 0.00565460 1.003405 0.2290
160  0.00004381 2.035837 0.3280 0.00281708 1.005227 0.2305
320 0.00001082  2.016578 0.3015 0.00140630 1.002293 0.2276
640 0.00000269 2.008159 0.2889 0.00070248 1.001370 0.2265
1280  0.00000067  2.003996 0.2820 0.00035155 0.998701 0.2231
Esq2 20 0.00352865 — — 0.02512272 — —
e=0.1 40 0.00076433 2.216656 0.5943 0.01287012 0.964967 0.2317
80 0.00017914 2.109985 0.4289 0.00638589 1.011064 0.2660
160  0.00004370 2.035821 0.3204 0.00318906 1.001754 0.2570
320 0.00001081 2.016578 0.3108 0.00159208 1.002222 0.2576
640 0.00000268 2.008545 0.2890 0.00079617 0.999749 0.2544
1280 0.00000067 2.003891 0.2816 0.00039755 1.001928 0.2576
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Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

Tabela 6.4: Continuacao da Tabela 6.3.

Esquema N Antes do choque | Depois do choque

Erro | q | C ] Erro | q | C
Esq2 20  0.00358347 — — 0.02256244 — —
e =0.01 40 0.00077290 2.213000 0.5852 0.01162179 0.957090 0.2043

80 0.00017954 2.105926 0.4246 0.00578521 1.006392 0.2369
160  0.00004379 2.035630 0.3276 0.00287777 1.007415 0.2378
320 0.00001082 2.016286 0.3010 0.00144024 0.998641 0.2288
640  0.00000269 2.007975 0.2885 0.00071767 1.004907 0.2362

1280  0.00000067 2.003906 0.2818 0.00035891 0.999675 0.2292
Esq3 20 0.00393579 — — 0.01946166 — —
e=0 40 0.00083461 2.237475 0.6799 0.01007991 0.949152 0.1731

80 0.00018260 2.192385 0.5940 0.00511737 0.978008 0.1887
160  0.00004396 2.054229 0.3568 0.00253917 1.011041 0.2132
320 0.00001085 2.018076 0.3045 0.00125876 1.012356 0.2144
640 0.00000269 2.010154 0.2925 0.00062875 1.001445 0.2028

1280 0.00000067 2.005005 0.2840 0.00031306 1.006033 0.2083
Esq3 20 0.00351657 — — 0.02633534 — —
e=0.1 40 0.00075924 2.211537 0.5723 0.01337499 0.977461 0.2500

80 0.00017840 2.089383 0.3969 0.00666952 1.003882 0.2706
160  0.00004358 2.033160 0.3225 0.00332468 1.004367 0.2711
320 0.00001079 2.013653 0.2961 0.00165975 1.002243 0.2686
640 0.00000268 2.006081 0.2850 0.00082992 0.999928 0.2654

1280 0.00000067 2.002812 0.2796 0.00041571 0.997363 0.2615
Esq3 20 0.00371874 — — 0.02181224 — —
e=0.01 40 0.00079710 2.221981 0.6199 0.01126002 0.953928 0.1961

80 0.00018005 2.146310 0.4942 0.00566076 0.992140 0.2199
160 0.00004386 2.037419 0.3307 0.00281657 1.007055 0.2324
320 0.00001083 2.017482 0.3030 0.00140726 1.001048 0.2263
640 0.00000269 2.008681 0.2898 0.00070112 1.005156 0.2311

1280  0.00000067 2.004190 0.2824 0.00035032 1.000967 0.2256
Esq4 20 0.00362087 — — 0.02208924 — —
e=0 40 0.00077516 2.223762 0.6061 0.01135429 0.960106 0.2015

80 0.00017959 2.109718 0.4307 0.00564690 1.007705 0.2323
160  0.00004382 2.034970 0.3269 0.00281106 1.006346 0.2312
320 0.00001082 2.016962 0.3021 0.00140281 1.002791 0.2276
640 0.00000269 2.008262 0.2890 0.00070124 1.000331 0.2248

1280 0.00000067 2.003994 0.2820 0.00035081 0.999231 0.2234
Esq4 20 0.00358800 — — 0.02286160 — —
e=0.1 40 0.00077140 2.217625 0.5922 0.01174733 0.960593 0.2087

80 0.00017945 2.103833 0.4211 0.00582933 1.010932 0.2427
160  0.00004379 2.034790 0.3264 0.00289905 1.007747 0.2399
320 0.00001082 2.016508 0.3013 0.00145093 0.998598 0.2305
640  0.00000269 2.007998 0.2885 0.00072230 1.006305 0.2396

1280  0.00000067 2.003864 0.2817 0.00036120 0.999807 0.2308
Esq4 20 0.00361690 — — 0.02217259 — —
e=0.01 40 0.00077472 2.223000 0.6044 0.01140038 0.959695 0.2020

80 0.00017958 2.109028 0.4295 0.00566739 1.008326 0.2337
160 0.00004382 2.034945 0.3268 0.00282076 1.006597 0.2322
320 0.00001082 2.016910 0.3020 0.00140803 1.002403 0.2280
640 0.00000269 2.008233 0.2890 0.00070364 1.000764 0.2261

1280  0.00000067 2.003980 0.2820 0.00035231 0.997978  0.2225
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Tabela 6.5: Continuagao da Tabela 6.4.

Esquema N Antes do choque | Depois do choque |
Erro | q | C | Erro | q | C

Esqb 20 0.00352576 — — 0.02383964 — —

e=0 40 0.00076334 2.207531 0.5685 0.01204513 0.984912 0.2302

80 0.00018109 2.075565 0.3829 0.00592297 1.024056 0.2589
160  0.00004398 2.041825 0.3380 0.00294531 1.007900 0.2439
320 0.00001084 2.019695 0.3068 0.00147598 0.996747 0.2322
640 0.00000269 2.009395 0.2912 0.00073156 1.012611 0.2517

1280  0.00000067 2.004552 0.2831 0.00036710 0.994786 0.2271
Esqd 20 0.00352348 — — 0.02376092 — —
e=0.1 40 0.00076271 2.207787 0.5685 0.01202393 0.982682 0.2283

80 0.00018095 2.075476 0.3824 0.00591362 1.023794 0.2582
160 0.00004396 2.041194 0.3370  0.0029397  1.008366 0.2439
320 0.00001084 2.019447 0.3064 0.00147335 0.996574 0.2316
640  0.00000269 2.009136 0.2903 0.00073049 1.012158 0.2507

1280  0.00000067 2.004371 0.2871 0.00036659 0.994685 0.2267
Esqb 20 0.00352553 — — 0.02383145 — —
e=0.01 40 0.00076327 2.207560 0.5685 0.01204295 0.984678 0.2300

80 0.00018108 2.075551 0.3828 0.00592200 1.024032 0.2588
160  0.00004397 2.041761 0.3379 0.00294473 1.007950 0.2439
320 0.00001084 2.019672 0.3068 0.00147570 0.996728 0.2322
640 0.00000269 2.009382 0.2911 0.00073145 1.012566 0.2516

1280 0.00000067 2.004549 0.2831 0.00036705 0.994774 0.2271
Esq6 20 0.00366154 — — 0.02042666 — —
e=0 40 0.00082883 2.143299 0.5092 0.01052053 0.957246 0.1851

80 0.00018808 2.139686 0.5038 0.00537703 0.968325 0.1913
160 0.00004418 2.089708 0.4189 0.00272116 0.982587 0.2017
320 0.00001083 2.028129 0.3198 0.00135770 1.003058 0.2206
640  0.00000269 2.006155 0.2861 0.00068340 0.990349 0.2068

1280  0.00000067 2.005074 0.2843 0.00034074 1.004037 0.2238
Esq6 20 0.00354060 — — 0.02214019 — —
e=0.1 40 0.00078016 2.182138 0.5385 0.01141913 0.955214 0.1997

80 0.00018048 2.111905 0.4363 0.00575452 0.988686 0.2207
160 0.00004372 2.045247 0.3412 0.00288791 0.994669 0.2256
320 0.00001081 2.015054 0.2989 0.00144362 1.000332 0.2313
640 0.00000269 2.007303 0.2874 0.00072173 1.000150 0.2311

1280  0.00000067 2.003759 0.2815 0.00036056 1.001195 0.2325
Esq6 20  0.00363434 — — 0.02067840 — —
e=0.01 40 0.00081893 2.149876 0.5132 0.01067733 0.953573 0.1858

80  0.00018607 2.137839 0.4950 0.00544911 0.970459 0.1954
160  0.00004398 2.080772 0.4010 0.00274145 0.991080 0.2109
320 0.00001083 2.021551 0.3093 0.00137210 0.998546 0.2179
640 0.00000269 2.006974 0.2873 0.00068823 0.995420 0.2144

1280 0.00000067 2.004760 0.2836 0.00034410 1.000059 0.2203

O céalculo da TV para este problema numa malha de 40 células computacionais é apresentado
na Figura 6.14, onde observa-se que a medida em que o tempo avanca as TVs dos esquemas da

classe FUS-RF decrescem, indicando estabilidade.
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(a) Antes do choque (b) Depois do choque
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Figura 6.12: Comparagao das solucoes numéricas e aolucao exata para o Teste 4 usando os
esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros, mostrando regioes

de ampliacao.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

x x

Figura 6.13: Continuacao da Figura 6.12.
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Figura 6.14: Variacao total para o Teste 4 com respeito ao tempo.

6.3 Resultados para equacao de aguas rasas 1D

Apresentam-se nesta secao resultados para equacgoes de aguas rasas. Em particular, sao
apresentados resultados de dois testes bem conhecidos (ver LeVeque [21]). O primeiro deles,
conhecido como Dam-break, simula o rompimento de uma barreira de contencao e o segundo,

o Hydraulic jump, simula um salto abrupto num fluido em repouso.

Teste 5 (Dam-Break): Neste teste um fluido encontra-se em repouso e separado em z = 0
por uma barreira. A altura h da coluna de fluido é desigual em ambos os lados da barreira.

Assume-se que a altura inicial é dada por

hof) = { o (69)

O dominio de célculo é [—5,5] e é particionado por 150 células computacionais. Para a
simulacao desse problema, consideram-se CFL = 0.7 e tempo final de simulacao T" = 1.2.
A solugao de referéncia utilizada foi obtida com o esquema MC (ver [21]) numa malha de
N = 1000 células computacionais. Foram feitos varios testes com diferentes valores de 3 e de
€. Os valores desses parametros que forneceram os melhores resultados (isto é, 5 = 0.1545;
e = 0.01 para os Esquemas 2 e 3; ¢ = 0.1, para os Esquemas 4 e 6; e ¢ = 0.01 para o
Esquema 5) foram selecionados e, entdo, mostrados nas Figuras 6.15 e 6.16 para a altura h
e suas ampliagoes, respectivamente, e Figuras 6.17 e 6.18 para a vazao hu e suas ampliagoes,

respectivamente. Dessas figuras, é possivel verificar que o Esquema 1 apresenta o melhor

65



Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

resultado dentre os esquemas FUS-RF, porém em algumas regioes o esquema EPUS forneceu

os melhores resultados.
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G—=o van Albadaj
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—o Esquemal
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Esquema6
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Figura 6.15: Comparacao das solugoes numéricas e aolucao de referéncia para a altura h do
fluido no Teste 5 usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores

parametros, mostrando regioes de ampliacao.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

T

Figura 6.16: Continuacao da Figura 6.15.
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Figura 6.17: Comparacao das solugoes numéricas e solugao de referéncia para a vazao hu do
fluido no Teste 5 usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores
parametros, mostrando regioes de ampliacao.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2
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Figura 6.18: Continuacao da Figura 6.17.
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As TVs dos métodos numéricos equipados com a familia FUS-RF usando-se as malhas
N =10, N =15 e N = 20 estao apresentadas na Figura 6.19, onde pode-se observar que, no

geral, as TVs decrescem ou permanecem constantes. Em particular, os Esquemas 1, 4, 5 e 6

apresentaram comportamentos semelhantes, enquanto que os Esquemas 2 e 3 diferiram deste

comportamento na malha N = 15.
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Figura 6.19: Variacao total em varias malhas para o Teste 5 com respeito ao tempo.
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Teste 6 (Hydraulic jump): O problema do salto hidraulico é interessante pois parte-se de uma
solugao (inicialmente) suave, formada por uma tnica coluna de fluido, que se divide em duas,
logo ap6s o rompimento das condicoes de repouso. Este teste pode ser encontrado em LeVeque

[21]. As condigOes iniciais sdo dadas por

0.5(1 — 2?) + 1, —1<z<1,
up(z) = 0; ho(x) = (6.10)
1, r<—1 ou x> 1.

Para a simulacdo, consideram-se uma malha de 200 células no dominio [—5, 5], o nimero de
Courant 6§ = 0.9 e tempo final 7= 2.5. A solucao de referéncia foi calculada usando o esquema
MC numa malha de 1000 células. Os resultados numéricos encontrados nas Figuras 6.20 e 6.21,
para a vazao hu e ampliacoes e Figuras 6.22 e 6.23, para a altura h e ampliacoes mostram
que o Esquema 1 com [ = 0.1545 foi, de maneira geral, o que melhor aproximou a solucao de
referéncia, porém em algumas regioes o esquema EPUS comportou-se melhor. O Esquema 5
com ¢ = 0 também apresentou bom resultado, mostrando-se melhor que o van Albada e, em

algumas regioes, aproximando-se dos Esquemas 1 e EPUS.
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Figura 6.20: Comparacao das solugoes numeéricas e solugao de referéncia para a vazao hu do
fluido no Teste 6 usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores
parametros, mostrando regioes de ampliacao.

Para esse problema, o erro e a ordem observada dos métodos numéricos foram calculados e
os resultados encontram-se na Tabela 6.6. Vé-se que, dentre os esquemas estudados, o esquema
EPUS forneceu a melhor ordem de convergéncia. Os Esquemas 1 e 5 proporcionaram bons
resultados, com ordem de convergéncia superior a do esquema van Albada. Os demais esquemas,
apesar de ndo superarem a ordem de convergéncia dos esquemas de comparagao (o convencional)
van Albada e (o atual) EPUS, forneceram resultados satisfatorios, uma vez que o erro decresce
nas trés normas ao se refinar a malha.
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(a) Zoom 1 (b) Zoom 2
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Figura 6.22: Comparacao das solucoes numéricas e solucao de referéncia para a altura h do
fluido no Teste 6 usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores
parametros, mostrando regioes de ampliacao.
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(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

| J |

Figura 6.23: Continuacao da Figura 6.22.

Tabela 6.6: Comparacao dos erros e ordens observadas nas normas L, Ly e L., para o Teste
6, usando os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 com os melhores parametros.

N Ly Lo L
Erro | q Erro | q Erro | q |
Van Albada | 125 0.00187709 — 0.00005044 — 0.03887380 —
250 0.00102684 0.870291 0.00004779 0.077784 0.06379831 0.714720
500 0.00041999 1.289774 0.00001343 1.830396 0.04080667 0.644713
1000 0.00011136 1.915073 0.00000117 3.517214 0.01382453 1.561574
EPUS 125 0.00135873 — 0.00003265 — 0.03143030 —
250 0.00089944 0.595164 0.00005054 0.630134 0.06707364 1.093590
500 0.00034964 1.363128 0.00001133 2.156197 0.03949987 0.763898
1000 0.00007755 2.172586  0.00000068 4.058924 0.01056764 1.902195
Esq 1 125 0.00127702 — 0.00002965 — 0.03168761 —
B =0.1545 250 0.00078893 0.694812 0.00004048 0.449421 0.06040755 0.930810
500 0.00031074 1.344171 0.00000916 2.144091 0.03482583 0.794571
1000 0.00007713 2.010321 0.00000077 3.570110 0.01195770 1.542218
Esq 2 125 0.00226587 — 0.00006606 — 0.04354266 —
e=0.01 250  0.00119134 0.927484 0.00005209 0.342872 0.06521020 0.582668
500  0.00050066 1.250664 0.00001642 1.665389 0.04459313 0.548276
1000 0.00013701 1.869534 0.00000155 3.402949 0.01671548 1.415637
Esq 3 125 0.00324340 — 0.00009053 — 0.05342830 —
e=0 250  0.00159348 1.025327 0.00004424 1.032975 0.05309097 0.009138
500  0.00072778 1.130593 0.00001876 1.237698 0.04226270 0.329082
1000 0.00026851 1.438505 0.00000375 2.320025 0.02391483 0.821479
Esq 4 125 0.00221489 — 0.00006520 — 0.04306088 —
e=0.1 250 0.00118054 0.907789 0.00005274 0.305946 0.06583369 0.612448
500 0.00049177 1.263392 0.00001641 1.683827 0.04494048 0.550810
1000  0.00013251 1.891852 0.00000149 3.459410 0.01657911 1.438649
Esq 5 125 0.00176175 — 0.00005037 — 0.03807707 —
e=0 250 0.00102947 0.775107 0.00005499 0.126409 0.06876466 0.852745
500 0.00041406 1.313964 0.00001477 1.895646 0.04372010 0.653371
1000  0.00010296 2.007706 0.00000121 3.602187 0.01492261 1.550796
Esq 6 125 0.00243438 — 0.00007078 — 0.04477129 —
e=0.1 250 0.00126548 0.943873 0.00005176 0.451520 0.06450636 0.526867
500  0.00053945 1.230120 0.00001661 1.639351 0.04417909 0.546078
1000  0.00015668 1.783618 0.00000156 3.407091 0.01668743 1.404602
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6.4 Resultados para as equacoes de Euler 1D

As equacoes de Euler sao uma simplificacao realista das equagoes completas de Navier-Stokes,
pois elas sao capazes de simular efeitos de viscosidade no fluido ou de conducao de calor. Com
este sistema de equacoes foram realizados trés testes numéricos, & saber: um problema com

condicao inicial suave, e dois outros envolvendo descontinuidades na solucao.

Teste 7 (Hump): As condigoes iniciais neste problema sao suaves e definidas para cada ponto
1, de uma malha de tamanho N = 400, como

[Pos o, EO]T = [po(7), wo(7), Eo(i)]T =
10
= [1+0.5exp [80 — (—1.5375 4+ 7.5107%)?] , 0, T (14 0.5exp [80 — (—1.5375 + 7.5107%1)*])]”,

(6.11)

Foram utilizados na simulacao desse problema tempo final 7' = 0.6, nimero de Courant
0 = 0.7 e dominio [—1.5,1.5]. Na Figura 6.24 pode-se verificar o perfil da pressdo p ao longo

do dominio.
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Figura 6.24: Comparacao das solugcbes numéricas e a solucao de referéncia para a pressao p no
Teste 7, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

Na regiao de Zoom 1 (Figura 6.25 (a)) nota-se que o Esquema 1 e o esquema EPUS fornece-
ram os melhores resultados quando comparados com a solucao de referéncia de LeVeque [21]. As
Figuras 6.26—- 6.29 apresentam, respectivamente, as solugoes para a densidade p e a velocidade
u e regioes de ampliacao, nas quais é possivel evidenciar novamente que os Esquema 1 e EPUS

produziram, de maneira geral, os melhores resultados.
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Figura 6.26: Comparacao das solugoes numéricas e a solucao de referéncia para a densidade p no
Teste 7, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,

mostrando regioes de ampliacao.
(b) Zoom 2

(a) Zoom 1

Figura 6.27: Continuacao da Figura 6.26.
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Figura 6.28: Comparacao das solu¢cbes numeéricas e a solucao de referéncia para a velocidade u
no Teste 7, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

Figura 6.29: Continuagao da Figura 6.28.

Nas Tabelas 6.7 e 6.8 encontram-se os dados para o erro e ordem de convergéncia para
todos os esquemas. O Esquema 1 foi testado para trés parametros § (8 = 0.1545, § = 0.1605
e = 0.1670) e os demais esquemas para trés valores de € (¢ = 0, ¢ = 0.1 e ¢ = 0.01). Os
novos esquemas propostos e os de comparacao (van Albada e EPUS) atingiram terceira ordem
de precisao na norma L, para ao menos um valor dos parametros, com excecao do Esquema 5

que atingiu apenas ordem proxima de 3 (2.894476).

Teste 8 (Tubo de choque de Sod): Esse problema é caracterizado por apresentar condigoes
inicias (a direita e a esquerda de um ponto ) distintas para pressao p e densidade p. Também,

nesse problema, as definicoes p; e p; para x < xg e p, e p, para x > xo devem satisfazer p;>p,
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Tabela 6.7: Comparacao dos erros e ordens observadas nas normas L, Ly e L., para o Teste
7, usando os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 com vérios parametros.

N L4 Lo Loo
Erro | q Erro | q Erro | q |
Van 125 0.00375119 — 0.00006214 — 0.04508877 —
Albada 250 0.00158573 1.242198 0.00001240 2.324814 0.02871575 0.650926

500 0.00065942 1.265879 0.00000225 2.461425 0.01328186 1.112385
1000  0.00021970 1.585621 0.00000028 2.999946 0.00659800 1.009355
EPUS 125 0.00347746 — 0.00005621 — 0.04751104 —

250 0.00153668 1.178213 0.00001116 2.332474 0.02428075 0.968450

500 0.00067252 1.192159 0.00000289 1.948372 0.01768146 0.457576
1000  0.00022723 1.565386 0.00000033 3.109058 0.00737427 1.261665
BEsq 1 125 0.00351587 — 0.00005851 — 0.04929797 —

B8 =0.1545 | 250 0.00154121 1.189812 0.00001130 2.372043 0.02546655 0.952925

500 0.00066390 1.215024 0.00000276 2.030958 0.01729562 0.558196
1000  0.00022378 1.568832 0.00000031 3.120848 0.00706830 1.290971
Esq 1 125 0.00355292 — 0.00005917 — 0.04776447 —

B8 =0.1605 | 250 0.00154980 1.196917 0.00001147 2.365911 0.02515376 0.925164

500 0.00066410 1.222606 0.00000273 2.069468 0.01747286 0.525659
1000  0.00022288 1.575111 0.00000031 3.137808 0.00688448 1.343696
Esq 1 125 0.00361388 — 0.00006020 — 0.04642497 —

B8 =0.1670 | 250 0.00156040 1.211632 0.00001171 2.361024 0.02495336 0.895667

500 0.00066425 1.232106 0.00000270 2.116012 0.01757560 0.505660
1000  0.00022257 1.577437 0.00000030 3.148857 0.00668948 1.393607
Esq 2 125 0.00418938 — 0.00007242 — 0.04291203 —
€= 250 0.00180235 1.216851 0.00001586 2.190576 0.03021389 0.506170

500 0.00069706 1.370520 0.00000269 2.557773 0.01454938 1.054254
1000 0.00022820 1.610968 0.00000029 3.210068 0.00473397 1.619834
Esq 2 125 0.00381970 — 0.00006354 — 0.04631684 —
e=0.1 250 0.00163907 1.220575 0.00001373 2.210203 0.02437632 0.926057

500  0.00066489 1.301688 0.00000254 2.434400 0.01498000 0.702442
1000 0.00022230 1.580616 0.00000027 3.190539 0.00459987 1.703371
Esq 2 125 0.00411968 — 0.00007022 — 0.04167598 —
e=0.01 250 0.00177379 1.215695 0.00001527 2.200343 0.02888773 0.528759

500  0.00068980 1.362585 0.00000262 2.540413 0.01364560 1.082020
1000 0.00022748 1.600403 0.00000029 3.176362 0.00476334 1.518391
Esq 3 125 0.00503130 — 0.00010263 — 0.04469766 —
e=0 250 0.00214165 1.232208 0.00002520 2.025879 0.03894924 0.198604

500 0.00097851 1.130062 0.00000798 1.657773 0.02945532 0.403067
1000 0.00035437 1.465294 0.00000153 2.383867 0.01624345 0.858670
Esq 3 125 0.00372947 — 0.00006231 — 0.04805551 —
e=0.1 250 0.00158672 1.232918 0.00001335 2.222021 0.02538450 0.920754

500  0.00065765 1.270655 0.00000247 2.431077 0.01513576 0.745987
1000  0.00022011 1.579081 0.00000026 3.223444 0.00439491 1.784053
Esq 3 125 0.00449332 — 0.00008358 — 0.04416584 —
e=10.01 250 0.00194748 1.206175 0.00002043 2.032188 0.03702473 0.254442

500 0.00074645 1.383485 0.00000337 2.597985 0.01813971 1.029337
1000  0.00023806 1.648706 0.00000038 3.129180 0.00840174 1.110390
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Tabela 6.8: Continuacao da Tabela 6.7.

N L4 Lo Loo
Erro | q Erro | q Erro | q |
Esq 4 125 0.00419579 — 0.00007295 — 0.04331085 —
e=0 250 0.00180007 1.220887 0.00001588 2.199750 0.03061687 0.500402

500 0.00069091 1.381475 0.00000261 2.603323 0.01404149 1.124630
1000 0.00022895 1.593432 0.00000029 3.159537 0.00493815 1.507653
Esq 4 125 0.00409389 — 0.00006968 — 0.04150062 —
e=0.1 250 0.00175941 1.218384 0.00001503 2.212550 0.02869001 0.532584

500  0.00068308 1.364951 0.00000254 2.564496 0.01287757 1.155688
1000 0.00022781 1.584175 0.00000029 3.128099 0.00491000 1.391066
Esq 4 125 0.00418441 — 0.00007257 — 0.04312864 —
e=0.01 250 0.00179561 1.220551 0.00001577 2.201367 0.03040407 0.504382

500  0.00068992 1.379963 0.00000260 2.599238 0.01390973 1.128170
1000 0.00022884 1.592086 0.00000029 3.155085 0.00493746 1.494253
Esq 5 125 0.00382996 — 0.00006374 — 0.04211336 —
e=0 250 0.00162764 1.234549 0.00001277 2.318668 0.02391000 0.816663

500 0.00066620 1.288745 0.00000285 2.161517 0.01872921 0.352325
1000 0.00023172  1.523582 0.00000038 2.878042 0.00831988 1.170654
Esq 5 125  0.00383349 — 0.00006390 — 0.04227434 —
e=0.1 250 0.00162894 1.234724 0.00001279 2.320431 0.02369738 0.835054

500  0.00066555 1.291302 0.00000281 2.181737 0.01858748 0.350396
1000 0.00023053 1.529601 0.00000037 2.894476 0.00822589 1.176087
Esq 5 125 0.00383035 — 0.00006376 — 0.04213017 —
e=0.01 250 0.00162778 1.234567 0.00001278 2.318863 0.02388817 0.818557

500 0.00066613 1.289019 0.00000285 2.163594 0.01871500 0.352101
1000  0.00023159 1.524197 0.00000038 2.879706 0.00831053 1.171183
Esq 6 125 0.00477964 — 0.00009065 — 0.04287391 —
€= 250 0.00220619 1.115345 0.00002768 1.711242 0.03842228 0.158157

500 0.00096120 1.198648 0.00000701 1.980098 0.02604985 0.560668
1000  0.00039813 1.271568 0.00000202 1.793405 0.01647076 0.661368
Esq 6 125 0.00419182 — 0.00007138 — 0.04164444 —
e=0.1 250 0.00186052 1.171869 0.00001728 2.046575 0.03165554 0.395666

500 0.00074834 1.313927 0.00000346 2.319257 0.01863504 0.764440
1000  0.00023880 1.647875 0.00000038 3.154688 0.00753245 1.306827
Esq 6 125 0.00465479 — 0.00008597 — 0.04272254 —
e=0.01 250 0.00214224 1.119593 0.00002577 1.737759 0.03775591 0.178295

500 0.00092762 1.207510 0.00000641 2.005512 0.02483136 0.604539
1000  0.00036462 1.347131 0.00000159 2.008434 0.01521771 0.706412

e pi > pr; e a velocidade u é tomada como nula. Este problema é interessante porque sua
condicao inicial provoca uma onda de rarefacao a esquerda de x,, além de uma onda de choque

e uma descontinuidade de contato a direita deste ponto. A condicao inicial considerada foi

3, 0, 37, <05
., ug, Eo|T = 6.12
o, o, Eol n, o, 17, z>05. (612)

As Figuras 6.30-6.35 apresentam as solucoes obtidas considerando uma malha de 300 células
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6.4 Resultados para as equacdes de Euler 1D

computacionais para um nimero de Courant # = 0.9, v = 1.4 e um tempo final 7" = 0.1 para
o melhor 8 e os melhores €. A solucao de referéncia foi calculada pelo método de Godunov
de segunda ordem, utilizando o limitador de fluxo do esquema MC (monotonized centered)

tomando 1000 células computacionais. Nota-se que o Esquema 1 apresentou, em linhas gerais,
a melhor solucao dentre os esquemas testados.

8
|- : _ u —— Referencia
L b Jl 6—>6 van Albada
7+ Zoom 1.} EPUS
o—o Esquemal
| & Esquema?2
\ Esquema3
@ #—+ Esquemad
6 ;v Esquemab
\ Esquema6
hi
E 5 9
41
3 | —
i !
2 L I L I L I L I L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

T
Figura 6.30: Comparacao das solucoes numéricas e a solucao de referéncia para a energia £ no

Teste 8, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

xT

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

Figura 6.31: Continuacao da Figura 6.30.

Na Figura 6.36 mostra-se a variagao TV para os esquemas da familia FUS-RF. A variacao
foi calculada para trés malhas distintas, N = 10, N = 25 e N = 50. Todos os esquemas

comportaram-se de maneira bem parecida, mostrando-se TV para os melhores valores de [ e e.

7



Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas
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Figura 6.32: Comparacao das solu¢cbes numeéricas e a solucao de referéncia para a velocidade u
no Teste 8, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

i sl

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

<

Figura 6.33: Continuagao da Figura 6.32.

Teste 9 (Two Interacting Blast Waves): Este problema foi proposto por Wood e Collela [53]
e, assim como no Teste 8, este problema se caracteriza pela formacao de ondas de choque, de
contato e de rarefacao. Ele é caracterizado por trés regioes de descontinuidade para a pressao p.
Na primeira regiao assume-se uma alto gradiente de pressao. Na segunda regiao este gradiente
é significantemente reduzido, e é substancialmente acrescido na regiao seguinte. Esta variacao
de pressao provoca o deslocamento de duas ondas de choque, que se propagam em direcoes
opostas provocando o choque (a primeira viaja da regiao 1 para a regiao 2 e a segunda da
regiao 3 para a 2).

Como condicao inicial temos:
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Figura 6.34: Comparacao das solugoes numéricas e a solucao de referéncia para a densidade p no
Teste 8, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.
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Figura 6.35: Continuacao da Figura 6.34.
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(a) Esquema 1 5 = 0.1545
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Figura 6.36: Variagao total da variavel conservada E para o Teste 8 em varias malhas com

respeito ao tempo.
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0’ 1000
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0’ 0.01
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0’ 100
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T
}  0<z>01,
0.1<z>009 (6.13)

0.9 <x<>1.0.

Na simula¢ao foi considerada uma malha de N = 700 células tomadas em [0, 1] para CFL =

0.9e T = 0.038. Nas Figuras 6.37-6.42 vé-se as solugoes para p, p e u e as regioes de ampliagao
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6.4 Resultados para as equacdes de Euler 1D

(zoom). Nota-se que o Esquema 1 obteve o melhor resultado, dentre os seis esquemas propostos.
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Figura 6.37: Comparacao das solucgoes numéricas e a solucao de referéncia para a pressao p no
Teste 9, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

€T T

Figura 6.38: Continuacao da Figura 6.37.
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Figura 6.39: Comparacao das solugoes numéricas e a solucao de referéncia para a densidade p no
Teste 9, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

(a) Zoom 1 (b) Zoom 2

Figura 6.40: Continuacao da Figura 6.39.
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Figura 6.41: Comparacao das solu¢coes numéricas e a solucao de referéncia para a velocidade u
no Teste 9, usando os esquema van Albada, EPUS e Esquemas 1-6 com os melhores parametros,
mostrando regioes de ampliacao.

(a) Zoom 1

Figura 6.42: Continuacao da Figura 6.41.
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6.5 Resultados para equacoes de aguas rasas 2D

Simula-se nesta secao o rompimento de uma barreira cilindrica, modelado pelas equacoes

de aguas rasas 2D;

Teste 10( Radial dam-break problem): O problema consiste numa porcao cilindrica de fluido
retida por uma barreira e instantaneamente removida. Isto provoca uma mudanca abrupta
no movimento do fluido e provoca a formacao de duas ondas que se propagam em direcoes
opostas; uma propagando-se radialmente em dire¢do a regido de menor altura e a outra (onda

de rarefacao) propagando-se para o interior da regiao cilindrica.

A Figura 6.43 (extraida de LeVeque [21]) apresenta a solugdo inicial e a formagao das ondas
de choque e rarefacao no tempo ¢t = 0.25. Na simulacao numeérica definiu-se uma malha de
200 x 200 células computacionais no dominio [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5]. Foram usados o niimero
de Courant § = 0.9 e tempo final de simulacao 17" = 1.5. Como solucao de referéncia foi
escolhida a solu¢ao numérica 1D (ver LeVeque [21]) utilizando 2000 células computacionais.
Como condicao inicial assume-se o raio ro = 0.5; h = 2 para a regiao pertencente ao interior
do cilindro e h = 1 fora desta regiao. Assume-se ainda que o fluido estd em repouso (ug =0 e
v = 0).

Figura 6.43: Comportamento da altura A da porcao de fluido nos instantes t = 0 e ¢ = 0.25.
Figura extraida de LeVeque [21]

Na Figura 6.44 é apresentada, ao longo da reta y = 0, a comparacao entre as solugoes obtidas
pelos esquemas da familia FUS-RF para distintos valores de § (8 = 0.1545,0.1605,0.1670) e
de € (¢ = 0,0.1,0.01) e a solucdo de referéncia. O Esquema 1 apresentou melhor resultado
com [ = 0.1545, enquanto os Esquemas 2 e 3 foram melhores com ¢ = 0.01. O Esquema 5 nao
apresentou mudanca significativa com a variacao de €; ja os Esquemas 4 e 6 foram melhores com
e = 0.1. Na Figura 6.45 apresentam-se uma comparacao das solugoes obtidas com os esquemas
FUS-RF, EPUS e van Albada com a solucao de referéncia. Vé-se que o Esquema 1 e o EPUS
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forneceram os melhores resultados.

(a) Esquema 1 (b) Esquema 2

(c) Esquema 3 (d) Esquema 4

e=01
— =001

(e) Esquema 5 (f) Esquema 6

e=0.1 e=01
— =001 — c=0.01

Figura 6.44: Solucao de referéncia e resultados obtidos com os esquemas FUS-RF sob a reta
y = 0. (a) Esquema 1 utilizando varios valores do parametro (3; (b)-(f) Esquemas 2—6 utilizando
varios valores do parametro e.
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1,2
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Figura 6.45: Solucao de referéncia e resultados numéricos (Esquemas 1-6 com os melhores
parametros, van Albada e EPUS) para o Teste 10, mostrando regido de ampliagao.

Nas Figuras 6.46 e 6.47 tem-se o perfil da variacao da altura h no plano xly em t = 1.5
para os melhores valores dos parametros [ e €. Nota-se que o problema do rompimento de uma

barreira cilindrica foi simulado com sucesso com todos os esquemas estudados.

6.6 Resultados para as equacoes de Euler 2D

Nesta secao sao apresentados resultados computacionais para 3 problemas modelados pelas
equagoes de Euler 2D (2.9). O primeiro deles é um problema interessante com solu¢ao conhecida.
O segundo é um problema dificil de se simular, conhecido como Four-Shocks, e o terceiro

contempla instabilidades de Rayleigh-Taylor.

Teste 11: Este teste tem o objetivo de investigar a solucao numérica dos esquemas FUS-RF

em comparacao com a solucao analitica.

A condicao inicial é dada por

(

p(x,y,0) =1+ 0.2sin(n(x + y)),
u(x,y,0) =0.7,
(6.14)
v(z,y,0) = 0.3,
p(z,y,0) = 1.0.
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(a) van Albada

(b) EPUS
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Figura 6.46: Perfil para a altura h do fluido no Teste 10. (a) van Albada; (b) EPUS; (c¢)-(h)

Esquemas 1-6 com os melhores parametros.
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(e) Esquema 3 (f) Esquema 4

x X

(g) Esquema 5

Figura 6.47: Continuagao da Figura 6.46.
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Este problema, definido em [0,2] x [0,2], apresenta a seguinte solug¢ao analitica para a

variavel conservada p (ver [32]):
p(z,y,t) =1+ 02sin(n[z +y — (u+v)t]). (6.15)

Para simulagao foi considerada uma uma malha de N = 320 pontos, a CFL = 0.5 e tempo
final T'= 2. Os resultados numéricos ao longo da reta x = y, obtidos com os esquemas FUS-RF
utilizando § = 0.1545,0.1605,0.1670,0.1750 e € = 0,0.1,0.01,0.001, e a solucao analitica ao
longo dessa mesma reta sao apresentados na Figura 6.48. A Figura 6.49 apresenta uma com-
paragao dos esquemas FUS-RF, com os melhores valores dos parametros 3 e € (§ = 0.1545 para
o Esquema 1, e = 0.1 para os Esquemas 2, 3, 4 ,6 e ¢ = 0 para o Esquema 5), com os resultados
dos esquema EPUS e van Albada e com a solucao analitica. Por essa figura, nota-se que os
esquemas EPUS e Esquema 1 (com § = 0.1545) proporcionaram os melhores resultados.

Os erros, as ordens de convergéncia observadas e as constantes dos erros sao apresentados
nas Tabelas 6.9-6.11 para varios valores de [ e e. Verifica-se que todos os esquemas atingiram
segunda ordem de convergéncia na norma Ly, porém nas normas L, e L., alcancaram ordem

~ 1.

Teste 12: Este teste, conhecido como Four-Shocks Problem (ver |3|, [21]), é caracterizado pela
formacao de quatro ondas de choque no dominio [0, 1] x [0,1]. Inicialmente, existem quatro
fluidos com propriedades diferentes contidos em quatro quadrantes distintos, tendo o ponto

(0.8,0.8) como contato. A condigao inicial é tomada como

(0.13799, 1.20604, 1.20604, 0.02903]" , [0, 0.8] x [0,0.8],
0.53225,0,1.20604, 0.3]" 0.8,1] % [0,0.8]
, U, Vo, T — [ s YUy ) ) ) ) ) 6.16
[P0, o, vo, pol 1.5,0,0,1.5/" 0.8,1] x [0.8, 1], (6.16)
0.53225,1.20604, 0, 0.3]" [0,0.8] x [0.8, 1].

Este teste foi simulado numericamente considerando-se nimero de Courant CFL = 0.8,
tempo final T' = 0.8 e duas malhas computacionais de tamanhos 200 x 200 e 1000 x 1000. Como
solugao de referéncia utilizou-se o esquema van Albada na malha de 1000 x 1000 células. Na
primeira malha os esquemas da familia FUS-RF foram analisados resolvendo-se este problemas
para varios valores dos parametros 3 e €. A Figura 6.50 mostra os resultados para a densidade
p ao longo da reta x = y. Observa-se que os Esquemas 2, 3 e 6 apresentaram os melhores
resultados para € = 0.1; e os Esquemas 4 e 5 nao apresentaram mudancas significativas com
as variacoes do parametro e. O Esquema 1 apresentou pequena alteracao na solugao com a
variacao do parametro (3, apresentando melhor resultado com 5 = 0.1545. Nas Figuras 6.51
e 6.52, tem-se as comparacoes entre os esquemas e a solucao de referéncia. Na regiao de

Zoom (6.52) vé-se que o Esquema 1 forneceu resultados semelhantes aos do Esquema EPUS,
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Capitulo 6

(a) Esquema 1 (b) Esquema 2

—o =0
Gl ¢ = 0.1
a—b =001
€= 0.001]

—— Exata

—o 0.1545

= 0.1605|
a—a 0.167
0.175

141

— Exata
—o c=0

G5 e=01
—a =001
€ =0.001

— Exata
=0 ¢ =0
B = 0.1
—a =001
€=0.001

Figura 6.48: Solucao exata e resultados obtidos com os esquemas FUS-RF para as equagoes de
Euler - Teste 11. (a) Esquema 1 utilizando varios valores do parametro f3; (b)-(f) Esquemas

2 — 6 utilizando varios valores do parametro e.
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Figura 6.49: Comparacao entre a solucao exata e as solu¢oes numeéricos (Esquemas 1-6 com os
melhores parametros e referéncias van Albada e EPUS) para as equagoes de Euler - Teste 11,
mostrando regiao de ampliacao.

Tabela 6.9: Comparacao dos erros e ordens observadas nas normas Ly, Ly e L., para o Teste
11, usando os esquemas van Albada, EPUS e os Esquemas 1-6 com varios parametros.

N

Ly

Lo

Lo

Erro

q

C

Erro

q

C

Erro

q

Van
Albada

20
40
80
160
320

0.0443643
0.0211463
0.0103430
0.0050784
0.0025210

1.0689
1.0317
1.0262
1.0103

0.52
0.46
0.45
0.42

0.0022410
0.0005238
0.0001243
0.0000304
0.0000075

2.0968
2.0742
2.0284
2.0092

0.28
0.26
0.22
0.20

0.0660403
0.0277880
0.0130323
0.0065402
0.0032889

1.2488
1.0923
0.9946
0.9917

1.17
0.73
0.51
0.50

EPUS

20
40
80
160
320

0.0435657
0.0204569
0.0101978
0.0050673
0.0025172

1.0906
1.0043
1.0089
1.0093

0.53
0.41
0.42
0.42

0.0022979
0.0005424
0.0001298
0.0000315
0.0000077

2.0827
2.0622
2.0430
2.0275

0.27
0.26
0.24
0.22

0.0645151
0.0282908
0.0136799
0.0067152
0.0033326

1.1893
1.0482
1.0265
1.0107

0.99
0.65
0.60
0.56

Esq 1
8 =0.1545

20
40
80
160
320

0.0427953
0.0202905
0.0101612
0.0050594
0.0025187

1.0766
0.9977
1.0060
1.0062

0.51
0.40
0.41
0.41

0.0021678
0.0005329
0.0001295
0.0000315
0.0000077

2.0241
2.0411
2.0391
2.0268

0.22
0.24
0.23
0.22

0.0620287
0.0281339
0.0136893
0.0067145
0.0033326

1.1406
1.0392
1.0276
1.0106

0.85
0.63
0.60
0.56

Esq 1
£ =0.1605

20
40
80
160
320

0.0431095
0.0205426
0.0102207
0.0050693
0.0025226

1.0693
1.0071
1.0116
1.0068

0.50
0.41
0.42
0.41

0.0021906
0.0005382
0.0001300
0.0000315
0.0000077

2.0250
2.0490
2.0432
2.0282

0.23
0.24
0.24
0.22

0.0638671
0.0279436
0.0136819
0.0067137
0.0033326

1.1925
1.0302
1.0270
1.0104

0.99
0.61
0.60
0.56

Esq 1
£ =0.1670

20
40
80
160
320

0.0434917
0.0208109
0.0102871
0.0050781
0.0025273

1.0562
1.0125
1.0075
1.0062

0.51
0.41
0.43
0.42

0.0022241
0.0005452
0.0001307
0.0000316
0.0000077

2.0330
2.0472
2.0158
2.0223

0.21
0.22
0.24
0.22

0.0656693
0.0277824
0.0136812
0.0067145
0.0033326

1.1832
1.0386
1.0269
1.0112

0.99
0.61
0.60
0.52
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Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

Tabela 6.10: Continuacao da Tabela 6.9.

N L, | Ly | Lo
Erro | ¢ | ¢ | Emro | ¢ | ¢ | Emrro | ¢ | ¢
Esq 2 20 0.0467928 — — 0.0023814 — — 0.0608023 — —
e=0 40 0.0222070 1.0752 0.55 0.0005841 2.0273 0.25 0.0333697 0.8655 0.44

80 0.0106097 1.0656 0.54 0.0001351 2.1115 0.32 0.0141536 1.2373 1.35
160 0.0051927 1.0308 0.47 0.0000321 2.0728 0.28 0.0067274 1.0730 0.74
320 0.0025546 1.0233 0.46 0.0000077 2.0427 0.24 0.0033321 1.0135 0.57
Esq 2 20 0.0469260 — — 0.0024906 — —  0.0663234 — —
e=0.1 40 0.0221675 1.0819 0.56 0.0005859 2.0877 0.30 0.0325762 1.0256 0.70

80 0.0106242 1.0610 0.53 0.0001339 2.1286 0.34 0.0139190 1.2267 1.28
160 0.0051811 1.0360 0.48 0.0000318 2.0723 0.27 0.0066967 1.0555 0.68
320 0.0025472 1.0243 0.46 0.0000077 2.0380 0.24 0.0033258 1.0097 0.55
Esq 2 20 0.0468146 — — 0.0023939 — —  0.0618911 — —
e=0.01 | 40 0.0222040 1.0761 0.55 0.0005840 2.0352 0.25 0.0332429 0.8966 0.48

80 0.0106136 1.0649 0.53 0.0001349 2.1133 0.32 0.0141217 1.2351 1.34
160 0.0051913 1.0317 0.47 0.0000320 2.0726 0.28 0.0067229 1.0707 0.73
320 0.0025533 1.0237 0.46 0.0000077 2.0420 0.24 0.0033314 1.0129 0.56
Esq 3 20 0.0466825 — — 0.0023970 — —  0.0564267 — —
€= 40 0.0221782 1.0737 0.55 0.0005918 2.0180 0.24 0.0342827 0.7188 0.29

80 0.0106335 1.0605 0.53 0.0001368 2.1128 0.33 0.0141874 1.2728 1.55
160 0.0052117 1.0287 0.47 0.0000324 2.0773 0.29 0.0067290 1.0761 0.75
320 0.0025711 1.0193 0.45 0.0000078 2.0495 0.25 0.0033322 1.0139 0.57
Esq 3 20 0.0470041 — — 0.0025399 — — 0.0680649 — —
e=0.1 40 0.0220366 1.0928 0.58 0.0005780 2.1355 0.34 0.0316200 1.1060 0.86

80 0.0105889 1.0573 0.52 0.0001319 2.1311 0.34 0.0135988 1.2173 1.21
160 0.0051582 1.0376 0.48 0.0000315 2.0662 0.26 0.0066501 1.0320 0.61
320 0.0025411 1.0213 0.45 0.0000077 2.0315 0.23 0.0033155 1.0041 0.54
Esq 3 20 0.0473563 — — 0.0023996 — —  0.0539686 — —
e=0.01 | 40 0.0222397 1.0904 0.58 0.0005831 2.0407 0.26 0.0335947 0.6838 0.26

80 0.0105922 1.0701 0.54 0.0001352 2.1086 0.32 0.0140410 1.2585 1.45
160 0.0051907 1.0289 0.47 0.0000321 2.0719 0.28 0.0067158 1.0639 0.71
320 0.0025611 1.0191 0.45 0.0000077 2.0438 0.24 0.0033297 1.0121 0.56
Esq 4 20 0.0467008 — - 0.0023789 — —  0.0616399 — —
e=0 40 0.0221693 1.0748 0.55 0.0005844 2.0252 0.25 0.0332689 0.8896 0.47

80 0.0105995 1.0645 0.53 0.0001353 2.1105 0.32 0.0140985 1.2386 1.35
160 0.0051868 1.0310 0.47 0.0000321 2.0746 0.28 0.0067249 1.0679 0.72
320 0.0025540 1.0220 0.45 0.0000077 2.0432 0.24 0.0033322 1.0130 0.56
Esq 4 20 0.0467244 — — 0.0023968 — —  0.0630942 — —
e=0.1 40 0.0221691 1.0756 0.55 0.0005843 2.0363 0.26 0.0330752 0.9317 0.53

80 0.0106048 1.0638 0.53 0.0001350 2.1134 0.32 0.0140533 1.2348 1.33
160 0.0051847 1.0323 0.47 0.0000320 2.0740 0.28 0.0067184 1.0647 0.71
320 0.0025516 1.0228 0.45 0.0000077 2.0420 0.24 0.0033312 1.0120 0.56
Esq 4 20 0.0467041 — — 0.0023807 — — 0.0618073 — —
e=0.01 | 40 0.0221694 1.0757 0.55 0.0005843 2.0352 0.26 0.0332476 0.9758 0.58

80 0.0106001 1.0636 0.53 0.0001352 2.1135 0.32 0.0140937 1.2458 1.63
160 0.0051866 1.0326 0.41 0.0000321 2.0750 0.29 0.0067242 1.0657 0.75
320 0.0025537 1.0221 0.46 0.0000077 2.0421 0.25 0.0033321 1.0130 0.58
Esq 5 20 0.0457502 — — 0.0024325 — — 0.069069 — —
€= 40 0.0217258 1.0743 0.54 0.0005917 2.0394 0.26 0.030907 1.1601 0.99

80 0.0105195 1.0463 0.49 0.0001374 2.1059 0.32 0.014308 1.1110 0.86
160 0.0051564 1.0286 0.46 0.0000324 2.0820 0.29 0.006812 1.0707 0.74
320 0.0025490 1.0163 0.44 0.0000078 2.0488 0.25 0.003353 1.0223 0.60
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6.6 Resultados para as equacdes de Euler 2D

Tabela 6.11: Continuacao da Tabela 6.10.

N L1 | Lo | Lo
Erro | ¢ [ ¢ | Emro | ¢ | ¢ | Erro | ¢ | ¢
Esq 5 20 0.0456892 — — 0.0024215 — —  0.0689677 — —
e=20.1 40 0.0217180 1.0729 0.54 0.0005903 2.0363 0.26 0.0308959 1.1585 0.99
80 0.0105188 1.0459 0.49 0.0001372 2.1050 0.32 0.0142841 1.1129 0.86
160 0.0051561 1.0286 0.46 0.0000324 2.0809 0.29 0.0068081 1.0690 0.73
320 0.0025487 1.0164 0.44 0.0000078 2.0482 0.25 0.0033524 1.0220 0.59
Esq 5 20 0.0457437 — — 0.0024313 — — 0.0690591 — —
e =0.01 40 0.0217249 1.0742 0.54 0.0005916 2.0390 0.26 0.0309060 1.1599 0.99
80 0.0105195 1.0462 0.49 0.0001374 2.1058 0.32 0.0143063 1.1112 0.86
160 0.0051563 1.0286 0.46 0.0000324 2.0819 0.29 0.0068118 1.0705 0.74
320 0.0025490 1.0163 0.44 0.0000078 2.0488 0.25 0.0033536 1.0223 0.60
Esq 6 20  0.0465562 — — 0.0024703 — — 0.0595994 — —
€= 40 0.0221708 1.0703 0.54 0.0005635 2.1320 0.33 0.0316874 0.9113 0.48
80 0.0106902 1.0523 0.51 0.0001345 2.0659 0.27 0.0143888 1.1389 0.96
160 0.0052073 1.0376 0.49 0.0000324 2.0512 0.26 0.0067275 1.0968 0.82
320 0.0025832 1.0113 0.43 0.0000078 2.0433 0.25 0.0033323 1.0135 0.57
Esq 6 20 0.0471364 — — 0.0023859 — — 0.0545634 — —
e=20.1 40 0.0222525 1.0828 0.57 0.0005708 2.0634 0.27 0.0331910 0.7171 0.28
80 0.0106274 1.0661 0.54 0.0001330 2.1013 0.30 0.0140850 1.2366 1.34
160 0.0052041 1.0300 0.47 0.0000319 2.0583 0.26 0.0066901 1.0740 0.74
320 0.0025569 1.0252 0.46 0.0000077 2.0367 0.24 0.0033241 1.0090 0.55
Esq 6 20 0.0466229 — — 0.0024257 — —  0.0576290 — —
e =0.01 40 0.0222252 1.0688 0.54 0.0005661 2.0992 0.30 0.0322364 0.8381 0.39
80 0.0106993 1.0546 0.52 0.0001350 2.0675 0.27 0.0143463 1.1680 1.06
160 0.0052099 1.0381 0.49 0.0000324 2.0585 0.26 0.0067236 1.0933 0.80
320 0.0025778 1.0150 0.44 0.0000078 2.0445 0.25 0.0033312 1.0131 0.56

e ambos apresentaram resultados superiores aos outros esquemas. O Esquema 5 com € = 0, 1
também forneceu um resultado satisfatério, apresentando melhores resultados que o esquema
van Albada.

Nas Figuras 6.53 e 6.54 estao os resultados para a densidade na malha 1000 x 1000 células
usando os esquemas FUS-RF (selecionando-se os melhores parametros das simulagoes apresen-
tadas na Figura 6.50), EPUS e van Albada. Observa-se que o Esquema 1 forneceu resultados
bastantes semelhantes aos do esquema EPUS; sendo este ultimo o que introduziu menos vis-
cosidade artificial (dissipa¢ao) na simula¢do computacional. Nota-se também que o Esquema
5 forneceu mais estruturas vorticais que o esquema van Albada. Os outros esquemas, isto é os
Esquemas 2, 3, 4 e 6, introduziram praticamente a mesma viscosidade numérica apresentada

pelo van Albada.

Teste 13: Neste teste, que utiliza as equacoes de Euler 2D com termo fonte, simulam-se

as instabilidades de Rayleigh-Taylor. O problema consiste na interacao entre dois gases com

1

densidades distintas. Na simulacdo numérica toma-se o dominio [0, ;] x [0, 1] e assumem-se as
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Capitulo 6 Resultados numéricos para leis de conservacdo hiperbdlicas

(a) Esquema 1 (b) Esquema 2

—— Referencia —— Referencia

= Referencia = Referencia
— =0 | A r=——- — =0
=01 =01
— c=o001 — =001
— ¢=0.001 ) — ¢=0.001

Figura 6.50: Solucao de referéncia e resultados obtidos com os esquemas FUS-RF sob a reta
x = y com regides de ampliagao . (a) Esquema 1 utilizando varios valores do parametro [3;
(b)-(f) Esquemas 2 — 6 utilizando varios valores do parametro e.
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6.6 Resultados para as equacdes de Euler 2D

— Referencia
G—=o van Albada
s EPUS
o— Esquemal
Esquema2
Esquema3
*—x Esquemad
Esquema’s
Esquema6

Figura 6.51: Solucdo de referéncia e resultados numéricos (Esquemas 1-6 com os melhores
parametros, van Albada e EPUS) para o Teste 12, mostrando regiao de ampliagao (zoom 1 -

zoom 4).

Zoom 2

)

(b)

—— Referencia
G—o van Albada
s EPUS
—o Esquemal
Esquema2

{ —— Referencia
—6 van Albada
Esquema
Esquemat
xT
—— Referencia
©—© van Albada
s EPUS
o—o Esquemal W
Esquema2 e —
Esquema3 —
#—+  Esquemad

—— Referencia
6—=o van Albada

Esquema D e —————
Esquema3 / T
#— Esquemad Y.
Esquemas \—z/7
Ssquemat AN
xT

Figura 6.52: Continuacao da Figura 6.51.
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(a) van Albada (b) EPUS

0.60 0.70 0.80 0.90

o574 0.3148 0.a723 0.0297 07871 0.9aa5 1102 1289 1417 1574 o585 03169 ©o.a754 o638 07923 a.s07 1109 1.268 1.426 1.585

<

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
X

o618 ©0.3235 0.a053 0.6470 o.8088 09705 1152 1208 1456 1618 01598 0.3195 0.4793 0.6390 07988 0585 1118 1278 1438 1598

Figura 6.53: Perfil para a densidadde p do fluido no Teste 12. (a) van Albada; (b) EPUS;
(c)-(h) Esquemas 1-6 com os melhores parametros.
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(e) Esquema 3 (f) Esquema 4
e —

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
X

0.1584 03169 0.4753 0.0337 0.7921 0.9506 1109 1267 1420 1.584

(g) Esquema 5

v 0.50

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
X X

01581 03163 ©0.474a 0.7907 1107 1268 1.423 1581 o587 07957 1 1270 1.429 1887

06325 o.ca88 03178 o.a762 0.6350 09525

Figura 6.54: Continuacao da Figura 6.53.
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seguintes condigbes iniciais, propostas por Shi et al. [38]

2,0, —0.025c cos(87x),2y +1]7, 0<y <1

[p07u07 UOupO]T - [ ( ) 3 ]T 1 2 (617)
[1,0,—0.025c cos(8mx), y + 3], $<y<1,

onde ¢ = ,/% ey = % A solugao numérica é calculada até o tempo final T = 1.95, com

CFL = 0.6, nas malhas 240 x 960 (grossa) e 480 x 1920 (fina) células computacionais. Os
resultados obtidos com os esquemas FUS-RF (com [ = 0.1545 pra o Esquema 1; ¢ = 0.1
para os Esquemas 2, 3 e 6; ¢ = 0 para o Esquema 5; e ¢ = 0.01 para o Esquema 4), sao
comparados com os resultados obtidos com os esquemas EPUS, van Albada e WENOS5 de
quinta ordem (ver Shi et al. [38]). A figura 6.55 contém as solu¢des computacionais na malha
grossa. Como pode ser visto por essa figura (e também da Figura 6.56 que corresponde a malha
fina), os resultados proporcionam as mesmas informagoes daqueles apresentadas no Teste 12
j& comentadas anteriormente. Observa-se claramente por essas figuras que os esquemas EPUS
e Esquema 1 forneceram resultados bem semelhantes e, surpreendentemente, superiores aos
resultados fornecidos pelo WENOS5.
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(a) Wenob (b) van Albada (c) EPUS

WENOS, h=1/960

0.9 .90 0.90

T T
Q

0.8]

0.7

oV

=]
@

>0.5

0.4

0.3

{ 1
0.2 \ | o.
1 . .
l).1;i \ \_/f / | ,\ ° °.
obut - , ,
01 X 02 ©0.8%0 0.10 ©0.20 ©0.8%0  0.106 ©0.20
(d) Esquema 1 (e) Esquema 2 (f) Esquema 3
O0.90 0.90| O0.90

Figura 6.55: Perfil para a densidadde p do fluido no Teste 13. (a) WENOb5 (b) van Albada;
(c) EPUS; (d)-(i) Esquemas 1-6 com os melhores parametros na malha 240 x 960 (grossa).
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(a) Wenob (b) van Albada (c) EPUS

WENOS, h=1/1920

0.9

0.8

Q.7

y T T

08§

>0.5]

.

ERESEC s REREE NN RS RN R
Q

Q

0.3

0.2

0.1

01 02 ©-8%00 0.1?{' ~z0 0-9‘?3‘6;0.*1?0—.?0“
(d) Esquema 1 (e) Esquema 2 (f) Esquema 3

o.go

(g) Esquema 4 (h) Esquema 5

©-8%00 0.10 0.20

Figura 6.56: Perfil para a densidade p do fluido no Teste 13. (a) WENO5 (b) van Albada; (c)
EPUS; (d)-(i) Esquemas 1-6 com os melhores parametros na malha 480 x 1920 (fina).
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CAPITULO

7

Aplicacdo do Esquema 1 as equacées de

Navier-Stokes

Neste capitulo sdo apresentados resultados computacionais usando-se o Esquema 1 (com
f = 0.1545) para problemas complexos de escoamentos de fluidos newtonianos envolvendo
superficies livres moveis. Esses problemas sao modelados pelas equacoes de Navier-Stokes
incompressiveis e simulados para os casos 2D, 2.5D (simetria radial) e 3D. O proposito das
simulacoes apresentadas neste capitulo é mostrar que o Esquema 1 é til também na simulacao
desses problemas complexos com superficies livres. O Esquema 1 com esse valor de [ foi
selecionado em virtude dos bons resultados obtidos por ele em equacoes de conservacao gerais

simuladas no capitulo anterior.

7.1 Simulacao de problemas 2D e 2.5D

Os resultados apresentados a seguir sao para escoamentos incompressiveis 2D e 2.5D mode-
lados pelas equagoes (2.10)-(2.11) e (2.12)-(2.14), respectivamente.

Jato livre sobre um parede rigida

Nesta primeira aplicagao o Esquema 1 ¢ usado para simular uma jato livre incidindo per-
pendicularmente numa superficie rigida impermeéavel, como ilustrado na Figura 7.1. Para a

simulacao desse problema, foram utilizados os seguintes dados::

¢ Dominio: 0.1m x 0.025m;

¢ Malha I: 100 x 25 = dx = dy = 0.001;
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0.004 m

-«

Superficie livre

/

0.019m

/

Ejetor Ejetor

|
lo1m

Superficie rigida

Figura 7.1: Esquematizacao de um jato livre incidindo perpendicularmente sobre uma superficie

rigida impermeével

o Malha II: 200 x 50 = dx = dy = 0.0005;

o Malha III: 400 x 100 = dx = dy = 0.00025;
© Malha IV: 800 x 200 = dx = dy = 0.000125;
¢ Raio do injetor: a = 0.002m;

¢ Distancia ao injetor: h; = 0.019m;

¢ Numero de Reynolds: R. = 2000;

o Gravidade: g = 9.81m/s?;

o Escala de velocidade: Uy = 1m/s;

¢ Escala de comprimento: Ly = 2a = 0.004.

A Figura 7.2 apresenta a evolucao do escoamento, mostrando os campos de velocidade em

x, y e o campo de pressao p obtidos com a malha I'V.

Este problema tem solugao analitica (ver [51]) para a altura H da superficie livre dada por

Ha)={ V8 @ T 2 Zo,
a-l—(gl\g;)cS(x), T < T,

onde

272

Q = aly, c=1.402, Ty = (3\/§C(W _ C)\/§> aR.,

272

l:<3\/§c(2\/§c—ﬂ)\/§) N T 338 v
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7.1 Simulacdo de problemas 2D e 2.5D

Contorno da velocidade na direcao x
t=0.02s

1489 1052 - 0180 0257 0693 1129 1566 1419 0998 0578 0157 0264 068 1105 1526

BRY) 0842 0505 0168 0169 0506 0343 1180 1181 0829 0498 0166 0166 0498 0829 1161

Contorno da velocidade na direcao y
t=0.02s t=0.04s

RRE 0972 -0.806 0641 0476 031 0145 0020 RRE 0970 0807 0544 0482 0319 0156 0006

Contorno da pressao
t=0.02s t=0.04s

0,009 ol1s 0240 0365 0490 0614 0739 03864 0009 0086 0181 0275 0370 0465 0559 0854

0.009 0086 A 0465 0559 0654 0009 0086 0181 ¥ X 0559 0554

Figura 7.2: Contornos da velocidade em x, em y e da pressao para o problema do jato livre em
diferentes tempos.
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Capitulo 7 Aplicacido do Esquema 1 as equacdes de Navier-Stokes

A Figura 7.3 mostra a comparagao da solu¢ao numérica nas malhas I, I, III e IV com a
solugao analitica de Watson [51]. Por essa figura, é possivel notar que as solu¢oes numéricas tém

uma tendéncia em convergir para a solucao analitica para valores pequenos do adimensional

2/(0.5LoR,).

4_

H/(0.5L) -

2 |
o

Figura 7.3: Comparagao entre a solugdo analitica de Watson [51] e a solu¢do numérica para
diferentes malhas.

Watson
Malhal
Malhall
Malhalll
MalhalV

| | | |
0,005 0,01 0,015 0,02
2/(0.5LoR.)

Colapso de coluna de fluido

Nesta aplicacao considera-se um bloco de fluido de lados b em equilibrio hidrostatico e sob
a acao do campo gravitacional. O bloco é posto em movimento e o fluido escoa sobre uma

superficie rigida impermeavel, conforme ilustra a Figura 7.4.

b Coluna de fluido

Superficie livre

Figura 7.4: Esquematizacao do problema de colapso de uma coluna de fluido 2D.

Os seguintes dados foram utilizados na simulacao:

¢ Dominio: 0.5m x 0.1m;
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7.1 Simulacdo de problemas 2D e 2.5D

o Malha: 1000 x 200 = 6z = dy = 0.0005;

¢ Dimensao da coluna: b = 0.057m;

¢ Numero de Reynolds: R, = 42623.27;

o Escala de velocidade: Uy = /gLy = 0.74778m/s;
¢ Escala de comprimento: Ly = b = 0.057.

O valor maximo do espalhamento horizontal (z,,4,) (ver Figura 7.4) é conhecido por dados
experimentais devido a Martin e Moyce [27], e também via simulagao numérica por Colagrossi
e Landrini [6] usando técnicas numéricas consagradas. Estes dados foram confrontados com o
espalhamento horizontal maximo obtido da solu¢gao numérica com o Esquema 1, como mostra a
Figura 7.5. Por essa figura, constata-se que o c6digo Freeflow equipado com o Esquema 1 simu-
lou bem o problema, derivando uma solucao numeérica consistente com as solug¢oes numeéricas
obtidas com as técnicas Level Set, BEM e SPH.

— < Esquema 1

—= BEM

—= M.eMoice

o= e — LevelSet

~— = Ritter
SPH

| |
00 1 2

t/g/a

Figura 7.5: Comparacao entre as solucoes experimentais, numéricas e tedricas para o fen6meno
do colapso de uma coluna de fluido.

Para ilustracao, a Figura 7.6 mostra a evolucao do escoamento, mostrando os campos de
velocidade e pressao.

Experimento de Taylor

Simula-se nesta se¢ao o experimento de Taylor [42], que consiste em um jato de fluido
incidindo perpendicularmente numa porcao do mesmo fluido em repouso. Uma esquematizacao
do problema em questao é apresentada na Figura 7.7. Para simulacao numérica do problema,

na qual a superficie rigida é um contorno sem escorregamento, utilizam-se os seguintes dados:
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Capitulo 7 Aplicacido do Esquema 1 as equacdes de Navier-Stokes

Contorno da velocidade na diregao x
t=0.025s t=0.075s

0001 0249 0499 0998 1248 1498 1.748 0001 0273 0547 1369 1643 1917

Contorno da velocidade na direcao y
t=10.025s t=0.075s

0329 0281 0233 0091 0043 0005 0694 0583 0472

0027 0084

0323 0274 0225 E A 0078 0030 0018 0237 0200 0164 E . 0053 0016 0020

Contorno da pressao
t=0.025s t=0.075s

0001 0108 0213 0320 0427 0534 0541 0.748 0001 0120 0242 0363 0434 0606 on? 0.348

Figura 7.6: Contornos da velocidade em x, em y e da pressao para o problema do colapso de
uma coluna de fluido em 2D para diferentes tempos.
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h’f

‘Eixo de simetria

Figura 7.7: Esquematizacao para o experimento de Taylor.

¢ Dominio: 0.0615m x 0.2015m;

o Malha: 123 x 403 = dz = dy = 0.0005;
¢ Raio do cilindro: r, = 0.06m;

¢ Raio do injetor: r; = 0.002m;

¢ Altura do injetor: h; = 0.03m;

¢ Altura do fluido: hy = 0.16m;

¢ Numero de Reynolds: R, = 200;

o Escala de velocidade: Uy = 0.5m/s;

¢ Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.004m.

A Figura 7.8 apresenta a solugao experimental de Taylor e a simulacao computacional com
o Esquema 1 nos tempos ¢t = 0.75 e ¢ = 2.5. Observa-se nas comparacoes que os resultados
numeéricos com o Esquema 1 capturaram com sucesso as estruturas em forma de toro, mostrando
bastante consisténcia com o resultado experimental. Para simples ilustracao, a Figura 7.9 apre-
senta a evolucao desse escoamento complexo com superficies livres em movimento. Apresenta-se
também na Figura 7.10 o escoamento no tempo ¢ = 7s, mostrando a formacao de uma estrutura

complexa durante o movimento do fluido incidente.
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Perfil da solucao no tempo t = 0.75s

(a) (b)

Perfil da solugao no tempo ¢t = 2.5s

(c) ()

Figura 7.8: Tlustragdo do experimento de Taylor em diferentes tempos. (a) e (c) solucido
experimental; (b) e (d) solu¢gdo numérica.
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7.1 Simulacdo de problemas 2D e 2.5D

Evolucao temporal para o experimento de Taylor

t=0.2s t=0.4s t = 0.6s t = 0.8s

t =1.0s t=14s t=2.0s t =3.0s

Lld

Figura 7.9: Tlustracao da solucao para o experimento de Taylor em diferentes tempos.

t="Ts

ok

Figura 7.10: Tlustragao do experimento de Taylor em 7" = 7s e corte transversal evidenciando
a formacao de estruturas complexas.
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Capitulo 7 Aplicacido do Esquema 1 as equacdes de Navier-Stokes

Ressalto hidraulico circular

O fenomeno interessante denominado ressalto hidraulico circular é simulado nesta secao.
Tal fenomeno, 1til para testar esquemas upwind, aparece quando um jato livre incide perpen-
dicularmente sobre uma superficie rigida sob a acao da gravidade. Sob certas condigoes do
escoamento, sobre os numeros de Reynolds e de Froude, o ressalto hidraulico circular é acom-
panhado por perda de energia e producao de turbuléncia. O conhecimento da altura da pelicula
de fluido antes e depois do ressalto permite a determinacao de taxas de transferéncia de calor

na superficie (ver [34]). A Figura 7.11 ilustra o fenémeno.

Superficie livre Ressalto

. /
FEizo de ;} tiop
simetria

Superficie —7
rigida

Figura 7.11: Esquematizacao para o fendmeno do ressalto hidraulico circular.

Para a simulacao do fenomeno ressalto hidraulico, foi aplicada a condicao de nao escorrega-

mento no contorno rigido e foram usados os seguintes dados:

¢ Dominio: 0.05m x 0.0315m;

o Malha I: 200 x 126 = dz = dy = 0.00025;

o Malha II: 400 x 252 = dx = dy = 0.000125;
o Malha III: 800 x 504 = dz = dy = 0.0000625;
¢ Raio do injetor: a = 0.004m;

o Altura do injetor: h; = 0.00075m;

o Numero de Reynolds: R, = 250;

o Escala de velocidade: Uy = 0.375m/s;

o Escala de comprimento: Ly = 2a = 0.008m.

Para verificar a solucao obtida via esquema numérico, é feita a comparagao com a solugao

analitica de Watson [51] dada por
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2
L+ (1—%5)8, <,
H(T) = { 227r2 V(T’3+l2)3\/§C2 > (74)
V3o Qr rZ T,

em que

_ [7vBe v
=\ s (7.5)

sendo g = 0.3155aR§ el = 0.567aR§ . Vale ressaltar que esta solucao analitica é valida apos
a regiao de impacto e antes do ressalto. Na regiao de interesse, é possivel ver a partir da
Figura 7.12 que, ao se refinar a malha, a solu¢ao numérica converge para uma solucao proxima
da solucao de Watson. A Figura 7.13 mostra a comparacao 3D da solucdo numérica com o
experimento de Rai [34].

10

— Watson
— Malhal

—— Malhall
sl — Malhalll]
—

0 S O RS R
0 02 04 06 08 1
X

Figura 7.12: Comparacao entre a solucao analitica e a solucao numérica para o ressalto
hidraulico circular, considerando diferentes malhas.

Figura 7.13: Ilustragao do ressalto hidraulico circular. (a) solugao experimental de Rai [34] (b)
solucao numeérica.
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7.2 Simulacao de problemas 3D

Os resultados apresentados a seguir sao para escoamentos incompressiveis 3D modelados

pelas equagoes (2.10)-(2.11).

Colapso de bloco de fluido 3D

Nesta primeira simula¢ao (similar & apresentada para o caso 2D), apresentam-se os re-
sultados para o problema Broken-dam, esquematizado na Figura 7.14. Objetiva-se validar o
Freeflow3D equipado com o Esquema 1 no caso tridimensional. Na simulacao foram utilizados

os seguintes dados:

<

Dominio: 0.3m x 0.1m x 0.16m;

<

Malha: 150 x 50 x 80 = dz = dy = dz = 0.002;
¢ Numero de Reynolds: R, = 99045.444;
o Escala de velocidade: Uy = 0.99045444m/s;

Escala de comprimento: Ly = 0.1m.

<

0.16m

vy |
7 3

0.088m

0.05m

0.1m
)

0.3m

Figura 7.14: Esquematizacao para o colapso de fluido 3D.

A Figura 7.15 apresenta a solucao numeérica obtida com o Esquema 1 para o valor maximo
do espalhamento horizontal (z,,,,) em compara¢do com os dados experimentais de Martin e
Moyce [27], e numéricos de Colagrossi e Landrini [6]. E possivel verificar que a solu¢io numérica
obtida com o Esquema 1 estd em concordancia com os dados da literatura.

A Figura 7.16 apresenta a evolucao temporal da solucdo numérica, mostrando os campos

de pressao e velocidade.
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— Esquemal
—= BEM
—= M.eMoice
1 " - — LevelSet
’e «— = Ritter
SPH

0 | | L | |

0 0,5 1 5 2 25
t\/g/a

Figura 7.15: Comparacao entre as solucoes experimentais, numéricas e teoricas para o fenomeno
do colapso de uma coluna de fluido em 3D.

Jatos oscilantes

Nesta aplicacao, apresentam-se resultados computacionais para o problema classico do jato
oscilante: as instabilidades fisicas em jatos livres altamente viscosos incidentes sobre superficies
rigidas. Este é um problema instavel de grande interesse em mecanica dos fluidos, com varias
aplicagoes (ver, por exemplo, [35] e [49]). Para o surgimento de instabilidades é necessério es-
tabelecer condigoes favoraveis. Por exemplo, Cruickshank [8] propos que para o aparecimento
das instabilidades, a razao H/d (H sendo a altura do injetor até a base e d o diametro do
injetor) deve ser maior que 7.2 e o numero de Reynolds deve satisfazer R, < 1.2. Atualmente,
o problema do jato oscilante é um excelente teste para validar métodos numéricos para escoa-
mentos viscosos com superficies livres. Objetiva-se com este teste mostrar que, muito embora
tenha sido planejado para problemas a altos valores do ntimero de Reynolds, o Esquema 1 é
util também em problemas em que R. < 1. A seguir apresentam-se trés simulagoes do jato

oscilante, com aplicacao da condicao de nao escorregamento no contorno rigido.

Jato planar

Nesta simulacao considera-se o caso do jato planar oscilante, em que o nimero de Reynolds
R. e arazao H/d sao tomados como 0.72 e 50, respectivamente, condigdes estas satisfazendo a
proposta de Cruickshank [8]. Na Figura 7.17 tem-se a representagao esquemética do problema;

e os dados restantes para a simulagao sao como segue:

¢ Dominio: 0.73m x 0.33m x 1.065m;
o Malha: 146 x 66 x 213 = dx = dy = 4z = 0.005;
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Campo de pressao
t=0.02s t=0.08s

0,000 0061 0122 0183 0245 0306 0367 0428 0000 0099 0.198 0297 0396 0496 0595 0594

t=0.14s t=0.2s

-0.000 0079 0157 DHG 0315 0393 0472 0550 -0.000 0.049 0.7 0146 0.195 0244 - 0293 0341
Campo de velocidade em x
t=0.02s t=0.08s

E i |
0000 0070 0281 0352 0422 0493

t=0.14s

Campo de velocidade em z
t=0.02s t=0.08s

0198 0169 0140 011 0082 0053 0025 0004 0764 0644 0524 0404 0284 0164 0044 007

0414 0338 0263 0187 0112 003 0040 [ARH 0286 0241 0196 0151 0106 0061 0016 0029

Figura 7.16: Campos de pressao e de velocidade em x e z para o problema do colapso de uma
coluna de fluido em 3D para diferentes tempos.
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7.2 Simulacdo de problemas 3D

Diametro do injetor: d = 0.02m;

Comprimento do injetor: L; = 0.2m;

Altura livre: H = 1.0m;

o

o

¢ Altura do injetor: h; = 0.05m;

o

o Escala de velocidade: Uy = 1m/s;
o

Escala de comprimento: Lo = L; = 0.2m.

Ingjetor

i i
i 1.065m
1
Superficie !
/0.33m
-+ > ¥

0.73m

Figura 7.17: Esquematizagao para o problema do jato planar 3D.

Na Figura 7.18 estao os resultados da simulagao em varios tempos, pode-se notar que o

fenomeno de dobras (as instabilidades fisicas) foi simulado com sucesso com o uso do Esquema
1.

Jato circular

Para o jato oscilante no caso do injetor circular, duas simulacoes foram feitas: uma delas
(Caso 1) com diametro do injetor d = 0.08m e a outra (Caso 2) com d = 0.04m. A Figura

7.19 ilustra esquematicamente o problema.

Caso 1

Para a simulacao, utilizou-se os seguintes dados:

¢ Dominio: 1m x 1Im x 1.26m;
o Malha: 100 x 100 x 126 = dz = dy = 0z = 0.01;
¢ Numero de Reynolds: R, = 0.288;
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Capitulo 7 Aplicacido do Esquema 1 as equacdes de Navier-Stokes

Evolucao temporal para o problema do jato planar.

t=0.25s t=0.65s t=0.8s
t =10.925 s t=1.0s t=1.2s
t=1.5s t=1.75s t=21s

Figura 7.18: Ilustracao da solucao para o problema do jato planar em 3D para diferentes
tempos.
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d

£

Injetor

Figura 7.19: Esquematizacao para o problema do jato circular em 3D

o Altura do injetor: h; = 0.2m;
o Relagdo H/d = 12.5;
o Escala de velocidade: Uy = 1m/s;

¢ Escala de comprimento: Ly = d = 0.08m.

A solugao numérica fornecida com a utilizacao do Esquema 1 é apresentada na Figura 7.20,

onde verifica-se claramente a captura, com sucesso, do fendomeno de instabilidades fisicas.

Caso 2

Nesse caso toma-se os seguintes dados:

Dominio: 1m x 1m x 1.22m;

Malha: 150 x 150 x 183 = dx = dy = dz = 0.01;
Numero de Reynolds: R, = 0.288;

Altura do injetor: h; = 0.2m;

relagdo H/d = 25;

Escala de velocidade: Uy = 1m/s;

[ SR R R R

Escala de comprimento: Lo = d = 0.04m;

A simulagao do jato circular oscilante referente a este caso é apresentada na Figura 7.21,
onde compara-se a solu¢ao numeérica com dados experimentais (ver [28]). Nota-se que o esquema

é capaz de capturar o fen6meno, estando em concordancia com tais dados experimentais.
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Evolucao temporal para o problema do jato circular 3D.

t=0.6s t=1.0s t=13s

t=70s t="175s t =10.0s

Figura 7.20: Ilustracao da solugao para o problema do jato circular em 3D para diferentes
tempos-Caso 1.
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Figura 7.21: Tlustracao do jato circular oscilante em 3D para diferentes tempos - Caso 2. (a
solucao experimental; (b) solugao numérica. 119
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Ressalto hidraulico circular

Outro problema interessante para testar o Esquema 1 é o fendmeno do ressalto hidraulico
circular, discutido anteriormente neste capitulo para o caso 2.5D, porém considerando agora
as equagoes incompressiveis completas (3D) de Navier-Stokes. Apresentam-se dois casos, que
diferem quanto ao numero de Reynolds. No caso 1 assume-se R, = 250 (laminar) e no caso 2

determina-se um problema mais instavel, com R, = 1000 (transi¢do para turbuléncia).

Caso 1

Para a simulacao desse caso, os seguintes dados foram considerados:

Dominio: 0.025m x 0.025m x 0.016m;

Malha: 100 x 100 x 64 = dx = dy = dz = 0.00025;
Diametro do injetor: d = 0.004m;

Raio do injetor: r; = 0.002m;

Escala de velocidade: Uy = 0.375m/s;

Escala de comprimento: Lo = 2d = 0.008m.

(SR R SR R I o

Os resultados obtidos com o Esquema 1 e solugao experimental de Rai [34] para o ressalto
hidraulico circular em regime laminar estao apresentados nas Figuras 7.22 (b) e 7.22 (a), re-

spectivamente. Como pode ser visto por essas figuras, o método numérico Freeflow3D equipado

com o Esquema 1 capturou o mecanismo essencial desse escoamento com superficie livre.

pON

Figura 7.22: Tlustragdo do fenomeno do ressalto hidraulico circular- Caso 1. (a) solucio
experimental de Rai [34] ; (b) solu¢do numérica.

Exibe-se a Figura 7.23 para ilustrar a evolugao com o tempo do escoamento, mostrando a

formacao do ressalto hidraulico circular.
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7.2 Simulacdo de problemas 3D

Evolucao temporal da solugao numeérica tomando R, = 250
t=0.035s t=0.07s 1s

t=0.115s

Figura 7.23: Tlustragao da solucao para o fendmeno do ressalto hidraulico em diferentes tempos
para R, = 250- Caso 1.

Caso 2

Neste caso assume-se R, = 1000, o que torna mais evidente as instabilidades fisicas apds a

regiao de ressalto. O seguintes dados foram empregados para a simulagao:

¢ Dominio: 0.6m x 0.6m x 0.055m;
Malha: 120 x 120 x 11 = dx = dy = dz = 0.005;
Diametro do injetor: d = 0.05m;

o

o

¢ Raio do injetor: r; = 0.025m;

o Escala de velocidade: Uy = 1m/s;
o

Escala de comprimento: Lo = 0.05m.

Na Figura 7.24 estao os resultados obtidos com o uso do Esquema 1 (ver 7.24 (b)), os
quais sao comparados com o experimento de Ellergard [9] (ver 7.24 (a)). Devido ao alto valor
do nimero de Reynolds, a solucao apresenta uma regiao de transicao para turbuléncia apds o
ressalto. Por essas figuras, pode-se aferir que o esquema numérico conseguiu capturar a fisica
correta do problema.

Exibe-se a Figura 7.25 para ilustrar o escoamento em varios tempos, onde é possivel acom-
panhar a formacao do ressalto hidraulico e a formacao das instabilidades fisicas apds ocorrer o
ressalto.
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Figura 7.24: Tlustragdo do fenomeno do ressalto hidraulico circular- Caso 2. (a) solugao
experimental de Ellergard [9] ; (b) solu¢do numérica.

Evolucao temporal da solugao numeérica tomando R, = 1000
t=0.25s t=0.5s t=0.65s

t=08s

Figura 7.25: Tlustragao da solucao para o fendmeno do ressalto hidraulico em diferentes tempos
para R, = 1000- Caso 2.
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CAPITULO

8

Conclusées e Trabalhos Futuros

Neste trabalho de mestrado, desenvolveu-se, analisou-se e implementou-se uma familia de
esquemas upwind dependentes de parametros, denominada FUS-RF, para aproximar termos
convectivos (lineares e nao lineares) de equagoes de conservagao gerais. Em particular, seis es-
quemas dessa familia denominados Esquema 1, Esquema 2, Esquema 3, Esquema 4, Esquema 5
e Esquema 6 foram testados. O Esquema 1 foi desenvolvido de maneira tradicional, tomando-se
como base os critérios de estabilidade TVD e CBC, e os demais esquemas foram derivados via
técnica de minimizagao minimos quadrados ponderados.

Com o proposito de investigar o comportamento dos esquemas em leis de conservacao hiper-
bolicas - e posterior classificacao desses com respeito aos parametros livres - foi realizado uma
bateria de testes numeéricos variando os parametros § para o Esquema 1 e ¢ para os demais
esquemas. Investigou-se inicialmente o desempenho da familia FUS-RF em problemas lineares
(adveccao de escalares) e nao lineares (equagao de Burgers 1D, dguas rasas 1D/2D e equagao
de Euler 1D/2D); e comparagoes com os esquemas van Albada, EPUS e o WENO de quinta
ordem foram realizadas. Verificou-se que, em todos esses testes, os seis esquemas apresentaram
resultados confidveis, com precisdo igual (ou superior) & dos outros esquemas de referéncia,
com destaque para os esquemas Esquema 1 e Esquema 5 que resolveram com sucesso as insta-
bilidades de Rayleight Taylor (comportamento similar foi observado no problema dos quatro
quadrantes). No geral, o Esquema 1 forneceu os melhores resultados com o uso do parametro
livre 8 = 0.1545; ao passo que os outros esquemas (de 2 a 6) forneceram resultados satisfatorios
para varios valores do parametro e.

Tendo em vista os resultados obtidos em leis de conservagao, o Esquema 1 com 3 = 0.1545
foi entao utilizado na simulacao numérica de escoamentos incompressiveis com superficies livres
moveis, nos casos 2D, 2.5D e 3D. Em particular, o método numérico global (Freeflow atualizado

com Esquema 1) foi capaz de simular com sucesso os problemas jet buckling, ressalto hidraulico
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Capitulo 8 Conclusées e Trabalhos Futuros

circular e colapso de uma coluna de fluido,entre outros.

Em sintese, de um lado, o Esquema 1 com § = 0.1545 é uma alternativa para a familia de
esquemas upwind por simular com sucesso problemas com descontinuidades e outros fenomenos
em que os termos nao lineares advectivos requerem atencao especial. Simulagdes em engenharia
geralmente exigem (ao menos) segunda ordem de precisdo espacial, e isto pode ser alcangado
facilmente com este esquema. Por outro lado, a nimeros moderados de Courant, recomenda-se
também o uso dos esquemas Esquema 2, Esquema 3, Esquema 4, Esquema 5 e Esquema 6 com
o parametro livre € < 1071,

Para o futuro, pretende-se desenvolver novos esquemas para a familia FUS-RF por meio do
estudo/analise dos pesos w; e wy na técnica de minimos quadrados ponderados. Objetiva-se
ainda utilizar o Esquema 1 com = 0.1545 na simulagao numérica de escoamentos viscoelas-
ticos (com EDPs constitutivas tipo hiperbolicas) tridimensionais com superficie livres moveis.
E, finalmente, reunir-se-ao os resultados obtidos neste estudo num artigo para revista interna-

cional.
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APENDICE

A

Equacées hiperbdlicas na forma quase-linear

Como visto no capitulo 2, as equacoes hiperbolicas podem ser escritas na forma quase-linear,

ou seja,

O¢ O 9¢
E +A18x1 +A28x2 + + A"@xn

onde n é a dimensdo, ¢(x1,za, - ,x,,t) : R" x R — R™ é um vetor das incognitas do

=(, (A.1)

problema ( pressao, velocidade,. .. ) a ser determinado, e A uma matriz real, diagonalizavel

imxm
e com autovalores reais (ver LeVeque, [21]) e ¢ sao as fontes.
Neste apéndice, apresenta-se a transformacao para a forma quase-linear das equagoes uti-

lizadas neste trabalho.

A.1 Equacao de Adveccao

No caso 1D considerando-se que nao ha termo fonte (ou seja, ¢ = 0) tem-se:

99  OFi(9)
E + 81‘1

onde Fi(¢) = u¢. Para escrever a equagdo em forma quasi-linear, calcula-se o Jacobiano
(J) do fluxo Fi(¢), ou seja

= 0, T € [IL’L,ZL‘R], t e [O,T], (A2)

OF1(¢) _ O¢u
e assim, a forma quasi-linear é
0 0
8_(tb +u8—f1 =0, x €lxp,zg], te€][0,T]. (A.4)
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Equacées hiperbdlicas na forma quase-linear

A.2 Equacao de Burgers

A equacao de burgers no caso 1D é

0 OF
a_(f + 8;‘(1(;5) = C, AT [I‘L,I‘R], t e [O,T], (A5)
onde Fy(¢) = %2 e ¢ é o termo fonte. Calculando o Jacobiano tem-se
2
oFi(¢) (%)
A = J = = = A6
que resulta na forma quasi-linear
0 0
8_(f + a—i =(, x1€lxp,xr], te€][0,T] (A7)
A.3 Equacodes de aguas rasas
No caso unidimensional, o sistema de aguas rasas é
¢  O0Fi(9)
— =0 A8
8t * 8$‘1 ’ ( )
no qual
h ” hu 2 A
¢ = = , = 9 1 49 | T 2 2 =
hu G2 hu? + 3gh 2 i 941~ B
q 2
Calculando o Jacobiano tem-se
A 0A
04 04 N 1
dq1 0qa 0
Ay =J= = | 42 % | = , (A.9)
9B 0B —+ton — —u’+gh 2u
8(]1 aq2 qQ1 qQ1
assim,
0¢ 0 1 | 09
— — =0 te0,7T]. A.10
ot + [ —U2+gh 2 ] 8201 , T1 € [xLPTR]v € [ ’ ] ( )

No caso 2D, o sistema, é
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A.3 Equacées de dguas rasas

06 OR(0)  OF(0)

=0,
8t &rl 8l‘2
onde _ -
hu q2
h
o s 1 RS
o=|hu|=]@q| F=|h’+tzh®|=|""T7
ho @3 huv 4293
| q1 i
ho q3
G205
Fy = huv = t
hv? 4+ Lgh? @° | 9’
CaT =+
L @1 2
Calculando o Jacobiano tem-se
[ 0 1 0]
0 1 0
—CJ22 2qo 0
A =J= 02 + 90 E = | —u?+gh 2u 0 |,
—4392 B 92 —uv vou
L ¢2 g1 ¢ J
e
[ 0 0 1 ]
0 0 1
—q34q2 a3 Q2
—q5° Ygp O 23 —v?2+gh 0 2v
L ¢? qr
O sistema, na forma nao conservativa, resulta em
0 1 0 0 0 1
¢ ) 0 ¢
—+ | —u+gh 2u 0 | -—+ —uv v u | =—=0.
8t 81’1 X2
—uv v —v2+gh 0 2v

A.4 Equacoes de Euler

No caso unidimensional, tem-se o sistema

0p  OFi(¢)
E + &xl B C’
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Capitulo A Equacbes hiperbdlicas na forma quase-linear

em que
q2
P Q1 pu > o
45 Y
gb: pu — q2 R Fl — pu2+p — Q3<fy—1>+a<§ _§> ,
E s u(E + p) V4392 +1q§’(1 —7)
2
L q 2 qi
em que p = (- 1)(E — Lpu?)
O Jacobiano correspondente é
[ 0 1 0o ]
2
", 3 2¢2,3 v
—— = —(=— = —1
3 2
VL @ 93 | 34 V42
—=1-v) —+==1-7 —
@ qi’< ) @ 2q%< ) 7
[ 0 1 0 ]
1 2
- 5 (v = 3u (3=7)u v=1, (A.16)
—vEu 3 vE 3,
—u(l—7v) —+zu(l—7) ~u
L P ( ) P 2 ( ) _
assim,
[ 0 1 0 |
d¢ L 2 8¢
- v —3)u (3=7u il S c telo.7).
ot + 2 or, I [vaxR]v [ ) ]
—vEu 3 vE 3,
—uw(l—7v) —+zu(l—7v) ~yu
L P ( ) P 2 ( ) i
(A.17)
No caso bidimensional, o sistema de Euler é
0 oF OF:
_625 + 1(¢) + 2(¢) _ C’ (A.18)

875 8201 8l‘2
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A.4 Equacées de Euler

em que
~ _ _ ~ _ [ q2 1
P q1 pu 2 2 2
q5 45 q3
o) (o - )
pu % pu? +p 1 ( ) 21 2q
¢ p— p— 5 Fl f— f— % 5
pu q3 puv 0
| | 0 | | w(E +p) | e _1)<q_§+qu§)
L ¢1 2@% 29% i
~ _ [ q3 |
- ©4s
pUv ¢
Fy = = q2 q2 q2
puttp 1 ( ) ! 2q1 2q1
v(E +p) W5 () (q_§+q3_q§)
L ¢ 2¢; 24 ) |
Calculando o Jacobiano tem-se
[ 0 1 0 0
2 2 2
—q2 4> q3 2q2 q2 q3
+(v—1)(— —) L _(y-pZ ~( -1 91
¢ 2(1% 2(1% q1 q1 q1
A= g s % 0
ai ¢ ¢
3 2 2 2
—7q4q2 & @43\ YU 3¢, | 43 @43 VP2
(B (38 e
L @ G ¢ 2¢; 243 i @
[ 0 1 0 0
2 112
k-0 () (3 - (i -1) (1)
—uv v U 0
—~Eu 3u? 02
oyt oo (B l) -be




Equacées hiperbdlicas na forma quase-linear

Capitulo A
[ 0 0 1 0 |
243 a3 a2
-2 13 12 0
ai q q1
Ay = 2 2 2 9
43 43 a3 42 a3 43
+(y—1 <— —) —(y—=1)= — —(vy=1)= —1
i ( ) 2¢7  2q7 ( )Q1 ¢ ( )(h !
3 2 2 2
— G, BB G203 VG 3¢5 | @ V43
oo (eg) oo Boon(e) 3
e U tag) T w0 g tag)
[ 0 0 1 0 ]
—Uuv v U 0
_ 2,2
G-y (ry) cue- 3= (=1
—vEv 3 9 vE v u?
—1 —(y—1 — (-1 —=—+ =
| — (v =1 (" +vu?) —(y = Duv p =Dl 5 +3 o
O sistema, na forma nao conservativa, resulta em
[ 0 1 0 0 ]
2 2
k-0 () (3= “(=1) (-1
d¢ 2 d¢
—+ —+
ot —uv v U 0 Oz,
—vEu 5 o Y 3u?  v?
p - tw’) — (- +5) ~(r-Duw qu
[ 0 0 1 0 ]
—uv v U 0
@ % _
—v?+ (v - 1) (5 +§) —u(y —1) (3—)v (y—1) | 0
—~vEv 30 u?
=D et —6-dw Zopop(Bal)
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APENDICE

B

Discretizacdo dos termos convectivos

Neste apéndice apresenta-se a discretizacao computacional dos termos convectivos para as

equagoes de Navier-Stokes. Assumindo o eixo z (para os outros eixos a aproximagao é andloga),
tem-se as faces f em (i + %,j, k) egem (i — %,j, k). Tomando a face f (a face g é construida

de forma similar) constroi-se a seguinte aproximacao:

Uit 1 j+3 K !

O(uu)  d(uw J(uw Uy i1 5 p — Uolly
(( ), Ow) | o >) e g
Oz dy 0z i+ 1.k oz 5y
W1y 1yl — Wallyy 1 5y 1
. B.1
0z (B.1)

Os valores das velocidades convectivas w1, Uz, U1, U, w; € we em (B.1) sdo aproximados por

médias. Por exemplo, os valores v; e v sao aproximados por

U1 = VLt N 05V L Vet k)

U2 = Vit g1 R 05V g+ 0351 ).

Os demais termos da equacao B.1 sao aproximados pelos esquemas Upwind, observando o
sinal da velocidade de conveccao. Desta forma, em NV definem-se unicamente os pontos D, U

e R.

(1) Aproximagdes para w;iq
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Capitulo B Discretizacdo dos termos convectivos

Uiplje = Wil ik )
€ asSlm

— Quando @; = w4155 > 0 tem-se lALH_%J’k =
uz+%7]7k B ul_%?]vk‘

w = urt(up —ur)ds(av), se av €10,1],
i+1,5,k Uy, se Uy gé [0, 1]’

onde
D= (i+3,jk), U=(i+3,5.k), R=(i—3,j.k);

Uiy gk — WitS ik

— Quando 4] = U1 < 0 tem-se 4,3 ., = logo
+ 5Js Z+2,],k

Uipljke = Wit5 ik

Upr1 g = up + (up —up)ds(dy), se dy € [0,1],
i+1,5,k Uy se Uy ¢ [0, 1]7

na qual

(2) Aproximagdes para u;

Uil ik ~3.5k .
e asSslm

— Quando @y = u; j; > 0 tem-se iLF%J,k =
ul+%7]7k - ul*%,j,k

UR + ('LLD — UR)Qng(lALU), se lALU - [0, 1],
Wi,j,k = .
Uy se uy ¢ [0,1],

onde
D:(i+%’j’k)a U:(i_%ajak)a R:(’i—%,j,k‘);

Uit 2k — Yitd ik

— Quando wy = u; i1 < 0 tem-se w1 ., = logo
5Js Z+2,],k

ul*%v]yk - ul+gy.]7k

W — Ur + (’LLD — UR)Qng(lALU), se lALU c [0, 1],
Lok Uy se uy ¢ [0,1],

na qual
(3) Aproximagoes para Uil jid i’
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U; 1 - — U; 1
— ~ Z+_7]7k Z+_7j_17k .
— Quando vy = v, 1 ., 1, >0 tem-se 4, 1., = 2 2 e assim
Z+27]+27k Z+27j7k U 1. — U 1.
i+5,J+Lk it+5,0—1,k

~

Ur + (uD — UR)(bf(?lU), se Uy € [D, 1],
Uy, se uy ¢ [0,1],

Uipljrdle =

onde

Uipljrie = Yird jyrok

— Quando vy = v, 1 5,1, <0 tem-se U 1 ;. = logo

Uip Lk = Wigd jr2k
ug + (up — ug)ds(iy), se ay € [0,1],

Uj 1 1, =
3.0tk Uy, se ay ¢ [0,1],

na qual
D=(i+3,5.k), U=(+3,7+1k), R=(i+3,j+2k);
(4) Aproximacoes para Uit i1k

ul“l‘%vj_l?k - uz+%7]_27k .
€ ass1lm

— Quando v =wv,, 1. 1, >0 tem-se G, 1 . =
Q 27 Vitgi—gk PR T gk T Wil o
2 PR A

ug + (up — ug)ds(iy), se ay € [0,1],
Uy se ay ¢ [0,1],

onde

Uigd ik — Wit d j41k

— Quando v; = v, p <0 tem-se w; 1, = logo
) 2

1.1
2772 . . — U .
ul-‘r%,j—l,k} uz—i—%,]—i—l,k

~

Ur + (uD — UR)(bf(ﬁU), se Uy € [D, 1],
Uy, se ay ¢ [0,1],

Uipl ik =
na qual

(5) Aproximacoes para Uipd it
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Capitulo B

Wit gk T Witdjk-1 :
€ asslm

— Quando wy, = w’i-}—%,j,k‘-ﬁ-% > 0 tem-se ui+%’j7k = " ~
it+1.5,k+1 itd,5.k—1

ug + (up — ug)ds(ay), se ay € [0,1],

Uip L s =
l+%ﬂ,k+% Uy 5€ ﬂU ¢ [0’ 1]’

onde
D=(i+37.k+1), U=(i+37k), R=(i+3,j,k—1);
Uipljkr1 = Wigd jrt2 logo

— Quando Wy = w1 ;51 <0 tem-se Uy 15,1, = " —
it+g.k T it g.0k+2

ug + (up — ug)ds(ay), se ay € [0,1],
se uy ¢ [0,1],

Yitgakts T 4
)

na qual
D= (i+3.4.k), U=(i+374k+1), R=(i+3]k+2);

(6) Aproximacoes para Ui jhoi
Uil k-1~ Uiyl jr—2 :
e assim

— Quando wy = w1 ., 1 >0 tem-se U, 1 . =
Q 2 it+g.0k—3 itg.0k—1 Uoi 1 oy — Ui 1 s
Z+§7]7k Z+§7]7k72

W ) urt (up —ur)dp(i), se dy €10,1],
i+5.0.k—3 Uy se uy ¢ [0,1],
onde

D = (Z + 57]7 k:)a
Uipl ik = Wigd jk+1 logo

— Quando Wy = w; 1 ;1 <0 tem-se U, 1, =
2 2 2 Uit d k-1~ Wigd ikt
TR 1= ug + (up —UR)Qbf(fLU)a se dy € [0,1],
i+3..k—3 U, se g ¢ [0,1],
na qual
R=(i+3jk+1);

D=(i+35k=1), U=(i+34k),
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