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RESUMO

SILVA, M. O. Campos potenciais modificados aplicados ao controle de robôs em ambientes
tridimensionais. 2019. 88 p. Tese (Doutorado em Ciências – Ciências de Computação e
Matemática Computacional) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade
de São Paulo, São Carlos – SP, 2019.

Nos últimos anos, a área de robôs aéreos vêm se tornando cada vez mais importantes no dia-a-
dia, em diversos usos, em que se pode destacar: segurança pública e particular, agricultura de
precisão, registro fotográfico de eventos, serviços de entregas e apoio a diversas outras áreas,
como monitoramento ambiental.Para que tais robôs aéreos possam cumprir suas mais variadas
tarefas, faz-se necessária uma etapa de planejamento de movimento, que consiste em encontrar
um caminho factível entre a postura atual e uma postura final (também chamada de postura alvo
ou meta) do robô aéreo. Neste trabalho, a tarefa de planejamento de movimento é abordada para
o caso tridimensional em ambientes dinâmicos, nos quais não se assume que todos os obtáculos
permanecerão fixos ao longo do trajeto. Derivado da Teoria de Campos Potenciais Harmônicos,
os Campos Potenciais Modificados (CPM) permitem a distorção do campo potencial favorecendo
uma direção específica de chegada a postura meta. Tais CPM resultam em um planejador de
movimentos para ambientes dinâmicos e multidimensionais, em especial, o caso tridimensional.

Palavras-chave: Campos Potenciais, Robôs Móveis, Robótica, Planejamento de Caminhos,
Planejamento de Trajetórias.





ABSTRACT

SILVA, M. O. Modified potential fields applied to robot control inside three-dimentional
environments. 2019. 88 p. Tese (Doutorado em Ciências – Ciências de Computação e Matemá-
tica Computacional) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São
Paulo, São Carlos – SP, 2019.

In recent years, aerial robots have become increasingly important in day-to-day situations,
in several uses, in which we can highlight: public and private security, precision agriculture,
photographic record of events, delivery and support to several other areas, such as environmental
monitoring. In order for aerial robots perform their broad range of tasks, a motion planning step
is necessary. Motion planning consists in finding a feasible path between the current posture
and a final posture (also called target posture or goal) of a robot. In this work, the task of
motion planning is approached in three-dimensional and dynamic environments, in which it is
not assumed that all the obstacles will remain fixed along the trajectory. Derived from Harmonic
Potential Field Theory, Modified Potential Fields (MPF) allows a controlled distortion of the
potential field, as an example, towards a specific direction of arrival to the target posture. Such
MPF results in a motion planner for dynamic and multidimensional environments, especially the
three-dimensional case.

Keywords: Potential Fields, Mobile Robots, Robotics, Path Planning, Trajectory Planning.
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INTRODUÇÃO

As pesquisas recentes em robótica possuem o objetivo de criar robôs móveis autônomos,
capazes de interagir com o ambiente em que estão inseridos, executando suas tarefas com o
mínimo de assistência humana, se possível nenhuma.

Com isto, em um primeiro momento, pode-se abordar as tarefas conhecidas como “the

three D’s”, do inglês, “Dirty, Dull and Dangerous”, isto é, tarefas maçantes, perigosas ou
que sejam desagradáveis por algum motivo. E esta é, conforme o trabalho de Takayama, Ju
e Nass (2008), justamente a visão popular do que um robô deve ser e se portar na sociedade.
Intuitivamente, isso decorre até da origem da palavra robô, utilizada pela primeira vez na peça
de teatro do checo Karel Čapek em (ČAPEK, 1920), descrevendo seres semelhantes a humanos
que realizavam tarefas forçadas (“robota”, do checo, tem um sentido de “trabalho forçado”).

No trabalho de Sharkey (2008) este tipo de robô é chamado de robô de serviço, que
pode executar as mais diversas tarefas, como limpeza de esgotos e janelas ou coleta de frutas.
Ainda no trabalho de Sharkey (2008), diversos outros usos para robôs além dos “três D’s” são
apresentados e discutidas as repercussões morais do uso de robôs como armas ou para educação
de crianças e cuidado com idosos.

Um aspecto importante desse tipo de robôs é a habilidade de se deslocarem pelo ambiente,
planejando os movimentos que seus atuadores deverão fazer, para que cumpram suas tarefas,
sem colidir com outros objetos ou agentes inseridos no mesmo ambiente.

Planejamento de movimento é uma área de pesquisa que visa obter uma sequência de
posturas (ou estados) de um robô, a partir de uma postura inicial até uma postura meta, de
forma a não colidir consigo mesmo (no caso de um robô com diversos graus de liberdade em
seus atuadores), com obstáculos e outros agentes no mesmo ambiente. De um modo geral,
espera-se que esta sequência não envolva movimentos desnecessários, como executar repetidos
movimentos, sem que esses sejam necessários a execução de alguma tarefa.

A tarefa básica de planejamento de movimento costuma ser chamada de planejamento
de caminhos, já que produz uma sequência de posturas, ou um caminho, entre a postura inicial e
a postura alvo. Podem ser especificadas restrições sobre as possíveis sequências de movimentos,
que resultam em problemas mais complexos. Algumas dessas restrições são:

∙ Obstáculos e outros robôs móveis; (YANG et al., 2017; STEFANO; CLEMENTINI;
STAGNINI, 2018)
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∙ Múltiplos robôs; (ALONSO-MORA et al., 2015; DECASTRO et al., 2018)

∙ Restrições cinemático-dinâmicas; (ALONSO-MORA et al., 2015)

∙ Incerteza em relação as posturas (inicial, meta e intermediárias), e demais aspectos do
ambiente. (BERG; PATIL; ALTEROVITZ, 2017; JANSON; SCHMERLING; PAVONE,
2018)

Conforme o trabalho de Canny e Reif (1987) e Agarwal, Fox e Salzman (2018) a tarefa
de planejamento de caminhos já é NP-Hard por si só, servindo como limitante inferior das tarefas
mais restritivas ou complexas.

Quando este tipo de método é aplicado em ambientes dinâmicos, nos quais há obstáculos
e/ou agentes móveis, se algumas condições forem atendidas, estes também devem funcionar. As
condições costumam estar relacionadas a capacidade de replanejamento frente as mudanças no
ambiente, bem como na capacidade dos atuadores do robô. Conforme Berg, Ferguson e Kuffner
(2006), esta é uma maneira comum de lidar com ambientes dinâmicos, isto é, utilizando um
planejador de caminhos rápido em um robô capaz de reagir rapidamente.

A execução em tempo real é uma característica importante de um sistema de planejamento
de movimento. Caso não seja possível fornecer um bom caminho em tempo hábil, o sistema
deve retornar um caminho factível e, se possível, continuar buscando por um bom (ou ótimo)
caminho, que é conhecido na literatura por anytime planning (SCHLOTFELDT et al., 2018).

Além das aplicações da robótica supracitadas, planejamento de movimento pode ser
aplicado em áreas como a bioquímica, na simulação do dobramento de proteínas (“protein

folding” ) (PARSONS; CANNY, 1994; BERGER; WALDISPÜHL, 2011; THOMAS; SONG;
AMATO, 2005; SONG; AMATO, 2004; SONG; AMATO, 2001), que por sua vez auxiliam no
entendimento de doenças como a Doença de Alzheimer, a Doença de Parkinson, Diabetes Tipo

II, bem como outras doenças amilóides (KELLY, 1998).

A tarefa de planejamento de movimento é particularmente interessante para veículos
aéreos não-tripulados (ou, do inglês, Unmanned Aerial Vehicles - UAV) , na qual uma colisão
costuma ser muito mais danosa do que para um robô terrestre (GOERZEN; KONG; METTLER,
2010). Ainda, tais métodos podem ser utilizados em veículos aquáticos de superfície não-
tripulados (ou, do inglês, Unmanned Surface Vehicles - USV), ou mesmo em veículos submarinos
não-tripulados (ou, do inglês, Unmanned Underwater Vehicles - UUV).

Dentre as aplicações de robôs aéreos, pode-se ressaltar:

∙ cidades inteligentes “Designing uav surveillance frameworks for smart city and extensive

ocean with differential perspectives” (KIM; MOKDAD; BEN-OTHMAN, 2018)

∙ agricultura de precisão “Alocação de tarefas para a coordenação de robôs heterogêneos

aplicados a agricultura de precisão” (FRACCAROLI, 2018)
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∙ registro fotográfico aéreo “UAV photogrammetry for mapping and 3d modeling–current

status and future perspectives” (REMONDINO et al., 2011)

∙ serviços de entregas “Unmanned aerial vehicle delivery system” (KIMCHI et al., 2017)

∙ monitoramento ambiental “Development of unmanned aerial vehicle (UAV) for wildlife

surveillance” (LEE, 2004)

Objetivos

Este trabalho abordou o estudo e aprimoramento de técnicas de planejamento de movi-
mento baseadas em campos potenciais para robôs em ambientes tridimensionais, tendo como
objetivo principal a extensão tridimensional do modelo de Campo Potencial Orientado, contem-
plando a formalização matemática e prova de estabilidade do mesmo, e como objetivo secundário
a criação de biblioteca de planejamento de movimento, com os métodos estudados neste trabalho,
implementada em C++, licenciada como GPL.

Organização do Texto

Este texto está organizado como a seguir:

∙ No Capítulo 1 é apresentado a formalização da tarefa de planejamento de movimento, em
específico da tarefa mais simplificada, que é a de planejamento de caminhos

∙ No Capítulo 2 parte da revisão bibliográfica é feita, apresentando técnicas de planejamento
de movimento probabilísticas.

∙ No Capítulo 3 outra parte da revisão bibliográfica é feita, sendo apresentadas as técnicas
de planejamento de movimento baseadas na teoria de campo potencial.

∙ No Capítulo 4, é apresentado a extensão tridimensional do método de Campo Potencial
Orientado, bem como garantias matemáticas de sua convergência e estabilidade

∙ No Capítulo 5 é apresentada a biblioteca de planejamento de movimento desenvolvida
neste trabalho, bem como feitas considerações acerca de sua implementação paralela.

∙ No Capítulo 6 são apresentados os resultados computacionais da execuções dos algoritmos
implementados.
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∙ No Capítulo 7 são feitas as considerações finais do trabalho, bem como apresentados
possíveis trabalhos futuros.

∙ Nos Apêndices A e B, são apresentadas parte da literatura que auxiliam na compreensão
deste trabalho.
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CAPÍTULO

1
PLANEJAMENTO DE MOVIMENTO

Neste capítulo, serão apresentados conceitos fundamentais para o entendimento e for-
malização matemática da tarefa de planejamento de movimento, bem como a descrição de um
tarefa básica, planejamento de caminhos para corpos rígidos, em que tarefas mais complexas
são superconjuntos desta, isto é, englobam a tarefa de planejamento de caminhos.

O conceito de espaço de configuração, a ser formalizado na Seção 1.1, é muito impor-
tante para a tarefa de planejamento de movimento, pois a partir dele é possível converter um
problema geométrico complexo dentro de RN , com N = 2,3, em um problema mais simples,
porém dentro de um espaço de maior dimensão. Também será apresentado o conceito de cami-
nho e caminho livre de obstáculos na Seção 1.2, utilizando como base o conceito de espaço de
configuração.

Segundo Spong, Hutchinson e Vidyasagar (2005), a tarefa de planejamento de movimento
é descrita como uma tarefa aparentemente simples, porém se revela como uma das mais difíceis da
computação, argumentando que entre os algoritmos de planejamento de movimento completos1

mais conhecidos, a complexidade computacional cresce exponencialmente com o número de
graus de liberdade de um robô e que, por tal motivo, para robôs com mais do que poucos
graus de liberdade, algoritmos completos não são usados na prática, devido ao limite do poder
computacional disponível para o agente.

Na Figura 1, um robô com 3 graus de liberdade, isto é, um espaço de configuração de
dimensão 3, (x,y,θ), utilizado no futebol de robôs tem sua modelagem matemática discutida no
trabalho de Cerqueira et al. (2006).

Em Cherubini et al. (2009), o robô NAO é modelado como tendo 21 graus de liberdade,
como pode ser observado na Figura 2. São dois graus de liberdade na cabeça, quatro em cada
braço, uma na pélvis e cinco em cada perna.

1 Um algoritmos é dito ser completo se ele encontra uma solução caso ela exista, ou retorna algum tipo
de erro em um tempo finito quando ela não existir
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Figura 1 – Robô com espaço de configuração com 3 dimensões

Fonte: Cerqueira et al. (2006).

A tarefa de planejamento de movimento pode ser dividida em duas tarefas distintas:

Planejamento de Caminhos Consiste em realizar o planejamento de movimento apenas consi-
derando a geometria, tanto do agente a ser controlado quanto do ambiente e outros agentes
inseridos dentro do mesmo.

Planejamento de Trajetórias Além de considerar a geometria, considera aspectos dinâmicos,
como velocidade e aceleração no planejamento de movimento.

Conforme Latombe (1991), a tarefa de planejamento de movimento mais básica, isto é,
planejamento de caminhos para corpos rígidos, resulta das seguintes especificações:

∙ Seja A um objeto rígido simples (o agente a ser controlado) se movimentando em um
espaço euclidiano W , chamado Espaço de atuação (ou Workspace), que representa RN ,
com N = 2 ou 3.

∙ Sejam B1, . . . ,Bz ⊆W objetos rígidos e estáticos, isto é obtáculos distribuídos por W .

∙ Assuma que geometria de A ,Bi e localização de Bi, com i ∈ {1, . . . ,z}, são conhecidas
com grande precisão dentro de W . Assuma ainda que não há restrições cinemáticas que
limitem o movimento de A .

∙ Então o problema consiste em, dada uma posição e orientação inicial e uma posição e
orientação meta de A em W , gerar um caminho γ especificando uma sequência continua
de posições e orientações de A , além disso deve ser evitado contato com os obstáculos



1.1. Espaço de Configuração 27

Figura 2 – Robô com espaço de configuração com 21 dimensões

Fonte: Cherubini et al. (2009).

Bi, partindo da posição e orientação inicial e chegando a posição e orientação meta, ou
reportar erro, se não existir caminho que satisfaça tais restrições.

1.1 Espaço de Configuração

O conceito de espaço de configuração é muito importante para o planejamento de
movimento. Através dele, a tarefa de encontrar um caminho para um agente bidimensional ou
tridimensional inserido em um espaço bidimensional ou tridimensional é convertida na tarefa de
achar um caminho para um agente pontual em um espaço de dimensão mais alta.

Nesta seção, será construído o espaço de configuração da tarefa de planejamento de
caminhos para corpos rígidos, apresentado anteriormente. Em geral, quando mais complexa
é a tarefa de planejamento de movimento, mais complexa se torna a descrição do espaço de
configuração. Por exemplo, o planejamento de movimento para humanóides costuma ter um
espaço de configuração com dezenas de dimensões (como na Figura 2).

Considerando ainda o problema básico, e adotando a notação apresentada anteriormente,
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seja um robô A , descrito como um subconjunto compacto de W . Ainda, sejam FA e FW

sistemas de coordenadas em A e W respectivamente. FA é um sistema de coordenadas móvel
(pois o robô se movimenta), enquanto FW está fixo. Por definição, dado que A é rígido, todos
os pontos a ∈A tem uma posição fixa em relação a FA . Porém, as posições dos pontos a em
relação a FW dependem da posição e orientação de FA em relação a FW . E, dado que todos
os Bi são rígidos e fixos em W , todos os pontos b ∈Bi tem posição fixa em relação a FW .

Figura 3 – Sistemas de coordenadas universal e de referência

Fonte: Latombe (1991).

Na Figura 3 a relação entre os sistemas de coordenadas universal e de referência podem
ser visualizados, bem como a construção intuitiva de região de obstáculo B.

A configuração de um objeto qualquer é a especificação da posição de todos os pontos
deste objeto em relação a um sistema de coordenadas fixo. Desta forma, a configuração q de A

é a especificação da posição T e orientação Θ, isto é, da postura de FA em relação a FW . O
espaço de configuração de A é o espaço C de todas as configurações de A . O subconjunto de
W ocupado por A em uma configuração q é denotado por A (q). Da mesma forma, um ponto a

em A na configuração q é denotado por a(q) em W .

Descrever o espaço C através de uma lista de parâmetros propicia o uso de algoritmos
para lidar com a tarefa de planejamento de movimento em que o robô se torna apenas um ponto
q (pois com A (q) é possível encontrar a postura, isto é, posição e orientação, do robô no espaço
de atuação W ).

Uma das possíveis abordagens para descrever o espaço C é utilizar a posição T , que
pode ser descrita por um array de N coordenadas da origem de FA em FW , e a orientação Θ,
que pode ser descrita como uma matriz N×N, na qual as colunas são componentes, em FW ,
dos vetores unitários, ou base, de FA .

Então, q = (T ,Θ) é representado de forma única por uma lista de N(N +1) parâmetros.
Entretanto, esta representação é redundante, pois a matriz que descreve Θ deve ter colunas
ortonormais e determinante igual a 1 (LATOMBE, 1991). Com isto, é possível observar que
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C ⊆ RN(N+1), isto é, C é um subconjunto próprio de RN(N+1) e, portanto a dimensão de C é
menor que a dimensão de RN(N+1).

Outra possível abordagem é descrever o espaço C com uma lista de parâmetros mínima,
isto é, um ângulo θ , se N = 2 (por exemplo, o ângulo entre os eixos x de FA e FW ), e três
ângulos φ , θ e ψ , se N = 3 (por exemplo, os ângulos eulerianos (LATOMBE, 1991; LAVALLE,
2006)). Contudo, tal abordagem minimalista não é injetiva, isto é, a mesma configuração pode
ser descrita por diferentes valores dos ângulos. Por exemplo, no caso bidimensional, dois ângulos
θ1 e θ2 que difiram em 2π representam o mesmo Θ. Uma das formas de solucionar isso é
restringir os valores do ângulo θ ao intervalo [0,2π) com aritmética módulo 2π , e levar em
consideração que há continuidade e não uma ruptura em 2π , isto é, a distância entre os ângulos
π

4 e 7π

4 é π

2 e não 3π

2 , conforme a Figura 4. Conforme Latombe (1991), o caso tridimensional é
substancialmente mais complexo de ser solucionado.

Figura 4 – Distância entre ângulos

(a) Distância considerando des-
continuidade do intervalo

(b) Distância considerando a
continuidade de S1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Descrever uma configuração q como uma lista de m parâmetros independentes, com
m = 3 (se N = 2) e m = 6 (se N = 3), corresponde a representar C como Rm. Entretanto, C é
como Rm apenas localmente. O número m pode ser visto como a dimensão de C , neste caso.

Conforme Latombe (1991), LaValle (2006), os obstáculos Bi podem ser mapeados em
C como a região descrita na Equação 1.1, e desta forma podem ser chamados de C -obstáculos.

C Bi = {q ∈ C |A (q)∩Bi ̸= /0} (1.1)

A união de todos os C -obstáculos, como na Equação 1.2, é chamada de região de
C -obstáculos. ⋃

C Bi (1.2)

Ainda, o espaço C subtraído da sua região de C -obstáculos é chamado de espaço livre,
ou Clivre, e é definido como na Equação 1.3. Qualquer configuração q dentro de Clivre é chamada
de configuração livre de colisão.

Clivre = C ∖
⋃

C Bi =
{

q ∈ C |A (q)∩
(⋃

C Bi

)
= /0
}

(1.3)
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O conjunto Clivre é o fecho do conjunto Clivre, isto é Clivre = Clivre∪∂Clivre, com ∂Clivre

sendo a fronteira de Clivre, é também chamado de espaço semi-livre de colisões.

1.2 Caminho
Para formalizar o conceito de caminho, é fundamental ter estabelecido o conceito de

continuidade do espaço C , que por sua vez, depende de existir uma topologia em C . Uma das
maneiras de fazer isso (a que será usada neste trabalho) é especificar uma função distância
d : C ×C →R, como na Equação 1.4, e induzir uma topologia através desta métrica. A distância
d da Equação 1.4 foi adotada desta forma para coincidir com uma noção intuitiva do mundo real,
na qual conforme duas configurações q e q′ se aproximam e sua distância se aproxima de 0, as
regiões A (q) e A (q′) se aproximam até coincidirem.

d(q,q′) = max
a∈A
||a(q)−a(q′)|| (1.4)

onde ||x− x′|| denota a distância Euclidiana entre dois pontos x e x′ em RN .

Desta forma, podemos estabelecer que um caminho de A a partir de uma configuração
qinicial até uma configuração q f inal é uma aplicação contínua γ : [0,1]→ C , sujeita a γ(0) =
qinicial e γ(1) = q f inal . As configurações qinicial e q f inal são chamadas de configuração inicial e
configuração meta (ou configuração alvo), respectivamente.

A continuidade de γ implica que para todo s,s0 ∈ [0,1], com s0 fixo,

lim
s→s0

max
a∈A
||a(γ(s))−a(γ(s0))||= 0

Um caminho livre de colisões a partir de qinicial até q f inal é uma aplicação contínua
γ : [0,1]→ Clivre, sujeita a γ(0) = qinicial e γ(1) = q f inal

Em algumas técnicas de planejamento de movimento é admitido o contato (mas não
a colisão) do agente a ser controlado com o obstáculo, gerando um caminho semi-livre de
colisões. Um caminho semi-livre de colisões a partir de qinicial até q f inal é uma aplicação
contínua γ : [0,1]→ Clivre, sujeita a γ(0) = qinicial e γ(1) = q f inal .

1.2.1 Extensão do problema básico: Obstáculos móveis

Nesta sub-seção serão apresentadas as principais modificações na modelagem da tarefa
de planejamento de movimento ao se considerar que obstáculos (que podem ser outros robôs, mas
que não são controláveis) podem se deslocar no ambiente enquanto o agente sendo controlado se
direciona a sua meta.

Ainda considerando um agente A , um objeto rígido se movimentando em um ambiente
de atuação W = RN , com N = 2 ou 3. W contém obstáculos Bi, com i = 1, . . . ,z, os quais
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podem estar em movimento, ou não. Bi(t) denota que região de W é ocupada pelo objeto Bi

no tempo t (com t ≥ 0) e, ainda, é assumido o conhecimento a priori das geometria (invariante
no tempo) e da localização (variante no tempo) das regiões Bi(t). Com isto, é suposto que o
movimento dos obstáculos Bi não é afetado pelo movimento do agente A .

Seja C o espaço de configuração de A como construído na Seção 1.1. A cada instante t,
o obstáculo Bi(t) é mapeado em C como o C -obstáculo dado pela Equação 1.5.

C Bi(t) = {q ∈ C |A (q)∩Bi(t) ̸= /0} (1.5)

Então, a tarefa de planejamento de movimento consiste em obter um caminho livre de
colisões para A a partir de uma configuração inicial qinicial em um tempo inicial tinicial , até uma
configuração meta q f inal em um tempo final t f inal ≥ tinicial . Para simplificar a notação a seguir,
pode ser assumido sem perda de generalidade que tinicial = 0 e t f inal = T ≥ 0. Diferente do pro-
blema básico e as variações apresentadas anteriormente, é necessário especificar a configuração
de A em cada instante de tempo no intervalo [0,T ]. Formalmente, esta tarefa pode ser vista
como encontrar uma aplicação contínua q(t) conforme a Equação 1.6, restrita a q(0) = qinicial e
q(T ) = q f inal .

q(t) : [0,T ]→ C ∖
⋃

C Bi(t) (1.6)

A aplicação q(t) como na Equação 1.6 é chamada de trajetória de A . Posto desta forma,
a tarefa de planejamento de movimento também é conhecida por planejamento de trajetória.

Como a localização dos C -obstáculos pode variar com t, eles não podem ser represen-
tados em C de forma que o planejamento de movimento de A em W possa ser transformado
na tarefa de planejamento de movimento de uma partícula em C . Entretanto, isto pode ser
solucionado ao se adicionar uma dimensão temporal a C . Desta forma, é obtido um novo espaço
de configuração, C T = C × [0,+∞), que é chamado de espaço de configuração temporal de
A . O espaço C T é uma variedade suave (MANFREDO, 1976) de dimensão m+1, onde m é
a dimensão de C (HATCHER, 2002). Uma aplicação continua ξ : [0,1]→ C T é chamado de
C T -caminho.

Então, o agente A é mapeado no espaço C T como uma configuração temporal (q, t).
Isto significa que no instante t, o agente A está na configuração q em C . A cada instante t, as
seções transversais de C T , isto é, o estado do espaço C no tempo t, há os C -obstáculos C Bi(t).
Então, cada obstáculo Bi é mapeado em C T em uma região C T Bi, chamada C T -obstáculo,
definida como na Equação 1.7

C T Bi = {(q, t)|A (q)∩Bi(t) ̸= /0} (1.7)
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Então, o espaço livre em C T é definido como na Equação 1.8

C T livre = C T ∖
⋃

C T Bi (1.8)

O fecho de C T livre, C T livre, é chamado de C T -espaço semi-livre de colisões.

Uma aplicação contínua ξ : [0,1]→ C T livre (respectivamente C T livre) é chamado de
C T -caminho livre de colisões (respectivamente C T -caminho semi-livre de colisões ). Desta
forma, a tarefa de planejamento de movimento com obstáculos móveis pode ser vista como
a construção de um C T -caminho (livre ou semi-livre) entre duas configurações temporais
(qinicial,0) e (q f inal,T ).

Ainda, pode ser vista como encontrar um caminho entre objetos estáticos, isto é, os
C T Bi. Entretanto, vale ressaltar que há diferenças importantes em relação ao problema básico
de planejamento de movimento, pois nenhum objeto pode se mover no tempo para trás, um C T -
caminho ξ deve ser estritamente monotônico crescente em relação ao tempo, isto é, ∀n,m∈ [0,1],
seja ξ (s) = (q(t(s)), t(s)), então se n < m implica que t(n)< t(m).

Entretanto, apenas restringir que o C T -caminho seja estritamente monotônico crescente
pode não ser suficiente, pois não há um limite para a velocidade e aceleração de A .

Em muitas situações reais (ou mesmo simuladas), nem sempre é verdade que o movi-
mento dos obstáculos Bi não possa ser afetado pelo movimento do agente A . Uma das formas
de mitigar tal efeito, apresentada em Latombe (1991), é lidar com a incerteza nos sensores a
partir dos quais o agente A obtém informação de W , já que em algumas tarefas, o efeito do
movimento de A sobre o movimento de Bi é impercetível devido ao ruído proveniente dos
sensores. Encontrar um C T -caminho com restrições a velocidade e aceleração torna o problema
de planejamento de trajetórias extremamente mais complexo. Estas classes de tarefas não serão
tratadas neste trabalho.

1.3 Considerações Finais
Neste capítulo foram apresentadas as definições e formalizações matemáticas necessárias

para a compreensão dos métodos apresentados nos Capítulos 2 e 3.

Tal formalização matemática é importante para que se possa garantir as condições da
prova de estabilidade e convergência do modelo proposto neste trabalho, no Capítulo 4.
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CAPÍTULO

2
TRABALHOS CORRELATOS

A área de robótica como um todo tem se apresentado como uma área de pesquisa capaz
de revolucionar outras áreas do saber humano. Por exemplo, no trabalho de Fraccaroli (2018),
que apresenta a análise e modelo de um sistema de alocação de tarefas para multiplos robôs com
aplicação na agricultura. Tal sistema permite que diferentes robôs, com distintas capacidades,
sensores, atuadores e etc, cooperem na realização da tarefa de agricultura de precisão, que resulta
em menor impacto ao meio ambiente, menores custos ao produtor e maior produtividade.

2.1 Probabilistic Road Maps
Sugerido no trabalho de Kavraki et al. (1996), o método de planejamento de caminhos

para espaços de configuração de alta dimensão estáticos chamado de Probabilistic Roadmaps

(PRM), ou em tradução livre, Mapas Rodovários Probabilísticos continua sendo um método
bastante utilizado (LEHNER; ALBU-SCHÄFFER, 2018; EKENNA et al., 2015; BEKRIS et al.,
2015).

A versão mais básica do método, apresentada por Kavraki et al. (1996), consiste de duas
fases:

Aprendizado Um grafo no qual os nós correspondem a configurações livres de colisão no espaço
de configuração e as arestas correspondem a caminhos possíveis entre essas configurações
é criado. Esses caminhos são gerados utilizando um planejador de caminhos local rápido.
O grafo resultante é do tipo floresta, isto é, não tem ciclos e é uma coleção de árvores.

Planejamento Dadas as posturas inicial e meta, estas são conectadas ao grafo através de
planejador de caminhos local, que pode ser o mesmo da fase anterior, e, em seguida, é
verificado dentro do grafo um caminho conectando estes dois nós. Caso não seja possível
conectar os nós correspondentes a postura inicial e meta, informar que não foi possível
encontrar um caminho.
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A fase de Aprendizado é melhor detalhada no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 – Procedimento para criação de PRMs
1: procedimento FASE DE APRENDIZADO

2: Nprm← 0 . Nprm conjunto de nós
3: Aprm← 0 . Aprm conjunto de arestas
4: laço
5: q← RANDOM_CONFIG(C f ree) . Uma configuração aleatória em C f ree
6: N q

prm←Nprm∪{q}
7: para todo n ∈N q

prm, em ordem crescente por Dprm(q,n) faça . Dprm(q,n) é uma
função de distância no espaço C f ree

8: se ¬CONNECT ED_COMPONENT (q,n) então .
CONNECT ED_COMPONENT (q,n) indica se as configurações q e n já estão conectadas
no grafo

9: se MOT ION_PLAN(q,n) então . MOT ION_PLAN(q,n)
planejador local que indica se é possível conectar q e n, isto é, há um caminho entre as duas
configurações

10: Aprm←Aprm∪{(q,n)}
11: fim se
12: fim se
13: fim para
14: fim laço
15: fim procedimento
Fonte: Adaptada de Kavraki et al. (1996).

Ainda no trabalho de Kavraki et al. (1996), a descrição do PRM não especifica alguns
detalhes como, por exemplo, que planejador local utilizar, mas que deveria possuir as caracterís-
ticas de ser determinístico e rápido. Porém, no trabalho de Geraerts e Overmars (2002) diversas
possíveis implementações do PRM são apresentadas e testadas em benchmarks.

Figura 5 – Fase de planejamento de um PRM

Fonte: Burchan Bayazit, e Amato (2002).

Conforme a Figura 5, é possível ver como a fase de planejamento, após a fase de
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aprendizado, do PRM é executada. A postura inicial (start) e a postura final (goal) são conectadas
ao grafo roadmap e o robô deverá procurar um caminho apenas entre esses pontos.

2.2 Rapidly-exploring Random Tree

Proposto no trabalho de LaValle (1998), Rapidly-exploring Random Tree, ou simples-
mente RRT, é um planejador de movimento que contém uma estrutuda de dados de crescimento
randomizado, que permite buscas rápidas em espaços de alta dimensionalidade.

Na construção da árvore no espaço de configuração C de um determinado agente, é
possível explicitar restrições algébricas (provenientes de obstáculos), evitando o crescimento
dentro do subespaço C -obstáculos, fazendo com que toda a árvore esteja contida em Clivre.

Algoritmo 2 – Procedimento para criação de RRTs
1: procedimento BUILD_RRT(qinit)
2: T.init(qinit)
3: k← 1
4: enquanto k <= K faça
5: qrand ← RANDOM_CONFIG() . RANDOM_CONFIG() gera uma configuração

aleatória no Espaço Clivre
6: EXT END_RRT (T,qrand) . O procedimento auxiliar EXT END_RRT é detalhado

no Algoritmo 3 e visualizado na Figura 6
7: k← k+1
8: fim enquanto
9: retorna T

10: fim procedimento
Fonte: Adaptada de Kuffner J.J. e LaValle (2000).

Figura 6 – O procedimento auxiliar EXT END_RRT - Algoritmo 3

Fonte: Kuffner J.J. e LaValle (2000).

O procedimento do Algoritmo 3 é ilustrado na Figura 6, que mostra a expansão da árvore
na direção de q, através do nó mais próximo qnear, com uma distancia fixa ε . A postura q é
gerada aleatoriamente no Algoritmo 2.
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Algoritmo 3 – Procedimento auxiliar para criação de RRTs: EXT END_RRT
1: procedimento EXT END_RRT (T,q)
2: qproximo← NEAREST _NEIGHBOR(T,q) . NEAREST _NEIGHBOR(T,q) É uma

função construída para devolver o nó da árvore T mais próximo de q
3: se NEW_CONFIG(q,qnear,qnew) então . o procedimento NEW_CONFIG faz um

movimento em direção a q com uma determinada e fixada distância ε e verifica por colisões
4: T.add_vertex(qnew) . Adiciona o vértice qnew na árvore T
5: T.add_edge(qnear,qnew) . Adiciona a aresta qnear,qnew) na árvore T
6: se qnew = q então
7: retorna Reached . Retorna informando que o vértice q (gerado aleatoriamente

no Algoritmo 2 na Linha 5 ) foi alcançado
8: senão
9: retorna Advanced . Retorna informando que um vértice qnew, ε em direção a q,

foi adicionado
10: fim se
11: fim se
12: retorna Trapped . Retorna informando que não foi possível avançar em direção a q a

partir de qnear
13: fim procedimento
Fonte: Adaptada de Kuffner J.J. e LaValle (2000).

Conforme Kuffner J.J. e LaValle (2000), a ideia central do método RRT (Algoritmo 2), é
explorar o espaço C com viés para as regiões não visitadas do espaço. Com isto, RRTs fazem
uma cobertura uniforme do espaço C .

No trabalho de Kuwata et al. (2008), RRTs são utilizadas para planejamento de movi-
mento de um carro dentro de ambiente urbano, considerando restrições cinemático-dinâmicas,
bem como restrições de legislação de trânsito no planejamento. Tal resultado demonstra a flexibi-
lidade do método em incorporar conceitos de alto nível, como legislação de trânsito, e conceitos
de baixo nível, como restrições cinemático-dinâmicas do agente a ser controlado.

No trabalho de Moon e Chung (2015) é apresentado uma modificação do RRT para
controle de robôs de acionamento diferencial (com duas rodas) que comporta replanejamento
dinâmico, através de um modelo com duas árvores simultâneas, uma para planejamento de
caminhos e outra para de trajetórias.

2.3 Considerações Finais

Neste Capítulo foram apresentadas duas das técnicas de planejamento de movimento mais
utilizadas nas tarefas de planejamento de movimento em ambientes tridimensionais (GOERZEN;
KONG; METTLER, 2010), a PRM e a RRT.

Ressalta-se que tais técnicas são de natureza probabilística, entretanto ambas possuem
uma etapa que dependem de um planejador de movimento local rápido e determinístico (KA-
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VRAKI et al., 1996; LAVALLE, 1998), a saber, MOT ION_PLAN(q,n) no Algoritmo 1 e
NEW_CONFIG(q,qnear,qnew) no Algoritmo 3. Estes dois passos, descritos como pseudo-código
de alto nível nos respectivos Algoritmos, podem ser resolvidos por, por exemplo, os métodos de
campos potenciais, objeto de estudo deste presente trabalho.
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CAPÍTULO

3
MÉTODOS DE PLANEJAMENTO DE

MOVIMENTO BASEADOS EM CAMPO
POTENCIAL

Neste Capítulo, serão apresentados métodos de planejamento de movimento que solucio-
nam a tarefa básica apresentada no Capítulo 1.

Preliminarmente, serão apresentados os métodos de Campo Potencial de Khatib (CPK)
(KHATIB, 1980), Campo Potencial Harmônico (CPH) (CONNOLLY; BURNS; WEISS, 1990;
MOTONAKA et al., 2016; TON; KAN; MEHTA, 2018), Campo Potencial Orientado (CPO)
(PRESTES, 2003) e Campo Potencial Localmente Orientado (CPLO) (FARIA, 2006), inspirações
diretas para o desenvolvimento deste trabalho.

Os métodos CPH e CPO dependem de soluções numéricas de equações diferenciais
parciais elípticas (EDPs elípticas) e, um resumo da base matemática necessária (para compreender
algumas das formalizações que serão apresentadas) pode ser vista em Silva (2011).

3.1 Campo Potencial de Khatib

O Campo Potencial de Khatib, ou simplesmente Campo Potencial (quando não houver
confusão quanto ao nome da família de técnicas), é a técnica de planejamento de movimento
baseada em campo potencial mais antiga, sendo primeiramente descrita em Khatib (1980).

Neste método, obstáculos exercem forças repulsivas e, a meta aplica uma força atrativa
sobre o robô, então, calcula-se a força resultante sobre o robô. No caso bidimensional, a força
resultante pode ser decomposta e transformada em uma componente angular e componente linear
do movimento do robô, e ser repassada para algum sistema de controle dentro do robô.

No trabalho de Faria (2006), essas forças são calculas da seguinte forma:
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3.1.1 Força de Repulsão

Na Figura 7 mostra-se que a força de repulsão decai ao se afastar de um obstáculo, pois
a força de repulsão (

−→
Fr ) é definida como um vetor cujo módulo é inversamente proporcional ao

quadrado da distância (d) entre o robô (R) e objeto observado (O) (Figura 8).

Figura 7 – Força repulsiva na vizinhança de um obstáculo

Fonte: Faria (2006).

Figura 8 – Força repulsiva do objeto O sobre um robô localizado em R

Fonte: Faria (2006).

O vetor
−→
Fr também pode ser representado por suas componentes: módulo e direção,

apresentados nas Equações 3.1 e 3.2.

|−→Fr |=
Q
d2 (3.1)

θ−→Fr
= arctan2(−∆y,−∆x) (3.2)

sendo que: Q representa um escalar constante de repulsão; arctan2 é uma função na qual
se considera os sinais de ∆x e ∆y para fornecer o ângulo correto cuja tangente seja (−∆y/−∆x); e
os sinais negativos de ∆x e ∆y fornecem uma direção oposta ao objeto detectado (O).
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Para calcular a força de repulsão para vários obstáculos, deve-se fazer o somatório dos
vetores das forças de repulsão geradas, como mostrado na Equação 3.3.

−→
FR = ∑

i

(−→
Fr

)
i

(3.3)

onde
(−→

Fr

)
i

é a força de repulsão agindo sobre o robô devido ao objeto i.

3.1.2 Força de Atração

Nas Figuras 9 mostra-se o campo potencial de atração, no qual, conforme Figura 10
deve-se considerar |−→Fa| constante para que o agente seja atraído pela meta mesmo estando
distante da mesma(Equações 3.4 e 3.5).

Figura 9 – Força atrativa constante

Fonte: Faria (2006).

Figura 10 – Força atrativa entre o robô R e a meta M

Fonte: Faria (2006).

|−→Fa|=C (3.4)

θ−→Fa
= arctan2(∆y,∆x) (3.5)
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no qual C representa um escalar constante de atração. É possível ser notado que ∆x e ∆y

diferem da Equação 3.2 por não estarem acompanhados do sinal negativo, resultando, então, na
direção do vetor força de atração ser na direção da meta.

Ressalta-se que em Faria (2006) não é citado a somatória de forças atrativas. Tal soma
resultaria em multiplos objetivos simultâneos, podendo levar a comportamentos não desejados.

3.1.3 Força Resultante

Ao realizar a soma dos vetores força de atração e força de repulsão obtém-se a força
resultante dada pela Equação 3.6.

−→
F =

−→
FR +

−→
Fa (3.6)

Para ilustrar a superposição dos campos de atração e repulsão, mostra-se na Figura 11 o
campo de atração gerado pela meta, na Figura 12 o campo de repulsão gerado por dois obstáculos
e na Figura 13 a soma dos campos de atração e de repulsão.

Figura 11 – Potencial atrativo da meta

Fonte: Faria (2006).

Tendo em vista que este é um método de baixo custo computacional (pois realiza apenas
arimética simples de vetores, com estes sendo calculados a partir de equações relativamente
simples), esta técnica foi muito utilizada em planejamento de movimento de robôs móveis
que necessitavam navegar por ambientes desconhecidos e/ou dinâmicos evitando colisões com
obstáculos (PRESTES, 2003).

Entretanto, tal técnica costuma levar a regiões de mínimo local (PRESTES, 2003). Essas
regiões são locais nos quais a resultante da soma das forças atuando sobre o robô é nula,
entretanto o robô ainda não chegou a sua meta, conforme Figuras 14 a 17. Na Figura 16 e na
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Figura 12 – Potencial repulsivo de dois obstáculos

Fonte: Faria (2006).

Figura 13 – Soma dos campos vetoriais das Figuras 11 e 12

Fonte: Faria (2006).
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Figura 17 o ambiente a ser navegado é o mesmo, porém, a constante de repulsão dos obstáculos
foi modificada e, embora não exista mais o mínimo local da Figura 16 na Figura 17, também não
há mais rota entre a parte superior do ambiente e a parte inferior.

Figura 14 – Mínimos locais gerados pela anulação das forças de atração e repulsão. (Ambiente 1)

Fonte: Faria (2006).

Figura 15 – Mínimos locais gerados pela anulação das forças de atração e repulsão. (Ambiente 2)

Fonte: Faria (2006).
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Figura 16 – Mínimos locais gerados pela anulação das forças de atração e repulsão. (Ambiente 3 - Situaçao
1)

Fonte: Faria (2006).

Figura 17 – Mínimos locais gerados pela anulação das forças de atração e repulsão. (Ambiente 3 - Situação
2)

Fonte: Faria (2006).
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3.2 Campo Potencial Harmônico

Para superar o problema de mínimos locais, em Connolly, Burns e Weiss (1990) um
novo método de campo potencial, baseado em funções harmônicas resultantes da solução da
Equação de Laplace (Equação 3.7, (GILBARG; TRUDINGER, 1983)) foi utilizado para o caso
bidimensional.

∇
2P =

∂ 2P(x,y)
∂x2 +

∂ 2P(x,y)
∂y2 = 0 para P : R2 ↦→ R (3.7)

Tal método, chamado de Campo Potencial Harmônico (CPH), é um método de planeja-
mento de movimento baseado na solução de uma equação diferencial parcial elíptica na qual se
estabelece um Problema de Valor de Contorno (PVC) com condição de Dirichlet (GILBARG;
TRUDINGER, 1983; SMITH, 1992; FIGUEIREDO, 2005; STRAUSS, 1992), com obstáculos
possuindo alto potencial (normalmente 1), e a meta possuindo baixo potencial (normalmente 0).
Conforme Connolly, Burns e Weiss (1990), devido a dificuldade em se encontrar uma solução
analítica para tal PVC, o espaço Clivre é discretizado numa malha de células quadradas de igual
tamanho e, aplicando o método das diferenças finitas (FRANCO, 2008). Uma aproximação via
solução numérica de equações diferenciais parciais é obtida e, de posse desta solução, o gradiente
descendente é seguido, pois tem a propriedade de levar até a meta, caso exista um caminho até
ela (FIGUEIREDO, 2005).

Então, conforme apresentado em Silva (2011), obtém-se a molécula computacional da
Equação 3.8. Para simplificar a notação, os índices dimensionais serão omitidos quando eles
corresponderem a i ou j , isto é, pi, j e pi, j+1 serão representados por p e p j+1, respectivamente.

pi, j =
p j+1 + p j−1 + pi+1 + pi−1

4
(3.8)

A partir da Equação 3.8, o método de relaxação de Gauss-Seidel e o Successive Over-
Relaxation (SOR) (FRANCO, 2008) podem ser aplicados, com isso resultado nas Equações 3.9
e 3.11. Maiores detalhes desses métodos são apresentados no Apêndice A.

pt+1
GS =

pt
i+1 + pt+1

i−1 + pt
j+1 + pt+1

j−1

4
(3.9)

pt+1
SOR = pt+1

GS +λsor(pt+1
GS − pt) (3.10)

= (1+λsor)pt+1
GS −λsor pt

Tomando ω = (1+λsor),
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pt+1
SOR = ω pt+1

GS − (ω−1)pt (3.11)

= ω pt+1
GS −ω pt + pt

=
ω

4
(pt

i+1 + pt+1
i−1 + pt

j+1 + pt+1
j−1−4pt)+ pt

com 0 < ω < 2.

No trabalho de Connolly e Grupen (1993), os experimentos realizados adotaram ω = 1.8
e em Press et al. (1992) uma equação para calcular o valor ótimo para ω foi proposta a partir do
conhecimento a priori do número de linhas e de colunas da grade discreta do ambiente.

3.3 Campo Potencial Orientado
As soluções da Equação de Laplace (Equação 3.7) não apresentam mínimos locais

(FIGUEIREDO, 2005), no entanto, este é apenas um caso particular de um conjunto maior
de funções que também apresentam esta característica. Em Prestes (2003), é apresentada uma
família de soluções de uma EDP elíptica (Equação 3.12), que também não apresenta mínimos
locais.

∇
2P+ ε ⟨∇P,v⟩= ∂ 2

∂x2 P(x,y)+
∂ 2

∂y2 P(x,y)+ ε

(
∂P(x,y)

∂x
vx +

∂P(x,y)
∂y

vy

)
= 0 (3.12)

com ε ∈ R, v ∈ R2 e ||v||= 1.

Pode-se observar que a Equação de Laplace (Equação 3.7) é um caso especial da Equação
3.12, quando ε = 0.

Devido a influência do vetor v na orientação do campo gradiente, esta abordagem
utilizando a Equação (3.12) foi denominada no trabalho de Prestes (2003) como Campos
Potenciais Orientados (CPO).

Em Silva, Romero e Caurin (2008) foi mostrado que a discretização utilizada por Prestes
(2003) (Equação 3.13), por consequência também no trabalho de Faria (2006), levava a um
limitante artificial (isto é, inexistente no modelo matemático, porém existente na solução numé-
rica) em ε , que induziam perturbações numéricas na relaxação, quando esta não deveria existir.
Tais perturbações levavam a um comportamento indesejado do algoritmo de planejamento de
movimento, que por vezes não era capaz de realizar a tarefa. Já em Silva (2011) foi demonstrado
que haveria ao menos uma forma alternativa de discretizar o CPO, que não resultaria em tal
limitante artificial, com isso chegando na molécula computacional da Equação 3.14.

pi, j =
1
4
[
(1+λvy)pi+1 +(1−λvy)pi−1 +(1+λvx)p j+1 +(1−λvx)p j−1

]
(3.13)
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onde λ = 0.5ε , com −2 < ε < 2, v = (vx,vy) ∈ R2 e ||v||= 1.

pi, j =
(1+hε|vx|) pi, j+sgn(vx)+(1+hε|vy|) pi+sgn(vy), j + pi, j−sgn(vx)+ pi−sgn(vy), j

4+hε (|vy|+ |vx|)
(3.14)

onde

sgn(x) =


+1, x≥ 0

−1, x < 0

com ε ∈ R, v = (vx,vy) ∈ R2 e ||v||= 1.

Tanto a partir da Equação 3.13 quanto da Equação 3.14, é possível aplicar os métodos de
relaxação de malhas citados na Seção 3.2.

3.4 Campo Potencial Localmente Orientado

A técnica de Campo Potencial Localmente Orientado1 (CPLO), foi proposta em Faria
(2006) e, consiste de uma modificação do CPO (que, por sua vez, é uma modificação do próprio
CPH).

A inspiração do CPLO é a capacidade de conduzir múltiplos agentes para a meta, através
de diferentes direções (vetores), em um mesmo grid. Desta forma, vários robôs poderiam seguir
diferentes trajetórias, usando diferentes vetores, que os conduzem até a meta. Tal feito é obtido
aplicando a Equação 3.12 somente em uma região (denominada área de influência) em torno
de cada robô. Normalmente, esta região é definida como um círculo de raio fixo com centro
na posição do robô (como no exemplo da Figura 18). E, para as outras regiões, é aplicada a
Equação 3.7.

O método CPLO pode ser matematicamete descrito como na Equação 3.15.

∇
2P(x,y)+ ε(x,y)⟨∇P(x,y),v(x,y)⟩= 0 (3.15)

onde

ε(x,y) =


εk com εk ∈ R, caso (x,y) esteja

na área de influência do robô k

0 caso contrário

1 Locally Oriented Potential Field (LOPF)
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e,

v(x,y) =


vk com vk ∈ R2, e ||vk||= 1, caso (x,y) esteja

na área de influência do robô k

−→
0 caso contrário

Figura 18 – Uma situação que pode ocorrer dentro do ambiente de futebol de robôs. As áreas cinzas
indicam as regiões de influência de cada robô

Fonte: Silva, Romero e Caurin (2008).

Pode ser visto pela Equação 3.15 que o CPLO mescla o CPO e o CPH, em uma mesma
malha.

3.5 Considerações Finais
Neste capitulo foram apresentados os métodos de Campo Potencial investigados nesta

tese. A discretização de cada método foi apresentada para o caso 2D, conforme consta na
literatura, para que nos próximos capítulos sejam estendidas para o caso 3D.

Cabe ressaltar que o CPK tem a sua complexidade atrelada a quantidade de obstáculos,
isto é, quanto menos obstáculos num ambiente, mais rápido o algoritmo irá funcionar. Já os
métodos CPH, CPO e CPLO tem a sua complexidade atrelada ao tamanho do espaço que será
representado no ambiente de atuação do robô, mas independe da quantidade de obstáculos
presente no mesmo.
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CAPÍTULO

4
MODELO PROPOSTO

Neste capítulo, na Seção 4.1, será apresentada a extensão tridimensional do Campo Poten-
cial Orientado criada neste trabalho, e na Seção 4.2 a prova de estabilidade do método numérico
Gauss-Seidel aplicado para solucioná-lo e como consequência a prova de sua convergência.

4.1 Campos Potencial Orientado Tridimensional

Apesar de o CPH, normalmente, ser utilizado em ambiente bidimensional, a Equação
de Laplace é uma equação proposta para qualquer espaço euclidiano n-dimensional, como na
Equação 4.1.

∇
2P(x1,x2, · · · ,xn) =

n

∑
k=0

∂ 2

∂xk
2 P(x1,x2, · · · ,xn) = 0 (4.1)

com P : Rn ↦→ R

A Equação 4.1 pode ser restrita a um espaço tridimensional, como na Equação 4.2.

∇
2P(x,y,z) =

∂ 2

∂x2 P(x,y,z)+
∂ 2

∂y2 P(x,y,z)+
∂ 2

∂ z2 P(x,y,z) = 0 (4.2)

com P : R3 ↦→ R.

A solução numérica da Equação 4.2 pode ser encontrada discretizando-a como na
Equação 4.3. Para simplificar a notação, os índices serão omitidos quando eles apenas forem i, j

ou k, isto é, pi, j,k e pi, j+1,k serão representados por p e p j+1, respectivamente.

p j+1−2p+ p j−1

∆x2 +
pi+1−2p+ pi−1

∆y2 +
pk+1−2p+ pk−1

∆z2 = 0 (4.3)
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Assumindo ∆x = ∆y = ∆z, isto é, espaçamento regular da malha de discretização, com
células cúbicas, a Equação 4.3 pode ser simplificada como na Equação 4.4.

p =
p j+1 + p j−1 + pi+1 + pi−1 + pk+1 + pk−1

6
(4.4)

De forma similiar, o CPO em um espaço euclidiano n-dimensional pode ser visto como
na Equação 4.5.

∇
2P(−→w )+ ε

〈
∇P(−→w ),−→v

〉
= 0 (4.5)

com P : Rn ↦→ R, ε ∈ R, −→v ,−→w ∈ Rn e ||−→v ||= 1.

A Equação 4.5 pode ser restrita a um espaço tridimensional como na Equação 4.6, e sua
forma expandida pode ser vista na Equação 4.7.

∇
2P(x,y,z)+ ε

〈
∇P(x,y,z),−→v

〉
= 0 (4.6)

∂ 2P(x,y,z)
∂x2 +

∂ 2P(x,y,z)
∂y2 +

∂ 2P(x,y,z)
∂ z2 +

ε

[
∂P(x,y,z)

∂x
vx +

∂P(x,y,z)
∂y

vy +
∂P(x,y,z)

∂ z
vz

]
= 0

(4.7)

com P : R3 ↦→ R, ε ∈ R, −→v = (vx,vy,vz) ∈ R3 e ||−→v ||= 1.

Com a utilização de diferenças upwind (SILVA, 2011), a Equação 4.8 pode ser obtida.

p =


(1+hε|vx|)p j+sgn(vx)+ p j−sgn(vx)+

(1+hε|vy|)pi+sgn(vy)+ pi−sgn(vy)+

(1+hε|vz|)pk+sgn(vz)+ pk−sgn(vz)


6+hε(|vx|+ |vy|+ |vz|)

(4.8)

com

sgn(x) =


+1, x≥ 0

−1, x < 0

(4.9)

Para efeito de simplificação, adota-se

∙ λx = hε|vx|
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∙ λy = hε|vy|

∙ λz = hε|vz|

Sem perda de generalização, adota-se ε ≥ 0, pois caso fossem adotados um determinado
εneg < 0 e um vetor vneg, bastaria escolher um vetor v =−vneg, em sentido contrário, e ε =−εneg,
com ε ≥ 0 nesse caso. Algebricamente, seriam formulações idênticas, porém, tal assunção facilita
a compreensão da prova de estabilidade e convergência, a ser apresentada na Seção 4.2.

Então, a Equação 4.8 pode ser vista como na Equação 4.10.

p =


(1+λx)p j+sgn(vx)+ p j−sgn(vx)+

(1+λy)pi+sgn(vy)+ pi−sgn(vy)+

(1+λz)pk+sgn(vz)+ pk−sgn(vz)


6+λx +λy +λz

(4.10)

4.2 Prova de convergência e estabilidade

Nesta seção serão avaliadas a estabilidade dos métodos de Jacobi-Richardson e Gauss-
Seidel (BURDEN; FAIRES; REYNOLDS, 1978; FRANCO, 2008; ORTEGA, 1972) aplicados
ao sistema linear resultante do método de campo potencial orientado tridimensional, discretizado
através de diferenças upwind. Definições e teoremas utilizados nesta prova foram reproduzidos
na íntegra no Apêndice B.

Suponha que P : Ω⊆ R3→ R seja como na Equação 4.7 e que Ω foi discretizado com a
propriedade de ser conectado por caminhos.

Para efeito demonstrativo, sem perda de generalização, será usado o exemplo da Figura 19
para ilustrar algumas passagens. Na Figura 19, Ω é um espaço tridimensional discretizado em
células de espaçamento idêntico h = 1, com 10 células em cada dimensão, o vetor diretor é
v = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) e ε = 1.

Na Figura 20, é apresentado o resultado do CPO3D para o exemplo da Figura 19, com o
caminho a partir da célula (3,4,8).

Deve ser notado que apenas um dos lados está marcado como obstáculo, na cor vermelha.
Tal escolha se deu por motivo de visualização pois, no exemplo, os seis lados serão obstáculos,
para evitar que o robô saia da área delimitada. Com isto, na versão atual da interface gráfica
desenvolvida, teria efeito de oclusão completa do espaço Ω. Em verde nota-se a meta e, nas
demais células, células livres, vetores indicando que caminho adotar a partir daquela célula.
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Figura 19 – Exemplo de situação aplicável ao CPO3D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para cada célula livre do exemplo da Figura 19 é aplicada a Equação 4.10 e, então,
obtém-se um conjunto de equações, uma para cada célula livre, tendo suas primeiras equações
apresentadas nas Equações 4.12 e 4.13, para as células (1,1,1) e (1,1,2).

p1,1,1 =

 (1+λx)p2,1,1 + p0,1,1+

(1+λy)p1,2,1 + p1,0,1+

(1+λz)p1,1,2 + p1,1,0


6+λx +λy +λz

(4.11)

A partir da Equação 4.11, é possível rearranjar as variáveis para o lado esquerdo da
equação, a fim de obter a Equação 4.12.

p1,1,1−
[(1+λx)p2,1,1 +(1+λy)p1,2,1 +(1+λz)p1,1,2]

6+λx +λy +λz
=

p0,1,1 + p1,0,1 + p1,1,0

6+λx +λy +λz
(4.12)
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Figura 20 – Caminho planejado a partir da situação da Figura 19

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por consequência, o mesmo pode ser feito para a célula (1,1,2), como na Equação 4.13.

p1,1,2−
[(1+λx)p2,1,2 +(1+λy)p1,2,2 +(1+λz)p1,1,3 + p1,1,1]

6+λx +λy +λz
=

p0,1,2 + p1,0,2

6+λx +λy +λz
(4.13)

Também deve ser observado que as células pi, j,k do lado direito da igualdade fazem
parte da condição de contorno, ou seja, seus valores são conhecidos, enquanto que no lado
esquerdo, as células pi, j,k são células livres, ou seja, variáveis. Assim, o valor das células pode
ser atualizado através dos métodos de Jacobi-Richardson ou Gauss-Seidel, ao se adotar uma
particular orientação das células. Para facilitar a notação, podemos considerar as variáveis como
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na Equação 4.14

x1 = p1,1,1 x2 = p1,1,2 . . . x8 = p1,1,8

x9 = p1,2,1 x10 = p1,2,2 . . . x16 = p1,2,8

x17 = p1,3,1 x18 = p1,3,2 . . . x24 = p1,3,8
...

x512 = p8,8,8

(4.14)

Como p0,1,1 não é uma variável, isto é, faz parte da condição de contorno, ao colocar
na forma padrão A · x = b as equações resultantes da aplicação da Equação 4.10 em todas as
células livres, utilizando a notação da Equação 4.14, obtém-se a Equação 4.15. Considerando
que existem n f ree células livres, a matriz A é uma matriz quadrada de n f ree×n f ree elementos,
bem como os vetores-coluna x e b possuem n f ree elementos.

Para facilitar a notação e visualização da matriz A, adota-se

∙ ξx =
(1+λx)

6+λx +λy +λz

∙ ξy =
(1+λy)

6+λx +λy +λz

∙ ξz =
(1+λz)

6+λx +λy +λz

∙ ξ1 =
1

6+λx +λy +λz


1 −ξz 0 . . . 0 −ξy 0 . . .

−ξ1 1 −ξz . . . 0 0 −ξy . . .

0 −ξ1 1 . . . 0 0 0 . . .
...

...




x1

x2

x3
...

 =


ξ1 (p0,1,1 + p1,0,1 + p1,1,0)

ξ1 (p0,1,2 + p1,0,2)

ξ1 (p0,1,3 + p1,0,3)
...


(4.15)

Uma importante propriedade da matriz A da Equação 4.15 é ser diagonalmente dominante
(Definição 2) e isto pode ser analisado através de dois casos:

∙ Se uma determinada célula pi, j,k = xq não tem vizinhança contida no contorno, isto quer
dizer que na linha q, o vetor bq = 0 e a soma dos elementos da linha q da matriz A é como
na Equação 4.16
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∑
n
r=0
r ̸=q
|aqr| = (3|ξ1|+ |ξx|+ |ξy|+ |ξz|)

=
3+ |(1+λx)|+ |(1+λy)|+ |(1+λz)|

|6+λx +λy +λz|

=
3+ |(1+hε|vx|)|+ |(1+hε|vy|)|+ |(1+hε|vz|)|

|6+hε|vx|+hε|vy|+hε|vz||

=
3+1+hε|vx|+1+hε|vy|+1+hε|vz|

6+hε|vx|+hε|vy|+hε|vz|

=
6+hε|vx|+hε|vy|+hε|vz|
6+hε|vx|+hε|vy|+hε|vz|

= 1

(4.16)

Isto é, ∑
n
r=0
r ̸=q
|aqr|= |aqq|= 1.

∙ Se uma determinada célula pi, j,k = xq tem ao menos um elemento de sua vizinhança
contida no contorno, isto quer dizer que na linha q, o vetor bq ̸= 0 e a soma dos elementos
da linha q da matriz A é estritamente menor do que |aqq|, como na Equação 4.17.

n

∑
r=0
r ̸=q

|aqr|< (3|ξ1|+ |ξx|+ |ξy|+ |ξz|) = 1 = |aqq| (4.17)

A matriz A também é irredutível, pois por definição a discretização de Ω preserva a
propriedade do domínio ser conexo por caminhos e, portanto, o grafo associado a matriz A é
fortemente conectado. Isto é, ser conexo por caminhos implica em ser fortemente conectado,
conforme Definição 1.

Ainda, como pode ser visto na Equação 4.17, células livres que possuem vizinhança no
contorno tornam a inequação da Definição 2 estrita, portanto, a matriz A é dita ser diagonalmente
dominante e irredutível e, por fim, pelo Teorema 2, conclui-se que ao aplicar o método das
diferenças finitas (FRANCO, 2008; SILVA; TOMAZELA; ROMERO, 2016) para discretizar
a Equação 4.7, o método de Gauss-Seidel (e por consequência o SOR) e o método de Jacobi-
Richardson convergirão se aplicados ao sistema linear da Equação 4.15.

4.3 Considerações Finais

Neste Capítulo foi apresentado uma discretização do método campo potencial orientado
para o caso 3D. A prova de convergência e estabilidade do método também foi apresentada.
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Considerando o caso especial de ε = 0, ou de v = 0, obtém-se o método de campos
potenciais harmônicos em 3 dimensões e, por consequência, como na prova de convergência
e estabilidade não há exigência alguma de que o valor de ε ou de v sejam não nulos, a mesma
também é válida para o CPH em 3 dimensões.

Além disso, a prova de convergência continua válida para outro método de campos
potenciais: o CPLO. Isso decorre do fato de o CPLO ser um método que mescla CPH em
algumas regiões do campo potencial e CPO em outras.

Por fim, cabe ressaltar que tal prova de convergência pode ser estendida para o caso
n-dimensional, considerando que as mesmas hipóteses foram satisfeitas:

∙ Ω ser conexo por caminhos, mesmo depois de discretizado

∙ A discretização do CPO ocorrer por diferenças finitas com esquema upwind

Então, mesmo para espaços de maior dimensionalidade o CPO continua sendo estável e
convergindo, ainda que isso possa vir a ter um custo computacional elevado.
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CAPÍTULO

5
BIBLIOTECA DE PLANEJAMENTO DE

MOVIMENTO

Uma das propostas iniciais do presente trabalho era a criação de um arcabouço de métodos
de planejamento de movimento baseados em campo potencial. Tal arcabouço se traduziria em
uma biblioteca modular de técnicas de planejamento de movimento que pudesse ser expandida
ao longo do tempo, com novas técnicas que viessem a surgir, bem como permitir fácil adaptação
dos métodos já existentes a casos reais.

Tal biblioteca encontra-se implementada em sua versão sequencial e parcialmente em sua
versão paralela e está disponível para download em <https://github.com/LAR-USP/MoPlaLib>
(SILVA, 2014), licenciado sob a licença de código livre GPL (Free Software Foundation, Inc.,
2007) e, provisoriamente, está sendo chamada de MOPLALIB, acrônimo de Motion Planing

Library.

A MOPLALIB foi desenvolvida em C++, com alguns trechos críticos implementados
diretamente em C, utilizando o framework Qt (The Qt Company Ltd., 2018). Tal framework foi
escolhido devido a sua abrangência de recursos que incluem, mas não se restringem a: threads,
opengl e interface gráfica (widgets), comunicação com bases de dados.

O diagrama da Figura 21 ilustra o estágio atual de desenvolvimento da mesma. Os
módulos de fundo branco são os módulos já consolidados em versões estáveis.

O módulo mpl_Core, no presente momento, se comunica apenas com o módulo GUI
mpl_GUI. Porém, uma módulo que faça interface com o ROS1 (QUIGLEY et al., 2009) não foi
descartado. Durante a execução deste projeto, o desenvolvimento de uma interface em modo
texto foi realizado apenas para fins de testes.

A utilidade do módulo mpl_Core se justifica ao servir de middleware, camada inter-
mediária de software, entre a biblioteca de funções e alguma aplicação do cliente que venha a

1 Meta sistema operacional para controle de robôs; do inglês Robot Operational System

https://github.com/LAR-USP/MoPlaLib
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Figura 21 – Diagrama da MOPLALIB

Fonte: Elaborada pelo autor.

utilizar tal, portanto a mesma encapsula todas as funções de mais baixo nível, como, por exemplo,
relaxamento de malhas para solução de equações diferenciais parciais elípticas, fornecendo
funções de mais alto nível

O módulo mpl_parallelOrientedPotentialField encontra-se em desenvolvimento. Di-
versas abordagens estão sendo experimentadas para se ter, dentro da MOPLALIB, uma versão
paralela dos algoritmos de relaxamento de malhas dos métodos de planejamento de movimento.
O módulo mpl_parallelHarmonicPotentialField decorre trivialmente do módulo mpl_paral-
lelOrientedPotentialField, assim que este estiver em sua versão estável.
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5.1 Módulos
Os demais módulos podem ser utilizadas diretamente, já que não estão acoplados ao

middleware do módulo mpl_Core. Isto é, caso exista algum motivo para um eventual utiliza-
dor da MOPLALIB decidir acessar diretamente os outros módulos, o mesmo não encontrará
dificuldades.

Cada um deles é brevemente descrito a seguir:

∙ mpl_utils
É o módulo em que se pode encontrar funcionalidades genéricas utilizadas em outros
módulos, mas que não fazem sentido serem reimplementadas em todas elas. Macros,
definições gerais que podem vir a mudar o comportamento do código (por exemplo, como
são geradas as mensagens de erro por alguma operação ilegal ou inválida) se encontram
neste módulo.

∙ mpl_position
Este módulo é responsável por abstrair o conceito de posição num ambiente tridimensional.
Internamente possui três variáveis para as coordenadas, bem como diversos métodos
que facilitam o desenvolvimento de outras classes que dependem dela, como cálculo de
distâncias entre duas posições.

∙ mpl_baseEnvironment
Este módulo é responsável por armazenar e gerenciar listas de posições de obstáculos e
metas, bem como da posição atual do robô a ser controlado. Optou-se por um módulo
específico para essa função pois a partir deste módulo, outros módulos que, por exemplo,
lidem com técnicas de planejamento de movimento diferentes das já implementadas,
podem ser desenvolvidos.

∙ mpl_gridEnvironment
Este módulo encapsula o módulo mpl_baseEnvironment, sendo também responsável por,
além de armazenar e gerenciar listas de posições como no módulo mpl_baseEnvironment,
representar as posições de obstáculos e metas, bem como a posição do robô atual, numa
grade de ocupação tridimensional de uma representação discretizada do ambiente. A
exemplo do módulo mpl_baseEnvironment, este módulo também permite que eventual
desenvolvedor o utilize para gerenciar grades de ocupação, bem como manter listas de
obstáculos e metas.

∙ mpl_potentialFieldEnvironment
Este módulo, por sua vez, encapsula o módulo mpl_gridEnvironment, sendo responsável
pelo gerenciamento de listas de obstáculos e metas, suas representações em uma grade
de ocupação, contudo também é responsável pelo armazenamento de uma grade de po-
tenciais numa representação discretizada do ambiente. A partir deste módulo, técnicas de
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planejamento de movimento que dependam de gerenciamento de listas de obstáculos e
metas, bem como de representação discreta do ambiente, podem vir a ser implementadas

∙ mpl_harmonicPotentialField
Este módulo implementa a técnica de Campo Potencial Harmônico em três dimensões,
utilizando o ferramental disponibilizado pelo módulo mpl_potentialFieldEnvironment.
Ressalta-se que é possível utilizar tal módulo para realizar planejamento de movimento
em duas dimensões, bastando apenas limitar uma das dimensões ao valor 1.

∙ mpl_orientedPotentialField
Assim como o módulo mpl_harmonicPotentialField, este módulo implementa a técnica
de Campo Potencial Orientado em três dimensões.

∙ mpl_GUI Módulo de interface gráfica desenvolvida em Qt. Principais componentes
gráficos podem ser vistos na Figura 22 e 23, como menu para inserção manual de objetos,
visualizador do campo potencial tridimensional (codificado em OpenGL) e log de execução
do sistema.

Figura 22 – Screenshot da mpl_GUI

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Paralelismo
Com o objetivo de aumentar o desempenho do CPO3D, diminuindo o tempo de proces-

samento, threads estão sendo usadas para solucionar o PVC da EDP do CPO3D.
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Figura 23 – Exemplo de Snapshots possíveis com a interface mpl_GUI

(a) Snapshot 1 (b) Snapshot 2 (c) Snapshot 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

O método SOR tradicional não especifica uma sequência específica de atualização de
células, apenas que elas devem serem atualizadas sincronicamente. Portanto, diversas estratégias
de paralelismo (ou concorrência) podem ser idealizadas. No trabalho de Adams e Ortega (1982),
são apresentadas diversas estratégias de coloração de células, de tal forma que cada conjunto de
células de uma determina cor é executado por um núcleo de processamento (também conhecido
por core).

O método Red-Black SOR é considerado uma das maneiras mais práticas de particionar
as células (ADAMS; ORTEGA, 1982; ADAMS; JORDAN, 1986; MITTAL, 2014) a serem
iteradas, particionando em células vermelhas (red) e pretas (black), de tal forma que nenhuma
célula vermelha possua vizinha vermelha, apenas pretas. Respectivamente, nenhuma célula preta
possui vizinha preta, apenas vermelhas. Isto pode ser observado na Figura 24

Figura 24 – Ambiente discretizado utilizando o conceito de células vermelhas e pretas alternantes

Fonte: Silva, Tomazela e Romero (2016).

A partir desta divisão, dois processos concorrentes, i.e. threads, são criados (red_-

thread e black_thread), que serão responsáveis pela relaxação das células vermelhas e pretas,
respectivamente. O sistema operacional (Ubuntu 18.04.1 LTS, kernel 4.15.0-39-generic) e o
framework Qt (Qt 5.11.2) que encapsula as threads do sistema operacional de forma transparente
ao desenvolvedor, não garante execução simultânea das threads.



64 Capítulo 5. Biblioteca de Planejamento de Movimento

Ainda, uma terceira thread, mainLauncher, foi criada para calcular o resíduo, isto é, a
convergência, entre o tempo t e t + 1, bem como coordenar a ação das threads red_thread e
black_thread . A relaxação pode ser finalizada tanto por um número fixo de iterações, quanto
por um limiar de resíduo, ou ambos simultaneamente.

Como pode ser visto anteriormente neste Capítulo, a biblioteca desenvolvida comporta
interface gráfica e núcleo de execução independente. Com isto, mais duas threads são utilizadas
no fluxo da solução paralela, sem afetar de forma significativa o desempenho numa máquina com
múltiplos cores, porém, trazendo grande vantagem para a organização e usabilidade da biblioteca
em si. Tal organização pode ser vista na Figura 25. A thread mainLauncher é responsável por
coordenar as threads red_thread e black_thread, e se comunicar com a thread core, que por sua
vez troca informações com a thread GUI (de Graphics User Interface).

Figura 25 – Esquema lógico das instâncias paralelas, frisando o mecanismo de comunicação entre elas

Fonte: Silva, Tomazela e Romero (2016).

5.3 Considerações Finais
Neste capítulo foi apresentada a biblioteca de planejamento de movimentos, MOPLALIB,

desenvolvida neste trabalho, bem como considerações acerca de sua implementação paralela.

Para facilitar a compreensão dos principais módulos da MOPLALIB, algumas classes fo-
ram omitidas neste Capítulo, como por exemplo a classe mainLauncher, portanto não aparecendo
no diagrama da Figura 21.

Três possibilidades de critério de convergência e parada estão implementados, tanto para
o CPH quanto para o CPO:

∙ Por quantidade de iteração Uma quantidade exata de iterações do relaxador do SOR ou
Gauss-Seidel é usada como critério de parada, independentemente da convergência do
mesmo
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∙ Por erro máximo A distância (norma L1) entre duas grades de potencial consecutivas é
calculada e verificada se é menor que um valor pré-estabelecido. Se for, o método encerra
a execução.

∙ Por erro máximo e quantidade de iteração Este critério considera os dois anteriores,
simultaneamente. O primeiro que for acionado, é considerado como critério de parada.
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CAPÍTULO

6
ANÁLISE DE DESEMPENHO

A classe mpl_harmonicPotentialField implementa a técnica de campo potencial harmô-
nico, como dito no Capítulo 5. Para a solução numérica do problema de valor de contorno da
equação diferencial parcial elíptica do método de campo potencial harmônico, são usados o SOR
e Gauss-Seidel (FRANCO, 2008).

Experimentos com a versão sequencial foram executadas no computador descrito na
Tabela 1, e podem ser vistos nas Tabelas 2 e 3. Em ambas sequências de experimentos, foram
utilizadas os dois critérios, por distância (< 10−8) e iteração (até 1.000 iterações).

Tabela 1 – Especificações do Computador

CPU Xeon E3-1240 (Intel)
Instrução x86-64

Quantidade de Núcleos 4 (8 em HyperTheading)
Frequência dos Núcleos 3.40GHz
Tipo de Memória RAM DDR 3

Frequência da Memória RAM 1333MHz
Tamanho da Memória RAM 16GB
Máxima Largura de Banda 21GB/s

Tamanho do Cache L1 256KB
Tamanho do Cache L2 1MB
Tamanho do Cache L3 8MB
Sistema Operacional Ubuntu 14.04 (Trusty Tahr)

Kernel 3.13.0-52

Na Tabela 2 são apresentadas execuções com o método SOR, utilizando ω = 1.899. Para
os três primeiros casos a convergência por distância de grids foi o critério de parada, enquanto
que no quarto caso o critério utilizado foi o limite de iterações, atingindo uma distância de
2,98*10−5 entre grids consecutivos, sendo que levou mais de 7 minutos para tanto.

Na Tabela 3 são apresentadas execuções com o método de Gauss-Seidel. Para os três
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Tabela 2 – Experimentos com o CPH 3D usando SOR com ω = 1.899

Dimensões (XY Z)
Total de Célu-
las

Tempo de exe-
cução em mi-
lissegundos

Total de
iterações

Distância final en-
tre duas grades con-
secutivas

10 10 3 300 31,77 224 9,84*10−9

10 10 10 1.000 98,75 234 9,40*10−9

100 100 10 100.000 12.592,25 314 9,39*10−9

100 100 100 1.000.000 433.804,04 1.000 2,98*10−5

primeiros casos a convergência por distância de grades foi o critério de parada, enquanto que no
quarto caso o critério utilizado foi o limite de iterações, atingindo uma distância de 2,20*102

entre grades consecutivas, sendo que levou mais de 7 minutos para tanto.

Tabela 3 – Experimentos com o CPH 3D usando Gauss-Seidel

Dimensões (XY Z)
Total de Célu-
las

Tempo de exe-
cução em mi-
lissegundos

Total de
iterações

Distância final en-
tre duas grades con-
secutivas

10 10 3 300 9,03 77 7,71*10−9

10 10 10 1.000 101,44 248 9,61*10−9

100 100 10 100.000 37.162,62 933 9,82*10−9

100 100 100 1.000.000 432.583,55 1.000 2,20*102

No caso de 10×10×3 = 300 elementos, ambos os métodos foram capazes de conver-
girem, num tempo de execução e quantidade de iterações dentro do esperado. Já nos casos de
10× 10× 10 = 1.000 elementos e 100× 100× 10 = 100.000 elementos, apesar dos métodos
terem convergido, o tempo de execução ou a quantidade de iterações passa a ser infactível num
problema real.

E, por fim, no caso de 100×100×100 = 1.000.000, nenhum dos métodos convergiu,
atingindo o máximo de 1.000 iterações. Entretanto, vale ressaltar que, para uma mesma quanti-
dade de iterações, o SOR atingiu uma distância de grades consecutivas com ordem de magnitude
7× menor do que o método de Gauss Seidel, mostrando que, ao menos para os casos testados,
em versão sequencial, ele se mostra o método mais promissor.

Tabela 4 – Execução do CPH3D usando Gauss-Seidel

Sequencial Paralelo
Dimensões (XY Z) Iterações Tempo (ms) Iterações Tempo (ms)
10 10 2 30 2,76 27 3,09
11 11 11 256 122,46 236 88,33
50 50 50 1000 43455,7 1000 25958,9
100 100 100 1000 375611,2 1000 232071,7
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Na Tabela 4, quatro cenários foram comparados com a versão atual do código em paralelo
e a versão sequencial. Para grids com poucas células, os resultados são similares, já para grids
com mais células, observa-se uma melhora de 40% no desempenho do algoritmo utilizando sua
versão paralela.

Tabela 5 – Execução do CPO3D usando Gauss-Seidel

Sequencial Paralelo
Dimensões (XY Z) Iterações Tempo (ms) Iterações Tempo (ms)
11 11 3 56 7,83 58 7,06
50 50 50 1000 45,00 1000 25,77
100 100 100 1000 457,33 1000 232,60

Já na Tabela 5, três cenários foram comparados. Pode se observar que a versão paralela
do código demonstrou ser quase duas vezes mais rápida que o código sequencial, compatível
com o que era esperado.
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CAPÍTULO

7
CONCLUSÃO E TRABALHO FUTUROS

Apesar de planejamento de movimento não se restringir à área de robótica, tendo aplica-
ções nas mais distintas áreas, é uma das etapas cruciais no uso de robôs inteligentes, estando
o operador ou responsável pelo robô ciente desta etapa ou não, já que a mesma pode estar
encapsulada em algum método de alto nível.

Neste trabalho foi proposto uma estensão da técnica de campos potenciais para espaço
3D. Foram realizadas as implementações sequencial e paralela e uma comparação foi realizada
para diferentes tamanho de grid. A prova de convergência e estabilidade da técnica proposta foi
também realizada, sendo também possível generalizar para outras dimensões.

Procurou-se fundamentar matematicamente todos os passos desta proposta, visando soli-
dez e consistência dos resultados obtidos. Contudo, havia um objetivo de seguir a nomenclatura
e simbolização mais aceita pela comunidade, para que o mesmo não destoasse e até conflitasse
com a nomenclatura de trabalhos correlatos.

A técnica de campos potenciais 3D pode complementar as técnicas de planejamento de
movimento probabilísticos: RRT e PRM, considerados planejadores globais, visto que um dos
passos de ambos os métodos envolve o uso de um planejador de movimento local determinístico
e rápido, características estas que podem ser atribuídas aos campos potenciais, uma vez que eles
são executados em tempo real e garantem encontrar um caminho, se ele existir. Os método de
campo potencial além de ser um planejador global, também pode atuar como um planejador
local.

Como planejador global, sua versão sequencial não se mostrou promissora, devido a
impossibilidade da malha convergir em menos de um segundo. Entretanto, isso demonstra ser
promissor a paralelização do código com a utilização de GPGPUs , que permitem a paralelização
massiva, sendo um dos possíveis trabalhos futuros.

Foi criada uma interface gráfica em OpenGL para visualização de determinada porção
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do espaço 3D, aquela relacionada ao ambiente de operação do robô, exibindo campo potencial,
obstáculos, meta e o caminho construído partindo-se de um ponto origem até a meta.

Ressalta-se que, também foi construída funções específicas para visualização dos vetores
a partir dos 3 ângulos de eulerianos, na qual cada célula é considerada como sendo um cubo de
lado unitário.
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using the Probabilistic Lloyd Method. In: Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente,
2013, Fortaleza. Anais do XI Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente, 2013. v. 1. p.
1-6.
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Foram recebidos os seguintes prêmios durante esta tese:

∙ Campeão na categoria IEEE Very Small Size na IEEE Latin American Robotics Competi-
tion

∙ Vice-Campeão na categoria RoboCup Simulation League 2D na IEEE Latin American
Robotics Competition, Sociedade Brasileira de Computação.

∙ Vice-Campeão na categoria RoboCup Simulation League 3D na IEEE Latin American
Robotics Competition, Sociedade Brasileira de Computação.

Também houve participação na construção e manutenção das impressoras 3D existentes
no LAR-ICMC-USP.

No LAR encontra-se em desenvolvimento uma arquitetura de controle para drones em
ambientes não estruturados. Os resultados obtidos nesta tese contribuem diretamente para a
construção de um dos módulos desta arquitetura, que é o Planejador de Movimentos.

Como trabalhos futuros, destaca-se o seguinte:

∙ Utilização de métodos mais eficientes para discretização do CPO, visando uma redução
da quantidade de células, embora mantendo as propriedades do método. Por exemplo,
utilizando o Método dos Elementos Finitos

∙ Embarcar o código desenvolvido, utilizando arquiteturas de baixo custo, como Raspberry
Pi e similares.

∙ Implementação de middleware de interface com o ROS

∙ Integração com drone em desenvolvimento no LAR. Para isso, será necessário ter um
software de SLAM georeferenciado e combiná-lo com o método proposto nesta tese, que
indicará qual caminho o drone deverá seguir para chegar ao seu destino. .
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APÊNDICE

A
SOLUÇÃO NUMÉRICA DE SISTEMAS

LINEARES

Conforme Burden, Faires e Reynolds (1978), sistemas lineares estão associados com
muitos problemas na engenharia e nas ciências, bem como com aplicações da matemática às
ciências sociais e ao estudo quantitativo de problemas de negócios e da economia. Particular-
mente, a solução numérica de Equações Diferenciais Parciais depende de uma etapa de solução
numérica de sistemas lineares.

Métodos numéricos para solução de sistemas de quações lineares são divididos principal-
mente em dois grupos (FRANCO, 2008):

Métodos Diretos São aqueles métodos que forneceriam a solução exata, não fossem os erros
de arredondamento, com um número finito de passos.

Métodos Iterativos São aqueles que permitem obter a solução de um sistema linear com uma
dada precisão, através de um processo infinito convergente.

Ainda no trabalho de Franco (2008), é ressaltado o fato de que os erros de arredondamento
dos métodos diretos, em sistemas de grande porte, podem tornar a solução sem significado,
enquanto que em métodos iterativos os erros não se acumulam. Já no trabalho de Burden, Faires
e Reynolds (1978) é dito que matrizes esparsas1 são frequentemente resolvidas utilizando-se
técnicas iterativas.

Tais características fazem dos métodos iterativos os mais apropriados para a solução
numérica de sistemas lineares decorrentes de EDP.

Um método iterativo consiste em uma técnica para resolver um determinado sistema
linear Ax = b (Equação A.1) que a partir de uma aproximação inicial x(0) para a solução x, gera

1 com um grande volume de entradas iguais a zero
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uma sequência de vetores
{

x(k)
}∞

k=1
, que converge para x. Estas técnicas transformam o sistema

Ax = b em um sistema equivalente na forma da Equação A.2, para alguma matriz T e algum
vetor c fixos. Após o vetor inicial x(0) ter sido obtido, a sequência de vetores para aproximar a
solução é gerada calculando-se como na Equação A.3

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
... +

... +
. . . +

... =
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(A.1)

x = T x+ c (A.2)

xk = T x(k−1)+ c para k = 1,2,3, . . . (A.3)

A sequência apresentada na Equação A.3 é infinita e para tanto critérios de parada
precisam ser estabelecidos. Dentre os mais comuns, destaca-se:

∙ Quantidade de Iterações que estabelece um número máximo, ou fixo, de iterações

∙ Tempo de Execução que estabelece um tempo máximo ou fixo de processamento

∙ Convergência que estabelece uma métrica D : Rn×Rn→R e um limiar lconv de tal forma
que D(x(k),x(k−1))≤ lconv

Pode-se estabelecer critérios de parada mais complexos apenas por associar estes três
tipos básicos.

A.1 Jacobi-Richardson
A matriz A do sistema linear da Equação A.1, pode ser decomposta como na Equação A.4.

A = L+D+R (A.4)

onde L = (li j) é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior da matriz A,
D = (di j) é uma matriz formada pela diagonal de A e R = (ri j) é uma matriz triangular superior
formada pela parte superior da matriz A, ou seja:

li j =

{
ai j, se i > j

0, c.c.

di j =

{
ai j, se i = j

0, c.c.
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ri j =

{
ai j, se i < j

0, c.c.

Supondo que det(D) ̸= 0, o sistema linear original (Equação A.1) pode ser transformado
na Equação A.5. Então, pode ser definido o processo iterativo da Equação A.6, que é chamado
de Método de Jacobi-Richardson. Pode ser visto que o processo iterativo da Equação A.6 está na
forma padrão da Equação A.3, com T =−D−1(L+R) e c = D−1b.

Ax = b⇒
(L+D+R)x = b⇒

Dx = −(L+R)x+b⇒
x = −D−1(L+R)x+D−1b

(A.5)

x(k) =−D−1(L+R)x(k−1)+D−1b (A.6)

Por hipótese, aii ̸= 0, pois foi suposto que det(D) ̸= 0. Então, antes de se decompor a
matriz A em L+D+R, cada linha da matriz A no sistema da Equação A.1 pode ser dividido
pelo correspondente termo da diagonal principal, resultando na decomposição da Equação A.7,
onde A* é a matriz obtida após divisão, I é a matriz identidade, L* e R* são as matrizes triangular
inferior e superior, respectivamente, de A*, que são dados como nas Equações A.8 - A.9.

A* = L*+ I +R* (A.7)

l*i j =

 a*i j =
ai j

aii
, se i > j

0, c.c.
(A.8)

r*i j =

 r*i j =
ai j

aii
, se i < j

0, c.c.
(A.9)

Assim, o processo iterativo da Equação A.6, pode ser reescrito como na Equação A.10,
onde b* é como na Equação A.11, e é o vetor b obtido após a divisão de A anteriormente citada.

x(k) =−(L*+R*)x(k−1)+b* (A.10)

b*i =
bi

aii
, para i = 1,2,3, . . . (A.11)

Pelo processo iterativo da Equação A.10, não é necessário calcular a matriz D−1. Este
processo pode ser visto expandido na Equação A.12. Neste processo, devido a atualização
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simultânea de todas as equações do sistema linear, este método também é conhecido por Método

dos Deslocamentos Simultâneos ou, simplesmente, Método de Jacobi (FRANCO, 2008).



x(k+1)
1 = − a*12x(k)2 − a*13x(k)3 − . . . − a*1nx(k)n + b*1

x(k+1)
2 = − a*21x(k)1 − a*23x(k)3 − . . . − a*2nx(k)n + b*2

x(k+1)
3 = − a*31x(k)1 − a*32x(k)2 − . . . − a*3nx(k)n + b*3

... = − ... − ... − . . . − ... +
...

x(k+1)
n = − a*n1x(k)1 − a*n2x(k)2 − . . . − a*n,n−1x(k)n−1 + b*n

(A.12)

A.2 Gauss-Seidel
Seja o sistema linear Ax = b, tal como no método de Jacobi-Richardson, este sistema

pode ser reescrito como (L*+ I +R*)x = b* (ver Equação A.7). Tal sistema, agora pode ser
transformado como na Equação A.13, que agora tem a forma da Equação A.2, com T =

−(L*+ I)−1R* e c = (L*+ I)−1b*.

Ax = b⇒
(L*+ I +R*)x = b*⇒

(L*+ I)x = −R*x+b*⇒
x = −(L*+ I)−1R*x+(L*+ I)−1b*

(A.13)

x(k) =−(L*+ I)−1R*x(k−1)+(L*+ I)−1b* (A.14)

O processo iterativo da Equação A.14 é conhecido como Método de Gauss-Seidel. Pela
Equação A.14, pode ser visto que o método, nesta forma, necessita do cálculo de (L*+ I)−1.
Este processo pode ser simplificado como na Equação A.15

x(k) = −(L*+ I)−1R*x(k−1)+(L*+ I)−1b*⇒
(L*+ I)x(k) = −R*x(k−1)+b*⇒

x(k) = −L*x(k)−R*x(k−1)+b*
(A.15)

Pelo processo iterativo da Equação A.15, não é necessário calcular a matriz (L*+ I)−1.
Este processo pode ser visto expandido na Equação A.16. Este processo iterativo é também é
conhecido por Método dos Deslocamentos Sucessivos, por utilizar componentes xk

i no cálculo de
xk

j, para j > i. (FRANCO, 2008).



x(k+1)
1 = − a*12x(k)2 − a*13x(k)3 − . . . − a*1nx(k)n + b*1

x(k+1)
2 = − a*21x(k+1)

1 − a*23x(k)3 − . . . − a*2nx(k)n + b*2
x(k+1)

3 = − a*31x(k+1)
1 − a*32x(k+1)

2 − . . . − a*3nx(k)n + b*3
... = − ... − ... − . . . − ... +

...

x(k+1)
n = − a*n1x(k+1)

1 − a*n2x(k+1)
2 − . . . − a*n,n−1x(k+1)

n−1 + b*n

(A.16)
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A.3 Weighted Jacobi
O Método Weighted Jacobi consiste em uma modificação no Método de Jacobi com o

objetivo de acelerar sua convergência. Tal modificação traduz-se em uma ponderação entre x(k) e
x(k+1)

J (aproximação obtida a partir do método de Jacobi) tal como na Equação A.17

x(k+1) = xk +ω

(
x(k+1)

J − xk
)

com 0 < ω < 2 (A.17)

Realizando manipulações algébricas é possível mostrar que a forma padrão (Equação A.2)
do método WJ resulta em T = (1−ω)I +ω

(
D−1 (L+R)

)
e c =−ωD−1b.

Se ω = 1, o método WJ recai no método de Jacobi. A escolha da constante ω ótima
depende das propriedades da matriz A da Equação A.1.

A.4 Successive Over-Relaxation
Tal como na Sessão A.3, o método de Gauss-Seidel pode ser modificado, criando o

método Successive Over-Relaxation (ou simplesmente SOR), como na Equação A.18.

x(k+1) = (1−ω)xk +ωx(k+1)
GS com 0 < ω < 2 (A.18)

Realizando manipulações algébricas é possível mostrar que a forma padrão (Equação A.2)
do método SOR resulta em T = (D−ωL)−1[(1−ω)D+ωR] e c = ω(D−ωL)−1b.

Analogamente a Seção A.3, se ω = 1, o método SOR recai no método de Gauss-Seidel.
A escolha da constante ω ótima depende das propriedades da matriz A da Equação A.1.
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APÊNDICE

B
DEFINIÇÕES E TEOREMAS

Neste Apêndice, são apresentados alguns conceitos matemáticos necessários para a prova
da convergência dos métodos baseados em PVC.

Definição 1. É dito que um grafo é fortemente conectado se e somente se para qualquer par de

nós Pi, Pj existir um caminho
−−→
PiPi1 ,

−−−→
Pi1Pi2, . . . ,

−−→
PimPj

conectando Pi e Pj.(CORMEN et al., 2001; ORTEGA, 1972)

Definição 2. Uma matriz A ∈L (ℜn) (onde L (ℜn) é o espaço dos operadores lineares de ℜn a
ℜn) é diagonalmente dominante se

|aii| ≥
n

∑
j=0
j ̸=i

|ai j|, i = 1, . . . ,n (B.1)

e estritamente diagonalmente dominante se as inequações são estritas na Equação B.1 para todo i.
Uma matriz é diagonalmente dominante e irredutível se é irredutível, diagonalmente dominante
e, para pelo menos i na Equação B.1 a inequação é estrita. (ORTEGA, 1972)

Definição 3. Com uma matriz An×n, pode ser associado um grafo como a seguir. Sejam n

pontos distintos P1, . . . ,Pn, que serão chamados vértices e, para cada elemento não nulo ai j de A

constrói-se um aresta de Pi a Pj. Como resultado, há um dígrafo (grafo dirigido) associado com a
matriz A.(ORTEGA, 1972)

Tal processo é ilustrado na Figura .

Teorema 1. Uma matriz A ∈L (ℜn) é irredutível se e somente se o grafo associado a ela é
fortemente conectado.(ORTEGA, 1972)
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Figura 26 – Associação de Dígrafo a Matrizes

Fonte: Guo, Li e Shuai (2006).

Teorema 2. Assumindo que b ∈ ℜn é arbitrário e que A ∈ L (ℜn) ou é estritamente diago-
nalmente dominante ou é diagonalmente dominante e irredutível, então, o método de Jacobi-
Richardson e o método de Gauss-Seidel convergem para A−1b para qualquer x0 dado.(ORTEGA,
1972)
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