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Resumo

Esta dissertacao teve como objetivo o estudo de modelos para séries temporais
bivariadas, que tem a estrutura de dependéncia determinada por meio de func¢oes
de copulas. A vantagem desta abordagem é que as copulas fornecem uma descri¢ao
completa da estrutura de dependéncia. Em termos de inferéncia, foi adotada uma
abordagem Bayesiana com utilizacdo dos métodos de Monte Carlo via cadeias de
Markov (MCMC). Primeiramente, um estudo de simulagoes foi realizado para verificar
como os seguintes fatores, tamanho das séries e variacoes nas funcoes de copula,
nas distribuicoes marginais, nos valores do parametro de cépula e nos métodos de
estimacao, influenciam a taxa de selecao de modelos segundo os critérios EAIC, EBIC
e DIC. Posteriormente, foram realizadas aplicacoes a dados reais dos modelos com

estrutura de dependéncia estatica e variante no tempo.

Palavras-chave: Copulas, selecdo de modelos, DIC, GARCH, modelos assimétri-

COS.



Abstract

The aim of this work was to study models for bivariate time series, where the
dependence structure among the series is modeled by copulas. The advantage of this
approach is that copulas provide a complete description of dependence structure. In
terms of inference was adopted the Bayesian approach with utilization of Markov chain
Monte Carlo (MCMC) methods. First, a simulation study was performed to verify
how the factors, length of the series and variations on copula functions, on marginal
distributions, on copula parameter value and on estimation methods, may affect models
selection rate given by EAIC, EBIC and DIC criteria. After that, we applied the models

with static and time-varying dependence structure to real data.

Key words: Copulas, model selection, DIC, GARCH, asymmetric models.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Atualmente, existe muito interesse em tentar modelar a dependéncia temporal de
retornos financeiros utilizando-se de modelos de copula. A principal caracteristica
desta abordagem ¢ que a distribuicao conjunta dos retornos é quebrada em dois
componentes, as fungoes de densidade marginais e a estrutura de dependéncia, (ver
por exemplo Ausin & Lopes, 2010; Arakelian & Dellaportas, 2012). Além disso,
a quantidade de modelos univariados disponivel é muito grande quando comparada
a quantidade de modelos multivariados. Por meio do uso de cada funcao copula é
possivel criar um modelo multivariado, a partir de quaisquer distribui¢coes marginais.
Deste modo, ao se trabalhar com copulas, o numero de possiveis distribuigoes conjuntas
cresce consideravelmente e distribuicoes multivariadas flexiveis e nao elipticas podem

ser obtidas.

Outro fato a ser observado é a ampla utilizacao do coeficiente de correlacao de
Pearson como medida de dependéncia entre variaveis aleatérias. Ha evidéncia empirica

reportada na literatura recente de que o uso de copulas permite uma descricao mais



realista do comportamento de dependéncia entre as séries, que vai além deste coeficiente

de correlagao (Embrechts & Straumann, 2002; Embrechts & McNeil, 2003).

A titulo de ilustragao, foram geradas observagoes de varidveis aleatérias bidimen-
sionais, cujas distribuicoes marginais sao normais padrao e o coeficiente de correlagao
é igual a 0.5 (Figura 1.1). Nota-se que cada uma das distribui¢oes conjuntas apresenta
uma estrutura de dependéncia diferente entre as marginais e esta pode ser capturada

por meio do uso das copulas.
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Figura 1.1: 10000 observagoes de distribuicoes conjuntas obtidas de marginais normais
padrao, por meio da utilizacao das copulas Clayton, Gumbel, Normal e T. Para os
quatro casos o coeficiente de correlacao da distribui¢ao conjunta é igual a 0.5, porém
sao apresentadas diferentes estruturas de dependéncia.



Entao, neste trabalho, o nosso objetivo foi estudar modelos bivariados, obtidos por
meio da utilizagdo de copulas e distribui¢des marginais GARCH, os modelos copula-
GARCH. Além disso, objetivou-se estudar suas extensoes e formas de comparacao entre

estes modelos, utilizando uma abordagem Bayesiana.

A principal contribuicao deste trabalho sdo os estudos de simulacao, realizados no
contexto dos modelos copula-GARCH (capitulo 4). Estes estudos foram realizados para
verificar a taxa de selecao dos modelos, em diferentes circunstancias, segundo critérios
estatisticos conhecidos. Além dos estudos, sao apresentadas no capitulo 5, aplicacoes
a dados reais. Para estas aplicagoes foram utilizados os modelos com dependéncia

estatica e dependéncia variante no tempo.

1.2 Conceitos basicos

Uma breve exposicao dos conceitos basicos, necessarios a compreensao dos topicos
relacionados a dissertacao, é apresentada nesta secao. Estes conceitos podem ser

encontrados em Nelsen (2006), que apresenta uma introdugao & teoria das copulas.

1.2.1 Funcao de Cépula

Definicdo 1.1. Sejam Si,S;...,S, subconjuntos nio vazios do IR", onde IR € o
conjunto dos reais estendido [—oo, 00|, seja C' uma fun¢io n-dimensional tal que
DomC = S; x Sy x ... x S,. Seja B = [a,b] = [a1,b1] X ... X [an,b,] com a; < b,
para todo i, um retdngulo n-dimensional com vértices w = wy, wa, ..., wsn em DomC,

entao o C-volume de B € dado por

Vo = Z sgn(w)C(w)



na qual a soma € calculada para todos os vértices w de B, e sgn(w) é dado por

1, se wy = ai para um numero par de k's
-1, se wy = a para um numero impar de k's.

Definicao 1.2. Seja C uma fungdo com dominio em [0,1]" e imagem em [0, 1], dizemos

que C' é uma copula n-dimensional se:

1. Para todo u € [0,1]", C(u) = 0, se pelo menos uma das coordenadas de u € 0,

e C(u) = uy se todas as coordenadas de u exceto a k-ésima sao iguais a 1.

2. Para todo u, v € [0,1]" tais que u; < v; para todo i, Ve([u,v]) > 0 onde Vi é

o C-volume.

Apesar da grande quantidade de trabalhos recentes sobre o tema, o teorema que

segue foi demonstrado para o caso bivariado em 1959 e é base da teoria de copulas.

Teorema 1.1. (Teorema de Sklar) Sejam X1, Xo,..., X, varidveis aleatdrias com
funcoes de distribuicao acumulada Fy, F, ..., F, respectivamente e distribuicdo

acumulada conjunta H. Entao existe uma funcao C tal que,

H(zy, 20, .. 20) = C(Fi(x1), Fa(a), - .., Fulan)). (1.1)

N ~ . PR .
Para todo (x1,2s,...,1,) € R, Se F1, Fy, ..., F, sao continuas, C € unica, caso
contrario C € determinada somente em ImF; X ... x ImkF,. Reciprocamente se C é
uma n-copula e Fy, Fy, ... F, sao distribuicoes acumuladas, entao a funcao H € uma

distribuicao conjunta n-dimensional com marginais Fy, Fy, ... F,.

Corolario 1.1. Seja H uma funcao de distribuicao acumulada conjunta com marginais
F\, Fs, ..., F, continuas e func¢ao de copula C. Entao, para todo u = (ug, ug, ..., u,) €

[0, 1]



Cur, Ug, ..y uy) = H(F (uy), Fy Yug), .., Fo(ug)). (1.2)

n

A partir da funcao de copula C' e das acumuladas marginais Fy, Fs, ... I}, se H
¢ uma funcao continua, a funcao de densidade conjunta h, com funcoes de densidade
marginais fi, fo,..., fn, pode ser obtida por meio da utilizacao da relacao abaixo,
proveniente do Teorema 1.1,

h(wy, @2, x) = c(Fi(a), Fa(wa), .. Fu(wn)) [ [ fi:) (1.3)
i=1

na qual ¢ é a funcao densidade de copula.

Se a densidade conjunta h e as marginais sao conhecidas, a densidade de copula ¢

pode ser obtida por meio da expressao abaixo que deriva do Corolario 1.1

c(ug,ug, ... uy) =

1.2.2 Medidas de Dependéncia

Pode-se afirmar, que o coeficiente de correlacao de Pearson, dado por,

E(XY)—-E(X)E(Y)
VVar(X)Var(Y)

PXy =

¢ a medida mais utilizada para se quantificar o grau de associagao entre varidveis
aleatorias. Porém, algumas limitagoes sao evidenciadas ao se utilizar o coeficiente de
correlacao como medida de dependéncia (Embrechts & Straumann, 2002). Como, por
exemplo, o fato de pxy = 0 ndo implicar em independéncia, que ocorre quando a

dependéncia ¢ nao linear, ou o fato de pxy nao ser invariante a transformagoes nao



lineares (pxy # pr(x)r(v) para T(.) uma transformacao nao linear).

As copulas elipticas, Normal e T-student, tem como parametro que quantifica o
grau de dependéncia entre as distribuicoes marginais o coeficiente de correlagdo de
Pearson. Por outro lado, foram utilizadas distribuicoes conjuntas obtidas por meio
de copulas arquimedianas e estas foram reparametrizadas em funcao de medidas de
dependéncia nas caudas, para aplicacoes do capitulo 5. As medidas de dependéncia

nas caudas sao definidas da seguinte maneira (Joe, 1997):

Definicao 1.3. Sejam X, e X, waridveis aleatorias com funcoes de distribuicdao
acumulada F e G, respectivamente, e funcao de distribuicao acumulada conjunta

C(F(X1),G(X2)). Se o limite lim P[Y < G71(e)|X < F7Y(e)] = A\p, existe e €]0,1],
e—0
dizemos que a copula C possui dependéncia na cauda inferior igual a Ap. De forma
andloga se o limite 6lim PlY > G YH)|X > F71(5)] = M\ existe e €]0,1], dizemos
—1-

que a copula C possui dependéncia na cauda superior iqual a Ay .

Um fato interessante é a possibilidade de se determinar essas medidas utilizando-se

das funcoes de copula,

\ = lim C’(a,a), N — yml—25—|—0(6,5)'

e—0 € —1 1—946

Outras medidas de dependéncia podem ser encontradas na literatura, como por
exemplo, o Tau de Kendall (7) e o Rho de Spearman (ps). Neste trabalho utilizou-
se apenas o Tau de Kendall, que pode ser interpretado como a diferenca entre as
probabilidades de concordancia e a de discordancia de duas variaveis aleatorias. Esta

medida também pode ser determinada por meio da funcao de copula,

T = P((Xi—Xp)(Y1 —Y3) >0) — P((X; — Xp)(Y1 — Y2) <0)
= 4 folfol C(uy, uz) c(uy, ug) duy dug — 1,



com (X1,Y]) e (Xo,Ys) pares independentes, identicamente distribuidos de variaveis

aleatorias e uy, up € [0, 1].

1.3 Revisao bibliografica

Existe um grande numero de trabalhos recentes, nos quais a estrutura de
dependéncia entre variaveis é especificada por modelos de copula. Os estudos de
simulacao realizados no presente trabalho sao semelhantes aos realizados por Silva &
Lopes (2008). Esses autores empregaram uma metodologia bayesiana com a finalidade
de realizar estudos de simulagao. Distribuicoes multivariadas sao produzidas por meio
da utilizacao das copulas Clayton, Frank, Normal, Gumbel, Heavy tail, t de Student e

das distribui¢coes marginais exponencial, normal e normal assimétrica.

Dentre os estudos de simulacao realizados pelos autores, daremos destaque a dois.
No primeiro, sao geradas amostras da distribuicao conjunta, com marginais iguais e
cada uma das funcoes de copula. Entao, sao verificadas as taxas de acerto na selecao
do modelo de copula correto, segundo o critério DIC (Deviance Information Criterion),
para amostras de tamanho 100, 200 e 500. No segundo estudo, os autores propoem
comparar as taxas de selecao do modelo de copula correto, quando os parametros sao
estimados separadamente (primeiramente os parametros das distribui¢bes marginais e
posteriormente o da fun¢do de copula), com as taxas obtidas por meio da estimagao

em conjunto.

Os autores puderam concluir que, paralelamente aos critérios de informacao
comumente utilizados (EAIC e EBIC), pode-se obter bons resultados por meio da
utilizacao do DIC na selecao do modelo de copula apropriado. Além disso, sob uma
perspectiva bayesiana, os autores recomendam que os parametros sejam estimados em

conjunto, para que seja levada em consideracao a dependéncia entre eles. Os resultados



do artigo sao limitados ao uso das copulas uniparamétricas e distribui¢oes marginais

empregadas no estudo.

Outros artigos discutem as diferentes maneiras de fazer com que a estrutura
de dependéncia varie ao longo do tempo. Rodriguez (2007), propoe estudar
o contagio financeiro entre mercados por meio do uso de modelos de copula,
que tem seus parametros variando em uma cadeia de Markov com o ntmero
de estados pré-fixado. Para as distribuicoes marginais, os autores utilizaram os
modelos SWARCH(2,1) (Switching ARCH), que é uma adaptacao do modelo ARCH
(Autoregressive Conditional Heteroskedastic). Estes modelos permitiram identificar os

dois regimes de volatilidade pré-definidos, o de baixa volatilidade e alta volatilidade.

Para as estruturas de dependéncia, os autores utilizaram a coépula Student-t e
misturas das copulas Clayton, Gumbel e Frank, determinadas por meio da atribuicao
de pesos a cada uma delas. Os pesos para Clayton, Gumbel, Frank e os parametros,
graus de liberdade e coeficiente de correlagao para t-student, também podiam variar
de acordo com os diferentes estados da cadeia. Foram analisados indices diarios de
retornos de cinco paises do leste da Asia, durante crises asiaticas, e de quatro paises
da América Latina durante a crise do México. Testes de razao de verossimilhanca
foram utilizados para verificar se havia mudanca significativa nos parametros para os

diferentes regimes de volatilidade.

Em Arakelian & Dellaportas (2012) a associagao entre mercados é especificada
em diferentes regimes de contagio, por meio de um modelo fronteira (threshold), que
permite que a funcao e o parametro de copula mudem ao longo do tempo. Para esta
abordagem, os autores consideraram o nimero de regimes desconhecido ao invés de
pré-estipulado e as densidades marginais foram avaliadas por meio do método Monte
Carlo via cadeias de Markov, com aproximacao de Laplace. Ao modelar as distribuicoes

marginais, estes autores assumiram que a evolucao da volatilidade condicional seguia



um processo GARCH(1,1). As copulas utilizadas foram a Frank, a Clayton e a Gumbel.
Os resultados obtidos mostraram que o método MCMC com saltos reversiveis (Green,
1995) pode ser utilizado para determinar, de forma efetiva, o niimero de regimes de
contagio e, com a utilizacao de fungoes de copula, especificar a estrutura de dependéncia

ao longo do tempo.

Patton (2006a) testa a assimetria em um modelo de dependéncia. Para isto, o autor
propoe uma extensao da teoria de copulas que permite o uso variaveis condicionais,
com o objetivo de construir modelos flexiveis para a dependéncia condicional entre
retornos. Nas copulas Normal e Joe-Clayton Simetrizada (uma pequena modificagao
da Joe-Clayton original “BB7”, que faz com que esta seja simétrica nos casos em que
as dependéncias nas caudas sdo iguais), sdo introduzidas equagoes para que, fixada a
amostra, os parametros de dependéncia evoluam de forma deterministica ao longo do
tempo. Este método de evolucao dos parametros de copula, segundo o autor, segue o
espirito das funcoes de “densidade condicionais auto-regressivas”, propostas por Hansen
(1994). Para as distribui¢oes marginais o autor utilizou modelos AR-GARCH com
residuos t de Student. Os modelos foram aplicados para estudar as associagoes entre

as taxas diarias de cambio do marco alemao e do iene japonés para o dolar americano.

Em Ausin & Lopes (2010) os parametros do modelo de copula variam ao longo do
tempo seguindo uma equacao de evolugao, que depende dos seus valores anteriores e de
observacoes das distribui¢des marginais (GARCH(1,1) com erros t de Student). Ja a
distribuicao conjunta foi obtida por meio da utilizagao da cépula-t variante no tempo.
A abordagem adotada pelos autores para se fazer inferéncia sobre os parametros,
predicoes e determinar medidas de risco, como Valor-em-risco (VaR) e Valor-em-risco
Condicional (CVaR), é completamente bayesiana. A principal diferenca deste para
outros artigos ¢ que neste, todos os parametros foram estimados em conjunto, ao
invés de se utilizar o procedimento de estima¢ao usual (parametros das marginais e do

modelo de copula estimados separadamente). Uma comparagio entre os dois métodos



de estimacao é realizada pelos autores por meio da aplicacao do modelo & um conjunto
de dados gerado. Nesta aplicacao os autores constataram uma reducao no desvio
padrao dos parametros, quando estes eram estimados em um passo. Posteriormente,
a estimagao em um passo ¢ aplicada a um conjunto de dados reais (log-retornos dos
indices diarios Dow Jones e DAX) para se obter as estimativas das medidas de risco. Na
conclusao, os autores propoem a realizacao de novos trabalhos com modelos alternativos

para as distribui¢oes marginais e fungoes de copula.

Uma revisao detalhada das aplicagoes de teoria das copulas & dados do mercado
financeiro, pode ser encontrada em Patton (2008). No proximo capitulo sdo
apresentados os modelos utilizados, a metodologia empregada na inferéncia sobre seus

parametros e um algoritmo de geragao para séries aleatorias, provenientes de modelos

copula-GARCH.

10



Capitulo 2

Modelos com Dependéncia Estatica e

Estimacao dos Parametros

Neste capitulo, sao apresentados os modelos com estrutura de dependéncia estatica
e a metodologia relacionada a estimacao e inferéncia sobre seus parametros. A
metodologia relacionada aos modelos com estrutura de dependéncia variante no tempo

serd apresentada no capitulo 3.

2.1 Modelos GARCH

Proposto por Bollerslev (1986), o modelo GARCH (Generalized Autoregressive
Conditional Heteroskedastic) ¢ uma generalizacdo dos modelos ARCH (Engle, 1982),
que acrescenta um termo que faz com que a volatilidade dependa também dos seus
valores defasados. Apesar deste acréscimo, a generalizacdo proporciona um grande
ganho no sentido da parciménia, pois, na maioria dos casos, um modelo GARCH
possibilita melhor ajuste com menor quantidade de parametros, quando comparado ao

modelo ARCH.

11



O modelo GARCH(p, q) é definido da seguinte maneira,

Xt = \/thta
ht = w-+ Z?:l OéiXE,i + 2;1':1 th't—j7

(2.1)

na qual, £ é um processo puramente aleatério com média igual a zero e variancia
unitaria, normalmente denominado “erros” do modelo. Aos parametros sao impostas as

seguintes condicoes de positividade e estacionariedade w > 0, o; > O parai =1,2,...,p,
Bj>0paraj=1,2,..,qged ) a+y I 5 <L

Seja & = (w1, Ta, ..., o) uma série observada que segue um processo GARCH(p,q).
Dado o vetor de parametros 6 = (w,aq,...,qp,01,...,0,) ¢ ao separar a densidade
conjunta dos k primeiros termos, k = maz(p, q), a fun¢do de densidade conjunta pode

ser escrita como,

T
p(x|0) = p(xy, 9, ..., 2|0) H p(re|xi—1, ..., g, 0).

t=k+1

Geralmente o nimero de observacoes da série é grande o suficiente para que se
desconsidere o termo p(z1,xs,...,7;|@). Deste modo, supondo que os erros tenham
distribuicao ST (standard Student-t, que é obtida por meio de uma pequena alteragao

na distribui¢ao t de Student para que esta tenha varidncia unitaria), ou seja,

iid
€1, ,ET ~~ ST,M

para 1" grande temos que,

0 l/—‘rl) I? )
.. —_ 1

t=k+1 t=k+1

Na maioria dos casos o modelo GARCH de ordem (1,1) é suficiente para conseguir

12



um bom ajuste a dados do mercado financeiro, logo, este modelo foi utilizado no
presente trabalho. Ao utilizar o GARCH(1,1) e aplicar a funcao log é possivel obter a

log-verossimilhanca,

. r(sh) A
((Olzy) = > ,log [ (v —2)7h, T (%) (1 o= Q)ht> ]

= (T-1) [log F(”T“) —logI'(%) — %(log(v —2) +log T)}

T v T x?
+ Zt:Q log hit - %1 Zt:Q log(l + (l/—é)ht )

Uma das aplica¢gdes mais comuns dos modelos GARCH ¢é a modelagem de retorno

P
P

de ativos. Os retornos podem ser definidos como In( ), nos quais P; é o preco de um
determinado ativo no tempo t. A titulo de exemplo, sao apresentadas séries de valores
(P;) e dos retornos (r;) de indices do mercado financeiro IBOVESPA e SP500 para o

periodo de 03/01/2005 a 29/12/2011 (Figura 2.1).
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Figura 2.1: Séries dos valores (P;) e séries dos retornos (r;) dos indices IBOVESP
(BVSP) do Brasil e Standard & Poor’s 500 (SP500) dos E.U.A. para o periodo de
03/01/2005 a 29/12/2011

Nas aplicagoes do GARCH a retornos de ativos é muito comum a uso da distribuicao
ST para erros do modelo. Esse fato deve-se as caracteristicas que estes dados
apresentam (como a curtose relativamente elevada), porém, o modelo com estes erros
trata de forma simétrica os retornos. Deste modo, é possivel que ao ajusta-lo aos dados,

a hipotese de que os residuos do modelo sao ST seja rejeitada. Isso normalmente
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ocorre por um fato estilizado destas séries, o de que o volatilidade reage de forma
diferente para aumentos e decréscimos nos valores defasados do ativo, conhecido como
“efeito alavancagem”. De modo geral, tem-se menor volatilidade para retornos defasados

positivos e maior volatilidade para retornos defasados negativos.

Sao varias as propostas presentes na literatura para contornar esta limitacdo. A
utilizagdo dos modelos EGARCH (Nelson, 1991), por exemplo, seria uma alternativa.
Neste trabalho, adotou-se a estratégia de atribuir distribuicoes assimétricas aos erros.
Essa atribuicao de assimetria pode ser realizada pela utilizacao das metodologias
propostas por Azzalini (1985) e Fernandez & Steel (1998), por exemplo. Neste trabalho,
utilizou-se a metodologia apresentada por Fernandez & Steel (1998), que possibilita a

introducao de assimetria em determinados modelos pela equacao,

ply |7) = {f (%) Lj0,00)(y) + [ (¥7) I(~00,0) (y)} : (2.3)

1
Y+

na qual 7 é o parametro de assimetria, f(-) é a funcdo de densidade. de um modelo
qualquer, unimodal e simétrico em torno de 0, Ij,4 ¢ a funcao indicadora no intervalo

[a,b] e p(y | v) é a fungdo de densidade. do modelo assimétrico obtido.

Ao aplicarmos a equagdo (2.3) a funcdo de densidade de probabilidade da
distribuicao t de Student, obtemos uma distribuicao assimétrica. Porém esta possui

meédia e variancia dadas pelas expressoes,

1 1
/M:ml(V_;) € 05:(1—m§)(72+?)+2m%—1,

nas quais mj é o primeiro momento absoluto da distribuicao t de Student dado por,

2V =2 I(1/2)L(v/2)
 v—1 TI((v+1)2)°

my
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Mas, para que uma distribuicao seja atribuida aos erros, ela deve ter média zero e
variancia unitaria. Deste modo, utilizou-se a versao padronizada da assimétrica obtida,
que serd denotada SST (standardized skewed Student-t) e tem func¢do de densidade

dada por,

_ 20 Oy% + Hy
o) = 22 (P g F o)) T (24)

na qual f(-) é a densidade da distribuigdo t de Student. A partir da densidade, a log-
verossimilhanca do modelo GARCH é obtida de maneira andloga a apresentada para
a distribuicao ST. Maiores detalhes sobre a obtencao da funcao de densidade SST
podem ser encontrados em Ehlers (2012). Note que o modelo ST é obtido como caso

particular quando v = 1.

A literatura sobre estudos de séries temporais é vasta e ha uma grande quantidade
de modelos disponiveis. Conceitos bésicos, por exemplo, podem ser encontrados
em Morettin & Toloi (2004). Prosseguiremos, na proxima se¢ao, com 0s conceitos

relacionados a copulas, objetivando a modelagem de séries de retornos bivariadas.

2.2 Modelos de Cépula

Varios modelos de copula sdo apresentados em Nelsen (2006) e sdo muitas as
variagoes propostas para estes modelos na literatura (exemplos podem ser encontrados
em Patton, 2006b; Rodriguez, 2007). Para este trabalho, foram utilizados os modelos
Normal e t de Student, da familia de copulas elipticas, e os modelos Clayton e
Gumbel, da familia de copulas arquimedianas. Além destes, utilizou-se o modelo de
copula Heavy Tail, que ¢ uma reparametrizacao da cépula Clayton de sobrevivéncia.
Estes modelos foram escolhidos por serem amplamente utilizados na literatura e pelas

diferentes caracteristicas que cada um apresenta, pois possibilitam a modelagem dos
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varios aspectos da estrutura de dependéncia entre retornos.

As copulas da familia eliptica possuem dependéncia simétrica nas caudas (A, = A\y)
e podem ser obtidas a partir da aplica¢do da equagao (1.2), supondo um modelo eliptico
para distribuigoes marginais e o0 mesmo modelo na sua versao multivariada para a

distribui¢ao conjunta (Método da inversao).

Coépula Normal (Cy) - O parametro que quantifica o grau de dependéncia entre
as distribui¢oes marginais na Cy é o coeficiente de correlacdo (p), logo este pertence

ao intervalo [—1,1]. A fun¢ao de copula Normal é dada pela expressao,

(u, v]p) = / / - 1_p exp{_(r22(_12_pT;Q;—52)} drds.  (2.5)

Aplicacoes relacionadas & copula Normal podem ser encontradas em véarios

trabalhos, como por exemplo, em Patton (2006a) e Jondeau & Rockinger (2006).

Copula t de Student (Cr) - E a funcio de copula obtida pela aplicacdo da equacdo
(1.2) a distribuicoes t de Student. A distribui¢ao conjunta obtida por meio da utilizagao
da Cr na equagao(1.1), serd uma t bivariada, com graus de liberdade v, somente nos
casos onde ambas as distribui¢oes marginais forem t e essas, além da fun¢ao de copula,

tiverem graus de liberdade também iguais a v. Sua funcao de distribuicao é dada por,

H(w) r? —2prs + s? -
. 2.
Crluvlp,v) / / om\/1— p? { v(1—p?) } drds. (26)

Os parametros da copula T-student sdo o coeficiente de correlacdo (p) e os graus de

liberdade (¥ > 0). Neste trabalho o parametro v foi fixado em quatro, assim como em
Silva & Lopes (2008), para que a copula T tenha, necessariamente, aspectos diferentes
da copula C'y. Aplicacoes e conceitos relacionadas a copula Cr podem ser encontradas

em Ausin & Lopes (2010) e Demarta & Mcneil (2004).
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As funcoes de copula arquimedianas sao obtidas a partir de uma funcao geradora
©(+) especifica para cada copula. Esta funcdo deve ser duas vezes diferencidvel, com

dominio no intervalo [0, 1] e imagem no intervalo [0, 00), que satisfaca as condi¢oes,
I) p(0) = o0, II) p(l) =0, III)¢'(-) <0e IV)'(-) > 0.

Satisfeitas as condicoes impostas sobre a funcao ¢, uma copula da familia

arquimediana é obtida por meio da seguinte expressao,
Clu,v) = ¢~ (p(u) + ¢(v)).

Maiores informagoes sobre funcoes geradoras de copulas arquimedianas e sobre as
formas de se obter uma fun¢ao de copula podem ser encontradas em Nelsen (2006). Sao

apresentadas abaixo, as func¢oes de distribuicao de copulas arquimedianas que foram

utilizadas (C¢ e Cg).

Copula Clayton (C¢) - Tem dependéncia somente de cauda inferior. Sua fungao

de distribuicao é dada pela expressao,

1

Co(u,v|0c) = (w +v~% — 1) 7, (2.7)

com ¢ pertencente ao intervalo [0,00). Informacoes sobre a copula Co e suas

propriedades podem ser encontradas em Clayton (1978).

Coépula Gumbel (C¢) - Tem dependéncia somente de cauda superior. Sua funcdo

de distribuicao é dada por,

Ca(u,vlf6) = exp{—((~logu)’ + (~logv)’@)7e }, (2.8)
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com 6 G pertencente ao intervalo [1, 00).

Copula Heavy Tail (Cy) - A copula Cy tem dependéncia somente de calda
superior. Conforme mencionado anteriormente, ela é obtida por meio de uma
reparametrizagdo da copula Clayton de sobrevivéncia, ou seja, para 0y = 1/0c, a

copula Heavy Tail é dada por,

Cu(u,v|fpg) = u+v—14+Ce(1 —u,1—v|0y),

ou seja,

Cr(u,v|0g) = u+v—1+ ((u—1)"Y% 4 (v — 1)~V 1)1 (2.9)

com 0y, parametro que quantifica o grau de dependéncia entre as distribuicoes
marginais, pertencente ao intervalo [0, 00). Outro fato que diferencia a Cy das quatro
copulas mencionadas anteriormente, é que nela a dependéncia entre as distribuicoes

marginais aumenta conforme 6y diminui.

A tabela 2.1 exibe algumas func¢oes que relacionam as medidas de dependéncia,

utilizadas na dissertacao, aos parametros das copulas utilizadas.

Uma forma direta de aplicacao da teoria das copulas, que faz uso de séries temporais,
é a construgao de modelos bivariados cujas marginais seguem um modelo do tipo

GARCH. Este assunto sera tratado de forma detalhada na proxima secao.
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Tabela 2.1: Medidas de dependéncia para as fun¢oes de copula, tau de kendall (1),
dependéncia de cauda inferior (A;) e dependéncia de cauda superior (A\y). Tv+1é a
funcao de distribuicao acumulada da t de Student com v + 1 graus de liberdade.

Cépula T AL Ay
Cn 2 arcsin(py) - -
Cr 2 arcsin(pr) 2T 41 <— %) 2T, 11 (‘\/ (V+3r(;;pT)>
Cc egiz 27 )
CG 1 - % - 2 - 21/90
C 05" _ 9—0u
H 0 +2

2.3 Modelos Copula-GARCH

Dizemos que um vetor aleatorio X; = (X, ..., Xy¢) tem distribui¢do dada por um

modelo Copula-GARCH se sua funcao de distribuicao acumulada conjunta é dada por,

F(mt) = O(Fxlz(x1t|hxu)a s 7FXnt(xnt|hxm>)v

na qual C é uma copula n-dimensional, Fly, é a i-ésima fungao de distribuigao
acumulada condicional da i-ésima varidvel aleatoria Xy, que que tem distribuicao
GARCH univariada, dada por (2.1). Em outras palavras, dizemos que um modelo
multivariado ¢ um modelo copula-GARCH se ele tem estrutura de dependéncia dada
por uma funcio de cépula e as distribui¢oes marginais dadas por modelos GARCH

univariados.

As densidades conjuntas foram obtidas para cada uma das fun¢oes de copula (dadas

por 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 e 2.9), por meio da utilizagdo da equagao (1.3). Para tal, foi
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necessario determinar a fun¢io densidade de copula, denotada por ¢(-), dada pela
segunda derivada das fungoes de copula, 9?°C(u,v)/Oudv. Tomemos como exemplo o

caso bivariado da Cépula Normal, que tem densidade de copula dada por,

CN<W>=;~exp{‘I> (u)? + @71 (v)2 = 2oy (W) M (v) | D7H(w)P " (v) }

+
1—py 2(1-p}) 2

Supondo que as distribuicoes marginais sejam dadas ambas por modelos GARCH

com inovagoes ST,, e ST,, , a densidade conjunta ¢ dada por,

_ 1 O (u)? + 0 (v)* = 28 P (u) P (v)
h(ze, 1:10) = TPN eXp { 2(1 — p%) }
q)fl(u)Q(I)*l(U)2 F(u112+1) x—% _"x12+1
P { 2 } (V:m - 2>7Thx1tr(yz71> (1 i (Vx1 o 2>hm1t)

_rmgtl

Veo+1
L(*25)

(er = )l T (5 >(”<——2>h) R

na qual, hg, e hy, sdo dados pela equagdo (2.1), v = Fx, (21| Fp4-1,02,), v =
FXQ,t($2t|-7:x2,t—179m) para fxl,t—l = T1t—15---5L11, fxg,t—1 = T2¢t-1,---,T21 € 0 =
(0c,0x,,0.,) é o vetor de parametros da fungio de copula e das distribuigées marginais.
Se as distribui¢oes condicionais marginais seguem o modelo GARCH(1,1), que é o
caso da presente dissertacao, temos que, o vetor de parametros a ser estimado é
0 = (Way, Quys Bays Vays Ways Oy Bags Vans PN )- Deste modo, a fungdo de verossimilhanga

é dada por,

T
L(O;z,y) Hh Tt, Y1/ 6).
t=2

A proxima secao apresenta as metodologias para estimacao e interferéncia sobre os

parametros em uma abordagem bayesiana.
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2.4 Estimacao e Inferéncia

A literatura atual exibe uma grande quantidade algoritmos de estimacao e inferéncia
sobre parametros de modelos relacionados a cépulas. Na maioria dos trabalhos
consultados, os parametros sdo estimados em uma abordagem classica (por exemplo,
Jondeau & Rockinger, 2006; Liu & Luger, 2009; Patton, 2006a; Abbara, 2009). Dentre
estes trabalhos, muitos fazem uso de algoritmos de maximizacao por partes, como por
exemplo o algoritmo “Inference Function for Margins” (IFM) utilizado em Filho (2010).
Isto ocorre, pois a complexidade dos modelos utilizados pode dificultar o processo
de otimizacao da funcdo de log verossimilhanca, em relagdo a todos os parametros
simultaneamente (Joe & Xu, 2008). Apesar dos estimadores obtidos desta forma serem
consistentes e assintoticamente normais (da mesma forma que os obtidos pelo método
convencional de méxima-verossimilhanca), os obtidos pelos métodos de estimagao em
mais de um estagio podem ser assintoticamente menos eficientes, quando comparados

aos do método de um estagio (Patton, 2006b).

Deste modo, utilizou-se neste trabalho, uma abordagem bayesiana, na qual os
parametros foram estimados em conjunto e separadamente. Foram utilizados métodos
baseados em simulagbes de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), mais
especificamente o algoritmo de Metropolis-Hastings, proposto por Metropolis et al.
(1953) (aplicacoes e maiores informacgoes sobre o tema podem ser encontradas em

Chib & Greenberg, 1995, por exemplo.)

2.4.1 O Algoritmo de Metropolis-Hastings

Em um contexto bayesiano, sao atribuidas fungoes de distribuicao aos parametros,
que sao considerados varidveis aleatorias. KEsta atribuicao possibilita o acréscimo de

informacoes a priori sobre os parametros do modelo estatistico, de acordo com o
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conhecimento de um especialista. Seja p(0) a fun¢do de densidade de probabilidade
conjunta do vetor de parametros 0 e p(z) a funcao de densidade de probabilidade da

v.a. X relacionada a 6. Pelo teorema de Bayes temos,

p(z,0) _ p(x[0)p(0) p(z[0)p(6)
p(x) p(x) S [ p(x,0)d6°

p(0lz) =

na qual, p(@|z) é a fungdo de densidade do conjunta do vetor de parametros 6,
atualizada pelo valor observado de X, denominada distribuicao a posteriori. Note que,
como o termo k = [ ... [p(x,0)dO nao depende de 0, ele pode ser visto como uma
constante normalizadora. Dados valores observados da variavel X, © = (z1,...,x,), a

fun¢ao de verossimilhanga £(0;x) ¢ igual ao [[;_, p(z;|0), logo,

m(0) = p(flx) o< L(0;x)p(0).

Obter uma amostra diretamente de 7(6) pode ser muito dificil, ou mesmo impossivel
em alguns casos. Uma alternativa que possibilita tal amostragem é o algoritmo de
Metropolis-Hastings (M-H), que faz uso de uma funcao de distribui¢ao auxiliar ¢(-, )
para obter uma amostra da distribuicao a posteriori. Para utilizacao do algoritmo de
M-H, primeiramente deve-se atribuir valores inicias ao vetor de parametros @, ou seja,

definir 8. Entéo, para o indice de iteracdo j = 0, ..., N, faca:

e Gere 8/ de q(0Y) ) e wde U ~U(0,1).

e Calcule a probabilidade de transicio «(89),80), de V) para ',

w(6") 4(6”.69)
w(60)) 4(67),67)

a(6Y), 0" = min( ,1), se w(0') q(6',09)) >0

(2.10)

= 1, caso contrario

e Seu < afBY) 0'), faca U = @', Caso contrario, faca QU+ = 9U),
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Os valores gerados {8, ... 8™} constituem uma amostra da distribuicio de

equilibrio 7(0).

Neste trabalho, uma pequena modificacao da distribuicao normal multivariada,
Ny(p, YD), foi utilizada como distribuigao auxiliar. Essa pequena mudanga foi
necessaria pois o dominio da N, difere do espaco paramétrico O dos modelos
empregados. Dessa maneira, um novo vetor de parametros ¢ foi definido, de modo
que, em um modelo com m parametros, temos ©, = IR™ e existe uma transformacao
inversivel g : g — Oy, tal que, g(0) = ¢. Assim, a funcao de distribuicao auxiliar

utilizada, é dada pela expressao,

AN 1 _1 _ N1t -1 _ ’
10,0 = o det(z)exp{ 319(0) —g(8")]'S7" [9(6) — 9(0")]}

12, 936,

na qual, g’ (6;) é a primeira derivada da i-ésima coordenada da transformacao g(-) em
relacao & i-ésima coordenada do vetor @ e ¥ é a matriz de covaridncia, que pode ser
estimada a partir de uma amostra piloto. Note que, deste modo, as distribuicoes a
priort podem ser atribuidas diretamente aos parametros do vetor @ e a probabilidade

de transi¢do (equacao 2.10) é calculada pela expressdo que segue,

0(69,0") = m( s Hnizlg”i%),l), se 7(09) TI7, 91(67) > 0
m(09) TTZ, 93(6:")

= 1, caso contrario.
Durante a implementacao das rotinas, a estimacao dos parametros foi testada de
varias formas, isto é, foram considerados diferentes blocos de parametros para o M-H

(ver Hastings, 1970). Entretanto, o melhor resultado, no sentido de menor auto-

correlacao entre os valores da amostra da posteriori e menor tempo computacional, foi
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obtido para o caso em que 0s parametros eram gerados todos de uma vez, logo, todas

as simulacoes foram realizadas deste modo.

2.4.2 Estimagao em Um e Dois Passos

A estimacao em um passo ocorreu de forma usual, pela utilizacao do algoritmo
de Metropolis Hastings supracitado. Nela, todos os parametros desconhecidos foram
estimados em conjunto. J& a estimacao em dois passos foi esquematizada da mesma

forma que em Ausin & Lopes (2010), descrita da seguinte maneira,
Passo 1: Estimar os parametros das marginais 0,1, € 6,

Passo 2: Dados 0, e 0,5, estimar os parametros da copula 0, na pseudo-verossimi-

lhanca (exemplificada pela equagao 2.11).

Supondo que as marginais sigam o modelo GARCH(1,1) com inovagoes ST, a

verossimilhanga da distribuigao marginal Xy, ¢ dada por,

T Ve, +1 _v+1

r(Ltty 02 vt

5(91|33)0<|| 2 - (1+—t .
L Vi — 2T (%) (Ver — 2)

Seja N o numero de iteracoes necessirias para a convergéncia do algoritmo de
estimacao dos parametros das marginais, desconsiderando as iteragoes de aquecimento,
temos que, para cada elemento da amostra de Monte Carlo obtém-se um conjunto de

residuos, isto é,

o™ Qm gm e o T = 1,2, T

1,00 Yy, Mz 0 Y
h(”)
t

As estimativas pontuais dos parametros e do residuo no tempo t (e, ,), foram
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obtidas pela média a posteriori, que é dada por,

~ 1 N (n) ~ _ 1 N (n) 3
Qg0 = N Zn:l a$1,07 gy 1 = N Zn:l az1,17 /811 - N Zn 1 xl ’

—_— (n)
Vm1—NZn 1Vx1 € 5m1t—NZn 1 €21t

A estimativa dos residuos é utilizada para obtencao dos valores u; para marginal X,
e v; para marginal Xo,, que sao utilizados, juntamente com a estimativa dos parametros,
na pseudo-verossimilhanga. Ou seja, para ST,(:) a funcdo de distribui¢do acumulada

da ST com graus de liberdade iguais & v, temos,
STVzl (EJ;Lt) e Ut ST,,ZQ (€x27t).

A pseudo-verossimilhanca é entdao dada por,

T 1 O (@)% + O 1(T,)2 — 28PN (@)D (T,)  DN(%)2 P (y)?
11 ' { 2(1 - p3) i 2 } '
(2.11)

Deve-se, por fim, construir outra cadeia de Markov baseada na pseudo-

verossimilhanca para gerar amostras da posteriori de py.

E valido lembrar que os métodos MCMC fornecem uma amostra da distribuicao a
posteriori, ou seja, além das estimativas pontuais dos parametros, outras caracteristicas

sao obtidas de forma imediata, como variancia, correlagoes e intervalos de credibilidade.

2.5 Geracao de séries aleatoérias

Esta secao tem como objetivo apresentar o algoritmo utilizado no capitulo 4,

para gerar séries aleatorias dos modelos copula-GARCH. Ele foi elaborado para o
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caso bivariado, mas pode ser generalizado, para dimensoes superiores a dois, sem
grandes dificuldades. As séries geradas tem distribuicaio GARCH(1,1) com erros SST

e estrutura de dependéncia especificada por uma funcao de copula.

Passo 1: Especificar a fungdo de copula bivariada a ser utilizada (C.) e fixar
o parametro da copula segundo um valor de 7. Fixar também os parametros das

distribui¢oes marginais (wyz,, Oy, Bryy Vars Vars Wags Qags Bags Vags Yasz)-

Passo 2: Gerar uma amostra aleatoria ((uq,v1), ..., (U, v,)) da copula previamente
especificada. Informacoes sobre como gerar amostras aleatérias das copula podem
ser encontradas em Nelsen (2006). Neste trabalho as amostras foram geradas pela
utilizagdo do pacote “copula” (Yan, 2007; Kojadinovic & Yan, 2010) do software R

Development Core Team (2010).

Passo 8: Atribua um valor inicial a primeira coordenada dos vetores de volatilidade
das distribui¢oes marginais, g, 1 € hg, 1 e calcule a primeira coordenada dos vetores

1= (T11,...,214) € T2 = (T21,...,T2;) da seguinte maneira,

xl,l - SST(_l) (UI|VCE17’YI1) \V hml,ly
Ta1 = SST(_I) (Ulfom’Ym) \V hmg,l?

na qual SST(Y(-) é a funcdo quantil de uma v.a. com distribuicdo SST (uma
implementacao desta funcao pode ser encontrada no pacote fGarch: Rmetrics-

Autoregressive Conditional Heteroskedastic Modelling).

Passo 4: Para j =2, ... n facga:

heyj = wa + Oél'l'r% i1+ By hay j1
’J
_ -1
ycu = SST( ) (uj|Vx177x1) \/hxhj
hxz,j = Wy + awzxg i1 T ﬁl‘zhxzd—l
7]

L2,j - SST(_l) (Uj |V2?27 712) V th,j
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Os vetores x1 e @9 constituem uma série bivariada do modelo copula-GARCH em
questao. As primeiras observacoes devem ser descartadas, pois isto permite minimizar

efeito dos valores iniciais atribuidos a primeira coordenada dos vetores de volatilidade.

Uma extensao natural da teoria das copulas, apresentada neste capitulo, é fazer
com que os parametros da funcao de céopula variem ao longo do tempo, para capturar
eventuais mudancas na estrutura de dependéncia. O proximo capitulo apresenta alguns

conceitos relacionados & esta extensao.
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Capitulo 3

Modelos com Dependéncia Variante

no Tempo

Assim como a volatilidade é um fato estilizado em séries de retornos do mercado
financeiro, ha evidéncia empirica nos trabalhos recentes de que a estrutura e o grau de
dependéncia entre retornos podem mudar ao longo do tempo (por exemplo, Arakelian
& Dellaportas, 2012; Ausin & Lopes, 2010; Rodriguez, 2007; Zhang & Guegan,
2008). Uma alternativa para dimensionar essas possiveis mudangas na estrutura
de dependéncia é propor modelos, nos quais os parametros da funcao de copula
(parametros que quantificam o grau de dependéncia entre as distribuigdes marginais)

se alterem ao longo do tempo, seguindo uma equagao de evolucao especifica.

Se os parametros de copula variam ao longo tempo e se estes dependem de seus
valores defasados ou de valores defasados das distribuigoes marginais, a densidade
condicional conjunta é determinada pela utilizacao da versao condicional do Teorema

1.1 proposta por Patton (2006a) e apresentada abaixo.

Teorema 3.1. (Teorema de Sklar - versao condicional) Sejam X1|W, Xo|W ...,

X |W waridveis aleatorias com distribui¢ao condicional acumulada Fy, Fy, ... F, res-
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pectivamente e distribui¢ao acumulada conjunta H de X|W para X = (X1, Xo, ..., X,)

e W com suporte em 2. Entao existe uma funcao C tal que,

H(l’1,$2, s ,.CL'n|W) = C(F1($1|W)a F2(372|W)7 s 7Fn<$n|W)|W)

Para todo x1,x9,...,x, € R e todo w € Q. Se Fy, Fs, ..., F, sdo continuas, C' €
Unica, caso contrario C' € determinada somente em ImFy X...x ImF,,. Reciprocamente
se C' é uma n-copula e Fy, Fy, ..., F, sao distribuicoes acumuladas, entao a funcao H

€ uma distribuicao conjunta n-dimensional com marginais Fy, Fy, ... F,,.

De forma anéloga, a versao condicional do Corolario 1.1 foi obtida pelo autor.

Corolario 3.1. Seja H uma funcao de distribuicao acumulada conjunta condicional

com marginais condicionais Fy, Fy, ..., F, continuas e funcao de cépula C. Entao, para
todo u = (uy,ug,...,u,) € [0,1]"
Cur,ug, ..., uy) = HFT (u|W), By Huo|W), ..., E u, [W)) (3.1)

O conjunto de informacgoes W precisa ser o mesmo para a funcao de copula e
para as distribuigoes marginais. Caso contrario C', nao satisfaz a definicao de copula,
podendo ser tratada como uma pseudo-copula que tem suas propriedades particulares

(Fermanian & Scaillet, 2004).

Uma alternativa proposta por Patton (2006a) e utilizada por Abbara (2009), para o
caso em que as marginais sao condicionadas a diferentes variaveis aleatorias, é verificar
a validade das igualdades (3.2) e (3.3). Este procedimento é realizado por meio de
uma regressao dos residuos do modelo marginal de X;,; ajustado, contra a primeira
defasagem dos retornos X, e analogamente para os residuos do modelo de Xy;. O

mesmo deve ser feito para o quadrado dos retorno. Consideram-se validas as igualdades
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se a hipotese de que o coeficiente regressor é igual a zero nao for rejeitada, em ambos

0OS Casos.
F.’El (xl,t‘le,tfl) = F{l‘1 (:Ul,t|fx1,t*17 F$2,t*1)7 (32)
FCEQ (x2,t|f:£2,t—l> - F:EQ <x2,t|le,t—17f$2,t—1)7 (33)
nas quais Fu, -1 = T1—1,.-., 211 € Foppy1 = Toy_1,...,T2].

Satisfeitas as igualdades (3.2) e (3.3), para o caso bidimensional, se F,, e F,, sdo
diferenciaveis e C' é diferenciavel de segunda ordem, podemos obter de (3.1) a densidade

condicional conjunta h

h(l' T |W> _ 82H<x1,t7$2,t’W) _ anl (x17t|ffﬂ17t,t—1) 8Fx2($2,t’Fxg,t71)
v axl,taxzt 8$1,t 6x27t

OPC(Fy(w14| Fay—1), Foy (@24 Fagp—1)|W)
oudv

h(ﬂﬁ,t, 1’2,t|W) = le(xl,t|fm1,t—1> fzg(x2,t|fzg,t—1> C(U, U|W) (3-4)

para u = Fy (14| Fuy 1), 0 = Fpy (4| Fapio1) € W = (Fuy -1, Fagt—1)-

Desta forma, a fungdo log-verossimilhanga de uma amostra {z4, @2}, com
vetor de parametros @ = (6¢, Ox,, Ox,), com Oy, e 0y, parametros das distribui¢oes

marginais e 6 parametros do modelo de cépula, é dada por,

6(0) - ZZ;I 1Og C(Fxl (xl,t|f:p1,t717 9X1)7 sz <x2,t|fx2,t717 9X2>’W7 90)
+ Zthl log fm ($17t|"rﬂc1,t—1v 9X1) + log fmz (y2,t|]:$27t—17 9X2)'

Neste trabalho, as variacoes da estrutura de dependéncia no tempo foram
capturadas pelo uso da metodologia desenvolvida por Patton (2006a). Nesta
metodologia, o parametro, em um determinado instante no tempo, depende do valor

que ele assumiu em suas defasagens e de valores provenientes de defasagens das
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observagoes das distribuicoes marginais.

Para a funcao de copula Normal a equacao de evolucao do parametro p;, indexado

pelo tempo, foi especificada da seguinte maneira,

d
1
o = A (wN + Bnpe—1 + an.- Z c1>—1(ut_j).c1>—1(vt_j)) : (3.5)
j=1

na qual, wy, By e ay sao parametros, d é o numero de defasagens levado em

consideragao e ®1(.) é a fun¢ao quantil da normal padrao. O parametro p; pode

l1—e %

g Assim como no

ser mantido no intervalo [—1,1] pela transformagao A(x) =

trabalho de Abbara (2009), foram testados varios valores para d, inclusive d = 10 (valor
utilizado por Patton, 2006a), porém, os melhores resultados (menor variabilidade do

parametro das copulas) foram obtidos para d = 1.

A copula t de Student tem equacao de evolugao para p; dada por,
1
Pt = A <WT + BTpt_l —+ OéT.a Z T_l(ut_j).Ty_l(vt_j)> s

na qual, 7, (.) é a fun¢ao quantil da distribui¢do ¢ com v graus de liberdade. O
parametro p; pode ser mantido no intervalo [—1, 1] pela mesma transformagao utilizada

na copula Cly.

Nas demais copulas (Clayton, Gumbel e Heavy Tail), foram utilizadas equagoes
de evolucao similares. Porém, estas copulas foram reparametrizadas nas medidas de
dependéncia de cauda, especificadas na tabela 2.1. A copula Clayton, por exemplo, é

dada pela equacao,

—6, -0 _
CC(UmUt‘eC,t) = (ut or 4 Uy ot _ 1) ot
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na qual,
In 2

Ocr = —7———
" In Aoy’

para Acp; variando no tempo segundo a equacao de evolugao,

d
1
Acry = A (wc + BeAcrpi-1 + ac-7 Z |ue—j — Ut—j|> :

Jj=1

Neste caso, a transformacao utilizada para manter a equacao de evolucao no
intervalo de definicdo das medidas de dependéncia nas caudas (0,1] foi A(z) =
1/(1+exp(—z)). As equagdes de evolugao para as medidas de dependéncia nas caudas

das copulas Gumbel e Heavy Tail foram obtidas de forma andloga.

A reparametrizacao nas medidas de dependéncia nas caudas foi realizada pois esta
facilita a interpretacao dos graficos de variagao de dependéncia no tempo. Além disso, a
reparametrizacao permitiu eliminar problemas numeéricos do algoritmo, o que facilitou

a implementacao das rotinas MCMC.

Para determinar a densidade condicional conjunta deve-se utilizar a equacao (3.4).
Os parametros para estes modelos sao estimados de maneira aniloga a apresentada no

capitulo 2 para copulas estéticas.

Para o exemplo apresentado nos capitulos anteriores (o da copula Normal com
distribui¢goes marginais GARCH(1,1) com erros ST) o vetor de parametros a ser

estimado ¢ 0 = (wg,, Oy, Bayy Vars Wy Qags Purgy Vagy WN, N, On) € a funcdo de
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verossimilhanga é dada por,

I e e I

t=k+1 \/1 — p?

_ ugc2+1

Vzy+1
(%)

(o)
v I+ ;
(V.'L’Q - 2)h$2,tr(%> (Vﬂf2 - 2)hx27t

para k = maz(p, q,d), p, ¢ argumentos do modelo GARCH(p,q) e p; dado pela equagao

de evolugao (3.5).

No capitulo que segue, sao apresentados os resultados obtidos por estudos de

simulacao relacionados a selecao de modelos.
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Capitulo 4

Estudos de simulacao

Conforme mencionado no inicio da secao 2.4, a literatura sugere que, do ponto de
vista Bayesiano, os parametros sejam estimados em conjunto, para que seja levada em

consideracao a estrutura de dependéncia entre eles.

O nosso objetivo neste capitulo foi verificar como a selecao de modelos copula-
GARCH ¢ influenciada pelos métodos de estimagio (em conjunto e separadamente),
tamanho das séries e valores dos parametros das fun¢oes de copula. Esta verificacao foi
feita por meio de estudos de simulacao similares aos apresentados por Silva & Lopes

(2008).

Todas os codigos utilizados nas simulagoes foram implementadas no software C
e executadas no cluster Puma do Laboratério de Computacao Cientifica Avancada
- LCCA da USP. Algumas fungées da biblioteca GSL (Galassi et al., 2010) foram

utilizadas na implementacao dos codigos.
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4.1 Especificacao dos modelos

Nos estudos foram utilizados dez modelos bivariados. Estes modelos foram obtidos
por meio da combinacgao das estrutura de dependéncia, especificadas por cada uma das
cinco fungoes de copulas estaticas apresentadas na secao 2.2 (equagoes 2.5 a 2.9), e de
dois modelos marginais GARCH(1,1), os com erros ST e os com erro SST. Em seguida,
foram geradas 500 réplicas de séries bivariadas de tamanhos 200, 500, e 1000 para cada
um dos modelos, com dois valores para os parametros das copulas, determinados pelos
valores do Tau de Kendall (7) iguais a 1/3 e 2/3. As séries foram geradas pela aplica¢ao

do algoritmo apresentado na secao 2.5.

Os modelos GARCH com erros SST, utilizados para gerar as séries, foram

especificados da seguinte maneira:

Xlt Y hacl,tg;rlt» X?t = 1\ h$2,t8$2t7

hayi = 0.0001 + 0.08X2 | 4+ 0.9h,, 4 1, Pays = 0.0003 + 0.11X57 | 4 0.88R,, 1,
€app ~ SST (v, =9, Yy = 0.96); Exgy ~ ST (Vyy =8, vu, = 0.98).

Os mesmos parametros foram utilizados para gerar as séries dos modelos com erros
ST, com excecao dos parametros de assimetria que foram fixados 7, = 1, 7,, = 1. A
cada uma das réplicas geradas, considerando as distribui¢oes marginais com erros ST,
foram ajustados os cinco modelos bivariados obtidos com erros S7T' nas distribuigoes
marginais. Da mesma maneira, as réplicas com erros SST, foram ajustados somente
os cinco modelos com erros SST. Os algoritmos de estimacao foram executados por
30.000 iteracoes e os valores obtidos nas 20.000 primeiras foram consideradas como

uma amostra de aquecimento.

As distribuicoes a priori utilizadas foram consideras independentes e normais, trun-

cadas no intervalo de defini¢do de cada parametro, N7 (u, 0?). Ou seja, aos parametros
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Ways Ozyy Bays Waos Qs Bass PNy PT, 00, O, O foram atribuidas distribuicoes a prior:
NT(0,100). Aos parametros 7., , Va,, distribuicdes a priori NT(0,0.647!) e aos para-
metros v,, e U,,, distribuigoes a priori N7 (8,30). As distribuigoes a priori atribuidas
aos parametros de assimetria foram especificadas desta maneira pois alocam probabi-
lidades similares para assimetrias positiva e negativa, sendo deste modo consideradas
pouco informativas (Fernandez & Steel, 1998). A mesma metodologia foi utilizada para

definir as distribuicoes & priori para os graus de liberdade.

Distribuicoes a priori normais truncadas com variancia grande foram atribuidas aos
demais parametros pois estas nao incluem grande quantidade de informagao no modelo.
Para comprovar este fato foram realizados testes nos quais as distribuicoes a priori
normais truncadas (em um intervalo fechado) foram substituidas por distribuigoes
uniformes. Observou-se que as estimativas obtidas com distribui¢oes & priori uniformes
eram muito semelhantes quando comparadas com as obtidas por meio do uso das
normais truncadas. Deste modo, as distribui¢cdes normais truncadas foram mantidas

pois seus parametros facilitam a inclusao de informacao.

4.2 Critérios para selecao de modelos

Os modelos foram selecionados segundo os critérios determinados pelo o valor
esperado do Akaike information criterion (Akaike, 1973) o (EAIC) e o valor esperado
do Bayesian information criterion (Schwarz, 1978) o (EBIC). Note que, para este
estudo de simulagoes, os critérios EAIC e EBIC produzem o mesmo resultado, pois,
os modelos envolvidos em cada selecao tem a mesma quantidade de parametros. Os

resultados obtidos por estes critérios foram comparados com os obtidos pelo deviance
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information criterion (DIC). Estes critérios sdo dados por,

EAIC = 2E[D(0x)] + 2npa,
EBIC = 2E[D(0p)] + In(n) npay,
DIC = 2E[D(0y)] — D(E[0r]),

nos quais,

D(ij) = —2In £(HA[),

0, é o vetor de parametros do modelo M, npy; é o nimero de parametros do modelo

M e L(8)) é a fungao de verossimilhanga avaliada em 6.

E valido lembrar que ao utilizar as medidas supracitadas em conjunto com os
algoritmos MCMC, estas sao facilmente aproximadas pois tem-se uma amostra da
distribuicao a posteriori dos parametros. Além disso, estas medidas sdao invariantes
a transformacoes monoétonas crescentes nas distribuicoes marginais. Por exemplo, se
um modelo de copula C' com distribuicdes marginais normais é selecionado como o de
melhor ajuste para um conjunto de dados, o mesmo modelo de copula sera selecionado
ao substituir as distribui¢oes marginais por log-normais (Silva & Lopes, 2008). Maiores
informagoes sobre o DIC e sobre as demais medidas podem ser encontradas em

Spiegelhalter et al. (2002).

4.3 Resultados e Conclusoes

Nesta secao sao apresentadas as tabelas que contém as proporcoes de selecao
do modelo correto (aquele que foi utilizado para gerar a série), segundo os critérios
EAIC/EBIC e DIC, graficos com a propor¢ao de selegdo de cada modelo para cada
conjunto de réplicas e algumas consideracoes sobre os resultados. Nos gréficos, as
colunas representam o modelo de copula utilizado para gerar as réplicas e as cores

representam a proporcao de selegao de cada modelo segundo as legendas.
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Figura 4.1: Graficos de barras para proporcao de selecio de cada modelo, segundo
os critérios EAIC /EBIC, obtidos pelo método de estimacao em dois passos para
distribuicoes marginais com erros SST.
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Figura 4.2: Graficos de barras para proporcao de selecao de cada modelo, segundo
os critérios EAIC /EBIC, obtidos pelo método de estimacdo em dois passos para
distribuicoes marginais com erros ST .
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Figura 4.3: Graficos de barras para proporcao de selecao de cada modelo, segundo
os critérios EAIC/EBIC, obtidos pelo método de estimagao em um passo para
distribuicoes marginais com erros SST.
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Figura 4.4: Graficos de barras para proporcao de selecao de cada modelo, segundo
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Figura 4.5: Graficos de barras para proporcao de selecao de cada modelo, segundo o
critério DIC, obtidos pelo método de estimacao em dois passos para distribuicoes
marginais SST.
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Figura 4.7: Graficos de barras para proporcao de selecao de cada modelo, segundo o
critério DIC, obtidos pelo método de estimagao em um passo para distribuicoes
marginais SST.
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Figura 4.8: Graficos de barras para proporcao de selecao de cada modelo, segundo
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Apos a realizacao dos estudos de simulacao, foi possivel concluir que os resultados
obtidos por meio da utilizagao do critério DIC (tabela 4.2 e graficos 4.5 ao 4.8) foram
similares aos obtidos pelos critérios EAIC/EBIC (tabela 4.1 e graficos 4.1 ao 4.4), de

maneira analoga aos resultados apresentados por Silva & Lopes (2008).

Em acréscimo, os resultados sugerem que os dois métodos de estimacao (em um
passo e em dois passos) produzem resultados similares, no que se refere a sele¢ao de
modelos (tabelas 4.1, 4.2 e graficos 4.1 ao 4.8). Porém, foi possivel observar durante
as simulagoes que, em alguns casos, ha dependéncia paramétrica entre as distribuicoes
marginais e esta dependéncia é levada em consideragao somente quando os parametros
sao estimados em um passo. A figura 4.9 apresenta dois graficos de dispersao para
amostras das distribui¢oes a posteriori dos parametros 7,, € 7., quando estes foram
estimados em um e dois passos. A amostra utilizada neste ajuste foi gerada a partir do
modelo obtido pela copula Clayton e distribui¢oes marginais SST (um caso particular
dos ajustes realizados no estudo de simulagoes). E possivel notar que a estrutura de
dependéncia entre os parametros é levada em consideracao quando estes sao estimados

€1m um passo.

No que se refere a proporcao de selecao do modelo de cépula correto, segundo o
tamanho das séries, os resultados apresentados pelas tabelas 4.1, 4.2 mostram que para
T = 1/3, com n = 200, as proporcoes de selecio do modelo correto foram superiores
a 0,95 em apenas 10% dos casos estudados. Com n = 500, em 45% dos casos foram
observadas propor¢oes superiores a 0,95 e com n = 1000, em 100% dos casos foram
observadas proporcoes superiores a 0,95. Ja para 7 = 2/3, com n = 200, n = 500 e
n = 1000, as porcentagens dos casos nos quais observou-se proporc¢ao de selecao do
modelo correto superior a 0,95 foram, 25%, 80% e 95%, respectivamente. Logo, no
contexto deste trabalho, séries de tamanho n = 1000 sao suficientes para identificacao

do modelo de copula correto.

Além disso, foi possivel observar que o uso de baixos valores de dependéncia (dada
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Figura 4.9: Grafico de dispersao para amostras das distribuicoes a posteriori dos
parametros v,, € 7.,, obtidas pela estimacao em um e dois passos.

por 7) e de fungoes de copulas com caracteristicas similares (como, por exemplo, da
copula t de Student para copula normal é da copula Gumbel para copula Heavy Tail)
resultaram em baixa proporcao de selecao dos modelos corretos, principalmente para
séries de tamanho reduzido (tabelas 4.1 e 4.2). Este fato foi previamente evidenciado
por Silva & Lopes (2008), em estudos de simula¢do com variaveis aleatérias marginais

sem auto-correlagao.

Outro fato observado foi o de que a proporcao de selecao do modelo de copula correto
é, em alguns casos, maior para as modelos com distribuigoes marginais ST (tabelas
4.1 e 4.2). Um dos fatores que contribuiu para que isso ocorresse foi o de diferentes
valores no parametro de assimetria proporcionarem melhor ajuste aos modelos que nao
foram utilizados para gerar a série, aumentando a similaridade entre estes modelos. A
figura 4.10 apresenta um exemplo de melhor ajuste do modelo obtido pela copula Cr a
dados com dependéncia assimétrica, quando os parametros de assimetria sao estimados
e nao fixados iguais a um, ou seja, quando sao utilizadas marginais SST e nao ST.

Para este exemplo, os modelos obtidos pela copula Cr (com distribui¢bes marginais
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ST e SST) e pela copula C¢ (com distribuigdes marginais SST') foram ajustados a um
conjunto de dados gerado a partir da copula Cr com distribuicoes marginais SST e
parametros de assimetria v,, = 0.96 e 7,, = 0.98. Foi possivel notar que as estimativas
para estes parametros, no modelo que utilizou a copula C'r, sao bem superiores quando
comparadas aos valores utilizados na geracao. Porém, estas estimativas proporcionam
um melhor ajuste aos dados, que tem estrutura de dependéncia assimétrica. Este fato

foi comprovado pelos critérios de selecao.

No proximo capitulo sao apresentadas aplicacoes dos modelos, obtidos pelas copulas

estaticas e variantes no tempo, a dados reais.
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Copula Crp, Copula Cyp,
T =1 e Yy=1 . I @ Bl 5D

Copula Ce,
Yz =1.03 e A, =0.99

Figura 4.10: Contorno de modelos bivariados com parametros de assimetria fixados
(primeiro grafico) e estimados (demais graficos).
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Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo sao apresentadas aplicacoes dos modelos utilizados no capitulo
anterior e também de modelos nos quais a estrutura de dependéncia pode variar ao

longo do tempo, de acordo com a teoria apresentada no capitulo 3.

Todas as estimacoes aqui apresentados foram efetuadas pelo método de estimagao
em um passo, para que a dependéncia paramétrica fosse levada em consideracao. Os
algoritmos MCMC utilizados foram implementados em linguagem C e executados no

cluster Puma do Laboratorio de Computacao Cientifica Avangada - LCCA da USP.

5.1 Especificacao dos modelos

Os modelos marginais utilizados neste capitulo, tanto para as distribuicoes cuja
estrutura de dependéncia varia no tempo, quanto para as estaticas, foram os modelos

AR(1)-GARCH(1,1) com erros SST. Este modelo foi especificados da seguinte
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maneira,
Xi,t = WAR,xiXt—l + \/h_tg.ri,ta
hi = wy + @, XE 4 Behu—j,
Exit ™ SST(Vx,iy W/w,z)
na qual, wagr,, ¢ o parametro do modelo auto regressivo AR na distribuicao marginal

;.

Para as estruturas de dependéncia, foram utilizadas as cinco cépulas apresentadas
na se¢ao 2.2 (Normal, t de Student, Clayton, Gumbel e Heavy Tail). Deste modo,
foram obtidos dez modelos bivariados, considerando as copulas estaticas e variantes no
tempo. A permanéncia ou nao dos parametros wag € v, em cada modelo, foi definida
pelo critério DIC. As distribuicoes & priori utilizadas foram as mesmas do capitulo
anterior, com excecao dos parametros referentes aos graus de liberdade que tiveram
priori centrada em 5, dos parametros wug, € wag, que tem distribuicao NT(0,100)

e dos parametros das copulas variantes no tempo, we, Bceac que tem distribuicao

N(0,100).

5.2 O conjunto de dados

Os modelos obtidos foram ajustados & um conjunto de retornos diarios de indices
do mercado financeiro. Estes indices foram, o Merval (MERV) da Argentina, o
Standard & Poor’s 500 (SP500) dos E.U.A., o Ibovespa (BVSP) do Brasil e o Indice de
Precios y Cotizaciones (ICP) do México, para o periodo de 03/01/2005 a 29/12/2011,
totalizando 1606 observacoes para os retornos. Os dados foram obtidos da fonte
http://finance.yahoo.com e foram consideradas validas somente as observagoes nas
quais os valores dos quatro indices puderam ser observados. A tabela 5.1 exibe algumas
estatisticas descritivas e as figuras 5.1 e 5.2 exibem as séries dos indices e dos retornos

dos indices, respectivamente.
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Tabela 5.1: Estatisticas descritivas dos indices utilizados.

MERV ICP BVSP SP500

Meédia 7.30e-05  6.15e-06  9.85e-05 1.30e-04
Variancia 1.60e-05 8.86e-06 1.63e-05 9.58e-06
Minimo -0.02590 -0.01893 -0.02419 -0.01453
Maximo 0.02086 0.02084 0.03094  0.02222
Curtose 8.42579  11.2802 9.00980 7.95734
Assimetria -0.6610  -0.2663  0.05262  0.22803
MERV SP500
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30000
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8000
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Figura 5.1: Gréfico das séries para os quatro indices utilizados, MERV, SP500, BVSP
e ICP, para o periodo de 03/01/2005 a 29/12/2011.

5.3 Resultados

Foram realizados ajustes a séries bivariadas, obtidas a partir das seis possiveis
combinagoes entre os indices. Estas foram ICP X BVSP, MERV X ICP, MERV X
BVSP, MERV X SP500, SP500 X BVSP e SP500 X ICP.

Antes de ajustar os modelos com estrutura de dependéncia variante, foi preciso
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Figura 5.2: Gréfico das séries de retornos dos quatro indices utilizados, MERV, SP500,
BVSP e ICP, para o periodo de 03/01/2005 4 29/12 /2011, totalizando 1606 observagoes.
mostrar que sao validas as igualdades 3.2 e 3.3. Para tal, foram feitos ajustes de
modelos de regressao considerando os residuos da primeira distribuigao marginal, contra
a primeira defasagem dos retornos e contra a primeira defasagem do quadrado dos
retornos da segunda distribuicao marginal. Como os residuos dos modelos marginais
ajustados tem distribuicao SST, foram utilizados modelos de regressao para varidvel
resposta com distribuicao t de Student assimétrica. Estas regressoes foram realizadas
com a utilizacdo do pacote sn (Azzalini, 2011) e os resultados dos testes sdo exibidos

na tabela 5.2.

A aleatoriedade dos residuos foi verificada pelos testes de Ljung-Box e a
convergéncia dos algoritmos MCMC foi monitorada por meio de graficos e dos testes de
Heidelberger e Welch, disponiveis no pacote CODA (Plummer et al., 2006) do software

R Development Core Team (2010).

As tabelas 5.3 a 5.8 apresentam as estimativas dos parametros, dos desvios padroes
e os valores do critério DIC, que foi utilizado na selecao dos modelos. Os resultados

obtidos pelos critérios EAIC e EBIC foram omitidos, pois corroboram com os do DIC.
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Tabela 5.2: Valor p obtido pelos testes de significancia do coeficiente dos retornos e dos quadrados
dos retornos nos modelos de regressao. Estas regressoes foram realizadas para mostrar que sao validas
as equagoes 3.2 e 3.3. As linhas representam a primeira defasagem dos erros utilizada nos testes e as
colunas representam os retornos e quadrados dos retornos.

T’t[t_l] MERV T‘t[t_l} SP500 T‘t[t_l] BVSP T‘t[t_l} IPC

e« MERV - 0.1201987  0.2916478  0.2752796
£¢ SP500 0.06232049 - 0.3976578  0.6496909
¢ BVSP 0.28634151  0.6996082 - 0.7660801
e IPC 0.20543118  0.9094270 0.8884487 -

r2_ MERV rf,_ SP500 r#;_ BVSP 1t}  IPC
e« MERV - 0.4143792  0.61898569  0.31699856
c¢ SP500 0.9034765 - 0.33198695  0.08699984
¢ BVSP 0.2518343 0.7593142 - 0.45338741
e IPC 0.1186658 0.2020894  0.09681698 -

Os gréaficos 5.3 a 5.7, mostram a variacao dos parametros pye pr, para as copulas
Normal e Student, além das variacoes nas dependéncias de cauda inferior (7¢) para
copula Clayton e de cauda superior (7¢ e 7y) para as copulas Gumbel e Heavy Tuail.
Nas tabelas 5.3 a 5.8, a sigla (V.T.) indica a versao variante no tempo da copula e
nos graficos 5.3 a 5.8, as linhas horizontais continuas representam a estimativa pontual
para os parametros de copula nos modelos estaticos e as linhas horizontais tracejadas

seus intervalos de credibilidade.
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Figura 5.3: ICP X BVSP - variacoes no tempo dos coeficientes de correlacao para as
copulas elipticas e variagoes no tempo das medidas de dependéncia nas caudas para as
copulas Clayton, Gumbel e Heavy Tail.
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Copula Normal Cépula Student
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Figura 5.4: MERV X ICP - variacoes no tempo dos coeficientes de correlacao para
as copulas elipticas e variacoes no tempo das medidas de dependéncia nas caudas para
as copulas Clayton, Gumbel eHeavy Tail.

62



Copula Normal Copula Student
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Figura 5.5: MERV X BVSP - variacoes no tempo dos coeficientes de correlacao para
as copulas elipticas e variagoes no tempo das medidas de dependéncia nas caudas para
as copulas Clayton, Gumbel eHeavy Tail.
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Cépula Normal Coépula Student
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Figura 5.6: MERV X SP500 - variagoes no tempo dos coeficientes de correlagao para
as copulas elipticas e variagoes no tempo das medidas de dependéncia nas caudas para
as copulas Clayton, Gumbel e Heavy Tail.
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Figura 5.7: SP500 X BVSP - variacoes no tempo dos coeficientes de correlacao para
as copulas elipticas e variacoes no tempo das medidas de dependéncia nas caudas para
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Figura 5.8: SP500 X ICP - varia¢oes no tempo dos coeficientes de correlacao para as
copulas elipticas e variagoes no tempo das medidas de dependéncia nas caudas para as
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5.4 Conclusoes e Consideracoes Finais

De todos os modelos com estrutura de dependéncia variante no tempo ajustados,
96,3% tiveram melhor ajuste do que sua versao estatica. Patton (2006a) e Abbara
(2009) também constataram melhor ajuste dos modelos variantes no tempo. Em
acréscimo, quatro dos seis pares de séries (ICP X BVSP, MERV X BVSP, MERV
X SP500 e SP500 X BVSP) tiveram como melhor ajuste o obtido pelo modelo gerado
a partir da coépula t de Student variante no tempo. As duas restantes, MERV X
ICP e SP500 X ICP, tiveram melhor ajuste pelos modelos obtidos pela coépula Normal
variante no tempo e t de Student estatica, respectivamente. Também foi observado
que a dependéncia entre os retornos, assim como a volatilidade, é maior nos periodos
de queda nos indices (figura 5.9). Este fato foi previamente observado nos trabalhos

supracitados, realizados no mesmo contexto.

Séries: SP500 X BVSP
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Figura 5.9: Séries dos indices SP500 e BVSP, volatilidade estimada para SP500 e BVSP
(rt SP500 e rt BVSP, respectivamente) e variagoes na dependéncia (parametro p; da
copula t de Student) estimada para os dados SP500 X BVSP.

67



Alguns trabalhos sugerem que diferentes regimes de dependéncia podem ser
encontrados em dados do mercado financeiro (Rodriguez, 2007; Patton, 2006b; Filho,
2010). Deste modo, uma opc¢ao interessante para trabalhos futuros seria o estudo de

modelos com mudanca de regime.

Dentre outros assuntos a serem explorados, podemos destacar, a obtencao de novos
modelos de copulas a partir de misturas, comparacoes entre as equacgoes de evolugao
ja existentes para estruturas de dependéncia, estudos de simula¢ao (similares aos
realizados no capitulo 4) para verificar a taxa de sele¢do de modelos obtidos pelas
copulas variantes no tempo, com e sem mudanca de regime, e finalmente aplicagoes

relacionadas a contigio de mercado e VaR (value at risk).
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Apéndice:
Graficos das cadeias de Markov

Abaixo sao apresentados os graficos obtidos pelas cadeias de Markov dos algoritmos

MCMC dos modelos com menor DIC. Os demais graficos foram omitidos por concisao.
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Figura 10: Cadeia de Markov dos parametros obtida para o ajuste do modelo com
menor DIC (neste caso, o obtido a partir da copula t de Student variante no tempo)
ao par de indices ICP X BVSP.
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Figura 11: Cadeia de Markov dos parametros obtida para o ajuste do modelo com

menor DIC (neste caso, o obtido a partir da copula Normal variante no tempo) ao par
de indices MERV X ICP.
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Figura 13: Cadeia de Markov dos parametros obtida para o ajuste do modelo com
menor DIC (neste caso, o obtido a partir da copula t de Student variante no tempo)
ao par de indices MERV X SP500.
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Figura 14: Cadeia de Markov dos parametros obtida para o ajuste do modelo com
menor DIC (neste caso, o obtido a partir da copula t de Student estatica) ao par de
indices SP500 X BVSP.
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Figura 15: Cadeia de Markov dos parametros obtida para o ajuste do modelo com
menor DIC (neste caso, o obtido a partir da copula t de Student variante no tempo)
ao par de indices SP500 X IPC.
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