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Resumo

Neste trabalho foi estudado um problema de controle de sistemas lineares
com saltos Markovianos sem observacao da variavel de salto, que pode ser
escrito como um problema de otimizacao de considerdvel complexidade.
As contribuigdes para a drea estdo divididas em trés aspectos. Um dos
avancos foi a elaboracao de um contraexemplo para a conjectura de que
hé somente um minimo local isolado para o problema. Além disso, foi
estudado o problema de otimizacao intermedidrio, que consiste em fixar
todas as variaveis do problema exceto duas matrizes de ganhos, e os re-
sultados indicam que, com uma pequena alteragdo na formulacao, este é
um problema biquadratico. Por fim, novos algoritmos foram elaborados a
partir de um método disponivel na literatura, chamado de método Variaci-
onal, adaptando-o para atualizar os ganhos aos pares, levando a problemas
intermedidrios biquadraticos. Trés métodos foram implementados para a
resolucao destes problemas: dois métodos classicos de descida, Newton e
Gradiente, e uma adaptacao do préprio método Variacional. Para a analise
dos resultados foram utilizados exemplos gerados aleatoriamente a partir
do Gerador de SLSM, que pode ser encontrado na literatura, e o método
Variacional como “referéncia” para comparacao com os métodos propostos.

Palavras-Chave: Sistemas lineares com saltos Markovianos, Controle
6timo, Problema biquadratico, Unicidade da solucao.






Abstract

This work addresses a control problem arising in linear systems with Mar-
kov jumps without observation of the jump variable and advances in three
different aspects. First, it is presented a counterexample to the conjecture
that states about the uniqueness of local minimum. Second, the interme-
diary optimization problem, which sets all the variables of the problem
except two arrays of gains, was studied and the results suggested that
a slight modification in the formulation makes the intermediary problem
a biquadratic one. Finally, new algorithms were developed based on a
method available in the literature, which is frequently referred to as the
Variational method, adapting it to update the gains in pairs, leading to
biquadratic intermediary problems. Three methods were implemented to
solve these intermediary problems: two classical descent methods, Newton
and Gradient, and an adaptation of the Variational method. To evaluate
the performance of the proposed methods, randomly generated examples
were used and the Variational method was set as “reference” for comparing
the results.

Keywords: Markovian jumps linear systems, Optimal control, Biqua-
dratic problems, Uniqueness of the solution.
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1

Introducao

Os sistemas lineares estudados nesta pesquisa sao chamados de Sistemas Lineares com Saltos
Markovianos (SLSM). Uma das principais aplicagdes desse tipo de sistema é a modelagem de
problemas onde ha alteracGes abruptas de comportamento, como sistemas suscetiveis a falhas e
perturbacoes ambientais repentinas. Porém, problemas estocédsticos nao sao os tinicos que podem
ser modelados por SLSM. Devido a sua capacidade de generalizar e recuperar propriedades
de sistemas lineares cldssicos, os SLSM podem ser empregados também em problemas com
tratamento deterministico. Entre algumas das aplicagoes de SLSM temos os sistemas robdticos
em SARIDIS (1983), os receptores térmicos solares em SWORDER e ROGERS (1983), os
sistemas aeronduticos em STEVENS e LEWIS (1991), os modelos macroeconémicos em DO VAL
e BASAR (1999) e os portfélios de investimentos em OLIVEIRA (2011). Outros exemplos sao
citados em SIQUEIRA e TERRA (2004), LAM et al. (2007) e RAOUF ¢ BOUKAS (2007). Esta
area tem sido muito investigada nas tultimas duas décadas, e o leitor podera encontrar centenas
de referéncias nos principais livros em SLSM: COSTA et al. (2005), DRAGAN et al. (2009),
COSTA et al. (2013).

Os SLSM podem ser divididos em trés casos segundo a observacao do estado, que para
estes sistemas é formado pelo estado da cadeia de Markov, 0, e pelo estado dos subsistemas, x:
SLSM com observacao completa, com observacao parcial, e sem observacao. No primeiro caso,
as varidveis sao conhecidas (medidas com grande precisao) em todos os instantes de tempo, no
segundo apenas uma parte destas variaveis sao conhecidas, e no terceiro caso nao sao conhecidos

nenhum de seus valores.

19



20 Capitulo 1. Introdugao

Considerando que em muitos casos € dificil conseguir medidas exatas das varidveis de estado,
faz-se importante os estudos associados ao problema tedrico e a implementacao computacional

de métodos para os casos com observagao parcial/sem observacao da cadeia de Markov.

Neste trabalho é considerado o caso sem observacao da varidvel de salto, ou seja, um
SLSM com observagao parcial. O problema de otimizagao consiste em minimizar uma fun-
¢ao objetivo quadratica, aqui normalmente chamada de custo, e com horizonte finito N. A
variavel de otimizacao consiste em uma sequéncia de matrizes de ganho, denotada por g =
{9(0),9(1),...,9(N —1)}. Conforme explicado mais detalhadamente na Segao 3, trata-se de
um problema de alta dimensionalidade (N matrizes) e nao convexo, sendo portanto de dificil

tratamento e solucao numérica.

Ha alguns resultados importantes sobre este problema, sendo provavelmente o mais impor-
tante deles o método Variacional proposto e analisado em termos de convergéncia em DO VAL
e BASAR (1999). Neste texto, este método também é chamado de método Variacional Cldssico,
para contrapor com os métodos propostos. Vale comentar que hd uma demonstracao de que
este método gera solucoes cujos custos diminuem ao longo das iteragoes, mas nao se sabe se a
sequéncia de ganhos converge. Além disso, pode haver convergéncia para um minimo local do

problema.

As contribuigbes para a drea estdo divididas em trés aspectos. Um dos avancos foi a
elaboracao de um contraexemplo para a conjectura de que ha somente um minimo local isolado
para o problema. Ksse exemplo foi o tinico obtido em uma base de 1.000 exemplos gerados

aleatoriamente, sugerindo que nao é algo simples de ser encontrado.

O segundo aspecto foi o estudo do problema de otimizagao intermedidrio, denominado P By,
que consiste em fixar todos os ganhos exceto dois deles, g(k) e g(k + 1), e os resultados indicam
que, com uma pequena modificacdo nestas varidveis, este é um problema biquadratico. A
demonstracao feita considera o caso em que a acao de controle é escalar, porém um algoritmo foi
desenvolvido e testado de forma que, considerando 1.000 exemplos gerados aleatoriamente, foi
possivel obter uma funcao objetivo biquadrética em todos os sistemas. Este é um forte indicio

de que o problema é biquadratico.

Por fim, o método Variacional Cléassico foi adaptado para atualizar dois ganhos consecutivos.
Vale ressaltar que isto pode ser facilmente estendido para o caso de multiplos ganhos, veja
Observacao 5.1. A motivagdo para esse estudo surge do fato de existirem trabalhos que utilizam
métodos onde apenas um ganho é atualizado a cada iteracao, é o caso do método Variacional
Classico, e métodos que atualizam todos os ganhos simultaneamente, nao havendo nenhum caso

intermedidrio.

Em termos gerais, as conclustes obtidas sobre os métodos implementados sao: O método
Variacional Classico alcanca os melhores resultados, em termos de custo e tempo de CPU, para a
grande maioria dos exemplos, porém ha uma parcela significativa de exemplos em que a estratégia

de atualizacao de dois ganhos apresenta menor numero de iteragoes, justificando a busca por
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métodos mais eficiente para o problema PBj. Por fim, os métodos de descida utilizados com

intuito de diminuir o tempo computacional nao apresentaram bons resultados.

Esta pesquisa resultou em dois trabalhos: um para II Congresso de Matematica Aplicada
e Computacional - CMAC-SE, apresentado em secao oral, OLIVEIRA e COSTA (2013); e
outro para o XXXV Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional - CNMAC,
OLIVEIRA e COSTA (2014).

1.1 Organizacao da Dissertacao

O restante deste trabalho esta estruturado da seguinte maneira: no Capitulo 2 sao apresentadas
as notagoes e os conceitos preliminares, importantes para o entendimento do trabalho, como
os resultados sobre SLSM, a definicao do problema de otimizacao e os métodos estudados. No
Capitulo 3 sao apresentadas algumas caracteristicas da fun¢ao custo de N estdgios e o primeiro
resultado deste trabalho: a unicidade da solugao étima. Os resultados acerca da adaptacao
desta funcao, com atualizagdo de dois ganhos, como uma fung¢ao biquadratica e a demonstragao
para o caso em que a acao de controle é escalar sao apresentados no Capitulo 4. No Capitulo
5 ¢ apresentada a formulagdo matematica para atualizagao de dois ganhos consecutivos e um
breve resumo sobre os métodos desenvolvidos para sua resolucao. As andlises feitas a partir dos
resultados obtidos por estes métodos, quando aplicados a dois conjuntos de exemplos gerados
aleatoriamente pelo Gerador de SLSM de BORTOLIN (2012), s@o apresentadas no Capitulo 6.

Por fim, no Capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes e as propostas para trabalhos futuros.






2

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas algumas definicoes e resultados preliminares necessarios para
o desenvolvimento da pesquisa, organizados da seguinte forma: na Secao 2.1 sdo apresentadas
as notagoes e operadores utilizados ao longo do texto e na Se¢ao 2.2 as definicoes e resultados
relacionados a Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM). A formulagao matemética do
problema de otimizacao ¢ feita na Secao 2.3 e na Secao 2.4 é feita uma breve descricao do método
Variacional de VARGAS (2004), que sera utilizado para comparar os métodos implementados
neste trabalho. Nas Secoes 2.5 e 2.6 é feita uma breve descricao dos métodos classicos de
descida, Gradiente e Newton, respectivamente, e por fim, a formulacao do problema biquadratico

é apresentada na Secao 2.7.

2.1 Notacoes

Sejam T' e N ntumeros inteiros e positivos e 7 = {1,2,...,T} e £ = {0,1,...,N —1}. O
espaco linear normado formado por todas as matrizes reais com dimensao n x m (n x n) é
representado por M™™ (M™). Define-se M™"™ = {U = (Uy,Us,...,Up) : Uy € M™™ i € T}
como sendo o espaco linear de todas as T-sequéncias de matrizes e 8" = {U € M" : U = U'}
o subespaco linear normalizado de M"™ de matrizes simétricas, em que U’ é o transposto da
matriz U. Denota-se S” = {U = (Uy,Us,...,Ur) : U; € §",i € T} como sendo o espago linear
de todas as T-sequéncias de matrizes simétricas. Seja S = {U € 8" : U = 0} e S =
{U € §" : U = 0} o cone aberto (fechado) de matrizes definidas (semi-definidas) positiva de ",
além disso, denota-se o valor esperado por E{-}, a medida de Dirac de um conjunto S como 1g,
o operador traco por Tr{-} e |U]|2 = Zszl Te{U/U;}, para U € M™"™. O espagco M™" equipado

23



24 Capitulo 2. Definicoes e Resultados Preliminares

com o produto interno (2.1) forma um espago de Hilbert.
T
(U, V) => Tr{UjVi}. (2.1)
i=1

Sejam A € M™™ e B € M"™* o produto de Kronecker usual das matrizes A e B, denotado

por A® B, é dado pela matriz nr x ms a seguir

a11B almB

anlB ant

e a vetorizagdo da matriz A, denotada por vec(A), é dada pelo vetor nm x 1 (2.3) de todos os

elementos da matriz A empilhados coluna por coluna.

/
UGC(A):[GH e QGpl G122 o QR ot Ay anm]' (2.3)

2.2 Sistemas Lineares com Saltos Markovianos

Em termos simples, um Sistema Linear com Saltos Markovianos (SLSM) é um sistema linear
cujos parametros variam no tempo e estas variagoes seguem um padrao que nao é deterministico
e nem totalmente aleatério. Em geral, hd um certo nimero de (matrizes de) parametros, por
exemplo A, Ay e A3, e em cada instante de tempo apenas um destes parametros estd ativo.
A mudancga entre eles obedece a um processo estocdstico, denotado nesse trabalho por 6(k),
uma variavel aleatéria que toma valores em 7 = {1,2,...,T}. Por exemplo, no instante k, se

(k) = 2 entao a matriz de parametros A assume o valor As.

Um processo estocastico #(k) pode ter caracteristicas bastante complexas, por este motivo
neste trabalho sera considerado um processo mais simples, satisfazendo a propriedade de Markov,

levando a um problema mais tratavel.

Definigao 2.1 O processo estocastico 6(k) é uma cadeia de Markov quando
Pr{6(k + 1) = j10(0) =i0,0(1) =i1,...,0(k) =i = Pr{0(k + 1) = j|0(k) = i]. (2.4)

Note que a informagao sobre (k) é um fator importante para o problema em questao.
Existem trés casos acerca da observacao desta varidvel: ela pode ser conhecida em todos os
instantes k£ do sistema, ou seja, o sistema possui observacao completa das variaveis de estado;
pode ser apenas parcialmente conhecida; ou nao ser conhecida em nenhum instante.

Para o caso de um sistema que possui observacao completa das varidveis de estado, a solucao
do problema, definido na préxima secao, é facilmente obtida através da resolugdo de uma

Equagao Algébrica de Riccati Acoplada (EARA), porém para os casos de observagao parcial
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e nao observacao das varidveis de estado, ndo hd um método geral que obtenha de forma
satisfatoria a solucao 6tima do sistema. Considerando que em muitos casos é dificil conseguir
medidas exatas de 6(k), faz-se importante o estudo associado a implementagao computacional
de métodos com observacao parcial da cadeia de Markov e a comparacao dos mesmos e de suas

solucoes encontradas.

Neste trabalho é considerado o caso em que 6(k) nao é observado e possui probabilidade de
transicao do estado i para o estado j dada pela matriz P = [p;;] € MT em que T é a quantidade

de estados da cadeia e p;; ¢ dado por:
pis (k) = Pr{o(k + 1) = jlo(k) = il (2.5)

A probabilidade inicial da varidvel aleatéria € estar no estado i € T é dada por m;(0) =
Pr[6(0) = i] e o vetor w(0) = [r1(0),...,m7r(0)] é chamado de vetor de distribui¢ao de probabili-
dade inicial. O vetor de distribuicao de probabilidade apés k-passos, 7(k) = [71(k), ..., 77 (k)],
onde 7;(k) = Pr{f(k) =i} ei € T, pode ser determinado pelo vetor de condigdes iniciais w(0) e
pela k-ésima poténcia da matriz P, através da equacio de Chapman-Kolmogorov: (k) = 7(0)P*.

Assumindo conhecidos os seguintes conjuntos de matrizes A = {41, As,..., Ap} € M",
B = {By,Bs,...,Br} € M*" C = {C1,Cy,...,0r} € S, D = {Dy,Dy,...,Dr} € S"" ¢
G={G1,Ga,..., Gp} € M™P o SLSM possui a seguinte formulagao:

z(k+1) = Agyr(k) + Byayu(k) + Gouyw(k),

(2.6)
y (k) = 2'(k)Cogyz(k) + ' (k) Dgiyu(k),

em que o par (x,0) determina o estado do sistema, y(k) é o chamado custo por estagio, u(k)
é o controle, uma variavel que pode ser projetada a fim de minimizar um critério associado ao
custo por estigio, e w(k) é uma variavel aleatéria, independente, com média zero e covariancia
fixada. Neste trabalho x é uma varidvel conhecida em todos os instantes de tempo. Além disso,

Agky = Ai € A quando 0(k) = i e similarmente para as demais matrizes em (2.6).

Definigao 2.2 Considere a matriz P = [p;;] € MT | a sequéncia de matrizes G € M™P e a
distribuicdo (k) da cadeia de Markov. Para quaisquer V.€ M™ e U € S™, definem-se os

operadores lineares £, Ly, Ty : S™ — S™ e a sequéncia de matrizes X(k) € S como:

T

&(U) = piU;, 2.7)
=1

Lvi(U) = V{&(U)V;, (2.8)

T
Tvi(U) =Y p;iViU;Vj, (2.9)
j=1
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T
Si(k) = pjimi (k)G G, (2.10)
j=1

sendo que TO(U) =U e T‘(/t)(U) = TV(T‘(}FI)(U)) para t > 1.

Definicao 2.3 O segundo momento de x(k), condicionado ao estado Markoviano 6(k) é definido
por um conjunto de matrizes X (k) = {X1(k), Xo(k),..., X7(k)} € S™, em que

Xi(k) = E{z(k)z'(k)1gg =}, ieT,kek. (2.11)

Lema 2.1 (VARGAS (2004)) Seja U = {Ui(k), Ua(k),...,Ur(k)} € S™°, temos que:

T
B{2! (k)Uggyx(k)} = Z Tr{U X;(k)} = (X(k),U), VkeKk. (2.12)

2.3 Formulacao do Problema de Otimizacao

Sendo E{y(k)} o valor esperado do custo por estdgio, a fun¢ao objetivo do problema de otimi-

7aGao sera
N—

—_

E{y(k)}, (2.13)
k=0

em que y(k) é dado pela Equagao (2.6).

Lembrando que neste trabalho z é observado e 6 nao é observado, ou seja, trata-se de
um sistema com observacao parcial do estado, seria natural tentar minimizar a funcao ob-
jetivo com base nestas informagcoes, de maneira que o controle resultaria na forma u(k) =
F(x(0),z(1),...,z(k)). E possivel mostrar que a solucéo 6tima também pode ser escrita na forma
u(k) = f(xz(k),1), sendo ¢y a distribuigdo condicionada de 6 a todo histérico de observagoes
de x. Este é um problema de controle extremamente complicado. Para que se tenha uma ideia
da complexidade, note que é possivel escolher u(k) que favorega obter informagao sobre 0(k)
através de z(k + 1), assim o controle tem influéncia direta no sistema e na funcao objetivo,
mas também nas distribuigoes 1, e estas influéncias sao normalmente conflitantes, o que é
comumente chamado de controle dual.

Levando em conta a dificuldade explicada acima, consideramos uma restricao simplificadora

de que o controle é uma funcao linear do estado,
u(k) = g(R)a(k), k=0, (2.14)

sendo a matriz g(k) € M"™"™ denominada de ganho, para k € K, de modo que agora o problema

de otimizacao pode ser reescrito como

N-1
Lo mn S B ()]Con + o () Doy g (] (8)). (2.15)
ity 2
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Além disso, pelo mesmo motivo g(k) deve ser escolhido baseando-se apenas nos parametros
conhecidos, e nao na sequéncia de observagoes de x(0), ..., z(k), caso contrério recairfamos no
problema de controle dual.

Seja G o conjunto formado por todas as possiveis sequéncias de matrizes de ganho g =

{9(0),9(1),...,9(N = 1)}. Seja também g'(k)Dg(k) = {(g'(k)D1g(K)), ..., (¢'(k)Drg(k))} e
A+ Bg(k) = {(A1 + B1g(k)),...,(Ar + Brg(k))}. A Proposigao 2.1, apresenta uma expressao

deterministica que facilita o célculo de X (k).

Proposicao 2.1 (COSTA et al. (2005)) Considere V (k) € S™V definido de acordo com

V(k+1) = TarBgi)(V(K)) + Z(k),
Vi(0) = V € 8,

Vale que V (k) = X (k), sempre que V;(0) = X;(0) = m;(0)x(0)2'(0), : € T ek € K.

Utilizando o Lema 2.1, em que Up )y = Cyaiy + g' (k) Doy g(k), temos
E{y(k)} = (X(k),C + ¢'(k)Dg(k)),  VkeK, (2.16)

e portanto o custo de N estdgios para o sistema ® terd a seguinte forma:

N—-1 N—-1
In = Efy(k)} = 3 (X(k),C + g (k) Dg(h)). (2.17)
k=0 k=0

A partir de todos esses resultados é possivel formular o problema de otimizacao, que consiste
em determinar uma sequéncia de ganhos g € G que minimize a Equagao (2.17). Formalmente

isto é formulado da seguinte maneira:

Wy
o )Xl 1) = Ty (X)) + Zi(k), (2.18)

Xi (0) =T (O)x(O)x’(O).

Neste trabalho sera considerado o caso em que 1" > 2, uma vez que com 17" = 1 o problema
se reduz ao caso sem saltos nos parametros, que ja é bem conhecido e sua solucao pode ser
facilmente obtida via equacoes de Riccati. Este problema encontra-se em aberto, pois ainda nao
hd um algoritmo que determine os ganhos 6timos g* de forma que o custo de N estdgios seja
garantidamente um minimo global.

No entanto, hd um algoritmo denominado de método Variacional, proposto por DO VAL
e BASAR (1999) e também estudado por VARGAS (2004), para o problema do custo de N
estagios. Por se tratar de uma método baseado em uma condicao necessaria de otimalidade, ele
encontra apenas um ponto estaciondrio de Jy. Este método é explicado mais detalhadamente

a seguir, uma vez que ele é usado para comparacao de resultados ao longo desse texto.
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2.4 Breve Descricao do Método Variacional

Em DO VAL e BASAR (1999) é proposto um método Variacional para tratar de problemas de
controle de SLSM sem ruido aditivo, cuja extensao para problemas com ruido aditivo estda em

VARGAS (2004). Para facilitar a referéncia, o método Variacional serd descrito a seguir.

Definigao 2.4 Sejam os operadores £, L : S0 — S™ definidos pelas Equagies (2.7) e (2.8),
respectivamente. Definem-se L(k) € S™0 e w(k) € M! como:

Li(k) = Ci + ¢'(k)Dig(k) + L as g (L(k + 1)), (2.19)
wi(k) =E(w(k+ 1)) + Tr{E(L(k +1))G:G}, (2.20)

sendo Li(N) =0 ew;(N)=0,i€T.

Proposicao 2.2 (VARGAS et al. (2004)) Para cada ko € K, vale a sequinte identidade:

N-1

> E{y(k)} = (L(ko), X (ko)) + (ko) w(ko)- (2.21)
k=ko

O custo de N estdgios apresentando em (2.17) pode ser escrito como

Tn = S X(0).C + d(ODa(0)) + (X(k).C + g (k) Dg(k)
=0
£ (X(0.0 + ¢ (0Dg().
(=k+1

(2.22)

Utilizando (2.21), temos que a Equagao (2.22) pode ser reescrita da seguinte forma:

k-1

D (X(0).C + ¢ (()Dg(6)) + (X (k),C + g (k) Dg(k))
=0

+(L(k+1),X(kE+1)+V(k+1),

IN

(2.23)

em que L(k+1) e V(k+1) = w(k+1)'w(k+1) sao conhecidos e X (k+1) = TA+Bg(k) (X (k))+2(k).

Considerando os ganhos de g(0) até g(k—1) e de g(k+1) até g(N —1) conhecidos na Equagao
(2.23), resta apenas uma particao (k) da sequéncia de ganhos a ser atualizada. A fim de facilitar
futuras referéncias o problema de atualizar a particao k da sequéncia de ganhos serd denominado
de Problema Quadrdtico k, ou PQy, uma vez que o problema é quadratico na incégnita g(k). A

Equagao (2.24) apresenta a formulagao deste problema.

P . min J]
Qk min - Jn (2.24)
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sendo

In = (X(k),C +¢'(k)Dg(k)) + (L(k + 1), Tay g (X (k) + Z(k)) + V (k + 1),

em que as matrizes X (k), L(k + 1) e o escalar V(k + 1) sdo conhecidos.
Derivando a equagao do PQj em relacao a incégnita g(k), o teorema da otimalidade para o

método Variacional é estabelecido conforme a seguir.

Teorema 2.1 (VARGAS et al. (2004)) Suponha que exista uma sequéncia de ganhos g que
realiza o minimo global do problema (2.18), entdo g satisfaz, para cada k € K, a seguinte

equacao:

T
> [(Di+ Bi&(L(k +1))B;) g(k) + Bi&(L(k + 1)) A;] X;(k) = 0. (2.25)
i=1
A partir desses resultados obtemos o Algoritmo 2.1 para o método Variacional que minimiza

localmente o custo de N estdgios, satisfazendo a condicao necessaria de otimalidade apresentada
m (2.25). O Exemplo 2.1, adaptado de BORTOLIN (2012), ilustra a utilizagdo deste método.

Algoritmo 2.1 Método Variacional

Passo 0: Inicie o processo com 1 = 0 e escolha uma sequéncia de ganhos iniciais g7 =

{g"(0),...,g"(N = 1)}.
Passo 1: Vk € K encontre X" (k) € 8™ tal que

(k) + Zi(k),

{Xn(k; +1) = Tar g (X (2.26)

Xi(0) = mi(0)2(0)2'(0),
onde 7 e ¥ sao dados pelas Equagoes (2.9) e (2.10), respectivamente.

Passo 2: Facan =n+ 1. Paracada k = N —1,N —2,...,0, determine ¢”7(k) que minimize
PQ)y, através da Equagao (2.25) com L;(k) dado pela Definigao 2.4.

Critério de Parada: |Jn(g")
satisfeito volte ao passo 2.

— In(g"™ )| / In(g") < €, para € dado. Se o critério ndo for

Exemplo 2.1 Considere os sequintes dados:

[ 0,7633 —0,0215 0,1252 [—6,7366 7,5238 —1,0969
A; = |-0,6456 0,2100 —0,0592 Ay = |—5,2434 5,7396 —0,6748],
—0,4566 —0,2645 0,5546 2,5139 —3,4616 1,0579
(12178 0,4220  —0,3873] (18,5930 —21,9334  6,0864
Cr=|0,4220 0,1463 —0,1342 Co= |—21,9334 26,1372 —7,3977|,
|—0,3873 —0,1342  0,1231 | | 6,0864  —7,3977  2,1727
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0,4313 ~0,9231 —0, 2889 —0,0773
By = |0,0739|, By = |—0,7560|, Gy = | 1,919 |, Gy = |—0,0126|,
3,9401 0,3353 4,6867 0, 4450
—1,1634

0,7514 0,2486
pP= . m0)=[0.3263 0,6737|, ()= | 1,1837 |,

0,0178 0,9822
—0,0154

D1 =0,15, Dy = 0,5861, ¢ = 10, N = 100, T = 2 ¢ ¢°(k) = [o 0 o}, para todo k € K.
O Algoritmo 2.1 foi implementado utilizando o software MATLAB® e realizou n = 5 iteracées

até localizar uma solugdo, cujo custo de N estdgios, Jn, foi aproximadamente igual a 546,2521.
A sequéncia de ganhos g* pode ser encontrada no Apéndice D de BORTOLIN (2012).

2.5 Meétodo de Gradiente

Seja uma fungao continua f(z) que possui derivadas parciais continuas de primeira ordem. O
vetor gradiente V f(z) aponta para a dire¢ao de maior crescimento no valor da fungao f(z),
logo se estamos buscando o valor minimo desta funcao, é natural que caminhemos na direcao
contraria ao gradiente.

O método de Gradiente é um método iterativo de busca linear que usa, na iteracao 7, a

diregao de descida d, = =V f(z). A sequéncia de pontos é gerada por
=214 - dy, (2.27)

em que a distancia o, > 0, a se mover ao longo da direcao d,,, pode ser encontrada resolvendo-se
o problema unidimensional na variavel a que minimiza f(2"+«-d,). O Algoritmo 2.2 apresenta

os passos do método de Gradiente.

Algoritmo 2.2 Método de Gradiente

Passo 0: Inicie o processo com 1 = 0 e escolha um ponto inicial zg.

Passo 1: Calcule Vf(z).

Passo 2: Encontre «,, resolvendo o problema unidimensional min, f(2" + « - d,).
Passo 3: Atualize 27" = 2" + «, - d;), em que d,, = —V f(2).

Critério de Parada: Se ||277! —27||/||2"|| < €, para ¢ dado, a solugao Gtima foi encontrada,
PARE. Se nao, faga n =n + 1 e volte ao passo 1.

O método de Gradiente pode ser diretamente empregado em (2.18) na atualizagao de todos
os ganhos, ou seja, fazendo 27 = (¢"7(0),¢"(1)...,¢"(N —1)). Contudo essa abordagem nao serd
explorada neste texto, uma vez que ja foi estudada em BORTOLIN (2012).
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2.6 Meétodo de Newton

O método de Newton estende a ideia do método de Gradiente e consiste em aproximar repeti-
damente a fungao f(z) por uma fungado quadrética (z) em torno de um ponto dado 2" até que
um critério de parada previamente definido seja satisfeito.

Considere a expansao por série de Taylor até a segunda ordem da funcao f(z) nas vizinhangas

do ponto z"

f(2) = Q(2) = f(2) + Vf(z")(z = 2") + %(2 = 2N H(Z")(z = 27), (2.28)

em que V f(z"7) é o vetor gradiente e H(2") é a matriz hessiana da fungao f(z) no ponto 2.

Sendo a derivada de Q(z) com relacao a variavel 2" igual a zero, temos
Vi) +H(Z")(z—2") =0. (2.29)

Assim, temos que a direcao de busca do método de Newton, na iteracao n, é dada pelo
sistema linear

H(Z")-d, ==V f(z"), (2.30)

e a sequéncia de pontos obtida durante as iteragoes do método por
2 =21 4 d,. (2.31)

Seja z* um minimo local e assumindo V f(z*) = 0, H(z*) definida positiva e f(z) uma funcao
cujas derivadas parciais de primeira e segunda ordem sao continuas, temos que H (2") é definida
positiva nos pontos préximos a z*, assim o ponto sucessor 27! é bem definido. O Algoritmo

2.3 apresenta os passos do método de Newton.

Algoritmo 2.3 Método de Newton

Passo 0: Inicie o processo com 1 = 0 e escolha um ponto inicial zg.
Passo 1 Calcule Vf(z7) e H(z").

Passo 2: Resolva o sistema linear: H(z") - d, = =V f(2").

Passo 3: Atualize 2" = 2" + d,,.

Critério de Parada: Se ||27"! —27||/||2""}|| < ¢, para € dado, a solugdo Gtima foi encontrada,
PARE. Se nao, faca n =1+ 1 e volte ao passo 1.

Da mesma forma que o método de Gradiente, o método de Newton também pode ser
diretamente empregado em (2.18) para atualizacao simultanea de todos os ganhos. Os resultados
desta adaptacao podem ser encontrados em BORTOLIN (2012).
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2.7 Problema Biquadratico

Recentemente, a otimizagao polinomial, em especial os problemas polinomiais de grau maior que
bl )

dois, tem despertado o interesse para pesquisa. Sendo um caso especial, o problema biquadratico

pode ser aplicado em diferentes areas como fisica quantica, comunicagao sem fio e processamento

de imagem e sinal conforme citado em ZHANG et al. (2011).

A Equacao (2.32) apresenta a formulagao deste problema.

n m

min Qv,2) = Z Z @ kIViZj VR, (2.32)

' ik=17,1=1

em que ¢ assumido, sem perda de generalidade, que os coeficientes a;;; satisfazem a propriedade
simétrica a;jx = arji = aukj, para i,k =1,...,nej,l=1,...,m. Claramente temos que se v
ou z forem fixos, a Equagao (2.32) torna-se um problema de otimizagao quadratico.

Na literatura, este problema é encontrado sempre sujeito a um conjunto de restrigoes, por
exemplo, em LING et al. (2009) o problema de otimizacao biquadrético esta sujeito a |[v|| = 1
e ||z]] = 1; e em YANG e Q. (2012), ZHANG et al. (2011) e LING et al. (2012) estd sujeito a

restricoes quadraticas.



3

Caracteristicas do Problema

O problema de otimizagao introduzido na Equagao (2.18) é definido como um problema de oti-

mizacao continua, nao linear e irrestrita, pois é possivel reescrevé-lo da seguinte forma reduzida

N—-1
min  ((X(0)),C +g'(0)Dg(0) + ) _ {Taso(k—1)Ta+Bo(k-2)..Ta+Bg(0) (X (0))
k=1
(3.1)
+ TA4Bg(k—1) - - - TA+Bg(1)(2(0)) + TayBg(k—1) - - - Tat+Bg(2)(E(1)) + ...

+ Ta4Bg(k—-1) (B(k = 2)) + X(k — 1), C + ¢'(k) Dg(k)),

em que a condi¢ao inicial é dada por X;(0) = m;(0)z(0)2’(0). Apesar do instante k assumir
apenas valores inteiros, caracterizando assim um problema de tempo discreto, o problema de
otimizagao é classificado como continuo, pois as incégnitas g(k) € M™" k € K podem assumir
quaisquer valores reais. Vale ressaltar que a funcao objetivo de (3.1) nao é convexa, veja

VARGAS et al. (2013).

Um dos métodos disponiveis na literatura, e que detem os melhores resultados para esta classe
de problemas, é o método Variacional. Proposto por DO VAL e BASAR (1999) e posteriormente
estudado por diversos autores, este método baseia-se em uma condicao necessaria, conforme
apresentado em VARGAS et al. (2004), do tipo “gradiente nulo”, dada pela Equagao (2.25).

Ao longo dos anos surgiram alguns trabalhos que conjecturaram sobre a suficiéncia desta
condigao, por exemplo VARGAS et al. (2005), sem chegar contudo a uma conclusao definitiva.
Foi observado recentemente, em VARGAS et al. (2013), que a questao da unicidade do minimo

da funcao objetivo continua em aberto.

33
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Durante o levantamento dos conjuntos de exemplos utilizados nos testes computacionais, foi
encontrado um exemplo, cujos dados sao apresentados no Exemplo 3.1, que a partir de ganhos
iniciais distintos obtem minimos também distintos. Estes resultados mostram que o problema de
custo quadratico de N estagios para SLSM pode apresentar minimos locais multiplos e distintos.
Em particular, conclui-se que a condi¢ao de otimalidade dada pela Equagao (2.25) nao é suficiente

e que o método Variacional pode convergir para diferentes minimos locais.

Exemplo 3.1 Considere os parametros:

~ [o.3182 —0.4145 ~ [-1.6236 —0.1252 ~ [~1.5007  2.7404 ~ [-24.5608  35.9306]

05992 13150 |77 | 16573 —2.5347| | -3.8474 2.7020|° |-12.6778 18.0155]

o _ | 2261 —25044] - [0.0037 0.0808 [ 04955  —0.4143 [ 92357 —12.4190]

"7 |—25044 28302 |7 7 0.0808 17709| C T |—0.4143 03464 | |—124190  16.6996 |

~0.7975 ~0.1653 0.3732 ~0.7853 2.4078 0.7858 |

Blz s 32: ’ B3: ’ B4: Y Gl: ’ G2: ’

~0.1901 0.7806 ~0.2935 —0.4005 0.7081 ~0.8289 |
0.5203 ~0.5039 ~0.5212

Gy = L Gy = . w(0) = [0.2440 0.1691 0.5412 040457], 2(0) = , Dy =
0.3073 ~0.2670 0.0605

0.3613, D2 = 044700, D3 = 040588, D4 = 043300, T = 4, N =27c¢ P = [pij]7 onde P11 = P22 = P33 = 1,p42 =
paz = 0.2840, pss = 0.4321 e o0s demais nulos.

Para obter os resultados apresentados a seguir o Algoritmo 2.1 foi implementado através do
software MATLAB® na versao 8.1. O método foi inicializado com duas sequéncias de ganhos
iniciais distintas g{(k) = {0 0} e gJ(k) = [—2.1563 1.8474|, para k = {0,...,N — 1}, e
tolerancia e = 10716,

A partir da sequéncia de ganhos iniciais g! obtemos a sequéncia de ganhos 6timos gi cujo
custo Otimo € Jy, ~ 2.72989 X 10%2. J4 com a sequéncia de ganhos g9 obtemos a sequéncia de

ganhos 6timos g5 com custo 6timo inferior Jy, =~ 1.36997 x 102

Foi verificado que os custos sao mais altos na vizinhanca de g] através de diversos gréficos
de curvas de nivel. Para isto foram tomados diferentes pares de ganhos, por exemplo os valores
da posicao [1,1] de g7 (k) com os valores da posicao [1,2] de g7 (k + 1), porém em todos os casos
as curvas obtidas foram semelhantes aquela mostrada na Figura 3.1. O mesmo vale para a

vizinhanga de g3, representada pela Figura 3.2. Em ambas figuras o ganho 6timo é destacado.

Concluimos formalizando o seguinte resultado.
Teorema 3.1 O problema de otimiza¢do (2.18) possui mailtiplos minimizadores locais.

Outra caracteristica importante do problema de otimizacao, dado pela Equacao (2.18), que
vale a pena ser ressaltada, pois afeta diretamente o custo computacional necessario para sua
resolucao, ¢ a alta dimensionalidade, uma vez que suas variaveis de decisao estao diretamente
ligadas ao horizonte do problema. Por exemplo, seja um sistema com horizonte N = 100,
isto implica que serd necessario determinar um total de 100 matrizes de ganho g(k),k € K =

{0,1,...,N —1}.
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Figura 3.1: Curvas de nivel préximas ao ganho 6timo g7 (27).
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Figura 3.2: Curvas de nivel préximas ao ganho 6timo g;(27).

Além da alta dimensionalidade, a complexidade do problema é outro aspecto relevante e

esta diretamente relacionado a “quantidade” de ganhos que sao atualizados por vez. Considere

inicialmente o caso de atualizar apenas um ganho, ou seja, os ganhos de ¢g(0) até g(k — 1) e de
g(k + 1) até g(N — 1) sao conhecidos, assim o somatério em (2.23) e as variaveis L(k + 1) e

V(k+1) estao disponiveis, restando como varidvel apenas termos quadrdticos de g(k) (veja PQy,

em Equacao (2.24)). Este é um problema simples cuja solucao é encontrada apenas derivando a

equacao do PQy e igualando o resultado a zero.
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Agora, considere conhecidos os ganhos de g(0) até g(k — 1) e de g(k + 2) até g(N — 1), ou
seja, o caso em que a atualizagao é feita em dois ganhos, g(k) e g(k + 1), simultaneamente. Nao
ha resultados disponiveis na literatura que caracterizam este problema, assim parte dessa lacuna

¢é preenchida no capitulo a seguir.



4

Adaptacao do P B;. ao Problema Biquadratico

Seja a seguinte forma expandida em dois ganhos da Equacao (2.23):

k-1
In =Y (X(),C + g (O)Dg(0)) + (X (k),C + ¢'(k) Dg(k))
/=0

+(X(k+1),C +g'(k+1)Dg(k + 1))
+ (L(k+2),X(k+2))+V(k+2).

(4.1)

Considerando a matriz L(k+2), o escalar V (k+2) e os ganhos de ¢(0) até g(k—1) e de g(k+2)
até g(IN — 1) conhecidos na Equacao (4.1), obtemos o problema de atualizar duas “partigoes”
da sequéncia de ganhos. Conforme sera visto a seguir, ha fortes indicios que este problema é
biquadratico, por isso, a fim de facilitar futuras referéncias, ele serd denominado de PBj. A
Equagao (4.2) apresenta sua formulagao.

PB; : min T
B ametry TV (4.2)

sendo
JIn =(X(k),C + ¢ (k)Dg(k)) + (X (k +1),C + ¢'(k + 1)Dg(k + 1))
(L +2), X (k+2)) + V(E+2),
com X (k+1) = Tay (k) (X (F)+2(k), X(k+2) = Taro(er1)Ta+Bg(k) (X (F)) T4y Bg(h 1) (B(F))
+X(k+1); e X(k), L(k+2) e V(k+ 2) conhecidos. Note que se uma das varidveis for fixada
tanto na Equacao (2.32) quanto na Equagao (4.1), ambas passarao a ter uma forma quadratica

em relagao aquela varidvel nao fixada.
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Conjectura 4.1 A FEquagao (4.1) € biquadrdtica, podendo ser reescrita na forma dada pela
Equagao (2.32).

Primeiramente, a caracterizacao do problema serd feita a partir de um sistema escalar bem

simples, cujos dados sao apresentados no Exemplo 4.1.

Exemplo 4.1 Considere o SLSM com os sequintes parametros A1 = 0.3, A3 = 0.1, By = —1,
By=1,G1=G2=0,C,=Cy =04, Dy =Dy =1, N =2, 2(0) =2, n(0) = [0.25 0.75] e
P = [pij], com i,j = 1,2 onde p11 = 0.6, p12 = 0.4, pa1 = 0.2 e pyp = 0.8. Considere também
9(0) = p e g(1) = q, apenas por simplicidade. Depois de algumas manipulagoes algébricas em
(2.18) a fungao objetivo fica:

5p2¢% — 0.12p%q + 5.642p> — 0.2pg® 4 0.088pg — 0.0148p + 0.17¢% — 0.0124¢ + 1.65074.  (4.3)

Note que ndo € possivel reescrever a Equagao (4.3) com v = g(0) =p e z = g(1) = q de forma
. n m . 2

que a mesma fique parecida com Y 1y > 7 QijkiViZjVk21, uma vez que hd termos como pq,

pq e p. Uma forma de resolver esta questao foi considerar v = [g(0) 1] e z = [g(1) 1], onde

m =mn =2, obtendo a sequinte forma expandida de (2.32)

2 2

2 2 2 2 2
Z Z AijkIViVj2K21 =01111P°q" + a2111Pq” + a1211p°q + 411219
i,j=1k,I=1

+ ay112p°q + a22119q + a2121¢° + ag112pq + a122109

+ aj212p” + a1120Pq + a2221q + a2122q + A2212p + a1222p + A2202.

Assim, € possivel reescrever todos os termos da Equagdo (4.3) e ainda garantir que aiji =

agjil = Qikg, poara i,k € {1,...,n} ejle{l,...,m}.

O exemplo acima deixa claro que é preciso adicionar uma posigao com valor constante, que
por simplicidade sera considerado o valor 1, ao vetor de ganho, contudo algumas adaptagoes
dimensionais serao necessarias as matrizes de coeficientes. Neste texto, serd realizada somente

a demonstragao para o caso em que o controle u(k) é escalar, ou seja, o ganho é vetorial,

g(k) € ML,

Lema 4.1 Sejam A = {gl,gg,...,;{’f} e M"tl, B = {El,ég,...,éT} e MLl C =
{C1,Cy,...,Cr} € S0 D = {Dy,Ds,...,Dr} € S, G = {G1,Gy,...,Gp} € M +Lp
e g(k) € MY dados, por exemplo, da sequinte forma:
*k *
Gok)
0o .. 0]’

~ Co(r)

Agk : ~ oS
*) , Cony = » Gogry =

g@(k) =
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59(k) = Doy e g(k) = [g(k) 1], Vk € K, em que * pode assumir qualquer valor. Seja o SLSM

5 {m +1) = (Agg + Bogy (k) (k) + Cogu(b),
y(k) = @' (k)(Copry + ' (k) Doy 3(k)) (k)

(0)

0 ] em (2.18).

- x
entao vale que Jn = Jn com condigdo inicial m;(0) e £(0) = [

, x(k
Demonstracao: E obtida por inspegao direta do funcional de custo. Temos que z(k) = [ ( )] ,

para k > 0, assim

N—-1
In =Y E{&(k)[Cop) + 7 (k) Doy g (k)7 (k) }
]’;:01 (4.4)
= > E{z'(k)[Cowy + 9 (k) Doy g(k)z(k)} = In.
k=0

Teorema 4.1 Seja §(k) = [g(k) 1], Vk € K. O custo de N estdgios (Jx), expandido conforme

o Lema 4.1, pode ser escrito como:

T T
T =53 b veclvee(d ()G (R) e @ + DGk + D)) + V(& +2),
i—1 j=1
em que X
§= Zﬂh e Vk+2)=V(k+2)+ Y &m
m=1

1 = ved [Pvec(D; X;(k))ved (aa)],

pa = ved [vec(vee(X, (k:)A'C B;)a)ved (d'a)),

ps = ved [vec(a’ vee(B) C A X;(k)))ved (d'a)],

14 = vec' [Pvec(B, C B X;(k))ved (d'a)],

ps = ved [vec(a'a)ved (D; A; X; (k) AL) P),
(R0 A, @ o/ BD,)P),

py = ved[(a' B} ® X, (k) A} D)) P,

pg = ved [ved (B} @ BID;)P) @ vec (X;(k)) P,
[vec(vec(X (k:)A'A'S (L)A; B;)a)ved (d'a)),

/

e = vec
/
vec

o = vec
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pa1 = ved [vec(a'a)ved (a vec (B E; ( )A A X (KA,
pi12 = ved [vec(a'a)ved (vec(A; X; (k)AéA;Ej() ~j)a)],

ps = ved [Pvec(BjA;E;(L)A; B X;(k))ved (a'a)]
p1a = vec'[vec(a'a)ved (E E(L)BjA; X (k)AL P),
H15 = ,[ z( )A, ®GB AIE ( )B a]

fu16 = vec'[ z( )j'gfg()é a® a' B,

)

i
Bjal
’BA’ ()Ba@X() Ail,
j)
)

,ulg—vec'( ()A'@aBBE( )B;) P,
'[(a/ B ®X(kJ)A’~B»E»( )B;) P,

pz1 = vec [ved (B, @ BLALE;(L)Bja) ® ved (X;(k))P]
p122 = ved [vee( BIAE;(L) Bja' @ B) ® ved (X;(k))P]
p123 = vec [ved (Bl @ BIB}E;(L)B;)P) & ved (X;(k))P),
& = Tr{X,(k)Cy},

& = Tr{Xi(h)A,C;A;} e

& = Tr{X (k)A'A'E(L)AA},

[a
[
oo = vec'[
[
[

)
)

)
)

com L = L(k +2) conhecido, P tal que vec(b'd) = Pvec(t @) ea=[0...0 1] € ML+l
Demonstragao: A prova estd disponivel no Apéndice A.

Observacgao 4.1 A implementacdo computacional do método biquadrdtico ndao foi viavel devido
a pouca informacdo disponivel acerca do algoritmo e pelas incompatibilidades entre as restri¢oes
dos problemas. De fato, a restricio gerada pela necessidade da ultima posicao dos ganhos
possuir um valor constante ndo se encaira em nenhum modelo disponivel na literatura e as
restricoes nos modelos disponiveis também ndo encaizam no problema PByj. Apesar de um
método biquadrdtico nao ter sido implementado, temos uma boa estimativa (através do método
Variacional Modificado) do nimero de iteragoes que seriam necessdrias para resolver o problema

em (2.18) usando o método Variacional Duplo com Biquadrdtico.

O célculo analitico dos coeficientes da equagao biquadrética é computacionalmente custoso,
por isso foi desenvolvido o Algoritmo 4.1, que apresenta as etapas para encontrar a representacao
biquadratica da funcdo PBj de maneira numérica, para qualquer sistema. Resumidamente a
estratégia é montar um sistema linear Ax = b onde as incégnitas x sdo os coeficiente biqua-
dréticos a;ji; a serem encontrados, a matriz dos coeficientes do sistema A é obtida através de
ganhos aleatdrios e o vetor b é formado pelos custos obtidos para cada ganho. Vale ressaltar que
para a execucao do Algoritmo 4.1 nao é necessario nenhuma adaptagao dimensional, conforme

apresentada no Exemplo 4.1, as matrizes de coeficientes.
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O Algoritmo 4.1, cujo cédigo fonte estd disponivel no Apéndice C, foi implementado uti-
lizando o software MATLAB® na versao 8.1. Os testes foram realizados em um computador
com processador Intel Core i7 com velocidade de 3.4GHz, memoria RAM de 64GB e sistema
operacional Windows®7 em uma plataforma de 64 bits. Um total de 1.000 SLSM, gerados
aleatoriamente de acordo com o Gerador de SLSM apresentado em BORTOLIN (2012) e SILVA
(2012), foi utilizado e em todos os casos o Algoritmo 4.1 se mostrou robusto e as solugoes

encontradas descreveram um problema biquadratico.

Algoritmo 4.1 Passos para Encontrar a Funcao Biquadratica

Dados iniciais: Dados A, B,C,D e G as matrizes dos coeficientes do sistema (2.6); s,7 o
tamanho da matriz de ganho, com a sequéncia de ganhos g € G e de X € S™ conhecidas;
P a matriz de probabilidade; e m o vetor de distribuicao de probabilidade.

Passo 1: Param =1,2,...,(r-s+ 1)}

Passo 1.1: Redefina g(k) e g(k + 1) randomicamente e atualize X (k + 1) e X(k + 2)
tal que Xi(k + 1) = Tay o) (Xi(k)) + Zi(k) e Xi(k +2) = TayBg(ht1)TA+Bgk) (Xi(k)) +
TatBg(k+1)(Zi(k)) + Xi(k + 1), onde 7 e X sdo dados pelas Equagdes (2.9) e (2.10),

respectivamente.

Passo 1.2: Monte um vetor de incégnitas ¢y empilhando as varidveis a”kl, por
exemplo, da seguinte forma: seja pos = (i — 1)(r - s+ 1)> + (j — 1)(r - s + 1)% + (k —
D(r-s+1)+({—1)(r-s+1)° 41 a regra para determinar a posicio em que a varidvel
a;jr serd alocada, para 4,7, k,1 € {1,...,7- s+ 1}, logo c¢(pos) = a;ji-

Passo 1.3: Seja v = [vec(g(k)) 1] e z = [vec(g(k+ 1)) 1], monte a m-ésima linha
da matriz H, por exemplo, da seguinte forma: H(m,pos) = v(i) - z(j) - v(k) - z(1), para
i,5,k,l € {1,...,7- s+ 1} e a m-ésima linha do vetor coluna b(m,1) = Jn.

Passo 2: Resolva H - cy = b.
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Meétodo Variacional com Atualizacao de Dois

Ganhos

Conforme visto na Segao 2.4, o método Variacional proposto por DO VAL e BASAR (1999)
calcula, a cada iteragdo n e para cada instante de tempo k, o ganho ¢"(k), k € K que minimiza
a fungao objetivo (2.24). Os conceitos necessarios para adaptar este método para atualizar dois
ganhos consecutivos sao apresentados na Secao 5.1. Em seguida, na Secao 5.2 sdo descritos os
algoritmos implementados: um algoritmo diretamente adaptado do método Variacional e dois

métodos de descida cléssicos: o método de Gradiente e o método de Newton.

5.1 Adaptacao do Problema para o Calculo de dois Ganhos Conse-

cutivos

Nesta secao é apresentada a formulacao matematica da adaptagdo do problema PQj para
atualizacao simultanea de dois ganhos consecutivos, ou seja, P@Q; deixa de ter apenas uma
partigdo de ganho, g(k), e passa a ter duas, g(k) e g(k + 1), levando a um problema aqui
chamado de PB;.. A motivacao para esta adaptacao surge do fato de nao existirem, na literatura,
métodos que explorem situagoes intermedidrias referente a quantidade de ganhos atualizados,
ou seja, hé apenas trabalhos que utilizam um dos dois tipos de métodos: o Variacional Cléssico,
onde somente um ganho é atualizado a cada iteracao; métodos que atualizam todos os ganhos
simultaneamente como em BORTOLIN (2012), SILVA (2012) e mais recentemente em VARGAS
et al. (2014).
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Como ja apresentado na Capitulo 4, o problema PBj pode ser escrito a partir da seguinte

forma expandida da Equagao (2.23):

k—1

In =) (X(0),C +4'(O)Dg(t)) + (X(k),C + ¢ (k) Dg(k)) (5.1)
=0 .

+{X(k+1),C+ ¢ (k+1)Dg(k+1)) + (L(k+2),X(k+2)) + V(k+2).

Considerando os ganhos ¢(0),...,g(k—1),9(k+2),...,9(N — 1), as matrizes X (k), L(k+2) e

o escalar V(k + 2) conhecidos na Equagao (5.1), a formulagao do PBy é dada como:

PB; : min T
g o)k (5-2)

sendo

In =(X(k),C + ¢ (k)Dg(k)) + (X(k +1),C + ¢'(k +1)Dg(k + 1)) + (L(k +2), X (k +2))

+V(k+2),

com X(k + 2) = Taypgh+1)Ta+Bgk)(X(F) + Tarpgrn(B(k) + Xk +1) e X(k+1) =
Ta+Bg(k) (X (k) + X(k).

Observacgao 5.1 Note que esta estratégia pode ser facilmente estendida para o caso onde a

atualizagao € feita em m ganhos consecutivos. Formalmente isso consiste em calcular g(k), g(k-+

1),...,9(k+m —1) de modo que minimizem a sequinte forma expandida da Equag¢do (2.24):
k—1
In =Y (X(0),C + g (0)Dg(6)) + (X (k),C + ¢ (k) Dg(k))
=0
+(X(k+1),C+¢'(k+1)Dg(k+1)) +... (5.3)
+(X(k+m—1),C+ ¢ (k+m—1)Dg(k +m —1))
+(L(k+m), X (k+m))+V(k+m).

Nesta equagao sao conhecidos os ganhos g(0),...,g9(k —1),g(k + m),...,g(N — 1), a matriz
L(k+m) e o escalar V(k+m).

Por brevidade, o método Variacional para a atualizacao de dois ganhos consecutivos serd
denominado de método Variacional Duplo. O Algoritmo 5.1 apresenta os passos deste método
e é fortemente baseado no Algoritmo 2.1, com as principais modificacées nos passos 2 e 4, a fim
de se adequar ao problema P By, e no passo 3, onde a atualizacao dos ganhos é feita de acordo

com o algoritmo escolhido.
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Algoritmo 5.1 Método Variacional Duplo

Passo 0: Caso N seja impar, acrescente um estagio terminal trivial em ®j; (2.6) de forma que
o novo N resulte par. Inicie o processo com 1 = 0 e escolha uma sequéncia de ganhos

inicial ¢" = {¢"(0),...,¢"(N —1)}.
Passo 1: Para todo k € K encontre X"(k) tal que
X7 (k+1) = Tagpgn) (X[ (k) + Zi(k),
X2(0) = m(0)a(0)a'(0),
onde 7 e ¥ sao dados pelas Equagoes (2.9) e (2.10), respectivamente.
Passo 2: Facan=n+1lek=N —1.
Passo 3.0: Faca ¢ =0e ¢5(k) = g"(k) e g(k +1) = g"(k + 1).

Passo 3.1: Calcule ¢°*1(k) e ¢g¢*1(k + 1) do problema PB;, baseando-se em ¢¢(k) e g¢(k + 1),
respectivamente, utilizando um dos algoritmos deste capitulo.

Passo 3.2: Avalie o Critério de Parada: Se [|g**!(k) — g% (k)||/llg° T (k)| < &1 e ||g5T (K +
1) — gk +D|/Ilg (k + 1)|| < e para €; dado, o critério foi satisfeito entdo PARE.
Senao, faga ¢ = ( + 1 e volte ao passo 3.1.

e g"(k+1) =g%(k+1) e atualize X"(k+1) e X"(k+2) como no

Passo 4: Faca ¢"(k) = ¢%(k)
— 2 e volte ao passo 3.0 se k > 0.

passo 1. Faca k =k

Critério de Parada Variacional: Se ||Jn(g") — In (g7 ))|/IITIn(g")| < e para e dado, o
critério foi satisfeito entdo PARE. Senéo, volte ao passo 2.

5.2 Meétodos Computacionais

Esta secao é destinada a apresentar os métodos implementados para resolver o problema P By,
no passo 3 do Algoritmo 5.1: Variacional Modificado, Gradiente e Newton.

As préximas subsegoes estao divididas da seguinte maneira: na Subsecao 5.2.1 é apresentada
uma modificacdo do método Variacional para atualizacao de dois ganhos e na Subsegao 5.2.2
os resultados acerca dos métodos de descida: os calculos das derivadas de primeira e segunda
ordem do problema PBj em 5.2.2.1, e em seguida os métodos de Gradiente, em 5.2.2.2, e de

Newton, em 5.2.2.3, ambos adaptados ao método Variacional Duplo.

5.2.1 Variacional Modificado

Além dos métodos de descida, a serem vistos ainda neste capitulo, foi implementada uma modi-
ficacao no préprio método Variacional Cléassico, onde sao atualizados dois ganhos consecutivos,

satisfazendo a condigao de otimalidade dada pela Equacao (2.25).

Formalmente isso é atualizar g(k + 1) satisfazendo a condi¢ao necessiria de otimalidade

dada pela Equagao (2.25) e, em seguida, atualizar g(k) da mesma maneira, de acordo com a
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estratégia do método Variacional. Ao invés de continuar atualizando toda a sequéncia de ganhos
restantes, o método volta a atualizar g(k + 1) e g(k) até que os erros satisfagam um critério de
parada, dado pelo passo 3.2 do Algoritmo 5.1. Apenas quando esse critério for satisfeito o
método continuard atualizando o restante dos ganhos, passando entao para g(k — 1) e g(k — 2)

e procedendo analogamente ao exposto acima.

Note que a atualizacao dos ganhos g(k) e g(k + 1) é feita através do método Variacional
Classico, logo este algoritmo serd denominado de método Variacional Duplo com Variacional,
ou simplesmente método Variacional Modificado. O Algoritmo 5.2 apresenta a modificagao

necesséaria ao Algoritmo 5.1 para o método Variacional Modificado.

Algoritmo 5.2 Método Variacional Modificado

Passo 3.1: (método Variacional Classico) Determine ¢¢*1(k) que minimize PQj, através da
Equacio (2.25) com L;(k) dado pela Defini¢ao 2.4. Em seguida determine ¢¢*1(k + 1) da
mesma maneira.

O comportamento dos ganhos obtidos pelo Algoritmo 5.2, na maioria dos exemplos do Ca-
pitulo 6, quando analisados ao longo das iteragoes ¢ apresentou um formato “caracol”, conforme
pode ser visto pelas setas continuas no exemplo da Figura 5.1. Note que é interessante buscar
métodos que encontrem a sequéncia de ganhos 6timos de maneira mais direta e eficiente, que
permitam “caminhar na diagonal” (seta tracejada). E com esse intuito que os métodos de descida

foram propostos.

0.12
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= o008t .
= T AH
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= 006} - .
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= -
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5 o004 - 1
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_ -
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0 ( * - | | |
-5 0 5 10 15 20
. -3
Componente [1,1] da matriz g(k + 1) x 10

Figura 5.1: Comportamento da atualizacdo dos ganhos quando utilizado o método
Variacional Modificado (setas continua), presente na maioria do exemplos do Capitulo 6, e
comportamento desejado (seta tracejada).



5.2. Métodos Computacionais 47

5.2.2 Métodos de Descida

Os métodos de Newton e Gradiente foram escolhidos por serem métodos classicos para otimizacao
de funcoes objetivo nao lineares e também por existir na literatura autores que obtiveram bons
resultados em problemas gerais utilizando estes métodos. Podemos citar BORTOLIN (2012),
onde os métodos de Newton e Gradiente sao utilizados para encontrar todos os ganhos do

problema de otimizagao (2.18).

Os métodos de descida tratados neste capitulo buscam minimizar PB; dado pela Equacao
(5.2) a partir de um ponto inicial dado ¢°(k), & € K, uma direcio de busca d¢ e um tamanho
de passo a¢ > 0 ao longo das iteragoes (. A sequéncia de pontos factiveis é obtida atualizando
g“THk) = ¢ (k) +acdc. Este procedimento é repetido até que um critério de parada previamente
definido seja satisfeito.

Para o cdlculo da direcao de busca d¢ do método de Gradiente serd utilizada a primeira
derivada da Equacao (5.2) e o passo a¢ a ser dado nesta diregao sera determinado pelo minimo
da funcio Jy(a) = In(g¢ + ad¢) na variavel a. Para a dire¢do do método de Newton serao
utilizadas as derivadas de primeira e segunda ordem da Equacao (5.2) e o tamanho do passo o
sera considerado igual a 1 em todas as iteracoes do algoritmo. Por questao de simplicidade, o

indice ¢ deste passo sera suprimido.

5.2.2.1 Calculo das Derivadas de Primeira e Segunda Ordem

Para a implementacao computacional dos métodos de descida, detalhados a seguir, sao neces-
sarios os calculos das derivadas de primeira e segunda ordem da fungao (5.2). Para isso serao

imprescindiveis algumas regras para derivacao de matrizes.

Para a derivada parcial do trago de uma matriz com respeito a uma matriz real sao necessarias
as seguintes regras, que podem ser encontradas em JOHO (2000), FACKLER (2005) e LEE
(2009).

/
M:M’, MZM’N’, w:NM,
oP oP orP (5-4)
/ / .
%ZJENP} — N'PM'+NPM e 8TY{M£DNPO} — N'PM'O' + NPCM.

Teorema 5.1 Considere PBy, dado pela Equagao (5.2). A derivada de primeira ordem

VIn(9(k),9(k +1)) = aag{]/:)’ 89(8,;71 ) (5.5)
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pode ser calculada por:

8
jN Z me Bi&(C)A; + B{ALE;(L)AjAi + Dig(k) + BiEi(C)Big(k)

i=1 j=1
19 (k+1)Djg(k +1)A; + Big'(k +1)BiE; (L) Aj A;
+ BiAYE;(L)B;g(k +1)A; + Big'(k 4+ 1)B;E;(L)Bg(k + 1) A; (5.6)
ig' (k +1)D;g(k +1)Big(k) + B{AE;(L)A; Big(k)
+ BjA}E;(L)B;g(k + 1)Big(k) + Big'(k + 1) Bi&;(L) A; Big(k)
Big'(k +1)B;&;(L)Bjg(k + 1) Big(k)) X, (k).

OJIN

T T
Dglk +1) YD pii(Diglk + D) AXi(k) A} + BiE;(L)A; AiXi(k)A]

i—1 j—1

+ Djg(k + 1)Big(k)Xi(k) A} + BiE;(L)Bg(k + 1) A; X, (k) A;

+ BjE;(L)A;Big(k) X (k) A} + BjE;(L)Bjg(k +1)Big(k) Xi(k)g' (k) B])  (5.7)
+ BiE;(L)Bjg(k + 1) Big(k) X; (k) A} + B (L) A; Ai Xi(k)g' (k) B;

+ BjE;(L)A;Big(k)Xi(k)g' (k) B; + Bj&;(L)Bjg(k + 1) Ai Xi(k)g' (k) B;

+ Djg(k + 1)Big(k)Xi(k)g'(k)Bi + D;jg(k + 1) A; X;(k)g' (k) B,

onde L = L(k + 2) € conhecido.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.2 temos que minimizar Jy é equivalente a minimizar
(X (k), L(k)), portanto nossa prova se resumira em desenvolver (X (k), L(k)) a fim de obtermos
apenas termos conhecidos e as incégnitas do problema, g(k) e g(k+1). Para isso serao utilizados

os operadores £ e L dados pelas Equagoes (2.7) e (2.8), respectivamente, e a matriz L dada por
(2.19).

T T

(X(k), L(k)) = Z Tr{X;(k)Li(k)} = Z Te{X;(k)[C; + ¢ (k) D;g(k) + Li(L(k + 1))}
i—1 i1

= Z Tr{X;(k)[C; + ¢ (k)D;g(k) + (A; + Big(k))' E(L(k + 1))(A; + Big(k))]}

= Tr{X;(k)[C; + ¢ (k) Dig(k) + (A; + Big(k))'&(C + ¢'(k + 1)Dg(k + 1) (5.8)

T
= Tr{X;(k)[C; + g (k) Dig(k) + (A; + Big(k))'&([C + ¢'(k + 1)Dg(k + 1)

+ .

A+ Bg(k+1))'E(L(k +2))(A+ Bg(k + 1))|(A; + Big(k))]}-
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Note que ha uma varidvel de interesse dentro do operador &;, logo é necessario abrir esse termo
seguindo a Equagao (2.7). Por fim, depois de realizadas todas as distributivas existentes na

Equacao (5.8), obtemos a seguinte forma equivalente:

Z ZPUTY{X )Ci + ¢’ (k)Dig(k) + AiEi(C) A; + AJE(C)Big(k) + ¢' (k) Bi&i(C) A;
i=1 j=1
g'(k)Bi&(C)Big(k) + Aig'(k +1)D;g(k + 1) Ai + Aig'(k + 1) D;g(k + 1) Big(k)
+ A;A;Ej(L)Ain + AQA;Sj(L)ng(k: +1)A; + Alg' (k + 1)B}€j(L)Ain
+ A;g'(k + 1)B}5j(L)ng(k: + 1A + A;ASEj(L)AjBig(k:) + A’~A'~€~(L)ng(/<: + 1)B;g(k)
i9'(k+ 1)Bj&;(L)A;Big(k) + Aig'(k + 1) BjE; (L) Bjg(k + 1) Big(k)
g (k)Big'(k +1)D;g(k +1)A; + g'(k)Big'(k + 1) D;g(k + 1) Big (k)
g (k)B. A’ E;j(L)A;B;g(k) + g'(kz)BZ{A;»é’j(L)ng(k + 1)B;g(k)
g (k)Big'(k +1)Bj€;(L)A; Big(k) + g'(k)Big'(k + 1) Bj€;(L) Bjg(k + 1) Big(k)
g (k)B{ALE;(L)AjAi + ¢ (k) BiALE; (L) Bjg(k + 1) A
o (R)Blg (k + 1) BIE(L) A Ai + g (R)Blg (k + 1) B (L) Byg(k + 1) A},

(5.9)
onde L = L(k +2) ¢é conhecido. Derivando cada parcela da Equagao (5.9) em relacao a g(k), em
que as demais varidveis sao consideradas conhecidas, utilizando as regras descritas nas Equacgoes
(5.4), temos:

OTH{ X (k)Ci)
9g(k)
PRSI by ) X0 + Digl) Xi(h) = 2ADig ) X,(1).
OTr{ X (k) Ai&i(C) A}
9g(k)

OTe{ X, (k) ALE,(C) Bg (k)
dg(k)
ITe{X;(k)g' (k) Bi&i(C)A;}
dg(k)
OTr{Xi(k)g' (k) Bi&i(C)Big(k)}
dg(k)

:07

=0,

= Bi£(C)AiX(k) = Bi&i(C)AiXi(k),

= Bi&i(C)Ai Xi(k),

= BIE!(C)Big(k)X.(k) + BI&/(C) Big(k) X ()

= 2(B;&(C)Big(k)Xi(k)),
OTr{X;(k)ALg'(k + 1)D;g(k + 1) A;}

=0,

dg(k)
OTr{Xi(k)Alg'(k +1)D;g(k +1)Big(k)} _ ./, / 4
99(h) z = Blg'(k+1)Dig(k + 1) A;

= B;gl(k‘ + 1)D]g(]€ + 1)AZ,
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Continuando desta forma chegamos a:

Z me BJ&i(C)A; + BJALE;(L)Aj A + Dig(k) + BJE;(C)Byg(k)

i=1 j=1
Big'(k+1)Djg(k +1)A; + Big'(k + 1)B;E;(L)A; A + B{ALE;(L)Bjg(k + 1) A4;
Big'(k +1)B;E;(L)Bjg(k 4+ 1)A; 4+ Big'(k + 1)D;g(k 4+ 1) Big(k)
+ BiASE;(L)A;Big(k) + BiAE;(L)Bjg(k + 1)Big(k)
Big'(k +1)BiE;(L)A;Big(k) + Big'(k + 1)BiE; (L) Bjg(k 4+ 1) Big (k)| X (k).

Analogamente, derivando a Equagao (5.9) em relagao a g(k + 1), obtemos:

Z me _]g k + 1)A X (kj)A; + ng(k + 1)Blg(k)Xl(k:)A;
i=1 j=1

+ BjE;(L)Aj Ai X (k) A} + BiE;(L)Bjg(k + 1) A X, (k) A]

+ BjE;(L)A;Big(k)Xi(k)A; + BiE;(L)Bjg(k + 1) Big(k) X (k) A;
+Djg(k +1)A; X;(k)g' (k) Bi + Bj&;(L)A; AiXi(k)g' (k) B;
+ BjE;(L)B;g(k +1)Ai Xi(k)g' (k) Bi + Djg(k + 1) Big(k) Xi(k)g' (k) B

+ BjE;(L)A; Big(k)Xi(k)g (k) B + Bj&;(L)Bjg(k + 1)Big(k) X;(k)g' (k) B;).

)

89 k+1

Para a demonstracao da matriz Hessiana serao necessarias algumas regras de derivagao de
matriz em relacdo a matriz. Algumas destas regras nao foram encontradas na literatura, por
isso foi necessario estender regras existentes a fim de adequé-las as nossas necessidades. Vale
ressaltar que tais regras talvez ja existam, porém nao foram encontradas, provavelmente por

questoes de notacao, mesmo assim serao destacadas a seguir, mas suas demonstracoes serao

omitidas.

Lema 5.1
a]\g# = (N'®M)T, am;# = (OPN'®MT+(O'@MPN) 5.10
%#:(O’PN’@MH-(O,@MPN)T’ o

onde M, P, N, O e T sio matrizes, e Tvec(P) = vec(P’).

OMPN
opr

Além destas, serd usada também = (N’ ® M), que pode ser encontrada em FACKLER

(2005).
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Teorema 5.2 Considere PBy, dado pela Equacao (5.2). A derivada de sequnda ordem

*In 0*In
Hyy(ok)gb+1) = | 980 09y Dok) (511)

dg(k)g(k + 1) 0g(k+1)

pode ser calculada por:

62 T T
{N) = Z Zpij(Xi ® D; + X; ® BI&(C)B; + X; ® Blg'(k+ 1)D,g(k + 1)B;
i1 j=1

9%g(k

(5.12)
+ X;® B;A;-Sj(L)AjBi + X; ® BgA;Ej(L)ng(k +1)B;
(9 jN A / A/ /)
=1 j=1
+ (XiA;Ag»Ej(L)Bj ® B)T + (X;Alg'(k + 1)Bi&;(L)B; © B)T
+ X; A} © BiAYE;(L)Bj + X; A} ® Big'(k +1)Bi&;(L)B; (5.13)

+ (Xig'(k)Big'(k + 1)D; @ B))T + X;g'(k) B ® Big'(k + 1) D,
+ Xig'(k)B; @ BiA}E;(L)B; + (Xig' (k) BiA}E;(L)B; @ Bj)T
+ (Xig'(k)Big'(k + 1) B;&;(L)B; ® B;)T

+ Xig'(k)B; ® Big'(k + 1) B;&; (L) By),

0? Iy

T
Bg(k + 1)g(k) > D pii ® Djg(k +1)B; + ® Bj&;(L)A;

i=1 j=1

+ (B ® BJ&;(L)A;AiXi)T + AiX; ® Bj&;(L)B;jg(k+')B;

+(Bi ® Djglk + 1) A, X)T + (B; ® Bi&;(L)Bjg(k + ) A X)T  (5.14)
+ (B; ® Djg(k + 1)Big(k)X;)T + (B; ® B}E;(L)A; Big(k)X;)T

+ Big(k)X; ® BjE;(L)A;B; + Big(k)X; ® B;E;(L)Bjg(k + 1)B;

+ (B; ® Bj&;(L)B;g(k + 1) Big(k)X;)T),

0? Ty

R2gk+1) Zzpw (AiX;A; @ Dj+ AiX;g'(k)B; © Dj + A; X; A} @ BiE;(L)B;

=1 j=1
+ Big(k)X;B; ® D; + A;X;g'(k)B] ® BiE;(L)B; + Big(k)X; A; ® D
+ Big(k)X; A} ® BiE;(L)B; + Big(k)Xig (k) B} ® B;E;(L)B;),

(5.15)



52 Capitulo 5. Método Variacional com Atualizacao de Dois Ganhos

sendo T tal que Tvec(g) = vec(q'), e L = L(k 4 2) conhecido.

Demonstracao: Para essa demonstracao é necessario apenas a aplicacao das regras de
OMPN
= (N @ M).

A cada derivada parcial basta considerar um dos ganhos conhecidos, de forma que temos a
. . - . : ) 0 .
derivada de uma matriz em relacdo a uma matriz. A seguir serd detalhado 627‘(72[), porém os

g

demais termos da matriz Hessiana sao obtidos com raciocinio analogo. Derivando a Equagao

derivagdo de matrizes em relacdo a uma matriz descritas em (5.10) e

(5.6) em relagao a g(k), em que as demais varidveis sao consideradas conhecidas, utilizando as

regras ja descritas obtemos:

OB[&(C) A Xi(k) 0
9g(k) ’
OB;ALE (L) A; A X (k) _
9g(k) ’
0D, gi(k)Xi(k) /
dg(k)
OB&;(C)Big(k)X;(k) /
i — X, ® BI&(C)B,
dg(k) ©)
9g(k) ’
OBig'(k +1)Bi&;(L)A; AiXi(k)
9g(k) ’
9g(k) ’
-0,
dg(k)
OB!q' (k+1)D.g(k + 1)B;g(k)X;(k
OBIA"E;(L)A;B;g(k)X;(k)
Ul J — X, 'ALE. B.
ag(k‘) =X;® BZA]((;J (L)AJBZ,
OB!A"E;(L)Bjg(k + 1)B;g(k) X; (k)
Ll et J — X I A€ . .
ag(k) - XZ ® BzAng (L)ng(k + 1)Bl,

= X; ® Blg(k+1)B.&;(L)Bg(k +1)B;
ag(k‘) ® zg( +)]EJ()J9( +) )

dg(k)

= X; ® Big'(k + 1)Bj&;(L)A;j B;.
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Assim,

T T
= Z Zpij(Xi @ D; + X; ® Bi&(C)B; + X; ® Big' (k +1)D;g(k + 1)B;
i—1 j—1

+ X; ® BiAYE;(L)A;B; + X; ® BjA}E;(L)B;g(k +1)B;
+ X; ® Big'(k+1)B&;(L)A; B + X; © Big'(k + 1)BjE;(L)Bjg(k 4+ 1) By).

?In
2%g(k)

Com estes resultados foi possivel implementar computacionalmente os principais métodos de
descida, Newton e Gradiente, adaptados ao método Variacional Duplo, como pode ser visto nos

Algoritmos 5.3 e 5.4 adiante.

5.2.2.2 Variacional Duplo com Gradiente

O método de Gradiente adaptado ao método Variacional Duplo é um método iterativo de busca
linear para os ganhos g(k) e g(k + 1) do problema PBy (passo 3.1 do Algoritmo 5.1), que usa

como direcao de descida
de(g(k), g¢ (k + 1)) = =V In(g° (k), ¢ (k + 1)),

sendo VJn(g¢(k), g¢ (k4 1)) o vetor gradiente da funcio Jy do PBy, dado pela Equagio (5.2),
aplicado a (g¢(k), g¢(k + 1)) na iteragio . A sequéncia de ganhos é atualizada por

(g k), g (k+ 1)) = (g5 (k). g° (k + 1)) + ac de(g° (k), g (k + 1)), (5.16)

em que o passo o > 0 é encontrado minimizando Jn[(g¢ (k), g° (k+ 1)) +ad¢(g°(k), ¢° (k+1))],
um problema unidimensional na variavel a.

O Algoritmo 5.3 apresenta a modificacao necessaria ao Algoritmo 5.1 para adaptacao do

método de Gradiente ao método Variacional Duplo.

Algoritmo 5.3 Método Variacional Duplo com Gradiente

Passo 3.1: (método de Gradiente) Calcule VJn(g¢(k), ¢ (k + 1)) através de (5.5).
Passo 3.1.1: Faga d¢(¢°(k), ¢°(k + 1)) = =VIn(g°(k), g (k + 1)).
Passo 3.1.2: Calcule o tamanho do passo o de modo que ming Jn-.
Passo 3.1.3: Faca (¢T1(k),g¢ T (k+1)) = (¢°(k), ¢° (k+1)) +ac dec(g°(k), g (k+1)).
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5.2.2.3 Variacional Duplo com Newton

O método de Newton para o problema P By, dado pela Equagao (5.2), consiste em aproximar a
funcio Jy(g) por uma funcio quadratica Q(g), em torno de um ponto dado g = (¢¢(k), g¢ (k-+1),

até que um critério de parada previamente definido seja satisfeito.

A direcao de busca do método de Newton, a cada iteracao (, é dada pelo sistema linear
H(g%) - d¢ = —VJIn(g°) e a sequéncia de pontos é obtida por ¢+ = ¢¢ + d,.

Seja g* um minimo local, assumindo que V7x(g*) = 0, H(g*) é definida positiva e Jy possui
derivadas parciais de primeira e segunda ordem continuas, temos que H(g%) é definida positiva

nos pontos préximos a ¢* e, assim, o ponto sucessor ¢-*t! é bem definido.

O Algoritmo 5.4 apresenta a modificacdo necessaria ao Algoritmo 5.1 para a adaptagao do
método de Newton ao método Variacional Duplo e que resulta numa sequéncia de ganhos g*

que minimizam localmente o custo Jy.

Algoritmo 5.4 Método Variacional Duplo com Newton

Passo 3.1: (método de Newton) Calcule V. 7y (g¢ (k), g% (k+1)) e Hz\ (g% (k), g¢ (k+1)) via (5.5)
e (5.11), respectivamente.

Passo 3.1.1: Resolva o sistema linear:
Hgy (95 (k), ¢ (k + 1)) - de(g¢ (k), g¢ (k + 1)) = =V In(g° (k), g° (k + 1)).

Passo 3.1.2: Determine o novo ganho (¢ (k), g¢t1(k 4+ 1)) = (¢°(k), ¢ (k + 1)) +
dc(g° (k), g° (k +1)).
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Resultados Computacionais

Este capitulo é destinado a apresentar as avaliacoes e comparagoes de desempenho entre os
métodos implementados e aplicados ao problema de otimizagao dado pela Equagao (2.18). Para
facilitar a leitura e interpretacao dos resultados obtidos, como um todo, o capitulo é iniciado

antecipando as principais conclusoes.

e O método Variacional Cléassico alcanga os melhores resultados em termos de custo e de

tempo de CPU na grande maioria dos exemplos;

e O método Variacional Modificado apresenta menor niimero de iteragbes em uma parcela
significativa de exemplos, contudo gasta mais tempo, justificando a busca por métodos

mais eficiente para o problema P By;

e Em termos gerais, os métodos de descida, utilizados neste trabalho com intuito de diminuir
o tempo computacional, nao apresentaram bons resultados. Ha uma grande quantidade
de exemplos cujos resultados (tempo, nimero de iteragdo e custo) obtidos através do
Variacional Modificado sao melhores do que aqueles obtidos pelo Variacional Duplo com

Newton ou Gradiente.

Todos algoritmos citados nas secoes anteriores desta dissertacao foram implementados uti-
lizando o software MATLAB® na versio 8.1 e os testes foram realizados em um computador
com processador Intel Core i7 com velocidade de 3.4GHz, memdéria RAM de 64GB e sistema
operacional Windows®7 em uma plataforma de 64 bits.

Foram utilizados dois conjuntos de exemplos durante os testes, ambos gerados aleatoriamente
com o Gerador de SLSM apresentado em BORTOLIN (2012) e SILVA (2012). Este gerador

55
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possui um parametro « que varia entre 1 e 10, relacionado com o “grau de MS-estabilizabilidade”
do SLSM, que pode ser ajustado de forma que valores baixos de alfa, como o = 1, significam
sistemas bastante MS-estabilizdveis (geralmente levando a custos mais baixos) e valores altos de
alfa, como « = 10, significam sistemas pouco MS-estabilizdveis.

O conjunto A possui 1.000 exemplos igualmente distribuidos dentro dos niveis «, ou seja,
100 exemplos para cada « do gerador. Analisando o comportamento dos nimeros de iteracoes
obtidos com este conjunto em diferentes intervalos de custos, foi possivel notar que a estratégia de
atualizacao de dois ganhos nao é eficiente para exemplos com custos “médios” (aqui considerados
entre 10°° e 10'90) e “altos” (entre 10'%° e 10'°°). A fim de explorar melhor o cenério em
que a atualizacao dupla dos ganhos se mostra competitiva, um segundo conjunto de exemplos,
chamado de conjunto B, foi definido. Para este conjunto foram gerados, da mesma forma,
10.000 exemplos igualmente distribuidos dentro dos niveis « e selecionados, aleatoriamente, 1.000
exemplos com custo igual ou inferior a 10°° (custo “baixo”). Vale ressaltar que neste conjunto os
exemplos nao estao mais igualmente distribuidos entre os varios niveis de MS-estabilidade (veja
Tabela 6.1).

‘ « H N° de Exemplos no Conj. A ‘ N° de Exemplos no Conj. B ‘
1 100 61
2 100 105
3 100 117
4 100 135
5 100 126
6 100 131
7 100 123
8 100 90
9 100 65
10 100 47

Tabela 6.1: Caracterizagao dos conjuntos de exemplos de SLSM.

Observacao 6.1 Além dos conjuntos A e B, formados por sistemas com cadeias aperiddicas,
veja QINLAR (1975), foi considerado um terceiro conjunto, C, composto por sistemas com
cadetas periodicas de periodo 2, contudo os resultados foram muito similares aqueles obtidos

pelos conjuntos A e B, por isso serdo omitidos.

O critério de parada é composto por 3 decisoes. Primeiro, se || X (k)| > 10" para algum
valor de k € K e/ou ||[VJn| > 101 o algoritmo é interrompido. Segundo, o niimero méximo
de iteracoes ficara definido em 500. Terceiro, a fim de analisar o comportamento das solugoes
em diferentes precisdes foram considerados ¢ = 1078 e ¢ = 107!2 para Variacional Duplo, ou
seja para o critério de parada no final do horizonte; e e = 107 e £; = 10~® para o critério
de parada do subproblema PBy, que é responsavel pela atualizagdo do par de ganhos g(k) e

g(k + 1). Fazendo a combinagao destas precisoes, temos 4 cenarios.
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Como os resultados obtidos para os quatro cendrios acima foram semelhantes, nesta disser-
tacdo serdo apresentados apenas os resultados de dois deles: ¢ = 1078 e e; = 10~* durante este

capitulo; e ¢ = 10712 ¢ ¢; = 10~* no Apéndice B.

Observagao 6.2 Para os resultados apresentados neste capitulo os Algoritmos 2.1 e 5.1 foram
iniciados com uma sequéncia de ganhos nulos. Porém, também foi testado o caso em que a
sequéncia inicial € factivel, ou seja, foi utilizada como solugao inicial para o método Variacional
Duplo a sequéncia dos ganhos obtidos a partir da primeira iteracao do método Variacional

Classico. Contudo nenhuma melhora nos resultados foi constatada.

Sao considerados como exemplos resolvidos por um determinado método aqueles que
atendem os critérios de parada dentro do nimero maximo de iteracoes, visto que o critério de
parada nao garante que a solucao alcancada é étima. Assim, ao dizer que um método resolve
um problema nao estamos afirmando que o controle obtido tem custo préximo do valor 6timo.
Por esse motivo, também é analisada a relacao entre os custos obtidos, o ntimero de iteracoes e
os tempos gastos por cada um dos métodos implementados.

Vale ressaltar que a analise do ntimero de iteracoes n estd incluida essencialmente por duas
razoes: em primeiro lugar porque os métodos nao melhoraram os custos e tempos computacio-
nais, porém alguns exemplos apresentaram um numero menor de iteracoes, caracterizando um
cendrio positivo para busca de métodos mais eficiente para o problema PBj. Em segundo lugar,
porque o nimero de iteragoes do método Variacional Modificado serve como boa estimativa para
o numero de iteragoes do método Variacional com Biquadratico, vide a Observacgao 4.1.

Para as andlises apresentadas os conjuntos de exemplos serao subdivididos em 3 tipos: os
exemplos resolvidos (ER), j4 mencionados; os exemplos nao resolvidos dentro do niimero maximo
de iteragoes permitidas (ENRMI), ou seja, que nao atenderam os critérios de parada, mas que
encontraram uma solucao factivel; e os exemplos nao resolvidos/interrompidos (ENR), pois
| X (k)| > 10 para algum valor de k € K e/ou ||V x| > 10Y.

O método Variacional Classico é adotado como “referéncia” para comparagao com os métodos
propostos, ou seja, cada um dos métodos desenvolvidos é comparado com o Variacional Cléssico,

separadamente, nas trés secoes seguintes.

6.1 Variacional Classico vs Variacional Modificado

Nesta secao é apresentada a comparagao entre o método Variacional Classico (MV) descrito no
Capitulo 2 (Secao 2.4) e o método Variacional Modificado (MVM) descrito no Capitulo 5 (Segao
5.2.1).

Resultados com o Conjunto A

Primeiramente sao analisados os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do

método Variacional Cléassico e do método Variacional Modificado. Conforme apresentado na
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Figura 6.1, esses percentuais mostraram-se bem semelhantes. No total, temos que 667 exemplos

foram resolvidos por ambos os métodos.

ENR ENR
23,7% 24,1%

ENRMI ' o '
8,4% ER 8,8% _

67,9%

67,1%

(a) Método Variacional Cldssico (b) Método Variacional Modificado

Figura 6.1: Classificacao dos resultados obtidos pelos métodos Variacional Classico e
Variacional Modificado, para o conjunto A.

A Figura 6.2 apresenta o comportamento dos custos de N estdgios obtidos pelo método
Variacional Classico, Juv, em relagao aos custos obtidos pelo método Variacional Modificado,
Jumvm. A partir deste gréafico é possivel concluir que somente a estratégia de atualizar dois

ganhos consecutivos nao é suficiente para obter custos menores para estes exemplos.

IMVM

JImv

Figura 6.2: Custo do MV vs custo do MVM, para o conjunto A.
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Na Figura 6.3 estd apresentado o comportamento entre os tempos de CPU obtidos pelos

métodos Variacional Classico, Tyry, e Variacional Modificado, Taryvm.

10 T

10° +

Thvrvm

10"

-1

10tk
10

Figura 6.3: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVM, para o conjunto A.

Lembre-se que o método Variacional Cléassico, usado como referéncia para as comparagoes,
possui apenas um contador de iteracao, n (ao final do horizonte), e resolve, a cada ganho, apenas

um sistema linear, ou seja “¢ = 17. Assim, é justificdvel que:

1. o tempo gasto pelo método Variacional Modificado, conforme a Figura 6.3, seja maior,
pois houve um aumento no ntmero de sistemas lineares resolvidos, ¢ > 1, uma vez que
os ganhos em atualizacao s6 deixam de ser atualizados apds um critério de parada ser

satisfeito;
2. a comparacao acerca do numero de iteragoes gastas seja feita na varidvel 7.

Assim, na Figura 6.4 estda apresentado o comportamento das iteragdes gastas pelo método
Variacional Cléassico, v, em relacao as iteragoes gastas pelo método Variacional Modificado,
mivM. Note que nao é possivel afirmar qual dos métodos teve o melhor desempenho em relagao
aos resultados obtidos, logo um teste de hipdtese, que pode ser encontrado em TRIOLA (1999),
¢ utilizado para testar uma suposicao a ser formulada sobre a razao entre o niimero de iteragoes

obtido por cada método.
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Figura 6.4: Numero de iteracoes do MV vs ntimero de iteragoes do MVM, para o conjunto A.

Teste de Hipétese 6.1 Deseja-se testar se a média 1, razdo entre o numero de iteragoes
nuy do método Variacional Cldssico e o numero de iteragoes nyyvy do método Variacional
Modificado, € igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1. Inferimos através da amostra
que o desvio padrdao do nimero de itera¢oes € dado por o = 0,1796. As duas hipdteses sobre a

média da amostra sao denotadas por Hy e Hq, respectivamente. Assim:

Hy:p=1 (mmv < nmvm)
Hy:p>1 (nmv > nmvm)-

O erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando esta € verdadeira € dado por o e serd considerado 5%,
ou seja, desejamos saber se € possivel obter tal média i sendo a Hy verdadeira, dentro de um

porcentagem de 5% de erro. O escore z da média amostral € dado por:

f—p  1,0340 —1
S 0,007

z =

~ 4,8571,

onde S = % e @ € o tamanho da amostra. O wvalor p (p), que diz quao provdvel é obter uma
média amostral tao extrema quanto a nossa dado que Hy é verdadeira, para este z € menor que
0,0001. Sabe-se que p < « implica em rejeitar a Hipdtese Nula e concluir que o MVM alcanca

menores 1 em relagio ao MV. A probabilidade de estarmos enganados nesta conclusdo € de

a = 5%.
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Fica claro que ha uma parcela de exemplos que utilizam um nimero menor de iteracoes 7

com a estratégia de atualizacao de dois ganhos.

Resultados com o Conjunto B

Como ja mencionado, este conjunto é formado por 1.000 exemplos gerados aleatoriamente e
com custo, obtido pelo método Variacional Classico, igual ou inferior a 10%°, ou seja, 100%
dos exemplos deste conjunto foram resolvidos pelo método Variacional Classico. O método

Variacional Modificado também resolveu todos os exemplos deste conjunto.

Na Figura 6.5 estd apresentado o comportamento dos custos de N estagios obtidos pelo
método Variacional Cléssico, Jyv, em relagdo aos custos obtidos pelo método Variacional
Modificado, Jymvm. Note que o comportamento dos custo deste conjunto é igual ao conjunto
A, ou seja, ainda nao ha mudancas no valor dos custos obtidos pelo Variacional Modificado em

relacao ao método Variacional Classico.
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Figura 6.5: Custo do MV vs custo do MVM, para o conjunto B.

Assim como no conjunto A, os tempos de CPU gastos pelo método Variacional Modificado,
Tyiv, foram superiores aos tempos de CPU gastos pelo método Variacional Classico, Ty,

como pode ser visto na Figura 6.6.

Por fim, na Figura 6.7 estd apresentado o comportamento das iteragoes n gastas pelo método
Variacional Classico, iy, em relacao as iteragoes gastas pelo método Variacional Modificado,

TMVM -
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Figura 6.6: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVM, para o conjunto B.
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Figura 6.7: Numero de iteracoes do MV vs ntimero de iteracoes do MVM, para o conjunto B.

Novamente nao é possivel afirmar qual dos métodos teve o melhor desempenho em relacao
aos resultados obtidos, portanto um teste de hipdtese é utilizado para testar uma suposicao a

ser formulada sobre a razao entre o nimero de iteracoes obtidos por cada métodos.
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Teste de Hipétese 6.2 Deseja-se testar se a média 1, razdo entre o numero de iteragoes
nuy do método Variacional Cldssico e o numero de iteragoes nyyvy do método Variacional
Modificado, € igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1. Inferimos através da amostra
que o desvio padrdao do nimero de itera¢oes € dado por o = 0,6933. As duas hipdteses sobre a

média da amostra sao denotadas por Hy e Hq, respectivamente. Assim:

Ho:p=1  (quv <nmvm)

H1 > 1 (77MV > 77MVM)-
O erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando esta é verdadeira é dado por o e serd considerado 5%
e o escore z da média amostral € dado por:

f—p 11742 -1
S 0,0262

z= ~ 5, 7535,

onde S = % e Q € o tamanho da amostra. O wvalor p (p) para este z é menor que 0,0001.
Sabe-se que p < « implica em rejeitar a Hipotese Nula e concluir que o MVM alcanca menores

n em relacdo ao MV. A probabilidade de estarmos enganados nesta conclusao é de o = 5%.

6.2 Variacional Classico vs Variacional Duplo com Gradiente

Nesta secao é apresentada a comparagao entre o método Variacional Classico (MV), descrito na

Segao 2.4, e o método Variacional Duplo com Gradiente (MVDG), descrito na Segao 5.2.2.2.

Resultados com o Conjunto A

Os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do método Variacional Classico e do
método Variacional Duplo com Gradiente sao apresentados na Figura 6.8. O total de exemplos

resolvidos por ambos os métodos foi de 672.

ENR
ENR 15,3%
23,7%
ENRMI
03%
ENRMI '
0,
8,4% ER
67,9%
(a) Método Variacional Cldssico (b) Método Variacional Duplo com Gradiente

Figura 6.8: Classificagdo dos resultados obtidos pelos métodos Variacional Classico e
Variacional Duplo com Gradiente, para o conjunto A.
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Na Figura 6.9 é apresentado o comportamento dos custos de N estagios obtidos pelo método
Variacional Classico, Jav, em relacao aos custos obtidos pelo método Variacional Duplo com
Gradiente, Jyvpa. Utilizando o método de Gradiente para determinar a solugdo do problema
PB,;. foi possivel obter um comportamento diferente, porém pior, daquele apresentado pelo
método Variacional Modificado, ou seja, o método de Gradiente nao foi capaz de encontrar

custos melhores, no minimo eles foram iguais.

JIMVDG

JImv

Figura 6.9: Custo do MV vs custo do MVDG, para o conjunto A.

O tempo de CPU do método Variacional Duplo com Gradiente continua sendo maior que
o tempo do método Variacional Classico, como pode ser visto na Figura 6.10, que apresenta o
comportamento entre os tempos de CPU obtidos pelos métodos Variacional Classico, Ty, €

Variacional Duplo com Gradiente, Tyvpg-

Na Figura 6.11 é apresentado o comportamento das iteragoes n gastas pelo método Variacio-
nal Cléassico, v, em relagao as iteracoes gastas pelo método Variacional Duplo com Gradiente,
IMVDG-

Uma pergunta natural que surge a partir desta figura é: por que ha um ntmero significativo
de exemplos que quando resolvidos pelo método Variacional Duplo com Gradiente apresentam
um numero de iteragdes 1 menor? A resposta pode ser vista na Figura 6.12 que mostra que
a grande maioria dos exemplos que apresenta o niimero de iteragdes 7 menor apresentou custo
JMvDG maior. E possivel que esse também seja o motivo para o maior nimero de ER na Figura

6.8, ou seja, terfamos exemplos resolvidos apenas pelo MVDG, mas com custos maiores.
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Figura 6.10: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDG, para o conjunto A.
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Figura 6.11: Numero de iteragoes do MV vs ntimero de iteragoes do MVDG, para o conjunto
A.
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(b) Demais exemplos em MV e MVDG, e seus respectivos 7.

Figura 6.12: Categorizacao das iteragdes do Variacional Duplo com Gradiente, para o
conjunto A.

Contudo, note que mesmo com Figura 6.12(a) nao é possivel afirmar qual dos métodos teve o

melhor desempenho em relacao ao niimero de iteracoes, por isso um teste de hipdtese é utilizado.

Teste de Hipétese 6.3 Deseja-se testar se a média p, razdo entre o numero de iteragoes Ny
do método Variacional Cldssico e o numero de iteragoes nyypg do método Variacional Duplo
com Gradiente, € igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1. Inferimos através da
amostra que o desvio padrdo do nimero de iteracées é dado por o = 6,7609. As duas hipdteses
sobre a média da amostra sao denotadas por Hy e Hq, respectivamente. Assim:

Ho:p=1  (quv < nmvpe)

Hy:p>1 (nmv > nmvpe)-

O erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando esta é verdadeira é dado por o e serd considerado 5%

e o escore z da média amostral é dado por:

f—p  1,7397 -1
S 0,3061

z = ~ 2,4165,
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onde S = % e Q € o tamanho da amostra, que neste caso serd () = 488 (apenas os exemplos
com custo préximo), vide Figura 6.12(a). O valor p (p) para este z é 0,0078. Sabe-se que p < «
(0,78% < 5%) implica em rejeitar a Hipdtese Nula e concluir que o MVDG alcan¢a menores n

em rela¢ao ao MV. A probabilidade de estarmos enganados nesta conclusao é de o = 5%.

Resultados com o Conjunto B

Como ja mencionado, 100% dos exemplos deste conjunto foram resolvidos pelo método Variaci-
onal Cléassico. Para o método Variacional Duplo com Gradiente, os resultados encontram-se na

Figura 6.13. No total, temos que 687 exemplos foram resolvidos por ambos os métodos.

ENR
30,8%

ENRMI = _

0,6% ER

68,7%

Figura 6.13: Classificacao dos resultados obtidos pelo método Variacional Duplo com
Gradiente, para Conjunto B.
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Figura 6.14: Custo do MV vs custo do MVDG, para o conjunto B.
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O método Variacional Duplo com Gradiente novamente nao conseguiu obter custos melhores
quando comparado com o método Variacional Classico, como pode ser visto na Figura 6.14. O
mesmo vale para o tempo, conforme visto na Figura 6.15, que apresenta o comportamento entre
os tempos de CPU obtidos pelos métodos Variacional Classico, Tyry, e Variacional Duplo com

Gradiente, Tyivpag.
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Figura 6.15: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDG, para o conjunto B.

Por fim, na Figura 6.16 é apresentado o comportamento das iteragoes 7 utilizadas pelo
método Variacional Classico, nyy, em relagao as iteragoes do método Variacional Duplo com
Gradiente, mvpa. Analogamente aos casos anteriores, nao é possivel afirmar qual método teve
melhor resultado em termos do ntmero de iteragoes, de forma que, novamente, um teste de

hipéteses é utilizado.

Teste de Hipdtese 6.4 Deseja-se testar se a média p, razdo entre o numero de iteragoes Ny
do método Variacional Cldssico e o numero de iteragcoes nyrypa do método Variacional Duplo
com Gradiente, € igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1. Inferimos através da
amostra que o desvio padrao do niumero de iteracoes € dado por o = 5,5686. As duas hipdteses

sobre a média da amostra sao denotadas por Hy e Hy, respectivamente. Assim:

Hy:p=1 (mmv < nmvpe)

Hy:p>1 (nmv > nmvpe)-
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Figura 6.16: Numero de iteragoes do MV vs ntimero de iteragoes do MVDG, para o conjunto
B.

O erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando esta é verdadeira é dado por o e serd considerado 5%

e o escore z da média amostral é dado por:

L—p 2,1206 —1
S 0,2720

z= ~ 4,1198,

onde S = % e QQ € o tamanho da amostra. Neste teste, apenas os exemplos satisfazendo
Juvpa/Tuy < 10° (custos prézimos na escala da Figura 6.14) sdo considerados, totalizando
Q =599. O valor p (p) para este z é menor que 0,0001. Sabe-se que p < « implica em rejeitar
a Hipotese Nula e concluir que o MVDG alcanca menores n em relagao ao MV. A probabilidade

de estarmos enganados nesta conclusao é de o = 5%.

6.3 Variacional Classico vs Variacional Duplo com Newton

Nesta segao é apresentada a comparagao entre o método Variacional Classico (MV), descrito na
Secao 2.4, e o método Variacional Duplo com Newton (MVDN), descrito na Secao 5.2.2.3.
Resultados com o Conjunto A

Os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do método Variacional Classico e

do método Variacional Duplo com Newton sao apresentados na Figura 6.17. Nota-se uma
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diminuicao relativamente pequena, mas significativa, em ER. No total, 543 exemplos foram

resolvidos por ambos os métodos.

ENR

23,7% i
» 35,1%
ER
55,4%
ENRMI
8,4%
! ER
67,9%
ENRMI
9,5%
(a) Método Variacional Cldssico (b) Método Variacional Duplo com Newton

Figura 6.17: Classificacao dos resultados obtidos pelos métodos Variacional Cléssico e
Variacional Duplo com Newton.

Na Figura 6.18 é apresentado o comportamento dos custos de IV estdgios obtidos pelo método
Variacional Classico, Jav, em relacao aos custos obtidos pelo método Variacional Duplo com
Newton, Jvyvpn. Como se vé, os custos obtidos sao mais altos (ainda que relativamente préximos

aos do MV) em todos os exemplos. Isso representa uma melhora em relagao ao MVDG.

JMVDN

Imv

Figura 6.18: Custo do MV vs custo do MVDN, para o conjunto A.
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Em termos do tempo de CPU, o resultado do MVDN foi ruim, como mostrado na Figura
6.19 que apresenta o comportamento entre os tempos de CPU obtidos pelos métodos Variacional

Cléassico, Tyy, e Variacional Duplo com Newton, TyyvpN-

10

100

TMvDN

Figura 6.19: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDN, para o conjunto A.

Na Figura 6.20 ¢é apresentado o comportamento das iteracoes n gastas pelo método Variaci-
onal Cléssico, mv, em relacao as iteragoes gastas pelo método Variacional Duplo com Newton,
nMvDN- Analogamente as segoes anteriores, um teste de hipétese é utilizado para analisar o

ntmero de iteragoes.

Teste de Hipdtese 6.5 Deseja-se testar se a média p, razdo entre o numero de iteragoes Ny
do método Variacional Cldssico e o niumero de iteragoes nyvpn do método Variacional Duplo
com Newton, € igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1. Inferimos através da amostra
que o desvio padrdao do niumero de itera¢oes € dado por o = 3,8408. As duas hipdteses sobre a

média da amostra sao denotadas por Hy e Hq, respectivamente. Assim:

Hy:p=1 (Mmv < MmvoN)
Hi:p>1  (quv > nuvon).

O erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando esta é verdadeira é dado por o e serd considerado 5%

e o escore z da média amostral é dado por:

L—p  1,0364 —1
S 00,1648

z =

~ 0, 2209,
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Figura 6.20: Numero de iteragdoes do MV vs niimero de iteracoes do MVDN, para o conjunto
A.

onde S = % e Q é o tamanho da amostra. O wvalor p (p) z € 0,4129. Sabe-se que p > «
(41,29% > 5% ) implica em aceitar a Hipétese Nula e concluir que o MV alcanga menores n em

relagao ao MVDN.

Resultados com o Conjunto B

Como ja mencionado, todos os exemplos deste conjunto foram resolvidos pelo método Variacional
Classico e os resultados para o método Variacional Duplo com Newton estao ilustrados na Figura

6.21. No total, 695 exemplos foram resolvidos por ambos os métodos.

ENR
13,3%

ENRMI
17,2%

Figura 6.21: Classificacao dos resultados obtidos pelo método Variacional Duplo com
Newton, para Conjunto B.
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Na Figura 6.22 é apresentada a relagao entre os custos obtidos pelo método Variacional

Classico, Jumv, e os custos obtidos pelo método Variacional Duplo com Newton, JyvpDN-
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Figura 6.22: Custo do MV vs custo do MVDN, para o conjunto B.
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Figura 6.23: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDN, para o conjunto B.
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Na Figura 6.23 é apresentado o comportamento entre os tempos de CPU obtidos pelos
métodos Variacional Classico, Tyry, e Variacional Duplo com Newton, Tyrypn. O tempo gasto
pelo MVDN é novamente superior ao tempo gasto pelo MV. Por fim, na Figura 6.24 é apresentado
o comportamento das iteragoes 1 gastas pelo método Variacional Cléssico, nyy, em relagao as

iteracoes 7 gastas pelo método Variacional Duplo com Newton, nyvpn.
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Figura 6.24: Numero de iteragdoes do MV vs niimero de iteracoes do MVDN, para o conjunto
B.

Novamente, um teste de hipdteses é utilizado para analisar o resultado quanto ao ntimero de

iteracoes.

Teste de Hipétese 6.6 Deseja-se testar se a média p, razdo entre o numero de iteragoes Ny
do método Variacional Cldssico e o niumero de iteragoes nyyvpn do método Variacional Duplo
com Newton, € igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1. Inferimos através da amostra
que o desvio padrdao do niumero de itera¢oes € dado por o = 1,0927. As duas hipdteses sobre a

média da amostra sao denotadas por Hy e Hq, respectivamente. Assim:

Hy:p=1 (v < Mmvon)
Hy:p>1 (MMmv > MMVDN)-

O erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando esta é verdadeira é dado por o e serd considerado 5%

e o escore z da média amostral é dado por:

fi—p  0,9979 —1
S 0,0496

z =

~ —0,0423,
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onde S = % e Q é o tamanho da amostra. O wvalor p (p) para este z € 0,5160. Sabe-se que
p >« (51,6% > 5%) implica em aceitar a Hipotese Nula e concluir que o MV alcan¢a menores

n em relacao ao MVDN.

6.4 Consideracoes Finais deste Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os resultados obtidos a partir dos experimentos computacio-
nais, comparando os métodos desenvolvidos, descritos no Capitulo 5, com um método classico

encontrado na literatura: o método Variacional.

Analisando os dados obtidos pelo MV e o MVM, Segao 6.1, concluimos que o MV detem os
melhores resultados em termos de custo e de tempo de CPU na grande maioria dos exemplos,
em ambos os conjuntos e para quaisquer precisoes. Contudo, o MVM apresenta em uma parcela
significativa de exemplos um menor nimero de iteragoes 7, motivando a busca por métodos mais

eficientes para o problema P Bj.

O tempo a mais utilizado pelo MVM ¢ justificivel pelo aumento no nimero de sistemas
lineares resolvidos, ¢ > 1, uma vez que os ganhos g(k) e g(k + 1) s6 deixam de ser atualizados

apé6s um critério de parada ser satisfeito.

Para os dados obtidos pelo MV e o MVDG, Secao 6.2, pode-se concluir que o MVDG resolveu
um percentual maior de exemplos do conjunto A quando comparado com o MV, porém os custos
obtidos foram maiores. Possivelmente isto esta relacionado aos exemplos que apresentaram o

numero de iteracoes 17 menor e custos maiores, conforme pode ser visto na Figura 6.12.

Em relagdo ao tempo consumido, tem-se que o MVDG é mais lento que o MV. A justificativa
para este caso sao os calculos das derivadas do custo, além do aumento no nimero de atualizacoes

realizadas nos ganhos.

Por fim, com os resultados obtidos pelo MV e o MVDN, Secao 6.3, tem-se que o MVDN re-
solveu um percentual menor de exemplos tanto no conjunto A quanto no conjunto B. Novamente

os custos obtidos nao foram melhores que aqueles obtidos pelo MV, porém foram melhores que
os obtidos pelo MVDG.

Assim como no caso do MVDG, o MVDN é mais lento que o MV e a justificativa estd
novamente nos célculos das derivadas (agora de primeira e segunda ordem) do custo, além do

aumento no nimero de atualizagoes realizadas nos ganhos.

Por fim, vale ressaltar que além da parcela de exemplos que apresentaram menores nimeros
de iteragoes foi possivel obter uma frequéncia pequena de exemplos em que o Variacional Duplo
detém melhores custos, porém em todos os casos estes sao exemplos ENRMI, ou seja, nao
atenderam aos critérios de parada dentro de um ntmero maximo de iteragoes. O limitante
maximo para o numero de iteragoes foi aumentado para 1.000, mas mesmo assim nenhum
exemplo atendeu aos critérios de parada dentro deste novo limitante, por isso estes exemplos

nao foram considerados nesta analise.






/

Conclusoes

As principais contribuicoes deste trabalho foram: apresentar um contraexemplo para a questao
da suficiéncia da condigao de otimalidade, dada pela Equacao (2.25), a caracterizacdo do pro-
blema P Bj, com um problema biquadratico e a analise dos resultados obtidos pela implementagao
computacional de métodos para a resolucdo do problema PBj. Cada um destes pontos é

comentado a seguir.

Durante o levantamento do conjunto de exemplos utilizados nos testes computacionais, foi
encontrado um exemplo em que ¢é possivel verificar que o problema de custo quadratico de N
estdgios para SLSM nao observados/parcialmente observados pode apresentar minimos locais
multiplos e distintos, ou seja, neste exemplo obtemos minimos distintos a partir de ganhos
iniciais também distintos.

Além disso, ao propor uma adaptacdo do método Variacional para atualizar dois ganhos
consecutivos, obtemos a formalizacao do problema intermediario PBy, até entao nao estudado
pela literatura. A partir de um exemplo simples foi possivel notar que, desde que feita uma
pequena adaptacdo em suas variaveis, o problema P B é biquadratico. A demonstracao feita
considera o caso em que a acao de controle é escalar, porém testes computacionais confirmaram

este resultado.

Por fim, para a resolucao do problema PBj foram utilizados trés métodos: Variacional
Classico, que junto com o método Variacional Duplo é denominado de Variacional Modificado
(Segao 5.2.1), Gradiente (Secao 5.2.2.2) e Newton (Secao 5.2.2.3). Para comparar o desempenho
destes métodos dois conjuntos de exemplos, ambos gerados aleatoriamente com o Gerador
de SLSM apresentado em BORTOLIN (2012) e SILVA (2012), foram utilizados. O método

Variacional Cléssico foi tomado como referéncia para a comparacao entre os métodos.

7
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Em termos gerais, os métodos propostos nao apresentaram bons resultados (custo e tempo).
Mesmo assim, os resultados obtidos sobre o ntimero de iteragoes do método Variacional Mo-
dificado justificam a busca por melhores métodos para o problema PBj. Provavelmente um
método especifico para um problema biquadratico seja a maneira mais eficiente de obter me-
lhores desempenhos (tempo e iteragoes) e, possivelmente, melhores custos para o problema de
otimizacao.

Como trabalhos futuros pretendemos primeiramente demonstrar formalmente a caracte-
rizacao do caso geral do PBjp como um problema biquadratico. Além disso, consideramos
interessante adaptar o P By, a algum algoritmo biquadratico existente (ou adaptar este algoritmo
ao problema) de modo que seja possivel implementar o método biquadratico. Outra linha de
pesquisa interessante seria buscar alternativas nao tao rigidas para a quantidade de ganhos
atualizados, por exemplo, atualizar dois ganhos nao consecutivos, com ordem aleatéria, ou ainda

atualizar diferentes quantidades de ganhos ao longos das iteragoes.
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Apéndice

A

Demonstracao do Teorema 4.1

A.1 Resultados Preliminares
Teorema A.1 Para xz,y € R" vale:
vec(zy') =y @ 2.
Teorema A.2 Para x,y,w,z € R" vale:
7' (y @ y)w'z = ved (2 @ 2’ P)vec(vec(yy )w'),

com P tal que vec(y'y) = Pvec(y @y').

A.2 Demonstracao do Teorema 4.1

Esta prova trata sempre do sistema expandido (4.1), contudo, por simplicidade, a notacao
utilizada serd do sistema nao expandido (2.6), ou seja, denotaremos Z,E,é,ﬁ,é,i e g por
A,B,C,D,G, L e g, respectivamente. Reescrevendo a Equacao (4.1), para o sistema expandido

®, temos que:

In =(X(k),C + ¢ (k)Dg(k)) + (X (k +1),C + ¢ (k +1)Dg(k + 1))
+ (L(k+2), X (k +2)) + V(k +2),

83
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lembrando que V(k+2) = V(k +2) + Z];:_& (X(0),C+ g (£)Dg(¢)). Usando a Proposigao 2.1 e

reescrevendo em termos do operador £ auto-adjunto de 7, obtemos

v =(X(k),C + ¢ (k)Dg(k)) + (X (k), Ly (C + g'(k + 1)Dg(k + 1)))

N (A.1)
+ Ly (Lgr1) (L(E +2))), X(F)) + V(K +2).

Na sequéncia sao analisadas cada uma das parcelas de (A.1). Na primeira parcela, notando que

Tr{Xi(k)g' (k) Dig(k)} = vec'(Xj(k))vec(q (k) Dig(k))
= vec'(X;(k))[g' (k) @ ¢ (k)]vec(D;)

= [vec'(D;) @ vec'(X;(k))]vec(g'(k)g(k))
= vec[Pvec(D; X;(k))vec (a'a)]vec|vec(g' (k)g(k))vec’ (d'a)]
= vec'[Pvec(D; X;(k))vec'(a'a)]vec|vec(g' (k)g(k))vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1))]
e denotando

p1 = vec' [Pvec(D; X;(k))vec'(d'a)] e

& = Te{Xi(k)Ci},

temos

(X(k),C +g'(k)Dg(k)) = )  Te{Xi(k)[Ci + ¢'(k) Dig(k)]}

M-

@
Il
—_

(A.2)

(p1 - vec[vec(g' (k)g(k))vec'(g'(k + 1)g(k + 1))]) + &1

M-

-
I
A

Expandindo a segunda parcela de (A.1)
(Xi(k), Ly (C + ¢'(k +1)Dg(k + 1)))

T
= Z Tr{X;(k)[(A; + Big(k))'&(C + ¢'(k + 1)Dg(k + 1))(A; + Big(k))]}

T T
=Y > pi Tr{Xa(R)[(As + Big(k))'(Cj + ¢’ (k + 1)D;g(k + 1))(Ai + Big(k))]},
i=1 j=1

e ap6s algumas manipulacoes algébricas, temos

T T
SO by T X (W) ALC) A + Xi(k)g' (K) BIC; A + X (K) AC, Big (k)
i=1 j=1

+ X'(k)g (k)B;C;Big(k) + X;(k)ALg'(k + 1)D;g(k + 1) A; (A.3)
Xi(k)ALg'(k+1)D;g(k + 1)B;g(k) + X;(k)g'(k)Big' (k + 1)Djg(k + 1) A;
Xi(k)g'(k)Big'(k + 1)D;g(k + 1) Big(k)}.
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A seguir, cada termo de (A.3) é tratado separadamente. Temos que

Tr{X;(k)g'(k)BiC;A;} = Tr{B,C;A; X;(k)d (k)} = vec'(X;(k)A;C; B;)vec(d (k))
= vec'[vec(vec(X; (k) A;C; B;)a)vec (d'a)|vec[vec(g' (k)a)vec' (a'a)]
— - veclvee(g/ (E)g()vee'(g/(k + 1)g(k + 1)),

onde po = vec'[vec(vec(X;(k)A;C;B;)a)vec’(a'a)]. Analogamente,

Tr{X;(k)ALC; Big(k)} = vec'(BIC; A; X;(k))vec(g(k))
= vec'[vec(a'vec(B;C; A; X;(k)))vec' (a'a)|vec[vec(a’g(k))vec' (d'a)]
= pg - vec[vee(g' (k)g(k))vec'(¢' (k + 1)g(k + 1))},

de forma que pg = vec'[vec(a’vec(B;C;A; X;(k)))vec'(a’a)], e assim sucessivamente,

Te{ X (k)g/ (k) BIC; Big(k)} = vec! (X1(k))vee(d' () BLC; Big(k))
= ved(X;(k)[g' (k) & (k) vee(BIC; B)

= [ved(BiC;B;) @ vec'(X;(k))|vec(g' (k) @ g (k))

= vec'[Pvec(BC; B; X;(k))vec' (a'a)]vec[vec(q' (k)g(k))vec' (a'a)]
= - veclvec(g/ (K)g()ve(g/ (k + 1)g(k + 1)),

onde py = vec'[Pvec(B]C;B; X,(k))vec'(d'a)],

Tr{X;(k)A.g'(k + 1)D;g(k + 1)A;} = Tr{A; X;(k)Alg'(k+ 1)D;g(k + 1)}
= vec (A; X (k) A})vec(g(k + 1)D;g(k + 1))

= vec (A; X;(k)A7)[g'(k + 1) @ g'(k + 1)]vec(D;)

= [ved'(D;) @ vec'(A; X;(k)A;)]vec(q'(k + 1) ® g(k + 1))

= vec'[vec(d'a)vec' (D; A; X;(k) A}) Plvec|vec(a'a)vec(g' (k + 1)g(k + 1))]
= 15 - vec[vec(g' (k)g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k +1))],

em que s = vec'[vec(a'a)vec' (DjA; X;(k)A;) P,

(A.4)

(A.6)

(A7)
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Tr{X;(k)g (k) Big'(k + 1)D;jg(k + 1) Ai} = Tr{A; X;(k)g' (k) Big'(k + 1) D;g(k + 1)}

= vec'(Big(k)X; (k) Aj)vec(g'(k + 1) D;jg(k + 1))

= vec'(Big(k)X;(k)A7)g'(k + 1) ® g'(k + 1)]vec(D;)

= [vec'(D;) ® vec'(Big(k)X; (k) Aj)]vec(g'(k + 1) ® ¢g'(k + 1))

= vec'(D;Big(k)X;(k)Aj)vec(q'(k + 1) ® ¢'(k + 1))

= vec'(D;Big(k)X;(k)A;) Pvec(g'(k + 1)g(k + 1)) (A.8)
= vec'(D;B;ad g(k)X;(k)A;) Pvec(g'(k + 1)g(k + 1))

= vec'(a'g(k))[X;(k)A; ® a’ B{D;|Pvec(g'(k + 1)g(k + 1))

= [vec'(¢'(k+ 1)g(k 4+ 1)) @ vec'(d'g(k))]vec[(X;(k) A} @ ' B;D;)P]
= vec'[(X;(k)A; ® d' B{D;) Plvec|vec(a'g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k + 1))]
pe - veclvec(g'(k)g(k))vec'(d'(k + 1)g(k + 1))],

onde g = ved'[(X;(k)A; ® o' B{D;)P],

TH{X,(K) ALg/(k + 1)Djg(k + 1) Big(k)} = Tr{Big(k) X; (k) Alg/ (5 + 1) Dyg(k + 1)}
— ved (A X;(k)g' (k) Bl)vec(g!(k + 1)Dyg(k + 1))

= ved (4; Xig'(k)B))g'(k + 1) ® ¢ (k + 1)]vec(D;)

= [ved'(D;) @ vec'(A; X (k)g' (k) B;)]vec(g'(k + 1)g(k + 1))

= vec (D; A; X;(k)g (k) B})Pvec(g'(k + 1)g(k + (k))

= ved'(DjA; X;(k)d (k)aa' B])Pvec(g'(k 4+ 1)g(k + 1))

vec' (¢’ (k)a)la' B} @ X;(k)A;D;]Pvec(g' (k + 1)g(k + 1(k))

— ve(g/(k + D)g(k + 1(k) © vec' (¢ (K)a)vec((’ B © X,(k) A{D,]P)

= ved'([d' B} @ X;(k)A;D;]|P)vec(vec(g'(k)a)vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1)))

= pz - vec[vec(g' (k)g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k + 1))],

(A.9)

em que pr = vec'[(a/B] ® X;(k)A,D;)P] e por fim,
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Tr{Xi(k)g (k) Big'(k + 1)D;g(k + 1) Big(k)}

= Tr{Big(k)Xi(k)g'(k)Big'(k + 1)Djg(k + 1)}

= vec'(Big(k)Xi(k)g' (k) Bj)vec(g'(k + 1)D;jg(k + 1))

9(k)Xi(k)g' (k) Bj)lg'(k + 1) ® ¢ (k + 1(k))]vec(D;)

= [vec(D;) @ vec (B;g(k)X;(k)g'(k)B.)]vec(¢'(k + 1) @ ¢’ (k + 1))
= vec'(D;Big(k)X;(k)g' (k) B])Pvec(q' (k + 1)g(k + 1))

= vec'(g(k) X;(k)g' (k))[B; ® B;Dj|Pvec(q (k + 1)g(k + (k))

= [vec(¢'(k + D)g(k + 1)) ® vec'(9(k) Xi (k)g' (k))]vec([B; @ BiD;]P)

vec'(B;

(A.10)

]
= vec(g(k)Xi(k)g' (k))vec' (¢ (k + 1)g(k + 1))vec([B; ® BiD;|P)
= vec(X;(k))[g(k) @ g'(k)vec'(¢' (k + 1)g(k + (k))vec([B; ® BiD;|P)

[ved'([B; @ B;D;|P) @ vec'(X;(k))P]vec|vec(q' (k)g(k))vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1(k)))]
= ps - vec[vec(g'(k)g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k + 1))],

com pg = vec'[vec'((B] ® BD;)P) @ vec'(X;(k))P]. Substituindo os termos de (A.4) até (A.10)
m (A.3):

(Xi(k),

>

7

g(k )(C + g/(k + 1)Dg(/€ + 1))>

L
T 8 A1l
> pis Z p, - veclvee(g' (k)g(k))vec' (¢ (k + 1)g(k + 1))]) + &2, (A1)
1

Jj=

em que & = Tr{X;(k)A,;C;A;}. Expandindo a terceira parcela de (A.1)

T

(X (k), Loy (Logorn)(L))) = (X (), > pij(A+ Bg(k))' Lyger1)(L)(A + Bg(k)))

7j=1
(X (k), g (k)B'Ly(rq1)(L)A + g' (k) B'L g1 41y (L) Bg(k) + A'L g1y (L)A + A'L 141y (L) By (k)
(X (k), ' (k)Bi(Aj + Bjg(k +1))&;(L)(A;j + Bjg(k + 1)) A;
+¢'(k)Bi(A;j + Bjg(k + 1)) E;(L)(A; + By(k + 1)) B;g(k)
+ Aj(Aj + Bjg(k + 1)) E;(L)(A; + Bjg(k + 1)) A
+ Ai(Aj + Bjg(k +1))&;(L)(Aj + Bjg(k + 1)) Big(k)),

= (X
= (X
(
(

com L = L(k + 2) conhecido, e realizando algumas manipulagoes algébricas, tem-se
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(X(k),d (k)B'A'E(L)AA + ¢'(k)B'A'E(L)Bg(k + 1) A+ ¢ (k)B'g' (k + 1)B'6(L)AA
+ ¢ (k)B'g(k + 1)B'E(L)Bg(k + 1)A + ¢ (k)B'A'E(L)ABg(k)

+ ¢/ (k)B'AE(L)Bg(k + 1)Bg(k) + ¢ (k)B'g'(k + 1)B'E(L)ABg(k) + A/A'E(L)AA
+ A'AE(L)Bg(k+ 1)A+ A'g'(k+1)B'E(L)AA+ A'g'(k+1)B'E(L)Bg(k +1)A
+ A'AE(LYABg(k) + A/ AE(L)Bg(k + 1)Bg(k) + A'¢'(k + 1)B'E(L)ABg(k)
+¢'(k)B'g'(k + 1)B'E(L)Bg(k + 1)Bg(k) + A'g'(k + 1)B'E(L)Bg(k + 1) Bg(k)).

(A.12)

Analogamente ao que foi feito com (A.3), cada termo de (A.12) é tratado separadamente a
seguir. Temos que

= vec' (X; (k) A ALE; (L) Ay By)vec(d' (k)

= vec'[vec(vec(X; (k) A} ASE; (L) A Bi)a)vec (d'a)|vec[vec(g' (k)a)vec' (d'a)]
= g - vec[vec(g'(k)g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k +1))],

(A.13)

em que jg = vec'[vec(vec(X;(k)A]ALE;(L)A;Bi)a)vec' (a'a)],

Tr{X;(k) A ASE;(L)A;Big(k)} = vec'(BjA}E; (L) A;j Ai X;(k))vec(g(k))
= vec'[vec(a'vec'(BjASE; (L) Aj A; X;(k)))vec' (a'a)]vec[vec(a’g(k))vec' (a’a)] (A.14)
= o - vec[vee(g' (k)g(k))vec (¢’ (k + 1)g(k + 1)),

onde 4119 = vec'[vec(a'vec'(B{A}E; (L) A; A; Xi(k)))vec' (a'a)],

TH{X (k) ALALE (L) Byg(h + 1) As} = Te{ A X (K) ALALE, (L) Byl + 1)}
= vec'(B;Ej(L)Aj Ai X (k) Ai)vec(g(k + 1))

vec'[vec(a'a)vec' (a'ved (B}E; (L) Aj A; Xi(k) A))]vec[vec(a'a’)vec' (a'g(k + 1))]
= p1 - vec[vec(g'(k)g(k))vec'(g'(k + 1)g(k +1))],

(A.15)

onde 411 = vec'[vec(a’a)vec’ (a'vec'(B;E; (L) A; A Xi(k) Ai))],

"(Ai X (k)AL ALE; (L) By)vee(d (k + 1))

(
= vec'[vec(a'a)vec' (vec(A; X; (k) A{ ASE; (L) Bj)a)lvec[vec(a'a)vec' (¢ (k + 1)a)]
= p12 - vec[vec(qg' (k)g(k))vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1))],

= vec

(A.16)

com p1g = vec'[vec(a'a)vec' (vec(A; X;(k) A} ALE; (L) Bj)a)],
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Tr{Xi(k)g (k) BiA;€;(L)A; Big(k)} = vec' (X;(k))vec(g' (k) BiA;E;(L)A; Big(k))

= vec'(Xi(k))[g' (k) ® g'(k)]vec(BiA;E;(L)A; By)

= [vec'(BjA;&;(L)A;B;) ® vec'(X;(k))lvec(q' (k) ® ¢'(k)) (A.17)
= vec'[Pvec(B{A;E;(L)A; B; X;(k))vec' (a'a)]vec[vec(g(k)g(k))vec(da'a)]

= s - vec[vec(g' (k)g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k + 1))],

em que pu13 = vec' [Pvec(BIA;E;(L)A;B; Xi(k))ved (a'a)],

TH{X(K) ALy (k + 1) B, (1) Byglk + 1) A} = Tr{A,X: (k) Alg'(k + 1) B85 (L) Bg(k + 1)}
(b Appvec(y!(k + D BLE; (L) Byl + 1))

= vec' (A Xi(k)A})[g'(k +1) ® ¢’ (k + 1)]vec(B;E;(L)B;)

= [ved(B}E;(L)Bj) @ vec (A X;(k)A)lvec(g' (k +1) @ ¢'(k + 1))

= vec'[vec(a'a)vec' (BE; (L) Bj A; X (k) A}) Plvec[vec(a'a)vec' (¢’ (k + 1)g(k + (k)))]

= 1 - vec[vec(g'(k)g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k + 1))],

= vec'(4; X;

(A.18)
onde 114 = vec'[vec(a'a)vec’ (B} E;(L) B; A X (k) A;) P,

Te{ X (g (F)BLAYES (L) Bygl + 1) As} = vee! (A; Big() Xi () vec(€; (L) Big( + 1)Ay)
= vecd'(A;B;ad’ g(k) X, (k))vec(Ej(L)Bjaa'g(k + 1) A;)
— ved!(alg(k) X (k) @ ' BLA|IAL @ &(L) Bjalvec(a'g(k + 1))
(a'g(k))[X;(k)A} ® o’ B{A}E;(L) Bjalvec(a'g(k 4 1))
= [vec'(d'g(k + 1)) ® vec'(d'g(k))]vec(X;(k) A} ® o’ B/A}E;(L) Bja)
= vec (X;(k)A' @ aB'A'E(L)Ba)vec|vec(a'g(k))vec'(a’g(k + 1))]

(a'
= 15 - vec|vec(g'(k)g(k))vec (¢’ (k + 1)g(k + 1))],

/
— vec

(A.19)
em que p115 = vec'[X;(k)A; ® aB;A}E;(L)Bjal,

T (g(R) Bl (+ + DB (1) A; A7)

/(Big (k) Xi(k))vee(Tg (k + 1) BLE; (L) A A)
Bjaa'g(k) X (k))vec(Ig'(k + 1)aa’ BiE; (L) Aj A;)
a'g(k))[Xi(k) ® a'Bi][A;ALE;(L) Bja @ Ifvec(g'(k + 1)a)
a'g(k))[X;(k)AALE; (L) Bja @ o Bilvec(y' (k + 1)a)
= [vec'(¢'(k + 1)a) @ vec'(d'g(k))]vec(X;(k) A} ALE;(L)Bja ® a'B;)
= vec'[X;(k)A; A% (L) Bja ® o Bi]vec|vec(d'g(k))vec' (¢ (k + 1)a)]
= 6 - vec[vec(g'(k)g(k))vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1))],

= vec

/
= vec

(A.20)

~ o~ o~ o~ o~
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com p16 = vec'[X;(k) A;ASE; (L) Bja @ o' BY],

Tr{ X, (k) ALALE (L) B gk + 1) Big(k))
= Tr{Big(k)Xi(k)A;A;Ej(L)ng(k + 1)1}
— vec! (X (k)g (k) Bl)vee(ALA}€;(L) Byg(k + 1)I)

= vec'(X;(k)g' (k)aa' Bj)vec(A; A}E;(L) Bjaa'g(k + 1)I)
= vec'(¢'(k)a)[a' Bf @ X;(k)][I ® A;A%E;(L)Bjalvec(ag(k + 1)) (A.21)
= ved! (¢ (K)a)[a' B. ® X; (k) 414 £(L) Byalvec(ag(k + 1))

[vec(ag(k + 1)) ® vec'(¢' (k)a)|vec(a' B @ X;(k)A;AE;(L)Bja)
vec'[a’ B] © X;(k) A} ALE; (L) Bja]vec[vec(g' (k)a)vec (ag(k + 1))]
= p7 - vec[vee(g' (k)g(k))vec (¢' (k + 1)g(k + 1)),

em que p17 = vec'[a’' B; @ X;(k) A} ALE;(L)Bjal,

Tr{X;(k)Alg'(k +1)Bj&;(L)A;Big(k)}

= Tr{Big(k)Xi(k)Aig'(k + 1)Bj&; (L) A; }

= vec'(Xi(k)g (k) Bi)vec(Aig (k + 1) BjE;(L) A;)

= vec (X;(k)g (k)aa' B})vec(ALg' (k + 1)aa’B§»€j(L)AJ~)

g (k)a)[a' B! @ X;(k)][4;E;(L)Ba ® Aj]vec(q (k + 1)a) (A.22)
g (k

(

= vec'(
(¢'(k)a)la' B{A;E;(L)Ba @ X;(k)A;]vec(g'(k + 1)a)

= [ved'(¢'(k + 1)a) @ vec'(¢'(k)a)]vec(a' B{A;E;(L)Ba @ X;(k)A})
= vec'[a' BiA}E;(L)Bja @ X;(k)A;]vec[vec(g' (k)a)vec' (¢ (k + 1)a)]

= s - vec[vec(g'(k)g(k))vec'(g'(k + 1)g(k + 1))],

/
= vec

onde 415 = vec'[a’ B{AE; (L) Bja @ X;(k)Ai],

Tr{Xi(k)g' (k) Big'(k + 1)Bj&;(L)Bjg(k + 1) A}
= Tr{A; X;(k)g (k) Blg' (k + 1)B}&;(L)Bjg(k + 1)}

= vec'(Big(k) X (k) A} )vec(q'(k + 1) BE; (L) Bjg(k + 1))
= vec (B;g(k)X; (K)AD [ (k+1) @ ¢ (k + 1)]V€C(B§5j(L)Bj)
= [vec'(Bj&;(L)B;) @ vec' (Big(k) X;(k)A)]vec(g'(k +1) @ ¢'(k + 1))

)
= [vec'(B;E;(L)B;j Big(k) X;(k)A})| Pvec(g'(k + 1)g(k + 1)) (A.23)
= [vec'(B;&;(L)B;jBiadg(k) X, (k) A})] Pvec(g'(k + 1)g(k 4 1))
= vec'(a'g(k))[X;(k)A, @ a BZB;Sj(L)Bj]PveC(g’(k: +1)g(k + 1))
= [vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1)) @ vec'(a'g(k))]vec((X;(k) A} @ a'BiB;»Sj(L)Bj)P)
= vec'[(Xi(k) A} ® o’ B{B}E;(L)Bj) Plvec|vec(d'g(k))vec' (¢ (k + 1)g(k + 1))]

[

= p19 - veclvec(g' (k)g(k))vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1))],
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com p1g = vec'[(X;(k)A] ® o' B;B;E;(L)B;) P,

TH{X (k) ALg/ (b + 1) BL&;(L) Byg(k + 1) Big(k)}

— Te{Bug(R) X () Alg' (5 + VBIE; (L) Byl + 1)}

— ved (A X: (kg (K) Bi)vee(g!(k + 1)B1&; (L) Bg k + 1))

— ved (A X (g () B)lg' (5 + 1) © g (k + 1)]vec(BL&; (L) By)

— [ve (BJ&;(L)B;) ® ved (A X:(k)g'(K) Bi)Jveelq/(k + 1) © ' (k + 1)

= vec'(B}&;(L)B;jAi X;(k)g' (k) B;) Pvec(g'(k 4+ 1)g(k + 1)) (A.24)
— ved/(BLE; (L) By A X (K)o (k)aa' By) Pvee(g!(k + 1)g(k + 1)
= ved'(g/(k)a) o' B: © X:(k) ALB&;(L) Bj] Prec(q/ (5 + g(k + 1))
= [vec(g'(k + 1)g(k + 1)) @ vec'(¢'(k)a)]vec((a’' B; @ Xi(k)A;BE;(L)B;)P)
= vec'[(a'B; ® X;(k) A} BiE; (L) Bj) Plvec|vec(q' (k)a)vec' (¢’ (k + 1)g(k + 1))]

— a0 - veelvec(g' ()g(k))vec! (¢ (k + 1)g(k + 1)),

com pgg = vec'[(a'B; @ Xi(k)A;B;E;(L)Bj) P,

Tr{Xi(k)g' (k) BiA}E;(L)Bjg(k + 1) Big(k)}

= Te{g(k) Xi(k)g (k) BiAE; (L) Bjg(k + 1) Bi}

= vec!(g(k)Xi()g' (k) vec( BLALE, (L) Bjad'g(F + 1)By)

g'(k))[Bi ® BiA}E;(L)Bjalvec(a'g(k + 1))
)) @ vec'(g(k)Xi(k)g' (k))]vec(B @ B;A}E;(L)Bja) (A.25)
(k‘) i(k)g' (k))vec (' g(k + 1))vec(B; @ B{A’E;(L)Bja)
= vec (X;(k))[d (k) ® ¢ (k)]vec (ag(k + 1))]vec(B£®BZA;5 (L)Bja)
= vec[vec'(B; @ B{AE;(L)Bja) @ vec (X;(k)) Plvec[vec(g'(k)g(k))vec'(a'g(k + 1))]

(9

= pa1 - vec[vee(g' (k) g(k))vec (¢ (k + 1)g(k 4 1))],

onde ji91 = vec'[vec'(B] @ B{A.E;(L)Bja) @ vec'(X;(k)) P,
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Te{X(R)g (K) Bl (k + 1) BLE; (L) A; Big(h))

— Te{g()Xa(K)g/ (k) Blg' (k + ) BLES(L)A; Br)

— vec(g(k) X (K)o () vee( Bly'(k + 1)aa’ BI&; (1) A; By)

= vec'(g(k)X;(k)g' (k))[B;A}E; Bid’ @ Bjlvec(g'(k + 1)a)

= [vec'(¢'(k + 1)a) @ vec'(g(k) Xi(k)g' (k))]vec(B{ALE; Bia' @ By) (A.26)
vec'(g(k) Xi(k)g' (k))vec' (¢’ (k 4 1)a)vec(B;A’E; Bia' @ By)

= vec'(Xi(k))[g' (k) @ g (k)]vec' (¢ (k + 1)a)vec(B;A}E; Bia' @ By)

= vec'[vec(B{A}E; (L) Bja' ® Bj) ® vec' (X;(k))Plvec|[vec(g' (k)g(k))vec' (¢ (k + 1)a)]

pizz - veclvee(g' (k) g(k))vec'(¢'(k + 1)g(k + 1))],

)
'

em que fig2 = vec'[vec(B{AE;(L) Bja’ @ Bj) ® vec'(X;(k))P], e por fim

Te{X;(k)g/ (k) Bl (5 + 1)B1&;(L) By + 1) Big ()}

— Te{Big(k)Xi(k)g/ (k) Blg' (5 + 1) BLE,(L) Bjg(k + 1)}
— vec(Big(k)Xi(k)g' (k) Bl )vec(g' (k + 1) BY&; (L) Byg(k + 1))

— vec(Big(k)Xi(k)g' (K) B[/ (k + 1) @ ¢ ( + D]vee(BLE; (L) By)

= [ved(B}&;(L) By) @ ved (Big(k) X: (b)g' (k) Bl vec((k + 1) @ ¢ (k + 1))

— vec!(BLE; (L) B; Big(k) X: (k) (K) BY) Pvec(q/(k + 1)g(k + 1))

= vec/(g(k)Xi(k)g'(K))[B; @ B;Bj&;(L)B;| Pvec(g'(k + 1)g(k + 1))

= [vec'(g'(k + 1)g(k + 1)) ® vec'(g(k) X;(k)g'(k))]vec((B; ® B;B;&;(L)B;) P)

vec!(g(k) X (k) () vec! (¢ (k + 1)g(b + 1))vec((B, @ BIB}E; (L) B;)P)

= vec!(X:(k)[g' (k) @ (k) vec'(g/(k + 1)g(h + 1))vec((B, & BLB.E(L)B;)P)

vec'[vec'((B] ® B{B;E;(L)B;)P) @ vec'(X;(k))Plvec[vec(g' (k) g(k))vec' (¢ (k 4+ 1)g(k + 1))]
= pag - vec[vec(g' (k)g(k))vec (¢’ (k + 1)g(k + 1))},

)Xi(k)g' (k
)Xi(k)g' (k

)

(A.27)
onde jip3 = vec'[vec'((B; ® B;B;€;(L)B;)P) ® vec'(X;(k))P]. Substituindo os termos de (A.13)
até (A.27) em (A.12):

(Lgry(Ly (k+1)( (k +2))), X (k))

T T A28
=33 i Z pun, - vee[vec(g' (k) g(k))vec (¢ (k + 1)g(k + 1))]) + &, (4.28)

=1 j=1

em que & = Tr{X(k)A’A'E(L)AA}. Portanto, a Equagao (A.1) pode ser reescrita pela soma
das Equacdes (A.2), (A.11) e (A.28), onde a constante V(k+2) = V(k+2) + an:l &m, OU seja,
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para o sistema expandido ;IS, temos que:

com

onde L = L(k+2) é conhecido, P é tal que vec(y'y) = Pvec(y ®y') ea=[0...

p1 = vec'[Pvec(D; X;(k))vec' (a’a)],

= vec'[vec(vec(X; (k) A,C;B;)a)vec (d'a)],

= vec'[vec(a'vec(B;CjA; X;(k)))vec' (a'a)],
s = vec'[Pvec(B;C; B; X;(k))vec'(d'a)],
s = vec'[vec(a’a)vec' (D; A; X, (k)A;) P,

(k)4 @ ' BLD;) P,

pr = vecd'[(a' B ® X;(k)A;D;)P],
ps = vec'[ved'((B] @ B{D;)P) @ vec' (X;(k))P],
pg = vec'[vec(vec(X; (k) A{A}E; (L) A; Bi)a)vec (a'a)],
p1o = vec [vec(a'vec' (B{AE (L) Aj Ai Xi(k)))vec' (d'a)],
p11 = vec [vec(a'a)ved (a'ved' (B}E; (L) A; A Xi(k) As))],
p12 = vec' [vec(a'a)ved' (vec(A; X (k) A ALE; (L) Bj)a)],
pas = vec'[Pvec(BjA;E;(L)A; B X;(k))ved (d'a)),
p14 = vec'[vec(a'a)ved'(B}E; (L) B; A X (k) A;) P,
i(k)A; ® aB{A’E;(L)Bjal,
J(k) ALALE,(L) Bja @ o' B,

= vec'[(X.

A,_\

I

H15 =

vec
pie = ved' [ X
pi7 = vec'[a' B @ X;(k)A;ALE;(L) By

(X
(X
[
pig = vec'[a' BiA}E; (L) Bja ® X;(k)A
(X
[
[
[

)

)

/

i
jal
il
i(k)A} ® o' B{B;E;(L)B;) P,
p20 = vec'[(a/ B; ® X;(k)AiBjE;(L)B;) P,
po1 = vec'[vec'(B; @ B{A}E;(L)Bja) ® vec' (X;
pio2 = vec'[vec(B{AE; (L) Bja' ® Bj) @ vec' (X

(S
H19 = vec
(S

/\/‘\

s = ved'[vec' (B! @ BIBJ&; (L) Bj)P) & vec! (X (k) P),
& = Tr{X;(k)Ci},

& = Tr{X;(k)A;C; A;} e

&3 =Tr{X(k)A'A'E(L)AA},

0

1]

Ty = Z pr Z - veelvee(g' (k)g(k))vec (' (k + 1)g(k + 1)) + V(k +2),

i=1 j=1

c Ml,nJrl.






Apéndice

Resultados Computacionais Adicionais

Neste apéndice sdo apresentados os resultados obtidos com as precisoes ¢ = 10712 e g = 1074,

que podem ser comparados aos resultados apresentados no Capitulo 6.

B.1 Variacional Classico vs Variacional Modificado

Primeiramente sao apresentados os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do

método Variacional Classico e do método Variacional Modificado, para o conjunto A.

ENR ENR
23,5% 24,2%

ENRMI "
9,8% ,
ER ER
66,7% 66,8%
(a) Método Variacional Cldssico (b) Método Variacional Modificado

Figura B.1: Classificagao dos resultados obtidos pelos métodos Variacional Classico e
Variacional Modificado, para o conjunto A.

As Figuras B.2 a B.4 apresentam o comportamento dos custos, tempo de CPU e nimero
de iteragoes do método Variacional Modificado (MVM) quando comparado com o método

Variacional Classico (MV) para o conjunto A.

95
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IMVM

Iy

Figura B.2: Custo do MV vs custo do MVM, para o conjunto A.
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Figura B.3: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVM, para o conjunto A.
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Figura B.4: Numero de itera¢oes do MV vs niimero de iteragoes do MVM, para o conjunto A.

Como na Secao 6.1, ambos os métodos resolveram 100% dos exemplos do conjunto B.
As Figuras B.5 a B.7 apresentam o comportamento dos custos, tempo de CPU e numero
de iteragdes do método Variacional Modificado (MVM) quando comparado com o método

Variacional Cléssico (MV), para o conjunto B.
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Figura B.5: Custo do MV vs custo do MVM, para o conjunto B.
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Figura B.6: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVM, para o conjunto B.
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Figura B.7: Numero de iteracoes do MV vs ntimero de iteracoes do MVM, para o conjunto B.

B.2 Variacional Classico vs Variacional Duplo com Gradiente

Os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do método Variacional Classico e do

método Variacional Duplo com Gradiente, para o conjunto A, sao apresentados na Figura B.8.
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23,5%
ENRMI
1,1%
ENRMI
9,8%
> ER
83,6%
(a) Método Variacional Cldssico (b) Método Variacional Duplo com Gradiente

Figura B.8: Classificagao dos resultados obtidos pelos métodos Variacional Cléssico e
Variacional Duplo com Gradiente, para o conjunto A.

As Figuras B.9 a B.11 apresentam o comportamento dos custos, tempo de CPU e nimero
de iteragoes do método Variacional Duplo com Gradiente (MVDG) quando comparado com o

método Variacional Classico (MV) para o conjunto A.



100 Capitulo B. Resultados Computacionais Adicionais

JIMVDG

JImv

Figura B.9: Custo do MV vs custo do MVDG, para o conjunto A.
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Figura B.10: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDG, para o conjunto A.
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Figura B.11: Numero de iteragoes do MV vs nimero de iteragoes do MVDG, para o conjunto
A.

Como ja mencionado, o método Variacional Classico resolveu 100% dos exemplos do conjunto
B. Os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do método Variacional Duplo com

Gradiente para este conjunto sao apresentados na Figura B.12.

ENR
29,8%
' ER
ENRMI .
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Figura B.12: Classificacao dos resultados obtidos pelo método Variacional Duplo com
Gradiente, para Conjunto B.

As Figuras B.13 a B.15 apresentam o comportamento dos custos, tempo de CPU e niimero
de iteragoes do método Variacional Duplo com Gradiente (MVDG) quando comparado com o

método Variacional Classico (MV) para o conjunto B.
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Figura B.13: Custo do MV vs custo do MVDG, para o conjunto B.
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Figura B.14: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDG, para o conjunto B.
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Figura B.15: Numero de iteragoes do MV vs nimero de iteragoes do MVDG, para o conjunto
B.

B.3 Variacional Classico vs Variacional Duplo com Newton

Os percentuais de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do método Variacional Classico e do

método Variacional Duplo com Newton, para o conjunto A, sdo apresentados na Figura B.16.

ENR
23,5% ENR
36,0%
ER
53,0%
ENRMI
9,8%
ENRMI
- 11,0%
(a) Método Variacional Cldssico (b) Método Variacional Duplo com Newton

Figura B.16: Classificacao dos resultados obtidos pelos métodos Variacional Classico e
Variacional Duplo com Newton.

As Figuras B.17 a B.19 apresentam o comportamento dos custos, tempo de CPU e ntimero de
iteragoes do método Variacional Duplo com Newton (MVDN) quando comparado com o método

Variacional Classico (MV) para o conjunto A.
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Figura B.17: Custo do MV vs custo do MVDN, para o conjunto A.
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Figura B.18: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDN;, para o conjunto A.
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Figura B.19: Numero de iteragoes do MV vs ntmero de iteracoes do MVDN, para o conjunto

A.

O método Variacional Cléssico resolveu 100% dos exemplos do conjunto B. Os percentuais

de ER, ENR e ENRMI obtidos com o uso do método Variacional Duplo com Newton, para o

conjunto B, sao

apresentados na Figura B.20.
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Figura B.20: Classificacao dos resultados obtidos pelo método Variacional Duplo com

Newton, para Conjunto B.

E as Figuras B.21 a B.23 apresentam o comportamento dos custos, tempo de CPU e niimero
de iteragoes do método Variacional Duplo com Newton (MVDN) quando comparado com o

método Variacional Classico (MV) para o conjunto B.
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Figura B.21: Custo do MV vs custo do MVDN, para o conjunto B.
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Figura B.22: Tempo de CPU do MV vs tempo de CPU do MVDN, para o conjunto B.
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Figura B.23: Numero de iteragoes do MV vs ntmero de iteracoes do MVDN, para o conjunto
B.






Apéndice

Cdédigo-fonte do Algoritmo 4.1

Nos codigos apresentados a seguir sao usadas as seguintes notacoes: eta = 7, sig = 3, Prob =P
e Ttheta = T', lembrando que 7 = {1,2,...,T}. Os operadores 7 e £, a matriz L e o custo Jy
sao calculados pelas funcoes operT, operE, operL e custo, respectivamente. Além disso, s e r sao
tal que g(k) € M*".

Na funcao biquadratico estd adicionado um passo que incorpora ao sistema H -cy = b as
restricoes de simetria a;ji = agji = aqr;. Os resultados se mostraram indiferentes a presenca
destas restricoes, uma vez que elas saem naturalmente dos calculos. Elas podem ser retiradas

do c6digo simplesmente apagando todo trecho demarcado entre os comentarios “Simetria”.

C.1 Cédigos-fonte em MATLAB®

Function Tau = operT(X,g,k,eta)
global A B Prob r Ttheta
for i = 1:Ttheta
soma = zeros(r);
for j = 1:Ttheta
MF = A(:,5)) + B(:,) x g,k eta);
soma = soma + Prob(j,i) x MF x X(:,;,k,j,eta) x MF’;
end
Tau(:,:,k,i,eta) = soma;

end
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Function El = operE(L,k,eta)
global Prob r Ttheta
for i = 1:Ttheta
soma = zeros(r);
for j = 1:Ttheta
soma = soma + Prob(i,j) x L(::,k,j,eta);
end
El(:,:,i) = soma;

end

Function L = operL(El,g,k,eta)
global A B C D Ttheta
for i = 1:Ttheta
MF = A(:,:1) + B(:,50) x g(i,:k,eta);
L(:,51) = C(y50) + g(oynketa)’ x D(:,ii) x g(s,kieta) + ME x El(:,:,1) x MF;

end

Function Jk = custo(g,X,k,eta,L)
global C D Ttheta

soma = 0;
for I = kik+1
somal = 0;

for i = 1:Ttheta
Aux = C(:,:,0) + g(:,,leta) x D(:,:0) x g(i,:,leta);
proint = trace(Aux’ x X(:,:;,Lieta));
somal = somal + proint;
end
soma = soma + somal;
end
somal = 0;
for i = 1:Ttheta
proint = trace(L(:,:;,k+2,i,eta)’ x X(:,:,k+2,i,eta));
somal = somal + proint;
end

Jk = soma + somal;
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Function (Indices,cf) = biquadratico(k,eta,sig,L,X)
global r s
siz = (sxr+1)4;
H = zeros(siz+1,siz);
for m = 1:siz+1
for n = k+1:-1:k
g(:,;,n,eta) = rand(s,r);
Tau = operT(X,g,n,eta);
X(:y:n41,eta) = sig(c,:,n,:) + Tau(:,:,n,:eta);
end
Ec = operE(L,k+2,eta);
L(:,:,2,:,eta) = operL(Ec,g,k+1,eta);
Ec = operE(L,k+1,eta);
L(:,:,1,:,eta) = operL(Ec,g,k,eta);
k=1;
JN = custo(g,X k,L);

V() = [g6k) 1;
2(:) = [g(aker1) 1
con = 0;

Indices = [;

for i = 1:(sxr+1)
for j = 1:(sxr+1)
for k = 1:(sxr+1)
for 1 = 1:(sxr+1)
Indices = [Indices; [i j k 1]];
con = con+1;
H(m,con) = v(:,i)xz(:,j) xv(:,k) xz(:,1);
end
end
end
end
b(m,1) = JN;
end
%Simetria
Rest = [|;
for i = 1:(sxr+1)
for j = 1:(sxr+1)
for k = 1:(sxr+1)
for 1 = 1:(sxr+1)
ifj~=1

indice = [i j k I];
indice2 = [];
for a = 1:size(Indices,1)
indice2 = [indice2; indice];
end
pos = find(sum(Indices == indice2,2)==4);
Rest = [Rest; zeros(1,(sxr+1)% x (sxr+1)?)];
Rest(size(Rest,1),pos) = 1;
indice = [i 1 k j];
indice2 = [];
for a = 1:size(Indices,1)
indice2 = [indice2; indice];
end
pos = find(sum(Indices == indice2,2) == 4);
Rest(size(Rest,1),pos) = -1;
end
ifi ~=k
indice = [i j k I];
indice2 = [];
for a = 1:size(Indices,1)
indice2 = [indice2; indice];
end
pos = find(sum(Indices == indice2,2) == 4);
Rest = [Rest; zeros(1,(sxr+1)? x (sxr+1)?)];
Rest(size(Rest,1),pos) = 1;
indice = [k jil];
indice2 = [];
for a = 1:size(Indices,1)
indice2 = [indice2; indice];
end
pos = find(sum(Indices == indice2,2) == 4);
Rest(size(Rest,1),pos) = -1;
end
end
end
end
end
Restb = zeros(size(Rest,1),1);
H = [H; Rest];
b = [b; Restb];
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%Simetria

cf = pinv(H)xb;



