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Que bom que nds nos encontramos com um paradoxo.
Agora temos alguma esperanca de progredir.
Niels Bohr.






Resumo

O fenomeno de molhamento, estudo de como um liquido se deposita
em um solido, apresenta problemas ainda em aberto, dos pontos de
vista da modelagem fisica e da simulagao numérica. O maior interesse
académico neste tipo de escoamento é a linha triplice (ou linha de con-
tato) formada da interagao sélido-liquido-gés. A condigao de contorno
classica de nao escorregamento na interface liquido-sélido leva a uma
singularidade no tensor de tensoes nesta linha. Além disso, ainda nao
estd estabelecido qual o melhor modelo para descrever o angulo de
contato formado entre a superficie livre e o substrato (o sélido).
Neste trabalho, sao discutidos métodos numéricos para a simulacao
de linhas de contato dindmicas. Os efeitos da tensao superficial sao
estudados com a abordagem do principio do trabalho virtual, o qual
leva o problema a equacoes na formulagao variacional, linguagem na-
tural para o tratamento numérico com o método dos elementos finitos
(FEM). O dominio ¢ discretizado por uma malha nao-estruturada de
forma que as interfaces separadoras sao explicitamente representadas
pela malha. As derivadas temporais sao tratadas em uma abordagem
Lagrangeana-Euleriana arbitraria (ALE).

Finalmente, sao apresentados os resultados numéricos obtidos com o
método ALE-FEM, discutindo alguns aspectos da sua convergéncia

temporal e espacial.






Abstract

Wetting phenomena, study of how of a liquid spreads out on a solid
substrate, presents challenges both in physical modeling and in nu-
merical simulation. The triple line (or contact line) formed by the
solid-liquid-gas interaction has increasingly attracted the attention of
the fluid dynamic community. The classical no-slip boundary condi-
tion on the liquid-solid interface leads to a singularity in the stress
tensor at contact lines. Furthermore, there is no consensus on what
the best model to describe the dynamics of the contact angle formed
by the solid substrate and free surface.

In this work, numerical methods for simulating dynamic contact lines
are considered. The capillarity effects are studied in the approach of
the virtual-work principle, which describes the problem in the variati-
onal formulation, natural language for numerical treatment with the
finite element method (FEM). The domain is discretized by a dyna-
mic unstructured mesh, where the separating interfaces are explicit
represented by the mesh. Time derivatives present in the governing
equations are treated with the arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE)
framework.

Finally, we discuss some temporal and spatial convergence issues of
the ALE-FEM method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Visao geral

A compreensao dos fendmenos tensao superficial, capilaridade e molhamento sao perti-
nentes a inimeras areas industriais como na fabricacao de veiculos, industria de alimen-
tos, vidros e, mais recentemente, na fabricacdo dos Lab-On-a-Chip, microdispositivos
que englobam, entre outros, os dispositivos microfluidicos.

Molhamento é o efeito de como um liquido se deposita em um sélido. Esse feno-
meno, ainda que passe despercebido, é visto no cotidiano das pessoas como a trajetoria
que uma simples gota de adgua faz em um vidro sob a acao da gravidade. Linhas de
pesquisa interdisciplinares como deste trabalho, onde sao considerados problemas em
pequenas escalas (desde pm até mm no caso), abrem intimeras portas para descobertas
cientificas e sao assuntos recentes. O desafio académico do fendomeno de molhamento
vai desde encontrar um modelo fisico que prediz corretamente o comportamento do
escoamento, por exemplo, uma descricdo para as linhas de contato dinadmicas, até
desenvolver métodos numéricos que levam um modelo complexo ao computador, por
exemplo, métodos para tratar dominios nao fixos e descontinuidades nas variaveis do
modelo.

O centro das atengoes na simulacdo numérica do molhamento sdo as linhas de
contato, principal objeto de estudo deste projeto. Linha de contato ¢ a linha formada
pela intersecao das regides entre fluido-gas-sélido ou fluido-fluido-sélido. Uma das

principais dificuldades em simulacoes de escoamentos onde estdao presentes linhas de



1. INTRODUCAO

contato dinamicas, é o fato de que a classica condicdo de contorno das equacoes de
Navier-Stokes, a condi¢ao de nao escorregamento, leva a uma singularidade das tensoes

na linha de contato.

1.2 Objetivos da dissertacao

Um método lagrangeano-euleriano arbitrario para a resolugao de escoamentos domina-
dos por tensao superficial é apresentado. Sao feitas revisoes sobre referenciais arbitra-
rios no contexto do método de elementos finitos, percorrendo alguns detalhes sobre os
espacos discretos e discretizagao temporal. Sdo também introduzidos alguns elementos
de geometria diferencial para se trabalhar com superficies e linhas de contato represen-
tadas pela malha. O objetivo principal é reunir todos estes ingredientes matematicos

e computacionais para simular escoamentos onde estao presentes as linhas de contato.
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Capitulo 2

Método dos elementos finitos na

formulacao ALE

2.1 Descricao cinematica na formulacao ALE

Simulagdes numéricas de problemas em dindmica dos fluidos e mecanica dos sélidos
muitas vezes exigem lidar com grandes distor¢oes do meio em consideragao, mantendo
uma representacao precisa das fronteiras moveis e deforméaveis. A idéia da formulagao
ALE (acrénimo na lingua inglesa para Lagrangeano-Euleriano arbitrario) é introduzir
um referencial arbitrario por meio de uma malha computacional que nao esta nem fixo
no espaco (descrigdo FEuleriana) e nem fixo no meio material (descrigao Lagrangeana),
de modo que a malha se acomode da melhor forma possivel ao meio e a interface.

Na descricdo Lagrangeana, é definido um dominio material Qx C R?, com d dimen-
soes espaciais, onde um vetor posicao X € ()x determina unicamente uma particula
material. Nessa descricao, as propriedades fisicas do corpo sao especificadas em fungao
das coordenadas materias, X, e do tempo ¢t € R*, e cada né da malha computacional
segue a particula material correspondente, cuja trajetéria é dada por meio de uma
aplicacao difeomérfica parametrizada no tempo, ¢, tal que

(p(',t)ZQX —>Q:QO<QX,t), VvVt >0

(2.1)
X—z=¢p(X,t), VXeQx,
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onde x é a coordenada do dominio espacial Q CIR¢. Na descricdo Euleriana, as propri-
edades fisicas do corpo sao especificadas em funcao das coordenadas espaciais e do
tempo t, e a malha computacional é fixa no espaco.

A velocidade de uma particula especificada pela coordenada X = ¢~ (x,t), cha-
mada de velocidade material, é dada pela taxa de variacao temporal da posicao cor-
respondente, i.e.,

%

**X — _ _r
u™(X,t) = u(x,t) 9t |

(2.2)

onde o asterisco é para enfatizar que a forma das fungoes sdo, em geral, diferentes.
A derivada temporal de uma quantidade escalar fisica o™ (X ,t) = a(x,t) em uma

particula X, é dada por

%;87& —8704_’_ V
Dt Otlx Ot wovas

e é chamada de derivada material ou total. Na descricao ALE, é introduzido um terceiro

(2.3)

referencial (2, C R¢, que ndo é fixo no espaco nem no material, tal que a coordenada
de referéncia x € (), identifica unicamente cada ponto da malha. Analogamente ao
mapeamento Lagrangeano-Euleriano em (2.1), é possivel definir um mapeamento dife-
omorfico ¢ entre o dominio referencial e o dominio espacial, parametrizado no tempo
t, tal que
P1):Qy — Q=@ (Qy,t), VE=0
(2.4)
X —x=@(x,t), Vx€Ey,

onde x é um ponto no dominio referencial. Tal transformacao pode ser entendida como
o movimento dos pontos da malha no dominio espacial. A velocidade de um ponto da

malha especificada pela coordenada x = ¢~ (x,t) é entao dada por

A

op

FAR (2.5)

vi(x,t) =v(x,t) =

A derivada temporal de uma quantidade escalar fisica a*(x,t) = a(x,t) em um ponto

da malha x, é dada por

oo Oa
TN v .Va. 9.
ol o TVVe (26)

A relacao entre os trés referenciais pode ser vista na figura (2.1).
Para descrever as equagoes que governam um sistema mecanico na formulacao ALE,

é preciso expressar suas derivadas temporais em termos da derivada temporal no do-

20



2.1. Descricao cinematica na formulacao ALE

minio de referéncia. Portanto, a derivada material (2.3), que esta presente nas leis de

conservagao, descrita na formulagdo ALE, fica

Da O«
ﬁ = EX—FC‘VQ, (27)

onde ¢ = u — v é a velocidade convectiva. A ideia dessa formulagao é especificar a

velocidade da malha v de modo que esta se mantenha com a melhor qualidade possivel.

Mais detalhes sobre a formulacgdo ALE podem ser encontrados em Donea et al. [19].
No texto que se segue, a derivada material e a derivada temporal no dominio de

referéncia serao denotadas por

(9;"*Ozia—a

’ . Oa
ot |x

e Ofa= 5 (2.8)

)
X
respectivamente. Além disso, sdo escolhidos os dominios referencial e material de forma

que

P(X,0) = (¢ o) (X,0) = idx (2.9)

onde idx ¢é a fungao identidade, ou seja, tais dominios coincidem com a configuragao

do fluido no instante inicial ¢t = 0.

v (X,1)

Dominio
material

Dominio
espacial

Dominio
referencial

Figura 2.1: Esboco do mapeamento entre os dominios espacial, material e referencial.
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2.2 Formulacao variacional das equacoes de

Navier-Stokes

2.2.1 Problema continuo

A fim de elucidar os métodos numéricos adotados neste trabalho com respeito ao mé-
todo de elementos finitos na formulacado ALE, desconsidere por ora os fendmenos de
superficie. Considere, por enquanto, um escoamento monofasico e incompressivel de
um fluido Newtoniano cuja densidade p e viscosidade p sdo constantes ao longo de todo
o dominio © C R¢ onde o fluido esté confinado. A fronteira de €2, denotada por 02
e nao necessariamente fixa, divide-se em trés partes: I'p, onde a velocidade é especi-
ficada completamente; I'y, onde a tragao é especificada completamente; e I'y;, onde
a velocidade normal e a tracao tangencial sao especificadas. As equacgoes diferenciais

referentes a esse problema sao dadas por
ploiu+ (c-V)u|=V- o+ pg, T € (), (2.10a)
V-u=0, z €, (2.10Db)

com as condi¢oes de contorno

u = ur, x € 'p, (2.11a)

o-n=o,, x ey, (2.11b)
(I—nn)-o-n=o0o,, x ey, (2.11c)
u-n="U,, x €'y, (2.11d)

para todo tempo t € R™, e com a condicao inicial solenoidal:
u(xz,t =0) =up(x), emQ (2.12)

onde o termo entre colchetes em (2.10a) é a derivada material de u na formulacdo ALE
(cf. (2.7) e (2.8)), o o tensor de tensoes de Cauchy, n o versor normal a superficie
apontando para fora do fluido, o, a tensdo que o meio externo exerce sobre o fluido,
o, a componente tangencial da tensao que o meio externo exerce sobre o fluido, U,, a
componente normal da velocidade, I o tensor identidade e g as forgas de campo (e.g.,

gravidade). O tensor de tensoes neste caso é dado por

o =—pl+2uDu, (2.13)
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2.2. Formulagao variacional das equagdes de Navier-Stokes

onde p é a pressao e Du é a de taxa de deformagao dada por
Du = ; (Vu+vu’). (2.14)
Introduzindo os espacos
Woi{we (H*(Q))?|w =0 em I'p, w-n:OemFM},
Wui{wé (H'(Q)?|w=urem T'p, w-n=U, em FM}, (2.15)
Q=L (on L*Q)/Rse 'y =0),

onde H'(Q2) e L*() sdo os espagos de Sobolev usuais, a formulagdo variacional corres-

pondente ao problema fica: encontrar (u,p) € W, x @ tal que
(pOfu,w) + a(u,w) + c(c;u,w) — b(p,w) = P(w) (2.16a)
—b(g,u) =0 (2.16b)
V(w,q) € Wy x @, onde
(ww) = [u-w.

a(u,w) = /QQ,uDu : Dw,
c(c;u,w) = /Qp[(c-V)u] -W (2.17)
b(p, w) = /va-w,

P(w) i(pg,w)—l—/r on W+ oW,
N

com a condigao incial solenoidal u(z,0) = ug(x).

A velocidade v € (H'(Q))¢ é arbitrdria e usualmente restrita a condicio

u-n=v-n

: em 02, (2.18)

a qual garante que a fronteira da malha seja conforme com a do dominio a todo instante.
Ha casos, porém, em que é assumida a possibilidade de particulas do fluido que estejam
na fronteira migrarem para o interior do dominio, de modo que a relagdo (2.18) nao
mais garanta esta conformidade entre malha e dominio. Entretanto, considerar esta
situacao nao esta no escopo deste capitulo. Outra observacao com respeito a velocidade
da malha v no problema continuo é que, apesar de sua arbitrariedade, ela é também

uma incognita, uma vez que, em geral, u - n nao é conhecido em toda a fronteira 0f2.

23



2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA FORMULAGAO ALE

A seguir, algumas notagoes sao introduzidas a medida que as estratégias de discre-

tizagdo espacial adotadas sdo apresentadas.

2.2.2 Discretizacao espacial

Para uma particio 7" do dominio (2 representado pela malha computacional, considere
a aproximagao de Galerkin obtida restringindo a forma fraca (2.16) para os espagos de
dimensao finita Wy, C Wy, Wy, C Wy, e Qp C Q, cujos vetores sao polindomios em
cada elemento simplicial* K € T". Para o texto que se segue, nés da malha referem-se
tanto aos pontos no encontro de semi-retas como aos pontos associados as arestas, as
faces, etc..

Considere n = {1,...,n,} o conjunto indicial dos nés de velocidade na malha de
elementos finitos, e 7 = {1,...,n,} o conjunto indicial dos nés de pressdo, onde em
geral 1 # 7). Serd denotado por np C 7 o conjunto dos nds da velocidade que estdao na
porcao do contorno Dirichlet. A aproximacao da velocidade, uy, e a aproximacao da

pressao, pp, sao escritos como

u,(x,t) = Zgbj(m,t)uj(t), (2.19a)
pu(@t) = > ¢ (@) p"(t), (2.19b)

onde ¢’ e ¥* sdo as funcdes de interpolacdo usuais associadas ao indices globais do
no j e k, respectivamente (satisfazendo as propriedades delta e particio de unidade),
e u/(t) e p*(t) sdo coeficientes de interpolagdo. A dependéncia temporal de ¢/ e ¥
é pelo fato de que tais fungoes sao construidas de acordo com as posi¢oes nodais da
malha as quais nao sao fixas no espago, além disso,
o) A o)
—— = —v.-V¢, | =0. 2.20
ot ¢ ot |y ( )
A malha 7" ¢ a interpolacio da geometria de 2, ou seja, a interpolacdo das posicoes
x* de seus nés, com k € n. Tal interpolacdo é aqui feita de forma isoparamétrica com

respeito as fungoes interpoladoras da velocidade, i.e.,

xp(@, t) => ¥ (x, t)xI(t), ¥ =¢, (2.21)

Jjen

*Tridngulo se d = 2 e tetraedro se d = 3.
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2.2. Formulagao variacional das equagdes de Navier-Stokes

que sugere a seguinte aproximagao vy, para a velocidade da malha:

vi(x,t) = (2}75( = Zz?j(w,t) VI (t). (2.22)

X jen
Observacao 2.1: Nao confundir a variavel independente & com a posicao da malha x;,
e com as posicoes nodais x?. Note também que x,(x,t) = x. Esta propriedade pode
ser usada para definir um mapeamento de um elemento unitario para um elemento

genérico da malha, pois, definindo um mapeamento x = ®(y) em cada elemento, este

pode ser o dado por

xi(@(y), t) = DV (y) X (1) = (y), (2.23)

jé que 09 (y) = 99 (®(y)) é conhecido a priori.

A versao discretizada espacialmente do problema variacional (2.16) é entao dada

por: encontrar (up,ps) € Wyn X @y tal que
(pat*uh, Wh) + a(uh, Wh) + C(Ch; U, Wh) — b(ph, Wh) = P(W}J (2.24&)
— b(qh, llh) =0 (224b)

para todo (wy, qn) € Wo, X @, com uma condi¢ao inicial adequada.

Como é bem conhecido na literatura, a estabilidade do método depende da escolha
do par de espagos W, , e ), quando se faz uso do método tradicional de Galerkin.
Para um problema de Stokes, estes espacos estao relacionados pela condi¢ao necessaria
de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB), ou condigao inf-sup, expressa na seguinte

forma:

inf sup (@, V- Wn) >a>0, (2.25)

QhethhGWo,h ||qh||0 ||Wh||1 N

onde o ¢ uma constante. Se o par velocidade-pressao satisfaz essa condicao, entdao a
existéncia e unicidade estao garantidas e vale a seguinte estimativa para o erro

||u—uhuwu+||p—ph||Qsc( inf ||u—wh||wu+qhiggh||p—qth). (2:26)

WhEWuyh

Uma lista com varios tipos de elementos que satisfazem essa condigdo (mini-elemento,
elementos Taylor-Hood, etc.) pode ser encontrada em Gresho e Sani [27], enquanto
que uma discussao sobre a condicao de LBB pode ser encontrada em Brezzi e Fortin
[8] e Brezzi et al. [7].

Uma forma de se contornar a condic¢ao inf-sup sdo as formulagoes estabilizadas,
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2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA FORMULAGAO ALE

nas quais sao feitas modificagoes na formulacao variacional de modo a possibilitar
a escolha de pares de velocidade-pressdo que nao seriam estaveis na formulacao de
Galerkin tradicional, como os de ordens iguais P,/FP,.

Ambas as abordagens (Galerkin com pares satisfazendo inf-sup e formulagoes es-
tabilizadas) sdo consideradas. O pares velocidade-pressao estudados sdo apresentados

ap6s a descri¢ao da discretizagdo temporal de (2.24).

2.2.3 Discretizacao temporal

A discretizagao temporal do problema na formulagao ALE requer atencao para a velo-
cidade da malha v, uma vez que ela deve respeitar a evolucao temporal da fronteira
do dominio 0€(t) (desconhecida em geral) e deve ser tal que otimize a qualidade da
malha. Além disso, alguns autores recomendam que a formulacdo ALE discretizada
satisfaga uma condi¢do chamada de lei de conservagio de geometria (GCL, geometric
conservation law), que requer que um escoamento constante seja reproduzido exata-
mente pelo esquema numérico independentemente do movimento da malha (Guillard e
Farhat [28]). Em Formaggia [23], ¢ mostrado em um modelo de advecgao-difusao linear
que a GCL nao é uma condi¢ao nem suficiente e nem necessaria para estabilidade, mas
que pode ajudar na precisao e, em casos particulares como o esquema de Euler impli-
cito, aumentar a estabilidade. Investiga¢oes da GCL para as equacoes de Navier-Stokes
no contexto de interagao fluido-estrutura podem ser encontradas em Nobile [36].
Felizmente, a forma em (2.24a), dita forma nao conservativa, satisfaz automati-
camente a GCL, pois em um escoamento constante o termo convectivo, que contém
o termo Vuy, anula-se, de modo que a velocidade da malha v, nao tenha efeito na
equacao. O cenario é diferente para a forma conservativa, que serd apenas brevemente
discutida. Tal forma é obtida pela substituigdo do termo (pdfuy, wy) em (2.24) por

um equivalente obtido com o teorema de transporte de Leibnitz, i.e.,

d (pup, wp) — ((V - vp) pup, wy) , (2.27)

dt
antes de se fazer a discretizacdo temporal. A desvantagem desta forma é que ela
depende da escolha da discretizacao temporal e da velocidade da malha para que a

GCL seja satisfeita. Mais especificamente, um esquema satisfaz a GCL, se a relagao

tn+1

/ Wy — / Wy = INTtn [/ Vv, Wh‘| Yw;, € W()jh, (2.28)
Qntl Qn Q(t)

é satisfeita em cada intervalo de tempo pelo método de integracao temporal INTETrl

adotado (Nobile [36]). Em Formaggia e Nobile [24] ¢é feita a seguinte proposigao:
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2.2. Formulagao variacional das equagdes de Navier-Stokes

Proposicao 2.1: Uma condigdo suficiente para que (2.28) se satisfaca é usar um
esquema de integracao no tempo para o termo ALE de grau d - s — 1, onde d é a
dimensao do espaco e s é o grau do polinomio usado para representar a evolucao do

deslocamento nodal em cada intervalo de tempo.

Outra forma de satisfazer a GCL na forma conservativa, apresentada em Etienne
et al. [22], é, em vez de usar a velocidade da malha para calcular o termo V - v, (i.e.,
calcular explicitamente o divergente da velocidade da malha discretizada vy,), troca-se

tal termo por outro usando a bem conhecida rela¢gio da mecénica do continuo (ver,
e.g., [41])

1 90J

V- v(x,t) = [J 5

] o, (2.29)

onde J = J(X,t), X € Q(0), é o determinante do gradiente da transformagao (X, 1)
de ©2(0) para (). Ou seja, o método se trata de trocar V - v, pela versao discretizada
do termo do lado direito de (2.29).

Neste trabalho, serd usada a forma nao conservativa com o esquema de segunda
ordem de Crank-Nicolson, e serd mostrado por exemplos numéricos que este esquema
aplicado ao ALE mantém a alta ordem desde que a formulagao variacional seja inte-
grada no dominio correto.

Por simplicidade, seré considerada uma interpolacao linear no tempo para o movi-

mento da malha em cada intervalo [t", "] dada por

xu(@ 1) = 3 () | (0t = e P (2.30)
’ r ’ At At |7
e consequentemente pela expressao (2.22) a velocidade da malha fica
) 7 tn—i—l ) tn
vi(@,t) = 3 W (z 1) > ( )At X)) (2.31)
J

Em Nobile [36] também sao apresentadas expressoes no caso de interpolagoes com
polindmios quadraticos, assim como seu impacto na precisdao do método. Denotando
por X e v as matrizes em My, (R) (matrizes com dimensao d por n,) dos coeficientes

unco h By T ivamen e x|, =x'-eevl;;, =vl.e, é iv
das fungdes x;, e vy, respectivamente, tal que x|;; = x’ - €' e v|;; = v/ - €', é possivel
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reescrever as Egs. (2.30) e (2.31) na forma mais prética

t—tm vt —t

=x" — 2.32
1
v(t) = Kt(;”“ —x"), te [t . (2.32b)

onde x"t = x(¢"*%), 0 <0 < 1.

Observacao 2.2: Optou-se por trabalhar com os coeficientes em vez das proprias
fungdes x) T (x) = xp,(x, 1) e xP(x) = x5,(x, ") pois estas tém dominios diferentes
entre si, j4 que a primeira estd definida em Q" e a outra em Q"' portanto, ndo faz

sentido definir uma funcéo x,(x,t) como combinagdo dessas duas.

Observagao 2.3: De (2.32b), observa-se que a velocidade da malha v, é constante
em cada n6 em cada intervalo, e por isso, uma vez que v, € descontinua em todos os

instantes t", é escolhido vy (x,t") = limy_yn_ v (2, t) quando necessario.

O método de Crank-Nicolson, aplicado em uma equagao do tipo u(t) = f(t),
u(t),t € R, consiste em avaliar ou aproximar a derivada f no tempo "7/ = ("+! +
t")/2,

1
At

A primeira “variavel” a ser integrada no tempo é o dominio €2(t), determinado pela

(un—H _un) ~ fn+1/2 ~ (fn—l-l +fn)/2-

funcao x;. Utilizando Crank-Nicolson, tem-se

AINTS " [x4(, 1)) = xp(z, 77?), (2.33)
ATUINTS T Q)] = QU (2.34)

que na pratica, implica em computar a malha com os nés x"+"2 = (x"t 4+ xm)/2.

Seja ¢(x,t) um vetor em R” tal que seu i-ésimo elemento seja a i-ésima fungao da
base de uy,, ou seja, ¢(x,t)|; = ¢'(x,t), e seja u(t) uma matrix em Mg, (R) com os
coeficientes de uy,, de modo que u,(x,t) = u(t) - ¢(«,t). Da segunda propriedade de
(2.20), tem-se que

W g (2.35)

8tU.h:E'7 @

Na integragdo temporal, o primeiro termo de (2.24), no método de Crank-Nicolson,

28



2.2. Formulagao variacional das equagdes de Navier-Stokes

fica
-1 gt _
AtINT [ /Q , Pldm-0) -wh] - /Q o PO W (2.36)
onde
Srup(x) = At —u") - 6" (@), (2.37)

e onde, seguindo a notagao, u"*? = u(t"*’) e ¢"*(x) = P(z,t"*?), 0 <6 < 1. O

gradiente de Vuy,, em termos de seus coeficientes, é dado por
Vu(z,t) = u(t) - Vo(x, t), (2.38)

onde o gradiente atua em cada componente do vetor ¢, de forma que Vo¢(x,t) €

M, 4(R). O termo u(t) avaliado no tempo "2 sera aproximado como
u(t"?) ~ (u"tt 4+ u")/2. (2.39)

A expressao para o gradiente simétrico Duy, é andloga. Com isso, a integracao temporal

dos termos restantes do lado direito de (2.24), fica

At’llNTiz+1 [/Q(t) Vuy, - cp - wy + (=Lipy + 2uDuh):th] = (2.40a)

— [/Qn+1/2 vup et w4+ (T 2,uDuZ+1/2):DWh] ., (2.40Db)

onde
Vul (@) = urt Vo"t2(x), (2.41a)
(@) = u R g () — v, 1), (2.41b)
(@) = () ), (241c)

e onde p, 1 € M, 1(R) sdo defini¢des andlogas as de u e ¢, s6 que para a pressao.

Finalmente,
Jo o B Va7 ) e
(=L ™ + 2uDuy ) :Dwy | = P (w),  (2.42)

_ oV -upt? =0, (2.42Db)

Qn+1/2

T
onde a pressao pz+1/ ? foi trocada por pptt = (Q"“) . y’”l/ *(x), pois os resultados
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apontam que dessa forma o erro é ligeiramente reduzido. Deve-se lembrar que no
problema (2.42) o dominio Q"2 também é uma incégnita, pois ndo se conhecem as
posicoes x" ! no bordo (que ao contrario das posigoes no interior, nao sio arbitrarias)
e resolver todo o problema de forma monolitica é muito custoso. A versao discretizada
da restrigao que acopla a velocidade da malha e o dominio (cf. (2.18)) pode ser escrita
como

3

i

{Q”Jrl/z} =0, paracadanédjemn, (2.43)

1, 1,

onde n"*"2 € My, (R) é a matriz com os coeficientes da normal em #"*"/2. A primeira
dificuldade da equacao acima ¢é definir uma normal em cada né k, que sera investigado
mais adiante. Considere como primeiro passo que sejam escolhidos movimentos total-

mente lagrangeanos para uma malha auxiliar x1 (para que a velocidade da malha

—auxr

satisfaca (2.43) automaticamente). Entao

x"H = x" + Atu"t, (2.44)

—auxr

Em vez de usar x®'! como a malha definitiva e resolver implicitamente a equacao

—=aux

n+1/2

anterior (ja que nao é conhecida) junto com as equagoes de movimento (é o

mesmo que resolver com lagrangeano puro), é feito o seguinte procedimento. Calcula-

se uma extrapolacao para a velocidade intermediaria:

ull,” ~ (3/2)u" - (1/2)u"", (2.45)
e entio, substituindo u™*? por u”,”* em (2.44), chega-se em
At
n+l _ n = n __ ..n—1
X =x"+ 7 (3w~ ), (2.46)

onde é recuperado o método de segunda ordem Adams-Bashforth para a integracao da
equacao d;x = u. A extrapolacao feita restringe as condigoes de estabilidade as quais
nao serao investigadas aqui, mas sao discutidas em Nobile [36] em outro contexto.
Em seguida, como os pontos internos podem ser movidos arbitrariamente, otimiza-se
a qualidade da malha auxiliar x”! e obtém-se uma malha definitiva x"*.

O procedimento completo feito em cada passo de tempo pode ser visto no algoritmo
(2.1).
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Algoritmo 2.1 Solucéo uy, pn e X, a cada passo de tempo, via ALE.

dado u”, p", u

1:
2:
3:
4:
o:

v

resolve B ((u}f“,pﬁ“), (Wh, Qh)> = L(Wn,qn)
atualiza u", u

n—1 e Xn:

n+l _ X" + % [3gn _ gnfl]

—auxr

x" = Suavizagao (x711)

—=auxr

"= L (x"T —x") onde (0 <6 <1)

"1 x" e o tempo t" e volta ao passo 1.

e No passo 1, uma malha intermediaria x

Seguem algumas justificativas e observagoes sobre o algoritmo:

n+1

—=aux

é obtida pelo movimento puramente

lagrangeano tanto dos pontos do bordo como dos pontos interiores.

nt1 ¢ obtida por meio de modificacdes na malha

No passo 2, a malha definitiva x
intermediaria que visam melhorar a qualidade da malha preservando sua forma
original. Para isso, apenas os pontos interiores sao modificados e, em alguns

casos, os pontos do bordo sao movidos tangencialmente.

Ainda no passo 2, é importante entender que, como x"*! foi obtida por meio
de uma extrapolagdo da velocidade, entdo as equagoes em (2.42) estdo sendo

integradas em um dominio Q"2 aproximado do dominio correto Q2.

E possivel estender o algoritmo para uma estratégia preditor-corretor, onde x"*!

n+1,(k)

é corrigido a partir da solucao encontrada u™*!. Para isso, definem-se x e

u"t (¥ e os passo de 1 a 4 sdo repetidos até que

H{X”“’(k“),u"+1’(k+1)} _ {X”“’(k),g”“’(k)}u <e,

ou algum outro critério de parada seja satisfeito, ou por um ntmero fixo de
iteragoes. Também é possivel inserir os passos 1-3 dentro das iteracoes de Newton

dos sistemas de equagoes nao lineares no passo 4.

Como Adams-Bashforth ndo é auto-inicializante, é feito x!, , = x° + Atu® no

passo 1 do algoritmo e adotada a estratégia de preditor corretor descrito no item

anterior, com um numero fixo de iteragoes igual 10.

Resultados utilizando Euler implicito de segunda ordem em vez de Crank-Nicolson

para o passo 4 pode ser encontrado em Forster et al. [25].
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2.2.4 Sistema de equagoes

Apenas com a finalidade de introduzir algumas notacoes utilizadas mais adiante, é apre-
sentado nesta subsecao o sistema de equacdes nao lineares no tempo t"*! da formulacao
variacional discreta (2.42) em uma forma mais conveniente para a implementagao.

As d equagoes do momento linear de cada né de velocidade ¢ sdo obtidas escolhendo-

d

se na equagio (2.42a) wy, = ¢'e™, m = 1,...,d, onde e', .., e? sdo os versores da base

canonica. Tais equacgoes podem ser escritas na forma residual:
/Q pougd’ + ... — P"(67) = Fu(up, pn, ¢') = 0. (2.47)

Com isso, o vetor F,(uy, pr, @) é dito o residuo do momento linear do né i. O indice
inferior u em F é para indicar que o residuo F, corresponde as equagoes de momento

linear. O forma P"*(¢") significa
Pr(G) = [P, .. PG, 2.9

e analogamente para as formas compactas (-, ), a(-,-), b(-,-) e ¢(+;+, ).
O residuo da incompressiblidade do né de pressao k é definido como

- ¢kv ' uZ-ﬁ-@ = fp(uhnpha 1/)k) =0 (249)

Qn+0

onde agora o indice inferior p em F ¢é para indicar que o residuo JF, corresponde as
equacgoes de incompressiblidade.
A letra F, sem especificacao do indice u ou p, referir-se-a ao vetor global de residuos,

enquanto a letra J referir-se-a4 ao jacobiano associado ao residuo F, ou seja,

oF
J = . 2.50
d(u,p) (2.50)
Dessa forma, o método de Newton aplicado as equacgdes em questao é escrito como
Au
JH T | = =FF, (2.51)
Ap

onde u e p denotam os coeficientes da velocidade e da pressao, respectivamente.

2.3 Elementos adotados

Quatro tipos de pares de elementos sao considerados em testes de precisao, desempenho
e facilidade de implementacao a fim de auxiliar na escolha de um elemento em futuras

implementagoes. A seguir, é feita uma breve descricdo de cada um deles e ao final do
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capitulo sao apresentados os testes numeéricos.

Elemento P,/P, estabilizado com GLS

O método Galerkin/Least-squares (GLS) foi proposto para equagoes de advecgao—
difusdo em Hughes e Franca [31]. Definindo a forma bilinear e linear associadas a
formulacao variacional de Galerkin do problema por B(:,-) e L(-,+), respectivamente,

a formulagao em (2.24), gragas a arbitrariedade de wy, e py,, pode ser reescrita como

B ((uh,ph), (Wh, qh)) = L(Wh, qh), V(Wh, qh) - W(],h X Qh‘ (252)

O método GLS consiste em modificar a forma fraca (2.52) adicionando termos prove-
nientes da minimizacao de um residuo. Com isso, a forma bilinear estabilizada Bg(-, -)

deste problema fica:

Bs ((un; pn), (Wn, qr)) = B ((an, pn), (Wh, qn)) +

+ Z [Tk(pch . VWh -+ th, RhK>K -+ 5K(V * Uy, V . Wh)K]
K

(2.53)

onde
Ry = p[0fun + (ch - V)up) + Vpr — pg, =z e K.

Uma escolha para os pardmetros 75 e d0x pode ser encontrada em Codina [13] no
contexto de outro método, o ASGS (algebraic subgrid scale), que coincide com o GLS
para elementos lineares:

1
) O = Ap+2p ||ch||oo,K hk, (254)

Ch
e il
onde hg é o tamanho do elemento K, e seu valor pode ser computado como o didmetro

da esfera que tem o volume igual a de K.

Mini-elemento simplificado

No mini-elemento tradicional (P;"/P;), o espaco da velocidade W, ), é o espago de
funcoes lineares por partes, assim como (), mas enriquecido com uma funcao bolha
¢® em cada elemento K C R? onde tal fungdo é um polinémio cibico (em 2D) ou
quartico (em 3D) que se anula em todo bordo do elemento correspondente. Na versao

simplificada, os graus de liberdade associados as bolhas sao estaticamente eliminados
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de modo aproximado (ou exato, quando possivel). A seguir, é descrito como realizar
este procedimento.

A velocidade u} pode ser decomposta da seguinte forma:
uy = u)" 4 al, (2.55)

b , . ~ ~
onde u," é a parte da velocidade ponderada com as fungdes bolhas e u} a parte pesada
com as funcgoes lineares por partes. Da mesma forma, o residuo do momento linear
associado a funcdo bolha ¢ que tem suporte no elemento K pode ser decomposto nos

seguintes residuos
n+60 b - 5 b,n b b,n+06 b b,n+0 b 2 56
Fulup ™, ¢") (poru,”, ¢°) + a(uy™, ¢") + c(en;u," ™, 07), (2.56)

Fuupt? 6?) = (poay, ¢°) +a(@y™?, ¢°) + clep; i), ¢%) —

—b(pp™", ¢") — P(4"), (2.57)
tal que vale a igualdade (com a dependéncia da pressao omitida para nao sobrecarregar
a notagao)

Fo(upt? ¢") + Fu (i, ¢") = 0. (2.58)

Os coeficientes da bolha u® no tempo n + 1 deste elemento K sio dados pela soluciao

do seguinte sistema d x d:

(M + 0A)u""* = —F,(u ™, ¢") + (M + (6 — 1)A) u™" (2.59)
onde
. (¢")*
M = I/Qg+9p s (2.60)
A =T pen VS| (176 + Ve & V'), (2.61)

e I é a matriz identidade. Sao feitas as seguintes observagoes:

o O sistema em (2.59) é um problema nao linear, pois c;, depende dos coeficientes
das bolhas. Entretanto, é possivel substituir ¢, por ¢; sem perda de precisao

considerdvel, pois os valores numéricos dos coeficientes u®

sao pequenos, e entao
2
termos de (’)(Hng ) podem ser desprezados. Veja por exemplo os resultados de

Soulaimani et al. [45].

o E preciso ter os coeficientes das bolhas no tempo n para computar os coeficientes

no tempo n+ 1, o que faz com que seja necessario armazena-los. Entretanto, tais
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b,n

coeficientes também podem ser desconsiderados, i.e., u”” = 0, como ¢é justificado

pelo resultados numéricos. Dessa forma, a Eq. (2.59) fica
(M + 0A) u™ ! = —F,(¢"). (2.62)

Isto é equivalente a considerar que o elemento é o P;/P; e os coeficientes das bo-
lhas sao apenas um artificio de estabilizagao, de modo que eles nao sao utilizados

na interpolacao da solucao final.

o Tais simplificagoes sao puramente heuristicas e somente os resultados numéricos

sao usados para justifici-las.

Elemento P,/ P,

Este tradicional elemento de Taylor-Hood satisfaz a condicao inf-sup e portanto nao
é preciso alteracoes na formulagao variacional. A velocidade é interpolada por polind-
mios quadraticos por partes e a pressao por polindmios lineares por partes. Este é o
elemento quadratico mais simples em termos de implementacao, onde a tnica com-
plicagdo adicional sobre os elementos lineares apresentados é a necessidade de uma

estrutura de dados para gerenciar os graus de liberdade associados as arestas.

Elemento P; /P[ simplificado

O elemento P; /P, pertencente a familia de elementos Crouzeix-Raviart, satisfaz a
condicao inf-sup e portanto nao é preciso de alteragoes na formulagao variacional.
Neste elemento, a velocidade é interpolada por polinomios quadraticos estendidos e a
pressao por polindmios lineares descontinuos entre os elementos. Em 3D, o espago da
velocidade é enriquecido com fung¢oes bolhas nao apenas nos centréides dos elementos,
mas também nas interfaces entre eles (cf. Crouzeix e Raviart [15]).

A versao simplificada consiste em eliminar estaticamente nao s6 os graus de liber-
dade associados as bolhas mas também os associados ao gradiente de pressao. Estes
procedimentos, os quais sao descritos adiante, também podem ser encontrados em Cu-
velier et al. [16] para o caso estacionario em 2D. Em 3D, este elemento nao é considerado
neste trabalho.

Antes de realizar a simplificacao, é escolhido uma base diferente da tradicional para
o espago da pressao P; em cada elemento (ndo é necessario, mas simplifica os célculos).

Seja K C R? um elemento, K o elemento de referéncia e N” = {N7}&*! a base do
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espago dual de P;(K)*. Em vez de escolher os tradicionais funcionais lineares N* como

sendo

onde x' sdo as coordenadas dos nés de K, os quais levam a base tradicional {1’ }?ﬂ

dada por (para elementos simpliciais)
{z1, .oy kg, 1 — x1... — 24}, z ek, (2.64)

é escolhido

of

N = gl

. Ny =& / f, (2.65)

onde | K| é o volume do elemento e x(® é o baricentro de K definido por

1
(c>:7/
X ’K| K.CE

de forma que a nova base {¢/}91] dual a NV (i.e., N'(¢7) = §;;) seja dada por
{1,x1—x§6),...,xd—x£f)}, rec K. (2.66)
Dessa forma, a pressao no elemento K é escrita como
pr(x) =P+ Vplyo - (€ — x'9), xz e K, (2.67)

onde P (a pressao média em K) e Vp|,« (o gradiente da pressao avaliada no baricentro
de K) sao os graus de liberdade. O espago da pressao escrito na nova base sera denotado
por P e o escrito na base tradicional por PJF.

Para eliminar as bolhas no elemento K, é usado a restricdo de incompressibilidade
b, V-t = b0, V- ul" ) £ (0 V-al ) =0,  zeK, (2.68)

que pode ser escrita como
b(v', V) - uP"t = —b(y', V- at?),  zeK,. (2.69)

O lado direiro da equagao anterior pode ser computado no elemento K gragas a com-

pacidade de . Adotando os valores 1, ...,d para o indice i, entdo as d Eqs. (2.69)

*Ver detalhes sobre espaco dual, construcao de espagos de elementos finitos, etc., em Brenner e
Scott [6].
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2.3. Elementos adotados

formam o sistema
/ (x —2)) @ Ve’ -un? = —/ (x — 2V - apt?, (2.70)
K K
Integrando por partes a matriz e usando o fato que ¢ anula-se no bordo de K, obtém-se

whnt — [/ngﬁb}_l/K(w—w s (2.71)

Para eliminar o gradiente de pressao, o procedimento é analogo. Considere o termo da
Y
pressdo na quantidade de movimento linear, i.e., b(pn, V - wy). Escolhendo-se wy, =

#*e™ m =1,..,d, onde e™ sdo os versores da base canonica e ¢’ é a bolha de K, vem

/QphV¢”=/K(ﬁ+Vp

= [ V6" + [ [V (@—2)] - Tl

O (:B — 33 )) V¢b

— [ e[ ¢ Vil (272

Supondo que o residuo da quantidade da movimento sem o termo de pressdo e ponde-

rado com as funcoes w;, = ¢’e™ seja escrito na forma .7 ( "+0, #), entdo

0= F(upt?, ¢") — /Q prV e (2.73)

= FO, ) — [ 9 [ [ ] Vbl (2.74)

e portanto, em cada elemento K,

Vol = ([ &) (FOir ) - [ 596). (275)

Seguem algumas observagoes:

b,n

e Pelo mesmo motivo do mini-elemento, os coeficientes u”" sao reinicializados a

zero no inicio de cada passo de tempo.

o Ao final das contas, a estrutura do jacobiano e do residuo do método de Newton
(i.e., JEAzF = —F*) para este elemento, é equivalente ao do elemento P»-F,
com modificagoes apenas na matriz no bloco velocidade-velocidade e no residuo

da quantidade de movimento, ou seja

Au
Ap

A+ modificagoes G
D 0

F. + modificagoes(uy,)
Fp
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2.4 A condicao de contorno de nao penetracao

A condicao de contorno de Neumann aparece naturalmente na formulacao variacional
na forma de uma integral, enquanto que a condicao de Dirichlet é imposta fortemente
substituindo-se os d residuos do momento linear F,(uy,, px, ¢'), correspondentes ao né6

1, pelos d residuos
w'(t) —up(x,t) =0, x@ eTp, (2.76)

em cada né i do contorno, onde ur é a velocidade prescrita introduzida em (2.11a).
Quando apenas a componente normal da velocidade é prescrita (chamado aqui de
condigao de ndo penetragao, ver Eq. (2.11d)), apenas as equagdes que correspondem
a normal de F,(uy, p, @) sdo substituidas pela componente normal de (2.76), o que
é um procedimento trivial quando a normal estd alinhada com algum dos eixos e™.
Quando nao est4 alinhada, ja nao é tao claro como substituir F,(uy, pp, ¢°) por (2.76),
mas existem varias alternativas para tratar esta situagao e algumas delas sao discutidas

a seguir (ver também Ainsworth [1]).

2.4.1 Rotagoes/Projegoes

Em Engelman et al. [21] (ver também Gresho e Sani [27]) é proposto um método que
consiste em rotacionar as equacoes de momento linear dos nés onde sao impostas a
condicao de nao penetracdo em superficies sélidas de modo a alinhar a normal n a
algum eixo e€™. Neste trabalho, sao propostas algumas pequenas modificagoes neste
método, onde em vez de usar rotagoes, sao usadas projecoes. Por uma questao de
completeza, o método de rotagoes é apresentado.

Em cada né i, pode ser definida a seguinte matriz de rotacio R? € R%*¢

(n)"
R’ = (tHT |, sex' € Iy 14, caso contrério p (2.77)
()"

onde I é a matriz identidade, n’ a normal em x’ e 7! e 7/ sdo dois versores tangenciais
em X' e ortogonais entre si (obviamente em 2D, s6 uma tangencial é definida). A normal
¢ um dado do problema, uma vez que a superficie sélida é conhecida (neste trabalho,
esta é representada por uma fungao implicita), enquanto as tangenciais devem ser

definidas. A velocidade rotacionada estd relacionada com a velocidade u’ = (u}, ub, u})
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2.4. A condicao de contorno de nao penetracao

da seguinte forma
. . . . 1T . .
up = [u;, ur,, Uy =R'-u. (2.78)
Deve-se observar que R’ ¢ uma matriz ortogonal, portanto R’ - (R)T = I;. Sendo R

a matriz de rotacdo global, i.e., a composicao das matrizes R?, dada por

Rl
R = : (2.79)
R”

o sistema de equacoes do momento linear do problema pode ser escrito na forma
Au+Gp=f1 . (2.80)

onde u é o vetor de coeficientes (assim como p) ordenado de acordo com R. Multi-
plicando (2.80) por R e substituindo u por R"ug, onde ug é a composicio de ul,

obtém-se o método proposto por Engelman et al. [21]:
RAR"ug + RGp = Rf. (2.81)

Com o sistema escrito na forma anterior, é possivel efetuar o procedimento usual de
impor as condi¢oes de contorno. As rotagoes de A podem ser montadas a nivel de
elemento, i.e., RAR” é a montagem das matrizes R(© AR de todos os elementos
e, onde, mais uma vez, cada R é a composicio de R’s, para todo né i contido em e.

Pequenas modificagoes neste método sao propostas a seguir. Seja iﬁz a matriz
identidade correspondente ao no i, tal que o elemento diagonal correspondente a linha

da normal é nulo se o n6 esta em I'y, isto é,

A

I, = , sex' e€ly; 1, caso contrério p, (2.82)

o o O
o = O
= o O

e seja I, a matriz global de i’R As condig¢oes de nao penetragao sao impostas em
(2.81) substituindo-se as equagoes (linhas) correspondentes as componentes normais
pelos valores da velocidade normal, o que é equivalente a multiplicar (2.81) por Iz e
somar (I —Iz)up e (I —1Iz)Ug em seu lado esquerdo e direito, respectivamente, ou

seja,
(I— 1z +1sRAR") up + I;RGp = IxRf + (1 - 1)Uy, (2.83)

onde Uy é o vetor com os valores exatos da velocidade rotacionada de u, tal que em
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cada né ¢ do contorno:
Uj, = [Ua(x), 0, 0] . (2.84)
Multiplicando (2.83) por RT e substituindo uy por Ru, obtém-se o método proposto
I-P+PA)u+PGp=Pf+ (I-P)U, (2.85)
onde U = RTUy , P é a matriz de projecio dada pela composiciao das matrizes P?, e
P = {Id —n'®n’, sex' ely; 1, caso contrério} ) (2.86)

Em termos de residuos, o sistema (2.85) pode ser apresentado de forma mais simples

CcOomo
P Fu(up,pp. ¢') + (g —P)(u' — U,(x")n') =0,  i€n. (2.87)

onde lembrando que 7 é o conjunto de nés da velocidade. Seguem algumas observagoes

sobre este método.

o Assim como no método por rotagoes em (2.81), no método por projecoes (2.85)

também é possivel construir as matrizes em nivel de elemento.

o Em relagdao a implementagao, uma vantagem sobre o método por rotacoes é que
nao é necessario se trabalhar com os coeficientes rotacionados ug, os quais devem
ser rotacionados de volta antes de se plotar resultados, computar velocidade da

malha, etc..

e Outra vantagem é que nao é necessario definir os versores tangencias 7, e 7,
para os quais em 3D existem infinitas possiblidades de escolha. Dessa forma, no

método por projegoes, o mesmo coédigo 2D pode ser aproveitado para 3D.

e Os dois métodos sao obviamente equivalentes, porém o método proposto é mais

conveniente do ponto de vista pratico, pelas razoes discutidas.

2.4.2 Imposicao fraca da condicao de Dirichlet

Esta é uma categoria de métodos usada mais em outros contextos, por exemplo, em
conjunto com métodos de fronteira imersa, e por isso serd apenas brevemente discu-
tida. Os principais métodos sao apresentados a seguir, e suas variantes podem ser

encontradas nas referéncias citadas.
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Multiplicadores de Lagrange

Neste método, a tensaonormal é introduzida no problema como um multiplicador de
lagrange A = n - o - n, e entdo é acrescentado no residuo F,(uy, pp, ¢') o termo
Ag'n, (2.88)
1N,

equanto a condi¢ao de nao penetracao ¢ imposta de forma fraca:
/ C'(up,-n—U,) =0
INY;

onde (' sdo as funcoes de interpolacio de X. O problema deste método é que sao
introduzidas novas incégnitas no problema, além de o espago da funcao A\ ter que

satisfazer um condi¢do inf-sup, ndo podendo o mesmo ser arbitrario (ver Stenberg

[48]).

Penalizacao

Neste método, no lugar da condicao de nao penetragao uy - n = U, é considerada a

condicao de Robin
en-o-n+u,-n="0U,,

onde € é um parametro ao qual deve ser atribuido um valor pequeno. Com isso, o termo
(up -n — U,)/e aparece na intergal em I'j; no lugar de A em (2.88). O problema deste
método é que o valor pequeno de ¢ leva a uma ma condi¢do na matriz de elementos

finitos, além da escolha do valor do parametro em si.

Método de Nitsche.

Tal método é uma versao aprimorada do da penalizagao. Assim como sua antecessora,
ela também necessita de uma parametro ajustavel, o qual nao é facil de ser determinado
para as equacgoes de Navier-Stokes. Descrigoes deste método podem ser encontrados
em Hautefeuille et al. [30].

Campo de tensor de tensoes.

Em Gerstenberger e Wall [26] é proposto um método (ver também em Baltussen et al.
[2]) semelhante ao do primeiro item, onde em vez de a tensao normal n-o-n na superficie
ser adicionada como incégnita, um campo de tensor de tensoes & é adicionado em todo

o dominio. O truque deste método é a possibilidade de se escolher um espacgo descontino
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para & de modo que seus graus de liberdade possam ser estaticamente eliminados, nao
introduzindo portanto, efetivamente, nenhuma incégnita ao problema. Além disso, nao
é necessario nenhum parametro ajustavel neste método. Contudo, surgem integrais no
contorno I'y; do tipo

Wy - Vllh -1,
I

que dependem dos coeficientes de uy no interior do dominio (por causa de Vuy), o
que pode ser inconveniente, em termos de implementagao, para computar tal intergral,

dependendo da biblioteca de elementos finitos utilizada.

2.5 Movimentacao da malha

Alguns poucos elementos distorcidos da malha podem prejudicar tanto a precisao do
método quanto o condicionamento da matriz (um estudo da influéncia da qualidade de
elementos simpliciais lineares pode ser encontrado em Shewchuk [42]). Como os casos
testados neste trabalho (essencialmente gotas que se espalham em superficies planas) ha
apenas distorcoes moderadas da malha, um modelo simples de movimentacao de pontos
sera adotado, deixando métodos com operagoes topoldgicas como futuros objetos de
estudo.

Em razao de malhas com elementos curvos (quadraticos, especificamente) também
serem consideradas, uma distingdo ¢ feita entre seus graus de liberdade x*; os que estdo
no encontro das arestas sao chamados de vértices enquanto que os associados as arestas
sdo chamados de nds da aresta, ou nos de alta ordem. Quando dito apenas nds, estara

se referindo tanto aos vértices como aos nds de alta ordem.

2.5.1 Suavizacao Laplaciana restrita

Os métodos de melhoria da malha podem ser classificados em duas categorias: suavi-
zagdo, que consiste em reposicionar os vértices da malha, e transformagao topoldgica,
que consiste em substituir um conjunto de elementos por outro. Obviamente, ambas
sao feitas de modo a aumentar a qualidade da malha. Nesta tltima categoria, ocorrem
mudancas na conectividade da malha e consequentemente na estrutura esparsa da ma-
triz de elementos finitos, o que pode consumir muito tempo de CPU. Por isso, e por
questao de simplicidade, a primeira estratégia ¢ adotada.

Um método muito popular de suavizagao é a suavizacao Laplaciana, que consiste

simplesmente em mover cada vértice para a média das coordenadas dos vértices adja-
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2.5. Movimentacao da malha

Figura 2.2: Exemplo de reposicionamento do vértice via suavizagdao Laplaciana: caso con-
vexo e ndo convexo (figura retirada de Sousa [46]). O vetor X’ é a nova posicao
do vértice.

centes, ou seja

) 1 .
i j
X > X, (2.89)
J€S (@)
onde S(i) é o conjunto de vértices adjacentes ao vértice i e n' é o ntimero de vértices
em S(7). No caso de malhas de elementos curvos, cada n6 de alta ordem que nao esteja

no bordo é movido para a média das coordenadas das extremidades da aresta A(i) e

B(i), i.e.,
i L aw L BG)
x5 (X +x ) : (2.90)

mas depois que todos os vértices da malha ja tiverem sido suavizados, de forma que
ao final do procedimento todas as arestas no interior do dominio fiquem retas. Os nés
que estao no bordo sao descritos mais adiante.

O incoveniente deste método é que quando S(i) forma um politopo’ ndo convexo
pode surgir um elemento invélido, como ilustra a Fig. (2.2). Por isso, uma versao
modificada conhecida na literatura como suavizacio Laplaciana restrita* é adotada.
Nesta variante, a qualidade do conjunto de elementos incidentes ao vértice é medida
antes e depois do reposicionamento deste. Se a qualidade depois do reposicionamento
é pior, entdo a coordenada original do vértice é restaurada. Os nds de alta ordem sao

tratados da mesma forma que no método original.

2.5.2 Medida de qualidade

Existem varios tipos de medida de qualidade de um elemento. O que sera adotado
é o comprimento de volume, pois este é facil de ser implementado e rapido de ser

computado em relagdo aos outros tipos. Sua caracteristica é selecionar os elementos

fGeneralizacdo dos conceitos de poligono e poliedro.
Na lingua inglesa é encontrada tanto como smart Laplacian smooth como constrained Laplacian
smooth.
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3 3
A ! 2
1 2 4

Figura 2.3: Orientacao dos vértices adotada para as férmulas de qualidade.

“gordos” (Klingner [32]). A qualidade de um elemento é dada por (cf. Shewchuk [42])

4 A Vv
triangulo: ﬁﬁT’ tetraedro: 6ﬂ€T’ (2.91)
onde
1 e
Crms = | = Y _ 02 (2.92)
€i=1

é o comprimento quadratico médio das arestas do elemento, A é a area com sinal e V
¢ o volume com sinal do elemento. As constantes multiplicativas sdo para normalizar
a medida de modo que a melhor qualidade (i.e., o valor maximo) valha 1. A &rea e o

volume dados por

Lol g 1zl o 2l
1 Lo 1 1 22 22 22
A=—det| 1 22 a3 |, V = —det N (2.93)
2 6 1 23 a3 23
1 Ty T3
1 23 a3
o2 1 2t 2% o
1 Ty I3

onde (¢, ..,x%) é a coordenada do vértice 4, tém sinal negativo quando a orientacio dos
vértices é diferente da ilustrada na Fig. (2.3). A qualidade do conjunto de elementos
incidentes ao vértice i, denotado por Q(i), é definida como a qualidade do pior elemento
desse conjunto.

Na medida de qualidade de elementos curvos, os nés de alta ordem sao ignorados
por questao de simplicidade. Vale observar que referéncias em controle de qualidade
em malhas dindmicas para estes tipos de elementos sao escassas na literatura. Em 2D,

um estudo é feito em Cardoze et al. [11] para elementos triangulares.

2.5.3 Suavizagao no bordo e normais

Para finalizar, uma observagao sobre suavizacao de noés no bordo da malha ¢ feita.
Na equacao (2.43) foi visto que, no bordo, os nés tém liberdade de se moverem arbi-

trariamente no plano tangente, e em alguns casos é necessario utilizar essa liberdade
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para manté-los equidistribuidos no bordo de modo a evitar o surgimento de elementos
invalidos. O problema é que nao é definida uma normal nos vértices para que se possa
determinar o plano tangente. Um método bastante comum de se calcular a normal,
consistente com as restrigoes de incompressibilidade, é proposto em Engelman et al.

[21], onde em qualquer n6 i, a normal é dada por

‘ Jo V' Jp o’
n' = — = — 2.94
o Vo~ Thondl] (2:94)

Apesar de funcionar bem em 2D para elementos lineares e curvos e em 3D para ele-
mentos lineares, nao funciona em 3D para elementos curvos, pois nos vértices tem-se

que

/F 9 =0, (2.95)

ou seja, nos vértices em um plano onde n é constante obtém-se n’ = 0, o que obviamente
nao é desejavel. Para o texto que segue, as normais encontradas com este método serao
chamadas de normais consistentes. Em razao deste problema com elementos curvos em
3D, outra alternativa serd adotada. Em Max [35], é proposta uma alternativa onde as
normais encontradas em uma malha superficial de poligonos sao exatas quando os nos
estdo sobre uma casca esférica, independente das formas dos poligonos. Ainda nesta
referéncia, foram feitos um milhdo de testes com superficies aleatérias descritas por
polinémios ciibicos, e a normal proposta foi a que apresentou os melhores resultados
com respeito ao desvio do angulo da normal computada com a normal exata.

Em 3D com elementos lineares, para computar a normal n’ no né i, segundo o
método de Max [35], pondera-se as normais n'/) dos tridngulos f (vale para poligonos

em geral) que contém o né 7, ou seja,

i Dgerg ey 7
| ser 0Py

(2.96)

onde 7'(7) é o conjunto dos tridngulos que contém o no i, com os pesos wy dados por

sin oy
a-b’

onde ay ¢ o angulo formado entre as arestas do triangulo f que tocam o né i, e a

(2.97)

wf:

e b sdo os comprimentos de tais arestas. A alternativa para lidar com os elementos
quadraticos adotada aqui, foi dividir cada tridngulo em 4 partes conectando os nés das
arestas, e entdo aplicar a férmula (2.96) em cada né do subtridngulo.

O conceito da féormula de Max foi estendida para 2D neste trabalho, ou seja,
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(b)

Figura 2.4: Ilustracdo das varidveis necessarias para se calcular a normal n* no vértice i,
usando a férmula proposta em Max [35].

procurou-se determinar os pesos wy tal que as normais obtidas de uma superficie com

os nos sobre uma circunferéncia sejam exatas. Nao é dificil provar que, em 2D,

- 1n@/a+n®/p
@ /a +n® /|

Ili

(2.98)

Para o caso de elementos quadraticos, novamente, as arestas foram divididas em outras
duas, e depois aplicado a férmula anterior em cada subaresta.
Uma vez calculada a normal n’ no vértice i, a coordenada x* é movida tangencial-

mente da seguinte forma

1
nt+1

xt xi—i—Pi-<

> oxI— Xi> , (2.99)

JET (i)
onde T'(7) é a unido do proéprio vértice i com o conjunto de vértices adjacentes ao i que

estdo no bordo, e P? a matriz de projecao dada por
P'=(I-n'®n"),
sendo I a matrix identidade. De forma analoga para os nés de alta ordem,

i i pi (Lam L  BaY _ 2y
X <—X+P-(3(x +x )—3x). (2.100)

2.5.4 QObservacgoes

Os procedimentos feitos na suavizacao da malha sao resumidamente mostrados no Alg.
(2.2).

Seguem alguma observagoes sobre o algoritmo:

e O numero de iteragoes N pode ser definido ou as iteragdes podem ser feitas até
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Algoritmo 2.2 Suavizacao da malha.

e S S o W = S S GOy S
NS g R w2

: para s=1 até N (n° de iteragoes)

para todo vértice ¢
computa Q(7)
se x' estd no interior
Xi' < (1/n') i ¥
se x" esta no bordo
X' X'+ P (04 1) ey X — x)
computa Q' (1)
se Q'(1) < Q(i), restaura a coordenada x' original.
fim para
para todo no de alta ordem i
se X' estd no interior
xi 1 (xA0) 4 xP0)
se X' estd no bordo
X' x4+ P ((1/3) (x40 4 xP0) — (2/3)x7)
fim para

: fim para

convergir, e.g.,

— xZH < e.

i
Hxanterlor

Nos testes numéricos mais simples, escolher N = 2 mostrou-se suficiente para

evitar que ocorram elementos invalidos.

Na suavizacao de cada né i do bordo, a prépria coordenada x* é contabilizada
no calculo das médias, com peso 1. Isso faz com que o deslocamento no reposi-
cionamento de cada no i seja menor e consequentemente que a forma da malha
seja mais preservada, ao preco de que é preciso mais iteragdes para os noés fica-
rem equidistribuidos. Existem métodos mais sofisticados para equidistribuicao

de pontos na superficie, por exemplo, o descrito em Bonito e Nochetto [3].

O nés caracteristicos (nds em regioes onde a normal varia abrubtamente exce-
dendo um valor limiar, vide Fig. 2.5) nao sdo suavizados a fim de manter a
caracteristica da malha. Em 3D, quando esses n6s formam uma linha, é possivel
suaviza-los com iteracoes na forma

X'+ x' + 71" AXY),

onde Ax? é um deslocamento calculado por uma média e 7¢ um versor tangente

a linha.
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Figura 2.5: Nos caracteristicos (realcados em vermelho).



Capitulo 3

Exemplos e testes numéricos para a

formulacao ALE

Neste capitulo, sao apresentadas validagoes do cédigo de elementos finitos elaborado
que implementa os métodos de discretizacao espaciais e temporais descritos no primeiro
capitulo, a medida que sao feitas discussoes gerais sobre precisao e desempenho. Em
todos os casos tratados, os sistemas de equagoes nao lineares resultantes sao resolvidos
com o método de Newton, onde os sistemas lineares internos sao resolvidos utilizando-se
o GMRES (com tolerancia de 107'?) com o precondicionador ASM (Additive Schwarz
Method), sendo cada bloco precondicionado com ILU(0) (LU incompleto com nivel 0
de preenchimento).

Em alguns casos, sdo considerados problemas com solu¢bes manufaturadas. Em
problemas deste tipo, a velocidade u e a pressao p sao escolhidas (para u, obviamente
é escolhido um campo solenoidal), e entéo a forga de campo g nas equagoes de Navier-
Stokes (2.10a) é ajustada para que a escolha (u, p) seja solucao de tais equagoes.

Para o texto que segue, sao empregadas as seguintes siglas para os elementos:



3. EXEMPLOS E TESTES NUMERICOS PARA A FORMULAGAO ALE

Tabela 3.1: Siglas dos elementos.

elemento sigla elemento sigla
P, /Py estabilizado | GLS P,/ P TH2
P/ P ME Ps/PE CR

Pj" /Py simplificado | ME-S || P5"/P[ simplificado | CR-S

O erros ||lu — uylp (erro da velocidade em L?), |[Vu — Vuy||o (erro da velocidade
em H'), |lp — pnllo (erro da pressdo em L?) e ||Vp — Vpp|lo (erro da pressio em H;)

serao denotados por £, Ev,, E, ¢ Ey,, respectivamente.

3.1 Validacoes

3.1.1 Convergéncia espacial em 2D

A fim de verificar a convergéncia espacial em 2D, é considerado um problema introdu-
zido por Kovasznay [33], que consiste em modelar um escoamento laminar estaciondrio
(Opu = 0) sem o termo de for¢a de campo (g = 0). A velocidade u = (u,uz2) € a

pressao p exatas para este problema sao dadas por

uy =1 — exp(a z1) cos(2mz,), (3.1a)
Us :2i exp(axy) sin(2mxs), (3.1b)
T
1
p = (1— exp(2ary)). (3.1c)

para * = (r1,79) € R? onde a = 1/(2u) — \/(1/(4u2) +472). O problema é re-
solvido numericamente em quatro malhas regulares, mantidas fixa no dominio 2 =
[—0.5,1] x [—0.5,0.5] considerado, e constituidas de 9 x 7, 17 x 13, 33 x 25 e 65 x 49
nos, respectivamente. O nimero de Reynolds adotado é Re = 40 (equivalente a p = 1
e p = 0.025). Os elementos considerados sdo os quatro elementos introduzidos na
Sec. (2.3), mais as versdes ndo simplificadas (i.e., P;'/P, e Py"/P[ sem eliminagdes
estaticas), a fim de verificar a influéncia da simplificacao na precisdo. O fluido estd ini-
cialmente em repouso com condi¢ao de contorno de Dirichlet prescrita em todo bordo
(por meio da solugdo analitica), exceto em = = 1, onde é prescrita uma condicao de
Neumann (calculado com a solugdo analitica).

Em todos os casos, foram necessarias quatro iteracoes de Newton para se chegar a

solucdo, exceto para os elementos quadraticos (TH2, CR e CR-S) com a malha mais
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(c) Erro da pressio em L2. (d) Erro da pressdao em H'.

Figura 3.1: Erros da velocidade e pressao no problema de Kovasznay.

fina 65 x 49, onde o método de Newton divergiu. Nestes casos, usar ILU(1) em vez de
ILU(0) resolveu o problema. Estes resultados, inclusive a questao da convergéncia com
os elementos quadraticos, estdo de acordo com os testes feitos em Codina et al. [14].

Os gréficos com os erros de discretizacdo pelo tamanho da malha h (artificial) po-
dem ser encontrados na Fig. (3.1). Em todos os casos, é obtida convergéncia 6tima,
exceto para o gradiente da pressao com elementos lineares, nos quais a teoria nao ga-
rante sua convergéncia. Os resultados obtidos na versao simplificada do mini-elemento
mostrou-se muito semelhante a versao original, confirmando a premissa feita de que os
coeficientes das func¢odes bolhas sdo pequenos o suficiente para serem desprezados na
contribuigao do termo néao linear (confirmado também em Soulaimani et al. [45]) e que
também podem ser desprezados na interpolacao final.

Comparando os elementos de Crouzeix-Raviart e Taylor-Hood de segunda ordem,
nota-se que o ultimo, apesar de possuir um espago mais pobre tanto para pressao como

para velocidade, apresenta erros menores na pressao e em seu gradiente. A explicagao

o1



3. EXEMPLOS E TESTES NUMERICOS PARA A FORMULAGAO ALE

para estes resultados é dada em Chamberland et al. [12] (que obtiveram resultados
semelhantes), que diz que “para um espago fixo W}, enriquecendo-se @, diminui-se «
(na condigao inf-sup (2.25)) e isto pode acarretar consequéncias dramaticas na precisao
da pressdao”, pois “o erro de discretizagdo da pressao é proporcional & 1/a?”.

Assim como no caso do ME, a versao simplificada de CR mostrou-se praticamente
igual a versdo original na aproximacao da velocidade. O mesmo ndo aconteceu com
a pressao apenas porque seu gradiente (estaticamente eliminado) nao foi recuperado
para efetuar a interpolagao, o que levou a queda de um na ordem de convergéncia da

pressdo em L?, como pode ser observado na Fig. (3.1c).

3.1.2 Convergéncia temporal

A fim de verificar a convergéncia temporal do método de Crank-Nicolson (CN) em
uma formulacdo ALE, sdo considerados problemas com solugdes manufaturadas u e p
pertencentes aos espacos discretos W), e (y,, respectivamente, de modo que a tinica fonte
de erro do problema seja a discretizagao temporal. Trés familias de problemas (A), (B)
e (C) sao consideradas, cujas velocidades u = (uy,ug) e pressoes p manufaturadas sao

construidas como

uy = 0.4 (2 cos(wt), 1 sin(wt)), (3.2a)
up = 0.4 cos(wt) (z2, 1), (3.2b)
uc = 1.0 cos(wt) (z1, —x3), (3.2¢)
pa=pp=pc =0, (3.2d)

onde w é uma frequéncia dada que assume um valor para cada teste. A densidade p e

a viscosidade p sao tomadas iguais a um, e as forcas g correspondentes aos problemas
(A), (B) e (C) sao dadas por

ga = —0.4w (xgsin(wt), —xq cos(wt)) + 0.16 sin(wt) cos(wt) x, (3.3)
gp = —0.4wsin(wt) (z9, 1) + 0.16 cos®(wt)z, (3.4)
go = —0.4wsin(wt) (=1, 12) + 0.16 cos®(wt)x. (3.5)

A malha é movimentada apenas no nés internos sob uma velocidade imposta como

v =a-cos(At) (—1,1) (3.6)
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)

W

Figura 3.2: Movimento da malha nos testes de convergéncia temporal referente a velocidade
em (3.6). Na primeira linha, a malha é movimentada sob deformacoes lineares
a0 passo que na segunda, a malha é movimentada sob deformagoes quadraticas.

onde a e X\ assumem um valor diferente para cada teste. O movimento da malha
descrito por tal velocidade por ser visto na Fig. (3.2).

Quandode outra forma, supde-se que os testes sao feitos no intervalo de tempo
[0, 2] com o refinamento do tamanho do passo de tempo At calculado como At = 2%,
k=1,2,..,eos erros L? e H' sao calculados como a média dos erros computados em

cada passo de tempo n, ou seja,

1 n n
B= <3 [wt) = wnt) 2 ou o
n=0

onde N é um inteiro tal que N - At = 2.

Convergéncia em malha fixa

A fim de validar o método de CN e também verificar a melhor opcao entre computar
a pressao no tempo n+ 1 ou n+ 1/2 na formulagao variacional discretizada (rever Eq.
(2.42)), o problema (A) foi considerado com os valores w = A = 7 e @ = 0 (malha fixa),
utilizando-se o elemento TH2. Tanto a velocidade (nao ilustrada) como a pressao (ver
Fig. (3.3)) convergiram quadraticamente como predito pela teoria. Quando usado a
pressao no passo n+1 em vez de no passo n+1/2; houve um ligeiro ganho na precisao da
pressao e nenhuma mudanga na precisao da velocidade, de modo que nao ha diferenca
significativa entre escolher um e outro. Neste trabalho, é escolhido computar a pressao
no passo n + 1, apenas porque dessa forma nao é necessario especificar sua condicao

inicial p(zx,t = 0).
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10°F 10'¢
10°F

103 L

I ~AR? 10°F

I i ~At2
10°F i \

i - n+1 10%+ - n+1

= n+1/2 F = n+1/2
1 50 L L L L L L L 501 ! ! | I ! !
07 121 102 197 10* 10?
t At

Figura 3.3: Comparacio dos erros da pressdo em L? (esquerda) e H! (direita) para o método
de Crank-Nicolson em uma malha fixa entre a pressao computada no passo de
tempo n + 1 e a computada em n + 1/2.

Convergéncia em malha dindmica - I

Para o segundo teste, também com o problema (A) utilizando o elemento TH2, foi
escolhido w = 0 (escoamento de Couette), A = m e a = 0.2 e considerados varios
refinamentos diferentes para a malha com varios intervalos de tempo At. Em todos
os casos, foi obtida a solugao exata (dentro da precisao de maquina), diferentemente
do que é reportado em Etienne et al. [22] (também para um escoamente de Couette),
que obteve apenas convergéncia linear para o CN na mesma formulagao adotada neste
trabalho (formulagao nao conservativa), mas que também obteve solugao exata com a

formulagdo conservativa.

Convergéncia em malha dindmica - II

No terceiro teste, com o problema (A) e (B), foram escolhidos w = A = 7 e a = 0.2,
de forma que tanto a velocidade da malha como a velocidade do fluido fossem nao
estaciondarias, representado assim um caso um pouco mais geral. Foram considerados
os elementos GLS, ME-S e TH2. Este ultimo foi considerado em dois casos distintos:
em elementos isoparamétricos (i.e., deformagdes quadraticas) e em elementos subpa-
ramétricos (i.e., deformagoes lineares). Os resultados podem ser vistos na Fig. (3.4).
Todos os erros, de ambos problemas (A) e (B), decairam quadraticamente, exceto o
erro da pressdo em L? para o elemento TH2 no problema (A). A explicagio para essa
queda de convergéncia da pressao apenas para o elemento quadratico nao foi encon-
trada, entretanto, sabe-se que o problema estd diretamente relacionado com a forma

da velocidade relativa ¢, = u;, — vy, pois, quando a velocidade da malha é alterada
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10k 10¢
10F 10'E
10°F 10%
L 10°E ~At
10k L
I 10% %
10 N g
R GLS \ 10°r - GLS
10°F —*~ ME-S ) 106:_ -%-- ME-S ~AP
[ 8 TH2 (lin) F -8 TH2 (lin)
10 = TH2 (quad) $ 10’ - TH2 (quad)
103_||| ! | | | I | i1 | 108_||| I i1 I i 1 Ly L
10 10 107 10° 10 1@ 10* 10? 10° 10*
At At
(a) Erro da velocidade em H! no prob. (A).  (b) Erro da pressio em L? no prob. (A).
10°E 10°E
F a c
10°F 10
104:— 104:—
10°F 10°F
L i 2
1L —* GLs 105C —* GLS At
F % ME-S F -*— ME-S
107k 78 TH2(lin) 107L & TH2(lin)
F —2 TH2 (quad) -2 TH2 (quad)
108—||| I | I I | I | I 108_||| I | I I iy I iy L
10 10 10° 10° 10 1¢ 10 10° 10° 10
At At

(c) Erro da velocidade em H! no prob. (B).  (d) Erro da pressdo em L? no prob. (B).

Figura 3.4: Testes de convergéncia temporal dos problemas (A) e (B) na formulagdo ALE.
As abreviagoes “lin” e “quad” significam elementos lineares e curvos, respecti-
vamente.

de (3.6) para v = a - sin(At) (—1, 1), o cenério se inverte: a pressdo passa a convergir
quadraticamente no problema (A) mas ndo em (B). Uma questao é se a convergéncia da

velocidade também pode ser deteriorada para alguma velocidade da malha especifica.

Convergéncia em malha dinamica - III

No tltimo teste, foi considerado o problema (C) com a frequéncia w = m. A velocidade
da malha nao é mais especificada, e sim dada pela estratégia vista no primeiro capitulo,
onde a velocidade da malha v, no tempo t"+/2 é dada pela diferenca entre as posicoes

nodais da malha suavizada em n + 1 e as da malha em n, ou seja (rever (2.1)),

nt1/2 Suavizacio(x} ) — x7
VvV =

h At

(3.7)
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Figura 3.5: Movimentacdo da malha no teste de convergéncia das posi¢oes nodais. O né
ressaltado nas figuras é o n6é acompanhado durante a simulagao.

O proposito deste teste é verificar que o método de atualizacao das posi¢oes nodais
it =X AL[(0 4 Duj — fup ] (3.8)

para § = 1/2 (Adams-Bashforth), é suficiente para alcancar convergéncia quadrética
(pelo menos nos testes considerados) nas posi¢oes nodais do bordo que dao forma ao
dominio, sem precisar recorrer a uma estratégia mais complexa (e computacionalmente

mais cara) como preditor-corretor (corrigir x;** com a solucio encontrada u}™') e

métodos monoliticos, que acoplam x}! ao sistema de equacdes.

O dominio considerado é inicialmente um circulo de raio 1 centrado em (0,0),
onde em todo o contorno ¢ imposta a condicao de Neumann calculada a partir da
solugao exata. A normal n, necessaria para computar a tragdo no termo da condicao
de contorno ([pwy - o - n), é calculada a partir da prépria malha. Para analisar a
convergéncia da posi¢do da malha, um né no contorno qs, que esta inicialmente em
(1,0) (ver Fig. (3.5)), é acompanhado por toda simulagdo, ¢ entdo feita a medida do

erro Fy de sua posicao com a expressao

B = 3 2 la) —at)} (39)

onde N é tal que N - At =tempo de simulagdo= 1 e q é a posicao exata deste no, dada

por
q(t) = q(0) exp(sin(wt)/w). (3.10)

Outra medida de erro considerada foi o erro volumétrico Ei,j, que mede a porcentagem
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(a) Testes utilizando o elemento GLS com(b) Testes utilizando o elemento TH2 com
atualizacoes dos noés da malha via atualizagoes dos nés da malha via
Adams-Bashforth (6 = 1/2 em (3.8)). Adams-Bashforth (6 = 1/2 em (3.8)).
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103E At
10k
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(c) Testes utilizando o elemento TH2 com
atualizagoes dos nés da malha via Euler
(0 =0 em (3.8)).

Figura 3.6: Testes de convergéncia das posigdes nodais da malha no problema (C).

com que o volume da malha é alterado durante a simulagao. Sua expressao é dada por

volume ¢inq — volume;picial

E

vol = 100

(3.11)

VOlume'inicial

Os passos de tempo escolhidos para analisar a convergéncia sao os da sequéncia At =
27% com k = 2 até 11, e o tempo de simulacdo é de 1. Foram considerados para os
testes, os elementos GLS e TH2, e dois métodos de atualizacao das posi¢oes nodais,
Adams-Bashfort (f = 1/2 em (3.8)) e Euler (# = 0 em (3.8)).

Pelos resultados na Fig. (3.6), todos os casos que utilizavam Adams-Bashfort apre-
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sentaram convergéncia quadratica para a posi¢do da malha, enquanto que com Euler
foi obtida convergéncia apenas linear. A conservacao de volume é outra propriedade
bastante afetada pelo método de atualizacdo do nés onde, mais uma vez, com Adams-
Bashfort, a convergéncia foi quadratica ao passo que em Euler foi apenas linear. Assim
como ja obervado nos outros testes, houve uma queda de convergéncia na pressao para

o elemento quadratico TH2.
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Capitulo 4

Elementos de geometria diferencial

4.1 Extensao e funcao distancia

Frequentemente, serd necessario calcular o gradiente de func¢oes que estao definidas
somente em superficies, como a normal e a tensao superficial, e por isso é conveniente
definir uma extensao de tais fungoes para além da superficie. Seja Ip(x) : D — T' a
projecao normal de € D em I', que coincide com o ponto da superficie mais préximo

de x, ou seja,
[l (x) = argumento mi%l ly—=z|, xeD, (4.1)
ye

onde é assumido que I" seja regular o suficiente para que a normal n esteja definida em
todos seus pontos, e que a regido volumétrica finita D D I' que envolve I é tal que seja
possivel definir um tnico valor IIr(x) para cada @ dessa regiao. A extensdo normal de

uma funcao f definida pelo menos em I', é definida por

f(@) = f(Ip(2)). (4.2)
E dito “pelo menos em I'”, pois a definicio da extensdo f serve para o caso em que
f esteja definida também fora de I'. A mesma definicdo é andloga para extensoes de
vetores ou tensores de qualquer ordem.

A fungao distdncia D (x) esta relacionada com a proje¢ao normal da seguinte forma:

D(x) = (x —Ip(x)) -n(x), = €D, (4.3)
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re®=0., "\ x

Figura 4.1: Tlustracdo de uma superficie I'; da regido D que a envolve, de sua fronteira 0T,
da normal n, da conormal v e da projecdo normal Il de um ponto .

onde n, seguindo a convencao, ¢ a extensao de n. Reciprocamente,

IIr(x) = x —D(x)n(x). (4.4)
Outra igualdade 1til, é

VO(x) =n(x). (4.5)

Estes conceitos sao ilustrados na Fig. (4.1).

4.2 Operadores diferencias na superficie

O gradiente de superficie, denotado por Vr, de uma funcdo f : D — R¢, é dado por
Vrf(z)=P(z) Vf(z), zeTl, (4.6)

onde P(x) = I; — i(z) ® f(x) é a matriz de projecio. Se no caso anterior f = f,
entdo Vrf(x) = Vf(x). No caso do gradiente de superficie de um vetor w : ' — R,

tem-se que
Vrw=Vw-P=Vw. (4.7)
Também é definido o divergente superficial de um campo w:
Vi-w=P:Vw=V-w. (4.8)

Finalmente, outro operador muito utilizado é o laplaciano de superficie, V% =Vr-Vr,

que é conhecido na literatura como operador de Laplace-Beltrami.
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4.3 Curvaturas e formas fundamentais

Seja (@,K ) uma parametrizacao local de K C I'; onde

®: K CR' — K =®(K),
) (4.9)
y—xz=®(y), yeK, xzeck.

Seja M, xpn 0 conjunto das matrizes reais de tamanho m por n e F(y) € Mgy 4-1) a
matriz jacobiana da transformagao ®(y), que pode ser escrita como

L2 [o8]
Jdy dy; |

F(y) = V,®(y) (4.10)

A primeira forma fundamental de T (ou tensor métrico de ) G = G(y), y € K, é

definida como
G =F'F. (4.11)

O tensor G é sempre simétrico e positivo definido, uma vez que F tem posto completo,

portanto, é possivel definir a pseudoinversa de F, denotada por F*, como sendo
Fr=G'F”. (4.12)
Mais adiante, serd utilizado o seguinte lema:
Lema 4.1 (Pseudoinversas): As matrizes F e Ft satisfazem
F'F =1,_,, (4.13)
FFT=Po®=1I,-nh®n. (4.14)
onde ii(y) =no ®.
Prova: Pode ser encontrada em Pauletti [37]. O

Outro tensor importante na geometria diferencial é a seqgunda forma fundamental,

denotada aqui por H, e definida por
H(x) = Vrn(z), xe€K. (4.15)
Este é um tensor simétrico, pois

Vrn =Vn = VV3(x) = [0,D(x)], (4.16)
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e possui o versor normal n como um autovetor associado a um autovalor nulo, pois

0;n;n; = 0, por construgao.

Observacao 4.1: Muitas vezes na literatura, a segunda forma fundamental é referida
como sendo o tensor H(y)|;; = i+ 0;;®, com i,j = 1,..,d — 1 (e portanto H(y) €
M(a-1)x(d-1))-

As quantidades importantes relacionadas a segunda forma fundamental sdo suas
invariantes (ver sobre invariantes de tensores em Gurtin et al. [29]). No caso d = 3,
denotando por ki(x) e ka(x) os outros autovalores de H (chamados de curvaturas

principais), as invariantes de H, denotadas por I,(H), k = 1,2 e 3, sdo dadas por

L(H) =tr(H) = k1 + K1, (4.17a)
L(H) = ; [tr?(H) — tr(H?)] = 515, (4.17b)
I3(H) = det(H) = 0. (4.17¢)

As invariantes de um tensor, em especial para o H, satisfazem
I,(H) = I,(QHQ"), VQ € Mgy 4 ortogonal, (4.18)

e por isso elas sao iguais em qualquer sistema de coordenadas cartesiano. As duas
primeiras invariantes, conhecidas como curvatura média e curvatura gaussiana, sao

denotadas aqui por, respectivamente,
K = K1+ Ko, (419&)
KRG = K1Ka. (4.19b)

Vale citar o notavel teorema Egregium de Gauss, que diz que a curvatura Gaussiana é

invariante por isometria.

4.4 Outros fatos e definicoes

Seja idr(x) a funcao identidade em I'. Seguem as seguintes igualdades.
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4.5. Jacobiana de transformacgoes em integrais

Lema 4.2 (Funcao identidade):

idp(x) = Ip(x), « € D; (4.20a)
Vridr(z) =P =1, — n®n; (4.20b)
Viidr(z) = —kn. (4.20¢)
Prova: Pode ser encontrada em Buscaglia e Ausas [10]. O

A extensao do lema da integral por partes para superficies é dada pelo seguinte

lema:

Lema 4.3 (Integral por partes em superficies): Seja f e q uma fungao escalar e vetorial,

respectivamente, definidas e diferenciaveis em I'.

/fo:/f/@'n—l—/ fv (4.21a)
r r ar
/Vp-q:/ﬁn-q+/ q-v (4.21b)
r r ar
Prova: Pode ser encontrada em Buscaglia e Ausas [10]. U

4.5 Jacobiana de transformacoes em integrais

O MEF aplicado aos problemas tratados neste trabalho resulta em integrais de fungoes

escalares e vetoriais em variedades, por isso, sao apresentados nesta subsecao ferra-

mentas para lidar com tais integrais de forma genérica, que sao 1teis ndo somente no

contexto pratico (montagem no MEF) como também no teérico (calcular derivadas de
forma).

Considere uma funcao escalar f : K — R suposta suave, onde K é uma variedade

de dimensdo m imersa em R? com m < d, restrita aos casos de interesse m > 1 e

d < 3. Assim, K pode ser um curva imersa em RR?, ou uma superficie em R3, e assim

por diante. Considere a parametrizagao (<I>,f( ) andloga a feita anteriormente, ou seja,

®: KCcR" — K =®K), KCcCR
R (4.22)
y—x=®(y), yekK, xzeck.

Uma integral do tipo integral [ f(x) pode ser transformada na integral

/K(fo $)vdet G, (4.23)
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onde G ¢é a primeira forma fundamental. Note que a integral anterior é bastante natu-
ral no calculo de um elemento no contexto do MEF, pois ®(y) seria a transformagao
de um elemento unitario K (ou elemento mestre, ou elemento de referéncia) para o
elemento real K. Por exemplo, seja x*, k = 1,..,n, os vértices do politopo que repre-
senta o elemento e ¢*(y) suas funcdes de forma (suponha uma base de lagrange, por
simplicidade), com y sendo a coordenada no elemento unitario e ®(y) = 3, x*¢*(y)
(como convencional). O termo v/det G em (4.23) é facil de ser computado, pois basta
calcular a matriz jacobiana F do modo padrao no MEF e calcular G com a férmula
(4.11). O procedimento, obviamente, vale para elementos curvos.

Integrais do tipo [, Vi f(x), onde o operador Vi é o gradiente em R? projetado
em K (por exemplo, o gradiente superficial Vi quando m = 2 e d = 3), também podem

ser calculadas facilmente. Tal gradiente aplicado a fungao f(x) fica (Pauletti [37])
Vif(@) = ()" Vy(fo®))od ™, (4.24)

lembrando que F* é a pseudoinversa de F, dada por (4.12), e portanto, a integral

[x Vi f(x) pode ser calculada como
/R (FH)T -V, (f o ®) Vdet G. (4.25)

As extensoes para os casos em que o integrando sdo vetores, gradientes de vetores,
divergentes de vetores, etc., sao faceis de serem deduzidas. No contexto do MEF, tal
integral também vale para elementos curvos.

Outra alternativa de se calcular o gradiente Vi seria estender a imagem de ® para
além de K, diga-se, para um K*, adicionando d —m dimensoes extras em K , resultando
em um K *, de modo que K* e K* tenham dimensdes iguais a d, possibilitando que a
inversa do gradiente da nova transformacao ®* (i.e., a inversa de um F*) faga sentido,
nao necessitanto a recorrer a pseudoinversas. Por exemplo, suponha que m =2ed = 3

(K é uma superficie imersa em R?), entdo é possivel definir uma extensao para ® como

®(y.n) = ®(y) +n(@(y)), (y.1) € K=K xR, (4.26)

onde n € R é a nova coordenada adicionada e n(x) é a normal.
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Capitulo 5

Forcas capilares, molhamento e

angulo de contato

5.1 Introducao

Neste capitulo, sdo estudados escoamentos incompressiveis envolvendo interfaces entre
dois fluidos Newtonianos, isotérmicos e imisciveis, assim como a linha de contato que é
formada entre as duas fases e um substrato sélido. Os tipicos cenarios dos problemas
considerados e as notagoes adotadas sobre o dominio espacial podem ser vistos na figura
5.1. Basicamente, os objetos de estudo sao gotas livres ou gotas que se espalham em
substratos sélidos, onde estao envolvidas trés fases: liquida (a gota propriamente dita),
gasosa e sélida, onde o dominio espacial de cada fase depende do tempo ¢t > 0 € R.
A fase gasosa (€, = Q4(t)) serd considerada passiva, de forma que a pressao, a visco-
sidade e a densidade nessa fase sejam nulas a todo instante, o sélido sera considerado
fixo, impermedavel e perfeitamente liso e a fase liquida (2 = €Q(t)) serd a unica fase
explicitamente representada computacionalmente.

Os objetivos deste capitulo sdo apresentar o problema em uma formulacao variaci-
onal que descreva a influéncia das fronteiras na dinamica do molhamento e apresentar

métodos para resolvé-lo numericamente.



5. FORQAS CAPILARES, MOLHAMENTO E ANGULO DE CONTATO

Qq n(x) N=TUT,

Figura 5.1: Na esquerda, estd um caso de uma gota livre, enquanto que na direita, estd um
caso de uma gota em contato com um substrato sélido (a parte hachurada). Os
pontos em vermelho representam a linha de contato que é denotada por OT'.

5.2 O principio das poténcias virtuais

Seguindo Buscaglia e Ausas [10], as forcas capilares sdo introduzidas na formulagao
variacional do problema por meio de um principio da mecanica conhecido como prin-
cipio das poténcias virtuais (Gurtin et al. [29]). Basicamente, este principio diz que a
soma da poténcia virtual interna com a poténcia de inércia deve ser igual a poténcia

das forcas externas, isto é,
/ D +/ du P(w), YweW (5.1)
o: Dw —-w=P(w W .
Q ot ’ 0

onde o, p, u, p (contida no tensor o) e D seguem as definigoes do primeiro capitulo,
w (a velocidade virtual) é um vetor do espago de velocidades cinematicamente admis-
siveis W (espagos dos campos solenoidais que satisfazem as condigoes de fronteira)
e P(w) engloba as poténcias virtuais externas lineares em w. O termo P(w) pode
ser decomposto em trés parcelas, uma de contribuicdo volumétrica, outra superficial e

outra da linha de contato, como se segue
P(w) = Pa(w) + Pr(w) + Par(w), (5.2)
onde em Pq(w), estd a poténcia virtual da forga de campo pg, i.e.,

Pa(w) = /ng ‘W

Note que se pg é uma (densidade de) forga conservativa, entdo ela pode se escrita
como o negativo do gradiente de uma (densidade de) energia potencial ¥ = W(x,t),

i.e., pg = —VV. Portanto,

. d
Pa(w) = — [ Vo= - =

/Q v, (5.3)

e=0
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5.3. Poténcias virtuais na superficie

onde em * foi usado que V-w = 0, e onde 2y . ¢ o dominio {2 pertubado pelo campo

de deformagoes ew(x), ou seja,
Qwe={y|ly=x+ew, z € Q}. (5.4)

A demonstragao da passagem em *, da direita para esquerda, é andlogo ao do conhecido
teorema de transporte de Reynolds. Definindo £(Q2) = [, ¥, entdo, reconhece-se de
(5.3) que a poténcia virtual Po(w) é a variagdo virtual desta energia total £ sob o

pardmetro ¢ (dimensao de tempo) e o campo de velocidade virtual w, ou seja,

PQ(W) = - Ci? - S(Qw,a)' (55)

A ideia é derivar a poténcia virtual associada as forgas de superficie e as forcas na linha
de contato (forgas capilares) por meio de uma energia, usando uma férmula anédloga a
anterior para superficie. Uma vez encontrada esta poténcia, é facil de se ver a relacao
do principio das poténcias virtuais (5.1) com a formulagao variacional no método de
elementos finitos (w = du passa a ser a fungao teste). Poténcias virtuais de forgas

dissipativas sao introduzidas postuladamente na formulagao variacional.

5.3 Poténcias virtuais na superficie

A tensao superficial v é um campo escalar que pode ser interpretado como a energia
que seria necessaria fornecer as superficies as quais ele esta associado para que estas
aumentassem sua area em uma unidade (de Gennes et al. [17]). Tais superficies, cuja
espessura ¢ dada por flutuagoes da ordem de angstroms, se comportam basicamente
como uma membrana elastica. A origem fisica da tensdo superficial e mais esclare-
cimentos sobre sua interpretagdo podem ser encontradas em de Gennes et al. [17] e
Bruus [9].

Considere por enquanto o caso em que OI',T'; = () (ndo hd linhas de contato e I' é
uma superficie fechada). Dada a interpretagdo de 7 no paragrafo anterior, é natural

supor uma energia para a superficie I' como

M) = [ (). (5.6)

A variagao espacial de v é eventualmente relacionada com a concentragao de surfactan-

tes* e a temperatura em cada particula material em x. E possivel mostrar que de fato

*Substancias constituidas por moléculas anfifilicas (moléculas que apresentam a caracteristica de
possuirem uma regido hidrofilica, e uma regiao hidrofébica).
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esse modelo para energia leva ao modelo padrao para as forgas superficiais. A poténcia

virtual Pr(w) associada & essa energia ¢ dada por

d

Pp(W) = — dié‘

E(Twye), (5.7)

e=0

onde I'y . ={y | y=x +ew, € I'}. O negativo do lado direito da igualdade ante-

rior, geralmente denotada por

dE(Iw) = 4

e E(lwye), (5.8)

e=0

é conhecido como a derivada de forma do funcional £(I") na diregdo do campo vetorial
w. A seguir, serd mostrado uma alternativa para se calcular esta derivada, porém, sem
entrar em detalhes. Para passagens com rigor matematico é possivel recorrer aos livros
de otimizagdo de forma, como, por exemplo, Delfour e Zolésio [18]. A demonstragao

que segue utiliza as ferramentas matematicas do capitulo anterior.

Proposicao 5.1: Supondo condicoes de regularidade suficientes sobre vy eI, a derivada

de forma da energia £(I') é dada por
dE(T;w) = / VWV W (5.9)
r
Prova (Esboco): Definindo uma parametrizacao (®.,I') de Iy, onde
®.: T c R — T, =d (D),
) (5.10)
y—x=®.(y), yel,xzecly,,

e denotando por F(y) e G(y) a matriz jacobiana e a primeira forma fundamental,

respectivamente, tem-se, seguindo a férmula (4.23), que

d d

dE(Tiw) = — Ezog(rw,s) - %l /FW’E (@) (5.11)
d

=" /f(V 0 ®.)J. (5.12)

onde J(y) = y/det G(y). A derivada d/de pode entrar na integral, uma vez que o

domfnio I' nao depende de ¢, portanto

dE(T; w) :/f [i(vo@s)g]—F (yoés)iJ] N (5.13)

O termo d(y o ®.)/de é nulo, pois o valor de v em cada particula deve permanecer o
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5.3. Poténcias virtuais na superficie

mesmo durante sua trajetéria virtual, isso porque durante um movimento virtual nao
se pode contabilizar a troca de calor (do gradiente de temperatura) nem a variagao
de potencial quimico (do gradiente de surfactantes) na variagdo de energia. O termo

dJ/de pode ser com calculado com a ajuda da igualdade (Scovazzi e Hughes [41])
d(det M) = det M tr(dM - M™ '), M € M,,,,, inversivel, (5.14)

onde tr é o traco. Trocando M por G na igualdade acima e lembrando que G = FTF,

pode-se chegar em

d 1 d (5.14) 1 2 ¢ d T —1
Cj==° = FTF) . (FTF)!| . 1
A det G 2y | F ) (FE) (5.15)

A derivada da matriz jacobiana F é o gradiente do campo w, isto é

(iF V,(wo®,). (5.16)

Finalmente, usando a regra da derivada do produto, usando a propriedade de gradiente
superficial em (4.24) e o fato que tr(A-B)=tr(B-A), obtém-se

(ij = ;J tr {pr + (VFW)T} o®.=J (Vr-w)od.. (5.17)
Substituindo a expressao acima em (5.13), chega-se no resultado esperado:

dE(T; w) = /F (Vi - W) 0 @, J]._, = /F V- W, (5.18)
que é igual ao negativo da poténcia virtual P(w). O

Esta expressao ainda pode ser integrada por partes via (4.21b) para se obter sua

forma mais conhecida:

P(w) = /( vkn + Vry) - / VW W. (5.19)

Onde v é a conormal (vide Fig. (5.2)), que é normal a linha de contato e perpendicular
a normal n. Nesta forma, ¢ possivel reconhecer as forcas associadas a poténcia virtual,

que sao
o a forcao superficial em I': A = —ykn + Vr7;
« e a forga na linha de contato OI" (se esta # ()): T = —yw.

Neste trabalho, é usada a primeira forma, [ vV - W, pois nela nao é necessario com-
putar a curvatura nem a forga na linha de contato, além de incorporar o efeito da forca

de Marangoni (= V7).
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Figura 5.2: Ilustracdo da conormal v da superficie I', que é perpendicular a normal de I’
e normal & linha de contato, e da conormal v, da superficie sélida I'y, que é
perpendicular & normal de I's de normal a linha de contato. O dngulo 6 é igual
ao angulo entre v e v;.

5.4 Poténcias virtuais na linha de contato

O cenario agora consiste no caso quando a superficie I' toca no substrato soélido

dividindo-o nas superficies Iy (interior a gota) e I's,, como ¢ ilustrado na Fig. (5.1),

59
e agora as energias associadas a tais superficies devem ser contabilizadas. Denotando

por s € 7,4 as respectivas tensoes superficias, a anergia total passa a ser

)= [y [ v+t [ e (5.20)

Usando a derivada de forma da energia para encontrar a poténcia virtual associada,

obtém-se

P(w) = —/FVVF W — /6F(% — Yeg)Vs - W, (5.21)

onde foi usado o fato de que w-n = 0 em I'y (restricdo de nao penetragao no sélido) e

suposto que s € Y54 sa0 constantes.

5.5 Singularidade, forcas dissipativas e angulo de

contato dinamico

Condicao de Navier

Para que a linha de contato evolua, nao se pode aplicar uma condi¢ao de nao escor-
regamento em I',. Em Dussan e Davis [20] foi observado experimentalmente que a
superficie I' rola sobre I'y como a esteira de um trator. Entretanto, é mostrado, por
exemplo, em Shikhmurzaev [43], que todas as solugoes da equagao de Stokes com con-

dicdo de nao escorregamento leva a uma dissipacao infinita na linha de contato. O
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método mais comum de se contornar o problema é relaxar a condicdo de nao escorre-
gamento e acrescentar a poténcia virtual uma lei de escorregamento do tipo Navier na

superficie solida, ou seja, acrescentar

PF,dz’s(“’) = —/ 611 ‘W, (522)

onde [ é conhecido como coeficiente de escorregamento. Uma discussao sobre a mo-
delagem de § pode ser encontrado em Ren [40]. Por simplicidade, 5 serd considerado
constante, podendo ser estimado pela expressdo [ ~ u/l, onde ¢ é a espessura da

camada interfacial, tipicamente dada por ¢ ~ 1-3 nm (Shikhmurzaev [44], sec. 4.3.2).

Angulo de contato dinidmico

Seja M = (ysg — 7s)/7- Quando |M| < 1, é possivel definir um angulo 6, tal que

cos by = (Vsg — Vs)/7- (5.23)

Substituindo-a no principio das poténcias virtuais, obtém-se

d
/0:DW+/pJ'W:PFd¢S<W)—/7V'W+/ Mvg-w, Yw e W, (5.24)
Q o' dt ’ r ar

Da arbitrariedade de w, é possivel concluir que no modelo acima, o angulo de contato

0, dado por
cost =v - v, (5.25)

¢ sempre igual ao angulo estético 65 em (5.23) (Buscaglia e Ausas [10]), resultado este

que nao corresponde nos experimentos, pois sabe-se que o angulo varia com o tempo.

Uma forma de remediar esta situacao, é adicionar um termo dissipativo na linha de
contato na forma

Porais(w) = = [ (Cu-v)(w-v,). (5.26)

Alguns modelos para ¢ sdo estudados em Manservisi e Scardovelli [34], e tém a forma:

_ 7
(= —R(Ca), (5.27)

Lt

onde Ca = |u|u/7v é o nimero de capilaridade e R(Ca) é uma poténcia de C'a, baseada

em curvas de dados experimentais.
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5.6 Formulacao variacional

Incorporando no principio das poténcias virtuais (5.1) a restrigao fraca de incompres-
sibilidade (V - u,q) = 0, V¢ € Q U L?(Q2) e passando as derivadas temporais para a
formulagdo ALE, é obtida uma formulagao variacional analoga a apresentada no pri-

meiro capitulo, reescrita aqui por conveniéncia: encontrar (u,p) € W, x @ tal que

(pOfu, w) + a(u, w) + c(c;u, w) — b(p,w) = P(W) + Prais(W) + Par,ais(W),
(5.28a)

—b(g,u) =0, (5.28b)
V(w,q) € Wy x Q. Supondo que as velocidades estejam em (H'(Q))4, definem-se

Wo = {we (H'(Q)"|w-n=0emT,},
(5.29)
W, = {W c (H'(Q))|w-n=U,em FS},

onde U,, é a componente normal da velocidade do sélido. As restri¢gdes em I'y vém do

fato de que o substrato sélido é impermeavel.

5.7 Dificuldades e outros modelos

Deve ser observado que os termos na linha de contato, que sao da forma [y r-w para

4 o que pode levar a consequéncias

algum campo r, nao sao limitados em (H'(Q))
numéricas, apesar de que, sob discretizacao, estes termos sao bem definidos, uma vez
que o espago discreto da velocidade consiste em fungoes continuas (Buscaglia e Ausas
10]).

Para a simulacao reproduzir fielmente as observagoes experimentais, acredita-se que
efeitos microscépicos devam ser incorporados a descrigdo hidrodinamica para regula-
rizar a deficiéncia matemética na linha de contato. Em Bonn et al. [4], sao citados
mecanismos propostos para tratar esta singularidade, entre eles, camada precursora,
filme molecular, condicao de Navier, interface difusa, entre outros. Existe também o
modelo de Shikhmurzaev [44], onde as superficies sdo consideradas uma fase, e atribui-
das a elas uma densidade superficial p* e uma velocidade superficial u®, onde u® # u.
Neste modelo, sao consideradas perturbagoes dos valores de equilibrio da tensao su-
perficial (que é uma incégnita) e obtidas equagdes para a densidade superficial p?,
parecidas com equagoes de concentracao de surfactantes. Um resumo de seu modelo

pode ser encontrado em Sprittles e Shikhmurzaev [47].
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O modelo apresentado até aqui, ndao inclui fendmenos importantes como histerese,
que podem depender da heterogeneidade da superficie solida, como sua rugosidade e

orientacao de moléculas.
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Capitulo 6

Aspectos computacionais e

exemplos numéricos

6.1 Discretizacao e métodos

6.1.1 Formulacao variacional discreta final

O problema da discretizagao espacial e temporal da formulagao variacional correspon-

dente ao cenario de uma gota se espalhando em um superficie sélida levando em conta

as forcas capilares e as forcas dissipativas, fica: encontrar (uZH, pzﬂ) € Wyn x Qy tal

que

/Qn+1/2 {p (‘MIZ + V2 CZ+1/2> w4 (=Lgpp T+ 2uDuZ+1/2):th} +

(6.1a)
ntl2 o : —
- /1;‘n+1/2 /Buh Wh = n+l/2 ’}/VF Wh - af‘n+1/2 cos esl/s Wh
- (Cup ™ ) (wi - )
o172 h S h s)s
— GV - =0, (6.1b)

Qn+1/2



6. ASPECTOS COMPUTACIONAIS E EXEMPLOS NUMERICOS

Figura 6.1: Conormal de I'y, denotada por v, em 3D (& esquerda) e 2D (a direita).

para todo (wp, qn) € Wo, X @Qp, com uma condigao inicial adequada, onde

Won i{w c (HY(Q)?|w-n=0em I‘S},
(6.2)
Wun = {W c (HY(Q)*|w-n=U, em FS},

onde, relembrando, Q2 T2 ¢ L™ H2 sdo aproximacoes de QY72 T2 ¢ T 42,
respectivamente, dadas pelo avanco explicito da malha x; com Adams—Bashforth (ver
Alg. (2.1)).

6.1.2 Calculos nas superficies e linha de contato.

Os termos em [fn41/2(...) € [ypns12(...), que envolvem um gradiente de superficie e ma-
peamentos para elementos unitarios, sao computados com as ferramentas introduzidas
na Sec. (4.5). Os coeficientes 3, ¢ e 05 sao dados e considerados constantes por sim-
plicidade.

Em 3D, os versores v, presentes nas integrais em O™ +2 30 computados, em cada

ponto de quadratura x, como

T(x) X N ()

vy(x) =

(@) % ne(x)||’ (6.3)

onde 7(x) é o vetor tangente a linha de contato e ne () é a normal, como ilustra a
figura esquerda da Fig. (6.1). No programa implementado, ne é um campo vetorial
unitario (dado pelo usudrio) definido em todo espaco R, e, idealmente, é igual a
extensdao normal da normal exata da superficie sélida exata I'*, que é conhecida. A

tangente é dada
T =V, ®(s)/||[V.®(s)] , (6.4)

onde ®(s), s € R, é a transformacgdo que leva [—1,1] € R na aresta na qual se esta
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integrando. No caso de elementos lineares, pode-se calcular 7 mais facilmente com
os vértices da aresta, entretanto, a expressao anterior é conveniente para generalizar
aos casos com arestas curvas. No programa implementado, a direcao de 7 depende
da orientacao do tetraedro no qual esta contido, por isso, o sinal de v, é consertado
usando o vetor (& — x,,) (ver Fig. (6.1)), da seguinte forma: se v - (x — x,,) < 0,

Vs — —Us.

6.2 Exemplos numéricos

6.2.1 Superficie livre

Num primeiro problema trata-se de um fluido sob efeito da gravidade confinado em
um recipiente retangular. Este teste é conhecido na literatura como sloshing. Os

parametros escolhidos foram

profundidade do fluido nao perturbado h = 1.5;

o largura do recipiente d = 1.0;

o amplitude da perturbacao inicial ag = 0.01

 viscosidade e densidade p = 0.01 e p = 1, respectivamente;
» Tensao superficial v = 0;

o dissipagoes nulas na linha de contato, i.e., 5 =( = 0.

Para pequenas oscilagoes (Perot e Nallapati [38]), o periodo da oscilagdo é dado por:

—1/2
g WD)} 1
B e
g LmLtan (L

Foi usada uma malha com 636 elementos. O erro no periodo foi calculado com a

expressao:

|wezat0 - wh|/wemat07

onde w = 27/T. O erro obtido foi de ~8%. As pressoes e o campo de velocidade podem

ser vistos na Fig. (6.2).
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£t i

Figura 6.2: Sloshing: campos de pressao e velocidade em varios instantes. A pressao ver-
melha indica a pressdo mais alta.

6.2.2 Gota estatica

Este exemplo consiste em estudar a convergéncia do campo de pressao em uma gota
estatica de raio 1, a fim validar o termo da forca superficial. A curvatura média da
gota é constante em toda a superficie, e dada por k = (d — 1)/R, onde d é a dimenséo
espacial e R = 1 o raio da gota. A tensao superficial é escolhida como v = 1, assim
como a densidade p, e a viscosidade foi tomada como p = 1073, Foi eliminado o termo
convectivo do problema e este foi rodado em 1 passo de tempo. A solugao obtida foi
comparada com a solucao exata da pressao, que ¢ dada por p = yk. Foram testados 3
elementos, e também foram testadas versoes melhoradas do célculo correspondente a
tensao superficial, i.e, do calculo de [. YV - wy,.

A versao melhorada é obtida de uma adaptacao feita no método proposto em Sven
CroB [49] para level-set. Consiste e trocar o termo [pyVr - wy por [ryP : Viwy,
onde P = I, — i ® i, onde N é uma normal diferente do da malha nj, que é calculada
em cada tridngulo. As normais que serao testadas aqui, sao D¢ € Ncons, onde Neons
¢ a interpolacao da normais nos nos encontradas com o método consistente com a
massa introduzida em (2.5.3), enquanto que nyyf ¢ a interpolacio das normais nos nés
encontradas com o método de Max.

Os graficos com os erros de acordo com o grau de refinamento da malha podem ser
vistos nas Figs. (6.3)(caso 2D) e (6.4) (caso 3D). Em 2D, evitou-se que os nos ficam
equidistribuidos sobre a superficie para evitar super convergéncia. Pode-se notar uma
significativa reducdao do erro na pressio quando usada a versao melhorada com ng¢,
tanto em 2D quanto em 3D, além de um ganho na ordem de convergéncia. Entretanto,

sabe-se que ngy ¢ a normal exata de uma esfera quando a malha tem seus nds sobre a
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Figura 6.3: Erros em L? da velocidade e pressdo para véarios elementos em 2D.
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esfera, o que é o caso. Seria necessério testar outras superficies em que n.. nao dé a

normal exata.
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Figura 6.4: Erros em L? da velocidade e pressdao para varios elementos em 3D.
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Figura 6.5: Oscilacao de uma gota inicialmente perturbada elipticamente. As cores indicam

a pressao.
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Figura 6.6: Comparacdo da amplitude da gota com a solugdo exata.

6.2.3 Gota oscilante

Este problema trata de uma gota inicialmente perturbada elipticamente que oscila até

o equilibrio. Sua frequéncia, para pequenas oscilagdes, é dada por Brant Foote [5]:

(n® —n)y

(pr + pc) R

A amplitude A(t) de oscilagdo decresce com a lei

A(t) = Agexp(—t/T), (6.5)
onde
T = uRZZ, (6.6)

e Ag é a amplitude inicial. Sdo escolhidos R=1,p=1, 4g=02, u=00ley=1. A
comparacgao da solucao obtida com a exata pode ser vista no grafico (6.6), enquanto o

perfil da gota em vérios instantes de tempo pode ser visto na figura (6.5).
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Figura 6.7: Validacdo do angulo estatico comparando a solucdo obtida com a solucao de
uma EDO.

6.2.4 Angulo estatico

Este problema valida a imposigao do angulo estatico por meio do termo [, cos O,v,-wp,
em uma gota inicialmente com 90°. Sao testados os angulos 45°, 90° e 135°. O programa
é rodado até que a gota chegue em seu estado de repouso, e seu perfil final é comparado
com o perfil da solugdo de uma EDO dada em Pozrikidis [39]. Nesta referéncia, é
possivel encontrar um programa em Matlab que resolver tal EDO. A EDO foi resolvida
com método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo de integracao ds = 0.0001.
O problema foi resolvido com o elemento TH2, com v =15, u =05, p=1eg=—1
(aceleragao da gravidade). A malha possui 454 elementos e 965 nés. O resultado pode

ser visto na Fig. (6.7).

6.2.5 Angulo dinamico 2D

Neste teste é verificado o quanto a dissipa¢do na linha de contato interfere no desvio
do angulo de contato do dngulo estatico. A configuragao inicial é uma gota de raio
estatico 1 depositada em um sélido, como ilustra a gota azul na Fig. (6.9). O gréfico
do angulo de contato pelo tempo foi feito para dois valores de coeficiente dissipagao (,

e podem ser vistos na Fig. (6.8).

v=10"° ~y=0.075, F=10"° At=2-10"".
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Figura 6.8: Angulo de contato dindmico com dissipacdo 8 = 107° na superficie sélido-
liquido, para dois valores diferentes de dissipacdo na linha de contato.

=T
e

Figura 6.9: Dindmica do dngulo de contato, em varios instantes diferentes. A cores indicam
os valores da presséao.

6.2.6 QOutros testes

Dois outros testes apenas para demonstracao foram feitos. O primeiro, é uma gota
em 3D inicialmente depositada em um substrato sélido, com angulo de contato de 90°.
Lentamente, a gota se contrai para o angulo estatico imposto (135°), como é visto na
Fig. (6.10).

O segundo teste é de uma gota pendente. Uma gota esta inicialmente em um teto,
e a acao da gravidade puxa a gota para baixo, modelando alguns perfis para gota que
podem ser vistos nas Fig. (6.11) e Fig. (6.12). fffff
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Figura 6.10: Angulo de contato dinidmico de uma gota 3D, com angulo estatico de 135°.
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Figura 6.11: Gota pendente bidimensional em varios passos de tempo, com angulo estatico
de 90°. As cores indicam a presséo.

2 e - 4
T

TUV

Figura 6.12: Gota pendente tridimensional em varios passos de tempo, com angulo estatico
de 45°.  As cores indicam a magnitude da velocidade que estd alinhada a
gravidade.
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Capitulo 7

Conclusao

No primeiro capitulo foi investigada com detalhes a formulacao ALE para as equagoes
de Navier-Stokes. Estudos numéricos comparando a precisao dos elementos (P;P;(GLS),
mini-elemento simplificado, Crouzeix-Raviart simplificado, e Taylor-Hood) foram fei-
tos, e, apesar de nao haver nenhuma surpresa com relagdo a convergéncia espacial,
algumas informagoes tteis nao tao divulgadas foram apresentadas, como por exemplo,
a aproximacao do elemento Crouzeix-Raviart (CR) apresentar um erro maior para a
pressdo em certos casos do que o elemento de TH2 (fato explicado em Chamberland
et al. [12]), e, ainda com o elemento CR, é melhor como base do espago descontinuo
da pressio o polindmio P;(K) do que o Py(K). Mostrou-se também que utilizando o
método de Crank-Nicolson com o método ALE na forma nao conservativa, obtém-se
convergéncia quadrética no tempo (pelo menos com os testes realizados), sem preocu-
pacoes com a GCL.

Ainda no primeiro capitulo, foi apresentado um método de como avangar com a
malha sem acoplar suas posigoes nodais com o sistema de equagbes (via Adams—
Bashforth), que converge com At?. Como trabalho futuro, ¢ interessante investigar
que condicoes de estabilidade este método explicito acarreta, comparando resultados
com os métodos monoliticos. Foi utilizado no trabalho malhas com elementos cur-
vos, que, como mostraram os testes, apresentam resultados mais precisos. Entretanto,
em simulacoes que envolvem grandes deformagoes, onde operagoes topoldgicas sobre a
malha sdo imprescindiveis, trabalhar com elementos curvos pode levar a dificeis com-

plicagoes, como a interpolagdo nos nés de alta ordem.



7. CONCLUSAO

Finalmente, foram apresentados alguns resultados sobre simulagbes da dinamica
de molhamento. Foram feitos testes que validam a teoria e o funcionamento de cada
componente do programa elaborado. Alguns testes com o calculo da forga superficial
Jr ¥V - w mostraram bons resultados com a versao modificada, entretanto, testes com
gostas estaticas sao muitos restritos. Futuramente, a modificagao sera investigada em
superficies genéricas. As ferramentas computacionais desenvolvidas abrem possibili-
dade para varios tipos de simulagoes de espalhamento com geométricas arbitrarias,

que serao exploradas em estudos mais complexos envolvendo fenémenos de superficie.
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