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Resumo

Este trabalho aborda o problema de planejamento de caminhos em robó-

tica móvel autônoma utilizando campos potenciais. Dentre as várias técnicas

de campos potenciais para controlar robôs, encontram-se as técnica de Cam-

pos Potenciais de Khatib1 (CP), Campo Potencial Harmônico (CPH), Campo

Potencial Orientado (CPO) e Campo Potencial Localmente Orientado (CPLO).

As técnicas CPH, CPO e CPLO são chamadas de técnicas baseadas em Pro-

blema de Valor de Contorno (PVC), pois são obtidas a partir de soluções de

Equações Diferenciais Parciais (EDP) Elípticas em uma determinada condi-

ção de contorno, é obtido um sistema planejador de caminhos. Tais técnicas

necessitam de uma etapa de solução de sistemas lineares, na qual se utiliza

métodos iterativos, decorrentes da aplicação do método de diferenças finitas

como solucionador das EDP. No presente trabalho, as técnicas de Campos

Potenciais baseados em PVC foram estudadas e implementadas (usando pro-

cessamento sequencial e paralelo), de modo a obter resultados de forma mais

rápida e confiável. Foram utilizadas arquiteturas paralelas do tipo manycore.

Finalmente, são feitas análises comparativas entre os vários métodos imple-

mentados. Todos os métodos estão prontos para serem incorporados tanto no

simulador quanto nos times de robôs em desenvolvimento pelo grupo Warthog

Robotics.

1Na literatura costuma ser chamado apenas de Campos Potenciais, o que pode gerar con-
flitos.
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Abstract

This works details the task o path planning in autonomous mobile ro-

bots using potential fields techniques. Among potential fields techniques to

control robots, there are Khatib’s Potential Field2 (KPF), Harmonic Potential

Field (HPF), Oriented Potential Field (OPF) and Locally Oriented Potential Fi-

eld (LOPF). The HPF, OPF and LOPF techniques are called Boundary Value

Problem (BVP) based, bacause they are obtained from numerical solutions of

Elliptic Partial Differential Equations (PDE) in a well-defined boundary condi-

tion.

These techniques go through a step of solving linear systems, in which is

used iterative methods, that came from numerical solution of PDE.

In this work, potential fields BVP based was studied and coded (using se-

quential and parallel architectures), to obtain results more quickly and relia-

bly.

And, finally, a comparative analyses of the various methods implemented

are made. All methods are ready to be incorporated in the intelligent systens

that are being developed by Warthog Robotics.

2In the literature, its common to call it as only Potential Fields, which may cause miscon-
ceptions
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CAPÍTULO

1
Introdução

A robótica é um dos campos de pesquisa que tem alcançado grandes desen-

volvimentos nos últimos anos. Inicialmente, os robôs foram utilizados para a

automação de processos de produção industrial. Aqueles robôs, por executa-

rem tarefas bem definidas e repetitivas, não necessitavam lidar com situações

imprevistas. Então, era possível programar todos as possíveis ações do agente

robótico para que ele as executem de forma satisfatória.

Porém, com o desenvolvimento tecnológico, os robôs começaram também

ser utilizados para outros propósitos tais como: entretenimento (jogos, brin-

quedos), medicina (cirurgia), e realização de tarefas em ambientes perigosos

ou de difícil acesso a humanos (espaciais, subaquáticos).

Nesse contexto, surgiram os robôs móveis autônomos com a proposta de

realizar uma variedade de tarefas mais complexas que seus antecessores, os

robôs industriais.

A principal limitação na utilização de robôs móveis está em como controlá-

los, ou seja, como criar programas capazes de operar estas máquinas com-

plexas. A complexidade cresce, ainda mais, quando considera-se, não apenas

um robô, mas uma equipe de robôs para realizar uma tarefa. Para tanto,

são necessárias técnicas que lhes permitam interagir de forma efetiva com

o ambiente. A parte essencial desta interação é o módulo de planejamento

de caminhos que cada robô utiliza para decidir suas ações e encontrar seu

caminho em um ambiente.

Em (Mackworth, 1993), foi sugerido que o ambiente de futebol de robôs é

adequado para se avaliar o desempenho de técnicas de robótica móvel autô-

noma e áreas próximas, como por exemplo: Visão Computacional, Inteligência

Artificial, Controle, Eletrônica, Mecânica. (Silva et al., 2009; Costa e Pegoraro,

1



2000; Kitano et al., 1995, 1997)

Através da adoção deste problema padrão (futebol de robôs) pode ser feita

a avaliação de várias teorias, algoritmos, desempenhos e arquiteturas, para

os quais uma grande variedade de tecnologias possam ser integradas e anali-

sadas. Uma das vantagens oferecidas pela adoção de um problema padrão é

que a avaliação do progresso de uma pesquisa pode ser claramente definida e

acompanhada.

O domínio de futebol de robôs é dinâmico e imprevisível, resultando num

domínio bastante complexo, que exige o uso de sistemas com alto grau de

autonomia, atuando em malha fechada1 e em tempo real. Diversos tópicos es-

pecíficos de pesquisa são oferecidos por este domínio, incluindo, entre outros:

• Completa integração entre percepção, ação e cognição num time de múl-

tiplos agentes robóticos;

• Definição de um conjunto de comportamentos reativos robustos para

cada agente, isto é, cada agente deve ser capaz de realizar tanto ações

individuais quanto colaborativas;

• Percepção em tempo real, robusta e confiável, incluindo rastreamento de

múltiplos objetos em movimento.

Técnicas de Campos Potenciais baseadas em Problemas de Valor de Con-

torno, como será visto adiante, passam por uma etapa de solução de sistemas

lineares, na qual se costuma utilizar algum método iterativo, como o relaxa-

mento por Gauss-Seidel. Tais métodos são paralelizáveis e podem ficar mais

rápido se assim for feito. Na última década, tem havido um crescente uso de

arquiteturas do tipo manycore (com centenas de cores, unidades de processa-

mento independentes), como as unidades de processamento gráfico, ou GPUs

(do inglês, Graphics Processing Unit), em diversas áreas, mas, principalmente,

na solução numérica de EDPs.

Até o início deste presente trabalho, não se encontrou na literatura traba-

lhos na área de planejamento de caminhos para robôs móveis que utilizassem

GPUs.

1.1 Objetivos

Este trabalho teve por finalidade o estudo e aprimoramento de técnicas de

planejamento de caminhos, que consistem em encontrar um caminho entre a

posição atual do robô2 e uma outra posição desejada, denominada meta. As

1o ambiente fornece feedback dos atos do agente robótico
2agente robótico

2



técnicas de planejamento de caminho abordadas neste trabalho são técnicas

de Campos Potenciais Baseados em Problema de Valor de Contorno, em que

a solução de uma Equação Diferencial Parcial (EDP), dada uma condição de

contorno, gera um caminho.

1.2 Organização do Texto

Este texto está organizado como a seguir:

No Capítulo 2, são apresentados os principais conceitos de EDP Elípticas,

bem como o Método das Diferenças Finitas, que transforma a EDP em um

sistema de equações algébricas lineares, bem como os métodos de solução de

sistemas lineares utilizados no decorrer deste trabalho.

No Capítulo 3, são apresentados os métodos de Campos Potenciais de Kha-

tib, Campos Potenciais Harmônicos, Campos Potenciais Orientados e Campos

Potenciais Localmente Orientados, bem como respectivos aspectos computa-

cionais.

No Capítulo 4 são apresentados aspectos da arquitetura CUDA e de GPUs,

bem como alguns detalhes da implementação dos métodos paralelizados em

CUDA.

No Capítulo 5, são apresentados conceitos de robótica necessários ao en-

tendimento do projeto. Também é apresentado o projeto de micro-robôs mó-

veis atualmente em desenvolvido numa parceria entre o Instituto de Ciências

Matemáticas e de Computação (ICMC) e a Escola de Engenharia de São Carlos

(EESC)

No Capítulo 6, são apresentados os testes de desempenho dos métodos

implementados neste trabalho, bem como uma análise dos resultados.

No Capítulo 7, são destacadas as principais contribuições do presente tra-

balho, bem como as limitações e trabalhos futuros.
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CAPÍTULO

2
Equações Diferenciais Parciais

Elípticas

Conforme o trabalho de (Smith, 1992) e (Ames, 1969), Equações Diferenci-
ais Parciais Elípticas1 surgem, geralmente, a partir de problemas de equilíbrio

que, por sua vez, são problemas de estado estacionário2, nos quais a configu-

ração de equilíbrio P em um domínio Ω é determinado através da solução de

uma equação diferencial dada pela Equação 2.1 sujeita a condições de con-

torno, isto é, P tem valores especificados à priori, na borda de Ω (Ω).

L(P ) = f (2.1)

em que L é um operador diferencial elíptico.

Uma definição mais rigorosa de EDP Elípticas é encontrada no trabalho de

(Gilbarg e Trudinger, 1983), em que é dito que a elipticidade de uma equação

diferencial é definida como a matriz de coeficientes [aij] da Equação 2.2 ser

positiva definida no domínio Ω.

L(P ) ≡ aij(x)DijP + bi(x)DiP + c(x)P = f(x) (2.2)

para i, j = 1, 2.

Uma das equações mais utilizadas é a Equação de Laplace (Equação 2.3)

(aqui retratada em duas dimensões). (Ames, 1969) diz que a equação de La-

place modela potencial gravitacional ou eletrostático, em pontos do espaço

1EDP Elíptica
2Do inglês Steady-State
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vazio.

∂2P (x, y)

∂x2
+
∂2P (x, y)

∂y2
= 0 (2.3)

Encontrar soluções explícitas de um Problema de Valor de Contorno (PVC)

nem sempre é possível. De acordo com (Smith, 1992), muitos problemas en-

contrados na prática não são simples e não podem ser solucionados de forma

a resultar em uma solução explícita ou, mesmo que se possua a solução explí-

cita, ela pode ser tão complicada que se prefere utilizar uma solução numérica.

Conforme (Larsson e Thomée, 2005), um dos primeiros métodos desenvol-

vidos para obter soluções numéricas de EDP é o método de diferenças finitas,

que consiste em procurar uma solução aproximada nos pontos de uma grade

regular finita de pontos, e uma aproximação da EDP é realizada através da

substituição de derivadas por diferenças finitas correspondentes. Então, isto

reduz o PVC a um sistema linear de equações algébricas.

2.1 Diferenças Finitas

Em (Smith, 1992), o método das diferenças finitas é desenvolvido, em um

primeiro momento, para funções de uma única variável. Posto desta forma,

seja P (x) com x ∈ R2. Define-se um espaçamento ∆x > 0. Aproxima-se o valor

de P (x) quando x = j×∆x pelo número pj (Equação 2.4), indexados pelo inteiro

j.

pj ≈ P (j∆x) (2.4)

Então, três aproximações comuns para a primeira derivada dP (x)
dx

são:

• Diferenças Atrasadas
pj − pj−1
∆x

(2.5)

• Diferenças Avançadas
pj+1 − pj
∆x

(2.6)

• Diferenças Centradas
pj+1 − pj−1

2∆x
(2.7)

Cada uma das Equações 2.5 - 2.7 é uma aproximação correta, que pode

ser provada a partir da expansão de Taylor (Smith, 1992) (se garantidas as

condições de regularidade apresentadas em (Guidorizzi, 2001) ):

P (x+∆x) = P (x) + (∆x)
dP (x)

dx
+
∆x2

2

d2P (x)

dx2
+
∆x3

6

d3P (x)

dx3
+O(∆x4)
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E, substituindo ∆x por −∆x, obtém-se

P (x−∆x) = P (x)− (∆x)
dP (x)

dx
+
∆x2

2

d2P (x)

dx2
− ∆x3

6

d3P (x)

dx3
+O(∆x4)

A partir destas duas expansões, é possível deduzir que

dP (x))

dx
=

P (x)− P (x−∆x)

∆x
+O(∆x)

=
P (x+∆x)− P (x)

∆x
+O(∆x)

=
P (x+∆x)− P (x−∆x)

2∆x
+O(∆x2)

Substituindo x por j∆x, pode ser visto que as Equações 2.5-2.6 são aproxi-

mações de ordem O(∆x) e a Equação 2.7 é uma aproximação de ordem O(∆x2).

Para a segunda derivada, a aproximação mais comum é a de diferença

central de segunda ordem (Equação 2.8)

d2P (x)

dx2
≈ pj+1 − 2pj + pj−1

∆x2
(2.8)

A justificativa é a mesma acima

d2P (x)

dx2
=

P (x+∆x)− 2P (x) + P (x−∆x)

∆x2
+O(∆x4)

Portanto, a aproximação da Equação 2.8 é de ordem O(∆x4).

Para funções de duas ou mais variáveis, aplica-se o método em cada uma

das variáveis

∂P (x, y)

∂x
=

P (x+∆x, y)− P (x, y)

∆x
+O(∆x)

≈ pi,j+1 − pi,j
∆x

ou

∂2P (x, y)

∂x2
=

P (x+∆x, y)− 2P (x, y) + P (x−∆x, y)

∆x2
+O(∆x4)

≈ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2

e assim por diante.

Por exemplo, a partir da Equação de Laplace (Equação 2.3) obtemos a apro-

ximação dada pela Equação 2.9, que por sua vez origina a equação de diferen-
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ças dada pela Equação 2.10.

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2
+O(∆x4) +

pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

∆y2
+O(∆y4) = 0 (2.9)

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2
+
pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

∆y2
= 0 (2.10)

Se o domínio da Equação 2.10 for discretizado em uma malha quadrada,

isto é, com ∆x = ∆x = δ, obtém-se a Equação 2.11.

pi,j =
pi,j+1 + pi,j−1 + pi+1,j + pi−1,j

4
(2.11)

2.1.1 Esquemas de Discretização

Quando a EDP elíptica contém derivadas parciais de primeira ordem (como

na Equação 2.12), existem várias formas para a discretização desta (de Oli-

veira Fortuna, 2000), como, por exemplo, centradas, upwind de primeira or-

dem3, upwind de segunda ordem4, QUICK, MSOU, HLPA e híbridos. Neste

trabalho, são utilizadas as centradas e upwind.

As diferenças centradas são as mais intuitivas. Utiliza a Equação 2.7 para

aproximar a derivada parcial de primeira ordem, como na Equação 2.13.

∂2P (x, y)

∂x2
+ f(x, y)

∂P (x, y)

∂x
= 0 (2.12)

∂2P (x, y)

∂x2
+ f(x, y)

∂P (x, y)

∂x
= 0

≡ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2
+ fi,j

pi,j+1 − pi,j−1
2∆x

= 0

≡ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1 + fi,j
∆x

2
(pi,j+1 − pi,j−1) = 0

≡ pi,j = (
2 + fi,j∆x

4
)pi,j+1 + (

2− fi,j∆x
4

)pi,j−1 (2.13)

Já as diferenças upwind, utilizam as Equações 2.5 - 2.6, dependendo do

sinal de f(x, y) (ou fi,j, discretizado). Caso o termo acompanhando a derivada

parcial de primeira ordem seja positivo (f(x, y) > 0), utilizar a Equação 2.6,

3Ou simplesmente upwind
4Ou SOU - Second Order Upwind

8



senão, utilizar a Equação 2.5.

Caso f(x, y) > 0

∂2P (x, y)

∂x2
+ f(x, y)

∂P (x, y)

∂x
= 0

≡ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2
+ fi,j

pi,j+1 − pi,j
∆x

= 0

≡ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1 + (fi,j∆x)(pi,j+1 − pi,j) = 0

≡ pi,j =
(1 + fi,j∆x)pi,j+1 + pi,j−1

2 + fi,j∆x
(2.14)

Caso f(x, y) < 0

∂2P (x, y)

∂x2
+ f(x, y)

∂P (x, y)

∂x
= 0

≡ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2
+ fi,j

pi,j − pi,j−1
∆x

= 0

≡ pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1 + (fi,j∆x)(pi,j − pi,j−1) = 0

≡ pi,j =
pi,j+1 + (1− fi,j∆x)pi,j−1

2− fi,j∆x
(2.15)

2.2 Solução Numérica de Sistemas Lineares

Conforme (Burden et al., 1978), sistemas lineares estão associados com

muitos problemas na engenharia e nas ciências, bem como com aplicações

da matemática às ciências sociais e ao estudo quantitativo de problemas de

negócios e da economia. Particularmente, a solução numérica de Equações

Diferenciais Parciais depende de uma etapa de solução numérica de sistemas

lineares.

Métodos numéricos para solução de sistemas de quações lineares são divi-

didos principalmente em dois grupos (Franco, 2008):

Métodos Diretos São aqueles métodos que forneceriam a solução exata, não

fossem os erros de arredondamento, com um número finito de passos.

Métodos Iterativos São aqueles que permitem obter a solução de um sistema
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linear com uma dada precisão, através de um processo infinito conver-

gente.

Em (Franco, 2008), é ressaltado o fato de que os erros de arredondamento

dos métodos diretos, em sistemas de grande porte, podem tornar a solução

sem significado, enquanto que em métodos iterativos os erros não se acumu-

lam. Já em (Burden et al., 1978) é dito que matrizes esparsas5 são frequente-

mente resolvidas utilizando-se técnicas iterativas.

Tais características fazem dos métodos iterativos os mais apropriados para

a solução numérica de sistemas lineares decorrentes de EDP.

Neste trabalho, alguns métodos iterativos serão abordados e, sempre que

possível, comparar uma versão sequencial com uma versão paralela deste.

Um método iterativo consiste em uma técnica para resolver um determi-

nado sistema linear Ax = b (Equação 2.16) que a partir de uma aproximação

inicial x(0) para a solução x, gera uma sequência de vetores
{
x(k)
}∞
k=1

, que con-

verge para x. Estas técnicas transformam o sistema Ax = b em um sistema

equivalente na forma da Equação 2.17, para alguma matriz T e algum vetor

c fixos. Após o vetor inicial x(0) ter sido obtido, a sequência de vetores para

aproximar a solução é gerada calculando-se como na Equação 2.18
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
... +

... +
. . . +

... =
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(2.16)

x = Tx+ c (2.17)

xk = Tx(k−1) + c para k = 1, 2, 3, . . . (2.18)

2.2.1 Jacobi-Richardson

A matriz A do sistema linear da Equação 2.16, pode ser decomposta como

na Equação 2.19.

A = L+D +R (2.19)

onde L = (lij) é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior

da matriz A, D = (dij) é uma matriz formada pela diagonal de A e R = (rij) é

uma matriz triangular superior formada pela parte superior da matriz A, ou

seja:

lij =

{
aij, se i > j

0, c.c.

5com um grande volume de entradas iguais a zero
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dij =

{
aij, se i = j

0, c.c.

rij =

{
aij, se i < j

0, c.c.

Supondo que det(D) 6= 0, o sistema linear original (Equação 2.16) pode ser

transformado na Equação 2.20. Então, pode ser definido o processo itera-

tivo da Equação 2.21, que é chamado de Método de Jacobi-Richardson. Pode

ser visto que o processo iterativo da Equação 2.21 está na forma padrão da

Equação 2.18, com T = −D−1(L+R) e c = D−1b.

Ax = b⇒
(L+D +R)x = b⇒

Dx = −(L+R)x+ b⇒
x = −D−1(L+R)x+D−1b

(2.20)

x(k) = −D−1(L+R)x(k−1) +D−1b (2.21)

Por hipótese, aii 6= 0, pois foi suposto que det(D) 6= 0. Então, antes de se

decompor a matriz A em L+D+R, cada linha da matriz A no sistema da Equa-

ção 2.16 pode ser dividida pelo correspondente termo da diagonal principal,

resultando na decomposição da Equação 2.22, onde A∗ é a matriz obtida após

divisão, I é a matriz identidade, L∗ e R∗ são as matrizes triangular inferior e

superior, respectivamente, de A∗, que são dados como nas Equações 2.23 -

2.24.

A∗ = L∗ + I +R∗ (2.22)

l∗ij =

 a∗ij =
aij
aii
, se i > j

0, c.c.
(2.23)

r∗ij =

 r∗ij =
aij
aii
, se i < j

0, c.c.
(2.24)

Assim, o processo iterativo da Equação 2.21, pode ser reescrito como na

Equação 2.25, onde b∗ é como na Equação 2.26, e é o vetor b obtido após a

divisão de A, anteriormente citada.

x(k) = −(L∗ +R∗)x(k−1) + b∗ (2.25)
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b∗i =
bi
aii
, para i = 1, 2, 3, . . . (2.26)

Pelo processo iterativo da Equação 2.25, não é necessário calcular a matriz

D−1. Este processo pode ser visto expandido na Equação 2.27. Neste processo,

devido a atualização simultânea de todas as equações do sistema linear, este

método também é conhecido por Método dos Deslocamentos Simultâneos ou,

simplesmente, Método de Jacobi (Franco, 2008).



x
(k+1)
1 = − a∗12x

(k)
2 − a∗13x

(k)
3 − . . . − a∗1nx

(k)
n + b∗1

x
(k+1)
2 = − a∗21x

(k)
1 − a∗23x

(k)
3 − . . . − a∗2nx

(k)
n + b∗2

x
(k+1)
3 = − a∗31x

(k)
1 − a∗32x

(k)
2 − . . . − a∗3nx

(k)
n + b∗3

... = − ... − ... − . . . − ... +
...

x
(k+1)
n = − a∗n1x

(k)
1 − a∗n2x

(k)
2 − . . . − a∗n,n−1x

(k)
n−1 + b∗n

(2.27)

2.2.2 Gauss-Seidel

Seja o sistema linear Ax = b, tal como no método de Jacobi-Richardson,

este sistema pode ser reescrito como (L∗+ I +R∗)x = b∗ (ver Equação 2.22). Tal

sistema, agora pode ser transformado como na Equação 2.28, que agora tem

a forma da Equação 2.17, com T = −(L∗ + I)−1R∗ e c = (L∗ + I)−1b∗.

Ax = b⇒
(L∗ + I +R∗)x = b∗ ⇒

(L∗ + I)x = −R∗x+ b∗ ⇒
x = −(L∗ + I)−1R∗x+ (L∗ + I)−1b∗

(2.28)

x(k) = −(L∗ + I)−1R∗x(k−1) + (L∗ + I)−1b∗ (2.29)

O processo iterativo da Equação 2.29 é conhecido como Método de Gauss-
Seidel. Pela Equação 2.29, pode ser visto que o método, nesta forma, necessita

do cálculo de (L∗ + I)−1. Este processo pode ser simplificado como na Equa-

ção 2.30
x(k) = −(L∗ + I)−1R∗x(k−1) + (L∗ + I)−1b∗ ⇒

(L∗ + I)x(k) = −R∗x(k−1) + b∗ ⇒
x(k) = −L∗x(k) −R∗x(k−1) + b∗

(2.30)

Pelo processo iterativo da Equação 2.30, não é necessário calcular a matriz

(L∗ + I)−1. Este processo pode ser visto expandido na Equação 2.31. Este

processo iterativo é também é conhecido por Método dos Deslocamentos Su-
cessivos, por utilizar componentes xki no cálculo de xkj , para j > i. (Franco,
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2008).



x
(k+1)
1 = − a∗12x

(k)
2 − a∗13x

(k)
3 − . . . − a∗1nx

(k)
n + b∗1

x
(k+1)
2 = − a∗21x

(k+1)
1 − a∗23x

(k)
3 − . . . − a∗2nx

(k)
n + b∗2

x
(k+1)
3 = − a∗31x

(k+1)
1 − a∗32x

(k+1)
2 − . . . − a∗3nx

(k)
n + b∗3

... = − ... − ... − . . . − ... +
...

x
(k+1)
n = − a∗n1x

(k+1)
1 − a∗n2x

(k+1)
2 − . . . − a∗n,n−1x

(k+1)
n−1 + b∗n

(2.31)

2.2.3 Weighted Jacobi

O Método Weighted Jacobi consiste em uma modificação no Método de Ja-

cobi com o objetivo de acelerar sua convergência. Tal modificação traduz-se

em uma ponderação entre x(k) e x(k+1)
J (aproximação obtida a partir do método

de Jacobi) tal como na Equação 2.32

x(k+1) = xk + ω
(
x
(k+1)
J − xk

)
com 0 < ω < 2 (2.32)

Realizando manipulações algébricas é possível mostrar que a forma padrão

(Equação 2.17) do método WJ resulta em T = (1 − ω)I + ω (D−1 (L+R)) e c =

−ωD−1b.

Se ω = 1, o método WJ recai no método de Jacobi. A escolha da constante

ω ótima depende das propriedades da matriz A da Equação 2.16.

2.2.4 Successive Over-Relaxation

Tal como na Sessão 2.2.3, o método de Gauss-Seidel pode ser modificado,

criando o método Successive Over-Relaxation (ou simplesmente SOR), como

na Equação 2.33.

x(k+1) = (1− ω)xk + ωx
(k+1)
GS com 0 < ω < 2 (2.33)

Realizando manipulações algébricas é possível mostrar que a forma padrão

(Equação 2.17) do método SOR resulta em T = (D − ωL)−1[(1 − ω)D + ωR] e

c = ω(D − ωL)−1b.

Analogamente a Sessão 2.2.3, se ω = 1, o método SOR recai no método de

Gauss-Seidel. A escolha da constante ω ótima depende das propriedades da

matriz A da Equação 2.16.
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2.3 Considererações Finais

Neste capítulo, foram apresentados os principais conceitos relacionados a

Equações Diferenciais Parciais Elípticas, que serão necessários para o enten-

dimento de alguns métodos de planejamento de caminhos, a saber: Campos

Potenciais Harmônicos, Campos Potenciais Orientados e Campos Potencias

Localmente Orientados.

Com a EDP transformada em uma equação de diferenças em um domínio

discreto, a molécula computacional (por exemplo, a Equação 2.11) pode ser

aplicada em cada ponto do domínio, gerando um sistema linear.

Então, o sistema linear pode ser resolvido utilizando qualquer um dos mé-

todos da Seção 2.2.
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CAPÍTULO

3
Campos Potenciais

A idéia de imaginar forças (como na física) atuando sobre um robô, de

forma a resultar em um comportamento, foi sugerida por (Khatib, 1980).

Tais técnicas são conhecidas como Campos Potenciais por construirem

uma função potencial, na qual obstáculos tem potenciais repulsivos e me-

tas tem potenciais atrativos. Seguindo a direção do gradiente descendente, é

sempre encontrada uma região de baixo potencial, isto é, longe de obstáculos

e cada vez mais próximo da meta. Algumas técnicas podem gerar mínimos lo-

cais espúrios (uma meta é um mínimo local não-espúrio) na função potencial,

que pode acabar comprometendo a eficácia da técnica, de forma que, mesmo

que exista um caminho até a meta, este não seja encontrado.

Neste trabalho serão abordadas três destas técnicas: Campos Potenciais

Harmônicos, Campos Potenciais Orientados e Campos Potenciais Localmente

Orientados.

Para facilitar a compreensão destes métodos, antes será apresentada uma

técnica de campos potenciais mais antiga e simples, denominada Campos Po-
tenciais de Khatib.

3.1 Campos Potenciais de Khatib

Neste método, obstáculos exercem forças repulsivas e a meta aplica uma

força atrativa sobre o robô e, com estas calcula-se a força resultante sobre o

robô.

Tendo em vista que este é um método de baixo custo computacional (pois

necessita apenas somar vetores), esta técnica tem sido muito utilizada em
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planejamento de trajetórias de robôs móveis que necessitam navegar por am-

bientes desconhecidos e/ou dinâmicos evitando colisões com obstáculos.

Até meados da década de 80, o método de campos potenciais era utili-

zado com um modelo conhecido de mundo, i.e.,com formas geométricas pré-

definidas representando obstáculos ou, então, o caminho era gerado a priori.
No entanto, (Brooks, 1986; Arkin, 1989) foram os pioneiros em utilizar a téc-

nica de campos potenciais de forma reativa, ou seja, para cada novo passo

do robô, uma nova força resultante seria calculada para direcionar seu movi-

mento. Esta característica reativa tornou o método muito eficiente para robôs

realizarem tarefas em ambientes desconhecidos e/ou com dinamismo. Dentro

deste paradigma, a cada instante de tempo, sensores captam o estado do am-

biente e então uma força resultante é calculada para direcionar a trajetória do

robô.

A seguir, será mostrado como (Faria, 2006) realizou os cálculos das forças

de repulsão, atração à meta e da força resultante, embora outros modelos de

forças vetoriais possam ser criados para representar outros tipos de compor-

tamentos.

FORÇA DE REPULSÃO Na Figura 3.1(a) mostra-se que a força de repul-

são decai ao se afastar de um obstáculo, pois a força de repulsão (
−→
Fr) é de-

finida como um vetor cujo módulo é inversamente proporcional ao quadrado

da distância (d) entre o robô (R) e objeto observado (O) (Figura 3.1(b)). O vetor

(a) Força repulsiva na vizi-
nhança de um obstáculo

(b) Força repulsiva do objeto
O sobre um robô localizado
em R

Figura 3.1: Força Repulsiva(Faria, 2006)

−→
Fr também pode ser representado por suas componentes: módulo e direção,

apresentados na Equação (3.1).

|
−→
Fr| =

Q

d2
e θ−→

Fr
= arctan

(
−∆y

−∆x

)
(3.1)

sendo que: Q representa um escalar constante de repulsão; arctan é uma fun-

ção na qual se considera os sinais de ∆x e ∆y para fornecer o ângulo correto
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cuja tangente seja (−∆y/−∆x); e os sinais negativos de ∆x e ∆y fornecem uma

direção oposta ao objeto detectado (O).

Para calcular a força de repulsão para vários obstáculos, deve-se fazer o so-

matório dos vetores das forças de repulsão geradas, como mostrado na Equa-

ção.(3.2).
−→
FR =

∑
i

(−→
Fr

)
i

(3.2)

onde
(−→
Fr

)
i
é a força de repulsão agindo sobre o robô devido ao objeto i.

FORÇA DE ATRAÇÃO Na Figura 3.2(a) e Figura 3.2(b) mostra-se o campo po-

tencial de atração, no qual deve-se considerar |
−→
Fa| constante para que o agente

seja atraído pela meta mesmo estando distante da mesma (Equação (3.3)).

(a) Força atrativa cons-
tante

(b) Força atrativa entre o
robô R e a meta M

Figura 3.2: Força Atrativa (Faria, 2006)

|
−→
Fa| = C e θ−→

Fa
=

(
∆y

∆x

)
(3.3)

no qual C representa um escalar constante de atração. Note que ∆x e ∆y

diferem da equação (3.1) por não estarem acompanhados do sinal negativo.

Como resultado, a direção do vetor força de atração será na direção da meta.

FORÇA RESULTANTE Ao realizar a soma dos vetores força de atração e

força de repulsão obtém-se a força resultante dada pela equação (3.4).

−→
F =

−→
FR +

−→
Fa (3.4)

Para ilustrar a superposição dos campos de atração e repulsão, mostra-

se na Figura 3.3(a) o campo de atração gerado pela meta, na Figura 3.3(b) o

campo de repulsão gerado por dois obstáculos e na Figura 3.3(c) a soma dos

campos de atração e de repulsão.

Porém, nem sempre há garantias de se chegar até a meta, ainda que exista

um caminho, como pode ser visto nas Figuras 3.4 (a) (d).
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(a) Potencial atrativo da
meta

(b) Potencial repulsivo de
dois obstáculos

(c) Soma destes dois cam-
pos

Figura 3.3: Força Resultante(Faria, 2006)

(a) Ambiente 1 (b) Ambiente 2

(c) Ambiente 3 - Situaçao 1 (d) Ambiente 3 - Situação 2

Figura 3.4: Mínimos locais gerados pela anulação das forças de atração e
repulsão.(Faria, 2006)

3.2 Campos Potenciais Harmônicos

Os sistemas de planejamento que utilizam campos potenciais têm sido bas-

tante utilizados (Pacheco e Costa, 2002; Gomes e Campos, 2001; Faria e Ro-

mero, 2000; Borenstein e Koren, 1989, 1991; Brooks, 1986; Krogh e Thorpe,

1986; Newman e Hogan, 1987; Krogh, 1984), embora este método possua li-

mitações, que possam diminuir a eficiência do sistema.
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O problema de mínimos locais foi solucionado no trabalhos de (Connolly

et al., 1990), com a utilização de funções harmônicas para o cálculo do campo

potencial de ambientes nos quais as posições de paredes, objetos e metas

sejam conhecidas.

∇2P = 0 para P : R2 7→ R (3.5)

As funções harmônicas utilizadas são soluções para a equação de Laplace

(Equação 3.5) (Figueiredo, 2005; Strauss, 1992; Courant e Hilbert, 1962),

sendo que estas possuem propriedades muito úteis ao desenvolvimento de

sistemas de controle robótico, resultando em um método com as seguintes

características (Faria, 2006):

Integridade - o método fornece um sistema de planejamento completo, ou

seja, é garantido encontrar um caminho livre entre dois pontos, caso ele

exista.

Robustez - é capaz de lidar com a presença de obstáculos não conhecidos a

priori.

Então, pode ser definido um PVC na região de atuação do robô utilizando

a condição de Dirichlet(Gilbarg e Trudinger, 1983; Smith, 1992; Figueiredo,

2005; Strauss, 1992) com, potencial alto (normalmente 1) para obstáculos e

potencial baixo para a meta (normalmente 0).

A partir de uma solução numérica da Equação 3.5, são extraídas as linhas
de força, com base no gradiente descendente(Connolly et al., 1990; Connolly e

Grupen, 1993) do potencial, que direcionam o robô para sua meta, desviando

de obstáculos. Sendo assim, dada a posição de um robô em uma determinada

célula (i, j), a direção a ser seguida Φ pode ser calculada como:

Φ = arctan(pi−1,j − pi+1,j, pi,j−1 − pi,j+1) (3.6)

na qual, Φ pertence ao intervalo [−π, π].

As soluções da equação de Laplace não possuem mínimos e máximos lo-

cais no interior de um conjunto (Gilbarg e Trudinger, 1983; Figueiredo, 2005;

Strauss, 1992), e assim, caso exista um caminho, o objetivo é sempre alcan-

çado seguindo-se as linhas de força. Esta propriedade pode ser observada na

Figura 3.5, na qual é mostrado o CPH para três ambientes distintos, idênticos

aos ambientes das Figuras 3.4(a)-(d).

Utilizando o método das diferenças finitas, apresentado na Seção 2.1, a

equação de Laplace pode ser discretizada como na Equação 2.11.
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(a) Ambiente 1 (b) Ambiente 2 (c) Ambiente 3

Figura 3.5: Exemplo de Campos Potenciais Harmônicos (CPH), o qual não
apresenta mínimos locais.(Faria, 2006)

3.2.1 Pseudocódigo

O Algoritmo 1 mostra o pseudocódigo do Gauss Seidel como iterador do

CPH, em versão sequencial. Alguns procedimentos, como getPotential e setPo-
tential, bem como algumas estrutuas, como o Ambiente e, que no caso do CPH,

contém as posições dos obstáculos, robôs e meta, dimensões das grades, uma

grade de potenciais, uma grade de ocupação e etc., são omitidos aqui por sim-

plicidade. Já o Algoritmo 2, getNeighborhood, por não ser o algoritmo trivial

de busca por vizinhos, é detalhado a seguir.

O Algoritmo 1 consiste em substituir, sistematicamente, o potencial (valor

armazenado numa determinada célula da grade) por uma média aritmética

dos seus vizinhos. Com este novo potencial, é obtida uma medida de distância,

que poderá ser usada como um critério de convergência, pelo método, função

ou procedimento que estiver chamando o Algoritmo 1.

Baseando-se em algumas propriedades da implementação feita neste tra-

balho, o algoritmo para encontrar os vizinhos de uma determinada célula pode

ser otimizado (menos comparações são feitas) e fica como no Algoritmo 2.

3.3 Campos Potenciais Orientados

As soluções da equação de Laplace (Equação 3.5) garantem que a geração

dos campos potenciais não irão apresentar mínimos locais, no entanto, este

é apenas um caso particular de um conjunto maior de funções que também

apresentam esta característica.

Em (Prestes, 2003), é apresentada uma família de soluções de uma EDP

elíptica (Equação 3.7), que também não apresenta mínimos locais.

∇2P + ε 〈∇P, v〉 = 0 (3.7)
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Algoritmo 1 Iterator Gauss Seidel do CPH
requer Um ambiente e para CPH
garante Uma iteração do método de Gauss-Seidel, em CPU, aplicado ao grid

contido em e
1: procedimento CPH_GS(e)
2: error ← 0
3: j ← 0
4: repita
5: i← 0
6: repita
7: se FreeCell = getOccupancy(e, j, i) então
8: oldPotential← getPotential(e, j, i)
9: (top, bottom, left, right)← getNeighborhood(e, j, i) . Algoritmo 2

10: newPotential← (right+ left+ top+ bottom)/4
11: error ← error + (newPotential − oldPotential)2
12: setPotential(e, j, i, newPotential)
13: fim se
14: i← i+ 1
15: até i > getHeight(e)
16: j ← j + 1
17: até j > getWidth(e)
18: retorna error
19: fim procedimento

com ε ∈ R, v ∈ R2 e ||v|| = 1.

Pode-se observar que a equação de Laplace (Equação 3.5) é um caso espe-

cial da Equação 3.7, quando ε = 0.

Devido a influência do vetor v na orientação do campo gradiente, esta abor-

dagem utilizando a Equação (3.7) foi denominada no trabalho de (Faria, 2006)

como Campos Potenciais Orientados 1 (CPO). Na Figura 3.6 é mostrado o

campo potencial gerado utilizando-se a equação (3.7) e a influência recebida

pela direção do vetor v.

Já nas Figuras 3.7(a) a 3.7(d), observa-se o comportamento que valores

diferentes de ε podem provocar no campo potencial. A variável ε pode ser vista

como a taxa de influência do vetor v sobre o campo potencial.

Na Figura 3.7(e) comparam-se as trajetórias seguidas com 0 ≤ ε ≤ 1.5, e é

possível verificar que, quanto maior o valor de ε, mais a trajetória se aproxima

da direção do vetor v. Contudo, o valor de ε não pode crescer indefinidamente,

a depender da discretização utilizada, como será mostrado posteriormente.

Podemos observar que na Figura 3.7(e), o uso de ε = 4 mostra um campo

instável que não garante uma trajetória até a meta.

1Oriented Potential Field (OPF )
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Algoritmo 2 Obtém vizinhança
requer Um ambiente e contendo um grid
requer Uma posição (j, i) no ambiente e
garante A vizinhança de Manhattan da célula (j, i)
1: procedimento GETNEIGHBORHOOD(e, j, i)
2: se i = 0 então
3: bottom← maxPotential
4: top← getPotential(e, j, i+ 1)
5: senão
6: se i+ 1 = height(e) então
7: bottom← getPotential(e, j, i− 1)
8: top← maxPotential
9: senão

10: bottom← getPotential(e, j, i− 1)
11: top← getPotential(e, j, i+ 1)
12: fim se
13: fim se
14: se j = 0 então
15: left← maxPotential
16: right← getPotential(e, j + 1, i)
17: senão
18: se j + 1 = width(e) então
19: left← getPotential(e, j − 1, i)
20: right← maxPotential
21: senão
22: left← getPotential(e, j − 1, i)
23: right← getPotential(e, j + 1, i)
24: fim se
25: fim se
26: retorna (top, bottom, left, right)
27: fim procedimento

3.3.1 Solução Numérica por Diferenças Centradas

Utilizando diferenças centradas, pode ser mostrado que a Equação 3.7 dis-

cretizada fica como na Equação 3.8.

pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

∆y2
+
pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

∆x2

+
ε

2

[
pi+1,j − pi−1,j

∆y
vy +

pi,j+1 − pi,j−1
∆x

vx

]
= 0

(3.8)

onde ε ∈ R e, v = (vx, vy) ∈ R2 e ||v|| = 1.

Como em (da Silva et al., 2008), assumindo que se está trabalhando em

uma malha quadrada, temos que h = ∆x = ∆y. Ainda, definindo λ = εh
2
,

encontra-se a molécula computacional da Equação 3.9, que é uma generali-
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(a) CPH sem influência de vetor (b) CPO com v = (1, 0)

(c) CPO com v = (1, 1) (d) CPO com v = (0, 1)

Figura 3.6: Influência do vetor v no campo potencial

zação2 da Equação 2.11.

pi,j =
1

4
[(1 + λvy)pi+1,j + (1− λvy)pi−1,j + (1 + λvx)pi,j+1 + (1− λvx)pi,j−1] (3.9)

Tal discretização impõe um limite em λ, como mostrado em (da Silva et al.,

2008). Isto é, conforme maior é ε, menor precisa ser o espaçamento da malha.

Então, o pseudocódigo fica como no Algoritmo 3. Quando ε < 2, observa-se

no Algoritmo 3 que o novo pontencial de uma determinada célula é uma média

ponderada dos seus vizinhos. Tal ponderação leva em conta o vetor v e o seu

módulo ε.

3.3.2 Solução Numérica por Diferenças Up-Wind

Neste trabalho, foi feito um estudo sobre o uso do esquema upwind para a

discretização do CPO, com a finalidade de ter um sistema de planejamento de

2como sugerido anteriormente, tomando ε = 0, implica em λ = 0
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(a) ε = 0.5; (b) ε = 1.0

(c) ε = 1.5 (d) ε = 2.0

(e) ε = 4.0 (f) comparação entre as trajetórias segui-
das de 3.7(a) a 3.7(d)

Figura 3.7: Várias taxas de influência ε em um campo potencial com v = (0, 1)

caminhos com menos limitações, que será detalhado nesta sub-seção.

A Equação 3.7 possui duas derivadas de primeira ordem, portanto, utilizar

diferenças centradas gerará uma molécula computacional diferente daquela

resultante das diferenças upwind.

Utilizando diferenças upwind, com ∆x = ∆y = h, podem ser definidos qua-

tro casos:
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Algoritmo 3 Iterator Gauss Seidel usando diferenças centradas do CPO
requer Um ambiente e para CPO
garante Uma iteração do método de Gauss-Seidel, em CPU, aplicado ao grid

contido em e
1: procedimento CPO_GS_C(e)
2: error ← 0
3: v.y ← sin(getVector(e))
4: v.x← cos(getVector(e))
5: λ← getEpsilon(e)/2
6: j ← 0
7: repita
8: i← 0
9: repita

10: se FreeCell = getOccupancy(e, j, i) então
11: oldPotential← getPotential(e, j, i)
12: (top, bottom, left, right)← getNeighborhood(e, j, i) . Algoritmo 2
13: newPotential ← ((1 + λv.x)right + (1 − λv.x)left + (1 + λv.y)top +

(1− λv.x)bottom)/4
14: error ← error + (newPotential − oldPotential)2
15: setPotential(e, j, i, newPotential)
16: fim se
17: i← i+ 1
18: até i > getHeight(e)
19: j ← j + 1
20: até j > getWidth(e)
21: retorna error
22: fim procedimento

Quando vx(x, y) > 0 e vy(x, y) > 0

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1
h2

+
pi+i,j − 2pi,j + pi−1,j

h2

+εvx
pi,j+1 − pi,j

h
+ εvy

pi+1,j − pi,j
h

= 0

Então, fatorando a expressão acima em p:

(
1

h2
+
εvx
h

)
pi,j+1 +

(
1

h2
+
εvy
h

)
pi+1,j +

(
1

h2

)
pi,j−1 +

(
1

h2

)
pi−1,j

+

(
−4

h2
− εvy

h
− εvx

h

)
pi,j = 0

E, isolando pi,j:

pi,j =
(1 + hεvx) pi,j+1 + (1 + hεvy) pi+1,j + pi,j−1 + pi−1,j

4 + hε (vy + vx)
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Quando vx(x, y) > 0 e vy(x, y) < 0

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1
h2

+
pi+i,j − 2pi,j + pi−1,j

h2

+εvx
pi,j+1 − pi,j

h
+ εvy

pi,j − pi−1,j
h

= 0

Então, fatorando a expressão acima em p:

(
1

h2
+
εvx
h

)
pi,j+1 +

(
1

h2

)
pi+1,j +

(
1

h2

)
pi,j−1 +

(
1

h2
− εvy

)
pi−1,j

+

(
−4

h2
+
εvy
h
− εvx

h

)
pi,j = 0

E, isolando pi,j:

pi,j =
(1 + hεvx) pi,j+1 + pi+1,j + pi,j−1 + (1− hεvy) pi−1,j

4 + hε (−vy + vx)

Quando vx(x, y) < 0 e vy(x, y) > 0

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1
h2

+
pi+i,j − 2pi,j + pi−1,j

h2

+εvx
pi,j − pi,j−1

h
+ εvy

pi+1,j − pi,j
h

= 0

Então, fatorando a expressão acima em p:

(
1

h2

)
pi,j+1 +

(
1

h2
+
εvy
h

)
pi+1,j +

(
1

h2
− εvx

h

)
pi,j−1 +

(
1

h2

)
pi−1,j

+

(
−4

h2
− εvy

h
+
εvx
h

)
pi,j = 0

E, isolando pi,j:

pi,j =
pi,j+1 + (1 + hεvy) pi+1,j + (1− hεvx) pi,j−1 + pi−1,j

4 + hε (vy − vx)

Quando vx(x, y) < 0 e vy(x, y) < 0

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1
h2

+
pi+i,j − 2pi,j + pi−1,j

h2

+εvx
pi,j − pi,j−1

h
+ εvy

pi,j − pi−1,j
h

= 0
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Então, fatorando a expressão acima em p:

(
1

h2

)
pi,j+1 +

(
1

h2

)
pi+1,j +

(
1

h2
− εvx

h

)
pi,j−1 +

(
1

h2
− εvy

h

)
pi−1,j

+

(
−4

h2
+
εvy
h

+
εvx
h

)
pi,j = 0

E, isolando pi,j:

pi,j =
pi,j+1 + pi+1,j + (1− hεvx) pi,j−1 + (1− hεvy) pi−1,j

4 + hε (−vy − vx)

Para um caso geral:

vx(x, y)
∂

∂x
P (x, y) = |vx|

pi,j+sgn(vx) − pi,j
h

vy(x, y)
∂

∂y
P (x, y) = |vy|

pi+sgn(vy),j − pi,j
h

(3.10)

onde

sgn(x) =



+1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0

Isto é,

pi,j =
(1 + hε|vx|) pi,j+sgn(vx) + (1 + hε|vy|) pi+sgn(vy),j + pi,j−sgn(vx) + pi−sgn(vy),j

4 + hε (|vy|+ |vx|)
(3.11)

Então, o pseudocódigo fica como no Algoritmo 4. Pode ser observado que

independentemente do valor de ε, o novo potencial de uma determinada célula

sempre será uma média ponderada entre os seus vizinhos.
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Algoritmo 4 Iterator Gauss Seidel usando diferenças upwind do CPO
requer Um ambiente e para CPO
garante Uma iteração do método de Gauss-Seidel, em CPU, aplicado ao grid

contido em e
1: procedimento CPO_GS_UP(e)
2: error ← 0
3: v.y ← sin(getVector(e))
4: v.x← cos(getVector(e))
5: ro.y ← 1+ getEpsilon(e) * abs(sin(v.y))
6: ro.x← 1+ getEpsilon(e) * abs(cos(v.x))
7: den = 2 + ro.x+ ro.y
8: j ← 0
9: repita

10: i← 0
11: repita
12: se FreeCell = getOccupancy(e, j, i) então
13: oldPotential← getPotential(e, j, i)
14: (top, bottom, left, right)← getNeighborhood(e, j, i) . Algoritmo 2
15: se v.y > 0 então
16: se v.x > 0 então
17: newPotential← (ro.x ∗ right+ left+ ro.y ∗ top+ bottom)/den
18: senão
19: newPotential← (right+ ro.x ∗ left+ ro.y ∗ top+ bottom)/den
20: fim se
21: senão
22: se v.x > 0 então
23: newPotential← (ro.x ∗ right+ left+ top+ ro.y ∗ bottom)/den
24: senão
25: newPotential← (right+ ro.x ∗ left+ top+ ro.y ∗ bottom)/den
26: fim se
27: fim se
28: error ← error + (newPotential − oldPotential)2
29: setPotential(e, j, i, newPotential)
30: fim se
31: i← i+ 1
32: até i > getHeight(e)
33: j ← j + 1
34: até j > getWidth(e)
35: retorna error
36: fim procedimento

3.4 Campos Potenciais Localmente Orientados

A técnica de Campos Potenciais Localmente Orientados3 (CPLO), foi pro-

posta em (Faria, 2006) e, consiste, basicamente, de uma modificação do CPO4.

O objetivo do CPLO é conduzir múltiplos agentes para a meta, através de

3Locally Oriented Potential Field (LOPF )
4que, por sua vez, é uma modificação do CPH
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diferentes direções (vetores), em um mesmo grid. Desta forma, vários robôs

podem seguir diferentes trajetórias, usando diferentes vetores, que os condu-

zem até a meta. Isto é obtido aplicando a Equação 3.7 somente em uma região

(denominada área de influência) em torno de cada robô. Normalmente, esta

região é definida como um círculo de raio fixo com centro na posição do robô.

E, para as outras regiões, é aplicada a Equação 3.5.

O CPLO pode ser descrito como na Equação 3.12.

∇2P (x, y) + ε(x, y) 〈∇P (x, y), v(x, y)〉 = 0 (3.12)

onde

ε(x, y) =


εk com εk ∈ R, caso (x, y) esteja

na área de influência do robô k

0 caso contrário

e,

v(x, y) =


vk com vk ∈ R2, e ||vk|| = 1, caso (x, y) esteja

na área de influência do robô k

−→
0 caso contrário

Figura 3.8: Uma situação que pode ocorrer dentro do ambiente de futebol de
robôs. As áreas cinzas indicam as regiões de influência de cada robô (da Silva
et al., 2008)

Pode ser visto pela Equação 3.12 que o CPLO mescla o CPO e o CPH, em

uma mesma malha.
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3.4.1 Solução Numérica por Diferenças Centradas

Utilizando diferenças centradas e seguindo o mesmo raciocínio da Seção 3.3,

pode ser encontrada a Equação 3.13.

pi,j =
1

4
[(1 + λi,jvx;i,j)pi+1,j + (1− λi,jvx;i,j)pi−1,j

+(1 + λi,jvy;i,j)pi,j+1 + (1− λi,jvy;i,j)pi,j−1]

(3.13)

Onde

λi,j =
hεi,j

2
≈ hε(x, y)

2
vx;i,j ≈ vx(x, y)

vy;i,j ≈ vy(x, y)

Então, o pseudocódigo do Gauss Seidel utilizando diferenças centradas fica

como no Algoritmo 5.

Figura 3.9: Um possível PVC, resultante da situação mostrada na Figura 3.8
(da Silva et al., 2008)
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Algoritmo 5 Iterator Gauss Seidel usando diferenças centradas do CPLO
requer Um ambiente e para CPLO
garante Uma iteração do método de Gauss-Seidel, em CPU, aplicado ao grid

contido em e
1: procedimento CPLO_GS_C(e)
2: error ← 0
3: j ← 0
4: repita
5: i← 0
6: repita
7: se FreeCell = getOccupancy(e, j, i) então
8: oldPotential← getPotential(e, j, i)
9: (top, bottom, left, right)← getNeighborhood(e, j, i) . Algoritmo 2

10: k ← 0
11: lessDist←∞
12: klessDist ← −1
13: repita
14: (xr, yr)← getRobotPosition(e, k);
15: dist←

√
(xr − j)2 + (yr − i)2

16: se dist < lessDist então
17: lessDist← dist
18: klessDist ← k
19: fim se
20: k ← k + 1
21: até k > getRobotListSize(e)
22: se lessDist < getRadiusOfInfluence(e) então
23: v.y ← sin(getVector(e, klessDist))
24: v.x← cos(getVector(e, klessDist))
25: λ← getEpsilon(e, klessDist)/2
26: newPotential← ((1 +λv.x)right+ (1−λv.x)left+ (1 +λv.y)top+

(1− λv.x)bottom)/4
27: senão
28: newPotential← (right+ left+ top+ bottom)/4
29: fim se
30: error ← error + (newPotential − oldPotential)2
31: setPotential(e, j, i, newPotential)
32: fim se
33: i← i+ 1
34: até i > getHeight(e)
35: j ← j + 1
36: até j > getWidth(e)
37: retorna error
38: fim procedimento
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3.4.2 Solução Numérica por Diferenças Upwind

Utilizando diferenças upwind e seguindo o mesmo raciocínio da Seção 3.3,

pode ser encontrada a Equação 3.14.

pi,j =
1

4 + hεi,j (|vy;i,j|+ |vx;i,j|)

[
(1 + hεi,j|vx;i,j|) pi,j+sgn(vx;i,j)

+ (1 + hεi,j|vy;i,j|) pi+sgn(vy;i,j),j + pi,j−sgn(vx;i,j) + pi−sgn(vy;i,j),j

] (3.14)

Então, o pseudocódigo do Gauss Seidel utilizando diferenças upwind é si-

milar ao apresentado no Algoritmo 5, bastando substituir o trecho de código

que começa na linha 22 e vai até a linha 29, pelo Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Iterator Gauss Seidel usando diferenças upwind do CPLO
se lessDist < getRadiusOfInfluence(e) então

v.y ← sin(getVector(e, klessDist))
v.x← cos(getVector(e, klessDist))
ro.y ← 1+ getEpsilon(e, klessDist) * abs(sin(v.y))
ro.x← 1+ getEpsilon(e, klessDist) * abs(cos(v.x))
den = 2 + ro.x+ ro.y
se v.y > 0 então

se v.x > 0 então
newPotential← (ro.x ∗ right+ left+ ro.y ∗ top+ bottom)/den

senão
newPotential← (right+ ro.x ∗ left+ ro.y ∗ top+ bottom)/den

fim se
senão

se v.x > 0 então
newPotential← (ro.x ∗ right+ left+ top+ ro.y ∗ bottom)/den

senão
newPotential← (right+ ro.x ∗ left+ top+ ro.y ∗ bottom)/den

fim se
fim se

senão
newPotential← (right+ left+ top+ bottom)/4

fim se

3.5 Estabilidade dos Métodos Numéricos aplicados ao

CPLO, CPO e CPH

Nesta seção será avaliado a estabilidade dos métodos de Jacobi-Richardson

e Gauss-Seidel (Burden et al., 1978; Franco, 2008; Ortega, 1972) aplicados

aos sistemas lineares resultantes dos métodos CPH, CPO e CPLO, através de

diferenças centradas e upwind. Embora a prova será feita apenas para o
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CPLO, pode ser vista que ela é valida para o CPH e para o CPO, pois ambos

são casos especiais do CPLO. Basta ver que quando ε(x, y) ≡ 0 e v(x, y) ≡ −→0 , o

CPLO se reduz ao CPH e, quando ε(x, y) = c ∈ R e v(x, y) = −→w ∈ R2 o CPLO se

reduz ao CPO.

Na Sub-seção 3.5.1, serão apresentados detalhes da prova da convergência

condicional das diferenças centradas para o CPLO e, na Sub-seção 3.5.2, de

forma sucinta, a prova da convergência incondicional das diferenças upwind

para o CPLO. As definições e teoremas utilizadas nestas Sub-seções encontram-

se no Apêndice A

3.5.1 Diferenças Centradas

Sem perda de generalização, na Equação 3.13, pode ser suposto que h = 1
5, obtendo-se a Equação 3.15, proposta em (Faria, 2006) .

pi,j =
1

4
(pi+1,j + pi−1,j + pi,j+1 + pi,j−1) +

εi,j
8

([pi+1,j + pi−1,j]vx;i,j + [pi,j+1 + pi,j−1]vy;i,j)
(3.15)

Suponha que P : Ω ⊆ <2 → < é como na Equação 3.12 e que Ω é discreti-

zado, com a propriedade de ser conectado por caminhos. Ao aplicar o método

das diferenças finitas para discretizar a Equação 3.12, o método de Gauss-

Seidel e o método de Jacobi Richardson convergem se aplicados ao sistema

linear resultante.

Sem perda de generalização, usando o exemplo da Figura 3.9, para cada

célula livre é aplicada a Equação 3.13, então, obtém-se a Equação 3.16.

p2,1 − 1
4

(p3,1 + p2,2) = 1
4

(p2,0 + p1,1)

p3,1 − 1
4

(p2,1 + p4,1 + p3,2) = 1
4

(p3,0)

...

(3.16)

Observe que as células pi,j do lado direito da igualdade fazem parte da con-

dição de contorno, ou seja, valores conhecidos, enquanto o lado esquerdo é

composto por células livres, ou seja, variáveis.

Para atualizar as células, pode ser adotada a orientação da esquerda para

a direita, de cima para baixo, tal como na Figura 3.9, para facilitar a notação,

5porque sempre é possível encontrar um fator de escala adequado durante o processo de
discretização do ambiente
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podemos considerar as variáveis como na Equação 3.17

x1 = p2,1, x2 = p3,1 , . . . , x21 = p22,1, x22 = p2,2 , . . . ,

x36 = p16,2, x37 = p18,2 , . . . , x41 = p22,2, x42 = p2,3 , . . .
(3.17)

Observe que p17,2 não é uma variável (já que faz parte da condição de con-

torno). Então, a Equação 3.16 pode ser vista como na Equação 3.18

1 −1
4

0 . . . 0 −1
4

0 . . .

−1
4

1 −1
4

. . . 0 0 −1
4

. . .

0 −1
4

1 . . . 0 0 0 . . .
...

...
... . . . ...

...
... . . .

0 0 0 . . . 1 0 0 . . .

−1
4

0 0 . . . 0 1 −1
4

. . .

0 −1
4

0 . . . 0 −1
4

1 . . .
...

...
... . . . ...

...
... . . .





x1

x2

x3
...

x21

x22

x23
...


=



1
4

(p2,0 + p1,1)
1
4

(p3,1)
1
4

(p4,1)
...

1
4

(p22,0 + p23,1)
1
4

(p1,2)

0
...


(3.18)

ou, simplesmente Ax = b, onde x ∈ <n é o vetor formado pelos pontos pi,j

pertencentes ao interior do domínio discretizado Ω, An,n ∈ L(<n) é uma matriz

que fornece relações de vizinhança entre os pontos pi,j e b ∈ <n é soma, dividida

por 4, dos vizinhos (dos pontos pi,j) que pertencem ao contorno do domínio.

Algumas proprieades deste sistema são importantes, como a seguir.

Suponha que q seja a linha do sistema linear relacionada ao ponto pi,j,

então aqq = 1 e, dois casos principais podem ser considerados:

• pi,j está na região de influência do k-ésimo robô.

– Se pi,j não tem vizinhança contida no contorno, então bq = 0 e∑n
r=0
r 6=q
|aqr| = 1

4

(
|1 + λvkx|+ |1− λvkx|+ |1 + λvky |+ |1− λvky |

)
;

– Se pi,j tem somente um vizinho satisfazendo a condição de contorno.

Supondo que este vizinho seja pi+1,j, então bq = 1
4
pi+1,j e∑n

r=0
r 6=q
|aqr| = 1

4

(
|1− λvkx|+ |1 + λvky |+ |1− λvky |

)
;

• pi,j não está na região de influência de qualquer um dos robôs.

– Se pi,j não tem vizinhança contida no contorno, então bq = 0 e
∑n

r=0
r 6=q
|aqr| =

1;

– Se pi,j tem somente um vizinho satisfazendo a condição de contorno.

Supondo que este vizinho seja pi+1,j, então bq = 1
4
pi+1,j e∑n

r=0
r 6=q
|aqr| = 3

4
;

34



Analogamente, o mesmo pode ser feito para outros casos (dois, três ou

quatro vizinhos6 no contorno ).

Considerando o que foi dito anteriormente, se o ponto pi,j não está na re-

gião de influência de qualquer um dos robôs, a linha q da matriz A satisfaz

a condição |aqq| ≥
∑n

r=0
r 6=q
|aqr|. E, caso pi,j tenha algum vizinho no contorno, a

inequação é estrita.

Por outro lado, caso pi,j esteja na região de influência do k-ésimo robô,

para que a matriz seja diagonalmente dominante, é preciso impor que |aqq| >∑n
r=0
r 6=q
|aqr|. isto é

•
(
|1 + λvkx|+ |1− λvkx|+ |1 + λvky |+ |1− λvky |

)
< 4, caso pi,j não tenha vizi-

nhos contidos no contorno.

•
(
|1− λvkx|+ |1 + λvky |+ |1− λvky |

)
< 4, caso pi+1,j esteja no contorno;

Novamente, de forma análoga, o mesmo pode ser feito para outros casos

(dois, três ou quatro vizinhos7 no contorno).

Analisando o pior caso, que é quando pi,j não tem vizinhos contidos no

contorno, e vk = (1, 0), vk = (0, 1), vk = (−1, 0) ou vk = (0,−1), obtém-se a

Equação 3.19.

|1− λ|+ |1 + λ| < 2 (3.19)

Resolvendo a Equação 3.19 em função de λ, obtém-se

|λ| < 1

O grafo associado a matriz A é fortemente conectado pois, por hipótese, a

discretização de Ω preserva a propriedade do domínio ser conexo por cami-

nhos. Levando em consideração uma da aplicação do método das diferenças

finitas é que se o ponto pr,s é vizinho do ponto pi,j então pi,j é vizinho de pr,s, e

disto se conclui que o grafo associado é não-dirigido.

Ainda, se for imposto que |λ| < 1, de acordo com a Definição 2, a matriz A é

diagonalmente dominante e irredutível.

Então, o Teorema 2 garante a convergência do método de Gauss-Seidel e

do método de Jacobi-Richardson aplicado ao sistema da Equação 3.18

Tal raciocínio pode ser transposto para a Equação 3.15 impondo |ε| < 2,

dado que é equivalente a impor |λ| < 1.

Pode ser visto que

|λ| = |ε|
2
<

2

2
= 1

então,

|λ| < 1

6vizinhança de Manhattan (Krause, 1986)
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3.5.2 Diferenças Upwind

Sendo feitas as mesmas considerações da Sub-seção 3.5.1, será feita aná-

lise do pior caso, que é o mesmo anterior, isto é,vk = (1, 0), vk = (0, 1), vk = (−1, 0)

ou vk = (0,−1). E, supondo, sem perda de generalização7 que εi,j > 0

|1|+ |1|+ |1|+ |1 + hεi,j| ≤ |4 + hεi,j| (3.20)

A desigualdade da Equação 3.20 verifica-se sempre. Caso a célula ana-

lisada tenha ao menos um vizinho no contorno, haverá uma desigualdade

(similar a da Equação 3.20), porém estrita.

Como existe ao menos uma célula com vizinhos no contorno, pode-se di-

zer que a matriz de iteração resultante da aplicação das diferenças upwind é

diagonalmente dominante e irredutível (ou estritamente diagonalmente domi-

nante num caso degenerado em que todas as células contém ao menos um

vizinho no contorno).

Então, a aplicação do método de Jacobi-Richardson ou o método de Gauss-

Seidel, utilizando as difereças upwind, para resolver o PVC do CPLO, é incon-

dicionalmente convergente. Isto é, não existe a limitação |λ| < 1 (ou |ε| < 2, a

depender da formulação do problema).

3.6 Análise dos métodos apresentados

A aplicação da técnica de Campos Potenciais de Khatib à navegação autô-

noma de robôs móveis pode apresentar algumas vantagens e desvantagens.

Entre as vantagens destacam-se (Faria, 2006):

1. o custo computacional bastante baixo se comparado a métodos no qual

se utilizam mapas;

2. o sistema é reativo, ou seja, nenhuma modificação precisa ser feita para

tratar os obstáculos dinâmicos pois o cálculo é refeito para cada nova

posição do robô;

3. é um sistema modular no qual as forças podem ser calculadas em para-

lelo o que facilita implementações em hardware.

Como desvantagem tem-se que o método não realiza exploração de am-

bientes, pois não guarda informações ou modelos do ambiente. Uma outra

desvantagem se refere as forças de atração e de repulsão, pois estas podem se

anular em determinados pontos, gerando mínimos locais. Na Figura 3.4(a),(b)

7Pois bastaria trocar o sinal de εi,j e multiplicar vk por −1 caso εi,j < 0

36



e (c) pode-se observar a presença de mínimos locais representados por células

em branco que não contém um vetor indicando a direção a ser seguida.

O problema de mínimos locais também pode gerar armadilhas no ambiente.

Na Figura 3.4(b) mostra-se uma destas armadilhas no qual um robô que se

aproxime pela parte superior do campo pode ser direcionado para um local

do qual não há saída. Já na Figura 3.4(c) o método não consegue gerar um

caminho até a meta pois esta tem sua força de atração anulada pelas paredes

que estão próximas.

Um outro problema do método é encontrar valores para as constantes de

atração (K) e de repulsão (Q) de forma a maximizar a eficiência do robô para

um determinado ambiente. Isto pode ser observado ao aumentar em 4 vezes o

valor de (Q) para o ambiente apresentado na Figura 3.4(b) obtendo-se o campo

mostrado na Figura 3.4(d). Pode ser notado que o problema da armadilha foi

solucionado no entanto a meta teve seu campo anulado pelo campo gerado

pelos obstáculos próximos a ela, e portanto, não existe um caminho que leve

a meta.

O método CPH, soluciona estes problemas do CP de Khatib e, têm sido

utilizado para os mais variados fins, não somente para o problema de planeja-

mento de caminhos para robôs. No trabalho de (Masoud, 2006), dois algorit-

mos são propostos para resolver o problema de encontrar o caminho mínimo

entre dois vértices de um grafo ponderado(Tenenbaum et al., 1995). E, no

trabalho de (Shi et al., 2007), é descrito um método para navegação autônoma

de navios.

O método CPO também compartilha da propriedade do CPH de não possuír

mínimos locais. Como visto nas Figuras 3.7(a)-(f), o módulo de ε pode ser

interpretado como a intensidade de influência de um vetor orientador.

Em (Faria, 2006), é descrito um Sistema Baseado em Regras que, junto ao

CPLO, é capaz de controlar um time de futebol de robôs de modo eficiente, com

comportamentos como, por exemplo, o de atacante, goleiro ou defesa. Assim

como no CPO, para que a solução numérica baseada em diferenças centradas

tenha garantia de ser consistente e estável, é necessário impor que |λ| < 1 (ou,

equivalentemente, |ε| < 2)(da Silva et al., 2008).

Porém, conforme mostrado na Sub-seção 3.5.2, é possível utilizar a discre-

tização upwind e, obter um método numérico incondicionalmente convergente.

De acordo com o que é dito em (Silva et al., 2010a), as limitações apontadas

por (Faria, 2006) são provenientes da discretização utilizada nas equações que

regem as técnicas de campos potenciais baseadas em problemas de valor de

contorno e, não das equações em si que, em sua definição, são contínuas.

Embora o CPLO permita controlar vários robôs utilizando uma mesma ma-

lha, isto não quer dizer que ele seja melhor. Se consideramos que cada agente
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tem uma meta específica e única, o uso de um grid por agente é o ideal.

No caso do futebol de robôs, por exemplo, a posição da bola não é a meta

de todos os robôs de um mesmo time pois, se assim fosse, haveria uma com-

petição entre os agentes.

Com o uso do CPO ou CPH é possível definir metas específicas para cada

agente, evitando que exista competição: Enquanto o agente com papel de go-

leiro tente defender o gol, o agente com papel de atacante poderia se posicionar

para uma jogada de contra-ataque.

Tanto o CPH, CPO como o CPLO podem ser utilizados como técnicas de

planejamento de caminhos em outros ambientes e aplicações que não sejam

o de futebol de robôs. Por exemplo, numa tarefa de exploração e mapeamento

de ambientes em um ambiente pouco estruturado.(Prestes, 2003)

3.7 Considerações Finais

Neste capítulo foram apresentadas as técnicas de campos potenciais mais

utilizadas, os campos potenciais de Khatib e os campos potenciais harmô-

nicos, bem como duas variações que adicionam funcionalidades aos campos

potenciais harmônicos, os campos potenciais orientados e o campos potenci-

ais localmente orientados.

Entre as possíveis aplicações das técnicas descritas neste capítulo, há as

diversas categorias das competições de futebol de robôs, descritas no Capí-

tulo 5.

38



CAPÍTULO

4
Arquiteturas Paralelas

Em (Moore, 1965), Gordon Moore apresentou o que hoje conhecemos como

Lei de Moore: “The number of transistors incorporated in a chip will approxima-
tely double every 24 months.”1. Podemos observar que os computadores estão

em constante evolução, e continuam seguindo a Lei de Moore, desde 1965.

Atualmente, temos microprocessadores com bilhões de transistores em

uma área de poucos centímetros quadrados. Novos processos são capazes

de produzir transistores com 22nm de comprimento, apenas 200 vezes maior

que o raio atômico de um átomo de Silício, elemento químico utilizado na

fabricação destes.

Conforme (Sutter, 2005; Post, 2011), até 2004 a frequência de operação

dos microprocessadores aumentava uma ordem de grandeza por década. Po-

rém, em 2004, devido a propriedades eletrônicas da tecnologia de fabricação

de chips de silício, tornou-se extremamente difícil aumentar a frequência de

operação sem elevar o consumo de energia a níveis inaceitáveis. Desde 2004,

os processadores não quebraram a barreira dos 4GHz.

Frequências de operação mais altas de operação, como 5GHz ou 6GHz po-

dem ser obtidas através de overclocking, porém, é necessário uso de nitrogê-

nio líquido a −196oC (ou 77K) no sistema de refrigeração. No site da AMD2

encontra-se um experimento com hélio líquido a −270oC (ou 4K), no qual um

processador atingiu a marca de 7GHz. Mas, tal uso além de diminuir a vida

útil do computador, é extremamente caro, chegando a custar algumas vezes

mais o preço do mesmo.

Então, pode ser visto que não é mais válida a interpretação Lei de Mo-

1O número de transistores em um chip dobrarão a cada 24 meses
2http://links.amd.com/LightSpeed
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ore ser da frequência de operação de um microprocessador aumentar expo-

nencialmente. A partir de 2004 fabricantes de microprocessadores passaram

a aumentar a quantidade de núcleos (cores) em cada processador, com isto

mantendo a Lei de Moore. Isto levou ao que atualmente chamamos de arqui-

teturas multicore (com algumas dezenas de núcleos) e manycore (com centenas

ou milhares de núcleos).

Os microprocessadores da Intel, que foram utilizados neste trabalho, po-

dem ser vistos como multicore, por conterem menos de 10 núcleos por pro-

cessador. Já os microprocessadores da NVidia(Nvidia, 2011) podém conter

centenas de núcleos.

Até 2004, as aplicações rodavam mais rapidamente, ano após ano, sem

que houvesse mudanças ou com mudanças pouco significativas no código.

Um programa desenvolvido para funcionar sequencialmente, não roda duas

vezes mais rápido em um processador com dois cores. Para isto, é preciso

estabelecer explicitamente que porções do código serão paralelizadas.

Ainda em (Post, 2011), ele descreve as implicações de um estudo do Natio-
nal Research Concil (NRC) do uso destas arquiteturas:

• Códigos massivamente paralelos são mais complexos que os seus equi-

valentes sequenciais, e as ferramentas de progração disponíveis são ru-

dimentares;

• Modificar aplicações existentes para explorar estas novas arquiteturas

será acompanhado de enorme esforço e pode nem ser possível, dado que

nem todo código sequencial pode ser paralelizado;

• As arquiteturas para computadores massivamente paralelos continuam

evoluindo rapidamente, então programadores estarão tentando atingir

um alvo em movimento.

Em (Flynn, 1972), estabeleceu uma taxonomia que, apesar de incompleta,

é utilizada até hoje devido a facilidade de compreensão. São quatro os tipos

de computadores:

SISD De Single Instruction, Single Data. É o computador clássico, serial ou

sequencial, a depender do autor.

Apenas uma única operação é executada em um determinado ciclo, bem

como apenas uma fonte de dados. É o tipo de computador mais comum

atualmente. (Barney, 2011) O fluxo de execução de um computador com

arquitetura SISD pode ser visto na Figura 4.1.

SIMD De Single Instruction, Multiple Data. É um tipo de computador pararelo,

no qual todas as unidade de processamento tem a mesma instrução.
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Figura 4.1: SISD: Single Instruction, Single Data (Barney, 2011)

Porém, cada unidade pode processar dados diferentes. Computadores

modernos que possuem unidades de processamento gráfico (Graphics

Processing Units - GPU) dedicadas, utilizam instruções do tipo SIMD.

(Barney, 2011) O fluxo de execução de um computador com arquitetura

SIMD pode ser visto na Figura 4.2.

Figura 4.2: SIMD: Single Instruction, Multiple Data (Barney, 2011)

MISD De Multiple Instruction, Single Data. É um tipo de computador pararelo,

no qual cada unidade de processamento pode ter uma sequência de ins-

truções única, porém, há uma única fonte de dados. Em (Barney, 2011)

é dito que poucos computadores com esta arquitetura foram construídos.

O fluxo de execução de um computador com arquitetura MISD pode ser

visto na Figura 4.3.

MIMD De Multiple Instruction, Multiple Data. É um tipo de computador pa-

rarelo, no qual cada unidade de processamento pode ter uma sequência

de instruções e fonte de dados únicas. Em (Barney, 2011), supercompu-

tadores, grids e clusters, e computadores multicore são exemplos desta

arquitetura.
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Figura 4.3: MISD: Multiple Instruction, Single Data (Barney, 2011)

O fluxo de execução de um computador com arquitetura MIMD pode ser

visto na Figura 4.4.

Figura 4.4: MIMD: Multiple Instruction, Multiple Data (Barney, 2011)

Uma das maneiras mais comuns de se medir o desempenho de uma arqui-

tetura paralela sobre uma arquitetura sequencial é calculando o speedup S,

como na Equação 4.1

S =
Ts
Tp

(4.1)

onde Ts é o tempo de execução do aplicativo numa arquitetura sequencial e Tp
é o tempo de execução do mesmo aplicativo numa arquitetura paralela.

4.1 CUDA

O primeiro passo para o surgimento das GPGPU (General-Purpose compu-

tation on Graphics Processing Units3), também grafado como GP2U, foi o sur-

3Programação de propósito geral em unidades de processamento gráfico
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gimento de GPUs que possibilitavam a reprogramação de shaders do pipeline
gráfico. Shaders podem ser vistos como pequenos funções que são chamadas

para realizar operações de renderização, transformações geométricas e outras

operações gráficas.

O principal tipo de shader é o pixel shader, que executa operações em cada

um dos pixels de um objeto e devolve a cor deste pixel. Para gerar a cor

de saída, o pixel shader pode utilizar várias informações como, por exemplo:

posição XY na tela, posição XYZ na cena, posição na textura, direção do vetor

normal a superfície e etc.

Um exemplo de como vários shaders podem ser aplicados ao mesmo objeto

pode ser visto na Figura 4.5. O shader A sempre retorna a mesma cor. O

shader B varia a cor baseando-se na coordenada Y. O shader C gera a cor

baseando-se nas coordenadas tridimensionais do objeto dentro da cena. O

shader D gera tons de cinza proporcionais ao coseno do ângulo entre o vetor

normal à superfície e o vetor de iluminação (“iluminação difusa”). O shader E

utiliza um modelo de iluminação mais complexo e adiciona textura ao objeto

e, o shader F intruduz uma perturbação no vertor normal.

Figura 4.5: Diversos pixel shaders aplicados a um bule (Ostrovsky, 2011)

Um outro pixel shader apresentado em (Ostrovsky, 2011) é um operador de
desfocagem4, como na Figura 4.6. Este shader é uma operação em um grid

(imagem) que leva em conta pontos vizinhos (pixels vizinhos). Abstraindo este

conceito, é possível aplicar um pixel shader praticamente identico ao anterior,

num grid, que resolve a equação do calor, como na Figura 4.1.

Uma vez demonstrada a capacidade das GPUs de resolvem problemas com

4blur operator
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Figura 4.6: Pixel shader que aplica uma transformação numa ima-
gem(Ostrovsky, 2011)

Figura 4.7: Pixel shader que aplica uma transformação num grid(Ostrovsky,
2011)

alto custo computacional (como encontrar a solução de uma Equação Diferen-

cial Parcial), fabricantes de GPUs passaram a fabricar GPUs para computação

de propósito geral (GPGPU). Isto se deu com a criação do conceito de kernel,

que é uma generalização de um pixel shader:

• Pixel shaders sempre atuam em um ambiente bi-dimensional, enquanto

um kernel pode trabalhar com espaços de dimensão N;

• Pixel shaders sempre retornam uma única cor. Kernels podem retornar

um número arbitrário de dados;

• Pixel shaders operam apenas com números ponto-flutuantes de 32 bits

(single float). Kernels, além disto, suportam o uso de números inteiros e

ponto-flutuantes de 64 bits (double float).

• Pixel shaders lêem dados de texturas, porém kernels podem ler dados de

praticamente qualquer lugar da memória da GPU.

O controle de fluxo de operação de aplicativos modernos costumam ser

complexos. Em (Ostrovsky, 2011), como exemplo, cita aplicações web, nas

quais é necessário a CPU comunicar-se com vários dispositivos, manter di-

versas estruturas de dados, posição de diversos elementos gráficos e etc. Não

só são tarefas distintas, como eles dependem uma das outras de muitas ma-

neiras. Já o controle de fluxo de um pixel shader é muito mais simples, pois

consiste em um rotina pequena, chamada milhões (senão bilhões) de vezes por

segundo, cada vez com uma entrada diferente. Então, um hardware otimizado

44



para rodar um pixel shader será diferente de um hardware otimizado para vi-

sualizar páginas web. Isto pode ser observado na Figura 4.8. Uma GPU des-

tina a maior parte dos transistores para as unidades lógico-aritméticas (ULA)5,

enquanto que uma CPU tem um controle de fluxo muito mais complexo, e

memória cache maior.

Figura 4.8: Alocação de transistores em uma CPU e em uma GPU(Nvidia,
2011)

Essa diferença entre CPU e GPU pode ser melhor acompanha nas Figu-

ras 4.9 e 4.10. Na Figura 4.9 pode ser visto que uma GPU comercial, acessível

a um usuário doméstico, é capaz de atigir mais de 1.5 teraflops por segundo,

isto é, 130 vezes mais rápido que o Deep Blue, supercomputador que em 1997

demonstrou a capacidade de uma máquina vencer um grande mestre em par-

tidas de xadrez.

Em 2006 surgiu a Compute Unified Device Architecture, ou simplesmente

CUDA, que é uma arquitetura que facilita o desenvolvimento de aplicações

voltadas a chipsets6 da Nvidia. Entre as diversas possibilidades apresentadas

pela Nvidia, há o C for CUDA, que é uma extensão da linguagem C que pode

gerar programas que rodam na GPU.

Uma GPU pode ter centenas de núcleos, mas, normalmente, eles não po-

dem se comunicar diretamente com todos. Dentro das placas da Nvidia, os

cores, chamados de stream processors (SP) são agrupados em multicores de-

nominados stream multiprocessors (SMP), como na Figura 4.11. Os primeiros

chipsets programáveis (G80(Nvidia, 2011)) tinham 8 SMPs com 16 SPs cada

um, totalizando 128 SPs. Os chipsets mais novos possuem 32 SMPs com 32

SPs cada um, totalizando 1024 SPs.

Esta organização física induz particularidades no desenvolvimento do soft-

ware, como por exemplo com quais SPs um SPs em particular pode cooperar

(apenas os SPs que estiverem no mesmo SMP), ou qual memória tem a menor

latência.
5ALU - Arithmetic Logic Unit
6Atualmente a Nvidia fornece unidades “GPGPU reais” (série Tesla), isto é, unidades que

sequer tem saída para monitores, servindo apenas para progração paralela.
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Figura 4.9: Comparação entre CPUs e GPUs em quantidade de operações de
ponto flutuante simples por segundo(Nvidia, 2011)

Figura 4.10: Comparação entre CPUs e GPUs em Largura de Banda da Me-
mória (Memory Bandwidth)(Nvidia, 2011)

No desenvolvimento de um software utilizando CUDA é necessário levar em
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Figura 4.11: Chipset simplificado de uma GPU (Nvidia, 2011)

conta a hierarquia de threads do CUDA, como na Figura 4.12. Quando um

kernel é lançado, as threads estão agrupadas em blocos que, por sua vez,

estão agrupados em um grid. Em chipsets mais antigos, os grids só poderiam

ser unidimensionais ou bidimensionais. Em chipsets modernos, é possivel ter

grids tridimensionais. A independência entre os blocos precisa ser levada em

conta, dado que para diferentes hardwares, eles poderão ser executados em

sequências diferentes, como na Figura 4.13.

Figura 4.12: Hierarquia de threads (Nvidia, 2011)

Nos chipsets mais antigos, somente um único kernel poderia ser proces-

sado por vez, limitando severamente o uso concorrente da GPU para proces-
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Figura 4.13: Escalabilidade automática (Nvidia, 2011)

samento gráfico e propósito geral em PCs com apenas uma GPU. Nos chipsets

mais novos, havendo disponibilidade, os kernels serão executados em para-

lelo. Isto pode ser observado na Figura 4.14

Figura 4.14: Execução sequencial de kernels em chipsets antigos e execução
concorrente de kernels em chipsets novos (Nvidia, 2011)

O compilador utilizado no C for Cuda é o NVidia C Compiler, ou nvcc. O
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nvcc separa o código que rodará em GPU e passa para CUDA C Compiler, ou

cudacc, e o código que rodará na CPU para o compilador C padrão do sistema

operacional (neste caso, o Gnu C Compiler, ou gcc).

Dentro da GPU há diversos tipos e acessos a memória. Os principais tipos

de memória, a saber, memória global (Figura 4.18), memória compartilhada

(Figura 4.17), memória local e registrador (Figura 4.16), são apresentados na

Figura 4.15, bem como sua respectiva localização no chip.

Figura 4.15: Localização física de memórias no dispositivo (Nvidia, 2011)

Figura 4.16: Memória local e registrador (Nvidia, 2011)

Figura 4.17: Memória compartilhada (Nvidia, 2011)

Figura 4.18: Memória global (Nvidia, 2011)
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4.2 Implementação em CUDA dos métodos de cam-

pos potenciais

Nesta seção, aspectos importantes da implementação em CUDA serão dis-

cutidos. Conforme dito anteriormente, a implementação em paralelo de um

código pode diferir significativamente da implementação sequecial.

A implementação em CUDA dos métodos de campos potenciais deste pro-

jeto foi idealizada de forma a encapsular todas as chamadas ao C for CUDA.

Isto deve-se a várias incompatibilidades que surgiram entre a API do CUDA

e outras APIs, especialmente a Qt, que fornece vários recursos necessários

ao desenvolvimento de um sistema inteligente, o qual o módulo de campos

potenciais é uma parte.

Tendo por base a implementação sequencial, a estrutrura do código ficou

como na Figura 4.19. Cada componente, tem uma função específica, como

segue:

BE de BASE ENVIRONMENT, é responsável por gerenciar as estruturas mais

básicas e comuns, como adicionar e remover obstáculos, metas, robôs a

serem controlados, robôs adversários (ou, em uma aplicação diferente de

futebol de robôs, poderia significar um agente robótico não controlável);

HPF de HARMONIC POTENTIAL FIELD, utilizando os recursos de BE para ge-

renciar os objetos do ambiente, é responsável por representar o ambi-

ente em uma grade7, tanto em CPU quanto em GPU. Também contém a

implementação do método de Campos Potenciais Harmônicos;

OPF de ORIENTED POTENTIAL FIELD, implementa o método de Campos Poten-

ciais Orientados;

LOPF de LOCALLY ORIENTED POTENTIAL FIELD, implementa o método de Cam-

pos Potenciais Localmente Orientados;

Para entender o funcionamento da estrutura, toma-se como exemplo o OPF,

adicionando um obstáculo, uma meta e um robô a ser controlado, e utilizando

o método de Gauss-Seidel. Ao adicionar cada um destes objetos, as funções

do componente OPF chamam funções do componente HPF, que adicionam as

informações dos objetos no grid e chamam funções do componente BE, que

adicionam as informações na estrutrura básica do ambiente. Em seguida, ao

chamar uma função que implementa o método de Gauss-Seidel, esta chama

uma função do componente HPF que retorna os endereços de memória dos

recursos alocados na GPU e na CPU. Então, de posse destas informações, e de

7ou grid
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um critério de parada pré-estabelecido, uma iteração consiste em lançar um

kernel com implementação do Gauss-Seidel e, logo em seguida, um segundo

kernel para o cálculo de estimativa de erro.

Implementado desta forma, encapsulado e compartimentado, espera-se

que manutenções futuras no código não sejam onerosas.

Figura 4.19: Diagrama dos módulos

Na Figura 4.20 é mostrado o fluxo de dados em uma iteração do método de

Gauss-Seidel aplicado ao CPO com discretização upwind. Os outros métodos

seguem o mesmo fluxo, com ressalvas respectivas particularidades, como no

caso do CPH que não envia dados de orientação (v e ε), enquanto que o CPLO

envia uma informação para cada robô e respectivo raio da área de influência.

A comunicação entre a GPU e a CPU é feita através da PCI Express x16,

em que a largura de banda de memória é de 8GB/s. Essa transferência pode

ser vista como o maior gargalo do código, dado que as taxas de transferência

entre a CPU ou a GPU e seu respectivo espaço de memória (Figura 4.10) é

muito maior.

A fim de evitar problemas de concorrência, foi adotado uma abordagem de

calculo de erro baseada no uso de dois kernels. Ao calcular o novo valor de

uma determinada célula da grade, o iterador calcula a “distância” entre estes

dois valores, tal como o código sequencial em CPU e, então, atribui este valor

em uma segunda grade, que tem o objetivo de armazenar os erros (grade de

erros na Figura 4.20). Então, um segundo kernel é lançado para efetuar a

redução de soma pararela8.

A função iteradora em CPU é responsável por fazer a movimentação dos

dados entre os espaços de memória da GPU e da CPU, chamar os kernels e,

8parallel sum reduction
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devolver o erro daquela iteração. Desta forma, todas as chamadas ao CUDA

estão encapsuladas, e uma aplicação que faça uso do sistema implementado

neste trabalho torna-se mais simples e clara.

Figura 4.20: Fluxo de uma iteração utilizando CUDA

O Algoritmo 7 descreve o iterador apresentado na Figura 4.20. Nas li-

nhas 1 a 5, são definidos os parâmetros das chamadas ao kernel iterador

(Algoritmo 8). Na linha 2, há uma compensação devido ao espalhamento, ou

hashing (Algoritmo 9), para evitar que os recursos da GPU sejam superestima-

dos. Nas linhas 6 e 7, o kernel (Algoritmo 8) é lançado para as células pretas

e vermelhas, de forma paralela sem concorrência.

A alocação de matrizes de forma linear (linhas ou colunas são enfileiradas),

permitiu otimizar e simplificar parte do código, como pode ser visto nas linhas

8 e 9, nas quais são definidos os parâmetros da chamada do kernel redutor.

Na linha 10, a chamada ao kernel iterador resulta em reductionGridSize somas

parciais, que são reduzidas com uma nova chamada ao kernel, na linha 11.

A forma com a qual este kernel foi implementada tem um limite teórico de

reductionGridSize × reductionBlockSize = 33553920, ou um grid de 5792 × 5792,

pois reductionBlockSize é fixado em 512, e reductionGridSize <= 65535. Com

isto, na linha 12, a soma reduzida de todo o grid de erros é trazida para a

memória da CPU e utilizada como parâmetro de retorno.

O Algoritmo 8 apresenta o kernel do iterador do CPO, utilizando RedBlack-

Gauss-Seidel e diferenças Upwind. Nas linhas 1 e 2, é obtida a posição (j, i)

da célula que será atualizada no grid, por esta cudathread. Na linha 3 é

executado o procedimento de espalhamento (hashing), que é apresentado no

Algoritmo 9. Nas linhas 4 a 6 é feita uma checagem para evitar que cudathre-

ads excedentes realizem cálculos indevidos. Nas linhas seguintes, o algoritmo

é igual ao conteúdo do laço de repetição da versão sequencial do Gauss-Seidel

utilizando Upwind, com a excessão da forma do cálculo de erro que, aqui não

é acumulado, sendo apenas guardado em um grid para posterior operação de

redução.
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Algoritmo 7 Iterador CUDA CPO Red-Black Gauss Seidel Upwind
requer Um ambiente e para CPO
garante O erro de uma iteração do método de Gauss-Seidel utilizando dife-

renças Upwind, em GPU, aplicado ao grid contido em e
1: procedimento CUDA_CPO_GS_UP(e)
2: iterationBlockSize← 32
3: dimGrid.x← round( width(e)/(2*iterationBlockSize) )
4: dimGrid.y ← round( height(e)/iterationBlockSize )
5: dimBlock.x← iterationBlockSize
6: dimBlock.y ← iterationBlockSize
7: iteratorGS_RB_UP_kernel<<< dimGrid,dimBlock >>>(e, 0) .

Algoritmo 8
8: iteratorGS_RB_UP_kernel<<< dimGrid,dimBlock >>>(e, 1) .

Algoritmo 8
9: reductionBlockSize← 512

10: reductionGridSize← round( width(e)*height(e)/ reductionBlockSize )
11: reduceKernel<<< reductionGridSize,reductionBlockSize >>>(e)
12: reduceKernel<<< 1,reductionGridSize >>>(e)
13: cudaMemcpy(error, deviceErrorBuffer(e) )
14: retorna error
15: fim procedimento

4.3 Considerações Finais

Neste capítulo foram apresentados conceitos de computação paralela que

serão utilizados para desenvolver este projeto, bem como aspectos da arquite-

tura CUDA e da implementação em C for CUDA dos métodos de planejamento

de caminhos. Pode ser visto que o pseudocódigo do Algoritmo 8 é similar com

a sua versão sequencial, no núcleo do Algoritmo 4, mas a forma como são

executados difere bastante. Em CPU, há uma ordem de execução bem estabe-

lecida, definida pelos índices dos laços j e i. Em GPU, não há uma ordem bem

estabelecida, sendo que grupos células estão sendo executadas paralelamente,

a depender do dispositivo utilizado.

Programação em CUDA, e em geral, programação em GPGPU, ainda é algo

recente e está em constante evolução. Ainda não há muitos recursos avança-

dos, como os disponíveis em CPU. Entre eles, por exemplo, o cacheamento de

memória precisa ser feito pelo desenvolvedor de forma explícita. Mesmo o uso

de recursividade, ensinado como ferramenta básica em cursos introdutórios

de programação, em GPU ainda não está completamente disponível.
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Algoritmo 8 CUDA CPO Red-Black Gauss Seidel Upwind Kernel
requer Um ambiente e para CPO
requer Uma flag hashF lag para identificar o tipo de célula (vermelha ou preta)
garante Uma iteração do método de Gauss-Seidel utilizando diferenças

Upwind, em GPU, aplicado ao grid contido em e
1: procedimento ITERATORGS_RB_UP_KERNEL(e, hashF lag)
2: i← blockIdx.y ∗ blockDim.y + threadIdx.y
3: j ← blockIdx.x ∗ blockDim.x+ threadIdx.x
4: (j, i)← rbHash(j, i, hashF lag) . Algoritmo 9
5: se i >= height(e) ou j >= width(e) então
6: retorna
7: fim se
8: se FreeCell = getOccupancy(e, j, i) então
9: oldPotential← getPotential(e, j, i)

10: (top, bottom, left, right)← getNeighborhood(e, j, i) . Algoritmo 2
11: ro.y ← 1+ getEpsilon(e) * abs(sin(getVector(e)))
12: ro.x← 1+ getEpsilon(e) * abs(cos(getVector(e)))
13: den = 2 + ro.x+ ro.y
14: se sin(getVector(e)) > 0 então
15: se cos(getVector(e)) > 0 então
16: newPotential← (ro.x ∗ right+ left+ ro.y ∗ top+ bottom)/den
17: senão
18: newPotential← (right+ ro.x ∗ left+ ro.y ∗ top+ bottom)/den
19: fim se
20: senão
21: se cos(getVector(e)) > 0 então
22: newPotential← (ro.x ∗ right+ left+ top+ ro.y ∗ bottom)/den
23: senão
24: newPotential← (right+ ro.x ∗ left+ top+ ro.y ∗ bottom)/den
25: fim se
26: fim se
27: setErrorGrid(e, j, i, (newPotential − oldPotential)2)
28: setPotential(e, j, i, newPotential)
29: senão
30: setErrorGrid(e, j, i, 0)
31: fim se
32: retorna
33: fim procedimento
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Algoritmo 9 Red-Black Hashing
requer Uma flag hashF lag para identificar o tipo de célula (vermelha ou preta)
requer Uma posição (j, i)
garante Uma posiçao (j, i) espalhada de acordo com hashF lag
1: procedimento rbHash(hashF lag, j, i)
2: se hashF lag = 1 então
3: se (i mod 2) = 1 então
4: j ← (j ∗ 2) + 1
5: senão
6: j ← j ∗ 2
7: fim se
8: senão
9: se (i mod 2) = 1 então

10: j ← j ∗ 2
11: senão
12: j ← (j ∗ 2) + 1
13: fim se
14: fim se
15: retorna (j, i)
16: fim procedimento
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CAPÍTULO

5
Aplicações de Campos Potenciais

em Futebol de Robôs

Para desenvolver um time de robôs móveis1 autônomos2 capazes de dispu-

tar partidas de futebol robótico, é necessário uma abordagem multidisciplinar,

combinando conhecimento de diversas áreas, como mecânica, eletrônica, con-

trole, visão computacional, fusão de sensores em tempo real, comportamento

reativo, aprendizado, planejamento em tempo real, sistemas multi-agentes,

decisão estratégica e outras. No começo da década de 90, (Mackworth, 1993)

apresenta o ambiente de futebol de robôs como um benchmark para a ro-

bótica, e desde então, diversos pesquisadores tem utilizado este ambiente

como teste para suas pesquisas em robótica (Thomas e Stonier, 2002; Au-

gusto Silva Pereira et al., 2004). Alguns anos depois, a FIRA3 e a RoboCup4

surgiram como duas iniciativas de pesquisadores coreanos e japoneses, res-

pectivamente, neste sentido.

Em 95, foi fundado um comite organizado internacional no Korea Advanced
Institute for Science and Technology (KAIST) para tratar do “Micro-Robot World
Cup Soccer Tournament” (MiroSot). Em 96, em um encontro de verão, foi reali-

zada uma prévia da MiroSot, entre os dias 29 de julho e 4 de agosto, contando

com a participação de 30 equipes de 13 países. A primeira MiroSot viria a ser

realizada no mesmo ano, entre os dias 9 e 12 de Novembro, que contou com

a participação de 23 times de 10 países. O time Newton, do Newton Research

1capazes de se deslocar pelo ambiente
2durante sua operação, não existe um operador humano controlando o robô
3www.fira.net
4www.robocup.org
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Laboratories (sediado em Seattle, EUA), e o time SOTY, do KAIST, foram cam-

peão e vice-campeão mundial, respectivamente. Inicialmente, a FIRA focava

apenas no MiroSot. Atualmente, ela conta com várias categorias, algumas são

simuladas, isto é, simuladores de robôs são utilizados.

Paralelamente, em 93 foi iniciado um projeto intitulado Robot J-League5,

objetivando a criação de uma competição de robótica. Entretanto, diversos

pesquisadores de várias partes do mundo, requisitaram que a iniciativa fosse

extendida para um projeto internacional. Desta forma, o projeto foi rebati-

zado como Robo World Cup Initiative (RoboCup). Durante o Joint International
Conference on Artificial Intelligence (IJCAI-95), realizada em Montreal, Canadá,

em agosto de 1995, foi divulgado que a primeira RoboCup ocorreria em con-

junto com o IJCAI-97, em Nagoya. Ao mesmo tempo, foi decidido organizar

a Pré-RoboCup-96, a fim de identificar potenciais problemas associados com

a organização da RoboCup em larga escala. A pré-RoboCup-96 foi realizada

durante a International Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS-

96), Osaka, de 4 a 8 de novembro de 1996, contando com com oito equipes.

Embora em escala limitada, esta é a primeira competição de jogos de futebol

de robôs. Os primeiros jogos oficiais da RoboCup foram realizados em 1997

com grande sucesso, onde participaram mais de 40 equipes. Em (Kitano et al.,

1995, 1997), pode ser visto mais detalhes históricos desta iniciativa.

Ambas competições fornecem uma tarefa padrão para a pesquisa em robó-

tica móvel autônoma em tempo real, no qual os agentes necessitam colaborar

para resolver problemas dinâmicos. O objetivo final delas é que em futuro

próximo seja possível partidas de futebol entre robôs e humanos. Como diz

(Kitano et al., 1997), problemas-padrão em Inteligência Artificial (IA) são a

força motriz da pesquisa em IA. Um destes problemas-padrão mais conheci-

dos é o xadrez.

Ainda em (Kitano et al., 1997), o futebol de robôs é apresentado como um

ambiente multiagente. Durante um jogo, existem dois times competindo, com

o objetivo de vencer o adversário. O time oponente pode ser visto como obs-

táculo dinâmico do ambiente, que irão atrapalhar a realização da meta. Para

atingir a meta (ganhar o jogo), cada time necessita marcar gols, que pode ser

visto como uma sub-meta. Para atingir esta meta, cada agente precisa ser

rápido e ter um comportamento flexível e cooperativo, levando em conta si-

tuações globais e locais. Um time também pode ser visto como esquema de

planejamento cooperativo e distribuído em tempo real.

5 J-League é o nome da liga profissional de futebol japonês
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5.1 IEEE Very Small Size

A categoria IEEE Very Small Size é a única categoria em nível nacional que

permite o uso de micro-robôs móveis. Ela é equivalente a MiroSot, diferenciando-

se em dois aspectos principais: tamanho do campo e quantidade de robôs

por time. A categoria IEEE Very Small Size utiliza 3 robôs e um campo de

150cm×130cm, enquanto que a MiroSot tem duas categorias, uma com 5 robôs,

na qual é utilizada um campo com 220cm × 180cm e outra categoria com 11

robôs, na qual é utilizada um campo com 400cm× 280cm.

O objetivo de um time nesta categoria é obter o maior saldo de gols durante

uma partida (que tem dois tempos de 5 minutos e um intervalo de 10 minutos

entre estes).

5.2 USPDroids

A equipe USPDroids é composta por alunos de graduação e pós-graduação

(em sua maioria, bolsistas) do campus de São Carlos da USP. Iniciou suas

atividades em 2005, encerrando em 2010 e, obteve os seguintes títulos:

• TERCEIRO LUGAR na categoria IEEE Very Small Size na Latin American
Robots Competition, em Salvador/BA - 2008;

• VICE-CAMPEÃO na categoria IEEE Very Small Size na Competição Brasi-
leira de Robótica, em Brasília/DF - 2009.

• VICE-CAMPEÃO na categoria IEEE Very Small Size na Latin American Ro-
bots Competition, em São Bernardo do Campo/SP - 2010.

• TERCEIRO LUGAR na categoria RoboCup 2D Simulated Soccer League na

Latin American Robots Competition, em São Bernardo do Campo/SP -

2010.

Foi desenvolvido um time de futebol de robôs para participar de competi-

ções IEEE Very Small Size. Abaixo, segue alguns detalhes do sistema integrado

utilizado no futebol de robôs. Como pode ser visto em (Silva et al., 2009), o

time (Figura 5.2) é composto por quatro módulos (Figura 5.1):

• Visão Módulo responsável pela localização dos robôs e classificação entre

robôs aliados e robôs inimigos;

• Estratégia Módulo responsável pelas decisões (autônomas), do sistema.

• Eletrônica Módulo responsável pelo tratamento das informações recebi-

das via rádio, e controle dos motores.
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• Mecânica Módulo que constitui a parte física do robô (carcaça, rodas,

engrenagens e etc).

Figura 5.1: Visão geral dos módulos e suas relações de fluxo de informação

Figura 5.2: Campo oficial das competições IEEE Very Small Size e time USP-
Droids/2009

5.3 Warthog Robotics

Em 2011, as duas equipes de desenvolvimento de robôs capazes de dispu-

tar partidas de futebol robótico (USPDroids e GEAR) uniram-se, criando uma

nova equipe, chamada Warthog Robotics. Este ano, na Competição Brasileira

da Robótica, em São João Del Rei/MG, a equipe já obteu os seguintes títulos:
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(a) Robô sem a etiqueta que define
time

(b) Robô sem a tampa protetora

(c) Robô sem a placa eletrônica (d) Robô sem a bateria

(e) Robô sem o suporte da bateria

Figura 5.3: Fotos das partes internas do robô do time USPDroids/2009
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• TERCEIRO LUGAR na categoria Robocup Small Size League;

• VICE-CAMPEÃO na categoria RoboCup 2D Simulated Soccer League

• CAMPEÃO na categoria RoboCup 3D Simulated Soccer League

• CAMPEÃO na categoria IEEE Very Small Size

5.4 Simulador USPDroidsSS

De acordo com (Doi et al., 2010), para o desenvolvimento de uma estratégia

para um time de futebol de robôs, o uso de um ambiente de testes pode ser

vantajoso. Então, a utilização de um simulador de partidas de futebol de robôs

para testar a eficácia e eficiência das estratégias antes de colocá-las em prática

em um ambiente real, pode gerar economias em vários aspectos. Dentre estes:

• Não há desgaste de partes mecânicas e eletrônicas dos robôs, inclusive

decorrentes do uso normal, pois é comum no ambiente de futebol de

robôs haver colisões entre os agentes robóticos;

• Não há consumo de baterias, seja na carga armazenada ou na vida útil;

• É “instantâneo” reposicionar os robôs, caso necessário.

Além disto, não é necessário ter seis robôs funcionando pois pode-se simu-

lar o time adversário.

Uma simulação computacional consiste em empregar conceitos matemático-

físicos em computadores com o propósito de representar aspectos do mundo

real. O simulador USPDroidsSS é constituído de um ambiente virtual que

simula uma partida de Futebol de Robôs e a apresenta ao usuário de forma

interativa.

Existem simuladores de partidas de futebol de robôs como, por exemplo,

o simulador FIRA (FIRA, 2008), porém esses simuladores não oferecem o su-

porte necessário ao processo de teste pois foram desenvolvidos para equipes

de outras categorias e não para a categoria Very Small Size. Como solução,

a equipe USPDroids criou um simulador de código aberto compatível com os

padrões IEEE da categoria Very Small Size. Ainda pode ser ressaltado que

o simulador FIRA não oferece um bom ambiente para treino de algoritmos

inteligentes pois, por exemplo, não permite processamento em lote e/ou em

background.
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5.5 Considerações Finais

Neste capítulo foi descrito a plataforma robótica de onde dados serão ex-

traídos para a realização de testes.

Como dito anteriormente, o futebol de robôs engloba todas as dificuldades

da robótica móvel autônoma e, por ser uma tarefa padronizada, pode ser vista

como um benchmark, facilitando posteriores comparações de métodos.
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CAPÍTULO

6
Experimentos

Neste capítulo serão apresentadas as avaliações dos métodos apresentados

anteriormente. Para os algoritmos sequenciais foi utilizado um computador

com as configurações apresentadas na Tabela 6.1 e para os algoritmos para-

lelos, foi utilizada a GPU descrita na Tabela 6.2,

A seguir, serão apresentados a média do número de iterações e tempo (em

milisegundos), bem como intervalos de confiança com nível de significância

α = 0.05 para cada técnica de campos potenciais baseada em problemas de

valor de contorno descritas no Capítulo 3. Para cada técnica, também foi

calculado o speedup em relação ao Gauss-Seidel sequencial, que é método

mais comum e é considerado eficiente na literatura encontrada.

Não foram executados testes do método de Jacobi e Weighted-Jacobi se-

quenciais, pois estes são mais lentos que o Gauss-Seidel ou o SOR, em suas

versões sequenciais Franco (2008); de Oliveira Fortuna (2000).

Exceto quando estiver indicado o contrário, os testes utilizaram uma grade

de 85× 65 células com tolerância de erro menor do que 10−6.

Duas bases de dados foram utilizadas. A primeira delas, composta de da-

dos aleatórios, serviu para obter uma estimativa de wotimo do método WJR

(Weighted Jacobi-Richardson) e SOR (Successive Over-Relaxation). Ao utili-

zar uma base composta de dados aleatórios e uniformemente distribuídos,

acredita-se diminuir possíveis viés, explicados adiante.

A segunda base é composta de cinco minutos de estados sucessivos de

uma partida de futebol de robôs realizada no simulador USPDroidsSS entre

a estratégia utilizada na CBR/2010 e uma estratégia aleatória. Muitas das

vezes a diferença entre um estado num tempo t e o estado t+ 1 é tão pequena,

que o módulo de captura de dados do sistema da estratégia não é capaz de
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notá-las.

Também, devido ao uso de uma estratégia em particular, nem todos os pos-

síveis valores de ε e v são explorados, dado que a modificação nestas variáveis

é o que acaba por constituir grande parte de um sistema inteligente que utilize

estas técnicas.

Ainda, pode ser ressaltado a diferença na relaxação da primeira iteração

com as demais (Silva et al., 2010b). Como as modificações do ambiente entre

ciclos sucessivos é pequena, e o sistema linear resultante das EDPs que regem

os métodos aqui apresentados, a solução de ambos ciclos é bem similar, senão

igual. Então, muitas vezes o relaxador irá convergir em apenas uma única

iteração. Em (Silva et al., 2010b), foi mostrado que mais de 80% das execuções

do CPLO convergem em apenas uma iteração.

Tabela 6.1: Especificações do Computador
CPU i7-860 (Intel)

Instrução x86-64
Quantidade de Núcleos 4 (8 em HyperTheading)
Frequência dos Núcleos 2.8GHz
Tipo de Memória RAM DDR 3

Frequência da Memória RAM 1333MHz
Tamanho da Memória RAM 6GB
Máxima Largura de Banda 21GB/s

Tamanho do Cache L1 256KB
Tamanho do Cache L2 1MB
Tamanho do Cache L3 8MB
Sistema Operacional Ubuntu 10.04 (Lucid Lynx)

Kernel 2.6.32

Tabela 6.2: Especificações da GPU
GPU GTX480 (NVidia)

Instrução CUDA
Quantidade de SPs 480
Frequência dos SPs 700MHz

Quantidade de SMPs 15
Quantidade de SPs por SMPs 32

Tipo de Memória RAM GDDR5
Frequência da Memória RAM 1848MHz
Tamanho da Memória RAM 1.5GB
Máxima Largura de Banda 177.4GB/s
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6.1 Estimação de wotimo dos métodos SOR e WJR

Como dito anteriormente, antes de se executar os experimentos, buscou-se

por uma estimativa do w ótimo dos métodos. Nas Figuras 6.1 - 6.3 são apre-

sentados os valores encontrados para o CPH, CPO e CPLO, respectivamente.

Para o CPH, na Figura 6.1, foram obtidos os seguintes valores:

• SOR Sequencial: 1.9;

• SOR CUDA: 1.9;

• WJR CUDA: 1.8;

Figura 6.1: CPH - wotimo

67



Para o CPO, na Figura 6.2, foram obtidos os seguintes valores:

• Diferenças Centradas:

– SOR Sequencial: 1.9;

– SOR CUDA: 1.9;

– WJR CUDA: 1.8;

• Diferenças Upwind:

– SOR Sequencial: 1.5;

– SOR CUDA: 1.5;

– WJR CUDA: 1.8;

Figura 6.2: CPO - wotimo
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E, para o CPLO, na Figura 6.3, foram obtidos os seguintes valores:

• Diferenças Centradas:

– SOR Sequencial: 1.8;

– SOR CUDA: 1.8;

– WJR CUDA: 1.8;

• Diferenças Upwind:

– SOR Sequencial: 1.7;

– SOR CUDA: 1.9;

– WJR CUDA: 1.8;

Figura 6.3: CPLO - wotimo
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6.2 Avaliação do Epsilon

Na Figura 6.4, é mostrado a convergência do CPO com Gauss-Seidel, para-

lelo em CUDA e sequencial, com diferenças upwind e centradas, para vários

valores de ε.

Pode ser notado que todos os métodos convergem ε < 2, o que ilustra as

provas de convergência feitas durante este trabalho. Porém, não há garan-

tias de convergência, tampouco de divergência, para quando ε ≥ 2 usando

diferenças centradas. Neste experimento, para a particular configuração do

ambiente, apenas para ε > 3.4 que passou a haver divergência no caso das

diferenças centradas, enquanto que ao utilizar diferenças upwind convergiu

normalmente.

Figura 6.4: CPO / Gauss Seidel - ε
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6.3 Avaliação do CPH

Na Tabela 6.3, são apresentados os tempos de execução em milisegundos

dos métodos para solução do BVP associado ao CPH dos experimentos rea-

lizados. Tomando o tempo do Gauss-Seidel sequencial como base (5.38ms),

foram calculados os speedups (ganhos ou perdas de desempenho), como na

Tabela 6.4.

Tabela 6.3: CPH - Tempo de Execução
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 0.60 [0.58, 0.63]

WJR - - 0.39 [0.38, 0.41]
GS 05.38 [05.15, 05.62] 0.62 [0.60, 0.64]

SOR 05.20 [05.05, 05.36] 0.49 [0.49, 0.51]

Tabela 6.4: CPH - Speedup
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

JR - 8.97
WJR - 13.80
GS 1 8.68

SOR 1.04 10.98

Na Tabela 6.5, são apresentadas as quantidades de iterações dos mesmos

experimentos.

Tabela 6.5: CPH - Quantidade de Iterações
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 32.57 [30.84, 34.30]

WJR - - 24.16 [23.07, 25.26]
GS 19.40 [18.52, 20.21] 19.44 [18.59, 20.29]

SOR 17.65 [17.12, 18.17] 15.50 [15.04, 15.96]

Para o CPH, o método mais rápido, se for considerado o tempo de execução,

é o WJR em CUDA, (com média de 0.39ms por execução) enquanto que for

considerado a quantidade de iterações, o método mais rápido é o SOR em

CUDA (com média de 15.5 por execução).

Enquanto o WJR/CUDA fez, em média, 62 iterações por milisegundo, o

SOR/CUDA fez 32.
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6.4 Avaliação do CPO

Nas Tabelas 6.6 e 6.9, são apresentados os tempos de execução em mili-

segundos dos métodos para solução do BVP associado ao CPO, utilizando di-

ferenças centradas e upwind, respectivamente, dos experimentos realizados.

Tomando o tempo do Gauss-Seidel sequencial, em diferenças centradas, como

base (8.04ms), foram calculados os speedups, como na Tabelas 6.7 e 6.10. Nas

Tabelas 6.8 e 6.11, são apresentadas as quantidades de iterações dos mesmos

experimentos.

Pode ser observado que, para as diferenças centradas, como no CPH, o

WJR/CUDA é o mais rápido se for considerado tempo de execução, ou quan-

tidade de iterações por milisegundo, enquanto que se for considerado apenas

a quantidade de iterações, o SOR/CUDA é o mais rápido. Enquanto que para

as diferenças upwind, o método mais rápido é o SOR/CUDA, seja conside-

rando quantidade de iterações, quantidade de iterações por milisegundos, ou

milesegundos.

Tabela 6.6: CPO - Tempo de Execução - Diferenças centradas
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 0.55 [0.47, 0.63]

WJR - - 0.48 [0.40, 0.55]
GS 08.04 [07.70, 08.38] 0.69 [0.59, 0.79]

SOR 08.20 [07.29, 09.10] 0.55 [0.50, 0.60]

Tabela 6.7: CPO - Speedup - Diferenças centradas
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

JR - 14.62
WJR - 16.75
GS 1 11.65

SOR 0.98 14.62

Tabela 6.8: CPO - Quantidade de Iterações - Diferenças centradas
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 34.35 [28.70, 39.99]

WJR - - 29.51 [24.33, 34.70]
GS 17.17 [16.46, 17.90] 10.96 [09.84, 12.88]

SOR 16.41 [14.61, 18.22] 13.62 [11.87, 15.37]
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Tabela 6.9: CPO - Tempo de Execução - Diferenças upwind
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 0.57 [0.50, 0.67]

WJR - - 0.52 [0.43, 0.60]
GS 11.01 [09.27, 12.75] 0.75 [0.64, 0.86]

SOR 07.91 [06.87, 08.94] 0.48 [0.43, 0.54]

Tabela 6.10: CPO - Speedup - Diferenças upwind
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

JR - 14.11
WJR - 15.46
GS 0.73 10.72

SOR 1.02 16.75

Tabela 6.11: CPO - Quantidade de Iterações - Diferenças upwind
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 34.96 [29.15, 40.76]

WJR - - 29.93 [24.60, 35.26]
GS 23.54 [19.84, 27.24] 22.08 [18.62, 25.54]

SOR 16.34 [14.22, 18.46] 13.62 [11.87, 15.37]

6.5 Avaliação do CPLO

Nas Tabelas 6.12 e 6.15, são apresentados os tempos de execução em mi-

lisegundos dos métodos para solução do BVP associado ao CPO, utilizando

diferenças centradas e upwind, respectivamente, dos experimentos realiza-

dos. Tomando o tempo do Gauss-Seidel sequencial, em diferenças centradas,

como base (29.18ms), foram calculados os speedups, como na Tabelas 6.13 e

6.16. Nas Tabelas 6.14 e 6.17, são apresentadas as quantidades de iterações

dos mesmos experimentos.

Pode ser observado que, diferentemente do CPO, o WJR/CUDA, para di-

ferenças upwind é o mais rápido se for considerado tempo de execução, ou

quantidade de iterações por milisegundo, enquanto que o SOR/CUDA é mais

rápido se for considerado apenas a quantidade de iterações. Já para as dife-

renças centradas, o SOR/CUDA é o mais rápido nos três aspectos levantados.
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Tabela 6.12: CPLO - Tempo de Execução - Diferenças Centradas
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 0.88 [0.73, 1.02]

WJR - - 0.75 [0.63, 0.86]
GS 29.18 [22.89, 35.48] 1.16 [0.99, 1.34]

SOR 21.30 [18.88, 23.72] 0.70 [0.64, 0.77]

Tabela 6.13: CPLO - Speedup - Diferenças Centradas
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

JR - 33.16
WJR - 38.91
GS 1 25.16

SOR 1.37 41.69

Tabela 6.14: CPLO - Quantidade de Iterações - Diferenças Centradas
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 49.13 [40.50, 57.76]

WJR - - 40.78 [33.85, 47.70]
GS 20.43 [22.48, 34.38] 32.46 [27.31, 37.60]

SOR 20.52 [18.20, 22.83] 18.32 [16.82, 20.84, ]

Tabela 6.15: CPLO - Tempo de Execução - Diferenças upwind
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 0.83 [0.67, 0.98]

WJR - - 0.68 [0.57, 0.80]
GS 28.41 [22.41, 34.39] 1.07 [0.90, 1.25]

SOR 16.92 [14.50, 19.35] 0.85 [0.76, 0.93]

Tabela 6.16: CPLO - Speedup - Diferenças Upwind
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

JR - 35.17
WJR - 42.91
GS 1.03 27.27

SOR 1.73 34.33

6.6 Considerações Finais

Conforme resultados apresentados nas Seções 2- 4, pode ser visto que o

uso de GPU diminui sensivelmente (alguns códigos ficaram 40× mais rápidos)

o tempo de execução dos métodos, ainda que haja a necessidade de tranferir a
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Tabela 6.17: CPLO - Quantidade de Iterações - Diferenças upwind
Sequencial/CPU Paralelo/GPU

Média I. C. Média I. C.
JR - - 49.13 [40.50, 47.76]

WJR - - 40.78 [33.85, 47.70]
GS 28.44 [22.54, 34.37] 27.42 [22.72, 37.12]

SOR 17.16 [14.72, 19.61] 21.30 [19.07, 23.52]

grade do método numérico da CPU para a GPU no início do algoritmo e da GPU

para a CPU no final do mesmo, além do cálculo de erro que não é eficiente,

embora seja eficaz (isto é, resolve a tarefa, mas não da melhor forma possível;

em futuras versões do código, pretende-se resolver este problema).

A quantidade de iterações permanece praticamente a mesma, quando se

compara a versão em CUDA com a versão sequencial, em grande parte de-

vido a abordagem de sincronia na hora de obter o erro de aproximação de

uma determinada iteração. Isto indica que a execução dos métodos é mais

rápida pela paralelização massiva fornecida pela arquitetura da GPU e da ar-

quitetura CUDA. Os maiores Speedups foram obtidos no CPLO (que tem uso

mais intenso dos recursos computacionais) e os menores no CPH (que tem uso

menos intenso dos recursos computacionais), o que confirma as orientações

fornecidas pela Nvidia no uso do CUDA.

Não há um método que seja melhor do que todos os outros, em todas as

execuções, mas pode ser dito que tanto o SOR/CUDA quanto o WJR/CUDA

são mais rápidos e eficientes do que os outros, mas indistinguíveis entre si.

Apenas considerado o tempo de execução, em uma implementação sequen-

cial, utilizando diferenças centradas e Gauss-Seidel, para até 3 execuções dis-

tintas, i.e. para 3 robôs diferentes, o CPO é mais rápido que o CPLO, pois

isto totalizaria 24.12ms, que é menos do que os 29.18ms de uma execução do

CPLO. Mas, conforme já foi tratado, o uso de um CPO para cada agente tem

mais vantagens do ponto de visto de eficiência da técnica de planejamento de

caminhos (não necessariamente da eficiência do iterador), pois permite con-

trolar a trajetória do agente de forma mais precisa, além de evitar indesejáveis

competições pela meta.

Com um tempo de execução de 1ms, em teoria, equivale a dizer que o

algoritmo pode rodar a mais de 1MHz, isto é, mais de 1000 ciclos por se-

gundo, o que, para fins práticos, é mais do que suficiente para ser considerado

uma execução em tempo real. Alguns algoritmos aqui apresentados, como o

SOR/CUDA para CPO com diferenças upwind, teve média de execuções de

0.48ms, isto é, média de 2083 ciclos por segundo.
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CAPÍTULO

7
Conclusões

Este trabalho foi motivado pelo aprimoramento das técnicas de métodos

de planejamentos de caminhos baseadas em problemas de valor de contorno,

visando sua utilização em ambientes dinâmicos, como o do futebol de robôs.

Para isto, foram procuradas formas de acelerar a execução de tais métodos

e, a escolha mais promissora mostrou-se correta, o método de iteração para

solucionar as EDPs dos BVPs que formam métodos.

Ao fazer a revisão bibliográfica, notou-se que, em outras áreas que utilizam

soluções numéricas de EDPs, uma nova abordagem para obter estas soluções

estava sendo utilizada. O uso de GPUs para processar grandes volumes de

dados mostrou-se eficaz em várias dessas áreas. Partindo disto, decidiu-se

por implementar os métodos de planejamento de caminhos baseados em EDPs

em GPU, além da sua versão sequencial.

Porém, o uso de GPUs além de não ser trivial, costuma forçar o programa-

dor a más práticas de programação, como o uso de estrutura de arrays em

vez de array de estruturas. Com o objetivo de disponibilizar este trabalho para

que outros pesquisadores usufruam dele sem que necessitem passar pelas

mesmas etapas de desenvolvimento, optou-se pelo desenvolvimento de uma

biblioteca de funções em alto-nível, em C, que em breve será disponibilizada

sob licensa GPL.

Como mostrado no Capítulo 6, a utilização da GPU aumenta consideravel-

mente a velocidade dos métodos de planejamento de caminhos.

Também, conforme mostrado no Capítulo 3, o uso de discretizações upwind

resolve o problema do ε do CPO e do CPLO ter um limitante. Além disto, o

uso de diferenças upwind permite a elaboração de novos comportamentos do

sistema inteligente que utilizar estes métodos.
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As principais contribuições deste trabalho são:

• Prova de existência de solução numérica incondicionalmente convergente

para o CPO e o CPLO, ao utilizar diferenças upwind;

• O uso de GPUs em robótica é viável, e permite que alguns sistemas crí-

ticos, como o de planejamento de caminhos, funcione tão rápido quanto

necessário. Atualmente, poucos algoritmos irão funcionar a mais de

1000Hz, isto é, o sistema de planejamento de caminhos deixa de ser um

gargalo para qualquer sistema, da forma como foi apresentada neste tra-

balho;

• Em arquiteturas paralelas do tipo manycore, como as GPUs, os métodos

WJR e o SOR são os mais promissores. No presente trabalho, foram os

métodos mais rápidos, em todos os testes;

• O CPO pode ser utilizado para criar estratégias de controle de múltiplos

robôs mais complexas do que o CPLO, dado que permite estabelecer múl-

tiplas metas e permitir tratar melhor a cooperação entre robôs;

• A escolha de um bom chute inicial para os métodos de relaxação afeta

sensivelmente o desempenho destes.

Pretende-se, numa próxima etapa, explorar outras possibilidades da GPU,

como o uso de coprocessadores matemáticos dentro dos SMPs, acesso coales-

cido à memória global e cacheamento em memória compartilhada.

A utilização de C for CUDA fica restrita aos chipsets desenvolvidos pela

NVidia. Com isto, pretende-se utilizar outras linguagens de programação,

como OpenHMPP ou OpenCL, que permitem utilizar não só os produtos da

NVidia, como o de outras fabricantes, como a AMD.

Quanto a teoria, embora tenha sido provado que se existir soluções analíti-

cas para as EDPs do CPO e CPLO, existirão soluções numéricas, não encontrou-

se na literatura provas da existência de soluções analíticas para as tais. Isto

dá a possibilidade de um maior aprofundamento na teoria por trás dos méto-

dos de campos potenciais baseados em problemas de valor de contorno.

Como trabalhos futuros, pretende-se:

• Investigar o processo de surgimento dos platôs

Os platôs são regiões em que o gradiente é nulo. Isto resulta no sistema

de planejamento de caminhos não gerar uma rota, ainda que ela exista.

Em algumas execuções dos algoritmos, houve o surgimento de platôs,

sem padrão identificável, até então.
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• Utilizar relaxadores alternativos aos relaxadores clássicos

Nos algoritmos Gauss-Seidel e SOR paralelos, existe a possibilidade de

definir uma coloração, que evita colisões de acesso a memória compar-

tilhada e pode até acelerar o desempenho do algoritmo. Neste trabalho

apenas a coloração Reb-Black foi adotada, por ser amplamente aceita.

Outras colorações poderiam ser avaliadas.

Utilizar os métodos de sub-espaços de Krylov, que são amplamente utili-

zados na área de mecânica dos fluídos, para resolver BVPs similares aos

das técnicas de campos potenciais apresentadas neste trabalho.

• Fundamentar teóricamente os métodos utilizados

Embora tenha sido provado a existência de soluções numéricas, con-

dicionais quando usadas diferenças centradas e incondicionais quando

usadas diferenças upwind, uma das etapas da prova é assumir a exis-

tência de uma solução analítica (ainda que não trivial de ser encontrada)

dos PVCs. E, é possível que alguns casos hoje tratados como tendo solu-

ção, não a possuam. (Vide exemplo de Zaremba, para o CPH (Figueiredo,

2005)).

• Planejar Trajetórias

Utilizar informação de como meta, objetos e agentes estão se movimen-

tando no ambiente, bem como características do robô a ser controlado,

para gerar um caminho até a meta móvel, que não cruze a rota dos outros

obtáculos.

• Investigar o uso de outras condições de contorno (Newmann, Robin... ) e
EDPs (Parabólicas e Hiperbólicas) para gerar novas técnicas de planeja-
mento de caminhos.

• Melhor aproveitamento dos recursos da GPU

Utilizar o cachê L1/L2, os co-processadores matemáticos e etc. Reduzir

a transferência de memória pela PCIExpress, bem como evitar acessos

conflitantes e não-coesos na memória interna da GPU.

• Portabilidade

Utilizar uma linguagem de programação que permita o uso de diversos

tipos de GPUs (OpenCL).

Disponibilizar os códigos desenvolvidos, bem como material de referên-

cia, como open-sources na internet

79



80



APÊNDICE

A
Definições e Teoremas

Neste Apêndice, são apresentados alguns conceitos matemáticos necessá-

rios para a prova da convergência (condicional no caso das diferenças centra-

das e incondicional no caso das diferenças upwind) dos métodos baseados em

PVC.

Definição 1. É dito que um grafo é fortemente conectado se e somente se para

qualquer par de nós Pi, Pj existir um caminho

−−−→
PiPi1 ,

−−−→
Pi1Pi2 , . . . ,

−−−→
PimPj

conectando Pi e Pj.(Cormen et al., 2001; Ortega, 1972)

Definição 2. Uma matriz A ∈ L(<n) (onde L(<n) é o espaço dos operadores
lineares de <n a <n) é diagonalmente dominante se

|aii| ≥
n∑
j=0
j 6=i

|aij|, i = 1, . . . , n (A.1)

e estritamente diagonalmente dominante se as inequações são estritas na
Equação A.1 para todo i. Uma matriz é diagonalmente dominante e irredutível

se é irredutível, diagonalmente dominante e, para pelo menos i na Equação A.1
a inequação é estrita. (Ortega, 1972)

Definição 3. Com uma matriz An×n, pode ser associado um grafo como a seguir.
Sejam n pontos distintos P1, . . . , Pn, que serão chamandos vértice e, para cada
elemento não nulo aij de A constrói-se um aresta de Pi a Pj. Como resultado, há
um digrafo (grafo dirigido) associado com a matriz A.(Ortega, 1972)
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Teorema 1. Uma matriz A ∈ L(<n) é irredutível se e somente se o grafo associ-
ado a ela é fortemente conectado.(Ortega, 1972)

Teorema 2. Assumindo que b ∈ <n é arbitrário e que A ∈ L(<n) ou é estritamente
diagonalmente dominante ou é diagonalmente dominante e irredutível, então, o
método de Jacobi-Richardson e o método de Gauss-Seidel convergem para A−1b

para qualquer x0 dado.(Ortega, 1972)
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