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Resumo

Um método lagrangeano-euleriano arbitrário para a resolução de escoamentos dominados

por tensão superficial é apresentado neste trabalho. Tais escoamentos são importantes em

muitas aplicações, especialmente em canais capilares que frequentemente aparecem em

escoamentos em microescala. A resolução deste tipo de escoamento apresenta vários

desafios que são abordados neste trabalho. O escoamento é resolvido somente para a

fase líquida, com condições de contorno apropriadas para a superfície livre que delimita

o líquido e o gás, que é representada por arestas e vértices da malha computacional. Esta

se move e se deforma, sendo que sua qualidade é mantida sob controle para não degradar

a solução numérica. As equações de Navier-Stokes são discretizadas pelo método de

elementos finitos em um referencial arbitrário. O método de incorporação dos efeitos

de tensão superficial e linha de contato é explicado em detalhes. Validações comprovam

a precisão do método proposto, com comparações através de soluções pseudo-analíticas

para casos simples. Finalmente alguns resultados sobre escoamentos em capilares são

apresentados.





Abstract

An arbitrary lagrangian-eulerian finite element method to solve surface tension dominated

flows is presented. Such flows are important in many applications, particularly in capillary

channels, that appear in microscale flows. The resolution of such flows presents several

challenges that are addressed in this work. The flow is solved only in the liquid phase,

and proper boundary conditions are applied on the free-surface, bounding the liquid and

gas, which is explicitly represented by vertices and edges of the computational mesh. The

mesh is moved and deformed, but its quality is kept under control in order to control

errors in the numerical solution. The Navier-Stokes equations are discretized by standard

Galerkin finite element method in an arbitrary reference. Details of the computation of

surface tension and contact line effects are presented. The methodology is validated for

a number of simple test cases against known pseudo-analytical solutions, and numerical

results are presented, showing the robustness and accuracy of the methodology. Finally,

some results about surface-tension-driven flows in capillaries are presented.
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CAPÍTULO

1
Introdução

A importância do estudo de problemas que envolvem fenômenos de superfície, quando dife-

rentes fluidos podem interagir com superfícies sólidas, é confirmada por diversos processos tecno-

lógicos que aplicam fluidos diretamente sobre diferentes tipos de superfícies. Pode-se citar o uso

de tintas, pesticidas, lubrificantes, detergentes, recuperação de petróleo e revestimentos por filmes

finos. Também aparecem em fenômenos do cotidiano, como gotas escorrendo em folhas ou jane-

las, em processos biológicos e sempre quando um fluido deslocar outro em cima de uma superfície

sólida.

Uma das principais dificuldades na representação de tal fenômeno no computador vem do fato

que as equações de Navier-Stokes, sujeitas às condições de contorno de não-escorregamento, dão

origem a uma singularidade das tensões na linha de contato entre o fluido e o sólido, obtendo-se

como resultado uma força infinita para mover a linha de contato (Spelt, 2005). Claramente, como

pode ser comprovado experimentalmente, as linhas de contato se movem ao longo da parede sólida,

e portanto as equações de Navier-Stokes sujeitas às condições de contorno de não-escorregamento

não representam inteiramente a física envolvida neste fenômeno.

A molhabilidade é um fenômeno de superfície que se origina da interação de dois ou mais fluidos

com uma superfície sólida, e representa o efeito macroscópico de interações microscópicas entre as

moléculas do fluido e do sólido (Schlangen et al., 1994).
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1.1 O problema modelo: Molhabilidade

A interação entre dois ou mais fluidos com uma superfície sólida originam a molhabilidade

e a capilaridade, que são fenômenos de superfície amplamente estudados, e representam o efeito

macroscópico de interações microscópicas entre as moléculas do fluido e do sólido (Schlangen

et al., 1994). Pode-se ver a capilaridade como um caso particular da molhabilidade quando um

substrato sólido deixa de ser uma superfície simples e passa a ser um meio poroso. A principal ideia

para entender a molhabilidade é tratá-la como uma propriedade resultante da competição entre as

forças adesivas entre o líquido e o sólido e as forças coesivas no interior de um líquido (de Gennes,

1985).

Quando ocorre o espalhamento espontâneo de uma gota sobre uma superfície, ou quando um

líquido penetra em um meio poroso, ou na dinâmica de fluidos imiscíveis, pode ser observado o

efeito da molhabilidade, que é resultado das interações intermoleculares existentes entre os fluidos

envolvidos (Schlangen et al., 1994).

A molhabilidade pode ser vista quando uma gota está em equilíbrio com seu vapor e com um

substrato sólido, onde é observada a existência de uma linha (ou região) comum para as fases (lí-

quida / gasosa / sólida) denominada ponto de contato em 2D ou de maneira geral, linha de contato,

que pode ser utilizado tanto para o caso 2D quanto para o caso 3D (Ding and Spelt, 2007; de Gen-

nes, 1985).

1.1.1 Tensão superficial

Em um fluido, suas moléculas sofrem forças de atração e repulsão entre si, além de sofrerem

ação da força gravitacional. As forças intermoleculares nos líquidos são responsáveis por fenôme-

nos de capilaridade tais como a subida de líquido em tubos capilares e também por fenômenos de

superfície tais como um corpo com densidade muito maior que a da água flutue sobre a sua super-

fície, ou que insetos caminhem sobre superfícies líquidas. Assim há um efeito, denominado tensão

superficial, na camada superficial de um fluido que leva a sua superfície a comportar-se como uma

membrana elástica (de Gennes et al., 2004).
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Figura 1.1: Uma gota líquida em contato com a superfície sólida. Verificam-se três diferentes

fronteiras de separação, sólido/líquido (SL), sólido/gás (SG) e líquido/gás (LG).

A Fig. 1.1 ilustra uma gota líquida depositada sobre uma superfície sólida em um ambiente

como o ar, por exemplo. Na interface1 (SL, SG e LG), a força resultante em uma molécula próxima

à interface se torna diferente da força resultante sobre uma molécula que se encontra em uma região

homogênea, na qual a força resultante é, em média, nula (veja a Fig. 1.2). A tensão superficial,

γ, ocorre devido a forças de atração assimétricas na superfície de um fluido, ou na interface entre

dois fluidos imiscíveis, sendo as moléculas superficiais “puxadas” para dentro do volume, portanto

a superfície tende a contrair-se espontaneamente para adquirir a menor área possível (Rabockai,

1979).

Figura 1.2: Uma molécula no interior de um líquido beneficia-se da interação com todas moléculas

vizinhas, em contraste, uma molécula situada na superfície perde parte das interações coesivas.

É definida como tensão superficial (interfacial) a força por unidade de comprimento que deve

ser aplicada paralelamente a uma superfície (interface) com a finalidade de contrabalancear a força

que é imposta em direção ao interior do líquido. No sistema internacional de medidas sua unidade

é mN/m (de Gennes et al., 2004). Pode também ser interpretada como o trabalho necessário para

aumentar a área superficial por uma unidade, sendo também expressa em unidades de energia por

área.

A tensão superficial entre dois líquidos imiscíveis A e B é caracterizada por uma tensão interfa-

cial γAB. Geralmente a tensão interfacial entre estes líquidos é menor que a tensão superficial de um

1O termo interface será utilizado para designar a fronteira entre dois fluidos ou entre um fluido e o vácuo (superfície

livre), no caso em que um dos fluidos possua massa específica desprezível.
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destes líquidos com algum gás, porque a força de adesão que ocorre na interface entre dois líquidos

é maior do que a formada entre um líquido e um gás (de Gennes, 1985).

1.1.2 Ângulo de contato

O ângulo de contato (também conhecido como ângulo de molhabilidade) entre uma gota de

um líquido e uma superfície sólida, como está ilustrado na Fig. 1.3, depende da relação entre as

forças de adesão, que fazem a gota se espalhar sobre a superfície e as forças coesivas do líquido

que tentam contrair a gota na forma de uma esfera com uma superfície mínima (de Gennes, 1985).

Deste modo, o ângulo de contato é uma medida de molhabilidade. Se a gota está em repouso sobre

uma superfície, um ângulo θS de contato estático é formado entre o líquido e a superfície sólida em

qualquer ponto da linha tríplice (interface entre sólido, líquido e a fase gasosa). O ângulo de contato

é o ângulo resultante entre a linha tangente à interface que separa o líquido e o gás e a linha paralela

à superfície do sólido. O ângulo de contato não é específico dos sistemas que possuem pelo menos

uma interface líquido/gás, é igualmente aplicável para interfaces de dois liquidos (Wolf et al., 2005).

Figura 1.3: Definição de ângulo de contato estático (θS) entre uma gota de um líquido e uma super-

fície sólida.

Uma gota de água, por exemplo, depositada sobre determinadas superfícies, se apresenta em

formatos diferentes, pois o modo como o volume de água de uma gota se acomoda depende das

interações entre a água e a superfície em que foi depositada. É possível medir o ângulo com que

uma gota fica na superfície e com isto caracterizar a superfície. Quanto menor o ângulo de contato,

maior é a molhabilidade. O ângulo de contato de uma gota de água depositada numa folha, no

azulejo, no espelho, etc. são todos diferentes, e influencia como a água fica numa superfície, o que

determina a molhabilidade da mesma, como pode ser visto na Fig. 1.4.

Podem ser observados três possíveis comportamentos para a gota em contato com a superfície

sólida, quando em contato com a superfície A, a gota se espalha até atingir um ângulo θS > 90o, ou

seja, a gota é dita não-molhante, já quando a gota é depositada na superfície B, ela se espalha até

atingir um ângulo θS < 90o, neste caso, a gota é dita molhante. O último comportamento possível

é quando a gota se espalha completamente, recobrindo toda a superfície C e uma fina camada do
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Figura 1.4: Possíveis ângulos de contato entre uma mesma gota de um líquido depositada sobre as

superfícies sólidas A, B e C, respectivamente.

fluido molhante é formada, o ângulo de contato estático é θS = 0o, ou então, θS → 0o.

O ângulo de contato estático é uma medida utilizada para quantificar a afinidade entre um líquido

e uma superfície sólida. Quando θS ≈ 0o, a superfície sólida é dita hidrofílica, e a gota líquida tende

a espalhar completamente, caso contrário a superfície é dita hidrofóbica (Wang et al., 2005).

1.1.3 Equação de Young-Dupré

Os comportamentos observados na Fig. 1.4 podem ser identificados a partir do parâmetro de

espalhamento S, que mede a diferença entre a energia superficial do substrato quando seco (sólido/-

gás) por unidade de área, e a energia superficial do substrato molhado (sólido/líquido e líquido/gás)

(de Gennes et al., 2004).

O parâmetro de espalhamento S pode ser obtido através da seguinte relação:

S = γSG − (γSL + γLG), (1.1)

em que os três coeficientes γ são as tensões superficiais das interfaces sólido/gás, sólido/líquido e

líquido/gás, respectivamente. Na Fig. 1.5 pode-se observar o comportamento da gota sobre uma

superfície dependendo do parâmetro de espalhamento S.

• S < 0: a gota se espalha sobre a superfície sólida até atingir um regime de molhabilidade

parcial, com ângulo de contato (θS > 0o), a energia superficial do substrato seco é mais baixa

(γSG < γSL + γLG).

• S > 0: a gota se espalha totalmente sobre a superfície sólida, pois a energia superficial do

substrato seco é mais alta (γSG > γSL + γLG).
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Figura 1.5: Regimes de molhabilidade parcial e total.

O ângulo de contato estático θS , está relacionado com as tensões superficiais presentes no sis-

tema ilustrado na Fig. 1.6, de forma que as tensões superficiais satisfaçam as condições de equilíbrio

dada pela Eq. (1.2), que é conhecida como relação de Young-Dupré (de Gennes et al., 2004).

Figura 1.6: Determinação do ângulo de contato.

γLG cos(θS) = γSG − γSL, (1.2)

substituindo a Eq. (1.1) na (1.2) obtem-se:

S = γLG(cos(θS)− 1). (1.3)

1.1.4 Histerese de ângulo de contato

Na prática, quando uma gota líquida é depositada sobre uma superfície sólida, a situação de

equilíbrio pode ser alcançada não somente com o ângulo de contato θ = θS e sim para θR < θ < θA,

em que θR é o ângulo de contato de retrocesso e θA é o ângulo de contato de avanço (de Gennes,

1985). Os ângulos de contato θA e θR são determinados quando a inclinação crítica é atingida e a

gota entra em movimento, sendo θA o maior ângulo de contato estável, enquanto que θR é o menor
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ângulo de contato estável. Histerese de ângulo de contato é definido como a diferença entre os

ângulos de contato de avanço e de retrocesso (de Gennes et al., 2004).

Segundo de Gennes (1985), as três principais causas da histerese de ângulo de contato são: ru-

gosidade da superfície - do ponto de vista macroscópico, uma superfície pode parecer plana, porém

do ponto de vista microscópico a superfície pode não ser plana, pois irregularidades podem existir e

serem maiores que o tamanho das moléculas do líquido, o que pode provocar a histerese (Joanny and

de Gennes, 1984); heterogeneidade química da superfície - a presença de componentes químicos

no substrato podem modificar as tensões superficiais e modificar as características de molhabili-

dade da superfície, o que pode facilitar ou dificultar o espalhamento do líquido; e contaminantes -

a contaminação do fluido por surfactantes, pode facilitar a formação de um filme de soluto sobre a

superfície sólida, que pode levar aos efeitos de histerese (de Gennes, 1985).

(a) (b)

Figura 1.7: Histerese de ângulo de contato. (a) ângulo de avanço θA é obtido quando se infla a gota,

o ângulo θ aumenta até que seja alcançada a inclinação crítica; (b) ângulo de retrocesso θR é obtido

quando se drena a gota, o ângulo θ diminui até que seja alcançada a inclinação crítica.

1.2 Métodos de representação de interface

Há diversas aplicações que tratam o problema de linhas de contato dinâmicas, e apesar disto,

o movimento do ponto de contato ainda não está esclarecido tanto do ponto de vista físico quanto

matemático (Shikhmurzaev, 1993, 1996; Gerbeau and Lelièvre, 2009) e a simulação numérica deste

problema é considerada uma difícil tarefa que ainda não está padronizada (Manservisi and Scardo-

velli, 2009). Na simulação do problema de linhas de contato dinâmicas, uma das dificuldades está

em representar o deslocamento do ponto de contato. A dificuldade vem do fato que:

• A interface acompanha o movimento do fluido: a velocidade normal de um ponto na interface

é a velocidade normal de uma partícula de fluido no mesmo ponto;
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• As partículas de fluido próximas ao contorno do domínio tendem a ter a mesma velocidade

que os pontos do contorno.

Assim, se a velocidade dos pontos da fronteira do domínio é igual a zero (condição de contorno

de não escorregamento, que será detalhada na subseção 2.3.1), o ponto de contato não se move. A

representação de pontos de contato que se movem ao longo de uma superfície sólida pode ser abor-

dada de várias maneiras. Inúmeros modelos e soluções tem sido propostos para este problema, mas

sem nenhuma resposta definitiva, dependendo da escala das aplicações que pretende-se estudar. Por

exemplo, em uma escala nanométrica, as interações entre as moléculas geram forças microscópicas

que devem ser levadas em consideração, em particular, forças de van der Waals para fluidos orgâ-

nicos e forças de camada dupla para água (de Gennes, 1985). Tais considerações valem em escalas

da ordem de 30
◦
A até 1µm, e não são objeto de estudo do presente trabalho.

Considerando-se uma escala maior, da ordem de centenas de µm à alguns milímetros, tais forças

devem ser computadas através de um modelo ou condição que introduza o comportamento correto

do fluido às equações de Navier-Stokes, para que a simulação através de um método numérico seja

viável. Dentre os modelos existentes na literatura, se destacam os métodos de camada precursora,

interface difusa e condição de escorregamento.

Nos métodos de camada precursora, uma fina camada de fluido envolve a interface, gerando

uma película que separa um dos fluidos do sólido, evitando assim efetivamente a linha de contato

tríplice. Contudo o método se torna instável a partir de uma certa espessura limite desta camada,

o que degrada a precisão do mesmo (Levy and Shearer, 2004). Já nos métodos de interface difusa,

uma concentração, chamada de fração de volume, é transportada sobre o domínio computacional,

assumindo valores entre 0 a 1, onde 0 representaria um fluido e 1 representaria o outro fluido, a

massa específica ρ e a viscosidade µ são variáveis no sentido que elas tomarão valores diferentes

para cada fase, sendo constantes no interior das mesmas. A interface entre os fluidos seria localizada

em algum lugar entre 0 e 1, com uma variação suave entre estes dois valores, o que resulta em uma

interface com espessura finita. E com uma transição também suave na interface dos parâmetros

físicos tais como massa específica e viscosidade (Ding and Spelt, 2007). Nos métodos que uma

condição de escorregamento é especificada, aplica-se a condição de Navier para o ponto de contato,

esta condição não apresenta os problemas das formulações difusas, mas introduz um parâmetro, que

deve ser adequadamente calibrado, o que geralmente requer a especificação do ângulo de contato

no ponto tríplice (Spelt, 2005).

A simulação física do ponto de contato depende claramente da representação da interface entre

os fluidos. Existem diversas maneiras de se representar a interface que podem ser classificados
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em dois tipos, que são: métodos de fronteiras imersas e métodos de representação exata. Nos

métodos de fronteiras imersas, a interface é aproximada de alguma forma na malha computacional,

utilizando-se interpolações para transferir informações da interface à malha e vice-versa (operação

conhecida como book-keeping, em inglês). Enquanto que na representação exata, a interface é

marcada exatamente, a nível discreto, sendo que os elementos que a compõe (vértices, arestas, faces)

delimitam regiões bem definidas na malha computacional, não sendo necessário a transferência de

informações entre malha e interface (Ding and Spelt, 2007).

Dentre os métodos de fronteiras imersas, as diferentes formas de aproximações levam à duas

classes de métodos, que são os métodos de captura de fronteira e os métodos de acompanhamento

de fronteira.

Nos métodos de captura de fronteira, a interface é tratada como uma região com variação acentu-

ada, não havendo necessidade de marcá-la explicitamente, contudo, a interface deve ser reconstruída

a cada passo no tempo. A desvantagem é que há uma difusão da interface sobre várias células, ou

seja, ela não é bem definida, o que resulta em perda de precisão. Exemplos são: o método conjunto

de nível (do inglês, level-set) (Sussman et al., 1994) e volume de fluido, (do inglês, volume of fluid),

conhecido como VOF (Hirt and Nichols, 1981). No método de conjunto de nível, a interface é re-

presentada por um conjunto de nível de uma função suave φ, que conduz a fórmulas convenientes

para o cálculo da normal e curvatura da interface, e não utiliza procedimentos especiais para mo-

delar mudanças topológicas de regiões. Neste método a interface é representada pelo conjunto de

nível zero de uma função de pseudo-concentração φ (Sussman et al., 1994), a qual é transportada

pelo domínio computacional juntamente com o fluido (Sousa, 2005). O valor da função φ será po-

sitiva de um lado da interface e negativo do outro lado sendo o valor de φ atualizado a cada passo

no tempo e a localização da interface será o contorno zero de φ. O método de conjunto de nível

tem sido utilizado para simular problemas de espalhamento como podem ser vistos nos trabalhos

de Ding and Spelt (2007); Spelt (2005); Liu et al. (2005). O método VOF é uma técnica geométrica

em que o volume ocupado por cada fase é identificado a todo passo no tempo por funções marca-

doras em cada célula ocupada pelos fluidos. Estes volumes são então utilizados para reconstruir

uma aproximação da interface. A interface é transportada com a velocidade do fluido e as funções

marcadoras são atualizadas. Este método tem sido aplicado em simulações de impacto de uma gota

sobre superfícies (Bussmann et al., 2000; Fukai et al., 1995).

Nos métodos de acompanhamento de fronteira, a interface é tratada explicitamente (representada

por um conjunto interligado de pontos) como uma forma descontínua que se move sobre a malha,

geralmente fixa no espaço, com a mesma velocidade do fluido, formando uma malha lagrangeana
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(Sousa, 2005). Este método é mais preciso, a conservação de massa é superior a dos métodos

de captura de fronteira, por outro lado, mudanças topológicas são difíceis de serem representadas.

Pode-se citar como exemplo o método de acompanhamento proposto por Tryggvason et al. (2001).

Dentre os métodos de representação exata, existem técnicas para o transporte de interface com

malha dinâmica, na qual a representação da interface é feita utilizando-se um método de acompa-

nhamento de fronteira lagrangeano, onde a interface entre diferentes fluidos (ou entre um fluido e o

vácuo) é descrita diretamente por pontos, arestas e faces da malha computacional sobre ela (Sousa

and Mangiavacchi, 2005). Nesta metodologia, não há qualquer tipo de interpolação entre a interface

e a malha computacional o que garante boa precisão, porém, há a necessidade de controlar a malha

dinâmica para prevenir o aparecimento de elementos de baixa qualidade, (por exemplo, elementos

muito finos), que podem degradar a precisão do método. No presente trabalho, esta será a metodolo-

gia adotada, onde o fluido é representado por uma malha dinâmica de elementos finitos triangulares

não estruturada, em que a superfície livre, que é a interface entre líquido/gás envolvendo um gás de

massa específica e viscosidade desprezível, é explicitamente representada por vértices e arestas da

malha. No trabalho de Manservisi and Scardovelli (2009) foi utilizado um método de acompanha-

mento da interface lagrangeano para simular ângulo de contato dinâmico e espalhamento de gotas.

A técnica forneceu uma representação precisa da interface com boas propriedades em termos de

conservação de massa para escoamentos incompressíveis.

1.3 Proposta deste trabalho

Este trabalho propõe o desenvolvimento e implementação de um método numérico para a simu-

lação de escoamentos bidimensionais com superfícies livres em contato com substratos sólidos em

malhas não estruturadas com inclusão de condições de ângulo de contato e linhas de contato dinâ-

micas. São empregadas técnicas de movimento de malha em uma estratégia Lagrangeana-Euleriana

arbitrária (Arbitrary Lagrangian-Eulerian - ALE, em inglês), sobre uma malha de elementos finitos

não estruturada e deformável. Para o cálculo da tensão superficial, utilizou-se uma estratégia sim-

ples, baseada no ajuste de círculos a pontos da superfície livre, com resultados bem precisos. Para

a imposição direta do ângulo de contato, propõe-se uma estratégia baseada em superfície virtual,

que permite o cálculo da curvatura nos pontos de contato, que os movimente para uma posição de

equilíbrio. Outra maneira é impor o ângulo de contato através da condição de contorno de Navier

generalizada, conhecida como condição GNBC, do inglês, Generalized Navier boundary condition

proposta por Qian et al. (2003, 2006), e tem se mostrado muito natural com métodos dos elementos
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finitos em uma estratégia ALE (Gerbeau and Lelièvre, 2009).

Nesta abordagem, a malha de elementos finitos é deformada para se adaptar ao transporte da

superfície livre. Tal deformação provoca o aparecimento de elementos de qualidade ruim, que são

eliminados por um processo de adaptação. Foi utilizada a estrutura de dados Opposite Face (OF)

proposta por Liziér (2006), para representação da malha, o que facilita a realização destas operações

de adaptação de malha, como por exemplo inserção ou remoção de vértices, flipping de arestas, etc.

1.4 Organização da dissertação

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

• O capítulo 2 apresenta as equações de Navier-Stokes para escoamentos de fluidos baseando-se

na Formulação Lagrangeana-Euleriana Arbitrária (ALE), além das condições auxiliares para

contornos rígidos e interface;

• O capítulo 3 descreve a aproximação espacial das equações através de discretizações pelo

método de elementos finitos e temporal através do método semi-lagrangeano;

• O capítulo 4 apresenta o cálculo da tensão superficial e ângulo de contato;

• O capítulo 5 descreve a técnica de refinamento e simplificação de malha empregada neste

trabalho;

• O capítulo 6 apresenta as validações e resultados numéricos;

• O capítulo 7 apresenta as considerações finais.
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CAPÍTULO

2
Formulação matemática

Escoamentos compressíveis e incompressíveis, turbulentos e laminares são modelados através

das equações de Navier-Stokes, que representam matematicamente princípios físicos tais como:

conservação de massa e conservação de quantidade de movimento. São estas equações de conser-

vação que constituem um modelo matemático para o escoamento. Será considerado que o fluido

é um contínuo, ou seja, a estrutura molecular do material é ignorada, e assume-se que é possível

definir variáveis físicas como pressão, velocidade e massa específica num ponto do fluido (Fortuna,

2000).

2.1 Formulação Lagrangeana-Euleriana Arbitrária (ALE)

As formulações euleriana e lagrangeana são as duas maneiras de descrever as equações gover-

nantes da dinâmica dos fluidos em uma dada região do espaço (Nachbin, 2001). Na formulação

euleriana, uma região fixa no espaço é definida, e o comportamento do fluido será estudado nesta

região, que não muda sua forma com relação ao tempo. Na formulação lagrangeana, é definida uma

região material formada por um conjunto de partículas de fluido, esta região se deforma a medida

que as partículas se movimentam no escoamento (Sousa, 2005).

Uma generalização para descrever a dinâmica de um fluido é utilizar a formulação lagrangeana-

euleriana arbitrária (ALE), que consiste basicamente em introduzir um domínio referencial (Ωζ),

que se move com velocidade arbitrária no espaço independente dos pontos materiais e espaciais,
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como pode ser visto na Fig. 2.1.

Figura 2.1: Diagrama esquemático do relacionamento entre os domínios utilizados na formulação

lagrangeana-euleriana arbitrária (Hughes et al., 1981). Neste diagrama, φ(ξ, t) é a transformação

que leva coordenadas (partículas de fluido) do domínio material (Ωξ) no domínio espacial (Ωχ), ou

seja, χ = φ(ξ, t) no instante t. Ainda, θ(ζ, t) é a transformação que leva coordenadas (pontos) do

domínio referencial (Ωζ) no domínio espacial (Ωχ), ou seja, χ = θ(ζ, t) no instante t.

A equação fundamental da formulação ALE estabelece a derivada material no tempo de uma

propriedade f da seguinte forma:

Df

Dt
=
∂f

∂t

∣∣∣
ξ

=
∂f

∂t

∣∣∣
ζ

+ ((u− û) · ∇)f, (2.1)

em que u = ∂
∂t
φ(ξ, t) define a velocidade de uma partícula de fluido ξ no domínio espacial Ωχ, e

û = ∂
∂t
θ(ζ, t) define a velocidade de um ponto ζ no domínio espacial.

Na formulação lagrangeana, o domínio referencial se desloca com velocidade idêntica do domí-

nio material (velocidade do fluido), portanto, û = u, e a variação temporal de uma propriedade f

no domínio material equivale a variação temporal no domínio referencial. Na formulação euleriana

o domínio referencial está parado, û = 0.

Está exemplicado na Fig. 2.2, o movimento do ponto material e do domínio referencial (malha),

nas formulações euleriana Fig. 2.2(a) , onde a malha permanece parada, na formulação lagrangeana

Fig. 2.2(b), em que a malha movimenta segundo a velocidade da partícula material e em Fig. 2.2(c)

a malha se movimenta de maneira arbitrária.
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(a) Formulação Euleriana (b) Formulação Lagrangeana

(c) Formulação ALE

Figura 2.2: Exemplo unidimensional do movimento da partícula material e da malha euleriana,

lagrangeana e ALE.

2.1.1 Movimentação de malha

A velocidade da malha, û, determina a movimentação dos pontos da malha de elementos finitos

em uma formulação lagrangeana-euleriana arbitrária, e será definida da seguinte maneira:

û = β1u+ β2ue, (2.2)

em que u determina a velocidade do escoamento e, ue uma velocidade dita elástica, que será calcu-

lada através de uma estratégia de suavização laplaciana (Sousa, 2005).

As constantes β1 e β2 pertencentes ao intervalo [0, 1], controlam as contribuições de cada ve-

locidade na velocidade final da malha. A estratégia puramente lagrangeana poderá ser recuperada

se β1 = 1 e β2 = 0, caso β1 = β2 = 0, a velocidade da malha é nula e recupera-se a estratégia

euleriana.

Define-se a velocidade elástica a cada passo no tempo ∆t como:

ue(xi, t+ ∆t) =
x̂i − xi

∆t
, (2.3)

onde xi é a posição do vértice i e a sua nova posição x̂i é calculada através do método de suavização

laplaciana, no qual as novas coordenadas dos vértices são médias das coordenadas dos vértices

adjacentes, ou seja,

x̂i =
1

n

∑
j∈A(xi)

xj, (2.4)

onde A(xi) é o conjunto dos pontos adjacentes ao vértice i e n corresponde ao número de vértices

em A(xi).
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A velocidade û dada na Eq. (2.2) é utilizada para a movimentação da malha de elementos finitos

que discretiza o domínio. Porém os vértices pertencentes à interface, devem ser movimentados de

acordo com o campo de velocidade do escoamento, u, portanto, a velocidade que movimenta os

pontos de superfície não pode ser calculada diretamente da Eq. (2.2).

O movimento da interface utilizando a velocidade do fluido pode levar a uma distribuição não

uniforme dos pontos que discretizam a interface (Sousa, 2005). Portanto, a estratégia de movi-

mentação dos pontos na interface, consiste na utilização somente da componente normal, n, da

velocidade do escoamento, ou seja,

û = (u · n)n, (2.5)

logo a velocidade û calculada pode ser generalizada como

û(x) =

 β1u+ β2ue se x não pertence à interface,

(1− β3)u+ β3(u · n)n se x pertence à interface,

onde β3 é um fator de controle da aplicação da estratégia de movimentação na componente normal

da velocidade da interface, sendo que β3 ∈ {0, 1}, se β3 = 1 então os pontos da interface são

movimentados com a utilização apenas da componente normal da velocidade do escoamento, caso

β3 = 0, recupera-se a estratégia lagrangeana e os pontos da interface são movimentados com a

velocidade do fluido.

2.2 Equações de Navier-Stokes

As equações que modelam escoamentos incompressíveis de fluidos Newtonianos são as equa-

ções de Navier-Stokes, dadas pela equação da conservação da quantidade de movimento

ρ
Du

Dt
−∇ ·

[
−pI + µ(∇u+∇uT )

]
− ρg = 0, (2.6)

e a equação da continuidade

∇ · u = 0, (2.7)

onde p = p(x, t) é o campo de pressões, u = u(x, t) é a velocidade do fluido, ρ é a massa es-

pecífica, µ é a viscosidade dinâmica, ambos considerados constantes. Na formulação lagrangeana-

euleriana arbitrária, a derivada material Du/Dt que aparece na Eq. (2.6) é dada por,

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ ((u− û) · ∇)u, (2.8)
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onde û = û(x, t) define a velocidade da malha.

Em adição aos efeitos da gravidade, viscosidade e movimento, a tensão superficial também

deverá ser incorporada na formulação. Como será adotada a formulação de 1-fluido, os efeitos

de tensão superficial serão incorporados através da imposição de condições de contorno na Eq.

(2.6), tal como em Saksono and Perić (2006a); Sousa et al. (2007). Em problemas multifásicos,

tal imposição poderia ser feita através da adição de um termo fonte correspondente a uma força

volumétrica agindo sobre a interface, no lado direito da mesma equação (Brackbill et al., 1992;

Tryggvason et al., 2001).

2.3 Condições auxiliares

As condições iniciais e de contorno, devem ser apropriadamente especificadas em problemas

que são modelados por equações diferenciais parciais, pois a solução do problema depende conti-

nuamente de tais condições (Fortuna, 2000).

2.3.1 Condições para contornos rígidos

As condições de fronteira para os contornos rígidos podem ser:

• Condição de contorno de não escorregamento (no-slip, em inglês): as componentes do vetor

velocidade são impostas, esta condição considera que o fluido imediatamente adjacente à

superfície sólida deve estar em repouso em relação a mesma, ou seja, as componentes normal,

un, e tangencial, ut, da velocidade na parede são definidas como nulas, (u = 0).

• Condição de contorno de escorregamento (free-slip, em inglês): esta condição permite que

o fluido deslize livremente sobre a superfície sólida, é também aplicada em problemas onde

há um plano de simetria. Define-se, neste caso,

un = 0 e
∂ut
∂n

= 0. (2.9)

Em ambos os casos, n representa a direção normal e t a direção tangencial ao contorno rígido.
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2.3.2 Condições na superfície livre

Na interface gás/líquido envolvendo um gás de massa específica e viscosidade desprezível, a

tensão na superfície livre, satisfaz

(σn) · n = γκ, (2.10)

(σn) ·m = 0, (2.11)

onde γ é o coeficiente de tensão superficial, que neste trabalho será considerado constante, e κ é

a curvatura (parâmetro geométrico) da superfície, n e m correspondem respectivamente ao vetor

normal e tangencial à interface líquido/gás, e ainda σ é o tensor de Cauchy, que é dado por

σ = −pI + µ(∇u+∇uT ). (2.12)

2.4 Adimensionalização das equações de Navier-Stokes

Os problemas em mecânica dos fluidos envolvem grandezas que os caracterizam, como velo-

cidade, pressão, massa específica, etc. Tais grandezas na forma dimensional são diferenciadas por

suas magnitudes, dadas através de um sistema métrico escolhido previamente. O processo de adi-

mensionalização consiste em normalizar as dimensões das grandezas envolvidas no escoamento e

identificar os parâmetros que o governam. Como resultado deste processo, aparecem os parâmetros

adimensionais, que são relações únicas sobre as forças que atuam no escoamento. Deste modo, pro-

blemas em escalas de dimensões diferentes, mas que tenham os mesmos parâmetros adimensionais,

terão resultados equivalentes, e são denominados similares (Sousa, 2005).

Para cada grandeza relevante no problema, o seu valor dimensional pode ser expresso como o

produto de uma grandeza adimensional por um valor dimensional de referência. A adimensionali-

zação das equações de conservação para escoamentos incompressíveis e isotérmicos pode ser feita

a partir das grandezas adimensionais:

p = ρ0U
2p∗, u = Uu∗, x = Lx∗, t =

L

U
t∗,

g = gg∗, κ =
1

L
κ∗, γ = γ0γ

∗.

(2.13)

E para os operadores diferenciais,

∂

∂t
=
U

L

∂

∂t∗
e ∇ =

1

L
∇∗, (2.14)
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em que L, U , ρ0, g, t e γ0 são, respectivamente, valores de referência de comprimento, velocidade,

massa específica, gravidade, tempo e coeficiente de tensão superficial (γ0 = γ). Em escoamentos

incompressíveis e monofásicos, pode-se tomar ρ0 = ρ.

As equações de Navier-Stokes, (2.6) e (2.7), adimensionalizadas tornam-se

Du

Dt
−∇ ·

[
−pI +

1

Re
(∇u+∇uT )

]
− 1

Fr2
g = 0, (2.15)

∇ · u = 0, (2.16)

onde Re = ρLU/µ é o número de Reynolds que caracteriza o escoamento, e Fr = U/(gL)1/2 é o

número de Froude que caracteriza escoamentos em que a gravidade tem papel importante, como é

o caso de escoamentos com superfícies livres.

No caso das simulações envolvendo gotas, onde não há informação sobre a velocidade de re-

ferência U , os comprimentos são normalmente adimensionalizados pelo diâmetro de referência D

(normalmente adotado como o diâmetro equivalente de bolhas circulares), ou seja, o comprimento

de referência é tomado como o diâmetro de referência L = D, e as velocidades são adimensionali-

zadas por (gD)1/2 (Sousa, 2005). Assim, as equações de conservação, (2.17) e (2.18), são obtidas

de maneira análoga à utilizada acima.

Du

Dt
−∇ ·

[
−pI +

1

Ga1/2
(∇u+∇uT )

]
− g = 0, (2.17)

∇ · u = 0, (2.18)

onde Ga = ρ2D3g/µ2 é o número de Galileo, que é a razão entre as forças de empuxo e as forças

viscosas.

A condição de contorno para superfície livre, dada pelas Eqs. (2.10) e (2.11) também deve ser

adimensionalizada. De forma que

(σn) · n =
γκ

Eo
, (2.19)

(σn) ·m = 0, (2.20)

onde o tensor de Cauchy é dado por σ = −pI +Ga−1/2(∇u+∇uT ), e o número Eo que aparece

na Eq. (2.19) é o número de Eötvös, que relaciona forças de empuxo e forças de tensão superficial,

e caracteriza a forma de uma gota. Este número é definido por Eo = ρgD2/γ. Quando Eo� 1, as

forças de tensão superficial não são importantes no escoamento.
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CAPÍTULO

3
Discretização das equações de

Navier-Stokes

Neste trabalho as equações de Navier-Stokes serão discretizadas pelo método de elementos fini-

tos, sendo as interfaces e contornos diretamente representados como arestas de elementos triangula-

res. Além disso, sempre que uma aresta de um elemento faz parte da fronteira do domínio computa-

cional, as condições de contorno podem ser aplicadas de uma maneira direta e elegante, utilizando

uma formulação variacional adequada para as equações de Navier-Stokes (Peterson, 1999).

3.1 Formulação variacional

Nesta seção, as equações de Navier-Stokes serão escritas na formulação variacional. Considere

as equações de conservação para escoamentos incompressíveis na formulação ALE, as equações de

Navier-Stokes, dadas na forma adimensional, vistas na seção 2.4, por

Du

Dt
−∇ ·

[
−pI +

1

Ga1/2
(∇u+∇uT )

]
− g = 0, (3.1)

∇ · u = 0, (3.2)
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válidas em um domínio Ω ⊂ R2. Na interface gás/líquido envolvendo um gás de massa específica

desprezível, a tensão na superfície livre, Γ, satisfaz as Eqs. (2.10) e (2.11) escritas abaixo:

(σn) · n =
γκ

Eo
, (3.3)

(σn) ·m = 0. (3.4)

Para discretizar as equações do modelo no sentido do método dos elementos finitos, é necessário

transformar o problema em um problema variacional. Considere o espaço de dimensão infinita

L2(Ω) =

{
v : Ω→ R,

∫
Ω

v2 dΩ < +∞
}
, (3.5)

e o espaço de Sobolev

H1(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω);

∂v

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, · · · ,m

}
. (3.6)

Define-se o subespaçoH1(Ω)n sendo,H1(Ω)n = {v = (v1, · · · , vn), vi ∈ H1(Ω), ∀i = 1, · · · , n},

onde H1(Ω)n é o produto cartesiano de n subespaços H1(Ω). Sejam H1(Ω)2 = H1(Ω) × H1(Ω),

Q = L2(Ω) e V = {w ∈ H1(Ω)2 : w = 0 em S}, onde S representa o contorno rígido (interface

sólido/líquido), para obter a formulação variacional do problema dado pelas Eqs. (3.1)-(3.2), basta

multiplicar a Eq. (3.1) por uma função teste w ∈ V arbitrária e integrar o resultado no domínio.

Para os cálculos realizados neste capítulo será adotado w = 0 em S, por simplicidade. Contudo

quando os ângulos de contato forem inseridos no modelo, esta condição deverá ser alterada como

será visto no capítulo 4. Assim, o problema agora consiste em obter uma solução u ∈ V de forma

que

∫
Ω

w ·
{
Du

Dt
−∇ ·

[
−pI +

1

Ga1/2
(∇u+∇uT )

]
− g
}
dΩ = 0, (3.7)

e também ∫
Ω

q(∇ · u) dΩ︸ ︷︷ ︸
d(q,u)

= 0, (3.8)

para todo q ∈ Q. Desenvolvendo (3.7) vem∫
Ω

w ·
(
Du

Dt

)
dΩ−

∫
Ω

w · ∇ ·
[
−pI +

1

Ga1/2
(∇u+∇uT )

]
dΩ−

∫
Ω

w · g dΩ = 0. (3.9)

Aplicando o teorema de integração por partes de Green na integral do termo de tensões totais,

obtém-se∫
Ω

w · ∇ ·
[
−pI +

1

Ga1/2
(∇u+∇uT )

]
dΩ =

∫
Ω

p∇ ·w dΩ+

− 1

Ga1/2

∫
Ω

∇w :
[
∇u+∇uT

]
dΩ +

∫
∂Ω

w · (σ · n) d(∂Ω)︸ ︷︷ ︸
cond. de cont. natural

, (3.10)
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onde o operador ‘ : ’ representa o produto escalar entre dois tensores, e ∂Ω é o contorno de Ω, com

∂Ω = Γ ∪ S . Assim, a Eq. (3.9) pode ser reescrita como∫
Ω

w ·
(
Du

Dt

)
dΩ−

∫
Ω

p∇ ·w dΩ +
1

Ga1/2

∫
Ω

∇w :
[
∇u+∇uT

]
dΩ+

−
∫

Ω

w · g dΩ−
∫
∂Ω

w · (σ · n) d(∂Ω) = 0. (3.11)

Utilizando (3.3), a última integral do lado esquerdo da Eq. (3.11) pode ser escrita como∫
∂Ω

w · (σ · n) d(∂Ω) =

∫
Γ

γκ

Eo
w · n dΓ, (3.12)

pois como w = 0 em S , a integral
∫
S w · (σ · n̂) dS = 0, onde n̂ corresponde ao vetor normal à

superfície sólida. Assim, a Eq. (3.11) pode ser reescrita como∫
Ω

w ·
(
Du

Dt

)
dΩ︸ ︷︷ ︸

m(Du
Dt

,w)

−
∫

Ω

p∇ ·w dΩ︸ ︷︷ ︸
g(p,w)

+
1

Ga1/2

∫
Ω

∇w :
[
∇u+∇uT

]
dΩ︸ ︷︷ ︸

k(u,w)

+

−
∫

Ω

w · g dΩ︸ ︷︷ ︸
m(g,w)

−
∫

Γ

γκ

Eo
w · n dΓ︸ ︷︷ ︸

m̂(γκn,w)

= 0. (3.13)

Utilizando as formas integrais definidas sob as chaves nas Eqs. (3.8) e (3.13), o problema pode

ser escrito na forma fraca como segue: “Encontrar soluções u(x, t) ∈ V e p(x, t) ∈ Q tais que

m

(
Du

Dt
,w

)
− g(p,w) +

1

Ga1/2
k(u,w)−m(g,w)− 1

Eo
m̂(γκn,w) = 0, (3.14)

d(q,u) = 0, (3.15)

para todo w ∈ V e q ∈ Q”.

3.2 Discretização espacial

O primeiro passo na discretização de qualquer problema a ser resolvido numericamente é a

discretização do domínio. No caso do método de elementos finitos, o domínio Ω é discretizado

(dividido) por um número finito, E, de elementos, Ωe, de forma que, Ω = ∪Ee=1Ωe, com elementos

não sobrepostos, Ωe ∩ Ωf = ∅, ∀e, f = 1, · · · , E, e 6= f . O domínio pode ser discretizado

por elementos poligonais ou por elementos curvos, com o devido tratamento numérico, porém a

utilização de domínios poligonais é mais comum, devido à facilidade de implementação (Sousa,

2005). Há também a possibilidade de utilizar malhas mistas, ou seja, quando diferentes tipos de

elementos discretizam o mesmo domínio. Em duas dimensões as escolhas óbvias para elementos
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são quadriláteros ou triângulos (simplexos). No presente trabalho, o domínio Ω é discretizado por

uma malha não estruturada de elementos finitos triangulares, na Fig. 3.1(b) pode ser vista uma

triangulação do domínio Ω em 3.1(a). Cada elemento é formado através da conexão de um certo

número de nós (vértices), o número de vértices de um elemento depende do tipo de elemento (ou da

função de interpolação).

(a) Domínio Ω. (b) Triangulação T (Ω).

Figura 3.1: Exemplo de uma triangulação T de um domínio Ω.

A utilização de triângulos é justificada, pois um dos principais objetivos é a implementação de

um método de malha dinâmica. A qualidade de malhas simplexiais em 2D, como por exemplo

malhas baseadas em triangulações de Delaunay, é garantida por várias propriedades geométricas e

relações vindas de uma teoria bem estabelecida (Shewchuk, 1999, 2002; Chew, 1989).

3.2.1 Tipos de elementos para escoamentos de fluidos

Como foi visto na seção 3.2, o domínio Ω é discretizado por uma malha não estruturada de

elementos finitos triangulares. Para as equações de Navier-Stokes, é necessário calcular funções

de interpolação para mais de uma variável ao mesmo tempo, como velocidade e pressão. Devido

ao acoplamento entre estas duas grandezas nas equações, a combinação entre elas não pode ser

arbitrária no método de Galerkin. Existe uma vasta literatura sobre a escolha do tipo de elemento,

principalmente no que diz respeito aos testes que devem ser feitos para identificar elementos que

são ou não válidos para o problema (Sousa, 2005).

O método para solução das equações de Navier-Stokes implementado, utiliza uma formulação
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ALE, sendo discretizado pelo método de elementos finitos sobre uma malha que se move em rela-

ção ao espaço. A malha é movimentada através do transporte de seus vértices, e foi construída com

elementos finitos do tipo mini-elemento ou elemento P+
1 − P1 (Arnold et al., 1984), que satisfaz a

condição inf-sup de Babuška-Brezzi. Cada elemento possui 4 graus de liberdade para as velocida-

des, utilizando-se funções de interpolação lineares mais um termo cúbico (“bolha”), definida como

sendo 1 no centróide e 0 nas fronteiras do triângulo, e 3 para as pressões, utilizando-se funções de

interpolação lineares.

Figura 3.2: Mini-elemento com 4 pontos de velocidade e 3 pontos de pressão.

3.2.2 Funções de interpolação para elementos triangulares

Apesar de ser possível a determinação de funções de interpolação em coordenadas globais para

o triângulo, a utilização de coordenadas locais simplifica e padroniza o processo de solução. Con-

sidere um ponto P dentro de um triângulo como mostrado na Fig. 3.3. As coordenadas locais Li,

Lj e Lk deste ponto podem ser obtidas através do cálculo apropriado das áreas. Por exemplo, Li é

definido como a razão entre a distância do ponto P ao lado ‘jk’ (OP ) e a distância do nó i ao lado

‘jk’ (QR). Assim,

Li =
OP

QR
. (3.16)

Similarmente, Lj e Lk são também definidos. O valor de Li é também equivalente a razão entre

a área (Ai), oposta ao nó i, e a área total do triângulo, que é,

Li =
Ai
A

=
0.5(OP )(jk)

0.5(QR)(jk)
=
OP

QR
. (3.17)



26 Capítulo 3 - Discretização das equações de Navier-Stokes

Figura 3.3: Coordenadas baricêntricas de um elemento triangular e determinação de funções de

interpolação.

Assim, a coordenada local Li varia de 0 sobre ‘jk’ a 1 sobre o nó i, ou seja, qualquer ponto

sobre a aresta ‘jk’ tem coordenada Li = 0, e se o ponto coincide com o vértice i, então, Li = 1,

uma vez que Ai = A. Da Fig. 3.3 é claro que

Ai + Aj + Ak = A, (3.18)
Ai
A

+
Aj
A

+
Ak
A

= 1. (3.19)

Note que, a posição de qualquer ponto dentro do triângulo pode ser representada pelas coorde-

nadas locais (Li, Lj, Lk), também chamadas de coordenadas baricêntricas. Da Eq. 3.19 obtêm-se

Li + Lj + Lk = 1. (3.20)

A relação entre o sistema de coordenadas global (x, y) e o sistema de coordenadas local

(Li, Lj, Lk) é dado pelas equações

x = Lixi + Ljxj + Lkxk, (3.21)

y = Liyi + Ljyj + Lkyk, (3.22)

que podem ser resolvidas para obter Li em termos de x e y como

Li =
1

2A
(ai + bix+ ciy),

Lj =
1

2A
(aj + bjx+ cjy), (3.23)

Lk =
1

2A
(ak + bkx+ cky),



3.2 - Discretização espacial 27

onde as constantes a, b e c são dadas em termos das coordenadas nodais

ai = xjyk − xkyj; bi = yj − yk; ci = xk − xj;

aj = xkyi − xiyk; bj = yk − yi; cj = xi − xk; (3.24)

ak = xiyj − xjyi; bk = yi − yj; ck = xj − xi,

e a área A é dada por

A =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 xi yi

1 xj yj

1 xk yk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.25)

Das Eqs. (3.23) as seguintes relações para as derivadas podem ser obtidas

∂Li
∂x

=
bi
2A

;
∂Li
∂y

=
ci
2A

;

∂Lj
∂x

=
bj
2A

;
∂Lj
∂y

=
cj
2A

; (3.26)

∂Lk
∂x

=
bk
2A

;
∂Lk
∂y

=
ck
2A

.

Um resultado sobre integração em coordenadas de área, importante para a discretização por

elementos triangulares, é dado por∫
A

Lmi L
n
jL

p
kdA =

m!n!p!

(m+ n+ p+ 2)!
2A, (3.27)

cuja prova pode ser encontrada em Davies (1980).

As funções de interpolação para o mini-elemento, podem ser escritas em função das coordenadas

baricêntricas da seguinte forma:

φs = Ls − 9LiLjLk, s = i,j,k (3.28)

φl = 27LiLjLk. (3.29)

Para o mini-elemento, as funções de interpolação para a pressão são lineares (Li,Lj ,Lk) e para

a velocidade são as funções φs e φl. Observe que φl corresponde ao nó no centróide do elemento,

e vale um nesse ponto e zero na fronteira do elemento. Observe também que as funções φ não são

lineares, mas sim lineares mais um termo cúbico.

3.3 Discretização temporal

O método semi-lagrangeano foi utilizado para discretizar a derivada material, Du/Dt, que apa-

rece na Eq. (3.1). A ideia básica é acompanhar a trajetória de uma partícula de fluido ao longo de
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uma malha sobre o escoamento. A derivada material é discretizada através de um esquema implícito

de primeira ordem no tempo para cada ponto x do domínio, ou seja:

∂u

∂t
+ ((u− û) · ∇)u =

Du

Dt
≈ u

n+1(x)− un(X(x, tn+1, tn))

∆t
, (3.30)

onde un+1(x) corresponte à velocidade da partícula de fluido no ponto x do domínio no instante

tn+1, e un(X(x, tn+1, tn)) corresponde à velocidade desta mesma partícula de fluido que, no ins-

tante tn, ocupava a posição X(x, tn+1, tn), ou seja, X(x, tn+1, tn) define a posição ocupada, ao

tempo tn, pela partícula de fluido, que ao tempo tn+1, ocupa a posição x, e pode ser encontrada

utilizando a velocidade no tempo tn, da seguinte forma:

X(x, tn+1, tn) = x− (un(x)− û(x))∆t, (3.31)

onde û(x) = û. Na formulação lagrangeana a velocidade do domínio de referência, û(x), é igual a

velocidade do domínio material un(x), ou seja, se û(x) = un(x), então X(x, tn+1, tn) = x e por-

tanto, a velocidade da partícula no ponto X(x, tn+1, tn) será un(X(x, tn+1, tn)) = un(x). No caso

da formulação euleriana, onde û(x) = 0, o ponto X(x, tn+1, tn) estará na posição x − un(x)∆t,

o cálculo da velocidade u(X(x, tn+1, tn)) é feito por uma interpolação linear entre os pontos vizi-

nhos. A interpolação depende da localização do ponto X(x, tn+1, tn) dentro do domínio, pois este

ponto poderá estar localizado sobre uma aresta, sobre um vértice, no interior de um elemento ou

fora do domínio. Quando a velocidade do domínio de referência for diferente de zero e também

diferente da velocidade do domínio material, o cálculo da velocidade no ponto X(x, tn+1, tn) po-

derá ser feito através da Eq. (3.31). Substituindo a derivada material Du/Dt na Eq. (3.13) pela

aproximação dada na Eq. (3.30), obtém-se

∫
Ω

w ·
[
un+1(x)− un(X(x, tn+1, tn))

∆t

]
dΩ−

∫
Ω

pn+1(x)∇ ·w dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ω

∇w :
[
∇un+1(x) + (∇un+1(x))T

]
dΩ+

−
∫

Ω

w · g dΩ−
∫

Γ

γκ

Eo
w · n dΓ = 0. (3.32)

Para simplificar a notação considere, ūn = un(X(x, tn+1, tn)), un+1 = un+1(x) e pn+1 =

pn+1(x). Após a discretização temporal a formulação variacional dada pelas Eqs. (3.8) e (3.13)

pode ser escrita como:
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∫
Ω

w ·
(
un+1 − ūn

∆t

)
dΩ−

∫
Ω

pn+1∇ ·w dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ω

∇w :
[
∇un+1 + (∇un+1)T

]
dΩ−

∫
Ω

w · g dΩ +

−
∫

Γ

γκ

Eo
w · n dΓ = 0, (3.33)∫

Ω

q(∇ · un+1) dΩ = 0. (3.34)

3.4 Método de Galerkin

Sejam as equações de Navier-Stokes Eqs. (3.1)-(3.2), e sua discretização temporal dada pelas

Eqs. (3.33)-(3.34), o método de Galerkin será utilizado para discretizá-las no espaço. Seja Ωh =

T (Ω) o domínio Ω discretizado por elementos finitos, limitado por ∂Ωh que é linear por partes.

Escolhendo-se espaços de dimensão finita adequados Vh ⊂ V e Qh ⊂ Q, que são gerados pelas

funções de interpolação do mini-elemento (3.28) e (3.29), a formulação variacional discreta das

equações de Navier-Stokes (3.1)-(3.2) é dada por: “Encontrar un+1
h ∈ Vh e pn+1

h ∈ Qh de forma

que:

∫
Ωh

wh ·
(
un+1
h − ūnh

∆t

)
dΩ−

∫
Ωh

pn+1
h ∇ ·wh dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ωh

∇wh :
[
∇un+1

h +∇(un+1
h )T

]
dΩ−

∫
Ωh

wh · gh dΩ +

− 1

Eo

∫
Γh

γκ wh · nh dΓ = 0, (3.35)∫
Ωh

qh∇ · un+1
h dΩ = 0, (3.36)

para todo wh ∈ Vh e qh ∈ Qh”. Sendo un+1
h = (un+1

h , vn+1
h ) o vetor velocidade discreto e nh =

(nx,h, ny,h) o vetor normal à superfície discreta linear por partes ∂Ωh. A partir de agora, para

simplificar a notação considere uh e ph no instante tn+1 e ūh no instante tn.

Considere as Eqs. (3.35)-(3.36) desenvolvidas em um sistema cartesiano bidimensional. Sejam

uh = (uh, vh), ūh = (ūh, v̄h), gh = (gx,h, gy,h), wh = (wx,h, wy,h), nh = (nx,h, ny,h).

(3.37)
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A equação (3.35) torna-se∫
Ωh

[
wx,h

(
uh − ūh

∆t

)
+ wy,h

(
vh − v̄h

∆t

)]
dΩ−

∫
Ωh

(
ph
∂wx,h
∂x

+ ph
∂wy,h
∂y

)
dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ωh

[(
∂wx,h
∂x

∂uh
∂x

+
∂wy,h
∂x

∂vh
∂x

+
∂wx,h
∂y

∂uh
∂y

+
∂wy,h
∂y

∂vh
∂y

)]
dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ωh

[(
∂wx,h
∂x

∂uh
∂x

+
∂wy,h
∂x

∂uh
∂y

+
∂wx,h
∂y

∂vh
∂x

+
∂wy,h
∂y

∂vh
∂y

)]
dΩ+

−
∫

Ωh

(wx,hgx,h + wy,hgy,h) dΩ− 1

Eo

∫
Γh

γκ (wx,hnx,h + wy,hny,h) dΓ = 0. (3.38)

Pela formulação variacional do problema é necessário determinar soluções uh = (uh, vh) ∈ Vh
e ph ∈ Qh de modo que a Eq. (3.38) seja verdadeira para todo wh = (wx,h, wy,h) ∈ Vh. No entanto

sendo satisfeitas as expressões na direção x∫
Ωh

wx,h

(
uh − ūh

∆t

)
dΩ−

∫
Ωh

ph
∂wx,h
∂x

dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ωh

(
∂wx,h
∂x

∂uh
∂x

+
∂wx,h
∂y

∂uh
∂y

+
∂wx,h
∂x

∂uh
∂x

+
∂wx,h
∂y

∂vh
∂x

)
dΩ+

−
∫

Ωh

wx,hgx,h dΩ− 1

Eo

∫
Γh

γκwx,hnx,h dΓ = 0, (3.39)

e na direção y,∫
Ωh

wy,h

(
vh − v̄h

∆t

)
dΩ−

∫
Ωh

ph
∂wy,h
∂y

dΩ

+
1

Ga1/2

∫
Ωh

(
∂wy,h
∂x

∂vh
∂x

+
∂wy,h
∂y

∂vh
∂y

+
∂wy,h
∂x

∂uh
∂y

+
∂wy,h
∂y

∂vh
∂y

)
dΩ+

−
∫

Ωh

wy,hgy,h dΩ− 1

Eo

∫
Γh

γκwy,hny,h dΓ = 0, (3.40)

para quaisquer wx,h ∈ Vh e wy,h ∈ Vh então a Eq. (3.38) é satisfeita. Assim pode-se trabalhar com

as equações nas direções x e y separadamente sem perda de generalidade. Como neste trabalho as

equações são resolvidas de maneira acoplada, não há a necessidade da separação das equações nas

direções x e y. Contudo, os cálculos daqui em diante serão feitos dessa maneira, para aproveitar a

analogia de notação nas direções x e y, e facilitar a definição do operador de montagem de matriz

feita adiante.

Para a equação da continuidade em (3.15), tem-se∫
Ωh

qh

(
∂uh
∂x

+
∂vh
∂y

)
dΩ = 0. (3.41)

Considere NV , NP e NE os números de incógnitas respectivamente para a velocidade (o mesmo

número de pontos nas direções x e y, sendo as condições de contorno de Dirichlet e tensão superfi-

cial impostas posteriormente), NP o número de pontos de pressão e NE o número de elementos na

malha de elementos finitos que discretiza o domínio Ωh.
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Sejam {φ1, · · · , φNV
} base de H1

h(Ω) ⊂ H1(Ω) e {ψ1, · · · , ψNP
} base de Qh, o método de

Galerkin consiste em fazer as seguintes substituições nas Eqs. (3.39)-(3.40):

uh(x, t) ≈
NV∑
s=1

φs(x)us(t), (3.42)

vh(x, t) ≈
NV∑
s=1

φs(x)vs(t), (3.43)

ph(x, t) ≈
NP∑
r=1

ψr(x)pr(t), (3.44)

onde φs(x) representam funções de interpolação utilizadas para a velocidade e ψr(x) as funções de

interpolação para a pressão. Considere também

gx,h(x, t) ≈
NV∑
s=1

φs(x)gx,s(t), (3.45)

gy,h(x, t) ≈
NV∑
s=1

φs(x)gy,s(t), (3.46)

como sendo aproximações para os termos de gravidade.

A Eq. (3.38) é normalmente avaliada em todos os nós livres de velocidade e portanto as funções

teste wx,h e wy,h são substituídas por funções de interpolação φs = φs(x), s = 1, · · · , NV . Apli-

cando este procedimento para as direções x e y e restringindo-se as funções de interpolação nodais

a cada elemento “e”, na direção x tem-se

∑
e

∫
Ωe

∑
i,j∈e

[
uj − ūj

∆t

]
φeiφ

e
j dΩ−

∑
e

∫
Ωe

∑
i,k∈e

∂φei
∂x

ψekpk dΩ

+
1

Ga1/2

∑
e

∫
Ωe

∑
i,j∈e

(
∂φei
∂x

∂φej
∂x

uj +
∂φei
∂y

∂φej
∂y

uj +
∂φei
∂x

∂φej
∂x

uj +
∂φei
∂y

∂φej
∂x

vj

)
dΩ+

−
∑
e

∫
Ωe

∑
i,j∈e

φeiφ
e
jgx,j dΩ− 1

Eo

∑
e

∫
Γe

γκnx
∑
i∈e

φei dΓ = 0, (3.47)

na direção y

∑
e

∫
Ωe

∑
i,j∈e

[
vj − v̄j

∆t

]
φeiφ

e
j dΩ−

∑
e

∫
Ωe

∑
i,k∈e

∂φei
∂y

ψekpk dΩ

+
1

Ga1/2

∑
e

∫
Ωe

∑
i,j∈e

(
∂φei
∂x

∂φej
∂x

vj +
∂φei
∂y

∂φej
∂y

vj +
∂φei
∂x

∂φej
∂y

uj +
∂φei
∂y

∂φej
∂y

vj

)
dΩ+

−
∑
e

∫
Ωe

∑
i,j∈e

φeiφ
e
jgy,j dΩ− 1

Eo

∑
e

∫
Γe

γκny
∑
i∈e

φei dΓ = 0. (3.48)

A Eq. (3.41) é avaliada nos nós livres de pressão e portanto a função peso qh é aproximada pelas

funções de interpolação associadas à pressão ψr(x), restringindo-se as funções de interpolação a
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cada elemento “e”, tem-se

∑
e

∫
Ωe

∑
j,k∈e

(
∂φej
∂x

uj +
∂φej
∂y

vj

)
ψek dΩ = 0. (3.49)

As Eqs. (3.47), (3.48) e (3.49) podem ser representadas na forma de um sistema de equações

algébricas.

Mx
U− Ū

∆t
− Gxp +

1

Ga1/2
[(2Kxx +Kyy)U +KxyV]−MxGx = fx,

My
V − V̄

∆t
− Gyp +

1

Ga1/2
[KyxU + (2Kyy +Kxx)V]−MyGy = fy,

DxU +DyV = 0, (3.50)

onde U = [u1, · · · , uNV
]T , V = [v1, · · · , vNV

]T , Ū = [ū1, · · · , ūNV
]T , V̄ = [v̄1, · · · , v̄NV

]T ,

p = [p1, · · · , pNP
]T , Gx = [gx1 , · · · , gxNV

]T , Gy = [gy1 , · · · , g
y
NV

]T , fx = [fx1 , · · · , fxNV
]T e fy =

[f y1 , · · · , f
y
NV

]T são os vetores dos valores nodais para as variáveis de velocidade, pressão, gravidade

e tensão superficial. As matrizes desse sistema são dadas por

Mx = Ax(me), My = Ay(me), Kxx = Ax(kexx), Kxy = Ax(kexy), Kyx = Ay(keyx),

Kyy = Ay(keyy), Gx = Ax(gex), Gy = Ay(gey), Dx = Ax(dex), Dy = Ay(dey).

O operador A monta as submatrizes de elemento nas matrizes do sistema de equações, respei-

tando a correspondência entre índices globais e locais. As matrizes definidas no elemento são dadas

por

kexx,ij =
∫ (∂φe

i

∂x

∂φe
j

∂x
+

∂φe
i

∂x

∂φe
j

∂x

)
dΩ, kexy,ij =

∫ (∂φe
i

∂x

∂φe
j

∂x
+

∂φe
i

∂y

∂φe
j

∂x

)
dΩ, me

ij =
∫
φeiφ

e
j dΩ,

keyx,ij =
∫ (∂φe

i

∂y

∂φe
j

∂y
+

∂φe
i

∂x

∂φe
j

∂y

)
dΩ, keyy,ij =

∫ (∂φe
i

∂y

∂φe
j

∂y
+

∂φe
i

∂y

∂φe
j

∂y

)
dΩ, gex,ik =

∫ ∂φe
i

∂x
ψek dΩ,

gey,ik =
∫ ∂φe

i

∂y
ψek dΩ, dex,kj =

∫ ∂φe
j

∂x
ψek dΩ, dey,kj =

∫ ∂φe
j

∂y
ψek dΩ,

com i = 1, · · · , 4, j = 1, · · · , 4, k = 1, · · · , 3 e as integrais calculadas em um elemento finito Ωe.

As dimensões das matrizes que aparecem no sistema (3.50) sãoNV ×NP para Gx e Gy,NP×NV

para Dx e Dy e NV × NV para as outras. A partir do sistema (3.50) é possível escrever o sistema

de equações de forma mais compacta, acoplando as velocidades nas direções x e y, e retornando à

notação no tempo, resulta em

M
un+1 − ūn

∆t
−Gpn+1 +

1

Ga1/2
Kun+1 −Mg = f , (3.51)

Dun+1 = 0, (3.52)
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onde un+1 = [un+1
1 , · · · , un+1

NV
, vn+1

1 , · · · , vn+1
NV

]T , ūn+1 = [ūn+1
1 , · · · , ūn+1

NV
, v̄n+1

1 , · · · , v̄n+1
NV

]T , g =

[gx1 , · · · , gxNV
, gy1 , · · · , g

y
NV

]T , pn+1 = [pn+1
1 , · · · , pn+1

NP
]T e f = [fx1 , · · · , fxNV

, f y1 , · · · , f
y
NV

]T , e as

matrizes dadas por

M =

 Mx 0

0 My


2NV ×2NV

K =

 Kxx Kxy
Kyx Kyy


2NV ×2NV

G =

 Gx
Gy


2NV ×NP

D =
[
Dx Dy

]
NP×2NV

3.5 Resolução do sistema

Os métodos para solução das equações de Navier-Stokes para escoamentos de fluidos podem

ser, de maneira geral classificados em métodos segregados e métodos acoplados. Os métodos segre-

gados buscam o desacoplamento entre pressão-velocidade, separando o sistema linear multidimen-

sional em problemas mais simples. Já os métodos acoplados buscam resolver o sistema completo

de equações (pressão-velocidade) a cada ciclo computacional e será descrito nesta seção.

3.5.1 Método acoplado

Sejam as equações de Navier-Stokes (3.51)-(3.52), discretizadas no espaço pelo método de ele-

mentos finitos e discretizadas no tempo por um esquema semi-lagrangeano, tais equações são dadas

por

M
(

un+1 − ūn

∆t

)
−Gpn+1 +

1

Ga1/2
Kun+1 −Mg = f , (3.53)

Dun+1 = 0, (3.54)

reescrevendo a Eq. (3.53) da seguinte forma(
M
∆t

+
1

Ga1/2
K
)

un+1 −Gpn+1 = Mg +
1

∆t
Mūn + f︸ ︷︷ ︸

rn

, (3.55)

que juntamente com a Eq. (3.54) formam um sistema de equações que pode ser escrito na forma

matricial  B G

D 0

 un+1

pn+1

 =

 rn
0

 .
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A matriz B é dada por B = (∆t)−1M+Ga−1/2K, e o lado direito representa as grandezas conhe-

cidas no tempo n, mais as condições de contorno que são as contribuições dos valores conhecidos

de velocidade.

O sistema pode ser resolvido diretamente para se obter as soluções un+1 e pn+1 de forma aco-

plada. Apesar de a matriz ser simétrica, pois G = DT , e B é simétrica, ela não é definida positiva.

E o sistema linear é resolvido através do método direto LU.



CAPÍTULO

4
Cálculo da tensão superficial e ângulo de

contato

Este capítulo trata do cálculo da tensão superficial e da estratégia de imposição direta de ângulo

de contato e imposição do ângulo de contato através da condição de Navier Generalizada.

4.1 Cálculo da tensão superficial

Para calcular o efeito da tensão superficial, é necessário apenas calcular a curvatura κ, pois

como pode ser visto na Eq. (2.19) o coeficiente γ e o parâmetro adimensional Eo são conhecidos.

A geometria diferencial dá ao conceito de curvatura 2D, pelo menos três interpretações distintas: (i)

a taxa de variação angular do campo tangente à forma. (ii) a magnitude da aceleração centrípeta de

uma partícula que percorre a forma com velocidade constante e (iii) o inverso dos raios dos círculos

que melhor se ajustam localmente à forma (Kreyszig, 1991).

O raio de curvatura da interface necessita ser estimado afim de avaliar os efeitos da tensão

superficial na Eq. (2.19). Como a interface é explicitamente representada por vértices e arestas da

malha (veja Fig. 4.1(a)), o raio de curvatura pode ser obtido de maneira bastante natural construindo

um único círculo que passe por três vértices adjacentes (Fig. 4.1(b)), com isso consegue-se encontrar

o raio, R, e consequentemente a curvatura κ, sendo

κ =
1

R
. (4.1)
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(a) (b)

Figura 4.1: Em (a) está ilustrada a representação explicita da interface por vértices e arestas da

malha. Em (b) o único círculo que passa por (x1, y1),(x2, y2) e (x3, y3), sendo (xc, yc) as coordenadas

do centro do círculo e R o raio.

A normal à interface líquido/gás no ponto p2 = (x2, y2) é então calculada por,

nh =
p2 − pc
‖p2 − pc‖

, (4.2)

onde pc = (xc, yc). A curvatura calculada e a normal nh são então utilizadas para aplicar as

condições de contorno na superfície livre.

4.2 Imposição direta do ângulo de contato através da

condição de Navier (NBC)

A estratégia de imposição do ângulo de contato consiste em aproximar uma curvatura no ponto

de contato, considerando-se uma extensão virtual da superfície livre Γ, que possua a inclinação

correta θS . Desta forma, a tensão superficial no ângulo de contato tenderá a alinhar a superfície

livre com a superfície virtual, impondo o ângulo desejado.

Para o cálculo desta curvatura, calcula-se geometricamente um círculo que passe pelo ponto de

contato e pelo vértice de superfície livre adjacente, e cuja tangente ao círculo no ponto de contato

possua a inclinação θS desejada. Uma vez calculado o círculo, a Eq. (4.1) é utilizada para calcular

a curvatura. Um esquema do cálculo geométrico pode ser visto na Fig. 4.2.

Quando o ponto (x1, y1) está alinhado com a tangente, o raio de curvatura tende a ser muito
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Figura 4.2: Cálculo da curvatura em um ponto de contato utilizando-se um vértice de superfície

livre e a inclinação θS da superfície virtual. Neste exemplo, a tensão superficial deslocará o ponto

de contato para a direita, para alinhar o segmento da superfície livre com o segmento virtual.

grande, neste caso a curvatura é considerada nula, ou seja, κ = 0.

4.2.1 Formulação contínua do problema

As equações de Navier-Stokes (2.17)-(2.18) são válidas em um domínio Ω ∈ R2, limitado por

um contorno ∂Ω = Γ∪S e ∂Γ = Γ∩S (veja Fig. 4.3), onde Γ representa a superfície livre (interface

líquido/gás), S contorno rígido (interface sólido/líquido) e ∂Γ os pontos de contato (interface tripla

sólido/líquido/gás).

Figura 4.3: Domínio Ω de uma gota apoiada, limitado pelo contorno ∂Ω = Γ ∪ S .

Na interface gás/líquido envolvendo um gás de massa específica e viscosidade desprezível, e

também no ponto de contato, a tensão na superfície livre, satisfaz as Eqs. (2.19)-(2.20). No contorno

rígido S, na interface sólido/líquido, é imposta uma condição de contorno conhecida como condição

de Navier (NBC), dada por:

(u− uw) · n̂ = 0, (4.3)

(u− uw) · τ̂ + βσn̂ · τ̂ = 0, (4.4)
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onde β é o coeficiente de escorregamento, n̂ e τ̂ correspondem respectivamente ao vetor normal e

tangencial à superfície sólida, u é o campo de velocidades, uw é a velocidade da parede.

A condição na Eq. (4.3) é a condição de não penetração do fluido, ou seja, o fluido não pode

penetrar em uma superfície sólida impermeável, sendo assim a componente normal da velocidade

é zero. A condição na Eq. (4.4) é a condição de contorno de fricção, ou seja, na interface sólido

líquido, as velocidades tangenciais do fluido são proporcionais a tensão tangencial correspondente.

Dependendo da escolha de β, diferentes condições de contorno são obtidas.

1. não escorregamento (no-slip), se β = 0,

2. escorregamento com atrito, se 0 < β <∞,

3. escorregamento livre (free slip), se β =∞.

Para uma interpretação do comprimento de escorregamento, veja a Fig. 4.2.1. Por exemplo,

no caso de escoamentos de cisalhamento, escorregamento parcial, β pode ser interpretado como a

distância fictícia a superfície sólida.

(a) Não escorregamento (b) Escorregamento com atrito (c) Escorregamento livre

Figura 4.4: Interpretação do comprimento de escorregamento β. As setas indicam a magnitude da

componente tangencial da velocidade u (Ganesan and Tobiska, 2009).

Nos pontos de contato ∂Γ, é imposta além da Eq. (2.19), a condição de Navier dada acima pelas

Eqs. (4.3)-(4.4).

4.2.2 Formulação variacional

Retornando à Eq. (3.11) na seção 3.1 correspondente à formulação variacional, e utilizando as

condições de contorno (2.19)-(2.20) e (4.3)-(4.4) a integral no contorno dada pelo último termo do
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lado esquerdo será escrita agora como∫
∂Ω

w · (σ · n) d(∂Ω) =

∫
Γ

w · (σ · n) dΓ +

∫
S
w · (σ · n̂) dS,

=

∫
Γ

γκ

Eo
w · n dΓ− 1

β

∫
S
w · (u− uw) dS. (4.5)

Note que este termo agora depende da incógnita u, o que resulta em uma modificação das

matrizes do problema discretizado.

4.3 Imposição do ângulo de contato através da condição

de Navier Generalizada (GNBC)

Considere o problema de dois fluidos separados por uma interface material Γ em um domínio

Ω ⊂ R2. Suponhamos de maneira geral que o domínio Ω está dividido em subdomínios disjuntos

Ω1 e Ω2 por uma curva Γ, tal que S ∩ Γ 6= ∅, sendo S o contorno sólido, que pode ser visto na Fig.

4.5. O domínio Ω é formado pela união entre os subdomínios Ω1 e Ω2, ou seja, Ω = Ω1 ∪ Ω2 e

Γ = Ω1 ∩ Ω2.

A condição de contorno de Navier Generalizada (Generalized Navier Boundary Condition -

GNBC, em inglês) foi proposta recentemente por Qian et al. (2003, 2006), sendo utilizada em

métodos de diferenças finitas. Neste trabalho a condição de contorno GNBC é imposta em um

método de elementos finitos com uma formulação ALE, sobre S, tal como Gerbeau and Lelièvre

(2009), que é dada por,

(u− uw) · n̂ = 0, (4.6)

(u− uw) · τ̂ + βσn̂ · τ̂ + βγ(m · tS − cos θS)tS · τ̂ δ∂Γ = 0, (4.7)

para qualquer vetor τ̂ , tangente a S . Nas Eqs. (4.6) e (4.7), u é o campo de velocidades, uw é a

velocidade da parede, β é o coeficiente de escorregamento, tS é um vetor tangente a S, θS é o ângulo

de contato estático e δ∂Γ é uma distribuição delta de Dirac, de forma que
∫

Γ
ϕδ∂Γ dΓ =

∫
∂Γ
ϕ dl.

A primeira equação indica a não penetração (não escorregamento) do fluido, além do mais, será

considerado que uw · n̂ = 0. Por outro lado, a segunda condição incorpora a diferença entre o

ângulo de contato dinâmico, cos θ = m · tS na Eq. (4.7), e o ângulo de contato estático, θS , sendo

θS um dado do problema. Obviamente, esta contribuição desaparece quando ∂Γ = ∅. Neste caso,

deve-se notar que para β = 0, o qual ocorre na maioria das aplicações, esta condição de contorno

se reduz à condição clássica de não escorregamento. Contudo, quando ∂Γ 6= ∅, a Eq. (4.7) deve ser
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Figura 4.5: Domínio computacional Ω e interface Γ. Indicam-se os vetores utilizados para a condi-

ção de contorno GNBC.

considerada, para evitar a contradição de ter uma linha de contato que deve-se movimentar, com a

condição de não escorregamento (Ausas et al., 2009).

4.3.1 Formulação contínua do problema

As equações de Navier-Stokes (2.17)-(2.18) são válidas em um domínio Ω ∈ R2, limitado por

um contorno ∂Ω = Γ∪S e ∂Γ = Γ∩S (veja Fig. 4.6), onde Γ representa a superfície livre (interface

líquido/gás), S contorno rígido (interface sólido/líquido) e ∂Γ os pontos de contato (interface tripla

sólido/líquido/gás).

Figura 4.6: Domínio Ω, limitado pelo contorno ∂Ω = Γ ∪ S e ∂Γ = Γ ∩ S . Os vetores tS , m e

n representam respectivamente a tangente ao contorno rígido S, a tangente e a normal à superfície

livre Γ.

Na interface gás/líquido envolvendo um gás de massa específica e viscosidade desprezível, e

também no ponto de contato, a tensão na superfície livre, satisfaz as Eqs. (2.19)-(2.20) em Γ.
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A condição de contorno GNBC (4.6)-(4.7), é considerada sobre S, no contorno rígido (na inter-

face sólido/líquido), e nos pontos de contato (interface tripla sólido/líquido/gás).

4.3.2 Formulação variacional

De maneira semelhante a realizada na subseção 4.2.1, retorna-se a Eq. (3.11) e utilizando as

condições de contorno (2.19)-(2.20) e (4.6)-(4.7) a integral no contorno dada pelo último termo do

lado esquerdo será escrita agora como

∫
∂Ω

w · (σ · n) d(∂Ω) =

∫
Γ

w · (σ · n) dΓ +

∫
S
w · (σ · n̂) dS, (4.8)

e, utilizando (2.19), a primeira integral do lado direito da Eq. (4.8) pode ser escrita como∫
Γ

w · (σ · n) dΓ =

∫
Γ

γκ

Eo
w · n dΓ, (4.9)

sendo n o vetor normal à superfície discreta linear por partes Γ. A condição de contorno GNBC, é

aplicada na segunda integral do lado direito da Eq. (4.8), de forma que∫
S
w · (σ · n̂) dS =

∫
S
w ·
[
− 1

β
(u− uw)− γ(m · tS − cos θS)tS · δ∂Γ

]
dS,

= − 1

β

∫
S
w · (u− uw) dS + (4.10)

−
∫
∂Γ

w · γ(m · tS − cos θS)tS dl.

No caso 2D, a integral sobre ∂Γ (que são os pontos de contato) é simplesmente a avaliação do

integrando nestes pontos.
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CAPÍTULO

5
Adaptação de malha

Este capítulo descreve a estratégia de adaptação de malhas dinâmicas não estruturadas de ele-

mentos finitos. A malha inicial é uma triangulação, e para garantir boas propriedades de qualidade,

tal malha de elementos finitos é obtida através de uma triangulação de Delaunay através do software

EasyMesh, proposto por Niceno (2001). Em um ambiente onde a malha se movimenta, o controle

de malha se faz necessário, (veja Fig. 5.1(a)-(c)), pois elementos ruins podem aparecer durante a

simulação, comprometendo a aproximação por elementos finitos. Para evitar este problema, (veja

Fig. 5.1(d)-(f)), o procedimento adotado neste trabalho consiste na verificação das arestas de cada

elemento, que devem satisfazer o seguinte critério: um triângulo é candidato a ter sua forma alte-

rada, se o comprimento, l, de uma de suas arestas for maior do que lmax ou menor do que lmin, onde

lmax e lmin são determinados segundo alguma norma de qualidade.

As estratégias de melhoramento de malha adotatas neste trabalho são aplicadas em malhas uni-

formes. Quando a malha apresentar regiões com diferentes níveis de refinamento, é necessário

adotar um procedimento diferenciado que não será abordado neste trabalho.

5.1 Triangulação de Delaunay

Seja T um conjunto de elementos ti, para i = 1, · · ·n com ti ∩ tj = ∅ ou ti ∩ tj é uma

aresta ou vértice comum a ti e tj , uma triangulação de Delaunay de um conjunto de pontos

P = {x0, · · · ,xm} ⊂ Ω, em que Ω ⊂ Rd define um domínio limitado e fechado, é a triangu-
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(a) ti (d) ti

(b) 0.5tf (e) 0.5tf

(c) tf (f) tf

Figura 5.1: Ilustração de um resultado sem controle de malha (a)-(c), o aparecimento de elementos

ruins pode degradar a precisão do método. Com o controle de malha (d)-(f), o aparecimento de

elementos ruins é evitado, ti é o tempo inicial e tf o tempo final.

lação cuja circunsfera de cada elemento de T não possui nenhum ponto P no seu interior. Esta

triangulação é muito utilizada em várias áreas. Dentre os motivos que justificam tamanha populari-

dade, estão as boas propriedades da triangulação de Delaunay. Como exemplo, a maximização do

ângulo mínimo no caso bidimensional, isto é, dentre todas as triangulações de P , a triangulação de

Delaunay maximiza o menor ângulo da triangulação, tendendo a gerar triângulos de boa qualidade,

no sentido de tentar minimizar o aparecimento de elementos muito finos, o que pode degradar a

solução numérica por elementos finitos.

Uma triangulação de Delaunay possui as seguintes propriedades:

• A triangulação de Delaunay é única. Este fato decorre diretamente da dualidade existente

entre triangulação de Delaunay e diagrama de Voronoi, que é uma decomposição única do

espaço Rd;

• Todo elemento da triangulação possui circunsfera vazia, ou seja, sem pontos do conjunto P

em seu interior;
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• Dentre todas as triangulações possíveis de um conjunto de pontos em R2, a triangulação

de Delaunay é a que maximiza o ângulo mínimo de todos os elementos, minimiza o maior

circuncírculo da triangulação e minimiza o maior círculo mínimo da triangulação.

Maiores detalhes sobre triangulação Delaunay podem ser encontradas no livro de Edelsbrunner

(2001) e nas notas de Shewchuk (1999).

5.2 Flipping de arestas

A troca de arestas (operação conhecida formalmente como flipping de arestas, Fig. 5.2) tem

como objetivo melhorar a qualidade local dos elementos da malha. Esta operação é amplamente

utilizada em métodos para geração de triangulações de Delaunay, os quais se baseiam no critério

do circuncírculo vazio (Chew, 1989). Este critério é bem definido e facilmente computado para

geração de triangulações isotrópicas em domínios bidimensionais planares.

(a) (b)

Figura 5.2: Flipping de uma aresta. Uma aresta o, em (a), cujo comprimento é lo, é trocada por

uma aresta n de comprimento ln.

Na Fig. 5.2 as arestas o e n são chamadas de “flipping” uma da outra. Se uma das arestas é

externa ao quadrilátero formado pela união dos triângulos t1 e t2, então diz-se que a aresta interna

não possui flipping.

Um algoritmo baseado em operações de flipping pode ser utilizado para construir triangula-

ções que satisfaçam o critério de Delaunay a cada ciclo da simulação, garantindo a sua qualidade.

Contudo, isso não é computacionalmente barato nem necessário, pois para manter a triangulação

T Delaunay, todas as arestas devem ser localmente Delaunay (Shewchuk, 1997). Seja uma aresta

e compartilhada por dois triângulos t1 e t2, e x1, x2 os vértices opostos a e em t1 e t2, como na

Fig. 5.3. A aresta e é chamada de localmente Delaunay se o circuncírculo de t1 não inclui x2 e

o circuncírculo de t2 não inclui x1. Sendo assim, ou a aresta e é localmente Delaunay, ou possui

flipping e seu flipping é localmente Delaunay (Sousa, 2005).
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Figura 5.3: Definição de aresta e localmente Delaunay.

Neste trabalho não há a necessidade de manter a malha Delaunay, pois como visto na seção

2.1.1, a velocidade da malha û, determina a movimentação dos pontos da malha de elementos

finitos em uma formulação ALE, em que a velocidade elástica ue (ver Eq. (2.3)), calculada através

de uma estratégia de suavização laplaciana, tende a melhorar a qualidade dos triângulos internos.

Com isso a opção escolhida neste trabalho evita o teste da aresta ser localmente Delaunay para

realizar o flipping, o qual é substituído por um teste equivalente que determina se ocorrerá ou não o

flipping da seguinte maneira:

• Dado na Fig. 5.2(a) o quadrilátero pertencente a triangulação cuja diagonal é a aresta o de

comprimento lo, e seja a aresta n de comprimento ln o flipping da aresta o. A aresta o será

trocada pelo seu flipping se o comprimento ln da aresta n for menor que 0.9lo.

A ideia de trocar arestas que satisfazem estes critérios é melhorar a qualidade local da malha,

sem a preocupação que a aresta n seja localmente Delaunay, pois como dito anteriormente o fato

da malha ser movimentada pela velocidade û tenderá a ajustar os vértices internos para uma melhor

posição na triangulação.

5.3 Inserção e remoção de pontos

Em geral, como uma malha de superfície livre evolui com o tempo segundo a velocidade û dada

na subseção 2.1.1, haverá regiões da superfície livre que as arestas poderão aumentar ou diminuir

de comprimento, o que pode gerar elementos distorcidos e prejudicar a precisão da aproximação

por elementos finitos. Apesar do esquema de suavização laplaciana, a interface se move de acordo

com a velocidade do escoamento, fazendo com que a distribuição de pontos mude drasticamente ao
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longo da simulação (Sousa, 2005). Com isso, para a qualidade da discretização da superfície livre

ser mantida, será necessário aplicar um controle de malha que consiste em refinar e simplificar a

malha de elementos finitos nas regiões críticas, e estas operações serão realizadas com a inserção e

remoção de nós.

Dada uma malha inicial que seja uma triangulação de Delaunay de um domínio Ω, o compri-

mento máximo, lmax, e mínimo, lmin, das arestas da triangulação são determinados e serão utilizados

nas estratégias de refinamento e simplificação. Como foi visto, manter a malha sempre Delaunay

a todo passo é computacionalmente caro, e até desnecessário, bastando apenas que a qualidade dos

elementos satisfaça algum critério de qualidade.

5.3.1 Enriquecimento de malha

O esquema de enriquecimento de malha aplicado neste trabalho, busca subdividir os elementos

quando pelo menos uma de suas arestas atinja um tamanho maior que o permitido, com o objetivo

de manter a malha com elementos uniformes.

Seja lo o tamanho da aresta o, esta é subdividida pela inserção de um novo vértice em seu centro

sempre que lo > δ1lmax. Foram realizados testes com o parâmetro δ1 ∈ [0.9, 1.1], e optou-se nos

testes com adaptação de malha o valor de δ1 = 1.1. A Fig. 5.4 ilustra a inserção de um ponto no

centro da aresta o.

(a) (b)

Figura 5.4: Refinamento de malha. A aresta em destaque em (a) é subdividida e a malha resultante

pode ser vista em (b).

Pode ser escolhido algum valor de δ1 fora do intervalo [0.9, 1.1], a escolha vai depender do

problema a ser simulado.
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5.3.2 Simplificação de malha

Dada uma malha inicial, a estratégia de remoção de pontos busca remover da triangulação ares-

tas de tamanho l tal que l < δ2lmin, os valores do parâmetro δ2 foram testados no intervalo [0.4, 0.6],

e optou-se nos testes com adaptação de malha o valor de δ2 = 0.5, este valor foi escolhido com a

intenção de realizar o colapso de arestas apenas quando o tamanho da aresta for 50% do tamanho da

menor aresta pertencente a triangulação inicial. Dependendo do problema o parâmetro δ2 também

pode ser escolhido fora do intervalo [0.4, 0.6].

Há várias maneiras de se remover uma aresta de uma triangulação, como por exemplo, o colapso

de seus vértices em um ponto médio ou ainda a remoção da aresta e de todos os seus vizinhos (Sousa,

2005). Neste trabalho optou-se por remover um dos vértices da aresta a ser eliminada, por exemplo

o vértice i, e movimentar o vértice j para o ponto médio p da aresta i−j (Fig. 5.5), com o intuito de

resumir o processo de remoção de arestas a um problema de remoção de um vértice da triangulação.

(a) (b)

Figura 5.5: Simplificação de malha. A aresta em destaque em (a) é removida e a malha resultante

pode ser vista em (b).

5.4 Ilustração do esquema de adaptação de malha

Nesta seção será ilustrado o procedimento de adaptação de malha, sem a preocupação com a

física do problema de uma gota apoiada sobre uma superfície rígida. Na Fig. 5.6, está a dinâmica

de uma gota apoiada, com ângulo de contato estático θS = 90o em (i). Aqui, as arestas da malha de

elementos finitos é dividida sempre que l > 0.1lmax e será eliminada através do colapso de arestas

sempre que l < 0.05lmin.
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A malha inicial em (a) é uma representação bem grosseira de uma gota apoiada, em (b) verifica-

se que as arestas da malha inicial foram divididas e uma nova triangulação foi obtida, pode-se ver em

(c) e (d) que as arestas são divididas enquanto são maiores que 0.1lmax. Desde o início da simulação

a malha vai se ajustando com operações de flipping, divisões e colapsos de arestas, a partir de (e)

as operações de divisão e colapso de arestas praticamente não acontecem mais até atingir a forma

final em (i). Durante todo o processo de adaptação de malha ocorre a suavização laplaciana, que

melhorar a qualidade dos elementos.

(a) ti (b) ti + δt (c) ti + 2δt

(d) ti + 3δt (e)ti + 4δt (f)ti + 5δt

(g) ti + 100δt (h) ti + 150δt (i) tf = ti + 200δt

Figura 5.6: Controle de malha no caso de uma gota apoiada. Neste caso teste, o ângulo de contato

estático θS = 90o.
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CAPÍTULO

6
Validação e resultados numéricos

Neste capítulo são apresentados os resultados numéricos obtidos a partir do programa UMesh-

Flow desenvolvido por Sousa (2005) em sua tese de doutorado, para o caso bidimensional, que é a

implementação em linguagem orientada a objeto C++, foram acrescentados no código os métodos

vistos até aqui. Os problemas foram simulados em um computador com processador Intel Core 2

Quad de 2.4 GHz e 4 GB de memória Ram. Os resultados dos problemas acadêmicos: gota está-

tica (subseção 6.2.1), gota oscilante (subseção 6.2.2) e validação da imposição direta do ângulo de

contato (subseção 6.3), foram apresentados no trabalho (Silva and Sousa, 2009).

6.1 Validação para escoamentos com superfícies livres

6.1.1 Vibração da superfície livre

Ao caminhar com um recipiente contendo líquido, o movimento de uma pessoa deve ser cuida-

doso para que não haja derramamento do líquido. A experiência mostra que, mesmo para desloca-

mentos muito pequenos do recipiente, a superfície do líquido pode se mover aumentando significati-

vamente a amplitude das ondas superfície, culminando no transbordamento do líquido. No entanto,

pode-se ajustar cuidadosamente a frequência do movimento para que o líquido não derrame.

Esta simples experiência ilustra um fenômeno conhecido como vibração da superfície livre

(“sloshing”, em inglês), veja Fig. 6.1, que está relacionado com a formação de ondas na super-

fície de um líquido. Este fenômeno aparece em vários casos da prática de Engenharia, envolvendo
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tanques de líquidos (Pedroso et al., 2005), e foi utilizada para a validação da imposição de condições

de contorno para a superfície livre sem os efeitos da tensão superficial, ou seja, para o caso onde

γ = 0, que consiste na verificação da frequência da oscilação e do amortecimento para pequenas

amplitudes iniciais do perfil senoidal da superfície livre que é dado por

s(x) = h+ a0 sin(π(0.5− x)), (6.1)

onde a0 é a amplitude da perturbação senoidal do movimento e h é a altura do nível do fluido dentro

do tanque (Rabier and Medale, 2003).

Figura 6.1: Ilustração das dimensões do tanque na simulação do problema de vibração da superfície

livre, em que, d é o comprimento da base do recipiente, h a altura e a0 representa a amplitude inicial

da perturbação senoidal na superfície livre. O ponto, •, à esquerda do perfil senoidal, foi monitorado

como pode ser visto na Fig. (6.2).

O fluido é submetido à aceleração gravitacional, e forças viscosas que são responsáveis pelo

amortecimento do movimento. As condições de contorno utilizadas foram: (i) de escorregamento -

nas fronteiras sólidas do tanque, dada pela Eq. (2.9) e; (ii) de não escorregamento - na interseção

entre a parede vertical e horizontal. Uma solução analítica para este problema foi proposta por

Prosperetti (1981).

a(t) =
4ν2k4

8ν2k4 + ω2
0

a0erfc(
√
νk2t) +

4∑
i=1

zi
Zi

(
ω2

0a0

z2
i − νk2

)
exp[(z2

i − νk2)t]erfc(zi
√
t), (6.2)

onde ν é a viscosidade cinemática do fluido, k é o número de onda, ω2
0 = gk é a frequência de

oscilação, cada zi é uma raíz da seguinte equação algébrica

z4 + 2k2νz2 + 4(k2ν)3/2z + ν2k4 + ω2
0 = 0, (6.3)

ondeZ1 = (z2−z1)(z3−z1)(z4−z1), Z2 = (z1−z2)(z3−z2)(z4−z2), Z3 = (z1−z3)(z2−z3)(z4−z3)

e Z4 = (z1− z4)(z2− z4)(z3− z4), e erfc(x) = 2√
π

∫∞
x

exp(−t2)dt = 1− erf(x), é o complementar

da função erro erf(x). Esta expressão é válida para perturbações de pequenas amplitudes.
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O problema foi simulado com os seguintes parâmetros: h = 1.5, d = 1.0, a0 = 0.01 e ν = 0.01.

Na Fig. (6.2), pode-se ver a variação temporal da amplitude do ponto, em destaque, mais a esquerda

do perfil senoidal da superfície livre Fig. (6.1).

Figura 6.2: Comparação entre solução analítica e numérica calculada para a vibração da superfície

livre. Os resultados foram simulados utilizando as estratégias Lagrangeana e ALE.

Os resultados obtidos numericamente capturaram bem a frequência e o decaimento da oscila-

ção. Na Tab. 6.1, verifica-se a norma do erro entre a solução analítica e os resultados obtidos

numericamente da amplitude nas estratégias lagrangeana (LAG) e ALE.

Tabela 6.1: Comparação entre a amplitude da curva analítica e numérica no problema de vibração
da superfície livre. O erro E, foi calculado como a diferença máxima da coordenada y entre a curva
analítica e numérica, ou seja, ‖ E ‖∞= max{|yana − ynum|}.

Formulação ‖ E ‖∞
LAG 0.1363%
ALE 0.1918%

6.2 Validação do cálculo da tensão superficial

Esta seção apresenta a solução numérica de alguns problemas acadêmicos e comparam-se com

a solução analítica. Primeiramente o problema de uma gota estática é investigado, em seguida é

estudado o problema de uma gota oscilante no vácuo.
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6.2.1 Gota estática

A simulação de uma gota estática imersa no vácuo, sem a influência da gravidade, é feita com o

intuito de validar o cálculo da tensão superficial agindo sobre a interface. A tensão superficial resulta

do desbalanço de forças intermoleculares, nas quais existe a variação brusca da massa específica

(Wolf et al., 2005). Sendo assim, a força resultante em uma molécula próxima à interface líquido/gás

é diferente daquela sobre uma molécula que se encontra em uma região completamente homogênea

(como foi visto na subseção 1.1.1). A expressão analítica para o salto de pressão na interface para

uma gota em equilíbrio é dada abaixo pela fórmula de Young-Laplace (de Gennes et al., 2004),

∆p = pi − pe = γκ =
γ

R
, (6.4)

onde pi é a pressão no interior da gota e pe é a pressão externa, neste caso pe = 0, R é o raio

de curvatura da gota. As simulações foram realizadas para uma gota de raio R = 1.0, coeficiente

de tensão superficial γ = 1.0. Assim, a expressão analítica para a pressão no interior da gota é

pi = 1.0. Para a velocidade, a solução exata corresponde a um campo de velocidades identicamente

nulo. O passo no tempo ∆t = 10−3.

Tabela 6.2: Comparação entre a pressão interna e dos erros cometidos em diferentes malhas de
elementos finitos. Aqui, Ne é o número de elementos em cada malha, h é o espaçamento médio da
malha, p∗i é o máximo da pressão interna nos nós obtida numericamente, E = ‖p∗i − pi‖/‖pi‖ é o
erro relativo cometido na aproximação da pressão interna e p é a ordem de convergência.

Malha Ne h p∗i E p max{|u|, |v|}
1 100 0.2500 0.996643 0.003357 - 3.426E-07
2 200 0.1768 0.998186 0.001814 1.7759 1.030E-08
3 400 0.1250 0.999191 0.000809 2.3299 2.918E-08
4 800 0.0884 0.999600 0.000400 2.0322 6.983E-09
5 1600 0.0625 0.999800 0.000020 2.0000 3.628E-09

Para avaliar a precisão do cálculo da curvatura, foi feito um estudo de convergência com os

valores da pressão interna para as malhas utilizadas, sendo estes mostrados na Tab. 6.2, portanto

pode-se constatar ordem de convergência quadrática para este exemplo. Adicionalmente, os valores

máximos das velocidades residuais no escoamento também podem ser vistos na Tab. 6.2.

Pela lei de Young-Laplace, o efeito da tensão superfícial é aumentar a pressão interna, que pode

ser modificada tanto pela variação da tensão superficial quanto pela variação do raio da gota. Em

princípio, para um processo isotérmico, a tensão superficial não varia (Wolf et al., 2005). Para
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Figura 6.3: Verificação da lei de Young-Laplace. A tensão superficial γ, pode ser determinada

através do coeficiente angular da reta ajustada por mínimos quadrados. Neste caso γ calculado é

dado por 0.94467.

verificar a validade da lei de Young-Laplace, pode-se variar o raio da gota e obter a pressão interna

correspondente, como pode ser visto na Fig. 6.3, onde a linearidade entre a pressão interna e o

inverso do raio pode ser observada.

6.2.2 Gota oscilante

Esta validação consiste em avaliar a frequência de oscilação de uma gota de fluido. Como

visto acima, gotas tendem a permanecer esféricas (ou circulares no caso bidimensional), ponto de

equilíbrio entre as forças de tensão interfacial. Sendo o raio de uma gota inicialmente perturbado,

esta oscila até atingir o equilíbrio, a amplitude do movimento é amortecida pela viscosidade.

A frequência ω, de oscilação analítica de pequenas amplitudes de uma gota é encontrada em

(Lamb, 1945)

ω2
n =

(n3 − n)γ

(ρL + ρG)R3
, (6.5)

onde R é o raio da gota (não perturbado), γ é o coeficiente de tensão superficial, n caracteriza o

modo de oscilação, e os subscritos L e G indicam a fase líquida e gasosa. Lamb (1945), também

encontrou que a amplitude da oscilação deverá decair como uma função do tempo,

An(t) = A0e
−t/τn , (6.6)
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onde

τn =
R2(ρL + ρG)

2n((n− 1)νL + (n+ 1)νG)
, (6.7)

e A0 representa a amplitude inicial. O perfil da gota líquida é dado em coordenadas polares (r, θ)

por

r = R + A0 cos(nθ). (6.8)

O teste realizado consiste em uma gota com raio não perturbado, R = 1.0, massa específica

ρ = 1.0, viscosidade cinemática ν = 0.01 imersa no vácuo, ou seja, com ρG = 0, νG = 0. Dois

casos testes são apresentados neste exemplo, o primeiro tem-se A0 = 0.02 e o segundo caso, tem-se

A0 = 0.2, ambos com dois modos de oscilação (n = 2). Para as duas simulações o tamanho do

passo no tempo é ∆t = 10−3.

O período é definido como Tn = 2π/ω, no caso que n = 2, ρ = 1.0 e R = 1.0, tem-se a partir

da Eq. (6.5) que T2 = 2.5651.

Tabela 6.3: Comparação entre o período, Tn, analítico e numérico (T ∗2 (1) para A0 = 0.02 e T ∗2
(2) para A0 = 0.2), no caso de uma gota líquida bidimensional. Para n = 2, ρ = 1.0 e R = 1.0,
tem-se T2 = 2.5651, Nele é o número de elementos na malha, h é o espaçamento médio da malha,
E = ‖T ∗n − Tn‖/‖Tn‖ é o erro relativo cometido na aproximação do período de oscilação e p é a
ordem de convergência. A identificação (1) refere-se a gota cuja amplitude de oscilação é A = 0.02
e (2) para A = 0.2.

Malha Nele h (1) T ∗2 (1) E (1) p (1) h (2) T ∗2 (2) E (2) p (2)
1 160 0.2503 2.616 0.0198 - 2.5000 2.7829 0.0849 -
2 320 0.1770 2.597 0.0124 1.3503 1.7678 2.7013 0.0531 1.3541
3 640 0.1252 2.581 0.0062 2.0000 1.2500 2.6657 0.0392 0.8757
4 1280 0.0885 2.573 0.0031 2.0000 0.8839 2.6390 0.0288 0.8896
5 2560 0.0626 2.569 0.0015 2.0946 0.6250 2.6167 0.0201 1.0377

Pode ser visto na Tab. 6.3, que para pequenas amplitudes de oscilações (A0 = 0.02) e viscosi-

dade (ν = 0.01), obtém-se excelentes resultados numéricos com ordem de convergência quadrática

(p = 2.0). Como é esperado, para o caso com amplitude moderada (A0 = 0.2), os resultados numé-

ricos estão mais distantes da solução analítica, com ordem de convergência linear (p = 1.0). Estes

resultados estão compatíveis com os obtidos em Saksono and Perić (2006b). Verifica-se na Fig. 6.5

a comparação do período de oscilação e amortecimento entre a solução analítica e numérica.
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(a) A0 = 0.02 (b) A0 = 0.2

Figura 6.4: Representação da malha 4 de elementos finitos de uma gota com amplitudes A0 = 0.02

em (a) e A0 = 0.2 em (b).

(a) A0 = 0.02R (b) A0 = 0.2R

Figura 6.5: Evolução da amplitude no tempo, ilustrando o amortecimento devido a viscosidade.

(a) inicial (b) intermediário (c) intermediário (d) intermediário (e) estacionário

Figura 6.6: Inversão no sentido da velocidade u no escoamento em (b) e (d), caracterizando oscila-

ção. A cor azul representa o sinal negativo da velocidade, e em vermelho o sinal positivo.
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6.3 Validação da imposição direta do ângulo de contato

com condição de Navier (NBC)

Para a validação da implementação do ângulo de contato, foi utilizado um modelo de gota apoi-

ada sem a presença de forças externas, como o efeito da gravidade atuando sobre o domínio. Quando

a aceleração da gravidade é nula, a solução analítica consiste em um arco de circunferência com raio

R calculado a partir do ângulo de contato estático θS prescrito e da altura máxima do fluido h. Assim

as coordenadas do centro da circunferência, Xc = (xc, yc), e raio são:

xc = 0.0; yc = − h cos(θS)

1− cos(θS)
; R =

h

1− cos(θS)
. (6.9)

O modelo utilizado nesta validação, consiste de uma gota inicialmente apoiada sobre a superfície

sólida, sendo um segmento circular com raio R = 1.0, e grandezas adimensionais, Ga = 1.0

e Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−3. Foram simulados três valores para o ângulo de

contato estático θS , 45o, 90o e 135o com cinco malhas de elementos finitos para cada ângulo, sendo

a primeira malha, com um menor número de elementos (aproximadamente Ne ≈ 160 elementos)

e a última, com aproximadamente Ne ≈ 2560 elementos, e os resultados numéricos dos estados

estacionários comparados com a solução analítica para cada caso.

O erro foi obtido da seguinte forma:

E(x∗, y∗) = (x∗ − xc)2 + (y∗ − yc)2 −R2, (6.10)

onde (x∗,y∗) são as coordenadas numéricas da gota. Os erros são reportados na Tab. 6.4, onde

pode-se observar a convergência sob refinamento de malha.

Tabela 6.4: Teste de convergência para a imposição direta do ângulo de contato, com o refinamento
das malhas. Dobrando o número de elementos Ne da malha, corresponde a dividir o espaçamento
h por

√
2, sendo p é a ordem de convergência e Emax. =‖ E ‖∞ a norma do erro.

Malha Ne 45o 90o 135o

Emax. p Emax. p Emax. p
1 160 1.4426E-2 - 4.6573E-2 - 3.9124E-2 -
2 320 1.0584E-2 0.8936 3.0494E-2 1.2219 2.5556E-2 1.2287
3 640 6.5319E-3 1.3927 2.3536E-2 0.7473 1.9941E-2 0.7158
4 1280 4.5910E-3 1.0174 1.7665E-2 0.8279 9.4805E-3 2.1454
5 2560 3.2589E-3 0.9888 9.0562E-3 1.9278 6.1316E-3 1.2573
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Figura 6.7: Validação da imposição direta do ângulo de contato, com aceleração da gravidade nula,

para os seguintes valores de θS: 45o, 90o e 135o.

Pode-se observar, na Fig. 6.7, a comparação dos resultados numéricos com os arcos de circunferên-

cia para cada ângulo de contato.

Quando os efeitos da gravidade são importantes, uma solução pseudo-analítica pode ser obtida

da solução de um sistema de equações diferenciais ordinárias como função do comprimento de arco

s,
dx

ds
= cos(θ),

dy

ds
= sin(θ),

dθ

ds
=
p0 + ρgy

γ
, (6.11)

onde θ é o ângulo formado entre a tangente à curva na posição correspondente à s e o eixo horizontal

(Mangiavacchi et al., 2005; O’Brien, 1991). O método de Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado

para resolver o sistema de equações acima, com um passo de integração δs = 0.0001.

O modelo utilizado nesta validação, consiste de uma gota incialmente apoiada sobre a superfície

sólida, sendo um segmento circular com área A = π, e grandezas adimensionais, Ga = 1.0 e

Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−3.

Foram simulados três valores para o ângulo de contato estático θS , 45o, 90o e 135o com apro-

ximadamente Ne ≈ 1280 elementos, onde o perfil inicial da gota evolui no tempo até o estado

estacionário, que pode ser visto na Fig. 6.8, comparado com a solução pseudo-analítica dada pela

Eq. (6.11).

Como pode ser observado, os resultados para os problemas sem e com influência dos efeitos da

gravidade são bem satisfatórios, o que valida a estratégia de imposição direta do ângulo de contato

proposta neste trabalho.
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Figura 6.8: Validação do ângulo de contato com aceleração da gravidade.

6.4 Validação da imposição do ângulo de contato com

condição de Navier generalizada (GNBC)

O problema da gota apoiada sobre uma superfície sólida é novamente investigado, mas dessa vez

apenas sob o efeito da gravidade, com intuito de avaliar a condição de contorno GNBC. A solução

pseudo-analítica é obtida através da solução do sistema de equações diferenciais ordinárias como

função do comprimento de arco s, dado pelas equações em (6.11).

Neste exemplo numérico (veja Fig. 6.9) é estudada a utilização da condição de contorno GNBC

apresentada no capítulo 4. Para este problema, é considerada uma gota líquida inicialmente apoi-

ada sobre a superfície sólida, sendo um segmento circular com área A = π, centrado em [0, 0] e

grandezas adimensionais, Ga = 1.0 e Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−3. Assim como

no problema anterior, também foram simulados três valores para o ângulo de contato estático θS ,

45o, 90o e 135o com aproximadamente Ne ≈ 1280 elementos, onde o perfil inicial da gota evolui no

tempo até atingir o estado estacionário, que pode ser visto na Fig. 6.10, comparado com a solução

pseudo-analítica dada pela Eq. (6.11).

Assim como no caso da seção 6.3, em que o ângulo de contato foi obtido através da imposição

direta da curvatura utilizando uma superfície virtual, pode ser observado na Fig. 6.10 que os resul-

tados alcançados através da condição GNBC, que foi imposta de forma variacional nas equações de

Navier-Stokes são bem satisfatórios nos testes de ângulo de contato em equilíbrio, o que valida a

estratégia de imposição do ângulo de contato para o ponto tríplice utilizando a GNBC.
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(a) inicial (b) intermediário (c) intermediário

(d) intermediário (e) intermediário (f) estacionário

Figura 6.9: Evolução de uma gota apoiada sobre uma superfície sólida. A gota inicialmente em (a)

possui um ângulo de contato de 90o, sendo imposto um ângulo de contato θS = 45o em (c).

Figura 6.10: Validação da imposição do ângulo de contato com a utilização da condição GNBC.

Na Fig. 6.11 pode ser visto o comportamento do espalhamento da gota apoiada para diferentes

ângulos de contato iniciais, nota-se que inicialmente a evolução de cada caso é completamente

dependente das condições iniciais impostas através de θ0. Após passar por uma região transitória

inicial, verifica-se que os casos considerados exibem aproximadamente o mesmo comportamento.
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Figura 6.11: Variação temporal do diâmetro da região apoiada sobre a superfície sólida para dife-

rentes formas iniciais, θ0 = 135o e θ0 = 90o.

6.5 Comportamento dinâmico da imposição do ângulo

de contato

O teste numérico da gota oscilante visto na subseção 6.2.2 é repetido nesta seção, a gota da

Fig. 6.4(a) é dividida ao meio e apoiada sobre uma superfície sólida. Os pontos em contato com a

superfície sólida estão sujeitos a condição de escorregamento livre, com ângulo de contato imposto

θS = 90o.

(a) A0 = 0.02 (b) Variação da posição x do ponto de contato.

Figura 6.12: Evolução temporal da posição x do ponto de contato.

A coordenada x da posição do ponto de contato em destaque na Fig. 6.12(a) é monitorada, e
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como esperado, ocorre a oscilação deste ponto em torno da coordenada de equilíbrio x = 1.0. Pode-

se verificar a concordância entre as estratégias de imposição do ângulo de contato. Os resultados

numéricos foram comparados com a solução analítica para pequenas amplitudes dada pelas Eqs.

6.5-6.6.

6.6 Simulações com linhas de contato dinâmicas

Os resultados obtidos nesta seção utilizam a condição de contorno de Navier Generalizada

(GNBC), vista na seção 4.3, com o objetivo de simular situações dinâmicas, tais como: o caso

de uma gota escorrendo na parede e a simulação da convecção em um canal ou tubo capilar.

6.6.1 Gota escorrendo

Gotas deslizando sobre superfícies inclinadas não é apenas um tópico de interessante, mas igual-

mente relevante em muitas aplicações tecnológicas e biológicas. Tais como em processos de cober-

tura por tinturas, remoção de óleo aderido à superfícies sólidas, gotas escorrendo em folhas ou

janelas, dentre outros.

O problema da histerese, quando o ângulo de avanço é diferente do ângulo de retrocesso, foi

aproximado impondo diferentes ângulos de contato nas partes anterior e posterior da gota. Com o

intuito de simular uma gota escorrendo sobre uma superfície inclinada, a representação da superfície

sólida será considerada neste trabalho sempre na horizontal, porém com diferentes vetores gravidade

é possível representar diferentes configurações da superfície.
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• Gravidade nula e plano horizontal

No primeiro teste realizado serão impostos os seguintes ângulos de contato θ1 = 45o e θ2 = 135o,

sendo o primeiro correspondente ao ponto de contato do lado esquerdo da gota (PC1) e o segundo,

ao ponto de contato do lado direito da gota (PC2), ou seja, o ângulo de contato θi corresponde

ao ponto de contato PCi. Inicialmente é considerada uma gota líquida apoiada sobre a superfície

sólida, sendo um segmento circular com área A = π, centrado em [0, 0] com ângulos iniciais θ1 =

θ2 = 90o e grandezas adimensionais, Ga = 1.0 e Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−3. A

Fig. 6.13 ilustra a situação simulada aqui.

Figura 6.13: Gota sobre um plano horizontal na ausência de gravidade, ou seja, g = [0, 0].

Neste teste a gota não sofre influência das forças gravitacionais e está sujeita apenas aos efeitos

da tensão superficial. Com o desbalanço das forças de tensão superficial no ponto de contato a gota

deverá se movimentar no sentido do menor ângulo de contato θ, neste caso, para o lado esquerdo, o

que pode ser observado na Fig. 6.14. Quando o ângulo de contato θ1 = 45o é imposto no ponto de

contato PC1 a tendência das arestas da superfície livre nesta região é tomar a forma que satisfaça

esta imposição “puxando” o ponto de contato para o lado esquerdo, isto é, para fora do domínio

da gota, ocorrendo um maior espalhamento. Por outro lado no ponto de contato PC2, o contorno

na superfície livre se ajusta ao ângulo de contato imposto θ2 = 135o, ocorrendo um espalhamento

menor, “puxando” o fluido para dentro do domínio, como consequência, nesta situação, não há

equilíbrio, e o resultado será o deslocamento da gota sobre a superfície para o lado esquerdo.

Esse exemplo ilustra o fato de que, na presença de um campo gravitacional em um plano in-

clinado, esta gota pode ficar estacionária, situação de equilíbrio entre as forças gravitacionais e de

tensão superficial, mais forças de fricção. Este efeito de gotas paradas em superfícies inclinadas ou

verticais pode ser facilmente observado na natureza.
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figura 6.14: Gota escorrendo sobre uma superfície horizontal sem os efeitos gravitacionais.

• Gota sob efeito da gravidade em um plano inclinado

Agora considera-se o caso de um plano inclinado a um ângulo de 45o, sob o efeito de um campo

gravitacional vertical. Tal efeito pode ser alcançado também considerando-se um plano horizontal

com campo gravitacional oblíquo a um ângulo de 45o (veja a Fig. 6.15).

Da mesma forma que os casos anteriores, inicialmente a gota encontra-se apoiada sobre a super-

fície sólida, sendo um segmento circular com área A = π, centrado em [0, 0] com ângulos iniciais

θ1 = θ2 = 90o e grandezas adimensionais, Ga = 1.0 e Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−3.

São impostos ângulos de contato distintos θ1 = 45o e θ2 = 135o, sendo o primeiro correspondente

ao ponto de contato do lado esquerdo da gota (PC1) e o segundo, ao ponto de contato do lado direito

da gota (PC2), porém neste caso, a gota se move para a direita no sentido do PC2 (veja Fig. 6.16)
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Figura 6.15: Gota sobre um plano inclinado a um ângulo de 45o.

e não no sentido do PC1, devido à força gerada pelo campo gravitacional.

(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figura 6.16: Gota escorrendo sob um plano inclinado.
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6.6.2 Escoamento em um tubo capilar

Serão apresentados aqui, os resultados da simulação do escoamento em um tubo capilar com

ângulo de contato no ponto tríplice. Tubos capilares possuem aplicações em áreas bastante diferen-

tes como a microeletrônica e a indústria petroquímica, também são utilizados em bombas capilares

de uso aeroespacial, na exploração de petróleo, a sua extração é fortemente influenciada por efeitos

capilares no interior dos reservatórios.

A Fig. 6.17 ilustra o domínio de um tubo capilar de comprimento infinito, com um bloco líquido

em seu interior, bem como os quatro pontos de contato, denominados PC1, PC2, PC3 e PC4. Os

ângulos de contato iniciais para estes pontos de contato são todos iguais a 90o e considera-se as

grandezas adimensionais Ga = 1.0 e Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−3, as coordenadas

dos pontos de contato são PC1 = (0, 0), PC2 = (3, 0), PC3 = (3, 1) e PC4 = (0, 1). Os ângulos

de contato impostos para os pontos PC1 e PC4 são θ1 = 45o e θ4 = 45o, para os pontos PC2 e PC3

os ângulos são θ2 = 135o e θ3 = 135o, o bloco líquido não está sujeito aos efeitos gravitacionais,

estando apenas sob os efeitos da tensão superficial.

Figura 6.17: Identificação dos pontos de contato PC1, PC2, PC3 e PC4 no caso do escoamento em

um tubo capilar.

Devido ao desbalanço das forças de tensão superficial, o bloco líquido irá se movimentar no

sentido dos pontos de contato PC1 e PC4, ou seja, da direita para a esquerda, como pode ser visto

na Fig. (6.18).
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figura 6.18: Escoamento em um tubo capilar.

Neste teste, quando o ângulo de contato θ1 = 45o é imposto no ponto de contato PC1 a tendência

da superfície livre nesta região é tomar a forma que satisfaça esta imposição “puxando” o fluido para

fora do domínio, ocorrendo um maior espalhamento, e no ponto de contato PC4 acontece o mesmo.

Por outro lado nos pontos de contato PC2 e PC3, o contorno na superfície livre se ajustam ao

ângulo de contato imposto, ocorrendo um espalhamento menor, “puxando” o fluido para dentro do

domínio.
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6.6.3 Escoamento em um tubo capilar ligado a uma gota

O teste do escoamento em tubo capilar com uma gota, consiste em uma gota em contato com

um tubo capilar de comprimento infinito, ou seja, possui o comprimento muito maior que a largura

do tubo. Este teste é motivado pela semelhança com a geometria de um viscosímetro, e tem como

objetivo aplicar o ângulo de contato em um escoamento capilar induzido pela tensão superficial sem

os efeitos da gravidade, o escoamento no sentido oposto a gota, faz com que o fluido da gota seja

drenado para o canal capilar. Há neste teste, quatro pontos de contato, sendo dois deles na parede

do tubo capilar (PC1 e PC4) e os outros dois (PC2 e PC3) são os pontos de contato entre a gota e

a parede vertical como está ilustrado na Fig. 6.19. Os ângulos de contato iniciais para estes pontos

de contato são todos iguais a 90o e considera-se as grandezas adimensionais Ga = 1.0 e Eo = 1.0,

com passo no tempo ∆t = 10−3, e as coordenadas dos pontos de contato são PC1 = (0,−0.5),

PC2 = (3,−1),PC3 = (3, 1) e PC4 = (0, 0.5).

Figura 6.19: Identificação dos pontos de contato PC1 e PC2 no caso da gota apoiada sobre uma

superfície.

A dinâmica deste teste é devida aos efeitos da tensão superficial. Os ângulos de contato são

impostos para cada ponto de contato, sendo θ1 = θ4 e θ2 = θ3. Foram realizados testes com

diferentes ângulos de contato, nas Figs. 6.20, 6.21 e 6.22, mostram três testes com diferentes valores

para os ângulos θ2 e θ3.
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• Caso 1: θ1 = 45o, θ2 = 90o, θ3 = 90o, θ4 = 45o.

(a)-(e) (f)-(j)

Figura 6.20: Escoamento em um tubo capilar com uma gota.
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• Caso 2: θ1 = 45o, θ2 = 135o, θ3 = 135o, θ4 = 45o.

(a)-(e) (f)-(j)

Figura 6.21: Escoamento em um tubo capilar com uma gota.
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• Caso 3: θ1 = 45o, θ2 = 60o, θ3 = 60o, θ4 = 45o.

(a)-(e) (f)-(j)

Figura 6.22: Escoamento em um tubo capilar com uma gota.
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Os resultados apresentados nos casos 1, 2 e 3, apresentam o comportamento semelhante ao que

ocorre no tubo capilar, pois quando os ângulos de contato θ1 = 45o e θ4 = 45o são impostos nos

pontos de contato PC1 e PC4 a tendência da superfície livre nesta região é tomar a forma que sa-

tisfaça esta condição “puxando” o fluido para fora do domínio, ocorrendo um maior espalhamento.

O fluido da gota ligada ao canal capilar é drenado para o interior do canal. No caso 1, os ângulos de

contato θ2 e θ3 já tem a inclinação desejada de 90o, com isso a gota diminui proporcionalmente, sem

grande variação destes ângulos. Nos caso 2 e 3, além da dinâmica no canal capilar, há também a

dinâmica da gota, pois os ângulos iniciais são diferentes do ângulo desejado (θ2 = 135o e θ3 = 135o

para o segundo caso e θ2 = 60o e θ3 = 60o para o terceiro caso). Estes resultados mostram a flexi-

bilidade do código produzido para lidar com casos relativamente complexos. Esta simulação exige

um intenso controle de malha na região de drenagem da gota, com muitas operações de inserção e

remoção de pontos/elementos nesta região. A variação da massa para o caso 1 é de 0.0646%, para

o caso 2 é de 0.0421% e para o caso 3 é de 0.0420%, sendo praticamente desprezível tal variação.

6.6.4 Capilaridade

A ascensão de um fluido dentro de um tubo capilar, sob a ação das forças capilares, é um

problema encontrado na literatura de dinâmica dos fluidos. Devido à sua grande aplicabilidade para

problemas de invasão em meios porosos, tem grande importância científica e tecnológica (Wolf

et al., 2005).

Figura 6.23: Ascensão de um fluido dentro de um tubo capilar. •são os pontos de contato com

imposição do ângulo de contato θS e � são pontos de contato sem imposição do ângulo de contato

(escorregamento livre).
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Neste teste os ângulos de contato iniciais para os pontos de contato internos ao canal capilar

(identificados como •na Fig. 6.23) são iguais a 90o e considera-se as grandezas adimensionais

Ga = 1.0 e Eo = 1.0, com passo no tempo ∆t = 10−4. A ascensão do fluido neste teste deve-se

aos efeitos de tensão superficial, onde o ângulo imposto é θS = 45o para os pontos de contato •, o

que tende “puxar” os pontos de contato para cima. A situação de equilíbrio ocorre quando a força

necessária para “subir” não é grande o suficiente para movimentar toda a coluna de fluido. Pode-se

ver nas Figs. 6.24, 6.25 e 6.26 3 casos com diferentes larguras do canal capilar.

(a) (b) (c)

Figura 6.24: Caso 1 - Ascensão de um fluido dentro de um tubo capilar.

(a) (b) (c)

Figura 6.25: Caso 2 - Ascensão de um fluido dentro de um tubo capilar.
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(a) (b) (c)

Figura 6.26: Caso 3 - Ascensão de um fluido dentro de um tubo capilar.

Os resultados obtidos nos casos 1, 2 e 3 são consistentes, pois quanto maior a largura do canal

capilar menor será a altura de subida da coluna de fluido, tal fato pode ser observado nas Figs.

6.24(c), 6.25(c) e 6.26(c), que representam o estado estacionário da coluna de fluido.

Assim como no teste de um tubo capilar ligado a uma gota, este teste exige um controle de

malha intenso na região de interseção entre o tanque e o canal capilar, com muitas operações de

inserção e remoção de vértices/elementos na malha de elementos finitos.
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CAPÍTULO

7
Considerações finais

Um método lagrangeano-euleriano arbitrário para a resolução de escoamentos dominados por

tensão superficial foi apresentado neste trabalho. Tais escoamentos são importantes em muitas

aplicações, especialmente em canais capilares que frequentemente aparecem em escoamentos em

microescala. O escoamento é resolvido somente para a fase líquida, com condições de contorno

apropriadas para a superfície livre que delimita o líquido e o gás, que é representada por arestas e

vértices da malha computacional. A malha computacional se move e se deforma, cuja qualidade é

mantida sob controle para não degradar a solução numérica.

As equações de Navier-Stokes são discretizadas pelo método de elementos finitos em um refe-

rencial arbitrário. O domínio é discretizado por uma malha de elementos finitos triangulares, cuja

fronteira é delimitada por arestas e vértices marcados como pertencendo à superfície livre ou ao

substrato sólido. São denominados pontos de contato, os vértices que pertencem a interface tripla

sólido/líquido/gás. Para a discretização por elementos finitos foram utilizados espaços de interpola-

ção lineares para a pressão, e lineares enriquecidos por um termo cúbico (“bolha”) para a velocidade,

formando um elemento estável conhecido como mini-elemento na literatura de elementos finitos.

Para a solução das equações de Navier-Stokes, utilizou-se um método que resolve de maneira

acoplada as variáveis de pressão e velocidade. Como os termos não lineares são aproximados por

uma estratégia semi-lagrangeana, o sistema resultante é linear, porém não simétrico, que é resolvido

através do método direto LU. A marcha no tempo é realizada através de uma estratégia implícita, o

que confere estabilidade e a possibilidade da utilização de passos de tempo maiores.
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Os efeitos da tensão superficial são incorporados no escoamento através de uma condição de

contorno na superfície livre. Para calcular a curvatura, utilizou-se uma estratégia puramente geo-

métrica, aproveitando a representação discreta da superfície livre como fronteira da triangulação.

Cada dois elementos que possuam arestas na superfície livre definem três pontos nesta superfície,

que podem ser utilizados para calcular um único circuncírculo, cujo o raio será tomado como o raio

de curvatura local. Esta estratégia, apesar de simples, é eficiente e apresentou bons resultados.

A movimentação dos pontos interno da malha foi realizada utilizando uma estratégia ALE atra-

vés da combinação entre a velocidade calculada do escoamento e uma velocidade dita elástica, que

tende a posicionar os vértices de modo a suavizar a distribuição de espaçamentos na malha. Para

a interface foi utilizado um esquema Lagrangeano, que utiliza a velocidade do fluido na direção

normal.

Conforme a superfície livre evolui, a malha é deformada, resultando em elementos de má qua-

lidade, que são prejudiciais para as interpolações através de elementos finitos. Para manter um

controle de qualidade sobre a malha, uma estratégia baseada em triangulações de Delaunay é em-

pregada. Como a malha está em constante movimento, manter a malha Delaunay todo o tempo é

custoso, e evitado neste trabalho. Em 2D, o teste de arestas localmente Delaunay pode ser simplifi-

cado por um teste de comparação entre os comprimentos das diagonais dos quadriláteros formados

por cada par de elementos. Isso, aliado a uma estratégia de enriquecimento e simplificação de malha,

determina que os elementos terão qualidade controlada ao longo da simulação, sem comprometer a

eficiência do método.

O método apresentado aqui foi validado através de vários casos teste, como bolhas estáticas,

oscilantes e vibração de superfície livre, com comparações com soluções analíticas para grandezas

específicas. Estes resultados validam o cálculo de tensão superficial, a correta aplicação das con-

dições de contorno na superfície livre e a correta transferência entre enegia cinética e energia de

superfície.

Validações também foram feitas para gotas apoiadas sob a ação da gravidade, que atestaram a

correta imposição do ângulo de contato dinâmico. Finalmente problemas de convecção induzidos

por tensão superficial foram simulados, atestando a robustez e aplicabilidade do método desenvol-

vido.

Em resumo, as principais características da metodologia são: (i) emprego de uma formulação

lagrangiana-euleriana arbitrária (ALE), (ii) efeitos de tensão superficial incorporados como condi-

ções de contorno, (iii) estratégia de imposição do ângulo de contato estático, e (iv) implementação

da condição de contorno GNBC em uma formulação ALE aplicada em ângulos de contato dinâmi-
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cos.

Propõe-se como trabalhos futuros as seguintes atividades:

• Verificar a partir da variação da intensidade da interação fluido-sólido (forças de adesão) como

o ângulo de contato é afetado;

• Maior entendimento do filme precursor, que exibe uma dinâmica própria, a nível microscó-

pico;

• Simular a gota escorrendo em superfícies arbitrárias;

• Impor o ângulo de contato em função da velocidade do escoamento;

• Simular o escoamento em canais capilares com geometrias mais complexas.

• Estender a estratégia aplicada neste trabalho para um código tridimensional.
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