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Resumo

Em diversas analises estatisticas, nos deparamos com dados multinomiais, dos quais precisamos
analisar o comportamento ao longo do tempo e sua relagdo com fatores determinantes. Os
métodos classicos para modelos de regressao multinomiais consistem em utilizar a estrutura de
modelos lineares generalizados para desenvolver tais modelos McCullagh & Nelder (1989). No
entanto, este enfoque apresenta algumas desvantagens como nao admiter a incidéncia de zeros
em nenhuma categoria, a hipotese da proporcionalidade da razao de chances e o fato de nao
serem modelos adequados para analise de dados censurados. Com o objetivo de analisar dados
multinomiais com essas caracteristicas propomos um modelo que é uma extensao do modelo
de intensidade multiplicativo desenvolvido por Aalen (1978) e apresentado em Fleming & Har-
rington (2005), para variaveis aleatorias multinomiais. Com isso, ao invés de modelarmos as
probabilidades associadas as categorias, como nos métodos cléssicos, modelamos a funcao in-
tensidade associada a variavel aleatéria multinomial. Através do critério martingale, estimamos
os parametros do modelo ajustado e propomos testes de hipoteses para estes parametros para
uma e duas populacoes. O teste para comparacao de duas populacoes é baseado na estatistica

de logrank.
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Abstract

In several applications, we want to analyze the behavior of multinomial datas over the time
and its relationship with important factors. The classic methods commonly used for multi-
nomial regression models are based in the generalized linear model framework. However, this
models presents some disadvantages such that: it does not admit the incidence of zeros in
any category, the assumption of proportionality of odds ratio and the fact that they are not
appropriate models to analyze censored data. For multinomial data analyses with this char-
acteristics, we propose a model that it is an extension of the multiplicative intensity model
developed by Aalen to random multinomial variables. Therefore, instead of modeling the cat-
egorical probabilities, as in the classics methods, we modeled the intensity fuction associated
with the multinomial variable. Using the martingale criterion, we estimate the models param-
eters and propose hypothesis testing for these parameters for one and two populations. The

test for comparing two populations is based in the logrank statistics.



vi



Sumario

1 Introducao

1.1
1.2

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

2.7
2.8

3.1
3.2
3.3

Motivacao . . . . . . . .o

Estrutura da Dissertacao . . . . . . . . . . . ...

Modelo Multinomial

Introducao . . . . . . . L
Espaco de Cantor . . . . . . . . .. ..
Variavel Aleatoria . . . . . . . . . . oL
Produto Finito do Espago Mensuravel (S*, A) . . . . .. ... ... ... ....
Probabilidade Condicional . . . . . . . . . ... .. ... L
Calculo Estocastico . . . . . . . . . . e
2.6.1 Martingale Array Difference . . . . . . . . . ...
Integral Estocastica . . . . . . . . . . ..
Decomposicao de Doob-Meyer . . . . . . . . . . ... o o

2.8.1 Processo Variacao Quadratica . . . . . . . . . ... ...

Modelo de Intensidade Multiplicativo

Introducao . . . . . . . L
Desenvolvimento do Modelo . . . . . . .. .. ... Lo
Inferéncia no Modelo de Intensidade Multiplicativo . . . . . . . ... ... ...
3.3.1 Propriedades dos estimadores para amostras finitas . . . . . . ... ...

3.3.2 Propriedades assintéticas . . . . . . . ...

vil

10
12
13
15
19
19
21
23



viii

4 Distribuicao Assintética de Integrais Estocasticas

4.1 Amostra Unica . . . . . o,

4.2 Duas Amostras . . . . . . ..,

5 Testes de Hipoteses

5.1 Introducao . . . . . . . ..
5.2 Teste de Hipoteses para uma Populagao. . . . . . .. ... ... ..
5.3 Teste de Hipoteses para Duas amostras . . . . . . . .. .. .. ...

6 Estudo de simulagao

6.1 Introducao . . . . . . . . . ..
6.2 Modelo na auséncia de censura . . . . .. ... oL
6.2.1 Avaliagdo da qualidade dos estimadores . . . . . . . .. ...
6.2.2 Teste de hipotese . . . . . . . . ... L
6.3 Anadlise na presenca de censura . . . . . . ... ... ...
6.3.1 Avaliacao da qualidade dos estimadores . . . . . .. ... ..
6.3.2 Teste de hipétese . . . . . . . . .. ... ..
6.4 Conclusao . . . . . . . . L

7 Aplicagao

7.1 Introducao . . . . . . . . ..

7.2 Analise Descritiva da Evasao dos Alunos de Graduacao da USP

7.3 Aplicacao do Modelo de Intensidade Multiplicativo . . . . . .. ..
7.3.1 Comparacao entre anos . . . . . . . . . . o .0
7.3.2 Comparacao entre SexXoS . . . . . . . .ot v e
7.3.3 Comparacao entre periodos . . . . . . ... ... ... ...
7.3.4 Comparacao entre areas . . . . . . . . . . . ...
73.5 Portal Evasao . . . . . . . ...

74 Conclusao . . . . . ...

8 Conclusao e Trabalhos Futuros

SUMARIO



SUMARIO
A Espago de Cantor

Referéncias Bibliograficas

ix

119

122



SUMARIO



Capitulo 1

Introducao

Em diversas situagoes praticas temos o interesse de analisar o comportamento de dados multi-
nomiais (polytomous ou polytochomous) ao longo do tempo e sua relagdo com fatores determi-
nantes. Uma variavel aleatoria é multinomial, conforme McCullagh & Nelder (1989), se esta
assume um numero finito de valores, aos quais nos referimos como categorias ou classes.

Modelos de regressao multinomial sao utilizados para identificar possiveis relacoes entre a
variavel resposta multinomial e os fatores associados. Métodos classicos para modelos de re-
gressdo multinomial, como podemos encontrar em McCullagh & Nelder (1989) e Hosmer &
Lemeshow (1989), consistem em utilizar a estrutura de modelos lineares generalizados para
desenvolver modelos de regressao multinomiais. Dependendo da classificacao dada a variavel
multinomial (intervalar, nominal ou ordinal) sdo propostas diferentes fun¢oes de ligacao e es-
tratégias para a locagao de efeitos.

No entanto, este enfoque apresenta algumas desvantagens, sendo uma delas o fato de que
o modelo logistico multinomial nao admite a incidéncia de zeros em nenhuma categoria. Uma
possivel solucao é a forma diferenciada de se lidar com o modelo multinomial proposta por
Begg & Gray (1984) e estendida por Rom & Cohen (1995) que consiste em ajustar diversos
modelos binarios, ou seja, os parametros de uma regressao logisitca multinomial sao estimados
utilizando regressoes binérias.

Outra hipdtese importante assumida na modelagem classica é a proporcionalidade da razao
de chances (odds ratio). Contudo, em muitos conjuntos de dados esta hipotese ¢ inadequada, o

que nos leva a desenvolver métodos apropriados para tratar o caso em que a razao de chances
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nao sao proporcionais. QOutra desvantagen dos métodos classicos de regressao multinomial
importante neste estudo é o fato de que esses modelos nao sao adequados para analise de dados
censurados.

Com o objetivo de analisar dados multinomiais com as caracteristicas descritas acima, cat-
egorias nulas, razao de chances nao proporcionais e dados censurados, propomos um modelo
que é uma extensao do modelo de intensidade multiplicativo desenvolvido por Aalen (1978) e
apresentado em Fleming & Harrington (2005), para varidveis aleatérias multinomiais. O mod-
elo sugerido ¢ também adequado para analise de dados multinomiais que atendem as hipoteses
necessarias no modelo de regressao multinomial classico.

Estimamos os parametros do modelo utilizando o critério de martingale e desenvolvemos
um estudo das propriedades assintoticas e de amostras finitas. Os estimadores encontrados
correspondem aos estimadores empiricos da funcao de distribuicao acumulada, que coincide
com o estimador de Kaplan-Meier. Propomos testes de hipoteses para comparacao dos para-
metros do modelo por meio da teoria assintética desenvolvida. Realizamos também estudos de
simulagao para avaliar as propriedades dos estimadores e a qualidade dos testes de hipoteses.
Finalmente, aplicamos o modelo proposto para analisar o comportamento da evasao dos alunos

de graduacao da Universidade de Sao Paulo.

1.1 Motivacao

Utilizamos o modelo proposto neste trabalho para analisar o conjunto de dados reais referente
a alunos de graduacao da Universidade de Sao Paulo. O interesse é estudar o tempo até a
evasao dos alunos de graduacao. Para isso, consideremos o conjunto de dados da graduacao da
USP (Fonte: JupiterWeb) referente aos alunos ingressantes por vestibular entre 1999 e 2008.
Neste conjunto de dados temos informagoes sobre o aluno ingressante e sobre o curso no qual
ele estd matriculado. A variavel de interesse é a que determina a tltima ocorréncia do aluno até
o fechamento do segundo semestre de 2008, que é a data do fim do estudo. A tltima ocorréncia
pode ser dividida em 5 classes: conclusao, evasao, em andamento, falecimento, migracao. Na
Tabela 1.1 temos a quantidade de alunos em cada uma dessas classes por ano e o nimero de

ingressantes em cada ano.
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Tabela 1.1: Quantidade de alunos em cada uma das classes de iltima ocorréncia (em anda-

mento, conclusao, evasao, falecimento e migracao) por ano e nimero de ingressantes em cada

ano.

Ultima ocorréncia Ntmero de
Ano de ingresso | Em andamento Conclusao FEvasdo Falecimento Migracdo | ingressantes

1999 126 5096 1560 6 282 7070

2000 255 5148 1481 12 311 7207

2001 422 5445 1248 7 336 7458

2002 921 5465 1278 11 318 7993

2003 1900 5055 1179 9 381 8524

2004 3932 3343 1102 5 388 8770

2005 6970 1205 1180 6 416 9777

2006 8848 13 877 6 425 10169

2007 9169 2 671 4 343 10189

2008 9657 1 485 1 169 10313

O termo evasao foi definido pela Pro-Reitoria de graduacao da USP e se refere ao aluno
que se desligou da USP a seu pedido ou por motivos administrativos (3 semestres sem ma-
tricula, jubilamento, transferéncia externa, outros). Migracao se refere ao aluno que efetuou

transferéncia interna e o termo em adamento se refere ao aluno ativo no fim do estudo.

O objetivo deste trabalho é analisar o nimero de semestres até a ocorréncia de evasao. Para
isso, definimos que o inicio da contagem do nimero de semestres até a evasao seré sempre o ano
em que o aluno ingressou na USP e, a data limite, quando o estudo se encerra, ¢ o 2° semestre

de 2008.

O evento de interesse é a evasao. Os eventos migracao, transferéncia, falecimento e con-
clusao, correspondem aos eventos de censura. A cada aluno associamos um variavel aleatoria
multinomial que determina o niimero de semestres até a tltima ocorréncia. Iremos entao avaliar
o comportamento desta variavel aleatéria multinomial ao longo do tempo de forma a estudar o

tempo até a evasao e sua relagao com atributos associados ao aluno, como sexo, periodo e area.
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1.2 Estrutura da Dissertacao

A presente dissertagao de mestrado esta dividida em oito capitulos. No segundo capitulo, con-
truimos um modelo probabilistico para acomodar uma variavel aleatéria multinomial e apre-
sentamos definicoes e resultados de probabilidade, esperanca condicional, calculo estocastico,
integral estocéstica e decomposicao de Doob-Meyer, que serao utilizados nos capitulos posteri-
ores.

No terceiro capitulo, apresentamos o modelo de intensidade multiplicativo proposto neste
trabalho, obtemos os estimadores dos parametros desse modelo e estudamos suas propriedades
de amostras finitas e assintoticas. O quarto capitulo contém um estudo da distribuicao assin-
totica de integrais estocasticas. Este estudo foi de fundamental importancia para o desenvolvi-
mento de testes de hipdteses para comparacoes dos parametros do modelo, obtidos no quinto
capitulo.

No sexto capitulo, avaliamos numericamente a qualidade das aproximacoes utilizadas nas
inferéncias sobre os parametros do modelo de intensidade multiplicativo por meio um estudo
de simulacao. O interesse nesse capitulo ¢ comprovar, através do estudo de simulacao, as
proriedades dos estimadores provadas no capitulo anterior, além de avaliar a qualidade dos
testes de hipoteses.

No sétimo capitulo, analisamos o conjunto de dados de alunos de graduacao da Universidade
de Sao Paulo utilizando o modelo de intensidade multiplicativo. Finalmente, o oitavo capitulo

apresenta conclusoes dos resultados obtidos nesse trabalho e propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelo Multinomial

2.1 Introducao

Se a resposta associada a um individuo ou item assume um ntimero finito de valores, temos
que a resposta ¢ multinomial (McCullagh & Nelder (1989)). Os valores que a resposta assume
sao denominados categorias ou intervalos de classe. As técnicas utilizadas para analisar dados
multinomiais dependem do tipo de dado analisado. Os principais tipos de dados multinomiais
sao: nominal, ordinal e intervalar. O modelo aqui desenvolvido pode ser aplicado para qualquer
um destes tipos.

A seguir serd contruido um modelo probabilistico para acomodar uma variavel aleatéria

multinomial.

2.2 Espaco de Cantor

Consideremos 1 uma funcao de distribuigao de probabilidade tomando valores em {1,2, ...k},

para k € N, tal que

e (1) >0, Vi=1,... k;
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Na seqiiéncia, construimos uma variavel aleatoria multinomial a partir da distribuicao 1. Seja

S ={0,1} o espaco formado por dois elementos, 0 e 1, e
S =9x8x%x....

O espaco S é conhecido como espago de Cantor. Uma descricao detalhada deste espaco pode
ser encontrada em Leao et al. (2005). Seja 1 : S® — S a proje¢do na k-ésima coordenada

(k € N). A partir da projecao coordenada, defimos a classe de cilindros de S com base em S
H={r"({wx}) wr €S e keN}L
Da definicao de 'H obtemos os seguintes resultados:
L o) na ' ({1}) =0, Vk € N.
2. m ({0 um ' ({1}) = S, Vk € N.

Na classe de cilindros de dimensao 1, H, definimos a funcao de probabilidade P : H — [0, 1]

Pl (fosh)] = 5.

A partir de H, construimos a classe A

A = {m ({wu ) Nonm w1 (W, wp,) €5™ vi €N, i=1,... ,neneNpU{D 5%}

= {DCcS*:D=BNByN...NB,, BieH, i=1,...,n, neN; ), S*}
Lema 2.1. A classe A é uma semi-dlgebra, ou seja,
(i) 0 e S™® e A;
(ii) A é fechada pela intersegao finita;
(iii) Se C € A, entio C° & A. Porém,

C°=D,UDyU...UD,, DiND; =0, i#1leD;eA.

Demonstracao. (i) Definicao.
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(i) Sejam Ay, Ag, ..., A, € A tal que
Ay = BINByN...N By,

Ay = BiNnB;N...NB;,

A, = BINBYyN...NB}, BleH, Il=1,....k, i=1,...,n, k,néeN.

Assim,

n n k;
A =()B.
=1

i=11=1
Portanto, ();_; A; pode ser escrita como interse¢do finita de elementos de H. Logo,
Nz, A; € A
(iii) Consideremos C' € A. Entao,
C=BNB,N...NB,, BieH, i=1,...,n, neN.
Assim,
Cc=8%—{BiNByN...NB,}.
Como B; € H, para determinado wy, € S, k; € N, i=1,...,nen €N, obtemos
B = m, ({wk, })-
Portanto,
e = 8% —{m ({w ) N.oomy {wn, D}
= {x=(2,), €57 :34, je{l,...,n}, tal que 3, # wy,}
Consideremos agora o conjunto
['=5"— {(Wky, Wyy -+, Wk, ) }-

Dai temos que

C° = U{x:(xn)nesoo:m%(x):f)i, i=1,...,n, neN}

Hel

Portanto, C¢ é uniao finita e disjunta de elementos de A.
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Podemos estender a probabilidade P para a semi-algebra de cilindros A, P : A — [0,1] de
tal forma que P(()) =0, P(S®)=1e

para todo (wy,,...,w,,) € 87 e C € A.
Para obtermos uma 4algebra gerada pelos cilindros, basta aplicar as operacgoes de conjunto
definidas no item (iii) do Lema 2.1 aos elementos de A. Assim, denotamos por A a classe

formada pela uniao finita disjunta de elementos de A,
A={Aes*:A=]JC, CieA CNCi=0, kj=1...n k#j}
i=1

Lema 2.2. A classe A € a dlgebra gerada por A, ou seja,

(i) S=,0 € A.

(ii) A classe A é fechada pela complementagao.

(11i) A classe A é fechada pela intersecio finita.

(iv) Toda dlgebra B de conjuntos de S* que contém A também contém A.
Demonstragao. (i) S, 0 € A, pois A € A.

(i) Mostremos que se A € A entao A° € A.

Considere A € A. Assim,

A=JG, GeAr, anC=0, kj=1,....n k#j

i=1

Conseqiientemente,
n
A= (¢
i=1

Pelo item (iii) do Lema 2.1 temos que

Ci=\JDj, Dj,eA, DinDy=0, l#s, ji=1,...,m; m €N, i=1...n

Ji=1
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(iii)

Portanto,

o ﬂ(UD) = (Uit o)

Jji=1 Jn=1

sendo M ={1,....m1} x ... x{1,...,my,}.
Observe que os conjuntos

1 n
Din...nD"

com (j1,J2,-..,jn) € M, sdo disjuntos. Além disso, como A é fechada pela intersegao,
obtemos que

Din...nD' eA
para (ji,...,jn) € M.

Assim, temos que A° é unido finta disjunta de elementos de A, ou seja, A° € A.
Sejam A, B € A. Entao,
na np
A=Jct, B=Jcf
i=1 j=1
com CA € A, C’JB eA, CitnCl=0paras#1, sile{l,...,ny}, L=A B,

Assim temos que

ANB = GC{‘ HLGC].B —OG[C{‘QOJB].
i=1 j=1 i=1j=1

Note que [CANCEIN[CANCE] =0, se iy # iy ou ji # jo. Além disso, A ¢ fechada
pela intersecao finita, portanto, A N B é uniao finita disjunta de elementos de A. Logo,
AN B e A. Portanto, A é fechada pela intersecao finita.

O

Na seqiiéncia construimos uma distribuicao de probabilidade sobre a algebra gerada pelos

cilindros. Consideremos a probabilidade definida em 2.1, P : A — [0, 1] tal que

Ph (a1 e = ()

Assim, tomando C' € A, sabemos que existe uma colegdo finita {D;}" ; C A tal que
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(i) Up, D = C.

Desta forma, a fun¢ao de conjunto P é estendida sobre a dlgebra de cilindros A por
P(C) =) _P(Dy). (2.1)
i=1

Observemos que a fun¢do P esta bem definida. De fato, consideremos . | D; = Z;”Zl B;
para m,n € N e {D;}i_,, {B;}7., € A. Entdo,

ZP(DZ-) => Y P[D;NBj]=> > PD;nBj] =) B,

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

Finalmente, via o Teorema de extensao de Caratheodory, obtemos uma tinica probabilidade
sobre a g—élgebra F gerada pela algebra A. Como as variaveis aleatérias que serao estudadas
nesta dissertacao sao multinomiais, todas as anélises realizadas na seqiiéncia serao desenvolvidas

sobre a algebra A. Com isso, denotamos por (S, .4, P) nosso espago de probabilidade.

2.3  Variavel Aleatoria

Nesta secao construimos uma variavel aleatéria associada a distribuicao de probabilidade 7.
Primeiramente, definimos que uma particao K do S é uma classe finita de conjuntos K1, ..., K,

satisfazendo
i) K;e A, i=1,...,n;
(ii) Ui K = 5%
(iii) K;NK; =0, jl=1,...,nej#L

Denotamos por S(A) conjunto de todas as fungoes X : S*° — R tais que

X => al,
=1

com Ki,..., K, uma particdo do S® e ¢; € R, i = 1,...,n. Os elementos de S(A) sao

denominados variaveis aleatorias (ou fungbes mensuraveis).
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Teorema 2.1. Consideremos o espaco de probabilidade (S, A, P).

(i) Dada uma varidvel aleatdria X assumindo valores no espago finito {ci,...,c, : ¢; €

R e n € N} existe uma fungao n associada 6 X tal que

Plw: X(w) = ¢ =n(i) = ;—;,

para j; € {0,1,...,27} e j € N.
(ii) Dada uma distribuicao de probabilidade discreta n sobre o espago finito {c1,...,¢, 1 ¢; €

R e n € N} satisfazendo n(i) = % para j; € {0,1,...,27} e j € N, existe uma varidvel

aleatoria X : S*° — R satisfazedo

Plw: X(w) = ¢] =n(i)
Demonstracao. Consideremos { By, Ba, ..., By} uma enumeragao qualquer tal que

A = (a7 {wi )N, ﬂwfl({wj}) S (wy,wa, .. wy) €87 ={By, By, ..., By}

Tome,

Al — Bl U R U B]l

Ai = Bjiyesji U UBjgyy,
para i =1,2,...,n. Assim, obtemos uma variavel aleatoria X

X(w) = Z i]l{Ai}(w)
i=1
tal que
(i) = Plw € S°: X(w) =i = P(4;) = & (2.2)

27
A probabilidade imagem P definida em (2.2) é a distribuigao de probabilidade discreta n(7)

associada & variavel aleatoria X definida anteriormente.
Por outro lado, dado X = >""" | ¢;11x,) uma variavel aleatoria obtemos que 7(i) = P[K;].

]

Observe que a representacao da variavel aleatéria X nao é tinica: qualquer permutacao dos

elementos de A; nos conduz a uma variavel aleatéria distinta. Por isso, fixamos a enumeragao

definida por A;.
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2.4 Produto Finito do Espaco Mensuravel (5, A)

A classe de varidveis aleatoria que vamos estudar evolui ao longo do tempo através de uma
estrutura que envolve espacos mensuraveis produto. Assim, vamos contruir esses espacos e

estudar algumas de suas propriedades. Denotamos por

(S™)"=8"x...x 8%,
n;erzes

o produto cartesiano do S*° com ele mesmo n vezes.
Considere 7; : (S®°)" — S a projecdo na i—ésima coordenada, para i = 1,...,n. Seja A
um conjunto arbitrario de (S*°)", L C {1,2,--- ,n} e w, € S, para todo u € L. Definimos a

segdo de A em {w, : u € L}, por
Aopmery = Hwisi € L} - (wr, -+ ywy) € A}

Para todo {w, : u € L} fixos, a transformacao A — Ay, .uer) preserva as operagoes de uniao
e intersecdo finitas, e complementacdo. Na realidade, se tomarmos {A;} uma familia finita

qualquer de subconjuntos de (S°°)™, temos que

k k
(ﬂ Ai) - ﬂ (A) fw,uery
i=1 {ww:ueL} i=1
com o mesmo sendo valido para as operagoes de uniao finita e complementagaao. Por exemplo,
se tomarmos n = 2, isto ¢, (S>)? e A C (5*)?, obtemos que
Aw2 = {wl € 5 (wl,u)g) S A}
com wy € S*. Consideremos o conjunto L C {1,2,---,n} e a(L) a cardinalidade deste

conjunto. Outra operacdo que utilizaremos é a projecao de subconjuntos A C (S°)™ sobre

(S°>)) | que definiremos por
Projigeyam [A] = {{wu:ueL}: A uery # 0}

A construcdo de uma algebra sobre o espago (S°°)" segue as mesmas linhas de contrugao
da topologia produto, trocando-se continuidade por mensurabilidade. Para isto, dizemos que

um retangulo em (S°°)" ¢ um subconjunto, na forma

R = R1XR2X"'XRTL :HRi:{(wl,---,wn):wiERi}
=1
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com R; C S, i =1,...,n. Observamos que R é vazio se, e somente se, R; = () para algum
i=0,1,--- ,n. Ao aplicarmos operacao de se¢do em um retangulo R de (5°°)", obtemos que
H]ESC Rj7 ; {wu’ u € L} S HueL RU
R{wu:uGL} =
0 ; {wu; (IS L} ¢ HueL R,
Um retangulo R = Ry X Ry X -+ X R, em (S*)" é denominado mensuravel se R; € A;

para 1 <1 < n. Na seqiiéncia, vamos mostrar que a classe de retangulos mensuraveis é uma

semi-algebra.
Lema 2.3. Os retangulos mensurdveis de (S*)" formam uma semi-dlgebra.

A partir desta estrutura de semi-algebra sobre a classe de retangulos mensuraveis podemos
construir a algebra produto, utilizando resultados classicos da teoria de conjuntos. Se tomar-
mos unides finitas disjuntas (2 a 2) de retangulos mensuraveis obtemos uma algebra A" de

sobconjuntos de (S°°)" | Neveu (1965); prop. 1.6.1, pp. 25].

2.5 Probabilidade Condicional

Nesta secao definimos conceitos de probabilidade condicional e esperanca condicional impor-
tantes para o estudo de processos estocasticos em geral. Consideremos P : A — [0, 1] a proba-
bilidade como definida na equagao 2.1. Sejam A, B € A com P(B) > 0, entao a probabilidade
condicional de A dado B é dada por

P[AN B

PIAIB) = 55

Seja K = {Kj,...,K,} uma particio. Definimos a probabilidade condicional de A € A
dado a partigao K, P[A|K]: S> — [0,1] como

PlAIK)(w) = Y PIAIK L, (w)

=1

= PANK] -
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Seja X € S(A) uma variavel aleatoria. Definimos a esperanga condicional da variavel X dado
a particao K como
ELX | Kl(w) = Y0 BIX | Kl (), we 5™
i=1

no qual

_ EXMyry]  E[X M)
PRI Tl T TR

A partir da particao I, obtemos a algebra A(K) cujos elementos sao formados pela uniao
finita disjunta de elementos de K mais o conjunto vazio () e o conjunto S*°. Por outro lado,
dado uma sub-élgebra finita G C A, obtemos uma particdo K C A tal que G = A(K). Com

isso, para toda variavel X € S(A), verificamos que
EX | AK)(w) = E[X | K](w), weS™.
Desta forma, observe que se X (w) = I43(w) para A um conjunto qualquer, entao

EIX[AK)(w) = E[“{A}l’q(w)ZZE[H{A}!KJH{KJ(M)

PIAN K]
- Z P(K;)

— PIAIK](w)

H{Kz'}(w)

Outras propriedades da esperanca condicional:
1. Sejam Xi, Xy € S(A) e a € R, entdo

2. Se K1 e Ky sao parti¢oes independetes, entao para X € S(K;) temos que

E[X | Ks] = B[X].

3. Seja X € S(A(K)). Entao
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2.6 Calculo Estocastico

Seja Ny o conjunto formado pelos niimeros naturais e pelo elemento zero. Um processo estocas-
tico € uma familia de variaveis aleatorias Z = {Z(n,-) : n € Ny} definidas sobre o espago de
probabilidade (S*°, A, P). Uma das principais estratégias para se estudar processos estocasti-
cos, proposta por Doob (1953), consiste em definir uma seqiiéncia de algebras que correspondem
a quantidade de informagoes que se tem ao longo do tempo (n). Denominamos essa seqiiéncia

de algebras de filtragem.

Definigao 2.1. Uma filtragem {&,} no espago de probabilidade (S, A, P) é definida como

uma seqiiéncia de dlgebras encaizantes tais que
(i) €&, C Ae
(ii) &€, C Eny1, n € N.

Uma das filtragens mais usuais consiste em considerar os cilindros de dimensao finita. Para
isto, definimos uma classe de conjuntos A, que contempla os cilindros com base em dimensao

menor ou igual a n,
={m )Nt {we)) o (Wi -0, wr) € 8% B <n}u{d, S},

para n € N. No espago de probabilidade (S, A, P), considere a filtragem {4, }

Ay = {0,5%}

Av = {07 ({0}), 7 ({1}), 8}

A, = unido finita disjunta de elementos de A,, n € N.

Neste caso, {A,} é a filtragem gerada pela seqiiéncia de parti¢oes {A,}.

Definigao 2.2. Um processo estocdstico Z é adaptado para a filtragem {€,} se

Z(n,.) € S(E,), ¥n € N.
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Um dos principais processos estudados nesta dissertacao ¢ o processo de contagem. Para

isso, tomamos X uma variavel aleatoria assumindo valores {1,2, ..., k}, com representagao
k
X(w) = ilay
i=1
no qual Ay, ..., Ay é uma particdo do S*. O processo de contagem associado & variavel aleatéria

X é definido por
N(i,w) = lixwy<it, 1=1,...,kewe 5%, (2.3)

A seguir, definimos uma seqiiéncia de particoes associada ao processo de contagem IV,

AY = {0,57}
A]1\[ = {{N(L) :O};{N(L‘) = 1}}
= {A1§A§}

AN = {{N(1,.)=0,...,N(n,)=0}{N(1,.)=1,....,N(n,.) =0},... {N(1,.) = 1,....,N(n,.) = 1}}
= {(ALUA U UA) N {ASUA U UAY, ... {A1UA U UA})

A filtragem {AY}, também denominada filtragem interna do processo de contagem N, é a

filtragem gerada pela seqiiéncia de partigoes {AN}.

Defini¢ao 2.3. Seja Z um processo estocdstico e {E,} uma filtragem definida no espago de

probabilidade (S, A, P). Z é um martingale se
(i) Z(n,.) € adaptado para a filtragem {&,};
(ii) |E[Z(n,.)]| < oo, VneN;
(iii) E[Z(n+1,.) | &) = Zn.
Z € um supermartingale se forem vdlidas as propriedades (i), (ii) e
ElZ(n+1,.)]&)] < Z,.
Z € um submartingale se forem vdlidas (i), (ii) e

ElZ(n+1,.)| & > Zn.
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Se um processo estocastico Z ¢ um supermartingale, entao —Z é um submartingale. Com
isso, se um processo estocastico é um supermartingale e um submartingale, entao ele ¢ um

martingale. Além disso, se Z é supermartingale a esperanca de Z(n,-) é ndo crescente, isto &,
E[Z(n, )] > E[Z(m,")], n < m.
Se Z é um martingale a esperanca de Z(n,-) é constante para todo n € N.

Exemplo 2.1. Sejam Xi,..., X, varidveis independentes e identicamente distribuidas com
E(X;) =0, i=1,...,n. Considere

S(k,w) =Y Xi(w), ke{l,...,n}ewe (S°)"

=1

Definimos a filtragem interna {F}

JTO = {®7 (Soo)n}
F1 = algebra gerada por {X;}

F, = algebra gerada por {Xi, Xo}

Fr = éalgebra gerada por {X1, X, ..., X;}.

Com isso S é um processo estocatico adaptado para a filtragem Fj e, mais ainda, S é um

martingale. De fato,

E[S(k+1,)F] = E[Xin + Sk, )|F]
— E[Xen|F + Sk, ) = E[Xpp] + S(k,) = Sk, -).

O

O processo de contagem N definido em (2.3) tem tem trajetorias nao descrescentes. Assim,

verificamos facilmente que N é um submartingale com relacdo & filtragem interna AY. De fato,

E[N(i+1,)|AN] = E[N(i+1,.)—N(@,.)+ N(,.)|AN]
= E[N(i+1,.)— N(@,)|AY] + E[N(i,.)|AY] > N(i,.)

parai=1,...,n.
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Proposicao 2.1. Seja Z = {Z(n,.) : n € No} um martingale com respeito a filtragem &, e
k€N tal que 1 < k < n. Entao, para n > p,

E[Z%(n,.)] — E[Z%(p, )] ZE G+1,.)—Z(,.))%

Demonstracao. Sejae; = Z(j+1,.) — Z(j,.). Entdo, para m < j,

E(ejlén) = EIE(Z(G+1,.) = Z2(,)1&)En]
— E[-20,) + E(Z( + 1,11

Podemos escrever Z(n,.) = Z(p,.) + Z;‘;; e;. Assim,

n—1 n—1
E[Z*(,.)] = E[Z*(p,.)] +2)_ E[Z(p, Je;| + E[(D_ )]
J=p Jj=p
Mas,
n—1 2 n—1
( ej> = e? + ejey (2.5)
=p i=p 3.3 3#5
Logo,
n—1 n—1 n—1
E[Z*(n,)] = E[Z°(p. )] + > _E(€)+ > Elejey)+2) +2> E[Z(p,.)ej).
Jj=p IR T Jj=p Jj=p

Vamos mostrar que todos os termos que aparecem nas tltimas duas somas sao zero. Assuma

que j < j . Entao,

’

E(eje;) = E(E(eje;)|Ej41) = e;E(ej|E41)

Como j < j', temos, por 2.4, que E(e;y) = 0, entao E(eje;-]é'jﬂ) = 0. De forma analoga,
obtemos que E[Z(p,.)e;] = E[E(Z(p,.)e;|E;)] = 0. O
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2.6.1 Martingale Array Difference

Nesta secao apresentamos a definicao de martingale array difference e propriedades relacionadas.

Estas informagoes serdo necessarias para o estudo de convergéncia realizado no Capitulo 4.

Definicao 2.4. Se Z = {Z(n,.) : n € No} é um processo estocdstico adaptado a filtragem {&,}
com

E[Z(n,)|En-1] =0 paran > 1, (2.6)
entao, Z € um martingale array difference.
Consideremos a soma parcial U(n,.) = >°7_| Z(j,.). O seguinte resultado ¢ valido.

Proposicao 2.2. Seja {U(n,.) : n € No} um processo estocdstico adptado a filtragem {E,}.
Seja Z(0,.) =0 e Z(n,.) =U(n,.)—U(n—1,.) paran < 1. Entao, o processo {U(n,.):n € No}
¢ um martingale se, e somente se, {Z(n,.):n € No} é um martingale array difference.

Demonstragao. Temos que Z(n,.) = U(n,.)—U(n—1,.). Entao, Z(n,.) ¢ um martingale array

difference se, e somente se,
E[Z(n7 )‘Snfl] = E[U<n> )‘Enfl] - U(n - 17 ) = 0.

Mas E[U(n,.)|En-1] — U(n —1,) = 0 se, e somente se, U(n,.) ¢ um martingale. O

2.7 Integral Estocastica

Nesta secao, introduzimos o conceito de integral estocéstica, fundamental para o estudo de
propriedades de estimadores. Tomemos (S, A, P) um espago de probabilidade, {£,} uma
filtragem e denotemos por (S, A, {&,}, P) a base estocastica associada. Um processo estocas-
tico Z esta definido sobre a base estocéstica (S, A, {&,}, P) se Z(n,.) sdo varidveis aleatérias
definidas sobre (S, A, P) e Z é adaptado para a filtragem {&,}.

Considere Y e V' dois processos definidos na base estocastica (5, A,{&,}, P). Definimos

a integral estocastica como sendo
i=1

no qual AY (i,-) =Y (i,-) =Y (i — 1,-), para todo n € N.
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Teorema 2.2. Seja Y um martingale e V' um processo estocdstico, ambos definidos na base

estocdstica (S, A,{E,}, P). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) O processo V' € previsivel, isto é, V(n,.) € S(En_1).

(ii) A integral estocdstica (V.Y ) é martingale.
Demonstracao. Consideremos Y um martingale e V' um processo previsivel. Assim, temos que
E[(VY)(n+1,)|&] = E[V(0, +§:V )+ V(n+1,)AY (n+1,.)|E)]

— +§:v J+E[V(n+1,)AY (n+1,.)|&E)]
[ ( DAY (n+1,.)|&,]

V(n+1)E[AY (n+1,)|&)]
Vin+D)E[Y(n+1,)|E] - Y(n,.)

Vin+1)[Y(n,.) =Y(n, )] = (VY)(n,.)

Entao, E[(V.Y)(n+ 1,.)|&] = (V.Y)(n,.), ou seja, (V.Y) é uma martingale.

Por outro lado, como

E[(VY)(n+1,.)&] = VY)(n,.)+ E[V(n+1)AY (n+1,.)|&,.],

e (V.Y') é um martingale, E[V (n + 1)AY (n + 1,.)|&,] deve ser igual a zero. No entanto,
ElV(n+1)AY(n+1,.)|&E] =0 V(n+1)e AY(n+ 1,.) sdo independentes.

Para realizar esta demonstracdo consideramos o fato de AY (n + 1,.) ser A, 1- mensuravel e

V(n,.) ser A,- mensurével. O

Da mesma forma, mostramos que se Y é um supermartingale (submartingale) e V' é um

processo previsivel, entdo, a integral estocastica (V.Y') é um supermartingale (submartingale).
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2.8 Decomposicao de Doob-Meyer

A decomposi¢ao de Doob-Meyer é um resultado fundamental na teoria dos processos estocas-
ticos, pois garante que um processo estocastico possa ser decomposto como a soma de um
martingale e um processo previsivel. Este fato permite a decomposicao do processo de con-
tagem N, associado a uma variavel aleatoria X, em um componente ruido (martingale) e um
componente estimavel (previsivel). Utilizando deste componente previsivel, vamos estabelecer

o modelo de intensidade mltiplicativo.

Teorema 2.3. Seja Z : Ny x S — R um processo estocdstico definido na base estocdstica

(S, A, {&E,}, P) com Z(0,.) =0. O processo Z pode ser decomposto de forma dnica em
Z =Y+ A,

no qual Y € um martingale e A um processo previsivel, satisfazendo

Y(n,)=20..)+> [Z(..) - E(Z(,) | &), n> 1 (2.7)
An, ) =Y [EZ(1,) | &) - Z(1—1,.)], n > 1, (2.8)
=1

com Y (0,.) = Z(0,.) =0 e A(0,.) = 0.

Demonstracao. (i) Temos que Z =Y + A:

Z(0,.) = Y(0,.)+ A(0,.)

Z(1,) = Z(0,.)+Z(1,.) — E[Z(1,.) | &)+ E[Z(1,.) | &) — Z(0,.)
= Y(L,.)+A(,.)

Z2,) = Z(0,.)+Z(1,.)— E[Z(1,.) | &)+ E[Z(1,.) | &) — Z(0,.)
+ Z2(2,) - E[Z2(2,) | &)+ E[Z(2,) | &] — Z(1,.)
= Y(2,)+ A@2,)
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Da a equacao 2.7, podemos ver que Y é A,-mensurael. Além disso,

ElY(n, )|En] = Zo+ ) [2(,.) = EIZ(L)|&]] + E[Z(n, )|€ni] — E[Z(n, )|En]

Portanto Y é um martingale.

Observando a equacao (2.8), verificamos que A é um processo previsivel.
Considere, agora, que Z tem duas representacoes
Z=Y+A e Z=Y +A

’ . ’ ., . ~
com Y e Y martingales e A e A processos previsiveis. Entao,

/ ! /

A(n+1,)=A(n,) =[A(n+1,)—A(n, )] -[Y (n+1,) =Y (n, )] +[Y (n+1,.) =Y (n,.)].

Agora,
E[A(n+1,)—A(n,)&] = E[An+1,)— A0, )E]+EY(n+1,)—Y(n,.)E]
+ EY' (n+1,)—=Y(n,)&)]
Mas, observe que, como Y é um martingale temos que
EY(n+1,.)=Y(n,)&]=-Yn, )+ EYn+1.)&]=-YMn,)+YMn,)=0

Da mesma forma, como Y  também ¢ um martingale, obtemos que E[Y (n + 1,.) —

Y'(n,.)|E,] = 0. Assim,
EA(n+1,.)—A ()] =E[AMn+1,.) — An,.)|E,].

r. ., .
Como A e A sao previsiveis

/

An+1,)=A(n,)=An+1,)—An,)=> A = A

Assim, temos também que Y’ =Y. Portanto, a decomposicio de Doob é tnica.
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2.8.1 Processo Variacao Quadratica

O processo variacao quadratica corresponde a uma das principais aplicacoes da decomposi¢ao
de Doob-Meyer. Dado um martingale Z com respeito a base estocastica (S, A,{&,}, P),
0 processo variacao quadratica associado a Z pode ser interpretado como sua volatilidade, e
serd utilizado para calcularmos a variancia de um martingale. Desde que Z é um martingale,

obtemos da desigualdade de Jensen que Z2? é um submartingale. Na realidade,

E[Z*(n+1,)|E)] > (BE[Z(n+1,.)|E))?

= Z*(n+1,.).

Pela decomposicao de Doob-Meyer, existe um tinico processo previsivel crescente denotado por
< Z,7Z > tal que Z?— < Z,7Z > ¢ um martingale. O processo < Z, Z > ¢ denominado variacao

quadrética (ou compensador) e é definido como

< 7,7 >= iE[(AZ(l, N2E], i <k

=1

Ao considerar X uma variavel aleatoria, N(i,.) = ll{x<;; o processo de contagem associado a

X com sua filtragem interna, sabemos que
N(i,.)=Y(@,.)+ A1, .),

com Y um martingale e A um processo previsivel crescente.

Na seqiiéncia, vamos calcular o processo variacao quadratica de Y. Inicicalmente, temos

que

Além disso,

[AY (i, )] = [AN(i,.) — AA(i, )2 = [AN(G, )2 — 2AN (3, JAA(D, ) + [AA(, )]
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Assim,

%

Y(@i,))? = 2zyz—1 JAY (I +ZAN —QiAN(l,.)AA(l,.H- [AA(L)]?

=1 =1 =1

= QZYl—l JAY (I ZAN —QiAN(z,.)AA(u.Hi[AA(z, )2
=1 =1
= 225/1—1 JAY (I +ZAY +i:AA(z,)

=1

- QiAA(l, JAY(1,.) + ZAA(Z, DAA(LL) — QiAA(l, )A(l
=1
= 223/;-1 JAY (I +ZAY +iAA(l,)

=1

- 2 Z AA(L, DAY (1) — Z AA(L )AA(L)
= ipya —1,) 4+ 1=2AA(, )AY(L,) + zi:u — AA(L )]AA(L )

=1

= (G.Y)(i,)+ (1 — AA).A), ),

no qual G(I,.) =2Y(I—1,.)+1—-2AA(l,.) paral = 1,--- , k. Desde que G & previsivel, obtemos
a decomposicao de Y2 em um martingale mais um processo previsivel crescente. Assim, como

a decomposicao de Doob-Meier é tinica, obtemos que a variacao quadratica é dada por

<YY > (i)=Y [1-AA(L)AAQ ) = [(1— AA).Al(, ). (2.9)

Proposicao 2.3. Sejam Z um martingale e V' um processo previsivel com respeito a base

estocdstica (S, A, {&,}, P). Assim, temos que

<(V.2),(V.Z) >= (V2. < Z,7Z >) (2.10)
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Demonstracao.

<(V.2),(V.Z)>(i,.) = Y E[AV.Z)(1,))|6] =

25
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Capitulo 3

Modelo de Intensidade Multiplicativo

3.1 Introducao

O modelo de intensidade multiplicativo foi proposto por Aalen (1978) para o caso de variaveis
aleatorias com distribuicao de probabilidade absolutamente continua. Para uma descricao de-
talhada deste modelo ver Fleming e Harrington (1990). Neste trabalho fizemos uma adaptagao
do modelo de intensidade multiplicativo para tratar o caso de variaveis aleatérias a valores em
um espaco finito que ¢é introduzido neste capitulo.

Para um maior entendimento das definicoes apresentadas e hipoteses assumidas neste capi-
tulo, utilizamos como motivagao os dados de alunos de graduagao da Universidade de Sao Paulo
apresentados na Secao 1.1.

Na segunda secao apresentamos o modelo de intensidade multiplicativo para variaveis aleatorias
multinomais. Na terceira se¢ao introduzimos o estudo de inferéncia no modelo de intensidade
multiplicativo, obtemos os estimadores dos parametros do modelo e estudamos as propriedades

finitas e assinto6ticas desses estimadores.

3.2 Desenvolvimento do Modelo

Consideremos W e C variaveis aleatorias multinomiais independentes assumindo valores {1, - - , k, k+
1}, k € N. Aos valores assumidos por essas varidveis nos referimos como categorias ou classes.

Quando a variavel W assumir valores {1,...,k} ela representa a categoria em que ocorreu o

27
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evento de interesse. Caso o evento de interesse nao tenha ocorrido, W assume valor k£ + 1 e

a variavel C representa a categoria em que ocorreu o evento de censura. De forma resumida

temos que
W 1, se ocorreu o evento de interesse na categoria i,7 = 1,...,k;
k + 1, se nao ocorreu o evento de interesse até a categoria k.
o 7, se ocorreu o evento de censura na categoria i, = 1,...,k;

k + 1, se nao ocorreu evento de censura até a categoria k.

Definimos a varidavel multinomial X como sendo o minimo entre W e C,
X=WAnC.

Denotamos por 7 a distribuicao de probabilidade associada & variavel aleatéria X e por ¢ a
distribuicao de probabilidade associada a variavel W.

Consideremos o conjunto de dados apresentado na Secao 1.1. Associamos a cada aluno a
variavel aleatoria multinomial X que representa o nimero de semestres até a ultima ocorréncia.
O evento de interesse é ter como ultima ocorréncia evasao. Se o aluno evadiu no semestre ¢,
C=k+1eX=W=4, parai=1,...,k. Se o aluno migrou, faleceu ou concluiu no semestre
1, eventos considerados de censura, W = k+1e X = C =1, parai = 1,...,k. Se o aluno
estiver em andamento até o fim do estudo, X =W =C =k + 1.

Observe que o valor k£ é o nimero de semestres analisados. Por exemplo, ao estudarmos os
alunos ingressantes em 2004, teremos no maximo 10 semestres para serem considerados. Neste
caso, k = 10 e, portanto, C' e W assumem o valor 11 se o aluno estiver ativo no fim do estudo.

Em notacao de eventos, como a evasao é o evento de interesse na anélise dos alunos de
graduagao da USP, o evento {X =i, X = W} determina a evasao do aluno no semestre ¢, para
i=1,...,k oevento {X =i, X = C} determina se o aluno migrou, faleceu ou concluiu no
semestre i, i = 1,...,k, e o evento {X = k+ 1, X = W = C'} determina se o aluno esta ativo
até o semestre k.

Definimos o processo estocastico N : {0,1,2,--- ,k} x S — {0, 1} conforme a equagao 3.1

N(L, ) - n{XSi,X:W}a 1= 1, v ,k. (31)
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O processo N é um processo de contagem, com trajetorias nao decrescentes e a variavel
aleatoria N (i,.) determina se o evento de interesse ocorreu até a categoria i. Definimos a

dlgebra BY associada ao processo N conforme

BY = algebra gerada por {0, S}
BY = algebra gerada por {N(1,.),C}

By = algebra gerada por {N(1,.), N(2,.),C}

BY = algebra gerada por {N(1,.),N(2,.),N(3,.),...,N(i,.),C}

7

Denotamos por {BY} a filtragem interna associada ao processo N formada pelas dlgebras
encaixantes BN, 0 <i < k.

Pela decomposicao de Doob-Meyer 2.8, sabemos que o processo de contagem N pode ser
representado por

NG,.) =Y(,.)+ AG,.),

para i = 1,--- ,k no qual Y é martingale e A é um processo previsivel com respeito a base
estocéstica (S, A, {B"}, P), com A(0,.) =0 e Y(0,.) = 0. Desde que N ¢ um submartingale,
concluimos que A tem trajetorias nao decrescentes, satisfazendo

i

V(i)=Y [N(L.) — BN BY ]
Ali,) = 3 [BIN@LIBY, ]~ N( - 1,.)]

com A(0,.) = 0e Y (0,.) = 0. Naseqiiéncia, sao calculados os processos estocasticos relacionados

com a decomposicao de Doob-Meyer.
A(lv ) = E[N(17 )|B(])V] - N(O> ) = E[N(L )] = E[]l{XSLX:W}] = P[W = 1]

A(2,.) = A(1,.)+ E[N(2,.)|BY] - N(1,.)
= P[W =1]+E[N(2,.) — N(1,.)|BN] = P[W = 1] + E[N(2,.) — N(1,.)|N(1,.),C]
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Observe que se N(1,.) =1, entao
N(27 ) - N(17 ) - H{XZQ,X:W} - 07

e portanto, E[N(2,.)—N(1,.)|N(1,.),C] =0. Se N(1,.) =0eC =1, E[N(2,.)—N(1,.)|N(1,.),C] =
0. E, finalmente, se N(1,.) =0e C > 2, E[N(2,.) — N(1,.)|N(1,.),C] # 0. Desde que W e C

sao independentes, concluimos que

E[N(2,.) = N(1,.)[N(1,.),C] = E[N(2,.) = N(1,.)|N(1,.) =0,C > 2|In(1,)=0,c>2}
= Ellix<ox=w} — Lix<ix=w}|N(1,.) =0,C > 2|1 na,)=0,052)

= E[lgy=2|N(1,.) =0,C > 2]1yn(1,)=0,0>2}
P[W =2;N(1, )_0,022]1

- PIN(1,.) =0;C > 2] {N(1,)=0,C>2}
PW = 2]

= ——1 -
P[W > 2] {N(1,.)=0,C>2}

Com isso,
PV =2,
P[W > 2] {N(1,)=0,C>2}-

Realizando célculos analogos a estes, obtemos

A2,)=A(1,.) +

Alk,) = Alk—1,.)+ EIN(k, )JAY] - N(k - 1,.)
= A(k - 17 ) [N(kv ) - N(k - 1) )‘A]kvfl]
= A(k -1, ) [N<k7 ) - N(k -1, )‘N<k -1 ) =0, C > k]n{N(k—l,.):O,CZk}
= A(k—1,.)+ E[lgy=py|N(k —1,.) = 0,C > k|L{n@x-1,)=0,c>k}
P[W = K]
= A(k-1)+ WH{N(kfl,.)ZO,CEk}‘
De forma geral, obtemos
: = L PW =1
]1 = —1 3.2
2 Z {N(i—1,)=0,C>1} ; PW > 1] {x>1} (3.2)

parai=1,...,k+ 1.

Finalmente, concluimos que

parat=1,... . k+ 1.
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Defini¢ao 3.1. A funcao intensidade h : {0,1,2,--- [k} — [0,1], associada ao processo de
contagem N, é definida por

i=1,-k (3.3)
com h(0) =0 e h(k) < 1.

A partir da definicdo a funcao intensidade h, obtemos que a distribuicao de probabilidade

associada a variavel aleatoria multinomial é dada por

C@)=pPW=i = [1-hI1-h@)]...[L -G -1)]h(.)
= h@) [ -r@)] ; i=1-- k. (3.4)

=1

De fato, pela equacao 3.3, temos que

PW =2 PW=2

h2) = PW>2 1-PW=1]
= P[W =2]=h(2)(1—P[W =1]) = (1 - h(1))h(2);
gy~ PV =3] P[W = 3]
®) = PW >3] 1—(PW=1]+P[X =2])
= PW =3]=hB)[1 - (PW =2]+ P[W =1])] = (1 —h(1))(1 — h(2))h(3).

Por inducao sobre k, obtemos que

O PW=# PIW = k]
k) = PW >k 1—(Flpw =1

~ P[W = K = h(k)[1 - kip[w 1]
BB = (1= A1) .. (1 — Ak — 2)h(k — D] + .. + (1 — h(1))A(2) + h(1)]

= h(E)(1 = A1) = n(2)(1 = h3))... (1= hk-1))

Assim, concluimos que a relacao apresentada na equacao 3.4 é valida.

Defininamos o processo previsivel V(i,.) = lx>;, em que

(X>i}={X>i, X=W}U{X>i,X=C}, i=1,... k
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Com isso, podemos denotar a distribui¢ao de probabilidade ¢ definda na equacao 3.5 da seguinte

maneira

C(i) = PIW =] = [ 11 — ()] =2 ()] V), (3.5)

=1

A partir da funcao intensidade, o processo previsivel A pode ser representado na forma
=1 =1

no qual H ¢ a fungio intensidade acumulada, dada por H (i) = S°i_, h(l). Assim, concluimos

que o processo previsivel A pode ser representado na forma multiplicativa

Ai,) =Y V(I,)AH(l) = (V.H)(,.),
=1

na qual AH(l) = H(l)—H(l—1) = h(l). Como V é previsivel, o processo A é determinado pela
fun¢ao intensidade h (ou, pela fun¢do intensidade acumulada H). Entao, dado uma variavel
aleatoria W, existe uma tinica fun¢ao intensidade h satisfazendo (3.3). A seguir, vamos mostrar

que a reciproca também é valida.

Teorema 3.1. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

a. Dado W uma varidvel aleatdria multinomial definida sobre (S, A, P) com distribui¢io de
probabilidade (i) = P[W = i]. Entdo, existe uma unica funcao h : {0,1,2,---  k} —
[0,1], tal que

(3.6)

com h(0)=0,1=1,--- k.
b. Dado uma funcgao h definida no item (a.), existe uma tnica varidvel aleatoria W sobre

(S, A, P) cuja distribui¢ao de probabilidade é unicamente determinada pela fung¢ao in-

tensidade h e satisfaz

C(i) = PW =i] = h(i) 1:[[1 — ()] = T = ha)] AN ) V),

na qual V(1,.) = Lyx>p e N(3,.) = Lyx<; x=wy}, para todo i =1,--- | k.
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Demonstracao. Basta aplicarmos o Teorema 2.1. ]

Com este Teorema, relacionamos (de forma tnica) a classe de variaveis aleatorias W e
classe de funcoes intensidades h. Com isso, ao desenvolvermos um método para estimar a

funcao intensidade h, estimamos também a distribuicao de probabilidade (.

3.3 Inferéncia no Modelo de Intensidade Multiplicativo

Consideremos uma amostra aleatoria simples

(p) ~(p) ®) P)

((Wl 701 )’7(Wn€ 7Cn];, ))7 (37)
parap = 1,...,J e ny,,J € N. Além disso, consideremos que existe indpendéncia entre as
variaveis W e C’T(ﬁf), para Vm =1,...,n,.

As variaveis WP e O sio varidveis aleatorias multinomiais assumindo valores {1,... k+

1}. A variavel W representa a categoria de ocorréncia do evento de interesse para o item
m da amostra p quando assumir valores 1,...,k. Se W,Sf) = k + 1, o evento de interesse nao

ocorreu para o item m da amostra p e, portanto, a variavel ngf) representa a categoria em que

ocorreu o evento de censura para este item. Denotamos por ¢® : {0,1,...,k+1} — [0,1] a
distribuicao de probabilidade associda a variavel Wi ), m=1,...,n,.

De forma andaloga, definimos a variavel X% como sendo o minimo entre as varidveis W,? e

0,55’), coforme a equacao 3.8,

X0 = wb) A (3.8)

m

tendo X,(,f), m =1,...,n,, distribuigdo de probabilidade n® : {0,1,...,k + 1} — [0, 1].

Em relacao ao conjunto de dados referente aos alunos de graduacao da USP apresentado na
Secao 1.1, temos que p corresponde ao ano de ingresso do aluno, n, corresponde ao nimero de
ingressantes no ano p e cada uma das variaveis da amostra X ®) est4 associada a cada um dos

alunos que ingressou no ano p, representando o semestre de tltima ocorréncia do aluno.

O evento {X,(ff) = i,Xff) = Tsf)} representa se o aluno m ingressante no ano p, para
m=1,....,n, e p=1,...,J, evadiu até o semestre ¢, para 7 = 1,..., k. Se Wi = k+1,

entao o aluno m ingressante no ano p migrou, faleceu, concluiu ou ainda estd ativo. Para



34 CAPITULO 3. MODELO DE INTENSIDADE MULTIPLICATIVO

identificar qual desses possiveis eventos ocorreu, utilizamos os eventos {Xfff) =1, XP = C’r(,f)}
e {Xr(ff) =k+1, XP = C,Sf’}, que indicam que o aluno faleceu, migrou ou concluiu no semestre
1 e que o aluno ainda esta ativo ao fim do estudo, respectivamente.

Definimos o processo associado a variavel aleatoria X

N (6,) = Ly stp_wipys m=1o-- o1 (3.9)

Este processo indica se o evento de interesse ocorreu para o item m até a categoria i. Definimos
também o processo de contagem N™ associado a amostra aleatéria X conforme a equacio

3.10

N™(i,.) = i N, ). (3.10)

A variavel aleatoria N™(i,.) indica quantos vezes o evento de interesse ocorreu para a amostra
X®) até a categoria i, i = 1,...,k. Desde que N™ ¢é soma de processos de contagem, con-
cluimos que N™ & um submartingale definido sobre {1,2,---  k} x (S°°)"™ com valores em
{0,1,2,--- ;n,}.

Considerando os dados dos alunos de graduacao da USP, temos que as variaveis aleatorias
N,(,f)(i, .) e N"™(i,.) indicam, respectivamente, se o aluno m evadiu até o semestre i e quantos
alunos ingressantes no ano p evadiram até o semestre 1.

. . , . n .
A seguir definimos as algebras encaixantes BN, parai=1,...,k,

B)"" = algebra gerada por {0, S}
BN = 4lgebra gerada por {N"»(1,.),C\"), .. CP)

ni

BN = algebra gerada por {N"(1,.),...,N™(k,.),C\" .. C@®}Y,

Np

A filtragem interna, {BY""}, associada ao processo N™ ¢ a unido das algebras encaixantes
BN 0 < i < k. Pela decomposigao de Doob-Meyer, o processo de contagem N™ pode ser

representado da seguinte forma

N™(i,) = Y™ (4,.) + A™ (i, .)
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no qual A™ é um processo previsivel com trajetérias nao decrescentes, Y é um martingale,

com A™(0,.) =Y"(0,.) = 0, dados respectivamente por

7

A ) = 3 [BINGL)IBY, ]~ N( - 1,.)]

i

V(i) = 3 [N — EIN(L)IBY,].

=1
Na secao anterior, foram calculados os processos A e Y para uma tnica variavel. Realizando

calculos analogos para o caso de uma amostra, obtemos que

A”p Z Z 1 X(p)>l} ),

=1 m=1

em que

P Wﬁf) =1

B (i) = [ ]

P[Wm > 2}
¢ a funcao intensidade associada ao processo de contagem N (i,.), parai = 1,...,k e Vm,p,
comm=1,...,n,ep=1,...,J. Conseqlientemente, obtemos que

Y"p( ) an Z Z ]l{Xf,’Z)>l} )
=1 m=1

Consideremos o processo previsivel V™ e a funcao intensidade acumulada H® dados, respec-

tivamente, por

np

Vnp(l7 ) = Z ]I{Xy(f;)Zl} (311)
m=1

=> (). (3.12)
=1
Com isso, obtemos o modelo de intensidade multiplicativo
A" (4 Z Vre(l,. Z Vel )AH p) = (Ve HP)(1, ).

Portanto, como V"™ é um processo previsivel, o processo A" é unicamente determinado pela
funcao intensidade h?). Nosso objetivo é estimar a funcio intensidade h(®) para determinarmos

o modelo de intensidade multiplicativo.
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Um estimador para a funcao intensidade h) & um processo estocastico he {0,1,2,--- k} —
[0, 1] definido na base estocastica produto ((S>)", B {BN""} P™) no qual P" corresponde
a probabilidade produto. Neste trabalho, um critério martingale é proposto para determinar-
mos um estimador 2™ 6timo para a func¢ao intensidade. Desde que o martingale representa o

ruido (parte nao previsivel), igualamos o martingale Y a zero. Assim, para i = 1

an(lv ) = an h"p Z H{X<p)>1}

Nm(L) N””( )

= (1) = = = .
Zm:l H{Xfff)ZI} V”p(l, )

Para ¢ = 2,

Yre(2,.) = N””(Q,-)— 7 (2 ZH{X<,,)>2} np“)Z]l{Xﬁf)zl}] =0
m=1

Ym(2,) = N™(2,.)— _h"p( W (2,.) h”P(l)V”P(l,.)] —0

Yr(2,) = N™(2,)— _z}np(z)v"p(z,.) - V%EL )vnp( .)} =0

AN™(2,))

= @) = ey

em que AN(2,.) = N(2,.) — N(1,.). De forma geral, obtemos o estimador de Kaplan-Meier

AN™ (i)
Vre(i,.)

em que AN(i+1,.)=N(i+1,.)— N(i,.), parai = 1,...,k, com iz"P(O) = 0. O estimador de

W (i) = (3.13)

h®) esta bem definido, pois podemos assumir, sem perda de generalidade, que V"™ (k,.) > 0 e,
como V™ (i,.) é um processo decrescente para i = 1,...,k, V" (i,.) > 0 Vi.

A partir dai, obtemos o estimador da distribuicao de probabilidade da variavel W,gf ),m =

_ H[l _ ﬁnp (l)]V”P(l,.)fAN"P(l,.)[ilnp (l)]V”P(l,.)' (314)
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para todo i € {1,...,k} e também o estimador da funcdo intensidade acumulada H®

NI
™ (i Z hel) =" Wl()) (3.15)

=1
3.3.1 Propriedades dos estimadores para amostras finitas

Nesta secao estudadamos propriedades para amostras finitas dos estimadores H e h e f”P.
Inicialmente, observe que ANT(,f) (7,.) pode assumir apenas dois valores, 0 ou 1. A probabilidade

dele assumir o valor 1 é
PIAND () = 1] = PIXY =1, XY = W] = ().

Logo, AN (i,.) tem distribuicdo de Bernoulli com parametro (™ (i). Considerando que

AN™(i,.) =>"" AN,Sf)(i, .), obtemos que
AN™(i,.) ~ Binomial (n,, (i), i =1,...,k.

Lema 3.1. O estimador H™ da funcdo intensidade acumulada H®) pode ser escrito como

H™ (i) = (Vln Y”) (i,.) + HP (4). (3.16)

Demonstra¢ao. Como apresentado na equacao (3.15), o estimador da funcdo de intensidade
acumulada é

) = S () Z Z; (3.17)

=1 =1
Pela Decomposicao de Doob-Meyer, obtemos

AN (L) =AY (1) + A (1, )]
Vee(l,) 2 Vo(l, )

=1 =1

O AYTR(L) R AATR(L)
- ; Voe(l, ) +12; Von(l, )

_ (V"p Y"P) ) + Zh@
o

(v

)+ HP) (i) (3.18)
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Com esses resultados, conseguimos provar os proximos teoremas.

Teorema 3.2. Considere o estimador H™ da funcao intensidade acumualada H®) e o esti-

mador h™ da funcdo intensidade h'P). Temos que

B [Hn (i)} = HP)(5),

B[l (i)] = hP)(0),
para 1 =1,... k.

Demonstracao. (a) Por defini¢ao, V"»(i,.), i = 1,...,k é um processo previsivel, logo Vn+0)

também é um processo previsivel. Assim, pelo Teorema 2.2 obtemos que (ﬁY”P)(@, ),
i =1,...,k ¢ um martingale, o que implica que E[(7.Y™)(i,.)] =0, i =1,...,k Com

isso, obtemos do Lema 3.1 que
E [H”(z)] —HY(,), i <k
ou seja, o estimador H™ ¢ um estimador ndo-viciado da funcao h®

(b) Pelas equagoes (3.12) e (3.15) temos que

H' (i) = HY(i) =Y b () =Y P =Y [ (1) — ().

=1
Pelo item (a) E[H"(1)] = H®(1), o que implica que E[h™ (1)] = h®)(1). Da mesma forma,
E[H"™(2)] = H®)(2) e, portanto,

2 2

i E”P(l)] - i W) (1) = i E {/&%(z)} =Y W)= E [ﬁw(z)} =3 w0 )

=1 =1

E

Assumamos que vale para k — 1, ou seja,
E[H"™(k—1)] = HP(k — 1).

Provando por inducao sobre k, temos que E[f[”?(k)] = H®(Ek), o que implica que

> ﬁ"p(n] => W) =E [i hre (1)

=1

E

+E [ﬁ"p(k)] = ki hP(1) + hP) (k)
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e, portanto,

E[R™ (k)] = K (k).

Assim, conluimos que

ER»()] =h20), 1=1,...k

ou seja, o estimador A™ é um estimador nao-viciado para a funcio h(®).

]

Para dados censurados, ("» é um estimador viciado para ((P). Porém, se tivermos dados nio

censurados, obtemos

i—1
énp(l') — Bnp(l) H[l _ ]A,an(lﬂ
=1
= li[[l _ ]/:an(Z):Ivnp(l7.)—Aan(l7.)[}\an(l)]vnp(L.)
=1

AN @)
= = (3.19)

np
que corresponde ao estimador empirico da probabilidade (). Para este caso, podemos mostrar

que o estimador é nao-viciado.

Teorema 3.3. Para dados nao censurados, o estimador C;LP da funcao de distribuicao de prob-

abilidade () ¢ um estimador nao-viciado.

Demonstragio. Como visto anteriormente, AN™(1,.) ~ Binomial (n,, () (l)). Consequente-
mente, temos que E[AN"»(l,.)] = npg}p). Utilizando esta informacao e a equacao 3.19, temos
que

AN"(1,)

Tp

BC 0] =B | | =

Portanto, o estimador C;“’ da funcdo de distribuicdo de probabilidade () & um estimador
nao-viciado.

]

Na seqiiéncia sao determinadas as variancias dos estimadores h™ e H"». Para determinarmos a

variancia do estimador H" utilizamos o processo variagao quadratica associado ao martingale

1
Y,
(=)
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Teorema 3.4. As varidncias dos estimadores H™ e h™ sao dadas, respectivamente, por

Var[H"™ (i)] = Z[h(p)(z) — h<P>2(z)]E [Vnpl(l .)] ,1e{l,...,k} (3.20)
Var[h™ (1)] = [A® (1) —h<P>2(1)]E{V%1(l ‘)] 1< (3.21)

Demonstracao. Utilizando o Lema 3.1, podemos escrever a diferenca entre o estimador Hre (1)

e a variavel aleatoria H® (i) como

H™(i,)— HP(i,.) = ( .Y”P) (i,.).
Ve
Utilizando esta igualdade, a definicao de processo variacao quadratica e a Proposicao 2.3,

obtemos que

E[H™(,)— HYG, ) = E Kéw) (z’,.)r _E|< (Vlnyn) ; (Vln .Y”P> >}

((Vlnp)Q. <Y™ Y™ >) (i, .)]

No entanto, temos que

((Vlnp>2' <Y™ YY" >> (i,.) =

- ;(Wl,) >IAAR(L) - 24" )

= S L - w0 (3.22)
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Assim, a variancia do estimador H™ é dado por

Var[H"(i)] = > " [n®)(1) - K (1B [V”pl(l )} . (3.23)
=1 e

Para obtermos a variancia do estimador 2™ consideremos o processo S™ (1) tal que S™ (1) =

Hre (1) — H®)(1). Observe que S™ (1) é um martingale, [ < i. Além disso, temos que
E[R™ (1) — h(D)])? = E[S™ (1) — S™ (1 — 1)]%.

Por outro lado, temos que

E[S™(l) — S™(I— 1) = EKWW) (1) — Vlnp.wp) (1—1,.)]
1

— RO — RO E
() = K OJE |
Portanto,
- 1
Var[h"» (1)) = [®(1) — B2 (D]E
aafir ()] = [090) = W QIE | g
O
Proposicao 3.1. Consideremos as varidveis aleatorias Vn(lp)(l,.) = ]l{X(p)>l} e Vv (l,.) =

o V.P(1,.). Denotamos por
0P () =P +nP1+1)+ -+ P (k+1)
0@ (1) > 0,VI, p.
(a) A varidvel aleatoria Vn(f)(l, ) tem distribuicio de Bernoulli com pardmetro 6®)(1).
(b) A wvaridvel aleatoria V> (l,.) tem distribuingido Binomial com pardmetros n, e 6®(1).

Demonstracao. (a) A varidvel aleatoria Vn(lp) pode assumir apenas dois valores, 0 ou 1. A

probabilidade dele assumir o valor 1 é
PVP(,)=1] = PXP >
= 1= (U(p)(l) +77(p)(2) 4o +77(p)(l ~1)>0

= ")

ol seja, 0 Processo Vyﬁp)(l, .) tem distribui¢ao de Bernoulli com parametro 91(1’)_
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(b) Como V" (l,.) =317 V(p)(l, .) obtemos do item anterior que

m=1"'m
V" (1,.) ~ Binomial (n,, 6% (1)).
[

Utilizando este resultado, serd estudada a distribuicao exata do estimador hm». Como a
distribui¢do condicional de AN™(i,.)/V"(i,.) ¢ uma Binomial com parametros V" (i,.) e

RP)(3), concluimos que para todo 0 < a < b < n,

PIAN™) (i, ) =a;V™(i,.) =b] = P[AN"(i,.) =a/V"™(i,.) = bP[V"™(i,.) = b]

Com isso, a distribuicdo exata do estimador A (i) é obtida por

Anp_AN"P(i,.)_a B N
P |h = VmG) b = P[AN"(i,.) = a; V" (1, .)]. (3.24)

3.3.2 Propriedades assintéticas

Nesta se¢ao, vamos estudar algumas propriedades assintoticas relacionadas ao estimador H™ do
processo estocastico H™ e, conseqiietemente, do estimador de Kaplan-Meier. Primeiramente,
vamos verificar alguns resultados necessarios para o estudo das propriedades assintoticas dos

estimadores. Depois, iremos mostrar a consisténcia do estimador.

Teorema 3.5. Dada uma seqiiéncia H de estimadores da funcdo intensidade H®) temos que

P |sup [H™ (1) = HP(1)]| — 0,

1<i
ou seja, H™ é um estimador consistente para a fun¢ao H®),

Demonstracao. Pela desigualdade de Doob (Teorema 1, pp. 464 de Shiryayev (1984)) e de-
sigualdade de Burkholder (Shiryayev (1984), pp. 469) obtemos que

P [sup |ﬁnp(l) _ H(p)(l)|] < % Z[h(p)(l) — h(P)2([)]E {V”Pl(l, )]

= I=1
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Por outro lado, pela Proposicao 3.1 temos que V#Lp)(l,.) ~ Bernoulli (0"»(l)). Definamos o

conjunto 5™ = {V,\P)(1,.) = 1}. Como P[S™] = 6],

> Pls™] = +oo,
np=1
para todo p = 1,....J. Além disso, S™,--- 5™ sao independentes. Logo, pelo Lema de

Borel-Cantelli, temos que

P {limsup S"P} =1,

p

ou seja, a probabilidade de ocorrer S™ é 1, exceto num nimero finito de pontos. Portanto,

vee(l, ) = Z V¥(1,.) = 400, P—gq.c., quando n, — 0.
m=1

Conseqiientemente, W+(l) converge quase certamente para zero. Portanto, pelo Teorema da
Convergéncia Monétona, F [V"P;(l)} — 0. Assim, temos que H™ é um estimador consistente
para a funcao intensidade acumulada H®. O]

Teorema 3.6. Dada uma seqiiéncia hme de estimadores da fungio intensidade h'®) temos que
P || (1) = kP (D)]] — 0,
ou seja, hme ¢ um estimador consistente para o funcio h®),

Demonstracao. Consideremos [ = 1. Neste caso, temos que
(1™ (1) = HP(1)] = [h™ (1) = h®(1))]
e portanto, pelo Teorema 3.5, concluimos que
2 [\E”P(l) . h<p>(1)y] 0.
Por outro lado temos que
H™ (i) — HP (i) = Z he (1) — Z A (1)
1=1 =1

1—1

= )~ KO0+ (i) — KOG

=1
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= [in(i) — KO = [ (0) — HO )~ () — b )

=1

Portanto,
~ A Z_l A~
(A" (i) = B2 )] < [H" (i) — HP(i)] + ) k" (1) = kP (1))
=1

Assumindo que vale para i — 1 e utilizando o Teorema 3.5, concluimos por inducdo que vale

para ¢. Portanto,

2 [u&"pa) - h@)(m} 0l=1,...,i

Teorema 3.7. O estimador é”P ¢ um estimador consistente para a funcao ().

Demonstracao. Pela equacao 3.14 temos que o estimador é’”? é funcao continua do estimador
da fungao intensidade, h™. Como h™ é estimador consistente para h®) concluimos que é”? é

estimador consistente para (). O]



Capitulo 4

Distribuicao Assintotica de Integrais

Estocasticas

Nesta secao desenvolvemos um teorema do limite central para as integrais estocéasticas associ-
adas ao processo de contagem N™. Essa teoria foi baseada nos resultados de Helland (1982).
Esses resultados sao importantes para que possamos desenvolver os testes de hipotese.

Para que possamos desenvolver o teorema do limite central, precisamos definir uma filtragem

em relagdo ao numero de itens (ou individuos), pois o limite é tomado neste nimero.

4.1 Amostra Unica

Consideremos uma amostra aleatoria simples

1) A1
(W2, C),., (WD, D)), (+.1)
com as mesmas caracteristicas da amostra 3.7 definida na Se¢ao 3.3. Paran; € Nel € {1,...,i}

fixos, com i € {1,...,k} e k € N, definimos a algebra
9;(0) = algebra gerada por{V"(l,.); Vl(l)(l, )},

9i(g) = algebra gerada por{V"™ (1,.); V'V (1,.),... .V (1 ): AN (L), .. AND e, ey
para g € {1,...,ny — 1} fixo e
V(n1) = dlgebra gerada por{V"'(l,.); Vl(l)(l7 ) P Vrfll)(l, D; ANl(l)(l, Dy ,AN%)(Z, D Cf), ..., cWm

45
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Definimos a algebra +,(j), para 0 < j < ny, como sendo o acumulado da élgebra 9,(j) até a

categoria . Assim,
7:(0) = algebra gerada por {¥;(0),92(0),...,9;(0)}
7i(q) = élgebra gerada por {¥1(q), V2(q), . .., Vi(q)}
parag=1,...,n; — 1 fixoe
vi(ny) = algebra gerada por {¥1(ny1),d2(n1),...,%:(n1)}.

Consideremos {~;} a filtragem formada pelas éalgebras encaixantes v;(j), 0 < 7 < ny. Seja
U™(l,.) uma variavel aleatéria com respeito a algebra ~,;(0) para | = 1,...1 fixo, de tal forma

que as seguintes propriedades sao validas

(a) Para n; fixo o processo U™ & previsivel na filtragem {BY"' }.
(b) E[JU™(L,.)]] — 0 quando ny — oo, VI =1,...,1i.

(c) E [U’“Q(l, IV, )} — G quando ny — oo, para algum G; > 0e VI =1,..., 1.

Seja a, = >_, U™ (I, .)AYn(Ll)(l, ), para 0 < m < ny. Definimos a somas parciais R;(i) =
anzl am, para 0 < j < mny e i € {1,...,k} fixo, com Ry(i) = 0. Definimos o processo
estocastico

R(i) = {Ro(4), Ri(i), ..., Ry, (i)} (4.2)

que é adaptado a fitragem {~;} por construcao.

Proposicao 4.1. O processo estocdstico R(i), para i € {1,...,k} fizo, € um martingale com

respeito a filtragem {v;}.

Demonstracao. O processo R(i) é adaptado a filtragem {~;}. Para demonstrar que esse processo
¢ um martingale, basta provar que E[R;(7)|v;(j — 1)] = R;-1(7), conforme a Definicdo 2.3, que

¢ 0 mesmo que mostrar que E[R;(i) — R;j_1]7i(j — 1)] = 0. Mas observe que

Rj(i) = Rioa(i) = Y U™ (L, )AY V(L) = a;(3).



4.1. AMOSTRA UNICA 47

Portanto, basta mostrar que
Ela;(@)]vi(j = 1)] =0

parai € {1,...,k} fixoe j =1,...,ny. Inicialmente, temos que
i

E > U1 )AYV (1 ) - 1)

=1

= U B [AN () - A4Vl - )]

_ i:U”I(l, ME AN @R = )] + B (A4 )G - 1] }

Observe que AAg»l)(l, .) € mensuravel em v;(j —1) paraj=1,...,ny el =1,...,i. Além disso,
temos ques ANJU)(Z, .) condicionado a Vj(l)(l, .) é independente de todos os outros termos da

filtragem, ~;(j — 1), também para j =1,...,n; el =1,...,i. Com isso,

E Y U™ ()AL )l - 1>]
- S U, {E [AN;”(LW;(”(Z, .)} — A, .)}

- S, {E [AN}U(Z.)H/;U(Z,.)} - Vj‘”(l,-)h(”(l)}

pois AN}D(Z, .)|V}(1)(l, .) tem distribuigdo binomial com ntimero de ensaios Vj(l)(l, .) e probabil-
idade hV(l), paraj =1,...,n; el =1,...,i. Assim, concluimos que R(i) ¢ um martingale em

relagao a filtragem {~;}. O

Da Proposi¢ao 2.2, concluimos que o processo {a;(i),0 < j < n;} ¢ um martingale array

difference em relagao a filtragem {~;}.

Lema 4.1. A seguinte propriedade € vdlida para os termos do processo R(i)

E [ max |aj(z')|] — 0, quando ny — oo. (4.3)

1<j<n
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Demonstracao. Por propriedades de maximo e modulo temos que

)

> U, )Aav ()

< max Z‘U"l DAY 1) l)’

max |a;()] = max < Dax

1<j<ny 1<j<n1

A

E max
1<5<n,
=1 =I=

IA

U™ (1,)AY; ”(z.)‘
Com isso,

max
1<5<ny

Z Ul ()

Por outro lado, como AN]Q)(Z, J<1le Ag.l)(l, .) <1, temos que

i
<E max
] - [521 1<j<m

U (i, .)ij“)(z.))] . (4.4)

J

GOSN ‘U“(l,-)[AN?”(l SERVEI(P)]

IN

‘U”l (1, )ANY ‘ ‘U”l JAAD(, )‘
< UML)+ U™ )] =2[U0" (L) (4.5)

Das equagoes 4.4 e 4.5, obtemos que

. ] <E { max 2iU™ (1, )} = 2i1E[U™(1,.)] (4.6)

1<5<n

para i € {1,...,k} fixo, com k € N. Por hipoteste E[|[U™(l,.)|] — 0 quando n; — oo, VI.

Portanto,
i

> U, Ay ()

E[max

1<j<m

] — 0, quando n; — oo. (4.7)
[

Lema 4.2. Seja 02(i) = S0, [hV (1) — hW*(1)]G,. Entio,

ni

> la; (O — (i)

j=1

Demonstracao. Pela preposicao 4.1, o processo R(i) é um martingale e, portanto, pela Proposicao

2.1 temos que
ni—1

BR;*(1)] — E[Ro*(i)] = Z E[(AR;+1(1))7]. (4.8)
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Os termos do processo R(i) podem ser escritos da seguinte forma R;(i) = ) _ AR, (i). Assim,

podemos reescrever a equacao 4.8

Por outro lado, observe que AR;(i) = a;(i), paratodo 0 < j < ny, e, como a;(i) = Si_, U™ (I, )AYj(l)(l, ),

obtemos que

Utilizando a defini¢ao de integral estocéstica e a Proposicao 2.3, temos que

(ZU’“ JAY™ (1, )) = E[(U™.Y™)(i,.)]
= El<@my™);(Um.Y™) > (i.)]
= E[(U™ <Y™, Y™ >)(i,.)].
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Utilizando a equacao 2.9,

(UM2 <Y™ Y™ >)(i,.) = ZUW JA <Y™ Y™ > (1)

_ ZUW(z, IAY <V v s,
=1 j=1

_ i:Unﬂ(z, ) i [AA;”(z, )= AADq, .)}
- Z UmA(i,.) i [vj”(l, DR @) - vV, .)h(1)2(l)]
=1 j=1

_ Z Um2(l,.) [h(”(l, V(L) — RO, v, .)}
=1

= SR, Y R - K@)
Assim,

E[(U™?. <Y™ Y™ >)(i,.)] = E

i: Um2(1, )V, )DL - h(l)(l)]]

=1

S AL - AE [0,V )]

Se (G; denota o limite de E [U”IQV’“(Z, )] quando n; — oo, paral =1,...,14, entao obtemos
que
E Z ] — Z R (1 _ p? (D)]G;, quando n; — oo. (4.9)
j=1
Desde que o processo R(i) é um martingale uniformemente integravel concluimos que
ni )
S la (0 = Y (1) — AV ()]G, quando n; — oo,
Jj=1 =1

Teorema 4.1. Temos que

3
=

a;(i Z U™ (1, )AY™(1, )

j=1 =1

converge em distribui¢do para uma varidvela aleatoria normal com média 0 e variancia o2(1).
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Demonstragao. Pela Proposicao 4.1 concluimos que o processo {a;(i) : 0 < j < ny} é um
martingale array difference. Além disso, utilizando os Lemas 4.1 e 4.2, concluimos pelo Teorema
2.5, item (b), de Helland (1982) que R, (i) converge em distribui¢ao para uma variavel aleatoria

normal com média 0 e variancia o2 (). O

Corolario 4.1. Ao denotarmos

N

T L=
Um(,)=4{ Vm(s,.)
0, [ # s
paral,s =1,...,1, obtemos que \ /nl[iznl (5)—hWM(s)] converge em distribuicdo para uma varidvel

aleatoria normal com média 0 e varidncia

o1 (s) = 907(s) (4.10)
Demonstrac¢ao. Para U™ (s,.) = Van;) e U™ (l,.) = 0 para todo | # s, o processo R, (s) é
dado por 7

n n
R, (s) =U"(s,.)AY™(s,.) = %AY"I(S, )= WIL;‘)[AN’”(S, )= AA™M(s, )]
v 1)
- AN™(s,.) — V™ (s,.
P IANT (5, = V7 (5, A ()

= Vil (s) = D (s)]

Além disso,
n1

E[U™2(s, )V™ (s, )] =E {W} — —.

Portanto, pelo Teorema 4.1 temos que
Vi[h (s) = B (s)]

(AN (s) — hD*(s)]
oM (s)

converge em distribuicao para uma variavel aleatoria com média 0 e variancia

]
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Coroléario 4.2. Tomando U™ (l,.) = V;{Z 5 para | = 1,...,1, obtemos que \/71_1[]6[”1 (1) -

H(l)(l)] converge em distribuicao para uma varidvel aleatoria com média 0 e varidncia
W) = 2
2y _ N (W) — ()]
oy (i) = g 0 ) (4.11)

=1

Vv
Vs, )

Demonstracao. Para U™ (l,.) = para todo [ =1,...,4, o processo R, (i) é dado por

ZU”I JAY™(1,) = ng{(? AY™(1 :Zvﬁ [AN™(1,.) — AA™(1, )]

- ZVX(?)[ANM(Z )=V, )R]

_ "l
Z“_{ vy~
- Sl - 0w
=l ) - BV

Além disso,

, quando ny — oo, Vi=1,...,1.

BUm( v, )l =B [v:& .>} - 9<3<Z>

Portanto, pelo Teorema 4.1 temos que

Vi[H™ (i) = HY(0)]

[h(l)(g) A8
60 (1)

converge em distribuicao para uma variavel aleatéria com média 0 e variancia E
=1

4.2 Duas Amostras

Consideremos duas amostras aleatoérias simples independentes de tamanho n; e no, dadas,
respectivamente, por ((Wl(l), Cfl)), ce (Wg,), C’T(Lll))) e ((Wl(2), 01(2)), ey (Wég), C’%)))

A seguir, iremos desenvolver o processo e a filtragem correspondente utilizados no estudo
de convergéncia. O processo serd construido termo a termo. A filtragem serd formada por

algebras encaixantes construidas conforme é construido cada termo do processo.
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Suponha, sem perda de generalidade, que n; > ns e considere ¢ € {1,... k}, k € N, fixo.

No ponto inicial (zero), a algebra é dada por

7,(0) = algebra gerada por{ V™ (1,.) ,V"2(1,.),V:\V(1,.),V2(1,.);. .
v, v, ), Vive, ), vi@ 3, )}

e o termo correspondente ao ponto zero é nulo (ag = 0). Assim, consideraremos a; como sendo
o primeiro termo do processo que serd construido. Seja U™ "2(l,.), [ = 1,...,4, uma variavel

aleatoria com respeito a algebra 7;(0), com as seguintes propriedades

(a) Para n; e ny fixos o processo U™ & previsivel na filtragem produto {BN"'} x {BN"*}.

[| U2 (1,
(b) E ’W;S)H — 0, quando ny,ny — oo, parap=1,2el=1,...,1.
_Unl’nﬂ(l ) (»)
(c) E V”—(l;] — G}, quando ny,ny — oo, para GP >0, p=1,2,1=1,...,4.
De forma geral, assumimos que
mtne Up, (4.12)
np

para p =1,2 e u, € R, quando n;,ny — 00. Definimos o primeiro termo do processo

_ : ni,n AYI(I) (l7 ) A}/l(Q)(L )
= U\ Sy Ve,

=1

e a algebra nesse ponto é

7:(1) = algebra gerada por{ ~ V"(1,.),V"2(1,.), V;V(1,.), 13V (1,.), P (1,.), P (1, ),
AN, ), ANP (1, ) v, ), v, ), Vil G, ),
Vil (i, ), Vi), Va2 6, ), AN G, ), AN G, );
cW, ...,cH

ni

c? 9y

) no

O segundo termo ¢

N A1) AP,
ax=) U @)xmmJ_vwm

=1
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e a algebra nesse ponto é
7:(2) = algebra gerada por{ vmu, ), vm( D VD), v ), v ), P,
(1,0, V2 (1,0, AN (1, ), ANV (1, ), AN (1, ), AN (L, )
V’“(z, ), vm( D V0, PG, VR (), VP 6, ), P ),
(i, ANO(GL ), ANSY (L), ANP ), ANS G ),
CP,...,0<1>,C{2>,...,Cg>}.

ni

Definimos de forma andaloga todos os termos até o termo de namero m,. Assim, para

s=1,...,n9, 08 termos do processo sao definidos conforme a equacao 4.13

! AYW ) AP,
.= nm2 l)_ 1/ ! 4.13
0= 2 UM | Ty T Ve (4.13)
A algebra também ¢ definida analogamente até o ponto no—1. Portanto, paras =1,... ,no—

1

7;(s) = algebra gerada por{ V™ (1,.),V"(1,.), V" (1,.),..., Vi1, ), VP ,.),..., v,
AN (), AND, ), ANP(L, ), . AND(L, )
v, ), verG, ), Vi G, v G, ), v 6, Vi G,
AN, AND G ), ANP G, . AND (L ):

e, eh . o? L o®)

ny

No entanto, no ponto n, a algebra ¢é definida de forma diferente

7;(ny) = algebra gerada por{ V"l(l,.),V"2(1,.),V1(1)(1,.),...,Vn(;ll( ), V1 ( ), ,Vn(f( 05
AND(1,), . ANY (L), AN, . AND(L, ;L
Vi), Ve, ), Vi3 ), V60, VPG, ), v, ),

AN ), ANDGL) ANP G, ANE L),
01(1)’_”70(1) C§2),...,C(2)}-

ni ? n2

Como n; > ng, a partir do ponto ns + 1 nao existem elementos que correspondem & amostra

X@_ Portanto, parat =ny+1,...,n4,

Ay = E Un1n2

Vri(l,)

AY(”(Z )]
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Parat =ny+1,...,n, — 1, a dlgebra é dada conforme a equacao 4.14. A algebra para o ultimo

termo difere das demais e é definida conforme a equacao 4.16.

7i(t) = algebra gerada por{ ~ V™(1,.),V™(1,.), VY (1,.),.... VD1, ), v (1), vEla,.),
AND(1,), . AN, ), ANP(A,), . ANP (1, );
Vo, ), v, ), ViV G, V96, VPG, VLG, Y,

AN, AND (L), ANP G, ANS ),
P ooy, (4.14)

) no

cW ..o

ni?

7;(ny) = algebra gerada por{  V™(1,.),V"™(1,.), v, Dy, v, ), 1/1(2)(1, Dy, V@),

AND(1,), . AN, ), ANP L), AND(LL ;L
Vi, ), Ve, ), VIO 6 ), V6 ), VP 6, V),
ANDGLY, L AND G Y AND G, AND G, (4.15)
cM,...,ech . e? L o®), (4.16)
Consideremos as soma parciais ijm (i) como sendo a soma dos termos ag, a1, ..., a; para
0<j<mieied{l,... k} fixo,
P (i) = ag+ a1 + ...+ ay (4.17)

e seja {7;} a filtragem formada pelas algebras encaixantes 7;(j) com 0 < j < ny. Com isso,

para i € {1,...,k} fixo, definimos o processo estocastico
P (i) = { Py (4), Pr(0), .. Bt ()} (4.18)
que é adaptado a filtragem {7;} por construgao.

Proposicao 4.2. O processo estocdstico P™"2(i), para i € {1,...,k} fixo, é um martingale

com respeito a filtragem {7;}.

Demonstragao. Por constru¢ao o processo P"0"2(i) é adaptado a filtragem {7,}. Com isso,

basta provar que

B[P, (@) |7i(m = 1)] = PRy (d). (4.19)
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No entanto, pela defini¢io das somas parciais dada pela equagao 4.17, P/ (i) — P"{"* (i) = aj,

para todo 7 = 1,...n;. Com isso, basta mostrar que
Ela; (i — 1] = 0.
Para 1 < j < no, temos que

Ela;|r(j —1)] = E

o AYV(,)  AavPa,) ,
;U | (l")< Vi) v, )'7"0_1)]

= S { b [ANO )~ 8400t 1)
=1 ”

- P [N - 8420 )G - 1]

Observe que AAép)(l, .) € mensuravel em 7;(j — 1) e AN]@)(Z, .) condicionado a \/;(p)(l, .) & in-
dependente de todos os outros termos da filtragem, 7;(j — 1) para 1 < j < myep = 1,2.
Utilizando essas propriedades, temos que

. o ija)(l,.) AY]@)([,.) ‘
ZU ' (l’)( an(l’) B Vm(l’) )|Ti(j_1)]

=1

E

%

= D> U™™(,.) {WB [ANJQ)(Z.)H/j(l)(l, .)] - v, .)h(l)(l)}

- ivmmu,.){—l B[ANP @V )| - v a2
= 0:1

pois AN;p)(Z, .)|Vj(p)(l7 .) tem distribui¢ao binomial com niimero de ensaios Vj(p)(l, .) e probabil-
idade h®)(1), para p = 1,2. Para ny < j < n; os termos do processo sio dados por
i AYY ()
a; = Umne(] ) —L 2
J lzl: ( ’ ) Vm (l, )
As propriedades verificadas para o primeiro caso também sao validas para esse caso. Assim,

de forma analoga ao realizado anteriormente, temos que

E Z Unl?n?(la ) ijll(l ) |7_2(] - 1) =0
=1 T
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Da Proposigdo 2.2, concluimos que o processo {a; : 0 < j < m;} é um martingale array

difference em relacao a filtragem {7;}.

Lema 4.3. Considere os termos a;j, j = 1,...,n1. A sequinte propriedade é vdlida
E [ max |aj|] — 0, quando ny,ny — 0. (4.20)
1<j<m

Demonstracao. Para 1 < j < no,

d AV Ay,

J

v, vee(l)

=1

Utilizando propriedades de médulo e maximo, temos que

i Ay av®@a,) i AYWay Av@a, )]
n1,n9 J _ J ) n1,n9 J _ J )
1<)%ms ;U G gy ~ Ve ” = 58,2 U gy~ vman)
i AYPay  ar?a,)
n1,n2 J o J ’
= 2258 |TE vaay T vea,)
Com isso,
i AYW@ ) AYPa,)
E nim2 (] J ) . J )
[12%%’52 ;U GOy~ vy
< E Z Unnz(] AYJ@(M AYJ@(Z") 4.21
B =1 12}2%2 (t;) Vmi(l,.) - Vna(l,.) 421)

Por outro lado,

( 7') an(l’) B Vnz(l’)
N E— AN (1) —AAV (@) ANP (L) - AAP(,)
= (Z,.) V(i) B Ve (l, )
1) M (2) 2)
< nmne (l )ANJ (l) - AAJ (la ) + [ymne (l )ANJ (l) — AAJ (l7 )
= g . an (l’ ) 9 . Vn2 (l’ )
grredl, ) 1) 1) umna(i, ) @) o)
< || (o]« [aap ) + [ (an] + s )
U (1) Uz (l,)

T AT I 4,92

= ‘ Ve, ) ' T2 T (4.22)

Das equagoes 4.24 e 4.24, obtemos que
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AY(l)(l ) AY(,)
Un ng o J ’
[1353352 Z Ve, Ve,

] Unl,n2(l’.) ) Um,m(l")
< E % |~ 4 2 |
= [12}%}52 NV ‘* VA,

) Um,m(l’.) ) U”l’m(l,.)
%E || =——2|| + 2 ||
Z [ v, ) H i H Ve, )

arai € {1 k} fixo, com k € N. Por hipoteste E —mm(l’ ) Oc E urnz(l, )
ra i X m . Por hi — R S AT | RN
b ) ; y p an(l’ ) Vnz(l’ )

Unl ng Ay(l)(la )
—Z ) S

De forma forma analoga ao caso anteorlor obtemos as seguintes desigualdades

0 quando nq,ny — 00, VI. Portanto,
AY“’(Z ) AYI(1,)
ni n2 _ J )
[m Z v

Vmi(l, ) V(1)
Para ny < j < ny,

— 0, quando ny,ny — o0. (4.23)

AY V(1) : AY (L)
ni, TLQ ) ni,n2 J
[123}52 ZU SRR il DR - LA CRE A
e
AY~(1)(Z.) Um,ng(l )
yrvme (] J < R S 4.24
() V()| — Vm(l,.) (424)
Vi=1,...,1.
Assim, concluimos que
AY“)(Z )
11;1}5232 ZU’“ 2 (] V”l—(l) — 0, quando ni,ny — oo.
O

Lema 4.4. Consideremos o processo {a; : 0 < j < n1} um martingale array difference como

definimos anteriormente. Temos que

ni

3 a() = %)

em probabilidade, quando ni,ny — 00, em que

o?(i) = [1 = hRODD ()G + Z [1- @162
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Demonstragio. Observe que a ) 71 a;(i) pode ser escrito da seguinte forma

m mﬂm) AYP(1,)
Untnz(] A — 4.25
2 as(i) 25: EE: (:E: NV m ~ Ve Jm (4.25)
Jj=1 J1=1j2=1 =
Conforme a Proposicao 2.1 e pela equacao 4.25 temos que
ni i ni 2
E [Zaf(i)] = E Z%(@)
j=1 | \i=1
i 2
mﬂmq Aﬁ%Lﬂ)
- 6| (3035 S um |GE - o
| mi1=1mo=1 [=1 V 1([,.)712 V 2([,.)77,1
- )
: AY™(L,)  AY™2(l,.)
= E urvne (i, . —
2 U T e
Denotando por
AF(L,.) = AY™(1,.) B AY (l,.)7
Vmi(l, ) V(1))

temos que

Por outro lado, temos que

(Umm22 < F F >)(i,.)

Vel )

(o )]

(ipmwgmmpgl

= E[(U™"™.F)*(i,.)]]
= E[< (U™ F) (U™ F) > (i,.)]
= E[(U"™* <FF >)(i,.)]
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7

= D U™"E(L)A<FF>(l,)

=1
= zi:U”””z(l, ) -;A <Y™m Y™ > (l,.)+ ;A <Y™ym™ > (I, .)]
=1 _Vn12(l7 ) Vn22(l7 )
— Urna2(] A <YMyl > (i A <Y® v® s (.
S [ty 3 <K )4 g 3 <X = )
7 M no (2
_ ZUWﬂ(Z’J Z AAW(L,.) —QAA(l)ml(l, ), Lo AAmg(z,Q.) —AA®? (1)
=1 o’ V(i) V(1))
Umne(l, ) Lymm? (] )
= 21— R AN (1 ——— 21 = KB )P
Sl = KOO + 30 S - e )
=1 =1
Assim
B[S o) = E Zmn—z(l)[l — RO@RY ) +Z Ume i)y @)
200 = Bl v
: U2 (] Urr(l,.)
= 1— YDAV E 1= P DRP(DE |t
O e +Z OB |
ni,ne2(] nna? (]
Se G} denota o limite de E [U 0 ( ’) )] e G7 denota o limite de E {UVT(Z(,))}’ quando
ni, Ny — 00, entao obtemos que 7
E [Z %2(2')] = [1-rOOROMG+ ) 1 =P OIRP G,
j=1 I=1 1=1
quando nq,ny — co. Conseqiientemente, pelo Teorema 2.7.2 de Stout (1970), temos que
ni 7
> i) = > (1= RO 1)G] + Z @)G? (4.26)
j=1 =1

em probabilidade, quando nq, ny — oo.

Teorema 4.2. Temos que

i g, ) [AY0) _AY(, )
Ey Zaf ZU { Ve, Ve(l,.)
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converge em distribuicao para uma varidvel aleatdria normal com média 0 e variancia o*(i),

quando nq,ny — 00.

Demonstragao. Pela Proposicao 4.2 concluimos que o processo {a;(i) : 0 < j < ny} € um
martingale array difference. Além disso, utilizando os Lemas 4.1 e 4.2, concluimos pelo Teorema
2.5, item (b), de Helland (1982) que P;''"2(i) converge em distribuigdo para uma variavel

aleatoria com média 0 e variancia o2 (7). O

Corolario 4.3. Ao tomarmos

Umra(l,) = (

n1+n2)1/2 vl vee(l,)

n1neg an(l,) _|_Vn2(l7_>’
para L =1,...,1, obtemos que
S U, [(hnl(z) - h(l)(l)> - @”2(;) - h<2>(Z))] , (4.27)
=1

converge em distribui¢do para uma varidvel aleatdria com média 0 e variancia o*(i) dada por
i

o) = > ([1 = O™ (G} + [1 = W= O] (1)G)

=1

Demonstragao. Para U™™2(l,.) definido como na equagao 4.28, o processo P;»"2(I) é dado por

ni1,n2 (4 _ i ni,ng -Aynl (l7 ) AY”Q (l’ )
FamG) = ZZ;U C V) ~ Ve, }
< i TAN™(1) — AA™(1,)  AN™(1,.) — AA™(1, )
— IZ:;U (l, ) I an(l, ) - Vn2<l, ) :|

V() Vra(l,.)

_ iU"’m(h ) [ANTL) — VL RO AN ) Ve, .)h@)(l)}

=1

= DU ) () - KOW) - () - h2)]

Além disso,

U (L) (g g\ V(1)
Vel | ning V() + V(1)

ni + No 1/2
ning
( >1/2

IN

+

5 |-

1
no
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Assim, |U;+(21(l))] é limitado e converge para 0 em probabilidade quando ny,ny — oo. Portanto,

EHU (]

Vil ) H — 0, quando nq,ny — o0.

Da mesma forma, temos que

|| T

H — 0, quando nq,ny — o0.

Por outro lado temos que

umn2?(l,) ny+ng V(L )V™2(1,))
Vel mane (V) + V()2
ny +ny V(L) Vn22(l,)
N e (VL) + Vre(l,))?2
ny +ng V(1)

< L
U ni
Como assumimos que
n1 + Na
— U
D)
T

p=1,2eu, € R, quando n;,ny — 00, ou seja, existe uma proporcionalidade entre n; e no,

obtemos que existe o limite de
[Umm22(],)]
| Vm(,)

Da mesma forma temos que existe o limite de

E

[Umm22(1,)]

E
L V()

Assim, como a Proposicao 4.2 e o Lema 4.3 sao satisfeitos, obtemos do Teorema 4.2 que

i

Soume ) [ - r0m) = (0 - 12 0)], (4.28)

=1

converge em distribui¢do para uma varidvel aleatoria com média 0 e variancia o2(7). O



Capitulo 5

Testes de Hipoteses

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos testes de hipoteses para os parametros do modelo de intensidade
multiplicativo para uma e duas populacoes. Os testes foram desenvolvidos utilizando o estudo
de distribuicao assintotica de integrais estocasticas apresentado no Capitulo 4.

A estatistica de teste para comparacao de duas populacoes com dados censurados, apre-
sentada neste capitulo, foi proposta por Mantel (1966) e é baseada na estatistica de Mantel-
Haenszel para tabelas de contigéncias estratificadas. Esta estatistica ficou conhecida como
estatistica de logrank e é provavelmente a mais utilizada como estatistica de teste para com-

paracao de duas populacoes com dados censurados.

5.2 Teste de Hipodteses para uma Populacao

Nesta secao, apresentamos testes de hipoteses para os parametros do modelo de intensidade
multiplicativo para uma populacao.
Consideremos uma amostra aleatoria simples de tamanho n, X = ((Wl(l), CP), . (WT(LD, C,sl))),

e a teoria definida e desenvolvida no Capitulo 3. Como resultado do Corolario 4.1, temos que

v [h(1) — R (1)

D) — KO ()]
6(1)

tem distribuicao assintoticamente normal com média 0 e variancia , para
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l=1,...;iei€{l,....k}, em que () = n (1) + ... + WV (k). Portanto, para testarmos

as hipoteses
Hy : RO(1) = Y1)

0 (5.1)
Hy : RY(1) # hy (1)
em que h{"(1) € [0,1] utilizamos a seguinte estatistica de teste
Vi [1(1) = hO )
Wh(l) =
VIO @) —ne2 0] om0
que sob Hy é dada por
Vi i) = 1)
Wh() = (52)

VIR0 = hO%(0)] /60 (1)
e tem distribuigao assintoticamente normal com média 0 e variancia 1. No lugar dos parametros
R e M) utilizamos os estimadores h" e é”, pois tratam-se de estimadores consistentes. Com
isso, a estatistica de teste utilizada é dada por

Vi i) = i)

~

VI (@) = e (0)]/60)1)

tem distribuicao assintdticamente normal com média 0 e variancia 1. Observe que ao testar-

Wo'(l) =

(5.3)

mos as hipoteses 5.1, estamos testando se a funcao intensidade na categoria [ é igual a um
determinado valor.

Para testarmos hipoteses relacionadas a funcao intensidade acumulada, por exemplo,

gy gD

HO H (’l) = HO (Z)

Hy - HO (i) # H (i)

em que Hél)(i) € R, utilizaremos a estatistica
NG [ﬁ"(i) - H<1>(¢)}
WH(l) = ,
VL 0@ = hO? @) /60)

que sob Hy é dada por
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e tem distribuicao assintoticamente normal com média 0 e variancia 1. Da mesma forma que
discutido anteriormente, substituimos os parametros pelos seus respectivos estimadores, pois

se tratam de estimadores consistentes. Portanto, a estatistica utilizada dada por
Vi [ G) — H§G)
Wy' (1) = — - -
VS (@) — o (0))/600()

tem distribuicao assintética normal com média 0 e variancia 1.

(5.5)

Observe que ao testarmos as hipoteses 5.4, estamos testando se a funcao intensidade acu-

mulada até a categoria i, com i € {1,...,k} é igual a um determinado valor.

5.3 Teste de Hipoteses para Duas amostras

Agora iremos apresentar a estatistica para comparacao de duas populacdes. Consideremos uma
amostra aleatéria simples de tamanho n,, X" = ((Wl(l), C’}l)), e (Wﬁ), 07(111))), e uma amostra
aleatoria de tamanho ny, X® = ((Wl(Q), 01(2)), o (W,g), Cffl))), com XM ¢ X® independentes.

Para comparar as curvas de duas populacoes iremos introduzir o teste de logrank. Conside-
remos | categorias, [ = 1,...,i com ¢ € {1,...,k}, que sdo os possiveis valores que a variavel
aleatoria pode assumir. Utilizando a notagao introduzida no Capitulo 3, temos que AN"?(l,.)
e V™ (l,.), p = 1,2, denotam o nimero de observagbes ou itens em que ocorreu o evento de
interesse e o nimero de observacoes ou itens sob risco, respectivamente, na categoria [. Deno-
tamos por AN(l,.) = AN™(l,.)+ AN™(,.) e V(I,.) =V™(l,.) +V™(l,.). Os dados em uma

categoria expecifica [ podem ser resumidos conforme a Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Numero de itens em que ocorreu o evento de interesse e numero de itens sob risco

na categoria [, por amostra.

Amostras
Ocorréncia do evento de interesse 1 2 Total
Sim AN™(],.) AN™(1,.) AN(l,.)
Nao v, ) — AN™ (L) V(1) — AN™(l,.) V(,.)—AN(,.)

Total vm(,.) V(1) V(i)
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Sabemos que AN™(l,.)/V"»(l,.) tem distribui¢ao binomial com nimero de enasaios V"7 (1, .)
e probabilidade h®)(I), p = 1,2. Assim, obtemos que AN™(1,.)/V"(l,.); AN(l,.) tem dis-
tribuigao hipergeométrica com parametros V"»(1,.), V(I,.) e AN(l,.). Com isso, a esperanga e

a variancia da variavel AN™(I,.)/V™(l,.); AN(l,.) sdo dadas por

EW() =E[AN™(1,.)/V™(l,.); AN(l,.)] = AN(1,.)

Y (l, ')Vm (l’ ) V(l, ) - AN(la )
V(1) V(l,.)—1

VarV(1) = AN(1, )

Consideremos o vetor formado pela diferenca entre o nimero de itens observados em que

ocorreram o evento de interesse e o nimero esperado em cada categoria, relacionado a amostra

1

Y

{AN™(1,.) — E', AN™(2,)) — E},...,AN™(i,.) — E!},
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parai=1,...,k, e () a soma de cada um dos termos deste vetor.

i

W= Z(AN”l(l,.)—E{”)

=
_ ZAN“ > AN vgl(z )

_ mzll;‘ml ZleZAN (l(fj

- iimﬁ)(z,.) - [iiAN,(,P(z +ZZAN2

- ;;[ }AN,gp(z,.)—jé;ANmz, )V;zz(,l))

_ ZZ - l{/ Kl(l’ ){V’“(z, D AND () = VO ) AHO )]

= Z Z %V"l(l, HV™ () [AND () — AAD ()]

_ Z Z Vm(l{/()lV;(l, ){Vnz(l )} [AN 2 (l ) o AA(U(Z, )}
m=1 [=1 >

V)V [ AvPa) ARG,

= ; V(l, ) = Vm (l’ ) o — 1/ n2 (l’ )

S VRV [AYM(L) Aynz(z,.)}

= V) Lvmy V()

Esta ¢ derivacao de Mantel da estatistica de logrank (Fleming & Harrington (2005)).
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A

seguir, utilizaremos a versao da estatistica de logrank proposta por Fleming & Harrington
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(2005), conforme abaixo,

& (A PV VL) [AY™M(L) AY™(,)
W= ;( nyny ) V(i,.) | Vm(,) V"2(l,.)]
" g 4 ng\ VP (VML) [ AN™(L,. ) AN™(,. )
- Z< o) vy | (e srew) - (g - 20|
- 3 () A (i - 000) — (0 -7
Sob a hipotese nula Hy : H™ = H", dada por
W= Z (n;j;zz)lﬂ V”2(l{/.()l1’/'7;1(l, ) [ﬂ”l(l) B E"Q(l)] (5.6)

=1
e tem distribuicao normal com média 0 e variancia

i

o*(i) =Y (L =" OIOWG + 1= P OIRPW)GT) .

=1
Um estimador para a variancia (i), conforme proposto por Fleming & Harrington (2005), é
dado por
i ny n22 R [yns n22(l ) . .
= l—hnllhnll 21— A" (D)]h™ (D).
PN i)+ IR U

=1 ) =1
Observe que com a estatistica de teste W obtida, ao testarmos a hipotese Hy : HY = H®),

estamos testando a igualdade entre as curvas das duas populacoes.



Capitulo 6

Estudo de simulacao

6.1 Introducao

Neste capitulo avaliamos numericamente a qualidade das aproximacoes assintoticas utilizadas
nas inferéncias sobre os parametros do modelo de intensidade multiplicativo. Particularmente,
o interesse é avaliar a consisténcias dos estimadores da funcdo intensidade A", da funcio
intensidade acumulada H® e da distribuicao de probabilidade ¢, além de avaliar a qualidade
dos testes apresentados nesse trabalho.

As simulagoes computacionais deste trabalho foram realizadas usando a versao 2.8.0 do soft-
ware estatistico R. Os resultados numéricos apresentados neste capitulo baseiam-se no modelo
de intensidade multiplicativo proposto neste trabalho e na teoria desenvolvida a partir dele,
apresentados nos capitulos 3, 4 e 5.

O modelo proposto pode ser utilizado para analisar dados multinomiais na presenca ou nao

de censura. Foram realizados estudos de simulacao para os dois casos.

6.2 Modelo na auséncia de censura

Inicialmente, consideramos dados multinomiais na auséncia de censura. Foram realizadas si-
mulagoes considerando k£ = 3,7 e 10 categorias. Os passos para a simulagao sao descritos a

seguir.
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1. Definimos valores para a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse em cada uma
das categorias, () (1),...,¢® (k), de forma que a soma da distribuicio de probabilidade

some 1. Estes valores sao apresentados na Tabela 6.1.

2. A partir desses valores, obtemos os valores da funcdo intensidade h® e da funcao inten-

sidade acumulada H® utilizando as equacoes

C(p) (1)

hP) () =
Q CPI(i) + ...+ (P (k)
e
H®P (3) = Z hP) (i),
1=1
para i = 1,...,k. Os valores obtidos da funcio intensidade h®) e da funcao intensidade

acumulada H® também sdo apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Valores da distribuicao de probabilidade (, da funcao intensidade h e da fungao

intensitdade acumulada H para 3, 7 e 10 categorias.

3 categorias 7 categorias 10 categorias

Categoria () p®)  g® @ e gP ¢ he) P
1 0,2 0,200 0,200 0,16 0,160 0,160 0,10 0,100 0,100
2 0,5 0,625 0,825 0,35 0417 0,577 0,25 0,278 0,378
3 0,3 1,000 1,825 0,20 0,408 0,985 0,17 0,262 0,639
4 0,06 0,207 1,192 0,09 0,188 0,827
5 0,08 0,348 1,540 0,13 0,333 1,160
6 0,06 0,333 1873 0,04 0,192 1,353
7
8
9

0,03 0,300 2173 0,03 0,205 1557
0,07 1,000 3,173 0,05 0479 2,036

0,06 0,690 2,726

10 0,077 1,000 3,726

3. Consideramos amostras de tamanhos 20, 50, 80, 100 para avaliarmos a qualidade dos esti-

madores e 20, 50, 80, 100, 200, 500 para avaliarmos a qualidade dos testes de hipoteses.
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4. O namero de iteracoes foi fixado em 10000.

5. Para cada iteracao geramos uma amostra aleatoria da variavel multinomial X utilizando

a distribuicao uniforme com parametros 0 e 1.

6. Calculamos os estimadores da funcdo intensidade 2, da funcio intensidade acumulada
H®) e da funcio distribuicio de probabilidade (?) em cada categoria i, i = 1,...,k, para

cada iteracao, utilizado as seguintes equagoes

i—1

¢y = () [T - ).

=1

7. Calculamos os erros quadraticos da funcdo intensidade h?), da funcio intensidade acu-
mulada H® e da funcdo distribuicdo de probabilidade ¢?) para cada uma das iteracoes,

dados respectivamente, por
en(i) = [ (i) = P D), en(i) = [H™ (i) — HP) (i)

ec(i) = [{" (i) = (P ()]
8. Ao final das 10000 iteracoes, calculamos a média por categoria dos erros quadraticos, os

erros quadraticos médios (EQM).

6.2.1 Avaliacao da qualidade dos estimadores

Nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 apresentamos o erros quadraticos médios da funcao intensidade,
da funcao intensidade acumulada e da distribuicao de probabilidade. Observamos que o erro
quadratico médio dos estimadores dos parametros do modelo de intensidade multiplicativo
apresentam uma diferenca em relacao aos verdadeiros valores a partir da segunda casa decimal.
Essa conclusao ¢ obtida no caso de 3 categorias para amostras pequenas e grandes. Ja para 7
e 10 categorias, a diferenca dos estimadores em relacao aos verdadeiros valores chega a quarta

casa decimal para amostras grandes.
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Com isso, concluimos que a partir de amostras de tamanho 80 obtemos boas aproximacoes
dos valores dos estimadores dos parametros do modelo de intensidade multiplicativo aos valores

reais, independente do ntimero de categorias.

Tabela 6.2: Valores dos erros quadrdticos médios associados & funcao intensidade, a funcao

intensidade acumulada e a distribuicao de probabilidade para 3 categorias - sem censura.

3 Categorias

Categoria n, FEQM, EQMyg EQM:; n, FEQM, EQMyg EQM;

1 0,00807  0,00807  0,00807 0,00198 0,00198  0,00198
2 20 0,01514 0,02308 0,01275 80 0,00365 0,00567 0,00308
3 0 0,02290 0,01059 0 0,00567 0,00261
1 0,00320 0,00320  0,00320 0,00159  0,00159  0,00159
2 50 0,00598 0,00926 0,00502 100 0,00290 0,00448 0,00248
3 0 0,00926 0,00428 0 0,00448 0,00207
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Tabela 6.3: Valores dos erros quadrdticos médios associados a fun¢ao intensidade, 4 func¢ao

intensitdade acumulada e a distribuicao de probabilidade para 7 categorias - sem censura.

7 Categorias

Categoria n, FEQM, EQMyg FEQM:; n, FEQM, EQMyg EQM;
1 0,00684 0,00684 0,00684 0,00167 0,00167 0,00167
2 0,01491 0,02163 0,01158 0,00364 0,00523 0,00288
3 0,02726  0,04901 0,00951 0,00638 0,01161 0,00232
4 20 0,04819 0,09578 0,00279 80 0,01010 0,02167 0,00071
5 0,08340 0,15973 0,00317 0,01748 0,03854 0,00083
6 0,11977 0,20869 0,00251 0,03217 0,07111 0,00070
7 0,00000 0,12129 0,00147 0,00000 0,06026 0,00055
1 0,00271 0,00271 0,00271 0,00136 0,00136 0,00136
2 0,00590 0,00869 0,00460 0,00296 0,00439 0,00230
3 0,01053 0,01945 0,00376 0,00505 0,00945 0,00186
4 50 0,01702 0,03694 0,00115 100 0,00810 0,01760 0,00056
5 0,02949 0,06614 0,00131 0,01423 0,03194 0,00065
6 0,05605 0,11829 0,00112 0,02476 0,05757 0,00056
7 0,00000 0,07165 0,00074 0,00000 0,05335 0,00046
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Tabela 6.4: Valores dos erros quadrdticos médios associados a funcao intensidade, 4 func¢ao

intensidade acumulada e a distribuicao de probabilidade para 10 categorias - sem censura.

10 Categorias
Categoria n, FEQM, EQMyg FEQM:; n, FEQM, EQMyg EQM;

1 0,00453  0,00453  0,00453 0,00113 0,00113 0,00113
2 0,01114 0,01584 0,00929 0,00275 0,00393 0,00230
3 0,01538  0,03100 0,00704 0,00370 0,00784 0,00173
4 0,01711  0,04883  0,00414 0,00398 0,01158 0,00104
5 0,03114 0,07927 0,00561 0,00724 0,01858 0,00143
6 0,03005 0,10674 0,00189 %0 0,00652 0,02496 0,00048
7 0,03569 0,12934 0,00161 0,00772  0,03227 0,00041
8 0,06569 0,17366 0,00236 0,01367 0,04583  0,00058
9 0,10688 0,22260 0,00265 0,02476 0,06916 0,00071

10 0,00000 0,11938 0,00225 0,00000 0,06725 0,00085
1 0,00179 0,00179 0,00179 0,00090 0,00090 0,00090
2 0,00439 0,00623 0,00366 0,00225 0,00311 0,00190
3 0,00608 0,01247 0,00281 0,00297 0,00620 0,00139
4 0,00657 0,01895 0,00165 0,00324 0,00953 0,00082
5 0,01191 0,03056 0,00231 0,00581 0,01533 0,00115
6 0,01059 0,04127 0,00077 1 0,00507 0,02017 0,00038
7 0,01287 0,05391  0,00065 0,00583  0,02600 0,00031
8 0,02379 0,07825 0,00095 0,01082 0,03668 0,00047
9 0,04216 0,11571 0,00114 0,01907 0,05593 0,00056

10 0,00000 0,09659 0,00128 0,00000 0,05532  0,00070
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6.2.2 Teste de hipoétese

Nesta secao iremos avaliar a qualidade dos desempenhos dos testes de hipdteses, para uma e

duas populacoes.

Uma populacao

O desempenho do teste para uma populacao é avaliado em funcao da proporcao de vezes em
que ndo rejeitamos a hipotese nula, dado que simulamos sob a hipotese Hy : H®P) (i) = Hép)(i),
ao nivel de confianca de 95%.

Para realizar este estudo de simulacao, devemos seguir as indicacoes apresentadas na secao

anterior até o sexto passo. A partir dai, o procedimento é o seguinte:

7. Utilizando os estimadores da funcao intensidade acumulada e da distribuicao de proba-
bilidade, Hm e é’”P, calculamos as estatisticas do teste para uma populacao para cada

iteracao. A estatistica é dada por
VT | (i) = H™ ()

W({I - )
VSl = A (@) (1) /6

em que él(np) = (™ +.. +f"ﬁ(k‘) A estatistica W tem distribuicao assintotica normal

com média 0 e variancia 1.

8. Com nivel de significancia de 5%, calculamos a porporc¢ao de vezes em que nao rejeitamos

a hipotese Hy.

Na Tabela 6.11 temos os resultados dos testes de hipotese para 3, 7 e 10 categorias e
para diferentes tamanhos de amostras (n,). Observamos que os niveis de confiancas empiricos
dos testes aproximam-se do nivel de confiancia adotado de 95% com o aumento do tamanho

amostral, conforme esperado.
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Tabela 6.5: Teste de hipdtese para a funcao acumualada até a terceira, sétima e décima categoria

- uma amostra.

Categorias

Amostra 3 7 10

20 92,85 90,49 92,36
50 94,32 94,11 94,40
80 94,66 94,69 94,27
100 94,69 94,04 94,53
200 94,80 94,65 94,65
500 95,01 94,79 95,25

Duas populacgoes

Realizamos testes de comparagao entre o comportamento das fungoes intensidades acumuladas
das duas populacoes até a 3°, 7° e 10° categorias. O desempenho do teste para comparacao de
duas populacoes é avaliado em funcao da proporcao de vezes em que nao rejeitamos a hipotese
nula, dado que simulamos sob a hipotese Hy : H®) = Hép), ao nivel de confianca de 95%.

Os passos para este estudo de simulagao sao apresentados a seguir.

1. Definimos valores para a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse em cada uma

das categorias para as duas populacoes, ((1),..., (k).

2. Consideramos amostras de tamanhos 20, 50, 80, 100, 200 e 500 para as duas populacoes.

Neste estudo de simulacao, comparamos apenas amostras de tamanhos iguais.
3. O ntmero de iteracoes foi fixado em 10000.

4. Para cada iteracao geramos duas amostras aleatorias utilizando a distribuicao uniforme

com parametros 0 e 1 e a distribuicao de probabilidade.

5. Calculamos os estimadores das funcoes intensidades () e h®), da funcdo intensidade

acumulada HM e H® por categoria para cada uma das iteracoes utilizando as seguintes
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equacgoes

parap=1,2.

6. Utilizando os estimadores calculamos o valor da estatistica de teste para comparacao

entre as duas populagoes, dada por

L) (6.1)

em que V(I,.)=V"(l,.)+V™(,.)e

1 b @) + 3 U‘/—(l(l)[l )

A7\ ! Un1,n22(l7')
60 = V(i)

=1

A estatistica W tem distribuigdo assintdtica normal com média 0 e variancia 1.

7. Com nivel de significAncia de 5%, calculamos a porporc¢ao de vezes em que nao rejeitamos

a hipotese H.

Na Tabela 6.12 temos os resultados dos testes de hipotese para 3, 7 e 10 categorias e para
diferentes tamanhos de amostras (n; = ny). Observa-se que os niveis de confiangas empiricos
dos testes aproximam-se do nivel de confidncia adotado de 95% com o aumento do tamanho

amostral, conforme esperado.
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Tabela 6.6: Teste de hipotese para a comparagao entre duas populagoes até a terceira, sétima e

décima categoria - duas amostras.

Categorias

ny =ng 3 7 10

20 92,79 90,49 92,36
50 9433 9511 954
80 95,13 94,69 9427
100 94,85 94,04 94,53
200 94,88 94,65 94,65
500 94,89 94,79 9525

6.3 Analise na presenca de censura

Nesta secao apresentamos o estudo de simulagao para dados multinomiais na presenca de cen-
sura. Os calculos dos estimadores e as estatistica de testes sao iguais aos efetuados na analise
sem censura. Portanto, ao descrever os passos para a realizacao do estudo de simualacao na

presenca de censura estaremos sendo repetitivos em algumas descrigoes.

1. Definimos valores para a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse () (1), ..., (P (k)
e para a probabilidade de ocorréncia do evento de censura n® (1) — (®)(1),..., 7P (k) —
(P (k), em cada uma das categorias. Estes valores sdo apresentados na Tabela 6.7. Defin-
imos também valores para a probabilidade do item “sobreviver” até o fim do estudo

n® (k +1): n(4) = 0,8262, n(8) = 0, 7697 e n(11) = 0,4909.

2. A partir desses valores, obtemos os valores verdadeiros da funcdo intensidade h®) e da

funcdo intensidade acumulada H® para cada categoria utilizando as equacoes

C(p) (2)
CO() + ...+ (@ (k)

h(p)(i) —
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Tabela 6.7: Valores da distribuicao de probabilidade ¢, da probabilidade de censura, n — (, da

funcao intensidade h e da funcao intensidade acumulada H para 3, 7 e 10 categorias - com

censura.
3 categorias 7 categorias 10 categorias

c® g — @ h(P) H® c® e — @ h(P) H®) ¢ ) — @) h(P) H®)
1 0,05 0,0020 0,05 0,05 0,05 0,0020 0,05 0,05 0,05 0,0020 0,05 0,05
2 0,090 0,0018 0,0949 0,1449 0,09 0,0018 0,0949  0,1449 0,09 0,0018 0,0949  0,1449
3 0,025 0,0050 0,0292 0,1741 0,025 0,0050 0,0292 0,1741 0,025 0,0050 0,0292 0,1741
4 0,02 0,0040 0,0242 0,1983 0,02 0,0040 0,0242 0,1983
5 0,01 0,0030 0,0125 0,2108 0,01 0,0030 0,0125 0,2108
6 0,006 0,0045 0,0076 0,2184 0,006 0,0045 0,0076 0,2184
7 0,005 0,0040 0,0064 0,2248 0,005 0,0040 0,0064 0,2248
8 0,0034 0,1100 0,0044 0,2293
9 0,0034 0,1100 0,0052 0,2344
10 0,002 0,0500 0,2381 0,2381

para i = 1,...,k. Os valores obtidos da funcio intensidade h®) e da funcio intensidade

acumulada H® também sdo apresentados na Tabela 6.7.

Consideramos amostras de tamanhos 20, 50, 80, 100 para avaliarmos a qualidade dos esti-

madores e 20, 50, 80, 100, 200, 500 para avaliarmos a qualidade dos testes de hipoteses.

O ntmero de iteracoes foi fixado em 10000.

Para cada iteracao geramos uma amostra aleatoéria da varidvel multinomial X utilizando

a distribuicao uniforme com parametros 0 e 1.

Calculamos os estimadores da funcio intensidade 2, da funcdo intensidade acumulada

H® _ da funcio distribuicio de probabilidade ¢ e de n® — (@),

Calculamos o erro quadratico desses parametros para cada uma das iteracgoes.

Ao final das 10000 iteracoes, calculamos a média por categoria dos erros quadraticos,

obtendo os erros quadraticos médios (EQM).
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6.3.1 Avaliacao da qualidade dos estimadores

Nas Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 apresentamos o erros quadraticos médios relacionados aos parame-
tros do modelo de intensidade multiplicativo. Observamos que o erro quadratico médio destes
parametros apresentam uma diferenca em relagao aos valores assumidos a partir da segunda
casa decimal. Quando aumentamos o tamanho da amostra de 20 para 80, essa diferenca chega
a quinta casa decimal. Com isso, concluimos que a partir de amostras de tamanho 80 obte-
mos boas aproximagcoes dos valores dos estimadores dos parametros do modelo de intensidade

multiplicativo aos valores assumidos e, assim, verificamos a consisténcia dos estimadores.

Tabela 6.8: Valores dos erros quadrdticos médios associados a funcdo intensidade, 4 funcdo

intensidade acumulada e a distribuicao de probabilidade para 3 categorias - com censura.

3 Categorias
n, Categoria EQM;, EQMpy EQM:; EQM,_. n, EQM, EQMyg EQM; EQM,

1 0,00237 0,00237 0,00237 8,60E-05 0,00059 0,00059 0,00059  2,10E-05
2 0,00448 0,00680 0,00406 8,50E-05 0,00112 0,00170 0,00102  2,10E-05
20 3 0,00167 0,00846 0,00124  0,000272 %0 0,00042 0,00211 0,00031  6,90E-05
4 0,008682 0,002203
1 0,00094 0,00094 0,00094 3,20E-05 0,00046 0,00046 0,00046  1,70E-05
2 0,00182 0,00276 0,00164  3,40E-05 0,00091 0,00137 0,00083  1,70E-05
% 3 0,00067 0,00340 0,00049 0,000109 100 0,00033 0,00170 0,00025  5,60E-05
4 0,003441 0,001717
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Tabela 6.9: Valores dos erros quadrdticos médios associados a funcao intensidade, 4 func¢ao

intensidade acumulada e a distribuicao de probabilidade para 7 categorias - com censura.

7 Categorias
Np Categoria EQMh EQMH EQMg EQMU*C Np EQMh EQMH EQMC EQMU,Q

100024 00024 00024 8,10E-05 0,0006  0,0006  0,0006 2,00E-05
20,0045 0,070 0,0041 7,80E-05 0,0011 0,007  0,0010  2,00E-05
300017 0,087 0,012  0,00027 0,0004  0,0022  0,0003 6,60E-05
4 00015 00102 0,0010  0,00025 0,0004  0,0025  0,0003 5,90E-05
20 5 00008 00110 0,0005  0,00018 %0 0,0002  0,0027  0,0001 4,60E-05
6 00005 00115 0,0003  0,00030 0,0001  0,0028 0,000 6,80E-05
70,0004 00119 00003  0,00024 0,000  0,0029  0,0001 6,10E-05
8 0,0113 0,0029
10,0009 0,0009 00009 3,20E-05 0,0005  0,0005  0,0005 1,60E-05
20,0018 00027 0,006 340E-05 0,0009 0,004  0,0008 1,70E-05
30,0007 0,034 0,0005 0,000105 0,0003 0,007  0,0002 5,50E-05
40,0006 0,039 0,0004 9,10E-05 0,0003  0,0020  0,0002 4,50E-05
» 5 00003 00042 0,0002 6,70E-05 1o 0,0002  0,0022 0,000l 3,50E-05
6 00002 00044 00001  0,00011 9.40E-05 0,002291 6,10E-05  5,60E-05
70,0002 0,0046 0,0001  0,00010 8,20E-05 0,002382 5,20E-05  5,00E-05
8 0,0044 0,0022
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Tabela 6.10: Valores dos erros quadrdticos médios associados a fung¢ao intensidade, & func¢ao

intensidade acumulada e a distribuicao de probabilidade para 10 categorias - com censura.

10 Categorias

n, Categoria FQM, EQMg EQM¢s EQM,_¢ ny EQM,, EQMyg EQM: EQM,_¢
1 0,00236 0,00236  0,00236  8,50E-05 0,00059 0,00059  0,00059  2,00E-05

2 0,00453 0,00682  0,00411  7,10E-05 0,00112 0,00170  0,00102  2,00E-05

3 0,00169 0,00849  0,00125 0,00026 0,00041 0,00209  0,00030  6,70E-05

4 0,00146 0,01001  0,00101 0,00022 0,00035 0,00244  0,00025  5,80E-05

5 0,00077 0,01084  0,00050 0,00017 0,00019 0,00261  0,00012  4,30E-05

20 6 0,00048 0,01133  0,00030 0,00029 % 0,00012 0,00272 7,70E-05  7,00E-05
7 0,00041 0,01175  0,00026 0,00025 0,00010 0,00284 6,50E-05 6,30E-05

8 0,00029 0,01197  0,00018 0,00630 7,00E-05 0,00292 4,40E-05 0,00156

9 0,00038 0,01234  0,00024 0,00633 9,20E-05 0,00302 5,70E-05 0,00155

10 0,00029 0,01262  0,00018 0,00305 7,00E-05 0,00308 4,40E-05 0,00077

11 0,01604 0,00401

1 0,00093 0,00093 0,00093 3,10E-05 0,00047 0,00047  0,00047  1,50E-05

2 0,00179 0,00271  0,00162  3,10E-05 0,00091 0,00140  0,00083 1,60E-05

3 0,00066 0,00338  0,00049 0,00011 0,00033 0,00174  0,00025 5,40E-05

4 0,00056 0,00396  0,00039 9,10E-05 0,00029 0,00203  0,00020  4,40E-05

5 0,00031 0,00429  0,00020  7,30E-05 0,00016 0,00219  0,00010  3,50E-05

% 6 0,00019 0,00451  0,00012 0,00011 100 9,60E-05 0,00227 6,20E-05 5,40E-05
7 0,00016 0,00467 1,00E-04 1,00E-04 8,00E-05 0,00234 5,10E-05 4,70E-05

8 0,00011 0,00477 6,90E-05 0,00246 5,70E-05 0,00241 3,60E-05 0,00123

9 0,00015 0,00492 9,20E-05 0,00244 7,20E-05 0,00248 4,50E-05 0,00123

10 0,00012 0,00502 7,70E-05 0,00123 5,70E-05 0,00252 3,60E-05 0,00062

11 0,00630 0,00315
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6.3.2 Teste de hipoétese

Nesta secao iremos avaliar a qualidade dos desempenhos dos testes de hipdteses, para uma e

duas populacoes.

Uma populacao

Da mesmas forma que no caso sem censura, o desempenho do teste para comparagao de duas
populacoes é avaliado em funcao da proporcao de vezes em que nao rejeitamos a hipotese nula,
dado que simulamos sob a hipotese Hy : H®) = Hép), ao nivel de confianca de 95%.

Para realizar este estudo de simulacao, devemos seguir as indicacoes apresentadas na secao

anterior até o sexto passo. A partir dai, o procedimento é o seguinte.

7. Utilizando os estimadores H™ e 7™ calculamos as estatisticas do teste para uma populacao

para cada iteracao. A estatistica é dada por
Vg [ (0) = H™ )
V[ — B (] (1) /67

Wi =

em que 00%)(1) = 7" (1) + ... + ™ (k +1). A estatistica W tem distribui¢do normal

com meédia 0 e variancia 1.

8. Com nivel de significancia de 5%, calculamos a porporcao de vezes em que nao rejeitamos

a hipotese H.

Na Tabela 6.11 temos os resultados dos testes de hipotese para 3, 7 e 10 categorias e
para diferentes tamanhos de amostras (n,). Observa-se que os niveis de confiangas empiricos
dos testes aproximam-se do nivel de confiancia adotado de 95% com o aumento do tamanho

amostral, conforme esperado.
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Tabela 6.11: Teste de hipdtese para a funcao acumualada até a terceira, sétima e décima

categoria - uma amostra.

Categorias

n, 3 710

20 92,85 9049 92,36
50 94,32 94,11 9440
80 94,66 94,69 94,27
100 94,69 94,04 94,53
200 94,80 94,65 94,65
500 95,01 94,79 95,25

Duas populagoes

Realizamos testes de comparacao entre o comportamento das fun¢oes intensidades acumu-
ladas das duas populacoes até a 3°, 7° e 10° categorias. Os passos para este estudo de simulagao

sao apresentados a seguir:

1. Assumimos valores para a probabilidade de ocorréncia do evento de interesse em cada
uma das categorias, para a probabilidade de ocorréncia dos eventos de censura e para a
probabilidade de um item “sobreviver” até o fim do estudo. Os valores sao os mesmos

assumidos para a avaliacao do estimadores.

2. Consideramos amostras de tamanhos 20, 50, 80, 100, 200 e 500 para as duas populacoes.

Neste estudo de simulagao, comparamos apenas amostras de tamanhos iguais.
3. O nimero de iteracoes foi fixado em 10000.

4. Para cada iteracao geramos duas amostras aleatorias utilizando a distribuicao uniforme

com parametros 0 e 1.

5. Calculamos os estimadores das funcoes intensidades () e h®), da funcdo intensidade

acumulada HM e H® por categoria para cada uma das iteracoes utilizando as seguintes
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equacgoes

parap=1,2.

6. Utilizando os estimadores calculamos o valor da estatistica de teste para comparacao

entre as duas populagoes, dada por

L) (6.2)

em que V(I,.)=V"(l,.)+V™(,.)e

i) =3 T = i@ + 30 T i

A estatistica W tem distribuigao assintdtica normal com média 0 e variancia.

7. Com nivel de significAncia de 5%, calculamos a porporc¢ao de vezes em que nao rejeitamos

a hipotese H.

Na Tabela 6.12 temos os resultados dos testes de hipotese para 3, 7 e 10 categorias e para
diferentes tamanhos de amostras (n; = ny). Observa-se que os niveis de confiangas empiricos
dos testes aproximam-se do nivel de confidncia adotado de 95% com o aumento do tamanho

amostral, conforme esperado.
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Tabela 6.12: Teste de hipotese para a comparacao entre duas populagoes até a terceira, sétima

e décima categoria - duas amostras.

Categorias

ny = ny 3 7 10
20 92,79 90,49 92,36

50 94,33 95,11 954

80 95,13 94,69 94,27

100 94,85 94,04 94,53

200 94,88 94,65 94,65

500 94,89 94,79 95,25

6.4 Conclusao

Os resultados obtidos indicam que os estimadores dos parametros do modelo de intensidade
mutiplicativo tém vicio desprezivel comprovando a consisténcia dos estimadores. Notamos
também que os testes de hipoteses para uma e duas populacoes forneceram taxas de nao

rejeicao da hipotese nula bem proximas ao nivel de confianca de 95%.



Capitulo 7

Aplicacao

7.1 Introducao

Consideremos o conjunto de dados de alunos de graduacao da USP (Fonte: JupiterWeb) descrito
na Se¢ao 1.1. O interesse neste capitulo ¢ analisar o tempo de evasdo (em semestres) desses
alunos. Para isso associamos a cada aluno uma variavel aleatoria multinomial que determina o
niumero de semestres até a evasao, caso o aluno tenha evadido, ou o niimero de semestres até a
ocorréncia de algum dos eventos de censura, migragao, falecimento ou conclusao, e analisamos
seu comportamento ao longo do tempo e sua relagao com fatores determinantes, como sexo,
area e periodo do curso.

Na primeira secao foram realizadas andlises descritivas. Na segunda secao os dados foram
analisados utilizando o modelo de intensidade multiplicativo e a teoria de testes de hipo6teses

desenvolvidos nessa dissertacao e apresentados nos Capitulos 3 e 5, respectivamente.

7.2 Analise Descritiva da Evasao dos Alunos de Graduacao

da USP

Consideremos apenas os alunos ingressantes por vestibular entre 2000 e 2004. Conforme visto
na Secao 1.1, os alunos foram divididos em 5 classes, segundo a tltima ocorréncia observada no

sistema Jupter ao fim do estudo, que se deu em dezembro de 2008. As 5 ultimas ocorréncias
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sao evasao, conclusao, falecimento, migracao e em andamento. Na Tabela 7.1 temos o nimero
de alunos que se econtravam em cada uma dessas categorias ao fim do segundo semestre de

2008.

Tabela 7.1: Quantidade de alunos em cada uma das classes de ultima ocorréncia (em anda-

mento, conclusio, evasdo, falecimento, migracdo) por ano.

Ano de ingresso

Ultima ocorréncia 2000 2001 2002 2003 2004 Total

Em andamento 255 422 921 1900 3932 7430
Conclusao 5148 5445 5465 5055 3343 24456
Evasao 1481 1248 1278 1179 1102 6288
Falecimento 12 7 11 9 5 44
Migracao 311 336 318 381 388 1734

Nro ingressantes 7207 7458 7993 8524 8770 39952

Podemos observar que, dos alunos ingressantes em 2000, 5148 concluiram, 1481 evadiram,
12 faleceram, 311 migraram e 255 estavam em andamento, até o fim do segundo semestre de
2008.

O evento de interesse dentre as tltimas ocorréncias é a evasao e um dos objetivos é estudar
seu comportamento ao longo do tempo. Para isso, observe que um aluno ingressante em 2004
teve menos semestres para evadir do que um aluno ingressante em 2000, 2001, 2002 ou 2003.
Desta forma, para realizarmos uma anéalise comparativa da evasao ao longo dos anos devemos
observar o comportamento dos alunos apenas até o décimo semestre. Portanto, nao é correto
utilizarmos os dados como apresentados na Tabela 7.1 para verificarmos o comportamento da
evasao ao longo do tempo. Na Tabela 7.2 temos o niimero de ingressantes e a quantidade de
evasao até o 10° semestre por ano, e na Figura 7.1 temos o grafico da proporcao de evasao até

0 10° semestre por ano de ingresso.
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Tabela 7.2: Numero e proporcao de alunos ingressantes entre 2000 e 2004 que evadiram até o

10° semestre apos o ingresso.

Ano de ingresso 2000 2001 2002 2003 2004

Evasao 1222 1022 1133 1123 1094
Ingressantes 7207 7458 7993 8524 8770
Proporgao 0,1696 0,1370 0,1418 0,1318 0,1247

Proporgdo de evasdo ao longo dos anos
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Figura 7.1: Propor¢ao de evasao dos alunos ingressantes em 2000, 2001, 2002, 2003 e 2004 até

o0 10° semestre.

Pelo grafico apresentado na Figura 7.1, verificamos que a evasao vem diminuindo ao longo
dos anos. Para verificar se a diferenca na evasao ao longo dos anos é significativa, consideremos

uma modelo de regressao logistica. Os resultados estao na Tabela 7.3. Podemos ver vemos que
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existe diferenca significativa entre o ano 2000 e todos os demais, e que a evasao é maior no ano

2000, se comparado com os demais anos.

Tabela 7.3: Resultado do modelo de regressao logistica para comparacao da evasao ao longo dos

anos.
Estimador Desvio Padrao Estatistica do teste Valor descritivo do teste
Intercepto -1,58877 0,03139 -50,612 2,00E-16
2001 -0,25138 0,04604 -5,461 4,75E-08
2002 -0,21207 0,04488 -4,726 2,29E-06
2003 -0,29684 0,04484 -6,619 3,61E-11
2004 -0,35949 0,04505 -7,979 1,47E-15

Na Tabela 7.4 temos o numero de alunos ingressantes em 2000, 2001, 2002, 2003 ou 2004
que evadiram em cada um dos 10 semestres observados. O semestre com maior nimero de
evasao, dentre os 10 que o aluno tem para evadir, é o 2° semestre, com 29,7% da evasao total
dos 10 semestres. Aproximadamente 67% dos alunos evadiram até o 3° semestre. Na Figura

7.2, um grafico de pareto apresenta essas informacoes.

Tabela 7.4: Numero de alunos que evadiram por semestre.

Semestre  Freqiiéncia  Porcentagem  Porc. Acumalada

2 1772 29,70 29,70
1 1616 27,08 56,78
3 560 9,38 66,16
5 416 6,97 73,14
4 398 6,67 79,81
7 312 5,23 85,03
6 307 5,14 90,18
9 220 3,69 93,87
8 213 3,57 97,44

10 153 2,56 100,00
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Figura 7.2: Fvasao

Ha evidéncia de que varidveis como sexo, periodo, campus, area estao associadas a ocorréncia
da evasao e, por isso, serao analisadas a seguir.

Inicialmente analisamos a evasao por sexo. Na Tabela 7.5 temos a proporcao de evasao
por sexo. A proporcao foi calculada em relagdo ao nimero de ingressantes daquele sexo no
respectivo ano. Na Figura 7.3 vemos que a evasao entre as mulheres é proporcionalmente
menor do que entre os homens durante os anos estudados e, em ambos os casos, a evasao

diminui ao longo do tempo.
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Tabela 7.5: Propor¢ao de evasao por sexo ao longo dos anos.

Feminino Masculino

Ano de ingresso Ingressantes Evasdo Proporcao Ingressantes FEvasdo Proporcao

2000 3029 507 0,1674 4178 974 0,2331
2001 3262 399 0,1223 4196 849 0,2023
2002 3467 420 0,1211 4562 858 0,1896
2003 3750 397 0,109 4774 782 0,1638
2004 3684 360 0,0977 5086 742 0,1459

Proporcéo de evaséo por sexo ao longo dos anos
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Figura 7.3: Proporcao de evasao ao longo dos anos - sexo.

Na Tabela 7.6 apresentamos os valores relativos a evasao por area. Podemos ver que a evasao
entre os alunos de bidlogicas ¢ proporcionalmente menor do que entre os alunos de humanas

ou alunos de exatas.

A proporc¢ao de evasao por ano relacionada ao periodo do curso se encontra na Tabela 7.7.
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Tabela 7.6: Propor¢ao de evasao por drea, bioldgicas, exatas e humanas ao longo dos anos.

Biologicas Exatas Humanas

Ano de ingresso Ingres. Evasdo  Prop. Ingres. Evasdo Prop. Ingres. FEvasdo  Prop.

2000 1753 139 0,0793 1994 419 0,2101 3460 923 0,2668
2001 1880 104  0,0553 2063 476  0,1823 3515 768 0,2185
2002 2006 133 0,0663 2262 382  0,1689 3725 763 0,2048
2003 2065 101 0,0489 2687 385 10,1433 3772 693 0,1837
2004 2129 130 0,0611 2828 371 0,1312 3813 601 0,1576

Proporgao de evaséo por area ao longo dos anos
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Figura 7.4: Proporcao de evasao ao longo dos anos - drea.

Da mesma forma, a proporcao foi calculada em relagao ao nimero de ingressantes em cada
periodo no respectivo ano. Na Figura 7.5 apresentamos o grafico da propor¢ao de evasao por

periodo ao longo dos anos.
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Tabela 7.7: Propor¢ao de evasao por periodo ao longo dos anos.

Diurno Integral Matutino
Ano de ingresso Ingres. Evasao Prop. Ingres. Evasao Prop. Ingres. Evasao Prop.
2000 643 159 0,2473 3032 309 0,1019 763 157 0,2058
2001 688 125 0,1817 3035 259 0,0853 760 155 0,2039
2002 740 127 0,1716 3145 242 0,0769 772 120 0,1554
2003 948 128 0,1350 3390 228 0,0673 767 115 0,1499
2004 1111 110 0,0990 3442 251 0,0729 735 100 0,1361
Noturno Vespertino

Ano de ingresso  Ingressantes Evasdo Proporcdo Ingressantes Evasdo Proporcao

2000 2432 757 0,3113 337 106 0,3145
2001 2627 612 0,2330 348 97 0,2787
2002 2960 685 0,2314 376 104 0,2766
2003 3067 617 0,2012 352 91 0,2585
2004 3115 546 0,1753 367 95 0,2589

Vimos em cada um dos graficos e tabelas apresentados nesta se¢ao uma aparente diferenca
na propor¢ao de evasao por sexo, area e periodo. No entanto, apenas com as informagoes apre-
sentadas nao podemos verificar se essas diferenca sao significativas. Para isso, na proxima secao,
aplicamos o modelo de intensidade multiplicativo ao conjunto de dados de alunos de graduacgao

da USP e realizamos testes de hipdteses para verificar se as diferencas sao significativas.
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Figura 7.5: Propor¢ao de evasao ao longo dos anos - periodo.
7.3 Aplicacao do Modelo de Intensidade Multiplicativo

Nesta secao aplicamos o modelo de intensidade multiplicativo apresentado na Secao 3 aos
dados dos alunos de graduacao da Universidade de Sao Paulo. Na secdo anterior podemos
verificar através do modelo classido de regressao logistica que existe diferenca significativa da
evasao entre os anos de ingresso e que a evasao vem diminuindo significativamente ao longo dos
anos. Utilizando o modelo de intensidade multiplicativo nao s6 conseguimos confirmar esses
resultados como também conseguimos identificar se essa diferenca entre os anos de ingresso é
resultado de uma queda geral da evasao ou se é resultado de uma mudanca de comportamento
entre semestres. Enquanto o modelo de regressao logistica comprara apenas a evasao geral
acumulada até o tltimo semestre observado, o modelo de intensidade multiplicativo compara o
comportamento da evasao ao longo dos semestres.

Consideremos os alunos ingressantes por vestibular nos anos 2000, 2001, 2003 e 2004. Como
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discutido na Secao 7.2, para fazermos uma andlise comparativa da evasao ao longo dos anos
consideramos apenas os alunos que evadiram até o 10° semestre.

A varidvel aleatoria multinomial X®) assumindo valores {1,...,11} com distribucdo de
probabilidade n®), representa o semestre da tltima ocorréncia de um aluno ingressante no ano

p, parap = 1,...,5 correspondendo aos anos 2000, 2001, 2002, 2003, 2004. Consideremos uma

.. . 1 ) ,
amostra aleatéria de tamanho n, desta variavel, X 1( ), X (f,), em que n, ¢ o nimero de alunos
in A varigvel X7 —1 ; d

gressantes no ano p. A variavel Xy,’, com m = 1,...,n,, representa o nimero de semestres

até a tltima ocorréncia do aluno m ingressante no ano p e pode ser escrita da seguinte forma

X =W A0

em que W e CF sio varidveis aleatérias multinomiais assumindo valores {1,...,11}. Essas

variaveis sao caracterizadas da seguinte forma,

i, se o aluno evadiu no semestre 7, 1 =1,...,10;
w® —
m . i ) o
11, se o aluno nao evadiu até o 10° semestre.
7,  se o aluno migrou, concluiu ou faleceu no semestre ¢, ¢ = 1,...,10;

(p) —
) = ) o
11, se nao ocorreu nenhum dos eventos de censura até 10° semestre.

Para esta aplicagio, o processo N™(i,.) definido na Se¢do 3.3 pela seguinte equacdo

N"™(i,.) =Y NW(i,.) (7.1)

indica quantos alunos ingressantes no ano p evadiram até o semestre ¢, ¢ = 1,...,10. Portanto,
AN™(i,.) = N™(i,.) — N™(i — 1,.) indica o nimero de alunos que evadiram no semestre i.
O processo V" (i, .) representa o ntimero de alunos ingressantes no ano p sob risco no i—ésimo
semestre.

A seguir, utilizando o modelo de intensidade multiplicativo, comparamos a evasao ao longo

dos anos e sua relacao com as variaveis sexo, periodo e area.

7.3.1 Comparacao entre anos

Nas Tabelas 7.8 e 7.9 as colunas intituladas “Sob risco” e “Evasao” correspondem, respecti-

vamente, ao niimero de alunos sob risco e que evadiram em cada semestre. A coluna “Outros”
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corresponde a quantidade de vezes por semestre em que ocorreu os eventos de censura migracao,
falecimento e transferéncia. Utilizando esse valores, obtemos os estimadores dos parametros do
modelo de intensidade multiplicativo.

Para exclarecer como sao efetuados os calculos para se obter os estimadores dos parametros
do modelo de intensidade multiplicativo, consideremos como exemplo o ano de 2003 (p = 4).
Temos que AN (1,.) = 212 é o nimero de alunos que evadiram no 1° semestre e AN®(2,.) =
228 ¢ o ntimero de alunos que evadiram no 2° semestre. V¥ (1,.) = 8522 ¢ o ntimero de alunos
sob risco no semestre 1. No primeiro semestre um evento de censura ocorreu apenas uma tnica
vez. Portanto, o niimero de alunos sob risco no segundo semestre ¢ V®(2, ) = 8522—(212+1) =
8309.

Através destes valores e da equacao 3.13 obtemos o valor estimado da func¢ao intensidade
hns referente ao ano de 2003 e ao semestre 1,

_ANM(1,) 212

R (1) = — — 0,024 2
(1) Vra(l,) 8522 0,02487 (7.2)

Para os demais anos e semestres os calculos sao efetuados de forma analoga.
Depois de calculados os valores de ﬁ”?, obtemos as estimativas da funcao intensidade acu-
mulada e da distribuicao de probabilidade, utilizando as equagoes

%

H" (i) = h™ (i)

=1

i—1
¢ (@) = @) [T A @)
1=1
Nas Tabelas 7.10, 7.11 e 7.12 temos as estimativas da funcao intensidade, da fun¢ao intensi-
dade acumulada, da probabilidade de evasao e da probabilidade acumulada por ano para cada

um dos 10 semestres analisados.
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Tabela 7.8: Numero de alunos que estavam sob risco, que evadiram, ou que tiweram outro tipo

de ultima ocorréncia em cada um dos 10 semestres analisados, por ano de ingresso.

Ingressantes em 2000 Ingressantes em 2001 Ingressantes em 2002

Semestre Sob risco Evasdo Outros Sob risco Evasdo Outros Sob risco Evasdao Outros

1 7207 285 0 7458 179 2 7993 179 3
2 6922 257 31 7277 206 26 7811 297 22
3 6634 117 50 7045 105 79 7492 125 69
4 6467 110 40 6861 101 54 7298 92 42
5 6317 119 65 6706 108 60 7164 103 48
6 6133 93 43 6538 86 39 7013 67 39
7 5997 68 40 6413 71 40 6907 82 48
8 5889 47 790 6302 58 859 6777 69 919
9 5052 63 330 5385 61 349 5789 62 423
10 4659 63 1954 4975 47 2024 5304 57 2092
Em andamento 2642 2904 3155

Tabela 7.9: Numero de alunos que estavam sob risco, que evadiram, ou que tiweram oulro tipo

de tiltima ocorréncia em cada um dos 10 semestres analisados, por ano de ingresso.

Ingressantes em 2003 Ingressantes em 2004

Semestre Sob risco Evasao Outros Sob risco Evasao Outros

1 8524 212 1 8770 194 0
2 8311 228 33 8576 279 13
3 8050 117 90 8284 103 82
4 7843 104 60 8099 98 44
5 7679 100 92 7957 130 65
6 7527 60 45 7762 92 45
7 7422 105 48 7625 90 67
8 7269 79 1021 7468 94 1009
9 6169 79 405 6405 47 433
10 5685 39 2141 5925 7 1956

Em andamento 3505 3964
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Tabela 7.10: Estimativas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da proba-
bilidade de evasao e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados, por

ano de ingresso, 2000 e 2001.

Ingressantes em 2000 Ingressantes em 2001
Semestre (1) h(l) H(I) ¢(l)  Acum. h(l) H(l) ¢(l)  Acum.
0,0395 0,0395 0,0395 0,0395 0,0240 0,0240 0,0240 0,0240
0,0371  0,0767 0,0357 0,0752 0,0283 0,0523 0,0276 0,0516
0,0169 0,0936 0,0156 0,0908 0,0145 0,0668 0,0138 0,0654
0,0156 0,1092 0,0142 0,1050 0,0139 0,0807 0,0130 0,0784

0,0132 0,1393 0,0117 0,1318 0,0118 0,1073 0,0107 0,1027
0,0096 0,1489 0,0083 0,1401 0,0097 0,1170 0,0087 0,1114
0,0066 0,1556 0,0057 0,1458 0,0079 0,1249 0,0070 0,1184
0,0099 0,1654 0,0084 0,1543 0,0093 0,1342 0,0082 0,1267
10 10,0092 0,1747 0,0078 0,1621 0,0067 0,1409 0,0058 0,1325

1
2
3
4
5 0,0169 0,1261 0,0151 0,1201 0,0148 0,0955 0,0136 0,0920
6
7
8
9

Tabela 7.11: Estimativas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da prob-
abilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados, por ano de

ingresso, 2002 e 2003.

Ingressantes em 2002 Ingressantes em 2003
Semestre (1) h(l) H(I) ¢(l)  Acum. h(l) H(l) ¢(l) Acum.
10,0224 0,0224 0,0224 0,0224 0,0249 0,0249 0,0249 0,0249
2 10,0380 0,0604 0,0372 0,0596 0,0274 0,0523 0,0268 0,0516
3 0,0163 0,0767 0,0153 0,0749 0,0142 0,0665 0,0134 0,0651
4 0,0118 0,0885 0,0109 0,088 0,0125 0,0790 0,0117 0,0767
5 0,0131 0,1016 0,0120 0,0978 0,0120 0,0909 0,0110 0,0878
6
7
8
9

0,0085 0,1102 0,0077 0,1055 0,0072 0,0981 0,0065 0,0943
0,0104 0,1205 0,0093 0,1148 0,0125 0,1106 0,0113 0,1056
0,008 0,1293 0,0078 0,1226 0,0094 0,1200 0,0084 0,1141
0,009 0,1382 0,0078 0,1303 0,0106 0,1306 0,0094 0,1235

10 0,0076 0,1458 0,0066 0,1369 0,0049 0,1355 0,0043 0,1277
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Tabela 7.12: Estimativas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da prob-

abilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados, por ano de

wngresso, 2004.

Ingressantes em 2004

Semestre (1) h(l) H(l) ¢(l)  Acum.
10,0221 0,0221 0,0221 0,0221
20,0325 0,0547 0,0318 0,0539
3 0,0121 0,0668 0,0115 0,0654
4 0,0114 0,0782 0,0107 0,0761
5 0,0151 0,0933 0,0139 0,0900
6 0,0107 0,1040 0,0098 0,0998
7 0,0104 0,1144 0,0094 0,1092
8 0,0063 0,1207 0,0056 0,1147
9 0,0061 0,1268 0,0054 0,1201
10 0,0008 0,1277 0,0007 0,1209
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Figura 7.7: Probabilidade de evasao por semesire de alunos ingressantes em 2000, 2001, 2002
e 2003.
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Figura 7.8: Probabilidade de evasao por semestre de alunos ingressantes em 2000, 2001, 2002

e 2003.

Para compararmos a evasao entre os anos de ingresso, utilizamos a estatistica de logrank

apresentada na Capitulo 5 para comparacao de duas populacoes. Nosso interesse é comparar

o comportamento da evasao entre alunos ingressantes em dois anos diferentes. Assim, nosso

interesse é testar as seguintes hipoteses
Hy: HO = H®)
Hy: H® £ H®@)

A estatistica de teste utilizada é dada por

W= Z Unene(l, ) [h”tu) - h%(l)}

em que

g ) = (nt + np> vnt(z,v.gfzp(z, )

A estatistica W tem distribuicao normal com média 0 e variancia

ntnp

LUl LUl

0 =2 Ty OO+ )

[L— B (D] (D).

(7.3)
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Com isso, obtemos as estatisticas de testes resultantes da comparagao entres os anos e os

respectivos valores descritivos do teste. Estes valores sao apresentados na Tabela 7.13.

Tabela 7.13: Testes de hipdleses de comparacao dos anos.

Estatistica Valor descritivo do teste

2000-2001 2,17 2,31E-07
2000-2002 4,49 7,29E-06
2000-2003 6,21 5,09E-10
2000-2004 7,51 2,98E-14
2001-2002 -0,79 0,427
2001-2003 0,92 0,358
2001-2004 2,20 0,028
2002-2003 1,76 0,079
2002-2004 3,06 0,0022
2003-2004 1,32 0,187

Como realizamos 10 testes de comparacao dois a dois, utilizaremos o critério de Bonferroni
para definirmos o nivel de significancia das comparagoes. Com isso, admitimos um nivel de
significancia de 0,005.

Com este nivel de significancia, concluimos que existe diferenca siginificativa na evasao
entre o ano 2000 e todos os demais anos, pois os valores descritivos dos testes sao menores que
0,005. Além disso, as estatisticas de teste sdo positivas, o que implica que a evasao é sempre
maior para alunos ingressantes em 2000 quando comparada a alunos ingressantes nos demais
anos. Observando a Figura 7.6, podemos verificar que a diferenca da evasao entre 2000 e os
demais anos nao ¢ so resultante de uma queda na evasao ao longo dos anos, mas também de
uma mudanca de comportamento da evasao durante os 10 semestres analisados. Observando a
Figura 7.9, podemos ver que para o ano 2000 temos o mais alto indice de evasao no primeiro
semestre, decaindo no segundo e mais ainda no terceiro. No entanto, para os anos 2001 e 2004,
a evasao no segundo semestre ¢ maior do que no primeiro.

Ha diferenga siginificativa também na evasao entre os anos 2002 e 2004 pois o valor descritivo

do teste é menor do que 0,005. Além disso, como a estatistica de teste é positiva, concluimos
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Figura 7.9: Probabilidade de evasao por semestre de alunos ingressantes em 2000, 2001, 2002
ou 20035.

que a evasao decaiu de 2002 para 2004 e, observando a Figura 7.6, confirmamos que a diferenca
é resultante apenas dessa queda da evasao pois nao ha mudanc¢a de comportamento ao longo
dos 10 semestres para os ingressos em 2002 e 2004. Entre os demais anos, nao existe diferenca

significativa.

7.3.2 Comparacao entre sexos

Realizamos agora uma analise comparativa da evasao entre sexo feminino e masculino. Na
Tabela 7.14 temos as estimativas da funcao intesnsidade, da funcao intensidade acumulada e da
distribuicao de probabilidade para sexo masculino e feminino em cada uma das 10 categorias.
Na Figura 7.10, temos os graficos da funcao intensidade e da funcao intensidade acumulada
para os Sexos.

Nosso interesse é verificar se existe diferenca significativa da evasao entre homens e mulheres.

Para isso, vamos testar as seguintes hipoteses

Hy: HY = H®
Hy:HY £ H?

em que HM ¢ a funcio intensidade referente & populacio de mulheres e H® ¢ a funcéo inten-
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Tabela 7.14: Estimadores da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da proba-

bilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados por sexo.

Feminino Masculino
| h(l) H(l) ¢(l) Acumulada h(l) H(l) ¢(l)  Acumulada
1 0,01849 0,01849 0,01849 0,01849 0,02949 0,02949 0,02949 0,02949
2 0,02270 0,04119 0,02228 0,04077 0,03962 0,06911 0,03845 0,06794
3 0,01239 0,05358 0,01189 0,05265 0,01664 0,08575 0,01551 0,08345
4 0,00760 0,06118 0,00720 0,05986 0,01283 0,09858 0,01176 0,09521
5 0,00942 0,07061 0,00886 0,06872 0,01430 0,11287 0,01294 0,10814
6 0,00565 0,07626 0,00526 0,07398 0,00850 0,12138 0,00759 0,11573
7 0,00564 0,08190 0,00522 0,07920 0,00912 0,13050  0,00807 0,12379
8 0,00461 0,08651 0,00425 0,08345 0,00603 0,13653  0,00529 0,12908
9 0,00462 0,09113 0,00423 0,08768 0,00633 0,14286 0,00552 0,13459
10 0,00321 0,09434 0,00293 0,09061 0,00437 0,14723 0,00378 0,13837
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Figura 7.10: FEstimadores da func¢ao intensidade e da fungao intensidade acumualada por

semestres - sexo.
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sidade acumulada referente a populagao de homens. Para testar estas hipoteses utilizamos a

estatistica de teste
W= Z ) [0 = b ) (7.4)

em que

ni,n2 o ny + N9 V”l(l,.)V”?(l,.)
vt = <”1n2) V()

A estatistica W que tem distribui¢ao normal com média 0 e variancia

P =3 %[1 —hm )M () + Z U;f( (l;‘) (1 — B (1)]h™ (1),

Obtemos o resultado apresentado na Tabela 7.15. Concluimos, portanto, que existe diferenca
significativa da evasao entre homens e mulheres, e que a evasao entre mulheres é menor do
que entre os homens. Além disso, observando o grafico 7.10, vemos que nao ha mudanca de
comportamento ao longo dos 10 semestres entre homens e mulheres. Portanto, a diferenca esta

apenas no fato da evasao ser menor entre mulheres.

Tabela 7.15: Teste de comparacao entre sexos.

Sexo Estatistica Valor descritivo do teste

Feminino/Maculino -22,24 1,29E-109

7.3.3 Comparacao entre periodos

Agora, realizamos teste de comparagao entre os perfodos de cursos. Os periodos existentes

Sa0:

Diurno: curso pode ser ministrado de manha e de tarde.

Integral: curso pode ser ministrado durante todo o dia: manha, tarde e noite.

Matutino: curso ministrado apenas de manha.

Noturno: curso ministrado apenas a noite.

Vespertino: curso ministrado apenas a tarde.
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Nas Tabelas 7.16, 7.17 e 7.18 temos as estimativas da funcao intensidade, da funcao inten-

sidade acumulada e da probabilidade para cada um dos periodos.

Tabela 7.16: FEstimativas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da proba-
bilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados por periodo -

Diurno, integral.

l h(l) H(l) ¢(l)  Acumulada h(l) H(l) ¢(l)  Acumulada
10,0211 0,0211 0,0211 0,0211 0,0086 0,0086 0,0086 0,0086
20,0311 0,0522 0,0305 0,0516 0,0145 0,0230 0,0143 0,0229
30,0132 00655 0,0126 0,0641 0,0090 0,0320 0,0088 0,0317
4 00081 00736 0,0076 0,0717 0,0051 0,0371 0,0049 0,0366
5 10,0126 0,0862 0,0117 0,0834 0,0075 0,0446 0,0072 0,0438
6 0,0064 0,0926 0,0059 0,0893 10,0034 0,0480 0,0033 0,0471
70,0070 0,0996 0,0064 0,0957 0,0046 0,0526 0,0043 0,0514
8 10,0051 0,1046 0,0046 0,1002 0,0027 0,0553 0,0026 0,0540
9 0,0059 0,1105 0,0053 0,1055 0,0035 0,0588 0,0033 0,0573
10 0,0048 0,1154 0,0043 0,1099 0,0023 0,0611 0,0022 0,0595

O interesse aqui é verificar se existe diferenca significativa entre os periodos e identificar em

quais periodos a evasao é maior. Para isso, testamos as hipoteses

H, : H® — @)
H,: H® £ H®)

em que t e p correspondem a quaisquer diferentes periodos. Utilizando a estatistica ja apre-
sentada nesta secao para comparacao dos anos, obtemos os resultados apresentados na Tabela
7.19.

Utilizando o critério de Bonferroni, adotamos um nivel de significancia de 0,005. Com isso,
concluimos que apenas entre os periodo noturno e vespertino nao existe diferenca significativa.
Entre todos os outros ha diferenca significativa. Observando a Figura 7.11 concluimos que as
diferencas existentes sao resultantes apenas da queda de evasao entre os periodo e nao de uma
variagao no comportamento ao longo dos semestres. Concluimos também que a evasao é maior

nos periodos noturno e vespertino, seguido dos periodos matutino, diurno e integral.
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Tabela 7.17: Estimadores da funcao intensidade, da fun¢ao intensidade acumulada, da proba-
bilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados por periodo -

Matutino, vespertino.

Matutino Vespertino
l h(l) H(l) Probabilidade Acumulada h(l) H(l) Probabilidade Acumulada
10,0302 0,0302 0,0302 0,0302 0,0446 0,0446 0,0446 0,0446
20,0381 0,0683 0,0370 0,0672 0,0458 0,0905 0,0438 0,0884
30,0149 10,0832 0,0139 0,0811 0,0297 0,1202 0,0271 0,1155
4 0,0117 0,0949 0,0107 0,0918 0,0173 0,1375 0,0153 0,1308
5 0,0133 0,1082 0,0121 0,1039 0,0159 0,1534 0,0139 0,1447
6 0,0080 0,1162 0,0071 0,1110 0,0096 0,1630 0,0082 0,1529
70,0053 0,1215 0,0047 0,1157 10,0115 0,1746 0,0098 0,1627
80,0048 0,1262 0,0042 0,1200 0,0084 0,1829 0,0070 0,1697
9 0,0061 0,1313 0,0045 0,1244 0,0081 0,1910 0,0067 0,1764
10 0,0028 0,1341 0,0024 0,1268 0,0064 0,1974 0,0052 0,1816

Tabela 7.18: FEstimatiwvas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da proba-

bilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados por periodo -

Noturno.
Noturno
l h(l) H(l) ¢(l)  Acumulada
10,0384 0,0384 0,0384 0,0384
20,0483 10,0868 0,0465 0,0849
3 0,0195 0,1063 0,0179 0,1028
4 0,0162 0,1225 0,0145 0,1173
5 0,0164 0,1389 0,0145 0,1318
6 0,0114 0,1503 0,0099 0,1417
7 0,0114 0,1617 0,0098 0,1515
8 0,0085 0,1702 0,0072 0,1587
9 10,0077 0,1779 0,0065 0,1652
10 0,0053 0,1832 0,0045 0,1696

7.3.4 Comparacao entre areas

Nesta secao comparamos a evasao entre as areas biologicas, humanas e exatas. Nas Tabelas

7.20 e 7.21 temos as estimativas da funcao intensidade, da fun¢ao intensidade acumulada e da



7.3. APLICACAO DO MODELO DE INTENSIDADE MULTIPLICATIVO 109

Funcéo intensidade - periodo Funcéo intensidade acumulada - periodo
< |
o
'8 - — Diuno — Diurno
(=] [s] ©
X — Integral B — Integral
Matutino E Matutino
§ < — Notumo 3 o — Noturno
= g T Vespertino m 2 Vespertino
2 -
z ©
S T
— w
g 8- 2
c ° HER
5 g o
o~ [ — 2
£ 924 3 R
Jg o \ g o a — .
= o = o o 6 —0o-—"0°
7] o = o —0
L @ =] (=]
s| / \ RN g e
o ° o o T ® o o O#Oﬁoﬁo_—o
el —_—
o NPT T — 0 g w z/o,_,ofo
o T e o — 0= —
o 9 = — e
a 4 (=]
o T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Semestre Semestre

Figura 7.11: Estimadores da funcao intensidade e da funcao intensidade acumualada por

semestres - periodo.

Tabela 7.19: Teste de comparacao entre periodos.

Periodo Estatistica Valor descritivo do teste
Diurno/Integral 14,41 4. 44E-47
Diurno/Matutino -3.81 0,00014177
Diurno/Noturno -15,90 6,57E-57
Diurno/Vespertino -11,03 2,68E-28
Integral /Matutino -17,53 8,98E-69
Integral /Noturno -42,94 0,00E+00
Integral /Vespertino -20,19 1,12E-90
Matutino/Noturno -10,18 2,41E-24
Matutino/Vespertino -8,02 1,06E-15
Noturno/Vespertino -2,04 4, 17E-02

distribuicao de probabilidade para cada um dos 10 semestres.
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Tabela 7.20: Estimativas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da prob-
abilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados por drea -

Bioldgicas, humanas.

Biologicas Humanas

Semestre h(l) H() ¢(l) Acumulada h(l) H(l) ¢(l) Acumulada
1 0,00795 0,00795 0,00795 0,00795 0,03588 0,03588  0,03588 0,03588
2001214  0,02009 0,01204 0,01999 0,03979 0,07566 0,03836 0,07423
3 0,00750 0,02758 0,00735 0,02734 0,01700 0,09267 0,01574 0,08998
4 0,00444 0,03202 0,00432 0,03166 0,01382 0,10649 0,01258 0,10256
5 000615 0,03818 0,00596 0,03761 0,01448 0,12097  0,01299 0,11555
6 0,00256 0,04074 0,00246 0,04008 0,00881 0,12978 0,00780 0,12335
7 0,00338 0,04411 0,00324 0,04332 0,00890 0,13868 0,00780 0,13114
& 0,00152 0,04564 0,00146 0,04478 0,00691 0,14559 0,00600 0,13715
9 0,00234 0,04798 0,00224 0,04701 0,00701 0,15260 0,00605 0,14320
10 0,00196 0,04994 0,00187 0,04888 0,00503 0,15763 0,00431 0,14751

Tabela 7.21: Estimativas da funcao intensidade, da funcao intensidade acumulada, da prob-

abilidade e da probabilidade acumulada em cada um dos 10 semestres analisados por drea -

Ezxatas
Exatas

Semestre h(l) H(l) ¢(l)  Acumulada
1 0,02116 0,02116 0,02116 0,02116

2 0,03711 0,05827 0,03632 0,05748

3 0,01744 0,07570 0,01644 0,07392

4 001065 0,08635 0,00986 0,08378

5 0,01370 0,10005 0,01255 0,09633

6 0,00839 0,10894 0,00803 0,10436

7 0,00922 0,11816 0,00825 0,11262

8 0,00653 0,12468 0,00579 0,11841

9 0,00606 0,13074 0,00534 0,12375

10 0,00363 0,13437 0,00318 0,12693

O interesse ¢ testar as seguintes hipoteses
Hy: H®O = g®)
H,: H® £ H®)
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Figura 7.12: Estimadores da funcao intensidade e da funcao intensidade acumualada por

semestres - dreq.

Para isso, utilizamos a estatistica de teste apresentada nesta secao para comparagao entre
os anos. Os resultados encontram-se na Tabela 7.22. Utilizando o critério de Bonferroni,
adotamos um nivel de significancia de 0,017. Conluimos que existe diferenca significativa entre
todas as areas e que a evasao ¢ maior em humanas, seguido de exatas e por tltimo biolbégicas.
Observando a Figura 7.12, concluimos que a diferenca resultante entre humanas e exatas é
também conseqiiéncia de uma mudanca de comportamento entre os semestres, além de uma
queda na evasao. Para humanas a evasao no primeiro semestre ¢ alta sendo pouca a diferenca
entre esta e a evasao no segundo semestre. Para exatas a evasao no primeiro semestre é bem

menor do que no segundo semestre.

Entre biologicas e humanas, e biologicas e exatas a diferenca reside especificamente na alta

queda da evasao.
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Tabela 7.22: Teste de comparacao entre dreas.

Area Estatistica  Valor descritivo do teste
Biologicas/Exatas -30,19 3,55E-200
Biologicas/Humanas -42,02 0,00E+00
Exatas/Humanas -7.81 5,91E-09

7.3.5 Portal Evasao

Ao decorrer deste trabalho desenvolvemos o Portal Evasao. O Portal Evasao, é um sistema
interno da USP, onde podemos efetuar anélises estatisticas descritivas e especificas a respeito
dos alunos de graduacao da USP. As anélises sao efetuadas em linguagem R. O desenvolvimento
do sistema ocorreu junto a alunos de pos-graduacao da area de Ciéncias de Computacao do
ICMC.

No Portal Evasao, até o momento, temos andlises basicas como distribuicao de freqiiéncia,
grafico de pareto e tabela cruzada, e andlises especificas como, tendéncia da evasao, motivo da
evasao e tempo até a conclusao do curso.

O sistema entrou no ar em outubro de 2008 e abaixo temos algumas imagens de sua primeira

versao.
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BRASIL

Organizagdo Informagdo Aluno/Profezzor Portal Evasdo Programas Links
Login: |
Senha:
Limpar Enviar
PRO-REFTORIA T GRADUAGAD
Rua da Reitoria 109
055-900 - Sao Pala - SP

Figura 7.13: Pdgina de login.

Usuarios Grupos Logs Sair

ZSAEG - Sistema de Analise Estatisticas da Graduacio:

Geral

Manual do usuario L
2Visdo Geral::
Ferramentas Basicas

Ferramentas Especificas

Resumo da base de dados (gerada pelo DI em NA)

Ingressantes por vestibular entre 1999 e 2008 : 87521

Campi: 7 Institutos: 43
Cursos: 109 Habilitagbes: 233
Alunos Ativos: 48165 Evasfes em 2008: 520

Figura 7.14: Pdgina principal.
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FILTROS
Area: TODOS - Perfodo: ToDOS ~ Unidade: TODOS - Campus: TODOS -

Curso: TODOS -

Ano Inicio de: 2003 - até: 2003  ~ | Filtrar dados

Distribuicdo de Fregiiéncias | Pareto

Conjunto de variaveis
Tipo de Ingresso | Ano de Ingresso | Area | Curso | |Perfodo | Unidade | Sexo | Ultima Ocorréncia | Tipo de Encerramento | Cédigo  |Grau | Cédigo

do Curso | Colegiado , Campus |j Ano de Conclusio  Tipo de Encerramento OPC Ultima Ocorréncia OPC || Curso OPC || Periodo OPC | Nome da

Habilitagao OPC | |Ano de Encerramento OPC | |Semestre de Encerramento OPC

Status do Aluno
Variaveis para analise:

Atualizar tabela

Figura 7.15: Andlise de distribuicao de freqiéncia e filtros possiveis de sereme feitos.

Status do Aluno
Variaveis para analise:

Atualizar tabela

Tabela: Distribuicio de Fregiiéncias

Linha . Fator Fregléncia Porcentagem
1 Ativos 48163 35.02
2 Concluiram 25382 29.69
3 Evadiram 10296 11.76
4 Faleceram 59 0.07
5 Migraram 2564 3.29
& NULL 54 0.06
7 Total 87521 100

Figura 7.16: Resultado obtido na distribui¢do de freqiiéncia.

7.4 Conclusao

Analisando os dados para alunos ingressantes entr 2000 e 2004, verificamos que, de forma
geral, a evasao vem diminuindo significativamente ao longo dos anos. Concluimos que existe
o fator periodo do curso influéncia no comportamento da evasao que é maior nos periodos
noturno e vespertino (ndo ha diferenca entre esse dois), seguido dos periodos matutino, diurno

e integral. Comparando os sexos, a evasao é sempre maior entre os homens. A area do curso
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também influéncia na evasao, e é maior para humanas, seguido de exatas e biologicas.
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Capitulo 8

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho propomos um modelo que ¢ uma extensao do modelo de intensidade multi-
plicativo desenvolvido por Aalen (1978) e apresentado em Fleming & Harrington (2005), para

variaveis aleatorias multinomiais, com as seguintes caracteristicas:
e (Categorias nulas;
e Razao de chances nao proporcionais; e
e Dados na presenca de censura.

O modelo sugerido é também adequado para analise de dados multinomiais que atendem
as hipoteses necessarias no modelo de regressao multinomial classico.

Estimamos os parametros do modelo utilizando o critério de martingale. Demonstramos que
os estimadores da func¢ao intensidade, da funcao intensidade acumulada e da distribuicao de
probabilidade sao estimadores consistentes. Verificamos esse resultados realizando um estudo
de simulacao.

Propomos testes de hipoteses para comparacao dos parametros para uma e duas populacoes.
A estatistica de teste para comparacao de duas populagoes com dados censurados, apresentada
neste trabalho, foi proposta por Mantel (1966) e é baseada na estatistica de Mantel-Haenszel
para tabelas de contigéncias estratificadas. Esta estatistica ficou conhecida como estatistica de
logrank e é provavelmente a mais utilizada como estatistica de teste para comparacao de duas

populacoes com dados censurados. Realizamos estudos de simulacao e verificamos que estes

117
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testes forneceram taxas de nao rejeicao da hipotese nula bem proximas ao nivel de confianca
de 95%, para tamanhos amostrais a partir de 80.

Finalmente, aplicamos o modelo proposto para analisar o comportamento da evasao dos
alunos de graduagao da Universidade de Sao Paulo. Analisando os dados para alunos ingres-
santes entr 2000 e 2004, verificamos que, de forma geral, a evasao vem diminuindo significativa-
mente ao longo dos anos. Concluimos que o fator periodo do curso influencia no comportamento
da evasdo e que é maior nos perfodos noturno e vespertino (nao ha diferenca entre esse dois),
seguido dos periodos matutino, diurno e integral. Comparando os sexos, a evasao ¢ sempre
maior entre os homens. A area do curso também influéncia na evasdo e é maior para humanas,
seguido de exatas e bioldgicas.

Como proposta de trabalho futuros, listamos os seguintes itens:

e [ixtensao da teoria assintotica de integrais estocasticas para diversas populagoes.
e Extensao da teoria assintotica de teste de hipotese para diversas populacoes.

e Analise da varidncia assintotica associada a estatistica de logrank.

e Comparacao das estatisticas de logrank e Gehan-Wilcoxon sugerida em Fleming & Har-

rington (2005) para comparagao de diversas populacoes.



Apéndice A
Espaco de Cantor

Algumas demonstracoes associadas a construcao do espago de probabilidade para acomodar

uma variavel aleatéria multinomial.

Lema A.1. A classe H separa pontos em S*°, ou seja, dados x e y dois pontos distintos

pertencentes a S existe um conjunto A € H tal que

Tay () # Mgy (y)-

Demonstracao: Tomemos dois elementos distintos, x e y, em S°°. Temos que esses elementos

sao da seguinte forma

r = (a,q9,...,0k...), o=0o0ul

Yy = (ﬁlaﬁ?w--aﬁkau-)a ﬁi:OOll]_, i:1,2,...,]{3,....

Como x e y sao distintos, entao = e y diferem em pelo menos uma coordenada, digamos na

Jj-ésima coordenada. Assim, a; # (3, e, conseqiientemente,
i ({a;}) # 7 ({6;)).
Pelo resultado 1,
m ({agh) Nt ({8,1) = 0.
Desta forma, basta tomarmos A = W}l({aj}) para termos

Iay(w) =1 # Mpy(y) = 0.

119
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A

Lema A.2. A classe H de subconjuntos de S é compacta, isto €, para toda seqiiéncia {C,} €

H tal que (),—, C,, =0, existe no € N tal que

ﬁ C,L = (Z)
n=1

Demonstracao: Consideremos a seqiiéncia {C,, },, € H tal que

n=1

Assim, existem pelo menos dois elementos da seqiiéncia {C,, },, que diferem em pelo menos uma

coordenada. Ou seja, existem r, s € N tais que
Cr=m ' ({1}) e Cs = m ' ({0})

para algum k € N. Tomemos ny = max{r, s}. Assim,

Lema A.3. A classe A separa pontos em S°.

Demonstracao: Sejam A e B elementos distintos de A. Ou seja,
A= w;i}({wvfx}) N...N ﬂ;;({wvé})

B= 771731({%13}) N...Nm g ({ws})
com W;j({wv?}) # nggl({wvfz}) para algum k& € N. Como ja vimos, H separa pontos. Logo,
existe A € ‘H tal que
ﬂ;j({wvgx}) cAle W;,Bl({wyg}) €A,
k k
Assim, A € A e B €??A. Mais do que isso, existe Ay C A (A} C A) tal que A € Ay, mas

B €777A,. Portanto, A separa pontos.
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Lema A.4. A ¢ uma classe compacta.

Demonstragao: Seja {A,}, C A uma seqiiéncia de conjuntos tais que

ﬂAn:®7

n=1

sendo
A, = ﬂ&}({wv?}) Nn...N W;?l ({wer 1), W;nl({wvg}) €eH, i=1,...,k,, neN.

Assim,

ﬁanz N (ﬂw {wvn}>

Com isso, (., A, é interse¢ao enumeravel de elementos de H. Portanto, podemos escrever

esta intersecao como

ﬁAn: ﬁcn, Co€H
n=1 n=1

Como H é classe compacta, existe ng € N tal que

Ao o
n=1 n=1

Proposicao A.1. A classe C é compacta.

Demonstragao: Consideremos em C uma seqiiéncia de conjuntos {C), } ey com a p.f.i. Para
provar que C é uma classe compacta devemos verificar que [;2, C; # (0. Agora, pela defini¢io

da classe C temos que
Cj:AﬂUAjQU...UAjkj, Vj e AjSEA, 821,...,]€j.

Como A ¢é classe compacta, basta obter uma seqiiénia Ay;,, As,,... com a p.i.f., porque
Nj21 Cji; € Mj21 Aj- A partir do Lema ?? obtemos esta seqiiéncia, construindo-a induti-
vamente:

Cliu CZiga cety Cnina An+1a An+2'
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