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Resumo

Avaliagoes educacionais, de distirbios psicolégicos e da aceita-
¢ao de um produto no mercado sao exemplos de estudos que bus-
cam quantificar um construto de interesse através de questionarios
compostos por itens de multipla escolha. A Teoria de Resposta
ao Item (TRI) é muito utilizada na analise de dados provenientes
da aplicacao desses questionarios. H& varios modelos da TRI ja
muito utilizados na pratica com tal finalidade, tanto para respostas
dicotomicas aos itens (certo/errado, presente/ausente, sim/nao),
quanto para itens com mais de duas categorias de resposta (no-
minais ou ordinais). No entanto, a grande maioria supoe que ape-
nas um trago latente é necessario para explicar a probabilidade de
resposta ao item (modelos unidimensionais). Como as situagoes
praticas sao usualmente caracterizadas por vérias aptidoes (tragos
latentes) influenciando a probabilidade de um individuo apresen-
tar certa resposta ao item, os modelos multidimensionais sao de
grande importancia. Neste trabalho, apdés um levantamento bi-
bliografico dos principais modelos multidimensionais da TRI exis-
tentes na literatura, realizou-se um estudo detalhado de um deles:
o modelo logistico multidimensional de dois parametros. O mé-
todo de estimacao dos parametros dos itens por maxima verossimi-
lhanca marginal e dos tragos latentes por maxima verossimilhanca
sao explicitados assim como a estimacao por métodos bayesianos.
Todos os métodos foram implementados em R, comparados e apli-
cados a um conjunto de dados reais para avaliacao do Inventdrio
de Depressao de Beck (BDI) e do Exame Nacional do Ensino Mé-
dio (ENEM).






Abstract

Educational evaluations, psychological testing and market sur-
veys are examples of studies aiming to quantify an underlying
construct of interest through multiple choice item tests. Item Res-
ponse Theory (IRT) is a class of models used to analyse such data.
There are several IRT models already being used in applied studies
to such end, either for dichotomical answers (right/wrong, pre-
sent /absent, Yes/No) or for itens with nominal or ordinal answers.
However, the large majority of those models make the assumption
that only one latent trait is sufficient to explain the probability
of a correct answer to an item (unidimensional models). Since
many situations in practice are characterized by multiple aptitu-
des (latent traits) influencing such probabilities, multidimensional
models that take such traits into consideration gain great impor-
tance. In the present work, after a thorough review of the lit-
terature regarding multidimensional IRT models, we studied in
depth one model: the two parameter multidimensional logistic
model for dichotomical items. The marginal maximum likelihood
method used to estimate the item parameters and the maximum
likelihood method used for the latent traits as well as bayesian
methods for parameter estimation were studied, compared, imple-
mented in the R software and then applied to a real dataset to
infere depression using the Beck Depression Inventory(BDI)and
the Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).
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Capitulo

Introducao

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos estatisticos que
relacionam tragos latentes (tais como o conhecimento em uma determinada disciplina,
na area de Educacao, e presenca ou intensidade de uma determinada patologia ou
comportamento, na area de Saide) com a probabilidade de uma certa resposta a itens
de multipla escolha compondo uma prova ou questionario.

Os modelos mais usuais da TRI apoiam-se na suposicao de que existe um tnico
traco latente que influencia a probabilidade de determinada resposta, ou pelo menos
existe um 1nico trago dominante que responde pelo desempenho do individuo na prova
ou questionario. Estes modelos sao denominados modelos unidimensionais.

Contudo, tal suposicao nem sempre é valida na pratica, onde comumente mais
de um traco latente tem papel significativo no desempenho do individuo ao longo da
prova. Por exemplo, em uma prova que objetiva medir a fluéncia de um individuo em
um determinado idioma, varios fatores podem influenciar na resposta correta ou nao a
um item, tais como seu vocabulario, interpretacao de textos ou habilidade de leitura no
idioma em questao. Também pode ser intuito do examinador estimar o conhecimento
do examinado em cada uma dessas sub-areas para uma interpretacao mais apurada da
fluéncia do individuo.

Outro problema em que um tnico traco latente pode nao ser suficiente é quando
temos disparidade entre as populagoes avaliadas. Por exemplo, anseia-se medir o co-
nhecimento basico de Matematica em uma populacao. Se a prova for aplicada a uma
populacao instruida, a leitura e interpretacao das perguntas dos itens nao influenciam

as respostas dos individuos, que serao relacionadas unicamente ao conhecimento de

21



22 Capitulo 1 — Introducao

Matematica. Entretanto, se aplicarmos o mesmo procedimento a uma populagao com
baixa instrucao, a estimagao do conhecimento em Matematica pode nao condizer com
a realidade, pois os individuos sao influenciados por fatores alheios, tais como falta de
compreensao do vocabulario ou tempo insuficiente para a resolucao da questao.

Nesse contexto, um modelo que considere varios tracos latentes deve ser utilizado
para descrever os atributos da populacao. Na literatura, sao propostas extensoes dos
modelos unidimensionais da TRI considerando que o traco latente 6 outrora um escalar
é definido como um vetor @ = (0,6,,...,0,) de tragos latentes que influenciam as
respostas aos itens.

O numero de tracos latentes que deve ser considerado no modelo depende da hete-
rogenidade da populacao alvo com relagao aos niveis dessas dimensoes e de quais tracos
efetivamente influenciam nas respostas dos individuos aos itens (Linden & Hambleton
1996). Escolher um nimero que superestime a quantidade de tragos latentes nao é reco-
mendavel devido a dificuldade na interpretacao de cada traco, enquanto que subestimar
o numero de dimensoes pode prejudicar a adequagao do modelo aos dados.

No propésito de determinarmos a dimensao do vetor de parametros 6, técnicas de
Analise Fatorial (AF) sao utilizadas. Contudo, a natureza dicotomica dos itens limita
o uso da analise fatorial exploratoria mais frequentemente encontrada na literatura
(Johnson & Wichern 2003) e implementada nos programas estatisticos mais tradicio-
nais. Nesse sentido, utilizaremos a abordagem descrita por Bock & Aitkin (1981) e
Bock, Gibbons & Muraki (1988), na qual tratamentos para a andlise dos itens dicoto-
micos e estimagao das cargas dos fatores sao propostas através da técnica denominada
analise fatorial de informacao plena.

No Capitulo [2| apresentamos uma breve descricao com diferencas e semelhancas
entre as analises fatoriais exploratoria para respostas continuas, para dados dicotomicos
substituindo-se a matriz de correlacao de Pearson pelas correlagoes tetracoricas e a de
informacao plena, foco principal deste trabalho.

No Capitulo [3] apresentamos alguns modelos multidimensionais da TRI: modelos
compensatorios de ogiva normal e logistico de trés parametros e um modelo logistico
nao-compensatorio.

Descrevemos a estimacao dos parametros para os modelos multidimensionais com-
pensatérios utilizando o método da Maxima Verossimilhanca Marginal e métodos Baye-
sianos no Capitulo {4] e terminamos o presente trabalho no Capitulo 5 com um estudo
de simulagao para um estudo comparativo dos métodos, sendo um deles aplicado a

um conjunto de dados reais para o diagndstico de depressao através do Inventario de
Depressao de Beck (BDI).



Capitulo

2

Analise Fatonial

A teoria de AF surgiu das idéias de Thurstone e Spearman (Reckase 1997) com
o estudo das associagoes entre variaveis que refletem a inteligéncia e identificacao dos
fatores latentes que justifiquem tais associagoes.

No contexto da AF, sao medidas diversas respostas, que podem ser explicadas por
um numero menor de tragos latentes (varidveis nao observadas, chamadas de fatores)
para as quais analisamos as respectivas estruturas de correlagao. Um breve relato da

metodologia da Analise Fatorial serd apresentado nessa secao, tanto para respostas
observadas continuas (Segao [2.1)) quanto dicotomicas (Segoes 2.2 e [2.3]).

2.1 Analise Fatorial Exploratdria

Suponha n varidveis resposta continuas padronizadas (ou seja, com média zero
e variancia unitaria), Y7, Ys, ..., Y, associadas a um grupo de p varidveis aleatérias nao
observadas, os fatores F, Fy, ..., F},, segundo o seguinte modelo:
Yi=lFi+ ...+ L+ e
}/2 = llel + ...+ lgpr + €2

(2.1)

Yn = lanl + ...+ lonp + €,
Em que os coeficientes [;; i = 1,...,n,7 = 1,...,p, sao denominados cargas fatoriais e
representam o peso de cada fator na resposta observada e €y, . . ., €, sdo erros aleatorios.

Equivalentemente, em forma matricial,

23



24 Capitulo 2 — Analise Fatorial

Y =LF +e, (2.2)

em que L, de dimensao (nzp), é demominada matriz de cargas fatoriais, F =

t t <
(F1,...,F,) e € = (e1,...,6) . De tal formulagao, segue que podemos decompor a
matriz de covariancias das varidveis observadas (ou a matriz de correlagoes, ja que

utilizamos as variaveis padronizadas), ®, na seguinte forma:

®=LOL + ¥, (2.3)

em que O é a matriz de covariancias dos fatores e ¥ é a matriz de covariancias dos
erros. B comum a suposicao de que F e € sdo independentes, E(F)=0,Cov(F)=1,,
E(e) =0 ¢ Cov(e) = ¥, sendo que ¥ é uma matriz diagonal.

Tais suposicoes caracterizam o modelo de fatores ortogonais. Dessa forma, o sistema

de equagoes anterior pode ser simplificado para

®=LL + V. (2.4)

Assim temos claramente que Cov(F;,Y;) = l;; logo, as cargas fatoriais representam
a covariancia entre os fatores e as respostas e o objetivo da andlise é estima-las jun-
tamente com a matriz de covariancias dos erros, os parametros do modelo da Anadlise
Fatorial. Para tal estimacao, varios métodos podem ser empregados.

Um deles é o método dos fatores principais, herdado da Anadlise de Componentes
Principais. Nele, assim como feito na analise citada, decompomos a matriz de covari-
ancias ou correlagoes em seu espectro de autovalores e autovetores, de onde estimamos
a matriz L das cargas fatoriais, e determinamos o niimero de fatores necessarios para
uma boa explicacao da variabilidade da amostra observando a proporcao da variancia
explicada adicionando-se cada fator.

Outro método para a estimacao é o método de Maxima Verossimilhanca. Para
isso, supomos que F tem distribuicao normal p-variada com vetor de médias nulo e
matriz de covariancias igual a identidade de ordem p, enquanto € tem distribuicao
normal n-variada, de vetor de médias nulo e matriz de covariancia ¥ como definida
anteriormente, o que implica que o vetor de varidveis resposta Y tem distribuicao
normal n-variada com vetor de médias 0 e matriz de covariancias LL' + .

Contudo, temos um problema de idetificabilidade no modelo da Analise Fatorial.
Observe que a matriz de covariancias ® permanece a mesma para transformacoes do
tipo L* = LM e F* = M'F, sendo M uma matriz ortogonal. Neste caso,

L'F'+e=LMM'F+e=LF +e. (2.5)
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Ambas L e L* (e, consequentemente, F' e F™*) representam uma solugao matemética
para o problema. No entanto, no sentido da interpretacao dos fatores em questao, uma
delas provavelmente serd mais adequada do que a outra. Neste contexto, a literatura
propoe alguns métodos de rotacao dos fatores, que apontam determinadas transforma-
¢oes de L como mais interpretaveis. As rotagoes mais comuns sao a rotagao Varimazx
e as obliquas. Tais tecnicas podem ser encontradas em Johnson & Wichern (2003) e
Lawley & Maxwell (1971), respectivamente.

Quando temos varidveis continuas, os elementos da matriz de correlacoes ® consi-
derados na Anadlise Fatorial sao estimados pelos coeficientes da matriz de correlagao
de Pearson. Contudo, quando as variaveis respostas representam o acerto ou erro
em um determinado item, isto é, quando as variaveis observadas sao dicotomicas, a
utilizagao das correlagoes de Pearson como estimadores dos elementos matriz ® torna-
se inadequada. Quando tratamos itens de dificuldades muito dispares,ou seja, itens nos
quais a maioria da populacao avaliada responde incorretamente, a correlagao amostral

estima valores espurios com pequenas variacoes nas respostas dos itens em questao.

2.2 Analise Fatorial com Correlacoes Tetracoricas

Uma alternativa para a analise fatorial para respostas dicotomicas, proposta
por Bock et al. (1988), é supor uma variavel aleatéria nao observada Y; continua,
associada a resposta observada X; ao i-ésimo item de multipla escolha, sendo 1 definido

arbitrariamente como um acerto e 0 como um erro, tal que

] 0 seY;<y
Xi_{l se Y, >, (2.6)

em que 7y; é um parametro desconhecido denominado ponto de corte (threshold) asso-
ciado ao item ¢, 2 =1,--- , 1.
Sejam wi’g” , T, Wé’lm as probabilidades da tabela de contingéncia para os itens [ e m

conforme representados na Tabela [2.1]

Tabela 2.1: Probabilidades de resposta aos items [ e m
I\m Acerto Erro Total

Lm l l
Acerto Wlll o st
sm l l
Erro To1 oo o,
Total T Ty 1

O coeficiente de correlacao tetracorica entre os itens [ e m , p, ¢ 0 nimero real

que satisfaz:
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0 Ym
ot =P (Y >y, Y < Ym) = / / F WYty Ymy pim) dYmdy;
N J—oo

"
o =P (Y = Ym, Vi <) = / S Yms pim) AYmdyy (2.7)
—O0 v Ym
00 Ym
7.(.%1 =P (Ym < fym) = / / f(ylaymyplm>dymdyl7

em que f(-) é a funcdo densidade de probabilidade da distribuigdo normal bivariada
e pm = Corr(Y,,Y,,). Nao existem férmulas fechadas para o célculo da correlagao
tetracérica. Divgi (1979) apresenta diversos métodos de estimacao para a correlagao
tetracorica, que comumente estao implentados nos programas estatisticos que fazem a
estimacao das cargas fatoriais e da matriz de covariancias.

Além disso, a matriz de correlagoes tetracoricas nem sempre é positiva definida.
Bock et al. (1988) apresentam corregoes para o calculo da matriz de correlagoes tetra-
céricas em situagoes de acertos casuais e respostas omitidas, que podem causar esse

problema.

2.3 Anadlise Fatorial de Informacao Plena (AFIP)

As dificuldades apresentadas na secao anterior foram contornadas por Bock et al.
(1988) ao proporem a AFIP, uma metodologia baseada na Teoria de Resposta ao Item
que evita o problema de calcular as correlagoes tetracéricas entre os itens. A AFIP

toma o modelo

}/1 - lllel +--- 4+ llpep + €1
}6:[2101 +---+ lgpep—l-GQ

Y; = lﬂ@l + -+ li,ﬁp + € (28)

Yn = ln191 +- lnpep + €,
leatori ; tém distribuica 1, de médi iancia o;>
em que os erros aleatorios ¢; tém distribuicao normal, de média 0 e variancia o;°,
sendo independentes entre si e do vetor de tragos latentes 8, e que 8 tem distribuigao
normal multivariada com vetor de médias O e matriz de covariancias I,, implicando

uma distribui¢ao normal n-variada para o vetor de respostas Y como em (2.6)).



2.3 Andlise Fatorial de Informagao Plena (AFIP) 27

Desta forma, pode-se escrever a probabilidade do individuo acertar o i-esimo item

CcOomo

P(Xi=10) = P(Y,>70)

1 —i 1 p
= =S by | b
o7 / ey g (v ; ¥k | pdy

_ @ (—% 2 like’“) — 3,(0), (2.9)

ag;

em que ®(-) é a fungao distribui¢do acumulada da normal padrao e ®;(0) é definido
como a fungao distribuicao acumulada da distribuicao normal calculada no referido
ponto, dependendo assim de todos os parametros da Anélise Fatorial (cargas fatoriais,
variancia dos erros e ponto de corte do item) e dos tragos latentes do individuo.

Como é usual na andlise fatorial que Y; tenha média 0 e variancia 1 (varidvel pa-
dronizada) a suposicao de que o =1 —>"7_, [2 também é adotada. O claro beneficio
de usar a AFIP é a economia nos calculos, ja que um item a mais indica apenas mais
uma probabilidade a ser calculada, ao invés da grande quantidade de tabelas de acertos
entre itens necessarias para a correlacao tetracérica, além de prover estimativas com

interpretagoes no contexto da TRI, como apresentamos no capitulo [3}






Capitulo

3

Modelos Multidimensionais da TRI

A TRI multidimensional pode ser considerada um tipo de anélise fatorial para
dados observados nao continuos (dicotomicos ou politonicos). O que diferencia as duas
metodologias é essencialmente a interpretacao. A andlise fatorial normalmente é usada
para encontrar um pequeno numero de variaveis latentes (fatores) capazes de explicar
a variabilidade de um numero maior de variaveis observadas, i.e., é basicamente uma
técnica de reducao de dimensao.

Por outro lado, a TRI modela a interacao entre individuos e itens, buscando deter-
minar caracteristicas dos individuos (tragos latentes) e dos itens que influenciam nas
respostas observadas (Reckase 1997).

No presente capitulo sao apresentados modelos multidimensionais da TRI para itens
dicotomicos, separados em trés classes: os modelos compensatérios de ogiva normal e
logisticos (herdados da AFIP) e os modelos ndao compensatérios. Um modelo ¢ dito
compensatorio quando a mesma probabilidade de acerto do item pe mantida quando a
diminui¢ao do valor de um traco latente é compensada pelo aumento no valor de outro

traco latente.

3.1 Modelo de Ogiva Normal Compensatério

Considere o modelo com a seguinte reparametrizacao proposta por Bock et al.

(1988)

—i Lik
bi = ik — T, 1
€ Qi o (3 )
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em que ¢ = 1,...,I,sendo I o nimero de itens na prova, e k = 1,...,p, sendo p a
dimensao do vetor de tracos latentes. O parametro b; é denominado dificuldade do i-
esimo item e cada componente do vetor a; = (a4, - - , ay;) é a discriminagao do i-ésimo
item sobre o k-ésimo traco latente.

Incorpora-se uma probabilidade de acerto casual do item ¢;, ¢ = 1,...,1 quando
as habilidades sao baixas. Assim, temos o Modelo de Ogiva Normal de 3 Parametros

(discriminagao, dificuldade e acerto ao acaso):

p

k=1

em que a; = (ai,...,a,),b;, ®(.) e @ sado definidos como em e (3.1). Vale
ressaltar que a equagao equivale a reformulada segundo os parametros usuais
da TRI

Os modelos de ogiva normal sao amplamente utilizados e encontram-se implemen-
tados em diversos programas existentes, como o NOHARM (Frasier 1988), que estima
os parametros do modelo por uma adaptacao do método dos minimos quadrados e
o TESTFACT (Wilson, Wood & Gibbons 1987) que estima os parametros dos itens
segundo o método da maxima verossimilhanca marginal e os parametros dos indivi-
duos por métodos bayesianos de esperanca ou moda a posteriori a serem expostos no

capitulo [4

3.2 Modelo Logistico Compensatério

McKinley & Reckase (1980) propoem o modelo logistico de trés parametros com

expressao dada por

1
1+ exp[—>0_, agiby + b

P(X;=1]0,a;,b;,¢;)=c¢;+ (1 —¢) = P,(0), (3.3)

emquei=1,...,1, a;, b; e ¢; sao definidos como em e P;(0) é definido para
simplificar a notacao, dependendo dos parametros dos itens (vetor de discriminagoes,
dificuldade e acerto casual) e dos tracos latentes dos individuos. Note que este mo-
delo é muito parecido com o modelo substituindo a funcao de distribuicao de
probabilidades da distribuicao normal pela funcao logistica.

Assim como nos modelos unidimensionais temos uma curva relacionando a proba-
bilidade de acerto de cada item com a habilidade do individuo. Nos modelos multi-
dimensionais da TRI temos uma superficie para cada relacionando a probabilidade de

acerto ao item e habilidades. Para fins de ilustracao, tomemos o caso bidimensional
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coma; = 1, ay = 0.7, b = 1,0 e ¢ = 0. A superficie de resposta do modelo (i3.3])

encontra-se representada na Figura [3.1]

ttem 1

r 0.8

F 0.6

Probability

r 0.4

F0.2

- 0.0

Figura 3.1: Superficie caracteristica para um item (SCI) sob o modelo logistico ((3.3])
com dois tragos latentes (61 e 03) ea; =1, a3 =0.7, b=1,0ec=0

Note que o parametro de acerto casual é a assintota inferior da superficie, enquanto
os parametros de discriminacgao representados no vetor a; sao responsaveis pela sua in-
clinagao em cada eixo dos tragos latentes, cada elemento do vetor indica a sensibilidade
do item para avaliar cada traco latente. Para medir o poder discriminativo do i-ésimo

item para a combinacao de todos os tracos latentes, usa-se a estatistica

MDISC; =

p
> al, (3.4)
k=1

ou seja, a norma do vetor de discriminagoes. Essa estatistica mede a intensidade
da transicao da regiao de baixa probabilidade de acerto ao item para a regiao de alta
probabilidade na SCI.

Nos modelos unidimensionais, o parametro de dificuldade do item é medido na

mesma escala do trago latente e significa o ponto de inflexao da curva caracteristica do
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1+Ci
2

multidimensionais, b; ndao pode ser interpretado dessa forma. Reckase (1996) propoe

item, ou seja, o ponto onde obtemos uma probabilidade de acerto de . Nos modelos

uma estatistica analoga a existente no caso unidimensional para medir a distancia de
origem até o ponto de maior inclina¢do da superficie (SCI), dada por

MDIFF, = ——0 (3.5)

" MDISC; '

Sheu, Chen, Su & Wang (2005) implementam a estimacao dos parametros do mo-

delo logistico no SAS utilizando o proc NLMIXED, e programas comerciais como o

MAXLOG (McKinley & Reckase 1983), o MULTIDIM (McKinley 1987) e o MIRTE

(Carlson 1987) realizam a estimagao dos parametros dos itens.

Assim como no caso unidimensional, os modelos a trés parametros podem ser sim-
plificados para dois ou um parametro igualando-se ¢; a O parai=1,..., T ouc; =0e

a;r=1parai=1,...,1 e k=1,...,p respectivamente. Mais detalhes sao discutidos
em McKinley & Reckase (1980).

3.3 Modelos Nao-Compensatdrios

O modelo logistico nao compensatoério de trés parametros proposto por Whitely
(1980) e Sympson (1977) é dado por

p
1
PX,L:10, i,biai:i 1_Z ’
( y | a C) C+( C)g1+exp(—Daki9jk+bik)

(3.6)

em que a;, ¢; € O sao definidos como em e b, = (bi,...,by;) representa a
dificuldade do item em questao associada a cada trago latente.

Diversos outros modelos compensatérios foram propostos (Reckase 1997), entre-
tanto tais modelos nao sao frequentemente utilizados por serem analiticamente compli-
cados, tornando a implementacao de métodos de estimacao dos parametros extrema-
mente dificil. Com o aumento do poder computacional e novos métodos de estimacao,
os modelos nao-compensatorios podem vir a obter alguma popularidade nas aplicacoes
da TRI (Bolt & Lall 2003).

Todos os modelos aqui descritos sao adequados para itens dicotomicos. Propostas
para itens politomicos também sao encontradas na literatura. Entre elas podemos citar
Adams, Wilson & Wang (1997), Ayreshi (1993) e Kelderman & Rijkes (1994).
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4

Estimacao dos Parametros

Os modelos da TRI envolvem um grande ntimero de parametros a serem estima-
dos, tanto referentrees a itens (denominados parametros estruturais), quanto referentes
aos tragos latentes dos individuos (parametros incidentais). Claramente, o nimero de
parametros referentes aos tragos latentes aumenta com o tamanho da amostra, carac-

terizando o problema descrito em Neyman & Scott (1948).
Bock & Aitkin (1981) sinalizam que esse fato gera estimadores de MV que nao

necessariamente apresentam as propriedades assintoticas como auséncia de viés, con-

sisténcia e eficiéncia mesmo em modelos mais simples como os modelos unidimensionais

da TRI (Baker & Kim 2004).

Como consequéncia, métodos que marginalizam a funcao de verossimilhanca com

respeito aos parametros incidentais ou métodos bayesianos sao mais utilizados na TRI.

Neste capitulo detalharemos o processo de estimacao dos parametros do modelo
(3.3) supondo ¢; = 0, i = 1,...,I. Para os parametros dos itens, serao descritos os
métodos de méxima verossimilhanga marginal (MVM) proposto por Bock et al. (1988)

e bayesiano por moda a posteriori (MAP).

Os tragos latentes serao estimados supondo os parametros dos itens conhecidos atra-
vés dos um métodos bayesiano de esperanca a posteriori (EAP) e Maxima Verossimi-

lhanca.

Adicionalmente, o método monte carlo via cadeias de Markov (MCMC) sera ado-
tado para a estimacgao conjunta dos parametros dos itens e tragos latentes, como pro-
posto por Patz & Junker (1999) no contexto da TRI.

33
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4.1 Identificabilidade dos Modelos

Assim como os modelos unidimensionais, os modelos multidimensionais da TRI nao

sao identificaveis. Nos modelos unidimensionais, tomando o, 3 € R, #0,7 € 1,--- | [
0" =ab+p (4.1)

* Q;

Q@

bf — b — a; 3

Q@

criava um problema de identificabilidade. A transformagao (4.1]) foi obtida modificando-

se a transformagao exposta em Andrade, Tavares & Valle (2000) para a probabilidade
de resposta correta ao item obtida fixando-se p = 1 nos modelos do capitulo [3]

Para os parametros de habilidade, discriminacao e dificuldade, respectivamente,
geram a mesma probabilidade de acerto ao item i. Analogamente, no modelo mul-
tidimensional tomando uma matriz inversivel A de dimensao (pxp) e um vetor B e
considerando que a combinagao linear entre tragos latentes e discriminacoes dos mode-
los e podem ser escritas como a'@, t indicando a transposta do vetor, temos

analogamente das transformacoes feitas em (4.1))

0" =A0+7 (4.2)
a; =a'A™!

b =b; — alA7'B.

Podemos observar que a;0* + b = a0 + b; fornecendo assim as mesmas probabili-
dades de acerto.

Para resolver esse problema, programas que realizam a estimacao por Maxima Ve-
rossimilhanca Marginal como o TESTFACT assumem que os tracos latentes seguem
uma distribuicao normal p-variada, com vetor de médias nulo e matriz de variancia-
covariancias idéntica a matriz identidade de ordem p.

Nao ¢ dificil observar que tal premissa resolve o problema de identificabilidade no
processo de estimacao, tendo em vista que uma transformacao linear A nos tracos laten-
tes mudariam a estrutura da matriz de variancias-covariancias enquanto uma translacao
na direcao de um vetor nao-nulo [ alteraria a média da varidvel transformada. Re-
forcando essa premissa, portanto, garantem-se estimativas tnicas dos parametros dos

itens.
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Contudo, a identificabilidade obtida por essa premissa adicional nao vem sem um
custo. Como destacado por Reckase em Linden & Hambleton (1996), tais premissas
podem aumentar a variancia e covariancia das estimativas dos parametros de discrimi-
nacao, resultando em erros maiores.

Da mesma maneira que a Analise Fatorial, entretanto, podemos tirar vantagem da
invariancia do modelo por rotacoes dos eixos de tracos latentes. Apds o processo de
estimacgao, podemos da mesma maneira executar rotacoes como o Varimax para obter

interpretacoes melhores dos parametros dos itens.

4.2 Estimacao dos Parametros dos Itens

4.2.1 Método da Maxima Verossimilhanca Marginal

Denotando por j = 1,...,n os individuos que respondem aos itens i = 1,...,1, 8;,
o vetor dos tragos latentes do j-ésimo individuo, x;; = 0 ou 1, a resposta do j-ésimo
individuo ao i-ésimo item, x; = (xy;,...,27;) e P;(0) como definido em (3.3) para

c;=0,1=1,--- 1, podemos escrever a fungao de verossimilhanca como

I

L;(0) = P(X; = z;|0;,a;,bi) = | [ [P(6,)]™ [L - Pi(6,)]' ™. (4.3)
i=1

Considerando, g(-) a densidade de probabilidade da normal p-variada padrao su-

posta para 6; como mencionada no capitulo 2} a funcao de verossimilhanca ¢

PO —wlant) = [ [ TR - RO 00

= /Lj(H)g(O)dO = P, (4.4)

Calcularemos a integral utilizando o método de quadratura gaussiana, no qual uti-

lizamos a seguinte aproximacao

14

Q Q
=D ) L(K)A(K,) . A(K,,) (4.5)

de modo que temos () pontos de quadratura K = (K, - - , Kgi) em cada dimensao de
tragos latentes k = 1,--- | p, cada um com um peso A(-). Essa aproximagcao consiste de
um agrupamento das amostras em torno de certos niveis de tragos latentes, o que nos
induz a escrever a fungao verossimilhanca por uma distribuicao multinomial, reduzindo

o tempo de processamento computacional.



36 Capitulo 4 — Estimagao dos Parametros

Seja r; a frequéncia do padrao de resposta x;, para cada um dos s < min {27, n
) )
padroes de resposta possiveis. Temos que a funcao verossimilhanca pode ser escrita
como:
n! -~ ~
L=——""—P". .. P". (4.6)
rl .oyl
A derivada da funcao log-verossimilhanca com respeito a um parametro de item

(discriminagao com rela¢do a um trago latente ou dificuldade do item ), v;, é dada por

dlog(L) ‘. r, [OP
avi B z_: Fl (81}1 )
s 7 ( LZ(Q) .@ [R(e)]xu [1 _ PZ-(O)]l_x“
0 [Pz(eﬂxh []. - Pi<0)]1_xli 81}1»

. - n Ih'—Pz‘(e) api(e)
_ Zg[,(g(e)u_a(e)])Ll(e) o g(0)d6. (4.7)

Definindo
_ L;(0
R = Tz$u~1( ) (4.8)
= b
(§]
* L (0
n=S"" f( ), (4.9)

temos que a derivada da log-verossimilhanga pode ser re-escrita como

dlog(L) :/ R, — nPi(0) api(a)g(g)dg’ (4.10)

ov; P(0)[1— Pi(6)] 0

ou utilizando-se aproximacao para quadratura gaussiana,

010g(L) = <& Rigiog, — gr.q, Pi(K) [OP(K
aig %qzlqzl R-(K)[l—R-(K()] )[ ag;i >A(Kq1)...A(qu) C(411)

As equagoes definidas em e representam a frequéncia esperada de acertos
do item ¢ e o nimero esperado de individuos com niveis dos tracos latentes iguais a K
caracterizando o passo E do algoritmo EM usado na obtencao das estimativas. O passo
M ¢ apresentado na equacao (4.10)) ou na sua aproximacgao , que é maximizada
utilizando o método de aceleragao do algoritmo EM de Varadhan & Roland (2008)
implementado em R no pacote BB (Varadhan & Gilbert 2009). O programa em R com

tal metodologia implementada encontra-se no Apéndice [C]
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4.2.2 Método Bayesiano da Moda a Posteriori

No método da Méaxima Verossimilhanca Marginal supomos uma distribuicao de
probabilidade para o vetor de tragos latentes 6, g(6), como uma premissa razoavel e
necessaria para garantir boas propriedades dos estimadores dos parametros associados
aos itens e para tornar a metodologia de estimacao aplicavel na préatica. Em uma
abordagem bayesiana, assumimos uma distribuicao de probabilidade a priori para todos
os parametros do modelo, assim obtendo do Teorema de Bayes a chamada distribuicao

de probabilidade a posteriori.
7(a,b,6]X,n,7) x L(a,b, c,0|X)r(a,b,0ln,T), (4.12)

de maneira que @ = (ay,---,as) sdo os vetores de discriminagdo a; = (a1, - ,a,)
de cada trago latente para cada item ¢ = 1,--- I, b = (by,--- ,b;) é o vetor de
dificuldades para cada item da prova, @ = (64, --- ,0,) sdo os vetores de tragos latentes
0; = (61,---,0,) associados a cada j = 1,--- ,n individuo da populacao avaliada e X
é a matriz de respostas dos NN individuos aos [ itens com funcao de verossimilhanca
L(.) como definida em [4.3 m(.) a distribui¢ao de probabilidade a priori assumida para
os parametros e dependente dos hiperparametros 7 para os tracos latentes e ) para os
parametros dos itens.

Assim como no MVM da subsec¢ao anterior, marginalizamos a distribuicao SO-
bre os valores do vetor de tragos latentes @ e sobre os hiperparametros das distribuicoes
dos parametros dos itens, assumidos com distribuigao g(n,) e g(n,) para os hiperpa-
rametros da discriminagao e dificuldade, respectivamente, obtendo a distribuicao de
probabilidade

@) [ (| [ 1@ b0 X)w(60m)a] wlalna)r(bln) ) stn.)otm)inain,
v (4.13)
onde 7(.) no lado direito da equagao s@o as distribuigoes a priori dos parametros,
assumidas independentes entre si (Baker & Kim 2004).
Tomando a funcao de verossimilhanca de um padrao de respostas ¢,, s=1,---,5
como definida em , podemos escrever o logaritmo da distribuicao a posteriori

condicionada ao vetor de respostas &, como

log (m(a, blz,)) = P, + log(w(a)) + log (x(b)) . (4.14)

Repetindo a modelagem multinomial da fungao verossimilhanca feita em (4.6]), ana-
logamente observa-se que adotando as premissas usuais de independéncia entre para-

metros dos itens, itens e individuos, obtemos a expressao para a derivada do logaritmo
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da distribuicao a posteriori com relagao a um parametro de item v;, ¢ = 1,--- , I pela
soma da Equacao (4.14) para todos os padroes de resposta observados, obtendo

dlog (w(a,b|X))  dlog(L) _ dlog(r(v,))
= 4 ’
(%i 8Ui avi
7(v;) é a distribuigao a priori do parametro do item em questao, L é como definido
em (4.6]) e a derivada da log-verossimilhanga é como definida em (4.10]), de maneira que

podemos realizar a otimizagao utilizando o algoritmo EM de maneira completamente

(4.15)

analoga, apenas levando em consideragao as componentes extras devidas as distribui-

¢oes a priori.

4.3 Estimacao dos Tracos Latentes

Supondo conhecidos os parametros dos itens, a estimagao do vetor de tragos latentes

pode ser feita resolvendo as equagoes de verossililhanca para k=1,--- ,p

0l (0s]a, b, X)

90, =0

[ (0;]a,b, X) é a funcado log-verossimilhanca do s—ésimo padrao de resposta observado,
s =1,---,5 condicionada a matriz de respostas observadas X e aos parametros dos
itens @ = (a1, ,ar) e b= (by,---,br) obtida tomando-se o logaritmo da funcao de
verossimilhanca .

Porém, a estimacao dos tragos latentes por maxima verossimilhancga envolve a reso-
lugao de pS equagoes nao lineares, ou a maximizacao de S func¢oes de verossimilhanca,
o que pode ser extremamente custoso.

Uma alternativa é a estimacdo bayesiana pela por esperanca a posteriori (EAP)
utilizada por exemplo no programa de Lee& Terry (2005). Aproveitando os nés de
quadratura da estimagao por maxima verossimilhanca marginal e a premissa de nor-
malidade multivariada do vetor de tracos latentes, estima-se a k—ésima componente
do vetor de tragos latentes, @ = (6, ---, 0, - - ,6,) pelo valor esperado da distribuicao

a posteriori do vetor de tracos latentes

6. — Je QkLsg)g(G)dﬁ” (4.16)

dado que ﬁs é a probabilidade marginal do s—ésimo padrao de resposta definida

em (4.4)) ou em sua aproximacao por quadratura de Gauss-Hermite

2 mei Kok Ls (K m) A(K ')
Py

eks ~

, (4.17)
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para a qual usamos as aproximacoes definidas em para o conjunto dos pontos de
quadratura p— dimensionais K.

A estimacao por EAP tem a vantagem de envolver apenas o calculo de somas para
aproximar as integrais ao invés dos sistemas nao-lineares e otimizagoes do método de
maxima verossimilhanga e a garantia de atender sempre ao principio da verossimilhanga
por se tratar de um procedimento bayesiano.

Contudo, em ambas as estimagoes, escores perfeitos (i.e. padroes de resposta con-
sistindo apenas de acertos) ou nulos (apenas erros) devem ser retirados do processo
de estimacao, tendo em vista que as estimativas dos tracos latentes associados a tais

padroes de resposta tendem a 400 ou —oo respectivamente.

4.4 Estimacao Conjunta: MCMC

O método de simulagago MCMC consiste na definicao de uma cadeia de Markov
estacionaria com estados representados por M; = (C(t), H(t)>, parat=1,2,--- e (W =
(a,b), O definidos como em (3.3).

Definido um espago de estados, especifica-se uma probabilidade de transicao entre
estados, uma funcao distribuicao de probabilidade definindo a probabilidade do t-ésimo

passo no processo pertencer a uma regiao A; do espago paramétrico:
P((¢9,01) € A", 0070) = M, ). (4.18)

A fungao densidade de probabilidade p(M;|M,;_;) obtida diferenciando é de-
nominada nicleo de transicao da cadeia.

Em posse dessa funcao, é possivel obter funcoes de densidade de probabilidade para
os valores do espago paramétrico em um determinado passo t (M;) em funcao da dis-

tribuicao do estado anterior por uma aplicacao das equagoes de Chapman-Kolmogorov

() = /Cgp(.|s)7r(t_1)(s)ds. (4.19)

Se a cadeia definida pelo espaco de estados e probabilidades de transicao atendem
a algumas condicoes de regularidade (Robert & Casella 1999), a distribuicao de M; ird
convergir para a distribuicao estacionéria da cadeia.

Para obterem-se estimativas dos parametros de interesse, construimos ntcleos de
transicao que convenientemente produzam cadeias tendo a distribuicao a posteriori de
interesse como sua distribuicao estacionaria. Assim, a partir de um certo momento
t* , os elementos M; podem ser considerados amostras aleatérias da distribuicao a

posterior: em questao.
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O valor de t* é escolhido a partir da convergéncia da cadeia. As observagoes geradas
antes da iteracao t*, ou seja, antes da convergéncia sao descartadas e esse periodo ¢é
denominado "burn in”. As demais observagoes sao usadas para realizar inferéncias e
obter estimativas dos parametros de interesse. Diferentes métodos para determinar o
nimero de iteragoes a serem descartadas e a convergencia da cadeia sao propostos na
literatura e serao discutidos posteriormente nesse capitulo.

Para obter amostras dos parametros, utilizamos o método do Amostrador de Gibbs
(Geman & Geman 1984) que obtém amostras da distribuigao estaciondria da cadeia

utilizando o procedimento iterativo:
1. Simulacdo de um valor inicial para a cadeia (a(, b, 0(0))

2. Simulacao da observacao a amostra Qﬁ) da distribuicao condicional completa
7(0]a®, b 0 obtida a partir da distribuicdo estacionaria 7(.) para todo j, k
emj=1--- Nek=1---p.

3. Simulacao de bgl) da distribuicio 7 (b|a’, b°, 9(1)) paratodoi=1,---,1

4. Simulacao de al(.,? da distribuicdo 7(ala®, b, 0(1)) paratodoi=1,--- I, k =

1, ,p
5. Utilizando o ponto (a¥, b(l), 9(1)) no passo 1, repita o procedimento.

Entretanto, obter as distribuicoes condicionais de cada parametro nao é uma tarefa
trivial, e frequentemente tais distribui¢oes nao tem forma analitica fechada (como no
caso do modelo do modelo logistico). Para isso, utilizamos o algoritmo de Metropolis-
Hastings nos passos 2 a 4 do amostrador de Gibbs para obter amostras das distribuigoes
desejadas.

O algoritmo de Metrépolis-Hastings consiste em tomar um ntcleo de transicao mais
conveniente q(a(o), b(o),B(O),a(l), b(l),B(l)) , gerar uma observacao dessa distribuicao
(a*,b",0") e calcular a probabilidade de aceitagdo do valor gerado como o préximo

passo da cadeia, dada por

9 B® 0N A(ar b 0* a©® pO 9O
a(a<0),b(O),0<0),a(*>,b(*>,9<*)):min{ m(a™, ™, 6%)q(a*,b",6",a”, b, 6" | }

m(a©®, b, 9©)g(a®, b 9O a b M)
(4.20)
Um valor aleatério U de uma distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1) é gerado e,
se U < a, o valor da observagao ¢é atualizado como (a*, b*, 0%).
Existem modificagoes do algoritmo de Metrépolis-Hastings focando na escolha da
distribuicdo ¢(.) e na obtencdo de boas propriedades da cadeia como mizing, onde

os valores amostrados preenchem o conjunto dos valores que podem assumir e menor
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tempo computacional por obter maiores probabilidades de aceitacao. Tais métodos
estao expostos e detalhadamente discutidos em Robert & Casella (1999).

Um problema da estimacao por MCMC é a alta correlacao entre as observagoes,
obrigando a adogao de modificagoes nos algoritmos de amostragem como a amostragem
em blocos de certos conjuntos de parametros, como o vetor de discriminagoes e de tracos
latentes. Ambos os problemas sao tratados em Patz & Junker (1999).

Existem ainda algumas questoes envolvendo a qualidade das estimativas obtidas pe-
los métodos MCMC e propriedades desejaveis da cadeia de Markov, as quais discutimos

na se¢ao seguinte.

4.4.1 Diagnéstico de Convergéncia do Método MCMC

As amostras desejaveis para as estimativas sao obtidas da distribuicao estacionaria
(?7), que construimos de maneira que seja a distribuicdo a posteriori . Con-
tudo, a distribuicao estacionaria é obtida apds um ntmero suficientemente grande de
iteragoes da cadeia (esse periodo de iteragoes, nos quais a cadeia converge a distri-
buicao estaciondria é denominado burn-in), as quais devemos descartar no calculo dos
estimadores pontuais dos parametros.

Existem diversas maneiras de verificar a convergéncia. Abordaremos nessa secao
os critérios de Geweke (1992) e Gelman-Rubin (Gelman & Rubin 1992) que permitem
inferir convergéncia baseados apenas nas amostras. A determinagao do periodo de burn-
in e do intervalo entre iteragoes que minimize a autocorrelacao ¢ feita pelo critério de
Raftery-Lewis (Raftery & Lewis 1995).

Simplificaremos a notacao ao longo dos seguintes paragrafos utilizando (; para de-
notar uma amostra de um parametro do modelo obtida de algum dos métodos do tipo
MCMC discutidos anteriormente.

O critério de Raftery-Lewis se baseia no processo de estimacao de um quantil fixado
g = P(n(¢;) < u) da distribuicdo a posteriori com um erro r e probabilidade de

cobertura s. Constroi-se a sequéncia de varidaveis aleatérias

0 c.c.

7, = { LoseG=u (4.21)

sobre as quais obtém sub-sequéncias, para k > 1

z" = Z14(t-1)ks (4.22)

que nada mais s@o do que valores da sequéncia (4.21]) espagados de k valores.
Raftery e Lewis entao assumem que a autocorrelagao entre valores de (4.22) de-

cresce na medida que k aumenta e que para valores suficientemente grandes de k, a
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sequencia se comporta como uma cadeia de Markov. Assim, essas varidveis aleatérias
sao ajustadas como sendo advindas de uma cadeia de Markov de primeira ordem (o
proximo valor da sequéncia depende apenas do valor anterior), de uma cadeia de Mar-
kov de segunda ordem (o valor seguinte é determinado pelos tltimos dois valores), e
o modelo é escolhido utilizando algum método de selecao de modelos. O salto k entre
variaveis é entao determinado como sendo o menor k em (4.22) para o qual o modelo
de primeira ordem ¢é escolhido.

O periodo de burn-in é entao determinado pelo nimero de iteragoes necessarias
para que se obtenham valores suficientemente proximos da distribuicao estacionéaria da
cadeia de Markov construida, mais simples de obter. Tal ntimero, contudo, costuma
ser excessivamente pequeno, sendo utilizada frequentemente na literatura uma regra
pratica de descartar o primeiro 1% das iteracoes como burn-in. O método de Raftery-
Lewis esta implementado no pacote coda do software estatistico R o qual assume como
padrao o quantil ¢ = 0.025, um erro de r = 0.125 e s = 0.95 de probabilidade de
cobertura.

Um outro critério para verificar a convergéncia da cadeia baseado nas amostras
é o de Geweke (Geweke 1992). Tomam-se partes da cadeia,n, e n,, frequentemente
os primeiros 10% das iteracoes apds o burn-in m e os ultimos 50% das iteracoes e

calculam-se as médias ergddicas para cada parametro amostrado ¢

m—+ng
(o = DG (4.23)
_ ];*"r”b
gb = Z g’i?
i=N*—ny
para as quais calculamos o valor
o= Sa =G (4.24)

\% 8(1 - /o-\b’

04, 0p S0 as variancias amostrais calculadas para os n, e n; elementos da amostra.

O valor z¢ tende em distribuigao para uma distribui¢cao normal padrao, cujos valores
utilizamos para avaliar a significancia de zg. Frequentemente, supoe-se convergeéncia
da cadeia para valores de zg entre —1.96 e 1.96.

Tanto o critério de Geweke quanto o de Raftery-Lewis tentam observar a convergeéen-
cia para a distribuigao estacionéria (e portanto, a procedéncia das amostras utilizadas
na estimagao dos parametros) baseados em amostras advindas de uma tnica cadeia.
O critério de Gelman-Rubin (Gelman & Rubin 1992) sup6e que apds a convergéncia

para a distribuicao de intresse, as amostras obtidas em cadeias diferentes nao devem
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ter diferenca significativa, e propoe um indice que permite observar a diferenca baseado

em uma analise da variancia.

Suponha que obtemos amostras para um parametro ¢ do modelo simulando C' ca-

deias de Markov, resultando em C sequéncias de amostras {C(C)}tzl Lyoc=1- C.
A variancia entre cadeias é calculada por
c
C —(¢) )2
B= ( . ) , 4.25

_(C) 7 1 . - ’ 7.
¢ ¢ amédia amostral dos elementos da cadeia ¢, e ( ¢ a média amostral de todos
os valores amostrados.

Calcula-se também a variancia entre as amostras de cada cadeia por

1 c t=1 . (N 2
W:mZZ(Q)—Q()> . (4.26)

c=1 N*

Entao, estima-se a variancia do parametro ¢ por

1 1
5 = (1 = N*> W+ 5B (4.27)

Se as cadeias tiverem convergido, as equagoes (4.25)), (4.26]) e (4.27) serao bons

estimadores para a variancia de (. Entretanto, se isso nao ocorre, (4.27)) tenderd a
superestimar o valor da variancia, enquanto (4.26) o subestimard. Gelman e Rubin

utilizam o valor

R=1/2 (4.28)

que é sempre maior do que 1, mas que tende a 1 na medida que N* — co. Avalia-se
entao a convergéncia das cadeias pela proximidade de (4.28)) a 1, sendo sugerido pelos

autores valores abaixo de 1.2 como sugestivos de convergéencia.

4.5 Adequacao do Modelo

Diversas modificagoes da estatistica qui-quadrado sao utilizadas para verificar o
ajuste do modelo aos dados e sua dimensionalidade. Bock et al. (1988) utilizam a

estatistica

s
G? = 2277 log (T—1~> : (4.29)
= NFP
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soma essa efetuada sobre os S padroes de resposta observados utilizando o niimero de
cada padrao de resposta r; e a probabilidade marginal }le de ocorréncia do [—ésimo
padrao de resposta.

Tal estatistica tem distribuicdo qui-quadrado com 29 — Q(p + 1) + @ graus
de liberdade e testa o ajuste do modelo contra a hipétese nula de que um modelo
multinomial com probabilidades iguais para todos os itens ajusta melhor os dados.

Contudo, como destacado em Bock et al. (1988) o célculo dessa estatistica requer
um numero de individuos maior que os 29 padroes de resposta possiveis para valores
confidveis.

Bock & Schilling (2005) utilizam a estatistica

S
—21 =23 rlog (ﬁ(a:s\a, 13)) (4.30)
s=1

testar a dimensionalidade do modelo utilizando os valores obtidos por MVM a e b
. Fazendo a diferenca entre as para dois modelos com p e p 4+ 1 dimensoes do vetor de
tracos latentes obtém-se uma estatistica para testar a hipétese de que um modelo com
p tracos latentes ajusta bem os dados, contra a alternativa de que p+ 1 tracos latentes
sao necessarios. Bock & Schilling (2005) sugere que ajustes sucessivos sejam realizados
aumentando-se a dimensao até que a hipétese nula seja aceita.

Kang & Cohen (2007) discutem outras estatisticas para a determinagao da dimen-

sionalidade do modelo, como o Akaike Information Criterion(AIC)

AIC v 10ge10 = —21 + 2, (4.31)

—2[ é como definida em (4.30]) e n é o nimero de parametros do modelo, e o Bayesian
Information Criterion(BIC) definido por

BIOModelo = _25—1— nlog(N), (432>

sendo N o nimero de individuos na amostra. Em ambos os critérios, o modelo com o
menor indice é selecionado como mais adequado.

Contudo, todas as estatisticas até agora definidas dependem de valores para a fun-
¢ao de verossimilhanca da amostra obtidos na convergéncia do algoritimo EM, o que
nem sempre ocorre tendo em vista que frequentemente interrompe-se o processo itera-
tivo quando observam-se mudancas pequenas o suficiente nos valores dos parametros,
0 que nao necessariamente implica em mudancas insignificantes no valor da funcao

verossimilhanca.
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Kang & Cohen (2007) também ressaltam que os valores de AIC' e BIC nem sempre
selecionam o mesmo modelo, sendo o BIC' mais inclinado a escolher modelos com menos
parametros, mesmo erroneamente.

A premissa de independéncia local é verificada verificando-se a matriz de covarian-
cias entre os itens (Linden & Hambleton 1996)

Yo (@i — Pi(6;)) (w; — Pi(6;))
N

de maneira que residuos grandes indicam dependéncia entre os itens.

Cik=1,,0Q (4.33)

Cov; ), =

Uma vantagem da TRI é a de que itens podem ser estimados e avaliados separada-
mente, dessa maneira, podemos avaliar o ajuste dos diversos itens ao modelo proposto.
A maneira tradicionalmente feita para modelos unidimensionais é a estimacao dos
parametros dos itens e dos tragos latentes, obtendo a curva caracteristica do item (CCI)
e compara-la com as proporcoes de acerto ao item para cada agrupamento de valores

proximos do trago latente.

1.0

—+—|RF
——EMF

04 4

0z 4

Prob. of Positive Response

pog+—T 77T T T 7T T 7T 7T T
-3.0 =20 =10 oo 1.0 2.0 3.0

That=

Figura 4.1: Ajuste Grafico pela CCI: os pontos em azul representam os valores

estimados, enquanto os valores em rosa representam os valores observados. Fonte: IRT
Lab, University of Illinois-Urbana

Contudo, os modelos multidimensionais formam superficies que nao podem ser ava-
liadas graficamente, sendo necessaria uma verificacao analitica do ajuste.
O programa BILOG, apds estimar os parametros dos itens, estimativas dos tragos

latentes sao computadas e classificadas em ¢ = 1,--- , C categorias e a estatistica

C

QCil oo (b ) + e potos (e - pe) | s
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¢ calculada para cada item tomando-se p. a proporcao de acertos na categoria c,
o numero de respondentes na categoria, N, e a probabilidade de resposta ao item
considerando-se o nivel dos tragos latentes 8. em torno do qual a categoria foi feita.
A estatistica tem uma distribuicao qui-quadrado com C graus de liberdade
(Embretson & Reise 2000).
Como descrito em Masters & Wright (1996), podemos avaliar o ajuste dos individuos
e dos itens utilizando residuos padronizados. Para cada resposta X,;, s = 1,--- .5,
i = 1,---,Q no s-ésimo padrao de resposta ao i-ésimo item, o valor esperado da
resposta é
E[X,] = P(6,), (4.35)

simplesmente a probabilidade de acerto ao item, pois a variavel aleatéria segue uma

distribuicao Bernoulli. Analogamente, temos a variancia da variavel aleatéria Xg;

com os quais calculamos o residuo padronizado
Xsi - E [st]

X (4.37)

Zsi =

Definem-se entao estatisticas baseadas na média desses residuos para avaliar o ajuste
de determinado item fazendo-se a média sobre o niimero de padroes de resposta obser-
vados ou sobre o numero de itens. Ou seja, denotando-se por €, o ajuste do s-ésimo

individuo ao modelo e €; o ajuste do i-ésimo item, fazemos

I
[
Nt

s=1
)
Zsi
€s = —_—
25

=1

que utilizamos para verificar o ajuste de cada item ou de cada individuo ao modelo
ajustado. Estudos recentes, contudo, apontam uma correlagao positiva entre o valor
das estatisticas e o valor dos parametros de discriminacao dos itens (Sinharay &
Lu 2008), tornando quaisquer conclusdes advindas desses residuos menos confidvel.

Béguin & Glas (2001) avaliam a performance dos modelos ajustados pelo MVM

utilizando a frequéncia esperada de um escore r =0, - - - , I dada pela equacao

fry=N>_ / L.(0)g(6)de, (4.39)
Ts|r Rp
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xs|r é o conjunto dos padroes de resposta que resultam em um escore r e L é
definida como em (4.3)).

Orlando & Thissen (2000) estudam uma estatistica qui-quadrado para avaliar o im-
pacto no ajuste do modelo de uma eventual falta de monotonicidade (i.e. um aumento
no valor de um traco latente implica em um aumento na probabilidade de resposta
correta ao item) e da falta de um parametro de acerto casual no modelo, estatistica
essa generalizada para modelos multidimensionais por Zhang & Stone (2008).

Para cada escore K =0, , Q, define-se

Se=>_ L), (4.40)

s|K=k

a verossimilhanca do k—ésimo escore como a soma de todos os padroes de resposta
que resultam no escore kK = 0,--- ;). Para testes com um nimero razoavel de itens
(o BDI por exemplo apresenta mais de 2 milhdes de padroes de resposta possiveis)
tal calculo é invidvel, sendo utilizado um algoritmo iterativo proposto em Orlando &
Thissen (2000) e implementado em R disponivel no Apéndice.

Denotando entao por S, " a verossimilhanca do escore k excluindo-se o item i do
teste, calcula-se a proporcao esperada de respostas corretas ao item i entre os individuos

de escore k£ como

_ pr PiSk_—il(e)g(e)de
Jer Sk(0)9(0)d0
Integral essa que, como as outras integrais utilizadas nesse trabalho, sao calculadas

Ey (4.41)

utilizando quadratura de Gauss-Hermite com 7 pontos em cada dimensao do vetor
de tracgos latentes. Sendo O;. a frequéncia observada de acertos ao item 7 entre os

individuos de escore k, calcula-se a estatistica

Q-1
No(Os — Ey)?
2 k ik ik
—x‘ = 4.42
s —X ,;Eik(l—Ei)’ (4.42)

que sob a hipétese nula de que a proporcao observada é proxima da predita pelo
modelo tem distribuicao qui-quadrado com Q — m + 1 graus de liberdade, m = p + 1
o numero de parametros do item do modelo para o modelo multidimensional de dois
parametros.

Como observado por Zhang & Stone (2008), a estatistica pode ser usada
para verificar violacoes nas premissas de monotonicidade e de auséncia de acerto ca-
sual, sendo mais eficiente na discriminacao da primeira, com a maior complexidade
computacional em seu cédlculo compensada pela auséncia de correlacao entre os valores

da estatistica e parametros do modelo (Sinharay & Lu 2008).



48 Capitulo 4 — Estimagao dos Parametros

Todas as estatisticas discutidas até o presente ponto verificam o ajuste do modelo
segundo um ponto de vista frequentista, desenvolvendo uma estatistica de teste T'(X)
que permita observar se os dados apresentam o comportamento previsto pelo modelo.

Ajustando o modelo por métodos bayesianos como os discutidos anteriormente,
temos também maneira de verificar o ajuste dos modelos empregados na sua capacidade
de prever caracteristicas do conjunto de dados e obter indices que permitam escolher
modelos.

Checagens preditivas da posteriori (Gelman, Carlin & Rubin 2004) permitem ge-
neralizar o contexto de p-valor para dados ajustados segundo métodos bayesianos.
Escolhendo uma estatistica de teste T'(X) simulam-se R replicagoes do conjunto de
dados X, utilizando-se as R amostras obtidas pelo método MCMC e calcula-se um

sumario da estatistica de teste, quantis e o p-valor bayesiano pela aproximacao

R
p — valor ~ % > HT(X, > T(X))). (4.43)

I(.) é a fungao indicadora, tendo como valor 1 se a condicao explicitada em seu ar-
gumento ocorre ou 0 caso contrario. O p-valor indica irregularidades com a propriedade
avaliada do modelo quando apresenta valores extremos, préoximos de 0 ou 1.

Béguin & Glas (2001) por exemplo utiliza checagens preditivas da distribuigao de
escores preditos pelo modelo para verificar o ajuste geral do modelo aos dados, e calcula

o p-valor utilizando como estatistica de teste

Q@ (r) (r) 2
(N, — f7(F))
TX,) = E , 4.44
k=0
de maneira que N k(f) é a frequencia observada do escore k = 0,--- , () na repeticao

r=1,---,Re f(k) é a frequencia esperada calculada em (4.39) utilizando-se os
parametros amostrados na r— ésima iteracao do amostrador utilizado. Tal método foi
utilizado no conjunto de dados reais para o qual ajustamos os modelos no Capitulo 5.

Um indice que pode ser utilizado na escolha dos modelos utilizando as amostras
obtidas por MCMC é o DIC (Gelman et al. 2004), calculado por

DIC = D + p(8,¢), (4.45)

de maneira que D é a esperanca da deviance, calculada para cada amostra por D o
—2log(L(X,)|0",¢™), r = 1,--- R e p(@,¢) é uma penalidade pelo nimero de
parametros, definida por p(@,¢) = D — ZA?, D sendo a deviance calculada utilizando a

esperanca dos parametros do modelo.
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Analogamente ao BIC e ao AIC expostos anteriormente, o modelo com o menor DIC
é escolhido como o modelo que melhor se ajusta ao conjunto de dados. A vantagem do
DIC com relacao aos outros critérios expostos é que o DIC nao depende dos valores dos
estimadores de maxima verossimilhanca e as esperancas sao bem aproximadas pelas

médias amostrais dos valores obtidos no método MCMC.






Capitulo

5

Simulacao

Apés a implementagao dos métodos expostos no Capitulo [d], conduzimos simulagoes

com o intuito de estudar e comparar as propriedades dos estimadores propostos.

5.1 Simulacao 1

Simulamos uma amostra de n = 1000 valores da distribuicao normal bivariada,
com vetor de médias nulo e matriz de variancias igual a identidade. Valores para os
parametros de I = 10 itens foram fixados conforme na Tabela (coluna 'Real’),
de maneira a obter 10 pontos igualmente espagados para valores do parametro de
dificuldade entre —3 e 3 e parametros de discriminagao entre 0.5 e 2.5, contemplando
itens muito ou pouco discriminativos em ambas as dimensdes e em dificuldades tanto

altas quanto baixas.

Utilizamos o modelo logistico mulditimensional de dois parametros ((3.3) com ¢; =

0,i=1,---,10) e p = 2 para gerar as respostas dicotomicas (X;;).

Os parametros do modelo foram estimados utilizando o método de MVM imple-
mentado em R assumindo o modelo logistico , o programa TESTFACT assumindo
o modelo de ogiva normal utilizando o MVM exposto em Bock et al. (1988) e
o método MCMC implementado no WinBUGS com o modelo logistico, assumindo as
distribuicoes a priori para os parametros de acordo com o sugerido por Patz & Junker
(1999)

ol
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aix ~ log —mnormal(1,0.5) (5.1)
6; ~ Ny(0,1),

para i = 1,---,10, k = 1,---,2 e 5 = 1,---,1000. A notacdo N(.) denota a
distribui¢ao normal p—variada, I, denota a matriz identidade de ordem p e 0 denota o
vetor com p componentes nulas.

As estimativas obtidas para os parametros dos itens encontram-se na tabela[5.1] nas
respectivas colunas e representados graficamente na figura [5.1]

Os valores o)onme correspondem aos erros padrao do estimador, obtido pela raiz
quadrada da variancia das observacoes amostradas por Monte Carlo. O parametro
O0mv M Por sua vez € obtido tomando a raiz quadrada dos elementos da diagonal prin-

cipal do inverso da matriz de informagao de Fisher de coeficientes (Li & Lissitz 2000)

oo [ (e

em que (g, k = 1,---,p+ 1 é um parametro do item ¢, i = 1,--- , I e k, j =

1,---,p+ 1. O TESTFACT nao tem em sua saida os erros padrao dos estimadores.

Para a estimacao por MCMC, simulamos duas cadeias de tamanho 300.000 e o
método de diagnostico de Raftery-Lewis (Raftery & Lewis 1995) para definir os periodos
de burn-in e intervalo entre iteracoes da cadeia.

Escolhemos descartar as primeiras 3.000 iteragoes, seguindo a tendéncia na lite-
ratura de descartar 1% das iteracoes, bem acima dos 500 indicados por Raftery-Lewis.
O salto sugerindo pelo critério foi de 40 a 50 iteracoes para a maioria dos parametros.
Escolhemos 50 como o salto visando minimizar a autocorrelacao e obtendo amostras
de tamanho efetivo entre 4.000 e 6.000, para os parametros de discriminacao e entre 4
e 10 mil, para os parametros de dificuldade.

Verificamos a convergéncia da cadeia utilizando os métodos de diagnéstico de Geweke
(Geweke 1992), que retornou convergeéncia a 95% de confianga para todos os parame-
tros menos um, e o critério de Gelman-Rubin (Gelman & Rubin 1992) com um valor
proximo de 1 para todos os parametros, indicando convergéncia da cadeia.

Pode-se também verificar graficamente que as duas cadeias apresentaram-se proxi-
mas e houve convergéncia para o mesmo valor pelos histoéricos e densidades, ilustrados
na figura [5.2 para o Item 1.

Observamos dessa maneira que ambos os métodos apresentam uma boa recuperacao

dos parametros do modelo, tendo precisoes comparaveis em termos dos erros padrao e
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Tabela 5.1: Estimativas dos parametros dos itens utilizando o MVM, o programa
TESTFACT (TF), o Amostrador de Gibbs (MCMC) e respectivos erros padrao () ,
parametros de discriminagao (ay, aq) e dificuldade (b).

Item ai

Real MVM &MV]\/[ TF MCMC (AfMCMC
1 0,500 0.363 0,115 0.692 0,661 0,347
2 0,722 0.229 0,109 1.031 0,553 0,387
3 0,944 0978 0,110 1.032 1,184 0,266
4 1,167 1.086 0,102 1.235 1,253 0,205
3 1,389  1.246 0,102 1.316 1,405 0,176
6 1,611 1.568 0,118 1.487 1,742 0,215
7 1,833 2.082 0,146 1.833 2,256 0,217
8 2,066 2273 0,161 1.939 2419 0,219
9 2,278 2.015 0,148 2215 2,126 0,190
10 2,500 3.639 0,313 2.076 2,995 0,185
Item ao

Real MVM &MVM TF MCMC &MCMC
1 2,500 2.794 0,218 1.663 2,662 0,202
2 2,278 2.870 0,206 2.558 2,796 0,191
3 2,066 2276 0,158 1.931 2,293 0,208
4 1,833 1814 0,126 1.707 1,790 0,179
) 1,611 1546 0,112 1.122 1,512 0,175
6 1,389 1.762 0,125 0.846 1,710 0,205
7 1,167 1497 0,122 0.640 1,420 0,254
8 0,944 1.272 0,121 0.253 1,173 0,285
9 0,722 1.007 0,111 0.391 0,919 0,246
10 0,500 0.490 0,128 0.128 0,482 0,438
[tem b

Real MVM &MVM TF MCMC &MCMC
1 -3,000 -3.095 0,211 -2.643 -2964 0,28
2 -2,333 -2.701 0,185 -3.055 -2,606 0,28
3 -1,667 -1.803 0,127 -2.203 -1,825 0,172
4 -1,000 -0.903 0,093 -1.209 -0,916 0,118
5 -0,333  -0.297 0,082 -0.530 -0,312 0,105
6 0,333 0.346 0,087 0.190 0,323 0,116
7 1,000 1.237 0,108 0.975 1,210 0,146
8 1,667 1909 0,133 1.616 1,872 0,184
9 2,333 2.028 0,133 2.618 1,996 0,172
10 3,000 3.877 0,307 2927 3,188 0,352
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Figura 5.1: Valores absolutos da diferenca entre os valores reais e os ajustados pelos
métodos MVM e MCMC, os pontos representam os parametros de discriminacao,
enquanto os triangulos representam os parametros de dificuldade

das diferencas absolutas com relagao aos parametros reais, sendo entao recomendavel a
estimacao por MVM para o modelo em questao, tendo em vista a diferenca em tempos
computacionais (menos de 2 minutos para o MVM e algumas horas para o método
MCMC).

Avaliamos entao o MVM com relagao a existéncia de viés nas estimativas em apli-

tude do erro quadratico médio em diversas configuragoes de amostra na se¢ao seguinte.



5.2 Simulagao 2 55

Historico de a[1,1] Densidade de a[1,1]
o ™
b - _|
o | il
2] o
] =0
N —
w ] = ]
— = T I I I I I I
0 50000 150000 250000 15 20 25 30 35 40 45
fterationz M = 5541 Bandwidth = 0.05428
Historico de a[2,1] Densidade de a[2,1]
o
] ol
N =0
| -
e i
= | .
T T T T T T T =T T T |
0 So000 150000 220000 0.0 0.5 1.0 1.5
fterationsz N = 5541 Bandwidth = 0.03282
Historico de b[1] Densidade de b[1]
= =0
""?; — —
Loy : o
= = T T T T T
0 S0000 150000 250000 -45 40 -35 -30 -25 20
terationz M = 5541 Bandwidth = 0.04455

Figura 5.2: Historicos dos valores amostrados no método MCMC e densidades de
probabilidade a posteriori estimadas para os parametros do Item 1

5.2 Simulacao 2

Para avaliar a precisao do MVM simulamos R = 1000 amostras utilizando o mo-
delo e os parametros da Tabela para diversos tamanhos de teste (I = 10, 25),
de amostra (N = 500, 1000, 5000, 10000) e dimensoes do vetor de tragos latentes
(p = 1,2,3). Calculamos o Erro Quadratico Médio (EQM) dos estimadores de cada
parametro (,

| R

BQM(Q) ==Y (¢

r=1

2
)

(5.3)
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onde ¢ é um parametro do item (componente do vetor de discriminagoes ou dificuldade),

Z ¢é o estimador de MVM e (* é o valor real do parametro.

Calculamos também o viés dos estimadores,

B(() =

R

=3 (C-¢).

r=1

(5.4)

Tabela 5.2: Parametros utilizados nas simulacoes

Ttem ay as as b
1 1,094 0,998 1,254 -0,141
2 1,316 0,901 2,497 0,160
3 0994 0,810 2,140 -0,659
4 0,877 0,834 0,627 -0,145
5 0,926 0,722 0,618 -0,127
6 1,458 0,989 0475 -0,063
7 1,676 0,936 1,968 -0,664
8 1,202 1,228 0,728 0,664
9 0911 1,033 1,749 0,142

10 1,237 0,747 1,072 0,007
11 0,953 1,394 0,799 -0,001
12 0,827 1,203 1,852 -0,159
13 1,076 1,096 0,994 0,223
14 1,007 0,904 0,557 0,259
15 1,334 1,034 0,667 -0,709
16 1,103 1,269 1,644 0,346
17 0,753 1,016 1,076 -0,082
18 0,977 1,098 0,377 1,178
19 1,302 1,627 0,916 0,009
20 1,241 1,113 1,477 0,150
21 1,199 1,122 0,978 0,452
22 0,786 1,072 1,298 0,162
23 0,993 0,726 2,442 -0,391
24 0,961 1,565 0,563 0,617
25 0,909 0,869 1,313 0,297

Devido a quantidade de parametros estimados (I(p+ 1) parametros estimados para

cada configuragao), utilizamos a média dos viéses e dos EQM para cada tipo parametro

estimado sobre o nimero de itens. Os resultados para o viés encontram-se na Tabela

(.3 e na Figura[5.3
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Figura 5.3: Média dos viéses para as amostras simuladas nas diferentes
configuragoes. Os circulos representam os resultados para 10 itens, enquanto os
triangulos representam os de 25 itens.

Podemos observar que o parametro de dificuldade b é sempre estimado com um
viés insignificante, enquanto o vetor de discriminacoes a ¢é estimado com pouco viés
apenas no caso unidimensional. Quando adotamos mais dimensoes para o vetor de
tracos latentes, a primeira componente de a tende a ser positiva em média, enquanto as
demais componentes sao negativas, situacao essa que piora na medida que aumentamos
o numero de itens.

O viés do estimador para um parametro de item pode ser negativo para um item
do teste e positivo para outro, tornando a média dos viéses pequena. Calculamos o
maximo e o minimo dos viéses representados nas tabelas e 5.5 nas quais podemos
observar que os viéses sao pequenos com p = 1, mas crescem na medida que o ntimero

de dimensoes aumenta.
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As médias para o EQM encontram-se na Tabela e a representacao grafica na
Figura [5.4] nos quais observamos uma tendéncia similar a observada no viés. O pa-
rametro b é estimado com precisao crescente na medida que o nimero de individuos
aumenta, sendo pouco afetado pelo aumento no nimero de itens. O vetor de discri-
minagoes é estimado com alta precisao quando simulamos um modelo unidimensional,
mas a precisao diminui na medida que aumentamos o nimero de dimensoes e de itens,
conclusoes essas que sao repetidas utilizando-se o maximo dos EQM ao invés da média
como na tabela 5.7

Além da sua consisténcia frente ao aumento da dimensao do modelo, os métodos
MCMC também possibilitam facil interpretagao de modelos mais complexos. Por exem-
plo,a estimacao dos parametros por MVM do modelo logistico nao-compensatoério
é extremamente custosa, enquanto a implementacao de tal modelo é tarefa relativa-
mente simples em programas que utilizam métodos MCMC como WinBUGS (Bolt &
Lall 2003).



Cao

>

Capitulo 5 — Simula

62

€000 100°0 108°0 €60 LVT0 990°0 62€°0 7620 0000T
7000 2000 2080 ¢g.0 gL10 gL0'0 e 9620 0005
6000 600°0 08.°0 age’o 0120 0110 €9¢°0 1.2°0 000T
610°0 020°0 09.°0 zeeo zL20 9.1°0 91%°0 62£°0 009
SU9JL G SUOY ()] SU9YL G SUYL (T SU9YL G SUIL (T SU9YL G U (] RIJSOWY
qQ €p <p In
c=d
100°0 000°0 LST0 120°0 160°0 020°0 0000T
2000 100°0 aer’o 7500 760°0 120°0 0006
8000 L00°0 1o €80°0 7010 200 000T
G100 €100 8¢T°0 6L1°0 G110 080°0 006
SUOY G SUOY (T SUOYL G SUYL ()] SUOYL G UYL ()] RIJSOUTY
qQ (4} Ip
c=4d
100°0 100°0 920°0 G000 0000T
100°0 100°0 920°0 G00‘0 0006
9000 G00°0 820°0 z10°0 000T
z10°0 0100 200 0200 00S
SUOY G SUY (] SU9YL G U ()] RIJSOWY
q o
1=d

TdIN © 9[g ¢ we sorjowrered so opueziin epeiss vIjsowe op 0rvdeINIGUOD vped vIed NH)H SOP RIPIIN :9°G B[OQE],



5.2 Simulacao 2

63

EC meédio

Eta pedio

ECm medio

Parametro a[1]

)

@

=t

2

o _é

= T T T T

2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

)

=

= |

o

LI e~ —

S 4

T T T T T
2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

08

(

ECm medio

1]
1

2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

Eta pedio

o4 08

oo

08

04

0o

Parametro a[2]

T T T T T
2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

ECm medio

08

04

0o

Parametro a[3]

EC meédio

Eta pedio

04 08

00

o4 08

oo

Parametro b

"

2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

"

"

2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

ECm medio

08

04

0o

Y

"

T T T T
2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

2000 4000 6000 8000

Tamanho da Amostra

Figura 5.4: Média dos EQM para as amostras simuladas nas diferentes
configuragoes utilizando o MPL e os parametros 5.2l Os circulos representam os
resultados para 10 itens, enquanto os triangulos representam os de 25 itens.
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6

Aplicacao a Dados Reais

6.1 Inventario de Depressao de Beck

Aplicamos os métodos descritos durante o trabalho a um conjunto de dados ad-
vindo de uma aplicacdo do Inventdrio de Depressao de Beck (BDI) aplicado em 1.111
universitarios gentilmente cedido pelo Dr. Teng Chei-Tung do Hospital das Clinicas da
FM-USP.

O BDI consiste de 21 itens abrangendo diversos aspectos da vida do individuo
possivelmente afetados pela presenca de depressao, os quais sao respondidos em funcao
de uma escala de intensidade de 0 (Baixa intensidade) a 3 (Alta intensidade) referente
ao quanto a depressao afeta o invididuo na atividade em questao. O BDI esta disponivel
no Apéndice [Al Os dados foram dicotomizados adotando-se um valor de 0 (fracasso)

para respostas iguais a 0 ou faltantes e 1 (sucesso) para respostas de valor 1,2 ou 3.

O padrao de respostas faltantes no teste pode revelar aspectos importantes, como
a falta de tempo dos individuos para responder aos itens, incoeréncias na redacao dos
itens e respostas diferentes para diferentes individuos. A presente abordagem foi ado-
tada por nao afetar grandemente as estimativas dos parametros quando comparadas
com valores obtidos de uma amostra completa (Baker & Kim 2004). Existem ou-
tras alternativas para modelar os dados incompletos e levar tais aspectos (itens nao
apresentados, grupos de individuos, tempo de realizagao do teste entre outros) em
consideracao, tais modelagens e seu impacto na estimacao dos parametros podem ser
encontrados em Mislevy & Wu (1996).

65
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Para selecionarmos o modelo que melhor se adequa aos dados observados, ajustamos
os dados ao modelo logistico unidimensional de dois parametros (UL2P) obtido de
tomando-se a;; = 0 para k > 2ec¢; =0,7=1,---,1, aos modelos logisticos multidi-
mensionas compensatorio de dois parametros (ML2P) e ao nao-compensatorio de
dois parametros (MN2P) (3.6) supondo duas dimensoes para o vetor de tragos latentes
(aig =0parak >3ec;=0,i=1,--- ).

Os modelos compensatorios foram ajustados tanto utilizando o método da Maxima
Verossilimilhanca Marginal e o método MCMC descritos no Capitulo 4, enquanto o
modelo nao compensatoério, devido a sua complexidade foi ajustado apenas utilizando-
se o método MCMC. Foram utilizadas para todos os modelos as distribuicoes a prior:
especificadas em

Cada um dos métodos nos oferece um critério para a selecao de modelos, todos
detalhadamente expostos na Secao [4.5] Tais indices foram calculados e encontram-se
na Tabela [6.11

Tabela 6.1: Valores das estatisticas de selecao de modelos para os dados do BDI, gl:
graus de liberdade da estatistica qui-quadrado.
UL2P ML2P MN2P
DIC | 24.645 24.023 41.610
AIC | 25.851 25.599
BIC | 26.167 26.125
x? | 10.690 10.354
gl 960 940

O p-valor obtido da diferenca entre as estatisticas qui-quadrado e utilizado por Bock
& Schilling (2005) indicou significancia na adi¢do de uma dimensao no vetor de tragos
latentes (p < 0.01, x* = 396, gl = 20). Os indices baseados nos valores dos estimadores
de maxima verossimilhanga (BIC, AIC) nao escolhem nenhum dos modelos, podendo-se
creditar qualquer diferenga observada a erros numeéricos.

O DIC, apesar de préximo aponta uma consideravel diferenca entre os modelos
UL2P e ML2P, e uma diferenca 6bvia entre os modelos compensatérios e o nao-
compensatorio, concordando com os outros indices na escolha do modelo logistico
bidimensional e com outras metodologias que também analisam a dimensionalidade
do BDI (Steer, Ball & Ranieri (1999),Cohen (2008)).

Os parametros dos itens foram obtidos pelo método da Maxima Verossimilhanca
Marginal tomando como valores iniciais os pesos associados aos fatores obtidos por
Analise Fatorial para os parametros de discriminacao e a proporcao de acertos ao item
dividida pela comunalidade para os parametros de dificuldade como em Bock et al.
(1988).
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Foi utilizada uma aplicagao do algoritmo EM com quadratura gaussiana com conver-
géncia acelerada pelo método exposto em Varadhan & Roland (2008) e implementado
no pacote BB do R (Varadhan & Gilbert 2009) com 150 iteragoes do algoritmo EM,
ao fim das quais foi observada mudanca de menos de 1072 nos parametros.

Estimativas também foram calculadas pela média das amostras obtidas pelo amos-
trador de Gibbs implementado no WinBUGS. Foram utilizadas 105.000 iteracoes, to-
mando um burn-in de 5.000 e intervalos de 50 iteracoes entre os valores utilizados
para minimizar a autocorrelacdo, obtendo uma amostra de tamanho efetivo proximo
de 2.000.

A convergéncia da cadeia apds o periodo de burn-in foi verificada pelo critério
de Geweke exposto na Secao onde observamos valores para todos os parame-
tros dentro do intervalo entre —1.96 e 1.96, indicando convergéncia da cadeia a 95%
de confianca. Os valores obtidos em ambos os métodos e respectivos erros padrao
encontram-se na Tabela

As estimativas das componentes do vetor de discriminagoes podem ser interpreta-
das em termos da capacidade do item de avaliar especificamente um trago latente. Na
Figura [6.1] separamos os itens com relacao aos valores reajustados do vetor de discri-
minagoes (i.e. discriminagoes divididas pelo poder discriminativo M DI1SC; )

Podemos observar que os itens 6 e 8 avaliam primariamente um dos tragos latentes,
enquanto os itens 11 e itens 16 a 21 avaliam preferencialmente a segunda componente

do vetor 6. Os demais itens avaliam de forma balanceada ambas as componentes.

1-Tristeza
2-Futuro
3-Fracasso
4-Prazer
5-Culpa
7-Decepgio
9-Suicidio
10-Charo
12-Interesse

11-Irritagio
16-50n0
17-Cansago

18-Apetite .
19-Peso 9
20-Fisico 2

21-Sexo

6-Punigio
&-Inferioridade
1

13-Decisbes
14-Aparéncia
15-Trabalho

Figura 6.1: Diagrama de Venn para os itens do BDI

Uma outra maneira de observar graficamente as estimativas dos parametros dos
itens é utilizando um gréfico proposto por Reckase (1996). Os itens sdo representados

or vetores no RP, com sua orientacao dada pelo angulo com relacao a cada eixo
)



68 Capitulo 6 — Aplicacao a Dados Reais

representando um traco latente. O angulo do vetor referente ao 1—ésimo item , ¢ =

1,---, I relativo ao k—ésimo traco latente, k =1,--- ,p , é dado pela equacao

. Aik
Qi) = arccos (—MD[SC’i> : (6.1)

com M DISC; definido como em , que é mostrada no grafico como a norma do
vetor. A posicao da base do vetor é o ponto de distancia igual a dificuldade M DIF'F;
com relagao a origem do plano.

Dessa maneira, podemos observar a capacidade de cada item em discriminar cada
trago latente pela dire¢ao do vetor (quanto mais paralelo ao eixo, maior a capacidade do
item discriminar individuos com respeito ao respectivo trago latente), sua capacidade
de discriminagao no geral (norma do vetor) e a dificuldade pela disposi¢ao espacial dos
vetores no grafico (ordenada do 3° ao 1° quadrante). O gréfico referente aos 21 itens
do BDI encontra-se na Figura [6.2

50

45

a0

25

Figura 6.2: Grafico de vetores dos resultados da aplicacao do ML2P aos itens do
BDI

Observa-se no grafico que os itens discriminam ambas as dimensoes, e tem via de
regra um razoavel poder de discriminagao. As dificuldades concentram-se em valo-
res positivos, consistente com o intuito do questionario de avaliar a intensidade da

depressao em pacientes ja diagnosticados com a morbidade e nao diagnostica-la em si.
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Os tracos latentes foram estimados por esperanca a posteriori utilizando a apro-
ximagao supondo os parametros dos itens obtidos por MVM como conhecidos
e a média amostral dos valores obtidos por MCMC. Calculamos a média, a varian-
cia e a correlacao entre as estimativas obtidas por ambos os métodos. Os resultados
encontram-se na Tabela [6.3]

Cabe observar a presenca de correlacao entre os tracos latentes em ambos os mé-
todos, contrariando a premissa de auséncia de correlagdao entre os tracos latentes. As
estimativas entre os dois métodos foram extremamente similares em todos os indivi-
duos, apresentando correlacoes de 0.99 entre as estimativas obtidas EAP e MCMC em

ambas as componentes.
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Tabela 6.3: Média(u), variancia (02) e correlagoes (012) das estimativas obtidas por
EAP para o vetor de tracgos latentes utilizando ambos os métodos

MVM MCMC
01 0, 0 b,
w | -0,08 0,00 |-0,01 -0,01
o2 | 1,18 1,11] 0,62 0,71
012 0,49 0,25

As estimativas dos tracos latentes podem ser interpretadas em termos da distribui-
cao das respostas dos individuos dentro dos grupos de itens associados primariamente
a cada traco latente. Por exemplo, o vetor de tragos latentes do individuo de niimero
322 foi estimado por EAP em 03 = (2.02,0.33), indicando um valor da primeira
componente do vetor de tracos latentes bem acima da média e um valor mediano da
segunda. Correspondentemente, tal individuo apresentou auséncia dos sintomas as-
sociados aos itens de numero 16, 18,19 e 21, itens esses associados primariamente a

segunda componente do vetor de tracos latentes.

A fim de verificarmos a premissa de normalidade em cada componente do vetor de
tracos latentes, observamos um histograma das estimativas para ambos os métodos na
Figura [6.3]

Pode-se observar que a frequéncia das estimativas lembra fortemente o formato
da curva normal, exceto na distribuicao das estimativas de 8, por MCMC. Também
verificamos a suposicao a normalidade fazendo um Q-Q plot e comparando com os
quantis tedéricos da distribui¢ao normal, como podemos observar na Figura [6.4 Todas
as estimativas parecem estar proximas da distribuicao normal em seu centro, mas se

afastam na direcao das caudas.

A adequagao do modelo aos dados foi verificado como em Béguin & Glas (2001)

pelos escores esperados pelo modelo, como visto na Figura [6.5]

Quando utilizamos os métodos MCMC, podemos realizar checagens preditivias da
posteriori, simulando um conjunto de dados para cada amostra obtida e calculando a
frequencia de cada escore. Com tais frequéncias, podemos verificar a frequéncia espe-
rada de cada escore para o modelo e calcular intervalos de confianga para a distribuigao

dos escores. Tais checagens foram realizadas e o resultado pode ser visto na Figura[6.6]

Pode-se observar que o modelo adotado prevé razoavelmente os escores observados.
Utilizando ainda os escores esperados (4.39)), utilizamos a estatistica de teste (4.44))
para calcular o p-valor bayesiano descrito na Segao [4.5] obtendo p-valor de 0,13 para

o ML2P, indicando que o modelo descreve adequadamente a distribuicao dos escores.
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Estimativas por EAP Estimativas por MCMC
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Figura 6.3: Histogramas das componentes de 0 para estimativas por EAP (itens por
MVM) e MCMC.

6.2 Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é aplicado desde 1998 a estudantes
em todo o territério nacional. Consistindo de 63 questoes de multipla escolha e uma
redacao, o ENEM almeja avaliar as competéncias desenvolvidas ao longo do ensino
fundamental e médio.

De forma sucinta, as cinco competéncias que o ENEM se propoe a avaliar sao (1)
Dominar linguagens,(2) Compreender fenémenos, (3) Enfrentar situagoes-problema, (4)
Construir argumentacao e (5) Elaborar propostas.

Tal estrutura sugere um modelo multidimensional para a analise dos dados. Apli-
camos entao o ML2P a um conjunto de 5.000 respostas obtidas no ENEM de 1999 e
utilizadas por Nojosa (2002) para uma anélise similar.

Estimamos os parametros dos itens pelo método MVM nas mesmas condigoes da
secao anterior e supondo 3, 4 e 5 dimensoes para o vetor de tracos latentes para cal-
cular os AIC, BIC e estatistica qui-quadrado associados a cada um dos modelos. A
complexidade dos modelos tornou a estimacao dos parametros por MCMC inviavel,

impedindo assim que conjecturassemos a aplicacao de um modelo nao compensatoério.
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Normal Q-Q Plot (EAP)

Normal Q-Q Plot (MCMC)
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Figura 6.4: Normal Q-Q Plots das componentes de 0 para estimativas por EAP
obtidas de ambos os métodos

Escores Esperados x Observados
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Figura 6.5: Escores esperados pelo M2LP (linha pontilhada) e observados (pontos)
para os dados do BDI

As estatisticas encontram-se na Tabela [6.4L O AIC e BIC se mostram extrema-
mente préximos para os trés modelos, nao suportando nenhuma escolha de modelos. A

diferenca de qui-quadrados, entretanto, quando corrigida segundo Wilson et al. (1987)
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Escores Observados x Preditos (MCMC)
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Figura 6.6: Escores observados (pontos interligados), escores esperados obtidos pelo
método MCMC (linha cheia) e intervalo de 95% de confianga (linha pontilhada)

é significativa ( p < 0.01, x> = 77.4, gl = 60) para a adi¢ao de um quarto fator e nao
significativa (p > 0.99,x% = 33, gl = 60) para a adi¢do de um quinto fator. Contudo,
selecionamos o modelo de 5 dimensoes pela sua interpretacao, como feito em Nojosa
(2002).

Tabela 6.4: Valores das estatisticas de selecao de modelos para diversos modelos
utilizados no ajuste dos dados do ENEM.
D 3 4 5
AIC | 362.255 362.148 362.175
BIC | 363.898 364.201 364.639
x? | 361.751 361.518 361.419
gl 4748 4688 4629

Supondo entao 5 dimensoes para o modelo estimamos os parametros dos itens por
MVM, obtendo os valores disponiveis no Apéndice [Bl Avaliamos os itens em termos de
seus poderes discriminativos e dificuldades, expressados pelas estatisticas (3.4) e (i3.5))

como visto na Figura (6.7}

Observa-se que as questoes do ENEM tém em sua maioria um bom poder discrimi-
nativo e tem itens de niveis de dificuldade tanto baixos quanto elevados, fundamentais

para uma boa avaliagao.
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Estatisticas-resumo dos Itens
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Figura 6.7: Poder discriminativo (quadrados) e dificuldade (circulos) para os itens

do ENEM

Os tragos latentes foram estimados pelo método bayesiano da EAP descrito na se¢ao
4.3, obtendo as estatisticas-resumo da tabela [6.5] e correlacoes entre os tracos latentes

menores que 0.1.

Tabela 6.5: Média(u) e variancia (02) das estimativas obtidas para o vetor de
tragos latentes por EAP
0p 6 03 0y 0O
-0,27 0,48 0,19 0,06 0,02
0,49 043 040 041 0,38

Q> =

Verificamos a premissa de normalidade através dos histogramas apresentados na
Figura e de Q-Q plots, na Figura Observam-se frequéncias que sugerem uma
distribuicao normal e quantis proximos aos esperados pela premissa de normalidade
com um desvio bastante leve nas caudas.

Assim como com os dados do BDI, verificamos a adequacao do modelo aos dados

pelos escores previstos, ilustrados na Figura [6.10 Pode-se observar que o ML2P nao
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Figura 6.8: Histogramas das componentes de 0 para estimativas por EAP

preve tao bem os escores dos individuos como observado com os dados do BDI, pos-
sivelmente pela auséncia de um parametro de acerto casual. Tal parametro nao é tao

relevante nas aplicagoes do BDI, mas é um parametro importante para provas como o
ENEM.
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Figura 6.9: Q-Q plots das componentes de 0 para estimativas por EAP
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Figura 6.10: Escores esperados pelo M2LP (linha pontilhada) e observados (pontos
interligados) para os dados do ENEM
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Conclusao

Os modelos multidimensionais ampliam os limites das aplicagoes da TRI para mul-
tiplos tracos latentes e podem apresentar um poder explicativo superior aos modelos
unidimensionais a um custo analogo em complexidade computacional. Ao longo desse
trabalho, ilustramos tais vantagens e dificuldades para os modelos que tratam com
respostas dicotomicas, pela relativa simplicidade de implementacao de métodos de es-
timacao tanto frequentistas quanto bayesianos.

Contudo, nem todos os testes resultam em respostas dicotomicas. O proprio BDI é
aplicado normalmente em uma escala de Likert, com 4 graus denotando a intensidade
do sintoma. Mais geralmente, é possivel classificar a resposta do inididuo ao item em
categorias, demandando modelos da TRI que levem em conta tais nuances. Kelder-
man & Rijkes (1994) propoe modelos para respostas em categorias, chamados modelos
politonicos e modelos para escalas como a do BDI, denominados modelos de crédito
parcial. Kelderman (1996) propoe extensoes de tais modelos para multiplos tragos
latentes.

Os modelos multidimensionais podem também ser utilizados para a andlise de dados
longitudinais. te Marvelde, Glas, Landeghem & Van Damme (2006) utilizam uma
extensao dos modelos multidimensionais para dados categéricos em um ajuste que leve
medidas repetidas em consideracao e possa verificar o desenvolvimento de um individuo
ao longo do tempo.

Uma premissa utilizada ao longo desse trabalho foi a de que os tracos latentes nao
sao correlacionados. Tal premissa é presumidamente falsa em modelos que tomem o

desenvolvimento de um individuo como o vetor de tracos latentes, além de ser frequen-

79
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temente uma premissa fracamente observada na pratica. O impacto de tal correlagao
entre fraca e moderada nas estimativas dos parametros nao é grande no caso do Mo-
delo Logistico Compensatério de 2 Parametros que utilizamos nos ajustes (Bolt &
Lall 2003), de modo que utilizamos tal premissa para preservar a identificabilidade do
modelo.

Entretanto, também ¢é visto no mesmo trabalho que as estimativas tornam-se bem
menos confidveis na medida que a correlagao se mantém significativa, mas a complexi-
dade do modelo aumenta. Albert (1992) impde algumas restrigoes sobre os parametros
dos itens para levar tais correlacoes em consideracao, com consideravel dano a interpre-
tabilidade das estimativas, pois as limitagoes sao meramente matematicas, sem paralelo
com o significado dos parametros. Outras tentativas de levar a correlagao em consi-
deracao sem prejudicar a identificabilidade é utilizada no programa NOHARM que
assume que alguns itens avaliam um e apenas um trago latente, fixando a discrimina-
¢ao relacionada aos demais tracos em 0. Tal limitacao parece de tal maneira simplista
para certos testes, demandando novas propostas para a identificabilidade dos modelos
da TRI multidimensional.

Outra premissa a ser verificada é a de normalidade multivariada do vetor de tragos
latentes.Bazéan, Branco & Bolfarine (2006) por exemplo utilizam distribui¢oes assimétri-
cas que poderiam ser estendidas para o caso multidimensional, assim como modelagens
utilizando DIF.



Apéndice

Inventario de Depressao de Beck

INVENTARIO DE DEPRESSAO DE BECK (BDI)

Este questionario consiste em 21 grupos de afirmagoes. Depois de ler cuidado-
samente cada grupo, faca um circulo em torno do numero (0, 1, 2 ou 3) diante da
afirmacao, em cada grupo, que descreve melhor a maneira como vocé tem se sentido
nesta semana, incluindo hoje. Se varias afirmagdes num grupo parecerem se aplicar
igualmente bem, faca um circulo em cada uma. Tome o cuidado de ler todas as afir-

magcoes, em cada grupo, antes de fazer a sua escolha.

1.

0 Nao me sinto triste.

1 Eu me sinto triste.

2 Estou sempre triste e nao consigo sair disso.

3 Estou tao triste ou infeliz que nao consigo suportar.
2.

0 Nao estou especialmente desanimado quanto ao futuro.
1 Eu me sinto desanimado quanto ao futuro.

2 Acho que nada tenho a esperar.
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Acho o futuro sem esperanca e tenho a impressao de que as coisas nao podem

melhorar.

Nao me sinto um fracasso.
Acho que fracassei mais do que uma pessoa comum.

Quando olho para tras, na minha vida, tudo o que posso ver é um monte de

fracassos.

Acho que, como pessoa, sou um completo fracasso.

Tenho tanto prazer em tudo como antes.
Nao sinto mais prazer nas coisas como antes.
Nao encontro um prazer real em mais nada.

Estou insatisfeito ou aborrecido com tudo.

Nao me sinto especialmente culpado.
Eu me sinto culpado as vezes.
Eu me sinto culpado na maior parte do tempo.

Eu me sinto sempre culpado.

Nao acho que esteja sendo punido.
Acho que posso ser punido.
Creio que vou ser punido.

Acho que estou sendo punido.

Nao me sinto decepcionado comigo mesmo.

Estou decepcionado comigo mesmo.
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10.

11.

12.

Estou enojado de mim.

Eu me odeio.

Nao me sinto de qualquer modo pior que os outros.
Sou critico em relagao a mim devido a minhas fraquezas ou meus erros.
Eu me culpo sempre por minhas falhas.

Eu me culpo por tudo de mal que acontece.

Nao tenho quaisquer idéias de me matar.
Tenho idéias de me matar, mas nao as executaria.
Gostaria de me matar.

Eu me mataria se tivesse oportunidade.

Nao choro mais que o habitual.
Choro mais agora do que costumava.
Agora, choro o tempo todo.

Costumava ser capaz de chorar, mas agora nao consigo mesmo que o queira.

Nao sou mais irritado agora do que ja fui.
Fico molestado ou irritado mais facilmente do que costumava.
Atualmente me sinto irritado o tempo todo.

Absolutamente nao me irrito com as coisas que costumavam irritar-me.

Nao perdi o interesse nas outras pessoas.
Interesso-me menos do que costumava pelas outras pessoas.

Perdi a maior parte do meu interesse nas outras pessoas.
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13.

14.

15.

16.

17.

Perdi todo o meu interesse nas outras pessoas.

Tomo decisoes mais ou menos tao bem como em outra época.
Adio minhas decisoes mais do que costumava.
Tenho maior dificuldade em tomar decisoes do que antes.

Nao consigo mais tomar decisoes.

Nao sinto que minha aparéncia seja pior do que costumava ser.
Preocupo-me por estar parecendo velho ou sem atrativos.

Sinto que hd mudancas permanentes em minha aparéncia que me fazem

parecer sem atrativos.

Counsidero-me feio.

Posso trabalhar mais ou menos tao bem quanto antes.
Preciso de um esforgo extra para comecar qualquer coisa.
Tenho de me esforcar muito até fazer qualquer coisa.

Nao consigo fazer nenhum trabalho.

Durmo tao bem quanto de habito.
Nao durmo tao bem quanto costumava.

Acordo uma ou duas horas mais cedo do que de héabito e tenho dificuldade

para voltar a dormir.

Acordo varias horas mais cedo do que costumava e tenho dificuldade para

voltar a dormir.

Nao fico mais cansado que de habito.

Fico cansado com mais facilidade do que costumava.
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18.

19.

Sinto-me cansado ao fazer quase qualquer coisa.

Estou cansado demais para fazer qualquer coisa.

Meu apetite nao esta pior do que de habito.
Meu apetite nao é tao bom quanto costumava ser.
Meu apetite estd muito pior agora.

Nao tenho mais nenhum apetite.

Nao perdi muito peso, se é que perdi algum ultimamente.
Perdi mais de 2,5 Kg.
Perdi mais de 5,0 Kg.
Perdi mais de 7,5 Kg.

Estou deliberadamente tentando perder peso, comendo menos: SIM () NAO ()

20.

21.

Nao me preocupo mais que o de habito com minha saude.

Preocupo-me com problemas fisicos como dores e aflicoes ou perturbacoes

no estomago ou prisao de ventre.

Estou muito preocupado com problemas fisicos e é dificil pensar em outra

coisa que nao isso.

Estou tao preocupado com meus problemas fisicos que nao consigo pensar

em outra coisa.

Nao tenho observado qualquer mudanca recente em meu interesse sexual.
Estou menos interessado por sexo que costumava.
Estou bem menos interessado em sexo atualmente.

Perdi completamente o interesse por sexo.






Apéndice

Estimativas dos Parametros dos ltens

do ENEM

Tabela B.1: Estimativas para os parametros dos itens do

ENEM

Item a

1 0,28 (0,08) | 0,53 0,18 -0,04 0,31 -2,18
2 1,42 (0,09) | 1,59 0,44 0,78 0,25 -1,84
3 0,34 (0,04) | 0,09 0,09 0,41 -0,09 -0,26
4 0,76 (0,05) | 0,40 0,26 0,51 0,13 0,47
5 0,22 (0,04) | 0,56 0,13 0,20 -0,03 -0,99
6 0,58 (0,05) | 0,32 0,31 0,18 -0,26 -1,16
7 0,51 (0,06) | 1,02 0,37 0,21 0,06 -1,65
8 1,72 (0,10) | 0,70 0,15 0,53 0,17 1,87
9 -0,14 (0,07) | 0,33 0,20 0,00 0,10 -1,84
10 0,95 (0,05) | 0,55 0,33 0,23 -0,17 0,24
11 1,08 (0,06) | 0,47 0,21 0,02 -0,23 0,16
12 0,31 (0,04) | 0,21 0,21 0,13 -0,04 -0,70
13 0,28 (0,04) | -0,04 -0,03 0,92 -0,01 -0,51
14 0,14 (0,05) | 0,44 0,17 0,07 0,06 -1,40
15 0,68 (0,04) | 0,66 0,34 0,12 0,01 -0,19
16 0,28 (0,04) | 0,03 0,17 0,78 0,01 -0,12
17 0,29 (0,04) | 0,22 0,07 0,10 0,08 -0,96
18 1,02 (0,06) | 0,22 0,78 0,16 0,29 0,56
19 0,67 (0,05) | 0,68 0,42 0,16 0,14 -0,70
20 1,12 (0,06) | 0,49 0,27 0,28 0,32 -0,09
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Tabela B.1 — Cont.

Item a as as ay as

21 0,50 (0,04) | 0,11 (0,03) | 0,22 (0,04) | 0,29 (0,04) | 0,10 (0,03) | 0,40
22 0,30 (0,04) | 0,01 (0,04) | 0,37 (0,04) | 0,17 (0,04) | 0,19 (0,04) | -0,90
23 0,30 (0,04) | 0,29 (0,04) | 0,03 (0,03) | 0,09 (0,03) |-0,07 (0,03) |-0,54
24 0,14 (0,05) | 0,31 (0,05) | 0,24 (0,05) | 0,27 (0,05) | 0,07 (0,04) | -1,18
25 0,75 (0,05) | 0,37 (0,04) | 0,27 (0,04) | 0,38 (0,04) | -0,02 (0,04) | 0,18
26 0,91 (0,05) | 0,32 (0,04) | 0,43 (0,04) | 0,23 (0,04) | -0,14 (0,04) | -0,03
27 1,04 (0,05) | 0,46 (0,04) | 0,17 (0,04) | 0,21 (0,04) | 0,04 (0,04) |-0,15
28 0,82 (0,05) | 0,52 (0,04) | 0,54 (0,04) | 0,40 (0,04) | 0,02 (0,04) | -0,48
29 0,19 (0,05) | 0,60 (0,06) | 0,27 (0,05) | -0,14 (0,05) | 0,38 (0,05) | -1,55
30 0,88 (0,05) | 0,38 (0,04) | 0,17 (0,04) | 0,06 (0,04) | 0,78 (0,05) | -0,66
31 0,21 (0,04) | 0,27 (0,04) | 0,25 (0,04) | 0,01 (0,04) | -0,04 (0,04) | -0,85
32 0,65 (0,04) | 0,52 (0,04) | 0,22 (0,04) | 0,20 (0,04) | -0,04 (0,04) | -0,56
33 0,86 (0,05) | 0,09 (0,04)| 0,14 (0,04) | 0,12 (0,04) | -0,16 (0,04) | 0,30
34 0,90 (0,05) | 0,09 (0,04)| 0,28 (0,04) | 0,32 (0,04) | 0,32 (0,04) | 0,50
35 0,52 (0,04) | -0,15 (0,04) | 0,27 (0,04) | 0,55 (0,04) | 0,21 (0,04) | 0,24
36 0,28 (0,05) | 0,73 (0,06) | 0,31 (0,05) | 0,12 (0,05) | 0,16 (0,05) | -1,49
37 -0,29 (0,07) | 0,01 (0,07) | 0,05 (0,07) |-0,02 (0,07) |-0,02 (0,07) |-1,74
38 0,86 (0,05) | 0,55 (0,04) | 0,36 (0,04) | 0,03 (0,04) | -0,04 (0,04) |-0,17
39 1,41 (0,09) | 0,27 (0,06) | 0,68 (0,07) | 0,55 (0,07) | 0,05 (0,06) | 2,13
40 0,48 (0,04) | 0,68 (0,05) | 0,27 (0,04) | 0,19 (0,04) | 0,00 (0,04) | -0,89
41 0,80 (0,05) | 0,03 (0,04) | 0,20 (0,04) | -0,06 (0,04) | 0,05 (0,04) | 0,71
42 1,11 (0,06) | 0,52 (0,05) | 048 (0,05) | 0,33 (0,04) | 041 (0,04) | 0,21
43 0,61 (0,05) | 0,38 (0,04) | 0,18 (0,04) | 0,17 (0,04) | 0,18 (0,04) | -1,08
44 1,39 (0,08) | 0,36 (0,05) | 0,35 (0,05) | 0,46 (0,05) | 0,44 (0,05) | 1,13
45 0,40 (0,07) | 0,83 (0,08) | 0,28 (0,07) | 0,17 (0,07) | 0,04 (0,07) | -2,14
46 0,63 (0,04) | 0,20 (0,04) | 0,40 (0,04) | 0,18 (0,04) | 0,06 (0,04) | -0,32
47 0,10 (0,04) | -0,08 (0,04) | 0,12 (0,04) | 0,12 (0,04) | 0,16 (0,04) | -0,67
48 0,33 (0,04) | 0,40 (0,04) | 0,20 (0,04) | 0,14 (0,04) | -0,07 (0,04) | -1,05
49 0,41 (0,04) | 0,22 (0,03) | 0,18 (0,03) | 0,18 (0,03) | 0,01 (0,03) |-0,31
50 0,11 (0,04) | 0,70 (0,05) | 0,23 (0,04) | 0,17 (0,04) | -0,06 (0,04) | -1,08
51 0,29 (0,04) | 0,53 (0,05) | 0,28 (0,04) | 0,09 (0,04) | -0,31 (0,04) | -1,13
52 0,06 (0,03) | 0,22 (0,04) | 0,38 (0,04) | 0,30 (0,04) | 0,11 (0,04) | -0,54
53 0,48 (0,04) | 0,57 (0,04) | 0,24 (0,04) | 0,10 (0,04) | -0,02 (0,04) | -0,76
54 0,92 (0,05) | 0,25 (0,04) | 0,75 (0,05) | 0,00 (0,04) | 0,10 (0,04) | 0,49
55 0,28 (0,04) | 0,24 (0,04) | 0,58 (0,04) | 0,17 (0,04) | -0,24 (0,04) | -0,63
56 0,31 (0,04) | -0,09 (0,04) | 0,64 (0,04) | 0,20 (0,04) | 0,00 (0,03) | -0,32
a7 0,55 (0,06) | 0,83 (0,06) | 0,29 (0,05) | 0,05 (0,05) | -0,06 (0,05) | -1,49
58 -0,44 (0,11) | 1,48 (0,17) | 0,47 (0,12) | 0,34 (0,11) | 0,04 (0,11) | -3,67
59 0,57 (0,04) | 0,28 (0,04) | 0,41 (0,04) | 0,28 (0,04) | -0,05 (0,04) | -0,15
60 0,55 (0,04) | 0,28 (0,04) | 0,39 (0,04) | 0,01 (0,04) | -0,09 (0,04) | -0,69
61 0,98 (0,05) | 0,47 (0,04) | 0,70 (0,05) | 0,22 (0,04) | 0,09 (0,04) | 0,20
62 0,56 (0,05) | 0,13 (0,04) | 0,97 (0,06) | 0,27 (0,04) | 0,28 (0,04) | -0,67
63 0,53 (0,04) | 0,42 (0,04) | 0,20 (0,04) | 0,07 (0,04) | 0,06 (0,04) | -0,60
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Algoritmos

C.1 Estimacao dos Parametros dos Itens por MVM

library(BB); #Resolugdo de sistemas ndo lineares para o Passo M
#Leitura dos dados
N <- nrow(X); #Numero de elementos
Q <- ncol(X) ;#Numero de itens
p <- 2; #numero de dimensdes do modelo
ITS <- 150; #Numero de iteracgdes do Algoritmo EM
#Padrdes de resposta
pad <- matrix(nrow=N);
for(i in 1:N)
{
pad[i] <- paste(X[i,],collapse=" ");
}
AUX <- table(pad);
S <- length(AUX); #numero de padrdes de resposta;
R <- matrix(nrow=S) ;#ocorrencia de cada padrdo de resposta;
U <- matrix(nrow=S,ncol=Q) ;#padrdes de resposta
for(i in 1:8)
{
R[i] <- AUX[[i]];
auxl <- strsplit(names(AUX) [[i]],split=" ");
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auxl <- aux1[[1]];
U[i,] <- as.numeric(auxl);

}

#Valores iniciais obtidos por Analise Fatorial
ai <- matrix(nrow=Q,ncol=p); #Vetor de discriminagdes
bi <- matrix(nrow=Q); #Vetor de dificuldades
Fac <- factanal(X,p); #analise fatorial por mixima verossimilhanga
props <- (apply(X,2,sum)/N);
for(i in 1:p)
{
for(j in 1:Q)
{
SS1 <- sqrt(l+sum(Fac$loadings[j,]172));
ailj,i] <- Fac$loadings[j,i]/SS1;
bi[j] <- -gnorm(props([j])/SS1;
}

#N6s de quadratura

delta <- 1;

coords <- seq(-3,3,by=delta);

coords <- list(coords);

eixos <- rep(coords,p);

theta <- expand.grid(eixos);

theta <- as.matrix(theta);

g <- matrix(nrow=nrow(theta)); #densidade da normal multivariada e peso
#de quadratura associado ao né

g <- apply(dnorm(theta),1,prod);

for(int in 1:ITS)

{

print (c("Iteragdo",int));

#Passo E:

#Calculo das probabilidades de acordo com o modelo logistico de 2 paradmetros

P <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=Q);

for(i in 1:nrow(theta))

{
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for(j in 1:Q)
{
P[i,j] <= 1/(1+ exp(-(ailj,]%*%thetali,] +bil[jl)));

+
#Funcdo verossimilhancga
L <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=S);

for(i in 1l:nrow(theta))

{
for(j in 1:8)
{
L[i,j] <= prod((P[i,]"U[],1)*((1-P[i,])~(1-UL[j,]1)));
}
}

#Probabilidades marginais e densidade a posteriori
gs <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=S);
Pm <- matrix(nrow=1,ncol=S);
for(j in 1:S)
{
Pm[j] <- L[,jl%*%g; # Integral ~ sum(L[,1]*g)
for(i in 1:nrow(theta))
{
gs[i,jl <= L[i,j1/Pm[j];
}
}
#Nimero esperado e acertos esperados
NO <- matrix(nrow=nrow(theta));
r0 <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=Q);
for(i in 1:nrow(theta))
{
NO[i] <- sum(R#*gs[i,]);
for(j in 1:Q)
{
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r0[i,j] <= UL, j1%*%R*gs[i,]1);
}
}

#Passo M:
for(j in 1:Q){
pars <- matrix(ncol=p+1);
pars[,1:p] <- ailj,];
pars[,p+1] <- bi[j];
pars <- c(t(pars));
grad <- function(x,k) #Gradiente da log-verossimilhanca
{
dlog <- matrix(nrow=(p+1));
P <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=1);

for(i in 1l:nrow(P))

{
{
P[i] <= 1/(1 + exp(-(x[1:pl%*¥%thetali,] + x[p+1]1)));
}
}
{
dl <- matrix(nrow=p+1);
aux?2 <- r0[,k] - NOxP;
for(i in 1:p)
{
difa <- -thetal,i];
d1[i] <- sum(difaxaux2xg);
}
difb <- -1;
dl[p+1] <- sum(difbxaux2x*g);
dlog <- dl;
+
return(as.numeric(dlog));

}
print(c("Item",j));
erro <- t(grad(pars,j))*%grad(pars,j);
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if (erro>107-5)
{
pars <- dfsane(pars,
grad,
k=3,
method=3,
control=list (trace=TRUE,maxit=10000,M=10))$par;
}
{
ailj,] <- pars([i:p];
bi[j] <- pars[p+1];
}
}
print (c("-2xLoglik",2*sum(-t (R)*1log(Pm))));

HMFim das iteragdes

#Chi-quadrado

Gsquared <- -2*sum(t(R)*log(N*Pm/t(R)));

DF <- (8-1) - ((p+1)*Q -px(p-1)/2);

aic <= 2xQx(2xp+1) - 2xsum(t(R)*log(Pm));

bic <= Q*x(2xp+1)*log(N) - 2*xsum(t(R)*log(Pm));
print(ai);

print(bi);

print (c("Qui-Quadrado",Gsquared, "DF",DF));
print(c("AIC",aic));

print (c("BIC",bic));

ac <- ai;

bc <- bi;

MDISC <- sqrt(apply(ai®2,1,sum)); #poder discriminativo de cada item
for(i in 1:Q)

{

if (p>1){acli,] <- aili,]/MDISC[i];}

bc[i]l <- -bi[i]/MDISC[il;

b

print("Valores Reajustados dos paradmetros dos itens");
print("Discriminagdo");

print(ac);
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print ("Dificuldade");
print(bc);

C.2 Erros-Padrao dos Estimadores de MVM

Infs <- array(dim=c((p+1), (p+1),Q));
Fi <- matrix(nrow=(p+1),ncol=(p+1));
for(k in 1:Q)

{
for(i in 1:p)
{
for(j in 1:p)
{
Fi[i,j] <- Nxsum(P[,k]*(1-P[,k])*thetal,i]*thetal, jl*g);
}
Fil[i,(p+1)] <- Nxsum(P[,k]*(1-P[,k])*thetal,il*g);
Fi[(p+1),i] <= Fili, (p+1)];
}
Fil[(p+1), (p+1)] <- N*sum(P[,k]*(1-P[,k])*g);
Infs[, ,k] <- solve(Fi);
}

Sds <- array(dim=c((p+1),1,Q));
for(i in 1:Q)

{

Sds[,,i] <- sqrt(diag(Infs[,,i]l));
}

C.3 Estimacao Bayesiana dos Parametros dos ltens por
MCMC

model M2PL
{
for (k in 1:Q) {
blk] ~ dnorm(0, 1)
for (j in 1:p) {
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alk, jl ~ dlnorm(1, 0.5)

}
for (j in 1:N) {
for (k in 1:Q) {
P[j, k] <- (1/(1 + exp(-inprod(alk, ], thetalj, 1) -
blk])))
X[j, k] ~ dbern(P[j, k])
}
thetalj, 1:p] ~ dmnorm(Mt[1:p], Vt[il:p, 1:pl)

3

#Modelo ndo-compensatério bidimensional
MNC2 <- function()

{

#prioris

for(k in 1:Q){

for(j in 1:p)

{

alk,j]l ~ dlnorm(1,.5);

blk,j] ~ dnorm(0,1);

}
}
for(j in 1:N)
{
thetalj,1:p] = dmnorm(Mt[1:p],Vt[l:p,1:pl);
}

#Probabilidade de acerto

for(i in 1:Q)
{

for(j in 1:N)
{

P[j,i] <= (1/C 1 + exp(-(ali,1]*thetalj,1]) + b[i,11)))*(1/( 1 + exp(-(ali,2]*t
X[j,i]l ~ dbern(P[j,il);
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C.4 Estimacao dos Tracos Latentes por Maxima Veros-
similhanca e EAP

print (’Estimac&o dos Tragos Latentes’);
P <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=Q);
for(i in 1:nrow(theta))
{
for(j in 1:Q)
{
P[i,j] <= 1/(1+ exp(-1.702%(ailj,1%*%thetali,] +bil[j1)));
}
}
#Verossimilhanca
L <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=N);

for(i in 1:nrow(theta))

{
for(j in 1:N)
{
L[i,j] <= prod((P[i,] X[, *((1-P[i,])~(1-X[j,]1)));
}
}

#Probabilidades marginais e densidade a posteriori

Pm <- matrix(nrow=1,ncol=N); #probabilidade marginal para um padrdo de resposta
for(j in 1:N)

{

Pm[j] <- L[,jl%*%g; # Integral ~ sum(L[,1]*g)

EAP <- matrix(nrow=N,ncol=p);#Estimativas por EAP para cada ind
for(i in 1:N)
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{
if ((sum(X[1,])!'=Q)&((sum(X[i,])!'=0)))#Escores nulos ou perfeitos nio tem
{ #valores definidos.
for(j in 1:p)
{

aux <- (thetal,jl*L[,i]l*g);
EAP[i,j] <- sign(sum(aux)/Pm[i])*min(abs(sum(aux)/Pm[i]),3.9);
}
}
if ((sum(X[i,]1)==Q)){EAP[i,] <- rep(4,p)};
if ((sum(X[1,]1)==0)){EAP[i,] <- rep(-4,p)}
}
dtheta <- function(x,k) #Gradiente da log-verossimilhanga para a habilidade
{
dl <- matrix(ncol=1,nrow=p);
P <- matrix(nrow=1,ncol=Q);
for(i in 1:Q)
{
P[i] <- 1/(1 + exp(-1.7*(aili,]%*%x + bil[i])));

aux <- -(1-X[k,1)*P + (1-P)*x(X[k,]);
for(i in 1:p)
{

difP <- -1.702*ail,il];

dl[i] <- sum(difP*aux);

return(as.numeric(sum(d1l~2)));
}
MLE <- matrix(nrow=N,ncol=p);
for(j in 1:N)
{
if ((sum(X[j,1) '=Q)&((sum(X[,]1)!=0)))
{
MLE[j,] <- spg(rep(0,p),dtheta,k=j,lower=rep(-3,p) ,upper=rep(3,p),control=list(
}
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if ((sum(X[j,1)==Q){MLE[j,] <- rep(4,p)};
if ((sum(X[j,1)==0)){MLE[j,] <- rep(-4,p)}
}

print("Médias EAP");

print (apply (EAP,2,mean)) ;

print("Médias MLE");

print (apply (MLE,2,mean)) ;
print("Varidncias EAP");

print (apply (EAP,2,var));
print("Varidncias MLE");

print (apply (MLE,2,var));
print("Correlagdes, MLE");

print (cor(MLE[,1] ,MLE[,2]));

print ("Correlagdes, EAP");

print (cor (EAP[,1] ,EAP[,2]));

print ("Correlagdo entre estimativas");
print (cor (MLE[,1] ,EAP[,1]1));

print (cor (MLE[,2] ,EAP[,2]));

C.5 Residuos Padronizados

Es <- matrix(nrow=N,ncol=Q);#Valor Esperado da resposta ao item i pelo padrdo de resp:
Var <- matrix(nrow=N,ncol=Q); #Varidncia da resposta s ao item i
Zscore <- matrix(nrow=N,ncol=Q); #Residuo padronizado
for(j in 1:N)
{

for(i in 1:Q)

{

Es[j,i] <- exp(1.7x(aili,]%*%EAP[j,]+bi[i]))/(1+exp(1.7*(aili,]%*%EAP[j,]1+bi[i])));

Var[j,i] <- Es[j,il*(1-Es[j,il);

Zscorelj,i] <- (X[j,il-Es[j,i])/(sqrt(Var[j,il));

}
}

Pfit <- apply(Zscore~2,1,mean);

Ifit <- apply(Zscore”2,2,mean);
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C.6 Escore Esperado

library (Matrix) ;
Sk <- function(P)

{

aux <- matrix(0,nrow=(length(P)+1));

aux[1] <- 1-P[1];

aux[2] <- P[1];

for(i in 2:length(P))

{

Pk <- rep(P[i],i);

Qk <- (1-P[i]);

Qk <- rep(Qk,i);

auxl <- bandSparse(n=(i+1),
m=i ,
k=c(-1,0),

diagonals=1list(Pk,Qk), symmetric = FALSE);

auxl <- as.matrix(auxl);
aux[1:(i+1)] <- aux1¥%x*¥%aux[1:1i];
}
return(aux) ;

}

Esp <- matrix(nrow=(Q+1) ,ncol=nrow(P));#escores esperados para um né

for(j in 1:nrow(P))

{

Espl,j]l <- Sk(P[j,1);
}

fr <- matrix(nrow=(Q+1)); #Escore marginal para cada padrdo

for(j in 1:(Q+1))

{

fr[j] <- NxEsplj,]1%*%g;

}

Sobs <- apply(X,1,sum);

Nobs <- matrix(0,nrow=(Q+1));
for(i in 1:(Q+1))
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{
Nobs[i] <- length(which(Sobs==(i-1)));

print(data.frame("Escore"=0:Q, "Observados"=Nobs, "Previstos"=round(fr))) ;

C.7 Calculo da Estatistica s — \°

0ik <- matrix(0,nrow=Q,ncol=(Q)); #prop. de acertos observados
Eik <- matrix(0,nrow=Q,ncol=(Q)); #prop esperada de respostas
Sobs <- apply(X,1,sum);
Sums <- data.frame(X,Sobs);
for(i in 1:Q)

{

0ik[(i),] <- apply(X[which(Sums$Sobs==1i),1:Q],2,sum)/Nobs[i+1];
}
Esps <- array(dim=c(nrow(P),Q,Q));#No x Cat x item deletado

for(i in 1:Q)
{
for(r in 1:nrow(P))
{
Esps(r,,i] <- Sk(P[r,-i]);
}
Esps(,,i] <- P[,il*Espsl[,,i];
}
Num <- matrix(anrow=Q,ncol=Q);
for(i in 1:Q)

{
for(j in 1:Q)
{
Num([i,j] <- Espsl[,i,jl%*%g;
}
}

for(i in 1:Q)
{
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for(j in 1:Q)
{
Eik[i,j] <- (Mum[i,j1)/(Erli+11/N);
}
}
Eik <- Eik[1:(Q-1),1:Q];
O0ik <- 0ik[1:(Q-1),1:QJ;
Schisq <- apply(((Nobs[2:Q])*(0ik-Eik)"2)/(Eik*(1-Eik)),1,sum);
DFc <- Q + 1 - (p+1);
print (c("s-X2",round(Schisq,3),"df",DFc));

C.8 Checagens Preditivas da Posteriori e DIC

CPP <- function(A,B,Th,p)#Argumentos: A=amostra par. a, B=b Th = tragos, p = dim
{
Rs <- niter(A);
Reps <- array(dim=c(N,Q,Rs));
AUX <- array(dim=c(1,1,Rs));
fr <- matrix(nrow=(Q+1) ,ncol=Rs);
X20 <- matrix(nrow=Rs);
X2r <- matrix(nrow=Rs);
for(r in 1:Rs)
{
if ((£%%100)==0)
{print (c("Replicagdo",r));}
auxl <- Alr,];
aux2 <- B[r,];
aux3 <- Thlr,];
am <- matrix(data.frame(auxl)$auxl,nrow=Q,ncol=p,byrow=TRUE) ;
bm <- matrix(data.frame(aux2)$aux2,nrow=Q,ncol=1,byrow=TRUE);
tr <- matrix(data.frame(aux3)$aux3,nrow=N,ncol=p,byrow=TRUE);
Pm <- matrix(nrow=N,ncol=Q);
Xr <- matrix(nrow=N,ncol=Q);
for(i in 1:Q)
{
for(j in 1:N)
{
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#Modelo compensatorio

Pm[j,i] <- exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i])/(1+exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i]));
#Modelo ndo-compensatorio

#Pm([j,i] <- exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1])/(1+exp(am[i,1]%*%tr(j,1] + bm([i,1]
#exp(am[i,2]%=%tr[j,2] + bm[i,2])/(1+exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2]));

Xr[j,i] <- rbinom(1,1,Pm[j,i]);

}
}
Reps[,,r] <- Xr;
#Dbar
AUX[r] <- -2*sum(log((Pm~X)*((1-Pm)~(1-X))));
#Escores

frm <- matrix(nrow=(Q+1)); #Freq na repetigéo
for(j in 1:(Q+1))
{
frm[j] <- length(which(apply(Xr,1,sum)==(j-1)));
}
fr[,r] <- frm;
#p-values
#Valores marginais
#N6s de quadratura
delta <- 1;
coords <- seq(-3,3,by=delta);
coords <- list(coords);
eixos <- rep(coords,p);
theta <- expand.grid(eixos);
theta <- as.matrix(theta);
g <- matrix(nrow=nrow(theta));
g <- apply(dnorm(theta),1,prod);
P <- matrix(nrow=nrow(theta) ,ncol=Q);
for(i in 1:nrow(theta))
{
for(j in 1:Q)
{
#Modelo compensatorio
P[j,i] <- exp(am[i,]1%*%tr[j,] + bm[i])/(1+exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i]));

#Modelo ndo-compensatorio
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#P[j,i] <- exp(am[i,1]%*%tr(j,1] + bm[i,1])/(1+exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1
#exp(am[i,2]%=*%tr[j,2] + bm[i,2])/(1+exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2]));
}
}
Esp <- matrix(nrow=(Q+1) ,ncol=nrow(P));
for(j in 1:nrow(P))
{
Espl,j] <- Sk(P[j,1);
}
fre <- matrix(nrow=(Q+1)); #Escore marginal para cada padr&o
for(j in 1:(Q+1))
{
fre[j] <- N*xEsplj,lh*%g;
}
Sobs <- apply(X,1,sum);
Nobs <- matrix(0,nrow=(Q+1));
for(i in 1:(Q+1))
{
Nobs[i] <- length(which(Sobs==(i-1)));
}
X20[r] <- sum(((Nobs-fre)~2)/fre);
X2r[r] <- sum(((frm-fre)~2)/fre);
}Fim das repetigdes
#Dhat
Ph <- matrix(nrow=N,ncol=Q);
ah <- matrix(summary(A)$statistics[,1],nrow=Q,ncol=p,byrow=TRUE) ;
bh <- matrix(summary(B)$statistics[,1],nrow=Q,ncol=1,byrow=TRUE);
th <- matrix(summary(Th)$statistics[,1],nrow=N,ncol=p,byrow=TRUE) ;
for(i in 1:Q)
{
for(j in 1:N)
{
#Modelo compensatorio
Ph(j,i] <- exp(am([i,]%*%tr(j,] + bm[i])/(1+exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i]));
#Modelo ndo-compensatorio
#Ph([j,i] <- exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1])/(1+exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,
#exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2])/(1+exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2]));
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}
}
Dhat <- -2%sum(log((Ph~X)*((1-Ph)~(1-X))));
Dbar <- mean(AUX);
DIC <- 2*Dbar - Dhat;

low <- apply(fr,1,quantile, probs=.05);

escs <- apply(fr,1,mean);

up <- apply(fr,1,quantile,probs=.95);

pvalue <- length(which(X20<X2r))/Rs;

print ("Estatistica de Teste: Escores");
print(c("p-value",round(pvalue,2)));
print(data.frame("Observados"=Nobs, "Média MCMC"=round(escs),
"IC"=cbind ("5"=round(low) ,"95"=round(up))));

print (c("DIC",DIC));

invisible(list( "DIC"=DIC,

"Escores"=cbind (Nobs,round(escs) ,round(low) ,round(up)),pvalue));

¥
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