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Resumo

Avaliações educacionais, de distúrbios psicológicos e da aceita-

ção de um produto no mercado são exemplos de estudos que bus-

cam quantificar um construto de interesse através de questionários

compostos por itens de múltipla escolha. A Teoria de Resposta

ao Item (TRI) é muito utilizada na análise de dados provenientes

da aplicação desses questionários. Há vários modelos da TRI já

muito utilizados na prática com tal finalidade, tanto para respostas

dicotômicas aos itens (certo/errado, presente/ausente, sim/não),

quanto para itens com mais de duas categorias de resposta (no-

minais ou ordinais). No entanto, a grande maioria supõe que ape-

nas um traço latente é necessário para explicar a probabilidade de

resposta ao item (modelos unidimensionais). Como as situações

práticas são usualmente caracterizadas por várias aptidões (traços

latentes) influenciando a probabilidade de um indiv́ıduo apresen-

tar certa resposta ao item, os modelos multidimensionais são de

grande importância. Neste trabalho, após um levantamento bi-

bliográfico dos principais modelos multidimensionais da TRI exis-

tentes na literatura, realizou-se um estudo detalhado de um deles:

o modelo loǵıstico multidimensional de dois parâmetros. O mé-

todo de estimação dos parâmetros dos itens por máxima verossimi-

lhança marginal e dos traços latentes por máxima verossimilhança

são explicitados assim como a estimação por métodos bayesianos.

Todos os métodos foram implementados em R, comparados e apli-

cados a um conjunto de dados reais para avaliação do Inventário

de Depressão de Beck (BDI) e do Exame Nacional do Ensino Mé-

dio (ENEM).





Abstract

Educational evaluations, psychological testing and market sur-

veys are examples of studies aiming to quantify an underlying

construct of interest through multiple choice item tests. Item Res-

ponse Theory (IRT) is a class of models used to analyse such data.

There are several IRT models already being used in applied studies

to such end, either for dichotomical answers (right/wrong, pre-

sent/absent, Yes/No) or for itens with nominal or ordinal answers.

However, the large majority of those models make the assumption

that only one latent trait is sufficient to explain the probability

of a correct answer to an item (unidimensional models). Since

many situations in practice are characterized by multiple aptitu-

des (latent traits) influencing such probabilities, multidimensional

models that take such traits into consideration gain great impor-

tance. In the present work, after a thorough review of the lit-

terature regarding multidimensional IRT models, we studied in

depth one model: the two parameter multidimensional logistic

model for dichotomical items. The marginal maximum likelihood

method used to estimate the item parameters and the maximum

likelihood method used for the latent traits as well as bayesian

methods for parameter estimation were studied, compared, imple-

mented in the R software and then applied to a real dataset to

infere depression using the Beck Depression Inventory(BDI)and

the Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).
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C.1 Estimação dos Parâmetros dos Itens por MVM . . . . . . . . . . . . . . 91

C.2 Erros-Padrão dos Estimadores de MVM . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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ficuldade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Caṕıtulo

1
Introdução

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos estat́ısticos que

relacionam traços latentes (tais como o conhecimento em uma determinada disciplina,

na área de Educação, e presença ou intensidade de uma determinada patologia ou

comportamento, na área de Saúde) com a probabilidade de uma certa resposta a itens

de múltipla escolha compondo uma prova ou questionário.

Os modelos mais usuais da TRI apoiam-se na suposição de que existe um único

traço latente que influencia a probabilidade de determinada resposta, ou pelo menos

existe um único traço dominante que responde pelo desempenho do indiv́ıduo na prova

ou questionário. Estes modelos são denominados modelos unidimensionais.

Contudo, tal suposição nem sempre é válida na prática, onde comumente mais

de um traço latente tem papel significativo no desempenho do indiv́ıduo ao longo da

prova. Por exemplo, em uma prova que objetiva medir a fluência de um indiv́ıduo em

um determinado idioma, vários fatores podem influenciar na resposta correta ou não a

um item, tais como seu vocabulário, interpretação de textos ou habilidade de leitura no

idioma em questão. Também pode ser intuito do examinador estimar o conhecimento

do examinado em cada uma dessas sub-áreas para uma interpretação mais apurada da

fluência do indiv́ıduo.

Outro problema em que um único traço latente pode não ser suficiente é quando

temos disparidade entre as populações avaliadas. Por exemplo, anseia-se medir o co-

nhecimento básico de Matemática em uma população. Se a prova for aplicada a uma

população instrúıda, a leitura e interpretação das perguntas dos itens não influenciam

as respostas dos indiv́ıduos, que serão relacionadas unicamente ao conhecimento de

21



22 Caṕıtulo 1 — Introdução

Matemática. Entretanto, se aplicarmos o mesmo procedimento a uma população com

baixa instrução, a estimação do conhecimento em Matemática pode não condizer com

a realidade, pois os indiv́ıduos são influenciados por fatores alheios, tais como falta de

compreensão do vocabulário ou tempo insuficiente para a resolução da questão.

Nesse contexto, um modelo que considere vários traços latentes deve ser utilizado

para descrever os atributos da população. Na literatura, são propostas extensões dos

modelos unidimensionais da TRI considerando que o traço latente θ outrora um escalar

é definido como um vetor θ = (θ1, θ2, ..., θn) de traços latentes que influenciam as

respostas aos itens.

O número de traços latentes que deve ser considerado no modelo depende da hete-

rogenidade da população alvo com relação aos ńıveis dessas dimensões e de quais traços

efetivamente influenciam nas respostas dos indiv́ıduos aos itens (Linden & Hambleton

1996). Escolher um número que superestime a quantidade de traços latentes não é reco-

mendável devido à dificuldade na interpretação de cada traço, enquanto que subestimar

o número de dimensões pode prejudicar a adequação do modelo aos dados.

No propósito de determinarmos a dimensão do vetor de parâmetros θ, técnicas de

Análise Fatorial (AF) são utilizadas. Contudo, a natureza dicotomica dos itens limita

o uso da análise fatorial exploratória mais frequentemente encontrada na literatura

(Johnson & Wichern 2003) e implementada nos programas estat́ısticos mais tradicio-

nais. Nesse sentido, utilizaremos a abordagem descrita por Bock & Aitkin (1981) e

Bock, Gibbons & Muraki (1988), na qual tratamentos para a análise dos itens dicoto-

micos e estimação das cargas dos fatores são propostas através da técnica denominada

análise fatorial de informação plena.

No Caṕıtulo 2 apresentamos uma breve descrição com diferenças e semelhanças

entre as analises fatoriais exploratória para respostas cont́ınuas, para dados dicotômicos

substituindo-se a matriz de correlação de Pearson pelas correlações tetracóricas e a de

informação plena, foco principal deste trabalho.

No Caṕıtulo 3 apresentamos alguns modelos multidimensionais da TRI: modelos

compensatórios de ogiva normal e loǵıstico de três parâmetros e um modelo loǵıstico

não-compensatório.

Descrevemos a estimação dos parâmetros para os modelos multidimensionais com-

pensatórios utilizando o método da Máxima Verossimilhança Marginal e métodos Baye-

sianos no Caṕıtulo 4 e terminamos o presente trabalho no Caṕıtulo 5 com um estudo

de simulação para um estudo comparativo dos métodos, sendo um deles aplicado a

um conjunto de dados reais para o diagnóstico de depressão através do Inventário de

Depressão de Beck (BDI).



Caṕıtulo

2
Análise Fatorial

A teoria de AF surgiu das idéias de Thurstone e Spearman (Reckase 1997) com

o estudo das associações entre variáveis que refletem a inteligência e identificação dos

fatores latentes que justifiquem tais associações.

No contexto da AF, são medidas diversas respostas, que podem ser explicadas por

um número menor de traços latentes (variáveis não observadas, chamadas de fatores)

para as quais analisamos as respectivas estruturas de correlação. Um breve relato da

metodologia da Análise Fatorial será apresentado nessa seção, tanto para respostas

observadas cont́ınuas (Seção 2.1) quanto dicotômicas (Seções 2.2 e 2.3 ).

2.1 Analise Fatorial Exploratória

Suponha n variáveis resposta cont́ınuas padronizadas (ou seja, com média zero

e variância unitária), Y1, Y2, ..., Yn, associadas a um grupo de p variáveis aleatórias não

observadas, os fatores F1, F2, ..., Fp, segundo o seguinte modelo:

Y1 = l11F1 + ...+ l1pFp + ε1

Y2 = l21F1 + ...+ l2pFp + ε2
...

Yn = ln1F1 + ...+ lnpFp + εn

(2.1)

Em que os coeficientes lij i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p, são denominados cargas fatoriais e

representam o peso de cada fator na resposta observada e ε1, . . . , εn são erros aleatórios.

Equivalentemente, em forma matricial,

23



24 Caṕıtulo 2 — Análise Fatorial

Y = LF + ε, (2.2)

em que L, de dimensão (nxp), é demominada matriz de cargas fatoriais, F =

(F1, . . . , Fp)
t e ε = (ε1, . . . , εp)

t. De tal formulação, segue que podemos decompor a

matriz de covariâncias das variáveis observadas (ou a matriz de correlações, já que

utilizamos as variáveis padronizadas), Φ, na seguinte forma:

Φ = LΘLt + Ψ, (2.3)

em que Θ é a matriz de covariâncias dos fatores e Ψ é a matriz de covariâncias dos

erros. É comum a suposição de que F e ε são independentes, E(F ) = 0, Cov(F) = Ip,

E(ε) = 0 e Cov(ε) = Ψ, sendo que Ψ é uma matriz diagonal.

Tais suposições caracterizam o modelo de fatores ortogonais. Dessa forma, o sistema

de equações anterior pode ser simplificado para

Φ = LLt + Ψ. (2.4)

Assim temos claramente que Cov(Fi, Yj) = lij; logo, as cargas fatoriais representam

a covariância entre os fatores e as respostas e o objetivo da análise é estimá-las jun-

tamente com a matriz de covariâncias dos erros, os parâmetros do modelo da Análise

Fatorial. Para tal estimação, vários métodos podem ser empregados.

Um deles é o método dos fatores principais, herdado da Análise de Componentes

Principais. Nele, assim como feito na análise citada, decompomos a matriz de covari-

âncias ou correlaçôes em seu espectro de autovalores e autovetores, de onde estimamos

a matriz L das cargas fatoriais, e determinamos o número de fatores necessários para

uma boa explicação da variabilidade da amostra observando a proporção da variância

explicada adicionando-se cada fator.

Outro método para a estimação é o método de Máxima Verossimilhança. Para

isso, supomos que F tem distribuição normal p-variada com vetor de médias nulo e

matriz de covariâncias igual à identidade de ordem p, enquanto ε tem distribuição

normal n-variada, de vetor de médias nulo e matriz de covariância Ψ como definida

anteriormente, o que implica que o vetor de variáveis resposta Y tem distribuição

normal n-variada com vetor de médias 0 e matriz de covariâncias LLt + Ψ.

Contudo, temos um problema de idetificabilidade no modelo da Análise Fatorial.

Observe que a matriz de covariâncias Φ permanece a mesma para transformações do

tipo L∗ = LM e F ∗ = M tF , sendo M uma matriz ortogonal. Neste caso,

L∗F ∗ + ε = LMM tF + ε = LF + ε. (2.5)
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Ambas L e L∗ (e, consequentemente, F e F ∗) representam uma solução matemática

para o problema. No entanto, no sentido da interpretação dos fatores em questão, uma

delas provavelmente será mais adequada do que a outra. Neste contexto, a literatura

propõe alguns métodos de rotação dos fatores, que apontam determinadas transforma-

ções de L como mais interpretáveis. As rotações mais comuns são a rotação Varimax

e as obĺıquas. Tais tecnicas podem ser encontradas em Johnson & Wichern (2003) e

Lawley & Maxwell (1971), respectivamente.

Quando temos variáveis cont́ınuas, os elementos da matriz de correlações Φ consi-

derados na Análise Fatorial são estimados pelos coeficientes da matriz de correlação

de Pearson. Contudo, quando as variáveis respostas representam o acerto ou erro

em um determinado item, isto é, quando as variaveis observadas são dicotômicas, a

utilização das correlações de Pearson como estimadores dos elementos matriz Φ torna-

se inadequada. Quando tratamos itens de dificuldades muito d́ıspares,ou seja, itens nos

quais a maioria da população avaliada responde incorretamente, a correlação amostral

estima valores espúrios com pequenas variações nas respostas dos itens em questão.

2.2 Análise Fatorial com Correlações Tetracóricas

Uma alternativa para a análise fatorial para respostas dicotômicas, proposta

por Bock et al. (1988), é supor uma variável aleatória não observada Yi cont́ınua,

associada à resposta observada Xi ao i-ésimo item de múltipla escolha, sendo 1 definido

arbitrariamente como um acerto e 0 como um erro, tal que

Xi =

{
0 se Yi < γi
1 se Yi ≥ γi

(2.6)

em que γi é um parâmetro desconhecido denominado ponto de corte (threshold) asso-

ciado ao item i, i = 1, · · · , I.

Sejam πl,m10 , π
m
.0 , π

l,m
01 as probabilidades da tabela de contingência para os itens l e m

conforme representados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Probabilidades de resposta aos items l e m
l\m Acerto Erro Total

Acerto πl,m11 πl10 πl1.
Erro πl,m01 πl00 πl0.

Total πm.1 πm.0 1

O coeficiente de correlação tetracórica entre os itens l e m , ρlm é o número real

que satisfaz:
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πl,m10 = P (Yl ≥ γl, Ym < γm) =

∫ ∞
γl

∫ γm

−∞
f(yl, ym, ρlm)dymdyl

πl,m01 = P (Ym ≥ γm, Yl < γl) =

∫ γl

−∞

∫ ∞
γm

f(yl, ym, ρlm)dymdyl

πm.0 = P (Ym < γm) =

∫ ∞
−∞

∫ γm

−∞
f(yl, ym, ρlm)dymdyl,

(2.7)

em que f(·) é a função densidade de probabilidade da distribuição normal bivariada

e ρlm = Corr(Yl, Ym). Não existem fórmulas fechadas para o cálculo da correlação

tetracórica. Divgi (1979) apresenta diversos métodos de estimação para a correlação

tetracórica, que comumente estão implentados nos programas estat́ısticos que fazem a

estimação das cargas fatoriais e da matriz de covariâncias.

Além disso, a matriz de correlações tetracóricas nem sempre é positiva definida.

Bock et al. (1988) apresentam correções para o cálculo da matriz de correlações tetra-

córicas em situações de acertos casuais e respostas omitidas, que podem causar esse

problema.

2.3 Análise Fatorial de Informação Plena (AFIP)

As dificuldades apresentadas na seção anterior foram contornadas por Bock et al.

(1988) ao proporem a AFIP, uma metodologia baseada na Teoria de Resposta ao Item

que evita o problema de calcular as correlações tetracóricas entre os itens. A AFIP

toma o modelo

Y1 = l11θ1 + · · ·+ l1pθp + ε1

Y2 = l21θ1 + · · ·+ l2pθp + ε2
...

...
...

Yi = li1θ1 + · · ·+ lipθp + εi (2.8)
...

...
...

Yn = ln1θ1 + · · ·+ lnpθp + εn

em que os erros aleatórios εi têm distribuição normal, de média 0 e variância σi
2,

sendo independentes entre si e do vetor de traços latentes θ, e que θ tem distribuição

normal multivariada com vetor de médias 0 e matriz de covariâncias Ip, implicando

uma distribuição normal n-variada para o vetor de respostas Y como em (2.6).
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Desta forma, pode-se escrever a probabilidade do indiv́ıduo acertar o i-esimo item

como

P (Xi = 1|θ) = P (Yi ≥ γi|θ)

=
1√

2πσ2
i

∫ −γi
−∞

exp

{
− 1

2σ2
i

(
y −

p∑
k=1

likθk

)}
dy

= Φ

(
−γi +

∑p
k=1 likθk
σi

)
= Φi(θ), (2.9)

em que Φ(·) é a função distribuição acumulada da normal padrão e Φi(θ) é definido

como a função distribuição acumulada da distribuição normal calculada no referido

ponto, dependendo assim de todos os parâmetros da Análise Fatorial (cargas fatoriais,

variância dos erros e ponto de corte do item) e dos traços latentes do indiv́ıduo.

Como é usual na análise fatorial que Yi tenha média 0 e variância 1 (variável pa-

dronizada) a suposição de que σ2
i = 1−

∑p
k=1 l

2
ik também é adotada. O claro benef́ıcio

de usar a AFIP é a economia nos cálculos, já que um item a mais indica apenas mais

uma probabilidade a ser calculada, ao invés da grande quantidade de tabelas de acertos

entre itens necessárias para a correlação tetracórica, além de prover estimativas com

interpretações no contexto da TRI, como apresentamos no caṕıtulo 3.





Caṕıtulo

3
Modelos Multidimensionais da TRI

A TRI multidimensional pode ser considerada um tipo de análise fatorial para

dados observados não cont́ınuos (dicotômicos ou politonicos). O que diferencia as duas

metodologias é essencialmente a interpretação. A análise fatorial normalmente é usada

para encontrar um pequeno número de variáveis latentes (fatores) capazes de explicar

a variabilidade de um número maior de variáveis observadas, i.e., é basicamente uma

técnica de redução de dimensão.

Por outro lado, a TRI modela a interação entre indiv́ıduos e itens, buscando deter-

minar caracteristicas dos indiv́ıduos (traços latentes) e dos itens que influenciam nas

respostas observadas (Reckase 1997).

No presente caṕıtulo são apresentados modelos multidimensionais da TRI para itens

dicotômicos, separados em três classes: os modelos compensatórios de ogiva normal e

loǵısticos (herdados da AFIP) e os modelos não compensatórios. Um modelo é dito

compensatório quando a mesma probabilidade de acerto do item pe mantida quando a

diminuição do valor de um traço latente é compensada pelo aumento no valor de outro

traço latente.

3.1 Modelo de Ogiva Normal Compensatório

Considere o modelo 2.9 com a seguinte reparametrização proposta por Bock et al.

(1988)

bi =
−γi
σi

e aik =
lik
σi
, (3.1)

29
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em que i = 1, . . . , I,sendo I o número de itens na prova, e k = 1, . . . , p, sendo p a

dimensão do vetor de traços latentes. O parâmetro bi é denominado dificuldade do i-

esimo item e cada componente do vetor ai = (a1i, · · · , api) é a discriminação do i-ésimo

item sobre o k-ésimo traço latente.

Incorpora-se uma probabilidade de acerto casual do item ci, i = 1, ..., I quando

as habilidades são baixas. Assim, temos o Modelo de Ogiva Normal de 3 Parâmetros

(discriminação, dificuldade e acerto ao acaso):

P (Xi = 1|ai, bi, ci,θ) = ci + (1− ci)Φ

(
bi +

p∑
k=1

aikθk

)
= Φi(θ) (3.2)

em que ai = (a1, . . . , ap),bi, Φ(.) e θ são definidos como em (2.9) e (3.1). Vale

ressaltar que a equação (3.2) equivale a (2.9) reformulada segundo os parâmetros usuais

da TRI.

Os modelos de ogiva normal são amplamente utilizados e encontram-se implemen-

tados em diversos programas existentes, como o NOHARM (Frasier 1988), que estima

os parâmetros do modelo por uma adaptação do método dos mı́nimos quadrados e

o TESTFACT (Wilson, Wood & Gibbons 1987) que estima os parâmetros dos itens

segundo o método da máxima verossimilhança marginal e os parâmetros dos indiv́ı-

duos por métodos bayesianos de esperança ou moda a posteriori a serem expostos no

caṕıtulo 4.

3.2 Modelo Loǵıstico Compensatório

McKinley & Reckase (1980) propõem o modelo loǵıstico de três parâmetros com

expressão dada por

P (Xi = 1|θ,ai, bi, ci) = ci + (1− ci)
1

1 + exp [−
∑p

k=1 akiθk + bi]
= Pi(θ), (3.3)

em que i = 1, . . . , I, ai, bi e ci são definidos como em (3.2) e Pi(θ) é definido para

simplificar a notação, dependendo dos parâmetros dos itens (vetor de discriminações,

dificuldade e acerto casual) e dos traços latentes dos indiv́ıduos. Note que este mo-

delo é muito parecido com o modelo (3.2) substituindo a função de distribuição de

probabilidades da distribuição normal pela função loǵıstica.

Assim como nos modelos unidimensionais temos uma curva relacionando a proba-

bilidade de acerto de cada item com a habilidade do indiv́ıduo. Nos modelos multi-

dimensionais da TRI temos uma superf́ıcie para cada relacionando a probabilidade de

acerto ao item e habilidades. Para fins de ilustração, tomemos o caso bidimensional
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com a1 = 1, a2 = 0.7, b = 1, 0 e c = 0. A superf́ıcie de resposta do modelo (3.3)

encontra-se representada na Figura 3.1.

Figura 3.1: Superf́ıcie caracteŕıstica para um item (SCI) sob o modelo loǵıstico (3.3)
com dois traços latentes (θ1 e θ2) e a1 = 1, a2 = 0.7, b = 1, 0 e c = 0

Note que o parâmetro de acerto casual é a asśıntota inferior da superf́ıcie, enquanto

os parâmetros de discriminação representados no vetor ai são responsáveis pela sua in-

clinação em cada eixo dos traços latentes, cada elemento do vetor indica a sensibilidade

do item para avaliar cada traço latente. Para medir o poder discriminativo do i-ésimo

item para a combinação de todos os traços latentes, usa-se a estat́ıstica

MDISCi =

√√√√ p∑
k=1

a2ki, (3.4)

ou seja, a norma do vetor de discriminações. Essa estat́ıstica mede a intensidade

da transição da região de baixa probabilidade de acerto ao item para a região de alta

probabilidade na SCI.

Nos modelos unidimensionais, o parâmetro de dificuldade do item é medido na

mesma escala do traço latente e significa o ponto de inflexão da curva caracteŕıstica do
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item, ou seja, o ponto onde obtemos uma probabilidade de acerto de 1+ci
2

. Nos modelos

multidimensionais, bi não pode ser interpretado dessa forma. Reckase (1996) propõe

uma estat́ıstica análoga à existente no caso unidimensional para medir a distancia de

origem até o ponto de maior inclinação da superf́ıcie (SCI), dada por

MDIFFi =
−bi

MDISCi
. (3.5)

Sheu, Chen, Su & Wang (2005) implementam a estimação dos parâmetros do mo-

delo loǵıstico no SAS utilizando o proc NLMIXED, e programas comerciais como o

MAXLOG (McKinley & Reckase 1983), o MULTIDIM (McKinley 1987) e o MIRTE

(Carlson 1987) realizam a estimação dos parâmetros dos itens.

Assim como no caso unidimensional, os modelos a três parâmetros podem ser sim-

plificados para dois ou um parâmetro igualando-se ci a 0 para i = 1, . . . , I ou ci = 0 e

aik = 1 para i = 1, . . . , I e k = 1, . . . , p respectivamente. Mais detalhes são discutidos

em McKinley & Reckase (1980).

3.3 Modelos Não-Compensatórios

O modelo loǵıstico não compensatório de três parâmetros proposto por Whitely

(1980) e Sympson (1977) é dado por

P (Xij = 1|θ,ai, bi, ci) = ci + (1− ci)
p∏

k=1

1

1 + exp (−Dakiθjk + bik)
, (3.6)

em que ai, ci e θ são definidos como em (3.3) e bi = (bi1, ..., bpi) representa a

dificuldade do item em questão associada a cada traço latente.

Diversos outros modelos compensatórios foram propostos (Reckase 1997), entre-

tanto tais modelos não são frequentemente utilizados por serem analiticamente compli-

cados, tornando a implementação de métodos de estimação dos parâmetros extrema-

mente dificil. Com o aumento do poder computacional e novos métodos de estimação,

os modelos não-compensatórios podem vir a obter alguma popularidade nas aplicações

da TRI (Bolt & Lall 2003).

Todos os modelos aqui descritos são adequados para itens dicotômicos. Propostas

para itens politômicos também são encontradas na literatura. Entre elas podemos citar

Adams, Wilson & Wang (1997), Ayreshi (1993) e Kelderman & Rijkes (1994).
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4
Estimação dos Parâmetros

Os modelos da TRI envolvem um grande número de parâmetros a serem estima-

dos, tanto referentrees a itens (denominados parâmetros estruturais), quanto referentes

aos traços latentes dos indiv́ıduos (parâmetros incidentais). Claramente, o número de

parâmetros referentes aos traços latentes aumenta com o tamanho da amostra, carac-

terizando o problema descrito em Neyman & Scott (1948).

Bock & Aitkin (1981) sinalizam que esse fato gera estimadores de MV que não

necessariamente apresentam as propriedades assintóticas como ausência de viés, con-

sistência e eficiência mesmo em modelos mais simples como os modelos unidimensionais

da TRI (Baker & Kim 2004).

Como consequência, métodos que marginalizam a função de verossimilhança com

respeito aos parâmetros incidentais ou métodos bayesianos são mais utilizados na TRI.

Neste caṕıtulo detalharemos o processo de estimação dos parâmetros do modelo

(3.3) supondo ci = 0, i = 1, . . . , I. Para os parâmetros dos itens, serão descritos os

métodos de máxima verossimilhança marginal (MVM) proposto por Bock et al. (1988)

e bayesiano por moda a posteriori (MAP).

Os traços latentes serão estimados supondo os parâmetros dos itens conhecidos atra-

vés dos um métodos bayesiano de esperança a posteriori (EAP) e Máxima Verossimi-

lhança.

Adicionalmente, o método monte carlo via cadeias de Markov (MCMC) será ado-

tado para a estimação conjunta dos parâmetros dos itens e traços latentes, como pro-

posto por Patz & Junker (1999) no contexto da TRI.

33
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4.1 Identificabilidade dos Modelos

Assim como os modelos unidimensionais, os modelos multidimensionais da TRI não

são identificáveis. Nos modelos unidimensionais, tomando α, β ∈ R, α 6= 0, i ∈ 1, · · · , I

θ∗ = αθ + β (4.1)

a∗i =
ai
α

b∗i = bi −
aiβ

α

criava um problema de identificabilidade. A transformação (4.1) foi obtida modificando-

se a transformação exposta em Andrade, Tavares & Valle (2000) para a probabilidade

de resposta correta ao item obtida fixando-se p = 1 nos modelos do caṕıtulo 3.

Para os parâmetros de habilidade, discriminação e dificuldade, respectivamente,

geram a mesma probabilidade de acerto ao item i. Analogamente, no modelo mul-

tidimensional tomando uma matriz inversivel Λ de dimensão (pxp) e um vetor β e

considerando que a combinação linear entre traços latentes e discriminações dos mode-

los (3.2) e (3.3) podem ser escritas como atθ, t indicando a transposta do vetor, temos

analogamente das transformações feitas em (4.1)

θ∗ = Λθ + β (4.2)

a∗i = atiΛ
−1

b∗i = bi − atiΛ−1β.

Podemos observar que a∗iθ
∗ + b∗i = aiθ+ bi fornecendo assim as mesmas probabili-

dades de acerto.

Para resolver esse problema, programas que realizam a estimação por Máxima Ve-

rossimilhança Marginal como o TESTFACT assumem que os traços latentes seguem

uma distribuição normal p-variada, com vetor de médias nulo e matriz de variância-

covariâncias idêntica à matriz identidade de ordem p.

Não é dif́ıcil observar que tal premissa resolve o problema de identificabilidade no

processo de estimação, tendo em vista que uma transformação linear Λ nos traços laten-

tes mudariam a estrutura da matriz de variâncias-covariâncias enquanto uma translação

na direção de um vetor não-nulo β alteraria a média da variável transformada. Re-

forçando essa premissa, portanto, garantem-se estimativas únicas dos parâmetros dos

itens.
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Contudo, a identificabilidade obtida por essa premissa adicional não vem sem um

custo. Como destacado por Reckase em Linden & Hambleton (1996), tais premissas

podem aumentar a variância e covariância das estimativas dos parâmetros de discrimi-

nação, resultando em erros maiores.

Da mesma maneira que a Análise Fatorial, entretanto, podemos tirar vantagem da

invariância do modelo por rotações dos eixos de traços latentes. Após o processo de

estimação, podemos da mesma maneira executar rotações como o Varimax para obter

interpretações melhores dos parâmetros dos itens.

4.2 Estimação dos Parâmetros dos Itens

4.2.1 Método da Máxima Verossimilhança Marginal

Denotando por j = 1, . . . , n os indiv́ıduos que respondem aos itens i = 1, . . . , I, θj,

o vetor dos traços latentes do j-ésimo indiv́ıduo, xij = 0 ou 1, a resposta do j-ésimo

indiv́ıduo ao i-ésimo item, xj = (x1j, . . . , xIj) e Pi(θ) como definido em (3.3) para

ci = 0, i = 1, · · · , I, podemos escrever a função de verossimilhança como

Lj(θ) = P (Xj = xj|θj,ai, bi) =
I∏
i=1

[Pi(θj)]
xij [1− Pi(θj)]1−xij . (4.3)

Considerando, g(·) a densidade de probabilidade da normal p-variada padrão su-

posta para θj como mencionada no caṕıtulo 2, a função de verossimilhança é

P (Xj = xj|ai, bi) =

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

I∏
i=1

[Pi(θ)]xij [1− Pi(θ)]1−xij g(θ)dθ

=

∫
θ

Lj(θ)g(θ)dθ = P̃j. (4.4)

Calcularemos a integral utilizando o método de quadratura gaussiana, no qual uti-

lizamos a seguinte aproximação

P̃l =

Q∑
qp=1

. . .

Q∑
q1=1

Ll(K)A(Kq1) . . . A(Kqp) (4.5)

de modo que temos Q pontos de quadraturaK = (K1k, · · · , KQk) em cada dimensão de

traços latentes k = 1, · · · , p, cada um com um peso A(·). Essa aproximação consiste de

um agrupamento das amostras em torno de certos ńıveis de traços latentes, o que nos

induz a escrever a função verossimilhança por uma distribuição multinomial, reduzindo

o tempo de processamento computacional.
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Seja rl a frequência do padrão de resposta xl, para cada um dos s ≤ min
{

2I , n
}

padrões de resposta posśıveis. Temos que a função verossimilhança pode ser escrita

como:

L =
n!

r1! . . . rs!
P̃ r1
1 . . . P̃ rs

s . (4.6)

A derivada da função log-verossimilhança com respeito a um parâmetro de item

(discriminação com relação a um traço latente ou dificuldade do item ), vi, é dada por

∂ log(L)

∂vi
=

s∑
l=1

rl

P̃l

(
∂P̃l
∂vi

)

=
s∑
l=1

rl

P̃l

∫
θ

(
Ll(θ)

[Pi(θ)]xli [1− Pi(θ)]1−xli
.
∂ [Pi(θ)]xli [1− Pi(θ)]1−xli

∂vi
g(θ)

)
dθ

=
s∑
l=1

rl

P̃l

∫
θ

(
xli − Pi(θ)

Pi(θ)[1− Pi(θ)]

)
Ll(θ)

∂Pi(θ)

∂vi
g(θ)dθ. (4.7)

Definindo

R̄l =
s∑
l=1

rlxliLl(θ)

P̃l
(4.8)

e

n̄ =
s∑
l=1

rlLl(θ)

P̃l
, (4.9)

temos que a derivada da log-verossimilhança pode ser re-escrita como

∂ log(L)

∂vi
=

∫
θ

R̄l − n̄Pi(θ)

Pi(θ)[1− Pi(θ)]
.
∂Pi(θ)

∂vi
g(θ)dθ, (4.10)

ou utilizando-se aproximação para quadratura gaussiana,

∂ log(L)

∂vi
≈

Q∑
qp=1

. . .

Q∑
q1=1

R̄i,q1...qp − n̄q1...qpPi(K)

Pi(K)[1− Pi(K)]

[
∂Pi(K)

∂vi
A(Kq1) . . . A(Kqp)

]
. (4.11)

As equações definidas em (4.8) e (4.9) representam a frequência esperada de acertos

do item i e o número esperado de indiv́ıduos com niveis dos traços latentes iguais a K

caracterizando o passo E do algoŕıtmo EM usado na obtenção das estimativas. O passo

M é apresentado na equação (4.10) ou na sua aproximação (4.11), que é maximizada

utilizando o método de aceleração do algoritmo EM de Varadhan & Roland (2008)

implementado em R no pacote BB (Varadhan & Gilbert 2009). O programa em R com

tal metodologia implementada encontra-se no Apêndice C.
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4.2.2 Método Bayesiano da Moda a Posteriori

No método da Máxima Verossimilhança Marginal supomos uma distribuição de

probabilidade para o vetor de traços latentes θ, g(θ), como uma premissa razoável e

necessária para garantir boas propriedades dos estimadores dos parâmetros associados

aos itens e para tornar a metodologia de estimação aplicável na prática. Em uma

abordagem bayesiana, assumimos uma distribuição de probabilidade a priori para todos

os parâmetros do modelo, assim obtendo do Teorema de Bayes a chamada distribuição

de probabilidade a posteriori.

π(a, b,θ|X,η, τ ) ∝ L(a, b, c,θ|X)π(a, b,θ|η, τ ), (4.12)

de maneira que a = (a1, · · · ,aI) são os vetores de discriminação ai = (a1, · · · , ap)
de cada traço latente para cada item i = 1, · · · , I, b = (b1, · · · , bI) é o vetor de

dificuldades para cada item da prova, θ = (θ1, · · · ,θn) são os vetores de traços latentes

θj = (θ1, · · · , θp) associados a cada j = 1, · · · , n indiv́ıduo da população avaliada e X

é a matriz de respostas dos N indiv́ıduos aos I itens com função de verossimilhança

L(.) como definida em 4.3, π(.) a distribuição de probabilidade a priori assumida para

os parâmetros e dependente dos hiperparâmetros τ para os traços latentes e η para os

parâmetros dos itens.

Assim como no MVM da subseção anterior, marginalizamos a distribuição (4.12) so-

bre os valores do vetor de traços latentes θ e sobre os hiperparâmetros das distribuições

dos parâmetros dos itens, assumidos com distribuição g(ηa) e g(ηb) para os hiperpa-

râmetros da discriminação e dificuldade, respectivamente, obtendo a distribuição de

probabilidade

π(a, b|X) ∝
∫ ([∫

Rp

L(a, b,θ|X)π(θ|τ )dθ

]
π(a|ηa)π(b|ηb)

)
g(ηa)g(ηb)dηadηb,

(4.13)

onde π(.) no lado direito da equação são as distribuições a priori dos parâmetros,

assumidas independentes entre si (Baker & Kim 2004).

Tomando a função de verossimilhança de um padrão de respostas xs, s = 1, · · · , S
como definida em (4.4), podemos escrever o logaritmo da distribuição a posteriori

condicionada ao vetor de respostas xs como

log (π(a, b|xs)) = P̃s + log(π(a)) + log (π(b)) . (4.14)

Repetindo a modelagem multinomial da função verossimilhança feita em (4.6), ana-

logamente observa-se que adotando as premissas usuais de independência entre parâ-

metros dos itens, itens e indiv́ıduos, obtemos a expressão para a derivada do logaritmo
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da distribuição a posteriori com relação a um parâmetro de item vi, i = 1, · · · , I pela

soma da Equação (4.14) para todos os padrões de resposta observados, obtendo

∂ log (π(a, b|X))

∂vi
=
∂ log(L)

∂vi
+
∂ log(π(vi))

∂vi
, (4.15)

π(vi) é a distribuição a priori do parâmetro do item em questão, L é como definido

em (4.6) e a derivada da log-verossimilhança é como definida em (4.10), de maneira que

podemos realizar a otimização utilizando o algoŕıtmo EM de maneira completamente

análoga, apenas levando em consideração as componentes extras devidas às distribui-

ções a priori.

4.3 Estimação dos Traços Latentes

Supondo conhecidos os parâmetros dos itens, a estimação do vetor de traços latentes

pode ser feita resolvendo as equações de verossililhança para k = 1, · · · , p

∂l (θs|a, b,X)

∂θk
= 0

l (θs|a, b,X) é a função log-verossimilhança do s−ésimo padrão de resposta observado,

s = 1, · · · , S condicionada à matriz de respostas observadas X e aos parâmetros dos

itens a = (a1, · · · ,aI) e b = (b1, · · · , bI) obtida tomando-se o logaŕıtmo da função de

verossimilhança (4.3).

Porém, a estimação dos traços latentes por máxima verossimilhança envolve a reso-

lução de pS equações não lineares, ou a maximização de S funções de verossimilhança,

o que pode ser extremamente custoso.

Uma alternativa é a estimação bayesiana pela por esperança a posteriori (EAP)

utilizada por exemplo no programa de Lee& Terry (2005). Aproveitando os nós de

quadratura da estimação por máxima verossimilhança marginal e a premissa de nor-

malidade multivariada do vetor de traços latentes, estima-se a k−ésima componente

do vetor de traços latentes, θ = (θ1, · · · , θk, · · · , θp) pelo valor esperado da distribuição

a posteriori do vetor de traços latentes

θ̂ks =

∫
Rp θkLs(θ)g(θ)dθ

P̃s
, (4.16)

dado que P̃s é a probabilidade marginal do s−ésimo padrão de resposta definida

em (4.4) ou em sua aproximação por quadratura de Gauss-Hermite

θks ≈
∑

m∈K KmkLs(Km)A(Km)

P̃s
, (4.17)
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para a qual usamos as aproximações definidas em (4.5) para o conjunto dos pontos de

quadratura p− dimensionais K.

A estimação por EAP tem a vantagem de envolver apenas o cálculo de somas para

aproximar as integrais ao invés dos sistemas não-lineares e otimizações do método de

máxima verossimilhança e a garantia de atender sempre ao principio da verossimilhança

por se tratar de um procedimento bayesiano.

Contudo, em ambas as estimações, escores perfeitos (i.e. padrões de resposta con-

sistindo apenas de acertos) ou nulos (apenas erros) devem ser retirados do processo

de estimação, tendo em vista que as estimativas dos traços latentes associados a tais

padrões de resposta tendem a +∞ ou −∞ respectivamente.

4.4 Estimação Conjunta: MCMC

O método de simulação MCMC consiste na definição de uma cadeia de Markov

estacionária com estados representados por Mt =
(
ζ(t),θ(t)

)
, para t = 1, 2, · · · e ζ(.) =

(a, b), θ(.) definidos como em (3.3).

Definido um espaço de estados, especifica-se uma probabilidade de transição entre

estados, uma função distribuição de probabilidade definindo a probabilidade do t-ésimo

passo no processo pertencer a uma região At do espaço paramétrico:

P
(

(ζ(t),θ(t)) ∈ At|(ζ(t−1),θ(t−1)) = Mt−1

)
. (4.18)

A função densidade de probabilidade p(Mt|Mt−1) obtida diferenciando (4.18) é de-

nominada núcleo de transição da cadeia.

Em posse dessa função, é possivel obter funções de densidade de probabilidade para

os valores do espaço paramétrico em um determinado passo t (Mt) em função da dis-

tribuição do estado anterior por uma aplicação das equações de Chapman-Kolmogorov

π(t)(.) =

∫
ζ,θ

p(.|s)π(t−1)(s)ds. (4.19)

Se a cadeia definida pelo espaço de estados e probabilidades de transição atendem

a algumas condições de regularidade (Robert & Casella 1999), a distribuição de Mt irá

convergir para a distribuição estacionária da cadeia.

Para obterem-se estimativas dos parâmetros de interesse, construimos núcleos de

transição que convenientemente produzam cadeias tendo a distribuição a posteriori de

interesse como sua distribuição estacionária. Assim, a partir de um certo momento

t∗ , os elementos Mt podem ser considerados amostras aleatórias da distribuição a

posteriori em questão.
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O valor de t∗ é escolhido a partir da convergência da cadeia. As observações geradas

antes da iteração t∗, ou seja, antes da convergência são descartadas e esse peŕıodo é

denominado ”burn in”. As demais observações são usadas para realizar inferências e

obter estimativas dos parâmetros de interesse. Diferentes métodos para determinar o

número de iterações a serem descartadas e a convergência da cadeia são propostos na

literatura e serão discutidos posteriormente nesse caṕıtulo.

Para obter amostras dos parâmetros, utilizamos o método do Amostrador de Gibbs

(Geman & Geman 1984) que obtém amostras da distribuição estacionária da cadeia

utilizando o procedimento iterativo:

1. Simulação de um valor inicial para a cadeia (a(0), b(0),θ(0))

2. Simulação da observação a amostra θ
(1)
jk da distribuição condicional completa

π(θ|a(0), b(0),θ(0)) obtida a partir da distribuição estacionária π(.) para todo j, k

em j = 1, · · · , N e k = 1, · · · , p.

3. Simulação de b
(1)
i da distribuição π(b|a0, b0,θ(1)) para todo i = 1, · · · , I

4. Simulação de a
(1)
ik da distribuição π(a|a(0), b(1),θ(1)) para todo i = 1, · · · , I, k =

1, · · · , p

5. Utilizando o ponto (a(1), b(1),θ(1)) no passo 1, repita o procedimento.

Entretanto, obter as distribuições condicionais de cada parâmetro não é uma tarefa

trivial, e frequentemente tais distribuições não tem forma anaĺıtica fechada (como no

caso do modelo do modelo loǵıstico). Para isso, utilizamos o algoŕıtmo de Metropolis-

Hastings nos passos 2 a 4 do amostrador de Gibbs para obter amostras das distribuições

desejadas.

O algoritmo de Metrópolis-Hastings consiste em tomar um núcleo de transição mais

conveniente q(a(0), b(0),θ(0),a(1), b(1),θ(1)) , gerar uma observação dessa distribuição

(a∗, b∗,θ∗) e calcular a probabilidade de aceitação do valor gerado como o próximo

passo da cadeia, dada por

α(a(0), b(0),θ(0),a(∗), b(∗),θ(∗)) = min

{
π(a(∗), b(∗),θ(∗))q(a∗, b∗,θ∗,a(0), b(0),θ(0))

π(a(0), b(0),θ(0))q(a(0), b(0),θ(0),a(∗), b(∗),θ(∗))
, 1

}
.

(4.20)

Um valor aleatório U de uma distribuição uniforme no intervalo (0, 1) é gerado e,

se U ≤ α, o valor da observação é atualizado como (a∗, b∗,θ∗).

Existem modificações do algoŕıtmo de Metrópolis-Hastings focando na escolha da

distribuição q(.) e na obtenção de boas propriedades da cadeia como mixing, onde

os valores amostrados preenchem o conjunto dos valores que podem assumir e menor
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tempo computacional por obter maiores probabilidades de aceitação. Tais métodos

estão expostos e detalhadamente discutidos em Robert & Casella (1999).

Um problema da estimação por MCMC é a alta correlação entre as observações,

obrigando a adoção de modificações nos algoritmos de amostragem como a amostragem

em blocos de certos conjuntos de parâmetros, como o vetor de discriminações e de traços

latentes. Ambos os problemas são tratados em Patz & Junker (1999).

Existem ainda algumas questões envolvendo a qualidade das estimativas obtidas pe-

los métodos MCMC e propriedades desejaveis da cadeia de Markov, as quais discutimos

na seção seguinte.

4.4.1 Diagnóstico de Convergência do Método MCMC

As amostras desejáveis para as estimativas são obtidas da distribuição estacionária

(??), que construimos de maneira que seja a distribuição a posteriori (4.12). Con-

tudo, a distribuição estacionária é obtida após um número suficientemente grande de

iterações da cadeia (esse peŕıodo de iterações, nos quais a cadeia converge à distri-

buição estacionária é denominado burn-in), as quais devemos descartar no cálculo dos

estimadores pontuais dos parâmetros.

Existem diversas maneiras de verificar a convergência. Abordaremos nessa seção

os critérios de Geweke (1992) e Gelman-Rubin (Gelman & Rubin 1992) que permitem

inferir convergência baseados apenas nas amostras. A determinação do peŕıodo de burn-

in e do intervalo entre iterações que minimize a autocorrelação é feita pelo critério de

Raftery-Lewis (Raftery & Lewis 1995).

Simplificaremos a notação ao longo dos seguintes parágrafos utilizando ζt para de-

notar uma amostra de um parâmetro do modelo obtida de algum dos métodos do tipo

MCMC discutidos anteriormente.

O critério de Raftery-Lewis se baseia no processo de estimação de um quantil fixado

q = P (π(ζt) ≤ u) da distribuição a posteriori com um erro r e probabilidade de

cobertura s. Constroi-se a sequência de variáveis aleatórias

Zt =

{
1 se ζt ≤ u
0 c.c.

(4.21)

sobre as quais obtém sub-sequências, para k > 1

Z
(k)
t = Z1+(t−1)k, (4.22)

que nada mais são do que valores da sequência (4.21) espaçados de k valores.

Raftery e Lewis então assumem que a autocorrelação entre valores de (4.22) de-

cresce na medida que k aumenta e que para valores suficientemente grandes de k, a
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sequencia se comporta como uma cadeia de Markov. Assim, essas variáveis aleatórias

são ajustadas como sendo advindas de uma cadeia de Markov de primeira ordem (o

próximo valor da sequência depende apenas do valor anterior), de uma cadeia de Mar-

kov de segunda ordem (o valor seguinte é determinado pelos últimos dois valores), e

o modelo é escolhido utilizando algum método de seleção de modelos. O salto k entre

variáveis é então determinado como sendo o menor k em (4.22) para o qual o modelo

de primeira ordem é escolhido.

O peŕıodo de burn-in é então determinado pelo número de iterações necessárias

para que se obtenham valores suficientemente próximos da distribuição estacionária da

cadeia de Markov construida, mais simples de obter. Tal número, contudo, costuma

ser excessivamente pequeno, sendo utilizada frequentemente na literatura uma regra

prática de descartar o primeiro 1% das iterações como burn-in. O método de Raftery-

Lewis está implementado no pacote coda do software estat́ıstico R o qual assume como

padrão o quantil q = 0.025, um erro de r = 0.125 e s = 0.95 de probabilidade de

cobertura.

Um outro critério para verificar a convergência da cadeia baseado nas amostras

é o de Geweke (Geweke 1992). Tomam-se partes da cadeia,na e nb, frequentemente

os primeiros 10% das iterações após o burn-in m e os últimos 50% das iterações e

calculam-se as médias ergódicas para cada parâmetro amostrado ζ

ζa =
m+na∑
i=m

ζi (4.23)

ζb =

N∗+nb∑
i=N∗−nb

ζi,

para as quais calculamos o valor

zG =
ζa − ζb√
σ̂a − σ̂b

, (4.24)

σ̂a, σ̂b são as variâncias amostrais calculadas para os na e nb elementos da amostra.

O valor zG tende em distribuição para uma distribuição normal padrão, cujos valores

utilizamos para avaliar a significância de zG. Frequentemente, supôe-se convergência

da cadeia para valores de zG entre −1.96 e 1.96.

Tanto o critério de Geweke quanto o de Raftery-Lewis tentam observar a convergên-

cia para a distribuição estacionária (e portanto, a procedência das amostras utilizadas

na estimação dos parâmetros) baseados em amostras advindas de uma única cadeia.

O critério de Gelman-Rubin (Gelman & Rubin 1992) supôe que após a convergência

para a distribuição de intresse, as amostras obtidas em cadeias diferentes não devem
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ter diferença significativa, e propôe um ı́ndice que permite observar a diferença baseado

em uma análise da variância.

Suponha que obtemos amostras para um parâmetro ζ do modelo simulando C ca-

deias de Markov, resultando em C sequências de amostras
{
ζ(c)
}
t=1,··· ,N∗ , c = 1, · · · , C.

A variância entre cadeias é calculada por

B =
C

N∗ − 1

C∑
c=1

(
ζ
(c) − ζ

)2
, (4.25)

ζ
(c)

é a média amostral dos elementos da cadeia c, e ζ é a média amostral de todos

os valores amostrados.

Calcula-se também a variância entre as amostras de cada cadeia por

W =
1

C(N∗ − 1)

C∑
c=1

t=1∑
N∗

(
ζ
(c)
t − ζ

(c)
)2
. (4.26)

Então, estima-se a variância do parâmetro ζ por

σ̂ζ =

(
1− 1

N∗

)
W +

1

N∗
B. (4.27)

Se as cadeias tiverem convergido, as equações (4.25), (4.26) e (4.27) serão bons

estimadores para a variância de ζ. Entretanto, se isso não ocorre, (4.27) tenderá a

superestimar o valor da variância, enquanto (4.26) o subestimará. Gelman e Rubin

utilizam o valor

R̂ =

√
σ̂ζ
W
, (4.28)

que é sempre maior do que 1, mas que tende a 1 na medida que N∗ →∞. Avalia-se

então a convergência das cadeias pela proximidade de (4.28) a 1, sendo sugerido pelos

autores valores abaixo de 1.2 como sugestivos de convergência.

4.5 Adequação do Modelo

Diversas modificações da estat́ıstica qui-quadrado são utilizadas para verificar o

ajuste do modelo aos dados e sua dimensionalidade. Bock et al. (1988) utilizam a

estat́ıstica

G2 = 2
S∑
l=1

rl log

(
rl

NP̃l

)
, (4.29)
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soma essa efetuada sobre os S padrões de resposta observados utilizando o número de

cada padrão de resposta rl e a probabilidade marginal P̃l de ocorrência do l−ésimo

padrão de resposta.

Tal estat́ıstica tem distribuição qui-quadrado com 2Q − Q(p + 1) + p(p−1)
2

graus

de liberdade e testa o ajuste do modelo contra a hipótese nula de que um modelo

multinomial com probabilidades iguais para todos os itens ajusta melhor os dados.

Contudo, como destacado em Bock et al. (1988) o cálculo dessa estat́ıstica requer

um número de individuos maior que os 2Q padrões de resposta posśıveis para valores

confiáveis.

Bock & Schilling (2005) utilizam a estat́ıstica

− 2l̂ = 2
S∑
s=1

rs log
(
P̃ (xs|â, b̂)

)
(4.30)

testar a dimensionalidade do modelo utilizando os valores obtidos por MVM â e b̂

. Fazendo a diferença entre as para dois modelos com p e p+ 1 dimensões do vetor de

traços latentes obtém-se uma estatistica para testar a hipótese de que um modelo com

p traços latentes ajusta bem os dados, contra a alternativa de que p+ 1 traços latentes

são necessários. Bock & Schilling (2005) sugere que ajustes sucessivos sejam realizados

aumentando-se a dimensão até que a hipótese nula seja aceita.

Kang & Cohen (2007) discutem outras estat́ısticas para a determinação da dimen-

sionalidade do modelo, como o Akaike Information Criterion(AIC)

AICModelo = −2l̂ + 2n, (4.31)

−2l é como definida em (4.30) e n é o número de parâmetros do modelo, e o Bayesian

Information Criterion(BIC) definido por

BICModelo = −2l̂ + n log(N), (4.32)

sendo N o número de individuos na amostra. Em ambos os critérios, o modelo com o

menor ı́ndice é selecionado como mais adequado.

Contudo, todas as estatisticas até agora definidas dependem de valores para a fun-

ção de verossimilhança da amostra obtidos na convergência do algoŕıtimo EM, o que

nem sempre ocorre tendo em vista que frequentemente interrompe-se o processo itera-

tivo quando observam-se mudanças pequenas o suficiente nos valores dos parâmetros,

o que não necessariamente implica em mudanças insignificantes no valor da função

verossimilhança.
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Kang & Cohen (2007) também ressaltam que os valores de AIC e BIC nem sempre

selecionam o mesmo modelo, sendo oBIC mais inclinado a escolher modelos com menos

parâmetros, mesmo erroneamente.

A premissa de independência local é verificada verificando-se a matriz de covariân-

cias entre os itens (Linden & Hambleton 1996)

covi,k =

∑N
j=1(xij − Pi(θj))(xkj − Pk(θj))

N
, i, k = 1, · · · , Q (4.33)

de maneira que reśıduos grandes indicam dependência entre os itens.

Uma vantagem da TRI é a de que itens podem ser estimados e avaliados separada-

mente, dessa maneira, podemos avaliar o ajuste dos diversos itens ao modelo proposto.

A maneira tradicionalmente feita para modelos unidimensionais é a estimação dos

parâmetros dos itens e dos traços latentes, obtendo a curva caracteŕıstica do item (CCI)

e compara-la com as proporções de acerto ao item para cada agrupamento de valores

próximos do traço latente.

Figura 4.1: Ajuste Gráfico pela CCI: os pontos em azul representam os valores
estimados, enquanto os valores em rosa representam os valores observados. Fonte: IRT

Lab, University of Illinois-Urbana

Contudo, os modelos multidimensionais formam superf́ıcies que não podem ser ava-

liadas graficamente, sendo necessária uma verificação anaĺıtica do ajuste.

O programa BILOG, após estimar os parâmetros dos itens, estimativas dos traços

latentes são computadas e classificadas em c = 1, · · · , C categorias e a estat́ıstica

2
C∑
c=1

[
pc log

(
pc

NcP (θc)

)
+ (Nc − pc) log

(
pc
Nc

(1− P (θc))

)]
(4.34)
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é calculada para cada item tomando-se pc a proporção de acertos na categoria c,

o número de respondentes na categoria, Nc e a probabilidade de resposta ao item

considerando-se o ńıvel dos traços latentes θc em torno do qual a categoria foi feita.

A estat́ıstica (4.34) tem uma distribuição qui-quadrado com C graus de liberdade

(Embretson & Reise 2000).

Como descrito em Masters & Wright (1996), podemos avaliar o ajuste dos indiv́ıduos

e dos itens utilizando reśıduos padronizados. Para cada resposta Xsi, s = 1, · · · , S,

i = 1, · · · , Q no s-ésimo padrão de resposta ao i-ésimo item, o valor esperado da

resposta é

E [Xsi] = Pi(θs), (4.35)

simplesmente a probabilidade de acerto ao item, pois a variável aleatória segue uma

distribuição Bernoulli. Analogamente, temos a variância da variável aleatória Xsi

V [Xsi] =
1∑

k=0

(k −Xsi)
2Pi(θs), (4.36)

com os quais calculamos o reśıduo padronizado

zsi =
Xsi − E [Xsi]√

V [Xsi]
. (4.37)

Definem-se então estat́ısticas baseadas na média desses reśıduos para avaliar o ajuste

de determinado item fazendo-se a média sobre o número de padrões de resposta obser-

vados ou sobre o número de itens. Ou seja, denotando-se por εs o ajuste do s-ésimo

indiv́ıduo ao modelo e εi o ajuste do i-ésimo item, fazemos

εi =
S∑
s=1

z2si
S

(4.38)

εs =

Q∑
i=1

z2si
Q

que utilizamos para verificar o ajuste de cada item ou de cada indiv́ıduo ao modelo

ajustado. Estudos recentes, contudo, apontam uma correlação positiva entre o valor

das estat́ısticas (4.38) e o valor dos parâmetros de discriminação dos itens (Sinharay &

Lu 2008), tornando quaisquer conclusões advindas desses reśıduos menos confiável.

Béguin & Glas (2001) avaliam a performance dos modelos ajustados pelo MVM

utilizando a frequência esperada de um escore r = 0, · · · , I dada pela equação

f(r) = N
∑
xs|r

∫
Rp

Ls(θ)g(θ)dθ, (4.39)
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xs|r é o conjunto dos padrôes de resposta que resultam em um escore r e Ls é

definida como em (4.3).

Orlando & Thissen (2000) estudam uma estat́ıstica qui-quadrado para avaliar o im-

pacto no ajuste do modelo de uma eventual falta de monotonicidade (i.e. um aumento

no valor de um traço latente implica em um aumento na probabilidade de resposta

correta ao item) e da falta de um parâmetro de acerto casual no modelo, estat́ıstica

essa generalizada para modelos multidimensionais por Zhang & Stone (2008).

Para cada escore K = 0, · · · , Q, define-se

Sk =
∑
s|K=k

Ls(θ), (4.40)

a verossimilhança do k−ésimo escore como a soma de todos os padrões de resposta

que resultam no escore k = 0, · · · , Q. Para testes com um número razoável de itens

(o BDI por exemplo apresenta mais de 2 milhões de padrões de resposta possiveis)

tal calculo é inviável, sendo utilizado um algoŕıtmo iterativo proposto em Orlando &

Thissen (2000) e implementado em R dispońıvel no Apêndice.

Denotando então por S−ik a verossimilhança do escore k excluindo-se o item i do

teste, calcula-se a proporção esperada de respostas corretas ao item i entre os individuos

de escore k como

Eik =

∫
Rp PiS

−i
k−1(θ)g(θ)dθ∫

Rp Sk(θ)g(θ)dθ
. (4.41)

Integral essa que, como as outras integrais utilizadas nesse trabalho, são calculadas

utilizando quadratura de Gauss-Hermite com 7 pontos em cada dimensão do vetor

de traços latentes. Sendo Oik a frequência observada de acertos ao item i entre os

individuos de escore k, calcula-se a estat́ıstica

s− χ2 =

Q−1∑
k=1

Nk(Oik − Eik)2

Eik(1− Eik)
, (4.42)

que sob a hipótese nula de que a proporção observada é próxima da predita pelo

modelo tem distribuição qui-quadrado com Q −m + 1 graus de liberdade, m = p + 1

o número de parâmetros do item do modelo para o modelo multidimensional de dois

parâmetros.

Como observado por Zhang & Stone (2008), a estat́ıstica (4.42) pode ser usada

para verificar violações nas premissas de monotonicidade e de ausência de acerto ca-

sual, sendo mais eficiente na discriminação da primeira, com a maior complexidade

computacional em seu cálculo compensada pela ausência de correlação entre os valores

da estat́ıstica e parâmetros do modelo (Sinharay & Lu 2008).
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Todas as estat́ısticas discutidas até o presente ponto verificam o ajuste do modelo

segundo um ponto de vista frequentista, desenvolvendo uma estat́ıstica de teste T (X)

que permita observar se os dados apresentam o comportamento previsto pelo modelo.

Ajustando o modelo por métodos bayesianos como os discutidos anteriormente,

temos também maneira de verificar o ajuste dos modelos empregados na sua capacidade

de prever caracteristicas do conjunto de dados e obter ı́ndices que permitam escolher

modelos.

Checagens preditivas da posteriori (Gelman, Carlin & Rubin 2004) permitem ge-

neralizar o contexto de p-valor para dados ajustados segundo métodos bayesianos.

Escolhendo uma estat́ıstica de teste T (X) simulam-se R replicações do conjunto de

dados Xr utilizando-se as R amostras obtidas pelo método MCMC e calcula-se um

sumário da estat́ıstica de teste, quantis e o p-valor bayesiano pela aproximação

p− valor ≈ 1

R

R∑
r=1

I(T (Xr ≥ T (X))). (4.43)

I(.) é a função indicadora, tendo como valor 1 se a condição explicitada em seu ar-

gumento ocorre ou 0 caso contrário. O p-valor indica irregularidades com a propriedade

avaliada do modelo quando apresenta valores extremos, próximos de 0 ou 1.

Béguin & Glas (2001) por exemplo utiliza checagens preditivas da distribuição de

escores preditos pelo modelo para verificar o ajuste geral do modelo aos dados, e calcula

o p-valor utilizando como estat́ıstica de teste

T (Xr) =

Q∑
k=0

(N
(r)
k − f (r)(k))2

f (r)(k)
, (4.44)

de maneira que N
(r)
k é a frequencia observada do escore k = 0, · · · , Q na repetição

r = 1, · · · , R e f (r)(k) é a frequencia esperada calculada em (4.39) utilizando-se os

parâmetros amostrados na r− ésima iteração do amostrador utilizado. Tal método foi

utilizado no conjunto de dados reais para o qual ajustamos os modelos no Caṕıtulo 5.

Um ı́ndice que pode ser utilizado na escolha dos modelos utilizando as amostras

obtidas por MCMC é o DIC (Gelman et al. 2004), calculado por

DIC = D + p(θ, ζ), (4.45)

de maneira que D é a esperança da deviance, calculada para cada amostra por D ∝
−2 log(L(Xr)|θ(r), ζ(r)), r = 1, · · · , R e p(θ, ζ) é uma penalidade pelo número de

parâmetros, definida por p(θ, ζ) = D − D̂, D̂ sendo a deviance calculada utilizando a

esperança dos parâmetros do modelo.
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Analogamente ao BIC e ao AIC expostos anteriormente, o modelo com o menor DIC

é escolhido como o modelo que melhor se ajusta ao conjunto de dados. A vantagem do

DIC com relação aos outros critérios expostos é que o DIC não depende dos valores dos

estimadores de máxima verossimilhança e as esperanças são bem aproximadas pelas

médias amostrais dos valores obtidos no método MCMC.





Caṕıtulo

5
Simulação

Após a implementação dos métodos expostos no Caṕıtulo 4, conduzimos simulações

com o intuito de estudar e comparar as propriedades dos estimadores propostos.

5.1 Simulação 1

Simulamos uma amostra de n = 1000 valores da distribuição normal bivariada,

com vetor de médias nulo e matriz de variâncias igual à identidade. Valores para os

parâmetros de I = 10 itens foram fixados conforme na Tabela 5.1 (coluna ’Real’),

de maneira a obter 10 pontos igualmente espaçados para valores do parâmetro de

dificuldade entre −3 e 3 e parâmetros de discriminação entre 0.5 e 2.5, contemplando

itens muito ou pouco discriminativos em ambas as dimensões e em dificuldades tanto

altas quanto baixas.

Utilizamos o modelo loǵıstico mulditimensional de dois parâmetros ((3.3) com ci =

0, i = 1, · · · , 10) e p = 2 para gerar as respostas dicotômicas (Xij).

Os parâmetros do modelo foram estimados utilizando o método de MVM imple-

mentado em R assumindo o modelo loǵıstico (3.3), o programa TESTFACT assumindo

o modelo de ogiva normal (3.2) utilizando o MVM exposto em Bock et al. (1988) e

o método MCMC implementado no WinBUGS com o modelo loǵıstico, assumindo as

distribuições a priori para os parâmetros de acordo com o sugerido por Patz & Junker

(1999)

51
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aik ∼ log − normal(1, 0.5) (5.1)

bi ∼ N(0, 1)

θj ∼ Np(0, Ip),

para i = 1, · · · , 10, k = 1, · · · , 2 e j = 1, · · · , 1000. A notação N(.) denota a

distribuição normal p−variada, Ip denota a matriz identidade de ordem p e 0 denota o

vetor com p componentes nulas.

As estimativas obtidas para os parâmetros dos itens encontram-se na tabela 5.1 nas

respectivas colunas e representados graficamente na figura 5.1.

Os valores σMCMC correspondem aos erros padrão do estimador, obtido pela raiz

quadrada da variância das observações amostradas por Monte Carlo. O parâmetro

σ̂MVM por sua vez é obtido tomando a raiz quadrada dos elementos da diagonal prin-

cipal do inverso da matriz de informação de Fisher de coeficientes (Li & Lissitz 2000)

akj =

∫
Rp

(
∂Pi(θ)

∂ζk

)(
∂Pi(θ)

∂ζj

)
g(θ)dθ (5.2)

em que ζk, k = 1, · · · , p + 1 é um parâmetro do item i, i = 1, · · · , I e k, j =

1, · · · , p+ 1. O TESTFACT não tem em sua sáıda os erros padrão dos estimadores.

Para a estimação por MCMC, simulamos duas cadeias de tamanho 300.000 e o

método de diagnóstico de Raftery-Lewis (Raftery & Lewis 1995) para definir os peŕıodos

de burn-in e intervalo entre iterações da cadeia.

Escolhemos descartar as primeiras 3.000 iterações, seguindo a tendência na lite-

ratura de descartar 1% das iterações, bem acima dos 500 indicados por Raftery-Lewis.

O salto sugerindo pelo critério foi de 40 a 50 iterações para a maioria dos parâmetros.

Escolhemos 50 como o salto visando minimizar a autocorrelação e obtendo amostras

de tamanho efetivo entre 4.000 e 6.000, para os parâmetros de discriminação e entre 4

e 10 mil, para os parâmetros de dificuldade.

Verificamos a convergência da cadeia utilizando os métodos de diagnóstico de Geweke

(Geweke 1992), que retornou convergência a 95% de confiança para todos os parâme-

tros menos um, e o critério de Gelman-Rubin (Gelman & Rubin 1992) com um valor

próximo de 1 para todos os parâmetros, indicando convergência da cadeia.

Pode-se também verificar graficamente que as duas cadeias apresentaram-se próxi-

mas e houve convergência para o mesmo valor pelos históricos e densidades, ilustrados

na figura 5.2 para o Item 1.

Observamos dessa maneira que ambos os métodos apresentam uma boa recuperação

dos parâmetros do modelo, tendo precisões comparáveis em termos dos erros padrão e
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Tabela 5.1: Estimativas dos parâmetros dos itens utilizando o MVM, o programa
TESTFACT (TF), o Amostrador de Gibbs (MCMC) e respectivos erros padrão (σ̂) ,

parâmetros de discriminação (a1, a2) e dificuldade (b).
Item a1

Real MVM σ̂MVM TF MCMC σ̂MCMC

1 0,500 0.363 0,115 0.692 0,661 0,347
2 0,722 0.229 0,109 1.031 0,553 0,387
3 0,944 0.978 0,110 1.032 1,184 0,266
4 1,167 1.086 0,102 1.235 1,253 0,205
5 1,389 1.246 0,102 1.316 1,405 0,176
6 1,611 1.568 0,118 1.487 1,742 0,215
7 1,833 2.082 0,146 1.833 2,256 0,217
8 2,056 2.273 0,161 1.939 2,419 0,219
9 2,278 2.015 0,148 2.215 2,126 0,190
10 2,500 3.639 0,313 2.076 2,995 0,185

Item a2
Real MVM σ̂MVM TF MCMC σ̂MCMC

1 2,500 2.794 0,218 1.663 2,662 0,202
2 2,278 2.870 0,206 2.558 2,796 0,191
3 2,056 2.276 0,158 1.931 2,293 0,208
4 1,833 1.814 0,126 1.707 1,790 0,179
5 1,611 1.546 0,112 1.122 1,512 0,175
6 1,389 1.762 0,125 0.846 1,710 0,205
7 1,167 1.497 0,122 0.640 1,420 0,254
8 0,944 1.272 0,121 0.253 1,173 0,285
9 0,722 1.007 0,111 0.391 0,919 0,246
10 0,500 0.490 0,128 0.128 0,482 0,438

Item b
Real MVM σ̂MVM TF MCMC σ̂MCMC

1 -3,000 -3.095 0,211 -2.643 -2,964 0,28
2 -2,333 -2.701 0,185 -3.055 -2,606 0,28
3 -1,667 -1.803 0,127 -2.203 -1,825 0,172
4 -1,000 -0.903 0,093 -1.209 -0,916 0,118
5 -0,333 -0.297 0,082 -0.530 -0,312 0,105
6 0,333 0.346 0,087 0.190 0,323 0,116
7 1,000 1.237 0,108 0.975 1,210 0,146
8 1,667 1.909 0,133 1.616 1,872 0,184
9 2,333 2.028 0,133 2.618 1,996 0,172
10 3,000 3.877 0,307 2.927 3,188 0,352
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Figura 5.1: Valores absolutos da diferença entre os valores reais e os ajustados pelos
métodos MVM e MCMC, os pontos representam os parâmetros de discriminação,

enquanto os triângulos representam os parâmetros de dificuldade

das diferenças absolutas com relação aos parâmetros reais, sendo então recomendável a

estimação por MVM para o modelo em questão, tendo em vista a diferença em tempos

computacionais (menos de 2 minutos para o MVM e algumas horas para o método

MCMC).

Avaliamos então o MVM com relação a existência de viés nas estimativas em apli-

tude do erro quadrático médio em diversas configurações de amostra na seção seguinte.
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Figura 5.2: Históricos dos valores amostrados no método MCMC e densidades de
probabilidade a posteriori estimadas para os parâmetros do Item 1

5.2 Simulação 2

Para avaliar a precisão do MVM simulamos R = 1000 amostras utilizando o mo-

delo (3.3) e os parâmetros da Tabela 5.2 para diversos tamanhos de teste (I = 10, 25),

de amostra (N = 500, 1000, 5000, 10000) e dimensões do vetor de traços latentes

(p = 1, 2, 3). Calculamos o Erro Quadrático Médio (EQM) dos estimadores de cada

parâmetro ζ,

EQM(ζ) =
1

R

R∑
r=1

(
ζ̂ − ζ∗

)2
, (5.3)
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onde ζ é um parâmetro do item (componente do vetor de discriminações ou dificuldade),

ζ̂ é o estimador de MVM e ζ∗ é o valor real do parâmetro.

Calculamos também o viés dos estimadores,

B(ζ) =
1

R

R∑
r=1

(
ζ̂ − ζ∗

)
. (5.4)

Tabela 5.2: Parâmetros utilizados nas simulações
Item a1 a2 a3 b

1 1,094 0,998 1,254 -0,141
2 1,316 0,901 2,497 0,160
3 0,994 0,810 2,140 -0,659
4 0,877 0,834 0,627 -0,145
5 0,926 0,722 0,618 -0,127
6 1,458 0,989 0,475 -0,063
7 1,676 0,936 1,968 -0,664
8 1,202 1,228 0,728 0,664
9 0,911 1,033 1,749 0,142

10 1,237 0,747 1,072 0,007
11 0,953 1,394 0,799 -0,001
12 0,827 1,203 1,852 -0,159
13 1,076 1,096 0,994 0,223
14 1,007 0,904 0,557 0,259
15 1,334 1,034 0,667 -0,709
16 1,103 1,269 1,644 0,346
17 0,753 1,016 1,076 -0,082
18 0,977 1,098 0,377 1,178
19 1,302 1,627 0,916 0,009
20 1,241 1,113 1,477 0,150
21 1,199 1,122 0,978 0,452
22 0,786 1,072 1,298 0,162
23 0,993 0,726 2,442 -0,391
24 0,961 1,565 0,563 0,617
25 0,909 0,869 1,313 0,297

Devido a quantidade de parâmetros estimados (I(p+ 1) parâmetros estimados para

cada configuração), utilizamos a média dos viéses e dos EQM para cada tipo parâmetro

estimado sobre o número de itens. Os resultados para o viés encontram-se na Tabela

5.3 e na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Média dos viéses para as amostras simuladas nas diferentes
configurações. Os ćırculos representam os resultados para 10 itens, enquanto os

triângulos representam os de 25 itens.

Podemos observar que o parâmetro de dificuldade b é sempre estimado com um

viés insignificante, enquanto o vetor de discriminações a é estimado com pouco viés

apenas no caso unidimensional. Quando adotamos mais dimensões para o vetor de

traços latentes, a primeira componente de a tende a ser positiva em média, enquanto as

demais componentes são negativas, situação essa que piora na medida que aumentamos

o número de itens.

O viés do estimador para um parâmetro de item pode ser negativo para um item

do teste e positivo para outro, tornando a média dos viéses pequena. Calculamos o

máximo e o mı́nimo dos viéses representados nas tabelas 5.4 e 5.5, nas quais podemos

observar que os viéses são pequenos com p = 1, mas crescem na medida que o número

de dimensões aumenta.
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As médias para o EQM encontram-se na Tabela 5.6 e a representação gráfica na

Figura 5.4, nos quais observamos uma tendência similar à observada no viés. O pa-

râmetro b é estimado com precisão crescente na medida que o número de individuos

aumenta, sendo pouco afetado pelo aumento no número de itens. O vetor de discri-

minações é estimado com alta precisão quando simulamos um modelo unidimensional,

mas a precisão diminui na medida que aumentamos o número de dimensões e de itens,

conclusões essas que são repetidas utilizando-se o máximo dos EQM ao invés da média

como na tabela 5.7.

Além da sua consistência frente ao aumento da dimensão do modelo, os métodos

MCMC também possibilitam fácil interpretação de modelos mais complexos. Por exem-

plo,a estimação dos parâmetros por MVM do modelo loǵıstico não-compensatório (3.6)

é extremamente custosa, enquanto a implementação de tal modelo é tarefa relativa-

mente simples em programas que utilizam métodos MCMC como WinBUGS (Bolt &

Lall 2003).
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Figura 5.4: Média dos EQM para as amostras simuladas nas diferentes
configurações utilizando o MPL e os parâmetros 5.2. Os ćırculos representam os

resultados para 10 itens, enquanto os triângulos representam os de 25 itens.
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Caṕıtulo

6
Aplicação a Dados Reais

6.1 Inventário de Depressão de Beck

Aplicamos os métodos descritos durante o trabalho a um conjunto de dados ad-

vindo de uma aplicação do Inventório de Depressão de Beck (BDI) aplicado em 1.111

universitários gentilmente cedido pelo Dr. Teng Chei-Tung do Hospital das Cĺınicas da

FM-USP.

O BDI consiste de 21 itens abrangendo diversos aspectos da vida do indiv́ıduo

possivelmente afetados pela presença de depressão, os quais são respondidos em função

de uma escala de intensidade de 0 (Baixa intensidade) a 3 (Alta intensidade) referente

ao quanto a depressão afeta o invididuo na atividade em questão. O BDI está dispońıvel

no Apêndice A. Os dados foram dicotomizados adotando-se um valor de 0 (fracasso)

para respostas iguais a 0 ou faltantes e 1 (sucesso) para respostas de valor 1,2 ou 3.

O padrão de respostas faltantes no teste pode revelar aspectos importantes, como

a falta de tempo dos indiv́ıduos para responder aos itens, incoerências na redação dos

itens e respostas diferentes para diferentes indiv́ıduos. A presente abordagem foi ado-

tada por não afetar grandemente as estimativas dos parâmetros quando comparadas

com valores obtidos de uma amostra completa (Baker & Kim 2004). Existem ou-

tras alternativas para modelar os dados incompletos e levar tais aspectos (itens não

apresentados, grupos de indiv́ıduos, tempo de realização do teste entre outros) em

consideração, tais modelagens e seu impacto na estimação dos parâmetros podem ser

encontrados em Mislevy & Wu (1996).

65
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Para selecionarmos o modelo que melhor se adequa aos dados observados, ajustamos

os dados ao modelo loǵıstico unidimensional de dois parâmetros (UL2P) obtido de (3.3)

tomando-se aik = 0 para k ≥ 2 e ci = 0, i = 1, · · · , I, aos modelos loǵısticos multidi-

mensionas compensatório de dois parâmetros (ML2P) (3.3) e ao não-compensatório de

dois parâmetros (MN2P) (3.6) supondo duas dimensões para o vetor de traços latentes

(aik = 0 para k ≥ 3 e ci = 0, i = 1, · · · , I).

Os modelos compensatórios foram ajustados tanto utilizando o método da Máxima

Verossilimilhança Marginal e o método MCMC descritos no Caṕıtulo 4, enquanto o

modelo não compensatório, devido a sua complexidade foi ajustado apenas utilizando-

se o método MCMC. Foram utilizadas para todos os modelos as distribuições a priori

especificadas em 5.2.

Cada um dos métodos nos oferece um critério para a seleção de modelos, todos

detalhadamente expostos na Seção 4.5. Tais ı́ndices foram calculados e encontram-se

na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Valores das estat́ısticas de seleção de modelos para os dados do BDI, gl:
graus de liberdade da estat́ıstica qui-quadrado.

UL2P ML2P MN2P
DIC 24.645 24.023 41.610
AIC 25.851 25.599
BIC 26.167 26.125
χ2 10.690 10.354
gl 960 940

O p-valor obtido da diferença entre as estat́ısticas qui-quadrado e utilizado por Bock

& Schilling (2005) indicou significância na adição de uma dimensão no vetor de traços

latentes (p ≤ 0.01, χ2 = 396, gl = 20). Os ı́ndices baseados nos valores dos estimadores

de máxima verossimilhança (BIC, AIC) não escolhem nenhum dos modelos, podendo-se

creditar qualquer diferença observada a erros numéricos.

O DIC, apesar de próximo aponta uma considerável diferença entre os modelos

UL2P e ML2P, e uma diferença óbvia entre os modelos compensatórios e o não-

compensatório, concordando com os outros ı́ndices na escolha do modelo loǵıstico

bidimensional e com outras metodologias que também analisam a dimensionalidade

do BDI (Steer, Ball & Ranieri (1999),Cohen (2008)).

Os parâmetros dos itens foram obtidos pelo método da Máxima Verossimilhança

Marginal tomando como valores iniciais os pesos associados aos fatores obtidos por

Análise Fatorial para os parâmetros de discriminação e a proporção de acertos ao item

dividida pela comunalidade para os parâmetros de dificuldade como em Bock et al.

(1988).
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Foi utilizada uma aplicação do algoritmo EM com quadratura gaussiana com conver-

gência acelerada pelo método exposto em Varadhan & Roland (2008) e implementado

no pacote BB do R (Varadhan & Gilbert 2009) com 150 iterações do algoritmo EM,

ao fim das quais foi observada mudança de menos de 10−2 nos parâmetros.

Estimativas também foram calculadas pela média das amostras obtidas pelo amos-

trador de Gibbs implementado no WinBUGS. Foram utilizadas 105.000 iterações, to-

mando um burn-in de 5.000 e intervalos de 50 iterações entre os valores utilizados

para minimizar a autocorrelação, obtendo uma amostra de tamanho efetivo próximo

de 2.000.

A convergência da cadeia após o peŕıodo de burn-in foi verificada pelo critério

de Geweke exposto na Seção 4.2.2, onde observamos valores para todos os parâme-

tros dentro do intervalo entre −1.96 e 1.96, indicando convergência da cadeia a 95%

de confiança. Os valores obtidos em ambos os métodos e respectivos erros padrâo

encontram-se na Tabela 6.2

As estimativas das componentes do vetor de discriminações podem ser interpreta-

das em termos da capacidade do item de avaliar especificamente um traço latente. Na

Figura 6.1 separamos os itens com relação aos valores reajustados do vetor de discri-

minações (i.e. discriminações divididas pelo poder discriminativo MDISCi (3.4)).

Podemos observar que os itens 6 e 8 avaliam primariamente um dos traços latentes,

enquanto os itens 11 e itens 16 a 21 avaliam preferencialmente a segunda componente

do vetor θ. Os demais itens avaliam de forma balanceada ambas as componentes.

Figura 6.1: Diagrama de Venn para os itens do BDI

Uma outra maneira de observar graficamente as estimativas dos parâmetros dos

itens é utilizando um gráfico proposto por Reckase (1996). Os itens são representados

por vetores no Rp, com sua orientação dada pelo ângulo com relação a cada eixo
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representando um traço latente. O ângulo do vetor referente ao i−ésimo item , i =

1, · · · , I relativo ao k−ésimo traço latente, k = 1, · · · , p , é dado pela equação

αik = arccos

(
aik

MDISCi

)
, (6.1)

com MDISCi definido como em (3.4), que é mostrada no gráfico como a norma do

vetor. A posição da base do vetor é o ponto de distância igual à dificuldade MDIFFi

(3.5) com relação à origem do plano.

Dessa maneira, podemos observar a capacidade de cada item em discriminar cada

traço latente pela direção do vetor (quanto mais paralelo ao eixo, maior a capacidade do

item discriminar ind́ıviduos com respeito ao respectivo traço latente), sua capacidade

de discriminação no geral (norma do vetor) e a dificuldade pela disposição espacial dos

vetores no gráfico (ordenada do 3o ao 1o quadrante). O gráfico referente aos 21 itens

do BDI encontra-se na Figura 6.2.

Figura 6.2: Gráfico de vetores dos resultados da aplicação do ML2P aos itens do
BDI

Observa-se no gráfico que os itens discriminam ambas as dimensões, e tem via de

regra um razoável poder de discriminação. As dificuldades concentram-se em valo-

res positivos, consistente com o intuito do questionário de avaliar a intensidade da

depressão em pacientes já diagnosticados com a morbidade e não diagnosticá-la em si.
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Os traços latentes foram estimados por esperança a posteriori utilizando a apro-

ximação (4.17) supondo os parâmetros dos itens obtidos por MVM como conhecidos

e a média amostral dos valores obtidos por MCMC. Calculamos a média, a variân-

cia e a correlação entre as estimativas obtidas por ambos os métodos. Os resultados

encontram-se na Tabela 6.3.

Cabe observar a presença de correlação entre os traços latentes em ambos os mé-

todos, contrariando a premissa de ausência de correlação entre os traços latentes. As

estimativas entre os dois métodos foram extremamente similares em todos os indiv́ı-

duos, apresentando correlações de 0.99 entre as estimativas obtidas EAP e MCMC em

ambas as componentes.
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aç
o

la
te

n
te
k

=
1,

2
b

:
D

ifi
cu

ld
ad

e
d
o

it
em



6.1 Inventário de Depressão de Beck 71

Tabela 6.3: Média(µ), variância (σ2) e correlações (σ12) das estimativas obtidas por
EAP para o vetor de traços latentes utilizando ambos os métodos

MVM MCMC
θ1 θ2 θ1 θ2

µ -0,08 0,00 -0,01 -0,01
σ2 1,18 1,11 0,62 0,71
σ12 0,49 0,25

As estimativas dos traços latentes podem ser interpretadas em termos da distribui-

ção das respostas dos individuos dentro dos grupos de itens associados primariamente

a cada traço latente. Por exemplo, o vetor de traços latentes do indiv́ıduo de número

322 foi estimado por EAP em θ̂322 = (2.02, 0.33), indicando um valor da primeira

componente do vetor de traços latentes bem acima da média e um valor mediano da

segunda. Correspondentemente, tal indiv́ıduo apresentou ausência dos sintomas as-

sociados aos itens de número 16, 18, 19 e 21, itens esses associados primariamente à

segunda componente do vetor de traços latentes.

A fim de verificarmos a premissa de normalidade em cada componente do vetor de

traços latentes, observamos um histograma das estimativas para ambos os métodos na

Figura 6.3.

Pode-se observar que a frequência das estimativas lembra fortemente o formato

da curva normal, exceto na distribuição das estimativas de θ2 por MCMC. Também

verificamos a suposição a normalidade fazendo um Q-Q plot e comparando com os

quantis teóricos da distribuição normal, como podemos observar na Figura 6.4. Todas

as estimativas parecem estar próximas da distribuição normal em seu centro, mas se

afastam na direção das caudas.

A adequação do modelo aos dados foi verificado como em Béguin & Glas (2001)

pelos escores esperados pelo modelo, como visto na Figura 6.5.

Quando utilizamos os métodos MCMC, podemos realizar checagens preditivias da

posteriori, simulando um conjunto de dados para cada amostra obtida e calculando a

frequencia de cada escore. Com tais frequências, podemos verificar a frequência espe-

rada de cada escore para o modelo e calcular intervalos de confiança para a distribuição

dos escores. Tais checagens foram realizadas e o resultado pode ser visto na Figura 6.6.

Pode-se observar que o modelo adotado prevê razoavelmente os escores observados.

Utilizando ainda os escores esperados (4.39), utilizamos a estatistica de teste (4.44)

para calcular o p-valor bayesiano descrito na Seção 4.5, obtendo p-valor de 0, 13 para

o ML2P, indicando que o modelo descreve adequadamente a distribuição dos escores.
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Figura 6.3: Histogramas das componentes de θ̂ para estimativas por EAP (itens por
MVM) e MCMC.

6.2 Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é aplicado desde 1998 a estudantes

em todo o território nacional. Consistindo de 63 questões de múltipla escolha e uma

redação, o ENEM almeja avaliar as competências desenvolvidas ao longo do ensino

fundamental e médio.

De forma sucinta, as cinco competências que o ENEM se propõe a avaliar são (1)

Dominar linguagens,(2) Compreender fenômenos, (3) Enfrentar situações-problema, (4)

Construir argumentação e (5) Elaborar propostas.

Tal estrutura sugere um modelo multidimensional para a análise dos dados. Apli-

camos então o ML2P a um conjunto de 5.000 respostas obtidas no ENEM de 1999 e

utilizadas por Nojosa (2002) para uma análise similar.

Estimamos os parâmetros dos itens pelo método MVM nas mesmas condições da

seção anterior e supondo 3, 4 e 5 dimensões para o vetor de traços latentes para cal-

cular os AIC, BIC e estat́ıstica qui-quadrado associados a cada um dos modelos. A

complexidade dos modelos tornou a estimação dos parâmetros por MCMC inviável,

impedindo assim que conjecturássemos a aplicação de um modelo não compensatório.



6.2 Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) 73

Figura 6.4: Normal Q-Q Plots das componentes de θ̂ para estimativas por EAP
obtidas de ambos os métodos

Figura 6.5: Escores esperados pelo M2LP (linha pontilhada) e observados (pontos)
para os dados do BDI

As estat́ısticas encontram-se na Tabela 6.4. O AIC e BIC se mostram extrema-

mente próximos para os três modelos, não suportando nenhuma escolha de modelos. A

diferença de qui-quadrados, entretanto, quando corrigida segundo Wilson et al. (1987)
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Figura 6.6: Escores observados (pontos interligados), escores esperados obtidos pelo
método MCMC (linha cheia) e intervalo de 95% de confiança (linha pontilhada)

é significativa ( p ≤ 0.01, χ2 = 77.4, gl = 60) para a adição de um quarto fator e não

significativa (p ≥ 0.99,χ2 = 33, gl = 60) para a adição de um quinto fator. Contudo,

selecionamos o modelo de 5 dimensões pela sua interpretação, como feito em Nojosa

(2002).

Tabela 6.4: Valores das estat́ısticas de seleção de modelos para diversos modelos
utilizados no ajuste dos dados do ENEM.

p 3 4 5
AIC 362.255 362.148 362.175
BIC 363.898 364.201 364.639
χ2 361.751 361.518 361.419
gl 4748 4688 4629

Supondo então 5 dimensões para o modelo estimamos os parâmetros dos itens por

MVM, obtendo os valores dispońıveis no Apêndice B. Avaliamos os itens em termos de

seus poderes discriminativos e dificuldades, expressados pelas estat́ısticas (3.4) e (3.5)

como visto na Figura 6.7.

Observa-se que as questões do ENEM têm em sua maioria um bom poder discrimi-

nativo e tem itens de ńıveis de dificuldade tanto baixos quanto elevados, fundamentais

para uma boa avaliação.
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Figura 6.7: Poder discriminativo (quadrados) e dificuldade (ćırculos) para os itens
do ENEM

Os traços latentes foram estimados pelo método bayesiano da EAP descrito na seção

4.3, obtendo as estat́ısticas-resumo da tabela 6.5 e correlações entre os traços latentes

menores que 0.1.

Tabela 6.5: Média(µ) e variância (σ2) das estimativas obtidas para o vetor de
traços latentes por EAP
θ1 θ2 θ3 θ4 θ5

µ̂ -0,27 0,48 0,19 0,06 0,02
σ̂ 0,49 0,43 0,40 0,41 0,38

Verificamos a premissa de normalidade através dos histogramas apresentados na

Figura 6.8 e de Q-Q plots, na Figura 6.9. Observam-se frequências que sugerem uma

distribuição normal e quantis próximos aos esperados pela premissa de normalidade

com um desvio bastante leve nas caudas.

Assim como com os dados do BDI, verificamos a adequação do modelo aos dados

pelos escores previstos, ilustrados na Figura 6.10. Pode-se observar que o ML2P não
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Figura 6.8: Histogramas das componentes de θ̂ para estimativas por EAP

prevê tão bem os escores dos indiv́ıduos como observado com os dados do BDI, pos-

sivelmente pela ausência de um parâmetro de acerto casual. Tal parâmetro não é tão

relevante nas aplicações do BDI, mas é um parâmetro importante para provas como o

ENEM.
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Figura 6.9: Q-Q plots das componentes de θ̂ para estimativas por EAP

Figura 6.10: Escores esperados pelo M2LP (linha pontilhada) e observados (pontos
interligados) para os dados do ENEM





Caṕıtulo

7
Conclusão

Os modelos multidimensionais ampliam os limites das aplicações da TRI para múl-

tiplos traços latentes e podem apresentar um poder explicativo superior aos modelos

unidimensionais a um custo análogo em complexidade computacional. Ao longo desse

trabalho, ilustramos tais vantagens e dificuldades para os modelos que tratam com

respostas dicotômicas, pela relativa simplicidade de implementação de métodos de es-

timação tanto frequentistas quanto bayesianos.

Contudo, nem todos os testes resultam em respostas dicotômicas. O proprio BDI é

aplicado normalmente em uma escala de Likert, com 4 graus denotando a intensidade

do sintoma. Mais geralmente, é posśıvel classificar a resposta do inid́ıduo ao item em

categorias, demandando modelos da TRI que levem em conta tais nuances. Kelder-

man & Rijkes (1994) propôe modelos para respostas em categorias, chamados modelos

politônicos e modelos para escalas como a do BDI, denominados modelos de crédito

parcial. Kelderman (1996) propôe extensões de tais modelos para múltiplos traços

latentes.

Os modelos multidimensionais podem também ser utilizados para a análise de dados

longitudinais. te Marvelde, Glas, Landeghem & Van Damme (2006) utilizam uma

extensão dos modelos multidimensionais para dados categóricos em um ajuste que leve

medidas repetidas em consideração e possa verificar o desenvolvimento de um indiv́ıduo

ao longo do tempo.

Uma premissa utilizada ao longo desse trabalho foi a de que os traços latentes não

são correlacionados. Tal premissa é presumidamente falsa em modelos que tomem o

desenvolvimento de um indiv́ıduo como o vetor de traços latentes, além de ser frequen-

79
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temente uma premissa fracamente observada na prática. O impacto de tal correlação

entre fraca e moderada nas estimativas dos parâmetros não é grande no caso do Mo-

delo Loǵıstico Compensatório de 2 Parâmetros que utilizamos nos ajustes (Bolt &

Lall 2003), de modo que utilizamos tal premissa para preservar a identificabilidade do

modelo.

Entretanto, também é visto no mesmo trabalho que as estimativas tornam-se bem

menos confiáveis na medida que a correlação se mantém significativa, mas a complexi-

dade do modelo aumenta. Albert (1992) impôe algumas restrições sobre os parâmetros

dos itens para levar tais correlações em consideração, com considerável dano à interpre-

tabilidade das estimativas, pois as limitações são meramente matemáticas, sem paralelo

com o significado dos parâmetros. Outras tentativas de levar a correlação em consi-

deração sem prejudicar a identificabilidade é utilizada no programa NOHARM que

assume que alguns itens avaliam um e apenas um traço latente, fixando a discrimina-

ção relacionada aos demais traços em 0. Tal limitação parece de tal maneira simplista

para certos testes, demandando novas propostas para a identificabilidade dos modelos

da TRI multidimensional.

Outra premissa a ser verificada é a de normalidade multivariada do vetor de traços

latentes.Bazán, Branco & Bolfarine (2006) por exemplo utilizam distribuições assimétri-

cas que poderiam ser estendidas para o caso multidimensional, assim como modelagens

utilizando DIF.



Apêndice

A
Inventário de Depressão de Beck

INVENTÁRIO DE DEPRESSÃO DE BECK (BDI)

Este questionário consiste em 21 grupos de afirmações. Depois de ler cuidado-

samente cada grupo, faça um ćırculo em torno do número (0, 1, 2 ou 3) diante da

afirmação, em cada grupo, que descreve melhor a maneira como você tem se sentido

nesta semana, incluindo hoje. Se várias afirmações num grupo parecerem se aplicar

igualmente bem, faça um ćırculo em cada uma. Tome o cuidado de ler todas as afir-

mações, em cada grupo, antes de fazer a sua escolha.

1.

0 Não me sinto triste.

1 Eu me sinto triste.

2 Estou sempre triste e não consigo sair disso.

3 Estou tão triste ou infeliz que não consigo suportar.

2.

0 Não estou especialmente desanimado quanto ao futuro.

1 Eu me sinto desanimado quanto ao futuro.

2 Acho que nada tenho a esperar.
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3 Acho o futuro sem esperança e tenho a impressão de que as coisas não podem

melhorar.

3.

0 Não me sinto um fracasso.

1 Acho que fracassei mais do que uma pessoa comum.

2 Quando olho para trás, na minha vida, tudo o que posso ver é um monte de

fracassos.

3 Acho que, como pessoa, sou um completo fracasso.

4.

0 Tenho tanto prazer em tudo como antes.

1 Não sinto mais prazer nas coisas como antes.

2 Não encontro um prazer real em mais nada.

3 Estou insatisfeito ou aborrecido com tudo.

5.

0 Não me sinto especialmente culpado.

1 Eu me sinto culpado às vezes.

2 Eu me sinto culpado na maior parte do tempo.

3 Eu me sinto sempre culpado.

6.

0 Não acho que esteja sendo punido.

1 Acho que posso ser punido.

2 Creio que vou ser punido.

3 Acho que estou sendo punido.

7.

0 Não me sinto decepcionado comigo mesmo.

1 Estou decepcionado comigo mesmo.
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2 Estou enojado de mim.

3 Eu me odeio.

8.

0 Não me sinto de qualquer modo pior que os outros.

1 Sou cŕıtico em relação a mim devido a minhas fraquezas ou meus erros.

2 Eu me culpo sempre por minhas falhas.

3 Eu me culpo por tudo de mal que acontece.

9.

0 Não tenho quaisquer idéias de me matar.

1 Tenho idéias de me matar, mas não as executaria.

2 Gostaria de me matar.

3 Eu me mataria se tivesse oportunidade.

10.

0 Não choro mais que o habitual.

1 Choro mais agora do que costumava.

2 Agora, choro o tempo todo.

3 Costumava ser capaz de chorar, mas agora não consigo mesmo que o queira.

11.

0 Não sou mais irritado agora do que já fui.

1 Fico molestado ou irritado mais facilmente do que costumava.

2 Atualmente me sinto irritado o tempo todo.

3 Absolutamente não me irrito com as coisas que costumavam irritar-me.

12.

0 Não perdi o interesse nas outras pessoas.

1 Interesso-me menos do que costumava pelas outras pessoas.

2 Perdi a maior parte do meu interesse nas outras pessoas.
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3 Perdi todo o meu interesse nas outras pessoas.

13.

0 Tomo decisões mais ou menos tão bem como em outra época.

1 Adio minhas decisões mais do que costumava.

2 Tenho maior dificuldade em tomar decisões do que antes.

3 Não consigo mais tomar decisões.

14.

0 Não sinto que minha aparência seja pior do que costumava ser.

1 Preocupo-me por estar parecendo velho ou sem atrativos.

2 Sinto que há mudanças permanentes em minha aparência que me fazem

parecer sem atrativos.

3 Considero-me feio.

15.

0 Posso trabalhar mais ou menos tão bem quanto antes.

1 Preciso de um esforço extra para começar qualquer coisa.

2 Tenho de me esforçar muito até fazer qualquer coisa.

3 Não consigo fazer nenhum trabalho.

16.

0 Durmo tão bem quanto de hábito.

1 Não durmo tão bem quanto costumava.

2 Acordo uma ou duas horas mais cedo do que de hábito e tenho dificuldade

para voltar a dormir.

3 Acordo várias horas mais cedo do que costumava e tenho dificuldade para

voltar a dormir.

17.

0 Não fico mais cansado que de hábito.

1 Fico cansado com mais facilidade do que costumava.
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2 Sinto-me cansado ao fazer quase qualquer coisa.

3 Estou cansado demais para fazer qualquer coisa.

18.

0 Meu apetite não está pior do que de hábito.

1 Meu apetite não é tão bom quanto costumava ser.

2 Meu apetite está muito pior agora.

3 Não tenho mais nenhum apetite.

19.

0 Não perdi muito peso, se é que perdi algum ultimamente.

1 Perdi mais de 2,5 Kg.

2 Perdi mais de 5,0 Kg.

3 Perdi mais de 7,5 Kg.

Estou deliberadamente tentando perder peso, comendo menos: SIM ( ) NÃO ( )

20.

0 Não me preocupo mais que o de hábito com minha saúde.

1 Preocupo-me com problemas f́ısicos como dores e aflições ou perturbações

no estômago ou prisão de ventre.

2 Estou muito preocupado com problemas f́ısicos e é dif́ıcil pensar em outra

coisa que não isso.

3 Estou tão preocupado com meus problemas f́ısicos que não consigo pensar

em outra coisa.

21.

0 Não tenho observado qualquer mudança recente em meu interesse sexual.

1 Estou menos interessado por sexo que costumava.

2 Estou bem menos interessado em sexo atualmente.

3 Perdi completamente o interesse por sexo.





Apêndice

B
Estimativas dos Parâmetros dos Itens

do ENEM

Tabela B.1: Estimativas para os parâmetros dos itens do
ENEM

Item a1 a2 a3 a4 a5 b
1 0,28 (0,08) 0,53 (0,09) 0,18 (0,08) -0,04 (0,08) 0,31 (0,08) -2,18 (0,11)
2 1,42 (0,09) 1,59 (0,10) 0,44 (0,06) 0,78 (0,07) 0,25 (0,06) -1,84 (0,10)
3 0,34 (0,04) 0,09 (0,03) 0,09 (0,03) 0,41 (0,04) -0,09 (0,03) -0,26 (0,03)
4 0,76 (0,05) 0,40 (0,04) 0,26 (0,04) 0,51 (0,04) 0,13 (0,04) 0,47 (0,04)
5 0,22 (0,04) 0,56 (0,05) 0,13 (0,04) 0,20 (0,04) -0,03 (0,04) -0,99 (0,05)
6 0,58 (0,05) 0,32 (0,05) 0,31 (0,05) 0,18 (0,04) -0,26 (0,04) -1,16 (0,05)
7 0,51 (0,06) 1,02 (0,07) 0,37 (0,05) 0,21 (0,05) 0,06 (0,05) -1,65 (0,08)
8 1,72 (0,10) 0,70 (0,07) 0,15 (0,06) 0,53 (0,06) 0,17 (0,06) 1,87 (0,10)
9 -0,14 (0,07) 0,33 (0,07) 0,20 (0,07) 0,00 (0,07) 0,10 (0,07) -1,84 (0,08)
10 0,95 (0,05) 0,55 (0,04) 0,33 (0,04) 0,23 (0,04) -0,17 (0,04) 0,24 (0,04)
11 1,08 (0,06) 0,47 (0,04) 0,21 (0,04) 0,02 (0,04) -0,23 (0,04) 0,16 (0,04)
12 0,31 (0,04) 0,21 (0,04) 0,21 (0,04) 0,13 (0,04) -0,04 (0,04) -0,70 (0,04)
13 0,28 (0,04) -0,04 (0,04) -0,03 (0,04) 0,92 (0,05) -0,01 (0,04) -0,51 (0,04)
14 0,14 (0,05) 0,44 (0,05) 0,17 (0,05) 0,07 (0,05) 0,06 (0,05) -1,40 (0,06)
15 0,68 (0,04) 0,66 (0,04) 0,34 (0,04) 0,12 (0,04) 0,01 (0,04) -0,19 (0,04)
16 0,28 (0,04) 0,03 (0,04) 0,17 (0,04) 0,78 (0,04) 0,01 (0,04) -0,12 (0,03)
17 0,29 (0,04) 0,22 (0,04) 0,07 (0,04) 0,10 (0,04) 0,08 (0,04) -0,96 (0,04)
18 1,02 (0,06) 0,22 (0,04) 0,78 (0,05) 0,16 (0,04) 0,29 (0,04) 0,56 (0,04)
19 0,67 (0,05) 0,68 (0,05) 0,42 (0,04) 0,16 (0,04) 0,14 (0,04) -0,70 (0,04)
20 1,12 (0,06) 0,49 (0,04) 0,27 (0,04) 0,28 (0,04) 0,32 (0,04) -0,09 (0,04)
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Tabela B.1 – Cont.
Item a1 a2 a3 a4 a5 b
21 0,50 (0,04) 0,11 (0,03) 0,22 (0,04) 0,29 (0,04) 0,10 (0,03) 0,40 (0,03)
22 0,30 (0,04) 0,01 (0,04) 0,37 (0,04) 0,17 (0,04) 0,19 (0,04) -0,90 (0,04)
23 0,30 (0,04) 0,29 (0,04) 0,03 (0,03) 0,09 (0,03) -0,07 (0,03) -0,54 (0,03)
24 0,14 (0,05) 0,31 (0,05) 0,24 (0,05) 0,27 (0,05) 0,07 (0,04) -1,18 (0,05)
25 0,75 (0,05) 0,37 (0,04) 0,27 (0,04) 0,38 (0,04) -0,02 (0,04) 0,18 (0,04)
26 0,91 (0,05) 0,32 (0,04) 0,43 (0,04) 0,23 (0,04) -0,14 (0,04) -0,03 (0,04)
27 1,04 (0,05) 0,46 (0,04) 0,17 (0,04) 0,21 (0,04) 0,04 (0,04) -0,15 (0,04)
28 0,82 (0,05) 0,52 (0,04) 0,54 (0,04) 0,40 (0,04) 0,02 (0,04) -0,48 (0,04)
29 0,19 (0,05) 0,60 (0,06) 0,27 (0,05) -0,14 (0,05) 0,38 (0,05) -1,55 (0,07)
30 0,88 (0,05) 0,38 (0,04) 0,17 (0,04) 0,06 (0,04) 0,78 (0,05) -0,66 (0,04)
31 0,21 (0,04) 0,27 (0,04) 0,25 (0,04) 0,01 (0,04) -0,04 (0,04) -0,85 (0,04)
32 0,65 (0,04) 0,52 (0,04) 0,22 (0,04) 0,20 (0,04) -0,04 (0,04) -0,56 (0,04)
33 0,86 (0,05) 0,09 (0,04) 0,14 (0,04) 0,12 (0,04) -0,16 (0,04) 0,30 (0,04)
34 0,90 (0,05) 0,09 (0,04) 0,28 (0,04) 0,32 (0,04) 0,32 (0,04) 0,50 (0,04)
35 0,52 (0,04) -0,15 (0,04) 0,27 (0,04) 0,55 (0,04) 0,21 (0,04) 0,24 (0,03)
36 0,28 (0,05) 0,73 (0,06) 0,31 (0,05) 0,12 (0,05) 0,16 (0,05) -1,49 (0,07)
37 -0,29 (0,07) 0,01 (0,07) 0,05 (0,07) -0,02 (0,07) -0,02 (0,07) -1,74 (0,07)
38 0,86 (0,05) 0,55 (0,04) 0,36 (0,04) 0,03 (0,04) -0,04 (0,04) -0,17 (0,04)
39 1,41 (0,09) 0,27 (0,06) 0,68 (0,07) 0,55 (0,07) 0,05 (0,06) 2,13 (0,11)
40 0,48 (0,04) 0,68 (0,05) 0,27 (0,04) 0,19 (0,04) 0,00 (0,04) -0,89 (0,05)
41 0,80 (0,05) 0,03 (0,04) 0,20 (0,04) -0,06 (0,04) 0,05 (0,04) 0,71 (0,04)
42 1,11 (0,06) 0,52 (0,05) 0,48 (0,05) 0,33 (0,04) 0,41 (0,04) 0,21 (0,04)
43 0,61 (0,05) 0,38 (0,04) 0,18 (0,04) 0,17 (0,04) 0,18 (0,04) -1,08 (0,05)
44 1,39 (0,08) 0,36 (0,05) 0,35 (0,05) 0,46 (0,05) 0,44 (0,05) 1,13 (0,06)
45 0,40 (0,07) 0,83 (0,08) 0,28 (0,07) 0,17 (0,07) 0,04 (0,07) -2,14 (0,11)
46 0,63 (0,04) 0,20 (0,04) 0,40 (0,04) 0,18 (0,04) 0,06 (0,04) -0,32 (0,03)
47 0,10 (0,04) -0,08 (0,04) 0,12 (0,04) 0,12 (0,04) 0,16 (0,04) -0,67 (0,03)
48 0,33 (0,04) 0,40 (0,04) 0,20 (0,04) 0,14 (0,04) -0,07 (0,04) -1,05 (0,05)
49 0,41 (0,04) 0,22 (0,03) 0,18 (0,03) 0,18 (0,03) 0,01 (0,03) -0,31 (0,03)
50 0,11 (0,04) 0,70 (0,05) 0,23 (0,04) 0,17 (0,04) -0,06 (0,04) -1,08 (0,05)
51 0,29 (0,04) 0,53 (0,05) 0,28 (0,04) 0,09 (0,04) -0,31 (0,04) -1,13 (0,05)
52 0,06 (0,03) 0,22 (0,04) 0,38 (0,04) 0,30 (0,04) 0,11 (0,04) -0,54 (0,04)
53 0,48 (0,04) 0,57 (0,04) 0,24 (0,04) 0,10 (0,04) -0,02 (0,04) -0,76 (0,04)
54 0,92 (0,05) 0,25 (0,04) 0,75 (0,05) 0,00 (0,04) 0,10 (0,04) 0,49 (0,04)
55 0,28 (0,04) 0,24 (0,04) 0,58 (0,04) 0,17 (0,04) -0,24 (0,04) -0,63 (0,04)
56 0,31 (0,04) -0,09 (0,04) 0,64 (0,04) 0,20 (0,04) 0,00 (0,03) -0,32 (0,03)
57 0,55 (0,06) 0,83 (0,06) 0,29 (0,05) 0,05 (0,05) -0,06 (0,05) -1,49 (0,07)
58 -0,44 (0,11) 1,48 (0,17) 0,47 (0,12) 0,34 (0,11) 0,04 (0,11) -3,67 (0,29)
59 0,57 (0,04) 0,28 (0,04) 0,41 (0,04) 0,28 (0,04) -0,05 (0,04) -0,15 (0,03)
60 0,55 (0,04) 0,28 (0,04) 0,39 (0,04) 0,01 (0,04) -0,09 (0,04) -0,69 (0,04)
61 0,98 (0,05) 0,47 (0,04) 0,70 (0,05) 0,22 (0,04) 0,09 (0,04) 0,20 (0,04)
62 0,56 (0,05) 0,13 (0,04) 0,97 (0,06) 0,27 (0,04) 0,28 (0,04) -0,67 (0,04)
63 0,53 (0,04) 0,42 (0,04) 0,20 (0,04) 0,07 (0,04) 0,06 (0,04) -0,60 (0,04)
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Apêndice

C
Algoŕıtmos

C.1 Estimação dos Parâmetros dos Itens por MVM

library(BB); #Resoluç~ao de sistemas n~ao lineares para o Passo M

#Leitura dos dados

N <- nrow(X); #Numero de elementos

Q <- ncol(X);#Numero de itens

p <- 2; #numero de dimens~oes do modelo

ITS <- 150; #Numero de iteraç~oes do Algoritmo EM

#Padr~oes de resposta

pad <- matrix(nrow=N);

for(i in 1:N)

{

pad[i] <- paste(X[i,],collapse=" ");

}

AUX <- table(pad);

S <- length(AUX); #numero de padr~oes de resposta;

R <- matrix(nrow=S);#ocorrencia de cada padr~ao de resposta;

U <- matrix(nrow=S,ncol=Q);#padr~oes de resposta

for(i in 1:S)

{

R[i] <- AUX[[i]];

aux1 <- strsplit(names(AUX)[[i]],split=" ");

91
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aux1 <- aux1[[1]];

U[i,] <- as.numeric(aux1);

}

#Valores iniciais obtidos por Analise Fatorial

ai <- matrix(nrow=Q,ncol=p); #Vetor de discriminaç~oes

bi <- matrix(nrow=Q); #Vetor de dificuldades

Fac <- factanal(X,p); #analise fatorial por máxima verossimilhança

props <- (apply(X,2,sum)/N);

for(i in 1:p)

{

for(j in 1:Q)

{

SSl <- sqrt(1+sum(Fac$loadings[j,]^2));

ai[j,i] <- Fac$loadings[j,i]/SSl;

bi[j] <- -qnorm(props[j])/SSl;

}

}

#Nós de quadratura

delta <- 1;

coords <- seq(-3,3,by=delta);

coords <- list(coords);

eixos <- rep(coords,p);

theta <- expand.grid(eixos);

theta <- as.matrix(theta);

g <- matrix(nrow=nrow(theta)); #densidade da normal multivariada e peso

#de quadratura associado ao nó

g <- apply(dnorm(theta),1,prod);

for(int in 1:ITS)

{

print(c("Iteraç~ao",int));

#Passo E:

#Cálculo das probabilidades de acordo com o modelo logı́stico de 2 parâmetros

P <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=Q);

for(i in 1:nrow(theta))

{
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for(j in 1:Q)

{

P[i,j] <- 1/(1+ exp(-(ai[j,]%*%theta[i,] +bi[j])));

}

}

#Funç~ao verossimilhança

L <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=S);

for(i in 1:nrow(theta))

{

for(j in 1:S)

{

L[i,j] <- prod((P[i,]^U[j,])*((1-P[i,])^(1-U[j,])));

}

}

#Probabilidades marginais e densidade a posteriori

gs <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=S);

Pm <- matrix(nrow=1,ncol=S);

for(j in 1:S)

{

Pm[j] <- L[,j]%*%g; # Integral ~ sum(L[,1]*g)

for(i in 1:nrow(theta))

{

gs[i,j] <- L[i,j]/Pm[j];

}

}

#Número esperado e acertos esperados

N0 <- matrix(nrow=nrow(theta));

r0 <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=Q);

for(i in 1:nrow(theta))

{

N0[i] <- sum(R*gs[i,]);

for(j in 1:Q)

{
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r0[i,j] <- U[,j]%*%(R*gs[i,]);

}

}

#Passo M:

for(j in 1:Q){

pars <- matrix(ncol=p+1);

pars[,1:p] <- ai[j,];

pars[,p+1] <- bi[j];

pars <- c(t(pars));

grad <- function(x,k) #Gradiente da log-verossimilhança

{

dlog <- matrix(nrow=(p+1));

P <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=1);

for(i in 1:nrow(P))

{

{

P[i] <- 1/(1 + exp(-(x[1:p]%*%theta[i,] + x[p+1])));

}

}

{

dl <- matrix(nrow=p+1);

aux2 <- r0[,k] - N0*P;

for(i in 1:p)

{

difa <- -theta[,i];

dl[i] <- sum(difa*aux2*g);

}

difb <- -1;

dl[p+1] <- sum(difb*aux2*g);

dlog <- dl;

}

return(as.numeric(dlog));

}

print(c("Item",j));

erro <- t(grad(pars,j))%*%grad(pars,j);
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if(erro>10^-5)

{

pars <- dfsane(pars,

grad,

k=j,

method=3,

control=list(trace=TRUE,maxit=10000,M=10))$par;

}

{

ai[j,] <- pars[1:p];

bi[j] <- pars[p+1];

}

}

print(c("-2xLoglik",2*sum(-t(R)*log(Pm))));

}#Fim das iteraç~oes

#Chi-quadrado

Gsquared <- -2*sum(t(R)*log(N*Pm/t(R)));

DF <- (S-1) - ((p+1)*Q -p*(p-1)/2);

aic <- 2*Q*(2*p+1) - 2*sum(t(R)*log(Pm));

bic <- Q*(2*p+1)*log(N) - 2*sum(t(R)*log(Pm));

print(ai);

print(bi);

print(c("Qui-Quadrado",Gsquared,"DF",DF));

print(c("AIC",aic));

print(c("BIC",bic));

ac <- ai;

bc <- bi;

MDISC <- sqrt(apply(ai^2,1,sum)); #poder discriminativo de cada item

for(i in 1:Q)

{

if(p>1){ac[i,] <- ai[i,]/MDISC[i];}

bc[i] <- -bi[i]/MDISC[i];

}

print("Valores Reajustados dos parâmetros dos itens");

print("Discriminaç~ao");

print(ac);
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print("Dificuldade");

print(bc);

C.2 Erros-Padrão dos Estimadores de MVM

Infs <- array(dim=c((p+1),(p+1),Q));

Fi <- matrix(nrow=(p+1),ncol=(p+1));

for(k in 1:Q)

{

for(i in 1:p)

{

for(j in 1:p)

{

Fi[i,j] <- N*sum(P[,k]*(1-P[,k])*theta[,i]*theta[,j]*g);

}

Fi[i,(p+1)] <- N*sum(P[,k]*(1-P[,k])*theta[,i]*g);

Fi[(p+1),i] <- Fi[i,(p+1)];

}

Fi[(p+1),(p+1)] <- N*sum(P[,k]*(1-P[,k])*g);

Infs[,,k] <- solve(Fi);

}

Sds <- array(dim=c((p+1),1,Q));

for(i in 1:Q)

{

Sds[,,i] <- sqrt(diag(Infs[,,i]));

}

C.3 Estimação Bayesiana dos Parâmetros dos Itens por
MCMC

model M2PL

{

for (k in 1:Q) {

b[k] ~ dnorm(0, 1)

for (j in 1:p) {
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a[k, j] ~ dlnorm(1, 0.5)

}

}

for (j in 1:N) {

for (k in 1:Q) {

P[j, k] <- (1/(1 + exp(-inprod(a[k, ], theta[j, ]) -

b[k])))

X[j, k] ~ dbern(P[j, k])

}

theta[j, 1:p] ~ dmnorm(Mt[1:p], Vt[1:p, 1:p])

}

}

}

#Modelo n~ao-compensatório bidimensional

MNC2 <- function()

{

#prioris

for(k in 1:Q){

for(j in 1:p)

{

a[k,j] ~ dlnorm(1,.5);

b[k,j] ~ dnorm(0,1);

}

}

for(j in 1:N)

{

theta[j,1:p] ~ dmnorm(Mt[1:p],Vt[1:p,1:p]);

}

#Probabilidade de acerto

for(i in 1:Q)

{

for(j in 1:N)

{

P[j,i] <- (1/( 1 + exp(-(a[i,1]*theta[j,1]) + b[i,1])))*(1/( 1 + exp(-(a[i,2]*theta[j,2]) + b[i,2])));

X[j,i] ~ dbern(P[j,i]);
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}

}

}

C.4 Estimação dos Traços Latentes por Máxima Veros-
similhança e EAP

print(’Estimaç~ao dos Traços Latentes’);

P <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=Q);

for(i in 1:nrow(theta))

{

for(j in 1:Q)

{

P[i,j] <- 1/(1+ exp(-1.702*(ai[j,]%*%theta[i,] +bi[j])));

}

}

#Verossimilhança

L <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=N);

for(i in 1:nrow(theta))

{

for(j in 1:N)

{

L[i,j] <- prod((P[i,]^X[j,])*((1-P[i,])^(1-X[j,])));

}

}

#Probabilidades marginais e densidade a posteriori

Pm <- matrix(nrow=1,ncol=N); #probabilidade marginal para um padr~ao de resposta

for(j in 1:N)

{

Pm[j] <- L[,j]%*%g; # Integral ~ sum(L[,1]*g)

}

EAP <- matrix(nrow=N,ncol=p);#Estimativas por EAP para cada ind

for(i in 1:N)
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{

if((sum(X[i,])!=Q)&((sum(X[i,])!=0)))#Escores nulos ou perfeitos n~ao tem

{ #valores definidos.

for(j in 1:p)

{

aux <- (theta[,j]*L[,i]*g);

EAP[i,j] <- sign(sum(aux)/Pm[i])*min(abs(sum(aux)/Pm[i]),3.9);

}

}

if((sum(X[i,])==Q)){EAP[i,] <- rep(4,p)};

if((sum(X[i,])==0)){EAP[i,] <- rep(-4,p)}

}

dtheta <- function(x,k) #Gradiente da log-verossimilhança para a habilidade

{

dl <- matrix(ncol=1,nrow=p);

P <- matrix(nrow=1,ncol=Q);

for(i in 1:Q)

{

P[i] <- 1/(1 + exp(-1.7*(ai[i,]%*%x + bi[i])));

}

aux <- -(1-X[k,])*P + (1-P)*(X[k,]);

for(i in 1:p)

{

difP <- -1.702*ai[,i];

dl[i] <- sum(difP*aux);

}

return(as.numeric(sum(dl^2)));

}

MLE <- matrix(nrow=N,ncol=p);

for(j in 1:N)

{

if((sum(X[j,])!=Q)&((sum(X[,])!=0)))

{

MLE[j,] <- spg(rep(0,p),dtheta,k=j,lower=rep(-3,p),upper=rep(3,p),control=list(trace=FALSE))$par;

}
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if((sum(X[j,])==Q)){MLE[j,] <- rep(4,p)};

if((sum(X[j,])==0)){MLE[j,] <- rep(-4,p)}

}

print("Médias EAP");

print(apply(EAP,2,mean));

print("Médias MLE");

print(apply(MLE,2,mean));

print("Variâncias EAP");

print(apply(EAP,2,var));

print("Variâncias MLE");

print(apply(MLE,2,var));

print("Correlaç~oes, MLE");

print(cor(MLE[,1],MLE[,2]));

print("Correlaç~oes, EAP");

print(cor(EAP[,1],EAP[,2]));

print("Correlaç~ao entre estimativas");

print(cor(MLE[,1],EAP[,1]));

print(cor(MLE[,2],EAP[,2]));

C.5 Reśıduos Padronizados

Es <- matrix(nrow=N,ncol=Q);#Valor Esperado da resposta ao item i pelo padr~ao de respostas S

Var <- matrix(nrow=N,ncol=Q); #Variância da resposta s ao item i

Zscore <- matrix(nrow=N,ncol=Q); #Residuo padronizado

for(j in 1:N)

{

for(i in 1:Q)

{

Es[j,i] <- exp(1.7*(ai[i,]%*%EAP[j,]+bi[i]))/(1+exp(1.7*(ai[i,]%*%EAP[j,]+bi[i])));

Var[j,i] <- Es[j,i]*(1-Es[j,i]);

Zscore[j,i] <- (X[j,i]-Es[j,i])/(sqrt(Var[j,i]));

}

}

Pfit <- apply(Zscore^2,1,mean);

Ifit <- apply(Zscore^2,2,mean);
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C.6 Escore Esperado

library(Matrix);

Sk <- function(P)

{

aux <- matrix(0,nrow=(length(P)+1));

aux[1] <- 1-P[1];

aux[2] <- P[1];

for(i in 2:length(P))

{

Pk <- rep(P[i],i);

Qk <- (1-P[i]);

Qk <- rep(Qk,i);

aux1 <- bandSparse(n=(i+1),

m=i ,

k=c(-1,0),

diagonals=list(Pk,Qk), symmetric = FALSE);

aux1 <- as.matrix(aux1);

aux[1:(i+1)] <- aux1%*%aux[1:i];

}

return(aux);

}

Esp <- matrix(nrow=(Q+1),ncol=nrow(P));#escores esperados para um nó

for(j in 1:nrow(P))

{

Esp[,j] <- Sk(P[j,]);

}

fr <- matrix(nrow=(Q+1)); #Escore marginal para cada padr~ao

for(j in 1:(Q+1))

{

fr[j] <- N*Esp[j,]%*%g;

}

Sobs <- apply(X,1,sum);

Nobs <- matrix(0,nrow=(Q+1));

for(i in 1:(Q+1))
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{

Nobs[i] <- length(which(Sobs==(i-1)));

}

print(data.frame("Escore"=0:Q,"Observados"=Nobs,"Previstos"=round(fr)));

C.7 Cálculo da Estat́ıstica s− χ2

Oik <- matrix(0,nrow=Q,ncol=(Q)); #prop. de acertos observados

Eik <- matrix(0,nrow=Q,ncol=(Q)); #prop esperada de respostas

Sobs <- apply(X,1,sum);

Sums <- data.frame(X,Sobs);

for(i in 1:Q)

{

Oik[(i),] <- apply(X[which(Sums$Sobs==i),1:Q],2,sum)/Nobs[i+1];

}

Esps <- array(dim=c(nrow(P),Q,Q));#No x Cat x item deletado

for(i in 1:Q)

{

for(r in 1:nrow(P))

{

Esps[r,,i] <- Sk(P[r,-i]);

}

Esps[,,i] <- P[,i]*Esps[,,i];

}

Num <- matrix(nrow=Q,ncol=Q);

for(i in 1:Q)

{

for(j in 1:Q)

{

Num[i,j] <- Esps[,i,j]%*%g;

}

}

for(i in 1:Q)

{
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for(j in 1:Q)

{

Eik[i,j] <- (Num[i,j])/(fr[i+1]/N);

}

}

Eik <- Eik[1:(Q-1),1:Q];

Oik <- Oik[1:(Q-1),1:Q];

Schisq <- apply(((Nobs[2:Q])*(Oik-Eik)^2)/(Eik*(1-Eik)),1,sum);

DFc <- Q + 1 - (p+1);

print(c("s-X2",round(Schisq,3),"df",DFc));

C.8 Checagens Preditivas da Posteriori e DIC

CPP <- function(A,B,Th,p)#Argumentos: A=amostra par. a, B=b Th = traços, p = dim

{

Rs <- niter(A);

Reps <- array(dim=c(N,Q,Rs));

AUX <- array(dim=c(1,1,Rs));

fr <- matrix(nrow=(Q+1),ncol=Rs);

X20 <- matrix(nrow=Rs);

X2r <- matrix(nrow=Rs);

for(r in 1:Rs)

{

if((r%%100)==0)

{print(c("Replicaç~ao",r));}

aux1 <- A[r,];

aux2 <- B[r,];

aux3 <- Th[r,];

am <- matrix(data.frame(aux1)$aux1,nrow=Q,ncol=p,byrow=TRUE);

bm <- matrix(data.frame(aux2)$aux2,nrow=Q,ncol=1,byrow=TRUE);

tr <- matrix(data.frame(aux3)$aux3,nrow=N,ncol=p,byrow=TRUE);

Pm <- matrix(nrow=N,ncol=Q);

Xr <- matrix(nrow=N,ncol=Q);

for(i in 1:Q)

{

for(j in 1:N)

{
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#Modelo compensatorio

Pm[j,i] <- exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i])/(1+exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i]));

#Modelo n~ao-compensatorio

#Pm[j,i] <- exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1])/(1+exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1]))*

#exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2])/(1+exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2]));

Xr[j,i] <- rbinom(1,1,Pm[j,i]);

}

}

Reps[,,r] <- Xr;

#Dbar

AUX[r] <- -2*sum(log((Pm^X)*((1-Pm)^(1-X))));

#Escores

frm <- matrix(nrow=(Q+1)); #Freq na repetiç~ao

for(j in 1:(Q+1))

{

frm[j] <- length(which(apply(Xr,1,sum)==(j-1)));

}

fr[,r] <- frm;

#p-values

#Valores marginais

#Nós de quadratura

delta <- 1;

coords <- seq(-3,3,by=delta);

coords <- list(coords);

eixos <- rep(coords,p);

theta <- expand.grid(eixos);

theta <- as.matrix(theta);

g <- matrix(nrow=nrow(theta));

g <- apply(dnorm(theta),1,prod);

P <- matrix(nrow=nrow(theta),ncol=Q);

for(i in 1:nrow(theta))

{

for(j in 1:Q)

{

#Modelo compensatorio

P[j,i] <- exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i])/(1+exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i]));

#Modelo n~ao-compensatorio
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#P[j,i] <- exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1])/(1+exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1]))*

#exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2])/(1+exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2]));

}

}

Esp <- matrix(nrow=(Q+1),ncol=nrow(P));

for(j in 1:nrow(P))

{

Esp[,j] <- Sk(P[j,]);

}

fre <- matrix(nrow=(Q+1)); #Escore marginal para cada padr~ao

for(j in 1:(Q+1))

{

fre[j] <- N*Esp[j,]%*%g;

}

Sobs <- apply(X,1,sum);

Nobs <- matrix(0,nrow=(Q+1));

for(i in 1:(Q+1))

{

Nobs[i] <- length(which(Sobs==(i-1)));

}

X20[r] <- sum(((Nobs-fre)^2)/fre);

X2r[r] <- sum(((frm-fre)^2)/fre);

}#Fim das repetiç~oes

#Dhat

Ph <- matrix(nrow=N,ncol=Q);

ah <- matrix(summary(A)$statistics[,1],nrow=Q,ncol=p,byrow=TRUE);

bh <- matrix(summary(B)$statistics[,1],nrow=Q,ncol=1,byrow=TRUE);

th <- matrix(summary(Th)$statistics[,1],nrow=N,ncol=p,byrow=TRUE);

for(i in 1:Q)

{

for(j in 1:N)

{

#Modelo compensatorio

Ph[j,i] <- exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i])/(1+exp(am[i,]%*%tr[j,] + bm[i]));

#Modelo n~ao-compensatorio

#Ph[j,i] <- exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1])/(1+exp(am[i,1]%*%tr[j,1] + bm[i,1]))*

#exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2])/(1+exp(am[i,2]%*%tr[j,2] + bm[i,2]));
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}

}

Dhat <- -2*sum(log((Ph^X)*((1-Ph)^(1-X))));

Dbar <- mean(AUX);

DIC <- 2*Dbar - Dhat;

low <- apply(fr,1,quantile, probs=.05);

escs <- apply(fr,1,mean);

up <- apply(fr,1,quantile,probs=.95);

pvalue <- length(which(X20<X2r))/Rs;

print("Estatistica de Teste: Escores");

print(c("p-value",round(pvalue,2)));

print(data.frame("Observados"=Nobs,"Média MCMC"=round(escs),

"IC"=cbind("5"=round(low),"95"=round(up))));

print(c("DIC",DIC));

invisible(list( "DIC"=DIC,

"Escores"=cbind(Nobs,round(escs),round(low),round(up)),pvalue));

}
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