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Resumo 
 
 
Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre modelos auto-regressivos com 
heterocedasticidade (ARCH) e modelos auto-regressivos com erros ARCH (AR-ARCH). 
Apresentamos os procedimentos para a estimação dos modelos e para a seleção da ordem dos 
mesmos. As estimativas dos parâmetros dos modelos são obtidas utilizando duas técnicas 
distintas: a inferência Clássica e a inferência Bayesiana. Na abordagem de Máxima 
Verossimilhança obtivemos intervalos de confiança usando a técnica Bootstrap e, na 
abordagem Bayesiana, adotamos uma distribuição a priori informativa e uma distribuição a 
priori não-informativa, considerando uma reparametrização dos modelos para mapear o 
espaço dos parâmetros no espaço real. Este procedimento nos permite adotar distribuição a 
priori normal para os parâmetros transformados. As distribuições a posteriori são obtidas 
através dos métodos de simulação de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). A 
metodologia é exemplificada considerando séries simuladas e séries do mercado financeiro 
brasileiro.  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ii

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Abstract 
 
 
In this work we present a study of autoregressive conditional heteroskedasticity models 
(ARCH) and autoregressive models with autoregressive conditional heteroskedasticity errors 
(AR-ARCH). We also present procedures for the estimation and the selection of these models. 
The estimates of the parameters of those models are obtained using both Maximum 
Likelihood estimation and Bayesian estimation. In the Maximum Likelihood approach we get 
confidence intervals using Bootstrap resampling method and in the Bayesian approach we 
present informative prior and non-informative prior distributions, considering a 
reparametrization of those models in order to map the space of the parameters into real space. 
This procedure permits to choose prior normal distributions for the transformed parameters. 
The posterior distributions are obtained using Monte Carlo Markov Chain methods (MCMC). 
The methodology is exemplified considering simulated and Brazilian financial time series.  
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CAPÍTULO 1 
Introdução 
 

 

 

1.1. Introdução e Revisão Bibliográfica 

 

 A análise gráfica de séries financeiras revela que estas apresentam uma elevada taxa 

de mudança da variância em alguns períodos de tempo. A raiz quadrada desta taxa (desvio-

padrão) é chamada de volatilidade. Entender como a volatilidade muda com o tempo é 

fundamental para o mercado financeiro, influenciando na avaliação do risco de investimentos 

e na apreciação de ativos. Ela determina o grau de variação do preço do ativo no futuro, ou 

seja, um baixo valor da mesma implica em pequenas alterações no futuro (baixo risco), 

enquanto que um alto valor implica em variações significativas (alto risco).  
 

Seja tp  o preço de um determinado ativo no instante t, normalmente um dia de 

negócio. Suponha, primeiramente, que não haja dividendos pagos no período. A variação de 

preços entre o instantes 1−t  e t é dada por 1−−=∆ ttt ppp  e a variação relativa de preços ou 

retorno líquido simples deste ativo, entre os mesmos instantes, é definido por: 

11

1

−−

− ∆
=

−
=

t

t

t

tt
t p

p
p

pp
r       (1.1) 

 

Podemos notar que 1
1

−=
−t

t
t p

p
r . O retorno 

1

1
−

=+
t

t
t p

p
r  é chamado de retorno bruto 

simples. Usualmente tr  é expresso em porcentagem, relativamente ao período (um dia, um 

mês, um ano, etc.), sendo também chamado de taxa de retorno. 
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Denotando tt pP ln= , temos o retorno composto continuamente ou simplesmente log-

retorno, dado por:  

 ( ) 1
1

1lnln −
−

−=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ttt

t

t
t PPr

p
p

R     (1.2) 

  

Esta definição é comumente utilizada e, neste trabalho, tR  será chamado 

simplesmente de retorno (Morettin & Toloi, 2004). Podemos observar que ( )tt pR ln∆= , ou 

seja, tomamos o logaritmo dos preços e depois a primeira diferença. Na prática é preferível 

trabalhar com retornos, que são livres de escala, do que com preços, pois os primeiros têm 

propriedades estatísticas mais interessantes (como estacionariedade e ergodicidade). 

 

A caracterização das propriedades estatísticas das séries de retornos é essencial para 

uma correta aplicação de modelos aos dados, que permitam inferir a respeito das 

características deste retorno, sobretudo no que diz respeito à média e à variância, que vão 

determinar o retorno esperado e a previsão da volatilidade para os próximos períodos. Esta 

determinação é fundamental para a decisão de investimentos não apenas no ativo como 

também em seus derivativos.  

 

Em geral, os retornos são não-autocorrelacionados e os quadrados dos mesmos 

autocorrelacionados; apresentam agrupamentos de volatilidade ao longo do tempo; a 

distribuição não-condicional destas séries tem caudas mais pesadas que as de uma distribuição 

normal e, embora seja aproximadamente simétrica, em geral, a distribuição é leptocúrtica. 

Além disso, algumas séries de retornos são não-lineares, ou seja, respondem de maneira 

diferente a choques grandes ou pequenos, ou ainda, choques positivos ou negativos (Morettin 

& Toloi, 2004). 

 

Existe uma ampla variedade de modelos não-lineares para a estimação da volatilidade 

de séries de retornos de ativos financeiros, e os mais difundidos na literatura são os modelos 

auto-regressivos com heterocedasticidade (ARCH), propostos por Engle (1982), e sua 

extensão, os modelos ARCH Generalizados (GARCH), propostos por Bollerslev (1986). Tais 

modelos caracterizam uma dependência não-linear entre os retornos, função da dependência 

serial da variância condicional. Posteriormente, outros modelos discretos foram 

desenvolvidos, dentre eles, os modelos IGARCH, introduzidos por Engle & Bollerslev 

(1986), em que se considera que a variância não-condicional da série é infinita; os modelos 
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ARCH-M apresentados por Engle et al (1987), nos quais a esperança condicional do retorno é 

uma função explícita da variância condicional; e os modelos EGARCH propostos por Nelson 

(1991) que, ao contrário dos modelos GARCH, levam em conta não apenas o tamanho das 

séries de retornos, mas também o fato de serem positivos ou negativos. Uma ampla revisão 

das propriedades destes modelos pode ser encontrada em Bollerslev et al (1992) e Karlis and 

Xekalaki (2003).  

 

Diversos trabalhos sobre a modelagem de séries temporais financeiras em países 

emergentes e, em particular no Brasil, podem ser encontrados em revistas especializadas. 

Dentre eles destacamos, Duarte et al (1996) que comparam modelos de volatilidade de preço e 

volatilidade implícita; Issler (1999) que compara os resultados obtidos usando modelos da 

família ARCH em séries de retornos de ativos de diferentes tipos (ação, bônus, moeda e 

commodity); Pereira et al (1999) que comparam modelos da família GARCH, volatilidade 

estocástica e GARCH com parâmetros variantes no tempo; Costa & Baidya (2001) que 

analisam as propriedades estatísticas das principais séries de retornos de ações brasileiras; 

Silveira et al (2001) que propõem um método alternativo à família GARCH na estimação da 

volatilidade destas séries. 

 

Destacamos ainda alguns trabalhos cujo enfoque está em modelos de regressão com 

erros ARCH: Weiss (1984) deriva as distribuições assintóticas dos estimadores de Máxima 

Verossimilhança (EMV) e dos estimadores de mínimos quadrados (EMQ) de modelos ARMA 

com erros ARCH e Pantula (1988) considera processos AR com erros ARCH (AR-ARCH) 

mostrando a consistência e a normalidade assintótica dos EMV e apresentando as 

distribuições assintóticas dos EMQ e dos EMQ Generalizados. Maecker (1991) constrói 

estimadores eficientes para o parâmetro auto-regressivo e considera a estimação de 

parâmetros em processos AR(1) com erros ARCH(1), sob a suposição de densidade simétrica 

para os erros. Dutta (1999) constrói as estatísticas do teste Rao e do teste Wald para testar 

parâmetros de regressão de modelos com erros ARCH e Ha & Lee (2002) consideram um 

teste de constância do coeficiente de modelos AR-ARCH. 

 

Sob um enfoque Bayesiano, um dos primeiros trabalhos propostos foi o de Geweke 

(1989) para modelos da família ARCH, em que um caso particular de reparametrização 

permitiu a utilização de distribuições a priori não-informativas. As estimativas dos parâmetros 

foram obtidas usando algoritmos de simulação de Monte Carlo. Posteriormente, uma 

abordagem semi-paramétrica para modelos ARCH foi sugerida por Koop (1994) que usou as 
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vantagens da metodologia Bayesiana de Geweke (1989). Nakatsuma & Tsurumi (1996) 

propõem uma abordagem Bayesiana e a comparam com a de Máxima Verossimilhança para 

modelos ARMA-GARCH. No contexto de modelos de componentes não observados, 

Giakoumatos et al (1998) propõem uma abordagem Bayesiana para os modelos ARCH 

usando uma amostragem de variáveis auxiliares. Mais recentemente, uma abordagem 

Bayesiana foi proposta para modelos GARCH em Migon & Mazucheli (1999), dentro da 

classe de modelos dinâmicos. Nakatsuma (2000) utiliza distribuições a priori normais para os 

parâmetros de modelos ARMA-GARCH e o algoritmo Metropolis-Hastings na determinação 

de sumários a posteriori. Polasek & Kozumi (2000) propõem uma abordagem Bayesiana para 

modelos VAR-VARCH e Polasek (2001) sugere uma estrutura hierárquica, também sob um 

enfoque Bayesiano, para modelos PAR-ARCH, usando métodos de simulação de Monte 

Carlo em cadeias de Markov (MCMC), no entanto, afirma que o esforço computacional desta 

modelagem deve ser avaliado.      

 

1.2. Motivação  

 

Como é considerado que a volatilidade em um dado instante de tempo depende dos 

valores passados da série, a determinação de estimadores de Máxima Verossimilhança dos 

parâmetros de modelos da família ARCH requer a maximização de uma função não-linear. 

Portanto, as estimativas só podem ser obtidas numericamente.  Engle (1982) sugere o uso do 

método de Newton como um método iterativo para o cálculo das estimativas de Máxima 

Verossimilhança. Este procedimento relaxa as restrições impostas aos parâmetros, que 

asseguram estacionariedade na covariância. Por outro lado, a determinação de estimadores de 

Máxima Verossimilhança, com tais restrições, envolve muitas dificuldades (Geweke, 1986a). 

 

 Além disso, procedimentos para identificação, ajuste e diagnóstico dos modelos, assim 

como previsão de valores de séries econométricas, necessitam de propriedades da teoria 

assintótica. Como os modelos estão muito distantes da linearidade, as propriedades 

assintóticas destes estimadores só se verificam para séries muito longas e, em geral, são mais 

apropriadas na presença de distribuição simétrica para os erros e de distribuição normal para 

os dados. Uma alternativa para fazer a estimação destes modelos, contornando tais 

dificuldades, é considerar uma abordagem Bayesiana (Apêndice A.3). 
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Na seção 1.1. foram citados alguns trabalhos desenvolvidos na literatura, os quais 

utilizam a metodologia Bayesiana na estimação de parâmetros de modelos da família ARCH. 

Neste trabalho apresentamos um estudo de dois modelos com heterocedasticidade que têm por 

objetivo descrever a volatilidade existente em séries financeiras. Neste estudo mostramos os 

procedimentos para a estimação e para a seleção da ordem de modelos ARCH e de modelos 

AR-ARCH. As estimativas são obtidas utilizando a abordagem de Máxima Verossimilhança e 

a abordagem Bayesiana. Na abordagem de Máxima Verossimilhança obtivemos intervalos de 

confiança da forma padrão e usando o método de simulação Bootstrap (Apêndice A.2), e na 

abordagem Bayesiana, propomos uma reparametrização dos modelos estudados e adotamos 

distribuição a priori informativa normal para os parâmetros transformados. Além disso, 

consideramos a distribuição a priori não-informativa de Geweke (1989) similarmente 

reparametrizada, e usamos métodos de simulação MCMC para a obtenção dos resumos a 

posteriori.  

 

1.3. Objetivos 

 

O objetivo deste trabalho é mostrar que a abordagem Bayesiana proposta para a 

estimação de parâmetros de modelos ARCH e de modelos AR-ARCH é uma alternativa 

viável e mais robusta que a abordagem tradicional de Máxima Verossimilhança. 

Especificamente, temos o intuito de avaliar o desempenho da abordagem Bayesiana na 

estimação de parâmetros de modelos ARCH e de modelos AR-ARCH, observando o efeito 

do aumento da ordem dos modelos na qualidade das estimativas dos parâmetros destes 

processos e a estabilidade na convergência dos algoritmos de simulação MCMC. A 

metodologia é exemplificada considerando séries simuladas e séries do mercado financeiro 

brasileiro. 

 

1.4. Organização da tese 

 

Os demais capítulos deste trabalho estão estruturados da seguinte forma: 

 

No capítulo 2 apresentamos as principais propriedades teóricas associadas aos 

modelos AR-ARCH e aos modelos ARCH. 
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No capítulo 3 apresentamos uma abordagem Bayesiana para os modelos AR-ARCH e 

para os modelos ARCH, com as distribuições a priori propostas e respectivas distribuições a 

posteriori obtidas.  

 

No capítulo 4 apresentamos os algoritmos desenvolvidos para calcular as estimativas 

dos parâmetros dos modelos usando a metodologia estudada neste trabalho.  

 

No capítulo 5 mostramos uma comparação das estimativas de parâmetros de modelos 

ARCH e de modelos AR-ARCH obtidas através da abordagem Bayesiana, com as estimativas 

obtidas através da abordagem de Máxima Verossimilhança, no estudo de séries simuladas e 

de séries do mercado financeiro brasileiro.  

 

No capítulo 6 apresentamos uma comparação das estimativas de parâmetros de 

modelos ARCH obtidas através da abordagem Bayesiana (usando distribuição a priori 

informativa) com as obtidas através da abordagem de Máxima Verossimilhança, avaliando a 

raiz quadrada do erro quadrático médio e do erro percentual absoluto médio entre os valores 

reais dos parâmetros e os valores estimados por cada uma das técnicas.   

 

No último capítulo apresentamos as conclusões obtidas neste trabalho e algumas 

propostas que poderão ser desenvolvidas posteriormente a fim de darem continuidade ao 

estudo aqui desenvolvido. 
  

Um apêndice foi introduzido com o objetivo de descrever pré-requisitos básicos para o 

entendimento deste trabalho e, de apresentar alguns resultados e figuras complementares aos 

que constam nos capítulos 5 e 6. 

 

Os programas desenvolvidos para a obtenção dos resultados dos exemplos de 

aplicação dos modelos propostos foram implementados no software MATLAB - versão 5.3 e 

podem ser obtidos diretamente com os autores deste trabalho. 
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CAPÍTULO 2  
Modelos Auto-Regressivos com Heterocedasticidade 
 

 

 

Nesta seção, apresentamos as principais propriedades teóricas associadas aos modelos 

AR-ARCH e aos modelos ARCH, bem como as estimativas de Máxima Verossimilhança para 

os parâmetros dos mesmos. 

 

2.1. Modelos AR(p)-ARCH(q) 

 

2.1.1. Introdução 

 

O modelo de regressão, proposto por Engle (1982), com uma média não-nula e 

expresso como uma combinação linear de variáveis exógenas, tem uma estrutura que pode ser 

resumida como: 

    ttt zy += βx        (2.1) 

 

    ( )tttt hPy ,~| 1 βx−Ω       (2.2) 

   

    2

1
0 jt

q

j
jt zh −

=
∑+= αα       (2.3) 

 

    βx ttt yz −=        (2.4) 
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em que ty  representa uma série de retornos, ( )⋅P  é uma distribuição paramétrica, usualmente 

a Normal ou t-Student, tx  representa um vetor de variáveis exógenas que pode incluir valores 

de ty  defasados no tempo, β  é um vetor de parâmetros desconhecidos e 1−Ω t  representa o 

conjunto de informações disponíveis até o instante 1−t . Neste trabalho vamos considerar 

somente os modelos AR(p)-ARCH(q) tais que ( )′= −−− ptttt yyy ,...,, 21x . Assim, temos: 

∑
=

− +=
p

i
titit zyy

1
β                  (2.5) 

 

Seja tz  um erro que satisfaz o modelo 

    ttt hz ε2/1=            (2.6) 

 

em que { tε , 0≥t } é uma seqüência de ruído branco )1,0( ... Ndii  independente de tx . 

 A distribuição condicional para a taxa de retorno utilizada neste trabalho é a normal 

que, apesar de ser uma representação bastante simplificada do processo gerador de dados dos 

retornos condicionais, é amplamente utilizada na estimação dos modelos de volatilidade (por 

ex.: Ferreira, 2001; Oliveira et al, 2003). Portanto, a distribuição condicionada de ty  é normal 

com média βx t  e variância th , ou seja, ( )tttt hNy ,~| 1 βx−Ω . Uma interpretação para o 

modelo em estudo é que os distúrbios na regressão linear seguem um processo ARCH(q). 

  

Para que o modelo (2.1)-(2.4) seja plausível ( 0>th  para todo t), devemos ter 00 >α  

e qjj ,...,1,0 =≥α . Além disso, o processo ty  tem variância finita e, portanto, tem 

covariância estacionária se, e somente se, todas as raízes dos polinômios ∑
=

−
p

i

i
i l

1

1 β  e 

∑
=

−
q

j

j
j l

1

1 α  estiverem fora do círculo de raio unitário (Engle, 1982: Teorema 2). Quando estas 

condições são satisfeitas, pode ser mostrado que a variância incondicional de ty  é dada por: 

       

∑

∑

=

=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

p

i
ii

q

j
j

1

1

0

1

1

ρβ

α

α
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em que 
0γ
γ

ρ i
i = , sendo ( ) ( )2

0 tt yEyV ==γ  e ( )itti yyE −=γ pi ,...,1, = . Portanto, a condição 

suficiente para que o processo tenha covariância estacionária é que ∑
=

<
q

j
j

1
1α  e 1

1
<∑

=

p

i
iβ .  

 

2.1.2. Função de Verossimilhança 

 

Consideremos uma trajetória observada { }Ttyt ,...,2,1 , ==Y  do processo ty  e que tx  

envolve somente os “p” valores passados de ty . Então, a função de verossimilhança de ty , 

Tqpt ,...,1++= , condicionada às qp +  primeiras observações (assumindo que elas são 

conhecidas) pode ser escrita como:  

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏

++=
+

t

tt
T

qpt t
qp h

y
h

yyyL
2

exp1,...,,|,
2

1

2/1

21
βx

βα    (2.7) 

 

sendo ( )′= qααα ,...,, 10α  e ( )′= pββ ,...,1β . Assim, a função de verossimilhança pode ser 

maximizada com respeito aos parâmetros desconhecidos α  e β . Para simplificar a notação, 

em vez de escrevermos ( )qpyyyL +,...,,|, 21βα  para representar a função de verossimilhança 

condicionada às qp +  primeiras observações, escreveremos somente ( )βα,L . Destacamos 

ainda que, o uso da função de verossimilhança condicionada no lugar da função de 

verossimilhança exata, pode ser feito sem grandes perdas de precisão nas estimativas, quando 

a série ty  é grande. Esta aproximação geralmente é considerada devido às grandes vantagens 

práticas no cálculo dos estimadores (Box et al, 1994).  

Denotamos a média do logaritmo natural da função de verossimilhança por: 

( ) ( )∑
++=

=
T

qpt
tlT

l
1

,1, βαβα      (2.8) 

 

em que ( )βα,tl  indica o logaritmo natural da verossimilhança da t-ésima observação. Usando 

as expressões (2.1-2.4), temos: 

( ) ( )
t

tt
tt h

y
hl

2
log

2
1,

2βx
βα

−
−−=     (2.9) 
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 O gradiente da função ( )βα,l  com respeito a α  é dado por:   

    ( ) ( )∑
++= ∂
∂

=
∂

∂ T

qpt

tl
T

l
1

,1,
α
βα

α
βα      (2.10) 

 

tal que 
( )
α
βα

∂
∂ ,tl  é um vetor cujos componentes são: 

( ) ( )
      ,...,1,0      , 1

2
1, 2

qj
h

yh
h

l

t

tt

j

t

tj

t =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
∂

∂ βxβα
αα

  (2.11) 

 

 Da equação (2.3) temos: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++≥=

=
=

∂
∂

121        z
0            1

2
  qp t,...,q  , ,j

jh

j-tj

t

α
    (2.12) 

 

 Portanto, 

( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
=

∂
∂

1
2
1, 2

t

tt
t

t

t

h
y

h
l βx

v
α
βα

    (2.13) 

 

em que ( )22
1 ,...,,1 qttt zz −−=v , sendo βx ttt yz −=  e Tqpt ,...,1++= . Assim, o gradiente de  

( )βα,l  com respeito a α  pode ser calculado pela substituição da expressão (2.13) em (2.10), 

resultando em: 

( ) ( )∑
++=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
=

∂
∂ T

qpt t

tt
t

t h
y

hT
l

1

2

1
2
11, βx

v
α
βα     (2.14) 

 

Simbolizando, 

( )

( )Tqp

t

q-t-t
t

,..., 

,...,Tqpt 
h

zz

vvv

v

′′=′

++==

++
~~~

1     
,...,,1~

1

2
  

2
1  

   (2.15)  

 

( )Tqp

t

t
t

ff

Tqpt
h
z

f

,...,

,...,1      1

1

2

++=′

++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

f
    (2.16)  
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tal que βx ttt yz −= , podemos escrever 
α
βα

∂
∂ ),(l  na forma matricial como: 

fv
α
βα ′=

∂
∂ ~

2
1),(
T

l        (2.17) 

 

e, denotando a Hessiana de ),( βαl  com respeito a α   por 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂∂

∂
= qjilH

ji

,...,1,0,  ,),(2

ααα
βα  

temos: 

∑
++= ∂∂
∂

=
∂∂

∂ T

qpt ji

t

ji

l
T

l
1

22 ),(1),(
αααα
βαβα     (2.18) 

tal que 

( )
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
1

2
1),( 22

t

tt

j

t

tiji

t

h
yh

h
l βxβα

αααα
   

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
∂∂

∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
i

t

t

tt

j

t

tt

tt

ji

t

tt

tt

j

t

i

t

t

h
h

yh
hh

yh
hh

yhh
h αααααα 2

2222

2 2
11

2
11

2
1 βxβxβx

 

            (2.19) 

Da equação (2.3) temos que 0
2

=
∂∂

∂

ji

th
αα

. Assim, a expressão (2.19) pode ser 

simplificada para: 

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
∂∂

∂
12

2
1),( 2

2

2

t

tt

j

t

i

t

tji

t

h
yhh

h
l βxβα

αααα
   (2.20) 

  

A matriz de informação { } qjiII ij ,...,1,0,, ==αα  tem seus elementos definidos como: 

qji
l

T
EI

T

qpt ji

t
ij ,...,1,0,      

),(1
1

2

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

−= ∑
++= αα

βα
   (2.21) 

 

Tomando as esperanças condicionais da Hessiana αH  e, sendo 

( ) ( )[ ]
11

|
2|12 1

2

1

2

=−
Ω−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Ω−

− −
−

t

ttt
t

t

tt

h
yE

h
y

E
βxβx

, os elementos da matriz de 

informação { } qjiI ij ,...,1,0, , =  podem ser consistentemente estimados por: 
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qji
hh

hT
I

T

qpt j

t

i

t

t
ij ,...,1,0,      

2
11ˆ

1
2 =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

= ∑
++= αα

   (2.22) 

 

Assim, pelas expressões definidas em (2.15), podemos escrever a matriz de 

informação como: 

vvvv ~ ~
2
1~ ~

2
1ˆ

1

′=′= ∑
++= TT

I t

T

qpt
tαα      (2.23) 

 

Em relação ao gradiente da função ( )βα,l  com respeito a β , temos que:   

∑
++= ∂
∂

=
∂

∂ T

qpt

tl
T

l
1

),(1),(
β
βα

β
βα                (2.24) 

 

tal que 
β
βα

∂
∂ ),(tl  é um vetor cujos componentes são: 

( ) ( )
              ,...,1      1

2
1),( 2

pi
h

yh
hh

yl

t

itt

i

t

tt

titt

i

t =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
′−

=
∂

∂ β
β

β
β

xxxβα
  (2.25) 

 

 O primeiro termo da equação (2.25) é a condição de primeira ordem para uma 

correção heterocedástica exógena e o segundo termo resulta do fato de th  também ser uma 

função de β . Assim, 

           
( ) ( ) ( )               111),(

1 1

2

∑ ∑
++= =

−−−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
′−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
−

′−
=

∂
∂ T

qpt

q

j
jtjtjtj

t

tt

tt

ttt y
h

y
hh

y
T

l xβx
βxxβx

β
βα α  (2.26) 

 

que pode ser reescrito como (Engle, 1982): 

                      ( ) ( )[ ]               11),( 1

1 1

2
2∑ ∑

−−

= =
+++

+ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−−′=

∂
∂ pT

t

q

j
jtjtjt

jt

j

t
ttt hy

hh
y

T
l βxβxx
β
βα α

(2.27) 

 

 Fazendo ( )[ ]∑
=

+++
+

−−−=
q

j
jtjtjt

jt

j

t
t hy

hh
s

1

2
2

1 βx
α

, o gradiente da função ( )βα,l  em 

relação a β  é dado por:  

    ( )               1),( 1

1
∑

−−

=

−′=
∂

∂ pT

t
tttt sy

T
l βxx
β
βα     (2.28) 
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e,  denotando  a  Hessiana  de  ),( βαl   com  respeito a β  por 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂∂

∂
= pjilH

ji

,...,1,  ,),(2

βββ
βα  

temos: 

    ∑
−−

= ∂∂
∂

=
∂∂

∂ 1

1

22

 
),(1

 
),( pT

t ji

t

ji

l
T

l
ββββ
βαβα      (2.29) 

tal que 

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
+

∂
∂′−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂

∂
∂

−
′

−=
∂∂

∂

i

t

tj

t

t

tt

i

t

t

ttt

t

tt

j

t

i

t

tt

tt

ji

t

β
h

hβ
h

h
y

β
h

h
y

h
y

β
h

β
h

hh
l

2
11

2
2

1
 

),( 2

2

2

2

2 βxxβxβxxxβα
ββ

            (2.30)  

A matriz de informação { } pjiII ij ,...,1,, ==ββ  tem seus elementos definidos como: 

pji
l

T
EI

pT

t ji

t
ij ,...,1,      

),(1 1

1

2

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

−= ∑
−−

= ββ
βα

    (2.31) 

 

Tomando as esperanças condicionais da Hessiana βH , os dois últimos termos da 

equação (2.30) desaparecem, pois th  é uma função inteiramente do passado e, portanto, 

independente de βx tty − . Logo, temos que 
( ) ( )[ ]

1
|

| 1
2

1

2

=
Ω−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Ω

− −
−

t

ttt
t

t

tt

h
yE

h
y

E
βxβx

.  

 

Segundo Engle (1982), esta afirmação é válida mesmo que tx  inclua variáveis 

exógenas com valores de ty  defasados no tempo. Assim, os elementos da matriz de 

informação { } pjiI ij ,...,1,, =  podem ser consistentemente estimados por: 

pji
β
h

β
h

hh
E

T
I

pT

t i

t

j

t

tt

tt
ij ,...,1,      

2
11ˆ

1

1
2 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

+
′

= ∑
−−

=

xx
   (2.32) 

 

Conseqüentemente, temos: 

( )
∑ ∑

++=
−−

−−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
′

−
+

′
=

T

qpt
jtjt

t

jtjt
q

j
j

t

tt

h
y

hT
I

1
2

2

1

2
^

21 xx
βxxx

αββ   (2.33) 

 

cujo termo tt xx′  pode ser posto em evidência resultando em: 

    ( )∑ ∑
−−

= = + ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+′=

1

1 1
2

2
2

^
211 pT

t

q

j jt

j
tt

t
tt h

y
hT

I
α

ββ βxxx    (2.34) 
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Assim, podemos reescrever a equação (2.34), definindo a matriz de informação como: 

     ∑
−−

=

′=
1

1

2
^ 1 pT

t
ttt r

T
I xxββ      (2.35) 

sendo ( ) ∑
= +

−+=
q

j jt

j
tt

t
t h

y
h

r
1

2

2
22 21 α

βx .  

 De forma similar, os blocos fora da diagonal da matriz de informação podem ser 

expressos como: 

   

∑

∑

++=

++=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

−=

T

qpt j

t

i

t

t

T

qpt ji

t

hh
h

E
T

l
T

EI

1
2

1

2

2
11      

 
),(1

βα

βααβ
βα

         (2.36) 

para pjqi ,...,1  e  ,...,1,0 == . 

 Engle (1982: Teorema 4) mostra que se um modelo de regressão ARCH(q) é simétrico e 

regular, então, 0=αβI , ou seja, o bloco fora da diagonal da matriz de informação é zero. 

Portanto, a estimação dos parâmetros α  e β  pode ser feita separadamente sem perda da 

eficiência assintótica, e as variâncias também podem ser calculadas separadamente. 

 

Como os estimadores de Máxima Verossimilhança de modelos AR(p)-ARCH(q) não 

têm expressões explícitas, devemos estimá-los por procedimentos iterativos. Estes 

procedimentos são apresentados no Capítulo 4. 

  

Engle (1982) considera que, sob as condições de Crowder (1976), os estimadores de 

Máxima Verossimilhança βα ˆ  e  ˆ  são assintoticamente distribuídos, com distribuições 

limitantes:  

               ( ) ( )1,0ˆ −→− ααINT
D

αα       

(2.37) 

    ( ) ( )1,0ˆ −→− ββINT
D

ββ  

Weiss (1984) e Pantula (1988) apresentam formalmente a consistência e a 

normalidade assintótica destes estimadores.  
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2.2. Modelos ARCH(q)  

 

2.2.1. Introdução 

 

 Se no modelo de regressão proposto por Engle (1982), definido pelas expressões (2.1)-

(2.4), considerarmos 0β = , então, temos uma nova estrutura que pode ser resumida como:  

    tt zy =        (2.38) 

 

    ( )ttt hPz ,0~| 1−Ω       (2.39) 

   

    2

1
0 jt

q

j
jt zh −

=
∑+= αα       (2.40) 

 

em que ty  representa uma série de retornos, ( )⋅P  é uma distribuição paramétrica, usualmente 

a Normal ou t-Student e 1−Ω t  representa o conjunto de informações disponíveis até o instante 

1−t . Seja tz  um processo que satisfaz o modelo 

     ttt hz ε2/1=            (2.41) 

 

tal que { tε , 0≥t } é uma seqüência de ruído branco )1,0( ... Ndii . Uma interpretação para o 

modelo definido em (2.38)-(2.41) é que os retornos na regressão linear seguem um processo 

ARCH(q).  
  

Da mesma forma que foi definido na seção 2.1., para que o modelo (2.38)-(2.40) seja 

plausível ( 0>th  para todo t), devemos ter 00 >α  e 0≥jα  para qj ,...,1= . Além disso, o 

processo tz  tem variância finita e, portanto, tem covariância estacionária se, e somente se, 

todas as raízes do polinômio ∑
=

−
q

j

j
j l

1
1 α  estiverem fora do círculo de raio unitário, sendo l  o 

operador translação. Quando esta condição é satisfeita, pode ser mostrado que a variância 

incondicional de tz  é dada por 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

=

q

j
j

1

0

1 α

α
. Portanto, a condição suficiente para que o 

processo tenha covariância estacionária é que ∑
=

<
q

j
j

1
1α .  
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 Algumas representações alternativas de (2.40) podem ser utilizadas para a 

identificação da ordem q do modelo ARCH. Para entender melhor a dinâmica do modelo 

ARCH(q), Harvey (1997) considerou a seguinte relação: 

                                                            ( )tttt hzhz −+= 22                                                    (2.42) 

 

sendo ∑
=

−+=
q

j
jtjt zh

1

2
0 αα  e ttt hz ε2/1= . 

Portanto, 

( )∑
=

2
− −++=

q

j
tttjtjt hhzz

1

2
0

2 εαα     (2.43) 

 

e, considerando ( )1−= 2
ttt hw ε , a equação (2.43) pode ser reescrita como: 

                                                           ∑
=

− ++=
q

j
tjtjt wzz

1

2
0

2 αα                                            (2.44) 

 

Podemos notar que a equação (2.44) representa um modelo AR(q) para 2
tz  com um 

ruído tw  (Apêndice A.1). Assim, a identificação da ordem do modelo ARCH(q) pode ser 

baseada na função de auto-correlação (FAC) e auto-correlação parcial (FACP) do processo ao 

quadrado. No entanto, a utilização do modelo (2.44) para inferência dos parâmetros do 

modelo ARCH(q) é impraticável, uma vez que não se conhece a distribuição do ruído tw , 

dificultando a obtenção da função de verossimilhança para este modelo. 

 

2.2.2. Função de Verossimilhança 

 

 Dada uma trajetória observada { }Ttzt ,...,2,1 , ==Z  do processo tz , a função de 

verossimilhança de tz , Tqt ,...,1+=  condicionada às q primeiras observações (assumindo 

que elas são conhecidas) é dada por: 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏

+= t

t
T

qt t
q h

z
h

zzzL
2

exp1,...,,|
2

1

2/1

21α     (2.45) 

sendo ( )′= qααα ,...,, 10α . Assim, a função de verossimilhança pode ser maximizada com 

respeito ao parâmetro desconhecido α . Para simplificar a notação, em vez de escrevermos 

( )qzzzL ,...,,| 21α  para representar a função de verossimilhança condicionada às q  primeiras 

observações, escreveremos somente ( )αL . 
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Denotamos a média do logaritmo natural da função de verossimilhança por: 

( ) ( )∑
+=

=
T

qt
tlT

l
1

1 αα       (2.46) 

 
em que )(αtl  indica o logaritmo da verossimilhança da t-ésima observação, ou seja, 

( )
t

t
tt h

z
hl

2
log

2
1 2

−−=α      (2.47) 

 
O gradiente da função ( )αl  é dado por: 

( ) ( )∑
+= ∂
∂

=
∂
∂ T

qt

tl
T

l
1

1
α
α

α
α       (2.48) 

 
De maneira similar ao procedimento realizado na seção 2.1.2., temos que: 

    
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

1
2
1 2

t

t
t

t

t

h
z

h
l

v
α
α

      (2.49) 

 

sendo 
( )

  
,...,,1~

2
  

2
1  

t

q-t-t
t h

zz
=v , Tqt ,...,1+= . Assim, substituindo a expressão (2.49) em (2.48), o 

gradiente de ( )αl  resulta em:  

( ) ∑
+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂ T

qt t

t
t

t h
z

hT
l

1

2

1
2
11 v

α
α     (2.50) 

 
 A matriz de informação { } qjiII ij ,...1,0,, ==  é definida como: 

( ) qjil
T

EI
T

qt ji

t
ij ,...,1,0,      1

1

2

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

−= ∑
+= αα

α     (2.51) 

 
Usando a definição de ( )Tq ,..., vvv ′′=′ +

~~~
1 , podemos escrever a matriz de informação como:  

vvvv ~ ~
2
1~ ~

2
1ˆ

1

′=′= ∑
+= TT

I t

T

qt
t       (2.52) 

 

 Sob as condições descritas por Engle (1982), os estimadores de Máxima 

Verossimilhança α̂  são assintoticamente normais com distribuição limitante: 

 ( ) ( )1,0ˆ −→− INT
D

αα      (2.53)  

 
Uma ampla revisão das propriedades destes modelos pode ser encontrada em 

Bollerslev et al (1992). 
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CAPÍTULO 3  
Inferência Bayesiana para Modelos AR(p)-ARCH(q) e 
ARCH(q) 
 

 

 

 No capítulo 2 vimos que os estimadores de Máxima Verossimilhança de modelos 

AR(p)-ARCH(q) e ARCH(q) não têm expressões explícitas e, portanto, devem ser estimados 

por procedimentos iterativos. É comum a ocorrência de problemas numéricos na abordagem 

de Máxima Verossimilhança destes modelos, causados principalmente pelo mau 

condicionamento da matriz de informação. Este fato causa imprecisões na inversão matricial 

requerida, particularmente para valores mais elevados da ordem dos modelos. Além disso, 

outra dificuldade nesta abordagem são as restrições de estacionariedade impostas aos 

parâmetros. Para contornar tais dificuldades, vamos propor a abordagem Bayesiana, uma vez 

que não há necessidade do uso de técnicas de otimização numérica. Uma vantagem a mais 

desta abordagem é a possibilidade de incorporar a experiência de especialistas na área de 

finanças, o que geralmente é uma questão relevante na análise de séries econômicas e 

financeiras. 

 

3.1. Inferência Bayesiana para os modelos AR(p)-ARCH(q) 

 

 Consideremos uma trajetória observada de retornos { }Ttyt ,...,2,1 , ==Y . A abordagem 

Bayesiana para a inferência dos parâmetros dos modelos AR(p)-ARCH(q) parte da 

combinação da função de verossimilhança desta trajetória, ( )βα,L , com uma distribuição a 

priori para os parâmetros, ),( βαπ , através da regra de Bayes (Gelman et al, 1995; Apêndice 

A2) :  
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( ) ( ) ( )βαβαYβα ,,|, ππ L∝                                       (3.1) 

 

tal que ( )′= qααα ,...,, 10α , ( )′= pββ ,...,1β  e ( )βα,L  é a função definida pela equação (2.7), 

dada por: 

  ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏

++=
+

t

tt
T

qpt t
qp h

y
h

yyyL
2

exp1,...,,|,
2

1

2/1

21
βx

βα     

  

 A expressão ( )Yβα |,π   é chamada de distribuição a posteriori de βα   e   e diz como 

as variáveis aleatórias βα   e   estão distribuídas após os dados terem sido observados.  

 Como podemos observar, a análise Bayesiana requer a especificação de uma 

distribuição conjunta a priori para ( )βα,π , que reflete o conhecimento prévio sobre a 

distribuição de βα   e  . Nas seções 3.1.1 e 3.1.2 a seguir propomos distribuições a priori para a 

inferência dos parâmetros de modelos AR(p)-ARCH(q). 

 

3.1.1. Distribuição a priori informativa 

 

 Neste trabalho consideramos ( ) ( ) ( )ααββα πππ |, ∝ , que é uma estrutura hierárquica 

para distribuição a priori dos parâmetros α  e β . Alguns autores têm sugerido estruturas 

hierárquicas nas últimas décadas e, para modelos de regressão, algumas aplicações podem ser 

encontradas na literatura (Polasek & Kozumi, 2000; Polasek, 2001 e Nakatsuma, 2000).   

 

 Quando temos alguma informação prévia sobre o objeto de estudo, podemos propor 

uma distribuição a priori informativa para os parâmetros do modelo. Neste trabalho, vamos 

supor que pii ,...,1, =β  são independentes, tais que:   

( ) ( )Σbαβ ,| N∝π      (3.2) 

tal que 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

q

j
j

p

q

j
j

q

j
j

p

q

j
j

ξ

1

0

1

20

1

10

2

    
1

1

0

1

1

1

1

α

ξα

α

ξα

α

ξα

ξ

ξ

α

α

O
O

Σ
  (3.3) 
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com os hiperparâmetros ( )′= pbb ,...,1b  e pii ,...,1, =ξ  conhecidos (Polasek, 2001). A 

variância assumida para a distribuição a priori normal, ( )αβ |π , é proposta com base na 

informação que temos sobre a variância incondicional de um processo ARCH(q) associada a 

um termo pii ,...,1, =ξ , que pode ser definido a partir de informações disponíveis sobre β .     

 

Para a escolha de uma distribuição a priori para o vetor de parâmetros α , vamos 

considerar primeiramente que todos os qjj ,...,1,0, =α  são independentes com uma 

distribuição a priori definida no intervalo [ ]jj ba ,  com 0>ja  e 1<jb , tal que jjj ba ≤≤ α , 

visto que a restrição para modelos ARCH(q), ∑
=

<
q

j
j

1

1α , exige que ( ) qjj ,...,2,1,1,0 =∈α . 

Podemos definir ainda 000 ba ≤≤ α , com ( )2
00   e  0 tzEba ≤> , βx ttt yz −= . Uma vez que 

desejamos gerar valores para jα  próximos das médias de cada intervalo 
( )

2
jj ba +

 com mais 

freqüência do que valores próximos dos limites jj ba   e  , adotamos uma reparametrização 

(Ferreira, 2001) dada por:  

,...,q,j
b

a

jj

jj
j 21,0      log =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
=

α
α

φ     (3.4) 

 

em que jφ  é um componente do vetor de parâmetros ( )′= qφφφ ,...,,φ 10  e, jj ba   e   são 

escolhidos com base em alguma informação a priori, por exemplo, estudos anteriores sobre a 

série analisada. Esta reparametrização conduz à escolha de uma transformação que mapeia os 

intervalos ),( +∞−∞  no domínio ( )jj ba ,  e vice-versa.  

 Então, podemos escrever a função de verossimilhança, expressa na equação (2.7), 

como: 

                              ( ) ( )
( )

( ) ⎪⎭
⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏

++= βφ
βx

βφ
βφ

,2
exp

,
1,

2

1

2/1

t

tt
T

qpt t h
y

h
L    (3.5) 

 

sendo que, a volatilidade th  é escrita em função dos parâmetros jα  devidamente 

transformados em jφ , e de β . Denotando por ( )βφΣ ,  uma matriz diagonal expressa por 

( ) ( ) ( )( )βφβφβφΣ ,,...,,, 1 Tqp hhdiag ++= , podemos reescrever a equação (3.5) como: 
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( ) ( )( )[ ] ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′−Σ∝ −− ZβφΣZβφβφ 1 ,

2
1exp,det, 2

1
L    (3.6) 

 

sendo ( )′= ++ Tqp zz ,...,1Z  e βx ttt yz −= . 

Supondo que qjj ,...,2,1,0 , =φ  são independentes e têm distribuição normal com 

média zero e variância conhecida 2
jσ , ou seja,  ),0(~)( 2

jj Normal σφπ . Assim, a distribuição 

conjunta a priori para ( )′= qφφφ ,...,,φ 10  e ( )′= pββ ,...,1β  é dada por: 

( ) ( )
( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏∏

==
2

2

1

2/12

1

2/1

2
exp1

2
exp1,

j

j
q

j ji

i
p

i i kk σ
φ

σξ
β

ξ
π

φ
b

φ
βφ   (3.7) 

 

sendo ( )
∑
=

−
= q

i
i

k

1

0

1 α

α
φ  e qj

e

aeb
j

j
jj

j ,...,1,0,
1

=
+

+
= φ

φ

α . 

 Combinando as expressões (3.5) e (3.7), podemos escrever a distribuição conjunta a 

posteriori para φ  e β  como: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏∏∏

==++=
2

2

1

2/12

1

2/12

1

2/1

2
exp1

2
exp1

,2
exp

,
1|,

j

j
q

j ji

i
p

i it

tt
T

qpt t kkh
y

h σ

φ
σξ

β
ξ

π
φ

b
φβφ

βx
βφ

Yβφ

            (3.8) 

 

As distribuições condicionais a posteriori para φ  e β , obtidas a partir da expressão 

(3.8), são dadas, respectivamente, por: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )j
i

i
p

i it

tt
T

qpt t
jj kkh

y
h

φπ
ξ

β
ξ

φπ ×
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝ ∏∏

=++=
− φ

b
φβφ

βx
βφ

Yβφ
2

exp1
,2

exp
,

1,,|
2

1

2/12

1

2/1

 

              (3.9)  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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             (3.10) 
 
tal que j−φ  é um vetor com os parâmetros do modelo exceto o parâmetro jφ , ou seja, 

( )qjjj φφφφφ ,...,,,...,, 1110 +−− =φ , i−β  é um vetor com os parâmetros do modelo exceto o 

parâmetro iβ , isto é, ( )piii ββββββ ,...,,,...,, 1110 +−− = , ( )
∑
=

−
= q

i
i

k

1

0

1 α

α
φ  e 

j

j

e

aeb jj
j φ

φ

α
+

+
=

1
. 
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3.1.2. Distribuição a priori não-informativa 

 

 Quando se tem pouco ou nenhum conhecimento prévio sobre a distribuição dos 

parâmetros de um modelo, adotamos uma distribuição a priori não-informativa. Geweke 

(1989) propõe uma distribuição a priori não-informativa para os parâmetros βα   e   de um 

modelo de regressão com erros ARCH, definida como:  

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=∞<<∞=≥>
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⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

∝

∑
=

  contrário caso ,                0        

,...,1  e ,...,100 ,       
1

, 0
0

1 p,iβ-q ,j, ij

q

j
j

αα
α

α

π βα  

(3.11) 

 Condicionada a qjj ,...,1,0 ==α , esta é a distribuição a priori invariante de Jeffreys 

(Box & Tiao, 1973) para o modelo de regressão linear normal.  

Usando a reparametrização proposta na seção 3.1.1., definida pela equação 3.4, temos: 

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
=∞<<∞=∞<<∞⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝

  contrário caso ,           0        

,...,1  e ,...,1,0  ,   1    ,
2
1

p,iβ-q ,j-
k ijφπ φβφ  

        (3.12) 

sendo ( )′= qφφφ ,...,, 10φ , ( )
∑
=

−
= q

j
j

k

1

0

1 α

α
φ  e qj

e

aeb
j

j
jj

j ,...,1,0,
1

=
+

+
= φ

φ

α . 

Então, combinando as expressões (2.7) e (3.12), podemos escrever a distribuição 

conjunta a posteriori para βφ   e   como: 

  ( ) ( ) ( )
( )

( ) ⎪⎭
⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧ −
−⎟⎟
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qpt t h
y

hk
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3.2. Inferência Bayesiana para os modelos ARCH(q) 

 

 Considerando uma trajetória observada de retornos { }Ttzt ,...,2,1 , ==Z , a abordagem 

Bayesiana para a inferência dos parâmetros dos modelos ARCH(q) parte da combinação da 

função de verossimilhança dessa trajetória, ( )αL , com a distribuição a priori para os 

parâmetros, )(απ , resultando na distribuição a posteriori:  
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                                             )()()|( ααZα ππ L∝                                          (3.16) 

 

tal que ( )′= qααα ,...,, 10α  e ( )αL  é a função, definida pela expressão (2.45), dada por: 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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+= t

t
T

qt t
q h

z
h

zzzL
2

exp1,...,,|
2

1

2/1

21α  

 

3.2.1. Distribuição a priori informativa 

 

 Na seção 3.1.1. foi proposta uma distribuição a priori informativa com estrutura 

hierárquica para os parâmetros de modelos AR(p)-ARCH(q). Como as restrições pertinentes 

aos modelos ARCH(q) são similares às dos modelos AR(p)-ARCH(q), vamos propor o 

mesmo procedimento de inferência. Assim, considerando que todos os qjj ,...,1,0, =α  são 

independentes com uma distribuição a priori definida no intervalo [ ]jj ba ,  e, usando a 

reparametrização proposta na equação (3.4), a função de verossimilhança é escrita da mesma 

forma que na expressão (2.45), mas com a volatilidade th  reescrita em função dos parâmetros 

jα , transformados em jφ  por (3.4), ou seja: 

                                    ( ) ( ) ( )⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
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qt t h
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2
exp1 2

1
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                                         (3.17) 

 
sendo ( )′= qφφφ ,...,,φ 10 . Definindo ( ) ( ) ( )( )φφφΣ Tq hhdiag ,...,1+= , podemos reescrever (3.17) 

como: 

   ( ) ( )( )[ ] ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′−Σ∝ −− ZφΣZφφ 1

2
1expdet 2

1
L     (3.18) 

  

Supondo que os qjj ,...,1,0, =φ  são normalmente distribuídos, isto é, 

 ),0(~)( 2
jj Normal σφπ , a distribuição conjunta a priori para ( )′= qφφφ ,...,,φ 10  é dada por: 

     ( ) ( )∏
=

=
q

j
j

0

φππ φ      (3.19) 

 

 Combinando as expressões (3.18) e (3.19), podemos escrever a distribuição conjunta a 

posteriori para φ  como: 
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  ( )( )[ ] ( ) ( )⎟⎟
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⎞
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⎬
⎫

⎩
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−−
q
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1expdet)( φππ ZφΣZφZ|φ 1    (3.20)  

 

Assim, as distribuições condicionais a posteriori para qjj ,...,1,0, =φ  obtidas da 

expressão (3.20), são dadas por: 

( )Z,φ jj −|φπ ( ) ( )jL φπφ∝      (3.21) 

 

onde j−φ  é um vetor com os parâmetros do modelo exceto o parâmetro jφ , ou seja, 

( )qjjj φφφφφ ,...,,,...,, 1110 +−− =φ . 

 

3.2.2. Distribuição a priori não-informativa 

 

 De forma análoga à da seção 3.1.2., propomos uma distribuição a priori não-

informativa para os parâmetros  α  de um modelo ARCH(q), baseada naquela proposta por 

Geweke (1989). Usando a reparametrização definida pela expressão (3.4), temos: 
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sendo ( )′= qφφφ ,...,, 10φ , ( )
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Então, combinando as expressões (2.45) e (3.22), podemos escrever a distribuição 

conjunta a posteriori para  φ  como: 
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 As distribuições condicionais descritas neste capítulo são utilizadas no algoritmo de 

simulação MCMC, Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995), para gerarmos uma 

amostra representativa das distribuições a posteriori obtidas. Os algoritmos construídos para 

cada caso apresentado nas seções anteriores estão enunciados no capítulo 4, a seguir. 
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CAPÍTULO 4 
Algoritmos para a Estimação dos Parâmetros de 
Modelos AR(p)-ARCH(q) e ARCH(q) 

 

 
Neste capítulo apresentamos os algoritmos propostos na literatura para a obtenção das 

estimativas de Máxima Verossimilhança e das estimativas Bayesianas, na inferência dos 

parâmetros de processos AR(p)-ARCH(q) e de processos ARCH(q).  

 

4.1. Algoritmos para abordagem de Máxima Verossimilhança dos modelos AR(p)-

ARCH(q) 

 

 Nesta seção enunciamos os algoritmos para abordagem de Máxima Verossimilhança 

dos modelos AR(p)-ARCH(q). Para obtermos as estimativas de Máxima Verossimilhança 

usamos o Método de Newton, e para melhorarmos os intervalos de confiança padrão 

propomos o uso da técnica Bootstrap. Apresentamos ainda os critérios de seleção de modelos 

de Akaike (AIC) e de Schwarz (BIC).  

  

4.1.1. Método de Newton 

 

Devido à diagonalidade do bloco da matriz de informação, expressa em 2.35, a 

estimação de α  e β  pode ser considerada separadamente sem perda da eficiência assintótica. 

As estimativas de Máxima Verossimilhança para α  e β  são obtidas através do método 

de Newton. O procedimento recomendado por Engle (1982) é de, inicialmente, estimarmos β  
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por mínimos quadrados e obtermos os resíduos. Destes resíduos, uma estimativa de α  pode 

ser construída. Baseada nesta estimativa α̂ , uma nova estimativa de β  pode ser encontrada. 

Para obtermos os estimadores de Máxima Verossimilhança para o parâmetro α , 

usamos a seguinte equação recursiva: 

( ) ( )
( )

( )k

k
kkk lI

ααα
αα

ˆ

1)(1 ]ˆ[ˆˆ
=

−+
⎥
⎦

⎤
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⎡
∂
∂

+= αα     (4.1) 

 

sendo que ααÎ  é a matriz de informação definida em (2.23): 

vvvv ~ ~
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2
1ˆ

1

′=′= ∑
++= TT

I t

T

qpt
tαα       
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 Para uma dada estimativa de α , o método iterativo pode ser usado para melhorar a 

estimativa de β . Logo, a equação recursiva para β  é dada por: 
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sendo que ββÎ  é a matriz de informação expressa em (2.35):  
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Nas expressões descritas anteriormente, βx ˆ
ttt ye −=  é o resíduo (estimativa de tz ) e 

2

1
0 ˆˆ jt

q

j
jt eh −

=
∑+= αα  é a variância condicional estimada. 

 

4.1.2. Procedimento Bootstrap Paramétrico 

 

 Pequenos problemas amostrais surgem quando a matriz de informação Î  é usada na 

estimação de intervalos de confiança para as estimativas de parâmetros de modelos AR(p)-

ARCH(q). Com o objetivo de corrigir intervalos largos obtidos através da abordagem de 

Máxima Verossimilhança para os parâmetros qjj ,...,1,0, =α , os quais podem ter limitantes 
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negativos, usamos o procedimento Bootstrap paramétrico para obter melhores intervalos para 

os parâmetros estimados. A técnica implementada segue a base da que foi apresentada por 

Gonçalves & White (2003) e Gonçalves & Kilian (2003). Maiores detalhes sobre o 

procedimento Bootstrap podem ser encontrados no Apêndice A.2. 

 

 Para a implementação da técnica Bootstrap paramétrico é necessário que as 

estimativas de Máxima Verossimilhança sejam calculadas pelas expressões (4.1) e (4.2) até a 

convergência. Então, usando as estimativas βα ˆ  e  ˆ  e assumindo εt ~ N(0,1), obtemos uma 

amostra bootstrap { }Bjjjj q
j ,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)(* == αααα  e { }Bjjjj p
j ,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( == ββββ , 

usando o seguinte procedimento:  

 

Algoritmo Bootstrap 

 

Passo 1: Obtenha as estimativas de Máxima Verossimilhança ( )′= qααα ˆ,...,ˆ,ˆˆ 10α  e 

( )′= pββ ˆ,...,ˆˆ
1β . 

Passo 2: Adote um período de aquecimento qpt +>>0 , um tamanho amostral T e 

faça o contador j = 1.  

Passo 3: Faça 0=tz  para qt ,...,1=  e, em seguida, faça 1+= qt . 

Passo 4: Calcule qtqtt zzh −− +++= ααα ˆ...ˆˆ 100 . 

Passo 5: Gere εt ~ N(0,1) e calcule ttt hz ε= .   

Passo 6: Faça 0x =t  para pt ,...,1=  e, em seguida, faça 1+= pt . 

Passo 7: Calcule βxxxx ˆˆ...ˆˆ
2211 tptpttts =+++= −−− βββ .    

Passo 8: Calcule ttt zsy +=  para 0tt >  até T.    

Passo 9: Faça 1+= tt  e volte ao passo 4 até Tt = .   

Passo 10: Use a amostra { }Tt yy ,...,
0

 para calcular as estimativas de Máxima 

Verossimilhança Bootstrap { })(),...,(),(ˆ **
1

*
0

)*( jjj q
j αααα =  e { })(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( jjj p
j ββββ = . 

Passo 11: Faça 1+= jj  e volte ao passo 3 até Bj = . 
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Portanto, repetindo este procedimento B vezes, obtemos uma amostra bootstrap de 

{ }Bjjjj q
j ,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( == αααα  e { }Bjjjj p
j ,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( == ββββ . Supondo 

que uma transformação ( )αα ˆˆ **
1 −= fu  e ( )ββ ˆˆ **

2 −= fu  existe, e que esta faça a distribuição 

simétrica bootstrap próxima de zero, então, a relação simétrica *

2
1

*

2
αα

−
−= uu  para os quantis de 

*u  pode ser usada e, depois de uma transformação inversa, leva aos intervalos:  

( ) ( )
*

2
1,1

*

2
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⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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≤≤ αα BB
rr α      (4.3) 

( ) ( )
*

2
1,1

*

2
,1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤≤ αα BB
rr β      (4.4) 

 

Estes intervalos são chamados de intervalos percentis bootstrap (Efron, 1979). Desta 

forma, calculamos intervalos de confiança através da metodologia percentil. Neste trabalho, 

os intervalos são dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das estimativas amostrais.  

 

4.1.3. Critério de Akaike (AIC) e Critério de Schwarz (BIC) 

   

 Uma vez escolhidos vários modelos e calculados seus parâmetros, o passo seguinte é 

escolher o modelo mais “parcimonioso”, ou seja, aquele que tem o menor número de 

parâmetros possível e menor variância dos resíduos. A seleção do modelo é de extrema 

importância, pois a escolha de um valor “pequeno” demais para a ordem do modelo pode nos 

levar a uma representação inadequada da série, enquanto que um valor “grande” pode nos 

levar a um grau de complexidade desnecessário. 

  

A seleção de modelos e a identificação da ordem dos mesmos podem ser feitos 

baseados no critério de informação de Akaike (AIC) e no critério de informação Bayesiano de 

Schwarz (BIC). Para os modelos AR(p)-ARCH(q) esses critérios apresentam as seguintes 

formulações (Akaike, 1974; Schwarz, 1978): 

    
T
Ml

T
AIC 22

+−=       (4.5) 

    ( )
T

TMl
T

BIC ln2
+−=      (4.6) 

sendo que 1++= qpM  é o número de parâmetros, T é o tamanho da série em questão e l é a 

média do logaritmo natural da função de verossimilhança definida na equação (2.9).  
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Para séries com um número de observações T muito grande, como é o caso de séries 

financeiras, o critério de Schwarz (BIC) mostra-se mais adequado que o de Akaike (AIC). 

 Os critérios AIC e BIC, expressos pelas equações (4.5) e (4.6), respectivamente, 

qualificam o modelo pelo chamado “critério da parcimônia”, escolhendo o modelo pelo 

compromisso entre o ajuste adequado (Máxima Verossimilhança) e o menor número de 

parâmetros M. O modelo que apresenta o menor valor de AIC e/ou BIC é o modelo mais 

adequado para representar os dados. 

 

4.2. Algoritmos para abordagem Bayesiana dos modelos AR(p)-ARCH(q) 

 

Nesta seção enunciamos os algoritmos para abordagem Bayesiana dos modelos 

AR(p)-ARCH(q). Para obtermos as estimativas Bayesianas usamos métodos de simulação de 

Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC), tal como o algoritmo Metropolis-Hastings. 

Apresentamos ainda o critério de seleção de modelos baseado na densidade Preditiva 

Ordenada (CPO).  

 

4.2.1. O Algoritmo Metropolis-Hastings 

 

 O Metropolis-Hastings é um esquema iterativo usado para gerar amostra de uma 

densidade de forma indireta, quando não se sabe gerar diretamente desta densidade. O 

algoritmo consiste em escolher um núcleo ( ).γ , e gerar deste núcleo, usando um critério de 

aceitação do valor gerado para garantir que a amostra obtida é representativa da amostra 

gerada. Maiores detalhes podem ser encontrados em Chib & Greenberg (1995); Gamerman 

(1996) e no Apêndice A.3. 
 
Para obtermos uma amostra representativa da distribuição conjunta a posteriori dos 

parâmetros dos modelos AR(p)-ARCH(q), usamos as distribuições condicionais dos mesmos, 

a fim de implementarmos o algoritmo Metropolis-Hastings, que pode ser resumido como 

segue: 
 

Algoritmo Metropolis-Hastings (Distribuição a priori informativa) 
 

Passo 1: Forneça valores iniciais arbitrários ( ) ( )( ) qjj ,...,1,0,00 == φφ  e calcule 

( ) ( )( ) qjj ,...,1,0,00 == αα  correspondente. Forneça valores iniciais arbitrários 

( ) ( )( ) pkk ,...,1,00 == ββ . Faça 1=i . 



 30

Passo 2: Gere um novo valor 1γ  a partir da densidade condicional ( )Yβφ ,,| jjj −φπ , 

definida em (3.9), fazendo: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11
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1
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Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitação do novo valor gerado 1γ : 
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Passo 4: Gere uma variável aleatória uniforme ( )1,0~1 Uu  e faça: 
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 Passo 5: Repita os passos 2 a 4 para qj ,...,1,0= . 

Passo 6: Gere um novo valor 2γ  da densidade condicional ( )Yφ,,| kkk −ββπ , definida 

em (3.10), fazendo: 
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Passo 7: Calcule a probabilidade de aceitação do novo valor gerado 2γ : 
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Passo 8: Gere uma variável aleatória uniforme ( )1,0~2 Uu  e faça: 
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Passo 9: Repita os passos 6 a 8 para pk ,...,1= . 

Passo 10: Faça 1+= ii  e repita os passos 2 a 9 até a convergência estar garantida. 
 

Após a convergência os parâmetros estimados no espaço de parâmetros original 

qjj ,...,1,0 , ˆ =α  são recuperados pela transformação inversa 
j

j

e

aeb jj
j φ

φ

α ˆ

ˆ

1
ˆ

+

+
= .       

                                                  

Algoritmo Metropolis-Hastings (Distribuição a priori não-informativa) 

 

 Quando estamos considerando distribuição a priori não-informativa, não temos na 

expressão da posteriori em (3.12), uma distribuição conhecida para gerarmos parâmetros 



 31

candidatos. Neste caso, utilizamos um núcleo Gaussiano ( )θN , de forma que, a distribuição a 

posteriori pode ser escrita como: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0   ,||* ≠= θ
θ

θYθYθ N
N

Nππ      (4.7) 

 

sendo ( )βφθ ,= .  

 A probabilidade de aceitação do candidato gerado (probabilidade de movimentação na 

cadeia gerada) é calculada por: 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

⎩
⎨
⎧ ≠

=
−−

−

contrário caso ,                    1                    
0|  se ,   ||

,
1*1**

)1( YθYθYθ iii

j
i

j
πππ

γθλ   (4.8) 

 

O candidato jγ   é gerado do núcleo e formamos o novo vetor de parâmetros: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11
1

1
1

1
1

1
0 ,...,,,,...,, −

+
−
+

−
−

−−= i
qp

i
jj

i
j

iii θθγθθθθ     (4.9) 

 

 Podemos notar que, considerando um núcleo Gaussiano, temos: 
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )Yθ

Yθ
Yθ

Yθ
|

|
|

|
11*

*

−− = i

i

i

i

π
π

π
π      (4.10) 

 

Da mesma forma descrita para a distribuição a priori informativa, os parâmetros 

estimados qjj ,...,1,0 , ˆ =α  podem ser recuperados pela transformação inversa 

j

j

e

aeb jj
j φ

φ

α ˆ

ˆ

1
ˆ

+

+
= . 

Uma característica que devemos levar em consideração na utilização do algoritmo 

Metropolis-Hastings é o fato deste gerar amostras correlacionadas, uma vez que, se o 

candidato gerado é rejeitado, adotamos o valor anterior como candidato. A avaliação deste 

tipo de procedimento é refletida na taxa de rejeição e a convergência é verificada usando o 

critério de Geweke (Geweke,1992; Apêndice A.3). 

  

Para assegurar que o algoritmo Metropolis-Hastings convirja para uma distribuição de 

equilíbrio ( )Y|βα,π , devemos observar as condições de regularidade da distribuição a 

posteriori ( )Y|βα,π , as quais são asseguradas no nosso caso.  
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Assumindo uma função de perda quadrática, as estimativas Bayesianas de βα   e   

podem ser expressas como a avaliação da esperança de uma função de interesse ( )βα,g , com 

relação a distribuição a posteriori ( )Y|βα,π , dada por: 

( )[ ] ( ) ( )∫ ∫=
α β

βαY|βαβαβα ddggE ,,, π     (4.11) 

 

A solução exata da integral múltipla em (4.11) não pode ser calculada analiticamente 

para os modelos que estamos considerando neste trabalho. No entanto, sempre que ( )[ ]βα,gE  

existe, uma aproximação para a expressão (4.11) pode ser obtida por simulação de Monte 

Carlo (Geweke, 1986c).  
 

4.2.2. Critério da Densidade Preditiva Ordenada (CPO) 

 

 Na abordagem Bayesiana dos modelos AR(p)-ARCH(q) utilizamos como critério para 

seleção dos modelos ajustados, o critério da densidade Preditiva Ordenada (Carlin & Chib, 

1995; Oliveira, 1998).  Neste critério usamos a distribuição de mTy +  condicionada aos dados 

Y  e aos parâmetros ( )′= qααα ,...,, 10α  e ( )′= pββ ,...,1β . Portanto, a densidade preditiva é 

dada por: 
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           (4.12) 

 

em que βx mTmTmT yz +++ −= , ( )Y|βα,π  é a distribuição a posteriori para os parâmetros α  e 

β , e a integral em (4.12) é uma integral múltipla no espaço dos parâmetros. 

 A equação (4.12) também pode ser avaliada usando as observações qji
j ,...,1,0,)( =α  e 

pki
k ,...,1,)( =β  obtidas por simulação MCMC e considerando mTh +  como uma função dos 

parâmetros α  e β .  Neste caso, a estimativa de Monte Carlo da densidade preditiva é dada 

por: 
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 Um baixo valor de mĉ  indica que a observação mTz +  é improvável para o modelo 

considerado. Assim, o critério de seleção de modelo baseado na densidade Preditiva Ordenada 

(CPO) consiste em escolher o modelo l  que apresenta o maior valor de ( ) ( )lclc
KT

Tm
m∏

+

+=

=
1

ˆˆ . 

 

4.3. Algoritmos para abordagem de Máxima Verossimilhança dos modelos ARCH(q) 

 

4.3.1. Método de Newton 

 

 De modo análogo ao apresentado na seção 4.1.1., um método iterativo para 

calcularmos os estimadores de Máxima Verossimilhança para os parâmetros jα , qj ,...,1,0=  

de modelos ARCH(q), consiste em iteragir a equação recursiva: 

( ) ( )
( )

)(ˆ

1)(1 ]ˆ[
k

k
kkk lI

ααα
αα

=

−+
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+=     (4.14) 

 

em que Î  é a matriz de informação dada pela equação (2.52), avaliada com a estimativa ( )kα : 

vvvv ~ ~
2
1~ ~

2
1ˆ

1

′=′= ∑
+= TT

I t

T

qt
t        

  

sendo 
( )

Tqt
h

zz

t
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t ,...,1 ,

,...,,1~
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2

1  +==v  e ( )Tq vvv ′′=′ +
~,...,~~
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4.3.2. Procedimento Bootstrap Paramétrico 
 

 Da mesma forma que a da seção 4.1.2., para a implementação da técnica Bootstrap 

paramétrico, é necessário que as estimativas de Máxima Verossimilhança sejam calculadas 

pela equação (4.14) até a obtenção da convergência. Usando as estimativas  α̂  e assumindo εt 

~ N(0,1), obtemos uma amostra Bootstrap { }Bjjjj q
j ,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( == αααα . 

Resumidamente, temos: 
 

Algoritmo Bootstrap 
 

Passo 1: Obtenha as estimativas de Máxima Verossimilhança ( )′= qααα ˆ,...,ˆ,ˆˆ 10α .  

Passo 2: Adote um período de aquecimento qt >>0 , um tamanho amostral T e faça o 

contador 1=j . 
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Passo 3: Faça 0=tz  para qt ,...,1=  e, em seguida, faça 1+= qt . 

Passo 4: Calcule qtqtt zzh −− +++= ααα ˆ...ˆˆ 100 . 

Passo 5: Gere εt ~ N(0,1) e calcule ttt hz ε= .   

Passo 6: Faça 1+= tt  e volte ao passo 4 até Tt = . 

Passo 7: Use a amostra { }Tt zz ,...,
0

 para calcular as estimativas de Máxima 

Verossimilhança Bootstrap { })(),...,(),(ˆ **
1

*
0

)*( jjj q
j αααα = . 

Passo 8: Faça 1+= jj  e volte ao passo 3 até Bj = .  

 

Portanto, repetindo este procedimento B vezes, obtemos uma amostra bootstrap de 

{ }Bjjjj q
j ,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( == αααα  e, supondo que uma transformação ( )αα ˆˆ ** −= fu  

existe e faz a distribuição simétrica bootstrap próxima de zero, temos a relação simétrica 
*

2
1

*

2
αα

−
−= uu  para os quantis de *u , que depois de uma transformação inversa, leva aos 

intervalos percentis bootstrap:  

( ) ( )
*

2
1,1

*

2
,1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤≤ αα BB
rr α      (4.15) 

      

4.3.3. Critério de Akaike (AIC) e Critério de Schwarz (BIC) 

   

 A seleção de modelos e a identificação da ordem dos mesmos também podem ser 

feitos baseados no critério de informação de Akaike (AIC) e no critério de informação 

Bayesiano de Schwarz (BIC). Para os modelos ARCH(q) estes critérios apresentam 

formulações similares às apresentadas na seção 4.1.3. pelas equações (4.5) e (4.6), onde 

1+= qM  é o número de parâmetros e l é a média do logaritmo natural da função de 

verossimilhança definida pela equação (2.47). O modelo que apresenta o menor valor de AIC 

e/ou BIC é o modelo mais adequado para representar os dados. 

 

4.4. Algoritmos para abordagem Bayesiana dos modelos ARCH(q) 

 

4.4.1. O Algoritmo Metropolis-Hastings 

 

Com as distribuições condicionais a posteriori obtidas para os parâmetros dos modelos 

ARCH(q), implementamos o algoritmo Metropolis-Hastings, que pode ser resumido como: 
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Algoritmo Metropolis-Hastings (Distribuição a priori informativa) 

 

Passo 1: Forneça valores iniciais arbitrários ( ) ( )( ) qjj ,...,1,0,00 == φφ  e faça 1=i . 

Passo 2: Gere um novo valor γ  da densidade condicional ( )Zφ ,| jjj −φπ , fazendo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11
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1
1

1
1

1
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q

i
j

i
j
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Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitação do novo valor gerado γ : 
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Passo 4: Gere uma variável aleatória uniforme ( )1,0~ Uu  e faça: 
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Passo 5: Repita os passos 2 a 5 para qj ,...,1,0= . 

Passo 6: Faça 1+= ii  e volte ao passo 2 até a convergência estar garantida. 

 

Após a convergência os parâmetros estimados qjj ,...,1,0 , ˆ =α  são recuperados pela 

transformação inversa 
j

j

e

aeb jj
j φ

φ

α ˆ

ˆ

1
ˆ

+

+
= .                                                        

 Podemos notar que a diferença entre o algoritmo enunciado acima e o algoritmo 

Metropolis-Hastings para os modelos AR(p)-ARCH(q) está no fato de que o segundo tem 

dois módulos de geração dos parâmetros, um para α  e o outro para β . De resto, os 

procedimentos são iguais, inclusive no que diz respeito ao uso de um núcleo de geração dos 

candidatos para o caso da distribuição a priori não-informativa, com φθ = .  

 

O estimador Bayesiano, sob uma função de perda quadrática, pode ser obtido por 

simulação de Monte Carlo, calculando o valor esperado da amostra gerada da distribuição a 

posteriori ( )Z|απ , de forma similar ao procedimento discutido na seção 4.2.1. 

 

4.4.2. Critério da Densidade Preditiva Ordenada (CPO) 

 

 Similarmente, na abordagem Bayesiana dos modelos ARCH(q), utilizamos como 

critério para seleção dos modelos ajustados, o critério da densidade Preditiva Ordenada.  
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Portanto, usando a distribuição de mTz +  condicionada aos dados Z  e aos 

parâmetros ( )′= qααα ,...,, 10α , temos:  
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               (4.16) 

 

em que ( )Zα |π  é a distribuição a posteriori para os parâmetros α  e a integral em (4.16) é 

uma integral múltipla no espaço dos parâmetros. 

 Avaliando as observações qji
j ,...,1,0,)( =α  obtidas por simulação MCMC e 

considerando mTh +  como uma função dos parâmetros α , a estimativa de Monte Carlo da 

densidade preditiva é dada por: 
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e o modelo l  selecionado dever ser aquele que apresentar o maior valor de ( ) ( )lclc
KT

Tm
m∏

+

+=

=
1

ˆˆ . 
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CAPÍTULO 5  
Aplicações 
 

 

 

5.1. Introdução 

 

Neste capítulo apresentamos uma comparação entre a abordagem de Máxima 

Verossimilhança (MV) e uma abordagem Bayesiana para a inferência dos parâmetros de 

processos AR(p)-ARCH(q) e de processos ARCH(q). Intervalos de confiança para as 

estimativas de Máxima Verossimilhança são obtidos da forma padrão e através da técnica 

Bootstrap, e intervalos de credibilidade para as estimativas Bayesianas são obtidos através da 

técnica de simulação MCMC.  

 

As estimativas de Máxima Verossimilhança e os intervalos de confiança são 

comparados com as estimativas Bayesianas e com os intervalos de credibilidade das 

distribuições a posteriori geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings. De maneira 

simplificada, estes intervalos indicam o grau de certeza com que se pode encontrar o valor 

real do parâmetro dentro da faixa por eles especificada. Quanto menor for a largura do 

intervalo, melhor é o método de estimação. Neste estudo é usado um grau de certeza (nível de 

confiança e de credibilidade) de 95%. O objetivo é mostrar que a robustez dos estimadores 

dos parâmetros de modelos AR(p)-ARCH(q) e de modelos ARCH(q), em relação à ordem dos 

modelos, é maior com o uso da análise Bayesiana do que com o uso da análise de Máxima 

Verossimilhança, sob diferentes técnicas baseadas em simulação.  
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Com o propósito de comparar as duas abordagens, vamos apresentar agora séries 

temporais simuladas e séries temporais do mercado financeiro brasileiro e, através dos 

intervalos de confiança e dos intervalos de credibilidade, avaliar a robustez de cada 

abordagem na estimação dos parâmetros dos modelos propostos.    

 

Os resultados para as séries simuladas e para as séries financeiras foram obtidos para 

os modelos AR(p)-ARCH(q) e para os modelos ARCH(q) selecionados pelos critérios AIC e 

BIC. Na abordagem Bayesiana usamos o critério da Densidade Preditiva Ordenada (CPO). Os 

critérios de seleção de modelos, bem como os algoritmos utilizados na obtenção dos 

resultados, estão enunciados no Capítulo 4. 

 

Com o objetivo de corrigir intervalos largos obtidos através da abordagem de Máxima 

Verossimilhança, os quais podem ter limitantes negativos, usamos o procedimento Bootstrap 

paramétrico (seções 4.1.2 e 4.2.2; Apêndice A2) para melhorar os intervalos de confiança dos 

parâmetros dos modelos ajustados às séries financeiras. Com as estimativas de Máxima 

Verossimilhança encontradas, fizemos 1000 reamostragens do modelo considerado e 

obtivemos uma amostra de estimativas de Máxima Verossimilhança. A partir desta amostra, 

encontramos os intervalos Bootstrap dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das estimativas 

amostrais. 

 

Na implementação do algoritmo Metropolis-Hastings, para cada parâmetro foi 

simulada uma cadeia com 50000 iterações, descartado 50% dos valores para diminuir o efeito 

das condições iniciais, e então tomados valores espaçados de 5 em 5, totalizando uma amostra 

de 5000 observações. A convergência do algoritmo foi verificada pelo critério de Geweke, a 

um nível de significância de 5% para o teste, sob a hipótese nula Ho (Geweke, 1992; 

Apêndice A.3). Assim, a convergência do parâmetro foi considerada para valores obtidos pelo 

diagnóstico de Geweke entre -1,96 e 1,96.  

  

5.2. Resultados obtidos com o ajuste de Modelos ARCH(q) 

 

Primeiramente, vamos apresentar os resultados obtidos para uma série gerada segundo 

um processo ARCH(2) com 1000 valores e, posteriormente, os resultados obtidos para duas 

séries reais do mercado financeiro brasileiro: Índice Bovespa (IBovespa) e Telebrás. Todos os 

conjuntos de dados foram analisados considerando as abordagens propostas para modelos 

ARCH(q) descritas neste trabalho, sob suposição de normalidade para os dados.      
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5.2.1. Série Gerada 
 

 Selecionar o “melhor modelo” segundo os critérios de seleção apresentados, a análise 

tem a finalidade de validar os algoritmos desenvolvidos, pois como a série foi gerada segundo 

um processo ARCH(q) conhecido, espera-se que o modelo escolhido seja o mais próximo do 

verdadeiro. A Figura 5.1 a seguir ilustra uma série de retornos gerada por um modelo 

ARCH(2).  

 
Figura 5.1: Modelo ARCH(2) com  0,20  e  40,0 ,05,0 210 === ααα . 

 

Os gráficos das figuras a seguir mostram o comportamento da série de retornos gerada. 

Na Figura 5.2, os gráficos de autocorrelação e de autocorrelação parcial indicam que a série 

ty  é não-correlacionada. Na Figura 5.3, podemos observar ainda que a série dos quadrados 

destes retornos, 2
ty , é correlacionada. Este comportamento pode ser tipicamente associado a 

processos ARCH(q). 

 
Figura 5.2: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de ty  - Modelo ARCH(2). 
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Figura 5.3: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de 2
ty  - Modelo ARCH(2). 

 

A Tabela 5.1 mostra os valores dos critérios de seleção obtidos para algumas ordens 

de modelos testadas. Como era esperado, concluímos que o modelo ARCH(2) é o modelo 

mais adequado para representar os dados, pois apresenta os menores valores de AIC e BIC, 

respectivamente, e os maiores valores para o critério da densidade Preditiva Ordenada (CPO) 

na análise Bayesiana, considerando distribuição a priori informativa (PI) e distribuição a 

priori não-informativa (PNI) para os parâmetros do modelo. 
 

Tabela 5.1: Critérios de seleção de modelos - Modelo ARCH(q). 
     

Ordem do modelo  AIC BIC CPO – PI CPO - PNI 
q=1 0,55149 0,56131 2,97755e-007 3,10616e-007 
q=2 0,52883 0,54356 2,07838e-006 2,33338e-006 
q=3 0,53049 0,55012 3,21003e-007 3,98206e-007 

     

 

 Escolhida a ordem do modelo mais adequada, encontramos as estimativas dos 

parâmetros do modelo selecionado usando a abordagem de Máxima Verossimilhança (MV). 

Os resultados obtidos são dados na Tabela 5.2 a seguir.  

 

Tabela 5.2: Estimativas de MV e Intervalos de Confiança de 95%. 
   

      Parâmetro Estimativa Intervalo de Confiança 
(95%) 

α0 0,05173 [0,04283;0,06063] 
α1 0,42765 [0,30855;0,54674] 
α2 0,15521 [0,07214;0,23827] 
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Na abordagem Bayesiana, através da distribuição a priori informativa (PI) proposta, 

obtivemos as estimativas dos parâmetros dadas pela Tabela 5.3. A convergência dos 

parâmetros foi verificada pelo critério de Geweke (1992), a qual pode ser observada para os 

mesmos. A última coluna da Tabela 5.3 mostra ainda as taxas (ou probabilidades) de 

aceitação dos valores dos parâmetros gerados pelo algoritmo Metropolis-Hastings.  

 
Tabela 5.3: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI. 

      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de Credibilidade 
(95%) 

Critério de 
Geweke 

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,05179   0,00393 0,05164       [0,04453;0,05977]   1,00810      53,916 
α1 0,40784   0,03697 0,40870       [0,33639;0,47398]  -0,70122      77,316 
α2 0,17973   0,03237 0,17749       [0,12362;0,24764]   0,62440      64,048 

      

 

 Os gráficos da Figura 5.4 representam os histogramas construídos a partir da amostra 

selecionada para os parâmetros 210   e   , ααα , e os da Figura 5.5, os trezentos últimos valores 

gerados dos mesmos, mostrando a convergência gráfica. 

 

 
Figura 5.4: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori informativa - Modelo ARCH(2). 
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Figura 5.5: Valores gerados dos parâmetros considerando  

distribuição a priori informativa - Modelo ARCH(2). 

 
 

Os gráficos da Figura 5.6 resumem a análise de resíduos para o modelo selecionado na 

abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. Observamos que os resíduos 
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estão normalmente distribuídos e pouco correlacionados. Portanto, podemos confirmar que o 

modelo escolhido é adequado aos dados. A Figura 5.7 mostra a volatilidade obtida a partir das 

estimativas Bayesianas, usando distribuição a priori informativa (Bayes - PI), comparada com 

a volatilidade obtida pelas estimativas de Máxima Verossimilhança (MV). 

 

 
Figura 5.6: Análise de Resíduos - Modelo ARCH(2) 

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. 

 
 

 
Figura 5.7: Volatilidade Estimada - Modelo ARCH(2). 

 
 

Para a distribuição a priori não-informativa (PNI), as estimativas dos parâmetros 

obtidas estão apresentadas na Tabela 5.4. Da mesma forma que para a distribuição a priori 

informativa, a convergência dos parâmetros foi confirmada pelo critério de Geweke. Os 
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histogramas construídos a partir da amostra selecionada para os parâmetros do modelo 

simulado ARCH(2) são dados pela Figura 5.8 e, a Figura 5.9, representa os trezentos últimos 

valores gerados dos parâmetros, mostrando a convergência gráfica dos mesmos.  

 

Tabela 5.4: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de Credibilidade 
(95%) 

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,05068 0,00360 0,05051 [0,04385;0,05781] 1,08262 54,592 
α1 0,41885 0,02162 0,41908 [0,37507;0,45935] 0,25302 88,874 
α2 0,19549 0,02140 0,19536 [0,15506;0,23779] -0,38957 71,104 

      

 

 

 
Figura 5.8: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Modelo ARCH(2). 
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Figura 5.9: Valores gerados dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Modelo ARCH(2). 

 
 

Os gráficos da Figura 5.10 resumem a análise de resíduos para o modelo selecionado 

na abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa. Observamos que os 

resíduos para este caso também estão normalmente distribuídos e pouco correlacionados. A 

Figura 5.11 mostra a volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas pela abordagem 

Bayesiana com distribuição a priori não-informativa (Bayes - PNI) e das estimativas obtidas 

pela abordagem de Máxima Verossimilhança (MV). 
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Figura 5.10: Análise de resíduos - Modelo ARCH(2) 

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa. 
 

 

 
Figura 5.11: Volatilidade Estimada - Modelo ARCH(2). 

 

 

 Os resultados resumidos nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 mostram que as estimativas de 

Máxima Verossimilhança e as estimativas Bayesianas estão próximas, mas que as últimas 

estimam intervalos de credibilidade com amplitudes menores do que os intervalos de 

confiança. 
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5.2.2. Série Índice Bovespa (IBovespa)  

 

O Índice da Bolsa de Valores de São Paulo (IBovespa) é o mais importante indicador 

do desempenho médio das cotações do mercado de ações brasileiro. Sua relevância vem do 

fato do IBovespa retratar o comportamento dos principais papéis negociados na Bovespa e 

também de sua tradição, pois o índice manteve a integridade de sua série histórica e não 

sofreu modificações metodológicas desde sua implementação em 1968. A finalidade básica 

do IBovespa é a de servir como indicador médio do comportamento do mercado, ou seja, ele 

representa o comportamento médio das principais ações transacionadas, e o perfil das 

negociações à vista observadas nos pregões da Bovespa. Pela importância econômica notória, 

o comportamento do IBovespa tem sido amplamente estudado na literatura. Dentre os 

trabalhos desenvolvidos podemos citar Ferreira (2001) e Morettin & Toloi (2004).       

 

A série histórica que vamos analisar apresenta informações sobre índices de 

fechamento da Bovespa registrados no período de 02/01/1996 a 01/02/1999. Os retornos 

instantâneos foram calculados através do logaritmo neperiano do quociente entre os valores 

de fechamento em dois dias consecutivos, expresso pela equação (1.2). Na Figura 5.12 estão 

os dados originais e os retornos calculados do IBovespa. As Figuras 5.13 e 5.14 mostram o 

comportamento da série de retornos do IBovespa. O gráfico da função de autocorrelação 

indica a presença de uma pequena correlação entre os valores de ty . A existência de 

correlações pode contribuir para a imprecisão no ajuste de modelos ARCH(q) à série 

analisada, mas, visto que estas correlações são pequenas ( )15,0< , consideramos ty  como um 

processo não-correlacionado. Podemos observar ainda que a série dos quadrados destes 

retornos, 2
ty , é correlacionada. Este comportamento pode ser associado ao de modelos 

ARCH(q). 
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Figura 5.12: Preço e Retorno - Série IBovespa. 
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Figura 5.13: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação  

e Autocorrelação parcial de ty  - Série IBovespa. 
 

 

 
Figura 5.14: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação  

e Autocorrelação parcial de 2
ty  - Série IBovespa. 

 

 

O modelo ajustado para a série IBovespa, de acordo com os critérios AIC, BIC e CPO, 

é o modelo ARCH(3), dado como: 

( ) ttttt zzzz εαααα 2
1

2
33

2
22

2
110 −−− +++=     (5.1) 
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A Tabela 5.5 mostra os valores obtidos para os critérios de seleção de modelos 

considerados: 

 

Tabela 5.5: Critérios de seleção de modelos - Série IBovespa. 
     

Ordem do modelo AIC BIC CPO – PI CPO – PNI 
q=2 -3,95768 -3,93704 6,18085e+009 6,98496e+014 
q=3 -4,03422 -4,00671 6,18086e+017 1,17336e+018 
q=4 -4,03829 -4,00389 3,61081e+017 3,29299e+017 

     

 

Escolhida a ordem do modelo, temos o resumo da estimação dos parâmetros do 

processo ARCH(3) ajustado à série IBovespa. A Tabela 5.6 apresenta os intervalos de 

confiança dos estimadores de Máxima Verossimilhança e os intervalos de confiança obtidos 

pela técnica Booststrap, respectivamente, ambos com 95%. 

 

Tabela 5.6: Estimativas de MV e Intervalos de Confiança de 95% - Série IBovespa. 
    

Parâmetro EMV Intervalo de 
Confiança(95%) 

Intervalo de Confiança 
Bootstrap (95%) 

α0 0,00062 [0,00051;0,00073] [0,00054;0,00078] 
α1 0,15578 [0,05738;0,25418] [0,04532;0,27163] 
α2 0,08240 [-0,00414;0,16066] [0,00885;0,17609] 
α3 0,30628 [0,17219;0,44035] [0,14654;0,44029] 

    

 

 

Podemos observar que o parâmetro 2α  apresenta intervalo com limitante inferior 

negativo (coluna 3 da Tabela 5.6), o que nos leva erroneamente à suposição de que este 

parâmetro não é significativamente diferente de zero. 

 

Para corrigir intervalos largos obtidos através da abordagem de Máxima 

Verossimilhança, que podem levar a limitantes negativos, usamos o procedimento Bootstrap 

paramétrico para melhorarmos os intervalos de confiança para os parâmetros estimados do 

modelo ARCH(3) em estudo. Com as estimativas de Máxima Verossimilhança encontradas, 

fizemos 1000 reamostragens do modelo considerado e obtivemos uma amostra Bootstrap de 

{ }1000,...,1),(),...,(),(ˆ **
1

*
0

)*( == jjjj q
j αααα . Assim, encontramos os intervalos Bootstrap 

dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das estimativas amostrais. Podemos observar que o 

procedimento melhorou especificamente o intervalo referente ao parâmetro 2α  (coluna 4 da 

Tabela 5.6). 



 48

 A partir da amostra de estimativas de Máxima Verossimilhança obtida através do 

método Bootstrap, construímos os histogramas que mostram a distribuição empírica dos 

estimadores de Máxima Verossimilhança (EMV), dados pela Figura 5.15 a seguir. 
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           Figura 5.15: Distribuição Empírica dos EMV - Série IBovespa.  
 
 
A Tabela 5.7 mostra os intervalos de credibilidade de 95% dos estimadores 

Bayesianos considerando distribuição a priori informativa e, a Tabela 5.8, os resultados 

referentes à distribuição a priori não informativa.  

 
 

Tabela 5.7: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00064 0,00002 0,00057 [0,00059;0,00068] 0,03220 73,658 
α1 0,15857 0,01608 0,16862 [0,12752;0,18999] 0,03714 93,104 
α2 0,08976 0,01279 0,07421 [0,06480;0,11431] 0,02015 80,140 
α3 0,31966 0,02518 0,31329 [0,27042;0,36933] 0,00930 89,138 

      

 
  

Tabela 5.8: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação(%)

α0 0,00061 0,00005 0,00061 [0,00052;0,00070] -0,43370 55,592 
α1 0,16350 0,01113 0,16344 [0,14187;0,18514] 1,08254 95,058 
α2 0,06065 0,01139 0,06053 [0,03885;0,08257] -0,77216 92,714 
α3 0,33162 0,02134 0,33172 [0,28888;0,37152] -1,15740 91,654 
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Os histogramas que representam a distribuição a posteriori dos estimadores 

Bayesianos são dados pelas Figuras 5.16 e 5.17, respectivamente.  

 

 
 

 
Figura 5.16: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori informativa - Série IBovespa. 

 

 

 

 
Figura 5.17: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando 

distribuição a priori não-informativa - Série IBovespa. 

 

Os gráficos referentes aos valores gerados dos parâmetros pelo algoritmo Metropolis-

Hastings, mostrando a convergência gráfica dos mesmos, são apresentados no Apêndice A.4. 
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A análise de resíduos do modelo selecionado para a série IBovespa na abordagem 

Bayesiana, com distribuição a priori informativa, está na Figura 5.18.  A Figura 5.19 mostra a 

volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas pela abordagem Bayesiana com 

distribuição a priori informativa e das estimativas obtidas pela abordagem de Máxima 

Verossimilhança. Podemos observar que os resíduos não estão normalmente distribuídos e 

apresentam uma pequena correlação. Assim, podemos concluir que o modelo escolhido serve 

como uma aproximação que poderá ser melhorada com o ajuste da série a outro(s) modelo(s) 

com heterocedasticidade.  

Os resíduos obtidos considerando distribuição a priori não-informativa têm um 

comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e são mostrados no Apêndice 

A.7. 

 
Figura 5.18: Análise de resíduos - Série IBovespa 

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. 
 

 
Figura 5.19: Volatilidade Estimada - Série IBovespa. 
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Na Figura 5.19 observamos ainda que, no período estudado, houve alguns fatos que 

provocaram alterações (“picos”) no comportamento da volatilidade: Moratória da Rússia, em 

Agosto de 1998; Crise na Ásia, em Outubro de 1998; e a Desvalorização do Real, em Janeiro 

de 1999.   

Os resultados da estimação dos parâmetros do modelo ARCH(3), ajustado à série 

IBovespa, obtidos através da abordagem Bayesiana e de Máxima Verossimilhança (Tabelas 

5.6, 5.7 e 5.8) mostram que as estimativas de Máxima Verossimilhança e as estimativas 

Bayesianas estão próximas, mas com uma precisão melhor dos intervalos de credibilidade em 

relação aos intervalos de confiança. Além disso, observamos a viabilidade do uso do método 

Bootstrap na melhoria dos intervalos de confiança padrão. Os intervalos Bootstrap fornecem 

estimativas condizentes com as restrições impostas aos parâmetros de modelos ARCH(q).  

 

5.2.3. Série Telebrás 

 

A série histórica analisada apresenta informações sobre preços das ações da Telebrás 

negociadas na Bolsa de Valores de São Paulo (Bovespa) no período de 02/01/1992 a 

05/01/1996. Assim como a série do IBovespa, o comportamento da série de preços da 

Telebrás vem sendo amplamente difundida na literatura (Issler, 1999; Costa & Baidya, 2001; 

Ferreira, 2001). Neste estudo, os retornos instantâneos foram calculados através do logaritmo 

neperiano do quociente entre os preços das ações em dois dias consecutivos Os preços e 

retornos (obtidos a partir da equação (1.2)) das ações da Telebrás são mostrados, a título de 

ilustração, na Figura 5.20.  
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Figura 5.20: Preço e Retorno - Série Telebrás. 

 

 

Os gráficos da Figura 5.21 e 5.22 mostram o comportamento da série de retornos da 

Telebrás, e podemos verificar que existe uma pequena correlação entre os valores da série, 

ty , porém vamos considerá-la um processo não-correlacionado e ajustá-la a um modelo 
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ARCH(q). Além disso, podemos observar que a série dos quadrados destes retornos, 2
ty , 

mostra-se correlacionada. Este comportamento pode ser associado ao de modelos ARCH(q). 

 

 
Figura 5.21: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de ty  - Série Telebrás. 
 

 
Figura 5.22: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de 2
ty  - Série Telebrás. 

 

 

O modelo ajustado para a série Telebrás, de acordo com os critérios AIC, BIC e CPO, 

é o ARCH(7), dado como: 

( ) ttttttttt zzzzzzzz εαααααααα 2
1

2
77

2
66

2
55

2
44

2
33

2
22

2
110 −−−−−−− +++++++=   (5.2) 
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A Tabela 5.9 mostra os valores obtidos para os critérios de seleção de modelos 

considerados: 

 
Tabela 5.9: Critérios de seleção de modelos - Série Telebrás. 

     

Ordem do modelo  AIC BIC CPO – PI CPO – PNI 
q=6 -3,39285 -3,35811 9,89672e+026 1,16638e+027 
q=7 -3,39802 -3,35832 1,28314e+027 1,25315e+027 
q=8 -3,39773 -3,35306 0,90753e+026 7,76120e+026 

     

 

A Tabela 5.10 mostra os resultados da estimação dos parâmetros do modelo ARCH(7) 

ajustado à série Telebrás, ilustrando os intervalos dos estimadores de Máxima 

Verossimilhança (MV) e os intervalos Booststrap, com 95% de confiança. Podemos observar 

que o parâmetro 5α  apresenta limite inferior negativo no intervalo de confiança padrão 

(coluna 3 da Tabela 5.10) e que o método Bootstrap paramétrico melhora as estimativas de 

Máxima Verossimilhança deste parâmetro (coluna 4 da Tabela 5.10). 

 

Tabela 5.10: Estimativas de MV e Intervalos de Confiança de 95% - Série Telebrás. 
    

      Parâmetro EMV Intervalo de Confiança 
(95%) 

Intervalo de Confiança 
Bootstrap (95%) 

α0 0,00066 [0,00046;0,00085] [0,00042;0,00102] 
α1 0,10622 [0,02666;0,18578] [0,01178;0,22299] 
α2 0,14749 [0,06009;0,23488] [0,03109;0,27018] 
α3 0,10513 [0,02448;0,18578] [0,01157;0,21718] 
α4 0,09410 [0,01533;0,17287] [0,01155;0,21235] 
α5 0,05602 [-0,01471;0,12675] [0,00357;0,17233] 
α6 0,10602 [0,02657;0,18546] [0,01369;0,22360] 
α7 0,11114 [0,03073;0,19156] [0,01372;0,23595] 

    

 

A partir da amostra de estimativas obtidas através do procedimento Bootstrap, temos a 

representação gráfica da distribuição dos estimadores de Máxima Verossimilhança dos 

parâmetros da série Telebrás, dada pela Figura 5.23.   

 

 
Figura 5.23: Distribuição Empírica dos EMV - Série Telebrás. 
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Figura 5.23 (cont.): Distribuição Empírica dos EMV - Série Telebrás. 

 

A Tabela 5.11 e a Tabela 5.12 mostram os intervalos de credibilidade de 95% dos 

estimadores Bayesianos considerando distribuição a priori informativa e distribuição a priori 

não-informativa para os parâmetros, respectivamente.  

 

      Tabela 5.11: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke 

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00069 0,00008 0,00069 [0,00054;0,00085] -1,35154 52,332 
α1 0,10234 0,01922 0,10271 [0,06595;0,13691] 0,32766 84,444 
α2 0,15044 0,01952 0,15058 [0,11407;0,18682] 0,92066 86,990 
α3 0,10155 0,01918 0,10199 [0,06566;0,13677] 0,74452 83,814 
α4 0,09868 0,01946 0,09818 [0,06385;0,13534] 1,01998 84,010 
α5 0,05267 0,01903 0,05285 [0,01703;0,08759] -0,20901 81,420 
α6 0,10252 0,01914 0,10263 [0,06675;0,13739] 0,65443 83,976 
α7 0,10327 0,01893 0,10326 [0,06735;0,13693] 0,40127 82,452 

      

 
Tabela 5.12: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI. 

      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke 

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00069 0,00003 0,00069 [0,00063;0,00076] -0,93408 85,208 
α1 0,10279 0,01913 0,10311 [0,06665;0,13787] 0,04851 86,272 
α2 0,15152 0,01952 0,15162 [0,11487;0,18689] 0,75404 87,214 
α3 0,10245 0,01901 0,10279 [0,06611;0,13724] 0,15971 86,554 
α4 0,09897 0,01921 0,09839 [0,06433;0,13574] 1,32577 84,680 
α5 0,05181 0,01871 0,05195 [0,01674;0,08615] -0,95301 84,320 
α6 0,10296 0,01912 0,10356 [0,06647;0,13743] -0,25173 85,952 
α7 0,10389 0,01914 0,10462 [0,06775;0,13799] -0,19425 85,568 
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A Figura 5.24 mostra a distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo ARCH(7) 

ajustado à série Telebrás considerando distribuição a priori informativa, e a Figura 5.25, a 

distribuição a posteriori considerando distribuição a priori não-informativa.  

 

 

 
Figura 5.24: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori informativa - Série Telebrás. 
 
 
 
 

 
Figura 5.25: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Série Telebrás. 
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Figura 5.25 (cont.): Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Série Telebrás. 
 

 

A análise de resíduos do modelo selecionado para a série Telebrás na abordagem 

Bayesiana, com distribuição a priori informativa, está na Figura 5.26. Podemos observar que a 

distribuição dos resíduos é aproximadamente normal e que praticamente não apresentam 

correlação. Os resíduos obtidos considerando distribuição a priori não informativa têm um 

comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e são mostrados no apêndice 

A.7.  

 

 
Figura 5.26: Análise de resíduos - Série Telebrás 

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. 
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A Figura 5.27 ilustra a volatilidade estimada. Podemos observar que, no período 

estudado, houve alguns fatos que provocaram alterações no comportamento da volatilidade, 

dos quais, destaca-se a Crise do México, em Fevereiro e Março de 1995.  

 
 

 
Figura 5.27: Volatilidade Estimada - Série Telebrás. 

 

 

De acordo com os resultados, concluímos que o modelo escolhido reflete parcialmente 

o comportamento dos dados, servindo como uma aproximação que poderá ser melhorada com 

o ajuste da série a outro(s) modelo(s) com heterocedasticidade. 

 

A análise da série de retornos Telebrás mostra que as estimativas de Máxima 

Verossimilhança e Bayesianas dos parâmetros do modelo ARCH(7) ajustado estão próximas e 

que os intervalos de credibilidade são mais precisos que os de confiança (Tabelas 5.10, 5.11 e 

5.12). Observamos mais uma vez a melhoria dos intervalos de confiança através do método 

Bootstrap. Podemos notar ainda que, desde que o núcleo do algoritmo Metropolis-Hastings 

seja bem escolhido, levando em conta as condições do modelo, os intervalos de credibilidade 

também fornecerão estimativas que refletem tais imposições.  
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5.3. Resultados obtidos com o ajuste de Modelos AR(p)-ARCH(q) 

 

Primeiramente, vamos apresentar os resultados obtidos para uma série gerada segundo 

um processo AR(1)-ARCH(3), com 1000 valores e, em seguida, os resultados obtidos para as 

duas séries do mercado financeiro estudadas na seção 5.2.2. Todos os conjuntos de dados 

foram analisados considerando as abordagens propostas para modelos AR(p)-ARCH(q) 

descritas neste trabalho, sob suposição de normalidade para os dados.      

 

5.3.1. Série Gerada 

 

 A Figura 5.28 representa uma série de retornos simulada segundo um processo AR(1)-

ARCH(3). Na prática, os parâmetros auto-regressivos pii ,...,1, =β , de modelos AR(p)-

ARCH(q), podem apresentar valores inferiores ao considerado. Neste trabalho consideramos 

um valor mediano ( 50,01 =β ), dadas as restrições, apenas com a finalidade de confirmar (ou 

ilustrar) a validação da metodologia estudada. 
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              Figura 5.28: Modelo AR(1)-ARCH(3) com ,40,0,05,0 10 == αα  

             10,0,25,0 32 == αα  e 50,01 =β . 
 

 

A Figura 5.29 a seguir mostra o comportamento da série de retornos ty . Os gráficos 

de autocorrelação e de autocorrelação parcial indicam que a série é correlacionada, com um 

comportamento associado aos modelos AR(p).  
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Figura 5.29: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de ty  - Modelo AR(1)-ARCH(3). 
 

 

Nas Figuras 5.30 e 5.31 podemos observar ainda que a série tz  (obtida por mínimos 

quadrados) é não-correlacionada, e que 2
tz  é correlacionada. Este comportamento pode ser 

associado ao de modelos ARCH(q). 

 

 
Figura 5.30: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de tz  - Modelo AR(1)-ARCH(3). 
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Figura 5.31: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de 2
tz  - Modelo AR(1)-ARCH(3). 

 

Na Tabela 5.13 temos os valores dos critérios de seleção obtidos para algumas ordens 

de modelos propostas. Como era esperado, concluímos que o modelo AR(1)-ARCH(3) é o 

modelo mais adequado para representar os dados, pois apresenta os menores valores de AIC e 

BIC, respectivamente, e os maiores valores para o CPO na análise Bayesiana, com 

distribuição a priori informativa e distribuição a priori não informativa para os parâmetros do 

modelo. 
 

Tabela 5.13: Critérios de seleção de modelos – Modelo AR(p)-ARCH(q). 
     

Ordem do modelo AIC BIC CPO - PI CPO - PNI 
p=1;q=2 0,72660 0,74623 3,50045e-005 3,12206e-005 
p=1;q=3 0,71621 0,74075 3,79486e-005 4,28877e-005 
p=1;q=4 0,71730 0,74675 3,61014e-005 4,11854e-005 

     

  

 Escolhida a ordem do modelo mais adequada aos dados, apresentamos as estimativas 

dos parâmetros obtidas através da abordagem de Máxima Verossimilhança. Os resultados são 

mostrados na Tabela 5.14 a seguir.  

 
Tabela 5.14: Estimativas de MV e Intervalos de Confiança de 95%.  

   

     Parâmetro Estimativa Intervalo de Confiança 
(95%) 

α0 0,04991 [0,03961;0,06021] 
α1 0,37542 [0,26022;0,49063] 
α2 0,20876 [0,11242;0,30510] 
α3 0,11350 [0,03729;0,18971] 

1β  0,48882 [0,43127;0,54638] 
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Na abordagem Bayesiana, através da distribuição a priori informativa proposta, as 

estimativas dos parâmetros obtidas são dadas pela Tabela 5.15. A convergência dos 

parâmetros foi verificada pelo critério de Geweke, a qual pode ser observada para os mesmos.   

 

 

Tabela 5.15: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%) 

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,04950 0,00347 0,04947 [0,04326;0,05635] 0,60617 70,716 
α1 0,38869 0,03553 0,38637 [0,32583;0,46058] 0,53107 76,460 
α2 0,23147 0,03395 0,22909 [0,17403;0,30216] -0,07655 68,158 
α3 0,10770 0,02912 0,10681 [0,05089;0,16597] 1,36241 64,966 

1β  0,48745 0,02439 0,48749 [0,43953;0,53369] -0,52467 65,946 
      

  

 

Os gráficos da Figura 5.32 mostram a forma das distribuições a posteriori, construídos 

a partir da amostra selecionada para os parâmetros 13210   e  ,, , βαααα  e, os da Figura 5.33, os 

últimos trezentos valores gerados dos mesmos, mostrando a convergência gráfica. 

 

 

 

 
Figura 5.32: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3). 
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Figura 5.33: Valores gerados dos parâmetros considerando  
distribuição a priori informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3). 

 

Os gráficos da Figura 5.34 resumem a análise de resíduos para o modelo selecionado 

na abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. Observamos que os resíduos 

estão normalmente distribuídos e pouco correlacionados. Portanto, podemos confirmar que o 

modelo escolhido é adequado. A volatilidade estimada é dada pela Figura 5.35, que mostra a 

volatilidade obtida a partir das estimativas Bayesianas, usando distribuição a priori 

informativa, comparada com a volatilidade obtida pelas estimativas de Máxima 

Verossimilhança. Os resíduos observados considerando distribuição a priori não informativa 

têm um comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e são mostrados no 

apêndice A.7.  

 

 
Figura 5.34: Análise de resíduos - Modelo AR(1)-ARCH(3) 

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. 
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Figura 5.35: Volatilidade Estimada - Modelo AR(1)-ARCH(3). 

 
 

Para a distribuição a priori não-informativa, as estimativas dos parâmetros obtidas 

estão apresentadas na Tabela 5.16. A convergência dos parâmetros foi confirmada pelo 

critério de Geweke, assim como foi observado para a distribuição a priori informativa.  

 

 

Tabela 5.16: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%) 

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,04941 0,00416 0,04929 [0,04149;0,05778] 1,37503 53,722 
α1 0,39809 0,03701 0,39713 [0,33192;0,46920] -1,43647 70,684 
α2 0,23379 0,03406 0,23135 [0,17589;0,30549] -1,24664 62,142 
α3 0,10606 0,03004 0,10614 [0,04885;0,16501] -0,25653 65,190 

1β  0,47170 0,05299 0,47308 [0,36698;0,57167] -0,51638 60,046 
      

 

 

Os histogramas construídos a partir da amostra selecionada para os parâmetros do 

modelo simulado AR(1)-ARCH(3) são dados pela Figura 5.36 a seguir. Podemos observar 

também os valores gerados dos mesmos na Figura 5.37, mostrando a convergência gráfica. 
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Figura 5.36: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3). 
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Figura 5.37: Valores gerados dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3). 
 

 

Os gráficos da Figura 5.38 resumem a análise de resíduos para o modelo selecionado 

pela abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa. Observamos que os 

resíduos para este caso também estão normalmente distribuídos e pouco correlacionados. 

Portanto, podemos confirmar a adequação do modelo aos dados. A Figura 5.39 mostra a 

volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas. 
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Figura 5.38: Análise de resíduos - Modelo AR(1)-ARCH(3). 

 

 

 
Figura 5.39: Volatilidade Estimada - Modelo AR(1)-ARCH(3). 

 

 

 Os resultados resumidos nas Tabelas 5.14, 5.15 e 5.16 mostram que as estimativas de 

Máxima Verossimilhança e as estimativas Bayesianas estão próximas, mas que as últimas 

estimam melhor os parâmetros considerados, principalmente no que diz respeito aos 

parâmetros 2α  e 3α , pois os intervalos de credibilidade têm menores amplitudes do que os 

intervalos de confiança.  
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5.3.2. Séries Índice Bovespa (IBovespa)  
 

Podemos observar que os gráficos de autocorrelação e de autocorrelação parcial da 

série de retornos do IBovespa (Figuras 5.13) mostram um comportamento comumente 

associado aos modelos auto-regressivos (AR), ou seja, as autocorrelações decrescem 

exponencialmente. Além disso, as Figuras 5.40 e 5.41 mostram ainda que a série tz  (obtida 

por mínimos quadrados) é pouco correlacionada, e que 2
tz  apresenta correlações superiores às 

observadas na seção 5.2.2 (ajuste da série ao modelo ARCH(3)). 
 

 
Figura 5.40: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de tz  - Série IBovespa. 
 

 
Figura 5.41: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de 2
tz  - Série IBovespa. 
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Este comportamento nos leva a propor o modelo AR(p)-ARCH(q) com o objetivo de 

melhorar a qualidade do ajuste. O modelo ajustado para a série analisada, de acordo com os 

critérios AIC, BIC e da CPO, é o modelo AR(6)-ARCH(3), dado como: 
 

tttttttt zyyyyyyy ++++++= −−−−−− 6655144332211 ββββββ   (5.3)

   

sendo ( ) ttttt zzzz εαααα 2
1

2
33

2
22

2
110 −−− +++= . 

Da mesma forma como foi realizada para modelos ARCH(q), usamos o procedimento 

Bootstrap paramétrico para melhorar os intervalos de confiança para os parâmetros 

piqj ij ,...,1,  e  ,...,0, == βα  do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado à série IBovespa. Com as 

estimativas de Máxima Verossimilhança encontradas,  fizemos 1000 reamostragens do 

modelo considerado e obtivemos uma amostra Bootstrap de 

{ }1000,...,1),(),...,(),(ˆ **
1

*
0

)*( == jjjj q
j αααα  e de { }1000,...,1),(),...,(),(ˆ **

1
*
0

)*( == jjjj p
j ββββ . 

Assim, encontramos os intervalos Bootstrap dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das 

estimativas amostrais. 

 

A Tabela 5.17 apresenta os intervalos de confiança dos estimadores de Máxima 

Verossimilhança e os intervalos de confiança obtidos pela técnica Booststrap, 

respectivamente, ambos com 95%. Podemos observar que o parâmetro 2α  apresenta intervalo 

de confiança padrão com limitante inferior negativo (coluna 3 da Tabela 5.17), sendo 

corrigido posteriormente pelo método Bootstrap (coluna 4 da Tabela 5.17). 

 

Tabela 5.17: Estimativas de MV e Intervalos de Confiança de 95% - Série IBovespa. 
    

      Parâmetro EMV Intervalo de Confiança 
(95%) 

Intervalo de Confiança 
Bootstrap (95%) 

α0 0,00049 [0,00040;0,00059] [0,00037;0,00065] 
α1 0,21102 [0,09948;0,32256] [0,08195;0,34170] 
α2 0,06866 [-0,00531;0,14263] [0,00373;0,18377] 
α3 0,39070 [0,24089;0,54051] [0,21960;0,55264] 

1β  -0,08928 [-0,17469;-0,00387] [-0,17719;-0,00669] 

2β  -0,02663 [-0,10604;0,05277] [-0,11362;0,05983] 

3β  -0,13199 [-0,22227;-0,04172] [-0,22148;-0,04683] 

4β  -0,16463 [-0,23376;-0,09549] [-0,24596;-0,08307] 

5β  -0,12197 [-0,18924;-0,05469] [-0,19640;-0,04441] 

6β  -0,07454 [-0,14217;-0,00691] [-0,14866;0,00162] 
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 A partir das amostras obtidas através do método Bootstrap, construímos os 

histogramas que mostram a distribuição empírica dos estimadores de Máxima 

Vaerossimilhança, dados pela Figura 5.42 a seguir. 

 

 

 

 

 
           Figura 5.42: Distribuição Empírica dos EMV - Série IBovespa.  

 
 

A Tabela 5.18 mostra as estimativas Bayesianas e os intervalos de credibilidade de 

95% dos parâmetros considerando distribuição a priori informativa, e a Tabela 5.19 apresenta 

os resultados referentes à distribuição a priori não-informativa. A convergência dos 

parâmetros foi verificada pelo critério de Geweke, a qual pode ser observada para os mesmos.   
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Tabela 5.18: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00048 0,00004 0,00049 [0,00041;0,00057] 0,22296 55,232 
α1 0,21184 0,04731 0,21049 [0,12234;0,30339] 0,61625 68,000 
α2 0,08894 0,03336 0,08682 [0,03141;0,15847] -1,18057 71,980 
α3 0,39839 0,05213 0,39724 [0,30219;0,49826] -0,68755 78,622 

1β  -0,08992 0,01955 0,08998 [-0,12862;-0,05166] -1,86104 69,274 

2β  -0,02868 0,01926 0,02869 [-0,06696;0,00945] 1,35876 68,850 

3β  -0,13119 0,01978 0,13151 [-0,17048;-0,09243] 0,36285 69,014 

4β  -0,16006 0,01834 0,16009 [-0,19625;-0,12469] 0,97973 69,402 

5β  -0,12139 0,01837 0,12142 [-0,15717;-0,08537] -0,12622 68,886 

6β  -0,07123 0,01855 0,07159 [-0,10760;-0,03429] 1,19000 69,274 
      

 
  

 

Tabela 5.19: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00048 0,00003 0,00048 [0,00042;0,00056] -0,86412 65,788 
α1 0,21579 0,04142 0,21648 [0,13543;0,29508] -1,33013 75,024 
α2 0,08565 0,02706 0,08445 [0,03649;0,14026] -0,40036 78,604 
α3 0,41482 0,04587 0,41589 [0,32397;0,49956] 1,31147 79,974 

1β  -0,09571 0,02879 -0,09571 [-0,15259;-0,03821] 0,30797 85,904 

2β  -0,01679 0,02853 -0,01664 [-0,07421;0,03983] -0,57483 77,570 

3β  -0,13483 0,02876 -0,13548 [-0,19079;-0,07799] 1,63708 83,690 

4β  -0,16456 0,02804 -0,16457 [-0,21835;-0,10972] 1,61275 83,392 

5β  -0,14604 0,02958 -0,14617 [-0,20397;-0,08949] -0,61480 54,870 

6β  -0,08765 0,02993 -0,08733 [-0,14678;-0,02814] -0,98251 68,838 
      

 

 

Os histogramas que representam a distribuição a posteriori dos estimadores 

Bayesianos são dados pelas Figuras 5.43 e 5.44, respectivamente. Os gráficos referentes aos 

valores gerados dos parâmetros pelo algoritmo Metropolis-Hastings, mostrando a 

convergência gráfica dos mesmos, são apresentados no Apêndice A.5. 
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Figura 5.43: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori informativa - Série IBovespa. 
 

 

 

 
Figura 5.44: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Série IBovespa. 
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Figura 5.44 (cont.): Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando  

distribuição a priori não-informativa - Série IBovespa. 
 

 
A análise de resíduos do modelo selecionado para a série IBovespa na abordagem 

Bayesiana, com distribuição a priori informativa, está na Figura 5.45 e a volatilidade estimada 

a partir das estimativas obtidas pela abordagem Bayesiana com distribuição a priori 

informativa e das estimativas obtidas pela abordagem de Máxima Verossimilhança, está na 

Figura 5.46. Os resíduos encontrados considerando distribuição a priori não-informativa têm 

um comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e são dados no Apêndice 

A.7. 

 

Podemos observar que os resíduos não estão normalmente distribuídos e apresentam 

uma pequena correlação, porém o comportamento dos mesmos mostra-se melhor (menos 

correlacionados) do que aqueles obtidos com o ajuste da série a um modelo ARCH(3), como 

pode ser visto nas Figuras 5.18 e 5.45. 
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Figura 5.45: Análise de resíduos - Série IBovespa  

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. 
 

 
Figura 5.46: Volatilidade Estimada - Série IBovespa. 

 

 

 A Tabela 5.20 mostra os valores dos critérios de seleção de modelos obtidos pelo 

ajuste da série de retornos do IBovespa a um modelo ARCH(q) e, posteriormente, a um 

modelo AR(p)-ARCH(q). 

 

Tabela 5.20: Critérios de seleção de modelos – Série IBobespa. 
     

Modelo AIC BIC CPO – PI CPO - PNI 
ARCH(3) -4,03422 -4,00671 6,18086e+017 1,17336e+018 

AR(6)-ARCH(3) -4,11931 -4,05052 1,32448e+019 1,45479e+019 
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De acordo com os valores obtidos através dos critérios de seleção, podemos concluir 

que o modelo que melhor se ajusta à série analisada é o modelo AR(6)-ARCH(3), 

confirmando a conclusão descrita através da análise gráfica dos resíduos.  
 
Os resultados mostram ainda que as estimativas de Máxima Verossimilhança e 

Bayesianas dos parâmetros do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado à série IBovespa estão 

próximas umas das outras, exceto pelo parâmetro 2α  que apresenta uma pequena diferença 

entre as duas abordagens. Além disso, os intervalos de confiança são significativamente 

melhores com o uso do método Bootstrap, porém menos precisos que os intervalos 

Bayesianos.    

 

5.3.3. Série Telebrás 

 

Os gráficos da função de autocorrelação e da função de autocorrelação parcial da série 

de retornos da Telebrás (Figura 5.21) mostram que as correlações decrescem 

exponencialmente com componentes senoidais amortecidas. Além disso, as Figuras 5.47 e 

5.48 mostram ainda que a série tz  (obtida por mínimos quadrados) é pouco correlacionada, e 

que 2
tz  apresenta correlações superiores às observadas na seção 5.2.3 (ajuste da série ao 

modelo ARCH(7)).  

Com o objetivo de tentar remover a correlação serial existente nas observações da 

série de retornos da Telebrás, apresentamos um novo estudo onde ajustamos os mesmos a um 

modelo AR(p)-ARCH(q). 
 

 
Figura 5.47: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de tz  - Série Telebrás. 
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Figura 5.48: Histograma, Gráfico Normal Probabilístico, Autocorrelação 

e Autocorrelação parcial de 2
tz  - Série Telebrás. 

 

O modelo ajustado para a série analisada, de acordo com os critérios AIC, BIC e da 

CPO, é o AR(2)-ARCH(6), dado como: 

 

tttt zyyy ++= −− 2211 ββ      (5.4) 
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A Tabela 5.21 mostra os intervalos de Máxima Verossimilhança (MV) e os intervalos 

Booststrap, com 95% de confiança, para os parâmetros estimados do modelo AR(2)-

ARCH(6) ajustado à série Telebrás, onde podemos observar que o intervalo para o parâmetro 

4α  é melhorado pelo método Bootstrap (colunas 3 e 4).  

 

Tabela 5.21: Estimativas de MV e Intervalos de Confiança de 95% – Série Telebrás.  
    

      Parâmetro EMV Intervalo de Confiança 
(95%) 

Intervalo de Confiança 
Bootstrap (95%) 

α0 0,00074 [0,00055;0,00094] [0,00048;0,00111] 
α1 0,11692 [0,03608;0,19775] [0,01742;0,24901] 
α2 0,18587 [0,09263;0,27912] [0,04372;0,31449] 
α3 0,09161 [0,01272;0,17051] [0,00869;0,21984] 
α4 0,06093 [-0,01205;0,13391] [0,00339;0,17673] 
α5 0,07363 [0,00100;0,14626] [0,00485;0,18499] 
α6 0,15535 [0,06795;0,24276] [0,02675;0,28273] 

1β  0,06269 [-0,00235;0,12773] [-0,02370;0,15100] 

2β  -0,05240 [-0,11902;0,01422] [-0,14718;0,03726] 
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A partir das amostras obtidas através do procedimento Bootstrap temos a forma da 

distribuição dos estimadores de Máxima Verossimilhança dos parâmetros da série Telebrás, 

dada pela Figura 5.49 a seguir.   

 

 

 

 
             Figura 5.49: Distribuição Empírica dos EMV - Série Telebrás. 
 

A Tabela 5.22 e a Tabela 5.23 mostram os resultados da estimação e os intervalos de 

credibilidade de 95% considerando distribuição a priori informativa e distribuição a priori 

não-informativa para os parâmetros, respectivamente.  
 

      Tabela 5.22: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00074 0,00007 0,00074 [0,00061;0,00088] 0,23059 57,366 
α1 0,11040 0,03013 0,11017 [0,05301;0,16850] -0,67837 63,810 
α2 0,19314 0,03449 0,19199 [0,13035;0,26161] 0,61309 71,940 
α3 0,09771 0,03181 0,09682 [0,03902;0,16067] -1,23758 66,794 
α4 0,06836 0,02569 0,06707 [0,02310;0,12058] -1,91867 72,618 
α5 0,08466 0,03061 0,08351 [0,03095;0,14825] 1,25154 62,970 
α6 0,15354 0,03192 0,15228 [0,09404;0,21680] 1,62437 68,744 

1β  0,06180 0,02104 0,06192 [0,02107;0,10267] 0,30245 71,646 

2β  -0,05200 0,02143 -0,05239 [-0,09534;-0,01046] 0,00558 71,772 
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Tabela 5.23: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI. 
      

Parâmetro Média Desvio 
Padrão 

Mediana Intervalo de 
Credibilidade (95%)

Critério de 
Geweke  

Taxa de 
Aceitação (%)

α0 0,00073 0,00007 0,00073 [0,00060;0,00087] 0,50496 57,128 
α1 0,10763 0,02739 0,10716 [0,05655;0,16132] -1,23008 71,514 
α2 0,20052 0,03056 0,19989 [0,14188;0,25976] -1,48922 74,478 
α3 0,09787 0,02866 0,09652 [0,04545;0,15520] 0,04028 70,924 
α4 0,06922 0,02252 0,06843 [0,02791;0,11458] 1,01646 74,640 
α5 0,08933 0,02761 0,08796 [0,04004;0,14706] 0,51479 66,084 
α6 0,15165 0,02837 0,15126 [0,09785;0,20656] 0,12208 73,090 

1β  0,06746 0,04306 0,06768 [-0,01469;0,15223] 0,84597 88,172 

2β  -0,07918 0,04378 -0,07993 [-0,16431;0,01131] 0,48671 66,778 
      

 

 

A Figura 5.50 apresenta a forma da distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo 

AR(2)-ARCH(6) ajustado à série Telebrás considerando distribuição a priori informativa e, a 

Figura 5.51, considerando distribuição a priori não-informativa. Os valores gerados dos 

parâmetros para ambas as distribuições a priori podem ser vistos no Apêndice A.5. 

 

 

 
Figura 5.50: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando 

distribuição a priori informativa - Série Telebrás. 
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Figura 5.51: Distribuição a posteriori dos parâmetros considerando 

distribuição a priori não-informativa - Série Telebrás. 
 

 

A análise gráfica dos resíduos do modelo selecionado para a série Telebrás na 

abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa está na Figura 5.52. A 

volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas pela abordagem Bayesiana com 

distribuição a priori informativa e das estimativas obtidas pela abordagem de Máxima 

Verossimilhança, está na Figura 5.53. A distribuição dos resíduos é aproximadamente normal, 

e os mesmos praticamente não apresentam correlação. Os resíduos obtidos considerando 

distribuição a priori não-informativa têm um comportamento similar, assim como a 

volatilidade estimada, e são dados no apêndice A.7. 

 

Podemos observar ainda que os resíduos mostram-se menos correlacionados do que 

aqueles obtidos com o ajuste da série a um modelo ARCH(7). 
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Figura 5.52: Análise de resíduos - Série Telebrás 

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori informativa. 
 

 

 
Figura 5.53: Volatilidade Estimada - Série Telebrás. 

 

 

A Tabela 5.24 a seguir mostra os valores dos critérios de seleção dos modelos 

ajustados à série Telebrás. 

 

Tabela 5.24: Critérios de seleção de modelos - Série Telebrás. 
     

Modelo AIC BIC CPO – PI CPO - PNI 
ARCH(7) -3,39802 -3,35432 1,28314e+027 1,25315e+027 

AR(2)-ARCH(6) -3,39955 -3,35887 1,33424e+027 1,34514e+027 
     

 



 79

Os valores calculados para os critérios de seleção mostram que o modelo AR(2)-

ARCH(6) se ajusta melhor aos dados do que o modelo ARCH(7), confirmando a conclusão 

descrita através da análise gráfica dos resíduos.  

 

A análise da série de retornos Telebrás mostra ainda que as estimativas de Máxima 

Verossimilhança e Bayesianas dos parâmetros do modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado à série 

estão próximas. Observamos também que os intervalos de confiança foram melhorados pelo 

método Bootstrap e que os mesmos foram mais precisos do que os Bayesianos para alguns 

parâmetros, no caso de distribuição a priori não-informativa. Porém, no caso de distribuição a 

priori informativa, podemos melhorar o ajuste do modelo AR(2)-ARCH(6) de forma 

significativa. Este fato mostra que a utilização de informação a priori pode nos levar a um 

modelo mais representativo da série, uma vez que os critérios AIC, BIC e o CPO concordam 

com o modelo ajustado. 
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CAPÍTULO 6  
Um Estudo Comparativo entre as Abordagens 
Bayesiana e de Máxima Verossimilhança para Modelos 
ARCH(q) 
 

 

 

6.1. Introdução 
 

Neste capítulo apresentamos um estudo que tem por objetivo comparar a abordagem 

Bayesiana e a abordagem de Máxima Verossimilhança na inferência dos parâmetros de 

processos ARCH(q). Usando séries simuladas de modelos ARCH(q), esta comparação é feita 

através das estimativas Bayesianas obtidas das distribuições a posteriori geradas com técnicas 

de simulação MCMC e das estimativas de Máxima Verossimilhança dos parâmetros obtidas 

numericamente. Neste estudo mostramos empiricamente o desempenho (ou robustez) do 

método de estimação com relação à ordem do modelo e a desvios das condições de 

estacionariedade.  

 

Para a estimação dos parâmetros jα  destes modelos, foram simuladas 500 séries 

independentes (seqüências diferentes do ruído branco tε  expresso em (2.41)) para os modelos 

ARCH(2) e ARCH(5). Cada série tem 1000 valores originalmente, dos quais são descartados 

os primeiros 500 valores para evitar o efeito das condições iniciais. Os 500 valores restantes 

foram usados para estimar os parâmetros do modelo ARCH(q), sendo que no final cada um 

dos parâmetros tem 500 estimativas diferentes geradas pela abordagem de Máxima 

Verossimilhança. Nesta abordagem, através da técnica Bootstrap, usamos os percentis 2,5% e 
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97,5% das estimativas pontuais de cada parâmetro como estimativa do intervalo com 95% de 

confiança para cada um dos parâmetros. Na abordagem Bayesiana, cada um dos parâmetros 

também tem 500 estimativas diferentes geradas pelo método MCMC. Nesta abordagem, pelo 

mesmo procedimento, usamos os percentis 2,5% e 97,5% das estimativas obtidas pelo método 

MCMC, geradas da distribuição a posteriori conjunta. A média aritmética das estimativas 

Bayesianas representa o valor final do parâmetro qjj ,...,1,0,ˆ =α  (seção 4.4.1). Além disso, a 

abordagem Bayesiana foi realizada a partir da distribuição a priori informativa proposta para 

modelos ARCH(q), expressa pela equação (3.19) na seção 3.2.1, e do algoritmo Metropolis-

Hastings enunciado na seção 4.4.1. 

 

Devemos ressaltar que a comparação feita neste trabalho só pode ser aplicada em 

situações hipotéticas, nas quais os parâmetros verdadeiros dos modelos são conhecidos. 

Mesmo não sendo realista, esta situação ilustra a potencialidade de cada técnica quanto à 

precisão na estimação dos parâmetros na ausência dos valores verdadeiros dos mesmos. 

 

O desempenho das duas abordagens em estudo é comparado através da raiz quadrada 

do erro quadrático médio (RMSE) e, o erro percentual absoluto médio (MAPE) entre os 

valores reais dos parâmetros ( jα ) e os valores estimados ( jα̂ ) por cada uma das técnicas. Os 

erros de estimação RMSE e MAPE são dados, respectivamente, por: 
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     (6.2) 

 

em que qj ,...,1,0=  e 500=K , ou seja, é o tamanho da série de estimativas. 

A qualidade das estimativas também é avaliada através dos intervalos de credibilidade 

(abordagem Bayesiana) e dos intervalos de confiança (abordagem de Máxima 

Verossimilhança). Como já mencionado antes, estes intervalos indicam o grau de certeza com 

que se pode encontrar o valor real do parâmetro dentro da faixa por eles especificada. Assim, 

quanto menor for a largura do intervalo, melhor é o método de estimação.  
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6.2. Aplicações 

 

Os coeficientes dos modelos ARCH(2) e ARCH(5) simulados estão na Tabela 6.1. 

Devemos notar que o modelo ARCH(2) - M3 viola a restrição de estacionaridade na 

covariância ( )121 <+αα . Este modelo foi adotado propositadamente para verificarmos a 

robustez das duas técnicas nesta situação. Os parâmetros da transformação usada na técnica 

Bayesiana, definida pela expressão 3.4, são dados na Tabela 6.2. 

 

Tabela 6.1: Parâmetros dos Modelos Simulados. 
       

Modelo 0α  1α  2α  3α  4α  5α  
ARCH(2) - M1 1,00 0,80 0,15 - - - 
ARCH(2) - M2 1,00 0,50 0,20 - - - 
ARCH(2) - M3 1,00 0,90 0,20 - - - 

ARCH(5) 1,00 0,50 0,20 0,15 0,08 0,05 
       

 

Tabela 6.2: Parâmetros da Transformação (3.4). 
     

 M1 M2 M3 ARCH(5) 
00 ,ba  0,85;1,15 0,85;1,15 0,85;1,15 0,85;1,15 

11 ,ba  0,65;0,95 0,35;0,65 0,75;1,05 0,35;0,65 

22 ,ba  0,00;0,30 0,00;0,40 0,00;0,40 0,00;0,40 

33 ,ba  - - - 0,00;0,30 

44 ,ba  - - - 0,00;0,16 

55 ,ba  - - - 0,00;0,10 
2
iσ  1,00 1,00 1,00 1,00 

     

 

 

Na implementação do algoritmo Metropolis-Hastings, para cada parâmetro foi 

simulada uma cadeia com 5000 iterações, descartado 50% dos valores para diminuir o efeito 

das condições iniciais, e então tomados valores espaçados de 5 em 5, totalizando uma amostra 

de tamanho 500. Este processo é repetido 500 vezes a fim de se obter 500 estimativas para 

cada um dos parâmetros. A convergência do algoritmo foi verificada pelo critério de Geweke 

(1992), a qual ocorreu sempre para todos os parâmetros. 

 

Os gráficos da Figura 6.1 apresentam a distribuição empírica (histograma) das 

estimativas de Máxima Verossimilhança (MV) dos parâmetros do modelo M1. Os gráficos 

para os modelos M2 e M3 são semelhantes aos do modelo M1 e estão apresentados no 

Apêndice A.6. 
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Figura 6.1: Histograma das Estimativas de MV - Modelo M1. 

 

A Figura 6.2 apresenta os histogramas para as amostras geradas via MCMC da 

distribuição a posteriori dos parâmetros 10 ,αα  e 2α .  

 

 
Figura 6.2: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo M1. 

 

Os erros de estimação para cada um dos modelos ARCH(2) listados na Tabela 6.1 são 

apresentados na Tabela 6.3, assim como os intervalos de credibilidade de 95% para as 

estimativas Bayesianas e os intervalos de confiança de 95% para as estimativas de Máxima 

Verossimilhança (ML).  

 

Tabela 6.3: Estimativas de MV e Bayesianas - Modelos ARCH(2). 
     

Modelo M1 α̂  RMSE MAPE IC(95%) 
              Bayes 

0α   

              EMV 

1.0497 

 

1.0342 

0.0215 

 

0.1213 

1.7340 

 

10.1843 

[0.8694,1.1298] 

 

[0.8156,1.2410] 

Bayes 

1α   

              EMV 

0.8114 

 
0.7834 

0.0234 

 
0.0810 

2.3890 

 
8.3347 

[0.6682,0.9309] 

 
[0.6376,0.9475] 

Bayes 

2α   

              EMV 

0.1591 

 

0.1427 

0.0332 

 

0.0389 

18.2335 

 

20.7759 

[0.0065,0.2808] 

 

[0.0745,0.2233] 
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Tabela 6.3 (cont.): Estimativas de MV e Bayesianas - Modelos ARCH(2). 
     

Modelo M2 α̂  RMSE MAPE IC(95%) 
Bayes 

0α   

              EMV 

1.0098 

 

1.0261 

0.1028 

 

0.1665 

1.5850 

 

6.1929 

[0.8099,1.1982] 

 

[0.7418,1.4299] 

Bayes 

1α   

              EMV 

0.5025 

 

0.4836 

0.0920 

 

0.1180 

4.6957 

 

9.2747 

[0.3232,0.6683] 

 

[0.2615,0.7058] 

Bayes 

2α   

              EMV 

0.2202 

 

0.1935 

0.0554 

 

0.0827 

7.6470 

 

16.7062 

[0.1171,0.3279] 

 

[0.1851,0.3726] 
     

Modelo M3 α̂  RMSE MAPE IC(95%) 
Bayes 

0α   

              EMV 

1.0041 
 

1.0315 

0.1056 
 

0.2108 

9.4422 
 

9.9490 

[0.7971,1.1490] 
 

[0.6622,1.5060] 

Bayes 

1α   

              EMV 

0.8981 

 

0.8750 

0.0887 

 

0.1543 

6.0951 

 

7.5496 

[0.7309,1.1164] 

 

[0.5599,1.1625]  

Bayes 

2α   

              EMV 

0.2017 

 

0.1949 

0.0416 

 

0.0746 

15.4412 

 

16.9673 

[0.1208,0.3205] 

 

[0.0429,0.3401] 
     

 

 

Estes resultados mostram que a abordagem Bayesiana apresenta estimativas mais 

precisas do que as estimativas obtidas pela abordagem de Máxima Verossimilhança e, este 

comportamento não muda mesmo quando os parâmetros não satisfazem as condições de 

estacionaridade impostas. O método de Máxima Verossimilhança apresenta um desempenho 

inferior para o modelo não-estacionário. 

 

Para verificarmos o efeito da ordem do modelo na precisão das estimativas, 

consideramos um modelo ARCH(5) cujos parâmetros são dados na Tabela 6.1. Os 

hiperparâmetros das distribuições a priori usados na abordagem Bayesiana são dados na 

Tabela 6.2. Os gráficos da Figura 6.3 apresentam a distribuição empírica (histograma) das 

estimativas de Máxima Verossimilhança dos parâmetros do modelo ARCH(5).  
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Figura 6.3: Histograma das Estimativas de MV - Modelo ARCH(5). 

 

A Figura 6.4 apresenta os histogramas para as amostras geradas via MCMC da 

distribuição a posteriori dos parâmetros 543210   e  ,,,, αααααα  do modelo ARCH(5).  

 

 

 
Figura 6.4: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo ARCH(5). 

 

 

A Tabela 6.4 mostra as estimativas Bayesianas e de Máxima Verossimilhança obtidas, 

além de seus respectivos intervalos e, valores do RMSE e do MAPE para os parâmetros do 

modelo considerado. 
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Tabela 6.4: Estimativas de MV e Bayesianas - Modelo ARCH(5). 
     

ARCH(5) α̂  RMSE MAPE IC(95%) 
              Bayes 

0α   

              EMV 

0.9927 

 

1.0342 

0.0139 

 

0.1537 

1.0930 

 

11.8611 

[0.8720,1.1300] 

 

[0.7518,1.3525] 

Bayes 

1α   

              EMV 

0.4855 

 

0.4958 

0.0281 

 

0.0705 

4.6313 

 

11.3260 

[0.3684,0.6304] 

 

[0.3686,0.6356] 

Bayes 

2α   

              EMV 

0.2208 

 

0.1928 

0.0571 

 

0.0985 

4.5685 

 

19.0299 

[0.1157,0.3273] 

 

[0.0103,0.3934] 

Bayes 

3α   

              EMV 

0.1104 

 
0.1474 

0.0319 

 
0.0466 

17.5301 

 
24.3752 

[0.0160, 0.2774] 

 
[0.0630,0.2411] 

Bayes 

4α   

              EMV 

0.0839 

 

0.0735 

0.0148 

 

0.0462 

15.1766 

 

38.3743 

[0.0090, 0.1507] 

 

[0.0055,0.1431] 

Bayes 

5α   

              EMV 

0.0424 

 

0.0527 

0.0068 

 

0.1050 

11.1104 

 

55.3151 

[0.0063, 0.0922] 

 

[-0.0053,0.1103] 
     

 

De modo similar ao do modelo ARCH(2), os resultados mostram que as estimativas 

Bayesianas apresentam menores RMSE e MAPE do que as estimativas de Máxima 

Verossimilhança. Além disso, os intervalos de credibilidade são mais estreitos do que os 

intervalos de confiança, indicando maior precisão da abordagem Bayesiana em relação à 

abordagem de Máxima Verossimilhança. 

 

É importante enfatizar que a estimativa de Máxima Verossimilhança do parâmetro 5α  

apresenta valor negativo (coluna 5 da Tabela 6.4), violando assim as condições de 

positividade impostas aos parâmetros de modelos ARCH(q). 

 

Finalmente, comparando os valores do RMSE e do MAPE da Tabela 6.4 com os 

valores da Tabela 6.3 podemos concluir que as estimativas de Máxima Verossimilhança se 

tornam menos precisas à medida que a ordem do modelo aumenta.  
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CAPÍTULO 7  
Conclusões e Perspectivas 
 

 

 

7.1. Conclusões 

 

Neste trabalho apresentamos um estudo de modelos auto-regressivos com 

heterocedasticidade (ARCH) e de modelos auto-regressivos com erros ARCH (AR-ARCH), e 

mostramos os procedimentos para a estimação e para a seleção da ordem dos mesmos. As 

estimativas foram obtidas utilizando a abordagem de Máxima Verossimilhança e a abordagem 

Bayesiana. Estes modelos têm por objetivo descrever a volatilidade existente em séries 

financeiras. 

 

As principais contribuições deste trabalho foram as apresentações de estudos 

detalhados, tanto do ponto de vista Clássico quanto do Bayesiano, de dois modelos com 

heterocedasticidade ajustados a séries simuladas e a duas séries específicas do mercado 

financeiro brasileiro: o IBovespa e a Telebrás. 

 

Do ponto de vista Clássico, mostramos que os intervalos de confiança padrão para 

parâmetros de modelos ARCH e de modelos AR-ARCH podem apresentar limites inferiores 

negativos, violando as restrições impostas aos parâmetros dos mesmos, as quais asseguram 

estacionariedade na covariância. Assim, propomos o uso do método de simulação Bootstrap 

paramétrico, para estimarmos de forma mais precisa os intervalos de confiança destes 

modelos.     
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Na análise Bayesiana consideramos uma reparametrização dos modelos estudados e 

adotamos distribuição a priori informativa normal para os parâmetros transformados. Além 

disso, propomos o uso da distribuição a priori não-informativa de Geweke (1989) 

similarmente reparametrizada. O resumo das distribuições a posteriori foi obtido por método 

de simulação de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC), através do algoritmo 

Metropolis-Hastings. 

 

Os resultados deste trabalho mostram que, de um modo geral, a abordagem Bayesiana 

proposta fornece estimativas mais precisas do que a abordagem de Máxima Verossimilhança, 

sendo mais robusta para ordens elevadas dos modelos.  

 

Além disso, os intervalos de confiança obtidos pela técnica convencional violam 

restrições impostas aos parâmetros dos modelos estudados, apesar de serem melhorados com 

o uso do método Bootstrap paramétrico. Este fato não é observado para a abordagem 

Bayesiana, uma vez que a distribuição a priori, e conseqüentemente, o núcleo do algoritmo 

Metropolis-Hastings forem bem escolhidos (levando em conta as restrições do modelo), os 

intervalos de credibilidade também fornecerão estimativas que refletem tais imposições.   

 

Uma outra vantagem da abordagem Bayesiana está na reparametrização proposta, 

proporcionando a estabilidade da convergência, diferentemente da abordagem de Máxima 

Verossimilhança. Esta usa o método de Newton para a obtenção das estimativas, cuja solução 

numérica está bastante sujeita a não-convergência, principalmente para ordens elevadas de 

modelos ARCH(q) e de modelos AR(p)-ARCH(q).  

  

Portanto, apesar do grande esforço computacional exigido pelos algoritmos de 

simulação MCMC, a precisão das estimativas obtidas neste trabalho justifica a abordagem 

Bayesiana como proposta para a estimação de parâmetros de modelos ARCH(q) e de modelos 

AR(p)-ARCH(q) ajustados às séries temporais do mercado financeiro.  

 

7.2. Perspectivas 

 

Como propostas para a continuidade deste trabalho, podemos considerar a previsão de 

valores das séries analisadas utilizando métodos de simulação MCMC, além de um estudo 

comparativo para modelos AR-ARCH visando ressaltar a potencialidade das abordagens de 

Máxima Verossimilhança e Bayesiana através da raiz quadrada do erro quadrático médio e, 
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do erro percentual absoluto médio entre os valores reais dos parâmetros e os valores 

estimados por cada uma das técnicas (como foi realizado para os modelos ARCH no capítulo 

6).  

 

Visto que a distribuição não-condicional das séries de retornos, em geral, tem caudas 

mais pesadas que as de uma distribuição normal e, apesar de simétrica, pode ser caracterizada 

como leptocúrtica, podemos propor também o uso de outras distribuições para o ruído tε , 

como t-Student e Potência Exponencial. 

 

Além disso, podemos estender o estudo analisando modelos AR com erros GARCH, 

sob um enfoque Bayesiano. Os modelos AR-GARCH têm uma estrutura similar à estudada na 

seção 2.1 e pode ser resumida como: 

    ttt zy += βx        (7.1) 

 

    ( )tttt hPy ,~| 1 βx−Ω       (7.2) 
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0 γαα      (7.3) 

 

    βx ttt yz −=         (7.4) 

 

em que ty  representa uma série de retornos, ( )⋅P  é uma distribuição paramétrica, usualmente 

a Normal ou t-Student, tx  representa um vetor de variáveis exógenas que pode incluir valores 

de ty  defasados no tempo, β  é um vetor de parâmetros desconhecidos, 1−Ω t  representa o 

conjunto de informações disponíveis até o instante 1−t  e tz  é um erro que satisfaz o modelo 

    ttt hz ε2/1=            (7.5) 

 

em que { tε , 0≥t } é uma seqüência de ruído branco )1,0( ... Ndii  independente de tx . 

Como os modelos GARCH(q,r) podem ser escritos como ARCH(∞ ), o ajuste de 

modelos AR-GARCH à séries de retornos tende a ser mais vantajoso em relação aos 

processos AR-ARCH, pois ordens elevadas podem ser evitadas, melhorando ainda mais a 

qualidade do ajuste e, conseqüentemente, da inferência destes modelos. 
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APÊNDICE A.1  
Modelos Auto-Regressivos 
 

 

 
1. Introdução 

 

 Se no modelo de regressão proposto por Engle (1982), definido pelas expressões (2.1)-

(2.4), tz  é um ruído branco, ou seja, uma seqüência de variáveis aleatórias não 

correlacionadas, com média zero e variância constante 2σ , então, temos um modelo linear 

auto-regressivo de ordem p, AR(p), cujo valor corrente do processo ty  é expresso como uma 

combinação linear de seus p valores passados ( )′= −−− ptttt yyy ,...,, 21x  e do ruído branco tz . 

Logo, o modelo pode ser escrito da seguinte forma: 

    ttt zy += βx        (1) 

 

    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Ω −

2
1 ,~| σβttt xPy      (2) 

 

    βx ttt yz −=        (3) 

 

em que ( )⋅P  é uma distribuição paramétrica, tx  representa um vetor de variáveis exógenas, β  

é um vetor de parâmetros desconhecidos e 1−Ω t  representa o conjunto de informações 

disponíveis até o instante 1−t . Vamos considerar ainda que o ruído branco tz  é um processo 

i.i.d. ( )1,0 −τN , sendo 01
2 >=

σ
τ . 

Para que o processo AR(p) seja estacionário, todas as raízes do polinômio ∑
=

−
p

i

i
il

1
1 β  

( l : operador translação) devem estar fora do círculo de raio unitário. 
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2. Função de Verossimilhança 

 

Consideremos uma trajetória observada { }Ttyt ,...,2,1 , ==Y  do processo ty . Então, a 

função de verossimilhança de ty , Tpt ,...,1+= , condicionada às p  primeiras observações 

(assumindo que elas são conhecidas) pode ser escrita como:  

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−∝ ∏

+=

2

1

2/1

2
exp, βxβ tt

T

pt

yL τττ     (4) 

 

em que ( )′= pββ ,...,1β  e 0>τ .  

 Podemos ainda escrever a expressão (4) na forma matricial (Oliveira, 1998): 

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−−∝

−
HβxHβxβ

2
exp, 2

1 τττ
pT

L    (5) 

 

onde ( )′= + Tp yy ,...,1x , ( )′= pββ ,...,1β , 0>τ  e  

 

   

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′

−

−−−

−+−

−++

pT

Tppp

Tppp

Tppp

yyyy

yyyy

yyyy

yyyy

                        
                                      

                    

                  

                  

321

312

211

121

L

MMMM

L

L

L

H     (6) 

Mas,  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )βHxβHxββΣββHβxHβx 1 ˆˆˆˆ −
′

−+−
′

−=−′− −    (7) 

 

onde ( ) ( )xHHHβ ′′= −1ˆ  e HHΣ 1 ′=− . Assim, a função de verossimilhança condicionada às p 

primeiras observações é dada por (Box & Jenkins, 1976; Andrade & Barreto, 2000): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

′
−+−

′
−−∝ −−

βHxβHxββΣβββ 1 ˆˆˆˆ
2

exp, 2
1 τττ

pT
L    (8) 

  

O logaritmo natural da função de verossimilhança (8) é dado por: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

′
−+−

′
−−−∝ − βHxβHxββΣβββ 1 ˆˆˆˆ

2
ln

2
1, τττ pTl  (9) 
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 Diferenciando a função (9) em relação a τ  e em relação a β  obtemos: 

( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−−

−
=

∂
∂ HβxHβxβ

2
1

2
,

ττ
τ pTl     (10) 

   ( ) ( )HβxH
β
β

−′=
∂

∂ ττ,l       (11) 

 

Igualando estas expressões a zero e resolvendo as equações resultantes, obtemos os 

estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros τ  e β  de um modelo AR(p).  

Assim, os estimadores β̂  e  τ̂  são obtidos diretamente das expressões (10) e (11): 

  ( ) ( ) ( )HβxHβx −′−
−

=−

pT
1ˆ 1τ      (12) 

( ) ( )xHHHβ ′′= −1ˆ        (13) 

 

onde ( )′= + Tp yy ,...,1x , ( )′= pββ ,...,1β , 0>τ  e H  é a matriz definida em (6).   
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APÊNDICE A.2  
Método de Simulação Bootstrap 
 

 

 
1. O Método Bootstrap  

 

O Bootstrap é um método computacional para avaliar precisão de estimativas e testes, 

usando o esforço computacional, sem necessidade de muitas suposições ou desenvolvimentos 

analíticos complicados. O método foi proposto por Efron (1979) e tem ajudado na solução dos 

mais diversos problemas estatísticos. 

 

 A idéia principal do método Bootstrap é tratar os dados como se fosse a população e 

retirar amostras (com reposição) dos dados como se fosse uma amostragem da população. O 

método consiste em repetir este procedimento um grande número de vezes (digamos, R), 

calculando para cada amostra obtida a quantidade de interesse. Então, com os R valores das 

quantidades de interesse, estima-se suas distribuições desconhecidas. 

  

Se comparado a outras técnicas, o método Bootstrap teve sua difusão um tanto tardia, 

devido a sua dependência do uso intensivo de cálculos computacionais. Os progressos da 

informática experimentados nas últimas décadas do século XX possibilitaram a popularização 

do uso do computador e incrementaram o surgimento e acesso a softwares matemáticos e 

estatísticos. Conseqüentemente, as aplicações de métodos Bootstrap às mais diferentes áreas 

da estatística se intensificaram. 

  

Ao usuário de inferência estatística, compete o entendimento de que a amostra obtida 

em seu experimento é apenas uma dentre várias ou infinitas possibilidades. A estimativa θ̂  de 

θ  obtida em sua amostra, poderia ser diferente em alguma outra amostra obtida da mesma 

população, através do mesmo processo de amostragem. Realizando o experimento uma única 

vez, o pesquisador tem em mãos apenas uma destas possíveis estimativas θ̂ . Para serem 

obtidas inferências para θ  pode ser utilizada a normalidade assintótica dos estimadores de 
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Máxima Verossimilhança. A utilização de propriedades assintóticas é direcionada pelo 

tamanho da amostra, que deve ser suficientemente grande. 

  

Pode ser usado o método Bootstrap paramétrico e/ou o método Bootstrap não-

paramétrico na construção de intervalos de confiança e testes de hipóteses. No Bootstrap 

paramétrico, as estimativas de Máxima Verossimilhança são obtidas por meio do modelo 

ajustado, isto é, os dados são gerados do modelo ajustado com os valores dos parâmetros 

fixados nas estimativas de Máxima Verossimilhança obtidas da amostra original; e no 

Bootstrap não-paramétrico, as estimativas de Máxima Verossimilhança são baseadas em R 

reamostras com reposição obtidas da amostra original. O Bootstrap não-paramétrico é mais 

robusto contra suposições distribucionais, ao passo que o Bootstrap paramétrico é mais 

eficiente quando as suposições paramétricas são verdadeiras. Maiores detalhes sobre a técnica 

Bootstrap podem ser encontrados em Wehrens et al (2000).  

 

2. Intervalo de Confiança via Método Bootstrap 

 

 Em inferência estatística temos interesse na quantificação do erro cometido ao se 

estimar um parâmetro de interesse θ̂  através de θ . Uma estratégia usual para a busca de 

medidas de incerteza, que expressem este erro, é a estimação do erro padrão de θ . Entretanto, 

métodos analíticos para a obtenção destas medidas nem sempre são disponíveis, ou 

constituem processos altamente complexos, enquanto métodos assintóticos, nos quais a 

construção de intervalos de confiança é baseada, dependem de aproximações nem sempre 

alcançadas. Neste contexto, o método Bootstrap constitui uma eficiente alternativa, 

fornecendo estimativas do erro padrão de θ̂  livres de complexidades algébricas e 

possibilitando a obtenção de intervalos de confiança sem necessidade de pressupostos sobre a 

distribuição do estimador. 

  

Desta forma, o método Bootstrap é utilizado para a obtenção de estimativas 

intervalares empíricas para os estimadores dos parâmetros de interesse, através da 

reamostragem do conjunto de dados originais.   

  

Seja µ  o parâmetro de interesse. Para cada amostra, devemos calcular a estimativa de 

Máxima Verossimilhança para µ , e temos no final de R reamostragens, **
1 ˆ...ˆ Rµµ <<  valores 

das estimativas de Máxima Verossimilhança ordenadas. Utilizamos, então, 
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( ) ( )
  ˆ  e  ˆ *

2
112

*

2
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

αα µµ
RR

como sendo os limites inferiores e superiores do intervalo 

100 ( )%1 α−  de confiança para µ . Em geral, o número de reamostragens R é fixado em 999. 

 

Desta forma, através de 
( ) ( )

  ˆ  e  ˆ *

2
112

*

2
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

αα µµ
RR

podemos obter intervalos de 

confiança percentil Bootstrap 100 ( )%1 α−  para o parâmetro de interesse.  

  

Segundo Efron (1979), intervalos Bootstrap também são aproximados, entretanto, 

oferecem melhores aproximações do que os intervalos de confiança padrão.            
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APÊNDICE A.3  
Inferência Bayesiana 
 

 

 
1. Introdução 

 

 A abordagem Bayesiana é adequada quando ocorrem situações nas quais os dados 

avaliados são incompatíveis com modelos simples e, outros modelos mais realistas 

(conseqüentemente mais complexos) são necessários. 

  

Como na inferência clássica, a inferência Bayesiana utiliza observações y, cujo valor é 

inicialmente incerto e descrito através de uma distribuição de probabilidades ( )θ|yf . A 

quantidade θ  serve como indexador da família de distribuições das observações, 

representando características de interesse que se deseja conhecer para ter uma descrição 

completa do processo. Se o pesquisador tem informações sobre esta quantidade, então, é 

possível que esse conhecimento prévio seja incorporado à análise. O método clássico não 

admite estas informações por não serem observáveis, mas o Bayesiano as incorpora à analise 

através de uma densidade ( )θπ , mesmo que estas informações não sejam muito precisas. 

  

Dadas as informações y  obtidas sobre um modelo paramétrico ( )θ|yf , o 

procedimento de inferência Bayesiana é baseado na forma familiar do Teorema de Bayes, 

dada por (Box & Tiao, 1973): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫

=
θθπθ

θπθθ
dxl

xlyp
|
||      (1) 

 

em que ( )yp |θ  é chamada de distribuição a posteriori, que resulta da combinação da função 

de verossimilhança ( )xl |θ  com a distribuição a priori ( )θπ . Portanto, a distribuição a 

posteriori representa a distribuição de probabilidade de θ  após observar o valor y , que passa 

a fazer parte do conjunto de informação disponível. Se o interesse é específico em algum 
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componente de θ , digamos ( )kii ,...,1, =θ , a distribuição marginal correspondente pode ser 

facilmente obtida integrando a distribuição conjunta ( )yp |θ , isto é, 

( ) ( ) ( )∫ −= ii dxlyp θθπθθ ||      (2) 

 

na qual o termo i−  implica a integração de todos os componentes exceto i−θ . Se inferências 

sumárias na forma de esperanças a posteriori são requeridas, elas são obtidas por: 

     ( )( ) ( ) ( )∫= θθπθψθψ dyyE ||  

 

 para uma escolha ( )θψ  de interesse. 

 Nas últimas décadas, alguns métodos numéricos têm sido desenvolvidos para resolver 

as questões mencionadas acima. Dentre os métodos numéricos baseados em amostragem 

destacam-se os métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Estes são mais 

simples para implementação e não apresentam restrições quanto ao número de parâmetros a 

serem estimados.  

 

2. Métodos de Simulação de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) 

 

 O método de simulação de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) é uma forma 

de integração de Monte Carlo. A idéia é simular uma cadeia de Markov irredutível aperiódica 

cuja distribuição estacionária é a distribuição de interesse ( )yp |θ , ou seja, a distribuição a 

posteriori. Existem dois métodos para gerar cadeia de Markov com distribuição estacionária 

especificada. O Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995), que tem sido usado por 

muitos anos em física estatística; e o Gibbs Sampler, que foi trazido para a literatura 

estatística por Gelfand & Smith (1990).  

É importante observar que o uso destes algoritmos, em geral, é necessário se a geração 

não iterativa da distribuição da qual se deseja obter uma amostra for muito complicada ou 

custosa (Gamermam, 1996).   

 

O Algoritmo Metropolis-Hastings 

 

Quando as distribuições condicionais a posteriori não são facilmente identificadas 

como possuidoras de uma forma padrão (normal, gama, etc.), que impossibilita a geração 

direta a partir destas distribuições, usa-se o algoritmo Metropolis-Hastings. Esta técnica 
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requer um núcleo, isto é, uma densidade de transição ( )*,θθq , que não necessariamente tem 

probabilidade de equilíbrio π , mas que represente uma regra de passagem que defina uma 

cadeia. Considere também a probabilidade de aceitação ( )( )*1 ,θθ −rp  definida abaixo. O 

algoritmo segue os seguintes passos: 

 

Passo 1: Atribua um valor inicial ( )0θθ =  e inicie o contador de iterações em 1=r . 

Passo 2: Mova a cadeia para um novo valor de *θ  gerado da densidade ( )( )*1 ,θθ −rq . 

Passo 3: Gere u da distribuição uniforme ( )1,0 . 

Passo 4: Aceite o valor gerado *θ  se  

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≤ −−

−
−

*11

1**
*1

,,
,,1min,

θθθπ
θθθπθθ rr

r
r

q
qpu  

   Caso contrário, fique com ( ) ( )1−= rr θθ . 

Passo 5: Incremente r e volte ao passo 2. 

 

Assim, para r suficientemente grande, ( )rθ  é uma amostra da distribuição a posteriori 

( )θπ . Para o caso vetorial ( )kθθ ,...,1=θ , teremos uma densidade de transição dada por 

( )*,θθq  e uma probabilidade de aceitação dada por ( )( )*1 ,θθ −rp , e devemos proceder da 

mesma forma.         

 

3. Diagnósticos de Convergência 

 

 Os métodos MCMC são uma ótima ferramenta para a resolução de muitos problemas 

práticos, porém, alguns problemas surgem com o uso dos mesmos. Dentre eles podemos 

destacar: o número necessário de iterações para se obter convergência, a possibilidade das 

iterações iniciais da amostra serem influenciadas pelos valores iniciais dos parâmetros e, 

ainda, de as seqüências de valores apresentarem correlações entre os parâmetros. Não existe 

uma técnica geral para resolver estas questões, mas, existem métodos de verificação de 

convergência baseados nas propriedades da cadeia de Markov, que indicam a convergência ou 

não, da amostra selecionada para a distribuição marginal. 

 Uma avaliação da convergência pode ser feita preliminarmente analisando os gráficos 

ou as medidas descritivas obtidas a partir dos valores simulados para os parâmetros de 

interesse. Os gráficos mais freqüentes são os gráficos da quantidade de interesse estimada ao 

longo das iterações e o gráfico da estimativa da distribuição marginal a posteriori deste 
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parâmetro. As medidas descritivas são a média, o desvio-padrão e os quantis. Uma outra 

avaliação da convergência pode ser feita usando algumas técnicas de diagnóstico. As técnicas 

mais populares são descritas por Geweke (1992), Gelman & Rubin (1992), Raftery & Lewis 

(1992) e Heidelberger & Welch (1983). Cowles & Carlin (1996) comparam alguns métodos 

concluindo que, apesar deles detectarem comumente os problemas na convergência, estas 

técnicas também podem falhar no seu propósito, não sendo possível afirmar qual delas é mais 

eficiente. Por isso, é recomendável que o uso destes diagnósticos seja combinado com a 

análise gráfica e com as medidas descritivas. 

 Neste trabalho, além da análise gráfica e das medidas descritivas, usamos o 

diagnóstico de Geweke para avaliar a convergência.  
 

Critério de Diagnóstico de Geweke 

 

 O diagnóstico de Geweke (1992) foi desenvolvido para indicar a convergência da 

média a posteriori de uma função da quantidade amostrada, ( )θg , em uma única cadeia, isto 

é, os valores ( )( )ig θ  são calculados a cada iteração da simulação, formando uma série 

temporal. A partir da cadeia, a variância assintótica ( )0gS  da medida de ( )θg  pode ser 

estimada. De uma forma resumida, o diagnóstico consiste nos seguintes passos: 
 

Passo 1:  Divida a cadeia gerada de tamanho N em duas seqüências, em que a primeira 

possui as aN  primeiras iterações e a segunda, as bN  últimas iterações.  

Passo 2: Calcule as médias ba mm   e   e as variâncias assintóticas ( ) ( )0ˆ  e  0ˆ
ba SS , 

respectivamente. As variâncias são determinadas pela estimação da densidade espectral.  

Passo 3:  Se a cadeia completa for estacionária, as médias ba mm   e   destas seqüências 

estarão próximas.  
 

Pode-se mostrar que, se as razões     e  
N
N

N
N ba são fixas e N ∞→ , 

( ) ( )
( )1,0~

0ˆ0ˆ
N

N
S

N
S

mm

b

b

a

a

ba

+

− . 

Assim, um teste pode ser construído e, se a diferença padronizada entre as médias for 

muito grande, existe indicação de não convergência. Geweke (1992) sugere que as médias 

sejam construídas após algumas iterações iniciais terem sido descartadas e que 

  5.0  e  1.0 NNNN ba == . 
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APÊNDICE A.4 
Gráficos da Seção 5.2 
 

 

 

Apresentamos neste apêndice os gráficos obtidos através da abordagem Bayesiana 

para modelos ARCH(q), referentes ao capítulo 5 (seção 5.2). As figuras representam os 

trezentos últimos valores gerados para os parâmetros dos modelos ARCH(q) ajustados às 

séries IBovespa ( 3=q ) e Telebrás ( 7=q ) considerando distribuição a priori informativa e 

distribuição a priori não-informativa. Estes gráficos mostram a convergência gráfica dos 

parâmetros obtida através do algoritmo de simulação Metropolis-Hastings. 
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Figura 1: Valores gerados para os parâmetros do modelo ARCH(3) ajustado à série 
IBovespa considerando distribuição a priori informativa. 
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Figura 2: Valores gerados para os parâmetros do modelo ARCH(3) ajustado à série 
IBovespa considerando distribuição a priori não-informativa. 
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Figura 3: Valores gerados para os parâmetros do modelo ARCH(7) ajustado à série 
Telebrás considerando distribuição a priori informativa. 

 



 102

 

0 50 100 150 200 250 300
6

6.2

6.4

6.6

6.8

7

7.2

7.4

7.6

7.8

8
x 10

-4

a0
0 50 100 150 200 250 300

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

a1
0 50 100 150 200 250 300

0.1

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0.16

0.17

0.18

0.19

0.2

a2  

0 50 100 150 200 250 300
0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

a3
0 50 100 150 200 250 300

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

a4
0 50 100 150 200 250 300

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

a5  

0 50 100 150 200 250 300
0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

a6
0 50 100 150 200 250 300

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

a7  

Figura 4: Valores gerados para os parâmetros do modelo ARCH(7) ajustado à série 
Telebrás considerando distribuição a priori não-informativa. 
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APÊNDICE A.5  
Gráficos da Seção 5.3 
 

 

 

Nesta seção apresentamos os gráficos obtidos através da abordagem Bayesiana para 

modelos AR(p)-ARCH(q), referentes ao capítulo 5 (seção 5.3). As figuras representam os 

trezentos últimos valores gerados para os parâmetros dos modelos AR(p)-ARCH(q) ajustados 

às séries IBovespa ( 3  e  6 == qp ) e Telebrás ( 6  e  2 == qp ) considerando distribuição a 

priori informativa e distribuição a priori não-informativa. Estes gráficos mostram a 

convergência gráfica dos parâmetros obtida através do algoritmo de simulação Metropolis-

Hastings. 
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Figura 1: Valores gerados para os parâmetros do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado à 
série IBovespa considerando distribuição a priori informativa. 
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Figura 1 (cont.): Valores gerados para os parâmetros do modelo AR(6)-ARCH(3) 
ajustado à série IBovespa considerando distribuição a priori informativa. 
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Figura 2: Valores gerados para os parâmetros do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado à 
série IBovespa considerando distribuição a priori não-informativa. 
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Figura 2 (cont.): Valores gerados para os parâmetros do modelo AR(6)-ARCH(3) 
ajustado à série IBovespa considerando distribuição a priori não-informativa. 
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Figura 3: Valores gerados para os parâmetros do modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado à 
série Telebrás considerando distribuição a priori informativa. 
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Figura 4: Valores gerados para os parâmetros do modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado à 
série Telebrás considerando distribuição a priori não-informativa. 
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APÊNDICE A.6  
Gráficos do Capítulo 6 
 

 

 

Apresentamos neste apêndice os gráficos obtidos no estudo comparativo entre as 

abordagens de Máxima Verossimilhança e Bayesiana, considerando distribuição a priori 

informativa, para modelos ARCH(q), referentes ao capítulo 6. As figuras mostram a 

distribuição empírica (histograma) das estimativas de Máxima Verossimilhança e das 

estimativas Bayesianas dos parâmetros do processo ARCH(2) – modelo M2 e do processo 

ARCH(2) – modelo M3.  

 

 

  
Figura 1: Histograma das Estimativas de Máxima Verossimilhança - Modelo M2. 

 

 

 

 
Figura 2: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo M2. 
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 Figura 3: Histograma das Estimativas de Máxima Verossimilhança - Modelo M3. 

 

 

 

 
Figura 4: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo M3. 
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APÊNDICE A.7  
Análise de Resíduos e Volatilidade Estimada 
 

 

 

Nesta seção apresentamos os gráficos obtidos através das abordagens de Máxima 

Verossimilhança e Bayesiana para modelos AR(p)-ARCH(q) e ARCH(q), referentes ao 

capítulo 5 (seção 5.2 e seção 5.3). As figuras a seguir representam a análise de resíduos e as 

volatilidades estimadas obtidas pelas estimativas Bayesianas, com distribuição a priori não-

informativa, e pelas estimativas de Máxima Verossimilhança dos parâmetros dos modelos 

ARCH(q) ajustados às séries IBovespa ( 3 =q ) e Telebrás ( 7=q ), respectivamente.   

 

 

 
Figura 1 – Análise de resíduos – Série IBovespa 

Abordagem de Máxima Verossimilhança. 
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         Figura 2 – Análise de resíduos – Série IBovespa  

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa. 
 
 
 

 
Figura 3 – Volatilidade Estimada 

Modelo ARCH(3) ajustado à série IBovespa. 
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Figura 4 – Análise de resíduos – Série Telebrás 

Abordagem de Máxima Verossimilhança. 
 
 
 

 
Figura 5 – Análise de resíduos – Série Telebrás  

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa.  
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Figura 6 – Volatilidade Estimada 

Modelo ARCH(7) ajustado à série Telebrás. 
 

 

As figuras a seguir mostram a análise de resíduos e as volatilidades estimadas obtidas 

pelas estimativas Bayesianas, com distribuição a priori não-informativa, e pelas estimativas de 

Máxima Verossimilhança dos parâmetros dos modelos AR(p)-ARCH(q) ajustados às séries 

IBovespa ( 3  e  6 == qp ) e Telebrás ( 6  e  2 == qp ), respectivamente.  

 

 
Figura 7 – Análise de resíduos – Série IBovespa 

Abordagem de Máxima Verossimilhança. 
 

 

 
 



 113

 
 
 

 
Figura 8 – Análise de resíduos - Série IBovespa  

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa. 

 

 

 
Figura 9 – Volatilidade Estimada 

Modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado à série IBovespa. 
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    Figura 10 – Análise de resíduos - Série Telebrás 

Abordagem de Máxima Verossimilhança. 
 
 
 

 
Figura 11 – Análise de resíduos - Série Telebrás  

Abordagem Bayesiana com distribuição a priori não-informativa. 
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Figura 12 – Volatilidade Estimada 

Modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado à série Telebrás. 
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