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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre modelos auto-regressivos com
heterocedasticidade (ARCH) e modelos auto-regressivos com erros ARCH (AR-ARCH).
Apresentamos 0s procedimentos para a estimacdo dos modelos e para a selecdo da ordem dos
mesmos. As estimativas dos parametros dos modelos sdo obtidas utilizando duas técnicas
distintas: a inferéncia Classica e a inferéncia Bayesiana. Na abordagem de Maxima
Verossimilhanca obtivemos intervalos de confianca usando a técnica Bootstrap e, na
abordagem Bayesiana, adotamos uma distribuicdo a priori informativa e uma distribuicdo a
priori ndo-informativa, considerando uma reparametrizacdo dos modelos para mapear 0
espaco dos parametros no espaco real. Este procedimento nos permite adotar distribuigédo a
priori normal para os parametros transformados. As distribuicdes a posteriori sdo obtidas
através dos métodos de simulacdo de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). A
metodologia é exemplificada considerando séries simuladas e séries do mercado financeiro
brasileiro.



Abstract

In this work we present a study of autoregressive conditional heteroskedasticity models
(ARCH) and autoregressive models with autoregressive conditional heteroskedasticity errors
(AR-ARCH). We also present procedures for the estimation and the selection of these models.
The estimates of the parameters of those models are obtained using both Maximum
Likelihood estimation and Bayesian estimation. In the Maximum Likelihood approach we get
confidence intervals using Bootstrap resampling method and in the Bayesian approach we
present informative prior and non-informative prior distributions, considering a
reparametrization of those models in order to map the space of the parameters into real space.
This procedure permits to choose prior normal distributions for the transformed parameters.
The posterior distributions are obtained using Monte Carlo Markov Chain methods (MCMC).
The methodology is exemplified considering simulated and Brazilian financial time series.
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CAPITULO 1

Introducio

1.1. Introducao e Revisao Bibliografica

A andlise grafica de séries financeiras revela que estas apresentam uma elevada taxa
de mudanca da variancia em alguns periodos de tempo. A raiz quadrada desta taxa (desvio-
padrdo) é chamada de volatilidade. Entender como a volatilidade muda com o tempo é
fundamental para o mercado financeiro, influenciando na avaliagdo do risco de investimentos
e na apreciacao de ativos. Ela determina o grau de variacdo do preco do ativo no futuro, ou
seja, um baixo valor da mesma implica em pequenas alteracdes no futuro (baixo risco),

enquanto que um alto valor implica em variagOes significativas (alto risco).

Seja p, o preco de um determinado ativo no instante # normalmente um dia de

negocio. Suponha, primeiramente, que nao haja dividendos pagos no periodo. A variacao de

precos entre o instantes #—1 e ¢ é dada por Ap, = p, — p,, € a variacdo relativa de pregos ou

retorno liquido simples deste ativo, entre 0s mesmos instantes, é definido por:

- A
r = P = Pia _ 2P (1.1)
Pia Pia
Podemos notar que 7, =Pt 1.0 retorno 1+r = Pt ¢ chamado de retorno bruto

pt—l pt—l
simples. Usualmente », € expresso em porcentagem, relativamente ao periodo (um dia, um

més, um ano, etc.), sendo também chamado de taxa de retorno.

1



Denotando P, =In p,, temos 0 retorno composto continuamente ou simplesmente /og-

retorno, dado por:

R = In[ij =In(l+7)=P,~P_, (1.2)
pt—l

Esta definichio é comumente utilizada e, neste trabalho, R, serd chamado

t

simplesmente de reforno (Morettin & Toloi, 2004). Podemos observar que R, = Aln(p,), ou

seja, tomamos o logaritmo dos precos e depois a primeira diferenca. Na pratica é preferivel
trabalhar com retornos, que séo livres de escala, do que com pregos, pois 0s primeiros tém

propriedades estatisticas mais interessantes (como estacionariedade e ergodicidade).

A caracterizagdo das propriedades estatisticas das séries de retornos é essencial para
uma correta aplicacdo de modelos aos dados, que permitam inferir a respeito das
caracteristicas deste retorno, sobretudo no que diz respeito a média e a variancia, que vao
determinar o retorno esperado e a previsdo da volatilidade para os proximos periodos. Esta
determinacdo é fundamental para a decisdo de investimentos ndo apenas no ativo como

também em seus derivativos.

Em geral, os retornos sdo ndo-autocorrelacionados e 0s quadrados dos mesmos
autocorrelacionados; apresentam agrupamentos de volatilidade ao longo do tempo; a
distribuicdo nao-condicional destas séries tem caudas mais pesadas que as de uma distribuicao
normal e, embora seja aproximadamente simétrica, em geral, a distribuicdo é leptocurtica.
Além disso, algumas séries de retornos sdo nao-lineares, ou seja, respondem de maneira
diferente a choques grandes ou pequenos, ou ainda, choques positivos ou negativos (Morettin
& Toloi, 2004).

Existe uma ampla variedade de modelos nao-lineares para a estimacéo da volatilidade
de séries de retornos de ativos financeiros, e os mais difundidos na literatura sdo os modelos
auto-regressivos com heterocedasticidade (ARCH), propostos por Engle (1982), e sua
extensdo, os modelos ARCH Generalizados (GARCH), propostos por Bollerslev (1986). Tais
modelos caracterizam uma dependéncia ndo-linear entre os retornos, funcdo da dependéncia
serial da wvariancia condicional. Posteriormente, outros modelos discretos foram
desenvolvidos, dentre eles, os modelos IGARCH, introduzidos por Engle & Bollerslev

(1986), em que se considera que a variancia ndo-condicional da série é infinita; os modelos



ARCH-M apresentados por Engle et al (1987), nos quais a esperanca condicional do retorno é
uma funcéo explicita da variancia condicional; e os modelos EGARCH propostos por Nelson
(1991) que, ao contrario dos modelos GARCH, levam em conta ndo apenas o tamanho das
séries de retornos, mas também o fato de serem positivos ou negativos. Uma ampla revisdo
das propriedades destes modelos pode ser encontrada em Bollerslev et al (1992) e Karlis and
Xekalaki (2003).

Diversos trabalhos sobre a modelagem de séries temporais financeiras em paises
emergentes e, em particular no Brasil, podem ser encontrados em revistas especializadas.
Dentre eles destacamos, Duarte et al (1996) que comparam modelos de volatilidade de preco e
volatilidade implicita; Issler (1999) que compara os resultados obtidos usando modelos da
familia ARCH em séries de retornos de ativos de diferentes tipos (acdo, bénus, moeda e
commodity); Pereira et al (1999) que comparam modelos da familia GARCH, volatilidade
estocastica e GARCH com parametros variantes no tempo; Costa & Baidya (2001) que
analisam as propriedades estatisticas das principais séries de retornos de acdes brasileiras;
Silveira et al (2001) que propdem um método alternativo a familia GARCH na estimagéo da
volatilidade destas séries.

Destacamos ainda alguns trabalhos cujo enfoque esta em modelos de regressao com
erros ARCH: Weiss (1984) deriva as distribuicdes assintdticas dos estimadores de Maxima
Verossimilhanca (EMV) e dos estimadores de minimos quadrados (EMQ) de modelos ARMA
com erros ARCH e Pantula (1988) considera processos AR com erros ARCH (AR-ARCH)
mostrando a consisténcia e a normalidade assintética dos EMV e apresentando as
distribuicbes assintoticas dos EMQ e dos EMQ Generalizados. Maecker (1991) constroi
estimadores eficientes para o pardmetro auto-regressivo e considera a estimagdo de
parametros em processos AR(1) com erros ARCH(1), sob a suposicdo de densidade simétrica
para os erros. Dutta (1999) constréi as estatisticas do teste Rao e do teste Wald para testar
parametros de regressdao de modelos com erros ARCH e Ha & Lee (2002) consideram um

teste de consténcia do coeficiente de modelos AR-ARCH.

Sob um enfoque Bayesiano, um dos primeiros trabalhos propostos foi o de Geweke
(1989) para modelos da familia ARCH, em que um caso particular de reparametrizacao
permitiu a utilizagao de distribuigdes a priori ndo-informativas. As estimativas dos parametros
foram obtidas usando algoritmos de simulacdo de Monte Carlo. Posteriormente, uma

abordagem semi-paramétrica para modelos ARCH foi sugerida por Koop (1994) que usou as



vantagens da metodologia Bayesiana de Geweke (1989). Nakatsuma & Tsurumi (1996)
propdem uma abordagem Bayesiana e a comparam com a de Maxima Verossimilhanca para
modelos ARMA-GARCH. No contexto de modelos de componentes ndo observados,
Giakoumatos et al (1998) prop6em uma abordagem Bayesiana para os modelos ARCH
usando uma amostragem de varidveis auxiliares. Mais recentemente, uma abordagem
Bayesiana foi proposta para modelos GARCH em Migon & Mazucheli (1999), dentro da
classe de modelos dinamicos. Nakatsuma (2000) utiliza distribui¢Ges a priori normais para 0s
parametros de modelos ARMA-GARCH e o algoritmo Metropolis-Hastings na determinacgéo
de sumarios a posteriori. Polasek & Kozumi (2000) propdem uma abordagem Bayesiana para
modelos VAR-VARCH e Polasek (2001) sugere uma estrutura hierarquica, também sob um
enfoque Bayesiano, para modelos PAR-ARCH, usando métodos de simulacdo de Monte
Carlo em cadeias de Markov (MCMC), no entanto, afirma que o esfor¢o computacional desta

modelagem deve ser avaliado.

1.2. Motivacao

Como é considerado que a volatilidade em um dado instante de tempo depende dos
valores passados da série, a determinagdo de estimadores de Maxima Verossimilhanca dos
parametros de modelos da familia ARCH requer a maximizacdo de uma funcdo nao-linear.
Portanto, as estimativas sé podem ser obtidas numericamente. Engle (1982) sugere 0 uso do
método de Newton como um método iterativo para o célculo das estimativas de Méxima
Verossimilhanga. Este procedimento relaxa as restricbes impostas aos parametros, que
asseguram estacionariedade na covariancia. Por outro lado, a determinacdo de estimadores de

Maéxima Verossimilhanca, com tais restricdes, envolve muitas dificuldades (Geweke, 1986a).

Além disso, procedimentos para identificacdo, ajuste e diagndstico dos modelos, assim
como previsdo de valores de séries econométricas, necessitam de propriedades da teoria
assintotica. Como os modelos estdo muito distantes da linearidade, as propriedades
assintoticas destes estimadores so se verificam para series muito longas e, em geral, sdo mais
apropriadas na presenca de distribuicdo simétrica para os erros e de distribuicdo normal para
os dados. Uma alternativa para fazer a estimacdo destes modelos, contornando tais

dificuldades, é considerar uma abordagem Bayesiana (Apéndice A.3).



Na secdo 1.1. foram citados alguns trabalhos desenvolvidos na literatura, 0s quais
utilizam a metodologia Bayesiana na estimacéo de parametros de modelos da familia ARCH.
Neste trabalho apresentamos um estudo de dois modelos com heterocedasticidade que tém por
objetivo descrever a volatilidade existente em séries financeiras. Neste estudo mostramos 0s
procedimentos para a estimacédo e para a selecdo da ordem de modelos ARCH e de modelos
AR-ARCH. As estimativas sdo obtidas utilizando a abordagem de Maxima Verossimilhanca e
a abordagem Bayesiana. Na abordagem de Maxima Verossimilhanca obtivemos intervalos de
confianca da forma padrdo e usando o método de simulagdo Bootstrap (Apéndice A.2), e na
abordagem Bayesiana, propomos uma reparametrizacdo dos modelos estudados e adotamos
distribuicdo a priori informativa normal para os parametros transformados. Além disso,
consideramos a distribuicdo a priori ndo-informativa de Geweke (1989) similarmente
reparametrizada, e usamos métodos de simulacgdo MCMC para a obtengdo dos resumos a
posteriori.

1.3. Objetivos

O objetivo deste trabalho é mostrar que a abordagem Bayesiana proposta para a
estimacdo de parametros de modelos ARCH e de modelos AR-ARCH é uma alternativa
viavel e mais robusta que a abordagem tradicional de Maxima Verossimilhanca.
Especificamente, temos o intuito de avaliar o desempenho da abordagem Bayesiana na
estimacdo de pardmetros de modelos ARCH e de modelos AR-ARCH, observando o efeito
do aumento da ordem dos modelos na qualidade das estimativas dos parametros destes
processos e a estabilidade na convergéncia dos algoritmos de simulagio MCMC. A
metodologia é exemplificada considerando séries simuladas e séries do mercado financeiro

brasileiro.

1.4. Organizacio da tese

Os demais capitulos deste trabalho estdo estruturados da seguinte forma:

No capitulo 2 apresentamos as principais propriedades tedricas associadas aos
modelos AR-ARCH e aos modelos ARCH.



No capitulo 3 apresentamos uma abordagem Bayesiana para 0s modelos AR-ARCH e
para os modelos ARCH, com as distribui¢fes a priori propostas e respectivas distribuicdes a

posteriori obtidas.

No capitulo 4 apresentamos os algoritmos desenvolvidos para calcular as estimativas

dos parametros dos modelos usando a metodologia estudada neste trabalho.

No capitulo 5 mostramos uma comparacdo das estimativas de parametros de modelos
ARCH e de modelos AR-ARCH obtidas através da abordagem Bayesiana, com as estimativas
obtidas através da abordagem de Méaxima Verossimilhanca, no estudo de séries simuladas e

de séries do mercado financeiro brasileiro.

No capitulo 6 apresentamos uma comparagdo das estimativas de parametros de
modelos ARCH obtidas através da abordagem Bayesiana (usando distribuicdo a priori
informativa) com as obtidas através da abordagem de Méaxima Verossimilhanca, avaliando a
raiz quadrada do erro quadratico médio e do erro percentual absoluto médio entre os valores

reais dos parametros e os valores estimados por cada uma das técnicas.

No ultimo capitulo apresentamos as conclusdes obtidas neste trabalho e algumas
propostas que poderdo ser desenvolvidas posteriormente a fim de darem continuidade ao

estudo aqui desenvolvido.

Um apéndice foi introduzido com o objetivo de descrever pré-requisitos basicos para o
entendimento deste trabalho e, de apresentar alguns resultados e figuras complementares aos

gue constam nos capitulos 5 e 6.

Os programas desenvolvidos para a obtencdo dos resultados dos exemplos de
aplicacdo dos modelos propostos foram implementados no software MATLAB - versdo 5.3 e

podem ser obtidos diretamente com os autores deste trabalho.



CAPITULO 2

Modelos Auto-Regressivos com Heterocedasticidade

Nesta secdo, apresentamos as principais propriedades teoricas associadas aos modelos
AR-ARCH e aos modelos ARCH, bem como as estimativas de Maxima Verossimilhanca para

0s parametros dos mesmos.

2.1. Modelos AR(p)-ARCH(q)

2.1.1. Introducao

O modelo de regressdao, proposto por Engle (1982), com uma média ndo-nula e

expresso como uma combinacdo linear de variaveis exdgenas, tem uma estrutura que pode ser

resumida como:

Y, =xp+z (2.1)

v, 19, ~P(x,B.h) (2.2)
q

h=a,+Y a2}, (2.3)
j=1

zZ, =)y, — X (24)



em que y, representa uma série de retornos, P(-) é uma distribuicdo paramétrica, usualmente
a Normal ou #-Student, x, representa um vetor de variaveis exdgenas que pode incluir valores
de y, defasados no tempo, B é um vetor de parametros desconhecidos e Q, , representa o

conjunto de informagfes disponiveis até o instante z—1. Neste trabalho vamos considerar

somente os modelos AR(p)-ARCH(g) tais que x, = (y,_l,y,_2 yt_p) . Assim, temos:

p
Vi =Zﬂiyt—i +z (2'5)
i=1

Seja z, um erro que satisfaz 0 modelo

z, =h'%, (2.6)

em que {¢&,,7>0} é uma sequiéncia de ruido branco i.i.d. N(0,1) independente de x, .

A distribuicdo condicional para a taxa de retorno utilizada neste trabalho é a normal
que, apesar de ser uma representacdo bastante simplificada do processo gerador de dados dos
retornos condicionais, é amplamente utilizada na estimacdo dos modelos de volatilidade (por
ex.: Ferreira, 2001; Oliveira et al, 2003). Portanto, a distribui¢éo condicionada de y, é normal
com média x,p e variancia %, ou seja, y, |Q,, ~ N(x,B,/ ). Uma interpretacdo para o

modelo em estudo é que os distarbios na regressao linear seguem um processo ARCH(qg).

Para que 0 modelo (2.1)-(2.4) seja plausivel (4, >0 para todo z), devemos ter o, >0

e a,20,j=1..,q. Além disso, 0 processo y, tem variancia finita e, portanto, tem

p .
covariancia estacionaria se, e somente se, todas as raizes dos polinémios 1—2,8[1’ e
i=1

q .
1- Zajl’ estiverem fora do circulo de raio unitério (Engle, 1982: Teorema 2). Quando estas
j=1

condicdes sdo satisfeitas, pode ser mostrado que a variancia incondicional de y, é dada por:

,
53
1- Z:Bipi

i=



em que p, =2, sendo y, =¥(y,)=E(v?) e 7, = E(y,,,) i =1..., p. Portanto, a condicio

7o

q p
suficiente para que o processo tenha covariancia estacionaria é que » o, <l e Y |B|<1.
j=1 i=1

2.1.2. Funcao de Verossimilhanca

Consideremos uma trajetoria observada Y = {y,,=12,..,T} do processo y, e que X,

envolve somente os “p” valores passados de y,. Entdo, a funcdo de verossimilhanca de y,,

t=p+qg+1..T, condicionada as p+g primeiras observa¢des (assumindo que elas séo

conhecidas) pode ser escrita como:

L(a,BIyl,yz,...,yM)oc ﬁ (i] exp{—w} (2.7)

t=p+q+1 ht 2h[

! !
sendo a=(a0,al,...,aq) e B:( 1,...,ﬁp). Assim, a funcdo de verossimilhanca pode ser
maximizada com respeito aos pardmetros desconhecidos o e p. Para simplificar a notacao,
em vez de escrevermos L(a,|3| Viy Vareens ym) para representar a funcdo de verossimilhanga

condicionada as p+g¢ primeiras observacOes, escreveremos somente L(a,B). Destacamos
ainda que, o uso da funcdo de verossimilhanca condicionada no lugar da funcdo de
verossimilhanca exata, pode ser feito sem grandes perdas de precisdo nas estimativas, quando
a série y, é grande. Esta aproximagéo geralmente e considerada devido as grandes vantagens

praticas no calculo dos estimadores (Box et al, 1994).

Denotamos a média do logaritmo natural da funcéo de verossimilhanca por:

fab)=7 21(p) 28

t=p+q+1

em que /, (a, B) indica o logaritmo natural da verossimilhanga da ¢-ésima observag&o. Usando

as expressoes (2.1-2.4), temos:

1,(0,B)= —%Iog h —% (2.9)

t



O gradiente da fungéo /(a, ) com respeito a a ¢ dado por:

ollap) 1 & ol (ap) (2.10)

oa T, 5a Oa

oL, (e, B)

oo

tal que € um vetor cujos componentes sao:

ol(wB) 1 (on Y(y-xB) -
oct, _Zh,[éaj( A 1, j=0L..q (2.11)

t

Da equacéo (2.3) temos:

1 =0
oh, :{ o 212
oa; |z, j=12,...q , t=2p+q+1
Portanto,
2
81,((1,[3): 1 v, (yt_xtﬁ) -1 (2.13)
oo 2h, h,

em que v, = (1,zf_1,...,zf_q), sendo z, =y, —x,B e t=p+q+1..,T. Assim, o gradiente de

l(a,|3) com respeito a a pode ser calculado pela substituicdo da expressao (2.13) em (2.10),

resultando em:

T _ 2
61((1,]3):3 Z 1 v, (yt XzB) -1 (214)
oa T g1 2h, h,
Simbolizando,
~ 1! 2 IRERE} ?
[:( Zi-1 Z”’) t=p+qg+1..T
hl‘
(2.15)
V=, V1)
ZZ
f, = h—’—l t=p+q+1..,T
(2.16)

f' = (fp+q+l""’fT)

10



ol (a., B)

oa

tal que z, = y, —x,B, podemos escrever na forma matricial como:

ol(e.p) _ 1 - (2.17)
oo, 2T

. . o%l(a,B) . .
e, denotando a Hessiana de /(a,B) com respeitoa e por H, = , ,7=01,...,q

da0a,

temos:

2 T 2

oa0a;, T, yqa 0a0a,
tal que

B _ o[ 1 an ((n-xpP )|_

oa,0a; Oa,|2h Oa, h,
_ 1 aht aht (yz _XtB)Z -1 +i azhz (yt _XtB)Z -1 +i aht _(yt _XzB)Z Oh

2h’\ da, ) 0a; h, 2h, da,0a, h, 2h, \ O, O«
(2.19)

2

Da equacdo (2.3) temos que aa h =0. Assim, a expressdo (2.19) pode ser

a,0a,

simplificada para:

) _ 2
l@B) L (oh ) oh Y,0-xBf , (2.20)
da,0a; 2h; \ Oa; )\ Oa h,

A matriz de informagdo /,, = {I!j },z’,j =0,,...,¢q tem seus elementos definidos como:

T

1,7:—12{l > M} i,j=01...q (2.21)

T oan 8ai6aj

Tomando as esperancas condicionais da Hessiana H e, sendo

a

2 2
E{Z@—HQ,_&:ZE[(%_:B) IQ’1]—1=1, os elementos da matriz de

t t

informacao {I p } i,j=01,...,q podem ser consistentemente estimados por:

11

)



. r h oh
i =1 S R G VI (2.22)
T, oan 2h oa, 0a;

Assim, pelas expressdes definidas em (2.15), podemos escrever a matriz de
informagdo como:

I,=— ) V|V, =7V (2.23)

Em relagdo ao gradiente da funcéo /(a, ) com respeito a B, temos que:

@) _1 < 01, (0p)

_ (2.24)
aﬂ T t=p+q+1 aB
tal que %‘;’B) € um vetor cujos componentes sao:
' _ 2
alt ((1, B) — (yz _xtﬂi)xt +i aht (yt Xtﬂi) -1 i=l,...,p (225)
op, h, 2h,\ Op, h,

O primeiro termo da equacdo (2.25) é a condicdo de primeira ordem para uma

correcdo heterocedastica exdgena e o segundo termo resulta do fato de %, também ser uma

funcdo de B . Assim,

Aep) 1 & |b-xp 1(0-xB) N
op T Z l: h h( h, 1;0‘1‘(34—]‘ Xt—jB)xt_j (2.26)

t=p+q+1 t t

que pode ser reescrito como (Engle, 1982):

2 T % LA S I

t t+j

2 X

_1
T

-p-1
t=1

Fazendo s, :hi—zq:;j [(yw.—xmji)2 H/] o gradiente da funcdo /(a,p) e

t =L Py

relacdo a B é dado por:
-p-1

% > x(v, —x,B)s, (2.28)

t=1

wmm_

12



e, denotando a Hessiana de /(a,B) com respeitoa § por H, = {aa;(gﬂm 'j:l,...,p}

temos:

0°l(0,B) 170 (a.B)
0B, op, T Z 0B, 0B, (2:29)

tal que

0’1, (0,B) _ xx, 1 dh, oh, [( —x,p)zJ_z( =X, B)x; oh, [(yt—x[[i)z_l] oh, { 1 8h}

0P, 0B, h,  2h? 0B, P, h, h? B, h, B, | 2h, op
(2.30)
A matriz de informagdo /,, = {Ig },i,j =1,..., p tem seus elementos definidos como:
T-p-1
R y LAk GRACH)) i j=L.p (2.31)
/ T o OB0p;

Tomando as esperancas condicionais da Hessiana H ,, os dois Ultimos termos da

equagdo (2.30) desaparecem, pois h, € uma funcéo inteiramente do passado e, portanto,

(yt _XtB)z |Qtli| — E[(yt _Xtﬂ)z |Qt—l] =1
h h

independente de y, —x,p. Logo, temos que E{

t t

Segundo Engle (1982), esta afirmacdo é valida mesmo que x, inclua variaveis
exogenas com valores de y, defasados no tempo. Assim, os elementos da matriz de
informacao {I,.j },i,j =1,..., p podem ser consistentemente estimados por:

T p-1 4
:—Z XX, 1 OhOh ) (2.32)
2 F T T an? o, op,

Conseqiientemente, temos:

A 1 T
Iﬁﬁ:? > {

t=p+q+1

zz Mx;_ X, J} (2.33)

t [

l
t
h
cujo termo x/x, pode ser posto em evidéncia resultando em:

A 1 T-p-1 , 1 ) q ]2
Ipp == 20 xix| =+ 20, —xB) X (234)
t

= =ROW

13



Assim, podemos reescrever a equacdo (2.34), definindo a matriz de informagéo como:
A 1 T-p-1

[ﬁﬁ = T Xthrt (2.35)

t=1

an

sendo »’ :i+2
h, ; il 5

t+j

De forma similar, os blocos fora da diagonal da matriz de informacéo podem ser
expressos como:

_ g1 5 LB
fon = E[T 2 oat, aﬂjl

t=p+q+1

(2.36)

ERSFES ¥}
T, p+q+l thz aai 6161

parai=01..,g e j=1..,p.

Engle (1982: Teorema 4) mostra que se um modelo de regressdo ARCH(g) é simétrico e
regular, entdo, /., =0, ou seja, o bloco fora da diagonal da matriz de informagéo é zero.
Portanto, a estimacdo dos parametros a e B pode ser feita separadamente sem perda da

eficiéncia assintotica, e as variancias também podem ser calculadas separadamente.

Como os estimadores de Maxima Verossimilhanca de modelos AR(p)-ARCH(g) nao
tém expressdes explicitas, devemos estima-los por procedimentos iterativos. Estes

procedimentos sdo apresentados no Capitulo 4.

Engle (1982) considera que, sob as condi¢cdes de Crowder (1976), os estimadores de
Maxima Verossimilhanga a e B sdo assintoticamente distribuidos, com distribuicdes

limitantes:

D

JT (6 - a)— N(o,zm‘l)
(2.37)
Vrlp-p)>n0.1,7)

Weiss (1984) e Pantula (1988) apresentam formalmente a consisténcia e a

normalidade assintética destes estimadores.

14



2.2. Modelos ARCH(q)

2.2.1. Introducao

Se no modelo de regressao proposto por Engle (1982), definido pelas expressoes (2.1)-

(2.4), considerarmos B = 0, entdo, temos uma nova estrutura que pode ser resumida como:

Y, =z (2.38)

z,1Q,, ~ P(0,h,) (2.39)
q

h =a,+ Zajzf_j (2.40)
=1

em que y, representa uma série de retornos, P() € uma distribuicdo paramétrica, usualmente
a Normal ou #-Student e Q, , representa o conjunto de informacdes disponiveis até o instante
t—1. Seja z, um processo que satisfaz o modelo

z, =h'%, (2.41)

tal que {¢,,#>0} € uma sequiéncia de ruido branco ii.d.N(01). Uma interpretacédo para o

modelo definido em (2.38)-(2.41) é que 0s retornos na regressdo linear seguem um processo
ARCH(q).

Da mesma forma que foi definido na secdo 2.1., para que o modelo (2.38)-(2.40) seja

plausivel (4, >0 para todo #), devemos ter a, >0 e a; >0 para j=1,.,q. Além disso, 0

processo z, tem variancia finita e, portanto, tem covariancia estacionaria se, e somente se,

4 i - ’ - -, 7 =
todas as raizes do polinémio 1—Zajlf estiverem fora do circulo de raio unitario, sendo / o
=

operador translacdo. Quando esta condicdo é satisfeita, pode ser mostrado que a variancia

Ay

q
processo tenha covariancia estacionaria é que Zaj <1.
P

incondicional de z, é dada por . Portanto, a condicdo suficiente para que o

15



Algumas representaces alternativas de (2.40) podem ser utilizadas para a
identificacdo da ordem ¢ do modelo ARCH. Para entender melhor a dindmica do modelo

ARCHY(g), Harvey (1997) considerou a seguinte relacao:
22=h +(2-n,) (2.42)

q
sendo h, =, + Y. a2z, €z, =h"%,.
=

Portanto,

=ay+ Yz v e —h) (2.43)

j=1
e, considerando w, = h, (gf —1), a equacdo (2.43) pode ser reescrita como:

q
P =ay+ Zajzf_j +w, (2.44)

j=1

Podemos notar que a equagéo (2.44) representa um modelo AR(g) para z’ com um
ruido w, (Apéndice A.1). Assim, a identificacdo da ordem do modelo ARCH(gq) pode ser

baseada na funcdo de auto-correlacdo (FAC) e auto-correlacao parcial (FACP) do processo ao
guadrado. No entanto, a utilizacdo do modelo (2.44) para inferéncia dos parametros do

modelo ARCH(g) é impraticavel, uma vez que nédo se conhece a distribui¢do do ruido w,,

dificultando a obtencdo da funcdo de verossimilhanca para este modelo.
2.2.2. Funcao de Verossimilhanca

Dada uma trajetoria observada Zz{z[,t:1,2,...,T} do processo z,, a funcédo de
verossimilhanca de z,, t=¢+1,...,T condicionada as g primeiras observagfes (assumindo

que elas sdo conhecidas) é dada por:

1/2
T 1 ZZ
L({l | Zl,zz,...,zq)oc H(h—j exp{— 2}: } (2.45)
t=q+1 1 t

!
sendo a :(ao,al,...,aq). Assim, a funcéo de verossimilhanca pode ser maximizada com

respeito ao parametro desconhecido e . Para simplificar a notagcdo, em vez de escrevermos

L(u | zl,zz,...,zq) para representar a funcdo de verossimilhanca condicionada as ¢ primeiras
observagdes, escreveremos somente L(a.).

16



Denotamos a média do logaritmo natural da funcéo de verossimilhanca por:

l(a)=% izt (a) (2.46)

t=q+1

em que /,(a) indica o logaritmo da verossimilhanga da 7-ésima observacéo, ou seja,

1 z?
l(@)=—=logh, - 2.47
(@) 5l0gh, —— (2.47)

t

O gradiente da fungéo /(a) é dado por:

ola) 1 & ol (a)
—— == ' 2.48
oa. T,;l oo, ( )

De maneira similar ao procedimento realizado na se¢do 2.1.2., temos que:

2
_alr(“)zivt Z (2.49)
oo 2n '\ h

t

sendo v, = , t=q+1,...,T . Assim, substituindo a expresséo (2.49) em (2.48), 0

gradiente de /(o) resulta em:

oll@) _ 1 3 ivt(i_ ] (2.50)

oa T ~2h '\,

A matriz de informagdo 7 = {7, }.i, j = 0,... & definida como:

1 & L(a)
I,=-E|= ) ———~1| ij;j=01.., 2,51
g {T t;]-aalaa] J q ( )
Usando a definicdo de v' = (Vjﬁl,..., v, ) podemos escrever a matriz de informagéo como:
A I R
I=—ZVtV =—vV'Vv (2.52)

Sob as condi¢bes descritas por Engle (1982), os estimadores de Méxima

Verossimilhanga & sdo assintoticamente normais com distribuicdo limitante:

JT(6-a)>N(0,17) (2.53)

Uma ampla revisdo das propriedades destes modelos pode ser encontrada em
Bollerslev et al (1992).
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CAPITULO 3

Inferéncia Bayesiana para Modelos AR(p)-ARCH(q) e
ARCH(g)

No capitulo 2 vimos que os estimadores de Maxima Verossimilhanca de modelos
AR(p)-ARCH(g) e ARCH(g) nédo tém expressdes explicitas e, portanto, devem ser estimados
por procedimentos iterativos. E comum a ocorréncia de problemas numéricos na abordagem
de Maéaxima Verossimilhanca destes modelos, causados principalmente pelo mau
condicionamento da matriz de informacéo. Este fato causa imprecisdes na inversdo matricial
requerida, particularmente para valores mais elevados da ordem dos modelos. Além disso,
outra dificuldade nesta abordagem sdo as restricdes de estacionariedade impostas aos
parametros. Para contornar tais dificuldades, vamos propor a abordagem Bayesiana, uma vez
que ndo ha necessidade do uso de técnicas de otimizagdo numérica. Uma vantagem a mais
desta abordagem é a possibilidade de incorporar a experiéncia de especialistas na area de
financas, o que geralmente é uma questdo relevante na andlise de séries econdmicas e

financeiras.
3.1. Inferéncia Bayesiana para os modelos AR(p)-ARCH(Q)

Consideremos uma trajetdria observada de retornos Y = {y, =12, T}. A abordagem

Bayesiana para a inferéncia dos pardmetros dos modelos AR(p)-ARCH(g) parte da
combinacdo da funcdo de verossimilhanca desta trajetoria, L(a,ﬁ), com uma distribuicdo a
priori para os parametros, z(a,p), através da regra de Bayes (Gelman et al, 1995; Apéndice

A2):
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(o, B1Y)oc L{a, (e, B) (3.1)
tal que a = (ao,al,...,aq ),, B=( l,...,ﬂp)' e L(a,p) ¢ a funcdo definida pela equagéo (2.7),
dada por:

’ 1/2 B 2
L(a,Blyl,yz,-.-,yp+q)°C H (hiJ eXp{_%}

t=p+q+1 t

A expresséo 7[((1,|3|Y) é chamada de distribuicdo a posteriori de a e B e diz como
as variaveis aleatorias a e B estdo distribuidas ap6s os dados terem sido observados.

Como podemos observar, a analise Bayesiana requer a especificacdo de uma
distribuicdo conjunta a priori para 7[((1,[3), que reflete o conhecimento prévio sobre a
distribuicdo de a e p. Nas secOes 3.1.1 e 3.1.2 a seguir propomos distribuigdes a priori para a

inferéncia dos parametros de modelos AR(p)-ARCH(qg).
3.1.1. Distribuicio a priori informativa

Neste trabalho consideramos 7z(a,B)oc 7z(B | @)z(a), que é uma estrutura hierarquica
para distribuicdo a priori dos pardmetros a e p. Alguns autores tém sugerido estruturas

hierarquicas nas ultimas décadas e, para modelos de regressao, algumas aplicacdes podem ser
encontradas na literatura (Polasek & Kozumi, 2000; Polasek, 2001 e Nakatsuma, 2000).

Quando temos alguma informacéo prévia sobre o objeto de estudo, podemos propor
uma distribuicdo a priori informativa para os parametros do modelo. Neste trabalho, vamos
supor que f.,i=1,..., p sdo independentes, tais que:

(Bl a)ec N(b,X) (32)

tal que

J
& ¢,
q

(3.3)
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com os hiperparametros b:(bl,...,bp)’ e &,i=1..p conhecidos (Polasek, 2001). A

variancia assumida para a distribuicdo a priori normal, 7z(|3|u), é proposta com base na
informacao que temos sobre a variancia incondicional de um processo ARCH(g) associada a

umtermo &,,i=1,..., p, que pode ser definido a partir de informagdes disponiveis sobre .

Para a escolha de uma distribuicdo a priori para o vetor de parametros a, vamos

considerar primeiramente que todos os «;,j=0l..,q sdo independentes com uma

distribuicdo a priori definida no intervalo [aj,ij coma,>0e b, <1, talque a,<a; <b,,

q
visto que a restricdo para modelos ARCH(g), Zaj <1, exige que «; e(O,l),jzl,Z,...,q.

=1

Podemos definir ainda a, < a, <b,, com a, >0 e b, < E(zf) z, =y, —x,p. Uma vez que

(aj +bj)
2

desejamos gerar valores para «; proximos das medias de cada intervalo com mais

freqUéncia do que valores proximos dos limites a; e b,, adotamos uma reparametrizacao

(Ferreira, 2001) dada por:

_ j — 4 .
¢j_log[ J j=012,..,¢9 (3.4)

b —«a

J J

’
em que ¢, € um componente do vetor de parametros (p=(¢0,¢1,...,¢q) e, a; eb;, sao

escolhidos com base em alguma informagé&o a priori, por exemplo, estudos anteriores sobre a
série analisada. Esta reparametrizacdo conduz a escolha de uma transformacao que mapeia 0s

intervalos (—co,+00) no dominio (a/.,bj) e vice-versa.

Entdo, podemos escrever a funcdo de verossimilhanca, expressa na equacdo (2.7),

como.
R N T
L("’"‘)“ﬂi—m,wj ex"{“z—ht( ,m} @5

sendo que, a volatilidade 4, € escrita em fungdo dos parametros «, devidamente
transformados em ¢,, e de B. Denotando por E( ,B) uma matriz diagonal expressa por

2(¢,B) = diaglh,,,..(9,B).... s, (¢, B)), podemos reescrever a equagio (3.5) como:
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L((p,B)OC[det(Z(<p,B))]zexp{ ; zy (,B)Z} (3.6)

/
sendo Z:(zpwﬂ,...,zT) ez, =y —-Xp.

Supondo que ¢;,j=0L12,.,q sdo independentes e tém distribuicdo normal com

média zero e variancia conhecida af. , ou seja, z(g;) ~ Normal(o,af.) . Assim, a distribuigdo

conjunta a priori para ¢ = (¢O,¢l,...,¢q )’ ep= ( e B, )’ é dada por:

be” +a,
sendo k(¢)= aqo ea]:#,jzo,l ..... q.
1_Zai +e

Combinando as expressdes (3.5) e (3.7), podemos escrever a distribuicdo conjunta a

posteriori para ¢ e  como:

tone 11 () ool S e oo G pr1(2 ] o2

As distribuices condicionais a posteriori para ¢ e p, obtidas a partir da expresséo

(3.8), séo dadas, respectivamente, por:

ﬂ(¢,-|¢_(,,B,Y)oct_§ﬂ(mfzexp{— (yz’h(’ } f[[ Jmexp{— (f];(;')f’g}m(¢,,)

(3.9)

sare.nys 11 [Gog] ool GobiH e ) oo St

(3.10)

tal que ¢ ; € um vetor com os parametros do modelo exceto o parametro ¢;, ou seja,

L =tos sy 01 800 8,), B, 6 um vetor com os pardmetros do modelo exceto o

a, bje¢f+aj
e, =———

q9 J 1 ¢/
+e
1-> @,
i=1

parametro 3,,ist0 6, B, =By, Brrrs Bias Brvaven 8,), k(9) =

21




3.1.2. Distribuic¢io a priori ndo-informativa

Quando se tem pouco ou nenhum conhecimento prévio sobre a distribuicdo dos
parametros de um modelo, adotamos uma distribuicdo a priori ndo-informativa. Geweke

(1989) propde uma distribuicdo a priori ndo-informativa para os parametros o € f de um

modelo de regressdo com erros ARCH, definida como:

q
1—Zaj
2 y Oy >0,(lj 20,j21,---aq € 'OO<:Bi<OO’i:1""’p
ﬁ(a,B)OC a,
0 , Caso contrario

(3.11)

Condicionada a «; =0, j=1,...,¢, esta € a distribuicdo a priori invariante de Jeffreys

(Box & Tiao, 1973) para 0 modelo de regressao linear normal.

Usando a reparametrizacdo proposta na se¢do 3.1.1., definida pela equacéo 3.4, temos:

1 )2 . ‘
7T(<P,B)OC (k((p)j ' ‘°°<¢j <owj=0l..,g e -0<f <oi=1..,p
0 ,€aso contrario
(3.12)
' a, bje¢f ta;,
sendo ¢ = (4,14, ) ko)=—7—ea, T =01,...q.
1_26{‘/ e

j=1
Entdo, combinando as expressdes (2.7) e (3.12), podemos escrever a distribui¢do

conjunta a posteriori para ¢ e p como:
12 1/2 2
1 L1 (v, —x,B)
PlY)oc| —— | x — —=L L 3.13
woflY) (k&p)J H(h( ,B)J exp{ 21,(p.) } -

3.2. Inferéncia Bayesiana para os modelos ARCH(Q)

Considerando uma trajetoria observada de retornos Z = {z,,# =12,..., T}, a abordagem

Bayesiana para a inferéncia dos pardmetros dos modelos ARCH(g) parte da combinacéo da
funcdo de verossimilhanca dessa trajetoria, L(a), com a distribuicdo a priori para 0s

parametros, (), resultando na distribuicéo a posteriori:
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(0| Z) oc L) (o) (3.16)
tal que a = (ao,al,..., a, )’ e L(a) é a funcdo, definida pela expressao (2.45), dada por:

r (1 1/2 2
L((l|zl,zz,...,zq)oc H(h—j exp{— 2]; }
1 t t

t=q+.

3.2.1. Distribuicio a priori informativa

Na secdo 3.1.1. foi proposta uma distribuicdo a priori informativa com estrutura
hierdrquica para os parametros de modelos AR(p)-ARCH(g). Como as restri¢cGes pertinentes
aos modelos ARCH(g) sdo similares as dos modelos AR(p)-ARCH(g), vamos propor o

mesmo procedimento de inferéncia. Assim, considerando que todos os «;, j =01...,q sdo
independentes com uma distribuicdo a priori definida no intervalo [aj,bjj e, usando a

reparametrizagdo proposta na equacéo (3.4), a fungdo de verossimilhanga é escrita da mesma

forma que na expresséo (2.45), mas com a volatilidade 7, reescrita em fungdo dos parametros

a; , transformados em ¢, por (3.4), ou seja:
L(g) e ﬁ(i]m exp{— Z—’Z} (3.17)
t=q+1 ht(q)) 2ht((|))

sendo ¢ = (¢0,¢1,...,¢q )'. Definindo X(¢) = diag(h, . (¢)..... 2, (¢)), podemos reescrever (3.17)

como:

L(p) o [det(=())] eXp{—gzw((p)z} (318)

Supondo que os ¢;,,j=01L..,¢g sdo normalmente distribuidos, isto ¢,

7(p;) ~ Normal(0,07) , a distribuigdo conjunta a priori para ¢ = (¢O,¢l,...,¢q )’ é dada por:
q

(@)= ~l,) (3.19)

J=0

Combinando as expressdes (3.18) e (3.19), podemos escrever a distribui¢do conjunta a

posteriori para ¢ como:



L 1. ,_ .
(| Z) o [det(Z(e))] 2 exp{—EZ T I(Q)z}(l‘[ (¢, )J (3.20)
=0
Assim, as distribuicbes condicionais a posteriori para ¢,,j=01,...,q obtidas da

expressao (3.20), sdo dadas por:

(¢, 10_,,2) < Lig)z(4,) (3.21)

onde ¢_, € um vetor com os parametros do modelo exceto o parametro ¢., ou seja,

9 :(¢0’¢l7""¢j—1’¢j+l7“"¢q)'
3.2.2. Distribuicio a priori ndo-informativa
De forma analoga a da secdo 3.1.2., propomos uma distribuicdo a priori ndo-

informativa para os parametros o de um modelo ARCH(g), baseada naquela proposta por

Geweke (1989). Usando a reparametrizacdo definida pela expresséao (3.4), temos:

1 )2 -
ﬂ((p)oc (mj , 0<¢p, <0j=01..,q
0 , caso contrario
(3.22)
Y o be” +a.
sendo @ = (¢, ¢;,-.4,) , klo)=—L— e a, =L, j=01..q.

1+e”

l—zq:aj
=

Entdo, combinando as expressdes (2.45) e (3.22), podemos escrever a distribuicdo

conjunta a posteriori para ¢ como:
12 112 2
1 L 1 z
Q| Z)oc (—] X (—J exp{— ;} (3.23)
@2 ) “Ilnw) 2

As distribuicdes condicionais descritas neste capitulo sdo utilizadas no algoritmo de
simulacdo MCMC, Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995), para gerarmos uma
amostra representativa das distribuicdes a posteriori obtidas. Os algoritmos construidos para

cada caso apresentado nas secOes anteriores estdo enunciados no capitulo 4, a seguir.
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CAPITULO 4

Algoritmos para a Estimacdo dos Pardmetros de
Modelos AR(p)-ARCH(q) e ARCH(g)

Neste capitulo apresentamos os algoritmos propostos na literatura para a obtencdo das
estimativas de Maxima Verossimilhanga e das estimativas Bayesianas, na inferéncia dos

parametros de processos AR(p)-ARCH(gq) e de processos ARCH(q).

4.1. Algoritmos para abordagem de Maxima Verossimilhanca dos modelos AR(p)-

ARCH(q)

Nesta secdo enunciamos os algoritmos para abordagem de Maxima Verossimilhanca
dos modelos AR(p)-ARCH(g). Para obtermos as estimativas de Maxima Verossimilhanga
usamos 0 Método de Newton, e para melhorarmos os intervalos de confianca padrdo
propomos o uso da técnica Bootstrap. Apresentamos ainda os critérios de selecdo de modelos
de Akaike (AIC) e de Schwarz (BIC).

4.1.1. Método de Newton

Devido a diagonalidade do bloco da matriz de informacdo, expressa em 2.35, a

estimacdo de a e P pode ser considerada separadamente sem perda da eficiéncia assintética.
As estimativas de Méaxima Verossimilhanca para a e B séo obtidas através do método

de Newton. O procedimento recomendado por Engle (1982) é de, inicialmente, estimarmos
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por minimos quadrados e obtermos os residuos. Destes residuos, uma estimativa de a pode
ser construida. Baseada nesta estimativa a, uma nova estimativa de p pode ser encontrada.

Para obtermos os estimadores de Maxima Verossimilhanca para o pardmetro a,

usamos a seguinte equacéo recursiva:

a(k+1) _ &(k) +[iaa(k)]—1|:al(k):| (41)
oa. aza®)

sendo que IAM ¢ a matriz de informacéo definida em (2.23):

~ 1 &, - 1., -
l,, =— ZV, V,=—V'YV
2Tt:p+q+1 2T
N 1,22 ,...,z2 - - -
emque v :L"q),m +g+1...Tev=(V_ ... V.)
q t p q pt+q+l T

h

t
Para uma dada estimativa de a, 0 método iterativo pode ser usado para melhorar a

estimativa de B . Logo, a equacgéo recursiva para p ¢é dada por:

A

oA . o
B =4 g7, 077 42)
8B p:[}(’f)

sendo que 7, € a matriz de informagdo expressa em (2.35):
N 1 T—p—l 2
L =— ) X;Xr,
t=1

2

1 4, o

2 2 J

em que r, =h—+26t E 2

t J=L P

Nas expressdes descritas anteriormente, e, =y, —x,p € o residuo (estimativa de z,) e

q
h,=a,+Y a,e’ éavariancia condicional estimada.
j=1

4.1.2. Procedimento Bootstrap Paramétrico

Pequenos problemas amostrais surgem quando a matriz de informacéo ] é usada na
estimacdo de intervalos de confianga para as estimativas de pardmetros de modelos AR(p)-
ARCH(g). Com o objetivo de corrigir intervalos largos obtidos através da abordagem de

Maxima Verossimilhanca para os parametros «;, j =0.1,...,q, 0s quais podem ter limitantes

26



negativos, usamos o procedimento Bootstrap paramétrico para obter melhores intervalos para
0s parametros estimados. A técnica implementada segue a base da que foi apresentada por
Goncalves & White (2003) e Gongalves & Kilian (2003). Maiores detalhes sobre o
procedimento Bootstrap podem ser encontrados no Apéndice A.2.

Para a implementacdo da técnica Bootstrap paramétrico € necessario que as

estimativas de Maxima Verossimilhanca sejam calculadas pelas expressdes (4.1) e (4.2) até a

convergéncia. Entdo, usando as estimativas a e p e assumindo & ~ N(0,1), obtemos uma

amostra bootstrap {&*U):ag(j),af(j),...a;(j),j:],...,B} e {,8*(]'):ﬂg(j),ﬂf(j),...ﬂ;(j),j:l...,B},

usando o seguinte procedimento:

Algoritmo Bootstrap

!
Passo 1: Obtenha as estimativas de Maxima Verossimilhanca a = (ao,al,...,aq) e

ﬁ = (/éli---uép) .

Passo 2: Adote um periodo de aquecimento ¢, >> p+¢, um tamanho amostral 7 e
faca o contador j = 1.

Passo 3: Fagca z, =0 para ¢t =1,...,q e, em seguida, faca r = ¢ +1.

Passo 4: Calcule &, = oy + ayz, , +...+ a2 z,_ .

Passo 5: Gere ¢ ~ N(0,1) e calcule z, = \/Zg[.

Passo 6: Faca x, =0 para t =1,..., p e, em seguida, faca # = p +1.

Passo 7: Calcule s, = ﬁlx[_l +,6A’2x,_2 + ...+,6A’pxt_p = x[ﬁ .

Passo 8: Calcule y, =s, +z, parat>t, até T.

Passo 9: Faca r =¢r+1 e volteaopasso 4 até t =T .

Passo 10: Use a amostra {y,o,..., yT} para calcular as estimativas de Maxima

N

Verossimilhanga Bootstrap {o?*(’) =a;(j),af(j),...,a;(j)} e {ﬂ*(f) =B () BL () B, (j)}.

Passo 11: Faca j = j+1 e volte ao passo 3 até j = B.
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Portanto, repetindo este procedimento B vezes, obtemos uma amostra bootstrap de

60 = a;(7)v0 (v (7). = LB € 4B = 50, B () B, ()] =L, BY. SUpondo

A x

que uma transformacéo ul* = f(a —&) e uz* = f(f} - fi) existe, e que esta faca a distribuicdo

simétrica bootstrap proxima de zero, entdo, a relagdo simétrica u_, = —u , para os quantis de
1_7

2

*
o
2

u” pode ser usada e, depois de uma transformagcéo inversa, leva aos intervalos:

* *

r((ml)%) ¢ r(B+l),1—%j

IN
IA

(4.3)

*

r((3+1),1—%)

IA
IN

B (4.4)

Estes intervalos sdo chamados de intervalos percentis bootstrap (Efron, 1979). Desta
forma, calculamos intervalos de confianca através da metodologia percentil. Neste trabalho,
os intervalos sdo dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das estimativas amostrais.

4.1.3. Critério de Akaike (AIC) e Critério de Schwarz (BIC)

Uma vez escolhidos varios modelos e calculados seus parametros, o passo seguinte é
escolher o modelo mais “parcimonioso”, ou seja, aquele que tem o menor nimero de
parametros possivel e menor variancia dos residuos. A sele¢do do modelo é de extrema
importancia, pois a escolha de um valor “pequeno” demais para a ordem do modelo pode nos
levar a uma representacao inadequada da série, enquanto que um valor “grande” pode nos

levar a um grau de complexidade desnecessario.

A selecdo de modelos e a identificacdo da ordem dos mesmos podem ser feitos
baseados no critério de informacgéo de Akaike (AIC) e no critério de informacdo Bayesiano de
Schwarz (BIC). Para os modelos AR(p)-ARCH(g) esses critérios apresentam as seguintes
formulacGes (Akaike, 1974; Schwarz, 1978):

AlC=-21,2M (4.5)
T
BIC=—%Z+M|n(T) (4.6)

sendo que M = p+qg+1 € o nimero de parametros, 7 é o tamanho da série em questdoe / é a

média do logaritmo natural da funcdo de verossimilhanca definida na equacao (2.9).
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Para séries com um numero de observagdes 7 muito grande, como € 0 caso de séries
financeiras, o critério de Schwarz (BIC) mostra-se mais adequado que o de Akaike (AIC).

Os critérios AIC e BIC, expressos pelas equacdes (4.5) e (4.6), respectivamente,
gualificam o modelo pelo chamado “critério da parcimdnia”, escolhendo o modelo pelo
compromisso entre 0 ajuste adequado (Maxima Verossimilhanca) e o menor nimero de
parametros M. O modelo que apresenta 0 menor valor de AIC e/ou BIC é o modelo mais

adequado para representar os dados.
4.2. Algoritmos para abordagem Bayesiana dos modelos AR(p)-ARCH(q)

Nesta secdo enunciamos os algoritmos para abordagem Bayesiana dos modelos
AR(p)-ARCH(g). Para obtermos as estimativas Bayesianas usamos métodos de simulacao de
Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC), tal como o algoritmo Metropolis-Hastings.
Apresentamos ainda o critério de selecdo de modelos baseado na densidade Preditiva
Ordenada (CPO).

4.2.1. O Algoritmo Metropolis-Hastings

O Metropolis-Hastings € um esquema iterativo usado para gerar amostra de uma
densidade de forma indireta, quando ndo se sabe gerar diretamente desta densidade. O
algoritmo consiste em escolher um ndcleo (), e gerar deste ndcleo, usando um critério de
aceitacdo do valor gerado para garantir que a amostra obtida é representativa da amostra
gerada. Maiores detalhes podem ser encontrados em Chib & Greenberg (1995); Gamerman
(1996) e no Apéndice A.3.

Para obtermos uma amostra representativa da distribui¢cdo conjunta a posteriori dos
pardmetros dos modelos AR(p)-ARCH(g), usamos as distribui¢ces condicionais dos mesmaos,
a fim de implementarmos o algoritmo Metropolis-Hastings, que pode ser resumido como

segue:

Algoritmo Metropolis-Hastings (Distribuiciao a priori informativa)

Passo 1: Fomega valores iniciais arbitrarios ¢ =(4) j=01..,¢ e calcule
a®=(a®)j=0L..,q correspondente. ~ Forneca  valores iniciais arbitrérios

BO =(8)k =1,...,p.Facai=1.
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Passo 2: Gere um novo valor y, a partir da densidade condicional 7, (¢j |(|)_j,|3,Y),

definida em (3.9), fazendo:
o Bl= (65 4 8 7 0 I B B

Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitacédo do novo valor gerado y, :

i “BlY ol
B9, y,)= m'n{ 1, ﬂ((f(’((g),ﬁ(”) |)Y)} se (e B Y

1 , Caso contrario

Passo 4: Gere uma variavel aleatoria uniforme u, ~ U(0,1) e faca:

§0 :{ 71; ,Se u, < /1(?](.';-”,71)
¢, caso contrario
Passo 5: Repita os passos 2a 4 para j=01,...,q
Passo 6: Gere um novo valor y, da densidade condicional 7, (ﬂk | 5., 1<P,Y), definida
em (3.10), fazendo:
o =B 0 )

Passo 7: Calcule a probabilidade de aceitagédo do novo valor gerado y, :

i BlY i i
l( k(i—l),yz): mln{ 1, ﬂ(i[pg(g,g(’ll”l()} , Se ”((P(),B( 1)|Y)¢ 0
1 , caso contrario

Passo 8: Gere uma variavel aleatoria uniforme u, ~ U(0,1) e faga:
' B caso contrério

Passo 9: Repita os passos6a8para k=1...,p

Passo 10: Faca i =i +1 e repita 0s passos 2 a 9 até a convergéncia estar garantida.

ApOs a convergéncia 0s parametros estimados no espaco de parametros original

be’ + a,

— N A ~ D
a;,j=0J1,..,q sdo recuperados pela transformacao inversa a; = ;

l+e

Algoritmo Metropolis-Hastings (Distribuicio a priori nao-informativa)

Quando estamos considerando distribuicdo a priori ndo-informativa, ndo temos na

expressao da posteriori em (3.12), uma distribuicdo conhecida para gerarmos parametros
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candidatos. Neste caso, utilizamos um nécleo Gaussiano N(8), de forma que, a distribuicio a

posteriori pode ser escrita como:

7' (0]Y)= %{z\[(e), N(0)=0 (4.7)

sendo 0 = (¢,p).
A probabilidade de aceitacdo do candidato gerado (probabilidade de movimentacao na

cadeia gerada) é calculada por:

*(@® *(@-) *(@l-Y)
ﬂ(&;il),yj)z{” (0 |Y)/7z (0 ! |Y) ,Se 7 (0 l, |-Y)¢O 4.8)
1 , Caso contrario

O candidato y; é gerado do nlcleo e formamos o novo vetor de parametros:

00 =(00.0....003".7,.00.... 0,7 (4.9)
Podemos notar que, considerando um nucleo Gaussiano, temos:

ﬂ*(ﬂ(i) |Y) B ﬂ(ﬂ(i) |Y)
20 Y) z(6|Y)

(4.10)

Da mesma forma descrita para a distribuicdo a priori informativa, os parametros
estimados «,,;j=01..,¢ podem ser recuperados pela transformagéo inversa
J
A bje "+a,

Olj—

1+ e(’;/

Uma caracteristica que devemos levar em consideragdo na utilizagdo do algoritmo
Metropolis-Hastings é o fato deste gerar amostras correlacionadas, uma vez que, se 0
candidato gerado é rejeitado, adotamos o valor anterior como candidato. A avaliacdo deste
tipo de procedimento é refletida na taxa de rejeicdo e a convergéncia é verificada usando o
critério de Geweke (Geweke,1992; Apéndice A.3).

Para assegurar que o algoritmo Metropolis-Hastings convirja para uma distribuicéo de

equilibrio 7r(a,B|Y), devemos observar as condi¢cdes de regularidade da distribuicdo a

posteriori ﬁ(a, B Y), as quais sao asseguradas no nosso caso.
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Assumindo uma funcdo de perda quadratica, as estimativas Bayesianas de a e p
podem ser expressas como a avaliacdo da esperanca de uma funcao de interesse g(a, B), com

relacdo a distribuicdo a posteriori 7z(a, B|Y), dada por:

Elg(0.B)]= [ [ g(a.B)7(0.B | Y )dadp (4.11)

A solucdo exata da integral mualtipla em (4.11) ndo pode ser calculada analiticamente

para os modelos que estamos considerando neste trabalho. No entanto, sempre que E[g(a, |3)]

existe, uma aproximacao para a expressao (4.11) pode ser obtida por simulacdo de Monte
Carlo (Geweke, 1986¢).

4.2.2. Critério da Densidade Preditiva Ordenada (CPO)

Na abordagem Bayesiana dos modelos AR(p)-ARCH(g) utilizamos como critério para
selecdo dos modelos ajustados, o critério da densidade Preditiva Ordenada (Carlin & Chib,

1995; Oliveira, 1998). Neste critério usamos a distribui¢do de y,,  condicionada aos dados

Y e aos parametrosa = (ao,al,...,aq) ep= ( l,...,ﬂp) . Portanto, a densidade preditiva é

dada por:

HVr | Y)=[ [ 27, | V>0, B)7(0, B| Y)dacdp
ap

(4.12)

1/2
! 1z,
= abrrn V)= ] [2” p J exp{—;h—}n(a,ﬁw)dadﬂ

T+m

em que z,,, = y,,, —X...B, 7(a,p|Y) € a distribuicio a posteriori para os pardmetros a e
B, eaintegral em (4.12) é uma integral multipla no espago dos parametros.

A equacdo (4.12) também pode ser avaliada usando as observaces o, j =01,...,q €

J

BY k=1,..,p obtidas por simulagdo MCMC e considerando #,,, como uma fungdo dos

T+m

pardmetros a e P. Neste caso, a estimativa de Monte Carlo da densidade preditiva é dada

por:

. 1 U 1 1 zi,
Cp = 0 exp{——ﬁ} (4.13)
M o, @By | 2k, @ ")
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Um baixo valor de ¢, indica que a observacdo z,,, é improvavel para o modelo

considerado. Assim, o critério de selecdo de modelo baseado na densidade Preditiva Ordenada

T+K
(CPO) consiste em escolher o modelo / que apresenta o maior valor de &(/)= ] ]¢, (/).
m=T+1

4.3. Algoritmos para abordagem de Maxima Verossimilhan¢a dos modelos ARCH(q)
4.3.1. Método de Newton

De modo andlogo ao apresentado na se¢do 4.1.1., um método iterativo para

calcularmos os estimadores de Maxima Verossimilhanga para os parametros «,, j=01,...,.q

de modelos ARCHY(g), consiste em iteragir a equacao recursiva:

o =a® 4 [i<k>]l[—al (k)} (4.14)
a II(A)

sendo v, = —(l’ Z’Z'l""’z’z"’)

, p d=g+L..,Tev =(V,,,..v)

t
4.3.2. Procedimento Bootstrap Paramétrico

Da mesma forma que a da secdo 4.1.2., para a implementacdo da técnica Bootstrap
paramétrico, é necessario que as estimativas de Maxima Verossimilhanga sejam calculadas

pela equacéo (4.14) até a obtengdo da convergéncia. Usando as estimativas a e assumindo &
~ N(0,1), obtemos uma amostra Bootstrap {&*U) =y () (), (), :L...,B}.

Resumidamente, temos:

Algoritmo Bootstrap

Passo 1: Obtenha as estimativas de Maxima Verossimilhanca a = (&0,&1,...,&q) :

Passo 2: Adote um periodo de aquecimento #, >> ¢, um tamanho amostral 7' e faca o

contador j=1.
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Passo 3: Faca z, =0 para ¢t =1,...,q e, em seguida, faca t =g +1.

Passo 4: Calcule , = o, + @z, +..+ a2, _, .

Passo 5: Gere &~ N(0,1) e calcule z, =/, ¢,.

Passo 6: Faca r =¢r+1 e volteaopasso4 atée t =T .

Passo 7: Use a amostra {zto ,...,zT} para calcular as estimativas de Maxima
Verossimilhanga Bootstrap {o}*(f) =a, () (), (j)}.

Passo 8: Faca j = j+1 e volte ao passo 3até j=B.

Portanto, repetindo este procedimento B vezes, obtemos uma amostra bootstrap de

A K,

{a 0) :a;(j),af(j),...,a;(j),j:L...,B} e, supondo que uma transformacdo u” :f(&* —&)
existe e faz a distribuicdo simétrica bootstrap proxima de zero, temos a relacdo simétrica

u, =—u , para 0s quantis de u", que depois de uma transformagdo inversa, leva aos
1-=

2

N #

intervalos percentis bootstrap:

: <a<r (4.15)

4.3.3. Critério de Akaike (AIC) e Critério de Schwarz (BIC)

A selecdo de modelos e a identificacdo da ordem dos mesmos também podem ser
feitos baseados no critério de informacdo de Akaike (AIC) e no critério de informacéo
Bayesiano de Schwarz (BIC). Para os modelos ARCH(g) estes critérios apresentam
formulacBes similares as apresentadas na secdo 4.1.3. pelas equacdes (4.5) e (4.6), onde
M =g+1 é o nimero de parametros e / é a média do logaritmo natural da fungdo de
verossimilhanca definida pela equacdo (2.47). O modelo que apresenta 0 menor valor de AIC

e/ou BIC é o modelo mais adequado para representar os dados.

4.4. Algoritmos para abordagem Bayesiana dos modelos ARCH(Q)

4.4.1. O Algoritmo Metropolis-Hastings

Com as distribuicdes condicionais a posteriori obtidas para os parametros dos modelos

ARCHY(g), implementamos o algoritmo Metropolis-Hastings, que pode ser resumido como:
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Algoritmo Metropolis-Hastings (Distribuicido a priori informativa)

Passo 1: Forneca valores iniciais arbitrarios q)(o) = (¢j(.°)),j =01,..,q efacai=1.

Passo 2: Gere um novo valor y da densidade condicional 7, (gzﬁ_/. |(p7j,Z), fazendo:

O R A )

Passo 3: Calcule a probabilidade de aceita¢do do novo valor gerado y:

1 , €Caso contrario

Passo 4: Gere uma variavel aleatoria uniforme u ~ U(0,1) e faga:

(i-1)
¢(f') _ 4 ,Se u S/I(¢_/ ,7)
’ ¢ caso contrario
Passo 5: Repita 0s passos 2a 5 para j =01,...,q.

Passo 6: Faca i =i +1 e volte ao passo 2 até a convergéncia estar garantida.

Apos a convergéncia os parametros estimados «, , j =0,1,...,¢ sdo recuperados pela

4,
bje +a;

transformacdo inversa ;= 3
l+e”

Podemos notar que a diferenca entre o algoritmo enunciado acima e o algoritmo
Metropolis-Hastings para os modelos AR(p)-ARCH(g) esta no fato de que o segundo tem
dois mddulos de geracdo dos parametros, um para o e 0 outro para B. De resto, 0s
procedimentos séo iguais, inclusive no que diz respeito ao uso de um nucleo de geracdo dos

candidatos para o0 caso da distribui¢cdo a priori ndo-informativa, com 0 =@ .

O estimador Bayesiano, sob uma funcdo de perda quadratica, pode ser obtido por
simulacdo de Monte Carlo, calculando o valor esperado da amostra gerada da distribuicéo a

posteriori ﬂ(a | Z), de forma similar ao procedimento discutido na secdo 4.2.1.

4.4.2. Critério da Densidade Preditiva Ordenada (CPO)

Similarmente, na abordagem Bayesiana dos modelos ARCH(g), utilizamos como

critério para selecdo dos modelos ajustados, o critério da densidade Preditiva Ordenada.
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Portanto, usando a distribuicdo de z,,, condicionada aos dados Z e aos

!’
parametrosa = (ao,al,...,aq) , temos:

w(z,,, | Z)= j (2., | Z,0)7(a | Z)do

1 1/2 1 2
] exp{— —ﬂ}ﬁ(a | Z)do
T+m 2 hT+m

em que 72'((1 | Z) é a distribuicdo a posteriori para os parametros a e a integral em (4.16) é

(4.16)

uma integral multipla no espago dos parametros.

Avaliando as observacoes a(f."),jzo,l,...,q obtidas por simulacio MCMC e

considerando /4, como uma fungdo dos parametros a, a estimativa de Monte Carlo da

T+m

densidade preditiva é dada por:
M 2
¢, = iZ;exp{_ EZT—W([)} (4.17)
M i=1 27z-hT+m (a (l)) 2 hT*'n (a )

T+K
e 0 modelo / selecionado dever ser aquele que apresentar o maior valor de ¢(/)= [ ¢, (¢).
m=T+1
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CAPITULO 5
Aplicacoes

5.1. Introducao

Neste capitulo apresentamos uma comparacdo entre a abordagem de Maxima
Verossimilhanca (MV) e uma abordagem Bayesiana para a inferéncia dos pardmetros de
processos AR(p)-ARCH(g) e de processos ARCH(g). Intervalos de confianga para as
estimativas de Maxima Verossimilhanca sdo obtidos da forma padréo e através da técnica
Bootstrap, e intervalos de credibilidade para as estimativas Bayesianas sdo obtidos através da

técnica de simulacdo MCMC.

As estimativas de Maxima Verossimilhanga e os intervalos de confianca sdo
comparados com as estimativas Bayesianas e com o0s intervalos de credibilidade das
distribuicdes a posteriori geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings. De maneira
simplificada, estes intervalos indicam o grau de certeza com que se pode encontrar o valor
real do parametro dentro da faixa por eles especificada. Quanto menor for a largura do
intervalo, melhor € o método de estimacao. Neste estudo é usado um grau de certeza (nivel de
confianga e de credibilidade) de 95%. O objetivo é mostrar que a robustez dos estimadores
dos parametros de modelos AR(p)-ARCH(g) e de modelos ARCH(g), em relacéo a ordem dos
modelos, é maior com o uso da anélise Bayesiana do que com o uso da analise de Méaxima

Verossimilhanca, sob diferentes técnicas baseadas em simulagéo.
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Com o propdsito de comparar as duas abordagens, vamos apresentar agora séries
temporais simuladas e séries temporais do mercado financeiro brasileiro e, através dos
intervalos de confianca e dos intervalos de credibilidade, avaliar a robustez de cada

abordagem na estimacao dos parametros dos modelos propostos.

Os resultados para as séries simuladas e para as séries financeiras foram obtidos para
0s modelos AR(p)-ARCHY(g) e para os modelos ARCH(g) selecionados pelos critérios AIC e
BIC. Na abordagem Bayesiana usamos o critério da Densidade Preditiva Ordenada (CPO). Os
critérios de selecdo de modelos, bem como os algoritmos utilizados na obtencdo dos
resultados, estdo enunciados no Capitulo 4.

Com o objetivo de corrigir intervalos largos obtidos através da abordagem de Maxima
Verossimilhanga, os quais podem ter limitantes negativos, usamos o procedimento Bootstrap
paramétrico (secOes 4.1.2 e 4.2.2; Apéndice A2) para melhorar os intervalos de confianca dos
parametros dos modelos ajustados as séries financeiras. Com as estimativas de Maxima
Verossimilhanga encontradas, fizemos 1000 reamostragens do modelo considerado e
obtivemos uma amostra de estimativas de Maxima Verossimilhanca. A partir desta amostra,
encontramos 0s intervalos Bootstrap dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das estimativas

amostrais.

Na implementacdo do algoritmo Metropolis-Hastings, para cada parametro foi
simulada uma cadeia com 50000 iteragdes, descartado 50% dos valores para diminuir o efeito
das condicdes iniciais, e entdo tomados valores espacados de 5 em 5, totalizando uma amostra
de 5000 observacdes. A convergéncia do algoritmo foi verificada pelo critério de Geweke, a
um nivel de significancia de 5% para o teste, sob a hipdtese nula Ho (Geweke, 1992;
Apéndice A.3). Assim, a convergéncia do parametro foi considerada para valores obtidos pelo
diagnostico de Geweke entre -1,96 e 1,96.

5.2. Resultados obtidos com o ajuste de Modelos ARCH(q)

Primeiramente, vamos apresentar os resultados obtidos para uma série gerada segundo
um processo ARCH(2) com 1000 valores e, posteriormente, os resultados obtidos para duas
séries reais do mercado financeiro brasileiro: indice Bovespa (IBovespa) e Telebras. Todos os
conjuntos de dados foram analisados considerando as abordagens propostas para modelos
ARCH(q) descritas neste trabalho, sob suposicdo de normalidade para os dados.
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5.2.1. Série Gerada

Selecionar o “melhor modelo” segundo os critérios de selecdo apresentados, a analise
tem a finalidade de validar os algoritmos desenvolvidos, pois como a série foi gerada segundo
um processo ARCH(g) conhecido, espera-se que o modelo escolhido seja 0 mais proximo do
verdadeiro. A Figura 5.1 a seguir ilustra uma série de retornos gerada por um modelo
ARCH(2).

05

retarno

-1.5

0 100 200 300 400 500 GO0 700 800S00 1000

tempo

Figura 5.1: Modelo ARCH(2) com ¢, = 0,05, ¢, =0,40 e «, =0,20 .

Os graficos das figuras a seguir mostram o comportamento da série de retornos gerada.
Na Figura 5.2, os gréficos de autocorrelacdo e de autocorrelacdo parcial indicam que a série
v, € ndo-correlacionada. Na Figura 5.3, podemos observar ainda que a série dos quadrados
destes retornos, y?Z, é correlacionada. Este comportamento pode ser tipicamente associado a

processos ARCH(g).

Marmal Probability Flot
T E:

150

100

50

Probability
oo o o o ool

o
pu]
i

correlagio
[
=
o (]
i
]
|}
5.
correlagdo parcial
[}
i
-
|}
=-'

o
o
m

0.1
0

&
5,

10 20 30 0 10 20 30
passo -k passo -k

Figura 5.2: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacao
e Autocorrelacio parcial de y, - Modelo ARCH(2).
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Figura 5.3: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacao
e Autocorrelagao parcial de y,2 - Modelo ARCH(2).

A Tabela 5.1 mostra os valores dos critérios de selecdo obtidos para algumas ordens
de modelos testadas. Como era esperado, concluimos que o modelo ARCH(2) é o modelo
mais adequado para representar os dados, pois apresenta os menores valores de AIC e BIC,
respectivamente, e os maiores valores para o critério da densidade Preditiva Ordenada (CPO)
na analise Bayesiana, considerando distribuicdo a priori informativa (PI) e distribuicdo a

priori ndo-informativa (PNI) para os pardmetros do modelo.

Tabela 5.1: Critérios de selecio de modelos - Modelo ARCH(Q).

Ordem do modelo AIC BIC CPO-PI CPO - PNI
g=1 0,55149 0,56131 2,97755e-007 3,10616e-007
g=2 0,52883 0,54356 2,07838e-006 2,33338e-006
g=3 0,53049 0,55012 3,21003e-007 3,98206e-007

Escolhida a ordem do modelo mais adequada, encontramos as estimativas dos
parametros do modelo selecionado usando a abordagem de Maxima Verossimilhanca (MV).

Os resultados obtidos sdo dados na Tabela 5.2 a seguir.

Tabela 5.2: Estimativas de MV e Intervalos de Confianca de 95%.

Parametro Estimativa Intervalo de Confianca
(95%)
o 0,05173 [0,04283;0,06063]
o) 0,42765 [0,30855;0,54674]
o2 0,15521 [0,07214;0,23827]
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Na abordagem Bayesiana, através da distribuicdo a priori informativa (PI) proposta,
obtivemos as estimativas dos parametros dadas pela Tabela 5.3. A convergéncia dos
parametros foi verificada pelo critério de Geweke (1992), a qual pode ser observada para os
mesmos. A Ultima coluna da Tabela 5.3 mostra ainda as taxas (ou probabilidades) de
aceitacdo dos valores dos parametros gerados pelo algoritmo Metropolis-Hastings.

Tabela 5.3: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI.

Parametro Média Desvio Mediana Intervalo de Credibilidade Critério de Taxa de

Padréo (95%) Geweke Aceitacdo (%)
A 0,05179 0,00393 0,05164 [0,04453;0,05977] 1,00810 53,916
o 0,40784 0,03697 0,40870 [0,33639;0,47398] -0,70122 77,316
o, 0,17973 0,03237 0,17749 [0,12362;0,24764] 0,62440 64,048

Os graficos da Figura 5.4 representam o0s histogramas construidos a partir da amostra
selecionada para os parametros «,,«, € «,, e 0s da Figura 5.5, os trezentos Ultimos valores

gerados dos mesmos, mostrando a convergéncia gréafica.
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and oo 005 o'o'):'_ e 0%
Figura 5.4: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando

distribuicio a priori informativa - Modelo ARCH(2).

150

Figura 5.5: Valores gerados dos parametros considerando

distribuicio a priori informativa - Modelo ARCH(2).

Os gréficos da Figura 5.6 resumem a analise de residuos para 0 modelo selecionado na

abordagem Bayesiana com distribuicdo a priori informativa. Observamos que 0s residuos

41



estdo normalmente distribuidos e pouco correlacionados. Portanto, podemos confirmar que o

modelo escolhido é adequado aos dados. A Figura 5.7 mostra a volatilidade obtida a partir das

estimativas Bayesianas, usando distribuicdo a priori informativa (Bayes - PI), comparada com

a volatilidade obtida pelas estimativas de Maxima Verossimilhanga (MV).
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Figura 5.6: Analise de Residuos - Modelo ARCH(2)
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori informativa.
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Figura 5.7: Volatilidade Estimada - Modelo ARCH(2).

Para a distribuicdo a priori ndo-informativa (PNI), as estimativas dos parametros

obtidas estdo apresentadas na Tabela 5.4. Da mesma forma que para a distribuicdo a priori

informativa, a convergéncia dos parametros foi confirmada pelo critério de Geweke. Os
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histogramas construidos a partir da amostra selecionada para os parametros do modelo
simulado ARCH(2) sdo dados pela Figura 5.8 e, a Figura 5.9, representa os trezentos ultimos

valores gerados dos parametros, mostrando a convergéncia grafica dos mesmos.

Tabela 5.4: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI.

Parametro Média Desvio Mediana Intervalo de Credibilidade Critério de Taxa de

Padrao (95%) Geweke Aceitacdo (%)
e 0,05068 0,00360 0,05051 [0,04385;0,05781] 1,08262 54,592
o 0,41885 0,02162 0,41908 [0,37507;0,45935] 0,25302 88,874
o 0,19549 0,02140 0,19536 [0,15506;0,23779] -0,38957 71,104
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Figura 5.8: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando

distribuicao a priori nao-informativa - Modelo ARCH(2).
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Figura 5.9: Valores gerados dos parametros considerando

distribuicao a priori nao-informativa - Modelo ARCH(2).

Os gréficos da Figura 5.10 resumem a andlise de residuos para 0 modelo selecionado
na abordagem Bayesiana com distribuicdo a priori ndo-informativa. Observamos que 0s
residuos para este caso também estdo normalmente distribuidos e pouco correlacionados. A
Figura 5.11 mostra a volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas pela abordagem
Bayesiana com distribui¢do a priori ndo-informativa (Bayes - PNI) e das estimativas obtidas
pela abordagem de Méxima Verossimilhanca (MV).
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Figura 5.10: Analise de residuos - Modelo ARCH(2)
Abordagem Bayesiana com distribuicfo a priori nao-informativa.
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Figura 5.11: Volatilidade Estimada - Modelo ARCH(2).
Os resultados resumidos nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 mostram que as estimativas de
Méaxima Verossimilhanca e as estimativas Bayesianas estdo proximas, mas que as ultimas

estimam intervalos de credibilidade com amplitudes menores do que os intervalos de
confianca.
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5.2.2. Série Indice Bovespa (IBovespa)

O indice da Bolsa de Valores de S&o Paulo (IBovespa) é o mais importante indicador
do desempenho médio das cotagdes do mercado de ac¢Ges brasileiro. Sua relevancia vem do
fato do IBovespa retratar o0 comportamento dos principais papéis negociados na Bovespa e
também de sua tradicdo, pois o indice manteve a integridade de sua série historica e ndo
sofreu modificacdes metodoldgicas desde sua implementacdo em 1968. A finalidade basica
do IBovespa € a de servir como indicador médio do comportamento do mercado, ou seja, ele
representa 0 comportamento médio das principais agdes transacionadas, e o perfil das
negociacOes a vista observadas nos pregdes da Bovespa. Pela importancia econémica notoria,
o comportamento do IBovespa tem sido amplamente estudado na literatura. Dentre o0s

trabalhos desenvolvidos podemos citar Ferreira (2001) e Morettin & Toloi (2004).

A série histérica que vamos analisar apresenta informacfes sobre indices de
fechamento da Bovespa registrados no periodo de 02/01/1996 a 01/02/1999. Os retornos
instantaneos foram calculados através do logaritmo neperiano do quociente entre 0s valores
de fechamento em dois dias consecutivos, expresso pela equacdo (1.2). Na Figura 5.12 estédo
os dados originais e os retornos calculados do IBovespa. As Figuras 5.13 e 5.14 mostram 0
comportamento da série de retornos do IBovespa. O grafico da funcdo de autocorrelacédo

indica a presenga de uma pequena correlacdo entre os valores de y,. A existéncia de
correlagdes pode contribuir para a imprecisdo no ajuste de modelos ARCH(g) a série
analisada, mas, visto que estas correlacfes sdo pequenas (< |0,15|), consideramos y, como um
processo ndo-correlacionado. Podemos observar ainda que a série dos quadrados destes
retornos, y’, é correlacionada. Este comportamento pode ser associado ao de modelos

ARCH(g).

0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
tempo tempo

Figura 5.12: Preco e Retorno - Série IBovespa.
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Figura 5.13: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelacio parcial de y, - Série IBovespa.
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Figura 5.14: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelagiio parcial de y” - Série IBovespa.

O modelo ajustado para a série IBovespa, de acordo com os critérios AIC, BIC e CPO,
é 0 modelo ARCH(3), dado como:

_ 2 2 2
z, = (0‘0 ‘oz +a,z, v ayz) )2 g, (5.1)
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A Tabela 5.5 mostra os valores obtidos para os critérios de selecdo de modelos

considerados:

Tabela 5.5: Critérios de selecio de modelos - Série IBovespa.

Ordem do modelo AIC BIC CPO-PI CPO - PNI
q=2 -3,95768 -3,93704 6,18085e+009 6,98496e+014
g=3 -4,03422 -4,00671 6,18086e+017 1,17336e+018
qg=4 -4,03829 -4,00389 3,61081e+017 3,29299e+017

Escolhida a ordem do modelo, temos o resumo da estimacdo dos parametros do
processo ARCH(3) ajustado a série IBovespa. A Tabela 5.6 apresenta os intervalos de
confianca dos estimadores de Maxima Verossimilhanca e os intervalos de confianca obtidos

pela técnica Booststrap, respectivamente, ambos com 95%.

Tabela 5.6: Estimativas de MV e Intervalos de Confianca de 95% - Série IBovespa.

Parametro EMV Intervalo de Intervalo de Confianca
Confianca(95%) Bootstrap (95%)
% 0,00062 [0,00051;0,00073] [0,00054;0,00078]
o 0,15578 [0,05738;0,25418] [0,04532;0,27163]
e 0,08240 [-0,00414;0,16066] [0,00885;0,17609]
(o2 0,30628 [0,17219;0,44035] [0,14654;0,44029]

Podemos observar que o parametro «, apresenta intervalo com limitante inferior

negativo (coluna 3 da Tabela 5.6), 0 que nos leva erroneamente a suposicdo de que este

parametro ndo é significativamente diferente de zero.

Para corrigir intervalos largos obtidos através da abordagem de Maxima
Verossimilhanga, que podem levar a limitantes negativos, usamos o procedimento Bootstrap
paramétrico para melhorarmos os intervalos de confianca para os parametros estimados do
modelo ARCH(3) em estudo. Com as estimativas de Maxima Verossimilhanga encontradas,

fizemos 1000 reamostragens do modelo considerado e obtivemos uma amostra Bootstrap de

{&*(‘i) =y () (), (), j:1,...,1000}. Assim, encontramos 0s intervalos Bootstrap

dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das estimativas amostrais. Podemos observar que o

procedimento melhorou especificamente o intervalo referente ao parametro «, (coluna 4 da

Tabela 5.6).
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A partir da amostra de estimativas de Maxima Verossimilhanca obtida através do

método Bootstrap, construimos os histogramas que mostram a distribuicdo empirica dos

estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV), dados pela Figura 5.15 a seguir.

A Tabela 5.7 mostra o0s
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Figura 5.15: Distribuicio Empirica dos EMYV - Série IBovespa.

intervalos de credibilidade de 95% dos estimadores

Bayesianos considerando distribuicdo a priori informativa e, a Tabela 5.8, os resultados

referentes a distribuicéo a priori ndo informativa.

Tabela 5.7: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI.

Parametro  Média Desvio  Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrdo Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)

ao 0,00064 0,00002 0,00057 [0,00059;0,00068] 0,03220 73,658

o 0,15857 0,01608 0,16862 [0,12752;0,18999] 0,03714 93,104

o 0,08976 0,01279 0,07421 [0,06480;0,11431] 0,02015 80,140

a; 0,31966 0,02518 0,31329 [0,27042;0,36933] 0,00930 89,138

Tabela 5.8: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI.

Parametro  Média Desvio Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padréo Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo(%)

% 0,00061 0,00005 0,00061 [0,00052;0,00070] -0,43370 55,592

o 0,16350 0,01113 0,16344 [0,14187;0,18514] 1,08254 95,058

a, 0,06065 0,01139 0,06053 [0,03885;0,08257] -0,77216 92,714

o, 0,33162 0,02134 0,33172 [0,28888;0,37152] -1,15740 91,654
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Os histogramas que representam a distribuicdo a posteriori dos estimadores

Bayesianos séo dados pelas Figuras 5.16 e 5.17, respectivamente.
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Figura 5.16: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando

distribuicio a priori informativa - Série IBovespa.
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Figura 5.17: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando

distribuicio a priori nao-informativa - Série IBovespa.

Os graficos referentes aos valores gerados dos parametros pelo algoritmo Metropolis-

Hastings, mostrando a convergéncia grafica dos mesmos, sdo apresentados no Apéndice A.4.
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A andlise de residuos do modelo selecionado para a série 1Bovespa na abordagem
Bayesiana, com distribuicdo a priori informativa, esta na Figura 5.18. A Figura 5.19 mostra a
volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas pela abordagem Bayesiana com
distribuicdo a priori informativa e das estimativas obtidas pela abordagem de Maxima
Verossimilhangca. Podemos observar que os residuos ndo estdo normalmente distribuidos e
apresentam uma pequena correlacdo. Assim, podemos concluir que o modelo escolhido serve
como uma aproximacao que podera ser melhorada com o ajuste da série a outro(s) modelo(s)
com heterocedasticidade.

Os residuos obtidos considerando distribuicdo a priori ndo-informativa tém um
comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e sdo mostrados no Apéndice
AT
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Figura 5.18: Analise de residuos - Série IBovespa
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori informativa.
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Figura 5.19: Volatilidade Estimada - Série IBovespa.
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Na Figura 5.19 observamos ainda que, no periodo estudado, houve alguns fatos que
provocaram alteracfes (“picos”) no comportamento da volatilidade: Moratdria da Rassia, em
Agosto de 1998; Crise na Asia, em Outubro de 1998; e a Desvalorizacio do Real, em Janeiro
de 1999.

Os resultados da estimacdo dos parametros do modelo ARCH(3), ajustado a série
IBovespa, obtidos através da abordagem Bayesiana e de Maxima Verossimilhancga (Tabelas
5.6, 5.7 e 5.8) mostram que as estimativas de Maxima Verossimilhanca e as estimativas
Bayesianas estdo proximas, mas com uma precisao melhor dos intervalos de credibilidade em
relagdo aos intervalos de confianca. Alem disso, observamos a viabilidade do uso do método
Bootstrap na melhoria dos intervalos de confianga padrdo. Os intervalos Bootstrap fornecem

estimativas condizentes com as restricbes impostas aos parametros de modelos ARCH(g).

5.2.3. Série Telebras

A série histdrica analisada apresenta informacGes sobre precos das acdes da Telebras
negociadas na Bolsa de Valores de Sdo Paulo (Bovespa) no periodo de 02/01/1992 a
05/01/1996. Assim como a série do IBovespa, o comportamento da série de precos da
Telebras vem sendo amplamente difundida na literatura (Issler, 1999; Costa & Baidya, 2001;
Ferreira, 2001). Neste estudo, os retornos instantaneos foram calculados através do logaritmo
neperiano do quociente entre os precos das acdes em dois dias consecutivos Os precos e
retornos (obtidos a partir da equacdo (1.2)) das a¢Ges da Telebrds sdo mostrados, a titulo de
ilustragdo, na Figura 5.20.
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Figura 5.20: Preco e Retorno - Série Telebras.

Os graficos da Figura 5.21 e 5.22 mostram o comportamento da série de retornos da
Telebras, e podemos verificar que existe uma pequena correlagdo entre os valores da série,

v,, porém vamos considera-la um processo néo-correlacionado e ajusta-la a um modelo
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ARCH(g). Além disso, podemos observar que a série dos quadrados destes retornos, y?’,

mostra-se correlacionada. Este comportamento pode ser associado ao de modelos ARCH(g).
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Figura 5.21: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelaciao parcial de y, - Série Telebras.
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Figura 5.22: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelagiio parcial de y” - Série Telebras.

O modelo ajustado para a série Telebras, de acordo com os critérios AIC, BIC e CPO,
é 0 ARCH(7), dado como:

1
_ 2 2 2 2 2 2 >\,
z, = (ao ‘ozl A,z Oz 0,z sz Oz Az, )2 g, (5.2)
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A Tabela 5.9 mostra os valores obtidos para os critérios de selecdo de modelos
considerados:

Tabela 5.9: Critérios de selecdo de modelos - Série Telebras.

Ordem do modelo AIC BIC CPO-PI CPO - PNI
q=6 -3,39285 -3,35811 9,89672e+026 1,16638e+027
g=7 -3,39802 -3,35832 1,28314e+027 1,25315e+027
q=8 -3,39773 -3,35306 0,90753e+026 7,76120e+026

A Tabela 5.10 mostra os resultados da estimacao dos parametros do modelo ARCH(7)

ajustado a série Telebras, ilustrando os intervalos dos estimadores de Maxima
Verossimilhanca (MV) e os intervalos Booststrap, com 95% de confianga. Podemos observar

que o parametro «, apresenta limite inferior negativo no intervalo de confianga padréo

(coluna 3 da Tabela 5.10) e que o método Bootstrap paramétrico melhora as estimativas de
Maxima Verossimilhanca deste parametro (coluna 4 da Tabela 5.10).

Tabela 5.10: Estimativas de MV e Intervalos de Confianca de 95% - Série Telebras.

Parametro EMV Intervalo de Confianca Intervalo de Confianca
(95%) Bootstrap (95%)
% 0,00066 [0,00046;0,00085] [0,00042;0,00102]
o 0,10622 [0,02666,0,18578] [0,01178;0,22299]
A 0,14749 [0,06009;0,23488] [0,03109;0,27018]
a4 0,10513 [0,02448;0,18578] [0,01157;0,21718]
A 0,09410 [0,01533;0,17287] [0,01155;0,21235]
as 0,05602 [-0,01471:0,12675] [0,00357:0,17233]
s 0,10602 [0,02657;0,18546] [0,01369;0,22360]
oy 0,11114 [0,03073;0,19156] [0,01372;0,23595]

A partir da amostra de estimativas obtidas através do procedimento Bootstrap, temos a
representacdo grafica da distribuicdo dos estimadores de Méaxima Verossimilhanga dos
parametros da série Telebras, dada pela Figura 5.23.
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Figura 5.23: Distribuicio Empirica dos EMV - Série Telebris.
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Figura 5.23 (cont.): Distribui¢do Empirica dos EMV - Série Telebras.

A Tabela 5.11 e a Tabela 5.12 mostram os intervalos de credibilidade de 95% dos

estimadores Bayesianos considerando distribuigdo a priori informativa e distribuigéo a priori

ndo-informativa para 0s parametros, respectivamente.

Tabela 5.11: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI.

Parametro Média Desvio Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)
oA 0,00069 0,00008 0,00069  [0,00054;0,00085] -1,35154 52,332
o 0,10234 0,01922 0,10271  [0,06595;0,13691] 0,32766 84,444
o 0,15044 0,01952 0,15058  [0,11407;0,18682] 0,92066 86,990
s 0,10155 0,01918 0,10199  [0,06566;0,13677] 0,74452 83,814
ay 0,09868 0,01946 0,09818  [0,06385;0,13534] 1,01998 84,010
s 0,05267 0,01903 0,05285 [0,01703;0,08759] -0,20901 81,420
oA 0,10252 0,01914 0,10263  [0,06675;0,13739] 0,65443 83,976
o 0,10327 0,01893 0,10326  [0,06735;0,13693] 0,40127 82,452

Tabela 5.12: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI.

Parametro Média Desvio  Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)
o 0,00069 0,00003 0,00069 [0,00063;0,00076] -0,93408 85,208
o 0,10279 0,01913 0,10311 [0,06665;0,13787]  0,04851 86,272
o 0,15152 0,01952 0,15162 [0,11487;0,18689] 0,75404 87,214
o 0,10245 0,01901 0,10279 [0,06611;0,13724]  0,15971 86,554
ay 0,09897 0,01921 0,09839 [0,06433;0,13574] 1,32577 84,680
s 0,05181 0,01871 0,05195 [0,01674;0,08615] -0,95301 84,320
s 0,10296 0,01912 0,10356 [0,06647;0,13743] -0,25173 85,952
o 0,10389 0,01914 0,10462 [0,06775;0,13799] -0,19425 85,568
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A Figura 5.24 mostra a distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo ARCH(7)
ajustado a série Telebras considerando distribuicdo a priori informativa, e a Figura 5.25, a

distribuicdo a posteriori considerando distribui¢ao a priori ndo-informativa.
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Figura 5.24: Distribuicdo a posteriori dos parametros considerando
distribuicdo a priori informativa - Série Telebras.
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Figura 5.25: Distribuicdo a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori ndo-informativa - Série Telebras.
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Figura 5.25 (cont.): Distribuicao a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori ndo-informativa - Série Telebras.

A analise de residuos do modelo selecionado para a série Telebras na abordagem
Bayesiana, com distribuicdo a priori informativa, esta na Figura 5.26. Podemos observar que a
distribuicdo dos residuos é aproximadamente normal e que praticamente ndo apresentam
correlacdo. Os residuos obtidos considerando distribuicdo a priori ndo informativa tém um

comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e sdo mostrados no apéndice
AT.
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Figura 5.26: Analise de residuos - Série Telebras
Abordagem Bayesiana com distribuicdo a priori informativa.

56



A Figura 5.27 ilustra a volatilidade estimada. Podemos observar que, no periodo
estudado, houve alguns fatos que provocaram alteracfes no comportamento da volatilidade,

dos quais, destaca-se a Crise do Meéxico, em Fevereiro e Marco de 1995.
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Figura 5.27: Volatilidade Estimada - Série Telebras.

De acordo com os resultados, concluimos que o modelo escolhido reflete parcialmente
0 comportamento dos dados, servindo como uma aproximacao que podera ser melhorada com

0 ajuste da série a outro(s) modelo(s) com heterocedasticidade.

A andlise da série de retornos Telebras mostra que as estimativas de Maxima
Verossimilhanca e Bayesianas dos parametros do modelo ARCH(7) ajustado estdo préximas e
que os intervalos de credibilidade sdo mais precisos que os de confianca (Tabelas 5.10, 5.11 e
5.12). Observamos mais uma vez a melhoria dos intervalos de confianca através do método
Bootstrap. Podemos notar ainda que, desde que o nucleo do algoritmo Metropolis-Hastings
seja bem escolhido, levando em conta as condi¢6es do modelo, os intervalos de credibilidade

também fornecerdo estimativas que refletem tais imposicdes.
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5.3. Resultados obtidos com o ajuste de Modelos AR(p)-ARCH(Q)

Primeiramente, vamos apresentar os resultados obtidos para uma série gerada segundo
um processo AR(1)-ARCH(3), com 1000 valores e, em seguida, os resultados obtidos para as
duas séries do mercado financeiro estudadas na sec¢do 5.2.2. Todos os conjuntos de dados
foram analisados considerando as abordagens propostas para modelos AR(p)-ARCH(g)

descritas neste trabalho, sob suposicdo de normalidade para os dados.

5.3.1. Série Gerada

A Figura 5.28 representa uma série de retornos simulada segundo um processo AR(1)-
ARCH(3). Na pratica, os parametros auto-regressivos f,,i=1,..., p, de modelos AR(p)-
ARCHY(g), podem apresentar valores inferiores ao considerado. Neste trabalho consideramos
um valor mediano ( , = 0,50), dadas as restricdes, apenas com a finalidade de confirmar (ou

ilustrar) a validacdo da metodologia estudada.
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Figura 5.28: Modelo AR(1)-ARCH(3) com ¢, = 0,05,, = 0,40,
a, =0,25a,=010¢e g, =0,50.

A Figura 5.29 a seguir mostra 0 comportamento da série de retornos y,. Os gréaficos

de autocorrelacdo e de autocorrelagdo parcial indicam que a série € correlacionada, com um

comportamento associado aos modelos AR(p).
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Figura 5.29: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacao
e Autocorrelacio parcial de y, - Modelo AR(1)-ARCH(3).

Nas Figuras 5.30 e 5.31 podemos observar ainda que a série z, (obtida por minimos

quadrados) é ndo-correlacionada, e que z” é correlacionada. Este comportamento pode ser

associado ao de modelos ARCH(qg).
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Figura 5.30: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelacio parcial de z, - Modelo AR(1)-ARCH(3).
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Figura 5.31: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelagao
e Autocorrelacio parcial de 2[2 - Modelo AR(1)-ARCH(3).

Na Tabela 5.13 temos os valores dos critérios de selecdo obtidos para algumas ordens
de modelos propostas. Como era esperado, concluimos que o modelo AR(1)-ARCH(3) é o
modelo mais adequado para representar os dados, pois apresenta 0os menores valores de AIC e
BIC, respectivamente, e os maiores valores para o0 CPO na analise Bayesiana, com
distribuicdo a priori informativa e distribuicdo a priori ndo informativa para os parametros do

modelo.

Tabela 5.13: Critérios de selecio de modelos — Modelo AR(p)-ARCH(Q).

Ordem do modelo AIC BIC CPO - PI CPO - PNI
p=1,g=2 0,72660  0,74623 3,50045e-005 3,12206e-005
p=1;0=3 0,71621  0,74075 3,79486e-005 4,28877e-005
p=1;,q=4 0,71730  0,74675 3,61014e-005 4,11854e-005

Escolhida a ordem do modelo mais adequada aos dados, apresentamos as estimativas
dos parametros obtidas através da abordagem de Maxima Verossimilhanca. Os resultados sdo
mostrados na Tabela 5.14 a seguir.

Tabela 5.14: Estimativas de MV e Intervalos de Confianca de 95%.

Parametro Estimativa Intervalo de Confianga

(95%)
% 0,04991 [0,03961;0,06021]
a 0,37542 [0,26022;0,49063]
@ 0,20876 [0,11242;0,30510]
a 0,11350 [0,03729;0,18971]
A, 0,48882 [0,43127;0,54638]
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Na abordagem Bayesiana, através da distribuicdo a priori informativa proposta, as

estimativas dos parametros obtidas sdo dadas pela Tabela 5.15. A convergéncia dos

parametros foi verificada pelo critério de Geweke, a qual pode ser observada para 0s mesmos.

Tabela 5.15: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI.

Parametro Meédia Desvio  Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%)  Geweke Aceitacdo (%)

% 0,04950 0,00347 0,04947 [0,04326;0,05635] 0,60617 70,716

o 0,38869 0,03553 0,38637 [0,32583;0,46058] 0,53107 76,460

o 0,23147 0,03395 0,22909 [0,17403;0,30216] -0,07655 68,158

o 0,10770 0,02912 0,10681 [0,05089;0,16597] 1,36241 64,966

B, 0,48745 0,02439 0,48749 [0,43953;0,53369] -0,52467 65,946

Os graficos da Figura 5.32 mostram a forma das distribuicdes a posteriori, construidos

a partir da amostra selecionada para os parametros «,, o,,«,,a, € f, e, 0s da Figura 5.33, 0s

altimos trezentos valores gerados dos mesmos, mostrando a convergéncia gréfica.
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Figura 5.32: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando

distribuicio a priori informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3).
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Figura 5.33: Valores gerados dos parametros considerando
distribuicio a priori informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3).

Os gréficos da Figura 5.34 resumem a andlise de residuos para 0 modelo selecionado
na abordagem Bayesiana com distribuicdo a priori informativa. Observamos que os residuos
estdo normalmente distribuidos e pouco correlacionados. Portanto, podemos confirmar que o
modelo escolhido é adequado. A volatilidade estimada é dada pela Figura 5.35, que mostra a
volatilidade obtida a partir das estimativas Bayesianas, usando distribuicdo a priori
informativa, comparada com a volatilidade obtida pelas estimativas de Maxima
Verossimilhanca. Os residuos observados considerando distribuicdo a priori ndo informativa
tém um comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e sdo mostrados no
apéndice A.7.
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Figura 5.34: Analise de residuos - Modelo AR(1)-ARCH(3)
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori informativa.
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Figura 5.35: Volatilidade Estimada - Modelo AR(1)-ARCH(3).

Para a distribuicdo a priori ndo-informativa, as estimativas dos parametros obtidas
estdo apresentadas na Tabela 5.16. A convergéncia dos parametros foi confirmada pelo

critério de Geweke, assim como foi observado para a distribuicao a priori informativa.

Tabela 5.16: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI.

Parametro Média Desvio  Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%)  Geweke Aceitacdo (%)
% 0,04941 0,00416 0,04929 [0,04149;0,05778] 1,37503 53,722

o 0,39809 0,03701 0,39713  [0,33192;0,46920] -1,43647 70,684

o, 0,23379 0,03406 0,23135 [0,17589;0,30549] -1,24664 62,142

as 0,10606 0,03004 0,10614  [0,04885;0,16501] -0,25653 65,190

B 0,47170 0,05299 0,47308 [0,36698;0,57167] -0,51638 60,046

Os histogramas construidos a partir da amostra selecionada para os parametros do
modelo simulado AR(1)-ARCH(3) s&o dados pela Figura 5.36 a seguir. Podemos observar

também os valores gerados dos mesmos na Figura 5.37, mostrando a convergéncia gréafica.
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Figura 5.36: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori ndo-informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3).

0 50 100 150 200 250 300 [ 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
al

0 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300
a3 b1

Figura 5.37: Valores gerados dos parametros considerando
distribuicio a priori ndo-informativa - Modelo AR(1)-ARCH(3).

Os graficos da Figura 5.38 resumem a analise de residuos para o modelo selecionado
pela abordagem Bayesiana com distribui¢cdo a priori ndo-informativa. Observamos que 0s
residuos para este caso também estdo normalmente distribuidos e pouco correlacionados.
Portanto, podemos confirmar a adequacdo do modelo aos dados. A Figura 5.39 mostra a

volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas.
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Figura 5.38: Analise de residuos - Modelo AR(1)-ARCH(3).
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Figura 5.39: Volatilidade Estimada - Modelo AR(1)-ARCH(3).

Os resultados resumidos nas Tabelas 5.14, 5.15 e 5.16 mostram que as estimativas de
Méaxima Verossimilhanca e as estimativas Bayesianas estdo préximas, mas que as ultimas
estimam melhor os parametros considerados, principalmente no que diz respeito aos

parametrosc, € «a,, pois os intervalos de credibilidade tém menores amplitudes do que os

intervalos de confianca.
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5.3.2. Séries Indice Bovespa (IBovespa)

Podemos observar que os graficos de autocorrelacdo e de autocorrelacdo parcial da
série de retornos do IBovespa (Figuras 5.13) mostram um comportamento comumente
associado aos modelos auto-regressivos (AR), ou seja, as autocorrelagbes decrescem

exponencialmente. Além disso, as Figuras 5.40 e 5.41 mostram ainda que a série z, (obtida

por minimos quadrados) é pouco correlacionada, e que z” apresenta correlagdes superiores as

observadas na secdo 5.2.2 (ajuste da série ao modelo ARCH(3)).
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Figura 5.40: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelacio parcial de z, - Série IBovespa.
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Figura 5.41: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelagao
e Autocorrelagiio parcial de z” - Série IBovespa.
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Este comportamento nos leva a propor 0 modelo AR(p)-ARCH(g) com o objetivo de
melhorar a qualidade do ajuste. O modelo ajustado para a série analisada, de acordo com 0s
critérios AIC, BIC e da CPO, é o modelo AR(6)-ARCH(3), dado como:

Vi=BYViatBoVios t PaViatBiyist PorVist BeViestz (5.3)

1
p— 2 2 2 2
sendo z, = (ao taz YAz, tagz, )2 i

Da mesma forma como foi realizada para modelos ARCH(g), usamos o procedimento
Bootstrap paramétrico para melhorar os intervalos de confianca para os parametros

a;,j=0,..,q ¢ B,i=1.., p do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado a série IBovespa. Com as

estimativas de Maxima Verossimilhanca encontradas, fizemos 1000 reamostragens do

modelo considerado e obtivemos uma amostra Bootstrap de

Ak

{a D = a5 (), (), (), :1,...,1000} e de {/3’*“"’ =B B () By, J =1,...,1000}-
Assim, encontramos os intervalos Bootstrap dados pelos percentis 2,5% e 97,5% das

estimativas amostrais.

A Tabela 5.17 apresenta os intervalos de confianca dos estimadores de Maxima
Verossimilnanca e os intervalos de confianca obtidos pela técnica Booststrap,
respectivamente, ambos com 95%. Podemos observar que o parametro «, apresenta intervalo
de confianca padrdo com limitante inferior negativo (coluna 3 da Tabela 5.17), sendo

corrigido posteriormente pelo método Bootstrap (coluna 4 da Tabela 5.17).

Tabela 5.17: Estimativas de MV e Intervalos de Confianca de 95% - Série IBovespa.

Parametro EMV Intervalo de Confianga Intervalo de Confianga
(95%) Bootstrap (95%)
% 0,00049 [0,00040;0,00059] [0,00037;0,00065]
o 0,21102 [0,09948;0,32256] [0,08195;0,34170]
o 0,06866 [-0,00531;0,14263] [0,00373;0,18377]
a 0,39070 [0,24089;0,54051] [0,21960;0,55264]
B, -0,08928 [-0,17469;-0,00387]  [-0,17719;-0,00669]
B, -0,02663 [-0,10604;0,05277] [-0,11362;0,05983]
B, -0,13199 [-0,22227;-0,04172]  [-0,22148;-0,04683]
B, -0,16463 [-0,23376;-0,09549]  [-0,24596;-0,08307]
B -0,12197 [-0,18924;-0,05469]  [-0,19640;-0,04441]
B -0,07454 [-0,14217;-0,00691] [-0,14866;0,00162]
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A partir das amostras obtidas através do método Bootstrap, construimos os
histogramas que mostram a distribuicdo empirica dos estimadores de Maxima

Vaerossimilhanca, dados pela Figura 5.42 a seguir.
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Figura 5.42: Distribuicio Empirica dos EMYV - Série IBovespa.

A Tabela 5.18 mostra as estimativas Bayesianas e os intervalos de credibilidade de
95% dos parametros considerando distribuicdo a priori informativa, e a Tabela 5.19 apresenta
os resultados referentes a distribuicdo a priori ndo-informativa. A convergéncia dos

parametros foi verificada pelo critério de Geweke, a qual pode ser observada para 0s mesmos.
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Tabela 5.18: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI.

Parametro  Média Desvio  Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)
o 0,00048 0,00004 0,00049 [0,00041;0,00057] 0,22296 55,232
o 0,21184 0,04731 0,21049 [0,12234;0,30339] 0,61625 68,000
[ 0,08894 0,03336 0,08682 [0,03141;0,15847] -1,18057 71,980
o 0,39839 0,05213 0,39724 [0,30219;0,49826] -0,68755 78,622
B, -0,08992 0,01955 0,08998 [-0,12862;-0,05166] -1,86104 69,274
B, -0,02868 0,01926 0,02869 [-0,06696;0,00945] 1,35876 68,850
B, -0,13119 0,01978 0,13151 [-0,17048;-0,09243] 0,36285 69,014
B, -0,16006 0,01834 0,16009 [-0,19625;-0,12469] 0,97973 69,402
B -0,12139 0,01837 0,12142 [-0,15717;-0,08537] -0,12622 68,886
B -0,07123 0,01855 0,07159 [-0,10760;-0,03429] 1,19000 69,274

Tabela 5.19: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI.

Parametro Média Desvio Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrdo Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)
oA 0,00048 0,00003 0,00048 [0,00042;0,00056] -0,86412 65,788
o 0,21579 0,04142 0,21648 [0,13543;0,29508] -1,33013 75,024
o 0,08565 0,02706 0,08445 [0,03649;0,14026] -0,40036 78,604
s 0,41482 0,04587 0,41589  [0,32397;0,49956] 1,31147 79,974
B, -0,09571 0,02879 -0,09571 [-0,15259;-0,03821] 0,30797 85,904
B, -0,01679 0,02853 -0,01664 [-0,07421;0,03983] -0,57483 77,570
Bs -0,13483 0,02876 -0,13548 [-0,19079;-0,07799] 1,63708 83,690
B, -0,16456 0,02804 -0,16457 [-0,21835;-0,10972] 1,61275 83,392
Bs -0,14604 0,02958 -0,14617 [-0,20397;-0,08949] -0,61480 54,870
Bs -0,08765 0,02993 -0,08733 [-0,14678;-0,02814] -0,98251 68,838

Os histogramas que representam a distribuicdo a posteriori dos estimadores

Bayesianos sdo dados pelas Figuras 5.43 e 5.44, respectivamente. Os graficos referentes aos

valores gerados dos parametros pelo algoritmo Metropolis-Hastings,

convergéncia grafica dos mesmos, sdo apresentados no Apéndice A.5.
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Figura 5.43: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori informativa - Série IBovespa.

. . 40 - . . .
{:\ E= ’
/4 7
o ?
=0
o
150
100
=
o
0z 0% 03 0% [ [ LX] [13 02
L L)
0
?A
00 f
|
40
e
20
100
—_ b 1 | SN
008 004 ] 01 06 202 [T 0%
by by
0
0
40
e
20
100
ol bt 1
02 02 08 0% 04 242 01
By
0
0 el
40
e
20
100
o - —
014 04 01 008 006 04 0@ O
L
. . 40
[l
/—\‘ £
o
=0
o
150
100
=
" pl=st
0z 0% 03 0% 002 [ [ [XT] 018
a a

Figura 5.44: Distribuicio a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori nao-informativa - Série IBovespa.
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Figura 5.44 (cont.): Distribuicio a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori nao-informativa - Série IBovespa.

A anélise de residuos do modelo selecionado para a série IBovespa na abordagem
Bayesiana, com distribuicdo a priori informativa, esta na Figura 5.45 e a volatilidade estimada
a partir das estimativas obtidas pela abordagem Bayesiana com distribuicdo a priori
informativa e das estimativas obtidas pela abordagem de Maxima Verossimilhanca, esta na
Figura 5.46. Os residuos encontrados considerando distribuicdo a priori ndo-informativa tém
um comportamento similar, assim como a volatilidade estimada, e sdo dados no Apéndice
AT.

Podemos observar que os residuos ndo estdo normalmente distribuidos e apresentam
uma pequena correlacdo, porém o comportamento dos mesmos mostra-se melhor (menos
correlacionados) do que aqueles obtidos com o ajuste da série a um modelo ARCH(3), como
pode ser visto nas Figuras 5.18 e 5.45.
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Figura 5.45: Analise de residuos - Série IBovespa
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori informativa.
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Figura 5.46: Volatilidade Estimada - Série IBovespa.

A Tabela 5.20 mostra os valores dos critérios de selecdo de modelos obtidos pelo
ajuste da série de retornos do IBovespa a um modelo ARCH(g) e, posteriormente, a um
modelo AR(p)-ARCH(g).

Tabela 5.20: Critérios de selecio de modelos — Série IBobespa.

Modelo AIC BIC CPO - PI CPO - PNI
ARCH(3) -4,03422 -4,00671 6,18086e+017 1,17336e+018
AR(6)-ARCH(3) -4,11931 -4,05052 1,32448e+019 1,45479¢+019
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De acordo com os valores obtidos através dos critérios de selecdo, podemos concluir
que o modelo que melhor se ajusta a série analisada é o modelo AR(6)-ARCH(3),

confirmando a concluséo descrita através da andlise grafica dos residuos.

Os resultados mostram ainda que as estimativas de Maxima Verossimilhanca e
Bayesianas dos parametros do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado a série IBovespa estdo
proximas umas das outras, exceto pelo parametro «, que apresenta uma pequena diferenga
entre as duas abordagens. Além disso, os intervalos de confianga sdo significativamente

melhores com o0 uso do método Bootstrap, porém menos precisos que os intervalos

Bayesianos.
5.3.3. Série Telebras
Os gréficos da funcao de autocorrelagéo e da funcdo de autocorrelacédo parcial da série

de

exponencialmente com componentes senoidais amortecidas. Além disso, as Figuras 5.47 e

retornos da Telebrds (Figura 5.21) mostram que as correlagdes decrescem

5.48 mostram ainda que a série z, (obtida por minimos quadrados) é pouco correlacionada, e

que z” apresenta correlagdes superiores as observadas na secdo 5.2.3 (ajuste da série ao

modelo ARCH(7)).
Com o objetivo de tentar remover a correlagdo serial existente nas observacgoes da

série de retornos da Telebras, apresentamos um novo estudo onde ajustamos 0S mesmos a um
modelo AR(p)-ARCH(g).
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Figura 5.47: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelacio
e Autocorrelacio parcial de z, - Série Telebras.
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Figura 5.48: Histograma, Grafico Normal Probabilistico, Autocorrelagao
e Autocorrelagio parcial de z” - Série Telebras.

O modelo ajustado para a serie analisada, de acordo com os critérios AIC, BIC e da
CPO, é 0 AR(2)-ARCH(6), dado como:

yt = ﬂlyt—l +ﬂ2y1—2 +Zt (54)

onde z, = (ao vzl 0,z iz, Az gz )% g, .

A Tabela 5.21 mostra os intervalos de Maxima Verossimilhangca (MV) e os intervalos
Booststrap, com 95% de confianca, para os parametros estimados do modelo AR(2)-
ARCH(6) ajustado a série Telebras, onde podemos observar que o intervalo para o parametro

a, € melhorado pelo método Bootstrap (colunas 3 e 4).

Tabela 5.21: Estimativas de MV e Intervalos de Confianca de 95% — Série Telebras.

Parametro EMV Intervalo de Confianga Intervalo de Confianga
(95%) Bootstrap (95%)
O 0,00074 [0,00055;0,00094] [0,00048;0,00111]
o] 0,11692 [0,03608;0,19775] [0,01742;0,24901]
e 0,18587 [0,09263;0,27912] [0,04372;0,31449]
a 0,09161 [0,01272;0,17051] [0,00869;0,21984]
a 0,06093 [-0,01205;0,13391] [0,00339;0,17673]
s 0,07363 [0,00100;0,14626] [0,00485;0,18499]
s 0,15535 [0,06795;0,24276] [0,02675;0,28273]
B, 0,06269 [-0,00235;0,12773] [-0,02370;0,15100]
B, -0,05240 [-0,11902;0,01422] [-0,14718;0,03726]
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A partir das amostras obtidas através do procedimento Bootstrap temos a forma da

distribuicdo dos estimadores de Maxima Verossimilhanca dos parametros da serie Telebras,

dada pela Figura 5.49 a seguir.
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Figura 5.49: Distribuicio Empirica dos EMV - Série Telebras.

A Tabela 5.22 e a Tabela 5.23 mostram os resultados da estimacao e os intervalos de

credibilidade de 95% considerando distribuicdo a priori informativa e distribuicdo a priori

ndo-informativa para 0s parametros, respectivamente.

Tabela 5.22: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PI.

Parametro Média Desvio Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)
o 0,00074 0,00007 0,00074 [0,00061;0,00088] 0,23059 57,366
o 0,11040 0,03013 0,11017 [0,05301;0,16850] -0,67837 63,810
o 0,19314 0,03449 0,19199 [0,13035;0,26161] 0,61309 71,940
o 0,09771 0,03181 0,09682 [0,03902;0,16067] -1,23758 66,794
oA 0,06836 0,02569 0,06707 [0,02310;0,12058] -1,91867 72,618
s 0,08466 0,03061 0,08351 [0,03095;0,14825] 1,25154 62,970
s 0,15354 0,03192 0,15228 [0,09404;0,21680] 1,62437 68,744
B, 0,06180 0,02104 0,06192 [0,02107;0,10267] 0,30245 71,646
B, -0,05200 0,02143 -0,05239 [-0,09534;-0,01046] 0,00558 71,772
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Tabela 5.23: Estimativas Bayesianas e Intervalos de Credibilidade de 95% - PNI.

Parametro Média Desvio Mediana Intervalo de Critério de Taxa de
Padrao Credibilidade (95%) Geweke Aceitacdo (%)

ot 0,00073 0,00007 0,00073 [0,00060;0,00087]  0,50496 57,128

o 0,10763 0,02739 0,10716  [0,05655;0,16132] -1,23008 71,514

o 0,20052 0,03056 0,19989  [0,14188;0,25976] -1,48922 74,478

23 0,09787 0,02866 0,09652  [0,04545;0,15520]  0,04028 70,924

o2 0,06922 0,02252 0,06843  [0,02791,;0,11458]  1,01646 74,640

s 0,08933 0,02761 0,08796  [0,04004;0,14706]  0,51479 66,084

s 0,15165 0,02837 0,15126  [0,09785;0,20656]  0,12208 73,090

B 0,06746 0,04306 0,06768 [-0,01469;0,15223] 0,84597 88,172

5, -0,07918 0,04378 -0,07993 [-0,16431;0,01131] 0,48671 66,778

A Figura 5.50 apresenta a forma da distribuicéo a posteriori dos pardmetros do modelo
AR(2)-ARCH(6) ajustado a série Telebras considerando distribuigdo a priori informativa e, a
Figura 5.51, considerando distribuicdo a priori ndo-informativa. Os valores gerados dos

parametros para ambas as distribuicdes a priori podem ser vistos no Apéndice A.5.
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Figura 5.50: Distribuicdo a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori informativa - Série Telebras.
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Figura 5.51: Distribuicdo a posteriori dos parametros considerando
distribuicio a priori ndo-informativa - Série Telebras.

A andlise grafica dos residuos do modelo selecionado para a série Telebras na
abordagem Bayesiana com distribuicdo a priori informativa estd na Figura 5.52. A
volatilidade estimada a partir das estimativas obtidas pela abordagem Bayesiana com
distribuicdo a priori informativa e das estimativas obtidas pela abordagem de Maxima
Verossimilhanca, esta na Figura 5.53. A distribuicdo dos residuos é aproximadamente normal,
e 0S mesmos praticamente ndo apresentam correlacdo. Os residuos obtidos considerando
distribuicdo a priori ndo-informativa tém um comportamento similar, assim como a

volatilidade estimada, e sdo dados no apéndice A.7.

Podemos observar ainda que os residuos mostram-se menos correlacionados do que

aqueles obtidos com o ajuste da serie a um modelo ARCH(7).
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Figura 5.52: Analise de residuos - Série Telebras
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori informativa.
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Figura 5.53: Volatilidade Estimada - Série Telebras.

A Tabela 5.24 a seguir mostra os valores dos critérios de selecdo dos modelos
ajustados a série Telebras.

Tabela 5.24: Critérios de selecio de modelos - Série Telebras.

Modelo AIC BIC CPO -PI CPO - PNI
ARCH(7) -3,39802 -3,35432 1,28314e+027 1,25315e+027
AR(2)-ARCH(6) -3,39955 -3,35887 1,33424e+027 1,34514e+027
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Os valores calculados para os critérios de selecdo mostram que o modelo AR(2)-
ARCH(6) se ajusta melhor aos dados do que o modelo ARCH(7), confirmando a concluséo

descrita através da analise grafica dos residuos.

A anélise da série de retornos Telebras mostra ainda que as estimativas de Maxima
Verossimilhanca e Bayesianas dos parametros do modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado a série
estdo proximas. Observamos também que os intervalos de confianca foram melhorados pelo
método Bootstrap e que 0os mesmos foram mais precisos do que os Bayesianos para alguns
parametros, no caso de distribuicdo a priori ndo-informativa. Porém, no caso de distribuicéo a
priori informativa, podemos melhorar o ajuste do modelo AR(2)-ARCH(6) de forma
significativa. Este fato mostra que a utilizacdo de informacdo a priori pode nos levar a um
modelo mais representativo da série, uma vez que os critérios AIC, BIC e o CPO concordam
com o modelo ajustado.
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CAPITULO 6

Um Estudo Comparativo entre as Abordagens
Bayesiana e de Maxima Verossimilhangca para Modelos
ARCH(g)

6.1. Introducao

Neste capitulo apresentamos um estudo que tem por objetivo comparar a abordagem
Bayesiana e a abordagem de Maxima Verossimilhanca na inferéncia dos parametros de
processos ARCH(g). Usando séries simuladas de modelos ARCH(g), esta comparacéo € feita
através das estimativas Bayesianas obtidas das distribuicdes a posteriori geradas com técnicas
de simulacdo MCMC e das estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros obtidas
numericamente. Neste estudo mostramos empiricamente 0 desempenho (ou robustez) do
método de estimacdo com relacdo a ordem do modelo e a desvios das condi¢cdes de

estacionariedade.

Para a estimagdo dos parametros «, destes modelos, foram simuladas 500 séries

independentes (sequéncias diferentes do ruido branco &, expresso em (2.41)) para os modelos

ARCH(2) e ARCH(5). Cada serie tem 1000 valores originalmente, dos quais séo descartados
os primeiros 500 valores para evitar o efeito das condic¢des iniciais. Os 500 valores restantes
foram usados para estimar os parametros do modelo ARCH(g), sendo que no final cada um
dos parametros tem 500 estimativas diferentes geradas pela abordagem de Maxima
Verossimilhanca. Nesta abordagem, através da técnica Bootstrap, usamos os percentis 2,5% e
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97,5% das estimativas pontuais de cada parametro como estimativa do intervalo com 95% de
confianca para cada um dos parametros. Na abordagem Bayesiana, cada um dos parametros
também tem 500 estimativas diferentes geradas pelo método MCMC. Nesta abordagem, pelo
mesmo procedimento, usamos o0s percentis 2,5% e 97,5% das estimativas obtidas pelo método
MCMC, geradas da distribui¢cdo a posteriori conjunta. A media aritmética das estimativas

Bayesianas representa o valor final do parametro &, j =0,1,...,q (segéo 4.4.1). Alem disso, a

abordagem Bayesiana foi realizada a partir da distribui¢do a priori informativa proposta para
modelos ARCH(g), expressa pela equacdo (3.19) na secdo 3.2.1, e do algoritmo Metropolis-

Hastings enunciado na secdo 4.4.1.

Devemos ressaltar que a comparacao feita neste trabalho s6 pode ser aplicada em
situacOes hipotéticas, nas quais os parametros verdadeiros dos modelos sdo conhecidos.
Mesmo ndo sendo realista, esta situacdo ilustra a potencialidade de cada técnica quanto a

precisdo na estimacao dos parametros na auséncia dos valores verdadeiros dos mesmos.

O desempenho das duas abordagens em estudo é comparado através da raiz quadrada
do erro quadratico médio (RMSE) e, o erro percentual absoluto médio (MAPE) entre os

valores reais dos parametros (« ) e os valores estimados (a;) por cada uma das técnicas. Os

erros de estimacdo RMSE e MAPE séo dados, respectivamente, por:

1& ~))
RMSE, = Ez(aj—ajﬂ) (6.1)
£la, —al
MAPEjzlooz T (6.2)
i=1 aj

emque j=01,...,g e K =500, ou seja, é o tamanho da série de estimativas.

A qualidade das estimativas também € avaliada através dos intervalos de credibilidade
(abordagem Bayesiana) e dos intervalos de confianga (abordagem de Maéxima
Verossimilhanga). Como ja mencionado antes, estes intervalos indicam o grau de certeza com
que se pode encontrar o valor real do parametro dentro da faixa por eles especificada. Assim,

qguanto menor for a largura do intervalo, melhor € o método de estimacao.
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6.2. Aplicacgoes

Os coeficientes dos modelos ARCH(2) e ARCH(5) simulados estdo na Tabela 6.1.
Devemos notar que o modelo ARCH(2) - M3 viola a restricdo de estacionaridade na
covariancia (al+a2 <1). Este modelo foi adotado propositadamente para verificarmos a

robustez das duas técnicas nesta situacdo. Os parametros da transformacdo usada na técnica

Bayesiana, definida pela expressao 3.4, sdo dados na Tabela 6.2.

Tabela 6.1: Parametros dos Modelos Simulados.

Modelo a, a a, a, a, o
ARCH(2)-M1 | 1,00 | 0,80 | 0,15 - - -
ARCH(2)-M2 | 1,00 | 0,50 | 0,20 - - -
ARCH(2)-M3 | 1,00 | 0,90 | 0,20 - - -

ARCH(5) 1,00 | 0,50 | 0,20 | 0,15 | 0,08 | 0,05

Tabela 6.2: Parametros da Transformacio (3.4).

M1 M2 M3 ARCH(5)
ay.b, 085115 | 085115 | 085115 | 085115
a,,b, 065095 | 035065 | 075105 | 0,350,65
a,,b, 0,00;030 | 000040 | 0,00;0,40 | 0,00;0,40
a,,b, - - - 0,00;0,30
a,.b, - - - 0,00;,0,16
as, b, - - - 0,00;0,10
o 1,00 1,00 1,00 1,00

Na implementagdo do algoritmo Metropolis-Hastings, para cada parametro foi
simulada uma cadeia com 5000 iteracdes, descartado 50% dos valores para diminuir o efeito
das condicGes iniciais, e entdo tomados valores espacados de 5 em 5, totalizando uma amostra
de tamanho 500. Este processo é repetido 500 vezes a fim de se obter 500 estimativas para
cada um dos parametros. A convergéncia do algoritmo foi verificada pelo critério de Geweke
(1992), a qual ocorreu sempre para todos 0s parametros.

Os gréficos da Figura 6.1 apresentam a distribuicdo empirica (histograma) das
estimativas de Maxima Verossimilhanca (MV) dos parametros do modelo M1. Os gréficos
para os modelos M2 e M3 sdo semelhantes aos do modelo M1 e estdo apresentados no
Apéndice A.6.
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Figura 6.1: Histograma das Estimativas de MV - Modelo M.

A Figura 6.2 apresenta os histogramas para as amostras geradas via MCMC da

distribuicdo a posteriori dos parametros «,,; € «,.
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Figura 6.2: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo M1.

Os erros de estimacdo para cada um dos modelos ARCH(2) listados na Tabela 6.1 sdo
apresentados na Tabela 6.3, assim como os intervalos de credibilidade de 95% para as
estimativas Bayesianas e os intervalos de confianca de 95% para as estimativas de Maxima

Verossimilhanca (ML).

Tabela 6.3: Estimativas de MV e Bayesianas - Modelos ARCH(2).

Modelo M1 Q RMSE  MAPE 1C(95%)
Bayes  1.0497 00215 1.7340 [0.8694,1.1298]

%y
EMV 1.0342 0.1213 10.1843 [0.8156,1.2410]
Bayes 0.8114 0.0234 2.3890 [0.6682,0.9309]
o,
EMV 0.7834 0.0810 8.3347 [0.6376,0.9475]
Bayes 0.1591 0.0332 18.2335 [0.0065,0.2808]
a,

EMy 01427 00389 20.7759 [0.0745,0.2233]
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Tabela 6.3 (cont.): Estimativas de MV e Bayesianas - Modelos ARCH(2).

Modelo M2 a RMSE  MAPE 1C(95%)
Bayes  1.0098 0.1028 1.5850 [0.8099,1.1982]

@y

EMV 1.0261 0.1665 6.1929 [0.7418,1.4299]

Bayes 0.5025 0.0920 4.6957 [0.3232,0.6683]
a,

EMV 04836  0.1180 9.2747 [0.2615,0.7058]

Bayes 0.2202 0.0554 7.6470 [0.1171,0.3279]
@,

EMV 0.1935 0.0827 16.7062 [0.1851,0.3726]

Modelo M3 a RMSE MAPE IC(95%)

Bayes 1.0041 0.1056  9.4422 [0.7971,1.1490]
@y

EMV 1.0315 0.2108 9.9490 [0.6622,1.5060]

Bayes 0.8981 0.0887 6.0951 [0.7309,1.1164]
a,

EMV 0.8750  0.1543 7.5496 [0.5599,1.1625]

Bayes 0.2017 0.0416 15.4412 [0.1208,0.3205]
@,

EMV 0.1949 0.0746 16.9673 [0.0429,0.3401]

Estes resultados mostram que a abordagem Bayesiana apresenta estimativas mais
precisas do que as estimativas obtidas pela abordagem de Méaxima Verossimilhanca e, este
comportamento ndo muda mesmo quando os parametros ndo satisfazem as condicbes de
estacionaridade impostas. O método de Maxima Verossimilhanca apresenta um desempenho

inferior para 0 modelo ndo-estacionario.

Para verificarmos o efeito da ordem do modelo na precisdo das estimativas,
consideramos um modelo ARCH(5) cujos parametros sdo dados na Tabela 6.1. Os
hiperparametros das distribuicdes a priori usados na abordagem Bayesiana sdo dados na
Tabela 6.2. Os gréaficos da Figura 6.3 apresentam a distribuicdo empirica (histograma) das

estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros do modelo ARCH(5).
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Figura 6.3: Histograma das Estimativas de MV - Modelo ARéH(S).

A Figura 6.4 apresenta os histogramas para as amostras geradas via MCMC da

distribuicéo a posteriori dos parametros «,,«a,,a,,0;,a, € s do modelo ARCH(5).
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Figura 6.4: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo ARCH(5).

A Tabela 6.4 mostra as estimativas Bayesianas e de Maxima Verossimilhanca obtidas,
além de seus respectivos intervalos e, valores do RMSE e do MAPE para os parametros do
modelo considerado.
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Tabela 6.4: Estimativas de MV e Bayesianas - Modelo ARCH(S).

ARCH(5) a RMSE MAPE 1C(95%)

Bayes 0.9927 0.0139 1.0930 [0.8720,1.1300]
Qg

EMV 1.0342  0.1537 11.8611 [0.7518,1.3525]

Bayes 0.4855  0.0281 46313 [0.3684,0.6304]
(2%}

EMV 0.4958  0.0705 11.3260 [0.3686,0.6356]

Bayes 0.2208  0.0571 4.5685 [0.1157,0.3273]
@,

EMV 0.1928  0.0985 19.0299 [0.0103,0.3934]

Bayes 0.1104 0.0319 17.5301 [0.0160, 0.2774]
a3

EMV 0.1474 0.0466  24.3752 [0.0630,0.2411]

Bayes 0.0839 0.0148 15.1766  [0.0090, 0.1507]
a,

EMV 0.0735 0.0462  38.3743 [0.0055,0.1431]

Bayes 0.0424  0.0068 11.1104 [0.0063, 0.0922]
s

EMV 0.0527 0.1050 55.3151 [-0.0053,0.1103]

De modo similar ao do modelo ARCH(2), os resultados mostram que as estimativas
Bayesianas apresentam menores RMSE e MAPE do que as estimativas de Méxima
Verossimilhanca. Além disso, os intervalos de credibilidade sdo mais estreitos do que 0s
intervalos de confianca, indicando maior precisdo da abordagem Bayesiana em relacdo a

abordagem de Méxima Verossimilhanca.

E importante enfatizar que a estimativa de Maxima Verossimilhanga do parametro e,

apresenta valor negativo (coluna 5 da Tabela 6.4), violando assim as condi¢fes de

positividade impostas aos parametros de modelos ARCH(g).

Finalmente, comparando os valores do RMSE e do MAPE da Tabela 6.4 com 0s

valores da Tabela 6.3 podemos concluir que as estimativas de Maxima Verossimilhanca se

tornam menos precisas & medida que a ordem do modelo aumenta.
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CAPITULO 7

Conclusoes e Perspectivas

7.1. Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um estudo de modelos auto-regressivos com
heterocedasticidade (ARCH) e de modelos auto-regressivos com erros ARCH (AR-ARCH), e
mostramos o0s procedimentos para a estimacdo e para a selecdo da ordem dos mesmos. As
estimativas foram obtidas utilizando a abordagem de Maxima Verossimilhanga e a abordagem
Bayesiana. Estes modelos tém por objetivo descrever a volatilidade existente em séries

financeiras.

As principais contribuigdes deste trabalho foram as apresentacbes de estudos
detalhados, tanto do ponto de vista Classico quanto do Bayesiano, de dois modelos com
heterocedasticidade ajustados a séries simuladas e a duas séries especificas do mercado

financeiro brasileiro: o IBovespa e a Telebras.

Do ponto de vista Classico, mostramos que os intervalos de confianca padrdo para
parametros de modelos ARCH e de modelos AR-ARCH podem apresentar limites inferiores
negativos, violando as restricdes impostas aos parametros dos mesmos, as quais asseguram
estacionariedade na covariancia. Assim, propomos o0 uso do método de simulacdo Bootstrap
paramétrico, para estimarmos de forma mais precisa os intervalos de confianca destes

modelos.
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Na anélise Bayesiana consideramos uma reparametrizacdo dos modelos estudados e
adotamos distribuicdo a priori informativa normal para os parametros transformados. Além
disso, propomos o uso da distribuicdo a priori ndo-informativa de Geweke (1989)
similarmente reparametrizada. O resumo das distribui¢Bes a posteriori foi obtido por método
de simulacdo de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC), através do algoritmo

Metropolis-Hastings.

Os resultados deste trabalho mostram que, de um modo geral, a abordagem Bayesiana
proposta fornece estimativas mais precisas do que a abordagem de Maxima Verossimilhanca,

sendo mais robusta para ordens elevadas dos modelos.

Além disso, os intervalos de confianga obtidos pela técnica convencional violam
restricdes impostas aos parametros dos modelos estudados, apesar de serem melhorados com
0 uso do método Bootstrap paramétrico. Este fato ndo é observado para a abordagem
Bayesiana, uma vez que a distribui¢do a priori, e conseqiientemente, o nucleo do algoritmo
Metropolis-Hastings forem bem escolhidos (levando em conta as restricdes do modelo), os
intervalos de credibilidade também fornecerdo estimativas que refletem tais imposicgdes.

Uma outra vantagem da abordagem Bayesiana estd na reparametrizacdo proposta,
proporcionando a estabilidade da convergéncia, diferentemente da abordagem de Méaxima
Verossimilhanca. Esta usa 0 método de Newton para a obtencéo das estimativas, cuja solugdo
numeérica esta bastante sujeita a ndo-convergéncia, principalmente para ordens elevadas de
modelos ARCH(g) e de modelos AR(p)-ARCH(qg).

Portanto, apesar do grande esforco computacional exigido pelos algoritmos de
simulagcdo MCMC, a preciséo das estimativas obtidas neste trabalho justifica a abordagem
Bayesiana como proposta para a estimacgédo de parametros de modelos ARCH(g) e de modelos

AR(p)-ARCHY(q) ajustados as séries temporais do mercado financeiro.

7.2. Perspectivas

Como propostas para a continuidade deste trabalho, podemos considerar a previsdo de
valores das séries analisadas utilizando métodos de simulacio MCMC, além de um estudo
comparativo para modelos AR-ARCH visando ressaltar a potencialidade das abordagens de

Méxima Verossimilhanca e Bayesiana através da raiz quadrada do erro quadratico médio e,

88



do erro percentual absoluto médio entre os valores reais dos parametros e os valores
estimados por cada uma das técnicas (como foi realizado para os modelos ARCH no capitulo
6).

Visto que a distribuicdo ndo-condicional das séries de retornos, em geral, tem caudas
mais pesadas que as de uma distribuicdo normal e, apesar de simétrica, pode ser caracterizada

como leptocurtica, podemos propor também o uso de outras distribui¢cdes para o ruido &

1!

como #-Student e Poténcia Exponencial.

Além disso, podemos estender o estudo analisando modelos AR com erros GARCH,
sob um enfoque Bayesiano. Os modelos AR-GARCH tém uma estrutura similar a estudada na
secdo 2.1 e pode ser resumida como:

Yo =xp+z (7.1)

7 1Q, ~ P(x,Bh,) (7.2)
q r

h =a, +Zaiz,2_,. +z}/jht2—j (7.3)
i=1 j=1

zZ, =), _XtB (74)

em que y, representa uma série de retornos, P(-) é uma distribuicdo paramétrica, usualmente
a Normal ou #-Student, x, representa um vetor de variaveis exdgenas que pode incluir valores
de y, defasados no tempo, B € um vetor de parametros desconhecidos, Q,, representa o
conjunto de informagdes disponiveis até o instante -1 e z, € um erro que satisfaz o modelo

z, =h'%, (7.5)

emque {¢&,,>0} é uma sequiéncia de ruido branco i.i.d. N(01) independente de x, .

Como os modelos GARCH(g,r) podem ser escritos como ARCH(wx), 0 ajuste de
modelos AR-GARCH a séries de retornos tende a ser mais vantajoso em relacdo aos
processos AR-ARCH, pois ordens elevadas podem ser evitadas, melhorando ainda mais a
qualidade do ajuste e, consequentemente, da inferéncia destes modelos.
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APENDICE A.1

Modelos Auto-Regressivos

1. Introducao

Se no modelo de regressao proposto por Engle (1982), definido pelas expressdes (2.1)-

(2.4), z, é um ruido branco, ou seja, uma sequéncia de varidveis aleatorias ndo

t
correlacionadas, com média zero e variancia constante o2, entdo, temos um modelo linear

auto-regressivo de ordem p, AR(p), cujo valor corrente do processo y, € expresso como uma

’
combinacado linear de seus p valores passados x, = (y,_l, Vg yt_p) e do ruido branco z,.

Logo, o modelo pode ser escrito da seguinte forma:

v, =X,p+z, (1)
Vi |Qz—1 - P[xtﬁlo-zj (2)
Z =V _th} (3)

em que P(-) é uma distribuicio paramétrica, x, representa um vetor de variaveis exogenas, p
€ um vetor de pardmetros desconhecidos e Q,, representa o conjunto de informagdes

disponiveis até o instante ¢ —1. Vamos considerar ainda que o ruido branco z, é um processo

iid N(0,z), sendo 7 = iz >0.
o

p .
Para que o processo AR(p) seja estacionério, todas as raizes do polinbmio 1- Z Bl
i=1

(1: operador translacdo) devem estar fora do circulo de raio unitario.
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2. Funcio de Verossimilhanca

Consideremos uma trajetéria observada Y = {yt,t=1,2,...,T} do processo y,. Entéo, a
funcéo de verossimilhanca de y,, t=p+1,...,T, condicionada as p primeiras observacoes

(assumindo que elas sdo conhecidas) pode ser escrita como:

L(B,7)ox H exp{—g(yt —x,ﬁ)z} (4)

t=p+1

emque p=(4,...4,) e r>0.

Podemos ainda escrever a expressdo (4) na forma matricial (Oliveira, 1998):

1

L) exp{—g[@—nm'(x—nm}} 5)

i

onde x:(ypﬂ,...,yT)', |3:( 1,...,,Bp), r>0e

Yo o Ve Vp2 0 Vra
Ypu Vo o Ve 0 Vro2
H' = Vo2 Vpa Vp 0 Vros (6)
N Yo V3o Vry,
Mas,
(x—HB) (x—HB)= (—B) =" (BB )+ (x~ 1p) (x— 11p) )

onde p=(HH)"(H'x) e = =H'H. Assim, a fungio de verossimilhanca condicionada as p

primeiras observacOes é dada por (Box & Jenkins, 1976; Andrade & Barreto, 2000):

1

LB,7)c 2 " exp{— %{(ﬁ - fs)' x (p = ﬁ)+ (x - H[Ai)' (x - HB)} (8)

O logaritmo natural da funcdo de verossimilhanca (8) é dado por:

l(ﬁ,r)oc%(T—p)ln(r)—g{(ﬁ—ﬁ)'z‘(B—ﬁ)+(x—HB)'(x—HB)} ©)
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Diferenciando a funcéo (9) em relagdo a 7 e em relacdo a p obtemos:

W.2)_Tr) 2 (s mp) (s mp)] (10)
azgsﬂ, 7) _ A(x— Hp) (11)

Igualando estas expressOes a zero e resolvendo as equagdes resultantes, obtemos os

estimadores de maxima verossimilhanca para os pardmetros = e p de um modelo AR(p).
Assim, os estimadores 7 e ﬁ séo obtidos diretamente das expressdes (10) e (11):

£ #)(x—HB)' (x— Hp) (12)

B=(HH)"(Hx) (13)

!

ondex:(ypﬂ,...,yT)’, B:( l,...,ﬂp) , 7>0 e H ¢ amatriz definida em (6).
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APENDICE A.2
Método de Simulacdao Bootstrap

1. O Método Bootstrap

O Bootstrap € um método computacional para avaliar precisdo de estimativas e testes,
usando o esforgo computacional, sem necessidade de muitas suposi¢des ou desenvolvimentos
analiticos complicados. O método foi proposto por Efron (1979) e tem ajudado na solucéo dos

mais diversos problemas estatisticos.

A idéia principal do método Bootstrap é tratar os dados como se fosse a populacéo e
retirar amostras (com reposi¢do) dos dados como se fosse uma amostragem da populacdo. O
método consiste em repetir este procedimento um grande numero de vezes (digamos, R),
calculando para cada amostra obtida a quantidade de interesse. Entdo, com os R valores das

quantidades de interesse, estima-se suas distribuicdes desconhecidas.

Se comparado a outras técnicas, 0 método Bootstrap teve sua difusdo um tanto tardia,
devido a sua dependéncia do uso intensivo de célculos computacionais. Os progressos da
informatica experimentados nas Ultimas decadas do seculo XX possibilitaram a popularizacéo
do uso do computador e incrementaram 0 surgimento e acesso a softwares matematicos e
estatisticos. Conseqlientemente, as aplicacbes de métodos Bootstrap as mais diferentes areas

da estatistica se intensificaram.

Ao usuario de inferéncia estatistica, compete o entendimento de que a amostra obtida

em seu experimento é apenas uma dentre varias ou infinitas possibilidades. A estimativa 6 de
6 obtida em sua amostra, poderia ser diferente em alguma outra amostra obtida da mesma

populacao, através do mesmo processo de amostragem. Realizando o experimento uma unica

A~

vez, 0 pesquisador tem em mé&os apenas uma destas possiveis estimativas €. Para serem

obtidas inferéncias para & pode ser utilizada a normalidade assintética dos estimadores de
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Maxima Verossimilhanca. A utilizacdo de propriedades assintéticas é direcionada pelo

tamanho da amostra, que deve ser suficientemente grande.

Pode ser usado o método Bootstrap paramétrico e/ou o método Bootstrap nao-
paramétrico na construcdo de intervalos de confianca e testes de hipdteses. No Bootstrap
paramétrico, as estimativas de Maxima Verossimilhanca sdo obtidas por meio do modelo
ajustado, isto é, os dados sdo gerados do modelo ajustado com os valores dos parametros
fixados nas estimativas de Méaxima Verossimilhanca obtidas da amostra original, e no
Bootstrap ndo-paramétrico, as estimativas de Méxima Verossimilhanca sdo baseadas em R
reamostras com reposicdo obtidas da amostra original. O Bootstrap ndo-paramétrico € mais
robusto contra suposicdes distribucionais, ao passo que o Bootstrap paramétrico € mais
eficiente quando as suposi¢des paramétricas sdo verdadeiras. Maiores detalhes sobre a técnica
Bootstrap podem ser encontrados em Wehrens et al (2000).

2. Intervalo de Confianca via Método Bootstrap

Em inferéncia estatistica temos interesse na quantificacdo do erro cometido ao se

estimar um parametro de interesse 6 através de 6. Uma estratégia usual para a busca de
medidas de incerteza, que expressem este erro, € a estimacéo do erro padrdo de 6. Entretanto,
métodos analiticos para a obtengdo destas medidas nem sempre sdo disponiveis, ou
constituem processos altamente complexos, enquanto métodos assintéticos, nos quais a
construcdo de intervalos de confianca é baseada, dependem de aproximagfes nem sempre

alcancadas. Neste contexto, o método Bootstrap constitui uma eficiente alternativa,

fornecendo estimativas do erro padrdo de @& livres de complexidades algébricas e
possibilitando a obtencgéo de intervalos de confianca sem necessidade de pressupostos sobre a

distribuicdo do estimador.

Desta forma, o método Bootstrap é utilizado para a obtencdo de estimativas
intervalares empiricas para 0s estimadores dos parametros de interesse, através da

reamostragem do conjunto de dados originais.

Seja u o par@metro de interesse. Para cada amostra, devemos calcular a estimativa de

Maxima Verossimilhanga para x, e temos no final de R reamostragens, i, <...< i, valores

das estimativas de Méaxima Verossimilhanca ordenadas.  Utilizamos, entdo,
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AK AK

U . & u .,y como sendo os limites inferiores e superiores do intervalo
l(R+l)(E) 2(R+1)(17§J

100(1— )% de confianga para x . Em geral, o nmero de reamostragens R € fixado em 999.

Desta forma, através de & . e i ., Ppodemos obter intervalos de
1(R+1)(7j 2(R+1)(1—7)

confianga percentil Bootstrap 100 (1— )% para o pardmetro de interesse.

Segundo Efron (1979), intervalos Bootstrap também sdo aproximados, entretanto,

oferecem melhores aproximagdes do que os intervalos de confianga padréo.

95



APENDICE A.3

Inferéncia Bayesiana

1. Introducao

A abordagem Bayesiana é adequada quando ocorrem situa¢fes nas quais os dados
avaliados sdo incompativeis com modelos simples e, outros modelos mais realistas

(consequentemente mais complexos) Sao necessarios.

Como na inferéncia cléssica, a inferéncia Bayesiana utiliza observacdes y, cujo valor é
inicialmente incerto e descrito através de uma distribuicdo de probabilidades f(y|9). A
quantidade & serve como indexador da familia de distribuicbes das observagoes,
representando caracteristicas de interesse que se deseja conhecer para ter uma descri¢do
completa do processo. Se o pesquisador tem informagdes sobre esta quantidade, entdo, é
possivel que esse conhecimento prévio seja incorporado a analise. O método classico nao
admite estas informacdes por ndo serem observaveis, mas o Bayesiano as incorpora a analise

através de uma densidade 7r(t9), mesmo que estas informagdes ndo sejam muito precisas.

Dadas as informacdes y obtidas sobre um modelo paramétrico f(y]8), o

procedimento de inferéncia Bayesiana é baseado na forma familiar do Teorema de Bayes,
dada por (Box & Tiao, 1973):

p@]y)= fi 1)

em que p(l9|y) é chamada de distribuicdo a posteriori, que resulta da combina¢do da funcéo
de verossimilhanga /(@ |x) com a distribuicio a priori z(6). Portanto, a distribuigio a
posteriori representa a distribuicdo de probabilidade de & ap6s observar o valor y, que passa

a fazer parte do conjunto de informacdo disponivel. Se o interesse & especifico em algum
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componente de &, digamos Hi,(i =1,..,k), a distribuigio marginal correspondente pode ser

facilmente obtida integrando a distribuigéo conjunta p(@] y), isto §,

pl0,17)= 101 )x(0), @

na qual o termo —i implica a integracdo de todos os componentes exceto & ,. Se inferéncias

sumarias na forma de esperancas a posteriori sdo requeridas, elas séo obtidas por:

EW(0)ly)=[y(6)=(0] y)ao

para uma escolha (@) de interesse.

Nas ultimas décadas, alguns métodos numericos tém sido desenvolvidos para resolver
as questdbes mencionadas acima. Dentre os métodos numéricos baseados em amostragem
destacam-se os métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Estes sdo mais
simples para implementacdo e ndo apresentam restricdes quanto ao nimero de pardmetros a

serem estimados.
2. Métodos de Simulacao de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC)

O método de simulacdo de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) é uma forma
de integracdo de Monte Carlo. A idéia € simular uma cadeia de Markov irredutivel aperiddica
cuja distribuicdo estacionaria é a distribuicdo de interesse p(9|y), ou seja, a distribuicdo a
posteriori. Existem dois métodos para gerar cadeia de Markov com distribuicdo estacionaria
especificada. O Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995), que tem sido usado por
muitos anos em fisica estatistica; e o Gibbs Sampler, que foi trazido para a literatura
estatistica por Gelfand & Smith (1990).

E importante observar que o uso destes algoritmos, em geral, é necessario se a gerago
ndo iterativa da distribuicdo da qual se deseja obter uma amostra for muito complicada ou

custosa (Gamermam, 1996).

O Algoritmo Metropolis-Hastings

Quando as distribuigdes condicionais a posteriori ndo sdo facilmente identificadas
como possuidoras de uma forma padrdo (normal, gama, etc.), que impossibilita a geragéo

direta a partir destas distribuicdes, usa-se o algoritmo Metropolis-Hastings. Esta técnica

97



requer um ndcleo, isto é, uma densidade de transicao q(e,e*), que ndo necessariamente tem
probabilidade de equilibrio 7, mas que represente uma regra de passagem que defina uma
cadeia. Considere também a probabilidade de aceitacdo p(e("”,é’*) definida abaixo. O

algoritmo segue 0s seguintes passos:

Passo 1: Atribua um valor inicial 8 =6 e inicie o contador de iteracdes em r =1.
Passo 2: Mova a cadeia para um novo valor de 8" gerado da densidade q(a“*l),e*).
Passo 3: Gere u da distribuiggo uniforme (0,1).

Passo 4: Aceite o valor gerado 8~ se

uép(ﬁ""”,e*)=min(1, {0 o0 J

20 Y) 46", 0")

Caso contrario, fique com ") =Y.

Passo 5: Incremente r e volte ao passo 2.

Assim, para r suficientemente grande, 8) é uma amostra da distribuic&o a posteriori

7(0). Para o caso vetorial 0 =(6,,...,6,), teremos uma densidade de transi¢io dada por

q(ﬂ,ﬂ*) e uma probabilidade de aceitacio dada por p(ﬂ(””,e*), e devemos proceder da

mesma forma.
3. Diagnésticos de Convergéncia

Os métodos MCMC sdo uma 6tima ferramenta para a resolucdo de muitos problemas
praticos, poréem, alguns problemas surgem com o0 uso dos mesmos. Dentre eles podemos
destacar: 0 numero necessario de iteracfes para se obter convergéncia, a possibilidade das
iteracdes iniciais da amostra serem influenciadas pelos valores iniciais dos parametros e,
ainda, de as seqliéncias de valores apresentarem correlagfes entre os parametros. Nao existe
uma técnica geral para resolver estas questdes, mas, existem métodos de verificacdo de
convergéncia baseados nas propriedades da cadeia de Markov, que indicam a convergéncia ou
ndo, da amostra selecionada para a distribuicdo marginal.

Uma avaliacdo da convergéncia pode ser feita preliminarmente analisando os gréficos
ou as medidas descritivas obtidas a partir dos valores simulados para os pardmetros de
interesse. Os graficos mais freqlientes sdo os graficos da quantidade de interesse estimada ao

longo das iteracGes e o grafico da estimativa da distribuicdo marginal a posteriori deste
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parametro. As medidas descritivas sdo a média, o desvio-padrdo e o0s quantis. Uma outra
avaliacdo da convergéncia pode ser feita usando algumas técnicas de diagnostico. As técnicas
mais populares sdo descritas por Geweke (1992), Gelman & Rubin (1992), Raftery & Lewis
(1992) e Heidelberger & Welch (1983). Cowles & Carlin (1996) comparam alguns métodos
concluindo que, apesar deles detectarem comumente 0s problemas na convergéncia, estas
técnicas também podem falhar no seu proposito, ndo sendo possivel afirmar qual delas é mais
eficiente. Por isso, é recomendavel que o uso destes diagnosticos seja combinado com a
analise grafica e com as medidas descritivas.

Neste trabalho, além da andlise grafica e das medidas descritivas, usamos o

diagnostico de Geweke para avaliar a convergéncia.

Critério de Diagnostico de Geweke

O diagnostico de Geweke (1992) foi desenvolvido para indicar a convergéncia da

média a posteriori de uma fungio da quantidade amostrada, g(¢), em uma Unica cadeia, isto
e, os valores g(e(”) sdo calculados a cada iteragdo da simulagdo, formando uma série
temporal. A partir da cadeia, a variancia assinttica S,(0) da medida de g(¢) pode ser

estimada. De uma forma resumida, o diagndstico consiste nos seguintes passos:

Passo 1: Divida a cadeia gerada de tamanho N em duas seqiiéncias, em que a primeira
possui as N, primeiras iteracdes e a segunda, as N, Ultimas iteragdes.
Passo 2: Calcule as médias m, e m, e as variancias assintoticas S,(0) e S,(0),

respectivamente. As variancias sdo determinadas pela estimacdo da densidade espectral.

Passo 3: Se a cadeia completa for estacionaria, as médias m, e m, destas sequéncias

estardo proximas.

Pode-se mostrar que, se as razoes N, e N, sio fixas e N— oo,

N N

m, —m

5.0 5.0
N, N,

Assim, um teste pode ser construido e, se a diferenca padronizada entre as médias for

~ N(01)-

muito grande, existe indicacdo de ndo convergéncia. Geweke (1992) sugere que as médias
sejam construidas apds algumas iteracbes iniciais terem sido descartadas e que

N,=01N e N, =05N .
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APENDICE A .4
Gridficos da Segio 5.2

Apresentamos neste apéndice os graficos obtidos atraves da abordagem Bayesiana
para modelos ARCH(g), referentes ao capitulo 5 (secdo 5.2). As figuras representam 0s
trezentos ultimos valores gerados para os parametros dos modelos ARCH(g) ajustados as

séries IBovespa (g =3) e Telebrds (¢ =7) considerando distribuigdo a priori informativa e

distribuicdo a priori ndo-informativa. Estes graficos mostram a convergéncia grafica dos

parametros obtida através do algoritmo de simulacdo Metropolis-Hastings.

"o 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
al

0 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300
a

Figura 1: Valores gerados para os parametros do modelo ARCH(3) ajustado a série
IBovespa considerando distribuicio a priori informativa.
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Figura 2: Valores gerados para os parametros do modelo ARCH(3) ajustado a série
IBovespa considerando distribuicio a priori nao-informativa.
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Figura 3: Valores gerados para os parametros do modelo ARCH(7) ajustado a série
Telebras considerando distribui¢io a priori informativa.
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Figura 4: Valores gerados para os parametros do modelo ARCH(7) ajustado a série
Telebras considerando distribuicdo a priori ndo-informativa.
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APENDICE A.5
Gridficos da Segdo 5.3

Nesta secdo apresentamos os graficos obtidos atraves da abordagem Bayesiana para
modelos AR(p)-ARCHY(qg), referentes ao capitulo 5 (secdo 5.3). As figuras representam o0s
trezentos Ultimos valores gerados para os parametros dos modelos AR(p)-ARCH(g) ajustados
as séries 1Bovespa (p=6 e g=3) e Telebras (p =2 e ¢ =6) considerando distribuicdo a
priori informativa e distribuicdo a priori ndo-informativa. Estes graficos mostram a
convergéncia grafica dos parametros obtida atraves do algoritmo de simulacdo Metropolis-

Hastings.

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
al

o 50 100 150 200 250 300 [ 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
a3 bl b2

Figura 1: Valores gerados para os parametros do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado a
série IBovespa considerando distribuicdo a priori informativa.
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Figura 1 (cont.): Valores gerados para os parametros do modelo AR(6)-ARCH(3)
ajustado a série IBovespa considerando distribui¢io a priori informativa.
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Figura 2: Valores gerados para os parametros do modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado a
série IBovespa considerando distribuicao a priori ndo-informativa.

104



2,
0.08 0.02
0.1 -0.04]
012 0.06
0.14 0.08
0.16 01
2018 0.12
02 -0.14
0.22 0.16
0.24 0.
[ 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300
b5 [

Figura 2 (cont.): Valores gerados para os parametros do modelo AR(6)-ARCH(3)
ajustado a série IBovespa considerando distribuicio a priori nao-informativa.
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Figura 3: Valores gerados para os parametros do modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado a
série Telebras considerando distribuicdo a priori informativa.
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Figura 4: Valores gerados para os parametros do modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado a
série Telebras considerando distribuicdo a priori nado-informativa.
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APENDICE A.6
Gridficos do Capitulo 6

Apresentamos neste apéndice os graficos obtidos no estudo comparativo entre as
abordagens de Maxima Verossimilhanca e Bayesiana, considerando distribuicdo a priori
informativa, para modelos ARCH(g), referentes ao capitulo 6. As figuras mostram a
distribuicdo empirica (histograma) das estimativas de Méaxima Verossimilhanca e das

estimativas Bayesianas dos parametros do processo ARCH(2) — modelo M2 e do processo

ARCH(2) — modelo M3.
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Figura 2: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo M2.
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a a,

Figura 3: Histograma das Estimativas de Maxima Verossimilhan¢a - Modelo M3.

Figura 4: Histograma das Estimativas Bayesianas - Modelo M3.
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APENDICE A.7

Anadlise de Residuos e Volatilidade Estimada

Nesta secdo apresentamos os graficos obtidos através das abordagens de Maxima
Verossimilhanca e Bayesiana para modelos AR(p)-ARCH(g) e ARCH(g), referentes ao
capitulo 5 (secdo 5.2 e secdo 5.3). As figuras a seguir representam a anéalise de residuos e as
volatilidades estimadas obtidas pelas estimativas Bayesianas, com distribuicdo a priori ndo-
informativa, e pelas estimativas de Maxima Verossimilhanca dos parametros dos modelos

ARCH(q) ajustados as séries IBovespa ( ¢ =3) e Telebras (g = 7), respectivamente.
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Figura 1 — Analise de residuos — Série IBovespa
Abordagem de Maxima Verossimilhanca.
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Mormal Probability Plot
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Figura 2 — Analise de residuos — Série IBovespa
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori nao-informativa.
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Figura 3 — Volatilidade Estimada
Modelo ARCH(3) ajustado a série IBovespa.
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Figura 4 — Analise de residuos — Série Telebras
Abordagem de Maxima Verossimilhancga.
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Figura 5 — Analise de residuos — Série Telebras
Abordagem Bayesiana com distribuicao a priori nao-informativa.
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Figura 6 — Volatilidade Estimada
Modelo ARCH(7) ajustado a série Telebras.

As figuras a seguir mostram a analise de residuos e as volatilidades estimadas obtidas
pelas estimativas Bayesianas, com distribuicdo a priori ndo-informativa, e pelas estimativas de
Maxima Verossimilhanca dos pardmetros dos modelos AR(p)-ARCH(g) ajustados as séries

IBovespa (p=6 e g =3) e Telebrds (p =2 e g =6), respectivamente.
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Figura 7 — Analise de residuos — Série IBovespa
Abordagem de Maxima Verossimilhancga.
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Mormal Probability Plot
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Figura 8 — Analise de residuos - Série IBovespa
Abordagem Bayesiana com distribuicio a priori nao-informativa.
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Figura 9 — Volatilidade Estimada
Modelo AR(6)-ARCH(3) ajustado a série IBovespa.
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Figura 10 — Analise de residuos - Série Telebras
Abordagem de Maxima Verossimilhanca.
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Figura 11 — Analise de residuos - Série Telebras
Abordagem Bayesiana com distribuicfo a priori nao-informativa.
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Modelo AR(2)-ARCH(6) ajustado a série Telebras.
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