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Resumo

E
ste trabalho estuda a observabilidade e controlabilidade para uma

classe de sistema dinâmico markoviano com saltos nos parâmetros,

e uma coleção de matrizes de observabilidade e controlabilidade as-

sociadas. São explorados alguns resultados de invariância, bem como certas

propriedades envolvendo essas matrizes. Uma dessas propriedades, relacionada

com a coleção de matrizes de observabilidade é conhecida na literatura desta

classe de sistemas, mas não há uma prova dispońıvel. Esses resultados de in-

variância foram estendidos para o estudo da controlabilidade e sua respectiva

coleção de matrizes associada, obtendo assim uma propriedade análoga ao caso

da observabilidade. Os resultados obtidos são importantes para validar outros

resultados existentes que se baseiam na propriedade referida.
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Abstract

T
his work studies observability and controlability of a class of Markov

systems with jumping parameters, and associated set of observability

and controlability matrices. We explore some invariance results re-

garding the state trajectory and certain properties involving those matrices.

One of these properties, related with the collection of observability matrices,

is employed in the literature of this class of systems, but there is no available

proof. The invariance results are extended similarly to the context of contro-

lability leading to a property that is analogous to the observability case. The

obtained results are important to validate other existing results that rely on

that property.
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Caṕıtulo

1
Introdução

1.1 Motivação

Os conceitos duais de observabilidade e controlabilidade cumprem um papel

importante na teoria de sistemas dinâmicos, caracterizando fundamentalmente

as implicações dinâmicas da estrutura de entrada e sáıda deste tipo de sistemas.

Tal estrutura pode influenciar significativamente os meios dispońıveis para con-

trole e filtragem. A noção de controlabilidade é relacionada com o fato que

todos os estados podem ser alcançados. Nos Sistemas Lineares Determińısticos

(SLD) temos uma importante caracterização da noção de controlabilidade. O

sistema

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

é controlável se e somente se para um estado arbitrário x(t1) = x1 e qualquer

estado arbitrário x2 existe t2 e uma entrada cont́ınua por partes u(t), t1 ≤ t ≤

t2 tal que x(t2) = x2. O conceito de controlabilidade é equivalente a afirmar

que a matriz de controlabilidade

C(A, B) = [B
...AB

...A2B
... . . .

...An−1B]

tem posto completo, onde n é a dimensão de x(t) e A e B são de dimensões

apropriadas. Pode-se mostrar que, num sistema controlável, é posśıvel direci-

onar o estado inicial a um estado espećıfico qualquer em um número finito de
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passos, isto é num horizonte finito de tempo. Isto corresponde diretamente à

noção intuitiva da capacidade de controlar os estados do sistema. Por outro

lado, a observabilidade é importante na caracterização do comportamento do

controle ótimo, por exemplo, garantindo a positividade do funcional de custo

e a estabilidade do sistema controlado. Análogo à controlabilidade, temos que

o sistema
ẋ(t) = Ax(t)

y(t) = Cx(t)

é observável se e somente se existe t1 > 0 tal que o conhecimento de y(t), para

todo t, 0 ≤ t ≤ t1, é suficiente para determinar x(0). O fato de ser o sistema

observável é equivalente a afirmar que a matriz de observabilidade

O(A, C) = [C ′...A′C ′...A′2C ′... . . .
...A′n−1C ′]′

tem posto completo, onde A e C são de dimensões apropriadas. Existe uma

atenção muito grande para o estudo da controlabilidade e a observabilidade

e há um bom número de resultados dispońıveis na literatura, vide por exem-

plo Ji e Chizeck (1990); Bittanti et al. (1984); Ji e Chizeck (1988); Costa et al.

(2006); Astolfi e Praly (2006); Davis e Vinter (1984); Gray e Mesko. (1999);

Petersen (2002) só para mencionar uns poucos artigos em diferentes contextos.

Exemplo 1 (Bastão em equiĺıbrio). Um sistema sobre o qual sabemos, atra-

vés da experiencia, que é controlável é o sistema do bastão em equiĺıbrio sobre

uma base se movendo como ilustrado na Figura 1.1. Existem muitos problemas

mecânicos tais como a manutenção de um satélite em órbita, o controle de um

helicóptero e o controle de um foguete quando está sendo empurrado para cima

entre outros, que têm um caráter semelhante. Vamos considerar o equiĺıbrio

do bastão sobre a base como uma versão simples deste tipo de problemas. Ve-

rifiquemos então que esse sistema é controlável. Pode ser deduzido pelas leis

de Newton que o sistema é governado pela equação (vide Luenberger (1979))

ü(t) cos θ(t) + Lθ̈(t) = g sin θ(t) (1.1)

onde g é a constante de gravitação. Também temos a relação

x(t) = u(t) + L sin θ(t). (1.2)

Assumindo que o bastão está próximo do repouso em uma posição vertical
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(com θ(t) muito pequeno), as duas equações (1.1) e (1.2) podem ser escritas

em termos de x(t) como

ẍ(t) =
g

L
[x(t) − u(t)].

Para facilitar a notação consideremos L = 1. Então definindo a velocidade

v(t) = ẋ(t), o sistema tem a representação

[

ẋ(t)

v̇(t)

]

=

[

0 1

g 0

][

x(t)

v(t)

]

+ g

[

0

−1

]

u(t).

A matriz de controlabilidade é

C(A, B) = −g

[

0 1

1 0

]

a qual claramente é de posto completo e portanto o sistema é controlável (sendo

g 6= 0).

Figura 1.1: Bastão em equiĺıbrio.

Em particular, para Sistemas Lineares com Saltos de Markov (SLSM) (vide

O. L. V. Costa e Marques (2000) para uma abordagem com teoria de opera-

7



dores para SLSM e as referências aĺı inclúıdas, e do Val e Basar (1999); Saridis

(1983); Siqueira e Terra (2004) para aplicações de SLSM), os quais são siste-

mas cujos parametros são governados por uma cadeia de Markov subjacente

Θ = {θ(t), t ≥ 0}, com θ(t) tomando valores sobre S = {1, 2, . . . , N}, os

resultados e propriedades relativos à observabilidade e controlabilidade têm

alcançado um paralelo completo com aqueles presentes na teoria de SLD.

Motivamos ao leitor o estudo de SLSM, não somente por suas aplicações

mas também pelo fato que estes sistemas generalizam os já conhecidos SLD,

apresentando resultados relevantes e propriedades análogas às daqueles siste-

mas. Entre outros, existem resultados importantes (vide Ji e Chizeck (1992);

Morozan (1995); Costa e Fragoso (1995); Costa et al. (1999); Costa e Marques

(2000) e Fragoso e Baczynski (2001)), referentes às equações algébricas de

Riccati acompladas (EARA) correspondentes ao problema linear quadrático

(LQ) e ao conceito S-estabilizabilidade, garantindo a existência de soluções

das EARA. Citam-se para resultados que envolvem detetabilidade fraca (W-

detetabilidade) a Costa et al. (2005); do Val e Costa (2005); Costa e do Val

(2002a,b); do Val e Costa (2002). Também há trabalhos tratando filtragem de

SLSM nos quais se apresentam avanços recentes, vide de Souza et al. (2006);

de Souza e Fragoso (2003); Fragoso e Rocha (2005); Fragoso et al. (2005), e in-

teressantes avanços em Fragoso e Baczynski (2005); de Souza e Coutinho (2006);

Fragoso e Costa (2005); Costa e Fragoso (2007); Dragan e Morozan (2008);

Todorov e Fragoso (2008). Nota-se a relevancia que tem a pesquisa em SLSM

e a diversidade de temas destacados acima.

1.2 Hipóteses

Vamos considerar inicialmente SLSM a tempo cont́ınuo sendo definidos

num espaço fundamental de probabilidade (Ω,F , {Ft}, P ) como

Φ: ẋ(t) = Aθ(t)x(t), x(t0) = x0, θ(t0) ∼ µ0

y(t) = Cθ(t)x(t)

com t ≥ 0, x ∈ Rn e y ∈ Rr. A cada instante de tempo t, temos Aθ(t) = Ai

sempre que θ(t) = i, sendo Ai uma matriz de dimensão apropriada tomada

de uma coleção conhecida de matrizes A = (A1, . . . , AN), e similarmente para

C. A matriz de taxa de transição é denotada por Λ = [λij] (veja detalhes

sobre cadeias de Markov em Bhattacharya e Waymire (1990)). Mencionamos
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as seguintes propriedades conhecidas para SLSM as quais têm uma contraparte

direta para SLD:

(I) Subespaços não observados são invariantes, isto é, as trajetórias não ob-

servadas permanecem no espaço não observado quando as condições ini-

ciais estão em tal espaço.

(II) Um sistema é observável se e somente se a coleção de matrizes de obser-

vabilidade Oi tem posto completo.1

(III) Observabilidade fraca (Costa e do Val (2002a)) é uma condição suficiente

para que o controle LQ-ótimo seja estabilizante.

Veja Costa e do Val (2001, 2002a); Costa et al. (2005) para resultados adicio-

nais sobre observabilidade fraca e a noção relacionada de detetabilidade fraca

para SLSM e Meshkin e Khorasani (2009) para aplicações. A maioria dos re-

sultados dispońıveis (incluindo (I)–(III)) são baseados na propriedade seguinte:

para cada v ∈ Rn, i ∈ S e k = 0, . . . , n2N − 1

(P1) : v′Oi(k)v = 0 ⇐⇒ Oi(k)v = 0.

A propriedade (P1) é fácil de demonstrar no cenário a tempo discreto uma vez

que Oi(k) é uma matriz semidefinida positiva para cada k, vide Costa e do Val

(2001). Porém, esse não é o caso a tempo cont́ınuo. Assim, neste trabalho

uma contribuição é uma prova para a propriedade (P1) para SLSM a tempo

cont́ınuo.

No que corresponde à controlabilidade, o sistema é perturbado na equação

de estado por um rúıdo persistente e escrito na forma dx(t) = Aθ(t)x(t)dt +

Bθ(t)dζ(t); para esse cenário adaptaremos as hipóteses dadas no caso da obser-

vabilidade e estenderemos a propriedade (P1) numa propriedade do tipo

(P2) : v′Si(k)v = 0 ⇐⇒ Si(k)v = 0,

sendo que as Si formam uma coleção de matrizes de controlabilidade.

1.3 Contribuições

• Demonstrar que x(t), t ≥ 0, está no espaço nulo de Cj quase certa-

mente (q.c.) sempre que j seja acesśıvel de θ(0) e x′Oθ(0)(k)x = 0, k =

1Vide o Caṕıtulo 2 para a definição desta coleção de matrizes
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0, . . . , n2N − 1, vide Corolário 2.

• Explorar um resultado de invariância similar para Ap

θ(t)x(t), p ≥ 0, ou

seja, demonstrar que as derivadas de x(t) de qualquer ordem estão no

espaço nulo de Cj , vide Lema 4. Além disso, demonstrar que essa inva-

riância ainda vale ao substituir θ(t) com i, assumindo i acesśıvel de θ(t),

formalmente,

CjA
p
i v = 0.

• Avaliar, para toda sequência de estados de Markov i, i1, . . . , im tal que

λi,i1λi1,i2 · · ·λim−1,im 6= 0, a validade de

CimAp1

im−1
Ap2

im−2
· · ·Apm

i v = 0, (1.3)

sempre que v′Oi(k)v = 0, k = 0, . . . , n2N − 1.

• Usar termos como no lado esquerdo de (1.3) (envolvidos na definição

de Oi) para demonstrar que Oiv = 0 por inspeção direta, completando

assim a prova da necessidade de (P1) (a suficiência é trivial).

• Introduzir uma coleção de matrizes de controlabilidade e a definição de

sistema controlável a partir dessa coleção.

• Explorar o espaço não controlável e sua relação com um funcional de

custo definido.

• Avaliar, para todas as sequências de estados de Markov j, j1, . . . , jm, i tal

que

λj,j1λj1,j2 · · ·λjm,i 6= 0, a validade de

RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
v = 0, (1.4)

sempre que v′Si(k)v = 0, k = 0, 1, . . . , n2N − 1 e com Rj sendo matrizes

relacionadas com a matriz de covariância do rúıdo .

• Demonstrar por inspeção direta a necessidade da propriedade (P2) usando

termos como no lado esquerdo de (1.4).
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1.4 Organização do Trabalho

Este trabalho está organizado como segue. O Caṕıtulo 2 fornece notações

e alguns resultados preliminares. O Caṕıtulo 3 apresenta alguns resultados de

invariância quanto à matriz de observabilidade os quais são usados no resultado

principal. O Caṕıtulo 4 contem adaptações e extensões ao caso da matriz de

controlabilidade. Finalmente, o Caṕıtulo 5 apresenta algumas conclusões.
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Caṕıtulo

2
Preliminares

2.1 Notações

Nesta seção, apresentam-se notações e resultados para referência posterior.

Seja Rn,q (respectivamente Rn) o espaço linear formado por todas as matrizes

de dimensão n×q (respectivamente, n×n) e Rr0 (Rr+) o cone convexo fechado

das matrizes simétricas semidefinidas positivas {U ∈ Rr : U = U ′ ≥ 0}, (o cone

aberto das matrizes simétricas definidas positivas {U ∈ Rr : U = U ′ > 0}),

onde U ′ denota a transposta de U ; U ≥ V (U > V ) significa que U − V ∈ Rr0

(U − V ∈ Rr+). Para U ∈ Rn,q, N (U) representa o espaço nulo de U . O

operador 1{.} é a função indicadora (ou função caracteŕıstica) e tr{.} denota o

traço. Seja Mr,n o espaço linear formado por um número N de matrizes tal que

Mr,n = {U = (U1, . . . , UN) : Ui ∈ Rr,n, i = 1, . . . , N}; também, Mr ≡ Mr,r.

Denota-se por Mr0 (Mr+) o conjunto Mr quando está formado por Ui ∈ Rr0

(Ui ∈ Rr+) para todo i = 1, . . . , N . Mr,n definido como antes junto com o

produto escalar dado por

〈U, V 〉 =

n
∑

j=1

tr{U ′
jVj}

é um espaço de Hilbert (Costa e Fragoso (2005)). Além disto, define-se a

norma ||U || = 〈U, I〉 em Mn0, e, considerando o sistema Φ com t0 ≥ 0, para

13



i = 1, . . . , N define-se:

Xi(t) = E{x(t)x(t)′1{θ(t)=i}|Ft0}, t ≥ t0.

Considere os operadores L : Mn −→ Mn e T : Mn −→ Mn definidos como:

Li(U) = A′
iUi + UiAi +

N
∑

j=1

λijUj ,

Ti(U) = AiUi + UiA
′
i +

N
∑

j=1

λjiUj

(2.1)

para i = 1, . . . , N . Denota-se L0(U) = U e, para k ≥ 1, Lk(U) = L(Lk−1(U)).

Seja também L(t) , t ≥ 0, definido pela equação linear diferencial:

L̇i(t) = Li(L(t)) + C ′
iCi, L(0) = 0, t ≥ 0 (2.2)

para cada i ∈ S. Considere agora o funcional

W t0,t(x, θ) = E

{
∫ t0+t

t0

x(τ)′C ′
θ(τ)Cθ(τ)x(τ)dτ |Ft0

}

(2.3)

definido sempre que x(t0) = x e θ(t0) = θ. Na continuação serão apresentadas

outras notações adicionais e alguns resultados. Para V ∈ Rn, as colunas de

V serão identificadas como V = [v1
... v2

... · · ·
... vn] e, para U = (U1, U2, . . . , UN)

introduzimos o já conhecido operador linear inverśıvel ϕ̂ : Mn −→ Rn2N ,

ϕ̂(U) =













ϕ(U1)

ϕ(U2)
...

ϕ(UN)













, com ϕ(V ) =













v1

v2

...

vn













Assim sendo, obtem-se que

ϕ̂(L(U)) = Aϕ̂(U) (2.4)
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e A é definida como

A =













Â1 + λ11In2 λ11In2 . . . λ1NIn2

λ21In2 Â2 + λ22In2 . . . λ11In2

...
...

. . .
...

λN1In2 λN2In2 . . . ÂN + λNNIn2













com Âi = In ⊗ A′
i + A′

i ⊗ In, sendo ⊗ o śımbolo que representa o produto de

Kronecker entre matrizes conforme Costa e do Val (2002a). Agora, ao aplicar

o operador ϕ̂ em (2.2) e utilizar (2.4), obtemos

ℓ̇(t) = ϕ̂[C ′C + L(L(t))]

= v + Aϕ̂(L(t)) = v + Aℓ(t), t ≥ 0,

sendo ℓ(t), q ∈ R
n2N , definidos por

ℓ(t) = ϕ̂(L(t)), v = ϕ̂(C ′C).

Inspecionando a relação anterior, notamos que

dkℓ

dtk
(0) = Akv. (2.5)

2.2 Definições e resultados

Na continuação apresentaremos algumas definições e resultados iniciais que

nos levaram ao resultado principal enunciado no Caṕıtulo 3. Os seguintes

resultados aparecem em Costa e do Val (2002a).

Proposição 1. As seguintes afirmações são válidas:

W t0,t(x(t0), θ(t0)) =

∫ t

0

〈X(τ), C ′C〉dτ = 〈U, L(t)〉 (2.6)

sempre que Ui = x(t0)x(t0)
′ para θ(t0) = i e Uj = 0, j 6= i.

A proposição prévia permite generalizar a definição do funcional W como se-

gue:

W t0,t(U) =

∫ t

0

〈X(τ), C ′C〉dτ = 〈U, L(t)〉, para U ∈ Mn. (2.7)
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Também, introduzimos a seguinte representação para 〈U, L(t)〉:

〈U, L(t)〉 = ϕ̂(U)′ℓ(t). (2.8)

Um resultado preliminar importante é establecido na seguinte proposição

(veja Costa e do Val (2002a)). Pode ser interpretado como uma avaliação para

a expansão máxima da trajetória x(t) em torno de um estado dado x0, e isto

se segue dos fatos que a trajetória é cont́ınua e tem derivadas limitadas (Aθ(t)

são tomadas da coleção finita A conhecida).

Proposição 2. Para cada escalar M > 0, existe tM > 0 tal que ||x(t)−x0|| ≤

M ||x0|| (q.c.), 0 ≤ t ≤ tM .

Desenvolvemos o seguinte lema preliminar.

Lema 1. Se W t+T (x, i) = 0 então W t,T (x(t), θ(t)) = 0 (q.c.) para todo t ≥ 0.

Demonstração. Vamos supor W t,T (x(t), θ(t)) > 0 com probabilidade positiva.

Então temos que E{W T (x(t), θ(t))|F0} > 0, permitindo avaliar

W t+T (x, i) = E

{
∫ t

0

x(τ)′C ′
iCix(τ)dτ |F0

}

+ E

{
∫ t+T

t

x(τ)′C ′
iCix(τ)dτ |F0

}

≥ E{W t,T (x(t), θ(t))|F0} > 0.

Definição 1 (Matriz de Observabilidade). A coleções de matrizes Oi ∈ Mn(n2N),n

definidas para cada i ∈ S como

Oi = [O′
i(0) O′

i(1) . . . O′
i(n

2N − 1)]′ (2.9)

é denominada conjunto de matrizes de observabilidade do sistema Φ, sendo

O(k) ∈ Mn definida para cada i ∈ S como

Oi(k) =
dk+1Li

dtk+1
(0) (2.10)

com L(t) ∈ Mn, t ≥ 0, definida pelas equações lineares dadas em (2.2) com

Oi(0) = C ′
iCi para cada i ∈ S. Se Oi é de posto completo para cada i então o

sistema é observável.
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Oi(k) pode não ser positiva já que, de outra forma (se for positiva para

t > 0) Li(t) deveria tender para infinito e portanto, W∞(x, i) = ∞.

Note que O(k) pode ser definido equivalentemente, de forma recursiva,

usando o operador L:

Oi(k) = Li(O(k − 1)), k > 0. (2.11)

Exemplo 2. Considere o SLSM Φ cont́ınuo no tempo com

A1 =







2 δ 0

0.01 1 0

0.9 δ 0.1






, C1 =

[

1 0 0
]

,

A2 =







0.5 0 0

0 0.99 0

1 0 1






, C2 =

[

0 0 0
]

,

A3 =







1 0 0

0.1 0.25 0

0 δ 1






, C3 = C1, C4 = 0.3C1

A4 = 0.1







3 0.4δ 0.1

0 1 0

2 0 1






, Λ =













−3 0.9 2 0.1

2 −5 2 1

0.5 0.5 −1 0

0 0 0 0













.

Note que S = {1, 2, 3, 4}, n = 3 e N = 3. Se δ 6= 0 , ao calcular a matriz

de observabilidade O obtemos que, para cada i = 1, 2, 3, 4, as matrizes Oi são

de posto= 3 sendo assim o sistema observável. No entanto, ao fazer δ = 0 e

calcular a matriz de observabilidade vemos que para cada i as matrizes Oi tem

posto= 2 e portanto o sistema é não-observável. Observe que δ nulo reflete na

não-observabilidade do sistema.

Lema 2. 1 Sejam x ∈ Rn, i ∈ S, X ∈ Mn definida como Xi = xx′ e Xj = 0,

∀j 6= i e w ∈ Rn2N definida como w = ϕ̂(X). As seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) w′d
k+1ℓ

dtk+1
(0) = 0, para k = 0, . . . , n2N − 1.

(ii) x ∈ N (Li(t)) ou, equivalentemente, w′ℓ(t) = 0 para todo t ≥ 0.

1Resultado extráıdo de Costa e do Val (2002a).
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Caṕıtulo

3
Matriz de Observabilidade e

propriedades de invariância

3.1 Considerações e resultados iniciais

Neste caṕıtulo desenvolvemos propriedades de invariância associadas à ob-

servabilidade, já comentadas na Seção 1.3. Pretendemos, então, empregar esses

resultados na demonstração da equivalência das afirmações (i) e (ii) do Lema 2

e o fato de x pertencer a N (Oi), como é proposto em Costa e do Val (2002a).

Porém, para este fim, necessitaremos de alguns resultados preliminares. O

primeiro é uma adaptação de (Costa e do Val, 2002a, Lemma 8).

Corolário 1. x′Oi(k)x = 0 para todo k = 0, . . . , n2N − 1, se e somente se

W t(x, i) = 0, t ≥ 0.

Demonstração. Seja X ∈ Mn definido como Xi = xx′ e Xj = 0, ∀j 6= i e

w ∈ Rn2N como w = ϕ̂(X). As seguintes implicações são obtidas de uma

maneira simples para cada k = 0, . . . , n2N − 1,

x′Oi(k)x = 0 ⇔ x′d
k+1L

dtk+1
(0)x = 0 ⇔ 〈X,

dk+1L

dtk+1
(0)〉 = 0

⇔ w′d
k+1ℓ

dtk+1
(0) = 0.

(3.1)

De (3.1) e o Lema 2 temos que x′Oi(k)x = 0, k = 0, . . . , n2N−1, é equivalente
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a w′ℓ(t) = 0, t ≥ 0, logo (2.7) e (2.8) completam a prova.

Na continuação exploramos um resultado de invariância para a trajetória

x(t) e os espaços nulos associados a C.

Lema 3. Se existe T tal que x(T ) /∈ N (Cj) com probabilidade positiva, 1 ≤

j ≤ N , então existe l ≥ 0 tal que W l+s(x(T ), θ(T )) > 0 (q.c.), s ≥ 0, sempre

que j seja acesśıvel de θ(T ).

Demonstração. Nesta prova definiremos um intervalo [T, tǫ] para permitir θ(T )

alcançar j com probabilidade positiva e um intervalo de tempo [tǫ, tǫ + s] para

integração do termo x(t)′C ′
jCjx(t) e assim, obtemos avaliações para a mı́nima

distancia entre a trajetória de x(t) e o espaço nulo de Cj durante esses intervalos

de tempo, vide Figura 3.1. Se x(T ) /∈ N (Cj), temos que||x − x(T )|| ≥ m,

∀x ∈ N (Cj), onde 0 < m = d(x(T ), N (Cj)). Agora, para ǫ = m
2||x(T )||

, existe

δǫ > 0 tal que

x(t) ∈ B
(

x(T ),
m

2

)

(q.c.), com T ≤ t ≤ tǫ = T + δǫ,

(vide Proposição 2). Seja x̃(tǫ) e x̂(tǫ) as projeções ortogonais de x(tǫ) em

N (Cj) e N (Cj)
⊥ respectivamente. Assim, x(tǫ) = x̃(tǫ) + x̂(tǫ) e, portanto,

existe µ > 0 tal que:

x(tǫ)
′C ′

jCjx(tǫ) = x̂(tǫ)
′C ′

jCj x̂(tǫ) ≥ µ||x̂(tǫ)||
2

≥ µ(||x̃(tǫ) − x(T )|| − ||x(tǫ) − x(T )||)2

≥ µ
m2

4
(q.c.).

Numa maneira similar obtemos para s > 0,

x(τ)′C ′
jCjx(τ) ≥ µ

m2

16
(a.s.), tǫ ≤ τ ≤ tǫ + s,

o que produz
∫ s+tǫ

tǫ

x(τ)′C ′
jCjx(τ)dτ ≥ µ

m2

16
s (q.c.),

isto é,

W s(x(tǫ), j) ≥ µ
m2

16
s (q.c.).
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N (Cj)
⊥ x(T ) B

(

x(T ), m
2

)

x(tǫ + s)

x̃(tǫ + s)

x̂(tǫ + s)

N (Cj)

Figura 3.1: Cenário da prova do Lema 3 ilustrando os intervalos de tempo
considerados e a análise de pior caso para a trajetória de x(t) com respeito à
distância a N (Cj).

Agora, avaliamos

E{W s(x(tǫ), θ(tǫ))|FT} ≥ E{W s(x(tǫ), j)1{θ(tǫ)=j}|FT}

≥ µ
m2

16
sE{1{θ(tǫ)=j}|FT} > 0,

onde a última desigualdade segue do fato que j é acesśıvel de θ(T ). Finalmente,

∫ s+tǫ

T

x(τ)′C ′
jCjx(τ)dτ =

∫ tǫ

T

x(τ)′C ′
jCjx(τ)dτ

+

∫ s+tǫ

tǫ

x(τ)′C ′
jCjx(τ)dτ

≥

∫ s+tǫ

tǫ

x(τ)′C ′
jCjx(τ)dτ,

levando em

W s+tǫ(x(T ), θ(T )) = E{W s+tǫ(x(T ), θ(T ))|FT}

≥ E{W s(x(tǫ), θ(tǫ))|FT} > 0 (q.c.).

Corolário 2. Se W t(x, i) = 0 para todo t ≥ 0 então Cimx(t) = 0 (q.c.),

∀t ≥ 0 sempre que im seja acesśıvel de i.
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Demonstração. Uma vez que W t(x, i) = 0 para qualquer t ≥ 0, em particular

temos para algum s ≥ 0 fixo e r ≥ 0 que W t+s+r(x, i) = 0, ∀t ≥ 0, e usando o

Lema 1 obtemos que

W s+r(x(t), θ(t)) = 0 (q.c.), ∀t ≥ 0.

Logo, Lema 3 leva a

x(t) ∈ N (Cim) (q.c.) para todo t ≥ 0,

ou, equivalentemente,

Cimx(t) = 0 (q.c.), ∀t ≥ 0.

O seguinte fato básico deverá ser empregado no resultado principal.

Lema 4. Para Q ∈ Rm,n, temos QAn
θ(t)x(t) = 0 (q.c.) t ≥ 0, n > 0, sempre

que Qx(t) = 0 (q.c.) t ≥ 0.

Demonstração. Para qualquer v ∈ N (Q)⊥ temos v′x(t) = 0 (q.c.), ∀t ≥ 0.

Agora, para todo t ≥ 0 e n > 0 avaliamos:

dn(v′x(t))

dtn
= v′

(

dnx(t)

dtn

)

= 0 (q.c.),

ou, equivalentemente, dnx(t)/dtn ∈ N (Q) (q.c.), t ≥ 0, implicando

QAn
θ(t)x(t) = 0 (q.c.), ∀t ≥ 0.

Os resultados precedentes nos permitem demonstrar que, dado x′Oix = 0,

então QAn
θ(t)x(t) = 0 (q.c.), t ≥ 0. No entanto, gostariamos de generalizar essa

avaliação a qualquer estado de Markov im acesśıvel de θ(t).

Lema 5. Assuma que a sequência de estados de Markov θ(t), i1, i2, . . . , im−1, im

é tal que λθ(t),i1λi1,i2 · · ·λim−1,im 6= 0. Se QAp

θ(t)x(t) = 0 (q.c.), t ≥ 0, então

QAp
im

x(t) = 0 (q.c.), t ≥ 0, p ≥ 0.
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Demonstração. Assumiremos o contrário, isto é, que existe T , tal que

QAp
im

x(T ) 6= 0 com probabilidade positiva α, ou seja, P (x(T ) /∈ N ) = α > 0,

onde definimos N = N (QAp
im

). Então, ∀ǫ > 0, ∃tǫ > 0 (possivelmente depen-

dente de x(T )) satisfazendo:

QAp
im

x(l) 6= 0, (q.c.) T < l ≤ T + tǫ.

Agora, assumimos que T1 seja o tempo da primeira visita ao estado im co-

meçando de T , isto é, T1 = inft≥0{t ≥ T : θ(t) = im} − T , então temos que

P (T1 < tǫ) > 0. Assim,

P (QAp

θ(l)x(l) 6= 0) = P (QAp

θ(l)x(l) 6= 0 | x(T ) ∈ N )(1 − α)

+ P (QAp

θ(l)x(l) 6= 0 | x(T ) /∈ N )α

≥ P (QAp

θ(l)x(l) 6= 0 | x(T ) /∈ N )α,

e, com l = T1 obtemos,

P (QAp

θ(T1)x(T1) 6= 0) ≥ P (QAp

θ(T1)x(T1) 6= 0 | x(T ) /∈ N )α

≥ P (QAp

θ(T1)
x(T1) 6= 0 | x(T ) /∈ N , T1 < tǫ)αP (T1 < tǫ)

= αP (T1 < tǫ) > 0,

o qual contradiz a hipótese que QAp

θ(t)x(t) = 0 (q.c.), t ≥ 0.

O Lema 4 pode ser empregado para obter a avaliação chave para a neces-

sidade de (P1), como segue.

Corolário 3. Para cada x ∈ Rn e cada sequência de estados de Markov

i, i1, . . . , im tal que x′Oi(k)x = 0, k = 0, . . . , n2N−1, e λi,i1λi1,i2 · · ·λim−1,im 6=

0, temos

CimAp1

im−1
Ap2

im−2
· · ·Apm

i x = 0, (3.2)

para cada inteiro pℓ ≥ 0, ℓ = 1, . . . , m.

Demonstração. Se para cada k = 0, . . . , n2N−1 nós temos x′Oi(k)x = 0 então,

segundo os Corolários 1 e 2 obtemos

Cimx(t) = 0 (q.c.), t ≥ 0, (3.3)

e também (vide Lema 4)
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CimAp1

θ(t)x(t) = 0 (q.c.), ∀t ≥ 0.

Assuma que θ(t) = i (desde que θ(0) = i temos que θ(t) = i com probabili-

dade positiva). Por hipótese, θ(t) alcança im−1 e, assim, aplicando o Lema 5

obtemos,

CimAp1

im−1
x(t) = 0 (q.c.), ∀t ≥ 0.

Se fazemos Q = CimAp1

im−1
, então procedendo similarmente como antes (subs-

tituindo Cim por Q em (3.3)) obtemos

QAp2

θ(t)x(t) = 0 (q.c.) ∀t ≥ 0

e, lembrando que assumimos θ(t) = i, temos novamente por hipótese que θ(t)

alcança im−2, levando em

CimAp1

im−1
Ap2

im−2
x(t) = 0 (q.c.) ∀t ≥ 0.

Procedendo recursivamente,

CimAp1

im−1
Ap2

im−2
· · ·Apm

i x(t) = 0 (q.c.) ∀t ≥ 0,

e, em particular para t = 0, podemos ver que (3.2) se cumpre.

O seguinte exemplo ilustra o resultado no Corolário 3.

Exemplo 3. Considere o SLSM Φ cont́ınuo no tempo com

A1 =







2 0 0

0.01 1 0

0.9 1 0.1






, C1 =







1 0 0

0 0 0

0 0 0






,

A2 =







0.5 0 0

0 0.99 0

1 1 1






, C2 =







0 1 0

0 0 0

0 0 0






,
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A3 =







1 0 0

0.1 0.25 0

0 0 1






, C3 = 0, Λ =







−3 1 2

2 −5 3

0.5 0.5 −1






.

Note que S = {1, 2, 3}, n = 3, N = 3. Consideramos a condição inicial

(x(0), θ(0)) com x(0) =
[

0 0 1
]′

e θ(0) = 1 (compat́ıvel com a distribui-

ção inicial µ0 = [1 0 0]). Considere a sequência 1, 3, 1, 2, 3, 2, para a qual

λ1,3λ3,1λ1,2λ2,3λ3,2 6= 0. Verificamos que x′Oθ(0)(k)x = 0, k = 0, . . . , 26, satis-

fazendo assim as hipóteses do Corolário 3, e

C2A
p1

3 Ap2

2 Ap3

1 Ap4

3 Ap5

1 x(0) = 0,

para cada pℓ = 0, . . . , 20, ℓ = 1, . . . , 5. Isto confirma (3.2).

Exemplo 4. Consideremos o sistema do Exemplo 2 no Caṕıtulo 2 e assuma a

condição inicial (x(0), θ(0)) como no exemplo anterior. Como vimos o sistema

é não-observável se δ = 0 nas matrizes A1, A3 e A4. É gerada a sequência de

estados de Markov 1, 3, 1, 3, 1, 2, 4. Note que ao chegar a cadeia no estado i = 4

ela não volta mais para os estados 1, 2 ou 3 pois λ4,j = 0 para j = 1, 2, 3, 4.

Assim, segundo o Corolário 3, já que o sistema é não-observável e a sequência

de estados 1, 3, 1, 3, 1, 2, 4 é tal que λ1,3λ3,1λ1,3λ3,1λ1,2λ2,4 6= 0 podemos então

verificar que

C4A
p1

2 Ap2

1 Ap3

3 Ap4

1 Ap5

3 Ap4

1 x(0) = 0.

Se supomos agora uma cadeia de estados dada por 1, 3, 1, 3, 1, 2, 4, 3 onde cla-

ramente temos que λ1,3λ3,1λ1,3λ3,1λ1,2λ2,4λ4,3 = 0 então observamos que

C3A
p1

4 Ap2

2 Ap3

1 Ap4

3 Ap5

1 Ap6

3 Ap7

1 x(0) =
[

1.31789 0 0.00001
]







0

0

1






6= 0.

3.2 Suficiência de (P1)

Rescrevemos abaixo a propriedade (P1) para facilitar a leitura,

(P1) : v′Oi(k)v = 0 ⇐⇒ Oi(k)v = 0.

A necessidade de (P1) segue por avaliação direta de Oix com a ajuda do

Corolário 3. De fato, de (2.1), (2.2) e (2.10) pode-se verificar que Oi(k) é uma
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soma envolvendo termos da forma

πA′qk

i A
′qk−1

j1
· · ·A′q1

jk−1
C ′

ik
CikA

p1

ik−1
Ap2

ik−2
· · ·Apk

i x, (3.4)

onde i, i1, . . . , ik e i, j1, . . . , jk−1, ik são sequências de estados de Markov,

p1 + · · · + pk ≤ k, q1 + · · · + qk ≤ k, e π aparece no produtorio das taxas

relacionadas às transições i, i1, . . . , ik and i, j1, . . . , jk−1, ik. Pode-se verificar

também que π é diferente de zero se e somente se λi,i1λi1,i2 · · ·λik−1,ik 6= 0

e λi,j1λj1,j2 · · ·λjk−1,ik 6= 0. Então, assumindo x′Oi(k)x = 0 para cada k =

0, . . . , n2N − 1, e π 6= 0, Corolário 3 implica que CikA
p1

ik−1
Ap2

ik−2
· · ·Apk

i x = 0,

numa maneira tal que o termo (3.4) é zero. Como uma ilustração, assumimos

x′Oi(k)x = 0, k = 0, . . . , n2N − 1, e realizamos as avaliações para Oi(k),

k = 0, 1, 2. Temos que

Oi(0) = C ′
iCi

e segue imediatamente do Corolário 3 que Cix = 0, daqui que Oi(0)x =

C ′
iCix = 0. De (2.1), (2.2) e (2.10),

Oi(1) = A′
iC

′
iCi + C ′

iCiAi +
N
∑

j=1

λijC
′
jCj + C ′

iCi

e pós-multiplicando cada termo de Oi(1) por x e usando novamente o Corolário

3 obtemos Oi(1)x = 0. Agora,

Oi(2) = A′2
i C ′

iCi + 2A′
iC

′
iCiAi + A′

i

N
∑

j=1

λijC
′
jCj + A′

iC
′
iCi

+C ′
iCiA

2
i +

(

N
∑

j=1

λijC
′
jCj

)

Ai + C ′
iCiAi + C ′

iCi

+

N
∑

j=1

λij

(

A′
jC

′
jCj + C ′

jCjAj +

N
∑

s=1

λjsC
′
sCs + C ′

jCj

)

Similarmente acima, Corolário 3 produz Oi(2)x = 0. Continuando com esse

processo demonstramos o seguinte.

Teorema 1. Para cada k = 0, . . . , n2N − 1 temos que x′Oi(k)x = 0 se e

somente se Oi(k)x = 0.

Neste exemplo avaliamos a matriz Oi e verificamos que Oix = 0 dado que

x′Oi(k)x = 0, em concordancia com o Teorema 1.
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Exemplo 5. Considere o sistema Φ como no Exemplo 3, com C2 = 0. A

condição inicial permanece sem ser alterada, θ(0) = 1 e x(0) =
[

0 0 1
]′

.

Realizamos o cálculo de Oi(k), k = 0, . . . , 26, e Oi via (2.1) e (2.2). O espaço

nulo de O coincide com o espaço gerado pelos vetores v1 =
[

0 1 0
]′

e

v2 =
[

0 0 1
]′

; os elementos de Oi(k) são todos nulos exceto o elemento

(1, 1), numa maneira tal que x′Oi(k)x = 0 se e somente se x pertence ao

espaço nulo gerado pelos vetores v1, v2, confirmando o Teorema 1. Note que

x(0) ∈ N (Oi), de uma forma tal que W t(x(0), 1) = 0 (vide Corolário 1), e as

hipóteses do Corolário 2 são satisfeitas para im = 1, 2, 3; a Figura 3.2 confirma

que x(t), t ≥ 0, está no espaço nulo de C1 (obviamente, o mesmo acontece para

C2 = C3 = 0).
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1.5

1 −13

0

0
x1(t)

x2(t)

x3(t) 7

14

1.5 1

−1

3
0

0
x1(t)x2(t)

x3(t) 7

14

Figura 3.2: Duas diferentes perspectivas de 10 trajetórias de x(t), 0 ≤ t ≤ S,
onde S corresponde ao instante do quinto salto, para o sistema no Exemplo 5.
Cada trajetória corresponde a uma realização de θ.
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Caṕıtulo

4
Extensões e/ou adaptações à matriz de

Controlabilidade

4.1 Adaptações e definições iniciais

Consideremos o seguinte sistema:

Ψ: ẋ(t) = Aθ(t)x(t) + Bθ(t)ζ(t), x(t0) = x0, θ(t0) ∼ π

y(t) = Cθ(t)x(t)

sendo x(t) ∈ Rn, ζ(t) ∈ Rq, y(t) ∈ Rm. Assumimos neste caṕıtulo que a

distribuição inicial é invariante, isto é, π̇ = 0 (por exemplo no caso de cadeia

de Markov ergódica tomamos π0 = π∞).

Vamos considerar o operador T : Mn −→ Mn em (2.1) dado como:

Ti(U) = AiUi + UiA
′
i +

N
∑

j=1

λjiUj , (4.1)

para i = 1, . . . , N . Recordando que X(t) ∈ Mn é tal que

Xi(t) = E{x(t)x(t)′1{θ(t)=i}|F0}, i = 1, . . . , N e t ≥ 0, então temos a seguinte

equação diferencial (vide Costa e Fragoso (2005):

Ẋ(t) = T (X(t)) + R , X(0) = 0 (4.2)
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onde R ∈ Mn0, Ri = BiR̂B′
iπi, e R̂ é a matriz de covariância do processo

{ζ(t) : t ≥ 0}). Vamos definir a sequência de coleções de matrizes Si(k) para

cada i = 1, . . . , N por:

Si(k) =
dk+1Xi

dtk+1
(0), Si(0) = Ri. (4.3)

Introduzimos também a matriz

Ci = [Si(0) Si(1) . . . Si(n
2N − 1)] (4.4)

que chamamos matriz de controlabilidade.

Observação 1. Note que a matriz definida acima corresponde a uma formu-

lação dual à observabilidade.

O objetivo é demonstrar a Propriedade (P2). De (4.2), nós vemos que ao

aplicar o operador ϕ̂ obtemos:

ϕ̂(Ẋ(t)) = A′ϕ̂(X(t)) + ϕ̂(R)

e, se definimos z(t) = ϕ̂(X(t)) e r = ϕ̂(R) temos que

z(t) =

∫ t

0

eA
′trdτ. (4.5)

4.2 Resultados auxiliares

Para auxiliar no desenvolvimento das demonstrações, consideremos agora

o sistema sem rúıdo persistente

Φ : ǫ̇(t) = Aθ(t)ǫ(t) ǫ(t0) = ǫ0, θ(t0) ∼ µ0

y(t) = Cθ(t)ǫ(t)

(4.6)

sendo ǫ0 tal que Ei(0) = E{ǫ0ǫ
′
01{θ(t)=i}} = Qi, i = 1, . . . , N . Com isso, temos a

seguinte equação diferencial (agora homogênea, veja Costa e Fragoso (2005)):

Ė(t) = T (E(t)), E(0) = Q, (4.7)
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cuja solução é dada como (aplicando novamente o operador ϕ em (4.7) e fa-

zendo as substituições w(t) = ϕ̂(E(t)), q = ϕ̂(Q)):

w(t) = eA
′tq. (4.8)

Também consideramos o funcional definido como

W t =

∫ t

0

〈E(t), C ′C〉dt, t ≥ 0. (4.9)

Para enfatizar a dependência de W em Q e C, denotamos W t(Q, C). Agora,

suponha que Q =
∑N

j=1 Q̃j , sendo Q̃j = (0, . . . , 0, Rj, 0, . . . , 0) e cada Rj é

componente da matriz R que aparece em (4.2) e é da forma Rj =
∑n

k=1 rjkr
′
jk.

Portanto, Q̃j =
∑n

k=1 R̃jk com R̃jk = (0, . . . , 0, rjkr
′
jk, 0, . . . , 0), notando que o

termo não nulo encontra-se na j-ésima posição; finalmente, Q =
∑N

j=1

∑n

k=1 R̃jk.

Com isto, (4.8) pode ser escrita também como

w(t) = eA
′t

N
∑

j=1

n
∑

k=1

ϕ̂(R̃jk). (4.10)

Também, para cada j = 1, . . . , N e k = 1, . . . , n, introduzimos as variáveis

X̃jk ∈ Mn0 tais que:

˙̃Xjk(t) = T (X̃jk(t)), X̃jk(0) = R̃jk. (4.11)

De fato podemos definir sistemas Φjk tais que δ̇(t) = Aθ(t)δ(t), δ(t0) =

δ0, θ(t0) ∼ µ0; y(t) = Cθ(t)δ(t), sendo δ0 tal que ∆jk(0) = E{δ0δ
′
01{θ(t)=i}} =

R̃jk, j = 1, . . . , N . A solução de (4.11) (usando mais uma vez o operador ϕ

e fazendo zjk(t) = ϕ̂(X̃jk(t))) vem dada por zjk(t) = eA
′tϕ̂(R̃jk). Assim, ao
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calcular W t(Q, C) temos que,

W t(Q, C) = W t

(

N
∑

j=1

R̃j , C

)

=

N
∑

j=1

W t(R̃j, C) (4.12)

=
N
∑

j=1

W t

(

n
∑

k=1

R̃jk, C

)

=
N
∑

j=1

n
∑

k=1

W t(R̃jk, C) (4.13)

=

N
∑

j=1

n
∑

k=1

∫ t

0

〈X̃jk(τ), C ′C〉dτ (4.14)

=

N
∑

j=1

n
∑

k=1

∫ t

0

zjk(τ)′ϕ̂(C ′C)dτ (4.15)

=

∫ t

0

N
∑

j=1

n
∑

k=1

zjk(τ)′ϕ̂(C ′C)dτ =

∫ t

0

w(τ)′ϕ̂(C ′C)dτ (4.16)

= ϕ̂(C ′C)′
∫ t

0

w(τ)dτ = ϕ̂(C ′C)′
∫ t

0

eA
′tq. (4.17)

Assim, quando Q = R, de (4.5) e (4.17) temos que

W t(R, C) = ϕ̂(C ′C)′z(t), (4.18)

de forma que calcular o funcional de custo no sistema Φ é equivalente ao

produto interno da solução z(t) associada ao sistema Ψ com a direção v =

ϕ̂(C ′C).

Observação 2. Observe que Φ em (4.6) é o mesmo sistema Φ do Caṕıtulo 2

quando ǫ0 = x0. É simples verificar que se fizermos ǫ0 = x0 = rjk e µ0 for tal

que µ0(i) = 1, i 6= j e µ0(j) = 0, temos que W t(R̃jk, C) = W t(rjk, j) sendo

este último custo definido em (2.3).

4.3 Resultados de Controlabilidade.

Lema 6. Considere o sistema Ψ e assuma ϕ̂(C ′C)′z(t) = 0 para todo t ≥ 0.

Para cada j ∈ S para os quais existem sequências de Markov j, j1, . . . , jm, i

com λj,j1λj1,j2 · · ·λjm,i 6= 0 (j alcança i) temos que

RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
C ′

i = 0.

Demonstração. ϕ̂(C ′C)′z(t) = 0 é equivalente a W t(R̂, C) = 0 no sistema
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Φ, que, por sua vez, implica em W t(rjk, j) = 0, para j = 1, . . . , N , k =

1, . . . , n. Então se j alcança i, pelo Corolário 3 no problema de observabilidade,

W t(rjk, j) = 0 implica em

CiA
p1

jm
Ap2

jm−1
· · ·Apm

j rjk = 0,

o qual é equivalente a

CiA
p1

jm
Ap2

jm
· · ·Apm

j

n
∑

k=1

rjkr
′
jk = 0.

Por definição de Rj e transposição finalmente temos

RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
C ′

i = 0,

como queria-se provar.

Adiante, para v ∈ Rn, i ∈ S, vamos definir C ∈ Mn,m tal que Ci = v′

e Cj = 0 para j 6= i. Alguns resultados análogos àqueles em Costa e do Val

(2002a) são apresentados na continuação.

Proposição 3. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) v′X ′
i(s)v = 0 para algum s ≥ 0.

(ii) ϕ̂(C ′C)′
dmz

dtm
(0) = 0 para m = 1, 2, . . .

(iii) ϕ̂(C ′C)′A′m−1r = 0 para m = 1, 2, . . .

(iv) ϕ̂(C ′C)′z(t) = 0 e v ∈ N (Xi(t)), para todo t ≥ 0.

Demonstração. (i) ⇒ (ii). X(t) ≤ X(s), para 0 ≤ t ≤ s, então:

z(t)′ϕ̂(C ′C) = 〈X(t), C ′C〉 ≤ 〈X(s), C ′C〉 ≤ v′Xi(s)v = 0.

Logo,

z(t)′ϕ̂(C ′C) = 0, para 0 ≤ t ≤ s,

e, portanto,

ϕ̂(C ′C)′
dmz

dtm
(0) = 0 para m = 1, 2, . . .

(ii) ⇒ (iii). ϕ̂(C ′C)′
dmz

dtm
(0) = A′m−1r, m = 1, 2, . . ., leva ao resultado.

(iii) ⇒ (iv). Temos que X(t) = S ′S para alguma matriz S não singular.
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Então:

Xi(t)v = 0 ∀t ≥ 0 ⇔ S ′Sv = 0 ⇔ v′S ′Sv = 0 ⇔ v′Xi(t)v = 0 ∀t ≥ 0

⇔ 〈X(t), C ′C〉 = 0 ∀t ≥ 0 ,⇔ ϕ̂(C ′C)′z(t) = 0,

para todo t ≥ 0.

Mostremos então que ϕ̂(C ′C)′z(t) = 0 ∀t ≥ 0:

z(t) =

∫ t

0

eA
′τrdτ =

∫ t

0

(

∞
∑

k=0

(A′τ)k

k!

)

rdτ =

∫ t

0

(

∞
∑

k=0

τk

k!
A′k

)

rdτ,

logo,

ϕ̂(C ′C)′z(t) =
∞
∑

k=0

[
∫ t

0

(

τk

k!
dτ

)

ϕ̂(C ′C)′A′kr

]

= 0,

e portanto temos que v ∈ N (Xi(t)) ∀t ≥ 0.

(iv) ⇒ (i). Trivial.

Lema 7. v′Si(k)v = 0, k = 0, 1, . . ., se e somente se W t(R, C) = 0 para todo

t ≥ 0.

Demonstração. Para k = 0, 1, . . . temos:

v′Si(k)v = 0 ⇔ v′d
k+1Xi

dtk+1
(0)v = 0 ⇔ ϕ̂(C ′C)′

dk+1z

dtk+1
(0) = 0.

A última expressão acima, pela proposição anterior é equivalente a

ϕ̂(C ′C)′z(t) = 0, ∀t ≥ 0, que pela sua vez é equivalente a W t(R, C) = 0, ∀t ≥

0 (vide (4.17)).

Corolário 4. v′Si(k)v = 0, k = 0, 1, . . . implica em RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
v = 0

para todo j que alcança i.

Demonstração. Se v′Si(k)v = 0, k = 0, 1, . . ., o Lema 7 leva em W t(R, C) = 0 e

o Lema 6 implica em RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
C ′

i = 0 para i acceśıvel de j. Usando a

construção de C ′C acima temos finalmente que RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
v = 0.

Podemos observar, de forma análoga que no caso da observabilidade, que

Si(k) é também uma soma envolvendo termos da forma

σAq1

im
Aq2

im−1
· · ·Aqm

j RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
v, (4.19)
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sendo j, j1, . . . , jm, i e j, i1, . . . , im, i sequências de estados de Markov. Então,

assumindo v′Si(k)v = 0 para cada k = 0, . . . , n2N − 1, e σ 6= 0, Corolário 4

produz que RjA
′pm

j · · ·A′p2

jm−1
A′p1

jm
v = 0 , de tal forma que (4.19) é zero.

Teorema 2. Considere o sistema Ψ e seja i ∈ S. Para cada k = 0, 1, . . . , n2N−

1 temos que Si(k)v = 0 se e somente se v′Si(k)v = 0.
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Caṕıtulo

5
Conclusões

Neste trabalho foram estabelecidos alguns resultados de invariância para a

trajetória x(t), incluindo a avaliação apresentada no Corolário 3 na forma

CimAp1

im−1
Ap2

im−2
· · ·Apm

i x = 0,

sempre que x é tal que x′Oi(k)x = 0, k = 0, . . . , n2N−1, e sequência de estados

de Markov i, i1, . . . , im satisfaz λi,i1λi1,i2 · · ·λim−1,im 6= 0, com a interpretação

de que a aplicação de quaisquer potências das matrizes Aik (associadas com

derivadas de quaisquer ordens de x) não são capazes de retirar x do espaço

nulo de Ci.

Essa avaliação é empregada então para demonstrar a equivalência (P1)

(vide Caṕıtulo 3), a qual é essencial para as noções de obsevabilidade e deteta-

bilidade fraca para SLSM cont́ınuos no tempo e diversas propriedades, resul-

tados e aplicações (veja Costa e do Val (2002a); Meshkin e Khorasani (2009))

que nela se baseiam.

Também estendemos os resultados de observabilidade ao cenário da contro-

labilidade, fazendo inicialmente algumas adaptações de definições, proposições,

lemas, etc. Com isso, e com alguns resultados de observabilidade já estabe-

lecidos, conseguimos demonstrar uma propriedade similar à propriedade (P1)

envolvendo a matriz de controlabilidade.

37



38



Referências Bibliográficas
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