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”A fé não consiste em saber qual é o mistério do
universo, mas sim em ter a convicção de que existe um

mistério e ele é maior do que nós”.

Rabino David Wolpe
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Resumo

O filtro de Kalman é amplamente conhecido e utilizado em

aplicações, em virtude de apresentar diversas propriedades inte-

ressantes. Este trabalho aborda uma das caracteŕısticas mais im-

portantes, a estabilidade do filtro de Kalman aplicado a sistemas

lineares discretos com saltos Markovianos. Sistemas desta classe

são muito empregados em problemas práticos.

Neste trabalho mostramos que o conceito de controlabilidade

fraca e detetabilidade estocástica são condições suficientes para

estabilidade do filtro de Kalman com relação a condição inicial. No

que se refere a estabilidade no sentido mais usual, apresentamos

resultados parciais, dependentes de uma condição adicional sobre

a cadeia de Markov, bem como uma conjectura.

O estudo da estabilidade do filtro de Kalman é relevante, pois

filtros instáveis oferecem estimativas de baixa qualidade. O tema

tem interesse teórico inerente e é bastante relevante para aplica-

ções.





Abstract

Kalman filters present several interesting features that make

them relevant for many applications. In this work we study one

of the main issues in Kalman filtering - stability. We deal with

Kalman filters for Markov jump linear systems, a class of systems

with applications in many different areas.

We consider the concepts of weak controllability and stochastic

detectability and we show that they ensure stability of the Kalman

filter with respect to the initial condition. As for the stability,

we present some results relying in a conjecture and an additional

condition on the Markov chain.

The study of the stability of the Kalman filter is important,

since unstable filters may lead to poor estimates. The stability

issue has inherent theoretical interest and is relevant for applica-

tions.
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Caṕıtulo

1

Introdução

Neste caṕıtulo, fazemos a apresentação do cenário no qual desenvolvemos o tra-

balho. Apresentamos também, nas seções seguintes, algumas notações adotadas no

desenvolvimento do trabalho e a organização do texto.

O Filtro de Kalman (FK) é conhecido desde a década de sessenta, quando foi

introduzido por Rudolph Kalman, no desenvolvimento de um processo recursivo para

solucionar problemas lineares ligados à filtragem a tempo discreto. O FK é um processo

recursivo de estimação muito eficiente, tem como base a estimação da variável de estado

através da variável observada, de forma a estimar os estados passados, atuais e futuros

(respectivamente, fala-se em suavização, filtragem e predição). As aplicações do FK

são vastas, são inúmeros os trabalhos publicados fazendo uso do filtro de Kalman, para

um estudo interessante referenciamos [26], sendo clássicas as referências [1] e [46].

Neste trabalho, o FK é abordado para sistemas lineares com saltos Markovianos

(SLSM), que como veremos adiante, são sistemas lineares que apresentam mudanças

abruptas de comportamento. Assim como nas pesquisas referidas adiante, adotamos

dois modelos para análise. O primeiro sendo o modelo atual, também conhecido como

modelo real, no qual denotamos as matrizes de rúıdo aditivo de estado (que formaliza-

mos mais tarde) e covariância inicial respectivamente por B e Ψ. O segundo é o modelo

nominal, no qual consideramos as informações dispońıveis, com as quais realizamos o

cálculo do ganho do filtro de Kalman. Denotamos as matrizes de rúıdo e covariância

inicial respectivamente por E e Σ.

15



16 Caṕıtulo 1 — Introdução

O FK possui propriedades muito vantajosas, é ótimo em vários sentidos, apresenta

linearidade e os ganhos são pré-calculados. Para maiores detalhes veja [1]. Por outro

lado, é comum em situações práticas, na obtenção de modelos, o surgimento de erros

em alguns termos do sistema, que podem causar a perda de qualidade de estimação,

tornando o filtro de Kalman menos eficiente. Em alguns casos esta perda de qualidade

leva a divergência da covariância do erro de estimação real, surgindo a necessidade do

estudo de condições que sejam suficientes ou necessárias para que exista limitação da

covariância do erro de estimação real, ou seja, a estabilidade do FK. A estabilidade do

FK tem sido estudada no contexto de sistemas lineares discretos (SLD) invariantes no

tempo. Dentre algumas referências importantes, citamos [6], [18], [21], [25], [37], [38],

[40] e [45]. É um fato conhecido que o FK sob a condição de um modelo com informações

incorretas pode ser divergente, de maneira que o erro de estimação pode apresentar

uma rápida divergência do valor verdadeiro, veja [37]. Esta questão tem sido estudada

em diferentes abordagens e para SLDs invariantes no tempo, condições necessárias e

suficientes para estabilidade do FK foram exploradas para o filtro recursivo, veja [6] e

[7]. A bibligrafia apresenta resultados sobre a divergência do FK, os quais são conside-

rados em cenários simples, impondo-se detetabilidade como condição para a existência

de limitantes estacionários ou soluções periódicas para a matriz de Riccati, veja [37] e

[40].

No contexto em questão, a partir de informações do modelo nominal, buscamos

obter condições de estabilidade para o FK aplicado ao modelo real. O problema é

formulado a seguir. Assuma que o FK seja calculado para os valores nominais, o qual

é caracterizado por certas matrizes de covariância Ei, i = 1, 2, . . . , N e Σ. Utilizamos

os valores do filtro calculado a partir dos valores nominais para obter a covariância do

erro de estimação real, denotada por W (k), caracterizada pelas matrizes de covariância

do erro real Bi e Ψ respectivamente. Em geral, temos Σ 6= Ψ e Ei 6= Bi, detalhamos

cada passagem desta estapa na Seção 2.4.

Assuma que a covariância do erro de estimação nominal no instante de tempo k, aqui

denotada por P (k), k ≥ 0 tenha valor esperado limitado, E{P (k)} ≤ P̄ . É calculado a

covariância do erro de estimação real W (k), k ≥ 0 e analisada as condições suficientes

para obter limitação, que é equivalente a estudar o comportamento assintótico do valor

esperado da covariância do erro de estimação E{W (k)}, no sentido em que E{W (k)}

seja limitado.

Por outro lado, possivelmente por incidência de erros nos termos que introduzem

rúıdo ao sistema, no instante k a covariância do erro de estimação verdadeira W (k)

não coincida com a covariância do erro de estimação calculada P (k). Uma questão

fundamental que surge é a divergência exponencial de W (k), sendo de grande interesse
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o estudo de condições para obter limitação para E{W (k)} sempre que E{P (k)} for

limitada.

Abordamos dois conceitos de estabilidade, a estabilidade com relação a condição

inicial (c.r.Ψ) como em [7] e [10] 1, esta noção de estabilidade requer que o valor

esperado da covariância do erro de estimação seja limitada para incorreções em Σ. A

segunda é uma noção relativamente mais usual de estabilidade de FK, no sentido de

existência de limitação do valor esperado da covariância quando existe perturbações

em ambos Ei e Σ do modelo nominal, como também abordada em [7] e [10].

Num primeiro momento, assumimos Σ 6= Ψ e mostramos que detetabilidade estocás-

tica e controlabilidade fraca 2 constituem condições suficientes para que E{W (k,E,Ψ)}

possua limitante superior para qualquer k ≥ 0, obtendo assim estabilidade c.r Ψ. Con-

sideramos um resultado mais geral, acrescentando erro no termo do ruido aditivo de

estado, isto é, Ei 6= Bi, além de assumir erro na condição inicial e quando conside-

rada uma desigualdade envolvendo o valor esperado de W (k) (veja a Conjectura 1, no

Caṕıtulo 5) e para o caso particular em que a cadeia de Markov possui distribuição

inicial equilibrada (veja a Suposição 1 no Caṕıtulo 5), obtemos um resultado análogo,

a estabilidade do FK no sentido usual. Neste contexto, apresentamos resultados parci-

ais, baseados numa conjectura e em uma hipótese adicional na cadeia de Markov, que

merecem estudos futuros mais detalhados.

1.1 Notações

Nesta seção apresentam-se algumas notações para referência posterior.

Seja R
n o espaço euclidiano n-dimensional. Denotamos os números reais positivos

por R+, os números naturais por N e seja S = {0, 1, 2, . . . , N} um subconjunto de N.

Denota-se Mr,s (respectivamente Mr), o espaço linear normado formado pelas matrizes

reais r × s (respectivamente r × r). Seja Mr0 o cone convexo formado pelas matrizes

semi-definida positivas {U ∈ Mr : U = U ′ ≥ 0}, onde U ′ denota a transposta de U .

Para U, V ∈ Mr, U ≥ V denota U − V ∈ Mr0. Seja Hr,s o espaço linear normado

formado pelas sequências de matrizes Hi ∈ Mr,s, i ∈ S. Para U, V ∈ Hr,s, U + V =

{Ui + Vi, i ∈ S}, U ≥ V denota Ui ≥ Vi para todo i ∈ S e similarmente para qualquer

operação envolvendo termos pertencentes a Hr,s. Denota-se a matriz identidade usual

por I e o operador ↿{·} representa a função indicadora. Respectivamente para os espaços

1A literatura utiliza o termo KF stable with respect to (w.r.t), aqui fazemos uso da terminologia
em português, KF estável com relação a, (c.r).

2Por favor, veja definições nas Seções 2.4 e 3.1 respectivamente.
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Mr e Hr, adotamos as normas abaixo 3

‖Ai‖2 =
√

ρ(AiA
H
i ), i ∈ S,

‖A‖ = max
i∈S

{‖Ai‖2}.

Para uma dada matriz P ∈ MN e V ∈ Hr,n, introduzimos o operador TV : Hr0 →

Hn0 por

TV,i(U) =
N

∑

j=1

pjiVjUjV
′
j , i = 1, . . . , N, (1.1)

o qual é abordado em algumas definições. Os termos da matriz P são representados por

pij e TV é linear em seus argumentos. Denota-se T0(U) = U e quando T : Hn0 → Hn0,

define-se Tk recursivamente por Tk(U) = T(Tk−1(U)) para k = 1, 2, . . ..

Sejam A e J variáveis aleatórias. Denotamos o valor esperado de A como E{A}, e

o valor esperado condicional por E{A|J}.

1.2 Organização do texto

Organizamos o texto da seguinte forma. No Caṕıtulo 2 apresentamos alguns con-

ceitos e resultados preliminares que introduzem o problema e serão utilizados ao longo

dos caṕıtulos seguintes. Na Seção 2.1 apresentam-se uma ideia geral do contexto de

sistemas lineares e respectivas noções de estabilidade e ainda algumas propriedades

usuais de matrizes e valor esperado; na Seção 2.2 apresentamos a noção de cadeia de

Markov; na Seção 2.3 temos a motivação e o conceito de SLSM e finalmente na Seção

2.4 introduzimos o filtro de Kalman. No Caṕıtulo 3 introduzimos na Seção 3.1 a de-

finição de w-controlabilidade e apresentamos alguns resultados relevantes. No quarto

caṕıtulo, temos o tratamento da estabilidade com relação a condição inicial, mostra-se

que w-controlabilidade e s-detetabilidade são condições suficientes para estabilidade c.r

Ψ do FK. No Caṕıtulo 5 é feita a definição usual de estabilidade do FK, são obtidos

resultados similares ao caso de estabilidade c.r ψ e exemplos numéricos. Finalmente

no Caṕıtulo 6 tem-se as conclusões.

3AH

i
representa a matriz transposta conjudada de Ai.



Caṕıtulo

2

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos na Seção 2.1, de forma breve, diferentes tipos de sis-

temas dinâmicos, assim como a motivação para o estudo destes sistemas, de forma a

induzir a compreensão do comportamento dos sistemas lineares com saltos Markovi-

anos. Na Seção 2.2 definimos e abordamos as principais propriedades da cadeia de

Markov. Na Seção 2.3 apresentamos uma motivação, introduzimos os SLSMs e discu-

timos alguns resultados básicos. Na Seção 2.4 é realizada as definições de FK, termos

auxiliares e resultados fundamentais para o estudo de estabilidade.

2.1 Sistemas Lineares

Em muitas situações práticas podem ser precisos os valores dos estados de um

sistema dinâmico, contudo dispor-se apenas de medidas indiretas, dadas por um modelo

que apresenta a variável de sáıda do sistema em função da variável de estado e um rúıdo

de observação num instante de tempo k ≥ 0, representado da seguinte forma

y(k) = g(x(k), v(k)),

sendo o vetor y a medida (mais comumente chamado de sáıda), o vetor x o estado,

o vetor v usualmente representando um rúıdo de observação e g(·) uma função. Em

situações como esta surgem os observadores (estimadores da variável de estado. Neste

trabalho abordamos a estimação da variável de estado em função da variável observada)

para sistemas, os quais essencialmente constituem-se em um outro sistema dinâmico

19
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na forma

x̂(k + 1) = h(y(k), x̂(k)),

em que a função h(·) é tipicamente projetada de forma a minimizar algum critério que

aproxime a estimação do estado x̂ de x. Em conexão com a sua importância e diversas

aplicações, a pesquisa na área é bastante ativa, veja [13], [20], [31] e [39], apenas para

mencionar alguns artigos em diferentes áreas.

Na implementação de um estimador, um sério problema que pode surgir consiste na

instabilidade - informalmente, seria a situação na qual x̂ ”explode”para o infinito e para

agravar a situação, mesmo observadores ótimos podem resultar instáveis, tornando a

questão ainda mais importante. Esta ”explosão”gera problemas numéricos e saturações,

afetando tanto implementações computacionais quanto f́ısicas.

Considere o sistema linear a tempo discreto

Φ :







x(k + 1) = Ax(k) +Bw(k)
y(k) = Cx(k) +Dv(k)
x0 = x0 ∼ N(σ,Ψ)

(2.1)

sendo x ∈ R
n o estado, y ∈ R

n a sáıda (aqui entendida como medições dispońıveis) e

u ∈ R
r o controle; admite-se que v e w são vetores aleatórios com distribuição N(0, I).

Definição 2.1. Diz-se que A é estável se, para cada z0 ∈ R
n,

lim
k→∞

‖z(k)‖2 = 0,

sendo z(k + 1) = Az(k).

A definição de estabilidade acima é usual para sistemas lineares e para esta classe

de sistemas é equivalente a outras noções, como a de estabilidade exponencial, veja

[27];

Definição 2.2. Diz-se que o sistema é estável no sentido Exponencial Quadrático

Médio (EEQM), se existirem constantes 0 < α < 1 e β > 0, tais que para qualquer

condição inicial x0 e distribuição inicial µ0

E[‖x(k)‖2] ≤ βαk‖x(0)‖2, k ≥ 0

Por outro lado, com a necessidade da implementação de estimadores, surgem as no-

ções de estabilidade dos filtros, no caso em questão, a estabilidade do FK para sistemas

lineares discretos. Observemos que as noções de estabilidade do filtro e do sistema pos-

suem abordagens distintas. As definições de estabilidade do FK para sistemas lineares

discretos são consideradas como em [6].
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Definição 2.3. (Estabilidade do FK para SLD) Dizemos que o FK é estável, se para

cada B ∈ Hn,r e Ψ ∈ Mn0, existe X̄ tal que E{x̃(k)x̃(k)′} ≤ X̄.

Para SLSMs, como veremos nos próximos caṕıtulos, o aparecimento de termos com

comportamento estocástico, induz a necessidade de introduzir ferramentas estat́ısticas

para obtenção de conclusões sobre estabilidade do estimador. A qual é considerada em

termos da trajetória do valor esperado.

2.1.1 Propriedades usuais

Destacamos aqui algumas propriedades usuais de matrizes e valor esperado, que

serão consideradas no decorrer do texto.

Para quaisquer A,B,C ∈ Mr,s e X,G, J variáveis aleatórias, tem-se as seguintes

propriedades para o valor esperado:

i) Se A ≥ B, então E{A} ≥ E{B}.

ii) Se A ≥ B, então E{CAC ′} ≥ E{CBC ′}.

iii) Linearidade : E{(αX + βG)|J} = αE{(X)|J} + βE{G)|J}, α, β ∈ R.

iv) Independência : Se X, G e J são variáveis aleatórias independentes, então E{XG |

J} = E{X | J}E{G | J}.

v) E{X} = E{E{X | G}}.

2.2 Cadeia de Markov

Para melhor entender os sistemas lineares com saltos Markovianos, considere um

sistema que apresenta mais de um modo de operação. O sistema altera seu modo de

operação de acordo com uma cadeia de Markov, isto é, a probabilidade dele passar de

um modo de operação a outro depende apenas do seu modo atual. Considere ainda que

sejam conhecidas todas estas probabilidades de transição de um modo de operação i

para j. A Figura 2.1 apresenta um sistema obedecendo uma cadeia de Markov com três

modos, onde os ćırculos representam os diferentes modos de operação e os arcos com

setas são as respectivas probabilidades de transição. A teoria de processos Markovianos

compreende uma importante parte da teoria de processos estocásticos, este tema tem

destaque em diversas aplicações, como em f́ısica, biologia, ciências sociais, engenharias

e economia.
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Figura 2.1: Representação da cadeia de Markov com três estados.

Formalmente, considera-se Ω um espaço amostral, P a medida de probabilidade

sobre este espaço e um processo estocástico 1 θ = [θn, n ∈ N] com espaço de estado

enumerável Θ, isto é, para cada n ∈ N e ω ∈ Ω, θn(ω) é um elemento de Θ, veja [5].

Definição 2.4. O processo estocástico θ = [θn : n ∈ N] é chamado uma cadeia de

Markov desde que

Pr{θn+1 = j|θ0, . . . , θn} = Pr{θn+1 = j|θn}, ∀j ∈ E, n ∈ N.

Denota-se uma cadeia de Markov por {θ(k), k ≥ 0}. Neste trabalho consideramos

o espaço de estado tomando valores num conjunto finito S = {1, 2, . . . , N}.

Para cada estado existe uma probabilidade, as quais podem ser dispostas em um

vetor π, denominado vetor de probabilidades de estados (para distingui-las das proba-

bilidades de transição). A conexão com a matriz de probabilidade é como segue

π(0) = π0 e π(r) = π(r − 1)P, 1 ≤ r ≤ N,

onde P = pij = Pr{θ(k + 1) = j|θ(k) = i} é a matriz de probabilidade de transição

da cadeia de Markov. Um outro ponto que destacamos é a distribuição equilibrada da

cadeia.

Definição 2.5. Diz-se que a Cadeia de Markov está equilibrada no instante t quando

Pr(θt = i) = Pr(θt+τ = i),∀τ = 1, 2, . . . ,∀i ∈ S.

1Um processo estocástico é definido como uma coleção de variáveis aleatórias X(t) indexadas por
um parâmetro t pertencente a um conjunto T , frequentemente tomado para ser o conjunto dos números
naturais N.
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2.3 Os SLSMs

Resumidamente, os SLSMs são sistemas estocásticos cuja dinâmica apresenta mu-

danças abruptas em instantes espećıficos e comportam-se como sistemas lineares nos

demais instantes. As mudanças abruptas na dinâmica são chamados saltos, os quais

se referem à alteração de parâmetros distintos do sistema que ocorrem de acordo com

uma cadeia de Markov. Desta forma, a mudança para outro modo de operação ocorre

de acordo com certa probabilidade, dependente apenas do modo em que o sistema se

encontra no instante atual.

Com o objetivo de ilustrar e motivar a definição de SLSM, consideramos um exemplo

simples e aplicado em diversas situações, o chamado sistema de controle de um pêndulo

invertido equilibrado sobre uma base móvel semelhante às utilizadas por pequenos robôs

móveis, veja [33]. O modelo encontra-se descrito na Figura 2.22, em que M é a massa

da base, H e V são respectivamente as forças horizontal e vertical exercidas pelo carro

sobre o pêndulo. Consideramos que existem falhas no rolamento, de tal forma que

há um modo normal de operação e uma modo com ”falha”, no qual as contantes de

atrito são maiores, se a mudança entre os dois modos ocorrer de acordo com uma

probabilidade que dependa apenas do estado atual, podemos associar cada um dos

estados a uma cadeia de Markov. Dessa forma, para o primeiro modo, o sistema do

pêndulo invertido pode ser descrita como

x(k + 1) = Aθ(1)x(k) +Bθ(1)w(k)

e o segundo modo como

x(k + 1) = Aθ(2)x(k) +Bθ(2)w(k).

Nesta perspectiva, define-se um sistema linear com saltos Markovianos a tempo

discreto, descrito em um espaço de probabilidade (Ω, F, Fk,P) por:

ΦM :







x(k + 1) = Aθ(k)x(k) +Bθ(k)w(k)
y(k) = Cθ(k)x(k) +Dθ(k)v(k)
x(0) = x0, θ(0) = θ0

(2.2)

para k = 0, 1, . . . sendo o par (x(k), θ(k)) o estado do sistema, com x ∈ R
n a va-

riável cont́ınua e θ ∈ S = {1, 2, . . . , N} a variável discreta do estado, y ∈ R
n a

variável observada, w ∈ R
p e v ∈ R

q rúıdos de observação aleatórios com distribui-

ção N(0, I); θ(k) é o estado de uma cadeia de Markov discreta no tempo, com es-

paço de estado finito com matriz de probabilidade de transição P = [pij] ∈ MN , tal

2Figura extráıda de [4].
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que pij := Pr {θ(k + 1) = j|θ(k) = i} é a probabilidade do sistema passar do modo

de operação i para j, portanto deve satisfazer pij ≥ 0 para i, j ∈ S e para cada i,
∑N

j=1 pij = 1. Toma-se π(k) = P {θ(k) = i}, sempre que θ = i, i ∈ S. Neste tra-

balho há contextos em que se lida com as observações Θk = {x(0), θ(0), . . . , θ(k)} ou

Fk = {y(0), θ(0), . . . , y(k), θ(k)}. Sendo Ai ∈ Mn, Bi ∈ Mr,n, Ci ∈ Mr,n e Di ∈ Mr,q,

com DiD
′
i > 0 (rúıdo não singular).

As aplicações para SLSM são diversas, dentre as quais citamos, aeronáutica [3],

modelos macroeconômicos [23] e receptores térmicos [43]. Muitos resultados teóricos

estão presentes na literatura de SLSM, dentre os quais destacamos [12], [13], [14],

[16],[17], [18], [22], [28], [30], [35] e [41]. Alguns aspectos interessantes sobre como

SLSM generalizam SLD podem ser encontrados em [8] e [24].

Figura 2.2: Modelo f́ısico de um Sistema de Suspensão com Saltos Markovianos

2.4 Filtro de Kalman para Sistemas Lineares com Sal-

tos Markovianos

O FK é um dos filtros mais conhecidos e aplicados em sistemas dinâmicos. É

ótimo em diferentes sentidos, linear, recursivo e eficiente computacionalmente, veja por

exemplo [1] e [31]. Além disso, apresenta relações estruturais com o sistema original,

que permite caracterizar limites superiores para o valor esperado da covariância do erro

de estimação e outros aspectos fundamentais, baseados em modelos do sistema e rúıdo.

Nessa linha, sabe-se que o FK para um sistema linear variante no tempo apresenta

covariância do erro limitada, quando o sistema é estocasticamente detetável, veja [10].

A priori, um conhecimento exato das propriedades do filtro para cada instante de tempo

k ≥ 0, possibilita a verificação de detetabilidade e então inferir propriedades sobre a
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covariância do erro de estimação, veja [36], [42] e [44].

Neste trabalho adotamos a predição com um passo, isto é, x̂(k + 1) = E{x(k + 1)|Fk}.

A seguir apresentamos a formalização desse filtro, observando que o filtro de Kalman

para SLSM, com a observação dos estados θ de Markov, é equivalente ao FK para

sistemas lineares discretos variantes no tempo, veja [19] e [30].

Para estimação do estado discreto x(k) consideramos o sistema ΦM , apresentado

em (2.2), escrito com a substituição dos valores reais pelos valores nominais:

ΦM,E :







x(k + 1) = Aθ(k)x(k) + Eθ(k)w(k)
y(k) = Cθ(k)x(k) +Dθ(k)v(k)
x(0) = x0, θ(0) = θ0

(2.3)

com E{x̃(k)x̃(k)′} = Σ.

Consideramos :

i) O rúıdo w(k) tenha média nula, covariância igual a I e não seja correlacionado

entre si, ou seja E{w(k)w(j)′} = 0, k 6= j.

ii) O rúıdo v(k) tenha média nula e covariância igual a I, E{v(k)v(j)′} = 0, k 6= j e

E{x(k)v(k)′} = 0, k ≥ 0.

iii) O estado não seja correlacionado ao rúıdo, isto é, E{x(k)w(k)′} = 0, k ≥ 0.

iv) Os rúıdos v(k) e w(k) sejam descorrelacionados, ou seja, E{w(k)v(k)′} = 0, k ≥ 0.

Para construção do filtro recursivo de Kalman assumimos ainda que no instante

k sejam conhecidas as observações do estado de Markov e a sáıda do sistema até o

instante atual, ou seja, Fk = [y(0), θ(0), y(1), θ(1), . . . , y(k), θ(k)], como em [13] e [20].

O filtro é obtido recursivamente, considerando

x̂(k) = E{x(k)|Fk−1},

dado por x̂(0) = 0 e

x̂(k + 1) = Aθ(k)x̂(k) + Lk[y(k) − Cθ(k)x̂(k)], (2.4)

onde o ganho de Kalman

Lk = Aθ(k)P (k)C ′
θ(k)[Cθ(k)P (k)C ′

θ(k) +Dθ(k)D
′
θ(k)]

−1, (2.5)

é calculado via a equação recursiva de Riccati

P (k + 1) = Aθ(k)

[

P (k) − P (k)C ′
θ(k)(Cθ(k)P (k)C ′

θ(k) +Dθ(k)D
′
θ(k)

)−1

× Cθ(k)P (k)
]

A′
θ(k) + Eθ(k)E

′
θ(k),

(2.6)
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considerando P (0) = Σ.

Para uma sequência de ganhos Lk ∈ Mn,r, k ∈ N, considere o erro de estimação

x̃(k) = x(k) − x̂(k),

o qual pode ser escrito como

x̃(k + 1) = (Aθ(k) − LkCθ(k))x̃(k) +Bθ(k)w(k) − LkDθ(k)v(k).

A covariância do erro real W (k,B,Ψ) ∈ Rn0 é obtida recursivamente por W (0, B,Ψ) =

Ψ, Ψ ∈ Mn0 e

W (k + 1, B,Ψ) = (Aθ(k) − LkCθ(k))W (k,B,Ψ)(Aθ(k) − LkCθ(k))
′

+ LkDθ(k)D
′
θ(k)L

′
k +Bθ(k)B

′
θ(k).

(2.7)

A solução homogênea de (2.7) é como segue

Wh(k, l,Ψ) = (Aθ(k) − LkCθ(k)) . . .× (Aθ(l) − LlCθ(l))

× Ψ(Aθ(l) − LlCθ(l))
′ . . .× (Aθ(k) − LkCθ(k))

′, k ≥ l ≥ 0.
(2.8)

A critério de organização dos termos e visando facilitar a notação, rescrevemos (2.7)

em função da solução homogênea:

W (k + 1, B,Ψ) = W (k + 1, 0,Ψ) +
k

∑

l=1

Wh(k, l,Υl−1(B)), (2.9)

com Υk(B) = LkDθ(k)D
′
θ(k)L

′
k +Bθ(k)B

′
θ(k).

Considere a seguinte definição

Definição 2.6. Recursivamente define-se

X(k + 1, B,Ψ) = Aθ(k)X(k,B,Ψ)A′
θ(k) +Bθ(k)B

′
θ(k), (2.10)

com X(0, B,Ψ) = Ψ.

Rescrevemos (2.10) em função da solução homogênea

X(k + 1, B,Ψ) = X(k + 1, 0,Ψ) +
k

∑

l=1

Xh(k, l, Bθ(l−1)B
′
θ(l−1)), (2.11)

com

Xh(k, l, Bθ(l−1)B
′
θ(l−1)) = Aθ(k)Aθ(k−1) . . . Aθ(l)Bθ(l−1)B

′
θ(l−1)A

′
θ(l) . . . A

′
θ(k−1)A

′
θ(k)
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Observação 1. Observemos que a covariância do erro de estimação e a covariância

do estado são definidos em função da cadeia de Markov θ(k), k ∈ S e portanto formam

processos estocásticos, dessa forma trabalharemos com os valores esperados E{X(k)|Fk}

e E{W (k)|Fk}.

Consideramos a formulação de detetabilidade estocástica de [10].

Definição 2.7. Diz-se que (A,P) é estocasticamente estável (s-estável) se, para cada

V ∈ Mn,r, existe V̄ ∈ Mr0 tal que
∑∞

k=0 Tk
A(V ) ≤ V̄ . Diz-se que (A,C,P) é estocasti-

camente detetável, se existe K ∈ Hn,r tal que (A+KC,P) seja s-estável.

A conexão entre a expressão em (2.10) e a definição de covariância do estado é como

na proposição abaixo, veja [40].

Proposição 2.1. Considere a definição de X(k,B,Ψ) dada em (2.10). Então

E

{

x(k)x(k)′|Fk

}

= X(k,B,Ψ).

Neste trabalho, a hipótese de limitação do valor esperado da covariância do erro de

estimação para os valores nominais de Σ e E é de grande interesse. Esta questão foi

abordada em [10], onde se mostra uma condição suficiente para limitação de E{P (k)}.

Exprimimos este resultado na seguinte proposição.

Proposição 2.2. Considere P (k) como definida em (2.6) e assuma que (A,C,P) seja

estocasticamente detetável. Então, existe P̄ ∈ Mr0 tal que E

{

P (k)
}

≤ P̄ , k ≥ 0.

O lema seguinte mostra que a limitação de E{P (k)} é uma condição suficiente para

limitação do valor esperado do ganho de Kalman.

Lema 2.1. Considere P (k) definida em (2.6) e o ganho de Kalman Lk como em (2.5).

Se (A,C,P) é estocasticamente detetável, então existe M ∈ Mn0 tal que E{‖Lk‖} < M .

Demonstração: Temos por (2.5) que

E{‖Lk‖} ≤ ‖A‖E{‖P (k)‖}‖C‖
[

‖ C ‖ E{‖P (k)‖}‖C ′‖ + ‖DD′‖
]−1

≤ ‖A‖P̄‖
[

‖C‖P̄‖C ′‖ + ‖DD′‖
]−1

= M,

concluindo a demonstração.

�

Observemos que sem a hipótese de limitação de P (k), não se pode falar de limitação

de W (k,B,Ψ), uma vez que esta também se tornaria divergente, no sentido de manter

crescimento ilimitado. Assumimos para todos os resultados nas seções seguintes que

(A,C,P) é estocáticamente detetável. A limitação de E{‖Lk‖} nos permite obter

estimativas do comportamento de W (k).





Caṕıtulo

3

W-controlabilidade

Neste caṕıtulo apresentamos na Seção 3.1 o conceito de controlabilidade fraca (w-

controlabilidade) e é realizada a construção da matriz de controlabilidade para SLSMs.

Discutimos as principais caracteŕısticas do conceito em diferentes contextos já aborda-

dos em pesquisas na área. Na Seção 3.3 são apresentados alguns resultados relevantes

para os próximos caṕıtulos.

3.1 Controlabilidade para SLSM

A estrutura de entrada e sáıda pode influenciar de forma significativa os meios

dispońıveis para controle. Um conceito fundamental que caracteriza implicações na

dinâmica da estrutura de entrada e sáıda é a controlabilidade. Para um sistema linear

discreto e invariante no tempo, o par (A,E) (com A e E as matrizes representadas no

sistema dado em 2.2) é controlável se para qualquer estado inicial x(0) = x0 e para

qualquer estado final xf existir uma entrada u(t) que transfere o estado de x0 para xf

em tempo finito. A definição requer apenas que se possa ”mover”qualquer estado inicial

no espaço de estados para qualquer estado final em tempo finito. Não há restrições

quanto à trajetória a ser seguida, nem quanto à magnitude da entrada, veja [34].

A controlabilidade para SLSMs tem sido abordada em pesquisas recentes. Em

[9] é feita a introdução das matrizes de w-controlabilidade, análogas as matrizes de

29
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controlabilidade usuais de SLD. Os resultados aqui apresentados consideram a definição

de w-controlabilidade 1 introduzida nesta mesma referência.

Considere o sistema ΦM,E, introduzido em (2.3). Definem-se as matrizes Si(k) ∈

Mn0 por

Si(k + 1) = E

{

x(k)x(k)′ ↿{θ(k)=i}

}

, i = 1, . . . , N (3.1)

Pode-se representar Si(k) em termos do operador TA,i, definido em (1.1), como feito

abaixo
{

Si(k + 1) = TA,i(S(k)) + TE,i(I), k = 0, 1, . . . , i ∈ S

Si(0) = 0, i ∈ S
(3.2)

ou equivalentemente, com Q = TE(I)

S(k) = Tk
A(S(0)) +

k−1
∑

l=0

Tl
A(Q) =

k−1
∑

l=0

Tl
A(Q), k = 0, 1, . . . (3.3)

Veja [15] para uma prova. Considera-se a matriz de w-controlabilidade

Ci(m) = [Si(1)
... Si(2)

... . . .
... Si(n)], n ∈ N, i = 1, . . . , N (3.4)

com Si(k) dado em (3.2).

Similarmente ao caso de SLDs, a matriz de w-controlabilidade pode ser limitada

em termos de n e N , veja [9, Corollary 1].

Observação 2. Quando N = 1 e Σ = 0, Ci(n) se reduz à matriz usual de controlabi-

lidade para SLDs, veja [9].

A seguir apresentam-se os conceitos de controlabilidade fraca de [9].

Definição 3.1. Considere o sistema ΦM,E e a coleção de matrizes Ci(n), i ∈ S apre-

sentada em (3.4). Diz-se que (A,E,P) é w-controlável se posto(Ci(n
2N) = n, i ∈ S.

A seguir apresenta-se o Lema 3.1 que traz um resultado fundamental para o estudo

de estabilidade: a interpretação é que se um sistema (A,E,P) for controlável então

temos positividade de Si(n
2N), ou seja, o rúıdo excita todas as direções do sistema.

Lema 3.1. Considere o sistema ΦM,E e a coleção de matrizes Ci(m) apresentada em

(3.4),

posto(Ci(n
2N)) = n, se e somente se, posto(Si(n

2N)) = n.

1O termo w-controlável se refere a controlabilidade fraca e a terminologia vem no inglês weak
controllability.
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Demonstração: Temos de (3.4) que

Ci(n
2N)Ci(n

2N)′ =
n2N
∑

k=0

Si(k)Si(k)
′. (3.5)

Na sequência mostramos que

Si(n
2N)Si(n

2N)′ > 0 ⇔
n2N
∑

k=0

Si(k)Si(k)
′ > 0.

1. (Condição suficiente) Segue direto que

Si(n
2N)Si(n

2N)′ > 0 ⇒

n2N
∑

k=0

Si(k)Si(k)
′ > 0,

portanto, de (3.5), temos

C(n2N)C′(n2N) > 0.

2. (Condição necessária) A prova da condição necessária é feita por contradição.

Assuma que seja válida a seguinte desigualdade

n2N
∑

k=1

Si(k)Si(k)
′ > 0 (3.6)

e suponha que exista v ∈ R
n tal que v′Si(n

2N)Si(n
2N)′v = 0. De (3.3), temos

que

0 = v′Si(n
2N)Si(n

2N)′v = v′
[

n2N−1
∑

l=0

Tl
A,i(Q)

][

n2N−1
∑

l=0

Tl
A,i(Q)

]′

v

≥ v′
[

k−1
∑

l=0

Tl
A,i(Q)

][

k−1
∑

l=0

Tl
A,i(Q)

]′

v,

para qualquer 0 ≤ k ≤ n2N − 1, onde empregamos o fato dos termos das somas

serem não negativos. Temos portanto que

0 = v′
[

k−1
∑

l=0

Tl
A,i(Q)

][

k−1
∑

l=0

Tl
A,i(Q)

]′

v = v′
[

Si(k)Si(k)
′
]

v, ∀ 0 ≤ k ≤ n2N−1,

contradizendo (3.6), portanto

v′
[

Si(n
2N)Si(n

2N)′
]

v > 0, ∀ v ∈ R
n,

completando a prova.

�
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3.2 Exemplos Numéricos

Como ilustração, apresentamos os seguintes exemplos de SLSMs w-controláveis e

não w-controláveis respectivamente, fazendo uso das Definições 3.1 e do Lema 3.1.

Exemplo 3.1. ( Sistema w-controlável) Considere um sistema como ΦM,E, com os

seguintes dados

A1 =

[

0.9 1
0 0

]

, A2 =

[

0.9 0
0 1

]

, E1 = 0, E2 =

[

0 0
0 1

]

, C1 = C2 =
[

1 0
]

,

D1 = D2 = I3, P =

[

0.1 0.9
0.1 0.9

]

, π(0) =
[

0.5 0.5
]

e Σ = 0.

Podemos verificar que

posto
(

C1(8)
)

= posto
(

[S1(1)
... S1(2)

... . . .
... S1(8)]

)

= posto
(

[

0 0
... 0 0

... 0.0001 0
... . . .

... 0.0166 0

0 0
... 0 0.01

... 0 0.0361
... . . .

... 0 0.2722

]

)

= 2,

posto
(

C2(8)
)

= posto
(

[S2(1)
... S2(2)

... . . .
... S2(8)]

)

= posto
(

[

0 0
... 0 0

... 0.0001 0
... . . .

... 1.3408 0

0 0
... 0 0.01

... 0 0.0361
... . . .

... 0 22.0461

]

)

= 2,

portanto, pela Definição 3.1, (A,E,P) é w-controlável.

Por outro lado,

posto(S1(8)) = posto
(

[

0.0166 0
0 0.2722

]

)

= 2,

posto(S2(8)) = posto
(

[

1.3408 0
0 22.0461

]

)

= 2,

portanto pelo Lema 3.1 (A,E,P) é w-controlável.

Exemplo 3.2. (Sistema não w-controlável) Considere um sistema ΦM,E como no

Exemplo 3.1, com os seguintes dados

A1 = A2 =

[

0.9 0
0 0

]

.

Podemos verificar que

posto
(

C1(8)
)

= posto
(

[Si(1)
... Si(2)

... . . .
... Si(8)]

)

= posto
(

[

0 0
... 0 0 . . .

... 0 0

0 0
... 0 0.01 . . .

... 0 0.01

]

)

= 1,
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portanto através das Definições 3.1, (A,E,P) é não w-controlável.

Por outro lado

posto(S1(8)) = posto
(

[

0 0
0 0.01

]

)

= 1,

portanto pela Lema 3.1, (A,E,P) é não w-controlável.

3.3 Positividade da covariância

Os resultados seguintes dizem respeito as condições suficientes para positividade do

valor esperado da covariância de x(k) definida em (2.10) e de x̃(k) definida em (2.7)

nos instantes de tempo da forma k = ln2N, l ≥ 1. Este fato é de importância para

obtenção de uma trajetória auxiliar na construção de limitantes para E{W (k)}.

Lema 3.2. Considere um sistema como em ΦM,E, substituindo os valores reais pelos

valores nominais e a covariância do estado X definida em (2.10). Se (A,E,P) é

w-controlável então

E

{

X(n2N,E,Σ)
}

> 0.

Demonstração: Pela Proposição 2.1 temos que

E

{

X(n2N,E,Σ)
}

≥ E

{

X(n2N,E,Σ = 0)
}

= E

{

x(n2N)x(n2N)′|Σ = 0
}

= E

{

x(n2N)x(n2N)′
N

∑

i=1

1θ(k)=i|Σ = 0
}

=
N

∑

i=1

E

{

x(n2N)x(n2N)′1θ(k)=i|Σ = 0
}

=
N

∑

i=1

Si(n
2N) > 0

e o lema está demonstrado.

�

O corolário a seguir trata do termo da covariância do estado dependente da matriz

de rúıdo aditivo E.

Corolário 3.1. Considere o sistema ΦM,E e a solução homogênea da covariância do

estado Xh, como definido em (2.11). Se (A,E,P) é w-controlável então

E

{

n2N−1
∑

k=1

Xh(n
2N − 1, k, Eθ(k−1)E

′
θ(k−1))

}

> 0.
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Demonstração: Considere no Lema 3.2 o caso particular em que Σ = 0, portanto

por (2.11) tem-se

E

{

n2N−1
∑

k=1

Xh(n
2N − 1, k, Eθ(k−1)E

′
θ(k−1))

}

= E

{

X(n2N, 0,Σ)
}

+ E

{

n2N−1
∑

k=1

Xh(n
2Nl − 1, k, Eθ(k−1)E

′
θ(k−1))

}

= E

{

X(n2N,E,Σ)
}

> 0,

concluindo a demonstração.

�

Observação 3. Observe que a validade do Corolário 3.1 depende apenas das matrizes

Ai e Ei, i ∈ S do sistema ΦM,E definido em (2.2) e do tamanho do intervalo [0, n2N ].

Estamos interessados que o valor esperado de X(k) possua um limitante inferior

uniforme para todos os instantes da forma k = ln2N, l ≥ 1. Os corolários abaixo

tratam esta questão.

Corolário 3.2. Considere o sistema ΦM,E e X como definida em (2.10). Se (A,E,P)

é w-controlável, então existe µ > 0, tal que E

{

X(n2N,E,Σ)
}

≥ µI.

O corolário abaixo faz extensão do Corolário 3.2 para todo k = ln2N , com l > 1.

Corolário 3.3. Considere o sistema ΦM,E e X como definido em (2.10). Se (A,E,P)

é w-controlável, então

E

{

X(ln2N,E,Σ)
}

≥ µI, l ≥ 1.

Demonstração: Desenvolvendo (3.2) recursivamente em termos de ln2N e 0 ≤ k ≤

ln2N como em (3.3) tem-se

Si(ln
2N) =

ln2N−1
∑

k=0

Tk
A,i(TE(I))

=
n2N−1
∑

k=0

Tn2N
A,i (TE(I)) +

ln2N−1
∑

k=n2N

Tk
A,i(TE(I))

= Si(n
2N) +

ln2N−1
∑

k=n2N

Tk
A,i(TE(I)),

(3.7)

portanto, tomando a soma de Si(ln
2N) em (3.7) como a seguir e pelo Lema 3.2 obtém-se

N
∑

k=0

Si(ln
2N) =

N
∑

k=0

Si(n
2N) +

N
∑

k=0

(

ln2N−1
∑

k=n2N

Tk
A,i(TE(I))

)

≥ µI,



3.3 Positividade da covariância 35

logo

E

{

X(ln2N,E,Σ)
}

≥ E

{

X(ln2N,E,Σ = 0)
}

= E

{

N
∑

i=1

Si(ln
2N)

}

≥ µI,

como queŕıamos demonstrar.

�

Até o momento, obtemos condições para existência de uma limitação inferior para

o valor esperado da covariância do estado E{X(ln2N)}, l ≥ 1. Busca-se a exten-

são dos resultados anteriores para a covariância do erro de estimação E{W (k)}, de-

finida em (2.7). De fato a positividade de E{X(ln2N)} implica a positividade de

E{W (ln2N)}, l ≥ 1. Os próximos corolários fornecem a demonstração desta afirma-

ção.

Corolário 3.4. Considere o sistema ΦM,E e a covariância do erro de estimação, como

definido em (2.7). Se (A,E,P) é w-controlável, então existe µ̄ ∈ R+ tal que

E

{

W (n2N,E,Σ)
}

≥ µ̄I.

Demonstração: A prova é feita por contradição. Suponha que exista v ∈ R
n tal

que v′E
{

W (n2N,E)
}

v = 0, logo v′W (n2N,E)v = 0, exceto num conjunto de medida

nula, isto é, quase certamente. Portanto por (2.7)

v′(Aθ(n2N−1) − L(n2N−1)Cθ(n2N−1)) ×W (n2N − 1, E,Σ)

× (Aθ(n2N−1) − L(n2N−1)Cθ(n2N−1))
′v + v′L(n2N−1)Dθ(n2N−1)

×D′
θ(n2N−1)L

′
(n2N−1)v + v′Eθ(n2N−1)E

′
θ(n2N−1)v = 0.

(3.8)

Como cada termo de (3.8) é não negativo e DiD
′
i > 0, temos que em particular para o

terceiro termo:

v′L(n2N−1)Dθ(n2N−1)D
′
θ(n2N−1)L

′
(n2N−1)v = 0,

logo L′
(n2N−1)v = 0, então v′W (n2N,E)v = v′X(n2N,E)v e portanto

v′E
{

W (n2N,E)
}

v = v′E
{

X(n2N,E)
}

v = 0,

contrariando o Lema 3.2, portanto E

{

W (n2N,E)
}

> 0, como queŕıamos.

�

Corolário 3.5. Considere o sistema ΦM,E e W (k) como em (2.7). Se (A,E,P) é

w-controlável, então existe µ̄ tal que

E

{

W (ln2N)
}

≥ µ̄I, l ≥ 1.
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Demonstração: Considerando os fatos abordados no Corolário 3.3, E{X(ln2N)} >

µI, ∀ l ≥ 1, temos que este resultado tem prova análoga ao Corolário 3.4.

�

O lema abaixo faz a extensão do Corolário 3.1 para W (k).

Lema 3.3. Considere o sistema ΦM,E e W como definido em (2.7). Se (A,E,P) é

w-controlável, então

E

{

ln2N−1
∑

k=1

Wh(ln
2N − 1, k,Υk−1(E))

}

> 0, l ≥ 1.

Demonstração: Com efeito, considere no Corolário 3.5 o caso particular em que

Σ = 0, tem-se por (2.9) que

E

{

ln2N−1
∑

k=1

Wh(ln
2N − 1, k,Υk−1(E))

}

= E

{

W (ln2N,E,Σ)
}

> 0,

como queŕıamos demonstrar.

�



Caṕıtulo

4

Estabilidade do FK com relação a

condição inicial

Neste caṕıtulo apresentam-se as definições de detetabilidade estocástica e estabi-

lidade do FK com relação à condição inicial. Esta abordagem de estabilidade já foi

estudada para sistemas lineares variantes no tempo, veja [6], no sentido de que a cova-

riância do erro de estimação seja limitada, quando há perturbações na condição inicial,

i.e, Ψ 6= Σ e quando a matriz de rúıdo não é perturbada, ou seja, B = E. Neste tra-

balho apresentamos esta ideia no contexto de SLSM e mostramos que controlabilidade

fraca e detetabilidade estocástica são condições suficientes para a estabilidade do FK

com relação a condição inicial. Exemplos numéricos ilustram os resultados.

4.1 Estabilidade do FK em relação a Ψ

Sabe-se que o FK, para sistemas lineares variantes no tempo, apresenta covariância

do erro de estimação limitada quando o sistema é uniformemente detetável [2]. No

cenário de sistemas lineares com saltos Markovianos, sabe-se que detetabilidade esto-

cástica é condição suficiente para a existência de um limitante superior para o valor

esperado da covariância do erro de estimação nominal do FK, veja [Theorem 1, [10]].

Noções de detetabilidade estocástica podem ser encontradas em [29] e [30].

Considera-se abaixo a noção de estabilidade para o FK e emprega-se a terminologia

estabilidade com relação a condição inicial Ψ (estável c.r Ψ) como em [6].

37
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Definição 4.1. (Estabilidade de KF com relação a condição inicial Ψ) Dizemos que o

FK é estável c.r Ψ se, para cada Ψ ∈ Mr0, existe P̄ ∈ Mn0, tal que E

{

W (k,E,Ψ)
}

≤

P̄ , k ≥ 0.

Ilustramos, no seguinte exemplo, que perturbações na condição inicial podem gerar

mudanças bruscas de comportamento do FK.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, realizamos a comparação gráfica dos comportamentos

dos valores esperados da covariância do erro de estimação, para as diferentes con-

dições iniciais tomadas abaixo. Analisamos o valor esperado da covariância do erro

E{W (k,E,Ψ)} obtido através de simulação Monte Carlo com 1.000 iterações, no in-

tervalo de tempo discreto [0, 400] e ilustramos na Figura 4.1 num intervalo de tempo

conveniente.

Consideremos o FK para o sistema ΦM,E os dados seguintes

A1 =





0.9 0.1 0
0 1.1 0
0 0 0.9



 , A2 =





0.9 0.1 0
0.1 0.9 0
0 0 0.9



 , E1 = 0, E2 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 ,

C1 = C2 =
[

1 0 0
]

, D1 = D2 = I3, P =

[

0.9 0.1
0.9 0.1

]

, π(0) =
[

0.5 0.5
]

,

Σ =





0 0 0
0 0 0

0.1 0 0



 , Ψ̃ =





0.3 0 0
0 0.2 0
0 0 0.3



 , Ψ̄ = I3 e Ψ̂ = 10−1I3.

350 400
0

7.5
x 10

27

k, tempo discreto

‖W
(k
,E
,Σ

)‖

Figura 4.1: Curvas para o Exemplo 4.1: Covariância do erro de estimação

Na Figura 4.1 ilustramos E{W (k,E,Ψ)} para diferentes valores de Ψ, a saber Ψ = Ψ̄,

com E{W (k,E,Ψ)} representada por (◦) e Ψ = Ψ̃ traçada como (−), nestes casos o

valor esperado da covariância do erro de estimação diverge. No caso em que a con-

dição inicial é tomada como Ψ = Ψ̂, traçada por (•), apesar das curvas sugerirem
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fortemente divergência e desta forma que o FK seja instável, não temos a garantia

formal (tratam-se apenas de simulações) e portanto não obtemos conclusões sobre es-

tabilidade. Enquanto que para Ψ = Σ, com trajetória de E{W (k,E,Σ)} marcada por

(+), há convergência para E{W (k)}.

O exemplo acima ilustra que neste contexto, torna-se fundamental o estudo de con-

dições que sejam suficientes e\ou necessárias para limitação de E{W (k)} para quaisquer

perturbações na condição inicial Σ. Mostramos na Proposição 4.1, que sob a hipótese

de controlabilidade fraca e detetabilidade estocástica, existe limitante superior para

E
{

W (k,E,Ψ)
}

, ∀ Ψ ∈ Mn0.

Proposição 4.1. Considere W (k,E,Σ) como definido em (2.7). Se (A,E,P) é w-

controlável e (A,C,P) é s-detetável, então

E
{

W (k,E,Ψ)
}

≤ P̄ , k ≥ 0, ∀ Ψ ∈ Mn0.

Demonstração: A prova é feita por indução matemática sobre k, para k > n2N .

Com efeito, para k = n2N , pela Proposição 2.2 e pelo Corolário 3.4 existe µ̄ e ǫ ∈ R+,

P̄ ∈ Mn0 tais que,

ǫµ̄E

{

W (n2N,E,Ψ)
}

≤ µ̄I ≤ E

{

W (n2N,E,Σ)
}

= E

{

P (n2N)
}

< P̄ (4.1)

Para k = n2N + 1, (4.1) implica

E

{

W (n2N + 1,Σ)
}

−ǫµ̄E

{

W (n2N + 1,Ψ)
}

= E

{

W (n2N + 1,Σ) − ǫµ̄W (n2N + 1,Ψ)
}

= E

{

(Aθ(n2N) − Ln2NCθ(n2N))
[

W (n2N,Σ) − ǫµ̄W (n2N,Ψ)
]

×

× (Aθ(n2N) − Ln2NCθ(n2N))
′
}

≥ 0,

logo

ǫµ̄E

{

W (n2N + 1,Ψ)
}

≤ E

{

W (n2N + 1,Σ)
}

= E

{

P (n2N + 1)
}

< P̄ .

Para k = n2N + k̄, k̄ ≥ 0, assumindo que

E

{

W (n2N + k̄,Σ)
}

≥ ǫµ̄E

{

W (n2N + k̄,Ψ)
}

então para k̄ + 1 temos

E

{

W (n2N + k̄ + 1)
}

− ǫµ̄E

{

W (n2N + k̄ + 1,Ψ)
}

= E

{

W (n2N + k̄ + 1) − ǫµ̄W (n2N + k̄ + 1,Ψ)
}

= E

{

ΛW (n2N + k̄)Λ′ − ǫµ̄Λn2N+k̄W (n2N + k̄,Ψ)Λ′
}

= E

{

Λ
[

W (n2N + k̄) − ǫµ̄W (n2N + k̄,Ψ)
]

Λ′
}

≥ 0
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com Λ = (Aθ(n2N+k̄) − Cθ(n2N+k̄)L(n2N+k̄)), portanto

ǫµ̄E

{

W (n2N + k̄ + 1,Ψ)
}

≤ E

{

W (n2N + k̄ + 1)
}

< P̄ ,

completando o processo de indução. Para 0 ≤ k ≤ n2N − 1, o resultado é imediato do

Lema 2.1.

�

4.2 Exemplos Numéricos

Na sequência apresentamos estudo de casos, variando em cada exemplo as caracte-

ŕısticas do sistema ΦM,E, tomadas como hipóteses na Proposição 4.1, a w-controlabilidade,

a s-detetabilidade e a condição inicial Ψ. Para cada um dos casos, estudamos a esta-

bilidade do filtro através do processo da covariância do erro W (k), em termos dos

valores esperados E
{

‖W (k,E,Ψ)‖
}

e E
{

‖P (k)‖
}

. Para o cálculo da estimativa de

E
{

‖W (k,E,Ψ)‖
}

e E
{

‖P (k)‖
}

, empregamos a simulação Monte Carlo com 1.000 ite-

rações.

Exemplo 4.2. (W-controlável e s-detetável ) Considere o sitema ΦM,E com

A1 =





0.9 0.1 0
0 1.1 0
0 0 0.9



 , A2 =





0.9 0.1 0
0.1 0.9 0
0 0 0.9



 , E1 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 , E2 = 0,

C1 = C2 =
[

1 0 0
]

, D1 = D2 = I3, π(0) =
[

0.5 0.5
]

,

P =

[

0.1 0.9
0.1 0.9

]

, Σ =





1 0.3 0.1
0.4 2 0.4
0.1 0.3 1



 e Ψ =





1.9 0 0
0 2.7 0
0 0 0.3



 .

Na Figura 4.2, a curva (4.2.a) representa uma estimativa para E
{

P (k)
}

e a curva

(4.2.b) representa uma estimativa para E
{

W (k,E,Ψ)
}

, as quais são limitadas. Estes

resultados são esperados, pela Proposição 4.1 w-controlabilidade, sob hipótese de s-

detetabilidade é condição suficiente para estabilidade do FK.

Exemplo 4.3. (Não w-controlável e s-detetável) Considere o sistema ΦM,E, como no

Exemplo 4.2, com

A2 =





0.9 0.1 0
0.1 0.9 0
0 0 0.9



 , E1 = 0, E2 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 , Σ =





0 0 0
0 0 0
0 0 0.1





e Ψ =





0.3 0 0
0 0.8 0
0 0 0.33



 .
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0 400
0

15

0 400
4

14

k, tempo discreto

‖W
(k
,Ψ

)‖
‖P

(k
)‖

(4.2.a)

(4.2.b)

Figura 4.2: Exemplo 4.2: w-controlável e s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Este exemplo ilustra um caso em que (A,E,P) é não w-controlável. A Figura (4.3.a)

sugere que E{P (k)} é limitada, enquanto a Figura (4.3.b) apresenta E{W (k,E,Ψ)}

divergente. Portanto o KF não é estável.

Exemplo 4.4. (Não w-controlável e s-detetável) Considere o sistema ΦM,E, como no

Exemplo 4.2, com

A1 =

[

0.9 0.1
0 1.1

]

, A2 =

[

0.9 0.1
0.1 0.9

]

, E1 = E2 = 0, C1 = C2 =
[

1 0
]

,

P =

[

0.1 0.9
0.1 0.9

]

, π(0) =
[

0.5 0.5
]

, Σ =

[

0.2 0.1
0.1 0

]

e Ψ =

[

0.5 0
0 0.2

]

.

(A,E,P) é não w-controlável. As Figuras (4.4.a) e (4.4.b) ilustram, respectivamente,

as limitações de E{P (k)} e E{W (k,E,Ψ)} e portanto o KF é estável. Este exem-

plo mostra que as condições apresentadas na Proposição 4.1 não são necessárias para

estabilidade do FK.
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0 400
0

0.8

0 400
0

6
x 10

28

k, tempo discreto

‖W
(k
,Ψ

)‖
‖P

(k
)‖

(4.3.a)

(4.3.b)

Figura 4.3: Exemplo 4.3: Não w-controlável e s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Exemplo 4.5. (W-controlável e não s-detetável) Considere o sistema ΦM,E como no

Exemplo 4.2, com

A1 =





0.9 0 0.2
0.1 1.1 0
0.1 0 0.9



 , A2 =





0.9 0 0
0.1 0.9 0
0.1 0 0.9



 , E1 =
[

1 1 0
]

, E2 =
[

1 0 1
]

,

C1 =
[

1.5 0 0
]

, C2 =
[

0.5 0 0
]

,P =

[

0.5 0.5
0.9 0.1

]

, π(0) =
[

0.5 0.5
]

,

Σ = 0 e Ψ =





0.9 0 0
0 0.9 0
0 0 0.9



 .

Este exemplo ilustra a hipótese de w-controlabilidade, sem a condição de s-detetabilidade,

como ilustra a Figura (4.5.a), observemos na Figura (4.5.b) que o filtro de Kalman

é instável. Portanto, o resultado deste caso mostra o fato de que a hipótese de s-

detetabilidade é condição relevante. Sem esta condição, w-controlabilidade não é sufi-

ciente.
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0 400
0

0.2

0 400
0

0.8

k, tempo discreto

‖W
(k
,Ψ

)‖
‖P

(k
)‖

(4.4.a)

(4.4.b)

Figura 4.4: Exemplo 4.4: Não w-controlável e s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Resumidamente os exemplos apresentados ilustram a validade do resultado obtido

na Proposição 4.1, sendo que o Exemplo 4.4 mostra que as condições não são necessá-

rias. Na Tabela 4.2 resumimos os resultados obtidos nos exemplos. 1

Tabela 4.1: Tabela resumo: Estabilidade c.r Ψ

Caso w-controlabilidade s-detetabilidade estabilidade do FK

Exemplo 4.2 X X X

Exemplo 4.3 X

Exemplo 4.4 X X

Exemplo 4.5 X

1 Obs: X indica ”sim”.
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0 400
0

4
x 10

10

0 400
0

4
x 10

10

k, tempo discreto

‖W
(k
,Ψ

)‖
‖P

(k
)‖

(4.5.a)

(4.5.b)

Figura 4.5: Exemplo 4.5: w-controlável e não s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.



Caṕıtulo

5

Estabilidade do Filtro de Kalman

Tratamos nos caṕıtulos anteriores a estabilidade com respeito a condição inicial

Ψ. É de grande interesse teórico e prático abordar a estabilidade considerando erro

no termo que introduz rúıdo E, além da condição inicial Σ. Para o caso de sistemas

lineares invariantes no tempo, esta questão possui um estudo bem abrangente, com a

inclusão de condições necessárias e suficientes envolvendo estabilidade do FK, veja [7]

e [11].

Neste trabalho, considera-se o conceito de estabilidade do FK como na definição de

estabilidade adotada por [6], [7], [11], [32], [37] e [40]. Mostra-se que controlabilidade

fraca e detetabilidade estocástica são condições suficientes para a estabilidade. Apre-

sentamos resultados parciais referentes a um estudo em andamento, contudo sob uma

hipótese adicional na cadeia de Markov, além de uma conjectura. Exemplos ilustrati-

vos são inclúıdos. Assumimos que o FK seja calculado levando em conta que os rúıdos

gaussianos tenham matrizes de covariância descritas por Ei e Σ, quando na verdade as

covariância reais são Bi e Ψ respectivamente.

5.1 Abordagem usual de estabilidade do FK

Busca-se a existência de P̃ ∈ Mn0 tal que o valor esperado da covariância do erro

de estimação seja limitado, i.e, E{W (k,B,Ψ)} < P̃ , k ≥ 0. Dizemos que o FK

satisfazendo estas condições é estável. Definimos estabilidade do FK de forma usual,

como em [6].

45
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Definição 5.1. (Estabilidade do FK) Diz-se que o FK é estável se, para cada B ∈ Mn,p

e Ψ ∈ Mn0, existe P̃ ∈ Mn0 tal que E{W (k,B,Ψ)} < P̃ , k ≥ 0.

Para os resultados obtidos nesta seção, assumimos que a cadeia de Markov seja

equilibrada, como na suposição abaixo.

Suposição 1. Assumimos que a distribuição inicial da cadeia de Markov é equilibrada,

i.e, π0P = π0.

Nesta abordagem terá um papel importante a seguinte variável aleatória

W ((l + 1)n2N, 0, E,Σ), l, n,N ∈ N,

que representa a covariância do erro de estimação no intervalo de tempo (0, (l +

1)n2N), l ≥ 0, com condição inicial Σ, definida recursivamente via







W (m, r,E,Σ) = Λm−1W (m− 1, r, E,Σ)Λ′
m−1 + Lm−1Dm−1D

′
m−1L

′
m−1

+Em−1E
′
m−1, m ≥ r

W (r, r, E,Σ) = Σ
(5.1)

com Λk = Aθ(k) − LkCθ(k), Di, Ei ∈ Mn,r, i ∈ S e Lk o ganho de Kalman como

definido em (2.5). A solução de (5.1) pode ser escrita como

W (m, r,E,Σr) = W (m, r,E = 0,W (r, 0, E = 0,Σ)) +
m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υk−1(E)),

(5.2)

onde Wh é como definido em (2.8)

Wh(m, r, V ) = ΛmΛm−1 . . .ΛrV Λ′
r . . .Λ

′
m−1Λ

′
m, V ∈ Mn,r,

e

Υk(E) = LkDθ(k)D
′
θ(k)L

′
k + Eθ(k)E

′
θ(k).

Por facilidade de notação, introduzimos a variável aleatória

Σl = W (ln2N,E,Σ),

sendo Σ o valor dispońıvel para Ψ, lembrando que em geral Σ 6= Ψ. Com o que podemos

escrever

W ((l + 1)n2N, 0, E,Σ) = W ((l + 1)n2N,E = 0,Σ)

+

(l+1)n2N−1
∑

k=1

Wh((l + 1)n2N − 1, k,Υk−1(E))
(5.3)
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= X̃((l + 1)n2N, ln2N,E = 0,Σl)

+

(l+1)n2N−1
∑

k=ln2N+1

Wh((l + 1)n2N − 1, k,Υk−1(E))

= W ((l + 1)n2N, ln2N,E,Σl),

sendo W ((l + 1)n2N, ln2N,E,Σ), a covariância do erro de estimação no instante (l +

1)n2N, l ≥ 1 e ”condição inicial” Σl.

Observação 4. Observemos que existe Λ̄ ∈ Mn0, tal que E{‖Aθ(k) − LkCθ(k)‖} < Λ̄.

De fato, obtém-se pelo Lema 2.1 que E{‖Lk‖} ≤ L̄, logo E{‖Aθ(k) − LkCθ(k)‖} ≤

‖A‖ + E{‖Lk‖}‖C‖ ≤ Λ̄.

Com o objetivo de obter um limitante superior P̃ de W (k, 0, B,Ψ) para quaisquer

Bi ∈ Mr,n e Ψ ∈ Mn0, seguiremos as etapas abaixo.

1. Buscamos um escalar positivo ε e Ξ ∈ Mn0, tais que seja constrúıda uma ”tra-

jetória auxiliar” W (k, εI,Ξ), a qual em valor esperado é limitante inferior de

E{W (k, 0, E,Σ)} nos pontos da forma k = ln2N , l ≥ 1. Mais especificamente,

toma-se Ξl ≤ Σl e busca-se uma desigualdade da seguinte forma

E

{

W ((l + 1)n2N, ln2N, εI,Ξl)
}

≤ E

{

W ((l + 1)n2N, ln2N,E,Σl)
}

. (5.4)

Inicialmente considera-se l = 0, para determinação do valor de ε e em seguida

estende-se a desigualdade em (5.4) para l ≥ 1, de forma a manter a uniformidade

de ε para os valores não triviais de l; nesta perspectiva, quando para variáveis

aleatórias U ∈ Mr,n e V ∈ Mn0, é valida a seguinte desigualdade

E

{

W ((l + 1)n2N, ln2N,U, V )
}

= E

{

W ((l + 1)n2N, ln2N,U,E{V })
}

,

conclui-se que

E

{

W (ln2N, 0, εI,Ξ)
}

≤ E

{

W (ln2N, 0, E,Σ)
}

≤ P̄ , ∀ l ≥ 1, P̄ ∈ Mn0, (5.5)

na qual, a desigualdade a direita é proveniente de [10, Theorem 1]. Veja o Coro-

lário 5.1.

2. Empregando algumas propriedades usuais do valor esperado e de matrizes e o

resultado anterior, obtemos pela w-controlabilidade de (A, εI, P ), um escalar po-

sitivo δ que satisfaça a seguinte desigualdade

E

{

W (ln2N, δB, δΨ)
}

≤ E

{

W (ln2N, εI,Ξ)
}

≤ P̄ . (5.6)
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Com esta finalidade, ajusta-se δ tal que

E

{

ln2N−1
∑

k=1

W (ln2N − 1, k,Υk−1(δB))
}

< E

{

ln2N−1
∑

k=1

W (ln2N − 1, k,Υk−1(εI))
}

e δΨ ≤ Ξ. Vide Lema 5.1.

3. Finalmente, elaboramos algumas avaliações mostrando que existe P̃ ∈ Mn0 tal

que (5.6) vale para todo instante k ≥ 0, ou seja

E{W (k, 0, B,Ψ)} ≤ P̃ .

Levando a estabilidade do FK, veja o Teorema 2.

Na sequência desenvolvemos as etapas acima. O Teorema 1 fornece, sob certa hipótese,

ε ∈ R+ e U ∈ Mn0, tal que seja válida uma expressão similar a (5.4), para um intervalo

qualquer de tempo discreto (m+ 1, r), m, r ∈ N. Em seguida, mostra-se no Corolário

5.1 que o próximo resultado é válido, em particular, para intervalos da forma (ln2N, (l+

1)n2N) sob hipótese de w-controlabilidade.

Teorema 1. Considere W (k), como definido em (5.2). Se

E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υk−1(E))
}

> ρI, ρ ∈ R+,m, r ∈ N : m ≥ r, (5.7)

então existe ε ∈ R+ dependendo de ρ e de m− r, tal que

E

{

W (m+ 1, r, εI, U)
}

≤ E

{

W (m+ 1, r, E, V )
}

, U, V ∈ Mn0, (5.8)

sempre que U ≤ V .

Demonstração: Com efeito, tomando U ≤ V , diretamente pela solução da covari-

ância do erro de estimação W (k) em (5.2) obtém-se

W (m, r,E = 0, U) = Wh(k, r, U) = ΛmΛm−1 . . .ΛrUΛ′
r . . .Λ

′
m−1Λ

′
m

≤ ΛmΛm−1 . . .ΛrV Λ′
r . . .Λ

′
m−1Λ

′
m = Wh(k, r, V ) = W (m, r,E = 0, V ),

levando a

E

{

W (m, r,E = 0, U)
}

≤ E

{

W (m, r,E = 0, V )
}

(5.9)

e existe ε ∈ R+, pequeno o suficiente, tal que

E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k, Eθ(k−1)E
′
θ(k−1))

}

≥ E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k, ε2I)
}

. (5.10)
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Além disso, desenvolvendo o segundo termo de (5.2), obtemos

E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υ(E)k−1)
}

= E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k, Lk−1Dθ(k−1)D
′
θ(k−1)Lk−1)

}

+ E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k, Eθ(k−1)E
′
θ(k−1))

}

,

(5.11)

logo por (5.10) e empregando (5.11) tem-se

E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υk−1(E))
}

≤ E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υk−1(εI))
}

(5.12)

portanto, através de (5.9) e (5.12) empregando (5.2) avalia-se

E

{

W (m, r, εI, U)
}

= E

{

W (m, r, 0, U)
}

+ E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υk−1(εI))
}

≤ E

{

W (m, r, 0, V )
}

+ E

{

m−1
∑

k=r+1

Wh(m− 1, k,Υk−1(E))
}

= E

{

W (m, r,E, V )
}

concluindo a demonstração. Sendo importante ressaltar que dada a hipótese conside-

rada na Suposição 1, pode-se mostrar que o valor de ε em (5.10) depende dos valores

de m e r apenas, no que se refere a sua diferença, basta comparar o valor de ρ com o

tamanho do intervalo [m, r].

�

O corolário a seguir trata da obtenção de um ε > 0 que satisfaça (5.8) para as

informações do sistema nominal E e Σ no intervalo de tempo [ln2N, (l+ 1)n2N ], sob a

condição de controlabilidade fraca e detetabilidade estocástica. Assumimos a seguinte

conjectura como verdadeira.

Conjectura 1. Considere W (k) como definido em (5.3), U ∈ Mr,n e V ∈ Mn0 variá-

veis aleatórias, então

E

{

W
(

(l + 1)n2N, ln2N,U, V
)}

= E

{

W
(

(l + 1)n2N, ln2N,U,E{V }
)}

(5.13)

Consideramos a seguir, Ξl = W (ln2N, εI,Ξ), sendo Ξ ∈ Mn0.

Corolário 5.1. Considere a covariância do erro de estimação W (k), definida em (5.2).

Se (A,E,P) é w-controlável, então existe ε > 0 tal que, para Ξ ≤ Σ, tem-se

E

{

W
(

(l + 1)n2N, 0, εI,Ξ
)}

< E

{

W
(

(l + 1)n2N, 0, E,Σ
)}

, ∀ l ≥ 1. (5.14)
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Demonstração: Temos pelo Lema 3.3 que w-controlabilidade fornece

E

{

ln2N−1
∑

k=1

Wh(ln
2N − 1, k,Υk−1(E))

}

> ρ̄I, ∀ l ≥ 1, ρ̄ ∈ R+, (5.15)

Por outro lado, definindo Σ̄l = E

{

W (ln2N,E,Σl−1)
}

, Ξ̄l = E

{

W (ln2N,E,Ξl−1)
}

, l ≥

1 e tomando Ξ̄ = Ξ ≤ Σ = Σ̄, mostra-se indutivamente que Ξ̄l ≤ Σ̄l, ∀ l ≥ 0. De fato,

por definição, temos Ξ̄ ≤ Σ̄; assumindo que a hipótese vale para l > 0, isto é, Ξ̄l ≤ Σ̄l,

de (5.15) e pelo Teorema 1 obtém-se ε ∈ R+ tal que

E

{

W ((l + 1)n2N, ln2N, εI, Ξ̄l)
}

≤ E

{

W ((l + 1)n2N, ln2N, εI, Σ̄l)
}

(5.16)

e considerando a Conjectura 1, obtemos

E

{

W (ln2N, 0, εI,Ξ0)
}

= E

{

W (ln2N, (l − 1)n2N, εI,Ξl−1)
}

= E

{

W
(

ln2N, (l − 1)n2N, εI,E
{

Ξl−1

})}

= E

{

W (ln2N, (l − 1)n2N, εI, Ξ̄l−1)
}

≤ E

{

W (ln2N, (l − 1)n2N, εI, Σ̄l−1)
}

= E

{

W
(

ln2N, (l − 1)n2N,E,E
{

Σl−1

})}

= E

{

W (ln2N, (l − 1)n2N,E,Σl−1)
}

= E

{

W (ln2N, 0, E,Σ0)
}

Concluindo a demonstração. Lembrando que o valor de ε depende apenas de n2N , com

efeito, (l+1n2N− ln2N) = n2N , portanto a uniformidade de ε como tomada em (5.16)

é verdadeira.

�

Para os resultados seguintes, é importante que a trajetória percorrida pelo valor

esperado da covariância do erro de estimação E{W (ln2N, εI,Ξ0)} seja positiva, este

fato é proveniente da w-controlabilidade de (A, εI, P ). De fato, pelo Corolário 3.5,

existe um escalar positivo µε > 0 tal que E{W (ln2N, εI,Ξl−1)} ≥ µε, portanto a

trajetória auxiliar E{W (k, εI,Ξ0)} possui limitante inferior positivo para os pontos da

forma k = ln2N, l ≥ 1.

Lema 5.1. Considere W (k), como definido em (2.7). Se (A,E,P) é w-controlável e

(A,C,P) é s-detetável, então existe δ ∈ R+ e P̄ ∈ Mn0 tal que

E{W (ln2N, δB, δΨ)} < P̄ , l ≥ 0.

Demonstração: Como (A, εI,P) é w-controlável, então pelo Lema 3.3, tem-se

E

{

ln2N−1
∑

k=1

Wh(ln
2N − 1, k,Υk−1(εI))

}

> ρεI, ρε ∈ R+,
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e pode-se tomar δ, pequeno o suficiente, tal que

E

{

ln2N−1
∑

k=1

W (ln2N − 1, k,Υk−1(δB))
}

≤ E

{

ln2N−1
∑

k=1

W (ln2N − 1, k,Υk−1(εI))
}

e δΨ ≤ Ξ.
(5.17)

Portanto, empregando (5.2) através de (5.17) e considerando a ideia na obtenção de

(5.9), podemos escrever

E{W (ln2N, δB, δΨ)} = E

{

W (ln2N, 0, δΨ)
}

+ E

{

ln2N−1
∑

k=1

W (ln2N − 1, k,Υk−1(δB))
}

≤ E

{

W (ln2N, 0,Ξ)
}

+ E

{

ln2N−1
∑

k=1

W (ln2N − 1, k,Υk−1(εI))
}

= E

{

W (ln2N, εI,Ξ)
}

≤ P̄ ,

com o que conclúımos

E{W (ln2N,B,Ψ)}} ≤ δ−1P̄ ,

como desejado.

�

Obtemos condições de limitação para o valor esperado da covariância do erro de esti-

mação W (k,B,Ψ) nos pontos k = ln2N , para obter resultado de estabilidade mostra-se

que a limitação pode ser estendida a todos os pontos k ≥ 0. Obtém-se que o crescimento

de E{W (k)} é sempre limitado em cada intervalo da forma [ln2N, (l + 1)n2N ]. Como

há uma limitação M̂ = δ−1P̄ ∈ Mn0 fixa para o valor esperado de W (ln2N,B,Ψ),

para todo l ≥ 0, tomamos E{W (ln2N,B,Ψl−1)} ≤ M̂, l ≥ 1 e segue o resultando de

estabilidade do FK.

Teorema 2. Se (A,E,P) é w-controlável e (A,C,P) é s-detetável, então o FK é

estável.

Demonstração: Mostramos que para k ∈ [ln2N, (l+ 1)n2N ],∀l ≥ 0, existe um limi-

tante máximo para E{W (k,B,Ψ)}. Com efeito, considere Ψ̄l = E{W (ln2N,B,Ψl−1)}

e k̄ ∈ [ln2N, (l + 1)n2N ], tem-se

E

{

W (k̄, 0, B,Ψ)
}

= E

{

W (k̄, ln2N,B, Ψ̄l)
}

= E

{

W (k̄, ln2N, 0, Ψ̄l)
}

+ E

{

k̄−1
∑

k=ln2N+1

Wh(k̄ − 1, k,Υk−1(B))
}

≤ ‖Λ‖k̄‖Ψ̄l‖I + k̄‖Υ‖‖Λ‖k−1I

≤ ‖Λ‖k̄M̂ + k̄‖Υ‖‖Λ‖k−1 = P̃
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com ‖Λ‖ = maxθ(k)∈S{E{Aθ(k) − LkCθ(k)}},

‖Υ‖ = maxθ(k)∈S{E{{kDθ(k)D
′
θ(k)Lk+}θ(k)B′

θ(k)}} e 0 ≤ k ≤ k̄. Portanto o FK é

estável.

�

O Teorema 2 fornece um resultado de estabilidade do FK, fornecendo condições

suficientes para estabilidade. Uma questão que surge naturalmente é a busca por

condições que sejam necessárias e suficientes para estabilidade para cadeias de Markov

mais gerais e sem a adição da Conjectura 1.

5.2 Exemplos Numéricos

Na sequência apresentamos casos de estudo, variando as caracteŕısticas do sistema

ΦM,E, tomadas como hipóteses no Teorema 2, a condição de w-controlabilidade, s-

detetabilidade, a condição inicial Ψ e o termo de rúıdo Bi, i ∈ S. Para cada um dos

casos, analisamos a estabilidade do filtro através do processo da covariância do erro

W (k) em termo dos valores esperados E
{

W (k,B,Ψ)
}

e E
{

P (k)
}

.

Para o cálculo da estimativa de E
{

W (k,B,Ψ)
}

e E
{

P (k)
}

, empregamos a simulação

Monte Carlo com 1.000 iterações.

Exemplo 5.1. (W-controlável e s-detetável) Considere o sistema ΦM com

A1 =





0.3 0.2 0
0 1.1 0

0.6 0 0.9



 , A2 =





0.1 0.2 0
0.3 0.1 0
0.2 0.1 0



 , E1 =





0 0 0
0 0.1 0

0.1 0 0



 ,

E2 =





0 0 0
0 0.1 0
0 0 0



 , B1 =





0.1 0 0
0 0.9 0
0 0 0.11



 , B2 =





0.1 0 0
0 0.3 0
0 0 0.1



 ,

C1 = C2 =
[

1 0 0
]

, D1 = D2 = I3, P =

[

0.5 0.5
0.1 0.9

]

,

π(0) =
[

0.5 0.5
]

, Σ = 0 e Ψ =





0.3 0 0
0 0.2 0
0 0 0.3



 .

Pelo teste de controlabilidade, obtemos que (A,E,P) é w-controlável, como (A,C,P)

foi tomada s-detetável, pelo resultado do Teorema 2, o FK é estável. Para ilustração,

na Figura (5.1.a) verifica-se a limitação de E{P (k)} garantida pela hipótese de s-

detetabilidade, enquanto na Figura (5.1.b) verifica-se a limitação de E{W (k,B,Ψ)}.
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Figura 5.1: Exemplo 5.1: w-controlável e s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,B,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Exemplo 5.2. ( Não w-controlável e s-detetável) Considere o sistema ΦM , como no

Exemplo 5.1 com

A1 =





0.9 0.1 0
0 1.1 0
0 0 0



 , A2 =





0.9 0.4 0
0.1 0.9 0
0.1 0.5 0.9



 , E1 = 0, E2 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 ,

B1 = 0.1100I3, B2 =





0.1 0 0
0 0.4 0
0 0 1



 , C1 = C2 =
[

1 0 0
]

,P =

[

0.5 0.5
0.5 0.5

]

,

Σ =





0 0 0
0 0 0
0 0.4 0.1



 e Ψ =





0.3 0 0
0 0.2 0
0 0 0.3



 .

Neste caso, observamos que (A,E,P) não é w-controlável e tomamos (A,C,P) s-

detetável, acarretando instabilidade do FK, a Figura (5.2.a) ilustra a limitação de

E{P (k)}, enquanto na Figura (5.2.b) verifica-se que E{W (k,B, ψ)} tende a crescer

indefinidamente.
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0 400
0

1

0 400
0

3
x 10

24

k, tempo discreto

‖W
(k
,Ψ

)‖
‖P

(k
)‖

(5.2.a)

(5.2.b)

Figura 5.2: Exemplo 5.2: não w-controlável e s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,B,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Exemplo 5.3. (Não w-controlável e s-detetável) Considere o sistema ΦM , como no

Exemplo 5.1, com

A1 = A2 =





0.9 0 0
0 0 0
0 0 0



 , E1 =





0 0 0
0 0.1 0
0 0 0



 , E2 = 0,

B1 =





0.3 0 0
0 0.7 0
0 0 0.7



 , B2 =





0.2 0 0
0 0.8 0
0 0 0.6



 , C1 = C2 =
[

1 0 0
]

,

P =

[

0.4 0.6
0.5 0.5

]

, Σ =





0.2 0.1 0
0.1 0 0
0 0 0



 e Ψ =





0.5 0 0
0 0.8 0
0 0 0.6



 .

Neste caso, obtemos (A,E,P) não w-controlável sob hipótese de s-detetabilidade e es-

tabilidade do FK. Observe que este fato mostra que a necessidade das hipóteses não é

satisfeita, a Figura (5.3.a) ilustra a limitação de E{P (k)}, enquanto na Figura (5.3.b)

tem-se a limitação de E{W (k)}, confirmando a estabilidade do FK.
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Figura 5.3: Exemplo 5.3: não w-controlável e s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,B,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Exemplo 5.4. (W-controlável e não s-detetável) Considere o sistema ΦM , como no

Exemplo 5.1, com

A1 =





0.2 0 0.2
0 1.1 0

0.1 0 0.9



 , A2 =





1.5 0 0
0.1 0.9 0
0.1 0 1.5



 , E1 =





1 0 0
1 1 0
0 0 0.1



 ,

E2 =





1 0 0
0 1 0
1 0 0.1



 , B1 =





1.2 0 0
0 0.6 0
0 0 1



 , B2 =





1.4 0 0
0 0.7 0
0 0 1.2



 ,

C1 = C2 =
[

1 0 0
]

,P =

[

0.3 0.7
0.9 0.1

]

,

Σ =





0 0 0.5
0 0.6 0
0 0.7 0.9



 e Ψ =





0.9 0 0
0 0.9 0
0 0 0.9



 .

Este exemplo mostra que w-controlabilidade não é suficiente para estabilidade do FK,

sem a hipótese de s-detetabilidade, a Figura (5.4.a) ilustra que E{P (k)} cresce indefi-

nidamente e na Figura (5.4.b) observamos a divergência de E{W (k,B,Ψ)}, concluindo

na estabilidade do FK.
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Figura 5.4: Exemplo 5.4: w-controlável e não s-detetável. Estimativas para P (k) e
E{W (k,B,Ψ)} e os respectivos desvios padrões marcados com linha cont́ınua.

Resumidamente os exemplos apresentados ilustram a validade do resultado obtido

no Teorema 2 w-controlabilidade e s-detetabilidade são condições suficientes para es-

tabilidade do FK no sentido usual, sendo que o Exemplo 5.3 mostra que as condições

não são necessárias. Na Tabela 5.2 sumariamos os resultados obtidos nos exemplos. 1

Tabela 5.1: Tabela resumo: Estabilidade do FK

Caso w-controlabilidade s-detetabilidade estabilidade do FK

Exemplo 5.1 X X X

Exemplo 5.2 X

Exemplo 5.3 X X

Exemplo 5.4 X

1Obs: X indica ”sim”.
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6

Conclusões

Resultados de estabilidade de filtros para sistemas lineares com saltos Markovianos

a tempo discreto e espaço de estado finito formam uma questão de grande interesse,

dadas as inúmeras aplicações. A estabilidade do FK para SLSM segue os mesmos

padrões de estabilidade para SLD, no entanto, neste caso, a construção de um limitante

para a covariância do erro de estimação W (k) é abordada em função do valor esperado,

uma vez que em função dos saltos de Markov, W (k) forma um processo estocástico.

Neste cenário buscamos condições suficientes para que exista um limitante superior

para W (k).

Exploramos as propriedades do conceito de w-controlabilidade, de forma a obter

uma definição de w-controlabilidade viável para a construção dos principais resultados

que envolvem estabilidade. Mostramos que w-controlabilidade é condição suficiente

para positividade da covariância do erro de estimação W (k) em instantes de tempo da

forma k = ln2N . Este resultado é fundamental para obtenção da trajetória auxiliar,

que possibilita a caracterização de limitantes nos resultados de estabilidade.

Análises de casos sugerem que perturbações na condição inicial ou nos termos que

acrescentam rúıdo ao sistema podem levar a instabilidade do FK, tornando-se essencial

a obtenção de condições suficientes ou necessárias que garantam estabilidade. As-

sumimos a limitação do valor esperado da covariância de erro calculado E{P (k)} e

w-controlabilidade de (A,E,P) e através de trajetória auxiliar proveniente de um sis-

tema w-controlável obtemos limitação para o valor esperado da covariância do erro de

estimação real W (k), para qualquer valor real de Ψ, o que fornece estabilidade com res-

peito a Ψ. Estes resultados implicam que w-controlabilidade e s-detetabilidade são em

57



58 Caṕıtulo 6 — Conclusões

conjunto condições suficientes para estabilidade do FK. S-detetabilidade é claramente

necessária, mas w-controlabilidade isoladamente não é necessária, veja Exemplo 4.5.

Consideramos também a estabilidade do FK no sentido mais usual (que contempla

perturbações em E), para a qual apresentamos resultados parciais. De fato, apresen-

tamos uma prova de que s-detetabilidade e w-controlabilidade garantam a estabilidade

do FK, contudo assumindo uma hipótese sobre a cadeia e também uma conjectura.

Permanece em aberto a obtenção e demonstração de condições que sejam necessárias

e suficientes para estabilidade do FK para sistemas lineares com saltos Markovianos

para cadeias mais gerais e\ou sem a adição da hipótese na Conjectura 1.



Apêndice

A

Teste de w-controlabilidade

O algoŕıtimo para verificação de w-controlabilidade apresentado abaixo, obedece as

ideias do Lema 3.1 e foi utilizado para obtenção dos resultados nos exemplos.

Método

1. Considera-se o operador

Si(k + 1) = TA,i(S(k)) + TE,i(I)

=
N

∑

j=1

pjiAjSi(k)A
′
j +

N
∑

j=1

EjE
′
j, i = 1 . . . N

2. Pelo Lema 3.1, obtemos

(a) Se postoSi(n
2N) = n então (A,E,P) é w-controlável;

(b) Se postoSi(n
2N) < n então (A,E,P) não é w-controlável;
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[1] B. D. O. Anderson and J. B. Moore. Optimal Filtering. Prentice-Hall, London,

first edition, 1979.

[2] B. D. O. Anderson and J. B. Moore. Detectability and stabilizability of discrete-

time linear systems. SIAM Journal of Control and Optimization, 19(1):20–32,

1981.

[3] Castanon D. Dunn K. P. Greene C. S. Lee W. H. Sandell N. R. Athans, M. and

A. S. Willsky. The stochastic control of the F-8C aircraft using a multiple model

adaptive control (MMAC) method - Part i :Equilibrium flight. IEEE Transactions

on Automatic Control, (22):798–780, 1977.

[4] C. T. Chen. Linear System Theory and Design. Oxford University Press, 1999.

[5] E. Cinlar. Introduction to Stochastic Processes. Prentice-Hall, 1975.

[6] E. F. Costa and A. Astolfi. A necessary and sufficient condition for semi-stability

of the recursive Kalman filter. In Proc. ACC’08 American Control Conference,

volume 11, pages 1280–1285, 2008.

[7] E. F. Costa and Alessandro Astolfi. On the stability of the recursive Kalman filter

for linear time-invariant systems. In Proc. ACC’08 American Control Conference,

volume 11, pages 1286 – 1291, 2008.

[8] E. F Costa and J. B. R do Val. Weak detectability and the linear quadratic control

problem of discrete time Markov jump linear systems. International journal of

control, page 1282, 2002.

[9] E. F. Costa, A. L. P. Manfrim, and J. B. R. do Val. Weak controllability and weak

stabilizability concepts for linear systems with Markov jump parameters. In Proc.

ACC’06 American Control Conference, Minneapolis,USA, 2006.

61



62 Referências Bibliográficas
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