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Resumo

O filtro de Kalman é amplamente conhecido e utilizado em
aplicagoes, em virtude de apresentar diversas propriedades inte-
ressantes. Este trabalho aborda uma das caracteristicas mais im-
portantes, a estabilidade do filtro de Kalman aplicado a sistemas
lineares discretos com saltos Markovianos. Sistemas desta classe
sao muito empregados em problemas praticos.

Neste trabalho mostramos que o conceito de controlabilidade
fraca e detetabilidade estocéastica sao condigoes suficientes para
estabilidade do filtro de Kalman com relacao a condicao inicial. No
que se refere a estabilidade no sentido mais usual, apresentamos
resultados parciais, dependentes de uma condicao adicional sobre
a cadeia de Markov, bem como uma conjectura.

O estudo da estabilidade do filtro de Kalman é relevante, pois
filtros instaveis oferecem estimativas de baixa qualidade. O tema
tem interesse tedrico inerente e é bastante relevante para aplica-

coes.






Abstract

Kalman filters present several interesting features that make
them relevant for many applications. In this work we study one
of the main issues in Kalman filtering - stability. We deal with
Kalman filters for Markov jump linear systems, a class of systems
with applications in many different areas.

We consider the concepts of weak controllability and stochastic
detectability and we show that they ensure stability of the Kalman
filter with respect to the initial condition. As for the stability,
we present some results relying in a conjecture and an additional
condition on the Markov chain.

The study of the stability of the Kalman filter is important,
since unstable filters may lead to poor estimates. The stability
issue has inherent theoretical interest and is relevant for applica-

tions.
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Capitulo

1

Introducao

Neste capitulo, fazemos a apresentacao do cenario no qual desenvolvemos o tra-
balho. Apresentamos também, nas secoes seguintes, algumas notagoes adotadas no

desenvolvimento do trabalho e a organizacao do texto.

O Filtro de Kalman (FK) é conhecido desde a década de sessenta, quando foi
introduzido por Rudolph Kalman, no desenvolvimento de um processo recursivo para
solucionar problemas lineares ligados a filtragem a tempo discreto. O FK é um processo
recursivo de estimacao muito eficiente, tem como base a estimacgao da variavel de estado
através da variavel observada, de forma a estimar os estados passados, atuais e futuros
(respectivamente, fala-se em suavizacao, filtragem e predigao). As aplicagoes do FK
sao vastas, sao inumeros os trabalhos publicados fazendo uso do filtro de Kalman, para

um estudo interessante referenciamos [26], sendo cléssicas as referéncias [1] e [46].

Neste trabalho, o FK é abordado para sistemas lineares com saltos Markovianos
(SLSM), que como veremos adiante, sao sistemas lineares que apresentam mudangas
abruptas de comportamento. Assim como nas pesquisas referidas adiante, adotamos
dois modelos para andlise. O primeiro sendo o modelo atual, também conhecido como
modelo real, no qual denotamos as matrizes de ruido aditivo de estado (que formaliza-
mos mais tarde) e covariancia inicial respectivamente por B e W. O segundo é o modelo
nominal, no qual consideramos as informacoes disponiveis, com as quais realizamos o
calculo do ganho do filtro de Kalman. Denotamos as matrizes de ruido e covariancia

inicial respectivamente por F e X..

15



16 Capitulo 1 — Introducao

O FK possui propriedades muito vantajosas, é 6timo em varios sentidos, apresenta
linearidade e os ganhos sao pré-calculados. Para maiores detalhes veja [1]. Por outro
lado, é comum em situacoes praticas, na obtencao de modelos, o surgimento de erros
em alguns termos do sistema, que podem causar a perda de qualidade de estimacao,
tornando o filtro de Kalman menos eficiente. Em alguns casos esta perda de qualidade
leva a divergéncia da covariancia do erro de estimacao real, surgindo a necessidade do
estudo de condigoes que sejam suficientes ou necessédrias para que exista limitagao da
covariancia do erro de estimacao real, ou seja, a estabilidade do FK. A estabilidade do
FK tem sido estudada no contexto de sistemas lineares discretos (SLD) invariantes no
tempo. Dentre algumas referéncias importantes, citamos [6], [18], [21], [25], [37], [38],
[40] e [45]. E um fato conhecido que o FK sob a condicéo de um modelo com informacoes
incorretas pode ser divergente, de maneira que o erro de estimacao pode apresentar
uma rapida divergéncia do valor verdadeiro, veja [37]. Esta questao tem sido estudada
em diferentes abordagens e para SLDs invariantes no tempo, condi¢oes necesséarias e
suficientes para estabilidade do FK foram exploradas para o filtro recursivo, veja [6] e
[7]. A bibligrafia apresenta resultados sobre a divergéncia do FK, os quais sao conside-
rados em cendrios simples, impondo-se detetabilidade como condicao para a existéncia
de limitantes estacionarios ou solugdes periddicas para a matriz de Riccati, veja [37] e
[40].

No contexto em questao, a partir de informacoes do modelo nominal, buscamos
obter condicoes de estabilidade para o FK aplicado ao modelo real. O problema é
formulado a seguir. Assuma que o FK seja calculado para os valores nominais, o qual
é caracterizado por certas matrizes de covariancia F;, i =1,2,..., N e X. Utilizamos
os valores do filtro calculado a partir dos valores nominais para obter a covariancia do
erro de estimacao real, denotada por W (k), caracterizada pelas matrizes de covariancia
do erro real B; e U respectivamente. Em geral, temos > # U e E; # Bi, detalhamos

cada passagem desta estapa na Secao 2.4.

Assuma que a covariancia do erro de estimacao nominal no instante de tempo k, aqui
denotada por P(k), k > 0 tenha valor esperado limitado, €{P(k)} < P. E calculado a
covariancia do erro de estimagao real W (k), k > 0 e analisada as condigoes suficientes
para obter limitagao, que é equivalente a estudar o comportamento assintético do valor
esperado da covariancia do erro de estimagao E{W (k)}, no sentido em que E{W(k)}

seja limitado.

Por outro lado, possivelmente por incidéncia de erros nos termos que introduzem
ruido ao sistema, no instante k a covariancia do erro de estimacao verdadeira W (k)
nao coincida com a covariancia do erro de estimacao calculada P(k). Uma questao

fundamental que surge é a divergéncia exponencial de W (k), sendo de grande interesse
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o estudo de condigdes para obter limitagao para E{W(k)} sempre que E{P(k)} for
limitada.

Abordamos dois conceitos de estabilidade, a estabilidade com relacao a condicao
inicial (c.r.¥) como em [7] e [10] !, esta nocao de estabilidade requer que o valor
esperado da covariancia do erro de estimacao seja limitada para incorregoes em . A
segunda é uma nocao relativamente mais usual de estabilidade de FK, no sentido de
existéncia de limitacao do valor esperado da covariancia quando existe perturbacoes
em ambos F; e ¥ do modelo nominal, como também abordada em [7] e [10].

Num primeiro momento, assumimos ¥ # W e mostramos que detetabilidade estocds-
tica e controlabilidade fraca * constituem condigoes suficientes para que E{W (k, £, ¥)}
possua limitante superior para qualquer k£ > 0, obtendo assim estabilidade c.r ¥. Con-
sideramos um resultado mais geral, acrescentando erro no termo do ruido aditivo de
estado, isto é, E; # B;, além de assumir erro na condic¢ao inicial e quando conside-
rada uma desigualdade envolvendo o valor esperado de W (k) (veja a Conjectura 1, no
Capitulo 5) e para o caso particular em que a cadeia de Markov possui distribuigao
inicial equilibrada (veja a Suposigao 1 no Capitulo 5), obtemos um resultado analogo,
a estabilidade do FK no sentido usual. Neste contexto, apresentamos resultados parci-
ais, baseados numa conjectura e em uma hipétese adicional na cadeia de Markov, que

merecem estudos futuros mais detalhados.

1.1 Notacoes

Nesta secao apresentam-se algumas notagoes para referéncia posterior.

Seja R™ o espago euclidiano n-dimensional. Denotamos os nimeros reais positivos
por R, os nimeros naturais por N e seja S = {0,1,2,..., N} um subconjunto de N.
Denota-se M"™* (respectivamente M"), o espago linear normado formado pelas matrizes
reais r X s (respectivamente r x 7). Seja M o cone convexo formado pelas matrizes
semi-definida positivas {U € M" : U = U’ > 0}, onde U’ denota a transposta de U.
Para U,V € M", U > V denota U — V € M. Seja H"* o espaco linear normado
formado pelas sequéncias de matrizes H; € M™*,i € S. Para U,V € H™, U+ V =
{Ui+V;, i €S}, U >V denota U; >V, para todo i € S e similarmente para qualquer
operacao envolvendo termos pertencentes a H™®. Denota-se a matriz identidade usual

por I e o operador 1y, representa a fungao indicadora. Respectivamente para os espagos

LA literatura utiliza o termo KF stable with respect to (w.r.t), aqui fazemos uso da terminologia
em portugués, KF estdvel com relagdo a, (c.r).
2Por favor, veja definicdes nas Secoes 2.4 e 3.1 respectivamente.
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M" e H", adotamos as normas abaixo >

|Asll2 = £/ p(AAH) i €S,
1A} = max{]|Aif|}.

Para uma dada matriz P € MY e V € H"", introduzimos o operador Ty : H"™" —
H™ por

N
Tva(U) =Y piViU;Vj, i=1,....N, (1.1)
j=1

o qual é abordado em algumas defini¢oes. Os termos da matriz P sao representados por
pi; € Ty é linear em seus argumentos. Denota-se T°(U) = U e quando T : H"™ — H"°,
define-se T* recursivamente por T*(U) = T(T*~1(U)) para k = 1,2,. ...

Sejam A e J varidveis aleatérias. Denotamos o valor esperado de A como E{A}, e

o valor esperado condicional por £{A|J}.

1.2 Organizacao do texto

Organizamos o texto da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos alguns con-
ceitos e resultados preliminares que introduzem o problema e serao utilizados ao longo
dos capitulos seguintes. Na Secao 2.1 apresentam-se uma ideia geral do contexto de
sistemas lineares e respectivas nocoes de estabilidade e ainda algumas propriedades
usuais de matrizes e valor esperado; na Secao 2.2 apresentamos a nocao de cadeia de
Markov; na Secao 2.3 temos a motivagao e o conceito de SLSM e finalmente na Segao
2.4 introduzimos o filtro de Kalman. No Capitulo 3 introduzimos na Se¢ao 3.1 a de-
finicao de w-controlabilidade e apresentamos alguns resultados relevantes. No quarto
capitulo, temos o tratamento da estabilidade com relacao a condicao inicial, mostra-se
que w-controlabilidade e s-detetabilidade sao condigoes suficientes para estabilidade c.r
¥ do FK. No Capitulo 5 é feita a definicao usual de estabilidade do FK, sao obtidos
resultados similares ao caso de estabilidade c.r ¢ e exemplos numéricos. Finalmente

no Capitulo 6 tem-se as conclusoes.

3 AH representa a matriz transposta conjudada de A;.



Capitulo

2

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos na Secao 2.1, de forma breve, diferentes tipos de sis-
temas dinamicos, assim como a motivagao para o estudo destes sistemas, de forma a
induzir a compreensao do comportamento dos sistemas lineares com saltos Markovi-
anos. Na Secao 2.2 definimos e abordamos as principais propriedades da cadeia de
Markov. Na Se¢ao 2.3 apresentamos uma motivagao, introduzimos os SLSMs e discu-
timos alguns resultados basicos. Na Secao 2.4 é realizada as defini¢oes de FK, termos

auxiliares e resultados fundamentais para o estudo de estabilidade.

2.1 Sistemas Lineares

Em muitas situagoes praticas podem ser precisos os valores dos estados de um
sistema dinamico, contudo dispor-se apenas de medidas indiretas, dadas por um modelo
que apresenta a variavel de saida do sistema em funcao da variavel de estado e um ruido

de observacao num instante de tempo k > 0, representado da seguinte forma

sendo o vetor y a medida (mais comumente chamado de saida), o vetor z o estado,
o vetor v usualmente representando um ruido de observagao e ¢(-) uma fun¢ao. Em
situagoes como esta surgem os observadores (estimadores da variavel de estado. Neste
trabalho abordamos a estimagao da variavel de estado em funcao da varidvel observada)

para sistemas, os quais essencialmente constituem-se em um outro sistema dinamico

19



20 Capitulo 2 — Conceitos e Resultados Preliminares

na forma

2k +1) = h(y(k), &(k)),

em que a funcao h(-) é tipicamente projetada de forma a minimizar algum critério que
aproxime a estimacao do estado & de x. Em conexao com a sua importancia e diversas
aplicacoes, a pesquisa na area é bastante ativa, veja [13], [20], [31] e [39], apenas para
mencionar alguns artigos em diferentes areas.

Na implementacao de um estimador, um sério problema que pode surgir consiste na
instabilidade - informalmente, seria a situacao na qual z "explode” para o infinito e para
agravar a situagao, mesmo observadores 6timos podem resultar instaveis, tornando a
questao ainda mais importante. Esta "explosao” gera problemas numeéricos e saturagoes,
afetando tanto implementacoes computacionais quanto fisicas.

Considere o sistema linear a tempo discreto

z(k+1) = Ax(k)+ Bw(k)
o< yk) = Cux(k) + Du(k) (2.1)
xg = x9~ N(o,¥)
sendo = € R" o estado, y € R™ a saida (aqui entendida como medigoes disponiveis) e

u € R” o controle; admite-se que v e w sdo vetores aleatérios com distribui¢ao N (0, I).

Definicao 2.1. Diz-se que A € estdvel se, para cada zy € R",
T |=(8)]? = 0.
sendo z(k+ 1) = Az(k).

A definicao de estabilidade acima é usual para sistemas lineares e para esta classe

de sistemas é equivalente a outras nocoes, como a de estabilidade exponencial, veja

[27];

Definicao 2.2. Diz-se que o sistema € estdvel no sentido Exponencial Quadrdtico
Médio (EEQM), se existirem constantes 0 < a < 1 e § > 0, tais que para qualquer

condi¢ao inicial xo e distribuicao inicial pio
Elllx(k)[’] < Ba*(|lz(0)]*, k>0

Por outro lado, com a necessidade da implementacao de estimadores, surgem as no-
¢oes de estabilidade dos filtros, no caso em questao, a estabilidade do FK para sistemas
lineares discretos. Observemos que as nogoes de estabilidade do filtro e do sistema pos-
suem abordagens distintas. As definicoes de estabilidade do FK para sistemas lineares

discretos sao consideradas como em [6].
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Defini¢ao 2.3. (Estabilidade do FK para SLD) Dizemos que o FK € estdvel, se para
cada B € H™" e W € M, existe X tal que E{T(k)z(k)'} < X.

Para SLSMs, como veremos nos préximos capitulos, o aparecimento de termos com
comportamento estocastico, induz a necessidade de introduzir ferramentas estatisticas
para obtencao de conclusoes sobre estabilidade do estimador. A qual é considerada em

termos da trajetéria do valor esperado.

2.1.1 Propriedades usuais

Destacamos aqui algumas propriedades usuais de matrizes e valor esperado, que

serao consideradas no decorrer do texto.

Para quaisquer A, B,C' € M"™® e X, G, variaveis aleatérias, tem-se as seguintes

propriedades para o valor esperado:
i) Se A > B, entao E{A} > E{B}.
ii) Se A > B, entao E{CAC"} > E{CBC"}.
iii) Linearidade : E{(aX + 89)|d} = a&{(X)|d} + 5E{9)|}, B € R,

iv) Independéncia : Se X, G e J sdo variaveis aleatérias independentes, entao E{XG |

d} = &{X[are{s1a}.
v) E{X} = E{&{X | G}}.

2.2 Cadeia de Markov

Para melhor entender os sistemas lineares com saltos Markovianos, considere um
sistema que apresenta mais de um modo de operacao. O sistema altera seu modo de
operacao de acordo com uma cadeia de Markov, isto é, a probabilidade dele passar de
um modo de operacao a outro depende apenas do seu modo atual. Considere ainda que
sejam conhecidas todas estas probabilidades de transicao de um modo de operacao ¢
para j. A Figura 2.1 apresenta um sistema obedecendo uma cadeia de Markov com trés
modos, onde os circulos representam os diferentes modos de operagao e os arcos com
setas sao as respectivas probabilidades de transicao. A teoria de processos Markovianos
compreende uma importante parte da teoria de processos estocésticos, este tema tem
destaque em diversas aplicagoes, como em fisica, biologia, ciéncias sociais, engenharias

e economia.
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Figura 2.1: Representacao da cadeia de Markov com trés estados.

Formalmente, considera-se {2 um espaco amostral, P a medida de probabilidade
sobre este espaco e um processo estocdstico ! § = [0,, n € N] com espago de estado

enumeravel O, isto é, para cadan € New € Q, 6,(w) é um elemento de O, veja [5].

Definigao 2.4. O processo estocdstico 0 = [0, : n € N] é chamado uma cadeia de

Markov desde que
PT{9n+1 = j|90, e ,Qn} = PT{9n+1 = j|9n}, VJ S E, n e N.

Denota-se uma cadeia de Markov por {#(k), k& > 0}. Neste trabalho consideramos
o espago de estado tomando valores num conjunto finito S = {1,2,..., N}.

Para cada estado existe uma probabilidade, as quais podem ser dispostas em um
vetor 7, denominado vetor de probabilidades de estados (para distingui-las das proba-

bilidades de transi¢ao). A conexao com a matriz de probabilidade é como segue
7(0)=mg e 7(r)=7n(r— 1P, 1 <r <N,
onde P = p;; = Pr{f(k+ 1) = j|0(k) = i} é a matriz de probabilidade de transicao

da cadeia de Markov. Um outro ponto que destacamos é a distribuicao equilibrada da

cadeia.

Definicao 2.5. Diz-se que a Cadeia de Markov esta equilibrada no instante t quando
PT(Qt = Z) = Pr(et—i-r = i),\VIT = 1,2,. .. ,VZ €S.

1'Um processo estocastico é definido como uma colecio de varidveis aleatérias X () indexadas por
um parametro ¢ pertencente a um conjunto 7', frequentemente tomado para ser o conjunto dos nimeros
naturais N.
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2.3 0Os SLSMs

Resumidamente, os SLSMs sao sistemas estocéasticos cuja dinamica apresenta mu-
dancas abruptas em instantes especificos e comportam-se como sistemas lineares nos
demais instantes. As mudancas abruptas na dinamica sao chamados saltos, os quais
se referem a alteracao de parametros distintos do sistema que ocorrem de acordo com
uma cadeia de Markov. Desta forma, a mudanga para outro modo de operagao ocorre
de acordo com certa probabilidade, dependente apenas do modo em que o sistema se
encontra no instante atual.

Com o objetivo de ilustrar e motivar a definicao de SLSM, consideramos um exemplo
simples e aplicado em diversas situacoes, o chamado sistema de controle de um péndulo
invertido equilibrado sobre uma base mével semelhante as utilizadas por pequenos robos
méveis, veja [33]. O modelo encontra-se descrito na Figura 2.2?, em que M é a massa
da base, H e V' sao respectivamente as forcas horizontal e vertical exercidas pelo carro
sobre o péndulo. Consideramos que existem falhas no rolamento, de tal forma que
h&d um modo normal de operacao e uma modo com "falha”, no qual as contantes de
atrito sao maiores, se a mudanga entre os dois modos ocorrer de acordo com uma
probabilidade que dependa apenas do estado atual, podemos associar cada um dos
estados a uma cadeia de Markov. Dessa forma, para o primeiro modo, o sistema do

péndulo invertido pode ser descrita como

w(k +1) = Agyz(k) + Boyw(k)
e o segundo modo como

x(k+ 1) = Agyz(k) + Boyw(k).

Nesta perspectiva, define-se um sistema linear com saltos Markovianos a tempo

discreto, descrito em um espago de probabilidade (2, F, F, P) por:

z(k+1) = Ag k)m(k) + Bygyw(k)

Dy i y(k) = Comz(k) + De k)v( ) (2.2)

x(O) = xo, (O)
para k = 0,1,... sendo o par (z(k),0(k)) o estado do sistema, com = € R" a va-
ridvel continua e § € S = {1,2,..., N} a varidvel discreta do estado, y € R™ a

variavel observada, w € R? e v € R? ruidos de observagao aleatérios com distribui-
cao N(0,1); 6(k) ¢ o estado de uma cadeia de Markov discreta no tempo, com es-

pago de estado finito com matriz de probabilidade de transigao P = [p;;] € MY, tal

2Figura extrafda de [4].
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que p;; = Pr{6(k+1) =j|0(k) =i} é a probabilidade do sistema passar do modo
de operacao ¢ para j, portanto deve satisfazer p;; > 0 para 4,5 € S e para cada ¢,
Z?{:lpij = 1. Toma-se w(k) = P{0(k) =i}, sempre que § = i,i € S. Neste tra-
balho ha contextos em que se lida com as observagoes O = {x(0),6(0),...,0(k)} ou
Sk = {v(0),0(0),...,y(k),0(k)}. Sendo A; € M™, B; € M"",C; € M™™ e D; € M™,
com D; D! > 0 (ruido nao singular).

As aplicagoes para SLSM sao diversas, dentre as quais citamos, aerondutica [3],
modelos macroecondmicos [23] e receptores térmicos [43]. Muitos resultados teéricos
estao presentes na literatura de SLSM, dentre os quais destacamos [12], [13], [14],
[16],[17], [18], [22], [28], [30], [35] e [41]. Alguns aspectos interessantes sobre como
SLSM generalizam SLD podem ser encontrados em [8] e [24].

Figura 2.2: Modelo fisico de um Sistema de Suspensao com Saltos Markovianos

2.4 Filtro de Kalman para Sistemas Lineares com Sal-
tos Markovianos

O FK é um dos filtros mais conhecidos e aplicados em sistemas dinamicos. E
6timo em diferentes sentidos, linear, recursivo e eficiente computacionalmente, veja por
exemplo [1] e [31]. Além disso, apresenta relagdes estruturais com o sistema original,
que permite caracterizar limites superiores para o valor esperado da covariancia do erro
de estimacao e outros aspectos fundamentais, baseados em modelos do sistema e ruido.
Nessa linha, sabe-se que o FK para um sistema linear variante no tempo apresenta
covariancia do erro limitada, quando o sistema ¢é estocasticamente detetavel, veja [10].
A priori, um conhecimento exato das propriedades do filtro para cada instante de tempo

k > 0, possibilita a verificacao de detetabilidade e entao inferir propriedades sobre a
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covariancia do erro de estimacao, veja [36], [42] e [44].
Neste trabalho adotamos a predigdo com um passo, isto é, #(k+ 1) = E{x(k + 1)|F}.
A seguir apresentamos a formalizacao desse filtro, observando que o filtro de Kalman
para SLSM, com a observacao dos estados 6 de Markov, é equivalente ao FK para
sistemas lineares discretos variantes no tempo, veja [19] e [30].

Para estimagao do estado discreto x(k) consideramos o sistema ®,;, apresentado

m (2.2), escrito com a substituigdo dos valores reais pelos valores nominais:

z(k+1) = w2 (k) + Egayw(k)
Dyrp o q (k) = Ce(k (k) +D9k v(k) (2.3)
z(0) = g, 0(0) =

com E{z(k)z(k)'} = X.

Consideramos :

i) O ruido w(k) tenha média nula, covariancia igual a I e nao seja correlacionado
entre si, ou seja E{w(k)w(j)'} =0,k # j.

ii) O ruido v(k) tenha média nula e covariancia igual a I, E{v(k)v(j)'} = 0,k # j e
E{z(k)v(k)'} =0,k > 0.

iv) Os ruidos v(k) e w(k) sejam descorrelacionados, ou seja, E{w(k)v(k)'} =0,k > 0.

Para construcao do filtro recursivo de Kalman assumimos ainda que no instante
k sejam conhecidas as observacoes do estado de Markov e a saida do sistema até o
instante atual, ou seja, Fj, = [y(0),0(0),y(1),0(1),...,y(k),0(k)], como em [13] e [20].

O filtro é obtido recursivamente, considerando
2(k) = e{x(k)|Sk-1},
dado por #(0) =0 e
T(k +1) = Ay (k) + Lily(k) — Com@(k)], (2.4)
onde o ganho de Kalman
Ly, = Aoy P (k) Coyiy [Cooiiy P (k) Cry + Doy Do ™" (2.5)
é calculado via a equacao recursiva de Riccati
P(k+1) = Ag) [P(k) — P(k)Couy (Coy P (k) Cory + Doy Do)

X Ce(k)P(k)} Abry T Eowo By
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considerando P(0) = .

Para uma sequéncia de ganhos L € M™", k € N, considere o erro de estimagcao

o qual pode ser escrito como
Z(k +1) = (Apr) — LeCor) )T (k) + Bogyw (k) — Lk Dogyv (k).

A covariancia do erro real W (k, B, ¥) € R ¢ obtida recursivamente por W (0, B, ¥) =
W, WM™ e

W (k+1,B,9) = (Apw) — LeCogr))W (k, B, W) (Agy — LkCowy)’

(2.7)
+ L Dok Doy L + Bock) Byr)-
A solugao homogénea de (2.7) é como segue
Wh(k', l, \I/) = (Ag(k) — LkCG(k)) oo X (Ag(l) — LlCH(l)) (2 8)

X ‘I’(Ag(l) — LZCQ(Z))/ oo X (Ag(k) — chg(k))/, k > [ > 0.

A critério de organizacao dos termos e visando facilitar a notagao, rescrevemos (2.7)

em funcao da solugao homogénea:

k
W(k+1,B,9) =W(k+1,0,9) + > W (k,1,Ti_1(B)), (2.9)
=1
Considere a seguinte definigao
Definicao 2.6. Recursivamente define-se
X(k+1,B,V) = Ay X(k, B, \I/)Ag(k) + Bg(k)B(’,(k), (2.10)

com X (0,B,V) =U.

Rescrevemos (2.10) em fungao da solugao homogénea

k
X(k+1,B,%) = X(k+1,0,%) + > Xu(k, 1, Bog-1)Bj_1y), (2.11)

=1

com

Xh(k, l, Be(l—l)B./Q(lfl)) - Ae(k:)AH(k;—l) e AG(Z)BH(Z—l)Bé(lfl)AIQ(l) e Al@(kfl)A,Q(k)
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Observagao 1. Observemos que a covariancia do erro de estima¢ao e a covariancia
do estado sao definidos em fun¢ao da cadeia de Markov 6(k), k € S e portanto formam

processos estocdsticos, dessa forma trabalharemos com os valores esperados E{ X (k)|Fy}

e E{W (k)[F%}-
Consideramos a formulagao de detetabilidade estocéstica de [10].

Definigao 2.7. Diz-se que (A, P) ¢é estocasticamente estdvel (s-estdvel) se, para cada
Ve M existe Ve M tal que Y oo TH(V) < V. Diz-se que (A, C,P) € estocasti-
camente detetavel, se existe K € H™" tal que (A + KC,P) seja s-estdvel.

A conexao entre a expressao em (2.10) e a defini¢ao de covariancia do estado é como

na proposigao abaixo, veja [40].
Proposicao 2.1. Considere a definicio de X (k, B,V) dada em (2.10). Entao
E{x(k)x(k)’]?k} — X(k, B, W).

Neste trabalho, a hipdtese de limitacao do valor esperado da covariancia do erro de
estimacao para os valores nominais de ¥ e E é de grande interesse. Esta questao foi
abordada em [10], onde se mostra uma condigao suficiente para limitacao de E{P(k)}.

Exprimimos este resultado na seguinte proposicao.

Proposigao 2.2. Considere P(k) como definida em (2.6) e assuma que (A, C,P) seja
estocasticamente detetdvel. Entdo, existe P € M tal que E{P(k:)} <P, k>0.

O lema seguinte mostra que a limitagdo de E{P(k)} é uma condi¢ao suficiente para

limitagao do valor esperado do ganho de Kalman.

Lema 2.1. Considere P(k) definida em (2.6) e o ganho de Kalman Ly como em (2.5).
Se (A, C, P) € estocasticamente detetdvel, entao existe M € M™ tal que E{||Ly||} < M.

Demonstragao: Temos por (2.5) que
-1
EN L[} < TANELNIPR)IHICT [ IC I ELIPEIHIC + HDD'H]
_ _ -1
< AP [ICIPIC'l + DD = M,

concluindo a demonstracao.
O
Observemos que sem a hipdtese de limita¢ao de P(k), nao se pode falar de limitagao
de W(k, B, V), uma vez que esta também se tornaria divergente, no sentido de manter
crescimento ilimitado. Assumimos para todos os resultados nas se¢oes seguintes que
(A,C,P) ¢ estocdticamente detetdvel. A limitagdo de E{||Lg||} nos permite obter

estimativas do comportamento de W (k).






Capitulo

W-controlabilidade

Neste capitulo apresentamos na Segao 3.1 o conceito de controlabilidade fraca (w-
controlabilidade) e é realizada a construgao da matriz de controlabilidade para SLSMs.
Discutimos as principais caracteristicas do conceito em diferentes contextos ja aborda-
dos em pesquisas na area. Na Secao 3.3 sao apresentados alguns resultados relevantes

para os proximos capitulos.

3.1 Controlabilidade para SLSM

A estrutura de entrada e saida pode influenciar de forma significativa os meios
disponiveis para controle. Um conceito fundamental que caracteriza implicagoes na
dinamica da estrutura de entrada e saida é a controlabilidade. Para um sistema linear
discreto e invariante no tempo, o par (A, E) (com A e E as matrizes representadas no
sistema dado em 2.2) é controldvel se para qualquer estado inicial z(0) = z( e para
qualquer estado final z; existir uma entrada u(t) que transfere o estado de x para x;
em tempo finito. A definicao requer apenas que se possa “mover’qualquer estado inicial
no espacgo de estados para qualquer estado final em tempo finito. Nao ha restrigoes

quanto a trajetéria a ser seguida, nem quanto a magnitude da entrada, veja [34].

A controlabilidade para SLSMs tem sido abordada em pesquisas recentes. Em

[9] é feita a introducdo das matrizes de w-controlabilidade, andlogas as matrizes de

29



30 Capitulo 3 — W-controlabilidade

controlabilidade usuais de SLD. Os resultados aqui apresentados consideram a defini¢ao
de w-controlabilidade ! introduzida nesta mesma referéncia.
Considere o sistema @ g, introduzido em (2.3). Definem-se as matrizes S;(k) €
M™ por
Si(k+1) = 8{x(k)x(k:)’ P } i=1,...,N (3.1)

Pode-se representar S;(k) em termos do operador T4, definido em (1.1), como feito

abaixo
S;(0) =0,i€S '
ou equivalentemente, com @ = T(I)
k-1 k-1
S(k) = TH(S(0) + ) _Th(@) =D Tu(Q), k=0,1,... (3.3)
1=0 1=0
Veja [15] para uma prova. Considera-se a matriz de w-controlabilidade
Ci(m) =[S:(1):5:(2): ... :Si(n)], neN, i=1,...,N (3.4)

com S;(k) dado em (3.2).
Similarmente ao caso de SLDs, a matriz de w-controlabilidade pode ser limitada

em termos de n e N, veja [9, Corollary 1].

Observagao 2. Quando N =1 e ¥ =0, C;(n) se reduz a matriz usual de controlabi-
lidade para SLDs, veja [9].

A seguir apresentam-se os conceitos de controlabilidade fraca de [9].

Definicao 3.1. Considere o sistema ®pp e a colecio de matrizes C;(n),i € S apre-
sentada em (3.4). Diz-se que (A, E,P) é w-controldvel se posto(C;(n*N) =n, i € S.

A seguir apresenta-se o Lema 3.1 que traz um resultado fundamental para o estudo
de estabilidade: a interpretagao é que se um sistema (A, E, P) for controldvel entao

temos positividade de S;(n?N), ou seja, o ruido excita todas as direcoes do sistema.

Lema 3.1. Considere o sistema ®prp € a colegao de matrizes C;(m) apresentada em

(3.4),
posto(C;(n*N)) = n, see somente se, posto(S;(n*N)) = n.

1O termo w-controlavel se refere a controlabilidade fraca e a terminologia vem no inglés weak
controllability.
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Demonstracao: Temos de (3.4) que

n’N
Ci(n*N)Ci(n*N)' = Si(k)Si(k)" (3.5)
k=0
Na sequéncia mostramos que
n?N
Si(n*N)Si(n*N)' > 0 & Y Si(k)Si(k) > 0.
k=0

1. (Condigao suficiente) Segue direto que

n2N
Si(n*N)S;(n*N)' > 0 =Y Si(k)Si(k) > 0,

k=0

portanto, de (3.5), temos
C(n*N)C'(n*N) > 0.

2. (Condicao necessaria) A prova da condigao necessaria ¢é feita por contradigao.

Assuma que seja valida a seguinte desigualdade

> S8i(k)Si(k) >0 (3.6)

e suponha que exista v € R" tal que v'S;(n*N)S;(n?N)v = 0. De (3.3), temos
que

n?N-1 n?N-1

0= S NS E N =v[ 3 T@][ 3 T@]'y

zﬁgnmﬂgmmm,

para qualquer 0 < k < n?N — 1, onde empregamos o fato dos termos das somas

serem nao negativos. Temos portanto que
k—1 k—1 ,
0=v[3 T @] [ T@] v =v[smsiw]e, v o<k <nN-1,
1=0 1=0
contradizendo (3.6), portanto
v’ [Si(nQN)Si(nQN)’]U >0, VoveR"

completando a prova.
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3.2 Exemplos Numéricos

Como ilustracao, apresentamos os seguintes exemplos de SLSMs w-controlaveis e

nao w-controlaveis respectivamente, fazendo uso das Definicoes 3.1 e do Lema 3.1.

Exemplo 3.1. ( Sistema w-controldvel) Considere um sistema como ®pr g, com os
sequintes dados

09 1 09 0 0 0
A1:|:O O:|)A2:|:O 1:|)E1:07E2:|:01:|701:O2:|:10:|7

0.1 0.9

Dy=D> =1, P:{O.l 0.9

}, 7(0)=[05 05] e Z=0.

Podemos verificar que

posto(@l 8)) = posto([ 1(1) 1 51(2) 0 ... 551(8)]>
0 : 0 : 0.0001 0 © ... 1 0.0166 0

= posto . ' ' > =2,
0 0 0.01 : 0 0.0361 : ... : 0 0.2722

post0<62(8)> = posto([Sg(l) 1S55(2) . 82(8)]>

_ posto( 00 :0 0 : 0.0001 0 © ... @ 1.3408 0 ) _9
00 : 0 001 : 0 0.0361 : ... : 0 22.0461

portanto, pela Definigcio 3.1, (A, E,P) é w-controldvel.

Por outro lado,

0.0166 0
posto(S1(8)) = pOStO( [ 0 0.2722 ] ) =2

1.3408 0
posto(S2(8)) = p05t0< [ 0 22.0461 } ) =2

portanto pelo Lema 3.1 (A, E,P) € w-controldvel.

Exemplo 3.2. (Sistema nao w-controldvel) Considere um sistema ®prp como no

Exemplo 3.1, com os sequintes dados

0.9 0
na=]00 0]
Podemos verificar que
posto(@1(8)> = posto([Si(l) 2S5i(2) SZ(8)]>
:posto< 00 :0 0 ... 0 0 >=17
00 : 0 001 ... - 0 0.01
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portanto através das Definicoes 3.1, (A, E,P) € nao w-controldvel.

Por outro lado

posto(S1(8)) :p03t0< [ 8 O.%l } ) =1,

portanto pela Lema 3.1, (A, E,P) € nao w-controldvel.

3.3 Positividade da covariancia

Os resultados seguintes dizem respeito as condigoes suficientes para positividade do
valor esperado da covariancia de x(k) definida em (2.10) e de #(k) definida em (2.7)
nos instantes de tempo da forma k = In?N, | > 1. Este fato é de importancia para

obtengao de uma trajetdria auxiliar na construgao de limitantes para E{W (k)}.

Lema 3.2. Considere um sistema como em @y g, substituindo os valores reais pelos
valores mominais e a covariancia do estado X definida em (2.10). Se (A, E,P) ¢

w-controldavel entao

8{X(n2N, E, E)} > 0.
Demonstragao: Pela Proposicao 2.1 temos que

5{X(n2N,E,2)} > S{X(n2N, EY= 0)}

e o lema estd demonstrado.

O corolario a seguir trata do termo da covariancia do estado dependente da matriz

de ruido aditivo E.

Corolario 3.1. Considere o sistema Py g e a solugao homogénea da covariancia do
estado Xp,, como definido em (2.11). Se (A, E,P) é w-controldvel entdo

n?N-1

8{ Z Xn(n*N —1,k, Ee(k—l)Eé(kq))} > 0.
k=1
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Demonstragao: Considere no Lema 3.2 o caso particular em que ¥ = 0, portanto
por (2.11) tem-se

n?N—-1

8{ Z Xp(n*N — 1,k7E9(k71)Eé(k—1))}
k=1
n?N-1

= e{x(N.0.5)} +ef > XulnN1 = Lk, Boen By}

- 8{X(n2N, E, 2)} >0,

concluindo a demonstracao.

O

Observacgao 3. Observe que a validade do Corolario 3.1 depende apenas das matrizes
A; e E; i €S do sistema Py p definido em (2.2) e do tamanho do intervalo [0,n*N].

Estamos interessados que o valor esperado de X (k) possua um limitante inferior
uniforme para todos os instantes da forma k = [n?N, | > 1. Os coroldrios abaixo

tratam esta questao.

Corolario 3.2. Considere o sistema @y p e X como definida em (2.10). Se (A, E,P)
¢ w-controldvel, entao existe pn > 0, tal que E{X(nQN, E, E)} > ul.

O corolério abaixo faz extensao do Corolario 3.2 para todo k = In?N, com [ > 1.

Corolario 3.3. Considere o sistema @y p e X como definido em (2.10). Se (A, E,P)
€ w-controlavel, entao
8{X(zn2N,E, 2)} >l 1> 1.

Demonstragao: Desenvolvendo (3.2) recursivamente em termos de [n*N e 0 < k <

In?N como em (3.3) tem-se

In?N—-1

S;(In’N) = Z T (Tu(l

n2N 1 In2N-1

+ > Th(Te (3.7)
k=0 k=n2N
In?N—-1
> T(Te(D)
k=n2N

portanto, tomando a soma de S;(In? N) em (3.7) como a seguir e pelo Lema 3.2 obtém-se

In2N-1

N N N
S S nPN) =SSP N) + 3 ( 3 ThTR ) > ul,
k=0 k=0 k=0

=n2N
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logo

e{X(anN, E, 2)} > 8{X(m2N, ExY= 0)} - e{ isi(anN)} > ul,

i=1
como queriamos demonstrar.

O

Até o momento, obtemos condig¢oes para existéncia de uma limitacao inferior para

o valor esperado da covariancia do estado E{X(In*N)}, | > 1. Busca-se a exten-

sao dos resultados anteriores para a covariancia do erro de estimagao E{W (k)}, de-

finida em (2.7). De fato a positividade de E{X(In*N)} implica a positividade de

E{W(In*N)}, 1 > 1. Os préximos coroldrios fornecem a demonstragao desta afirma-

¢ao.

Corolario 3.4. Considere o sistema @y p € a covariancia do erro de estimagao, como
definido em (2.7). Se (A, E,P) € w-controldvel, entao existe i € Ry tal que

8{W(n2N,E, z)} > il

Demonstragao: A prova é feita por contradicao. Suponha que exista v € R"™ tal
que U’E{W(n2N, E)}v =0, logo v'W(n?N, E)v = 0, exceto num conjunto de medida

nula, isto é, quase certamente. Portanto por (2.7)

V' (Apmzn-1) — Linzn-1)Comzn—-1)) X W(n°N — 1, E, %)
X (Agmen—1) — Ln2n—1)Comzn-1))'v + V' Lzn_1)Dozn—1) (3.8)
X Diyiney 1) Linzn 1)V + V' Eguzn-1) Ey(ra 1y = 0.

Como cada termo de (3.8) é nao negativo e D; D} > 0, temos que em particular para o

terceiro termo:

/

V' Lin2n-1) Do(n2n-1) Doz 1) Linzn—1y0 = 0,

logo Li,2n_yv =0, entao VW (n*N, E)v = v'X(n*N, E)v e portanto
U/E{W(TLQN, E)}v = U/E{X(nzN, E)}v =0,
contrariando o Lema 3.2, portanto S{W(nzN, E)} > (0, como queriamos.
O

Corolario 3.5. Considere o sistema @y p e W(k) como em (2.7). Se (A,E,P) é

w-controlavel, entao existe ji tal que

E{W(anN)} >al, 1>1.
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Demonstragao: Considerando os fatos abordados no Coroldrio 3.3, E{X (In*N)} >
ul, ¥ 1> 1, temos que este resultado tem prova andloga ao Corolario 3.4.
U

O lema abaixo faz a extensao do Corolario 3.1 para W (k).
Lema 3.3. Considere o sistema @y g e W como definido em (2.7). Se (A, E,P) é
w-controlavel, entao

In?N-1

8{ 3 Wa(n®N - 1,k,Tk,1(E))} ~0,1> 1.
k=1

Demonstragao: Com efeito, considere no Corolario 3.5 o caso particular em que

¥ =0, tem-se por (2.9) que

8{ lngjlwh(anN 1, k‘,Tk_l(E))} _ E{W(zn?N, E, 2)} >0,

k=1

como queriamos demonstrar.



Capitulo

4

Estabilidade do FK com relacao a
condicao inicial

Neste capitulo apresentam-se as definicoes de detetabilidade estocastica e estabi-
lidade do FK com relagao a condicao inicial. Esta abordagem de estabilidade ja foi
estudada para sistemas lineares variantes no tempo, veja [6], no sentido de que a cova-
riancia do erro de estimacao seja limitada, quando ha perturbacgoes na condicao inicial,
i.e, U # ¥ e quando a matriz de ruido nao é perturbada, ou seja, B = E. Neste tra-
balho apresentamos esta ideia no contexto de SLSM e mostramos que controlabilidade
fraca e detetabilidade estocastica sao condigoes suficientes para a estabilidade do FK

com relagao a condicao inicial. Exemplos numéricos ilustram os resultados.

4.1 Estabilidade do FK em relacao a V¥

Sabe-se que o FK, para sistemas lineares variantes no tempo, apresenta covariancia
do erro de estimagao limitada quando o sistema é uniformemente detetavel [2]. No
cenario de sistemas lineares com saltos Markovianos, sabe-se que detetabilidade esto-
cdstica é condicao suficiente para a existéncia de um limitante superior para o valor
esperado da covariancia do erro de estimagao nominal do FK, veja [Theorem 1, [10]].
Nogoes de detetabilidade estocdstica podem ser encontradas em [29] e [30].

Considera-se abaixo a nocao de estabilidade para o FK e emprega-se a terminologia

estabilidade com relagdo a condi¢ao inicial U (estavel c.r ) como em [6].
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Definigao 4.1. (Estabilidade de KF com relagao a condigdo inicial V) Dizemos que o

FK € estdvel c.r ¥ se, para cada ¥ € M™, existe P € M, tal que S{W(k’, E, \Il)} <
P, k>0.

[lustramos, no seguinte exemplo, que perturbacoes na condicao inicial podem gerar

mudancas bruscas de comportamento do FK.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, realizamos a comparacao grafica dos comportamentos
dos valores esperados da covariancia do erro de estimacao, para as diferentes con-
dicoes iniciais tomadas abairo. Analisamos o valor esperado da covariancia do erro
E{W (k, E, W)} obtido através de simulagao Monte Carlo com 1.000 iteracoes, no in-
tervalo de tempo discreto [0,400] e ilustramos na Figura 4.1 num intervalo de tempo
convensiente.

Consideremos o FK para o sistema @y p 0s dados sequintes

09 0.1 O 09 0.1 O 0 0 0
Al=| 0 11 0 |, A4=]0109 0 |, B,=0, BE,=|00 0|,
0 0 0.9 0 0 09 0 0 1
0.9 0.1
Cl—Cg—[l 0 0}, Dl—DQ—]g, P—|:09 01:|, W(O)—[OE) 05],
o001 o3 0 07 )
Y= 0 00|,¥=| 0 02 0 |, VUV=1I;e V=10"1;.
01 0 O 0 0 0.3
7.5“027
/@
&
3
=
%50 400

k,tempo discreto

Figura 4.1: Curvas para o Exemplo 4.1: Covariancia do erro de estimag¢ao

Na Figura 4.1 ilustramos E{W (k, E,¥)} para diferentes valores de V, a saber ¥ = W,
com E{W (k, E, )} representada por (o) e W = U tracada como (=), nestes casos o
valor esperado da covariancia do erro de estimacao diverge. No caso em que a con-

dicao inicial € tomada como V = V¥, tracada por (e), apesar das curvas sugerirem
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fortemente divergéncia e desta forma que o FK seja instavel, nao temos a garantia
formal (tratam-se apenas de simulagoes) e portanto nao obtemos conclusoes sobre es-
tabilidade. Enquanto que para W = X, com trajetoria de E{W (k, E,3)} marcada por
(4), hd convergéncia para E{W (k)}.

O exemplo acima ilustra que neste contexto, torna-se fundamental o estudo de con-
digdes que sejam suficientes e\ou necessarias para limitacao de E{W (k)} para quaisquer
perturbagoes na condicao inicial . Mostramos na Proposicao 4.1, que sob a hipdtese
de controlabilidade fraca e detetabilidade estocastica, existe limitante superior para
E{W(k, E, \11)}, Ve MmO,

Proposicao 4.1. Considere W (k, E,%) como definido em (2.7). Se (A, E,P) é w-

controlavel e (A, C,P) ¢é s-detetdvel, entdo
E{W(k:,E, q/)} <P k>0 YV UeMY.

Demonstracao: A prova é feita por inducao matematica sobre k, para k > n%N.
Com efeito, para k = n2N, pela Proposicao 2.2 e pelo Corolério 3.4 existe fi e € € R,
P € M tais que,

eﬂ&{W(nQN, E, qf)} < il < 8{W(n2N, E, z)} — E{P(nQN)} <P (41
Para k = n”’N + 1, (4.1) implica
S{W(nzN +1, 2)}—eﬁ8{W(n2N +1, \11)} - 8{W(n2N 1 1,8) — eaiW (n2N + 1, \11)}
= 8{(149(”2]\;) — Lp2nConzny) [W(HQNa ¥) — eaW (n®N, ‘1’)] X
X (Agnzny — LnQNCG(nQN)),} >0,
logo
e,ze{W(rfN 4, xp)} < S{W(nQN + 1,2)} - 8{P(n2N + 1)} < P.
Para k = n?N + k, k > 0, assumindo que
E{W(nQN +k z)} > eﬂE{W(rﬂN + R xp)}
entdao para k + 1 temos
8{W(n2N+ ki + 1)} - eﬂ&{W(nQN Sy 1,\11)}

€

W(nAN + &+ 1) — eaW (0N + & + 1, xp)}

&

{
E{AW(nQN RN — il on g W (02N + F, \IJ)A’}
{

A[W (2N +K) — W (02N + &, W) A} > 0
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com A = (Agiznik) — Comen+kyLin2n4k))s POrtanto
eﬂE{W(nQN A1, \1/)} < 8{W(n2N +E+ 1)} < P,

completando o processo de inducao. Para 0 < k < n?N — 1, o resultado ¢ imediato do
Lema 2.1.
O

4.2 Exemplos Numéricos

Na sequéncia apresentamos estudo de casos, variando em cada exemplo as caracte-
risticas do sistema ®,, i, tomadas como hipé6teses na Proposigao 4.1, a w-controlabilidade,
a s-detetabilidade e a condicao inicial ¥. Para cada um dos casos, estudamos a esta-
bilidade do filtro através do processo da covariancia do erro W(k), em termos dos
valores esperados E{||W (k, E,V)||} e E{||P(k)||}. Para o célculo da estimativa de
E{|W(k,E, V)| } e E{||P(k)|}, empregamos a simulacdo Monte Carlo com 1.000 ite-

racoes.

Exemplo 4.2. (W-controlavel e s-detetdvel ) Considere o sitema ®prp com

09 01 0 09 01 O 000
A= 0 11 0 |, A,=(01 09 0 |, Ey=10 0 0|, Ey=0,
0 0 09 0 0 09 0 01

Ci=Cy=[10 0], Di=Dy=1I3 7(0)=[05 05],

1 03 0.1 19 0 0
P = { 81 83 } , =104 2 04| eV¥=| 0 27 0
) ’ 01 03 1 0 0 0.3

Na Figura 4.2, a curva (4.2.a) representa uwma estimativa para E{P(k)} e a curva
(4.2.b) representa uma estimativa para S{W(k,E, \I/)}, as quais sao limitadas. FEstes
resultados sao esperados, pela Proposicao 4.1 w-controlabilidade, sob hipdtese de s-

detetabilidade € condicao suficiente para estabilidade do FK.

Exemplo 4.3. (Ndo w-controldvel e s-detetdvel) Considere o sistema @y g, como no

FExemplo 4.2, com

09 0.1 0 000 00 0
Ay=10109 0 |, E,=0, Fb=|000]|,%=|00 0
0 0 09 001 00 0.1

03 0 0

eU=1]0 08 0
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(4.2.a)

1y

0 0
(4.2.b)

W (k, W)l

0 40

k,tempo discreto

Figura 4.2: Ezemplo 4.2: w-controldvel e s-detetdvel. Estimativas para P(k) e
E{W (k, W)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.

FEste exemplo ilustra um caso em que (A, E,P) é nao w-controldvel. A Figura (4.5.a)
sugere que E{P(k)} ¢ limitada, enquanto a Figura (4.3.0) apresenta E{W (k,E,¥)}

divergente. Portanto o KF nao ¢ estavel.

Exemplo 4.4. (Nao w-controldvel e s-detetavel) Considere o sistema ®pr g, como no

Exemplo 4.2, com

09 0.1 09 0.1
Al_{ 0 1.1}’ A2_{0'1 0'9}7 Ey = Ey, =0, C1:C2:[1 0}7

0.1 0.9 0.2 0.1 0.5 0
P_[O.l 0.9}’ m(0)=[05 057, E_{m 0 } eq"{ 0 0.2}

(A, E,P) € nao w-controlavel. As Figuras (4.4.a) e (4.4.b) ilustram, respectivamente,
as limitagoes de E{P(k)} e E{W (k,E,V)} e portanto o KF ¢é estdvel. FEste exem-
plo mostra que as condicoes apresentadas na Proposicao 4.1 nao sao necessarias para
estabilidade do FK.
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(4.3.a)
08
=
&
0
0 10
it (4.3.0)
6
>
=
=
0
0 40

k,tempo discreto
Figura 4.3: Exemplo 4.3: Nao w-controldvel e s-detetdvel. Estimativas para P(k) e

E{W (k, W)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.

Exemplo 4.5. (W-controldvel e nao s-detetdvel) Considere o sistema @y g como no
Ezxemplo 4.2, com

09 0 02 09 0 0
A;=101 11 0 |, A4=]|0109 0 |, E=[110], B,=[10 1],
01 0 09 01 0 09

Ci=[15 0 0],Co=[05 0 0],P:[0'5 0'5}, m(0)=1[05 05 ],

0.9 0.1
09 0 0
Y=0eU=| 0 09 0
0 0 09

Este exemplo ilustra a hipotese de w-controlabilidade, sem a condi¢ao de s-detetabilidade,
como ilustra a Figura (4.5.a), observemos na Figura (4.5.0) que o filtro de Kalman
¢ instavel. Portanto, o resultado deste caso mostra o fato de que a hipdtese de s-

detetabilidade € condicao relevante. Sem esta condicdo, w-controlabilidade nao € sufi-
ciente.
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(4.4.a)
02
=
&
0

0 400

(4.4.0)
08
>
=
=
0

0 40
k,tempo discreto

Figura 4.4: Exemplo 4.4: Nao w-controldvel e s-detetdvel. Estimativas para P(k) e
E{W (k, W)} e os respectivos desvios padréoes marcados com linha continua.

Resumidamente os exemplos apresentados ilustram a validade do resultado obtido
na Proposicao 4.1, sendo que o Exemplo 4.4 mostra que as condi¢oes nao sao necessa-

rias. Na Tabela 4.2 resumimos os resultados obtidos nos exemplos. *

Tabela 4.1: Tabela resumo: Estabilidade c.r W

’ Caso \ w-controlabilidade \ s-detetabilidade \ estabilidade do FK ‘
Exemplo 4.2 v v v
Exemplo 4.3 v
Exemplo 4.4 v v
Exemplo 4.5 v

L Obs: v indica "sim”.
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4X1010 (4.5.a)
=
=
0
0 400
o1 (4.5.b)
4
>
=
=
0
0 400

k,tempo discreto

Figura 4.5: Exemplo 4.5: w-controldvel e nao s-detetdvel. Estimativas para P(k) e
E{W (k, W)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.



Capitulo

5

Estabilidade do Filtro de Kalman

Tratamos nos capitulos anteriores a estabilidade com respeito a condicao inicial
U. E de grande interesse tedrico e pratico abordar a estabilidade considerando erro
no termo que introduz ruido F, além da condicao inicial ¥. Para o caso de sistemas
lineares invariantes no tempo, esta questao possui um estudo bem abrangente, com a
inclus@o de condigoes necessérias e suficientes envolvendo estabilidade do FK, veja [7]
e [11].

Neste trabalho, considera-se o conceito de estabilidade do FK como na definicao de
estabilidade adotada por [6], [7], [11], [32], [37] e [40]. Mostra-se que controlabilidade
fraca e detetabilidade estocastica sao condicoes suficientes para a estabilidade. Apre-
sentamos resultados parciais referentes a um estudo em andamento, contudo sob uma
hipotese adicional na cadeia de Markov, além de uma conjectura. Exemplos ilustrati-
vos sao incluidos. Assumimos que o FK seja calculado levando em conta que os ruidos
gaussianos tenham matrizes de covariancia descritas por F; e 3, quando na verdade as

covariancia reais sao B; e WU respectivamente.

5.1 Abordagem usual de estabilidade do FK

Busca-se a existéncia de P € M™ tal que o valor esperado da covariancia do erro
de estimagao seja limitado, i.e, E{W(k, B,¥)} < P, k > 0. Dizemos que o FK
satisfazendo estas condigoes é estavel. Definimos estabilidade do FK de forma usual,

como em [6].

45



46 Capitulo 5 — Estabilidade do Filtro de Kalman

Definigao 5.1. (Estabilidade do FK) Diz-se que o FK € estdvel se, para cada B € M™P
e W eM™, existe P e M™ tal que E{W (k,B,¥)} < P, k>0.

Para os resultados obtidos nesta secao, assumimos que a cadeia de Markov seja

equilibrada, como na suposicao abaixo.

Suposicao 1. Assumimos que a distribuicao inicial da cadeia de Markov é equilibrada,

’i.@, 7TOP = Tg.-
Nesta abordagem tera um papel importante a seguinte varidvel aleatoria
W((l +1)n*N,0,E,%), I,n,N €N,

que representa a covariancia do erro de estimagdo no intervalo de tempo (0, (I +

1)n?N), [ >0, com condigao inicial 3, definida recursivamente via

W<m7 T Ea E) - Am,1W(m - 1a T, E7 Z)‘A;n—l + melele;n—lL;n—l
+E, 1 E,_,, m>r (5.1)
W(r,r,E,Y) =%

com Ay = Agwy — LiCoy, D, E; € M™, i € S e Ly o ganho de Kalman como
definido em (2.5). A solucao de (5.1) pode ser escrita como
m—1
W(m,r, E,%,) =W(m,r,E=0W(r0,E=0%)+ > Wym—1k7Y(E)),

k=r+1

(5.2)
onde W), é como definido em (2.8)

Wi(m,r, V) = ApApey .. . A VAL A N Ve M,

m?

Ti(E) = Li Doy Dy L, + oo Ey-

Por facilidade de notacao, introduzimos a variavel aleatoria
¥ = W(In’N, E, %),

sendo Y. o valor disponivel para W, lembrando que em geral 3 # W. Com o que podemos

escrever

W((l+1)n*N,0,E,%) = W((l+ 1)n*N,E =0,%)

(l+1)n2N—1 (53)
+ Y Wi+ Dn’N = 1k, T (E))
k=1
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= X((I+1)nN,In*N,E =0,%))
(I+1)n?N-1
+ Z Wi((l+1)n*N = 1,k, T 1(E))
k=In2N+1
=W((I+1)n*N,In’N, E, %)),
sendo W ((l + 1)n®N,in*N, E,X), a covariancia do erro de estimacao no instante (I +

1)n?N,l > 1 e "condigao inicial” ;.

Observagao 4. Observemos que eziste A € M, tal que E{||Aguy — LiCouy||} < A.
De fato, obtém-se pelo Lema 2.1 que E{||Ly||} < L, logo &{|| Aoy — LiCow||} <
1Al + E{[IL[IHICI < A

Com o objetivo de obter um limitante superior P de W (k,0, B, ¥) para quaisquer

B; € M e & € M™, seguiremos as etapas abaixo.

1. Buscamos um escalar positivo € e = € M™, tais que seja construida uma "tra-
jetéria auxiliar” W(k,el, =), a qual em valor esperado é limitante inferior de
E{W (k,0,E,X)} nos pontos da forma k = In®?N, [ > 1. Mais especificamente,

toma-se =; < 3; e busca-se uma desigualdade da seguinte forma
E{W((l +1)n2N, In®N, 51,51)} < 8{W((l +1)n2N, WN,E,Z,)}. (5.4)

Inicialmente considera-se [ = 0, para determinacao do valor de € e em seguida
estende-se a desigualdade em (5.4) para [ > 1, de forma a manter a uniformidade
de € para os valores nao triviais de [; nesta perspectiva, quando para variaveis
aleatérias U € M™™ e V € M™, ¢ valida a seguinte desigualdade

a{W((z +1)n2N, In?N, U, V)} - 8{W((z +1)n2N, In®N, U, 8{V})},
conclui-se que
8{W(1n2N,0,51,E)} < S{W(ln2N,o,E, 2)} <P, Vi>1 PeM™, (5.5)

na qual, a desigualdade a direita é proveniente de [10, Theorem 1]. Veja o Coro-

lario 5.1.

2. Empregando algumas propriedades usuais do valor esperado e de matrizes e o
resultado anterior, obtemos pela w-controlabilidade de (A, eI, P), um escalar po-

sitivo 0 que satisfaca a seguinte desigualdade

8{W(zn2N, 5B,5\1/)} < 8{W(zn2N, eI, E)} <P (5.6)
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Com esta finalidade, ajusta-se ¢ tal que

e{ lnzﬁfl W(n?N = 1k, T 1 (0B) ) < &{ lnzﬁfl W(nN = 1,k Ty (1)) |

k=1 k=1
e 0¥ < =. Vide Lema 5.1.

3. Finalmente, elaboramos algumas avaliacoes mostrando que existe P € M™ tal

que (5.6) vale para todo instante k > 0, ou seja
E{W(k,0,B,1)} < P.
Levando a estabilidade do FK, veja o Teorema 2.

Na sequéncia desenvolvemos as etapas acima. O Teorema 1 fornece, sob certa hipotese,
e e R, e U e M™, tal que seja vdlida uma expressao similar a (5.4), para um intervalo
qualquer de tempo discreto (m + 1,7), m,r € N. Em seguida, mostra-se no Corolério
5.1 que o préximo resultado é valido, em particular, para intervalos da forma (In?N, (I+
1)n?N) sob hip6tese de w-controlabilidade.

Teorema 1. Considere W (k), como definido em (5.2). Se

m—1
8{ 3 Walm - 1,I<:,Tk_1(E))} >pol, p €eRy, mreN:m>r, (5.7)
k=r+1

entao existe € € Ry dependendo de p e de m — r, tal que
8{W(m 1l U)} < S{W(m +1,rF, V)}, U,V eM™, (5.8)
sempre que U < V.

Demonstragao: Com efeito, tomando U < V', diretamente pela solucao da covari-

ancia do erro de estimagao W (k) em (5.2) obtém-se

W(m,r,E=0,U)=Wy(k,r,U) = ANy .. . N UAN ..OA (N
<ApANpa o ANVALANL N =Wk, V) =W (m,r, E=0,V),
levando a
S{W(m,r,E:O, U)} < S{W(m,r,E:O,V)} (5.9)
e existe € € R, , pequeno o suficiente, tal que

m—1

m—1
g{ 3 Wh(m—1,k,E9(k,1)Eg(k_l))} > e{ 3 Wh(m—l,k,521)}. (5.10)

k=r+1 k=r+1
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Além disso, desenvolvendo o segundo termo de (5.2), obtemos

m—1 m—1

8{ Z Wh(m - 1, /{Z, T(E)k_l)} == 8{ Z Wh(m - 1, /{Z, Lk—lDG(k—l)Dé(kfnLk—l)}
k=r+1 k=r+1
m—1
+8{ Z Wh(m— 1,]€,E9(k,1)Eé(k_1))},
k=r+1

(5.11)
logo por (5.10) e empregando (5.11) tem-se

a{ mz_l Wh(m—l,k,Tk_l(E))} < e{ mz_l Wi(m — 1, k, Tk_l(sl))} (5.12)

k=r+1 k=r+1

portanto, através de (5.9) e (5.12) empregando (5.2) avalia-se

a{W(m, roel, U)} _ S{W(m,r,o, U)} + e{ mf Wi (m — 1,k:,Tk_1(eI))}

k=r+1

< E{W(m,r,O,V)} + 8{ Zl Wh(m — 1,k,Tk—1(E))}

k=r+1

- S{W(m,r,E, V)}

concluindo a demonstragao. Sendo importante ressaltar que dada a hipdtese conside-
rada na Suposigao 1, pode-se mostrar que o valor de € em (5.10) depende dos valores
de m e r apenas, no que se refere a sua diferenca, basta comparar o valor de p com o
tamanho do intervalo [m, r]|.
OJ
O corolério a seguir trata da obtengao de um ¢ > 0 que satisfaga (5.8) para as
informacoes do sistema nominal E e X no intervalo de tempo [In?N, (I + 1)n*N], sob a
condicao de controlabilidade fraca e detetabilidade estocastica. Assumimos a seguinte

conjectura como verdadeira.

Conjectura 1. Considere W (k) como definido em (5.3), U € M"™™ ¢ V € M™ wvarid-

veis aleatorias, entao
S{W((l +1)n2N, In?N, U, v)} - 8{W<(z +1)n2N, In?N, U, 8{V})} (5.13)
Consideramos a seguir, Z; = W(In?N, eI, =), sendo = € M.

Corolério 5.1. Considere a covariancia do erro de estimacao W (k), definida em (5.2).

Se (A, E,P) € w-controlavel, entao existe € > 0 tal que, para = < 3, tem-se

8{W((z + 12N, 0,el, E)} < 8{W<(l +1)n2N,0, E, z)} ViI>1  (5.14)
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Demonstragao: Temos pelo Lema 3.3 que w-controlabilidade fornece

In®N—-1
8{ 3 Wan®N - 1,k,Tk_1(E))} Spl,Yi>1, peR,y, (515

k=1
Por outro lado, definindo £; = E{W(lnzN, b, El_l)}, == E{W(anN, b, El_l)}, >
1 e tomando = = = < ¥ = ¥, mostra-se indutivamente que =, < 3;, VI > 0. De fato,

por definicdo, temos = < ¥; assumindo que a hipétese vale para [ > 0, isto é, =; < ¥,

de (5.15) e pelo Teorema 1 obtém-se ¢ € R tal que
8{W((z + 102N, In®N, eI, El)} < 8{W((l + 1)n2N, In®N, el il)} (5.16)

e considerando a Conjectura 1, obtemos

S{W(lnzN, 0,el, EO)} — S{W(WN, (1 —1)n2N,el, El_l)}

- 8{W<zn2N, (1 —1)n2N,el, 8{3_1})} - 8{W(zn2N, (I — 1)n2N,el, EH)}

< 8{W(zn2N, (1 — 1)n?N, d,iH)} — 8{W(Zn2N, (1 — 1)n?N, E, S{EH})}

- 8{W(zn2N, (1—1)nN, E, EH)} - E{W(MN, 0,E, 20)}
Concluindo a demonstracao. Lembrando que o valor de € depende apenas de n?N, com

efeito, (I+1n*N —In*N) = n?N, portanto a uniformidade de & como tomada em (5.16)
¢ verdadeira.
[
Para os resultados seguintes, é importante que a trajetoria percorrida pelo valor
esperado da covariancia do erro de estimagao E{W (In>N,el,=y)} seja positiva, este
fato é proveniente da w-controlabilidade de (A,el, P). De fato, pelo Corolario 3.5,
existe um escalar positivo p. > 0 tal que E{W(In*N,el,Z; 1)} > u., portanto a
trajetoria auxiliar E{W (k,el, =)} possui limitante inferior positivo para os pontos da
forma k = [n?N,[ > 1.

Lema 5.1. Considere W (k), como definido em (2.7). Se (A, E,P) é w-controldvel e
(A,C,P) € s-detetdvel, entio existe 6 € R e P € M™ tal que

E{W (In’N,0B,0¥)} < P, 1>0.

Demonstracao: Como (A,eI,P) é w-controlavel, entdao pelo Lema 3.3, tem-se

In?N-1

8{ S Wa(n®N — 1k, T,H(af))} > p.1,p. €R,,
k=1
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e pode-se tomar d, pequeno o suficiente, tal que

In?N—1 In2N—1
8{ S W(n*N - 1k, T,H((SB))} < 8{ S W(nN - 1,/<,’rk,1(51))}
k=1 k=1
eV < =.

(5.17)
Portanto, empregando (5.2) através de (5.17) e considerando a ideia na obtengao de

(5.9), podemos escrever

In?2N—1
E{W (In2N, 6B, 5)} = 8{W(zn2N, 0,5\1/)} + 8{ S W(nN -1k, Tk_l(éB))}
k=1
In?N—-1
< 8{W(zn2N, 0, E)} + 8{ W(n?N — 1,k Tk,l(ef))}
k=1

8{W(zn2N, 51,5)} <P,

com o que concluimos
E{W(In’N,B,V)}} <5 'P,
como desejado.
O

Obtemos condigoes de limitacao para o valor esperado da covariancia do erro de esti-
macao W (k, B, ¥) nos pontos k = In® N, para obter resultado de estabilidade mostra-se
que a limitacao pode ser estendida a todos os pontos k£ > 0. Obtém-se que o crescimento
de E{W(k)} é sempre limitado em cada intervalo da forma [In?N, (I + 1)n?N]. Como
hé uma limitacdo M = 6§~ 'P € M"™ fixa para o valor esperado de W (In®N, B, ),
para todo [ > 0, tomamos E{W (In*N, B, ¥, )} < M, [ >1 e segue o resultando de
estabilidade do FK.

Teorema 2. Se (A, E,P) é w-controldvel e (A,C,P) € s-detetavel, entao o FK é

estavel.

Demonstragao: Mostramos que para k € [In’N, (I + 1)n*N], VI > 0, existe um limi-
tante maximo para E{W (k, B, ¥)}. Com efeito, considere ¥, = E{W (In?’N, B, ¥, ,)}
e k € [In®N, (I + 1)n?N], tem-se

e{wik,0.8.w)} = elwE m N B w)}
k—1
= k 2 J k - —
e{ W (k 1n*N,0,9) b + 8{k:z§n2N:+1 Wik = 1k, Ti1(B))}

< AL + Bl AE
< [IAIFM + R YA = P
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com || Al = maxgyes{E{ Aok) — LiCog } },
IT]] = maxpyes {E{{k Do) Dpy Li+30(k) Byyy }} ¢ 0 < k < k. Portanto o FK é
estavel.
O
O Teorema 2 fornece um resultado de estabilidade do FK, fornecendo condigoes
suficientes para estabilidade. Uma questao que surge naturalmente é a busca por
condicoes que sejam necessarias e suficientes para estabilidade para cadeias de Markov

mais gerais e sem a adicao da Conjectura 1.

5.2 Exemplos Numéricos

Na sequéncia apresentamos casos de estudo, variando as caracteristicas do sistema
® ) g, tomadas como hipdteses no Teorema 2, a condicao de w-controlabilidade, s-
detetabilidade, a condicao inicial ¥ e o termo de ruido B;,7 € S. Para cada um dos
casos, analisamos a estabilidade do filtro através do processo da covariancia do erro
W (k) em termo dos valores esperados E{W (k, B,V)} e E{P(k)}.

Para o cdlculo da estimativa de E{W (k, B, ¥)} e E{ P(k) }, empregamos a simulagao

Monte Carlo com 1.000 iteragoes.

Exemplo 5.1. (W-controldvel e s-detetavel) Considere o sistema ®y; com

03 02 0 0.1 02 0 0 0 0
A= 0 11 0 |, 4H=]|03010],E=]|0 010/,
0.6 0 0.9 02 01 0 01 0 0
0 0 0 01 0 0 01 0 0
Ery=|0010]|,Bi=|0 09 0 |,B=|0 03 0 [,
0 0 0 0 0 011 0 0 01
0.5 0.5
Ci=Cy=[10 0], Di=Dy =1, P_{O'l 0‘9},
03 0 0
m(0)=[05 05], E=0eW¥=| 0 02 0
0 0 03

Pelo teste de controlabilidade, obtemos que (A, E,P) é w-controldavel, como (A,C,P)
foi tomada s-detetdvel, pelo resultado do Teorema 2, o FK € estdvel. Para ilustracao,
na Figura (5.1.a) verifica-se a limitacao de E{P(k)} garantida pela hipdtese de s-
detetabilidade, enquanto na Figura (5.1.b) verifica-se a limita¢ao de E{W (k, B, V)}.
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(5.1.a)
0.03
=
=
0
0 400
(5.1.b)
15
>
<M
=
0

k,tempo discreto

Figura 5.1: Exemplo 5.1: w-controldvel e s-detetdvel. Estimativas para P(k) e
E{W (k, B, ¥)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.

Exemplo 5.2. ( Ndao w-controldvel e s-detetdvel) Considere o sistema Py, como no

Exemplo 5.1 com

09 0.1 0 09 04 0 000
A= 0 11 0], A4,=(01 09 0 |, E,=0, Eb=|0 0 0|,
0 0 0 0.1 05 0.9 00 1
01 0 0
B =01""I, Bo=| 0 04 0|, Cy=C,=[110 0],P= 0.5 0.5 ,
0.5 0.5
0 0 1
0 0 0 03 0 0
=10 0 0 | e¥=|10 02 0
0 04 0.1 0 0 03

Neste caso, observamos que (A, E,P) nao € w-controlavel e tomamos (A,C,P) s-
detetdvel, acarretando instabilidade do FK, a Figura (5.2.a) ilustra a limita¢ao de

E{P(k)}, enquanto na Figura (5.2.b) verifica-se que E{W (k, B,v)} tende a crescer
indefinidamente.
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1Pl

10 (5.2.0)

w

W (k, W)

k,tempo discreto

Figura 5.2: Exemplo 5.2: nao w-controldvel e s-detetdvel. Estimativas para P(k) e
E{W (k,B,¥)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.

Exemplo 5.3. (Nao w-controldvel e s-detetdvel) Considere o sistema ®yr, como no
Exemplo 5.1, com

09 0 0 0 0 0
A1:A2: O O O ,Elz 0 01 O 7E2:0,
0 00 0 0 0

o
w
(@)
(@)
o
[\
(@)
(@)

Bi=| 0 07 0 |, B=|0 08 0|, Ci=C=[100],
0 0 0.7 0 0 06
02 01 0 05 0 0
P:[g'g 82} X=101 0 0] e¥=| 0 08 0
oo 0 0 0 0 0 06

Neste caso, obtemos (A, E,P) ndo w-controldvel sob hipdtese de s-detetabilidade e es-
tabilidade do FK. Observe que este fato mostra que a necessidade das hipoteses nao €
satisfeita, a Figura (5.3.a) ilustra a limitagcao de E{P(k)}, enquanto na Figura (5.3.b)
tem-se a limitagao de E{W (k)}, confirmando a estabilidade do FK.
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(5.3.a)

W (k, W)

k,tempo discreto

Figura 5.3: Ezemplo 5.3: nao w-controldvel e s-detetdvel. Estimativas para P(k) e
E{W (k, B, ¥)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.

Exemplo 5.4. (W-controldvel e nao s-detetdvel) Considere o sistema Py, como no
Exemplo 5.1, com

02 0 0.2 15 0 0 10 0
A= 0 11 0 |, AH=]|0109 0 |,E=11 0|,
01 0 09 01 0 15 00 01
10 0 12 0 0 14 0 0
Ey=101 0 |,B=|0 06 0], Bo= 0 07 0 |,
10 0.1 0 0 1 1.2
0.3 0.7
Ci=C=[100],P [09 01}
0 0 05 09 0 0
X=1]1006 0| e¥=|0 09 0
0 0.7 09 0 0 09

Este exemplo mostra que w-controlabilidade nao € suficiente para estabilidade do FK,
sem a hipotese de s-detetabilidade, a Figura (5.4.a) ilustra que E{P(k)} cresce indefi-

nidamente e na Figura (5.4.b) observamos a divergéncia de E{W (k, B,¥)}, concluindo
na estabilidade do FK.
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3X105 (54@)
=
&
0
0 400
4 5.4.b
15x10 ( )
=
=
=
0
0 400

k,tempo discreto

Figura 5.4: Exemplo 5.4: w-controldvel e nao s-detetdavel. Estimativas para P(k) e
E{W (k,B,¥)} e os respectivos desvios padroes marcados com linha continua.

Resumidamente os exemplos apresentados ilustram a validade do resultado obtido
no Teorema 2 w-controlabilidade e s-detetabilidade sao condi¢oes suficientes para es-
tabilidade do FK no sentido usual, sendo que o Exemplo 5.3 mostra que as condicoes

nao sao necessarias. Na Tabela 5.2 sumariamos os resultados obtidos nos exemplos. !

Tabela 5.1: Tabela resumo: Estabilidade do FK

’ Caso \ w-controlabilidade \ s-detetabilidade \ estabilidade do FK ‘
Exemplo 5.1 v v v
Exemplo 5.2 v
Exemplo 5.3 v v
Exemplo 5.4 v

1Obs: v indica ”sim”.
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6

Conclusoes

Resultados de estabilidade de filtros para sistemas lineares com saltos Markovianos
a tempo discreto e espaco de estado finito formam uma questao de grande interesse,
dadas as inumeras aplicagoes. A estabilidade do FK para SLSM segue os mesmos
padroes de estabilidade para SLD, no entanto, neste caso, a construcao de um limitante
para a covariancia do erro de estimacao W (k) é abordada em fungao do valor esperado,
uma vez que em fungao dos saltos de Markov, W (k) forma um processo estocastico.
Neste cenario buscamos condicoes suficientes para que exista um limitante superior
para W (k).

Exploramos as propriedades do conceito de w-controlabilidade, de forma a obter
uma definicao de w-controlabilidade viavel para a construgao dos principais resultados
que envolvem estabilidade. Mostramos que w-controlabilidade é condicao suficiente
para positividade da covariancia do erro de estimacao W (k) em instantes de tempo da
forma k = In?N. Este resultado é fundamental para obtencao da trajetéria auxiliar,
que possibilita a caracterizacao de limitantes nos resultados de estabilidade.

Analises de casos sugerem que perturbacoes na condicao inicial ou nos termos que
acrescentam ruido ao sistema podem levar a instabilidade do FK, tornando-se essencial
a obtencao de condigoes suficientes ou necessarias que garantam estabilidade. As-
sumimos a limitagao do valor esperado da covariancia de erro calculado E{P(k)} e
w-controlabilidade de (A, E, P) e através de trajetéria auxiliar proveniente de um sis-
tema w-controlavel obtemos limitagao para o valor esperado da covariancia do erro de
estimacao real W (k), para qualquer valor real de ¥, o que fornece estabilidade com res-

peito a V. Estes resultados implicam que w-controlabilidade e s-detetabilidade sao em

57
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conjunto condigoes suficientes para estabilidade do FK. S-detetabilidade é claramente
necessaria, mas w-controlabilidade isoladamente nao é necessaria, veja Exemplo 4.5.
Consideramos também a estabilidade do FK no sentido mais usual (que contempla
perturbagoes em E), para a qual apresentamos resultados parciais. De fato, apresen-
tamos uma prova de que s-detetabilidade e w-controlabilidade garantam a estabilidade
do FK, contudo assumindo uma hipoétese sobre a cadeia e também uma conjectura.
Permanece em aberto a obtengao e demonstracao de condigoes que sejam necessarias
e suficientes para estabilidade do FK para sistemas lineares com saltos Markovianos

para cadeias mais gerais e\ou sem a adi¢ao da hipdtese na Conjectura 1.



Apéndice

A

Teste de w-controlabilidade

O algoritimo para verificacao de w-controlabilidade apresentado abaixo, obedece as

ideias do Lema 3.1 e foi utilizado para obtencao dos resultados nos exemplos.

Método
1. Considera-se o operador
Si(k+1) = Tai(S(k)) + Te(I)
N N
j=1 j=1
2. Pelo Lema 3.1, obtemos

(a) Se postoS;(n*N) = n entdo (A,E,P) é w-controldvel;

(b) Se postoS;(n?N) < n entao (A,E,P) nao é w-controlavel;

29
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