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RESUMO

Neste trabalho abordamos a teoria da relaxagdo lagrangeana
para resolugdao de problemas de programagso linear inteira, a qual
tem sido extensivamente "~ usada e apresentado resultados
satisfatérios. Esta abordagem busca reformular um problema
inteiro, fazendo deste um problema mais simples. Para tal,
relaxa-se algumas restrigodes, colocando-as como um termo
"penalidade" na fungdo objetivo, criando assim o chamado "problema’
lagrangeano”. E formulado o problema dual, o qual pode ser
resolvido pelo método subgradiente ou varlagdes deste.

A relaxagdo lagrangeana tem mostrado muita eficiénéia_também
quando usada para gerar limitantes para ‘o algoritmo
"Branch-and-Bound". Em muitos casos tais limitantes s&o melhores
que os dado pela relaxagdo linear, gerando uma Aarvore de tamanho
reduzido. o

Esta técnica lagrangeana tem sido aplicada com sucesso a um
grande numero de problemas importantes de pesquisé‘oﬁeracional,
por éxemplo: rotas, localizagdo, sequenciamento, designagdo,

cobertura entre outros.



ABSTRACT

In this work‘we survey the lagrangean relaxation theory to

solve integer 1linear programming problems, which has been
extensively used and showed satisfactory results. This approach
searches a new formulation for the original problem, in which some
constraints ére removed and replaced as a “penalty" term in the
objective function. This new problem 'is called "lagrangean
problem". So, the dual problem is formulated, which can be solved
via the subgradient method or its variants.
v The Lagrangean relaxation has proved to be efficient, when
used to obtain bounds for the Branch-and-Bound algorithm. In many
cases these bounds are better than those provided by the linear
relaxation. In general, it yields a reduéed tree.

This lagrangean téchnique has been successfully applied to
number of important problems of operational research as, for
example: routing, location, scheduling, assigﬁment, set covebing

and others.



INTRODUGAO

A programagado inteira é de muita importéncia, pois
grande parte dos problemas da vida pratica tem esta
formulagdo e, infelizmente os algoritmos de resolugio destes,
em geral, s&o computacionalmente pouco eficientes. Assim sendo,
idear tais algoritmos ¢é wuma &rea vigorosa de pesquisa entre
especialistas e, evidéncias de progresso em resolver problemas
reais de programacfo inteira estfio aumentando significativamente.

Em meio a estas pesquisas estd a relaxagio lagrangeana, que -
a partir da década de 70 teve um enorme avango e tem demonstrado
ser uma excelente ferramenta para um grande numero de aplicagdes.

Muitos problemas de programagiéo inteira possuem um conjunto
de restrigdes complexas que os - tornam dificeis de resoiver. ‘A
‘relaxacio lagrangeana é fundamentada na observagao de que tais
problemas podem ser remodelados de forma que as restriéaes
"éomplicadaS" s8o0 relaxadas e postas como um objetivo a ser
alcangado. Tal problema é chamado "problema lagrangeand" e esta
formalmente definido no capitulo II.  As solugdes 6timas dos
probiemas' lagrangeanos fornecem limitantes para a fungio
objetivo do problema original, os quais tém  sido usados no
algoritmo branch-and-bound com excelentes resultados.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo I introduzimos algumas definigdes e
terminologias que serdao usadas no texto, bem como o algoritmo
branch-and-bound. No capitulo II apresentamos em forma mais
detalhada a teoria da relaxagdo lagrangeana. No capitulo III
veremos o uso da relaxagdo lagrangeana ho algpritmo branch-and-
bound. No capitulo IV mostramos a resolugdo do problema dual
através do algoritmo subgradiente e, finalizando, no capitulo V

apresentamos alguns exemplos de’éﬁiicaqﬁes.



CAPITULO I

A PROGRAMAGAO INTEIRA E O METODO BRANCH-AND-BOUND

1. Introducio

Una das dificuldades inerentes a problemas de programagio
inteira, € que ndo h4 maneira féacil dé verificar se uma solugéo
viadvel dada ¢ realmente é6tima. Em algumas aplicagdes particulares
a melhor abordagem ¢ enumerar todas as solugles e escolher a
melhor, 1isto no caso de haver somente umas poucas solugdes
possiveis, tal procedimento pode ser bem mais facil que qualquer
dos algoritmos éonhecidos. Mas o numero de éoluqaes viaveis ndo ¢é
sempre finjtd, e mesmo quando o seja, é comumente enorme, fazendo
com que esta abordagem se torne exaustiva é na maioria das vezes
impraticavel. Portanto, para um algoritmo ser de uso geral, na
solugdo de problemas de programagdo inteira, ele deve enumerar
parcialmente um numero tratavel de possibilidades, e enumerar
implicitamente todo o resto. Baseado nesta abordagem, algoritmos
pafcialmente enumerativos, & que tem-se buscado métodos com esta
filosofia para resolver problemas de programagao inteira. O
processo mais adotado para resolver tais problemas,\usa um método
de busca em arvore chamado método “Branch-and-Bound".

0 nosso objetivo neste capitulo, ¢é definir o
problema de programagio linear inteira e apresentar o método

Branch—and-Bound.



“

2. O Problema de Programacgio | inear |nteira

Considere o modelo

Z(P) = min cx A (1)
sujeito a
(P) Exz e (2)
xz0 (3)
xJ inteiro, J e 1. (4)

Onde ct € RP, X € RF, E e Rﬁxn, eeRfelé¢o conjunto dos
indices das variaveis restritas a assumirem valores inteiros.

Este tipo de modelo de otimizagio é conhecido como um
problema de programagio linear inteira.

Quando todas as variaveis sfo restritas a assumirem valores
inteiros, o modelo & chamado de problema de programagdo inteira
pura, caso contrario, é chamado de problema de programagdo inteira
mista.

Dependendo da aplicagfo particular, a fung@o objetivo (1)

‘deve ser minimizada ou maximizada e as restrigdes (2) podem

também incluir igualdades e desigualdades (=).
Na secdo seguinte, veremos um método para resolugdo deste
tipo de problema, o qual pode ser aplicado a problemas de

programagdo inteira mista, bem como pura.

3. 0O Método Branch-And-Bound

Considere o problema (P), suponha que seu espago de defi-

nicdo seja limitado. Assim, o nuimero de pontos inteiros que podem



ser lInvestigados € finito. Portanto, para resolugdo de tal
problema, um caminho simples ¢ enumerar todos os pontos,
descartando infactibilidades e procurando a solugdo factivel que
dé o melhor valor para a funcéo objetivo. Quando tal
enumeragido estiver completa, a solugéio 6tima, se existir, sera
a assoclada com o melhor valor da fung&o objetivo.

Para que a idéia acima se torne atrativa computacionalmente,
teremos que refina-la, fazendo com que alguns dos pontos inteiros
nao promiséores sejam descartados sem ser testados. Este ¢ o
principal propésito do método Branch-and-Bound.

0 procedimento Branch-and-Bound ndo trata diretamente com o

problema de programagio inteira (P). Ele considera um problema
continuo definido pela relaxagéio da integralidade do problema (P),
tal relaxagio ¢ denotada por (P).
_ A solugdo 6tima de (P), X, pode ndio ser uma solugio viavel
para o problema original, o que em geral aéontece. Uma
estratégia consiste em tomar um indice Je I, cuja variavel xJ
tenha valor fracional na solugdo x, e criar dois subproblemas, o
que chamaremos de problemas candidatos (PC): (PC1) é o problema
(P) acrescentado a restrigio ( X, = [x}] ) e (PC2) é (P)
acrescentado a restrigéo ( xj = [xj] + 1 ), onde [xj] é a parte
inteira de xj . A partir dai, temos dois problemas a avaliar,
(PCI) e (PCZ). Suponha que escolhemos (PCl), para avalia-lo
usaremos o0 mesmo processo visto para’ (P), determinamos a solugdo
do problema continuo (561); se xj for inteiro para  todo .j €1
temos uma solugdo factivel para (P), guardamos tal solugdo, a qual
sera comparada com as demais solugdes factiveis; caso contrario;
deveremos outra vez, separar o problemé em dois outros, (PC3) e
(PC4), acrescentando as restrigdes (xj = [§;]) e (xj z [i;] + 1)
em (PCI),com x! solugdo de (PCi).-Agora temos a avaliar (Pcz),
(PCS) e (PC4). Escolhemos um destes e repetimos todo o processo. A
soluciio 6tima para (P) sera dada pelo melhor valor factivel
encontrado, depois de avaliados todos os problemas qandidatos.

Este processo pode ser organizado'através de uma estrura de
arvore, que facilita e simplifica sua visualizaééo, como podemos

ver a seguir:



Figura 3.1 — Representagao grafica do algoritmo Branch-and-Bound.

O método, da maneira como fol descrito acima, pode se
tornaf bastante exausti?o. Para evitar isto, usaremos o chamado
processo de sondagem, o qual descreveremos é seguir.

Suponha Z' o melhor valor da fungao objetivo de (P), para as
spluqﬁes factiveis conhecidas. Z.= o indica que nao tem disponi-
vel umavsoiucéo factivel. |

Dizemos que um problema candidato (PC) é& sondado, isto 6,
nido ha possibilidade de se encontrar soluqées melhores, se ocor-

rer qualquer um dos 1itens abaixo:

(i) (PC) é infactivel (quando (PC) for infactivel), ou
(11) 2(PC) = 2" (quando Z(PC) = 2" ), ou

(ii1) Z(PC) < 2= e a solugdio 6tima de (PC) & conhecida
{ ou seja, a solugido 6tima de (FE) satisfaz a
condigdo de integralidade). Neste caso Z* é

atualizado.



Havendo sondagem, (PC) é retirado da 1lista de problemas
candidatos a serem avaliados. Caso contrario ( Z(PC) <2 e a
solucédo 6tima de (PC) nio sendo factivel em (P) ), (PC) nao ¢
sondado e sim separado em dois subproblemas, os quais serao
adicionados a lista de problemas candidatos . Os problemas
desta 1lista ( n6és da arvore sem ramificagio e sem sondagem )
continuarido a ser avallados, com sondagem ou separagido a cada
passo, até que a lista sé esvazie ( que n3oc haja mais nés a serem
avaliados). A solugdo de (P), serA dada pela dltima
atualizacgdo de Z..

Observamos que em cada né da arvore o valor 6timo dé funcgao
objetivo de (PC) 1imita inferiormente (no caso de (P) ser de
minimizagdo) o valor da fungdo objetivo do problema candidato,
(PC). Portanto para acelerar a sondagem devemos buscar melhores
limitantes, ou seja, maiores limitantes inferiores. Tendo assim
que percorrer um menor numero de nés, ou melhor, avaliar um namero
reduzido de problemas.

Todo estudo que se tem feito com este método, é Jjustamente
com esta abordagem, aumentar ¢ numero de sondagens, tornando o
processo mais rapido. Veremos no capitulo III como a relaxagéo
lagrangeana contribui na produgdo de limitantes inferiores

melhores.



CAPITULO 1I

RELAXAGAO  LAGRANGEANA

1. Introdugéo

Neste capitulo .apresentaremos uma outra técnica para
resoluqéo de um problema de programacdo inteira, a relaxagio
lagrangeana, a qual. tem demonstrado muita eficiéncia em varias
experiéncias praticas.

A relaxagdo lagrangeana consiste em "relaxar bestrigﬁesv
complicadas”, ou seja retirar as restrigdes que sem as quais, o
problema apresenta uma estrutura especial ( por exemplo uma es-
trutura particular em que conhecemos um bom método de resoluqéo),
colocando tais restrigdes como uma penalizagdo na fung@o objetivo.

Acredita-se que o trabalho de LORIE e SAVAGE(1955) seja a
primeira aplicagéo publicada dos métodos de relaxagdo lagrangeana
na solugdo de problemas de otimizagdo combinatéria. Um outro
trabalho pioneiro é o de EVERETT(ISSB), mas foram os trabalhos de
HELD e KARP(1970,1971) que impulsionaram, realmente, esta linha de:
pesquisa. O termo "relaxaqéo lagrangeana” foi introduzido- pof
GEOFFRION(1974). ‘

Nas secdes seguintes faremos um estudo mais detalhado da

teoria da relaxagdo lagrangeana.



2. Relaxacdo | agrangeana e o Problema Dual

Seja o problema de programagio linear inteira

Z(P) = min cx

sujeito a
Ax 2 b
(P) Bx =z d
xz0
xj inteiro, Jel,
onde c* e ", xeR, AeR™, beR", BeR™ d € RP

e I denota o conjunto dos indices das variaveis restritas a
assumir valores inteiros. Denotaremos por F(P) o conjunto das
solugdes factiveis de (P).

Suponhamos que o conjunto Bx =2 d apresente uma estrutura
especial, desta forma definimos a Relaxaqéo Lagrangeana de (P)
relativa ao conjunto de restrigdes Ax = b e um vetor A = O, At e

m
R, como :

Z(RPA) min L(x,A)

sujeito a
(RP, ) | _ Bx = d
xz0

xj inteiro, Jj e I,

onde L(x,A) = cx + A(b - Ax) é denominada funcgido Lagrangeana.
Dizemos que as restrigdes Ax =z b, do problema (P), foram

dualizadas e o problema resultante & chamado Problema Lagrangeano.

..................................................................
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Podemos observar que, para todo x € F(P) temos Ax z b

e, com A =z O entéo
L(x,A) = cx para todo x € F(P) e A = 0,

O termo "relaxagfo" geralmente é usado com a seguinte idéia:
Um problema de minimizagido, (Q), é dito ser uma relaxago de um
problema (P) se F(Q) 2 F(P) e a fungéio objetivo de (Q) for menor
ou igual a fungéo objetivo de (P) sobre F(P). Deste modo, clara-
mente (RPA) ¢ uma relaxagdo de (P) para todo A =z O

A importancia de qualquer relaxaciio de (P) é determinada pe-
la proximidade do valor objetivo desta e o valor objetivo de (P).
Diante disto determinamos um critério pelo qual podemos medir a
qualidade de uma escolha de A, que seria feita no caso ideal com

A como solugdo 6tima do problema:

.Z(D) = max Z(RPA) .
Az0

(D)

Este problema é denbminado "problema dual lagrangeano" ou
também conhecido Como "problema pseudo-dual". A solugdo deste
nos fornece a mais apropriada escolha de A, portanto = sua
resolugdo ¢ de grande importé&ncia para nosso estudo e este ¢
o' motivo pelo qual reservamos o capitulo IV ‘para-‘apresentar
um método com eStavfinalidade, o método subgradiente.

Eficientes aplicagdes da relaxagéo lagrangeana, em casos

especificos, requer uma sensata partigcido do conjunto de restri-

¢cbes em dois grupos, Ax = b e-3§ z d, e uma apropriada escolha do

valor A =z 0, como estad ilustrado no capitulo V. -

3. Qutras Relaxagdes do Problema (P) e Suas Relagdes

Nesta seci@o veremos, através de alguns teoremas, as relagdes

basicas existentes entre (P), (RPA) e outras relaxacdes de (P).



Em todo este texto denotaremos por (.) o problema (.) sem a
condigdo de integralidade imposta sobre suas variaveis. Portanto

(P) sera definido como :

Z(P) = min cx

sujeito a
(P) . Ax = b
Bx =z d

x z 0.

Definimos A como o vetor multiplicador 6timo correspondente
as restricdes Ax 2 b em (P), quando este tem solugfo 6tima finita.

.Definimos o problema (P.) como sendo :

Z(P") = min cx
sujeito a
Ax = b

xeC{x=20:Bx=d e xJ inteiro, je I },

(P")

onde Co denota o casco. convexo de um cbnjunfo, isto &, o menor
qonVexo que contém um dado conjunto . Embora sejé muito dificil
éxpressar este casco convexo como. um conjunto explicito de
restrigdes lineares, vale ressaltar ique o problema (P) & um
problema de programagio linear.

Definimos A‘ como o vetor multiplicador 6timo correspondente
as restrigbes Ax = b, quando (P') tem solugdo 6tima finita.

Convencionalmente o wvalor é6timo de um problema de otimiza-
cdo infactivel serd +mo se este for de mihimizacéo e - no caso de
maximizaggo.

Notamos que o problema original (P) é equivalente a resolver

um problema da forma

min cx
sujeito a
x€Co{f x20: AxZb, Bx=de X, inteiro, j € I},

10



néar onde sua solugo btima € um valor
50 Otima de (P).

problemas an
;--exefnplificaxno

problema 11

o qual é um
e com & solug

inteiro € coincid
a melhor visua

m como de suas regloes de

tes def inido's,
s com as

1izacao dos
actibil jdade,

Par

assi
figuras 3.1.

_Figura 3.1.a -~ os pontos marcados com X representam as solugoes
) factivels de um dado  problem? (P), ou S€l3
representam o conjunto F(P). ‘
X _a
d
. = solugao owimo
—
Bx = d
= b
_____.-—--" -
X
f 8
o]
Figura 3.1.b - A parte sombreada da figura represen‘ta a regido
de fact.ibiudade F(p), do problem2 (P).
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: -
Figura 3.1.¢ ~ A regido gombreada representa F(p), e ©

poligono em tragos mals fortes 'junt,amente
com seu interior reprenta o co{x = 0 : Bx z 0,
e xJ inteiro, J e 1}. '

Com @s definigdes vistas, podemos enun;iar o seguinte
teorema , © qual descreve algumas das relagdes pasicas entre {P),

(rP,), (D), (P") e (P).

Teorema 3.1 ( GEOFFRION (1974) )

(a) F(P) 2 F(P) 2 F(P),
2(p) = 2(P) = Z(P),
F(RP,) > F(P),
2(rp,) = Z(P) v azo0.

(b) Se (p) for factivel, entdo

Z(P) = Z(RPX) .

(c) pado A° =z 0, suponha que exista um vetor ¥° satisfazen— -

do as seguintes trés condigdes:

(1) ¥ ¢ otimo de (RPAO);
(11) A = b
(i11) 7\°(b~Ax°)=0;

entdo %° & solugdo 6tima de (P). Se X satisfizer (1),

12



(a)

(b)

(c).

(11) mas ndo (i1i1), entdio dizemos que x° & uma solugdo
e-6tima de (P) come = A° ( AX° - b ).

Se (P') for factivel entdo

Z(D)= max Z(RP,) = Z(RP,*) = Z(P").
AZ0

Prova:

Segue direto das definigdes dos problemas.

Z(P) Z. max Z(EF;) (* propriedade 1 do apéndice 4)
Az0
= Z(RP;) ( * por definigio de 1)
. S —
= Z(RPX) (* pois F(RPX) 2 F(RPX)).

As condigdes (i) e (ii) garantem a factibilidade de
x° em (P), pois de (i) x° satisfaz BxX°zd, x" =20 ‘e
x; inteiro para j € I e de (ii) temos Ax° = b.

Da condigéio (i) temos também que
2(RP,0) = min cx + A°(b - Ax) = ox” + A°(b - AX"),
logo _ ‘ .
cx’ + A°(b- AX®) = cx + A%°(b - AX) ¥V x € F(P).
De (iii) sabemos que A°(b - Ax°) = 0; portanto a

inequacgédo anterior torna-se

cx’ = cx + A°(b - Ax) V x € F(P), ,
como A°20 e (b - Ax) = O V x € F(P), segue que
A°(b - Ax) = 0.
Assim
cx’ = cx V x € F(P). ' (I1)

Da factibilidade de x° e de (II) podemos concluir que

x° & 6timo para (P).

13



(d) Z(D) & max Z(RP, ).
' AZ0

Podemos mostrar que (ver propriedade 2 no apéndice A )
Z(RP,) = [nin cx + A(b - Ax)

sujeito a

Xeco{xz20 :Bxzdex Jlnteiro, J € I}].

dai temos

max Z(RP,) = max [min cx + A(b - Ax)

Az0 A az0 sujeito a
X € co{x=0 : Bxzd e x‘1 inteiro, jel}]
= Z(Pf) (* ver propriedade 1, apéndice A).
Portanto
2(D) £ max 2(RP,) = Z(RP,*) = Z(P').
AZ0 . .

A parte (a) do teorema acima mostra as mais 6bvias relagdes
entre (P) e suas relaxagdes (P), (P’) e (RPA)'

A parte (b) mostra que a Relaxagido Lagrangeana pode produzir
resultados melhores ou no minimo iguais a relaxagfo padrao (P) em
termos da proximidade de 2Z2(P): Este fato sugere o ﬁso da
relaxaééo lagrangeana para determinacao de limitantes no algoritmo
Branch~and-Bound, que seré explorado no préximo capitulo.

A parte (c) mostra as condigdes éuficientes para que uma
solugdo de (RPA) seja solugdo 6tima ou quase-6tima de (P).

Com estas observagoes notamos que a Relaxagdo
Lagrangeana é dé interesse ndo somente para determinar limitantes
inferiores para Z(P), mas também possibilita a determinaqéé_de
solugéo 6tima ou "quase-6tima" para o problema original (P). A
qualidade de uma solugdo factivel obtida pela Relaxagio
Lagrangeana é dada pelo "gap” dual entre Z(P) e Z(D), que ¢ a
diferenga Z(P) - z(D). ‘

A parte (d) estabelece que o melhor valor de A determinado
através da 6t1mizaqéo de (D), nestas condigdes ¢ justamente A*,
variavel dual associada a AXx 2 b no problema (P*). Assim, a

posiqéd de Z(P*) no intervalo [Z(P) , 2(P)] & uma referéncia para

14



a andlise do potencial da relaxacfio lagrangeana aplicado a uma
classe de problemas particulares.

A seguir apresentaremos um teorema, o qual mostrara relagdes
adicionais entre Z(P) e Z(P.) e entre Z(P‘) e 2Z(P). Mas, para

enuncia-lo, precisaremos da seguinte propriedade:

Propriedade 3.1 ( Propriedade de integralidade )

0 problema ,(RPA) possuli a propriedade . de integralidade
se Z(RPA) ndo ‘for alterada quando retirarmos a condigdo de in-
tegralidade sobre as variaveis de (RPA), ou seja, Z(RPA) = Z(RPA)
para todo A = O.

Teorema 3.2 ( GEOFFRION (1974 ) )

Suponha que (P) seja factivel e que (RPA) possua a proprieda-.
de de integralidade, ent&o (P‘) é factivel e
2(P) = 2(RP;) = Z(D) = Z(RP,*) = Z(P").

Prova :

Em vista dos itens (b) e (d) do Teorema 3.1, basta mostrar
que - Z(B) = Z(P'). '

Por definicgéao

Z(RP, ) 2 min cx + A(b - Ax)

sujelito a

Bx=z=d :
x z 0, -
logo
max Z(RPA) = max [min cx + A(b - Ax)
Az0 Az0 sujeito a
: Bxz=d
xz01]
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max [ max Ab + vd (. * dualidade em P.L)
Az0 vz0
vVB s c - 2AA ]

max Ab + vd
AA + VB s ¢
Az0, vzo0

min c g 2(P) ( * dualidade em P.L)

x .
sujeito a
Axz b
Bxzd
x = 0,

entdo Z(P) = max Z(EF;) .
az0

Como (RPA) possul a propriedade de integralidade

=

Z(P) = max Z(RPA) max [min ex + A(b ~ Ax)

Az0 Az0 xsuje.elt.o a
X € co{x20 : Bxzd e xj inteiro, jel} ]
( * ver propriedade 2 no apéndice 4 )

Z(P.) ( *=+ por dualidade).

Il =

" Pelo teorema acima notamos que, quando (RPA) possui a
.propriedade de. integralidade, a melhor‘_esco}ha de A para (RPA)
coincidirda com A, o multiplicador o6timo de (P). Nestas
circunstéancias a reléxaqﬁo lagrangeana tem sidoiquestionada, a
menos que 'se determine uma solugdo quaée—étima para (D) mais
rapidamente do que se faria resolvendo (P) por métodos de
programagéo linear. Mas, em geral & mais promissor usar relaxacgéo
‘lagrangeana quando (RPA) néo possuir tal propriedade
[GEOFFRION(1974) e MACULAN(1884)]. Em casos especificos, podemos
" construir a partig8o das restrigdes de (P), sem que a relaxaqéé

possua esta propriedade como veremos na seg8o 3 do capitulo V.



q, O Problema Perturbado e o Gap Dual

Até aqul vimos que, partindo de um problema lineab inteiro
de minimizagdo (P), cujas. restrigdes - apresentam uma estrutura
complexa, tornando-o dificil de resolver, podemos dualizar um
subconjunto das restrigdes, Ax =z b, colocando-as como termé
penalidade na fungéo objetivo,'obtendo assim um problema com um
conjunto de restrigdes, as restantes, com uma estrutura especial.
Desta forma definimos a relaxacdo lagrangeana (RPA) de (P).

Mas, com isto surgem duas questdes:

- Como determinar bons multiplicadores A 7
- E em que condigdes temos garantido uma solugdo 6tima para
(P) a partir de (RPA) ?

Mostramos que Z(RPA) é limitante inferior para Z(P), teorema
3.1 (a). Portanto um bom multiplicador seria aquele que otimizasse
o problema (D), ou seja, que fizesse com que a fun§io 6bjetivo
Z(RPA) aproximasse o maximo possivel de Z(P). Este assunto sera
tratado em mais detalhe no capitulo IV, o que nos respondera como
determinar bons_multiplicadores. |

>As'condiQ6es em que temos uma solugéo 6timé para (P), foram
dadas pelo item (c) do teorema 3.1. As quais equivalem a dizer que
este novo problema,.(RPA), resolve o pfoblema original se a sua
solucdo 6tima for factivel para (P), ou seja, se satisfizer as
restrigbes relaxadas Ax =z b e'seu vélér objetivo étimd for igual a
2(P). f

Voltaremos nossa atengéo agora para as condigdes em que
temos a igualdade das fungdes objetivos primal e dual, ou seja, em
que temos o gap dual (diferenga entre as fungdes objetivos primal
e dual) nulo . Para isto usaremos alguné teoremas e definigdes que

serdao apresentados a seguir.

Definimos o problema perturbado (PPy), que é o problema (P)
com uma perturbagdo y no vetor b do conjunto de restrigdes Ax = b,

da seguinte forma
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Z(PPy) = min cx
sujeito a
A Ax 2 b -y
(PPy) . Bx = d
xz0

xJ inteiro, J € I,
onde y € R

Note que para y = 0 o problema (PPy) coincide com o
problema. (P), ent&o Z(PPo) = Z(P).

Definigdo 4.1:

A fungdo Z(PPy) que associa cada vetor de perturbagio y o
valor 6timo do problema perturbado, (PPy), ¢é denominada fungio

b-perturbagio associada ao prdblema (P).

0 dominio de Z(PPy) ¢é dado pela condigﬁd de factibilidade do
problema (PPy). |
Dom Z(PPy) = { y / F(PPy) é n3o vazio }.

A fungdo Z(PPy) é o objeto chave para se entender quando
Z2(P) = 2Z(D), entdo para melhor conhecé-1la, ilustramos com.a
figura 4.1 as funéées b-perturbagio para os casos de problemas de
programagéo inteira pura, mista e também para o problema continuo,
em seguida estudaremos seu comportamento através de alguns

teoremas.
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Z{PPy) .
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y

~ Ilustragao da ﬁmc’a'o b-perturbaqio associada

Figura 4.1.a
a um problema de programat;So linear inteiro

puro.
!
ZLPPyD.
Il
/
B
Y
figura 4.1.b - ,Il‘ustra¢50 da fungao b-perturbag:éo associada
a um problema de programa¢éo linear inteiro
misto. - ‘
ZCPPyD

>
»
.

Figura 4.1.c - Ilustra(,:é'o da func¢3o b—pert.urbac’a'o associada

a um problema de programaq;go linear.



A descontinuidade pode ocorrer quando uma solugio isolada

( devido a integralidade ), torna-se factivel com a variagéo de y

(pelo menos uma componente de y deve ter sido aumentada para

"captar" esta solugio) e passa a ser 6tima de modo que o valor de

Z(PPy) & dado por cx onde X éa solugdo incorporada a regido de
factibilidade. As 1idéias acima podem ser confirmadas pelos

teoremas abaixo.

Teorema 4.1

A fungdo Z(PPy) ¢é semi continua inferior.

Teorema 4.2

A fungdo Z(PPy) é n3o crescente.

Prova:

Se jam Y» ¥, € Dom (PPy) tal que y, =y, , (1)

Temos que

Z(PPyl) 2 nminlex » X € F(PPy ) ]l = cx

o que implicaem b - Ax =y. ' (II)
De (I) e (II) temos b - Ax = y, € portanto x € F(PPyz).
Por outro lado temos

Z(PPyz) 2 min[ cx , X € F(PPy) ] = CX V x € F(PPyz).

Desde que X, € F(PPyé) segue

Z(PPyz) = cx = Z(PPyl).
=
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Para um dado A° 2 0 o conjunto solucgdo do problema (RP,o) é

. A
dado pelos valores de x° e F(RPAo) tal que x° minimiza a funcgdo
L(x,2°). EVEREIT(1963) mostrou que cada uma das solucdes do
problema (RPAo) estA associada A solugdo de wum problema

perturbado, como veremos a seguir.

Teorema 4.3 - ( EVERETT(1963) )

Suponha que x° resolva (RPAo), A° = 0; entdio x° resolve o

problema perturbado (PPy)

Z(PPy) = min cx

: Ax 2 b -y
(PPy)  Bxzd
xz0
xJ inteiro, j € I,
onde y =b -ax’ se A° > 0;
i 1 1 1
y zb -a x° se A° = o, i=1,...,m
i i i 1
( a, 1 =1,...,m, sao linhas da matriz A).
. Prova:
Como x° resolve (RPAo) temos
cex® + 2%(b - Ax®) = cx + A°(b - Ax) Ve (RPAo),
ou seja
cx® s cx + A°[(b - AX)-(b - Ax")] V x € (RP,0).
Assim, desde que 2> =0, segue que
ex’ = ex, ‘ (1)
para todo x tal que: x € F(RPAo) e (11)
Ax=2b-(b-A") 2b -y, (111)

onde y é dado no enunciado do teorema. As condigdes (II) e (III)
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descrevem a factibillidade do problema perturbado. Desde que x°

satisfaga (II) e (III) e como (I) se verifica, segue o teorema. .

Seja a fungdo b-perturbagso, Z(PP'y), associada com o

seguinte problema convexo

Z(P’) = min f(x%)
sujeito a
(p’) g(x) =0
X €S,

onde X € RP, S S'RP, f: S —» Re g: S —> R. Parao
problema (PP’y)
Z(PP'y) = min f(x)
R sujeito a
(PP’y) . g(x) sy
X € S,
Dom Z(PP’y) ={ y /3 x€S; glx) sy}
Temos o seguinte teorema:
Teorema 4.4
Se gi(x), 1= 1,...,m forem fungdes convexas sobre S

convexo, entfio Dom Z(PP’y) sera convexo sobre S. Se além disso

f(x) for convexa, entdo Z(PP'y) serd convexa sobre dominio

convexo.

Prova:
As hipéteses sédo:

(1) convexidade de f(x);

(2) convexidade de g(x);
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.

(3) convexidade de S.
Mostraremos inicialmente a tese da convexidade do Dom Z(PP'y)

y, € Dom Z(PP'y) ¢ 3 X € S/ g(xi) Sy
y, € Dom Z(PP'y) &= 3 X, €8/ g(xz) sy,

tomando uma combinagdo convexa desses pontos ( 0s1s=s1;

T+T=1) temos:
y=ty +tTy, = tg(xi) + rg(xz) z g(-rx1 + sz).

A primeira desigualdade segue do fato que T e T sdo ndo negativos

e a segunda devido a hip6tese (2).

Desde que S é convexo (hip6tese (3)), segue que ™+ ;xz € S,

logo y € Dom Z(PP'y), o que demonstra a primeira parte do teorema.
Para se mostrar a convexidade de Z(PP’y), lembrando-se que

uma fungdo ¢é convexa se somente se tem epigrafo convexo,

.analisaremos a convexidade de:

H={ (t,y) 7t 2 f(x), yzglx), xe S},
que é o epigrafo de Z(PP'y).
Se jam (tl,yi) e H e (t2,y2) €eH O=t=1-1=1.
A combinacgdo convexa (t,y) = ( Tt + ;ta’ ry; + ;yz)
¢ tal qué
Tt1 + rtz‘ = tf(xi) + rf(xz) z f(j:x1 + TXZ),‘ devido a
hip6tese (1) e
Ty, * ;yz z rg(xi)‘+ %g(xz) z g('rx1 + ;xz), devido a (2) e
X+ ;xz € S, devido a (3).

Donde se conclue que (t, y) € H. Assim H é convexo e

consequentemente Z(PP’y) também €& convexa.

Pelo teorema acima concluimos que a fungdo b-perturbagéo

»*
Z(PP'y) associada com o problema (P ) é convexa.



Teorema 4.5

Dado A° = 0, seja x° soluciio de min L(x, A°) ,
’ X € F(RPAO)

Entéo

Z(PPy) z Z(PPy°) - A°( y - ¥°), V y € Dom Z(PPy),

(]

onde yp =b - Ax .

Prova:

Como x° minimiza L(x,A°) para A° =2 0, temos:

ex® + A%(b - AX®°) = cx + A°(b - Ax), vV x € F(RP,o)
ou

“ex = ex” - A°((b - Ax) - (b - AX")), V x € F(RP,o).
Como b - AX® = y° e pelo teorema de EVEREIT (teorema 4.3)
cx’= Z(PPy’) temos |
cx =z Z(PPY°) - 2°( (b - Ax) - ¥°) Vxe F(RP,0).

Mas como A° =z o0 segue-se que para todo y € Dom Z(PPy), podemos

escrever
ecx = Z(PPy’) - A°(y - ¥°), Vxe F(RPAo) tal que

b - Ax = y.

Tomando a expressao acima para X que mrinimiza cx sujeito
ax € F(RPAo), b - Ax =y, ou seja, X que resolve o problema
perturbado, segue

Z(PPy) = Z(PPy°) - A%y - ¥°), vV y € Dom Z(PPy).

Deste teorema podemos deduzir importante interpretagéo

geométrica que relaciona Z(PPy), Z(RPAo), L(x°,2%), Z(P) e 2(D).
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jztepy)

________ Z(PPy° )= ex® Tga=-N°

\ 2(PPo) = Z(P)

[
1
1
]
1
|
!
|
|
1
|
I
]
!
f
!
!
!
!
|
!
yo

Z(PP,)
L{x°,N )=2(RPy?
w(y)
=b-AX° ;
figura 4.2 - Interpretagao geometrica do teorema 4.1 .

Pela figura 4.2 notamos que resolver o problema la-
grangeano para A° =20 signif‘iéa geometricamente determinar o
hiperplano suporte a fungio b-perturbagio com inclinagéo -2°. o
ponto suporte ¢ dado por ( b-Ax’, cx’ ) onde x° ¢ solugio da
relaxa(;ép lagrangeana (RPA") de (P). A equagdo do hiperplano é

dada por

Wiy) = 2(PPy°) - 2°ly - ¥*) = ox° - 2%y - (b - AX°)) =
L(x°, 2°) - 2% .

A intersecga@o do hiperplano suporte com o eixo y = O fornece
o valor de Z(RPAo).

Assim, o problema dual pode ser visualizado geometricamente
como achar a inclinagéo -2° do hiperplano suporte a. fuhc;ao‘
b-perturbagdo que maximiza a intersecgdo com o eixo y = 0.
Lembrando que Z(P) = Z(PPo), intuitivamente podemos‘ esperar que,
com a referida inclinagdo, a solugdo da relaxagido lagrangeana é
uma solugdo oOtima ou quase 6tima do problema primal, o que de

fato .é verdadeiro conforme o teorema 4.6, a seguir.
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Definicao 4.2:

Um vetor 7, tal que 7t €e R, é um subgradiente global de
Z(PPy) em y € Dom Z(PPy), se »
2(PPy) = Z(PPy) + 7 (y - ) V.y € Dom Z(PPy).

O seguinte teorema apresenta um critério para a igualdade
Z2(P) = Z(D) em termos da existéncia de um subgradiente global de

Z(PPy) na origem e a identificaciio deste subgradiente com a

solucdo de (D).

Teorema 4.6 ( GEOFFRION (1974))

Assuma (P) factivel.

(a) As seguintes afirmacdes s@o equivalentes

(1) z(P) = 2(D).

(2) Existe um subgradiente global de Z(PPy) em y = O.

(3) Existe um par (x°,A°) satisfazendo A° = 0 eo teorema

3.1. (c):

(1) x° & 6timo de (RP,o),
(i1) Ax" =z b,
(iii) 2° ( b - AX° ) = 0.

Prova:

(a) " provaremos que (1) =» (3), ou seja,

se Z(P) = Z(D) entdo existira um par (x, A) satisfazendo as -

condigdes (1),(ii) e (iii) do teorema 3.1, item (c).

Se jam x° e A° respectivamente as solugdes 6timas para Z(P)
e 2(D).

Portanto

b-Ax

1A

0. (1)
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Suponha por absurdo que x° nio seja solugdo 6tima para

(RPA°); entdo, esta solugio ser4 dada por X, 10go_
Z(D) = cx + A°(b - Ax) < cx® + A°(b-Ax").
Temos por hipétese que Z2(D) = Z(P),
substituindo na expressdo acima temos
Z(P) < cx® + 2°(b - AX®),
que implica ex® < ex® + A%(b - AX®).

Portanto
A°(b - Ax°) > 0.
Como A° =2 0 temos um absurdo pois (b - Ax") = O.

Portanto x° & 6timo para (RPAo). (11)

Sabemos por hipétese que Z(P) = Z(D),

portanto
ex® = ex® + A% (b - AX®) o que implica
A° (b - AX°) = 0. (111)

Portanto (I), (II) e (III) provam esta parte.

Provaremos que (3) = (2)

Dado um par (x°, A°) satisfazendo as condigdes (i), (ii) e
(iii), provaremos que existe um subgradiente global de

Z(PPy) em y = O.

Desde que x° & 6timo de (P) (veja teorema 3.1 deste

capitulo) temos:

Z(PPo) = cx°. (1)
De (i) temos:
ex® + A%(b - AX®) = cx + A°(b - Ax), V x € F(RPA).

Usando a condicdo (iii) obtemos .
cx’ = cx + A°(b - Ax), V X € F(RPA).

Substituindo em (I) temos

Z(PPo) = cx + A°(b - Ax), vV x € F(RP,),
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como F(PPy) < F(RPA) logo

Z(PPo) = cx + A°(b - Ax), V x € F(PPy).
Como x € F(PPy) entdo b - Ax s y portanto

Z(PPo) s cx + Ay, 'V x € F(PPy).
Logo

Z(PPo) - A°y.s cx , V x e F(PPy).

Tomando em particular x que otimiza (PPy), temos
Z(PPo) - A°y = Z(PPy).
Portanto -A° & subgradiente global em § = 0.

Provaremos que (2) = (1).

Sabemos do teorema 3.1 qué:

Z(P) = Z(RPA) VAzO. (1)
Por hipétese existe ¥, um subgradiente global de Z(PPy) em
y = 0. |
Logo Z(PPy) = Z(PPo) + 7 ¥y V y € Dom Z(PPy). (ID)
Escolhendo y = £ e = onde £€ > 0 e e =

Pelo teorema 4.2 deste capitulo temos
Z(PPy) = Z(PPo). ' (IID)

Por y > 0 e_de.(II) e (III) temos 7 y = Z(PPy) - Z(PPo) =0

Portanto ¥y = 0. ‘ '

Tomemos. em particular, na equacgdo (I), A=A = - 7 logo

 2Z(P) = Z(RP,0) = cx® + A°(b - AX").

Da definigdo de subgradiente e da hipétese :

Z(PPy) =z Z(PPo) + 7y y V y € Dom Z(PPy) que implica

Z(PPy) = Z(P) + v y V y € Dom Z(PPy) que implica
Z(P) = Z2(PPy) ~ v ¥y V y € Dom Z(PPy).

o

Tomando em particular - y = b - Ax
4.3 :
Z(P) = cx’- y(b - Ax®) = ex® + A%(b - AX®) = Z(RP,0),

temos pelo teorema

portanto
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‘ Z(P) = Z(RP, o). (1v)
De (I) e (IV) temos que A° maximiza Z(RPA) e
Z(D) = Z(RPAo).
Como Z(D) = max Z(RPA) = Z(RPAo) segue ©O teorema.-

Teorema 4.7 ( GEOFFRION (1974) )

»
A fungdo b-perturbagio 2(PP y), associada com (P’), é
precisamente o envoltério convexo inferior da fungdo Z(PPy),

associada a (P).

Prova:

Para provar este teorema, basta mostrar que o epigrafo de

»*
Z(PPy) & o casco convexo do epigrafo de 2Z(PPy), ou seja,
* .
Epi {2(PP y)} = Co{ Epi [Z(PPy)] }.

Temos 7
Epi [2(PPy)] & {(n, y): u = Z(PPy)}
= {(p,y): u=Zcxeb- Ax =y paraalgun x € X},

onde

e

X={x=z0:Bxzde X, inteiro para je I},

e para Epi [PP‘y] substitui-se X por.Co{X}. Suponha que
(1,y) € Epi [PP'y]. Entdo pzcx e b - Ax = y para algum x € Co{X}.

Seja‘i = z; ehxh, onde xh € X, eh 20 para todo h e Zheg= 1.

Definimos uh= cx® e yh =b - AX" para todo h. Claramente (ph,yh) €.

Epi [PPy] para todo h. Portanto z; Oh(ph,yh) € Co{Epi[PPyl]}. Mas
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L o, = CE o T, og")

= (], 8,.cx", }, 8 (b - AX")) = (cx, b - AX) = (1,y)
e (p,y) também estd em Co {Epi [PPyl}. Isto mostra que
Epi [PP.y] € Co {Epi [PPyl}. Agora suponha (u,y) € Co {Epi [PPyl}.
Seja (1Y) = ). e (uy"), onde (u",y") € Ept [PPy], 6= 0 para
to&o h e z; eh = 1. Seja xh um ponto qualquer em X satisfazendo

upz cxh e b - Axh = yh. Entao

h h_ -
Zhehp zaehcx =cx ,
h hy _ . ,=
xehy ZZ‘Gh(b Ax") =(b - Ax)
- h — - —-— - —
onde x = z; th . Assim (u,y) =2 ( cx, b - Ax ) com x € Co{X},

- - »* '
mostrando que (u,y) € Epi [PP y]. Isto completa a prova.
) | ]

, O teorema acima mostra a relagdo entre os problemas (P) e
(P*), étravés das fungbes b-perturbacgdo associadas a estes. -
Notamos também que o gap dual é precisamente igual a diferenga
entre a fungdo b-perturbagio de (P) e seu envoltério convexo
inferior, ambos avaliados na origem.

Algumas destas idéias estdio ilustradas na figura 4.3 para
um caso hipotético de um problema de programagdo inteira misto,

com uma Unica restricdo Ax =z b, portanto y € R.



Z

-Z(PP7y)- -

— Z(PPy)

M e e e POE @RS D P

< d-

Figura 4.3 - IlustraqSo hipotetica das func;"o'e5 'b-perturbagso

0 envoltério convexo inferior Z(PP’y) de Z(PPy), esta
bepresehtado por tragos e pontos alternados. Observamos que ndo
existe gap dual para y2 =y = y3 ou y4 = y. Um subgradiente global
de Z(PPy) em § = 0 existir4, se o eixo das ordenadas estiver em
algum dos intervalos citados acima. Por outro lado, se a origem
estiver entre y1 e yz, ou ya e y4, existifa um gap dual e portanto

nido existira um subgradiente global de Z(PPy) em y = O.
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CAPITULO III

0 USO DA RELAXAGAO LAGRANGEANA NO ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

1. A Relaxagdo | agrangeana no Algoritmo Branch-and-Bound

Neste capitulo discutiremos o uso da relaxagdo lagrangeana,
como um diépositivo para possivel melhoramento da eficiéncia do
algoritmo Branch-and-Bound " na resolugdo de problemas de
programacdo linear inteira.

Vimos no capitulo I, que o método consiste de uma busca em
érvorevonde,_cada né representa um problema (PC) similar ao
problema original (P), porém mais restrito. Tais nés sdo
usualmente avaliados por Z(PC) que fornece um limitante inferior
(caso de minimizagdo) para Z(PC). Este limitante & utilizado para
indicar 0 quao promissor ¢ o ndé, podendo informar que n&o ha
qualquer solucdo promissora em F(PC} quando 2(55) z Z*, onde Z &
o melhor valor da fungio objetivo de (P) para as solugdes
factiveis conhecidas de (P), no instante em que>(PC) estd sendo
avaliado.

Pelo que foi discutido no capitulo I, para que tal método
nao se torne bastante exaustivo, & necessario‘ acelerar o
processo de sondagem, e isto pode ser obtido com melhores
limitantes para (PC). Pelo item (b) do teorema 3.1 no capitulo II,
observamos dque a relaxagio lagrangeana (RPCA) de (PC) pode
oferecer limitantes melhores que os dado por (PC). Pelo mesmo

teorema podemos observar que:
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1)  infactibilidade de (RPC,) » infactibilidade de (PC);
1)  2(RPC,) = Z' s 2(PC) = Z

temos entdo, dois casos de sondagem usando Z(RPA). Por outro

lado seja x® uma solucio de (RPCA). temos que:

111) se x* € F(PC) / Z' > cx® = atualizagio de Z';
iv) se xB for 6timo em (PC) = sondagem de (PC).

o Em (iii) temos que, se xR for factivel em (PC), mas ndo
satisfizer as folgas complementares (item (c) do teorema 3.1 do
capitulo II), ela poderA melhorar Z', isto €&, seria uéada para
atualizar Z' ainda que (PC) n3o fosse sondédo. Em (iv) além do
caso de sondagem do (PC) podemos ter o de atualizacio de Z*.
Lembramos que x" sera solugdo 6tima para (PC) se sétisfizer as
folgas complementares, e x" € F(PC).

Se x" nso for factivel em (PC), métodos heuristicos podem
ser desenvolvidos, de tal forma que explorem estruturas
especificas do problema (PC) de modo a ganhar a factibilidade na
esperanca. de melhorar o valor de Z'. Un método assim é dado por
FISHER( 1981, 1985), o qual ¢ chamado "heuristica lagrangeana" e
estd ilustrado na segédo 3 do capitulo V.

No caso de ndo haver sondagem, o problema serd separado em

dois ou mais subproblemas, (PC1); ;;L, (PCL), de tal forma que
F(PC) = -F(PCI) U ... v F(PCL) e - de ~preferéncia = que
F(PCi) N F(PCJ) = @, 1 = 3. Usualmentebtas restrictes de

separagio sdo simplesmente limites sobre variaveis de indice j tal
que j e>I.

Véremos agora, como a relaxacéb lagrangeana pode ser usada
como éomplemento para a relaxagido linear.

Suponha que uma varidvel de indice J € I tenha um valor
fracional na solugio x de (PC). Estamos interessados em limites
inferiores sobre Z(PC / X, = [ij]) e Z(PC / sz [§j] + 1), onde
/" significa que as restricdes seguintes s@o acrescentadas ao
problema e [ij] é a parte inteira de §j. Tais limites podem ser

dados por:
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z () & z(RPC, / x s (x]),
S d J -J (1)
Zi(J) = Z( RPCA / xJ 3 [xj] +1)
ou ZS(J) ¢ o valor da fungéo objetivo da relaxagio lagran-

geana“do problema (PC), com a restriciio adicional

xJ s [xJ].

Zi(J) €é o valor da fungdo objetivo da relaxagio lagran-
geana do problema (PC), com a restrigdo adicional

z [x] + 1.
xj [xj] 1

Se ‘ZS(J) 27 e Zi(J) =z entdo o problema (PC) ¢&
sondado. Os limites em (1), podem também ser usados para guiar a
separaqéo; quando (PC) nio for Asondado. Se jam ZS(J)' e ,Zi(j)
calculados para todo Jj eI tgl que xj seja fracional. A escolha
da variavel a separar podera ser feita por aquela de indice j tal
que dé o maior valor para o maior entre Zs(j) e Zi(j) para todo
Jel tal que xj seja fracional. Uma vez selecionada a variavel de
separacgao Jo , Zs(jo) e Zi(Jo) produzem limites inferiores para
futuras referéncias sobre os novos subproblemas candidatos
criados. Segundo GEOFFRION(18974), varios problemas de
programaqao inteira foram resolvidos com sucesso usando critérios
analogos, ou seja, usando (PC) antes de (RPCA).

Assim a relaxagao lagrangeana pode ser usada no algoritmo
Branch—andeound’padféo com a tarefa de sbndar,_gerar melhores
solugdes factiveis e guiar as separagodes.

No uso de (RPCA) como compiemento para (EE), a
questfo preocupante é se (RPCA) deve ser usado antes, depois ou no
lugar de (PC). Esta questdo nfo pode ser respondida de forma
geral, mas uma importante observagdo a fazer é se o problema
relaxado possui ou ndo a propriedade de integralidade, definida no
capitulo II, para uma partigdo particular das restrigdes.

Suponha  que o] problema  possua a prbpriedade de
integralidade. Entao (RPCA) serd infactivel somente quando (PC)
for infactivel e se (PC) for factivel, pelo teorema 3.2, do

capitulo 1II, o melhor valor de A para . (RPCA) serd A, e
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Z(RPCX)=2(PC). Assim (RPCA) ndo sondaria (PC) por infactibilidade
ou por limitantes sem que (PC) o fizesse.

Estes fatos discutem a oposicdo ao uso da relaxacio
lagrangeana quando (RPCA) possul a propriedade de integralidade,
pois neste caso esta relaxagfo tem pouca vantagem sobre (PC), mas
pode ser muito promissor wusid-la como recurso para melhorar
solugBes factiveis (GEOFFRION(1974)). Estas conclusdes negativaé
apoilam-se no fato de que (PC) seja manejavel com técnicas de
- programagao linear, se este ndo for o caso, entao (RPCA) sera uma
atrativa alternativa computacional.

Agora suponha que a relaxag@o lagrangeana de (PC) ndo possua
a propriedade de integralidade. Entio o problema (PC) ndo
necessariamente possul a melhor escolha de A e (RPCA) pode com
sucesso sondar onde a relaxagio (PC) falhar. Diante disto, faz
sentido usar (RPCA) antes, depois ou até mesmo no 1lugar de (PC),
dependendo do gasto computacional destas duas relaxagdes. A
estratégia mals efetiva depende do desempenho de (EE) na geragao
de A a ser usado em (RPCA). (PC) pode ser usado para gerar o valor
-de A inicial e entdo melhorado por um método independente. Um
possivel método para determinar um valor apropriado pafa A sera

visto no capitulb seguinte.

2. Algoritmo Genérico

Baseado no trabalho de SHAPIRO(1979), apresentamos nesta
secdo um diagrama que resume os passos para a determinagdo de
uma solugio 6tima de (P) através do método Branch-and-Bound com

auxilio da relaXaQéo Lagrangeana.
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in{cilo

inicialize a lista
de problemas candi-
datos (PC).

S
?

selecione um (PC)
na lista

o
selecione A = 0

S5
7

resolva o (RPCA)

o (PC)

sondado

selecione

novo A

solugdo do
(RPCA) € factfvel
~em (PC) 7

atualize Z

4
se necessario

3

as folgas com-
plementares?

l

a
lista d
(PC) esta’

vazia

N

(PC)
separe o problema
sondado
(PC) e coloque na
lista O0S noOvos
suproblemas.
€
Figura 2.1 - Diagrama de blocos mostrando como a relaxa;Eo lagran-

geana pode auxiliar o algoritmo Branch-and-Bound.
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3. Consideragdes Finais

A figura 2.1 mostra um algoritmo genérico para o uso da
relaxagdo lagrangeana no método Branch-and-Bound. Pelo que podemoé
observar, em publicagSes de experiéncias computacionais, este
procedimento geralmente é usado para completar a solugdo de (P)
dada por (RPA). ou seja, a solugiio 6tima x € F(P) de (RPA~) nido ¢é
6tima em (P), o que implica na existéncia de um gap dual (onde A’z
O é a melhor escolha para o valor de A, a qual pode ser calculada
partindo de A, solugiio 6tima dual associada & Ax = b em (P), pelo
algoritmo subgradiente que veremos no capitulo seguinte), entdo
inicia-se o Branch-and-Bound tomando Z‘ = cx. Inicialmente a lista
de problemas candidatos contém apenas o problema (P), o qual ser&
particionado em outros subproblemas que serdo adicionados a lista.
Selecionado o novo problema cahdidato a ser avaliado, um bom valor
de A° inicial é usualmente dado pelo valor de A usado no calculo -
do limitante do né anterior (SHAPIRO(1979), FISHER(1981)).

Uma comparagdo do tempo computacional, para resolugio de
problemas usando o método Branch-and-Bound com limifeS'dados pela
relaxacédo lagrangeana ou apenas pela relaxagé@o linear, é dada
em FISHER(1981) onde relata que para problemas pequenos o tempo
computacional usando limitantes dados pela relaxag@o linear ¢ em
.média um quarto do tempo que se faria usando a relaxagio
lagrangeana, mas no .caso de problemas grandes, este tempo
é.em média duas vezes e meia maior que se faria usando a relaxacéo

lagrangeana.
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CAPITULO 1V

OTIMIZAGAO DO PROBLEMA DUAL (D)

1. Propriedades e Definicdes Béasicas

Neste capitulo apresentaremos um método para otimizagdo do
problema dual (D), o tradicional método subgradiente o qual tem
sido muito usado e demonstra ter ' bastante eficiéncia
computacional. Para seu desenvolvimento precisaremos | dos
resultados e definigdes a seguir.

O problema dual definido no capitulo anterior sera agora

objeto de atengéo:

Z(D) = max Z(RP'x)
A=z0,

(D)

onde

Z(RP.) = min [cx + A(b - Ax)] , X={x/Bxzd, x=0e

A eX
x x  inteiro Je I},

" Propriedade 1.1

A funcéo Z(RPA) é cbncava em A e linear por partes.
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Prova:

Sejam A' 2 0 e A2 =z 0 arbitrarios e
para 8 € [0,1] seja A =0 Al + (1 - 9) A%
Pela definigdo de Z(RPA). existe x € F(RPA) tal que

Z(RP,) = cx + A (b - Ax),
por definigio de Z(RPA1) e Z(RPlz) temos
2Z(RP,1) = cx + A" (b - AX),

Z(RP,2) = cx + A% (b - A%).

Multiplicando a primeira desigualdade por 6 =z 0, e a segunda

por (1 - 6) 2 0. Somando-as obtemos:
® Z(RP,1) + (1 - 8) Z(RP,2) = cx + A (b - Ax) = Z(RP,).

0 que prova a concavidade de Z(RPA).

Para mostrarmos a linearidade por partes, é suficiente
observarmos que Z(RPA) € o envoltério inferior de uma familia de

hiperplanos com equagdes

Z=cx' +a (b- AxY);
Z ='cx? +2A (b - sz):

Z=cxh + 2 (b - AxK).

onde xl, xz, ey x* sfo os pontos que otimizam (RPA) a cada valor

de A ( ver figura 1.1).
n

A figura 1.1, a seguir, esquematiza a fungédo Z(RPA) para

o caso em que a matriz A possui apenas uma linha (A € R) :
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Z(RP
( )3 i

1, :

N 7‘

1 vulo""POrn.

X para o)

} quais ,xo'

| remsolve (RP_) 1}
1

e om

> X HACB-AXTD

Figura 1.1 - Fungao Z(RPA).

Definigéo 1.1

Um vetor g(Ao), tal que g(Ao) e " & um subgradiente da

fungdo céncava Z(RPA)'no ponto‘?«o se

Z(RP,) = 2(RP,0) + (A - 2°) g(a°) para todo A = O.

Observamos Que, se Z(RPA) for diferenciavel em um ponto A°

entdo g(A°) = VZ(RP,0), onde VZ(RP,0) é o gradiente de 2(RP,) no

ponto A°.

Definicgédo 1.2

0 subdiferencial de Z(RPA) no ponto A°, denotado por

'62(RPAo), é o conjunto de todos os subgradientes de Z(RPA)'em A°.

A seguinte propriedade nos fornece uma . maneira de determinar

um subgradiente de Z(RPA) no ponto A°.

Se ja Z(RPAo) = cx® + A°(b - AX°),
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6tima do problema lagrangeano:

Z(RPAo) = min cx + A°(b - Ax)

sujeito a

Bx =2 d
x z 0,
xj inteiro, 5 € I.

Propriedade 1.2

O vetor (b - Ax®’) é um subgradiente de Z(RPA) no ponto

Prova:

2(RP,0) + (A - A°)(b - Ax°) = cx® + A°(b-Ax°) + (A - A°)(b-Ax")
= cx” + Alb - AX") = 2(RP,) para todo A = O.

Portanto (b - Ax°) é um subgradiente de Z(RPA) em Ao..

Propriedade 1.3

BZ(RPA) é convexo e fechado.

Prova:

Se BZ(RPA) = @ n3o ha nada a mostrar. Suponha 3Z(RPA) % 2.
Para provar a convexidade, sejam g €8, ¢ BZ(R?X);

entdo Z(RPX) = Z(RPA) + (A - A)g1 para todo A = 0, (1)
Z(RPX).Z Z(RPA) + (A - A)g2 para todo A = O, (1In

multiplicando (I) por a e (II) por (1 - a), O < a < 1, somando
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temos
Z(RPX) z Z(RPA) + (X - A)(ocg1 + (1 - a)gz) para todo A = O.
Portanto |

(ag1 + (1 - a)gz) € aZ(RPA).

Para mostrar que 6Z(RPA) é fechado, seja {g:} uma sequéncia
convergente de elementos de aZ(RPA) com limite g‘ e assuma
o -
g ¢ 82(RPA). Entdo existe um A 2 0 e um £ > 0 tal que
Z(RP}) + & = Z(RP,) + (A - g . (I1I1I)
Para qualquer elemento g: da sequéncia {g:}
_ R .
2(RP]) = Z(RP,) + (A - A)g , (1IV)
subtraindo (III) de (IV) temos
~ » * * * ~
e=-Ag -g) =1lg —g I ha-all,
dando a desigualdade de Schwartz. Assim
€

. . *-‘.‘," -
g ~g Il =— >0 paratodon,
Iha -all -

o que contradiz a convergéncia de {g:} para g'. Assim,

g e 8Z(RP,) e 8Z(RP,) €& fechado.

2. Método Subgradiente

Aparentemente o método subgradiente foli originado por
SHOR(1968) e talvez tenha  sido melhor explorado por
POLYAK(1969). Mas a idéia central baseia-se nos trabalhos de
AGMON(1954) e MOTZKIN e SCHOENBERG(1954) - métodos de relaxagio
iterativos para resolver sistemas de desigualdades lineares - que
sdo denominados processos de Féjer para os quais a disténcia ao

dominio desejado decresce monotonicamente a cada passo. Uma
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primeira extensdo fol proposta por EREMIN(18962, 1865) que explorou
os processos de aproximagdo de Féjer com mais detalhes e elaborou
um algoritmo para a solugio de sistemas de 1nequagdes.
SHOR(1968) fez uma generalizagio para torna-los aplicaveis -ao
problema de minimizagio de uma fungio convexa, obtendo os também
chamados métodos de SHOR ( ou KIEV ). |
Estes métodos consistem basicamente no deslocamento, é cada
iteragdo k, na direc@o de um subgradiente da fungdo considerada,

ou seja

A =A,+ tk __________ , (2-1)
1 g1

onde g(hk) é um subgradiente da funciio considerada.

Dentro desta classe de métodos temos algoritmos importantes
propostos por POLYAK(lQBQ) e por HELD, WOLFE e CROWDER(1974).

A dificuldade dos métodos que utilizam (2.1) decorre do fato
de g(hk) ndo ser geralmente uma diregio de subida, estando entdo
a | convergéncia de tais algoritmos estritaménte ligada a
determinagéo do passo tk na diregso g(Ak).

Existem alguns resultados teéricos que relatam uma
apropriada escolha para o tamanho do passo tk, mas o resultado
mais geral & dado como veremos a seguir, pela regra das séries
divergentes. Para'tal, consideraremos dados A° e a sequéncia
{tk} de escalares positivos. Definiremos a seduéncia {Ak},por:

k+1 k gt(hk)
A = projs (A + tk-————;——— ) para k =0,1,2....
' flg(A™) 11

Onde S={A/A201} e projs éo operadob projecio de R"
sobre S e g(lk) € aZ(RPA). ‘

Teorema 2.1 ( ERMOLIEV(1966), POLYAK(1967) )

Seja f uma fungdo cbéncava e continua de R" em R, S um

conjunto convexo (assumimos que ou f(A) — - o quando ||A]l] —
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ou S é limitado), se tk dado em

t, .k
k+l k g(h)
A= pPoJS (A" + tkf——‘——;————) para k = 0,1,2.... ,
[1g(A™) 1
é tal que satisfaz ( Regra das séries divergentes ).
1) tk——-)O quando k — + o ;

1]
i) z t, =+
k=0

entéo esta sequéncia {Ak}, k € N com g(Ak) e 8f, é tal que

lim sup r(Af) = ' 4 pax { £f(2) },
A€S

L 3 *
onde f = f(A ).

Prova:

E suficiente mostrar que V € > 0, 3 N tal que V 1 = N
Alevie)={A/fA)=2f ~e; Aes ).
Supomos por absurdo que V k, A* ¢ vie).
Em outras palavras V k £(A%) < £ - € . (1)
Como £ é continua em R" entdo éxiste o> 0 tal que
_ . . * : ’ '
da-x Il =a"s f(A)zf - e (11)

Podemos assumir que V k, g(?\k) # 0 ( caso contré.rio,‘ Ak
seria solugéo 6tima e o algoritmO’térmiﬂaria)

Considere ik definido por

t, .k
x L g (A7)
L (III) -
1lg(A )]
temos
Il ¥ -2 || = «, portanto, de (II) temos,
fFG) =1 - . | (IV)
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Pela definig@o de subgradiente e por (I) e (IV) temos, V k :
(A" - g = (%) - £(2%) < 0. ’ (V)

Sabendo-se que o operador projegdo é umé, contragéo
(MINOUX(1983), pagina 448) podemos escrever

k+1 b k t gt(kk) .
A = %1 = | [progg [A* + B ———— -prOJS[A]“.
lg(A™) 1]
et gt (a") .
= || A+ %k ———— -2
Hg(A™) 1
Disto segue
k * k
2 2 (A"-A )g(A™)
A 2% g =¥ =" +t2 v 2t ———— . (VD)
k k
Itg(A™) 1]

Isolando A" em (III) e substituindo em * - a5 g(hk) temos

bk

vk b k k Tk g (A7) k
AT -2a)gx)= A A - a e g{d?) =

. Fg(A™) 1]
(a* - Xk) g(Ak) -« IIg(Ak)II substituindo em (VI) obtemos

T P (af - 1) g
AT = adl =11 =21l +t +2t n “2at,
g
deste resultado e (V) temos
' * * .

N N TR TP W T S QU™
como tk—e 0, existe K tal que k =z K = tk s .
Temos entdo V k =z K :
N W TIPS W T
por adigdo sobre k , k =K, K+1, ..., K+ P ;

K+P

K * K+P+1 2 K . 2

a[Ktk<||A—AHz-||A ATE <t - aThE

k=

Entdo, escolhendo P guficientemente grande, obtemos uma

contradicédo com o fato que z tk = o e o teorema esta provado.

k=0
L
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Este resultado nada diz a respeito da velocidade de
convergéncia, mas AGMON(1954) mostrou convergéncia linear deste
procedimento quando qsado para resolver inequagdes. .

Varias condicééé sobre a sequéncia {tx} foram apresentadas
usando uma variedade de hipbéteses técnicas. POLYAK(1963) mostrou
que a sequéncia de valores Z(RPAk) tem convergéncia

geométrica quando tk for definido da seguinte forma

Z(D) - Z(RP,k)

tk = ck N > , onde 0< ak =2, Vk.
Il gX") 11

A escolha do coeficiente de relaxagéo 0} >desta forma,

0 < o = 2, pode ser justificada pelo que segue:

Sejam Q = A'e R 0s2a; Z(RPA) = Z(D)}, S(A) a projegao

de A sobre Q e d(A) = |[S(A) - Al]l a distancia de A ao conjunto
dos pontos 6timos. _
Suponha A=Ak tkg(hk).

Podemos escrever

d(lk+1)'g AT - s s 1A% - saM) )
. |
M = s 112 = 1% - s0%) + ¢ g )17 =
= 1% - s 1P + 2t F - sM)g®) + €2 1120117,
portanto

() = d?") + ¢ [t HgI11% + 2 A - s g
Como a fungio Z(RPA) é céncava temos

(si¥) - AM1ga*) = z(p) - Z(RP,x) ,
logo

®) s d®() + ¢ [t g 117 - 2 [2(D) - Z(RPAk)]‘.

(2(D) - Z(RPAk)

Entretanto, se t for escolhido entre 0 e 2 ,
k X 2
[lg(A™ )|
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entdo d(hk*l) < d(Ak), ou seja, a distancia entre Aeo conjunto Q
de solugdes Otimas decresce estritamente para todo k, o que

Justifica esta escolha para tk.

Na pratica o desconhecimento de Z(D) leva a trabalhar com
estimativas Z de Z(D), portanto é comum o passo ser escolhido pela

férmula

~

Z - Z(RPAR)

t =¢ , (2.2)
koK [r gy 112

onde 0<o=2 e Z éum estimativa para Z(D).

POLYAK(1969) mostrou que usando uma estimativa 2_ < 2(D), ou
a sequéncia de Z(RPAk) converge para 2_ ou obtem-se, em um nﬁmero.
finito de passos, um ponto A para o qual é_ =< Z(RPAj) < Z(D),
usando o = 2, V k. Uma estimativa ﬁ_ < Z(D) pode ser calculada
se uma solucdo factivel para o problema dual for acessivel.

HELD, WOLFE e CROWDER(1974) usaram em suas experiéncias
praticas a estimativa._é_ =z Z(D) sem afetar a convergéncia do
algoritmo. Neste caso a condigédo tk —> 0 ( k — o ) exige uma

escolha de o — 0 (k —> ®). Sugeriram também uma estratégia

bempir'ica>para a determinagédo de o qué € a seguinte: o, = 2
. o

durante 2n iteragdes, ap6s isto faz-se o, < —%, apés n

iteragbes, depois repita para % iteragdes, 2 . g, ... até um

numero, r, pré-fixado de iteragdes, resultando tk pequeno. Usando

tais condigdes, eles obtiveram bons resultados no tratamento dos

problemas de alocagdo, caixeiro viajante e multi-fluxos.
Finalmente apresentamos, em uma forma resumida, o algoritmo

do método:

47



ALGORITMO SUBGRADIENTE

Inicializagédo -

Escolha 2°20 e g(d°) € 8Z(RP, );
kK = 0.

Passo principal -

Enquanto g(hk) #0 e k= numero méiximo de iteragdes,

faga:
- inicio
Kk+1 K’ gt(xk) :
A = projg (A" + tk—‘————;‘——— )
|1g(a™) 1]
k+1
escolha ga" ") e 3Z(RPAk+1);
k «—k + 1 ;
fim.

,Ak € a solugdo encontrada pelo método subgradiente.

0 calculo de 'g(Ak) pode ser feito pela. propriedade (1.2)
e o tamanho do passo pode ser calculado cdm.auxilio da foérmula
(2.2), usando estimafivas inferiores ou superiores.

Os critérios de parada sio bastante variados, dado que nao
temos um critério para terminar o] processo quando na
iteragdo corrente tem-se um ponto suficientemente préximo da
solugdo desejada. No entanto, tem-se usado terminar o algoritmo

por um nimero limite de iteragdes (FISHER(1985), MINOUX(1883)).
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CAPITULO vV

APLICACOES

Neste capitulo apresentamos alguns problemas classicos de
programacdo inteira, sem a pretengio de esgotar o assunto, para os
quais a relaxagdo lagrangeana fol wusada com sucesso e os

resultados publicados.

1. O Problema do Caixeiro Viajante

Nesta sec@o mostraremos o uso da relaxaclo lagrangeana na
resolugdo do problema.do caixeiro viajante, baseado nos trabalhos
de BAZARAA e GOODE (1977) e HELD e KARP (1970, 1971).

O problema do caixeiro viajante consiste em determinar uma
rota de custo minimo, na qual deve-se visitar N cidades, passando
apenas uma vez por cada uma dessas e entdo retornar ao ponto de

partida. Tal problema pode ser tratado como veremos a seguir.

Seja G = [X,U] um grafo direcionado, onde X denota o
-conjunto de vértices e |[X| = N : numero de vértices no grafo; U
denota o conjunto de arcos e |U] = M : numero de arcos no grafo.

Cada arco u € U é um par ordenado de vértices, u = (i,J), no qual
i é chamado vértice iniclal e j é chamado vértice final.

Un caminho é uma sequéncia de arcos { u, u, ..., up },
tais que para todo k =1, 2, ... , p-1 , o vértice terminal de uk
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coincide com o vértice inicial de u .,

Um circuito & um caminho {ul, U, ... up}, no qual o vértice
inicial do arco ul, coincide com o terminal de up.

Un circuito elementar ¢ um circuito tal que existe no maximo
um arco divergindo e um convergindo em cada vértice.

Um circuito Hamiltoniano é um circuito elementar, que contém
todos os vértices do grafo.

A cada arco u = (i, J) € U de G, associaremos o numero 1iJ :
o qual representa o custo de passar do vértice i para J.

O problema do caixeiro viajante equivale ent&o a determinar
um circuito Hamiltoniano de custo total ( soma dos custos de todos
os arcos no circuito ) minimo no grafo G. »

A versio ndo direcionada do caixeiro viajante, ou caixeiro
viajante simétrico, corresponde ao caso especial onde a existéncia
do arco (1,J) entre os vértices 1 e J implica na existéncia do
arco (Jj,i) e lij = ljl. Neste caso a orientagdo dos arcos pode ser
esquecida e o problema do caixeiro viajante busca um circuito
Hamiltoniano de custo total minimo em um grafo nio orientado.

Para a formulagio do problema, associaremos 'a cada arco

u = (i,J) de G uma variavel inteira xU que assume O ou 1, como

mostraremos a seguir

1. se o arco (1, j) esta contido no circuito
< - Hamiltoniano;
1)

0 caso contrario.

Seja Ux) ={u/ue U, X = 1}
Para um circuito Hamiltoniano temos as seguintes condigdes a

serem satisfeitas
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vieX:)x =1 C1
i)
y s
(1,)) €V
4
VieX: )x =1 C2
17
(1,)) € v
o grafo parcial G(x) = [ X, U(x) ] & conexo Cs
L

'As condicdes C1 e C2, s@o as condigdes necessarias para o
circuito ser elementar.

Podemos escrever a condigdo C3 como

(C’3) 0 grafo parcial G(x) = [X, U(x)] & conexo e contém

N arcos, 2 dos quais sfio incidentes no vértice 1.

0 grafo parcial satisfazendo (C’3) ¢é chamado de 1-arvore.
Uma 1-arvore ¢é um grafo consistindo de uma &rvore sobre os
vértices 2, 3,...,N , ligada ao vértice 1 por dois arcos
distintos ( ver figura 1.1 ). Assim uma l-arvore contém um unico
ciclo, este ciclo contém o vértice 1 e tal vértice sempre tem gfau

dois.

Figura 1.1 - 1-drvore consistindo de uma drvore sobre os
vértices 2,3,...,8 e ligada por dois arcos
distintos ao vértice 1.
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o’ .,xm):xu=0 ou x”=1

(1)) e os arcos (i,J) com xu = 1 formam uma 1-arvore '},

Seja e, = { (xu, ceey X

com esta notagio o problema do caixeiro viajante pode ser

formulado como segue.

min z IU le
(i1,3) € U

sujelito a

Zx”=1 (VieX) (1)
y 7 '
) (1,3) €U
2x”=1 (VyeX) - (2)
17 ‘
(1,3) € U
xXe¢g _ ' (3)

| !

Note que calcular uma l1-arvore de custo minimo na presenga
das restrigdes (1) e (2), é um problema muito dificil. No entanto
podemos dualizar tais restri¢gdes usando, como Ja vimos, a
‘relaxagdo lagrangeana. ‘ |

Para definir a relaxagdo lagrangeana deste problema tomemos
Ai como a variavel dual associada as restrigdes (1) e pj as

restricgdes (2). Ent8o a fungfdo lagrangeana torna-se
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=-ZA1-Z‘1]+Z (111+A1+“3)x1

1 k] (1,3) J

Para A e p fixos, o valor da fungdo dual Z(RPA;L) ¢ entdo
obtido por

Z(RPA”)= - ZAI - z pj + min{ X (IU + Al + “j ) xu }
i J xE«)1 (1,5

e reduz portanto, a busca de uma l-arvore de custo total minimo,
onde cada arco u = (i, j) de G tem um custo TU = 1lj + 7\1 + pj .

Notamos aqul que uma 1-arvore de custo minimo pode ser
encontrada, determinando-se uma arvore de custo minimo, a qual
possui todos os vértices de X - {1}, e posteriormente adicionando
a esta arvore dois arcos distintos de menor custo, incidentes no
vértice 1. Entdo o calculo da fungédo dual reduz-se essencialmente
a determinar uma arvore minima geradora ( HELD e KARP(1971) ).

No caso simétrico, onde temos 1U = 1ji para qualquer (i, j)
€ U e a orientagdo dos arcos irrelevante, em vez de impor as duas
condigdes Ci e (2 separadamente, é sﬁf‘.iciente garantir
a exiSténc_i’a.-'de,_precisamente dois arcos incidentes. Portanto, as

resAtri(;c')es (1) e (2) podem ser substituidas por uma dnica condigio

Zx + Zx = 2 (vieX)
1] 31
b 4 7

VYV (1,3) €U V (1,3) €U

Temos entdo ndo mais que N restrigdes de grau sobre os
vértices e determinamos a formulagdo do caixeiro viajante

simétrico sugerida por HELD e KARP (1971), como veremos a

seguir.
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min Z 1l xl
(1,3) € U ) ]

sujeito a

Z xU + Z X = 2 (VieX)

(1,J) € v (1,J) € v

O problema dual é dado abaixo

Z(D) = max Z(RPA)

A irrestrito

onde vZ(RPA)=—221Ai+min z (1 +2 +2 ) x

i= Xep (1,]) €U 1)

A otimizacdo do problema dual, tanto no caso ndo simétrico
quanto no caso simétrico, pode ser feita pelo método sﬁbgradiente,
visto no capitulo anterior.

A experiéncia computacional apresentada no trabalho de HELD
e KARP (1971), a respeito do problema simétrico para grafos
contendo mais de 64 vértices, mostra que o gap dual é geralmente
muito pequeno, raramente excedendo 1 ou 2 por cento, e também que
a otimizagdo do problema dual pelo método subgradiente, tem
fornecido bons limitantes inferiores, os quais s&@o usados no
método ‘branch—and—bound, com arvores de tamanho reduzido, para
determinar solugdes 6timas exatas.

As experiéncias de BAZARAA e GOODE (1977) mostram que no
éaso nao Sihétrico o gap dual também ¢é de tamanho reduzido

permitindo encontrar bons limitantes inferiores, o que possibilita
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resolver problemas de tamanho relativamente grande.

Recentemente, progressos importantes tém .sido feito na
solugdo do problema do caixeiro viajante, combinando relaxagio
lagrangeana e planos de corte. A idéia consiste em adicionar a
formulagéo descrita, restrigdes extras correspondentes as faces dé
casco convexo das solugdes inteiras. O uso dessas restrigdes,
“chamadas cortes, exclui solugdes nfo inteiras e resulta em reduzir
apreciavelmente o gap dual. Entretanto, uma completa
caracterizagé@o do casco convexo de pontos inteiros ndo é conhecido
no presente para o problema do caixeiro viajante; mas um grande
admero de tipos de cortes podem ser identificados. Nos casos
simétrico e ndo simétrico problemas com 318 e 325 vértices
respectivamente, foram resolvidos por esta abordagem ( MINOUX
(1983) ), o que demonstra o grande sucesso e 0 avango na solucdo

de problemas inteiros com auxilio da relaxacdo lagrangeana.

2.‘ Problema de [ocalizacio de Armazéns

0 problema de localizagdo de armazéns com capacidade
consiste em alocar um certo numero de armazéns os quais tém que
~ servir um conjunto de consumidores a um custo minimo, onde a cada
cohsumidor tem associada uma demanda e existem restrigdes sobre a
quantidade total de mercadorias demandadas de cada armazém. Os
armazéns sdo possiveis de serem localizados apenas nos pontos de
consumo. )

Podemos formular este problema como um problema de programa-
Géo linear inteira mista. Para isto considere os seguintes dados e

variaveis:
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Dados:

qJ é a demanda minima do consumidor J
3 € o custo de atender toda a demanda do consumidor j por
um.armazém instalado na localidade i, com dlj z0
Ql é a capacidade do armazém em i
11 é o limite inferior sobre a demanda atendida por um
armazém instalado na localidade i
P, é o limite inferior sobre o numero de armazéns
a serem instalados
P é o .limite superior sobre o numero de armazéns
a serem lnstalados
Fi é o custo fixo de instalagio do armazém na localidade i
Variaveis:
X é a fracido de demanda de um consumidor j atendida por

1)
um armazém em i.

1 se um armazém for instalado na localidade i,

0 caso contréario.

Ent3o com n consumidores o problema de localizagdo de

armazéns com capacidade’podé ser formulado por:
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n n

2(P)=m1nz Zd“xU + EFY , (1)
1=1 j=1 1= v

sujeito a

z =D J=1,....n (2)
1=1
n .
11Yl = JZlqjxlJ =< Qin . i=1,...,n - (3).
(P)
n
P, = Y Y sp, (4)
1=1
05xi s 1, i=1,...,n (5)
J J=1, ,n
Yi € {0,1} i=1,...,n (6)

As inequagdes (2) garantem que as demandas minimas de todos
os consumidores serfo atendidas. As inequagdes (3) garantem que
armazéns que nio foram instalados (yi=0) nao ofertem mercadorias e
que o total de mercadorias ofertado pelo armazém i (y1=1)
estd dentro dos limites,impostos'sobre ele. As inequacgtes (4)
garantem que o numero de armazéns esta entre P, e P. As
inequagdes (5) ‘definem X, como uma fragdo e finalmente as
equagdes (6) sdo as restrigdes légicas, sobre a instalagéo ou ndo
de um armazém.

Podemos ,tef casos onde os armazéns tém ~ capacidade
suficiente para atender qualquer consumidor, portanto as
restrigbes sobre a capacidade podem ser esquecidas, este problema

é chamado de localizagdo simples e pode ser formulado como veremos

a seguir:
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n n n
Z(P)=m1nz Zd X + ZFY
1=1 j=1 A=

(1)

sujelto a

Z ”21, « J=1,...,n - (2)
1=1
=Y , i=1,..., 3
1) § j=1 :: (3)
05x1 <1, i=1,...,n (5)
. J=1,...,n
Yi' e {0, 1} i=1,...,n (B)

E sabido que o problema de localizagdo & dificil de resolver
e tem sido extensivamente estudado. | ERLENKOTTER (1978)
apresenta um método para resolver o problema de 1localizagso
simples. Para isto obtém um problema linear continuo, relaxando as
restrigdes de integralidade sobre as ,va.r‘iéveis Y resolvendo-o
por um método dual. Os gaps duais s&@o muito pequenos e em varios
casos a solugdo do problema dual é uma SOqué.o primal inteira, a
qual é o6tima. Se as solugdes obtidas ndo forem inteiras, entao
sera aplicado o método branch-and-bound que, segundo o autor,
apresenta um tempo computacional reduzido. A

Voltando ao problema de 1ocaliza(;ao -com capacidade, vério>s
métodos com vsolu.c;ées apr'oximadas para (P) estdo sendo.
desenvolvidos, muitos dos quais utilizando a° relaxacéo

- lagrangeana.
Em alguns casos as restrigdes sobre os consumidores (2)

sio relaxadas na tentativa de encontrar uma solugdo factivel
através do problema lagrangeano. Tal relaxagdo pode ser vista

a seguir,
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n n n n
minlzl le(d S Adx o+ izlpivi +jZ A (7)

sujeito a

n ) '
llYl =< jZiqjxU < QiY1 , i=1,...,n (3)
n
pl = ZYI Spu (4)
1=1
ostSL i=1,...,n (5)
J=1, ,h
Y1 € {0,1} i=1,...,n (6)

CRHISTOFIDES e BEASLEY(1883) apresentam um método de
resolugdo para o problema (P), utilizando o procedimento
branch-and-bound com limitantes dados por esta relaxagio
lagrangeana. Esta relaxacdo pode ser facllmente resolvida por um
algoritmo apresentado por tais autorés, no qual as variaveis duais
séo determinadas pelo  método subgradiente. Apresentam
também resultados computacionais (para problemas com 50 armazéns e
150 consumidores) onde mostram que o gap dual é muito pequeno.

| MACULAN e REINOSO (1989) apresentam um método exato para
resélver o problemav de localizagdo capacitado. Para tal, usam
0 algoritmd’branch—and—bound com limifantes obtidos pelo método de
ajustamento de multiplicadores, que sdo heuristicas desenvolvidas
em aplicagdes especificas que exploram alguma estrutura especial
do problemé dual. Descrévem também um modelo de decomposigao
lagrangeana, o qual consiste da formulag8o de um problema
equivalente ao problema original (P), trabalhando com as variaveis
de decisfo, utilizando-as em cada conjunto de restrigdes de (P), e
definindo uma relaxagdo lagrangeana para a nova formulagéo, a
qual se decompde aditivamente em varios subproblemas, conservando
um dos conjuntos de restrigio de (P). Os autores apresentam
resultados de experiéncias computacionals, as quais mostram que a
técnica referida é razoavelmente eficiente para problemas de médio
porte.

Outros trabalhos com este tipo de método tém sido
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desenvolvidos, e com isto tém-se definido novas e diferentes

formas para uso da relaxagéo lagrangeana.

3. Problema de Designagio (Generalizada

0O problema de designacio generalizada ¢é o  problema de
designar n tarefas a m homens a um custo minimo, onde cada
.tarefa & atribuida a apenas um homem, ao qual estd associda uma

capacidade“de trabalho.
Notagdo:

é o custo de designar a tarefa j ao homem i

c
1) v
aij € o tempo que o homem i requer para executar a tarefa j
'b" é o tempo disponivel para o homem i

1 se o homem i executa a tarefa j
1 o caso contréario
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Formulacio:

m n

Z2(P) = minimoz z c” xU | (1)
121 §=1
sujeito a

m
Z xU =1 , J=1,...,n (2)

1=1

(P) n
Z alj xij < bl , 1 =1,...,m (3)

j=1
x €{0, 1}, 1=1,....,m, e 3=1,...,n (4)

1)

As restrigdes (2) asseguram que cada tarefa é designada a
apenas um homem, (3) respeita o tempo disponivel de cada homem.
Apresentamos duas relaxagdes lagrangeanas para o problema.

A primeira é por dualizag8o das restrigdes (2):

) m n : n m
Z,(RP ) = minimo Z Z Cyy Xyt ‘z uJ( 1 - Z X )
1=1 j=1 =1 i=1
‘sujeitoa
(RPu) n
Z'ai xi =< b1 , - 1L =1,...,m
by T
X, € {0,1}, 1=1,...,m, e j=1,...,n
onde u= (u u u)

2 n

Este problema reduz-se a m problemas da mochila O0-1
independentes e podem, seg:ndo FISHER(1981), ser resolvidos em

tempo proporcional a n z bi.-
‘ 1=1

A segunda relaxacio é obtida dualizando as restrigdes (3)

com vz=0
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m n

ZZ(RPV)=minimoZ ZC X 4+ Z:V(Za x —bx)

i=1 j=1 1o 111_11U 1
sujeito a
(RP_) qu =1 , 3=1,...,n (1)
1=1
xue{O,l}, 1=1,...,m, e jJ=1,...,n (2)
onde Vv = (v1 v, .. vm) 20
Esta relaxagdo é definida para v =z 0 pois é necessario

assegurarmos que ZZ(RPV) = Z(P). Tal problema é facil de resolver
(FISHER (1981)) em tempo proporcional a m.n, determinando-se o

= + hat =
(cU + viau) mli(n (ckJ \A akj) para cada j, fazendo-se xu 1

e os X restantes iguais a zero.

Podemos verificar que 2 (RPV) ndo mudard de valor caso

. 2
substituirmos (2) por 0 = x =<1, i =1,..., ne j=1, ..., n.

Isto indica que a relaxagéo l;:ossui a propriedade de integralidade.
Portanto, esta ndo seria uma boa escolha de restricgdes a relaxar
do ponto de vista de limitantes, comparandoFO com (1-5),

Temos visto, neste capitulo, exemplos de aplicagdes da
relaxacgéo lagrangeaﬁa, Vimos também, que tal método tem
proporcionado boas solugdes para o problema (P). Mas, as solu-
gdes do probleina lagrangeano s.éio sempre factiveis .para o problema
original ? B r ‘

A solugdo da relaxacgdo lagrangeana podé ser infactivel para
o problema (P), porém fornece subsidios para encontrar uma boa
solugdo factivel de (P) com uso de heuristicas. Exemplificaremos
tal idéia , baseando-nos no trabalho de FIS_HER(1981), para um
problema de desighaqﬁo generalizada. Para isto, imagine o problema
de designagio generalizada como o problema de colocar n itens

dentro de m mochilas, usando cada item apenas uma vez.

Portanto, no problema (RPu) as restrigdes relaxadas
m
xU =1, 3=1,...,n (que obrigam que cada item seja
1=1 ,
usado apenas uma vez) podem ser violadas. Suponha X a solugio
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6tima da relaxagdo (RPu) e defina :

wn
©
"
—
[
~N
S~
X
-
n
—
—

As restrigoes dé (P) s3o violadas por x correspondente ao
indicé J e (S1 v 53).

Seja J € Sa' Para satisfazer a restricdo violada basta
retirar o item J de todas as mochilas, com excegdo de uma. Para
determinar em qual mochila deixar o fitem Jj, FISHER(1981) usa a

.}
J 1]
Agora tomemos J € Sl’ Para completar a construcio da solugao

mochila que max {(cl - u‘) / a

factivel, basta designar itens de S: para as mochilas. 0O autor,
m

sugere ordenar os itens em S1 por valor decrescente de E:axj e
colocar cada item, por sua vez, dentro de wuma mochila com

capacidade suficiente, a qual maximiza (ci - ul) / a

3 13
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CONCLUSOES

Através de observagdes de experiéncias publicadas,
concluimos que a relaxagado lagrangeana fornece uma das técnicas
mais eficientes para produzir bons limitantes para problemas de
programacdo linear inteira, os quais reduzem substanciaimente
processos de busca em &arvore. Geralmente, na escolha das
restricdes a relaxar, explbra-se alguma . estrutura especial
apresentada pelo problema original, o que facilita a resolugdo do
problema relaxado. Varios trabalhos (em particular MINOUX(1989))
mostram que um numero razoavelmente grande de problemas, tem sido
resolvido com sucesso usando a relaxagido lagrangeana. Como exemplo
temos os problemas de localizagdo, cobertura, mochila quadratico,
designagdo, caixeiro viajante, multi-fluxos, sequenciamento e
muitos outros problemas isolados ( FISHER(1985) ), o que torna
evidente a potencialidade da rélaxagéo lagrangeana.

Observamos também‘que boas aproximagdes para o valor 6timo
do problema dual podem ser conseguidas com o uso do método
subgradiente, .sendo recomendado por alguns autores, como
MINOUX(1989), em vista, principalmente de sua simplicidade de
implementagio. ' ‘

Experiéncias mostram que os gaps duais, difefenqa entré os
valores 6timos dos objetivos dual e do problema original, s&o em
geral, pequehos. Assim, o interesse dé relaxacdo lagrangeana néo
esta restrito apenas a determinagdo de bons limitantes, podendo
também ser wusada para obter boas aproximagdes para a solugdo
6tima do problema original ou até mesmo solugdes exatas.

A técnica de relaxacdao lagrangeana tem sido aplicada a
problemas do tipo combinatoriais com procedimentos enumerativos em
conjungdo com outros métodos, como métodos de planos de cortes,

restricdo de substituicdo e outros, melhorando assim os limitantes
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inferiores ou em alguns casos, obtendo uma solucdo 6tima inteira.

Pelo que podemos observar nos trabalhos publicados, a
relaxagdo lagrangeana tem ‘sido muito wusada com resultados
satisfatérios, embora na pratica exija o uso de algumas
heuristicas, como para tornar a solugdo do problema lagrangeano
factivel para o problema original. Segundo FISHER(1981), tais
solugdes, quase sempre, s8o infactiveis, porém, sfo "quase"
factivels, podendo torna-las factiveis por heuristicas especificaé
ab problema, como por exemplo aquela descrita na segcdo 3 do
capitulo V, para problemas de designagdo generalizada. Talvez,
este fato seja  uha das maiores dificuldades apresentadas na
utilizagio deste método, embora esta dificuldade ndo tenha sido
salientada nos trabalhos estudados,

O interesse pelo tema deste trabalho foi dispertado por seu
extenso uso e pfaticidade. Nesta etapa, procuramos dar um enfoque
mais teérico para esta abordagem, buscando os principais conceitos
e relagdes que se fazem necesséarias para enteﬁdimenho e uso do
métodp.

' Portanto, ¢é de nosso interesse em uma segunda fase de
trabalho, implementar computacioﬁalmente este método de relaxagao
para um problema especifiéo, comparando o método subgradiente com
outras formas de resolugdo do problema dual. MINOUX(1983)
apresenta alguns problemas combinatoriéis que foram resolvidos com
sucesso, usando relaxaééo lagrangeana e planos de cortes, os quais
foram sugeridos por GEOFFRION(18974). Portanto, também faz parte de
nossas perspectivas futuras, estudar tal abordagem.

Como vimos, esta & uma area de extrema importancia, por ser
bastante aplicada a‘problemas praticos. Portanto todo esforgo que
sé fizer na busca de melhores métodos ou aperfeigoamento dos ja

existentes, sera imprescindivel no processo de desenvolvimento.
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Propriedade 1

Se jam
Z(P) = min cx
(1) Ax 2 b

xz0

(2)

Z(D)

max ( min cx + A(b - Ax))
Az0 xz0

Como (1) é um problema linear, entio (2) coincide com seu

dual padrao.

Prova:

min ( cx + A(b - Ax)

)

min ( (c - AA)x + Ab).

Este minimo existe se e somente se

ou AA =c .
| Fazendo D = { A / AA
Para qualquer A € D,
(c- A )x =0.
Assim, V A/ AA = c,

min cx + A( b

Definigéo 1

'Um conjunto S ¢ R" &
Vx €S,
Vye€sS,

Vae [0, 1].

<

(o]

implica

c,

A =0},

cC - AA 20,

minimo para cx é alcangado quando

Ax)

Ab.

convexo se e somente se
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Definigdo 2

0 casco convexo de um conjuto A, A C R", denotado por Co{A}

€ o menor conjunto convexo que contém A.

Exemplo:

Propriedade 2

Seja A ¢ R" conjunto compacto, f: A —— R linear, e
-considere a o ponto de maximo da fungdo f.
Se a fungdo f acima for definida como f: Co{A} —— R entdo

o ponto de méximo de f sera a.

Prova:

. Suponha por absurdo que a ndo seja o ponto de maximo da
fungdo f definida no casco convexo de A. Entdo 3 b € Co(A) /
K = f(b) > f(a).

Seja¢>0/K—e>f(a).
Definimos Sk-e ={xeR/f(x) <K-¢} que é fechado e
convexo.

Desde que A < Sk-e

segue Co{A} < Sk-e' Absurdo pois b € Co{A} e
K= f(b) <K-¢e=f(b) - e.
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Definicdo 3

Uma fungdio f: R” ——R definida sobre um conjunto convexo

Sé convexa se satisfizer
VxeS VYyeS, Vae [0, 1]:
flax + (1 - a)y ) s af(x)+ (1 - a) £fly),

e f sera concava se a fungdo -f(x), x € S, for convexa.

Definicdo - 4

O epigrafo de uma fungio f : R"— R, denotado por
epi [f], é o conjunto:

n+1

{(p, x): f(x) spu, xe€R, peR) cR

. Propriedade 3

Uma fungdio f é convexa se e somente se epi [f] & um conjunto

convexo.

Definigéo 5

Dizemos que um problema de programacido matematica € convexo
se -consistir de uma minimizagdo de uma fung¢do convexa sobre um

dominio convexo.

Definigdo 6

Uma funcao f: X —— R, Xc Rn. ‘diz-se semi continua
inferior no ponto a € X, quando para cada € € R, € > 0, existe uma

vizinhanga V de a tal que x e V = f(a) - & = f(x).
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