Solugcao numérica de escoamentos
viscoelasticos tridimensionais com superficies
livres: Fluidos de Segunda Ordem

Igor Feliciano Simplicio Revoredo




SERVICO DE POS-GRADUACAO DO ICMC-USP

Data de Depésito:

Assinatura:

Solugao numérica de escoamentos viscoelasticos
tridimensionais com superficies livres: Fluidos de
Segunda Ordem

Igor Feliciano Simplicio Revoredo

Orientador: Prof. Dr. Murilo Francisco Tomé

Dissertagdo apresentada ao Instituto de Ciéncias Matemadticas e
de Computagdo - ICMC-USP, como parte dos requisitos para
obtencdo do titulo de Mestre em Ciéncias - Ciéncias de
Computagdo e Matemdtica Computacional.

USP — Sao Carlos
Fevereiro/2010



Aos meus pais,
Fdatima e José






Agradecimentos

Primeiramente a Deus, pelo dom da vida, por seu amor e orientacao.

Aos meus pais, em especial a minha mae Fatima, pelo amor, apoio e confianca sempre
expressados e pelas corre¢oes nos momentos certos.

As minhas irmas Gleyce e Camila, pelo carinho e incentivo de toda hora.
A minha noiva Téania, pelo amor, companhia e ajuda durante estes anos do mestrado.

Ao professor Dr. Murilo Francisco Tomé do ICMC-USP, pela orientacao e tranquilidade
passada nos momentos desafiadores.

Aos amigos Fernando, Rafael, Pedro, Fernando Kurokawa, Alysson, do LCAD, pela
atencao e colaboracao.

Aos amigos de Teresina, Ronildo, Junior, Ricardo, Aldir e outros que incentivaram e
ajudaram diretamente neste trabalho.

Aos amigos de Sao Carlos, Reinaldo, Tiago, Adriano, Pelegrine, Oswaldo, Patricia,
Alanna, Nilmara, Sarah, e muitos outros que sempre deram um voto de apoio.

Ao professor Dr. Sergio Luiz Frey da UFRGS e ao professor Dr. Roney Leon Thompson
da UFF, pelos comentario e criticas feitos na banca virtual do meu Exame de Qualificagao.

Meus sinceros agradecimentos a todos os professores e alunos dos grupos de pesquisa
do LCAD e funcionarios do ICMC-USP, pela saudavel convivéncia e apoio dado durante a
realizacao deste trabalho.

Por fim, meu agradecimento ao CNP(q pelo auxilio financeiro que possibilitou a realizacao
deste trabalho (ntimeros dos processos: 131947/2007-9 e 135938,/2008-2).






Resumo

Este trabalho apresenta uma técnica de diferencas finitas para resolver a equagao cons-
titutiva Fluido de Segunda Ordem para escoamentos tridimensionais com superficie livre.
As equagoes governantes sao resolvidas pelo método de diferencas finitas em uma malha
deslocada 3D. A superficie livre é modelada por células marcadoras (Marker-and-Cell) e as
condicoes de contorno a superficie livre sao empregadas. O método numérico apresentado
neste trabalho foi validado pela comparacao entre as solucoes numéricas obtidas para o
escoamento em um tubo com a solucao analitica correspondente para Fluidos de Segunda
Ordem. Ao fazer refinamento de malha, a convergéncia do método numérico foi verificada.
Resultados numéricos da simulagao do problema do inchamento do extrudado para ntimeros
de Deborah De < 0.3 sao apresentados.

Palavras-Chave: Diferencas finitas, Escoamentos viscoelasticos, Marker-and-Cell, Super-
ficies livres, Fluido de Segunda Ordem.
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Abstract

This work presents a finite difference method to simulate three-dimensional viscoelastic
flow with free surfaces governed by the constitutive equation Second Order Fluid. The
governing equations are solved by the finite difference method in a three-dimensional shifted
mesh. The free surface of fluid is modeled by the Marker-and-Cell method which allows for
the visualization and the location of the free surface of fluid. The full free surface stress
conditions are employed. The numerical method developed in this work is validated by
comparing the numerical and analytic solutions for the steady state flow of a Second Order
Fluid in a pipe. By using mesh refinement convergence results are given. Numerical results
of the simulation of the transient extrudate swell of a Second Order Fluid of the Deborah
number De < (0.3 are presented.

Keywords: Finite difference, Viscoelastic flows, Marker-and-Cell, Free surface, Seconde
Order Fluid.
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Introducao

Muitos processos na industria de polimeros envolvem escoamentos com superficies livres
de fluidos complexos. Como exemplo podemos citar a extrusao e o enchimento de containeres
com fluidos de reologia complexa. Esses problemas tém motivado o desenvolvimento de méto-
dos numéricos de modo que esses processos possam ser estudados via simulacao. Os modelos
UCM (Upper-Convected Maxwell), Oldroyd B e PTT (Phan-Thien-Tanner) tém sido con-
siderados por muitos pesquisadores e uma variedade de técnicas para simular escoamentos
viscoelasticos governados por esses modelos tem sido desenvolvidos, por exemplo Brasseur et
al. [15], Carew et al [16], Huang et al. [33], Marchal e Crochet [21], Phillips e Williams [5],
Xue et al. [8], Yoo e Na [10], entre muitos outros pesquisadores. Os problemas investigados
tém sido o escoamento através de uma contragao 4:1 em duas dimensoes (por exemplo, Alves
et al. [4], Phillips e Williams [5], Yoo e Na [10]) e em trés dimensées (ver por exemplo, Mom-
pean e Deville [22], Xue et al. [8]). O inchamento do extrudado também tem sido estudado
por muitos investigadores, por exemplo Brasseur et al. [15], Ryan e Dutta [37]|, Crochet e
Keunings [23, 38|, Tomé et al. [20], Paulo et al. [14], entre muitos outros.

Por outro lado, escoamentos viscoelasticos governados pela equacao constitutiva Crimi-
nale-Ericksen-Filbey (CEF), que é conhecida como Fluido de Segunda Ordem, tem sido pouco
estudadas. Entre os trabalhos que simulam escoamentos com superficie livre utilizando essa
equagao constitutiva, podemos mencionar o trabalho de Gast e Ellington |31] que utilizaram
o codigo FIDAP [30] para simular o inchamento do extrudado de um Fluido de Segunda
Ordem e conseguiram resultados para fluidos com pouca elasticidade (isto é, nimero de
Deborah pequeno, De =~ 0.1). Mais recentemente, Tomé et al. [13] apresentaram um
método numérico para simular escoamentos com superficies livres governados pela equacao
constitutiva Fluidos de Segunda Ordem em duas dimensées. Tomé et al. [13] desenvolveram
um método de diferengas finitas para resolver as equagoes governantes e utilizaram o método
de particulas marcadoras [32| para representar o fluido. Resultados para o problema da
contragao plana 4:1 e do inchamento do extrudado para fluidos com alta viscoelasticidade
foram obtidos.

O objetivo desse trabalho é estender a técnica apresentada por Tomé et al. [13| para
escoamentos tridimensionais. Pretende-se desenvolver uma técnica numérica que seja capaz
de simular escoamentos tridimensionais com superficies livres de Fluidos de Segunda Ordem.
Vamos utilizar o método das particulas marcadoras e desenvolver um método de diferencas
finitas para resolver as equagoes basicas. Pretende-se também obter a solucao analitica para
escoamentos estacionarios de Fluidos de Segunda Ordem em um tubo e utilizar essa solugao
analitica para validar o método numérico proposto nesse trabalho. Resultados numéricos
para o problema do inchamento do extrudado sao apresentados.
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Introducdo

Organizacao da dissertacao

O trabalho estd organizado da seguinte maneira:

Capitulo 1: Apresenta as equagoes governantes para escoamentos viscoelasticos tridi-
mensionais modelados pela equagao constitutiva Fluido de Segunda Ordem. Descreve
a obtencao da derivada convectada contravariante e das equagoes governantes em co-
ordenadas cartesianas. Apresenta as equacoes envolvidas na forma adimensional. Por
fim, apresenta as condig¢oes de contorno nos injetores, ejetores, contornos rigidos e nas
superficies livres.

Capitulo 2: Esse capitulo apresenta o algoritmo utilizado para resolver as equacgoes
governantes.

Capitulo 3: Esse capitulo apresenta a discretizagdo das equagdes bésicas (fungao
reologica, equagao de conservacao de quantidade de movimento, equacao de Poisson e
velocidades finais) por meio da técnica de diferengas finitas. A aplicagao das condig¢oes
de contorno na superficie livre sao também tratadas pelo método de diferencas finitas.

Capitulo 4: Apresenta os resultados de validacao. A solug¢ao numeérica do escoa-
mento em um tubo é comparada com a respectiva solucao analitica. A convergéncia é
demonstrada através do refinamento de malha computacional.

Capitulo 5: Apresenta os resultados obtidos nas simulacdes do fenémeno do in-
chamento do extrudado.

Capitulo 6: Apresenta as conclusoes finais relacionadas a pesquisa desenvolvida.



CAPITULO

1

Equacbes governantes

As equagoes que governam o escoamento incompressivel de um Fluido de Segunda Ordem
(Second Order Fluid - SOF) sdo, conforme Bird [2], a equagao de conservagio de quantidade
de movimento (1.1), a equagao de conservagao de massa (continuidade) (1.2) e a equagao
constitutiva para fluidos de segunda ordem (1.3), como segue:

0
p(a—ltlJrV-(uu)):—VerV-Terg, (1.1)
V-u=0, (1.2)
v
T =1 {D+)\2D+/\4 (DD)} ) (1.3)

onde u é o campo de velocidades, p é a massa especifica do fluido, p é o campo de pressao, g
é o vetor de aceleracao gravitacional, T é o tensor de tensao extra. Na equacao constitutiva
(1.3), 1o denota a viscosidade e os parametros Ay e Ay denotam propriedades materiais. O

v
tensor taxa de deformacao D e a derivada convectada contravariante D sao dados por:

D = Vu + (Vu)’ (1.4)

v DD
D:%— [(Vu)T-D—FD-Vu} , (1.5)
respectivamente. A notacgao D% representa a derivada material e é definida por

D(D) 0D
W = W‘l—V(HD) (16)

Para escoamentos cisalhantes simples em regime permanente, os parametros materiais
Ay e Ay sao conhecidos como o primeiro e o segundo coeficientes de diferenca de tensoes
normais, definidos por:



2 Capitulo 1 - Equacées governantes

T12
n=" = Dy’ (17)
. Ny _T1i1 — T2
\Pl = (Dzy)Q = (Dzy)Q = —2770)\27 (18)
N. _
U= =2 (1.9)

D7 ~ (D

onde N; e N, sao a primeira e a segunda diferencas de tensoes normais, ¥; e U5 sao o primeiro
e o segundo coeficiente de diferenca de tensdes normais e 75 é a tensao de cisalhamento.
Na notacao acima, se o fluido se move somente em uma direcao e sua velocidade também
varia somente em uma direcao, entao a dire¢ao da velocidade do fluido é representada pelo
indice 1, a direcao de variacao da velocidade é representado pelo indice 2 e a dire¢ao neutra
é representado pelo indice 3.

Na literatura (por exemplo |24], [25], [26], |27]) a equagdo constitutiva SOF é definida
em funcao dos tensores de Rivlin-Ericksen A; e As, como apresentada a seguir,

T = 77()A1 + OélAg + O[2A12 (110)

onde A; ¢ igual ao tensor taxa de deformacao D, e A, é a derivada convectada covariante,
que é dada por:

D(A,)
Dt

Sendo o fluido de segunda ordem modelado pela equagao (1.10), para que ele seja com-
pativel com a 2? lei da termodinamica e também satisfaca a inequacao de Clausius-Duhem
para todos os movimentos e a hipotese de que a energia livre de Helmholtz especifica do
fluido ¢ minima quando esta em repouso (ver [28]), entao deve obedecer as restrigoes,

A, = +[(Vu)" - Ay + Ay - Vu]. (1.11)

Mo > 0, ap > 0, oy +ag = 0.

Os fluidos caracterizados por essas restricoes sao conhecidos como fluidos de segundo
grau (second-grade fluids), um caso particular dos fluidos de segunda ordem [29].

Para se ter as mesmas condicoes de estabilidade acima com a formulacao deste trabalho,
ou seja, para o modelo da equagdo constitutiva (1.3), apresentamos a seguir a conversao
destas condicoes a partir do tensor taxa de deformacao D = A; e da relacao entre as

v
derivadas convectadas D = Ay — 2A7 :

r:mD+mB+@D2
= A1 + 51 (As — 2A7) + BoA7
= noA1 + f1As — 201AT + G2A3
= noA1 + B1As + (B2 — 261) Af

como em (1.10) a condic¢do é ay + as = 0, temos

B+ (B2 —261) =0



logo,
br=Ps.

Neste trabalho serdo considerados o caso geral, onde (31 # (35, e também o caso simpli-
ficado B; = (5. Como a taxa de variacao do tensor taxa de deformacao é supostamente
pequena e iremos consider que os escoamentos tridimensionais convergem para uma solugao

D(D)
Dt

estacionaria, a derivada material

serd desprezada nas simulagoes.

Nas proximas sessoes vamos considerar escoamentos cartesianos tridimensionais e apre-

sentar as equacoes (1.1)-(1.6) em coordenadas cartesianas.

1.1 Obtencao da derivada convectada contravariante

em coordenadas cartesianas

v
Nessa sessdo, vamos expandir a derivada convectada contravariante D (também chamada

de derivada convectada superior) em coordenadas cartesianas tridimensionais.
O gradiente do vetor u e o tensor taxa de deformacao D sao dados por

u v ow
v T
u= ou ov  ow
0z 0z Oz
25 (& +a) (G+%)
D=| (5+5) 25 (E+%)
Gl Gy o

onde u = (u,v,w) é o vetor velocidade e x = (x,y, z).

(1.12)

(1.13)

Para a soma da derivada temporal %—It) e 0 termo convectivo V- (uD) definidos na equagao

(1.6) temos, em notagao matricial:

AT ATY ATz
%—D+V-(uD):A: AT A Av?
t ATz AYE A#

onde seus elementos sao:

sz —

o(D™) n d(uD*®) N 0(vD™) N O(wD™)

ot ox oy 0z

ay ay ay ay
Ao 3(1; ) 3(%(;12 ) 4 3(%13 ) 4 3(@213 )
A 3(; ) +<9(1£ ), 8(1(;Dy ), 6(12];) )

vy vy vy vy
o 20, D), SD®)  HuD

yz yz yz yz
e = 208D | F6DT) , 96D7) | D)
4= _ 0(D) | 9D¥) , 9(wD*) | H(uD")

ot ox oy 0z

(1.14)

(1.15)
(1.16)
(1.17)
(1.18)
(1.19)

(1.20)
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sendo as componentes D** D® D% D& DY e D* do tensor taxa de deformacao obtidas

pela equagao (1.13).

Utilizando as equacoes (1.12) e (1.13) obtemos:

(Vu)'D

onde:

e _
B™ =
e
BY* =
BYY —
BY* =
B
B¥ =

BZZ —

De maneira analoga, obtém-se

Bz By pes
=B=| B¥ BwW Bv%
B= RBw pe=
gZD” + ZZDW + ZZD”
%Dzy + g‘;Dyy 4 %Dyz
%D“ + gZDyz + %Dzz
%D” + gZDzy + %D“
%Dzy + gZDyy + %Dyz
%D“ + Z’/Dyz + %Dzz
g—ZD” + (ZZD“’ + %D“
%Dzy + aalyUDyy + %Dyz
Z—ZD“ + ?;Dyz + %Dzz
Crr Cwy (e

DVu=C= | Cv Cw (v

c# O (O**

(1.21)

(1.22)
(1.23)
(1.24)
(1.25)
(1.26)
(1.27)
(1.28)
(1.29)

(1.30)

(1.31)
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onde:
szixDm+Z?my+g;yz (1.32)
oY — %Dm + gZDzy + %Dm (1.33)
o5 %}Dm ZZ D %)Dzz (1.34)
ove — %Dzy + ?Dyy + %Dyz (1.35)
oY g£Dzy i gUDyy + gUDyz (1.36)
CvF — Z:Dzy + ngyy + aal:Dyz (1.37)
o — gZD zz guDyz g D% (1.38)
o — gzDzz gszz gzDzz (1.39)
o — Ztzz ngyz ZZDZZ (1.40)

Finalmente, utilizando a notacao para as componentes da derivada convectada contravari-

v

ante D:

e das equagoes (1.14), (1.21) e

Logo,

D$.Z'
D*
DEZ
D
D¥*
DZZ

v

D=A-[B+C|.
= A% — [BY 4+ O]
— AV — [B¥ + ¥
— AZZ _ [BZZ + CZZ]

(1.41)

v
(1.31), temos que as componentes do tensor D sao dadas por:

(1.42)

—_
e
.

—_
S
(@)

AN N N N N N
[u—y —_
=~ Iy
=~ ot

R e =
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1.2 Obtencao das equacdes governantes em coordenadas
cartesianas

Utilizando a equacao (1.13), pode-se verificar que o produto (tensorial) D-D é dado por:
prT PDrY Pz

D.-D=D= | D% Dw Dv (1.49)
DTz DYz P32

onde

D (sz)Q + (Dzy)Q 4 (Dzz)Q
DY — DD + D@Dy + D#DY*
DrE — DD 4 D¥DY* + D*D*
DYV — (Dﬂ:y)2 + (Dyy)2 + (Dyz)2
DY: — DWD 4+ DWDY* + D¥D*
D = (D:cz)Z + (Dyz)2 + (Dzz)2

Logo, podemos escrever as componentes da equagao constitutiva (1.3) na forma:

I v
7 =y | D™ 4 AD* 4 MD”} (1.56)
i v
7% =1 |D™ + XD + )\4ny] (1.57)
i v
i v
T = 55 | DY 4 A,D¥ + >\4Dyy] (1.59)
i v
T =1y | DY 4+ AoD¥* 4 /\4Dyz} (1.60)
i v
7 =y |D® + \D® 4 )\41)”] (1.61)
onde D** D ... D?** sdo obtidos por meio das equagoes (1.50)—(1.55), respectivamente
vV Vv \
e D* D% ..., D* sao calculados pelas equagoes (1.43)—(1.48), respectivamente.

Para facilitar a notagao, vamos escrever o tensor de tensao extra como uma soma de um
tensor newtoniano, representado por 79D, e um tensor nao-newtoniano que representaremos
por no®, onde ® é a fungao reoldgica descrita por

\Y
& = \,D + \y(D - D) (1.62)

dessa forma temos:

T =1n[D + ®], (1.63)

logo, as equagoes (1.56)—(1.61) podem ser escritas como:
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componente 7%°:
onde a componente nao-newtoniana ®** ¢ dada por:
O = Ny { A" — [B™* 4+ C**]|} + \y [D™] (1.64)
sendo A™, B* C** D*® dados por (1.15), (1.22), (1.32) e (1.50), respectivamente.
componente 7Y:
= D+ 97,
onde a componente nao-newtoniana ®* ¢ dada por:
O = Ny {A™ — [B™ + C™]} + N\, [D™] (1.65)
componente 77%;
onde a componente nao-newtoniana ®** é dada por:
% = \y {A** — [B™ + C*|} + A\, [D™*] (1.66)
componente 7YY:
TV = o [D¥ 4 O],
onde a componente nao-newtoniana ®¥ é dada por:
QYW = N\ {AY — [BY + CY]} + \y [DYY] (1.67)
componente 7Y*:
7 = o [DY 4 B,
onde a componente nao-newtoniana ®¥* é dada por:
OV = \y {AY* — [BY* + C¥*]} + \y [DY7] (1.68)
componente 7°%:
TZZ — ,’70 [DZZ + @ZZ])
onde a componente nao-newtoniana ®** é dada por:
D% = \y {A** — [B* + C¥]} + A\, [D7] (1.69)

Tendo obtido a equacao constitutiva do modelo SOF expandida em coordenadas carte-
sianas tridimensionais conforme a equagao (1.63), a equagao de conservagido de quantidade

de movimento (1.1) toma a forma

aa—?+v-(uu):—Vp*+<%) [VPu+V- @] +g.

(1.70)
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onde p* = (p/p) denota a pressao por unidade de massa especifica. Por simplicifica¢ao, p*
seréa representado apenas por p. Em coordenas cartesianas, as componentes u, v, w Sao:
ou  Ou?)  O(uw) N Ouw)  Op

ot ox oy 0z _7%+

n [g2 0P 0™ 0P
o [v ut e ey T e | T (1.71)
ov  Ouww)  O(v?) ﬁ(vw)__@+

ot Ox oy 0z Oy
8@“’_’_8(1)?/9 oOPY*

0 |2
+p[v1;+ 5w eyt 8Z:|+gy, (1.72)
ow  O(uw)  Ovw)  O(w?)  Op
ot " or oy | 0x oz
W [oo | 0BT 0BV 9D
+p[Vw+ 5 Ty T e | T (1.73)
onde &% &% . . % gio dadas por (1.64), (1.65), ..., (1.69), respectivamente.
A equagao da continuidade (1.2) é dada por:
Oou Ov Ow
g tay a0 (1.74)

Com a expansao das equagoes governantes, finalizamos o desenvolvimento do modelo
SOF incompressivel no sistema de coordenadas adotado. O proximo passo é adimensionar
as equagoes governantes.

1.3 Adimensionalizacao das equacdes governantes

Para adimensionar as equagoes governantes, vamos utilizar U e L valores de referéncia
para a velocidade e para o comprimento, g um valor de referéncia para a constante gravita-
cional e as variaveis adimensionais:

R _ . u B p _ g U
X== u=_, p= g=- t=—

— t.
L U pU?’ g L

Nesse caso, pode ser mostrado que a equacao de conservacao de massa, a equacao de conser-
vacao de quantidade de movimento (1.70) e a equagao constitutiva (1.63) podem ser escritas
na forma adimensional como (para detalhes, ver Tomé et al. [13]):

V-u = 0, (1.75)
du _ —V - (uu) — Vp+ = [Vu+ V-] +— (1.76)
ot p Re Fre® ’
onde
® = De[A—(B+C)| +D (1.77)

e A, B, C e D sao obtidos pelas equagoes (1.14), (1.21), (1.31) e (1.49), respectivamente. As

barras foram omitidas para simplificacao.
- . L ., , , ,
Nas equacoes acima, Re = % ¢ o numero de Reynolds, F'r = % é o numero de Froude,
U

De = ’\QTU é o numero de Deborah e o numero adimensional s é definido como kK = -
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As equagoes (1.75)—(1.77) sao as equagoes governantes na forma adimensional para sim-
ular escoamentos incompressiveis de fluidos de segunda ordem (para simplificar a notacao,
o sinal de barra em cima das variaveis foi omitido). A partir desse capitulo, trabalharemos
somente com as equagoes adimensionais. A seguir, trataremos as condi¢oes de contorno
necessarias para escoamento do tipo SOF.

1.4 Condicoes de contorno nos injetores, ejetores e con-
tornos rigidos

Os contornos da malha podem ser de varios tipos: injetores, ejetores ou parede rigida.
Sejam Uy, Um1, Ume & velocidade normal e tangentes ao contorno, respectivamente. Entao,
para um contorno tipo parede rigida, temos

Uy, =0 Uy = 0 U = 0 (condi¢ao nao-escorregamento)
e em injetores a velocidade normal é prescrita e as velocidades tangenciais sao nulas, ou seja
Up = Uinj U =0 Upz =0 .
Em ejetores, assumimos a condi¢ao de Neumann homogénea,

Oup, Oty O 0
on  on  On

1.5 Condicoes de contorno nas superficies livres

Considera-se um fluido viscoso escoando em uma atmosfera passiva (onde assume-se
pressao zero), de forma que as componentes normal e tangencial da tensdo devem ser con-
tinuas através da superficie livre. Assume-se também que os efeitos da tensao superficial
podem ser desprezados (para detalhes ver Batchelor [1]). Nesse caso, as condigoes a serem
satisfeitas sao:

n-(o-n)=0 (1.78)
ml-(o-n)=0 (1.79)
m2-(oc-n)=0 (1.80)

onde o é o tensor tensao total dado por

1
Uz—pI—i—E[D—l—(ﬁ] : (1.81)

onde n = (ny,ny,n,) é o vetor unitario normal a superficie livre e m1, m2 sdo os vetores
unitarios tangenciais. Em coordenadas cartesianas estas equacoes sao dadas por:

1 [ 0u , ov o ow ou Ov
2—— T2y 242+ ) n
[ 8xn$+ ayny—l— aznz—l— (8y + 89@) Ny

ou Ow ov  Ow 9 9

+ ®%n? 4+ 2 (®%ngn, + ®%n,n, + @yznynz)} , (1.82)
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—nzml, —l-Zg nymly, —I—Q@a n,ml,
Oou  Ov ou  Ow

a x 1 1x a_ a_ T 12 z 1m
<8y+8x>(nmy+nym )+<8z+8x>(nm +n,mly,)

0 0
+ <8U + 6w> (nyml, +n,mly) = — [Cbmnzmlx + ®¥nymly + ®*n,ml,
z Oy

+ @™ (nymly, + nymly) + % (nyml, + nymly) + ®¥* (nyml, + n,ml,) (1.83)

8
8
_|_

ou ov ow
Q%nmm% + 28—ynym2y + 2anzm2z

ou Ov ou Ow
+ (83/ + 81:) (ngm2y + nym2;) + (82 + 8:13) (nym?2, +n,m2;)

0 0
+ (av + 8w> (nym2, + nym2,) = — [@”nzm% + ®¥n,m2, + ®*n,m2,
< Y

+ O™ (nym2y, + nym2;) + % (nym2, + n.m2;) + ®YV* (nym2, + n.m2,) | . (1.84)

As equagoes (1.82)-(1.84) representam as condi¢oes de contorno apropriadas para a su-
perficie livre do fluido. A aproximacao por diferencas finitas destas equacoes serao dadas no

capitulo 3.



CAPITULO

2

Método numérico utilizado

2.1 GENSMAC3D-SOF

Para resolver as equagoes da continuidade (1.75), conservagao de quantidade de movi-
mento (1.76) e a equagao reoldgica (1.77) vamos nos basear na metodologia apresentada por
Tomé et al. [13] para os escoamentos bidimensionais de fluidos de segunda ordem. Neste
trabalho vamos apresentar a extensao dessa metodologia para escoamentos tridimensionais
como segue.

Assume-se que, no tempo t,, a velocidade é conhecida, bem como as condi¢oes de con-
torno para u(x,t,). Seja t,+1 = t, + 0t, entao, a velocidade u(x,t,+1) e a pressao p(X,t,+1)
sao calculadas pelos seguintes passos:

2.2 Algoritmo computacional

Passo 1: Com u(x,t,), calcule as componentes de ®(x,t,,) usando equagoes (1.64)—(1.69).

Passo 2: Seja p(x,t,) um campo de pressao inicial que satisfaz a condi¢ao de contorno para
a pressao na superficie livre. Esse campo de pressao é calculado de modo que a equacao
(1.82) seja satisfeita na superficie livre.

Passo 3: Com a fungio reologica ®(x,t,) e a pressao p(x,t,), calcula-se a velocidade
intermediaria u(x, t,.1) por meio da equacao

ou

S =~V (uu) = Vi+ (i> [VPu+ V.- 9] + - (2.1)

Re Fr2

com u(x,t,) = u(x,t,) inclusive para as condi¢oes de contorno. Subtraindo-se (2.1) de
(1.76), temos

——— =V -p). (2:2)



12 Capitulo 2 - Método numérico utilizado

Aplicando-se o operador rotacional em (2.2), obtém-se

V x <¥> =V x(V(p-p)) =0. (2.3)

Como ¢é vélida a comutacao entre os operadores em (2.3), tem-se

9(V x (u—1))
ot

—0, (2.4)

ou seja, V x (u—u) = f(x), t € [t,,tns1]. Porém, como u(x,t,) = u(x,t,), conclui-se que
f(x) = 0 e portanto
V xux,t,r1) =V xux,ty1), (2.5)

0 que mostra que u(x,t,,1) contém a vorticidade correta em ¢ = ¢, ;. Porém, seu calculo
através de (2.1) nao garante que a equacao da continuidade seja satisfeita.

Seja 1 (x, t,41) uma funcao escalar que satisfaga a equagao de Poisson
V2Q/J(X, tn—‘rl) =V. ﬁ(X, tn-i—l) ) (26)
Define-se u(x, t,41) por

u(x,tys1) = (X, tpy1) — VUO(X, thyr) - (2.7)

Logo, u(x,t,+1) contém a mesma vorticidade (gerada por u(x,t,)) e adicionalmente, con-
serva a massa.

Passo 4: Resolver a equagao de Poisson (2.6) com condi¢oes de contorno 9 (x,t,+1) = 0 na

I (Xtnt1) _

superficie livre e ejetores, e com 3
n

0 em contorno rigidos e injetores.
Passo 5: Calcular a velocidade final u(x,t,,1) através da equagao (2.7).

Passo 6: Utilizando as equagoes (2.2) e (2.7), obtém-se, para o calculo da pressao final, a
seguinte equagao:
w(xa tn—l—l)

ot

Passo 7: O ultimo passo é atualizar a posicao das particulas marcadoras que descrevem a
superficie do fluido resolvendo as equagoes

p(X,tnt1) = (X, tn) + (2.8)

0x

5 u(x, tpi1), (2.9)
pelo método de Euler explicito. A superficie do fluido é uma superficie em trés dimensoes
que é composta por quadrilateros e triangulos cujos vértices sao definidos pelas particulas
marcadoras. Neste passo, apos a solugio da equagao (2.9) essas particulas sdo movidas para
suas novas posicoes e a superficie do fluido ¢ atualizada.



CAPITULO

3

Aproximacdo por diferencas finitas

Para resolver as equagoes do algoritmo computacional vamos utilizar o método de dife-
rencas finitas e uma malha deslocada ("staggered grid"). Nessa malha, as componentes
da velocidade (u,v,w) sdo posicionadas nas faces da célula, enquanto que a pressao (p) e
a fungao reologica (®) sao calculadas no centro das células. A Figura (3.1-a) ilustra um
exemplo tipico das células da malha. Pretendemos simular problemas transientes onde o
fluido (também a superficie livre) estd em movimento. Assim, um esquema para identificar
a regiao do fluido bem como a localizacao da superficie livre é empregado. Para isso, as
células da malha sao classificadas como:

e Vazia (E) - células que nao contém fluido.

e Cheia (F) - células que possuem fluido e ndo estdo em contato com faces de células
vazias.

Superficie (S) - células que representam a superficie livre. Essas células contém fluido
e possuem pelo menos uma face em contato com faces de células vazias.

Contorno (B) - Célula que delimita uma fronteira rigida. Nessa célula é aplicada a
condicao nao-escorregamento.

Injetoras (I) - células que definem um injetor ("inflow").
e Ejetoras (O) - células que definem um ejetor ("outflow").
A Figura (3.1-b) ilustra os tipos de células no dominio computacional.
3.1 Discretizacido da equacio de conservacao de quan-
tidade de movimento

As componentes da velocidade intermediaria (X, t,+1), 0(X,tp41) € W(X, t,41) sdo calcu-
ladas por meio da equagado (2.1). Essas equagoes sdo aproximadas por diferencas finitas e sdo
aplicadas nas faces (7 + %, g, k), (1,7 + %, k) e (i,j,k+3), respectivamente. Os termos lineares
sao aproximados por diferengas de segunda ordem, enquanto que os termos nao-lineares sao

13
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a) b)
4
A slelelele]e]e]s/slBlB|B]B]B[B]B]B[B]B
Wi'j"}“”z y 1EEEEERC o
(D 1‘\‘iii+1/2,l« 1HEEEEE o
Ik+ 777777 ”’>’ TEEEEEEER 5, o
P Ul r12j k I|F|F|F|F|F|F|S| E ||oy o
Lo hk 1EEEEEEFE o
/ Lrlr|F|F|F|sfs o
sle|e|e|e|e|e|B|B|B|B|B|B|B[B[B[B[B][B

Figura 3.1: Célula (a) e dominio computacional (b) utilizadas pelo Freeflow3D.

aproximados pelo método upwind de alta ordem CUBISTA |[3]. Assim, as velocidades u, v, w
sao calculadas pelas equacoes de diferencas finitas

~n+1 _,n _ —_ —
UL e = il gk + 6t C(uu) Lk C(vu) C(wu)

i+5 .0,k

i+3,0.k

(Pit1k — Pik N 1| Y3k T 2041 gk T UL g
ox Re dx2

Yitd j+1k — 2u

2+%7]7k + u74+%7.]717k‘ ul+%7j7k+1 o 2uz+%’]’k + ul+%’J’k71
2 + 2
oy oz
Ty zy Tz Tz
oz _ Hu o, -®7, or7 - o
i1k — ik n i+5.0+5k i+5.0— 5k n i+5.0.k+ 5 i+3.0.k—5
ox oy 0z

(3.1)

1
T 529

T)”Z”;:%k :ij+%,k+5t — C(uv) — C(vv) — C(wv)

6,45,k 645,k ij+35.k

Dij+1,k — Dijk N 1 [ Vigtgtd e ~ 2Vl et Vi1l
dy Re o2

Vg3 k254l k TV Lk N Vijd k1 T 2Vl TGl
dy? 022
i — % yy yy oY — ¥
yatpk Cimyatgk  Pigee T Pige | Tisrbked T Tigrpaed
ox oy 6z

+ Fngy
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— C(vw) — C(ww)

o™t =w 46t — Cluw) ) ) )
i,5,k+3 i,5,k+5 i,5,k+5

’L)J)k+% l,],k’+§

([ Pix14k — Pijk b Wit gktd = Wikt d T Wic1 ikt
0z Re dx?
WigtLhtd T 2Wigked T W1kl | Wiidtd T 2Wi ks + Wik (3.3)
dy? 522 '
l+%7]7k+% 2_%7]7k+% 7’7]+%7k+% 7’7]_%7]{:"’_% Q’L,‘],k—‘rl - (I)Z,j,k
+ +
ox oy 0z
L1
2970
respectivamente. Nas equagOes acima, os termos C(uuw) o, Clww) repre-
i35,k i.4,k+3
. ~ . O(uu) A(ww) . ~ ~
sentam aproximagoes para os termos advectivos =5, - - - . Essas aproximacoes sao
z 0z

calculadas pelo método upwind de alta ordem CUBISTA [3|. Detalhes sobre a implemen-
tacao desse método para escoamentos cartesianos tridimensionais podem ser encontrados em
Costacurta [18|.
Nas equacoes acima, os termos que nao estao definidos nas células sao obtidos fazendo
uma meédia aritmética utilizando valores vizinhos, por exemplo, ®*, |, e ®%¥, | sao
i+35,J+5.k i+5,0— 5,k
obtidos por

zy Ty Yy Ty
2y _ P Pt T ik T Pk
1 1 -
. | (3.4
Ty Ty Ty zy .
2y _ Pt Pt T P T Pk
i+1,j-%.k 4 :

3.1.1 Aproximacoes de segunda ordem

Em células que estao proximas ao contorno da malha, as derivadas cruzadas da funcao

reologica nas equagdes (3.1)-(3.3) s@o aproximadas por diferengas finitas de segunda or-

9P=Y

oy é obtida derivando-se

it1.5k
o polinomio interpolador de ® nos pontos (i + 3,7,k), (i + 5,7+ 1,k), (i + 3,7 + 2, k) no
ponto (i + %,j, k). Nesse caso, obtém-se a seguinte formula

dem. Por exemplo, com relacao a Figura 3.2, a derivada

TY Ty Ty
o™ _BCDH%,J’JC + 4(I)i+%,j+1»k B (DH%JJFQ”“
_ . (3.5)
Oy li+djk 20y

As expressoes para as outras derivadas cruzadas das componentes de ® nas equacoes
(3.1)-(3.3) sao obtidas de maneira analoga.

3.2 Discretizacao da equacao de Poisson
A equacao de Poisson é discretizada no centro da célula utilizando-se o operador lapla-
ciano discreto com 7 pontos:

Vi1 k — 2Ui ik + Vic1jk
Sx2

Yij+1k — 2Vi gk + Yij-1k
dy?

wz’,j,k-&-l - 2¢z‘,j,k + 1/Ji,j,k—1 5
= Dy
522

+
(3.6)

+
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Nivel k
F/S F/S
j+2 + o 4+
F/S F/S
J+1 + o +
F/S F/S
j + +
B/E/I/O|B/E/I/O
Iy
i i+1/2 i+1
i,x

Figura 3.2: Pontos utilizados para o célculo de 63;

por diferenca de segunda ordem.
7’+§7.77k

onde

- 17]757’6 + wl7]7k+% - w27]7k7%
ox oy 0z

3.3 Velocidades finais

A velocidade final é obtida discretizando-se as equagoes (2.7) nos respectivos nds, ou seja,

u

n+1 n+1
n+l  _ ~mtl H—LJ k— Vigk

T =uT
i+3.5.k i+3.5.k

n+1 n+1
n+l  _ ~m+l ,J+1 k— Vigk
Vigtiak =~ Vig+lk (3.9)

n+1 n+1

n+1 ~n+1 4,7, k+1 1,7,k
w.” . =w. . —
ijk+3 igk+3 (

3.4 Discretizacao da funcao reolégica ¢

As componentes da fungao reologica sao calculadas pelas equagoes (1.64)—(1.69), escritas
na forma adimensional (ver 1.77). Por simplicidade, na discretizacao desta fungio, a derivada
temporal do tensor taxa de deformagao (%—It)) foi desprezada, pois é supostamente pequena.
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Por exemplo, a componente &* ¢ discretizada no centro da célula como

o _pfoDm)| oD ogune)
o |,k Y i 0z ijn
—92 (@DM) + (@D$y> + (@DEZ> ' (3'11)
al‘ i,k 8y 1,7,k az i,k

+ K [(Dm)Zij + (ny)Q‘i,j,k + (Dm)Q‘i,j,k] )

2Jy

onde os termos convectivos (por ex. % Z.jk) sao aproximados pelo método de alta
ordem CUBISTA [3|. As equagoes referentes as outras componentes &%, &% . . & sio

apresentadas no Apéndice A.
As componentes do tensor taxa de deformacao sao compostas por derivadas parciais das
componentes do vetor velocidade conforme equagao (1.13). Essas derivadas sao discretizadas
usando diferencas centrais ou diferencas avancadas ou atrasadas. Por exemplo, g—z é aproxi-
mada por
ou Witk T Wil gk
oz lijr ox ’

sao obtidas de maneira andloga. As derivadas cruzadas sao obtidas por

(3.12)

@} ow
Ay lijk’ 0z lijk
diferencas centrais ou de primeira ordem. Por exemplo, se uma célula F nao tiver nenhuma

face em contato com faces de células B ou E, entao a derivada g—;‘ ik é aproximada por
diferencas centrais
— ~ ) (3.13)
Oy lij.k oy
onde
L Ul T UL e T Uil ke T ULk
e
L Uil UL e T UL e T UL
qu]_%vk - 4

Caso contrario, g—Z‘ij , ¢ aproximada por diferengas de primeira ordem. Por exemplo, se

du

a célula F tiver a face (i, )+ %, k) em contato com uma face de célula B, I ou O, entao 5 |Z.j .

é aproximada por diferencas atrasadas
Qu|  Wigk = Wig-1k (3.14)
Oy lijk oy ’
onde
Uil e T Uimljk Uird g1k T Uiml i1k
Uik = € Uij-1k =

2 2

Por outro lado, se a célula F tiver a face (i,j — %, k) em contato com uma face de célula
B, I ou O, entao g—Z ik é aproximada por diferencas avancadas

Oul | Uigrik — Uik (3.15)
Oy lijk oy ’
onde
Uil iyt T Uisljpik Uil g T Uinljk
Uij+1,k = € Ujk =

2 2
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ou ’ v ow

Os outros tipos de derivadas cruzadas (az ik Or |Z ik By iy k) sao obtidos de maneira

analoga.

3.4.1 Aproximacoes de segunda ordem

Em células F que estao em contato com faces de células B ou E, as derivadas cruzadas
da velocidade na equacao (3.11) podem ser calculadas por diferengas de segunda ordem.
Essas derivadas sao obtidas de maneira andloga ao procedimento utilizado para calcular as
derivadas cruzadas das componentes do tensor ® nas equacoes (3.1)-(3.3). Por exemplo,

com referéncia a Figura 3.3, a derivada g—Z é aproximada por

7:7j7k
% ~ _?)Ui’j’k _'_ 4ui7j+1:k B ui,j+2,k (3 16)
Oy lijk 20y ’
onde
Uil + Uil ik Uil e T Uil jy1k Wit djyoe T Uil ik
Ui 5k = 9 y Wij+1,k = 9 y Ui j42,k = 9 .

Nivel k
LF/S ‘
j+2 e
F/S
j+1 R * 0
F
; i oon
B/E

iy
L, i-1/2 0 i+1/2

ix

Figura 3.3: Pontos utilizados para o célculo de g—“

Z'7j7k

3.5 Aplicacao das condicoes de contorno na superficie
livre

Para aplicar as condi¢oes de contorno na superficie livre, conforme equagoes (1.82)—(1.84),
vamos supor que o espacamento da malha é suficientemente pequeno de modo que, local-
mente, a superficie livre possa ser aproximada por uma superficie plana, como segue.

3.5.1 Superficie plana paralela a um eixo de coordenadas

Essa superficie serd definida como aquela em que o vetor normal unitario é paralelo a
um dos eixos coordenados, isto é, n = (£1,0,0) ou n = (0,£1,0) ou n = (0,0, £1). Estas
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Figura 3.4: Células de superficie com somente uma face em contato com células vazias.

superficies sao identificadas por células de superficie livre S que possuem somente uma face
em contato com uma face de célula vazia E (ver Figura 3.4).

Considerando as células S da Figura 3.4, o vetor normal toma a forma n = (0,0,1) e as
equagoes (1.82)-(1.84) entdo se reduzem a

(3.17)
ov  Ow
a7 = g _
<82 + 8y> , (3.18)
ou Ow
- - — P )
( . + 8x> , (3.19)
respectivamente.

Por exemplo, considerando a célula S mostrada na Figura 3.5, quando calculamos a
velocidade intermediaria utilizando as equagoes (3.1)-(3.3), as velocidades Wikt s Wisd il

€ Vj 41 kq1 © @ PTessao Py x Na célula de superficie livre sao necessarias e obtidas como segue.
Discretizando (3.19) no ponto (i + %, j, k + 1) temos

Uitljh+1 — Wird ik Witrjk+d = Wige+l o
=0, (3.20)
0z ox gty

e discretizando também a equagao (3.18) no ponto (7, j + %, k + %) obtém-se

Vij+ghtl ~ Vijtgk

0z

Wi k+d = Wiyl

— PV
Sy T Tigtgktsg (3.21)
Agora, aplicando a equagao da continuidade (1.75) no centro da célula S vem

Uiplje — Wilik  Vigyle = Vij—

0y

1
3.k
ox

Wijkts — Wijk—3

= = 0. (3.22)
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1,j+1/2,k+1 ui+1/2,j,k+1

Ev"

|
- Wi j k+1/2

Figura 3.5: Célula S com somente a face (k + 3) em contato com células E.

As equages (3.20)-(3.22) fornecem 3 equagOes para as incognitas w1 ;. 1, V4l ki
€ Wiyl que podem ser resolvidas facilmente. Calculamos Wi j ket L pela equacao da con-
tinuidade (3.22)

0z 0z
Wijktd = Wigh—t = 5 <ui+§,j,k - ui—éuﬂﬁ) "5y (Uzpj%,k - Um‘—%,k> (3.23)

€ Uiyt jpr € Uiyl kg pelas equagoes (3.20)-(3.21), ou seja,

0z
Wit gkt = Yivgjk = 5o <wz+1,g,k+§ ww,k+§> 021 kil (3.24)
e
0z
Vit k1 = Yij+ik 5y (wz,j—l-l,k—l-% wz,],k—&—%) 5Z¢i,j+%,k+% ’ (3.25)
respectivamente.

A pressao p; i no centro da célula de superficie livre é entao calculada usando (3.17)
como

Dijk = E 52 + szj,k‘ . (326)

As demais configuragoes de células de superficie com apenas uma face em contato com
faces de células vazias sao tratadas de maneira similar e sado detalhadas no Apéndice B.1.

3.5.2 Superficie plana com inclinacao de 45°

Essas superficies sao identificadas por células de superficie que possuem duas faces ad-
jacentes em contato com duas faces de células vazias. Nestas células assumimos que o vetor
normal faz um angulo de 45° com dois eixos coordenados (ver Figura 3.6).

Por exemplo, consideremos a célula de superficie com as faces (k + 3) e (i + 3) em
contato com duas faces adjacentes de células vazias conforme mostrado na Figura 3.7. Para
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Figura 3.6: Células de superficie com duas faces adjacentes em contato com faces de células
vazias.

esta célula assumimos que o vetor normal é dado por n = (‘/75, 0, ‘/75) e 0s vetores tangenciais

Sa0:
9 5
. (i,o V2

50, 2) e m2=(0,1,0).

Introduzindo esses vetores nas equagoes (1.82) e (1.83) obtemos

_ 1 [Ou Ow ou Ow 1 . 2z
p——Re{£+§+(&+£)+§@ e ey (8.21)
ou Ow 1 . 2z
or 0z _5@ —%%, (3.28)

respectivamente.

Com relagao a Figura 3.7, os valores de Uiyl jk © Wy jpyl NAS faces das células vazias sao
exigidos. Estes sdo obtidos pela equacao (3.28) e a equacao da continuidade (1.75) aplicadas
no centro da célula de superficie livre. Nesse caso temos

Yirggk — Yi-ggk  Wijktd ~ Wige-3 1 (07, — o%,) (3.29)
ox 0z T Nk Tk '
e
Uip L = Uil ik N Wit ~ Wijr—t <Ui,j+§,k - Ui,j;,k> (3.30)
dx 0z N Sy ’ '

respectivamente. Essas equagoes formam um sistema linear 2 X 2 para as velocidades u; 1 ;,
-~ 27 b
e w; ;41 que tem como solugao
1J 2

16x ox
_ . _ . T o y74
Uish ik = Yi-dik T 55, <”z',j+é,k U@j—ék) 1 (P75 — F5) (3.31)

14z

_ = - _ T o y74
Wikt = Yijh-3 T 35, (“z‘,j+%,k ”@j—ék) +t (P55 — ) - (3.32)
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E
Wi,j,ﬂuz
i.j,klll ’ Ui+1/2 k
Pij i E
S -

Figura 3.7: Célula S com as faces (i + 1) e (k+ 3) em contato com faces de células vazias.

Tendo calculado as velocidades u;, 1 ., e w, ., 1, a pressao no centro da célula de super-
i+35.0.k i,5,k+357
ficie livre é obtida por (3.27), ou seja,

Pijk = @ 52 5
1 (Uil T Ul = Wigd i1 — WLkt
2 ( 0z
Wikl T W5 1 = Wiyl — Wigjp 1
ox )
1
+5 (25k + T5k) + 2T | - (3.33)

Outras configuragoes de células de superficie com duas faces adjacentes em contato com
faces de células vazias sao tratadas de maneira semelhante e para detalhes ver Apéndice B.2.

3.5.3 Superficie plana com inclinacao de 60°

Nessas superficies assume-se que o vetor normal faz um angulo de 60° com os eixos
coordenados e sao identificadas por células de superficie com trés faces adjacentes em contato
com células vazias (ver Figura 3.8). Por exemplo, considere a célula de superficie com as
faces (i +1),(j + 3) e (k + 3) em contato com faces de células vazias como mostrada na
Figura 3.9. Para essa célula tomamos como vetores unitarios

3 3 3 2 2

=S

VRG
6 )
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Figura 3.8: Células de superficie com trés faces em contato com células vazias.

Introduzindo n, m1 e m2 nas condigoes (1.82)—(1.84) obtemos

oL fo(Qu 0 Ly (Ou 0wy y (00, 0w
P=3Re "\ 8y " 02 8z " Oz 8z " By

(3.34)
ou ov ou  Ow ov  Ow
2— —2— —+— |- =4+ =) =—|0" — DWW 4 ¥ — ¥ 3.35
Oz 8y+<6z+6m) <8z+8y> [ * }’ (3:35)
W0, D0 Dw (O 0v) (0u Dw) (v D
or 0Oy 0z oy Ox 0z Oz 0z 0Oy (3.36)
respectivamente. A conservacao da massa para estas células também requer
Oou Ov Ow
— 4+ —+4+—=—=0. 3.37
ox + oy + 0z ( )
Agora, adicionando as equagoes (3.35) e (3.36) obtém-se
ou ow Oou  Ov ov  Ow
2— —2— —+— |- =4+ =] =] — "+ O¥ — d™ 4 O¥*|. 3.38
Ox 0z * (8@/ * &v) (82’ * 8y> [ + + ] (3.38)

Com relacao a Figura 3.9, os valores de Uit L ik Vil Wijhyl © Dijk Sao requeridos e
podem ser calculados pelas equagoes (3.35),(3.37), (3.38) e (3.34), como segue.
Aplicando a equacao de conservacao de massa no centro da célula, obtemos

Uitlik = Yimlik n Yijg+dik = Vijg—1k n Wijk+d = Wijk—1

o oy 0z =0 (3:39)
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E
an E
A i
Wij k+1/2 |
| .Vi J*U2K
o) Y I
'Jk+ U§i+1/21k
Pi,k | E
S| -

Figura 3.9: Célula S com as faces (i +3), (j + 1) e (k+ 1) em contato com faces de células
vazias.

que pode ser escrita como

ox ox
Uit i+ 5 Vi kT Wik = bs (3.40)
onde
ox ox
b3 = ui—%d,k‘ + @U’Lj—%,k _I_ &wi7j7k_% . (341)

Agora, a equagao (3.35) aplicada no centro da célula fornece

ox oy

1 (Uz’+;,j,k ULk T Ui k1 T WLk

2 0z
Wikl T W1 = Wiqjpl — wiu,k;)
0z (3.42)
1/ Vijrlk + Vij—1g = Vijrle—1 " Vij-lk
a 5( 0z
Wikl T Wi 1 — W5 gyl — W5 qp 1
0y )

— _|® _ @y 7z HY?
= [‘I’m,k Ok T ik ‘I’mk]

que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)

0z dx o ox
(4 + &) Uiyl ik — (4E + E) Ui j+1 K + (1 - @) Wi jk+l = by , (343)
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onde
b 4 4535 ox
- (wz‘,j,k—% T Wikl T wi—l,j,k—%>
ox
+ (g (”m’—%yk ~ Vig+dh-1 Ui,j—%,k—1> (3.44)

ox
T\ 5y ) Wisk—g = Wigotheg = Wijorh—g

— 200 | 0, — ol 0, - ok, ]

Analogamente, discretizando (3.38) da célula de superficie na posicao (4, j, k), obtemos

ul""%ﬂvk - ul_f».]»k wl’j’k"’_% - wlv.%k_%
2 -2
ox 0z

1 (UZJF gk + ’U,177 gk u@'Jr%,jfl,k - uzf—,] 1,k

2 oy
Uitk T Vil = Vim1jple = Vi1-1 k)
0z (3.45)
1 Vil T V-1, Vil 1 — Vi Llp
2 0z
Wijhtd T Wigh-1 ~ Wijrhel = Wij-1h-1
0y
_ ry
= [ O+ Tk — P k+q),]k:|
a qual reescrevemos como
ox ox oxr ox
(4 t 5y ) Yirkar P\ LT 5 vigekn — \ A5 G ) Wik = 00 (3.46)
onde
ox ox
b =iy o = A5 vy — 5, (“z‘—é,jvk Uil ok T sl 1k>
<U 7]_7 o Z_laj+%7k B UZ_ ) k)
+ ( ) ij—2k T Vigrie—1 Ui,jfé,kfl) (3.47)
( ) Wijk—3 = Wij-1k+L — wi,jfl,kﬁ)

+25x[— O + P ‘I’mjﬁrq’,m}

As equagoes (3.47), (3.44) e (3.40) fornecem um sistema linear (3 x 3) para as velocidades

Ui Lk Vil ke Wijeyl que pode ser escrito na forma matricial como:

@+5) =%  —[E+5) ][ v by
(4+%) —(az+2) (1-%) vigetn | = | b2 |- (3.48)
1 o 5 Wi j e+ 1 s
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com
os valores de Uiy L ks Vijrdh © Wijpyl calculados a pressao é obtida pela discretizacao de
(3.34), no centro da célula de superficie, obtendo,

1 [<“z‘+;,j,k T UL e T Wil ok T Wl o1k

Pijk =
J 3Re oy
N Vit T V-2 = Vict itk ~ Vic1-1k
ox
Uip L T UL i = Wi i1 — UL i1
0z
L Wiakts T Wigk-1 = Wictjktd ~ Wic1ik-] (3.49)
ox
N Vit T V52 = Vil o1 ~ Vi1 pa
0z
Wijhtrd T Wigjh—1 = Wijr ksl = Yij-1k-1
dy
1
TT Yy 22 Y T2 Yz
" 3Re [(I)M,k Pt Pl 2 ((I)i,j,k Tt (I)M:k> } '

As demais configuragoes de células de superficie com trés faces adjacentes em contato
com faces de células vazias sao tratadas de maneira similar e sao detalhadas no Apéndice
B.3.

3.6 Calculo do passo no tempo (dt)

Um procedimento para otimizar o tamanho do passo no tempo em cada ciclo de céalculo
é utilizado. O tamanho do passo no tempo é calculado segundo as seguintes restri¢oes:

(a) Nenhuma particula pode cruzar mais do que uma célula em um dado intervalo de
tempo, ou seja,

h
dt < — (componente a componente) , (3.50)

[ul
onde h = min{dx, dy, dz}.

(b) Devido a discretizacao explicita da equagao de conservagao de quantidade de movi-
mento, adota-se a seguinte restricao de estabilidade que envolve o nimero de Reynolds:

0t = 0.25 Re h?, se Re < 1,
5t = 0.25h2, caso contrario.

Para satisfazer (3.50) é suficiente que:

h

ot < —1
’Umaazl

(3.51)

onde U,,,, representa o valor maximo de u.
A implementacao dessas condicoes segue as mesmas normas como implementado no

método GENSMAC3D [19].



CAPITULO

4

Validacdo do método numérico

Com o objetivo de simular escoamentos tridimensionais governados pela equagao consti-
tutiva Fluido de Sequnda Ordem, as equagoes de diferencas finitas desenvolvidas no Capitulo
3 foram implementadas no sistema de simulagao Freeflow3D [17]. Uma validagao e resultados
de convergéncia do método numérico desenvolvido nesse trabalho sao apresentados a seguir.

4.1 Escoamento totalmente desenvolvido em um tubo

10R

f— = >

(a) Perfil parabolico (b) Dimensées do tubo

Figura 4.1: Representacao do escoamento em um tubo.

Como o tensor das tensoes extra é obtido explicitamente em funcao do vetor velocidade,
entdo, se considerarmos o escoamento totalmente desenvolvido em um tubo (ver Figura
4.1(b)) podemos facilmente obter a solugao analitica para o tensor ndo-Newtoniano ® con-
forme a equacao (1.62). De fato, se supormos escoamento totalmente desenvolvido com

9p _

9, P (constante), u = (0,0,w(z,y)), (4.1)
z

27
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entao, pode ser verificado que as componentes do tensor nao-Newtoniano ® sao dadas por

-
o
oo
Yy
oY

q)Z.Z

(1.76), obtemos

K

Rel

K
Re
1
Re

K

(%)

v
Ox Oy’

0,

oy )’

0,

(ki — 2De) [(2—5)2 4 (Z—Zﬂ |

Introduzindo equagoes (4.2)-(4.7) na equagao de conservagao de quantidade de movimento

L0 P ow P 0w P
Ox O0x2 Ox Oy? Oy Ox0yl’

Puou ou P o Py

LOz2 Oy  Ox Oxdy oy oy2l’

r0*w 0w

— + —] .

Loz?  Oy?

(4.2)

(4.5)
(4.6)

—~

4.7)

(4.8)
(4.9)

(4.10)

Agora, fazendo w(x,y) = A(x2 + y2) + B, pode ser verificado que as componentes do
tensor nao-Newtoniano ® sao dadas por

(I)m:
o
@.Z'Z
PV
PV
@ZZ

4k A? 2*

4r A%xy,

0,

4K A%y,

0,

4(k —2De) A?[z* + ¢*] |

e equagoes (4.8)-(4.10) se reduzem a

dp o K
Op 5 K
T oA
dy A Re?”
dp 1

& — 4./4@ .

Integrando (4.17)-(4.19), obtém-se que a pressao ¢ dada por

2 y2

p(z,y,2) = 12«42% (x_ + —) + 14 z 4+ C (constante)

2 2 Re

(4.20)
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Observamos que a solugao apresentada pelas equagoes (4.11)-(4.16) sao validas em qual-
quer seccao transversal do tubo.

Para validar o método numérico apresentado nesse trabalho simulamos o escoamento em
um tubo (conforme mostrado na Figura 4.1(b)) até atingir o estado estacionério e com-
paramos as solucoes numéricas com as respectivas solucoes analiticas dadas pelas equacoes
(4.11)-(4.16). Os dados (adimensionais) utilizados foram: w(z,y) = 25 [R* — (2% + ¢?)],
R=1,U=1 Re=1, De =04, Kk =04, g = 0 (gravidade nao foi considerada). Para
verificar a convergéncia do método numérico, esse problema foi simulado em trés malhas:

e Malha MO - 6z = dy = 0z = 0.16666667 (12 x 12 x 60 células computacionais);
e Malha M1 - 6z = dy = 6z = 0.125 (16 x 16 x 80 células computacionais);

e Malha M2 - dx = dy = 0z = 0.1 (20 x 20 x 100 células computacionais).

Na parede do tubo foi imposta a condigao nao-escorregamento e o fluido foi injetado na
entrada do tubo até o mesmo ficar totalmente preenchido. Na entrada do tubo foi imposto
escoamento Poiseuille especificado acima e na saida do tubo as condi¢coes homogéneas de
Neumann foram adotadas. Inicialmente teve um escoamento transiente com superficie livre
onde as condigoes de contorno na superficie livre foram aquelas apresentadas na secao 3.5.
As simulagoes comegaram com o tubo vazio (¢t = 0) e terminaram em t = 50. A Figura 4.2
mostra o escoamento nos tempos t = 3, 6,50, enquanto que a Figura 4.3 mostra a variagao
da velocidade w na secgao transversal do tubo. Podemos ver na Figura 4.3 que as isolinhas
estao paralelas, o que mostra que o escoamento esta totalmente desenvolvido.

Figura 4.2: Enchimento do tudo com fluido de segunda ordem: De = 0.4, kK = 0.4 e malha
M2.

Para verificarmos a convergéncia do método numeérico para resolver as equagoes gover-
nantes de Fluido de Segunda Ordem, comparamos as solucoes numeéricas com as respectivas
solugoes analiticas (conforme equagoes (4.11)-(4.16)) na secgao transversal no meio do tubo
(z = 5) nas trés malhas. A Figura 4.4 mostra as solu¢oes numeéricas obtidas juntamente
com as solucoes analiticas nas trés malhas, onde podemos ver que as solucoes numéricas
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0,030 0,310 0.530 0.870 1.150 1430 1.710 1.330

Figura 4.3: Visualizac¢ao de w(z,y) no meio e ao longo do tubo em ¢ = 50.

aproximam as solucoes analiticas nas trés malhas. Para quantificarmos esse fato, calculamos
os erros relativos entre as solugoes analiticas e as solu¢oes numéricas pela formula

Eiyj (SOZEX — SOlNum)2
Zm’ (SOZEX)Q

E(Solnum) = (4.21)

A tabela 4.1 mostra os erros obtidos nas trés malhas, enquanto que a Figura 4.5 ilustra
o decaimento dos erros em funcao das malhas utilizadas. Podemos ver na tabela 4.1 e na
Figura 4.5 que os erros descrescem a medida que a malha é refinada, demonstrando assim,
a convergéncia do método numérico apresentado nesse trabalho.

Tabela 4.1: Erros obtidos nas trés malhas.

| Malha | MO | M1 | M2 |
E(w(z,y)) | 4.956 x 107% [ 2.696 x 107% | 1.548 x 10~*
E(®™(x,y)) | 2.309 x 1072 [ 1.099 x 10~ | 7.166 x 103
E(®%(x,y)) | 2.275 x 1072 | 1.082 x 10% | 6.336 x 103
E(®%(z,y)) | 2.321 x 1072 | 1.078 x 102 | 7.704 x 1073
E(®*(x,y)) | 2.320 x 1072 | 1.037 x 102 | 6.678 x 10~*
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Figura 4.5: Decaimento dos erros com o refinamento da malha.



CAPITULO

5

Simulacdo numérica do inchamento do extrudado

Nessa secao, apresentamos os resultados obtidos nas simulagoes do fendmeno conhecido
como "inchamento do extrudado". Nesse problema, um jato escoa dentro de um tubo com
diametro D e na saida do tubo é expelido para a atmosfera, onde, sob certas condigoes,
ocorre um aumento no diametro do jato que atinge um valor maximo D,,.,. Sabe-se que,
quanto maior for a elasticidade do fluido (representada pelo nimero de Deborah De) maior
serd a taxa de inchamento S, = D,,q./D (ver Figura 5.1). Esse fenomeno esta presente em
diversas aplicagoes industriais, por exemplo, extrusao de polimeros e ligas metalicas, e tem
sido objeto de estudo por muitos pesquisadores (por exemplo, [20],[34]-[45]).

Figura 5.1: Extrudate swell.

Para demonstrar que o método numérico descrito neste trabalho é capaz de simular es-
coamentos viscoelaticos com superficie livre governados pela equagao constitutiva do modelo
SOF, simulamos o inchamento do extrudado de um jato modelado pela equacao constitutiva
SOF. Utilizando valores de referéncia (adimensionais), consideramos um tubo circular com
raio R = 1 e comprimento L = 5.

Na entrada do tubo foi imposto escoamento de Poiseuille com velocidade U = 1, con-
forme especificado na equagao (4.1). As simulagoes comegaram com o tubo vazio e o fluido
foi injetado até atingir a saida do tubo onde devera ocorrer o fenomeno inchamento do ex-
trudado. Um contorno do tipo "outflow" foi colocado a uma distancia de 2L da saida do
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tubo. Uma malha com 32 x 32 x 120 células (0x = dy = 0z = 0.125) foi utilizada, semelhante
a malha M1 utilizada na validagao. Os dados utilizados nessas simulacgoes sao especificados
na tabela 5.1. Essas simulacoes comecaram em ¢ = 0 e foram efetuadas até t = 15. A
Figura 5.2 mostra a configuragao do fluido para diferentes tempos. Os resultados obtidos em
t = 15 foram utilizados para calcular a taxa de inchamento obtida para cada De, os quais
sao mostrados na tabela 5.1. Como podemos observar na tabela 5.1, as taxas obtidas foram
S, = 1.0734 para De = 0.15, S, = 1.0800 para De = 0.2 e S, = 1.2260 para De = 0.3.
Esses resultados sao coerentes, porque quanto maior for o nimero de Deborah maior sera
a elasticidade do fluido e ,portanto, maior serd a taxa de inchamento. Para verificar se o
inchamento do extrudado é influenciado quando a malha é refinada, foi realizada uma simu-
lagao para Re = 1, De = 0.3 e k = 0.3 usando uma malha (semelhante a M2) 40 x 40 x 150
(ver Figura 5.3) e obteve-se uma taxa de inchamento S, = 1.2655. Esse resultado mostra
que a malha utilizada pode interferir no inchamento do extrudado.

Tabela 5.1: Simulacao numérica do inchamento do extrudado: taxas de inchamento obtidas.

’ Re \ De \ K \ S, \ Proporc¢ao ‘
1.0 | 0.15 | 0.075 | 1.0734 | De =2k
1.0 [ 0.20 | 0.10 | 1.0800 | De =2k
1.0 0.30 | 0.30 | 1.2260 | De==k




De = 0.15, kK = 0.075

£ i

De =0.20, k = 0.10

o

De = 0.30, k = 0.30

Figura 5.2: Simulacao numérica do inchamento do extrudado para varios ntimeros De e K
na malha intermediaria (M1). Configuracdo do fluido nos tempos ¢t = 5,7.5,10, 12.5, 15.



36 Capitulo 5 - Simulacdo numérica do inchamento do extrudado

P i
Lt i | .

De=03,k=0.3

Figura 5.3: Simula¢ao numérica do inchamento do extrudado na malha mais refinada (M2).
Configuracao do fluido nos tempos t = 5,7.5,10,12.5, 15.



CAPITULO

6

Conclusdo e consideracdes finais

Esse trabalho apresentou os desenvolvimentos realizados para a obtencao de um método
numérico para simular escoamentos incompressiveis com superficies livres governados pela
equacao constitutiva Fluido de Segunda Orderm. As equagoes governantes foram derivadas
em detalhes, bem como a adimensionalizacao empregada. As condi¢oes de contorno para a
velocidade e as condicoes na superficie livre também foram descritas de maneira minuciosa.
A obtencao da solucdo das equagoes governantes no ambito da técnica GENSMAC3D [19] foi
discutida detalhadamente, bem como a aproximacao das equacoes pelo método de diferencas
finitas. O método numérico desenvolvido nesse trabalho foi uma extensao da técnica bidi-
mensional apresentada por Tomé et al. [13] para escoamentos tridimensionais. A validagao
do método numérico apresentado foi realizada através da simulacao do escoamento desen-
volvido em um tubo e os resultados obtidos foram comparados com a solugao analitica para a
velocidade w(zx,y) e o tensor nao-Newtoniano ®. A convergéncia do método apresentado foi
verificada por meio de um estudo de refinamento de malha. Os resultados numéricos obtidos
mostraram boa concordancia com as solucoes analiticas. Para demonstrar que o método
numérico simula escoamentos viscoelasticos governados pela equagao constitutiva Fluidos
de Segunda Ordem, o problema do inchamento do extrudado foi simulado para varios val-
ores das constantes temporais Ay e A4. Resultados foram obtidos para nimeros de Deborah
De <0.3.

Para dar continuidade a esse trabalho, pretendemos implementar um método implicito
para resolver as equacoes de conservacao de quantidade de movimento, bem como tratar as
condigoes de contorno na superficie livre utilizando uma técnica implicita. Em particular,
pretendemos utilizar o método implicito apresentado por Oishi et al. [46].
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Discretizacdo da funcdo reologica @

A.1 Componente ¥ discretizada no centro da célula
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A.3 Componente ®¥ discretizada no centro da célula

O(uD¥) J(vDw)
(I)zﬂjlk :De{ O P
ik Yy i.jk

(@Dzy) + (@Dyy) + (@DW>
ox ik oy ik 0z

+ kK [(Dw)z‘i’j’k + (Dyy)2|i7j7k + (Dyz)2}i,j,k:|

O(wDw)
0z

ihj?k’,

-2

] } (A.3)

A.4 Componente $¥? discretizada no centro da célula

. O(uD¥?) J0(vD¥) O(wD¥?)
ik =D 6{ Oz B e
35,k Y o lijk ik
[ ) G 52
ox ik ox ik oy ik oy 0z ik
a/U Y74 T rz Z Z 44
i (&D ) ijk T [(D ‘D MU’“ + (D#D? )‘wk + (DD )lwk}
(A.4)

A.5 Componente 9** discretizada no centro da célula

O(wD*)

. _De{ﬁ(uD )|, 2wD®)

l7j7k -
9r |ijn W i 9z i

| (5) | G ()
ox ik dy ik 0z

+ K [(D“)ﬂ x (Dyz)Q}mvk + (Dzz)ﬂm,k}

(]

] } (A.5)



APENDICE

B

Tratamento de superficies planas consideradas no

codigo FreefFlow3D

B.1 Superficie plana paralela a um eixo de coordenadas
B.1.1 Face (i +3), onde n = (1,0,0), ml = (0,1,0) e m2 = (0,0, 1)

A |
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e O, e
T ’ | Visj+12k
- Rk Uik

S E

Figura B.1: Célula S com somente a face (i + %) em contato com células E.

. 1 du
0 0

(5 5) = B.2)
ou Ow

(_Z + a—x> = -0 (B.S)

Discretizando (B.2) no ponto (i + 3,7 + 1, k) temos

Uirljrre = Witk Vitrj+le = Vig+lk oy
+ — _® 1 ., 1 ; (B4)
oy ox itttk

45
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e discretizando também a equagdo (B.3) no ponto (i + 1,7,k + 1) obtém-se

Yitgihtt — Yirg gk | Wirlik+s ~ Wights | g B
+ T Vit gakts (B.5)
(52 51’ 20> 2

Agora, aplicando a equagao da continuidade (1.75) no centro da célula S tem-se

u u (Y

i+3.5k n ijtsk T igk+i T

ox oy 0z

i_%vjak /U’La]_%JC w wz7.77k_%

=0. (B.6)

As equagdes (B.4)-(B.6) fornecem 3 equagdes para as Incognitas w; 1 ;p, Viiqj11 5 € Wity eyl
que podem ser resolvidas facilmente. Calculamos u,, 1 ;, pela equagao da continuidade (B.6)
2

ox ox B.7

€ Vi1 11k € Wiy gyt Pelas equagoes (B.4) e (B.5), ou seja

ox
_ 7 _ _ Yy
Vir1,5+1 6 = Vijlk 5y (ui+%,j+1,k ui+%,j,k> 51’@”%%“% (B.8)
ox
_ _ _ _ rz
Wit ks = Yights ~ 5, (“i+§,j,k+1 Ui+§,j,k:> 0rP 1 ki1 (B.9)

respectivamente. A pressao p;;r no centro da célula de superficie livre é entao calculada
usando (B.1) como

1 U 1717 _UZ;%"’ TT
P = o (2 +2Jk6x Jik +<I>m-,k> . (B.10)
B.1.2 Face (i — 1), onde n = (—1,0,0), ml = (0,1,0) e m2 = (0,0, 1)
Wi-1,j k+1/2 -

v @ “?,j_,i_o

i-1,j+1/2,k ’

i-1/2,,k

I
e e

E S

Figura B.2: Célula S com somente a face (7 — %) em contato com células E.

1 ou -
P (2 0m). (B.11)

ou Ov
I . ¥
(83/ + 095) oM (B.12)
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9z Or
As velocidades nas faces das células vazias e a pressao no centro da célula de superficie sao
calculadas pela discretizagao da equagao da continuidade (1.75) no centro da célula S e as
equagoes (B.12)—(B.13) nos pontos (i — %,j + %, k)e (i— %,j, k+ %), respectivamente, como
segue

(au N aw> _ g (B.13)

ox ox B.14
v L, = U1 +5_x U;_1 — U1 + 0z (B.15)
i—1j+3k = Yij+lk 5y i—Lj+Lk i—Lk imLjtlk .
ox P
Wimtjhtd = Wightd T 57 \imdghrn = Yingjn ) TOTLT1 5501 (B.16)

A pressao p; j é calculada por

1 (QUH;,J‘,k - U

~ 7l7j7k T
Diik = E = 2 + (I)i,j,k> . (B17)

B.1.3 Face (j +3), onde n = (0,1,0), m1 = (1,0,0) e m2 = (0,0,1)

E
- Wij+1k+12

ﬂ‘ Ui12j+1.k

Figura B.3: Célula S com somente a face (j + %) em contato com células E.

p= é (Qg—z + @yy) , (B.18)
(2.0 - an 519
(a—z + %) — v, (B.20)

De maneira analoga, obtemos

V;, ;.1 . =V, ;1 —5—y U; 1 g — U1 —5—y w,; ; 1 —W; 1 (B21)
7‘7,7+§>k‘ 7‘7]75316 5$ Z+§7J7k 7‘757.77]/”‘ 62 /L7.]7k+§ 7‘7]7]675 ’ )
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oy
_ _ 9% _ _ zy
Wit gg+tk = Yitgik = 5.0 (Uz‘—i-l,j—i-%,k Ui,j+%,k> 5yq)i+%,j+%,k’ (B.22)
oy
_ _ 9% _ — SydV? B
Wijrikey = Wigk+s = 5 (Ui,j+%,k+l /Ui,jJr%,k) 0y TS (B.23)

A pressao p; jr é calculada por

1 <2Ui,j+;,k: T Vij-Lk

Pijk = Jo 5 + @fgk) : (B.24)

B.1.4 Face (j — }), onde n = (0,—1,0), m1 =(1,0,0) e m2 = (0,0, 1)

4 D
i O
‘ ! JK

E

Figura B.4: Célula S com somente a face (j — 3) em contato com células E.

1 v
p=—|2— + d%W B.25
p= (25 + o). (8.2
ou Ov
SR R 2 B.26
(a * 8:15) (B-26)
Jdv  Ow
a7 = —pvr. B.27
(82 - Gy) ( )
Discretizando a equagao da continuidade e (B.25)—(B.27), obtemos
0y 0y
Vij—lk = Vsl t 5z (ui—i-%g‘,k - ui—%,j,k) + 52 (wi,j,k—i-% - wi,j,k—%) ) (B.28)
0y
Uipl i1k = Uiyl jp T 5z <Ui+1,j7%,k - Ui,jfé,k> + 5yq)ﬁ%7j,%7k ) (B.29)
(Sy 2z
Wij1k+l = W jppl + 52 <Ui,j—%,k+1 - Ui,j—%,k) + 59(1)%_%7“% : (B.30)

A pressao p; j, ¢ calculada por

_ 1 Yijrik = Vij-1k
P = o (2 i+3 = i +<I>§{§,k) , (B.31)
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B.1.5 Face (k—1), onde n=(0,0,—1), m1 = (0,1,0) e m2 = (1,0,0)

2
= (122 a). e
(5+50) =0~ (B.33)

(% + %j) S— (B.34)

S cD.,k+Q ﬁ
- Rik
0 Wijk-1/2
E | v
o rlizkat ’ Uir1/2k-1

Figura B.5: Célula S com somente a face (k — 3) em contato com células E.

0z 0z B35
Wijk—1 = W jpyel + 5z \Yitdak = Yiegjk + oy Yij+ike ~ Vig—L1k) s (B.35)

0z 52DV
Vil g1 = V541 + 5u Wijr1he—3 — Vigr-1L + Z(I)Z-, TRGEEY (B.36)

0z 52
Uit djh—1 = i Ljge s \ Wirn k-1 = Wijp—d | T O0ZP 0 1 (B.37)

A pressao p; j, ¢ calculada por
1 Wijk+l = Wijk—1
~ AP ) 2z

Pijr=— (2 + P . B.38
2] Re 5z 4,5,k ( )
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B.2 Superficie plana com inclinacao de 45°

B.2.1 Células S possuem apenas a face (i + 1) e (j + 3) em contato
com células E. Onde n = (ﬁ V2 0), ml = (\/E _ 2 0) e m2 =

27 2 2020
(0,0,1).
1 [Ou Ov ou Ov 1
N — | _ _ _ - q):m: @yy @Iy .
P~ Re [633+8y (8y+8x)+2( O+ ’ (B-39)
ou Ov 1
e € S X .
o oy 2 ( ) (B.40)
Discretizando (B.40)
/ E
Viisok

Figura B.6: Célula S com as faces (i + 3) e (j + 1) em contato com faces de células vazias.

ox oy

Uyl s — U1 V;, ;31 , — UV, 1
i+35.0k i—5.0,k 4,j+5,k hj—gk _1 (@zz O ) (B 41)
- ) Z'7j7k .

Z7j7k -

e pela equacao da continuidade (1.75) temos

Uird gk = Uiz jk N Vigtyk ~ Vij-3k (wz‘,j,k+§ - wi,j,lc—é) (B.42)
ox oy 0z ‘ '
Temos como solucao
Uil ik = Wil ik — %% (wi,j,kJr% - wi,j,k7%> - % (‘Dfﬁk - (I);ng) (B.43)
e
1
Yij+de = Vig—Lir — 5% <wi,j,k+% - wm,k—%) + (%y ((I);w;k - qﬁ%) (B.44)

Depois de calcudados Uil jk © Vijil g, @ PIEssao no centro da célula de superficie é obtida
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por
b= Lo Wit ljne = Wil ik + Vig+ik — Yig—1k
Re ox oy
L LMok T ik T Yotk T i gLk
2 oy
V: ool FV: o 1 — Ve ¢ o1 — Ve g+ 1 (B'45)
4 4,j+5,k 1,j— 5,k i—1,j+35.k i—1,j—35.k
ox

1 2
5 (P8 + ®) + cI)i,Z;‘,k:| :

B.2.2 Células S possuem apenas a face (j +1) e (k+3) em contato

com células E. Onde n = (O,‘/Ti,\/g), ml = (0, \f,—\/g) e m2 =
(1,0,0).

,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura B.7: Célula S com as faces (j + 1) e (k+ 1) em contato com faces de células vazias.

1 [ov oOw ov  Ow 1
5o |22 22 e Z (DY L D) 1 PV _
P Re{8y+8z+(8z+8y)+2( + &%) + , (B.46)
ov Ow 1
GV _9Y _ _Zpw_ = .
9 9s 5 ( ) (B.47)

Discretizando (B.47)

1 Y74
oy 0z 75 ((I)iﬂjlk - (I)i,j,k) (B.48)

e pela equacdo da continuidade (1.75) temos

(%

oy 0z ox (B.49)
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Temos como solucao

Ui,j—i—%,k; = Ui,j—%,k - 5& (ui—i-%,j,k - ui—%,j,k) 4 (CI)yg7 — i,j,k) (B50)
’ 16 )
< z zZ
Wigkty = Yidk-3 7 95y (u”%vjvk Wi gk ) T (®¥%x — ©54) (B.51)

Depois de calcudados Vijilk € Wijkyl, @ PIEssao no centro da célula de superficie é obtida
por

e oy

R 0z
N 1<Ui,j+;,k TV -1k~ Vgl o1 T V-l
2 0z
B.52
Wil T Wil = Wi gyl = Wi qp 1 ( )
dy
1 vy
+§((I) k+q)1]k>+q)z]k :

B.2.3 Células S possuem apenas a face (i — 1) e (j + ;) em contato
com células E. Onde n = (— \2[, \2[,0), ml = (i ﬁ,()) e m2 =
(0,0,1).

1 [Ou Ov Ju Ov 1

7 S (e e S S B.53
b= Re[8x+8y (8y+8x) 2( ) ’ ( )

ou Ov 1
— = —= (=P + W B.54
or "oy = 2T (B.54)

Discretizando (B.54)
Vijsi2k
o @ E

Figura B.8: Célula S com as faces (i — 3) e (j + 1) em contato com faces de células vazias.

Witk = %15k n Vij+yk — YVij—3k

1 Tz
o 5 = —5 (=25 + 25,) (B.55)
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e pela equacao da continuidade (1.75) temos

Wit d gk — Yi-J 5k n Yigtyk — Yii-gk _ (Yigkts T Yijh—g (B.56)
ox oy 0z

Temos como solucao

1dx ox .
Uimljh = Yird gk T 557 <wz‘,j,k+% - wmk—%) e (—®75k + P) (B.57)
‘ 10 )
y y Tr
Vij+ike = Vij—L1rk — 232 <wi,j,k+% - wi,j,k—%) T ( QK+ o7 i, k) (B.58)

Depois de calcudados Ui Lk € Vil d pressao no centro da célula de superficie é obtida
por

. U (Sitgik ~ Yigik | Vigtgh ~ Yig-gk
e ox

Re oy
(Uil gt UL = Uil joqp — Uil i
2 oy
i B B (B.59)
Virtj+die T Vi1 = Vigele — Vij-lk
ox
W1 (%), + @Y, ) — D
2 1,7,k NN o,k "

B.2.4 Células S possuem apenas a face (i — 3) e (k+ 3) em contato

ts3)e
V2 () \f) mlz(ﬁ,O,i)emQZ

com células E. Onde n = (—,0, %), 5 5

(0,1,0).

E
|
- Wijke1r2
! (ON
3 ,J,k
ui—1/2,j,k’ ! +
B j S

Figura B.9: Célula S com as faces (i — %) e (k+ %) em contato com faces de células vazias.
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1 ou  Ow ou Ow 1
D — =+ = = (O™ 4 P¥) — O™ B.60
P= [8x+8z (8z+8x>+2< + %) ’ ( )
ou  Ow 1
e (Y ST £ B.61
Ox * 0z 2 ( + %) ( )
Discretizando (B.61)
— = —— P B.62
ox + Sz 2( wk+ zyk> ( )
e pela equacdo da continuidade (1.75) temos
uz+%7]7k - ul*fv] k wly]9k+% - w”'u]’k*% 'U7‘7.7+%7k‘ - ,U/LJ*%:]C
= — . B.63
5z * 5 5y (B.63)
Temos como solucao
1z ox a
Uik =Ygkt gy (“z‘,ﬁé,k - Ui,j—%Jc) — 7 (=00 + 2T (B.64)
‘ 16 5
z z .
Wijk+d = Wigke-1 — 20y <Ui,j+%,k - ”m’—ék) 1 (=75 k + 2F51) (B.65)

Depois de calcudados u;_1 ;, € w; 1, a pressao no centro da célula de superficie ¢ obtida
27 ’ W 2
por

5 1 {“w;m — Yigak | Wigkty ~ Wigk-d

Re ox 0z
L Ui dge T WLk T Y k1 T YL
2 0z
(B.66)
Wit gkt T Wit k-1 — Wiyl — Wik 1
ox

1
+5 (D0 + PT) — f,?,k} :

B.2.5 Células S possuem apenas a face (i +1) e (j — 1) em contato
com células E. Onde n = (¥2, —¥2 0), ml = (%5,‘/75,0) e m2 =

2 2
(0,0,1).
1 ou Ov ou Ov 1
~ b i i Z (P L PYW) — P B.67
b= [8x+3y (8y+8x) 2( o) - ’ (B.67)
ou Ov | R
Discretizando (B.68)
Uipljre = Witk VYigrle — Vij-Llk 1

St - 5y = _5 ( i,k q)glg,k) (B69)
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S
T ‘
| @ Pk Uik
BN e B
i E
E
Figura B.10: Célula S com as faces (i +3) e (j — 3) em contato com faces de células vazias.
e pela equacao da continuidade (1.75) temos
Uil ik — Wil gk n Uil = Vi1 _ Wikl — Wi 1 . (B.70)
ox oy 0z
Temos como solucao
1dx ox
Uirggk = Y34k~ 55, (wi,j,kJr% - wi,j,k7%> B ((I)mj i k) (B.71)
‘ 15 5
9y )
Vij—Lk = Vij+lk +5 252 (wi,j,k—&-% - wi,j,k—%) T (‘b i, g,k q)y,], ) (B.72)

Depois de calcudados Uiy jk € Vjj 1, & Pressao no

por

1
3.k

centro da célula de superficie é obtida

— U, _1

p

I o[ Wil e = Wi-ljk  Yij+
+
e ox
1

Uird gk T Uisl jiik

—Uu

17]757]{:
0y

itg.0k U

iff,]k

BT

oy

U144l

(B.73)

ox

1 Trr X
5((1)]1@"‘@%1@ cbzgk

) -

- Uz‘l,j;k)

B.2.6 Células S possuem apenas a face (j —3) e (k+3) em contato
com células E. Onde n = ( ,——‘{,—*2[) ml = ( ,—*?,—‘2@) e m2 =
(1,0,0).

1 [ov  Ow Jdv Ow 1
N DR B Yy 2z yz
p= {0y+ o ((9z+ 8y) ~ (BW + &) — @ (B.74)
Jdv Ow 1
— R — —_(—PYY 2z
5y s = 3 O+ (B.75)
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E
.\
Wi jk+1/2
| Pijk
: : 1,j,K
Vil | S
E

Figura B.11: Célula S com as faces (j — %) e (k+ %) em contato com faces de células vazias.

Discretizando (B.75)

1,j+35.k 1,j—35.k ,5,k+5 1,5,k—3 . vy o
_ = —— (—®Y% O B.76
oy * 0z 2 ( ik T m,k) ( )
e pela equacdo da continuidade (1.75) temos
Yig+ie = Vij—1k L Wiyl = Wi 1 _ Uiplje — Wil ik (B.77)
oy 0z ox ‘ '
Temos como solucao
1y oy
Vij—1k = Vij+lk + 252 (uiJr%,j,k - uifé,j,k> 1 (_q)%k + q’fik) (B.78)
‘ 16 5
z z
Wikl = Wijp-1 — 25z (uiJr%,j,k - uifé,j,k> vy (—@?,?,k + cbzzz]k) (B.79)

Depois de calcudados v; ;_1, e w, ;. 1, a pressao no centro da célula de superficie é obtida
5J 2 475 +2
por

Re oy 0z
LUl Ttk T Viga b k-1 T Vig- L

2 0z

(B.80)
Wi i1kt T Wi -1 = Wijppl — Wijp 1
oy

4 1 (q)yy 4+ p* ) — p¥?

2 ivjvk ivjvk i’jzk
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B.2.7 Células S possuem apenas a face (i —3) e (j — 3) em contato
ml

V2
5,0

1
2
com células E. Onde n = (—*% —%,0)

= (L2
2
m2 = (0,0,1).
S
|—1/2,j,k’ q?]k
@ P
i B Vigazk |
S R
E

) e

Figura B.12: Célula S com as faces (i — ) e (j — 3) em contato com faces de células vazias.

1 [Ou Ov ou Ov 1

b= Re{ax—i_ﬁy—i_(ay—i_@x) 5 (T + )+

ou Ov 1
T T (P W
ox + oy 2 ( +2%)
Discretizando (B.82)
Uiplje — Wilje  Vigrle — Vig-Llk 1
_ - _ - o
ox + oy 2< g+ ’]k)

e pela equacdo da continuidade (1.75) temos

uz+%7.]7k - ul*fyjk + Ul?]+%7k /U 9.777 k —_ _ (wl,],k‘+; - wl7]7k7%
0z '

ox 0y

Temos como solucao

16z ox
- — _ T Yy
Uimdjk = Yird g T 5757 (wi,j,k+% wi,j,kfé) 7 (0T + )

1 5y 0y o
Vij—1k = Ui,j+2, 282 (wi,j,k+% - wz‘,j,k%) + 4 ( (I)mk + (I)z,j,k:)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

(B.84)

(B.85)

(B.86)

Depois de calcudados w;_1 ;. € v; ;1 ,, a pressao no centro da célula de superficie é obtida
27 ) 2. 27
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por

o1 (Wil T WLk Yigele T Vi1
D= +
Re ox oy
N 1 Wit gk T Wist gk = Yin ik — YLk
2 oy
v +v —v - (B.87)
n i+Ljtg.k T Vitli—g.k T Vigtgk T Vig-gik
ox

1 @
+ 5 (P55 + @) + cbi};.,k] :

B.2.8 Células S possuem apenas a face (i+3) e (k—

em contato
com células E. Onde n = (‘/75,07 _V2

)
2 )’ ml = ( 2270772) e m2 =
(0,1,0).

i,j.k ‘

+ ’ L{i+1/2,j,k

Figura B.13: Célula S com as faces (i +3) e (k —

DO [

) em contato com faces de células vazias.

p_ﬁ{%—’—a_(&—'—@_x)_’—é(@ +CI))—CI> ,

(B.88)
Oou Ow 1
(9 9 B.89
or 0z 2 ( ) ( )
Discretizando (B.89)
U; 31 7. — U; 1 w; - 1 — W; 1
i+3.0.k i—5.0:k Lyk+3 BJk—3 T 2z
- = (®, — B.90
ox Sz 9 ( i.5.k m,k) ( )
e pela equacdo da continuidade (1.75) temos
Uiyl e — Witk Wijpypl = Wy 1 Vit = Vij—1k
= - ) B.91
ox + 0z oy ( )
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Temos como solucao

16x o /.o s
Uipljre = Wil ik — 5@ <Ui,j+%,k - Uz‘,j—%,k) e ( gk 1jk) (B.92)
e
16z 0z
Wi k-1 = Wiyl + §§_y <Ui,j+%,k - Ui,j—%,k) 1 ((I)%k - fzgk) (B.93)

Depois de calcudados u; 1 ;, € w; 1, a pressao no centro da célula de superficie ¢ obtida
27 ) 2 2
por

==
Re ox 0z
1 Uil jhpn T Uml i = Ui L5 — UL g
2 0z
(B.94)
Wil T Wi 1 = Wigjppl = Wi 1
ox
2 i?j7k i7j7k i7j7k

B.2.9 Células S possuem apenas a face (j+1) e (k—3) em contato
com células E. Onde n = (O,@, —@) ml = (O,‘/7§,72) e m2 =
(1,0,0).

! V..
! ! i,j+1/2,k
| q?,j,k_l.’ _E
T Puk s
Wi k=172
E

Figura B.14: Célula S com as faces (j + 1) e (k— 1) em contato com faces de células vazias.

1 [ov oOw ov  Ow 1
= _— | ZZ O B et - yy 22\ __ Yz
P Toe {8y+8z (az+ay)+2(<b + &%) — o¥*| | (B.95)
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ov Ow 1
_ = —Z (YW — p* B.96
dy 0z 2 ( ) ( )
Discretizando (B.96)
Ul:]+%»k - U/Lm]*%yk‘ wl,],k‘Jr% o wlv‘%k*

1 zz
5 - 5 —5 (1 — @%5,) (B.97)

e pela equacao da continuidade (1.75) temos

Yij+ik ~ Vig—1tk  Wijeel = Wijp 1 Uipd jk = Wil jk
- = — . (B.98)
oy 0z ox

Temos como solucao

1dy oy
Yigie = Vig-Lk — 201 (ui—i-%,j,k - uz‘—%,j,k) 1 (CI) igk (I)z]k) (B.99)

10z 0z Zz
wi%k_; = wi,j,k-‘rl + 56_ (UH_%J’,{: — ui—%,j,k) 4 (@ i E i,j,k) (BlOO)

Depois de calcudados Vijilh © Wijp 1,2 pressao no centro da célula de superficie é obtida
por

e oy

ﬁ e
R 0z
1Vt F ULk T Vigale ~ Vig-ly
2 0z
(B.101)
Wikl T W g L =W qppl =W qp 1
oy
1 ((I)yy + o= ) Y
2 3,7,k 4,5,k B9,k | °

B.2.10 Células S possuem apenas a face (i —3) e (k—3) em contato
com células E. Onde n = (— *[ 0, —%) ml = (@,O,—@) e

m2 = (0,1,0).
1 ou  Ow ou Ow 1
" {5$+8z+(8z+8>+2< +0%) + : (B.102)
8u aw 1
Tor T ar T U B.1
ox + 0z 9 ( + %) (B.103)
Discretizando (B.103)
ui—&-%,j,k _ Ui_%J’k wi’j’k—i_% B wi7j7k_% o ]- T 22
0 " 5z -9 (—®7% + PF5k) (B.104)

e pela equacdo da continuidade (1.75) temos

ul+%7]7k - ul*fv] k + wl7]7k+% - wlv]kaé . /U’L,]Jr%,k - /UlvjiéJc
0y

. 5 (B.105)
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i 3
! Lok
3 |—1/2,j,k’ | .|-
Pik| s
E §Wi,j,k—1/2
E
Figura B.15: Célula S com as faces (i — 1) e (k — 1) em contato com faces de células vazias.

Temos como solucao

1oz ox
Witk = Wil e T 20y <Uz’,j+%,k - vi,j—%,k) T (=@ + 2F5k) (B.106)

10z 0z -
wiﬂ»’ki% = wi,j’k+% + 5@ <Ui,j+%,k — ,Ui,jfé,k) + 4 ( @ ]k + q)lj k) (B107)

Depois de calcudados w;_1 ;, e w; ;,_1, a pressao no centro da célula de superficie ¢ obtida
27 b W 2
por

_ 1 [ui+§7j,k — Yimgak | Wigk+ T Wik
€

R ox 0z
L LMk T Ui Lgbtt ~ Wik~ YLk
2 0z
(B.108)
Wit1jh+d T Wirt k-1 = Wijpsl = Wi}
oz

1
+§( 1jk+(1)1]k)+q)1]k

B.2.11 Células S possuem apenas a face (j — — ) em contato

1
2
com células E. Onde n = ( ,—*/75,—\/75), ml = (0,\57 \f)
m2 = (1,0,0).
P~ Re dy 0z dz Oy
ov  OJw 1

_ [ ') Y ) 2z
a7 5 (—0W + %) (B.110)

1
) = (W + ©7) + DY (B.109)
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*********

) em contato com faces de células vazias.

Figura B.16: Célula S com as faces (j —3) e (k— 3

Discretizando (B.110)

Vij4lk ~Vij—lr  Wijppl — Wi 1 1
- + = oY B.111
5y 52 5 (=P, + 275k) ( )
e pela equacdo da continuidade (1.75) temos
Yigtgk ~ Vig-3k | Wigk+s T Yijr—] Wil gk = Wisljk
= - . B.112
oy * 0z Sx ( )
Temos como solucao
1 5y oy
/Uiuj_%Jc 7J+2J€ +5 2 5 (ui—i-%,j,k - ui—%,j,k) - Z ( (I)?{gk + q)z]k) (B113)
‘ 16 )
z z
Wi jp—1 = Wijpel + 201 <ui+%,j,k - ui—%,j,k) + 1 ( q)yyk + @7 k) (B.114)

Depois de calcudados v, ; TRWNCRUS a pressao no centro da célula de superficie é obtida

por

7] k/l_f,

o1 { i+l Vij—Lk N Wi e+t = Wijk—1

P~ Re oy 0z
N 1<Uz’,j+;,k+1 FT U1k T Vil T Vil
2 0z
(B.115)
Wi g1+t T Wi p—1 = Wil — Wijp 1
0y
1 y
5 (@’l]k—i_@l‘]k) +q)1]k
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B.3 Superficie plana com inclinacao de 60°
1

B.3.1 Células S possuem as faces (i —3),(j+3) e (k+1) em contato

2
com células E.

37373

F§££@nh@ﬁVﬂm%ﬁﬁf

E |
| .
3 - Wijk+1/2
! ! ! V..
! ! i i,j+1/2,k
E 3 Ui_1/2 j,k’ | CDIJ k ’ E

§ § 91 k

S

3766

Figura B.17: Célula S com as faces (i — 3), (j + 1) e (k+ 3) em contato com faces de células

vazias.

[ (du e\ (0u dwN (00 ow
b ~ 3Re oy Ox 0z Oz dz 0Oy

2@_28_11}_ (8u+@)+(au+a_w) :_[@yy_(bzz_q)wy+q)zz:|’

oy 0z 8_y ox 9z ' Ox
g Qg0 0w (O vy (O 0wy |, (O, 0w
or Oy 0z Jdy Ox 0z Ox Jz Oy

Pela equacao da continuidade

ou Ov OJw

oz "oy Tz T
Agora, adicionando as equagoes (B.117) e (B.118) obtém-se

_2@4_2@4_ %_Fa_w + @_{_a_w :|:Q)m_(pyy_(pm_q)yz'
0z Oy

ox dy dz Ox

(B.116)

(B.117)

(B.118)

(B.119)

(B.120)
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Com relagao a figura 3.9, os valores de w; 1 4, V; 5401, w; 541 € Py jx sS40 requeridos e
27 bl b2 I’ W 2
podem ser calculados pelas equagoes (B.117),(B.119), (B.120) e (B.116), como segue.
Aplicando a equacao de conservacao de massa no centro da célula, obtemos

ox oy 0z N '
que pode ser escrita como
ox (51‘
1t =V — 1= by B.122
U; Lk oy ,J+2J€ 52 1,9,k+5 ( )
onde
b ox ox
Agora, equagao (B.117) aplicada no centro da célula fornece
Vij+gk — Vij—3k Wijk+y — Wijk—3
2 -2
oy 0z
L (Uit gk T Wik T Wil 1k T Ytk
2 oy
Vit1j+3k T Vivrg— 6 = Vigrdn = Vij-Lk
ox
1 H— .k + uz—f gk ui—l—%,j,k—l - uz—f,],k 1
2 0z
Wittt T Wit je-1 = Wijpel — Wi 1
ox
zy
|:CI),]I€ 1]l<: (I)jk+ zyk::|
que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)
ox o ox ox
<5—Z — @ ui—%,j,k + 4@ + ]_ U’i,j—i—%,k — 4& + ]_ wi,j,k—l—% = b2 (B123)

onde

b 451: 45:6 ox
2 =5 Vig—gk — 5 Widk—3 + 5y Uit dgk = Yitl i1k — Wil j-1k
+ (Uz’+1,j+§,k T Vip1-1k — Ve k)
ox
32 Wipljke = Wigdje—1 — Wil ik

— 200 @Y, — OF, — O+ J,ﬂ}



Tratamento de superficies planas consideradas no cédigo FreeFlow3D 65

Analogamente, discretizando (B.120) da célula de superficie na posicao (i, j, k), obtemos

Uipljre = Wil ik Vit = Vij—1k
-2 + 2
ox oy

N 1 Wil e T Wil — Uil o1 — Uil k1
2 0z
Wit gt T Wit1 k-1 ~ Wiyl — Wi p 1
ox
N 1 Vil T VLo~ Vigala-1 T Yij-Lk-1
2 0z
Wikl T Wik 1 — W5 qppl — W qp 1
oy
_ P _ W _ Prz _ HY?
= [ gk~ Pijr — Pij ‘I’m’,k}
a qual reescrevermos como
ox ox Ox ox
44+ —u 1. 4—+ — v, ., 1 — 1w, .., 1=0 B.124
( + 5z ) imzidk + 5y + 5z | bitak + Sy i,5,k+3 1 ( )

onde

b 4 45:15 ox

- <w¢+1,j,k+% T Wip1 k-1 — wi,j,k7%>

ox
32 Vi1 = Vijple—1 " Vij-1k

ox
Oy Wijg—1 = Wij 1 e+l = Wij1x-1

Tz _ HYY  _ HTZ _ PHY?
+ 20z [ igk — Pijr — Pijk ‘Dm‘,k]-

As equagoes (B.124), (B.123) e (B.122) fornecem um sistema linear (3x 3) para as velocidades
Ui 1 ik Vil ks Wijeel que pode ser escrito na forma matricial como:

(4+5) @i+ (F-1 —— b
(2-2) (4241) —@Z+1) || vyese | = | b (B.125)
-1 e sz Wi j o+ 1 bs

Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os
valores de Uil ks Vijelh © Wijgyl calculados a pressao é obtida pela discretizacao de
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(B.116), no centro da célula de superficie, obtendo,

1 [ (“H;,j,k F ULk T Uik T %l 1k

Piik =3 Re 5y
Vitt,+dk T Vig1-1k ~ Vigrle ~ Yij-lk
oz )
Uipd e T UL = Uil g1~ Uil ik
a < 0z
Wil T Wig1 g1 ~ Wiyl — W p 1 ) (B.126)
ox
Yij+1k + Yij—3gk = Vig+le—1~ Yij-1k-1
< 0z
Wil TWi 5 1= W5 gl =W qp 1
oy >]
b0 b ol b 2 (—o —ar ol )|

B.3.2 Células S possuem as faces (i+3),(j—3) e (k+3) em contato

com células E.

n:<ﬁ_£ ﬁ) m1:<£0_£> m2:<£@¢_5)
7 T ’ 636 |

(=}

37 373 2 2

E
Wi,j,ﬂl/Z
-
pi,j,k ’ u§i+1/2,j,k
Vi 1—1/23|s! ,,,,,,,,,,,,,,,,,, S A

Figura B.18: Célula S com as faces (i + %), (4 — %) e (k+ %) em contato com faces de células

vazias.
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o1 { 2(8u+8v)+2(8u+8w) 2(8v+8w)
p = — —_ _ _ _ e — —_ _ _—
3R 0 0 0 0 0 0
e Y x z x 2z Y (B.127)
ou ow ou Ov ov  Ow
QU W (JU V), (90, oW :—[@”—@“—@zucbyﬂ, B.128
Ox 0z (8y 890) (02 0y) ( )
28u 4(% N 28w N (8u N (%) +9 <8u N 8w) N (81} N (’3w)
or Oy 0z Jdy Ox 0z Ox dz Oy (B.129)
Agora, adicionando as equagoes (B.128) e (B.129) obtém-se
ou ov ou Ow ov  Ow
A SATY SN [@m — W 4 B 4 Y. B.130
Ox 8y+(8z+8$>+<82+8y> HeT ( )
Pela discretizagao da equacao da continuidade obtemos
ox ox
Uit h = Gy V= T 5 Wiy = U3 (B.131)
onde
b — ox ox
3= U1k — 5_yvi,j+%,k + 52 Vigk—4 -
Agora, equagao (B.128) aplicada no centro da célula fornece
5 Yird gk — Yi-Jgk\ 5 Wijk+t = Wijk—1
ox 0z
LW T WL T Uit Lk T Uik
2 oy
Vit T V-1 = Vingjyd e — Vimq -1y
ox
N 1/ Vil U1k T Vil o1 T Vol
2 0z
Wi jr1,k+1 + Wijt1k—1 7 Wijpsl = Wyjp 1
0y
== [@f,@’k = O — Pt q’%’,k]
que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)
ox ox ox dx
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onde
b 4 45x ox
2 =AUk — A5 Wi + 5y Uipl jire T Uil g — Uil g

ox
"\ 32 ) itk T Vigrik-1 T Vig-g k-1

ox
~ 5y ) Wisttry T Wiginn—g = Wijn—g

—2(51}[ zgk zyk (I)fg,k—{_q),jk}

Analogamente, discretizando (B.130) da célula de superficie na posicao (i, j, k), obtemos

uz"’_%:]:k - uz_faj k Ul:.]+%»k - /Ulvj_%yk
2 -2
ox oy

1 (Ui+§,j,k T ULk T Wil 1 T Wil e

2 0z

Wikl T W0 1= Wi il — Wiq g1
ox )

1 (U T ST T S U gy S |

2 0z

Wittt T Wijar k-1 = Wiyl = Wi p 1
0y )

= _[(Dwk_q) e T P k+q),]k]
a qual reescrevemos como
ox or Ox ox
(105 mant (15, 455 at (125 s =00 (313
onde
ox ox
bl :4ui_%’j’k + 4@Ui’j+%7k o (@) (ui_%hjvk B ui"‘%’jvk_l - ui_%nﬁk—l)

- (wi,j,k—% T Wiclgkts T wi—l,j,k—§>

ox
T\ 55 ) Vidtike T Vigrge-1 T Vig-g k-1

ox
_ @ < %,7+1, k+1 +w7j+1 k** wi,j’k7%>

— 200 |0, — O+ 0T+ Y]
As equagoes (B.133), (B.132) e (B.131) fornecem um sistema linear (3x 3) para as velocidades

Uil ks Vij—1 ks Wijptl que pode ser escrito na forma matricial como:

(4 + ‘3—2) (4% + g_i) (1 ?Zf) Uipd ik by
<4 + %) (g—‘; — 1) — (42—2 + @) Vij-ik | = | b2 (B.134)
1 —g—z ‘;—i Wi jk+1 b
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os
valores de Uiyl ik Vij—lk © Wijeyl calculados a pressao é obtida pela discretizacao de

(B.127), no centro da célula de superficie, obtendo,

1 [ <“z‘+;,j+1,k T ULk T Wil gk T Yl ik

ﬁ.7 ',k’ —_
J 3Re oy
Vit T V-2 = Vimn il — ”z‘—l,j—g,k>
+
ox
Uil e T Uil ke = Wit d k-1 — Yzl jk—1
0z
Wiyl TWijp1 = Wig eyl = Wig k1 (B.135)
ox
C(Vigrdk T Vig=tk T Vi k-1 T Vig-L k-1
0z
Wi jitetd TWijp1 k-1 = Wijppl =W k1
dy
1
T 22 zy Yz
+3R |:(I)jk+q) k+q>2jk+2< (I) k+®23k (I)z]k>]

B.3.3 Células S possuem as faces (i —3),(j —3) e (k+1) em contato
com células E.

=S
S

ERRERES ) 5

272
L[y (0, 00\, (0u 0wy (00 o
P =3Re Jdy Ox 0z Ox dz Oy

:<_\/§ V3 \/§> ml:(x/i \/§7O>7m2:(\/_

(B.136)

ou ov ou Ow ov  Ow
—2— +2— —+— )=+ ) =—| — D"+ DY + O — P¥* B.1
0x+ 8y+(8z+8$> (8z+8y) [ + + ]’ (B.137)
_2@_2@4_48_10_2 @—F@ — a_u+a_w — @_Fa_w
or 0Oy 0z oy Ox 0z Ox 0z 0Oy (B.138)
Agora, adicionando as equagoes (B.137) e (B.138) obtém-se
ou ow ou Ov ov  Ow
2— 42— —(—+— )| =—+—=— ) = |9 — d¥* + P 4 P¥*|. B.139
8$+ 0z (8y+8aj) (62+ ay) [ T } ( )
Pela discretizagao da equacao da continuidade obtemos
5:70 ox
ULk T 5y Vij—lk T 5o Vigk+y = b (B.140)
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E
-
- Wijk+1/2
£ u —1/2,j,k’ Pk
7 e i
e Vi
§ S
E
Figura B.19: Célula S com as faces (i —3), (j — 1) e (k+ 3) em contato com faces de células
vazias.
onde
ox ox
by =~y = 5 Vit he T g Vigke

Agora, equagao (B.137) aplicada no centro da célula fornece

-2 +2
ox oy

1 (“H;,j,k T ULk T Wil ko1 T Wil ikt

2 0z
Wittt T Wit 561 — Wiyl =W 0 1
ox )
1/ Vil TV -1, —Vplp 1~ Vijli
2 ( 0z
Wi 1+l T Wi p—1 = Wijhel = Wijp_1
oy )

_ T yy 74 Yz
= — [ = Qi+ gt P (I’z‘,j,k}

que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)

Sx or Ox ox
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onde
ox ox
by =4u;y 1 jp — 45_yvi,j+%,k - (&) (“H%M T Ui g k-1 T ui*%vjv’“*l)
- (wi—‘rl,j,k—i-% + Wit1,4k-1 — wi,jJﬂ—%)
ox
+ <£) (vi,j-&-%,k ~ Vil -1 — Ui,j—%,k—l)

ox
+ (@ (wz‘,j—i—Lk-l—% T W1 e-1 — wi,j,kz—%)

— 200 — 0%, + O+ 08, — 0l |

Analogamente, discretizando (B.130) da célula de superficie na posi¢ao (i, j, k), obtemos

-2 +2
ox 0z

1 (Ui+§,j+1,k T UL vk T Wil gk — WisLl ik

2 oy
Vittj+tk T Vi1 -2 — Vijal e — Vij-ly
ox )
1 Vijde T V-1, —Vijplp 1~ Vi Llp
N 5( 0z
Wi j+1,k+1 + Wijpr k-1 = Wijpypl = Wijp 1
oy )

= [(I)’]k—(l)zzk—i—q) k—l—(I)wk}

a qual reescrevemos como

(53: ox oxr Ox

b 4 4(535 ox
1 =AU L AT Wit oy ) \Mirharin ULk T Uil ik

onde

+ <Ui+1,j+%,k T Vi1 -1k ,j+§,k>
ox

T 52 ) Wb = Vg1 = Yij-Li—1
ox

+ @ Wit h+l T W1 p—1 — W1

+26x[ ik @Z§k+<bz§k+®”k}

As equagoes (B.142), (B.141) e (B.140) fornecem um sistema linear (3x 3) para as velocidades

Ui 1y Vij—L ks Wijpel que pode ser escrito na forma matricial como:
oz oz oz ox
4+5) (- 5z) @ +5) 1 [ wirsn by
ox oz oz
(4+ %) (4 + 5 ) <5—y - 13 Vijoik | = b (B.143)
-1 —@ g—i Wi jk+1 b
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os

valores de Ui Lk Vij-1

(B.136), no centro da célula de superficie, obten

k€ Wiyl calculados a pressao é obtida pela discretizacao de

do,

_ L[/ Wi d e T %isd gk ~ Uik~ Yisd gk
Pijk =
” 3Re oy
Uitttk T Vig1-Lk ~ Vgl e = Vil
ox
I R e e T I e T
0z
w; . 1 w; . 1 — W, - 1 — W, . 1
i1kl T Wit b1 T Wigked T Yijk-1 (B.144)
ox
A R e L et S e P
0z
Wi jithtd T Wil — Wil =Wy 1
oy
1
T vy 22 Y T2 Yz
+ e P Ol @2 (O - et - @) |

B.3.4 Células S possuem as faces (i+3),(j+3) e (k

— 1) em contato

com células E.

8

V3 V3 V3 V6 V6 V6

Vo

) e (24)

3737 3 27 2 66
L[y ) (0, 0w\ (0 0w
P =3Re dy Oz 0z Oz dz Oy (B.145)
Ju v Ju Ow ov  Ow
GO _,ov_ (Ou  Ow AL N X Y S/ S B.146
or Oy (8z+8x>+(8z+8y) [ * ]’ ( )
g0 900 yOW o (Qu Ovy (0w Qw0 Ow
or Oy 0z oy Ox Jz Ox dz Oy (B.147)
Agora, adicionando as equagoes (B.146) e (B.147) obtém-se
ou ow ou Ov ov  Ow
9fl %0 (B Al N S A L B.148
Ox 0z +<8y+8az>+(8z+ (‘3y) [ - } ( )
Pela discretizagao da equacao da continuidade obtemos
ox ox
ui—l—%,j,k + @Ui,j-l—%,k - gwi’j’k_% - b3 (B149)
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E
12k | |
S ¢ | | |
| '-i'k+ 777777 ‘ 77777777 )
plvjyk ui-zl-l///Z,/j/,/k E
Wiik-12
E

Figura B.20: Célula S com as faces (i+3), (j+3) e (k—3) em contato com faces de células

vazias.

onde

ox ox

by = ting 5 Vigm bk T G, Wi -

Agora, equagao (B.146) aplicada no centro da célula fornece

ox oy

1 (uz‘+§,j,k+1 T UL Gk T Wil gk T Uil Gk

2 0z

Wikl T Wi e 1= Wil — Wi qjp 1
ox

L/ Vijd 1t TV -Lptr — Vijrle — Vij—1k

_|_ —

2 0z

Wil FT Wi 1 — Wi gyl = Wij g 1
dy

7’7 ,L’

— T vy xrz Yz
o [(I)i,j,k — i~ Pije T (I)i,jvk}

que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)

Sx oxr Ox ox

(B.150)
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onde

b 4 45x ox
2 =AU 1k — @Uz’,jfl kT 52 ) \ Wit bkt T ULk T Wik

+ (wz’,j,k+$ T Wikl T wvz—l,j,k—%)

ox
“ 55 ) Wigedprn T V5L = Vi Lk

ox
T\ oy ) \Widkts = Wig-thy T Wig-1h-3

— 2000, — o, — 05, + ol |

Analogamente, discretizando (B.148) da célula de superficie na posicao (i, j, k), obtemos

Uip Lk = i1k Wikl = Wijp-1
2 -2
ox 0z

1 <uz+ 5J:k + usz,j,k - 'u’iJr%,jfl,k - usz,] 1,k

2 oy
Vi h F U g~ Vs bk~ Vi bk

ox )
(Uil T Vig-Lke1 ~ Vigrlk ~ Vig-Lk
2 ( 0z
Wightd T Wigh-1 = Wijo1 4l =~ Wig-14-1

oy )

[ O+ OF — B q);l./;,k]

a qual reescrevemos como

0w ox o b
(4 + 5y) l+%7j7k + (1 — 5) Ui,j-',-%,k‘ + (45 + @) wi7j7k—% = bl (B151)

oz ox
b =iy o F AT Wy =\ 5y ) Mimbik = Y dgoak = Wis i

- <Ui,j—%,k T Vi1+ik T Vi1 -1 k)

ox

~ 5z ) Wigstnn T V-1 ~ Vil
ox

~\ oy Wijktd = Wij 1kl = Wij 11

+25.Z’|:— x?k_’_ zyk q)z]k:_q),]k]
As equagoes (B.151), (B.150) e (B.149) fornecem um sistema linear (3x 3) para as velocidades

Ui Lk Vil kr Wije—1 que pode ser escrito na forma matricial como:

onde

G+ 0-8) R ] ] [
(4+ %) <45w + 5 ) (g—; —1 Vijrik | = | b2 (B.152)
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os
valores de Uiyl ik Vijrle © Wijp 1 calculados a pressao é obtida pela discretizacao de

(B.145), no centro da célula de superficie, obtendo,

1 K“Hg,j,k T ULk T Uiyl T Uil 1k

Dijk =
I 3Re oy
Vi T V-1~ Vicij+lk T Vicli-Lk
ox
Ui Lt T UL jqn — Uil i = Uil
0z
N Wil T Wi k1 = Wil = Wiy 1 (B.153)
ox
Yij+1k+1 + Vig—Lk+1 = Yig+le ~ Yig-Llk
0z
Wil T Wi p1 = Wi gl = W5 qp1
oy
1
TT vy 22 Yy  _ HTZ  _ PHY?
T 3Re [q)iu%k + Pt Pige T2 (‘I’i,j,k ik q’mm) } ‘

B.3.5 Células S possuem as faces (i —3),(j+3) e (k—1) em contato
com células E.

n:<_££_£> m1_<£ _£> m2_(ﬁ
’ B ’ ~\ 6

LT (e (e e (e dw
P =3Re Jdy Ox 0z Ox dz Oy

V6 V6
36 )
(B.154)

ou ow ou Ov ov Ow
20— +2— —F — |- =4+ — | =—| — D¥* + P* 4 W — DY )
+ +(8y+8x) <8z+8y> B |, B15)

Ox 0z
gD (B 0y (00 u (00 o)
or 0Oy 0z dy Ox 0z Ox 0z 0Oy (B.156)
. [ — DT 4 2PV — BT — I — 2P — cw} ,
Agora, adicionando as equagoes (B.155) e (B.156) obtém-se
—2% + 22—; - (% + g—:) - (% + 2—3) - [(I)” — W 4 P 4 <1>W] (B.157)

Pela discretizagao da equacao da continuidade obtemos

Ui Lkt _yvz‘,j+§,k — Wi je—1 = bs (B.158)
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Wiik-172

Figura B.21: Célula S com as faces (i —
vazias.

onde

b ox ox
35 Tl 5 Vi k T 5 Widked

Agora, equagao (B.155) aplicada no centro da célula fornece

-2 +2
ox 0z

Uipdj1k — Wil 1k

2

oy

Vitt,j+t ke T Vg2 — Uiyl — Ui,jé,k)

ox

2

0z

1 (Ui,jJré,kJrl T ULk T Vigale ~ Vig-l

Wightd T Wigh-1 = Wij—1h+] — wi,j—l,k—§>

2

— [ -oz, +0;

0y
G+ P

7

— Y

1,5,k w,k]

que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)

ox

ox ox ox
(1055 e (52 1) s (1554 55 ey =

(B.159)
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onde

b 4 45$ ox
2 =HUi 1k — Ewi,j,kJr% - @ Uiyl gk = Wiplj1p = Uil 1k

- (Ui+1,j+§,k Vi -1k~ “m‘—ék)
ox
+ 32 Uijad o1 T V51 k1 — V-1
ox
+ sy ) Wikt = Wigmthty = Wij-1h—4
T 2z Yz
—25x[—c1>i7jyk+q> (IR e T ] .

Analogamente, discretizando (B.157) da célula de superficie na posi¢ao (i, j, k), obtemos

-2 +2
ox oy

1 Wil ks + Ui L k1 — Wiplje = Uil ik
2 0z

Wig1 4l T Wipr -1k — Wijply — wi,j;,k)

ox
1 [ Vij+l k1 + Yij—Lger1 — Vil = Vi1
a 5( 0z
Wil T Wi 1 — Wi gyl = Wijqp 1
oy )

- [@Jk—cbykJrcb k+q>wk}

a qual reescrevemos como

ox or Ox ox
(4 + (5 > Z—%J,k + (4@ + E) ,Ui,j—i-%,k + (1 — @) wi7j7k_% = bl (B160)

onde
ox ox
b 4uz+ gk T 45 ij—Lk + (5) ( Uil k1 + Uil k1 — i+%,j,k>

+ (wi+1,j,k+% T Wity jk-1 — wiJ’Jﬁ%)

ox

+ 52 ) \Vigthk1 RCT I S e L N
ox

+ Sy ) \Wiakes = Wigorkry T Wigork-g

+25x[ Tik ¢g§7k+¢>$§k+@”k] .
As equagoes (B.160), (B.159) e (B.158) fornecem um sistema linear (3x 3) para as velocidades

Ui Lk Vil gy Wije—1 que pode ser escrito na forma matricial como:

(4+3) (5+%) (-5 Uit b
(4+2) (-1 —(4Z+2) || vy | = | b (B.161)
-1 " -& viget | L0
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os
valores de Ui Lk Vijrle © Wije 1 calculados a pressao é obtida pela discretizacao de

(B.154), no centro da célula de superficie, obtendo,

b= 1 [ (“z’+;,j,k T UL T Uil o1k T Winl i1k
iv.j’k - -

3Re oy
Vit1,j+4k T Vi1 i-1 e = Vigale T Vig-lk
ox
Ui L jhkrn T Wil 1 =~ Wil ik = Uil
+
0z
Wit gkl T Wig1 -1 = Wijppl = Wi 1 (B.162)
ox
Vil k1 T VL1 — Vijyl e — Vil
0z
Wiyl TW 5 1= W5 g 1 =W qp 1
oy
1
L [pu vy 2 _ W P 3
+ SRG |:®Z"7’k + QZ’J’k + ¢Z7~7’k + 2 ( ®l7])k Z7J7k QZ)]’k) :| ’

D=

B.3.6 Células S possuem as faces (i+3),(j—3) e (k— 1) em contato

com células E.

(=

(V3 VB VB (g V2 V2 (V6 VG VB
S LT R S i R ‘

Koy
i ij,K ’ Ui+1/2,j,k

Figura B.22: Célula S com as faces (i+3), (j —3) e (k— 3) em contato com faces de células

vazias.



Tratamento de superficies planas consideradas no cédigo FreeFlow3D 79
.1 5 8u+8v 5 8u+8w ) 8v+8w
b "~ 3Re Jdy Ox 0z Oz dz 0Oy (B.163)
ov ow ou  Ov ou Ow
D LA L (L I (e —[—cbw o <I>””y—<1>“] . (B.164
oy 8z+(8y+8x> (3z+8x> e (B-164)
ou _Ov ow ou Ov ou Ow ov  Ow
42 =2 — (= — | = [+ =) =2 =+ =
or Oy 0z Jdy Ox Jz Ox 0z Oy (B.165)
Agora, adicionando as equagoes (B.164) e (B.165) obtém-se
ou ov ou Ow ov  Ow
gl o0V _(du gy (v g :[—@M W 4 o% qﬂﬂ]. B.166
Ox Jy <8z+8x) <8z+ 8y> + e ( )
Pela discretizagao da equacao da continuidade obtemos
ox ox
onde
ox ox
by = Ui Lk — @Ui,j—i-%,k - &wi,j,k—&-% .
Agora, equagao (B.164) aplicada no centro da célula fornece
Vij+ik — Vij—Lk Wijk+d — Wigk—1
-9 J+3, J T3 2 RT3 LR
( 0y ) i < 0z
1/ Wil gy T Uil e = Wil e = Uil
_|._ —
2 oy
Uijad e T V5L = Ving el e — Vimq i1y
ox
L L (Uil gk T UL G T Wil T UL
2 0z
Wikl T Wi 1 — Wi g il — Wiq g1
ox
=-[-omon, v on, - ey
que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)
ox Oz ox ox
(E — @) ui+%,j,k + (4@ + 1> Ui,jf%,k — (4& + 1) wi,j,kfé = bQ (B168)
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onde
b 4593 4(5:16 ox
2 =5y Vb T g Wikt T\ 5y ) (M danik ULk T Wil gk
- (“z;j+%7k: T Vi T Ui—Lj—%Jc)
ox
+ E 1—1—2,] k+1 + uz—f,] k+1 ui—%,j,k

+ (wi,j,kJr% Wiy k4l T wifl,j,kf%>
200 | — O, + 07 + 0 — 0,
Analogamente, discretizando (B.166) da célula de superficie na posicao (i, j, k), obtemos

ox oy

1 < i+l gkt T UL jerr — Wil e — Uil

2 0z
Wikl T W0 1 — Wi gl — Wi qjp 1
ox )
1 [ Vij+l k1 + Yij—241 — Vgl — Vi1
2 ( 0z
Wi i1+t T Wi k-1 = Wijpyl = Wijp 1
oy )

= |- om, + ol + 05, 4 ol

a qual reescrevemos comao
0x dx oz ox

ox ox
by 4szl]k+45y R I e (“z+2,gk+1+uzﬁ,gk+1 uif%,j,k)

+ (wi,j,kJr% Wikl T wifl,j,kf%>

ox
T 52 ) Wi dbrt T 0L = Vit

ox
+ <@ (wi7j+1,k+§ T Wikt~ wi7j7k+%>

20| = @+ O+ 08+ 0l

onde

As equagoes (B.169), (B.168) e (B.167) fornecem um sistema linear (3 x 3) para as velocidades
u, v; w;

it Lk Vig— Lk Wije_1 que pode ser escrito na forma matricial como:
5 sz | 8 b
(5 @) (E-) 1Tunn] o
sz _ & 5 5
(2-2) (42+1) —(@Z+1) || vgs | =| b (B.170)
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os
valores de Uiyl ik Vij-lp © Wik 1 calculados a pressao é obtida pela discretizacao de
(B.163), no centro da célula de superficie, obtendo,

1 [ (“z’+;,j+1,k T ULk~ Yirl e ~ Wiml ik

ﬁ', =
b 3Re oy
Vigrd e T Vil = Vici+l e ~ Vic1-1k
ox
— ul“l’%ﬂyk‘i’l + u'7%7j7k+1 o ul+%7j’k B uii%’j’k
0z
L Wiakd T Wigk-1 = Yicriktd ~ Wic1ik-1 (B.171)
ox
Vigtd ktt T V%51 ka1 ~ Vil ke ~ Vig-Lk
0z
N Wij1 et T Wigark-1 ~ Wijetd — Wije—1
dy
1
o= vy 22 W _ yz
+ SRe |:®Z,j,k + ®Z,‘],k + ®Zvjvk + 2 < Q)l)],k ¢27.77k + ®27]7k) :| ’

B.3.7 Células S possuem as faces (i—3),(j —31) e (k—

2
com células E.

D=

) em contato

3 V3 V3 V2 V2 V6
6

n m s 2, , 1M

37 37 3 )7 2

E u—1/2,j,k’ ik
| | ® Piix
o S
R B B 1 V7
Ly A
A=
e
E

Figura B.23: Célula S com as faces (i —3), (j — 3) e (k— 3) em contato com faces de células

vazias.
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=L g (Qu Ov) g (Ou 0wy, (Ov, Ow
P =3Re Oy Ox 0z Ox 0z Oy

(B.172)

ou ov ou Ow ov  Ow
_9YY I BT YUY | g Yy _ e yz
25— 42 (82+8x)+(32+8y> [ O 4 W — T 4+ P ] (B.173)

_2%_2@+48_w_2 8_u+@ + @+8_w + @+8_w
or Oy 0z oy Ox 0z Ox 0z Oy (B.174)

Agora, adicionando as equagoes (B.173) e (B.174) obtém-se

ou ow ou Ov ov  Ow
ox 0z

D S S (et AR :[q»m—qw o — ¥ B.1
+ 5%t o+ ay) + (B.175)

Pela discretizagao da equacao da continuidade obtemos

ox ox

onde

ox ox

b3 = =1 p — @Ui,j—l-%,k = 5 Wikt

Agora, equagao (B.173) aplicada no centro da célula fornece

Uipljre = Wil ik Yig+ik = Vij—1k
-2 + 2
ox oy

L (Wit T WLk T Wil gk T Yis Lk
2 0z
Wig1 ks T Wirr k-1 — Wikl ~ wm,k—;)

ox

1 <”z‘,j+;,k+1 T V-2 k1 T Vil T Vil

_|_ —
2 0z
Wi i1kl T W11 = Wijppl — W50 1
0y

—[-em o, —on, o]

Z7j7k:

que pode ser reescrita como (multiplicando por 2 e por dx)

ox or Ox ox
(4 —+ &) ui*%,j,k — <46—y + g) vi,jfé,k + (1 — @) wi’jy,%% = b2 (B177)
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onde

b 4 46x ox
2 =AUl ik — 5y ig+ik Tt 5. Uip Lkt T Winl g1 — Wik

+ (wz’—'rl,j,k—l-% + Wi k-1 — wz‘,j,k+%>

ox
52 ) Wbt T VL~ Viga Lk

ox
~\ 5y Wijyth+d T Wiprh—1 ~ Wiyl

— 200~ 0%, 4+ — 05 ol

Analogamente, discretizando (B.175) da célula de superficie na posi¢ao (i, j, k), obtemos

-2 +2
ox 0z

1 Wigd e T WL e = Wil jk = Wil
2 oy
Vittj+t ke T Vg2 — Vijyl e — Ui,j;,k)

ox
1 <Uz’,j+§,k+1 ULk T Vil T Vigoly

2 0z

Wikt T W1 -1 = Wijppl — Wijp 1
oy

= oz, —ap, + o7, — 0l ]

a qual reescrevemos como

ox ox oxr Ox
4 1 1— — oy, = [4—= 4+ — o1 =0 B.1
( + 5y) 2—5,],16 + ( 52) G,j— 5.k ( 5z + 5y) wm,k‘—§ 1 ( 78)

b 4 4(595 ox
P L g T A Wit T sy ) Mgt T ULk T Wikl gk

+ (Ui+1,j+$,k T Vit1j-1k Ui,j+§,k>

ox
“\ 55 ) Vidtgkr T Uk T Vil

ox
_ @ ( 4,41, k+1 +w’.]+1 k** wz"],k+%>

+ 20007 — 07+ 0 — 0F |

onde

As equagoes (B.178), (B.177) e (B.176) fornecem um sistema linear (3x 3) para as velocidades

Ui 1k Vig—1ks Wijp-L que pode ser escrito na forma matricial como:
oz oz Sz éx
“4+5) (- 5z) (45 +§) UilL i by
(4+8) —(12+2) (1-2) vigag | = | b (B.179)
—1 _g_y _i wi,j,k*% b3
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Esse sistema pode ser resolvido facilmente pelo método de eliminacao de Gauss. Com os

valores de ULk Vig—1p € Wijp_

)

(B.172), no centro da célula de superficie, obtendo,

b= 1 [<“i+;,j+1,k T UL e T Wil gk T Wisl ik
Z-7‘7'716 -

3Re Sy
Vig1jrdh T Vip1-2k " Vigadk ~ Vig-Lk
_|_
ox
Uip Lt T UL jppr — Uil g — ULk
0z
Wittt T Wit1jh—1 = Wil ~ Wiga-1
_|_
ox
Vi bkt T V% -2 ki1 T Vigrde T Vig-Lk
_|_
0z
N Wit gt d T Wigpn g1~ Wil — Wjp 1
oy

1
o | O+ 07+ 2 (07 07 2l ) |

’L,j,k 17j7k

3Re [ inj:k

1 calculados a pressao é obtida pela discretizacao de

(B.180)
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