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Resumo

No desenvolvimento de cédigos paralelos, a biblioteca PETSc se destaca como uma
ferramenta prética e util. Com o uso desta ferramenta, este trabalho apresenta um es-
tudo sobre resolvedores de sistemas lineares aplicados a escoamentos incompressiveis de
fluidos em microescala, além de uma andlise de seu comportamento em paralelo.

Ap6s um estudo dos diversos aspectos dos métodos de fronteira imersa, é apresentado
um método de fronteira imersa paralelo de primeira ordem. Na sequéncia, € apresentada
uma proposta de melhoria na precisdo do método, baseada na minimizacdo da distincia
entre a condi¢do de contorno exata e aproximada, no sentido de minimos quadrados.

O desenvolvimento de uma ferramenta paralela eficiente ¢ demonstrado na solucao
numérica de problemas envolvendo escoamentos incompressiveis de fluidos viscosos com

fronteiras imersas.

Palavras-chave: método de fronteira imersa, método acoplado, método de projecdo,
pré-condicionadores, computacao paralela.
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Abstract

In the development of parallel codes, PETSc library has an important position as a
practical and useful tool. With this tool, this work presents a study about linear system
solvers applied to incompressible flow in microscale problems, furthermore an analysis
of the parallel behavior of these methods is presented.

After a study of several aspects of immersed boundary methods, and taking advantage
of the flexibility of PETSc, a parallel first order immersed boundary method is presented.
Thereafter, an improvement in the accuracy of the method is presented, based on the
minimization of the distance between exact and approximated boundary conditions, in
the least square sense.

The development of a parallel and efficient tool is demonstrated in the numerical

solution of incompressible viscous flow problems with immersed boundary.

Keywords: immersed boundary methods, monolithic solver, projection method, precon-
ditioners, parallel computing.
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CAPITULO

1

Introducao

Os métodos numéricos “com malhas” existentes para a aproximacdo de equacdes diferenciais
podem classificar-se em dois grandes grupos: métodos que respeitam o contorno (boundary-fitted,
RC) e métodos de fronteiras imersas (immersed boundary methods, F1) (Peskin, 1972, 1977, 2002).

Nos métodos RC, a malha de célculo coincide com o dominio do problema, portanto € facil impor
as condi¢des de contorno. A maioria dos métodos de elementos finitos sao métodos RC, como tam-
bém muitos dos métodos de diferencas finitas ou volumes finitos formulados em malhas curvilineas
ou ndo-estruturadas. Uma malha RC tipica € mostrada na figura 1.1.a.

a)

Figura 1.1: a) Malha que respeita o contorno (RC). b) Malha contendo o dominio, adequada para métodos FI.

Por outro lado, os métodos FI caracterizam-se por trabalhar com malhas de cédlculo que contém
o dominio do problema, sem respeitar a fronteira, fazendo com que a imposicao das condi¢des de
contorno sejam incluidas na formulagdo numérica, que € a principal dificuldade destes métodos. Neste
trabalho sdo considerados, na classe de métodos FI, os métodos conhecidos como “fronteiras virtuais’
(Goldstein et al., 1993), “dominios ficticios” (Girault and Glowinski, 1995; Glowinski et al., 1994,
1999), “malhas imersas” (Tilch et al., 2008), “interfaces imersas” (Lee and Leveque, 2003; Leveque
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and Li, 1994; Mittal and Iaccarino, 2005; Ye et al., 1999) e “elementos finitos imersos” (Liu et al.,
2005; Zhang et al., 2004), entre outros. Um exemplo de malha FI pode ser visto na figura 1.1.b.

Primeiramente, neste trabalho, considera-se uma malha que respeita o contorno, a partir da qual
¢ feito um estudo do comportamento dos métodos acoplado e de proje¢do na solucdo numérica de
escoamentos incompressiveis em problemas com grande diferencas de escalas e com baixo nimero
de Reynolds. Este estudo permitiu a verificacdo do aparecimento de um transiente espurio para o
campo de velocidades, quando utiliza-se o método de projecdo para a solugdo das equagdes. Porém,
a utilizacdo do método acoplado gera matrizes sdo muito mal condicionadas. Por isso, € efetuado
um segundo estudo, no sentido de determinar a melhor combinacdo entre métodos para solucao de
sistemas lineares e pré-condicionadores para a solucdo desse tipo de problema. Para este estudo foi
de fundamental importancia a utilizacao da biblioteca PETSc (Balay et al., 2008, 2009), que fornece
estruturas de dados e implementacdo dos resolvedores de sistemas lineares e pré-condicionadores.

Entretanto, em problemas com geometrias mais complexas, a maioria do tempo dedicado a pre-
paracdo de um cdlculo provém da geracdo da malha, o que é praticamente imediato nos métodos
FI. A utilidade dos métodos FI, em problemas de geometria complexa, torna-se, assim, evidente.
Esses métodos adaptam-se especialmente bem a geometrias definidas digitalmente, a partir de ima-
gens fotograficas ou tomograficas, o que os torna ainda mais atrativos. Devido a isso, existe um
grande interesse no desenvolvimento de métodos FI eficientes e precisos, visando aplicagcdes em tec-
nologias que envolvem escoamentos em geometrias complexas e dinamicas, tais como microfluidica
(Atzberger et al., 2007), fluidica celular (Eggleton and Popel, 1998; Rejniak, 2007), hemodinamica
(Beratlis et al., 2005; Cebral and Lohner, 2005; Steinman et al., 2003), fluidos magnéticos (Ito and Li,
2003) e muitos problemas de interacdo fluido-estrutura (Ge and Sotiropoulos, 2007; Kim and Peskin,
2007; Yang and Balaras, 2006).

A principal dificuldade dos métodos FI € a imposi¢ao das condi¢des de contorno. Neste trabalho
leva-se em considera¢do, em particular, as condi¢cdes de contorno de Dirichlet, por serem as que
apresentam maior dificuldade numérica e também por serem as que necessitam de maior precisdo.
Em um contorno rigido, se a condicdo de Dirichlet para a velocidade ndo for satisfeita com precisao,
o efeito serd uma penetragao do fluido através do contorno, um efeito claramente contrario a fisica.

Recentemente, Codina and Baiges (2009) propuseram um novo método de imposi¢do aproxi-
mada, no qual os graus de liberdade de determinados nés da malha de elementos finitos sdo utilizados
para minimizar a diferenca entre as condi¢des de contorno exata e aproximada. Husain and Floryan
(2008b) também propuseram o método das condi¢des de fronteira imersa, no qual as condi¢cdes de
contorno sao representadas como restrigdes no espago de Fourier. Ambos os métodos minimizam a
distancia entre as condi¢des de contorno exata e aproximada no sentido de minimos quadrados.

Na dissertagdo proposta pretende-se estudar o comportamento das diversas técnicas disponiveis
para a imposi¢ao das condi¢des de contorno em métodos FI, em particular os métodos propostos por
Codina and Baiges (2009) e Husain and Floryan (2008b). Este método serd implementado para o caso

das equacdes de Navier-Stokes, tratado por diferencas finitas.



CAPITULO

2

Formulacao Matematica

Neste capitulo serdo apresentadas as equacdes que descrevem o problema a ser resolvido, assim
como as condi¢des iniciais e de contorno envolvidas. Na sequéncia, sdo introduzidas as discretizagdes

espacial e temporal que serdo utilizadas.

2.1 Equacoes de Navier-Stokes

A expressdao matemadtica de principios fisicos, tais como a conservacdo da massa € a conser-
vacdo da quantidade de movimento (segunda lei de Newton) sdo representados pelas equacdes de
Navier-Stokes.

As equagdes que modelam escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos viscosos sdo as

equagoes de conservacdo da massa (continuidade)
V-u=0 (2.1)

e de conservagdo de quantidade de movimento

88_1: + (u-V)u= —%Vp +vV3u + f, (2.2)
onde u denota o campo de velocidades e p o campo de pressdes. Ainda, ¢ € o tempo, p € a massa
especifica, v a viscosidade cinemadtica do fluido e f sdo forcas externas (por exemplo, gravidade).

As equacdes acima estio definidas em um dominio € e suas condigdes de contorno estdo definidas
em 02 = I';, Ul U T g Uy, com 0N fronteira de €2, I';,, contorno de entrada de fluido, I',,;
contorno de saida de fluido, I';; contorno de superficie rigida que coincide com a malha e -y contorno

de superficie rigida imersa na malha, como mostrado na figura 2.1. O dominio externo B, que contém
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o dominio 2 e suas fronteiras, € a regido onde serd gerada a malha.

I it \_/7 |

Fin Fout

L fit B
Figura 2.1: Representa¢do dos dominios e das fronteiras

A seguir sdo especificadas as condic¢des iniciais e de contorno que serdo utilizadas.

2.2 Condicoes Iniciais e de Contorno

A escolha das condig¢des iniciais e de contorno € fundamental para a solu¢cdo dos problemas mode-
lados por equacdes diferenciais parciais, pois o comportamento fisico da solu¢iao depende da escolha
dessas condi¢des. Para as condicdes iniciais do escoamento, deve-se conhecer, em ¢t = 0, a dis-
tribui¢do espacial das varidveis dependentes. Para as condi¢des de contorno € preciso ter alguma
informacao fisica, para todo tempo ¢, das varidveis dependentes na fronteira da regido limitando o
escoamento.

Nos problemas de interesse nesse trabalho, existem basicamente 4 tipos de condi¢des de contorno

que serdo empregadas:

e Condi¢des na entrada de fluido no dominio de solugdo (inflow):
= Win, (2.3)

’U,|F.

onde u;, € o vetor de velocidade conhecido na entrada de fluido e I';,, é a fronteira de entrada;

e Condig¢des na saida de fluido do dominio de solucdo (outflow):
o-nlr,, =0, 2.4)
onde o € o tensor de Cauchy, que pode ser escrito como

o= —pl;+ u(Vu + V'u),
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sendo II; a matriz identidade, em que d é a dimensdo (d = 2,3), e u = pv o coeficiente de
viscosidade dinAmica. Ainda, n € o vetor unitario normal externo a fronteirae I',,; € a fronteira

de saida;

e Condigdo sobre uma superficie rigida que respeita a malha (fitted):
u’Ffit =0, (2.5)

onde I'y;; € a fronteira rigida (fitted);

e Condic¢ao sobre uma superficie rigida imersa na malha (immersed):
ul, =0, (2.6)

em que vy € a fronteira imersa.

A condigdo inicial deve ser fornecida somente para a velocidade
U|t:0 = Uo,
devendo satisfazer a equacdo da continuidade
V- Uy = 0.

Com as condig¢des iniciais € de contorno definidas, pode-se definir as discretizagcdes espacial e

temporal, apresentadas abaixo.

2.3 Discretizacao Espacial e Temporal

Para considerar as equacdes governantes na sua forma discreta, inicialmente, reescreve-se as

equagoes (2.1)-(2.2) na forma adimensional, ou seja,

ou B 1 o
e +V.(uu)=—-Vp+ EV u, (2.7)
V.u=0, 2.8)

LV .
onde Re = — ¢ o ndmero de Reynolds, em que L e V' sdo os pardmetros de escala de comprimento
v
e velocidade, respectivamente.
As equacgdes (2.7)-(2.8) serdo discretizadas por diferencas finitas, tanto no tempo quanto no es-

paco, como mostrado na préxima se¢ao.
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2.3.1 Discretizacao por Diferencas Finitas

As equagdes (2.7)-(2.8) podem ser discretizadas no tempo como

u"t — +0 41, L oo nte

v —u . ntl _ _xgpn il VR A 2.
5t + V. (uu) Vp" + Rev u"m, (2.9)

V.u" =0, (2.10)

onde o pardmetro # € [0, 1] permite avaliar os termos convectivo e difusivo de maneira explicita
(# = 0), implicita (f = 1), ou intermedidria (0 < 6 < 1).

A discretizacdo espacial das equagdes (2.7)-(2.8) € realizada em uma malha deslocada (staggered
grid) introduzida inicialmente por Harlow and Welch (1965). Este tipo de malha é muito utilizado
em esquemas de proje¢do combinados com o método MAC (Marker-And-Cell) (Harlow and Welch,
1965), pois além de ser facilmente implementada, possui vdrias propriedades atrativas, como por
exemplo, satisfazer a conservagao da massa exatamente em cada célula de pressao. Como pode-se ver
na figura 2.2, a célula de uma malha deslocada possui as componentes da velocidade armazenadas nas

faces da célula, enquanto que as quantidades escalares, como a pressdo, sdo armazenadas no centro

da célula.
Uiyl ( ol
A ® ;
i
AL
: O ULk
i .
: %
Pl
Ay . . ul"‘%sj H ) U: 1 ..
- ' Dijk 9.0k
Di,j i
Az *~
Ve /4
'l
'l
4
v Ay
"
L4
a) Az b) Ax

Figura 2.2: Exemplos de armazenamento em uma malha deslocada para os casos: a) bidimensional ¢ b)
tridimensional.

Para definir a discretizacdo espacial, considera-se, por simplicidade, o caso bidimensional. Em

coordenadas cartesianas, as equacoes (2.7)-(2.8) tornam-se

ot o oy o Re

o2 " oy

2 2
ou  Jd(uu) = I(uv) op | 1 (0u Bu)’ (2.11)
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ou  O(ww) dwv)  Op 1 (v O™

o or "oy T oy R \om2 o) @.12)
Ju Ov

%-I—a—y—o, (2.13)

onde u e v serdo as componentes da velocidade nas direcdes x e y, respectivamente.

A equacdo de quantidade de movimento na dire¢do x (2.11) € discretizada no ponto onde localiza-
) ) 1
se a velocidade u na célula da malha deslocada, ou seja, no ponto (z + 5 7 ) . O volume de controle

de u; 11 ¢ apresentado na figura 2.3.

A ; A
{U?',:H'é Uz—Q—l,j—«—%
TR } T ! T
i Dh.j i3, Pi+1,; i+3.J
: : 4 ;
Yij—3 Vit1j—%

Figura 2.3: Volume de controle para a velocidade u; , 1 ;.
2 I

Assim, pode-se definir a discretizagdo desta equacao calculando-se os fluxos nas faces do volume

de controle. Tem-se entdo

ou w
— 2 2=+ O(0t), (2.14)
Ot |11 . 5t
i+35,J
) e I 2 Wm0 1 gt 2
CICDRSCH IS Fs T I (s TR TR BN PR T
ox 1. Az 2 Ax 2 ’ '
i+3,J
n+0 n+0 n+6 n+0
O(uw) "+ U Vit T Ve itd g T i
- (2.16)
0y i—&—%,j Ay 2 2
n+0 n+0 n+0 n+60
b Yit1,j-1 T Yij—1 Uir1; + Wil i1 +O(AP)
Ay 2 2 v
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) (n+1) ;1+1 ZL+1
pa— =P TPy oag?), 2.17)
N Ax
n+60 n+60 n+60
aZu(nJr@) ui+§,j o 2uz+l, + uz—f,]
T, A o e
it+35,]
n+60 n+6 n+60
0?u+0) ipljr1 — 2uiy G T Wi
6—3/2 N = 2 Ay; 2 O(AyQ), (2.19)
i+35.J

em que 0t é o passo temporal e Az e Ay sdo os espagamentos da malha nas direcdes x e y, respecti-
vamente.

Juntando as equagdes (2.14)-(2.19), tem-se

n+1 n

o1 . T u. 1 n+1 _ n+1

i+35.7 i+35,] Cn+9 _ pz+1,j 2% + ivn_;..g (2.20)

St i+ Az Re " i+3: ‘
onde
2 2
n+9 n+9 n+9
U +u +u”

n+0 _ L i+3.j it1.j _ +2,j i1

L1 —

i3 Az 2 2

n+0 n+6 n+6 n+6
v V. u. . ) .
1 i+1,5+3 T ij+i i+3.5+1 T i+1.
+— 2.21)
Ay 2 2
n+6 n+0 n+0 n+9
AT o U, +u
_ 7’+1a]7% 7‘7]7% +2’.7 Z+27.] 1
2 2
€ o termo convectivo e
un+:§9 — 2 n+0 + u un+10 R 2un+9 + un+9

n+9 /LJ"Q:.] Z+27] 27.] Z+§7]+1 7‘+2».7 ,L+27j 1
e + (2.22)

39 Ax? Ay?

€ 0 termo Viscoso.

Para a equacio de quantidade de movimento na direcao y (2.12) a discretizacdo € feita no ponto
onde localiza-se a velocidade v, isto €, no ponto (z, 7+ 5) O volume de controle para vt €

mostrado na figura 2.4.

A equacio € definida calculando-se o fluxo nas faces do volume de controle. Analogamente a
direcdo x, tem-se
n+1 o™ n+l n+l

bi+g ijt3 n+0 ity b3 n+0
SR SR R o LA B R v S 2.23
ot ity Ay T Re Vidt (2.23)
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l'?“.j+§

2 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

' 1

1 1

1 1
w: 1] - * . |1 >
i—5hitl Pij+1 iH5.j+1

Yij+g

. >

th; 1 .. P
i i) Uir 1]

1

" :

1 1

1 1

1 1

1 1

1 ]

1 1

1 1

1 1

i i — -3- ___________ 1

Figura 2.4: Volume de controle para a velocidade v, ., 1.
p ij+3
onde
ot =2 o 2t
TL+9 o 1+ 7]+§ 17]+§ 1— 7]+§ + 1/7]+§ 7’7]+§ Z7J_§ (2 24)
A .
4Li+3 Ax? Ay2
€ 0 termo Viscoso €
n+60 n-+0 n+60 n-+0
ol 1 i+3.0+1 + i+3.J i+1,5+3 + ij+3
.1 — A
bhjtg Ax 2 2
n+60 n+0 n+60 n-+0
u. . R . V.. V. .
’L*%:]*Fl + Zf%v] Zv]+% + 1717]+%
— 5 5 (2.25)
2 2
n+60 n-+0 n-+0 n+60
V. v, v v
+ 1 Zv]+% 7‘7]+% o 27]+% /Lajfé
Ay 2 Ay

€ 0 termo convectivo.

Finalmente, a equacdo da conservacdo da massa (2.13) é discretizada no ponto onde localiza-se a

9
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incégnita de pressdo, ou seja, no ponto (7, j). O volume de controle de p; ; ¢ mostrado na figura 2.5.

U;_J1 v
i Dij U

/Ui,j—%

Figura 2.5: Volume de controle para a pressao p; ;.

Como nas equagdes de quantidade de movimento, pode-se definir a discretizacdo da equagdo

(2.13) calculando-se os fluxos das componentes nas faces do volume de controle. Assim, tem-se

= 2= 4 =2 —2 =0. (2.26)
Ax Ay

As equagdes (2.20), (2.23) e (2.26), discretizadas acima, serdo utilizadas nos capitulos seguintes
para resolver numericamente escoamentos de fluidos incompressiveis.

2.4 Discretizacao Espacial das Condicoes de Contorno

Nesta secdo, sdo apresentadas as discretizagdes das condi¢des de contorno de entrada de fluido,

saida de fluido e sobre superficies rigidas.

2.4.1 Condicao de Contorno de Entrada

A condicdo de entrada de fluido € dada pela equacdo (2.3). Para a imposi¢do desta condicao,
vamos considerar que o contorno de entrada € paralelo ao eixo y e coincide com a face da célula
deslocada onde estd localizada a velocidade u, como pode-se ver na figura 2.6.

Considerando-se a posi¢ao do contorno desta forma, as velocidades e a pressdo no contorno de

entrada sao definidas como
U¢+%,j = Uijn,

Vij+i = TVit15+4
DPij = Pi+1,5,

10
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Vi j+i Vig1,j+1

cmmmma—- @----=---

1

1

]

1

]

1

1

[ ]

@ [ ] o

1

' Dij Uj41,5 Pit1,y
n

n

1

1

| ]

Figura 2.6: Posi¢do do contorno de entrada de fluido I';;,, em relagdo a malha deslocada.

onde u;,, € a velocidade de entrada na direcdo x e v e p; j sdo a velocidade e a pressdo “fantasmas”

ij+3
fora do dominio, respectivamente.
A condig¢do de contorno de entrada € andloga quando o contorno de entrada € paralelo ao eixo x,

coincidindo com a face onde esta localizada a velocidade v.

2.4.2 Condicao de Contorno de Saida

A condi¢do de contorno de saida de fluido é dada pela equagdo (2.4). Analogamente a condi¢do
de contorno de entrada, considera-se o contorno passando sobre a face onde se encontra a velocidade
u, como mostrado na figura 2.7. Assim, as velocidades e a pressdao no contorno de saida sdo definidas

como mostrado abaixo.

Ui j+s5 Ui+1,j+%
@—————:mmmm=== @ rmmmmmmm .
.
1
1
1
1
|
() () @ '
Dij Ui41,5 Pit1,5 '
|
1
|
1
----------------- 1

Figura 2.7: Posi¢do do contorno de saida de fluido I',,; em relagéo a malha deslocada.

Iniciando-se pela equacdo de quantidade de movimento na dire¢do z, o termo viscoso, definido
na equacao (2.22), serd reescrito da seguinte forma

n+6 n+6 n+6 n+6 n+6
n-+0 1+21] =357 1+21]+ 7‘+27J Z+27.]
vl = BaE S 2 , (2.27)
it3.J Ax Ay

pois o gradiente de u na dire¢do normal ao escoamento € zero.

11
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Ja o termo convectivo, definido na equacdo (2.21), serd considerado como sendo o fluxo convec-

tivode u, 1 ; o tempo anterior, ou seja,
2 9,

1 L w4 ut
crHo it3d i3 N e T T
it 5.0 Az 2 2
r n—1 n—1 n—1 n—1
1 ,UZJ-'_l + Uz_lv.j—"_l uz_lm]'i_l + ul_fv]
+A 2 5 2 2 5 2 (2.28)
Y
-1 -1 -1 -1
U? T+ v”_l 1 ulr Ul =
- J—3 i—1,j—3 i—5.] i—5.]
2 2

Para o gradiente de pressdo da equacdo (2.20), considera-se p;+;; = 0, onde p;11 ; € a pressao
+1,7 +1,
“fantasma’ fora do dominio. Entao,

1 n+1
op"t _ by
ox i+ Ax

Dessa forma, tem-se que a equacdo de quantidade de movimento na dire¢do x para o contorno de
saida sera

n+1 n
u. 1 . u. 1 - TL+1
1+5,] 1+35,] +Cn+9 _ +pz,j + 1 Vn+9
ot i+3: Az Re ity

onde C:,ff ;€ V?jf i sao dados pelas equacoes (2.28) e (2.27), respectivamente.
2 2

Agora, considerando-se a equacdo de quantidade de movimento na dire¢do y, tem-se que o gradi-

ente de v na direcao normal ao escoamento € zero. Logo,

Vit1,j+3 = “Vij+ds

onde v; 1 € a velocidade “fantasma” fora do dominio. Assim, o termo viscoso, definido pela
’ 2
equagdo (2.24), serd reescrito da seguinte forma

0 0 0 0 0
n+60 lv]+2 ? 7]+2 7‘7.7+2 Z7]+2 2Y 1
0 g + : . (2.29)
,Jt3 Az Ay

12
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Da mesma forma, o fluxo convectivo, definido pela equagao (2.25), serd reescrito como

n+60 n-+ n+60 n-+0
wo L tu vy o
TL+0 — 1 o 2757.7“’»1 1757] Z’]+§ 1717]+§ (2 30)
ijt+3 Az 2 2 '
P 4t 2 P+ 1o 2
n 1 ij+3 T Vgl ij+iy T ig—3
Ay 2 Ay

Tem-se entdo que a equagdo da quantidade de movimento na dire¢do y serd dada por

n+1 n+1

n+1 n
v, — V.. _
ZJ+% ZJ+% +_cn+0 ____]%J+1 Dij + 1 V%+0

ot bty Ay Re ii+3’

Z7j+§ 2y}
Para os casos em que o contorno estd em outras posi¢des a discretizacao das condi¢des de contorno

onde C" e vl , s@o dados pelas equagdes (2.30) e (2.29), respectivamente.

serd andloga.

2.4.3 Condicao de Contorno sobre Superficie Rigida

As condicdes de contorno sobre superficies rigidas sdo classificadas em dois grupos: as que res-
peitam a malha e as que estdo imersas na malha. A seguir, sdo apresentadas as discretizagdes destas
condi¢des para cada um dos casos.

2.4.3.1 Superficie Rigida que Respeita a Malha

A condi¢ao de contorno sobre uma superficie rigida que respeita a malha é dada pela equagdo
(2.5). Para a imposi¢ao desta condi¢do, considera-se o contorno passando pela face da célula onde se

encontra a velocidade v, como mostrado na figura (2.8).

® U1
d 274]
Dij
Vo1 Lyt
/L7j_§

Figura 2.8: Posicdo do contorno sobre superficie rigida que respeita a malha I't;; em relagao a malha deslo-
cada.

Para a equacdo de quantidade de movimento na dire¢do x, tem-se que

Uipd -1 = ~Witl

13
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onde u,, 1 ;_, € a velocidade “fantasma” fora do dominio. Entdo, o termo viscoso torna-se
2

n+0 n+0 n+6 n+0 n+60
w'ly o= 2w Ay 3w
n+0 ’LJr%,_] 2+%7] Zi%m] Z+%7]+1 7‘+%7]
vty = 5 + 5 . (2.31)
i+3.J Ax Ay
E o termo convectivo € entdo escrito da seguinte forma
un-‘r‘@ + un—i—@ 2 un+9 + un+9 2
nro 1 i+3,5 " Titd i+5. i3 (2.32)
. 1 . e —_— .
it3.J Ax 2 2
n+60 n+0 n+0 n+60
n 1 i+1,j+3 + ij+3 i+5,5+1 + i+,
Ay 2 2

Logo, a equacdo de quantidade de movimento na dire¢do x serd dada por

un+1 —um n+1 n+1 1

1 1 ; . — .
1+5.7 1+5,] 4 Cn+9 _ _pz+1,j pz,j + _Vn+9
St i+ Az Re "it3d’

onde os termos convectivo e viscoso sao dados pelas equacdes (2.32) e (2.31), definidas acima.
Para a equacdo de quantidade de movimento na direcdo y, impde-se o valor da velocidade no

contorno, ou seja,

7’7]_%
De maneira anédloga, a condi¢do sobre superficie rigida que respeita a malha pode ser imposta da
mesma forma para outras direcdes.
2.4.3.2 Superficie Rigida Imersa na Malha

A condicdo de superficie rigida imersa na malha € dada pela equacao (2.6). A discretizagao desta
condi¢do de contorno serd descrita no capitulo 4, de acordo com os métodos que serdo apresentados

neste capitulo.
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CAPITULO

3

Metodos para Escoamentos
Incompressiveis em Microescala

Inicialmente, neste capitulo, serd apresentada a biblioteca PETSc. Em seguida, serd feita uma
comparac¢do entre métodos monoliticos e segmentados e um estudo sobre resolvedores de sistemas na

solucdo numérica de escoamentos incompressiveis em microescala.

3.1 Introducao

Nos altimos anos, grandes avangos foram alcancados em escoamentos em microescala, que apare-
cem em um grande nimero de aplica¢des, como por exemplo em microrreatores quimicos, injetores
em impressoras jato de tinta, redes de microcanais, diversos sensores e atuadores, como acelerdme-
tros utilizados em airbags, jogos interativos, etc. O escoamento de microbolhas em microcanais (de
aproximadamente 800um), por exemplo, pode ser utilizado para induzir processos de mistura mais
eficientes em microrreatores quimicos, onde a razdo entre drea superficial e volume das bolhas propi-
ciam boas taxas de transferéncia de massa e calor (Akbar and Ghiaasiaan, 2006; Worner et al., 2007;
Kreutzer, 2003). Outras aplicacdes na drea de engenharia podem ser encontradas em Whitesides
(2006), Squires and Quake (2005) e Stone et al. (2004).

Aplicagdes em biofluidodindmica também se beneficiam de avancos nesta drea, como por exem-
plo a simulacdo do sistema hemodindmico, com vasos capilares da espessura de um fio de cabelo e
simulacdo de aneurismas cerebrais (Mut, 2008). Outras aplicacdes em medicina e biologia podem ser
vistas em Beebe et al. (2002).

Apesar de vdrias aplicagdes importantes, o desenvolvimento de métodos numéricos para escoa-
mentos de fluidos nestas escalas de comprimento (da ordem de centenas de microns a poucos mili-

metros), ainda ndo estd completamente aperfeicoado, sendo varios os desafios encontrados na mode-
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lagem de tais escoamentos.

Neste capitulo, sdo apresentados dois desafios impostos aos métodos numéricos utilizados para
resolver problemas em microescala: o primeiro concerne a escolha adequada do resolvedor de Na-
vier-Stokes, levando-se em conta os baixos nimeros de Reynolds (Re) envolvidos. E mostrado neste
trabalho o aparecimento de um transiente espurio quando se utiliza uma formulacdo baseada em
método de projecdo, degradando a solu¢do numérica.

Por outro lado, a utilizagao de métodos totalmente acoplados introduz o segundo desafio: trata-se
da dificuldade de se obter solu¢des quando as diferencgas de escalas sdo muito discrepantes, gerando
matrizes muito mal condicionadas. Este estudo mostra que, apesar de pré-condicionadores e métodos
para sistemas lineares serem bem conhecidos e estudados, a aplicagdo dos métodos mais conhecidos
falha quando se tem escalas muito diferentes no dominio.

Para fazer este estudo de métodos para sistemas lineares e pré-condicionadores foi utilizada a
biblioteca PETSc, que serd apresentada a seguir.

3.2 PETSc

O Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc) (Balay et al., 2008, 2009) foi
desenvolvido no Mathematics and Computer Science Division, no Argonne National Laboratory.

PETSc é um conjunto de bibliotecas que possui uma gama de ferramentas para a implementagao
de codigos de aplicacdes de grande escala que envolvem a solucdo de equagdes diferenciais parciais
(EDPs) e problemas similares. Dentre essas ferramentas estdo rotinas para a criagdo de vetores, ma-
trizes e arrays distribuidos, sequenciais e paralelos, assim como bibliotecas para a solu¢do numérica
de problemas lineares e ndo lineares. H4 ainda métodos de avango temporal e janelas graficas. Para
a comunicacdo (troca de mensagens) entre 0s processos, quando em paralelo, utiliza-se a biblioteca
MPI (Message-Passing Interface).

E uma ferramenta de f4cil utilizagdo, por ser bem documentada e por fornecer varios cédigos de
exemplo, que vao de simples resolugdes de sistemas lineares a problemas mais complicados como a
simulacao de escoamentos.

O uso do PETSc permite maior flexibilidade da aplicac@o, pois permite que o usudrio altere os
parametros do programa, como o tipo de resolvedor a ser utilizado, o tamanho do problema, o valor
de tolerancia do erro, etc, em tempo de execugdo. Isto torna facil a comparagdo entre diferentes
métodos para a solu¢do de um mesmo problema, sem a necessidade de alterar o c6digo. Existem
também as opg¢des de executar o programa com debugger e mostrar informagdes sobre o desempenho
do programa, como nimero de operacdes ponto flutuante, quantidade de memdria utilizada em cada
rotina e nimero de mensagens trocadas entre processos.

Além destas diversas caracteristicas, PETSc possui a flexibilidade de ser utilizado em cddigos
escritos em Fortran, C, C++ e Python.

A seguir, serd apresentado um c6digo para solugdo de escoamentos incompressiveis que foi im-

plementado utilizando PETSc. Neste cédigo foram usadas vdrias rotinas para:
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e a manipulacdo de vetores, matrizes e arrays distribuidos;

e asolucdo de problemas ndo lineares (SNES - Nonlinear Equations Solver);
e a solucdo de sistemas lineares (KSP - Krylov Subspace Methods);

e 0 pré-condicionamento de matrizes, na resolugcdo de sistemas lineares.

Existem ainda rotinas para a integracdo temporal de EDOs (TS - Timestepping) e resolugcdo de
problemas utilizando multigrid (DMMG), que ndo foram utilizadas. Neste trabalho, foi utilizada a
versdo 3.0.0 do PETSc.

3.3 Meétodos para Solucao de Escoamentos Incompressi-
veis

Nesta secdo, serd feito um estudo sobre métodos numéricos para a solugdo de escoamentos incom-
pressiveis em microescala. Para tal, serdo apresentados os métodos acoplado e segregado (método de
projecdao). Em seguida, serdo mostrados os resultados e conclusdes sobre o comportamento destes
métodos para esta classe de problemas.

Para os experimentos numéricos foram utilizadas as formulagdes de diferencas finitas, apresentada

no capitulo 2, e de elementos finitos, apresentada abaixo, para comparagao.

3.3.1 Discretizacao por Elementos Finitos

A formulacdo de Lagrange-Galerkin das equacdes (2.7)-(2.8), considerando espacos discretos 1},

e (Q,, para velocidade e pressdo, respectivamente, é

n+1 —ur X
/Q{uh (z) uhit (2, tns1,t0)) on(z) +
é (Vup™ (z) + Viup ' (2)) : Vo (z) — ppt(2) V. vh(x)] dr = 0, (3.1)
/ an(2)Veuy ™ (z) de = 0, (3.2)
Q

a serem satisfeitas para todo v, € Vj, e ¢, € Q. Em (3.1), o ponto X(x,t,,1,t,) é a posicdo
ocupada, ao tempo t,, pela particula de fluido que, ao tempo ¢, 1, ocupa a posi¢do x.

O elemento finito utilizado € o mini-elemento de Arnold et al. (1984), no qual o espaco de pressdes
consiste do espaco P, conforme, e o espago de velocidades consiste também do espago P, conforme
para cada componente, enriquecido com fungdes bolha ctibicas. Como é bem conhecido, esse ele-

mento satisfaz a condi¢do de Babuska-Brezzi e, portanto, ndo precisa de estabilizacao.
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3.3.2 Meétodo Acoplado

As equacdes (2.9)-(2.10), uma vez discretizadas através da formulagdo de diferencas finitas ou de

elementos finitos, levam a um sistema algébrico da seguinte forma
A G Ut r" be
= + , 3.3

1
A=—M+NU") —

onde

1
—L
R€ )

(3.4)
M ¢ a matriz identidade no caso da formulacao de diferencas finitas e a matriz de massa no método de
elementos finitos; N(U™!) representa o operador discreto implicito dos termos ndo-lineares (ele ndo
aparece na formulagdo de elementos finitos, nem se # = 0); L € o operador laplaciano; G é o operador
gradiente e D € o operador divergente. O vetor r" depende s6 de valores conhecidos, assim como o
vetor be, que contém as contribui¢des das condi¢des de contorno (daqui em diante, qualquer vetor
que s6 contenha informagao das condi¢des de contorno serd chamado de be, de maneira genérica).
No presente trabalho, considera-se o método acoplado, ou monolitico, como a resolucdo do sis-
tema algébrico (3.3) por métodos diretos ou iterativos, sem decompor o vetor de incégnitas em incog-

nitas de pressdo e de velocidade.

3.3.3 Meétodos Segregados: Método de Projecao

Um fato significante na solugdo numérica das equacdes de Navier-Stokes é que o sistema de
equagoes (2.7)-(2.8) acopla os campos de velocidade e pressdo devido a restri¢do de incompressibili-
dade.

Os métodos conhecidos como “métodos de proje¢do” ou “métodos de passo fracionario” foram
originalmente propostos por Chorin (1968) e Temam (1969), com o intuito de reduzir o tamanho dos

sistemas lineares a serem resolvidos. A seguir sdo descritas suas variantes diferencial e algébrica.
3.3.3.1 Método de Projecao Diferencial

Neste caso, a formulagdo matemdtica dos métodos de projecdo estd relacionada com o teorema
de Helmholtz-Hodge (ver em Hodge (1952)). A ideia bdsica € usar a equacdo de quantidade de
movimento (2.7) para calcular um campo de velocidade intermedidria u, que geralmente néo satisfaz
a equacdo da continuidade (2.8), ou seja, define-se a equagdo

ou 1
— + V. (uu) = —Vp+ =V, 35
ot + V- (u) p+ Re (3.5)
onde p € uma aproximacdo para a pressdo (ou uma pressdo provisoria). Neste momento aplica-se a

decomposi¢io de Helmholtz-Hodge, interpretando que a velocidade u é o campo vetorial decomposto
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como
U=u+AtVo, (3.6)

com V.u = 0 e ¢ uma fungdo escalar, onde foi introduzido o fator At (passo de tempo) por
conveniéncia de nota¢do. Em geral a velocidade w ndo € solenoidal, pois em geral p # p. A fungdo da
pressdo em escoamentos incompressiveis € fazer com que o campo de velocidade satisfaca a equagdo

da continuidade (2.8). Portanto, é necessdrio calcular a pressdo no préximo passo.

Para isto, uma equacio eliptica é resolvida para que a equacgdo (2.8) seja satisfeita e a pressao
determinada. A importancia dessa equagdo eliptica para a pressdo é que ela faz a ligacdo entre as
equagoes de quantidade de movimento e da continuidade. Para obter esta equagdo, aplica-se o diver-
gente na equacdo (3.6), e em seguida utiliza-se a equacao da continuidade (2.8) para definir

At V3¢ =V.u. (3.7)

ApOs esse passo, utiliza-se a equagdo (3.6) para atualizar os campos de velocidade e de pressao.
Portanto, a principal vantagem da classe de métodos tipo projecao € que os cdlculos dos campos de
velocidade e pressdo estdo desacoplados. Mais precisamente, a cada passo no tempo resolve-se um
conjunto de equagdes do tipo convecgao-difusao transiente para a velocidade, e uma equacao escalar

do tipo Poisson para a pressao.

Estudos rigorosos sobre a consisténcia e estabilidade dos métodos de projecdo para escoamentos
incompressiveis foram apresentados por Shen (1996), Guermond and Shen (2003), Denaro (2003),

Guermond et al. (2006), entre outros.

3.3.3.2 Meétodo de Projecao Algébrico

Neste método, o desacoplamento das equacdes de Navier-Stokes (2.7)-(2.8) pode ser visto como
uma fatoracdo aproximada das equacdes na forma discreta, ou seja, considerando um sistema al-
gébrico. Um exemplo da pratica desta variacdo do método de projecao para as equagdes de Navier-Sto-
kes pode ser encontrado em Dukowicz and Dvinsky (1992) e Perot (1993). De acordo com estes
trabalhos, a construcdo de um método de projecdo pode ser interpretada via fatoracio do tipo LU para
superar algumas dificuldades encontradas em uma andlise padrdao. Essa afirmacdo baseia-se no fato
de que o erro introduzido no momento do desacoplamento das equacdes (2.7) e (2.8) esta diretamente
conectado a fatoracdo aproximada utilizada, e ndo com a correcdo da pressdo ou com as condi¢des
de contorno. Os trabalhos de Dukowicz and Dvinsky (1992) e Perot (1993) despertaram a atencio de
outros pesquisadores que comegaram a analisar o método de fatoracdo aproximada (veja por exemplo
em Quarteroni et al. (2000), Lee et al. (2001), Zhang (2005), entre outros). A seguir serd feita uma

breve descri¢do desta técnica.

Somando e subtraindo o termo GP" na primeira equagdo do sistema (3.3), onde pr ¢, por en-
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quanto, arbitrario, obtém-se

A G Ut " — GP”" be
~ = + : 3.8
Utilizando a fatora¢do LU, pode-se reescrever a equacdo (3.8) da seguinte forma
A0 T A'G Ut " — GP" be
1 - = + ; (3.9
D —DA'G 0 I prtt— pn 0 bc

o que leva finalmente a

AU™ = 1" — GP" + be, (3.10)
DA"!G®""' = DU™ + be, (3.11)
U™l = U™ - ATIGeM, (3.12)

Pl = prg@nt! (3.13)

onde U™t e ®"*! 530 valores intermedidrios definidos consequentemente pela fatoracdo. Até agora

a fatoracdo é, obviamente, exata e o resultado coincide com o do método acoplado.

Na pritica, desde que o calculo da matriz A~ é muito custoso, ela é substituida por outra matriz,
muitas vezes diagonal, que, neste trabalho, serda chamada de B. Ainda, para que o algoritmo esteja
totalmente definido, falta especificar a escolha do vetor P™. Considera-se entdo, a escolha mais

frequente, isto &,

pP" = p". (3.14)

Resumindo, o método de projecao algébrico consiste do sistema (3.10)-(3.13), onde sdo feitas as
substituicdes A~ < B e P" « P". Neste trabalho, assumiremos B = §tII no caso da formulacio
de diferencas finitas, e B = StM~1, com M a matriz de massa, no caso da formulacao de elementos

finitos (corresponde a aproximar A~! pela inversa de apenas o primeiro termo da equacio (3.4)).

Observagdo: A formulagdo de diferencas finitas, com B = 4tII, resulta (da equagdo (3.11)) como

equagdo para "
t DG®"+ = DU™*! + be.

Por outro lado, a discretizagdo da equagdo correspondente no método de projecdo diferencial, equagdo
(3.7), ¢

5t L@ = DU + be.
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Para a discretizacdo por diferencas finitas, desde que o operador discreto do laplaciano (L) é igual a
composicao dos operadores discretos do divergente (D) e do gradiente (G), isto é, L = DG, resulta que
ambas as equagdes acima sdo iguais. Isto mostra que as variantes algébrica e diferencial do método de
projecdo levam a mesma equacdo discreta de pressdao no caso da discretizacdo por diferencas finitas,
e portanto as formulagdes sdo equivalentes.

Ja no caso da discretizacdo de elementos finitos, a variante algébrica leva a matrizes menos es-
parsas que a variante diferencial, existindo vantagens e desvantagens para cada uma das variantes.

Nesse trabalho utiliza-se a variante algébrica do método de projecdo para ambas discretizagdes.

3.4 Testes Numeéricos

3.4.1 Acoplado x Projecao

Um dos objetivos deste trabalho é comparar, mediante testes numéricos, o comportamento dos
métodos acoplado e de projecdo para baixo nimero de Reynolds (Re << 1).

Para isso, considerou-se o dominio como sendo o canal mostrado na figura 3.1, com L = 3 e
H =1 sendo as dimensdes do canal e I';,, ', € I's;z sendo as condi¢des de contorno definidas na

secdo 2.2, ou seja,

u= u;, eml;,
c-n= 0, emI,,;
u= 0, emIy;.
—_— T
- I it
—_
—_
—_
—>an 1_wout H
—
—_
B
—_—
— [ it
1 |
I 1
L

Figura 3.1: Representac@o do canal, com dimensdes L. = 3 ¢ H = 1 e com condi¢des de contorno de entrada
(azul (I';,)), saida (vermelho (I',,¢)) € sobre superficie rigida que respeita a malha (amarelo (I f;1)).

Neste teste considerou-se Re = 1072, partindo da condi¢do inicial w = 0 em todo o dominio.
Logo depois do instante inicial, a condicdo de entrada estabelece uma velocidade praticamente uni-
forme no canal, que demora um tempo ¢ ~ Re = 1072 para ser levada ao escoamento estacion4rio
pelos efeitos viscosos. Em termos dimensionais, esse tempo corresponde a 10_25, 0 que com
H =10"meV = 1072 m/s leva a um valor de 10 psegundos. Normalmente esse transiente,

que ¢ fisico, ndo tem interesse na modelacdo, o que levou ao tratamento implicito do termo viscoso.
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Escolhendo malhas com i = 0.1, em que h é o espacamento da malha, foram executados os
diversos programas com os seguintes passos de tempo: dt = 1072,1073,1074,107°,107%,107".
Para a solucdo do sistema linear dos métodos acoplado, em ambas as discretizagdes, e de projecdo,
discretizado por elementos finitos, foi utilizado o método LU. Ja para o método de projecao, dis-
cretizado por diferencas finitas, foi utilizado o programa FREEFLOW (Castelo et al., 2000), que
utiliza o método dos gradientes conjugados, pré-condicionado por Jacobi para a solu¢cdo da equagdo
de Poisson.

Pode-se ver, para vérios passos de tempo, a evolugdo da velocidade horizontal « com o tempo no
ponto (0.21644, 0.223198), na figura 3.2.a, e no ponto (0.2, 0.2), na figura 3.3.a. Para §t < 107° as
solu¢des numéricas convergem para uma mesma fungdo do tempo, a solucio exata do problema, que
tende assintoticamente para seu valor estaciondrio com um transiente fisico de tempo caracteristico
~ 1072, Os resultados das figuras 3.2.a e 3.3.a foram calculados com o método acoplado, nas formu-
lacdes de elementos finitos e de diferencgas finitas, respectivamente. VEé-se que o método acoplado,
por ter tratamento implicito do termo viscoso, ndo tem restri¢ao no passo de tempo e pode calcular o

estado estaciondrio em apenas um passo (simplesmente tomando 6t = 1072).

1.1

— 6t =102 — 6t =102

] ot =103 ] ot =103

] ot =10"* : ot =10"*

1,08 ot =102 1,08 ot =10"7

— 0t =109 — 0t =109

] 0t = 1077 ] ()f = 1077
1,06 ‘ 1,06
3 1 //“ 1
1,04 / 1,04
// ]
4 / 4
1,02+ 1,02

1 T T - 1 A T -
10 10 10 10 10° 10 10° 10° 10 10°
a) t b) t

1.1

Figura 3.2: Evolugéo da velocidade horizontal « com o tempo no ponto (0.21644, 0.223198) para os métodos:
a) acoplado e b) de projecao, ambos na formulagdo de elementos finitos.

Considerando agora o método de projecdo, a mesma evolugdo é mostrada nas figuras 3.2.b e 3.3.b,
nas formulac¢des de elementos finitos e de diferencgas finitas, respectivamente, para varios passos
de tempo. Aqui pode-se observar que o método é, de fato, convergente, ja que novamente para ot
suficientemente pequeno converge-se para o transiente fisico. A novidade aparece para 6t > 1074,
As solugdes numéricas se afastam do transiente fisico de maneira evidente, surgindo um transiente
espurio cuja duragdo é maior quanto maior o dt.

Esse transiente espurio traz duas desvantagens sérias nas aplicacdes:

e Por um lado, ele pode ser interpretado como um transiente fisico, em particular se o campo de

velocidades € utilizado para transportar campos escalares tais como a temperatura ou a concen-
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1 — 6t=1072 — 0t=10"2
0,99 ot =103 ot =103
1 ot =101 ot =10"*
1 5t =107 ot =107
0,97 — 6t=10"" ot =106
] 5t =107 5t =107
0,95
0,93
0,97
0'897 T o T o T o T o 0'847 T o T o T o T o
10”7 10° 10° 10 10° 10”7 10° 10° 10 10°
a) t b)

Figura 3.3: Evolugio da velocidade horizontal u com o tempo no ponto (0.2, 0.2) para os métodos: a) acoplado
e b) de projecdo, ambos na formulacio de diferencas finitas.

tracdo de algum soluto. Durante o transiente espurio, o transporte serd feito com um campo de

velocidades errado, o que afetard a precisdo do cdlculo das outras quantidades.

e Por outro lado, se o tnico interesse € determinar o estado estaciondrio, deve-se aguardar até o
transiente espurio decair, e, como mostrado nas figuras 3.2.b e 3.3.b, isto pode requerer muitos
passos de tempo. Nessa situacdo, os passos de tempo podem ser vistos simplesmente como
iteracdes para calcular o estado estaciondrio, € obviamente existe interesse em que 0 nimero

dessas iteragdes seja o menor possivel.

As figuras 3.4 e 3.5 mostram, para o método de projecdo, o residuo das equagdes estaciondrias
em fun¢do do tempo e do numero de iteragdes, respectivamente, considerando cada passo de tempo
como uma iteragdo na procura do estado estaciondrio. Nestas simulagdes foram utilizados distintos
valores de dt. Nas figuras 3.4.a e 3.5.a foi utilizada a formulag¢ao de elementos finitos, enquanto nas
figuras 3.4.b e 3.5.b foi utilizada a formulacao de diferencas finitas.

E fécil ver, das figuras 3.4 e 3.5, que existe um d¢ 6timo, da ordem de 10—, para o qual se alcanca
uma tolerancia de, por exemplo, 10~%, no minimo ndmero de iteragdes (aproximadamente 100). Se o
0t é escolhido muito maior que o valor 6timo, o nimero de iteracdes pode chegar facilmente a 10000.

Em conclusdo, o método de projecdo requer a utilizacdo de um 5t ~ 10~* para evitar dificuldades
numéricas sérias quanto a precisdo e custo computacional.

Andlises feitas com outras malhas, mostram que o passo de tempo 6timo €, de fato, préximo ao

1
passo de tempo critico da restri¢do de estabilidade do esquema explicito <Zh2R€> , 1sto €,

&(’)timo ~ 10 h2 RE

Portanto, mesmo com um tratamento implicito do termo viscoso, o dt deve ser ajustado dependendo

da malha, e de fato reduzido toda vez que a malha for refinada.
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10° 10°
-1 \ 1
10 \_ 10
1024 1072
S S
-3 _| -3
gm ‘ Do
RS \ 8
10" — ot = 102 \ Aot —
ot = 1073 \
. ot =10 \ .
10°]— 6t =107 10° —
— 5t =107 —
. 5t = 1077 .
107 T \ AL B \ \ 10 \ T
107 10° 10° 10" 107 107 10" 10° 10" 10 10”7 10" 10° 10" 10°
a) t b)

Figura 3.4: Comportamento do residuo das equagdes estaciondrias em fung¢do do tempo para o método de
projecdo nas formulagdes a) de elementos finitos e b) de diferencas finitas.

10°7

10 10 10° 10 10* 10 10 10° 10 10
a) Numero de iteragoes b) Numero de iteragoes

Figura 3.5: Comportamento do residuo das equagdes estaciondrias em fungdo do nimero de iteragdes para o
método de projecdo nas formulag¢des a) de elementos finitos e b) de diferencgas finitas.

3.4.2 Discussao do Transiente Espurio

A partir das equagdes (3.10)-(3.13), supondo por simplicidade que os efeitos inerciais e temporais
sdo despreziveis e que as condi¢Oes de contorno sao homogéneas, o que leva a r" = be = 0, pode-se

eliminar as varidveis intermedidrias U™™! e ®"*! para obter

U™\ (0 [1-BG(DBG)'|DA"!(AB—I)G Un

_ 3.15
Pl 0 (DBG)~'DA"}(AB — I)G pr ©G-13)

Portanto, a convergéncia da solu¢do numérica para a solugdo estaciondria (que neste caso € obvia-

mente zero) € determinada pela norma da matriz
S = (DBG) 'DA'(AB — )G = (DBG)'D(B — A™)G.
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E claro que, se B = A~!, 0 estado estaciondrio é obtido em apenas uma itera¢do. No entanto, com

) ) ) 1
a escolha usual B = §tM~!, e sendo um escoamento dominado pelos efeitos viscosos | A ~ _ﬁl‘ ,

a norma da matriz S serd ndo nula. Na discretizag@o de diferencas finitas, sendo DG = L, resulta que

Re
~ -1 +_ 1

Para um dominio de comprimento L e uma malha de tamanho h, os autovalores de L~! estdo
aproximadamente entre —L? e —h?. Isto faz que se 0t >> ReL? a norma de S seja ||S|ls ~ 1 e
o método, considerado como procedimento iterativo para determinar o estado estaciondrio, € muito
ineficiente. Isto explica, em particular, as 10000 iteragdes necessérias quando 6t = 1072,

A conclusdo €, portanto, que o método da projecdo € ineficiente para o cdlculo de escoamen-
tos estaciondrios para valores baixos de Re, sendo particularmente surpreendente que isto acontega

quando a equacido de quantidade de movimento € tratada implicitamente e o ¢ € grande.

3.4.3 Estudo de Resolvedores Lineares para o Método Acoplado

O comportamento numérico do método de projecdo leva a dar preferéncia ao método acoplado
para escoamentos a baixo Re. Entretanto, pode-se notar que a matriz resultante do sistema € muito
mal condicionada para escoamentos a baixo Re com grande diferenca de escala entre as dimensdes
(largura vs. comprimento do canal). Utilizando véarios métodos para a solu¢do do sistema linear,
combinados com diversos pré-condicionadores (PC), serdo identificados nessa se¢ao métodos capazes
de resolver o sistema linear em tempos computacionais razodveis.

Para um primeiro teste, seja o canal mostrado na figura 3.1, com L = 7,25,97e H = 1. Os
pardmetros utilizados foram Re = 1072, 6t = 10~* e h = 0.1, onde h é o espacamento da malha
cartesiana utilizada. A partir desta se¢do, todos os resultados do método acoplado foram obtidos com
a formulacdo de diferencas finitas. O cddigo foi desenvolvido utilizando as ferramentas da biblioteca
PETSc (Balay et al., 2008, 2009), que fornece métodos e estruturas de dados que permitem a execucao
do codigo em paralelo, e disponibiliza implementagdes de varios métodos iterativos e PCs.

Nesta primeira etapa foram considerados os PCs LU, Jacobi, ILU, ASM (Método de Schwarz
Aditivo) e sem pré-condicionador (none), e os seguintes métodos, combinados com alguns parame-
tros, GMRES (Método dos Residuos Minimos Generalizado) com n = 50, onde n é a dimensdo do
espaco de Krylov, GMRES com n = 1500, GMRES com n = 50 e ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt
modificada (MGS), GMRES com n = 1500 e MGS, e BCGS (Método dos Gradientes Biconjugados
Estabilizado). Para o PC ASM foram utilizados 5 blocos, com sub-PC LU em cada bloco ¢ com
sobreposicdo dos blocos (overlap = 1), ou seja, cada bloco da matriz de pré-condicionamento tem
informacao dos blocos vizinhos. O PC ASM sem sobreposicao (overlap = 0) € equivalente ao método
de Jacobi por blocos.

Os testes desta secdo foram executados em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de

2.33GHz com 16GB de RAM com 8 nucleos de processamento. Como critério de comparagdo entre
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os métodos, foi considerado o tempo computacional gasto para resolver 10 passos de tempo. A seguir
sdo apresentados, na tabela 3.1, os tempos obtidos para cada um dos métodos, combinados com cada
um dos pré-condicionadores. Entre parénteses estd o nimero de iteracdes do primeiro passo de tempo.

Quando o método linear nao converge, utilizou-se o simbolo co.

Tabela 3.1: Tempo de processamento (em segundos) para o método acoplado na simulagdo do canal (figura

3.1)comh =0.1edt=10""1.

Métodos PC L=7 L =25 L =97
- LU 0.24 (1) 1.49 (1) 7.02 (1)

Jacobi 00 00 00

GMRES - 50 ILU 0.30 (39) 7.81 (616) o0
ASM 0.53 (15) 2.80 (15) 14.07 (15)

none o0 00 00

Jacobi | 3.21 (253) 00 00

GMRES - 1500 ILU 0.33 (39) o0 00
ASM 0.56 (15) 2.86 (15) 14.08 (15)

none 00 00 00

Jacobi 00 00 00

GMRES - 50 + MGS ILU 0.31 (39) 7.85 (699) o0
ASM 0.59 (15) 2.81 (15) 14.28 (15)

none o0 00 00

Jacobi | 3.51(253) | 82.93 (733) o0
GMRES - 1500 + MGS | ILU 0.33 (39) 3.25(91) | 85.51(280)
ASM 0.61 (15) 2.81 (15) 14.28 (15)

none | 14.12 (561) 00 00

Jacobi | 0.49 (225) | 5.05 (705) 00

BCGS ILU 0.28 (35) 4.62 (172) 00
ASM 0.70 (9) 3.06 (10) 16.32 (11)

none 00 00 00

Nota-se da tabela 3.1 que, com o aumento do comprimento L, € consequentemente 0 aumento
do nimero de equagdes, o método direto LU e o método GMRES com MGS, convergiram nas trés
situacOes testadas. As variacoes do método GMRES sem MGS com n = 50 e com n = 1500, sem
pré-condicionadores ou com o PC Jacobi, apresentaram os piores resultados (praticamente todos os
casos sem PC ndo convergiram).

Como um dos objetivos deste trabalho € verificar qual dos métodos (combinados com os PCs)
tem melhor comportamento na simulagdo de fluidos incompressiveis em microescalas, um novo teste
foi realizado, aumentando o ndmero de equagdes envolvidas no sistema. Para isso, as malhas para os
canais de comprimento L = 7 e L = 97 foram refinadas e testando-se novamente o comportamento
dos métodos que obtiveram os melhores resultados, ou seja, GMRES, com n = 1500 e MGS, e BCGS,
e os PCs LU, ILU e ASM (com 5, 10 e 20 blocos, com sub-PC LU em cada bloco). Os resultados sdo
apresentados na tabela 3.2 (detalhes sobre o uso de blocos no ASM podem ser encontrados em Smith
et al. (1996)).
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Tabela 3.2: Tempo de processamento (em segundos) para o método acoplado na simulagdo do canal (figura

3.1) com §t = 10~ e vérios valores para h.

) L=7 L =097
Meétodos PC h =001 h = 0.005 h=0.05 h=0.02
; LU 28.33 (1) 216.04 (1) 4.85 (1) 58.35 (1)
ILU 126.40 (361) | 5385.32 (806) | 202.15 (598) 00
GMRES | ASM-Sblocos | 2497 (34) | 153.06(42) | 9.62(21) | 7595(25)
ASM - 10 blocos | 27.20 (45) | 195.72 (64) | 11.54(31) | 87.95 (35)
ASM - 20 blocos | 36.48 (75) | 263.00 (92) | 14.75(49) | 114.43 (54)
ILU o0 00 00 00
BCGs | ASM-Sblocos | 27.50(22) | 150.34(24) | 1088(14) | 80.96 (16)
ASM - 10 blocos | 32.31 (33) | 218.96 (49) | 14.87 (26) | 103.18 (27)
ASM - 20 blocos | 50.17 (66) | 266.63 (83) | 28.80 (68) | 177.01 (62)

Da tabela 3.2, pode-se verificar que o método direto LU conseguiu resolver muito bem o problema,
com baixo tempo computacional. O método BCGS apresentou problemas de convergéncia na maioria
dos casos ou alto consumo no tempo de processamento nos casos em que obteve resultados. Nota-se
ainda da tabela 3.2, que 0 método GMRES com n = 1500 e MGS, combinado com o PC ASM, em
alguns casos, conseguiu obter resultados de convergéncia préximos ao LU. Portanto, a escolha deste
esquema iterativo com as combinag¢des n = 1500, MGS e PC ASM, aplicado ao método acoplado
produziu uma formulag@o mais eficiente e robusta na simulacdo de escoamentos a baixo numero de

Reynolds com grande diferenca de escala entre as dimensdes.

3.4.4 Comportamento do Método Acoplado em Processamento Para-
lelo

De acordo com os resultados numéricos descritos nas secdes anteriores, verifica-se que uma es-
colha eficiente na simulacdo de escoamentos em microescala a baixo nimero de Re € a utilizacdo do
método acoplado combinado com o resolvedor GMRES (n = 1500, adicionado da ortogonalizacao
de Gram-Schmidt) e o pré-condicionador ASM. Outro ponto de investigacdo deste trabalho € dire-
cionado ao comportamento do método acoplado na simulacdo numérica realizada em processamento
paralelo.

A simulag¢do numérica tridimensional utilizando processamento paralelo em microfluidos tem sido
explorada recentemente em diversas aplicacdes, como por exemplo em Davidson et al. (2008) na si-
mulacdo de efeitos eletroviscosos (electrokinetic flow resistance), em Kler et al. (2009) para microflu-
idos em chips, entre outros. Desta forma, pretende-se nesta secdo apresentar os resultados do método
acoplado na simulacdo paralela quando Re << 1.

Para isso, foram utilizados os pré-condicionadores ASM com sub-PC ILU (com 8 blocos), ASM
com sub-PC LU (com 8, 16, 32 e 64 blocos) e Jacobi por blocos (BJacobi) com sub-PC ILU. Com
o objetivo de verificar a eficiéncia do método GMRES nesta simulacdo, baseado no canal (ver figura

3.1), construiu-se uma versao tridimensional adicionando altura Z = 1.0 e mantendo H = 1.0. Os
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valores de L testados foram escolhidos de forma a obter aproximadamente 1,000,000 de equa¢des em
cada um dos casos. Os valores de i variam conforme o canal (h = 0.015 para L = 1, h = 0.03 para
L =8eh =0.06 para L = 64) e Re = 1072 € 0 mesmo utilizado na simulagio bidimensional. Os
resultados s@o apresentados na tabela 3.3.

Estes testes foram executados em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de 2.33GHz
com 16GB de RAM e com 8 ntcleos de processamento. Foram utilizados 8 computadores e 8 pro-

Cessos, ou seja, um processo por processador.

Tabela 3.3: Tempo de processamento do método acoplado com GMRES (n = 1500, com MGS) e os PCs
ASM e Blacobi na simulagcdo numérica em um canal 3D, com 8 processos em 8 computadores.

PC Sub-PC | Blocos L=1 L=8 L =064
ILU 8 100.6 (188) | 79.0 (184) | 296.6 (444)
8 224.7 (39) | 313.9(20) | 131.0(17)
ASM LU 16 215.3(71) | 214.8 (42) | 144.4 (39)
32 202.9 (86) | 204.6 (71) | 1559 (71)
64 190.7 (98) | 185.0 (87) | 190.0 (132)
Blacobi ILU - %) 00 00

A partir da tabela 3.3, pode-se ver que, quando a diferenca de escala entre as dimensdes € pequena
(L=1e L = 8),0PC ASM com sub-PC ILU obteve bons resultados e 0o PC ASM com sub-PC LU
reduziu o tempo de processamento quando o nimero de blocos aumentou. J4 quando a diferenca de
escala € grande (L = 64) pode-se notar um comportamento inverso, ou seja, 0 PC ASM com sub-PC
ILU obteve altos tempos de processamento € 0 PC ASM com sub-PC LU comegou a gastar mais
tempo quando o nimero de blocos aumentou. Ja o PC BJacobi ndo convergiu em nenhum dos casos.

Também pode ser notado que para o caso com L = 8, com PC ASM e sub-PC LU, sdo necessarias
quase 0 mesmo numero iteracdes que para o caso com L = 64, porém o tempo de processamento €
muito maior. Isto ocorre porque, no primeiro caso, cada bloco do dominio é aproximadamente um
cubo, o que faz com que a matriz de pré-condicionamento tenha mais conexdes do que a matriz de
pré-condicionamento quando L = 64, que € proximo a um paralelepipedo em cada bloco.

A eficiéncia do paralelismo na solu¢ao do método acoplado foi verificada com os testes de speedup
e o tempo de processamento. Para fazer um teste de speed-up, optou-se, com base na tabela 3.3, pelo
método GMRES com n = 1500 e MGS, pré-condicionado por ASM com 16 blocos e com sub-PC
LU. O cédigo foi executado utilizando 1, 2, 4, 8 e 16 processos, em 2 processadores de um cluster com
computadores Intel Xeon E5430 de 2.66GHz com 64GB de RAM com 8 niicleos de processamento.
Na tabela 3.4 e na figura 3.6 sdo mostrados o tempo, o speed-up e a eficiéncia, respectivamente. Para
este caso, foram considerados os mesmos canais utilizados acima, com aproximadamente 1,000,000
de equacdes.

O speed-up e a eficiéncia sdo definidos como:

* speed-up

t
speed-up = o eficiéncia = ——,
P np
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onde t* € o tempo computacional gasto no caso sequencial, ¢, € o tempo computacional utilizando p

processos € np € o nimero de processos.

Tabela 3.4: Tempo de processamento do método acoplado (GMRES + MGS, n = 1500, ASM com 16 blocos)
na simulagdo do escoamento tridimensional.

Processos L=1 L=238 L =064
1 1947.8 (66) | 1624.8 (54) | 990.5 (39)
2 900.3 (63) | 821.2(55) | 500.5 (39)
4 475.5(55) | 428.949) | 277.0 (39)
8 247.8 (71) | 234.7 (42) | 162.4 (39)
16 181.2(73) | 174.5(33) | 119.4 (31)
— =1 i
gk L =28 o 14
= L =064
S 4 .g 0,84
2 0,64
; ‘ ‘ ‘ 0,512 ‘ ‘ ‘
1 2 4 8 16 1 2 4 8 16
a) Processos b) Processos

Figura 3.6: a) Speed-up e b) eficiéncia do método acoplado (GMRES + MGS, n = 1500, ASM com 16
blocos) na simulacdo do escoamento tridimensional.

No caso das simulagdes a baixo nimeros de Reynolds (Re << 1) com grandes diferengas de
escala, de acordo com a figura 3.6.a pode-se observar que para o caso com L = 1 o speed-up é
superlinear utilizando até 8 processos e para os casos com L = 8 e L. = 64 o speed-up é quaselinear
usando até 4 processos. Em todos os casos, conforme aumenta-se o nimero de processos, o speed-up
comeca a diminuir, fato que também pode ser observado na figura 3.6.b, onde ocorre uma perda de
eficiéncia quando o nimero de processos cresce. Isto ocorre porque quando ha mais de um processo
sendo executado em um processador, o acesso dos nicleos a memoria € efetuado de forma sequencial,
dependendo do tamanho da largura de banda de cada processador, o que acaba prejudicando o tempo

computacional.

3.5 Conclusoes

Neste capitulo, foi feito um estudo de métodos numéricos para escoamentos incompressiveis em
microfluidica a baixo nimero de Reynolds, analisando o comportamento dos métodos de projecao

e acoplado, nas formulacdes diferencas finitas e elementos finitos. A partir dos resultados obtidos
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na secdo 3.4.1, pode-se observar que o método de projecdo (em ambas as formulacdes), aplicado a
problemas com grande diferenga de escalas entre as dimensdes, gera um transiente espurio, que pode
prejudicar a solucdo. Este fato faz com que o método de projecdo tenha uma restricdo no passo de
tempo correspondente a restri¢do de esquemas explicitos, mesmo utilizando discretizagdes implicitas
para os termos viscosos e inerciais. Em especial para os problemas de microfluidica, em que os termos
viscosos sao dominantes, este problema torna o método extremamente caro, pois o passo de tempo
passa a depender do espacamento da malha.

Pode-se entdo concluir que o método acoplado é mais adequado para a resolucdo de problemas
desta classe. Porém, devido ao mal condicionamento da matriz, o método acoplado pode apresentar
dificuldades de convergéncia, quando a diferenca entre as escalas de comprimento é grande. Por
isso, foram testadas varias combinacdes de métodos para solugdo de sistemas lineares com diferentes
pré-condicionadores e mostrou-se que algumas destas combina¢des ndao foram capazes de solucionar
o sistema linear, especialmente quando a diferenca de escala entre as dimensdes era grande. Também
mostrou-se que € possivel resolver este tipo de problema com a utilizagdo do resolvedor GMRES
(com n = 1500 e ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt modificada) combinado com o pré-condicionador
ASM, o qual obteve bons resultados de convergéncia em tempos computacionais considerdveis. Esta
mesma combinagdo também foi executada em paralelo, possibilitando a otimizacdo do tempo de
processamento. Os testes paralelos também mostraram uma patologia no comportamento dos sub-PCs
ILU e LU para o PC ASM. Esta patologia esté relacionada as razdes de escala e pode-se notar que
quando esta razao € pequena, o sub-PC ILU converge muito bem, enquanto que o sub-PC LU converge
muito bem quando a razdo € grande, caso em que o sub-PC ILU ndo converge.

Com base nos resultados apresentados acima, escolheu-se o método acoplado, na formulagao
diferencas finitas, para fazer uma aplicacdo com fronteiras imersas, com um cédigo paralelo, uti-
lizando a biblioteca PETSc (Balay et al., 2008, 2009), para resolver numericamente as equacoes de
Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis tridimensionais eficientemente. Esta aplicagdo sera

apresentada a seguir, no capitulo 4.
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CAPITULO

Meétodos de Fronteira Imersa

Neste capitulo, € feita uma revisdo bibliogréafica dos métodos de fronteira imersa. A seguir, sdo
apresentados uma aproximacgdo de primeira ordem e os resultados obtidos com esta aproximacao.
Depois, € apresentada uma melhoria do método, na tentativa de aumentar a ordem, seguida por andlise

de convergéncia e discussao dos resultados.

4.1 Introducao

O método das fronteiras imersas surgiu no contexto da interagdo fluido-estrutura (Peskin, 1972),
em que objetos viscoeldsticos incompressiveis (ou fronteiras eldsticas) estdo imersos e interagindo
com fluidos incompressiveis viscosos. Neste caso, sdo utilizadas duas malhas, uma cartesiana fixa,
para as varidveis eulerianas, e outra curvilinea mével, para as varidveis lagrangeanas. A interagdao
entre as varidveis eulerianas, que representam o fluido, e lagrangeanas, que representam a fronteira
imersa, pode ser modelada por uma aproximacao discreta da funcdo delta de Dirac.

O campo de estudo do método de fronteiras imersas concentra-se principalmente em escoamentos
com fronteiras moveis e ao redor de geometrias complexas (Peskin, 1972, 2002; Lai and Peskin,
2000). O desenvolvimento de métodos computacionais robustos como alternativa para as técnicas
que utilizam malhas elésticas, ou seja, malhas que se adaptam ao contorno do sélido que serve como
obstdculo ao escoamento, € o principal objetivo da comunidade cientifica que estuda esse método.

Quando um fluido passa por um objeto, ele exerce uma for¢a normal (pressao) a superficie do
objeto e, se a superficie do objeto é nao-escorregadia, o fluido também exerce uma forca tangencial
(cisalhamento). Por outro lado, a superficie do objeto também exerce uma forga, de sinal oposto, no
fluido, fazendo com que a velocidade do fluido na superficie seja zero. Assim, tem-se que o fluido
‘enxerga’ o objeto através das forcas normais e tangenciais ao longo da superficie do objeto.

Pode-se imaginar entdo, que se um conjunto de forcas correto for aplicado ao fluido, este pode se
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comportar como se estivesse passando por um objeto sélido, ou seja, o efeito de certas condicdes de
contorno pode ser modelado pela aplicacdo de uma forga externa, ao invés de se especificar parame-
tros para o contorno. Com isso, pode-se simular um escoamento que passa por um objeto utilizando
um dominio simples, com uma malha regular, e impondo for¢as para caracterizar a fronteira do objeto.

Pode-se utilizar uma fun¢do da forma

flxs,t) = a/otu(azs,t’)dt’ + Bu(x, t),

em que x, sdo pontos na superficie do objeto, u é a velocidade, ¢ € o tempo e « e (3 sdo constantes
negativas (Goldstein et al., 1993). Esta fungdo representa a informacao vinda do campo de veloci-
dades, onde o primeiro termo € responsdvel pela criacdo da forca que ird diminuir a velocidade do
escoamento na superficie rigida (até que ela seja nula) e o segundo termo representa a forca criada
pelo arrasto de um obstaculo localizado no ponto x4. A utilizagido dessa fun¢do nos pontos do con-
torno pode ser vista como a aplicacdo de forcas que ‘aprendem’ a simular a condicdo de contorno
desejada.

Uma alternativa ao método de fronteiras imersas cldssico € o método de interfaces imersas, que
evita o uso da distribui¢ao delta de Dirac para definir os termos forcantes, obtendo maior ordem de
precisdo (Leveque and Li, 1994; Lee and Leveque, 2003; Xu and Wang, 2000).

Outra opcdo ja explorada é a de impor a condi¢do de contorno por meio de multiplicadores de
Lagrange, como no método de dominios ficticios (Girault and Glowinski, 1995; Glowinski et al.,
1994, 1999). Neste caso, a dificuldade € transferida para a construg¢@o do espaco de multiplicadores.

Lew and Buscaglia (2008) apresentaram um método de imposi¢do direta baseado em uma for-
mulagdo de Galerkin descontinuo, que evita o tratamento caso-a-caso simplesmente trocando a inter-
polacdo nas células interceptadas pelo contorno por uma interpolacdo descontinua, evitando assim o
fendmeno de bloqueio (locking). Embora consiga impor fortemente as condi¢des de contorno e obter
precisdo 6tima, o método necessita de graus de liberdade adicionais.

Recentemente, tém surgido métodos de fronteiras imersas que atingem ordem de precisdo superior
a um, como os métodos propostos por Codina and Baiges (2009) e Husain and Floryan (2008b), nos
quais as condi¢des de contorno sao aproximadas de forma a minimizar a diferenca entre as condi¢des
de contorno exata e aproximada em determinada norma.

Na secdo 4.2, € apresentado um método de fronteiras imersas de primeira ordem e os resultados
obtidos com este método. A seguir, na secdo 4.3, propde-se um novo método, baseado na ideia por
tras dos métodos proposto por Codina and Baiges (2009) e Husain and Floryan (2008b), onde também

serdo apresentados um estudo de convergéncia e os resultados obtidos.

4.2 Aproximacao de Primeira Ordem

Como um primeiro passo na implementacdo de um c6digo para a solu¢cdo numeérica de escoamen-

tos incompressiveis com fronteira imersa, paralelo e utilizando a biblioteca PETSc, foi utilizada uma
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aproximacdo de primeira ordem.

Para tal, foi considerado o dominio como mostrado na figura 4.1.

LI -

N AR

T, K

) AN

3 \\__g ///p

O O

Figura 4.1: Representa¢do do dominio B, com uma malha cartesiana 7;,. Em amarelo temos as células de Ry,
e em verde as células de Qp,. O contorno 'y, € representado em vermelho.

Seja 7;, a malha definida em B e sejam Q), os elementos de 7;, que sdo cortados pelo contorno
I' (elementos em verde na figura 4.1), R;, os elementos de 7;, que sdo completamente interiores a )
(elementos em amarelo na figura 4.1) e S;, = R, U Q), os elementos que tém intersecdo ndo nula com
Q.

A aproximacdo mais simples consiste em resolver as equagdes num dominio €2, impondo as
condig¢des de contorno em I';, = 0€2;,. Neste caso, considerando §2, = R, tem-se uma aproximagao
tipo escada do contorno, como representado por I';, (em vermelho na figura 4.1). Como a distancia
entre 'y, e I' € de ordem h, o erro do método numérico sera de ordem h.

A defini¢do das equagdes € feita com base em uma classificacio das células, pertencentes ou ndo a
Q. Nas células pertencentes a €2, sdo resolvidas as equagdes (2.20), (2.23) e (2.26), descritas na se¢ao
2.3.1. E nas células ndo pertencentes a €2, e que sdo cortadas por I' impde-se o valor da velocidade
no contorno. As células que estdo completamente fora do dominio, ou seja, que ndo pertencem a €2,
nem sao cortadas pelo contorno sdo ignoradas.

Com isso, monta-se o sistema de equagdes a ser resolvido. Para a solu¢do do sistema ndo linear
foi utilizado o método de Newton e para a solucdo do sistema linear utilizou-se 0 método GMRES
(Método dos Residuos Minimos Generalizado), com pré-condicionador ASM (Método de Schwarz
Aditivo), como visto no capitulo 3. Todos os métodos citados sdo utilizados a partir da biblioteca
PETSc. Além disso, também foram utilizadas as estruturas de vetores e matrizes paralelizadas.

Alguns exemplos da aplicacdo deste método s@o apresentados na se¢do a seguir.

4.2.1 Resultados

Nesta secdo, € apresentado o comportamento do método proposto em alguns casos teste da lite-

ratura de solu¢do numérica das equacdes de Navier-Stokes. O cdédigo € baseado na formulacdo de
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diferencas finitas, descrita na se¢do 2.3.1, e foi implementado com a biblioteca PETSc, permitindo

sua execug¢do em paralelo.
4.2.1.1 Cavidade com Tampa Deslizante

O método foi testado comparando-se com casos da literatura de mecanica dos fluidos. O primeiro
teste escolhido foi o caso da cavidade com tampa deslizante, cujos resultados foram comparados com
os resultados obtidos por Ghia et al. (1982).

Na figura 4.2, pode-se ver uma representacdo do dominio, em que L. = 1 e das condi¢des de
contorno, onde I't; (em amarelo) € uma superficie rigida e I';, € a condi¢do de deslizamento da

tampa,emque u = 1lev = 0.

Fin

— — — — — — —

L
I it
L I--
I 1
L
Figura 4.2: Representagéo esquemadtica para a cavidade com tampa deslizante, com dimensio L = 1 e

condi¢des de contorno de deslizamento da tampa (I';;,) e sobre superficie rigida que respeita a malha (I"¢;;).

Este teste foi executado em uma malha de 301 x 301 pontos, com Re = 100, passo de tempo
0t = 0.01 e CFL = 3. Para a solu¢do do sistema foi utilizado o método GMRES com n = 600 e
MGS, com pré-condicionador ASM, com 16 blocos e sub-PC ILU em cada bloco. O teste foi efetuado
em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de 2.33GHz, com 16GB de RAM e 8 nticleos de
processamento.

Como condi¢do inicial foi considerada a solugdo, no estado estaciondrio, obtida com Re = 1072,
como mostrado na figura 4.3.a, onde sdo mostradas as linhas de corrente coloridas segundo a mag-
nitude da velocidade. Também sdo apresentadas as linhas de corrente para o caso estaciondrio, com
Re = 100, na figura 4.3.b. O tempo de processamento até que o estado estaciondrio fosse alcangado
foi de 34,764 segundos (aproximadamente 10 horas), utilizando 16 nicleos de processamento.

Para a comparacao dos resultados obtidos pelo método proposto com os resultados de Ghia et al.
(1982), foram considerados os perfis de velocidade nas linhas horizontal e vertical que passam pelo

centro da cavidade. Na figura 4.4.a pode-se ver o perfil da velocidade u na linha vertical que passa pelo
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=
Nl

Figura 4.3: Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade a) condigéo inicial e b) solugdo
no estado estaciondrio.

centro do dominio e na figura 4.4.b pode-se ver o perfil da velocidade v ao longo da linha horizontal
que passa pelo centro do dominio, comparados com os resultados de Ghia et al. (1982).

1 0,2
— Método proposto — Meétodo proposto
# Ghia * Ghia
0,84 0,14
0,6
0
= )
0,4
0,14
0,2
0,2
0 . ¥ . . . . T T T T
-0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0.2 0,4 0,6 0,8 1
a) U b) €

Figura 4.4: a) Perfil da velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do dominio e b) perfil
da velocidade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do dominio, comparadas com os resultados
obtidos por Ghia et al. (1982).

Com base nos graficos apresentados na figura 4.4, pode-se notar que o método proposto obteve re-
sultados muito préximos aos obtidos por Ghia et al. (1982). Assim, conclui-se que o método funciona

bem para solucionar numericamente escoamentos de fluidos incompressiveis.
4.2.1.2 Escoamento em um degrau

O segundo caso teste escolhido foi o do escoamento em um degrau, cujos resultados foram com-
parados com os obtidos por Erturk (2008).
O dominio utilizado estd representado na figura 4.5, onde h; = 1 € a altura do canal de entrada
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de fluido, h; = 1 € a altura do degrau, L; = 5 é o comprimento do canal de entrada, L, = 80 é o
comprimento do canal depois do degrau e H = 2 € a altura total do canal (H = h;+h). As condi¢des

de contorno sdo de entrada de fluido (I';,,), saida de fluido (I',,,;) e sobre superficie rigida que respeita

amalha (I'¢;).
- 7
h i HEE F . Ff it |‘I\|,‘
- n } t \\\ I—‘O“.f H
L, br-s L yi )

: I i

Figura 4.5: Representagdo esquemadtica para o escoamento em um degrau, com dimensdes h; = 1, hy = 1,
Ly =5,Ls =80e H = 2 e com condi¢des de contorno de entrada de fluido (I';,,), saida de fluido (I',,;) e
sobre superficie rigida que respeita a malha (I" ;).

O teste foi executado em uma malha de 4251 x 101 pontos, com Re = 100, passo de tempo
0t = 0.01 e CFL = 0.5. O método para solugao do sistema linear utilizado foi GMRES com n = 600
e MGS, com pré-condicionador ASM, com 32 blocos e sub-PC LU em cada bloco. O teste foi
efetuado em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de 2.33GHz, com 16GB de RAM e 8
nucleos de processamento.

Para a condicdo inicial, foi considerada a soluco, no estado estacion4rio, obtida com Re = 1072,
mostrada na figura 4.6.a. Na figura 4.6.b, sao apresentadas as linhas de corrente coloridas de acordo
com a magnitude da velocidade, para Re = 100. O tempo computacional gasto para reduzir o residuo
do método de Newton em 5 ordens de grandeza, utilizando 16 nicleos de processamento, foi de

147,355.5 segundos (aproximadamente 41 horas).

b)

Figura 4.6: Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade para a) a condi¢do inicial e b) a
solugcdo com Re = 100 do escoamento em um degrau.

Para comparar os resultados obtidos pelo método proposto com os obtidos por Erturk (2008), foi
considerado o tamanho do voértice formado atrds do degrau. Para este caso, com Re = 100, foi obtido
um vortice de tamanho 2.8, enquanto que o tamanho do vértice obtido por Erturk (2008) foi 2.9.
Portanto, pode-se concluir que os resultados para este caso foram satisfatorios, sendo proximos aos

apresentados na literatura.

36



4.2 - Aproximag&do de Primeira Ordem

A comparacao dos resultados obtidos pelo método proposto, comparados aos resultados apresen-
tados na literatura, mostraram que o método proposto conseguiu resolver numericamente escoamen-
tos de fluidos incompressiveis, com um cddigo paralelo, de maneira eficiente. No capitulo 5 serdo
apresentadas algumas aplicacdes em escoamentos incompressiveis, utilizando o método proposto.

A seguir, na se¢do 4.3 serd apresentada uma forma de melhorar a aproximacao das condicdes de

contorno, baseada no método de minimos quadrados.

4.3 Aproximacao de Maior Ordem

Nos tltimos anos vem crescendo as pesquisas no intuito de aumentar a ordem de convergéncia
dos métodos de fronteira imersa, ja que, na pratica, a maioria deles consegue apenas convergéncia
de primeira ordem. Neste contexto, podem ser citados os métodos propostos por Codina and Baiges
(2009) e Husain and Floryan (2008b), nos quais as condi¢des de contorno, em especial as de Dirichlet,
sdo impostas de forma a minimizar a distancia entre as condi¢cdes de contorno exata e aproximada no
sentido de minimos quadrados.

Husain e Floryan propuseram o método das condi¢des de fronteiras imersas (immersed bound-
ary conditions) em Husain and Floryan (2008b), para problemas descritos pelo operador laplaciano.
Posteriormente, este método foi aplicado a problemas com fronteiras méveis, em Husain and Floryan
(2008a), no qual o dominio de solucgdo € fixo e as equagdes sao discretizadas utilizando-se uma com-
binacdo das expansdes de Fourier e Chebyshev. As condi¢des de contorno sd@o impostas por meio
de restricoes que anulam determinados modos de Fourier. Essas restricdes sdo satisfeitas no sen-
tido de minimos quadrados e chegam a obter precisao espectral. Porém este método s6 € aplicavel a
geometrias que podem ser representadas por expansdes de Fourier.

Ja o método de Codina and Baiges (2009) foi proposto no contexto do método dos elementos
finitos, no qual € feita uma decomposi¢do no espaco de velocidades nos elementos cortados pelo

contorno, representados pelos elementos em azul na figura 4.7.

I
Q

Figura 4.7: Representacdo da malha préxima ao contorno. Os elementos em azul sdo os elementos cortados
pelo contorno I

A decomposicdo faz com que hajam duas equacdes: uma que descreve o escoamentos nos nds
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totalmente internos ao dominio, ou seja, que pertencem a {2 e ndo tém interse¢do com o contorno, e
outra que pode ser vista como uma forma fraca das condi¢des de contorno. A equacdo que representa

a condicao de contorno pode ser escrita como

(0,0n.0) (Un,0, unr) = 0, 4.1)

onde 6o, .) denota a derivada fraca de um funcional na dire¢do (0,vnr), em que v, 1 € a fungdo teste

no espago de fungdes que sdo ndo nulas no contorno, e J(uy, o, up ) € um funcional da forma

J(ung, unr) = |lung + unr — @l 72y, (4.2)

onde uy, o € a velocidade no espago de fungdes nulas no contorno (V}, o), us r € a velocidade no espaco
de fun¢des nulas no contorno (V}, 1) e u € a velocidade exata no contorno I'.

Esta equacdo pode ser vista como uma imposicao das condi¢des de contorno nos graus de liber-
dade dos n6s externos dos elementos cortados pelo contorno, representados por quadrados amarelos
na figura 4.8, de forma que a distancia entre a velocidade calculada em I' e a velocidade exata em I’

seja minima na norma L?(T).

I

Figura 4.8: Elementos da malha cortados pelo contorno I'. Os circulos verdes representam os pontos onde
os elementos sdo interceptados por I, os tridngulos azuis s@o os nds internos, pertencentes a ) e quadrados
amarelos sdo os nds externos ao dominio, ndo pertencentes a 2.

Neste trabalho, pretende-se estender a ideia bdsica por trds destes métodos, isto €, aproximar
as condicdes de contorno no sentido de minimos quadrados, aplicando-a no contexto de diferencas
finitas, utilizando malha deslocada (staggered grid) e solucdo do sistema acoplado.

Para isso, leva-se em consideracdo o dominio da figura 4.1. Pretende-se minimizar o erro cometido
na imposi¢ao da velocidade no contorno, ou seja, queremos que a distancia entre a velocidade aprox-
imada no contorno u e a velocidade exata no contorno « seja minima.

Para definir a localizagdo do contorno I' foi utilizada uma fun¢do implicita ¢, tal que ¢ = 0 em I'
(em vermelho na figura 4.9), ¢ > 0 em €2 (em amarelo na figura 4.9) e ¢ < 0 fora de €2 (em azul na

38



4.3 - Aproximagao de Maior Ordem

figura 4.9).

Figura 4.9: Representagdo do dominio por uma fung@o implicita. A linha vermelha mostra onde ¢ = 0, a drea
amarela mostra onde ¢ > 0 e a drea azul mostra onde ¢ < 0.

Com base no valor desta funcdo implicita, pode-se definir uma interpolagcdo, que permite deter-
minar u(x), onde x € tal que ¢(z) = 0, nos elementos cortados por I'. Para isso, considera-se um
elemento do dominio, que € interceptado pelo contorno, como mostrado na figura 4.10. A, B e C' sdo
os vértices da célula, nos quais os valores da velocidade e da fun¢do implicita sdo conhecidos, e = e y
sdo os pontos onde I intercepta as faces da célula, ou seja, onde ¢ = 0.

A A ()

Figura 4.10: Elemento do dominio cortado pelo contorno, em que A, B e C' sdo os vértices do elemento e x e
1y s@0 os pontos onde o contorno I' corta as arestas do elemento.

Primeiramente, € tratado o caso particular em que apenas uma aresta é cortada pelo contorno. Para
isso, considera-se a aresta AB, definindo A como um ponto interno, ou seja, ¢4 > 0, e B como um
ponto externo, ou seja, ¢ < 0. Dados os valores da velocidade e da fung@o implicita nos pontos A e

B, pode-se definir a seguinte interpolacao

_ upQa —uasdp

ba— b
39



Capitulo 4 Métodos de Fronteira Imersa

em que u4 e up sdo as velocidades nos pontos A e B, respectivamente, ¢4 € ¢p sdo os valores da

funcdo implicita ¢ nos pontos A e B, respectivamente e u € a velocidade interpolada no ponto z, tal
que ¢(z) = 0.

Assim, obtém-se uma equacio para a velocidade aproximada no contorno. Agora, é necessario
fazer com que a distancia entre a velocidade aproximada u e a velocidade exata % no contorno seja
minima. Para isso, toma-se como base o método proposto por Codina and Baiges (2009). O funcional

(4.2), definido anteriormente, torna-se

2
) = = ol = (o - f = (L4242 q)

e a equacgdo (4.1), também apresentada anteriormente, torna-se

0J(u)

8uB N O’
ou seja,

0J(u) _ (UB<Z5A —uadp ) ( Pa ) _

ous o\ oa—on ) \Gi-as) "
Considerando ¢4 # 0 e ¢ # 0, chega-se a

uppa  uaPp 0

ba— ¢  Ga— o5 '

Logo, obtém-se uma equagdo para upg

UB:< uAPB —i—ﬂ) <¢A—¢B>
$a— OB Pa '

Esta equacdo representa a imposi¢c@o da condi¢ao de contorno de Dirichlet em I', quando apenas

uma aresta € cortada pelo contorno.

Para o caso geral, em que mais de uma aresta € cortada por I', considera-se o funcional como
sendo a soma das parcelas equivalentes a contribui¢do de cada aresta. Para exemplificar, toma-se as
arestas AB e BC' do elemento mostrado na figura 4.10.

Supondo que C' seja um né interno, assim como A, teremos também uma interpolagdo para definir

u no ponto y, onde o contorno corta a aresta BC, tal que ¢(y) = 0, da forma

B uppc — UcPp

$c — ¢B
Desta forma, ndo ha uma equagdo que define unicamente as velocidades no contorno. Porém,
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redefinindo o funcional J como

_ (uBPa —uadp  _ 2 (UB¢C—UC¢B__)2
) = (T ) (T

) . . aJ(u
e calculando seu minimo, ou seja, determinando up, tal que 3 () =0,
uB

dJ(u) <UB¢A—UA¢B__>< Pa > (UB¢C—UC¢B__)( pc )_
Oup =2 ba — OB " ba — OB 2 $c — ¢B " ¢c — ¢B =0

€ possivel escrever up da seguinte forma

Ga—ouP  Ga—dn (bc—ouP  bc—dm) B &

uB_<<uA¢A¢B n upa n ucPpPc upc ) 1
(

Dessa maneira, tem-se um tnico valor para upg, que consiste na aproximacao da velocidade no
contorno no sentido de minimos quadrados. Isto torna o problema bem definido, fazendo com que u
esteja o mais proximo possivel de .

H4 assim, uma equacdo para cada elemento cortado pelo contorno, representando a imposicao das
condic¢des de contorno. Além disso, ha as equacdes de quantidade de movimento e de incompressibi-
lidade para os elementos interiores ao dominio, como visto no capitulo 2. Essas equacdes geram um
sistema, no qual as equagdes que representam as condi¢cdes de contorno de Dirichlet para a velocidade
sdo resolvidas utilizando-se o0 método dos minimos quadrados.

Na secao 4.3.1, a seguir, sdo apresentados os resultados obtidos com a utilizagdo do método
proposto acima.

4.3.1 Testes Numeéricos

Nesta secdo s@o apresentados testes numéricos, nos quais a solugdo obtida pelo método proposto €
comparada com a solucdo exata de um problema, em uma e duas dimensdes, mostrando a convergén-
cia do método.

4.3.1.1 Equacao do Calor - 1D

O primeiro teste considerado foi um problema envolvendo a solu¢do da equagdo do calor em uma
dimensao.

A equacdo do calor € dada por

—u"=1 emQ

u=0 eml,

onde 2 = (0,7) é o dominio em que esta definida a equacgdo, o contorno I' passa sobre o ponto
xr =me B = (0,4) é dominio que contém €2, como mostrado na figura 4.11.
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b

0 xr

Figura 4.11: Representagdo do dominio B = (0,4), onde zr = e Q = (0, 7).

O programa foi executado utilizando malhas com 10, 20, 40, 80, 160, 320 e 640 pontos, compa-
rando-se a solugdo obtida com a solucao exata do problema, dada por
Lo o 2

1
U= —5(30 —arz) = —5(95 —7x),

e calculando-se o erro nas normas Ly € L,. O grafico mostrando o decaimento do erro em fun¢do do

refinamento da malha, em escala logaritmica, ¢ mostrado na figura 4.12.

0,017 L
= [

0,0014

Erro

0,00014

Te-054

001024  0,0256 0,064 0,16 0,4
h

Figura 4.12: Decaimento do erro com o refinamento da malha para a solug¢do da equag@o do calor, em escala
logaritmica.

A partir do grafico apresentado na figura 4.12, pode-se observar que o erro da solucao varia com
a posi¢do do contorno em relagdo a malha. Apesar disso, o0 método proposto conseguiu obter con-

vergéncia de ordem h? (linha tracejada).

Na figura 4.13 sdo apresentados os graficos das solugdes exata U e aproximada u, para h = 0.4444
(malha com 10 pontos) e h = 0.00625 (malha com 640 pontos). Em ambas pode-se notar, na drea

ampliada, que a condicao de contorno € satisfeita, sendo imposta no ponto correto e com valor exato.

A seguir, na secdo 4.3.1.2, apresentaremos os resultados obtidos pelo método proposto em um

teste numérico 2D.
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- U
= U

u
U

0,5 0,54

5 3" 4 0 1 2 3 4
a) X b) T

Figura 4.13: Solugdes exata U e aproximada u para a) h = 0.4444 e b) h = 0.00625. Podemos notar, na
ampliacdo, que a condi¢do de contorno estd sendo imposta no ponto correto, com valor exato.

4.3.1.2 Equacao de Poisson - 2D

Para o segundo teste numérico, foi considerado um problema envolvendo a equacdo de Poisson
2D, dada por

—Vu=f emQ

u=0 eml,

onde €2 € o dominio em que estd definida a equacdo e I" € o contorno.

Para este teste foram considerados dois dominios: um circulo de raio r = 5 e centro na origem

T T . . .
e um quadrado (—5, 5 X —5 5) Para os dois casos foram consideradas as seguintes malhas:

11x 11,21 x 21,31 x 31,41 x41, 61 x 61, 81 x 81, 101 x 101 e 121 x 121. O programa foi executado,
utilizando as diferentes malhas, e a soluc¢do obtida foi comparada com a solugdo exata.

Para o circulo, foi considerado o termo fonte

flory) = BVEEY) L (T ),

cuja solugdo exata é

U(x,y) = cos(/x% + y?).

O gréfico do decaimento do erro em fun¢do de h, onde h é o espacamento da malha, € mostrado
na figura 4.14.a.
Para o quadrado, foi considerado o termo fonte

f(x,y) = 2cos(z) cos(y),
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cuja solugdo exata é

U(z,y) = cos(z) cos(y).

O gréfico do decaimento do erro em fungdo de h é mostrado na figura 4.14.b.

0,01
0,01
0,001
e © 0,001
St St
= &)
0,0001
g 0,0001
0,03125 0,0625 0,125 0,25 0,5 0,03125 0,0625 0,125 0,25 05
a) h b) h

Figura 4.14: Decaimento do erro com a redug@o do tamanho h, em escala log x log, para a) o circulo e b) o
quadrado.

Da figura 4.14, pode-se observar novamente que o método proposto conseguiu obter convergéncia

de ordem h? (linha tracejada), para os dois dominios considerados.

Estes resultados mostram que foi possivel melhorar a ordem da aproximacao, podendo até atingir
precisdo de ordem 2. Este fato serviu de inspiracdo para estender o método para aplicagdes envol-
vendo as equacdes de Navier-Stokes.

A seguir, na se¢io 4.3.2, sdo apresentados alguns exemplos em que foi utilizado o método proposto

para a soluc@o numérica de escoamentos incompressiveis.

4.3.2 Resultados

Nesta secdo, sdo apresentadas simulacdes numéricas de escoamentos de fluidos incompressiveis
utilizando o método proposto e comparando os resultados obtidos com uma solucao analitica e com

resultados da literatura de mecanica do fluidos.

4.3.2.1 Comparacao com Solucao Analitica

Para testar o funcionamento do método na solucdo das equagdes de Navier-Stokes, a solucdo

numérica foi comparada com uma solucao analitica calculada. Para isso, foi considerado o dominio

44



4.3 - Aproximagdo de Maior Ordem

quadrado 2 = (—1,1) x (—1, 1), com solucdo analitica dada por

u = =2y(1—2a?),

vo= 2u(l-y?),

p = 20" +y%) — (@' +y) + 227,
fo = —dvy+42°y?,

fy = dvx + 4P,

onde u e v sdo as componentes da velocidade nas dire¢des x e y, respectivamente, p é a pressdo e f, e
fy sdo as forcas das equagdes de quantidade de movimento nas dire¢des x € y, respectivamente. Para
este caso, foi considerado Re = 1 e uma malha de 265 x 265 pontos.

O sistema linear foi resolvido com o método LU em um computador Intel Xeon E5345 de 2.33GHz,
com 16GB de RAM e 8 nicleos de processamento. O tempo de processamento até que se chegasse
ao estado estaciondrio foi de 1864 segundos, em um nicleo de processamento.

As solucdes exata e aproximada s@o mostradas abaixo, nas figuras 4.15, 4.16 e 4.17, onde sdo

mostradas a pressao, as linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade e a magnitude

da velocidade, respectivamente.

r N

a)k ‘ b)

Figura 4.15: Valores das pressdes a) exata e b) aproximada para o problema com solugéo analitica.

Comparando a solugio aproximada com a solugfio exata, obtive-se um erro da ordem de 10~® para
as componentes da velocidade e da ordem de 10~ para a pressio.

Os resultados obtidos mostram que o método proposto consegue resolver numericamente as e-
quagdes de Navier-Stokes. Porém, também pode-se notar que hd um problema quanto a posi¢ao do
contorno, em relacdo a malha. Para mostrar este problema, foi feita uma amplia¢ao do canto superior
da figura 4.15, mostrado na figura 4.18. Pode-se observar nesta ampliacdo que hd um problema no
célculo da pressdo, pois a continuidade ndo estd bem definida nestas células.

Isto ocorre pois hd duas velocidades que estdo dentro do dominio €2 (u;, € v;;,), ou seja, que sao
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Figura 4.16: Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade a) exata e b) aproximada para
o problema com solucio analitica.

x.
S, W N

Figura 4.17: Magnitude da velocidade a) exata e b) aproximada para o problema com solugéo analitica.

Figura 4.18: Amplia¢do do canto superior direito da figura 4.15, representando a pressdo obtida na solugdo
aproximada para o problema com solu¢do analitica.
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calculadas, e duas velocidades que estdao fora do dominio €2 (uyy; € Uoyr), OU S€ja, que Sao impostas,

como pode ser visto na figura 4.19.

Vout
L

gk

Figura 4.19: Célula do “canto” do dominio, onde u;, € v;, sdo velocidades dentro do dominio €2, weyt € Vout
sdo velocidades fora do dominio €2, p é a pressdo e I' é o contorno.

Também h4 problema quando a fronteira I' passa sobre um né de velocidade ou pressdo, pois a
interpolagdo torna-se indeterminada.

Uma das propostas de futuros trabalhos, apresentada na se¢do 6.3, € um estudo mais aprofundado
destes problemas, no intuito de encontrar propostas de solucdes.

A seguir, na se¢do 4.3.2.2, é apresentada a comparacao do método proposto com um resultado da
literatura de mecanica dos fluidos.

4.3.2.2 Cavidade com Tampa Deslizante

Assim como para o método de primeira ordem, os resultados obtidos pelo método melhorado
foram comparados com os resultados obtidos por Ghia et al. (1982).

Uma representacdo do dominio é mostrada na figura 4.20, em que L = 1, e das condi¢des de
contorno, onde v (em amarelo) € uma superficie rigida imersa na malha e I';,, € a condi¢ao de desliza-
mento da tampa, em que © = 1 € v = (), como no caso anterior.

O teste foi efetuado com os mesmos parametros do caso de primeira ordem, ou seja, malha de
301 x 301 pontos, com Re = 100, 6t = 0.01, CFL = 3 e solugdo do sistema utilizando GMRES com
n = 600 e MGS, com pré-condicionador ASM, com 16 blocos e sub-PC ILU em cada bloco. O teste
foi executado em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de 2.33GHz, com 16GB de RAM
e 8 nicleos de processamento.

Assim como no caso anterior, considerou-se como condi¢do inicial a solu¢do, no estado esta-
ciondrio, obtida com Re = 1072, A condi¢do inicial, com Re = 1072, e a solu¢dio no estado esta-
cionario, com e = 100, sdo apresentadas na figura4.21. O tempo de processamento até que o residuo
do método de Newton reduzisse 10 ordens de grandeza, utilizando 16 nucleos de processamento, foi
de 61234.2 segundos.
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Fin

—_— — —> —> —> —> —>

~

L

Figura 4.20: Representa¢do esquemadtica para a cavidade com tampa deslizante, com dimensdo L = 1 e
condigdes de contorno de deslizamento da tampa (I';,,) e sobre superficie rigida imersa na malha (7).

|

Figura 4.21: Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade para a cavidade com tampa
deslizante para Re = 100 a) condicdo inicial e b) solu¢io no estado estacionario.

Para a comparacao dos resultados também foram considerados os perfis de velocidade nas linhas
horizontal e vertical que passam pelo centro da cavidade. Na figura 4.22, pode-se ver o perfil da
velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do dominio (4.22.a) e o perfil da veloci-
dade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do dominio (4.22.b), comparadas com o0s
resultados obtidos por Ghia et al. (1982).

Novamente, pode-se observar que a solu¢do obtida pelo método proposto estd muito proxima da
solu¢do obtida por Ghia et al. (1982). Conclui-se assim, que o método melhorado proposto tam-

bém consegue resolver numericamente as equacdes que descrevem escoamentos de fluidos incom-
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1 0,2
— Método proposto — Método proposto
* Ghia * Ghia
0,8+ 0,14
0,6
0+
= IS
0,4+
-0,14
0,2
-0,2
04— * T T T T T T T T
-0,2 0 0,2 0.4 0,6 0,8 1 0 0,2 0.4 0,6 0.8 1
a) U b) €

Figura 4.22: a) Perfil da velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do dominio e b) perfil
da velocidade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do dominio, comparadas com os resultados
obtidos por Ghia et al. (1982).

pressiveis.

4.3.3 Conclusoes

Na secdo 4.3.1 foi mostrado que € possivel implementar um cédigo para resolver numericamente
as equacdes que descrevem escoamentos de fluidos incompressiveis com fronteira imersa, utilizando a
biblioteca PETSc, de forma a obter bons resultados em paralelo e com baixo tempo de processamento.

Pode-se notar, também, através dos resultados da secao 4.3.2, que a extensdo do método de Codina
and Baiges (2009) para a discretizagdo por diferencas finitas conseguiu atingir segunda ordem de
precisdo na aproximacao das condi¢des de contorno.

Portanto, foi possivel implementar um c6digo paralelo para a solugdo numérica de escoamentos
de fluidos viscosos incompressiveis com fronteira imersa que produza bons resultados com pouco
tempo de processamento.

No préximo capitulo serdo apresentadas aplicacdes em mecanica dos fluidos utilizando o método
de primeira ordem.
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CAPITULO

5

Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos com um c6digo para a solugdo numérica de
escoamentos incompressiveis, que utiliza a formulacao de diferencas finitas descrita na se¢io 2.3.1 e
o método de fronteiras imersas de primeira ordem, no qual o contorno aproximado coincide com a
malha, descrito na se¢do 4.2. Este cddigo foi implementado utilizando-se a biblioteca PETSc, descrita
na secdo 3.2.

5.1 Aplicacoes 2D

Na aplicagdo do cédigo em duas dimensdes foram executados dois casos: o escoamento ao redor
de um cilindro circular e o escoamento em um canal contendo um obstidculo em forma de “c”. Esses

dois casos sdo apresentados a seguir nas secdes 5.1.1 e 5.1.2, respectivamente.

5.1.1 Escoamento ao Redor de Cilindro Circular

O primeiro caso 2D € o escoamento ao redor de um cilindro circular, cujo dominio é mostrado
na figura 5.1, onde L = 8 e H = 1, e raio do cilindro € » = 0.1. As condi¢Ges de contorno sdo de

entrada de fluido (I';;,), saida de fluido (I',,;) e sobre superficie rigida que respeita a malha (I'¢;;).

Fin Ffj_f | r out H

W

Figura 5.1: Representagio esquemadtica para o escoamento ao redor de um cilindro circular, com dimensdes
L =8, H = 1 e raio do cilindro r = 0.1 e com condi¢des de contorno de entrada de fluido (I';;,), saida de
fluido (I',,,¢) € sobre superficie rigida que respeita a malha (I ¢;;).
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Para este teste foi utilizada uma malha de 3203 x 403 pontos, o que nos d4 1,287,204 células e
aproximadamente 4,000,000 de incégnitas. Para a solug¢do do sistema linear foi utilizado o método
GMRES com n = 600 e MGS, pré-condicionado pelo método ASM, com 32 blocos e sub-PC LU.
Foram considerados vérios nimeros de Reynolds, que definem os casos apresentados a seguir. Todos
os casos foram executados em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de 2.33GHz, com
16GB de RAM e 8 nicleos de processamento.

5.1.1.1 Caso1: Re = 102

Para mostrar o funcionamento do método para baixo nimero de Reynolds, executamos o cédigo
com Re = 1072, 6t = 0.1 e CFL = 40. Os resultados sdo mostrados na figura 5.2, onde podemos
ver a pressdo (5.2.a), a magnitude da velocidade (5.2.b) e as linhas de corrente coloridas segundo a
magnitude da velocidade (5.2.c). Até atingir o estado estaciondrio, o cédigo levou 2,229 segundos
(aproximadamente 37 minutos), utilizando 16 niicleos de processamento.

c) =— —

Figura 5.2: Resultados para o estado estacionédrio do escoamento ao redor de um cilindro circular, com
Re = 1072. a) Pressdo; b) Magnitude da velocidade; ¢) Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude
da velocidade.

Podemos notar que o método proposto foi capaz de resolver bem um problema com baixo nimero
de Reynolds e com pouco tempo de processamento.

A seguir, vamos mostrar o funcionamento do método para o caso com e = 100.
5.1.1.2 Caso 2: Re =100

Este caso foi executado com Re = 100, 6t = 0.01 e CFL = 4. Como condig¢do inicial foi
considerada a solu¢iio obtida no estado estaciondrio do exemplo anterior, com Re = 1072, A seguir,
na figura 5.3, podemos ver a pressao (5.3.a), a magnitude da velocidade (5.3.b) e as linhas de corrente,
coloridas de acordo com a magnitude da velocidade (5.3.c). O tempo de processamento necessario
para reduzir o residuo em 4 ordens de grandeza, com 16 nucleos de processamento, foi de 388,829

segundos (aproximadamente 4.5 dias).
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a)

Figura 5.3: Resultados para o escoamento ao redor de um cilindro circular, com Re = 100. a) Pressdo; b)
Magnitude da velocidade; ¢) Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade.

Podemos ver que o método conseguiu obter bons resultados para este problema, capturando os
vértices formados atrds do cilindro. Por estes resultados apresentados, notamos que o método paralelo
foi eficiente.

5.1.2 Escoamento em um Canal com Obstaculo em Forma de “c”

A segunda aplicagdo do c6digo em duas dimensdes foi feita em um canal que contém um obstaculo
em forma de “c”, como mostrado na figura 5.4, onde L = 6 e H = 1. As condic¢des de contorno sao
de entrada de fluido (I';;,), saida de fluido (I',,;) e sobre superficie rigida que respeita a malha (I'f;;).
O tamanho caracteristico do obstaculo é [ = 0.2.

Fm r fit Fout H

W

PR L]

Figura 5.4: Representag@o esquematica para o escoamento em um canal com obstéculo em forma de “c”, com
dimensdes L. = 6, H = 1 e tamanho caracteristico do obstaculo [ = 0.2 e com condi¢des de contorno de
entrada de fluido (I';;,), saida de fluido (I's,¢) € sobre superficie rigida que respeita a malha (I ¢5;).

Para esta aplicacdo, foi utilizada uma malha de 501 x 101 pontos e foram feitos dois casos,
variando-se o nimero de Reynolds. O sistema linear foi resolvido com o método GMRES com
n = 600 e MGS, pré-condicionado por ASM com 16 blocos e sub-PC LU em cada bloco. Todos os
casos foram executados em um cluster com computadores Intel Xeon E5345 de 2.33GHz com 16GB
de RAM e com 8 nicleos de processamento.
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5.1.21 Caso 1: Re = 0.002

Executamos um problema de microfluidica a baixo nimero de Reynolds para mostrar o funciona-
mento do cédigo. Neste caso, utilizamos um passo de tempo ot = 0.1 e CFL = 8.33. Foram
executados 10 passos de tempo, até atingir o estado estaciondrio. O tempo computacional gasto foi
de 47.98 segundos. Na figura 5.5 sdo mostradas a pressdo (5.5.a), a magnitude da velocidade (5.5.b)

e as linhas de corrente, coloridas segundo a magnitude da velocidade (5.5.c).

=
~

W

o
~

Figura 5.5: Resultados para o canal com obstéculo em forma de “c”, com Re = 1072 e ¢t = 10. a) Pressdo; b)
Magnitude da velocidade; ¢) Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade.

A solugdo obtida para este caso foi utilizada como condic¢@o inicial para o caso apresentado a

seguir.
5.1.2.2 Caso 2: Re =20

Para o caso Re = 20 foi utilizado um passo de tempo 0t = 0.01 e CFL = 0.833. Foram executados
1,000 passos de tempo, até que o residuo das equacdes reduzisse 10 ordens de grandeza. O tempo
computacional gasto foi de 4,013.43 segundos (pouco mais de 1 hora). Na figura 5.6 sdo apresentadas
a pressao (5.6.a), a magnitude da velocidade (5.6.b) e as linhas de corrente coloridas de acordo com a
magnitude da velocidade (5.6.c), obtidas no dltimo passo de tempo.

Com base nos resultados apresentados, podemos notar que o método implementado também
obteve bons resultados, em paralelo e com baixo tempo de processamento, para este problema.

Os resultados desta secdo mostram que o método funciona muito bem para problemas bidimen-
sionais. Na secd@o 5.2, a seguir, vamos mostrar o0 comportamento do c6digo em problemas tridimen-
sionais.
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a)
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Figura 5.6: Resultados para o canal com obstdculo em forma de “c”, com Re = 20 e t = 1000. a) Presséo; b)
Magnitude da velocidade; ¢) Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade.

5.2 Aplicacoes 3D

5.2.1 Simulacao em Microcanais

Em muitos problemas de microfluidos as geometrias envolvidas sdo, em geral, construidas com
dominios retangulares. Por exemplo, em Rodd et al. (2005) os autores analisaram o escoamento de um
fluido ndo-newtoniano em um microcanal 3D do tipo contracdo-expansao enquanto que Gulati et al.
(2008) estudaram o comportamento de fluidos viscoeldsticos na modelagem do DNA em uma 2:1 mi-
crocontracdo 3D. Outros resultados interessantes utilizando geometrias retangulares tridimensionais
para microcanais podem ser encontrados em Wang et al. (2003), Davidson et al. (2008), Bhattacharya
et al. (2009), entre outros.

Neste teste numérico, vamos aplicar a formulacdo mais eficaz obtida na secdo 3.4.4 em uma
simulagdo tridimensional de microcanais com Re << 1. Nossa simulacdo serd definida em um
microcanal conforme descrito na figura 5.7. As condi¢des de contorno, como definidas na se¢do 2.2,
sdo de superficie rigida (amarelo (I'¢;)), entrada (azul (I';,,)) € saida (vermelho (I',;)). Este problema
foi resolvido em uma malha com 3,609,788 células e aproximadamente 14,400,000 incégnitas.

Para este caso, utilizamos os seguintes parametros: método GMRES com n = 600 e MGS,
pré-condicionado por ASM com 16 blocos, com sub-PC ILU em cada bloco. Para esta simulagao,
utilizamos Re = 107, passo de tempo ¢t = 0.1 e CFL = 3. Reduzimos a dimensdo do espago
de Krylov e escolhemos sub-PC ILU para o PC ASM, pois as diferencas de escalas ndo eram muito
grandes e, de acordo com a tabela 3.3, esse sub-PC possui menor tempo de processamento. Outro
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Figura 5.7: Representagdo do microcanal utilizado para a simulacdo 3D, com comprimento L = 14, largura
H = 6 e altura Z = 1.5 e com condi¢des de contorno de entrada de fluido (azul (I';,)), saida de fluido
(vermelho (I',,¢)) € sobre superficie rigida.que respeita a malha (amarelo (I ).

fato que nos levou a escolher o sub-PC ILU foi termos restricdo da quantidade de memdria necessaria
para resolver o problema. Este teste foi efetuado utilizando um cluster com computadores Intel Xeon
E5430 de 2.66GHz com 64GB de RAM com 8 nticleos de processamento.

Na figura 5.8 podemos ver fitas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade. Para
reduzir o residuo do método de Newton em 10 ordens de grandeza foram necessdrios 2 passos de
tempo, gastando 41,742.1 segundos (aproximadamente 11.5 horas), utilizando 16 nucleos de proces-
samento. O primeiro passo de tempo desta simulacdo demorou 595 iteragdes para reduzir o residuo
do método GMRES em 4 ordens de grandeza.

Figura 5.8: Fitas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade para o microcanal 3D.
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Os resultados apresentados acima mostram que, para a solu¢do numérica de escoamentos in-
compressiveis em microcanais a baixo Re, o método GMRES com n > 600 e ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt modificada, pré-condicionado por ASM com 16 blocos e com sub-PC ILU, consegue
resolver muito bem o problema, em paralelo, com baixo tempo de processamento, utilizando ferra-
mentas da biblioteca PETSc (Balay et al., 2008, 2009).

5.2.2 Canal com Esferas

O tultimo exemplo numérico 3D a ser apresentado € um canal com esferas na secdo central, como
mostrado na figura 5.9. O canal possui comprimento L = 3, largura = 1 e altura Z = 1. As
condic¢des de contorno sdo de entrada de fluido (I';,,, em azul na figura 5.9), de saida de fluido (I',.;,
em verde na figura 5.9) e sobre superficie rigida que respeita a malha (I' ;;, em amarelo na figura 5.9).
As esferas (em vermelho na figura 5.9) também representam condicao de contorno sobre superficie
rigida.

Figura 5.9: Representagdo do canal com esferas na se¢éo central, com comprimento do canal L = 3, largura
H = 1ealtura Z = 1 e com condi¢des de contorno de entrada de fluido (azul (T';;,)), de saida de fluido (verde
(I'out)) € sobre superficie rigida que respeita a malha (canal em amarelo e esferas em vermelho (I' ¢;)).

Para esta simulacdo foram utilizadas 1,820,700 células e aproximadamente 7.3 milhdes de incog-
nitas. O cédigo foi executado em um cluster com computadores Intel Xeon E5430 de 2.66GHz com
64GB de RAM e com 8 nicleos de processamento. Foram considerados dois nimeros de Reynolds,

que definem os casos apresentados a seguir.
5.2.21 Caso1: Re =102

Primeiramente, apresentamos um resultado com baixo niimero de Reynolds, como nas aplicagdes
apresentadas anteriormente.

Para este caso, com Re = 1072, utilizamos o método GMRES com n = 600 e MGS para a solugdo
do sistema linear, pré-condicionado pelo método ASM, com 32 blocos e com sub-PC ILU em cada
bloco.
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Consideramos 6t = 0.1 e CFL = 8.33. Executamos 10 passos de tempo, até atingir o estado
estaciondrio. O tempo computacional necessdrio para executar os 10 passos de tempo foi de 29,592.7
segundos (aproximadamente 8 horas), utilizando 16 nucleos de processamento.

Na figura 5.10 sdo apresentadas as linhas de corrente, coloridas segundo a magnitude da veloci-
dade.

Figura 5.10: Linhas de corrente para Re = 1072, coloridas segundo a magnitude da velocidade para o canal
com esferas.

Novamente, os resultados mostram que a combina¢do do método GMRES (com n = 600 e MGS)
combinado com o PC ASM (com 32 blocos e sub-PC ILU em cada bloco) funciona muito bem
para casos com baixo nimero de Reynolds, resolvendo o problema em paralelo e com baixo tempo

computacional.
5.2.2.2 Caso 2: Re =100

O segundo e ultimo caso mostra o funcionamento do cddigo para problemas com numero de
Reynolds maior. Neste caso também foi utilizado o método GMRES com n = 600 e ortogonaliza¢ao
de Gram-Schmidt modificada, pré-condicionado por ASM, com 32 blocos e sub-PC ILU em cada
bloco.

Consideramos a solugfio no estado estacionario do caso anterior, com Re = 1072, como a condi¢do
inicial para este problema e tomamos 0t = 0.01 e CFL = 0.833. O tempo de processamento para
reduzir o residuo do método de Newton em 5 ordens de grandeza foi de 356,571 segundos (aprox-
imadamente 4 dias), utilizando 16 nicleos de processamento. Apresentamos as linhas de corrente
coloridas de acordo com a magnitude da velocidade na figura 5.11.

Podemos notar que os resolvedores utilizados também foram capazes de resolver o problema
eficientemente, com Re = 100.

Dessa forma, podemos concluir que o método proposto também obteve boas solucdes, na reso-

lucdo numérica de escoamentos incompressiveis, utilizando vérios processadores e necessitando de
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Figura 5.11: Linhas de corrente para Re = 100, coloridas segundo a magnitude da velocidade para o canal
com esferas.

pouco tempo computacional.

5.2.3 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentadas vdrias simulacdes, com grande nimero de incognitas, e 0s re-
sultados destas simulagcdes mostraram que conseguimos implementar um cédigo paralelo, utilizando a
biblioteca PETSc (Balay et al., 2008, 2009), para resolver numericamente as equagoes de Navier-Stokes

para escoamentos incompressiveis em microcanais tridimensionais eficientemente.
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CAPITULO

6

Conclusées e Trabalhos Futuros

Neste capitulo vamos sintetizar os resultados obtidos nos capitulos anteriores, apresentar algumas
consideragdes finais e as contribui¢des ao estado da arte dos métodos de fronteira imersa. Também
vamos apresentar uma proposta de trabalhos futuros.

6.1 Sintese do Trabalho

No capitulo 2 foram apresentadas as equagdes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis
e as técnicas bdsicas de discretizacdo destas equagdes por diferencas finitas utilizando malha deslo-
cada. Foram também apresentadas as condi¢cdes de contorno e a discretizagdo destas condigdes.

Ja no capitulo 3 foi feita uma comparacdo dos métodos acoplado e segregado na solu¢do numérica
de escoamentos incompressiveis em microescala. Com o objetivo de familiarizar o leitor com a
biblioteca PETSc, foi apresentada uma descri¢do de sua estrutura e funcionalidade. Com base na
flexibilidade desta ferramenta, foi feito um estudo do comportamento dos resolvedores de sistemas
lineares para problemas em microescala, em que estes sistemas sdo mal condicionados. Além disso,

foi feita uma anélise do funcionamento destes métodos em paralelo.

O capitulo 4 comeca com uma revisao bibliografica dos métodos de fronteira imersa, seguido pela
apresentacdo de um método de fronteira imersa de primeira ordem paralelo, baseado na biblioteca
PETSc, e de alguns resultados obtidos com este método. Na segunda parte foi apresentada uma
extensao do método de Codina and Baiges (2009) para diferencas finitas, um estudo de convergéncia

do método e os resultados obtidos em sua aplicagdo em escoamentos incompressiveis.

Finalmente, no capitulo 5, foram apresentadas aplica¢cdes do método de fronteira imersa de primeira

ordem em diversos casos envolvendo escoamentos de fluidos incompressiveis.
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6.2 Consideracoes Finais sobre os Resultados

Os resultados e conclusdes dos problemas de escoamentos de fluidos apresentados neste trabalho
foram discutidos nos capitulos 3, 4 e 5. Entretanto, uma breve consideracdo final serd apresentada.

A utilizacdo da biblioteca PETSc permitiu a andlise do comportamento de métodos para solugao
de sistemas lineares, combinados com diferentes pré-condicionadores, de maneira ficil e pratica,
proporcionando a determina¢do dos melhores resolvedores. Também foi possivel mostrar a melhoria
de performance obtida na utilizacdo destes resolvedores em paralelo.

A implementacdo do método de fronteiras imersas utilizando PETSc se mostrou eficiente, além
de permitir sua execugdo em paralelo, reduzindo assim, o tempo de processamento necessario.

A extensao do método de Codina and Baiges (2009) para a formulacdo de diferengas finitas, em
malha deslocada, possibilitou a obten¢do de segunda ordem de precisdo para os exemplos apresen-
tados. Também pode-se notar a melhoria obtida na aproximacdo das condicdes de contorno quando
comparado ao método de primeira ordem.

Portanto, neste trabalho, foi mostrado que € possivel implementar métodos de fronteiras imersas
para a solucdo numérica de escoamentos incompressiveis de fluidos viscosos, utilizando a ferramenta

PETSc, em paralelo e com baixo tempo computacional.
6.3 Trabalhos Futuros
Os aspectos mais relevantes dos temas que serdo abordados em trabalhos futuros sao:

e Estudar os efeitos causados em funcdo da posi¢ao da condi¢do de contorno em relagdo a malha
(por exemplo, quando o contorno passa sobre uma incégnita de velocidade ou pressdo) para a
extensao do método de Codina and Baiges (2009);

e Extensdo deste método para o caso tridimensional.
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