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Resumo

Nesta tese é apresentado um esquema novo de alta resolu¢ao upwind (denominado TDPUS-C3)
para reconstrucao de fluxos numeéricos para leis de conservacao nao lineares e problemas relacionados
em DFC. O esquema é baseado nos critérios de estabilidade CBC e TVD e desenvolvido utilizando
condicoes de diferenciabilidade C3. Além disso, é realizada a implementacdo da associacio do esquema
TDPUS-C3 com a modelagem de turbuléncia RNG k — e. O propoésito é obter solugdes numéricas
de sistemas hiperbolicos de leis de conservagao para dindmica dos gases e equacoes de Navier-Stokes
para escoamento incompressivel de fluidos newtonianos e nao newtonianos (viscoelasticos). Fazendo o
uso do esquema TDPUS-C3, a precisao global dos métodos numéricos é verificada acessando o erro
em problemas teste (benchmark) 1D e 2D. Um estudo comparativo entre os resultados do esquema
TDPUS-C3 e os de esquemas upwind convencionais para leis de conservacao hiperboélicas complexas é
também realizado. A associa¢ao das modelagens numéricas (upwinding mais RNG k—¢) é, entdo, exa-
minada na simulagdo de escoamentos turbulentos de fluidos newtonianos envolvendo superficies livres
moveis, usando a metodologia URANS. No geral, em termos do comportamento global, concordéancia

satisfatoria é observada.

Palavras-chave:: termos convectivos, leis de conservagao, captura de choque, equacoes de Navier-Stokes,

escoamentos com superficies livres moveis, modelagem xk —e e RNG k — €.
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Abstract

In this thesis, a new high-resolution upwind scheme (named TDPUS-C3) for reconstruction of
numerical fluxes for nonlinear conservation laws and related CFD problems is presented. The scheme is
based on CBC and TVD stability criteria and developed by employing differentiability conditions (C?).
In addition, the implementation of an association of the TDPUS-C3 scheme with the RNG k — ¢
turbulence modelling is also performed. The purpose is to obtain numerical solutions of systems of
hyperbolic conservation laws for gas dynamics and Navier-Stokes equations for incompressible flow of
Newtonian and non-Newtonian (viscoelastic) fluids. By using the TDPUS-C3 scheme, the global
accuracy of the numerical methods is verified by assessing the error on 1D and 2D benchmark test
cases. A comparative study between the TDPUS-C3 scheme and conventional upwind schemes to
solve standard and complex hyperbolic conservation laws is also accomplished. The association of the
numerical modelling (upwinding plus RNG k—¢) is then examined in the simulation of turbulent New-
tonian fluid flows involving moving free surfaces, by using URANS methodology. Overall, satisfactory

agreement is found in terms of the overall behaviour.

Key words: convective terms, conservation laws, shock capturing, Navier-Stokes equations, moving

free surface flows, k — ¢ turbulence modelling, RNG k — €.
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Capitulo

1

Introducao

1.1 Tema da pesquisa

A maioria dos problemas fisicos modelados por EDPs em DFC, que vao desde leis de conservacao
hiperbolicas com termos-fonte até equagoes de Navier-Stokes a altos valores do nimero de Reynolds,
¢ dominada por convecc¢do; e, portanto, propensa a formacao de solucdes descontinuas e estruturas
vorticais. A dominéncia dos termos convectivos (em geral ndo lineares) dificultam sobremaneira a
derivacao de solugbes numéricas para tais sistemas. Em funcao disso, considera-se crucial propor
técnicas computacionais especializadas para resolver esses problemas complexos. De interesse particular
no presente trabalho estdo as aproximacgoes dos termos convectivos por esquemas upwind de alta
resolucao e a implementacdo de modelagens k — ¢ de turbuléncia. As propriedades desejadas dos
métodos de aproximacao aqui investigados sdo: (i) boa precisdo e robustez; (ii) limitacao da solucao
numeérica sem oscilagdes nao fisicas e com pouca introdugao de viscosidade numeérica; e (iii) simplicidade

na implementacao e baixo custo computacional.

1.2 Desenvolvimento de modelagens numeéricas

Desde os anos 50, uma grande quantidade de modelagens numéricas para os termos convectivos
tem sido concebida com o propoésito de simular computacionalmente problemas complexos em DFC.
A maior dificuldade que tem motivado a pesquisa na area é o problema de representar bem fortes
choques, descontinuidades de contato e estruturas vorticais que aparecem nas solucoes numéricas.
As primeiras tentativas bem sucedidas para estes problemas foram propostas por VonNeumann e
Richtmyer (1950), Courant et al. (1952) e Spalding (1972), utilizando métodos de primeira ordem
de precisao local. Entretanto, certas desvantagens intrinsecas a esses métodos classicos, tais como
suavizacao da solucao em regides de altos gradientes, tém direcionado a pesquisa na area para a
derivacao de solugoes simples, mais precisas e/ou incondicionalmente estaveis; apareceu até um teorema
devido a Godunov (1959) afirmando que esquemas lineares que nao geram oscilagbes numeéricas so

podem ser de primeira ordem. A cura para isto tem sido o uso de esquemas convencionais, tais como
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diferengas centrais (DC), upwind de segunda ordem (SOU) (Warming e Beam, 1976), QUICK (Leonard,
1979) e QUICKEST (Leonard, 1988a), entre outros. No entanto, sob condi¢des severas de convecgao,
tais como o movimento turbulento, esses esquemas inevitavelmente produzem solugdes oscilatorias (nao

monotonicas) em regioes onde as varidveis convectadas experimentam gradientes elevados.

Com o objetivo de superar os defeitos associados aos esquemas convencionais citados anteriormente,
um numero substancial de esquemas monotdnicos tem surgido na literatura especializada. Como exem-
plo pode-se citar a classe MUSCL de van Leer (1979) e os esquemas MINMOD de Roe (1986), SMART
de Gaskell e Lau (1988), SHARP de Leonard (1988b), WACEB de Song et al. (2000), CUBISTA de
Alves et al. (2003), ARORA-ROE de Arora e Roe (1997) e ADBQUICKEST de Ferreira et al. (2009). A
principal vantagem desses esquemas é que eles capturaram bem solucoes suaves daquelas contaminadas
com oscilacoes nao fisicas e, a0 mesmo tempo, melhoraram a convergéncia. Deve-se observar também
que esses esquemas (alguns deles ao menos), embora funcionando bem em alguns problemas, nao pro-
duzem solugoes limitadas nas situagoes com choques, descontinuidades de contato (ver, por exemplo,
Kuan e Lin (2000) e Lin e Lin (1997)) e/ou em simulagoes de escoamentos viscoelasticos com modelos
constitutivos hiperbélicos (Xue et al., 2002). Em Lin e Chieng (1991), os autores observaram que os
esquemas SMART e SHARP, embora preservem alta precisdo, produzem altos niveis de oscilagdes no
caso do problema do tubo de choque de Sod (1978). Em Alves et al. (2000), com o uso de esquemas
upwind, os autores simularam uma série de escoamentos viscoelasticos e observaram que os célculos
nao convergiram com o refinamento de malha. Em Baxevanou e Fidaros (2008) ha uma associacao
de esquemas upwind TVD com a modelagem x — ¢ padrdo cujos resultados apontaram deficiéncias
do esquema upwind devido a Roe-Sweby, mas com o emprego do limitador de fluxo MINMOD, essa
associacao apresentou melhorias quando comparado aos esquemas de primeira ordem, DC e QUICK;

e estes tltimos levando a divergéncia dos célculos em problemas onde a convecgdao é dominante.

Recentemente tem aparecido na literatura alguns trabalhos associando esquemas upwind (usual-
mente os esquemas DC, FOU, SOU e QUICK) com a modelagem RNG k — ¢ de (Yakhot e Orszag,
1986). Em Fudihara et al. (2007), usando os esquemas FOU e SOU, foi feito um estudo numérico
da aerodinamica de um forno com um queimador de bloco; em Wang e Wang (2011) é apresentada
uma comparacao entre solugoes numeéricas, com o uso do esquema DC e as modelagens x — € padrao,
RNG k—c¢ e Realizable k—e (Shih et al., 1995), para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie
rigida; e em Ghadimi et al. (2012), os autores utilizaram o codigo comercial Fluent®) incrementado
com o esquema DC para simular a transferéncia de calor no fluxo de ar em janelas. Observa-se, por-
tanto, uma tendéncia atual na literatura em se usar os esquemas convectivos FOU, DC e QUICK em
problemas envolvendo turbuléncia. Assim, a necessidade de um esquema de conveccao tipo upwind que
proporciona boa precisao, limitagdo da solu¢ao numeérica (sem oscilagoes nao fisicas e com pouca intro-
dugao de viscosidade numérica) e simplicidade na implementac¢ao para aproximar termos convectivos
de leis de conservacao e problemas relacionados em DFC continua a estimular a pesquisa cientifica
em vérias areas da engenharia. Dentro deste cendrio, e no contexto dos critérios de limitagao TVD e
CBC, trés novos esquemas upwind (e correspondentes limitadores de fluxo) apareceram na literatura: o
TOPUS de Ferreira et al. (2012), o SDPUS-C1 de Lima et al. (2012) e, mais recentemente, o esquema
EPUS de Corréa et al. (2012). O esquema TOPUS foi proposto utilizando parte de um polinémio de

grau quatro e mostrou ser uma boa ferramenta para uma variedade de problemas da dindmica dos
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fluidos; no entanto o TOPUS nao se reduz a uma fun¢ao suave nos pontos 0 e 1 dentro do diagrama de
variaveis normalizadas de Leonard (1988a); isso, segundo Lin e Chieng (1991), pode gerar problemas
de convergéncia em problemas complexos, como é o caso das instabilidades de Rayleigh-Taylor e escoa-
mentos incompressiveis envolvendo superficies livres moveis, e muitas outras aplicagoes. Os esquemas
SDPUS-C1 e EPUS, por outro lado, sdo de classe C! e C? nesses pontos, respectivamente.

A derivagdo de um novo esquema convectivo TVD /CBC universal, para reconstrugoes (upwind) de
fluxos numeéricos, que possua uma molécula computacional simples (envolvendo no maximo trés pontos
de malha por fluxo numeérico), que satisfaz propriedades de diferenciabilidade superior a dois e que
seja uma alternativa & classe de esquemas upwind de captura de choques é uma tema de relevincia em
DFC e contemplado nesta tese. Vale reconhecer que ha também uma classe importante de esquemas
sofisticados, os bem conhecidos ENO/WENO e suas variac¢oes (ver, por exemplo, Qiu e Shu (2011) e
Wan et al. (2012)), para simulacoes de escoamentos compressiveis; essa classe tem proporcionado boa
precisao local com pouca viscosidade numeérica, mas ¢é dificil de implementar e relativamente pobre em

malhas grosseiras.

1.3 Motivacao, objetivo e contribuicao do presente estudo

O interesse crescente de solucdes aproximadas para equacoes de conservacao da DFC deriva da
demanda por modelagens simples, robustas, baratas e capazes de prever campos de escoamentos de
fluidos contendo fortes choques, descontinuidades de contato e/ou estruturas vorticais, como acontece
nas equacoes de Euler da dindmica dos gases e nas equacoes de Navier-Stokes sob forte influéncia dos
termos nao lineares. Nos tultimos anos, os pesquisadores do LMACC do ICMC-USP tém-se dedicado
ao desenvolvimento de métodos numeéricos para simular escoamentos incompressiveis newtonianos e
nao newtonianos com superficies livres méveis. Em particular, varias técnicas inovadoras tém sido

desenvolvidas por esses pesquisadores, dentre elas destacam-se:

e desenvolvimento e implementacao de métodos numéricos para escoamentos de fluidos newtonianos

em uma ampla faixa do nimero de Reynolds (Ferreira et al., 2012);
e implementacao de modelagens de turbuléncia xk — e padrao (Ferreira et al., 2013);

e andlise, implementagdo e validagdo de modelos reolégicos a uma variada gama de niimeros de
Weisemberg (Oishi et al., 2012, Tomé et al., 2012); e

e simulacdo computacional de escoamentos complexos, tais como bifasicos fluido-fluido com su-
perficies livres moveis (Santos et al., 2012, Lima et al., 2012) e gés-solido num leito fluidizado
(Correéa et al., 2012).

Com o auxilio de esquemas upwind de alta resolu¢ao de classe de diferenciabilidade 1 e 2, esses
avangos tém sido parcialmente incorporados aos codigos CLAWPACK de LeVeque (2012), Freeflow de
Castelo et al. (2000) e MFiX (2011), permitindo a simulagio de sistemas hiperbolicos de leis de con-
servacao, de escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos em uma ampla faixa do nimero de
Reynolds e de escoamentos reologicos 3D de interesse tecnologico na industria de polimeros (ver Mc-
Kee et al. (2008), Tomé et al. (2008), Ferreira et al. (2009), Carvalho et al. (2010), Queiroz e Ferreira
(2010), Oishi et al. (2011), Lima et al. (2012) e Ferreira et al. (2012)). Entretanto, esses codigos sdo
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carentes de um esquema upwind de classe C3 universal e uma modelagem RNG k—¢ da turbuléncia. A
associagao desses duas modelagens (upwinding e RN G k—¢) constitui, portanto, a motivacao principal
para o presente trabalho de tese.

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e teste de um novo esquema convectivo upwind
polinomial de grau dez de classe C3, denominado TDPUS-C3. Outro objetivo é a associacdo do
esquema TDPUS-C3 com modelagens x — e (padrao e RNG k — ¢) para a simulacdo computacional
de uma variedade de problemas complexos em DFC, usando a metodologia URANS. E a énfase da
tese é fornecer & literatura técnicas numéricas alternativas as quais podem ser utilizadas tanto em
escoamentos compressiveis quanto em incompressiveis.

A contribuicao do presente trabalho é como segue:

(i) introducio de um novo esquema convectivo upwind universal de classe C% (o TDPUS-C3) para a
reconstrucao de fluxos numéricos; com a expectativa de resolver problemas complexos em regides

suaves e altos gradientes com pontos extremos e descontinuidades;

(ii) adaptacao do codigo CLAWPACK com o esquema TDPUS-C3 para resolver sistemas hiperbolicos

de leis de conservacao;

(iii) inclusdo no ambiente de simulagao Freeflow do novo esquema upwind para resolver escoamentos

newtonianos e nao newtonianos;

(iv) incorporacdo (andlise e implementacdo) no sistema Freeflow da modelagem RNG k — ¢ e sua

associacao com o esquema TDPUS-C3 para resolver escoamentos incompressiveis turbulentos;

(v) disponibilizacdo de uma variedade de dados de simulag¢oes numéricas (= 24) para equagoes de

conservagao da DFC;

(vi) apresentacao a literatura dos principais resultados numéricos oriundos deste trabalho de tese,

cujos detalhes estao descritos no Apéndice A.

1.4 Estrutura da tese e equipamentos utilizados

O restante da tese estd estruturada em sete capitulos descritos a seguir. No capitulo 2 apresenta-se
uma breve descricao da teoria dos esquemas convectivos em varidveis normalizadas e correspondentes
limitadores de fluxo. Nesse capitulo inclui-se ainda o desenvolvimento do novo esquema convectivo up-
wind TDPUS-C3. O capitulo 3 é reservado para a formulacao de sistemas hiperboélicos e a metodologia
de solucao, incluindo o método de Godunov, o algoritmo de propagacao das ondas e resolvedores de
Riemann. No capitulo 4 estdo descritos os conceitos basicos da formulagao matemética de escoamen-
tos incompressiveis newtonianos nos regimes laminar e turbulento e fluidos nao newtonianos. Neste
capitulo contempla-se também a discretizacao dos termos convectivos e das condigoes de contorno
adotadas. O capitulo 5 contém resultados numéricos para. sistemas hiperbélicos de leis de conservacao
1D e 2D. Comparagoes com esquemas bem estabelecidos na literatura e com solugoes analiticas sao
também realizadas. O capitulo 6 é destinado aos resultados de simulagoes numéricas de problemas
complexos, tais como escoamentos incompressiveis newtonianos (nos regimes laminar e turbulento) e

viscoelasticos. As consideragoes finais e trabalhos futuros sao discutidos no capitulo 7.
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As simulagOes numéricas apresentadas ao longo desta tese foram rodadas nos seguintes computa-
dores do LMACC do ICMC-USP:

e um computador Core Quad Q9650 3Ghz, 4Gb de memoria RAM, 500 Gb de disco rigido e sistema
operacional Ubuntu 10.04, linux 2.6.32;

e uma estacao de trabalho 8 x i7 Core i7 CPU-950 3.07Ghz, 16 Gb de memoria RAM, 1.6 Tb de

disco rigido e sistema operacional Ubuntu 10.04, linux 2.6.35; e

e um cluster constituido de: 16 nés octos Xeon, cada maquina com dois processadores Quad Core
Intel(R) Xeon(R) E5345 de 2.33GHz, 16 Gb de memoria RAM, 500 Gb de disco rigido.
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Capitulo

2

Esquemas convectivos upwind

Neste capitulo apresenta-se a base tedrica para o desenvolvimento de esquemas convectivos tipo
upwind que caracterizam-se por respeitar o sentido de propagacao das informacoes do escoamento e o

desenvolvimento do novo esquema convectivo TDPUS-C3.

2.1 Motivacao e aproximacao upwind

Em muitas aplicacoes, tais como polui¢do do ar, oceanografia e outras ciéncias fisicas, é necessario
calcular o transporte (ou convecgao) de propriedades fisicas (ou concentra¢oes de constituintes) no
escoamento de um fluido. Por exemplo, considere um fluido em movimento cuja velocidade do campo,

em cada ponto do dominio, é conhecida, como ilustrado na Fig. 2.1.

Figura 2.1: Representacao esquematica do campo de velocidades de um escoamento de fluido.

Dado P = (x,y, z), denota-se este campo de vetores por 7 = (u,v,w)T, em que u = u(z,vy, 2, 1),

v = v(z,y,2,t), w = w(z,y,2,1), sendo u, v, w : R* - R. Seja ¢ = ¢(z,y,z,t) uma variavel

7



Capitulo 2 Esquemas convectivos upwind

convectada no escoamento; pode-se pensar, por exemplo, em uma gota de tinta espalhando-se no
fluido ou no transporte de um poluente no escoamento. A equacao que modela o transporte da varidvel
¢ em um campo de velocidade é, no caso 3D, dada por

0 (u (v o(w

26 O(ug)  dve) | Owe)

ot T oz oy e 0 (2.1)

onde as componentes u, v, w, definidas previamente, sao as velocidades de conveccio da varidvel ¢ nas
direcoes x, vy, z, respectivamente.

Sem perda de generalidade, considera-se nesse estudo o caso 1D da equacao (2.1) dada por

09 O(ug)
E—i_ ox

=0, 0<t<T, a<z<b T>0. (2.2)

O problema definido por (2.2) com condicao inicial ¢(z,0) = ¢o(z) e condigdes de contorno ¢(a,t) = ¢,
e ¢(b,t) = ¢y, sendo u a velocidade de convecgao- campo este que geralmente nao pode ser calculado
analiticamente, requer aproximacoes numéricas para adveccao de ¢. No caso em que u = 1, a seguinte

expressao é a solugao analitica (ver Fig. 2.2)
¢z, t) = ¢o(x —t). (2.3)

Desta forma, uma informacao transportada via adveccao é transladada para direita quando a veloci-
dade de convecgdo u € positiva, e para esquerda quando negativa. A Fig. 2.2 ilustra o comportamento

da solucao analitica para u > 0.

t
A

d(x,0) = go(x)  P(x,t) = bo(z — ut) u>0

T
Figura 2.2: Solucao analitica do problema de adveccao com velocidade de convecgao u > 0.

O termo convectivo (2.2) avaliado num ponto P de uma malha estruturada, como indicado na Fig.

2.3, é aproximado por
Oug) | W)y — (ud)ly _ usds —ugdy
or Ip ox ox ’

onde dx é o espagamento na direcdo z. us e uy sao as velocidades de convecgao nas faces f =i+1/2 e

(2.4)

g =1 — 1/2, respectivamente, as quais sao definidas como as médias simples dos valores vizinhos, isto
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éus = (up+uy)/2 e ug = (uy +ur)/2.

¢g P (bf
% L . @0—
R=i1-1 g:i—1/2 U=1 f=i—|—1/2 D=i+1
2 2

Figura 2.3: Molécula computacional da discretizagao dos termos convectivos no ponto P.

Aproximacoes para a varidvel convectada ¢, em (2.4), nas faces f e g, o5 e ¢4 (ou fluxos numeéricos
nestas faces), podem ser obtidas por interpola¢ido upwind em func¢ao dos valores dessa variavel nos
seguintes pontos: o a jusante D, o & montante U e o mais & montante R, como ilustrado na Fig. 2.3; e
essas posicoes para interpolacdo sao automaticamente definidas de acordo com os sinais das velocidades
de convec¢ao Uy e Uy. Em sintese, uma aproximacdo (ou esquema) upwind para ¢5 (um esquema para

¢4 segue procedimentos similares) é da forma

by = ¢¢(dp, dU, PR), (2.5)

em que ¢p, ¢y e ¢r sao os valores de ¢ nos pontos D, U e R, respectivamente. Para simplificar a
relagao funcional (2.5), Leonard (1988a) introduziu o conceito de variaveis normalizadas (VN) definido
por
) ¢() — R
by = 2D OF (2.6)
O %p —onr
com QASD =1le ngbR = 0. A relacao funcional (2.5) comumente denominada caracteristica em variaveis

normalizadas, passa entao a ser representada como

o5 = or(dv). (2.7)

Na Fig. 2.4 estao ilustrados, no diagrama de variaveis normalizadas (DVN), os esquemas classicos

FOU, SOU, CDS e QUICK. Nesta figura, a regiao hachurada correspondente & regiao de monotonici-
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dade para esquemas de segunda ordem de precisao local.

&y s ;= 20y QUICK
1.5
1.0
¢y =1
0.5
>
@) 0.5 1.0 1.5 ou

Figura 2.4: Regiao de monotonicidade para esquemas de segunda ordem no diagrama de varidveis
normalizadas.

Tabela 2.1: Alguns esquemas em varidveis nao normalizadas e suas correspondentes expressdes em
varidveis normalizadas.

Esquema Variaveis nao normalizadas Varidveis normalizadas
FOU of = du éf = du
CDS o5 = 5(ép + ov) o =32+ 5(dv—3)
QUICK o5 = 3(ép +v) — §(¢p — 200 + dr) &5 =5+ 3(0v — 3)
SOU ¢r =3¢ — 2D b =3ou

Usando o desenvolvimento em série de Taylor, pode-se mostrar (ver Leonard (1988a)) que para

qualquer esquema, (linear ou nao linear) em variaveis normalizadas valem as seguintes propriedades:

e um esquema em varidveis normalizadas que passa pelos pontos O(0,0) e P(1,1) é limitado

(condi¢ao necesséria);

e um esquema em varidveis normalizadas que passa pelo ponto Q(1/2,3/4) alcanga segunda ordem

de precisao (condi¢ao necessaria e suficiente);

e um esquema em variaveis normalizadas que passa pelo ponto Q(1/2,3/4) e tem inclinacao 3/4

nesse ponto, alcanga terceira ordem de precisao (condi¢ao necessaria e suficiente).

A ideia de se construir um esquema limitado que atinja (ao menos) segunda ordem e produza

solucoes suaves limitadas é que sua caracteristica em varidveis normalizadas satisfaca as condicoes a
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2.1 Motivacdo e aproximacdo upwind

seguir:
0(0,0); (2.8)
P(1,1); (2.9)
Q(1/2,3/4); (2.10)

e para terceira ordem a caracteristica deve passar por esses pontos com derivada 3/4 em Q.

2.1.1 Critérios de limitacao

Solucoes numéricas limitadas e sem oscilagoes nao fisicas sao de suma importancia para o transporte
de propriedades fisicas (Tao et al., 2005). Com o objetivo de obter solugdes limitadas faz-se necessério
que a variagao da variavel convectada ¢ nas faces f e g (ver Fig. 2.3) esteja localmente limitada entre

os valores vizinhos. Por exemplo, para a face f deve-se ter

v < ¢ < ¢p. (2.11)

Para alcancar tal objetivo, Gaskell e Lau (1988) propuseram o critério convection boundedness criterion

(CBC) para limitagao da caracteristica em varidveis normalizadas, isto é

(

¢f € [QbU, 1]’ s€ QBU € [0’ 1]a
oy =1, se oy =1

¢y =0, se ¢y = 0;
¢ = ou, se ou ¢ [0,1].

(2.12)

A Fig. 2.5 ilustra no diagrama em variaveis normalizadas a regiao de limitacao CBC.

r A

CBC

>
bu
Figura 2.5: Diagrama de varidveis normalizadas: Regiao CBC.
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Portanto, obtém-se solugoes limitadas se o esquema dado por (2.7) esta inteiramente contido na
regiao CBC. Vale observar que desde ha muito o critério CBC tem sido aceito como uma condi¢ao
necesséria e suficiente para derivar esquemas limitados (Gaskell e Lau, 1988, Darvish, 1993, Choi et al.,
1995, Waterson e Deconinck, 2007, Kemm, 2010, Ferreira et al., 2012, Lima et al., 2012). Todavia, nos
trabalhos de Tao (2000), Yu et al. (2001) e Wei et al. (2006) os autores provaram que a condi¢ao de
limitacao CBC é apenas suficiente; e, entdo, eles propuseram novas restricoes para limitacao chamada
extended CBC (ECBC) e ilustrada na Fig. 2.6. Os resultados numeéricos apresentados por esses autores

mostraram ser satisfatorios, tanto em limitagdo como acuracia.

¢fo

1

Q(1/2,3/4

ECBC

L du

Figura 2.6: Diagrama de variaveis normalizadas: Regiao ECBC.

Outro critério de limitacao importante, e que garante monotonicidade da solucao, é o total variation
diminishing (TVD) de Harten et al. (1976) (ver também Sweby e Baines (1981), Harten (1983));

inicialmente define-se a variacado total da solu¢do numérica ¢ no tempo n + 1 por

TV (") =Y lept — Y, keN. (2.13)
k

Diz-se entao que um esquema de conveccao ¢ TVD se ele produz solu¢do numérica que satisfaz
TV (¢™H) < TV (oM). (2.14)

Os métodos construidos satisfazendo o conceito de limitacao TVD caracterizam-se por serem conser-
vativos, limitados e impedem a formagcao de oscilagoes nao fisicas (espurias) nas solugdes numeéricas
(Harten, 1983). No contexto de varidveis normalizadas, as condi¢oes para um esquema ser TVD sdo
(ver Harten (1983))

o1 € ou,20u] e op<1, ¢ye€0,1]
qgf = QASU, QASU ¢ [Oa 1]

A Fig. 2.7 apresenta a regiao TVD no diagrama de variaveis normalizadas.

(2.15)

A seguir, apresentam-se exemplos de esquemas convectivos upwind convencionais em variaveis nor-
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2.1 Motivacdo e aproximacdo upwind

TVD

1
bu
Figura 2.7: DVN: Regiao TVD.

malizadas, alguns deles utilizados neste trabalho para comparagcao.

¢ ADBQUICKEST de Ferreira et al. (2009): Este esquema é uma versao limitada do esquema
QUICKEST de Leonard (1979) e contempla o numero de CFL, § = ad;/d, (sendo a uma ve-
locidade de convecgao), em sua formulacdo. O ADBQUICKEST tem sido usado na literatura
para a simulacdo de sistemas hiperbdlicos complexos de leis de conservagao (ver, por exemplo,
Candezano et al. (2010a,b), Le (2011), Ferreira et al. (2012)) e problemas de escoamento incom-
pressiveis de fluidos newtonianos/nao newtonianos nos regimes laminar e turbulento (Ferreira
et al., 2009, Kurokawa, 2009). O ADBQUICKEST tem sido um esquema padrao no cédigo

Freeflow e sua formulagdo é como segue:

(2_9)¢3Ua 0<(JA5U<CL1,
5, _ Jou 30— =60) =31 -1 =20v), @ < fu<hy, 216)
;= R R .
1—16] + |6|ov, by < ov <1,
\QASU, caso contrario,
2 — 3|0| + 62 —4 + 66| — 30 + 6>

by =

de a1 = - .
onde @ ~5+ 60 — 3]0] + 262

7—6]0] — 36 + 262

e ARORA-ROE de Arora e Roe (1997): Este ¢ um esquema derivado dos trabalhos de Roe e
Baines (1982) e Roe (1985) e faz parte da familia dos esquemas dependentes do namero de CFL.

13
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A sua formulagao é como segue:

( ~ ~
du =0, 0 < du < as,
- v+ 32— v + 101200 — D)1 0), a2z < du < b,
or=9. °, . ’ (2.17)
¢U+1_—W(1_¢U)a b2<¢U<1,
<73U ) caso contrario,
2/6] — |6]? 6-—(2—10Da—10)
deag = —— 1 __ by = .
Onee 2 = G ] — 2002 276 o)Ee -1

e CUBISTA de Alves et al. (2003): Este é um esquema desenvolvido para melhorar as pro-

priedades de convergéncia em escoamentos transientes. A sua expressao é como segue:

(

Tou, 0 < du < 3/8,

. %gbU n % 3/8 < Q:SU < 3/4, (2.18)
10U +3, 3/4<oy <1,
du, éu ¢ (0,1).

e TOPUS de Ferreira et al. (2012): Este esquema é o primeiro da familia dos esquemas upwind
polinomiais desenvolvido no LMACC do ICMC-USP. TOPUS depende de um parametro livre «,

atingindo seu melhor desempenho em o = 2. A sua formulacao é como segue:

5 agl + (=20 + 1)d3; + (2271902 + (=2H0gy, ¢u € [0, 1];

r=9 . - (2.19)
du, U ¢ [0’ 1]'

e SUPERBEE de Roe (1986): Este ¢ um esquema de segunda ordem de precisao local, popular-
mente usado em problemas compressiveis, e tem sido um esquema padrao no codigo MFiX (2011)
para a simulagdo computacional de escoamentos de duas fases gés-solido. A sua formulagao é

como segue:
(

20y, 0< ¢y <
L1+dy), <<
b5 = { 30v, L<du<¥ (2.20)
1, 2< gy <1
ou, du ¢ [0,1]

e MC de van Leer (1977): Este é um esquema de segunda ordem de precisao local e tem sido o
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2.1 Motivacdo e aproximacdo upwind

esquema padrao no coédigo CLAWPACK. Em resumo, a formulacao do MC é como segue:

200, 0S<73U<i;

) 4+l l<dy <3

gt asou<y (221)
1’ ZS USla
ou, du ¢ [0,1]

2.1.2 Limitadores de fluxo

A ideia basica dos limitadores de fluxo (LF) ¢ limitar esquemas nao monotonicos. Tradicionalmente,
os limitadores de fluxo sdo embutidos em esquemas numéricos de alta resolucdo, tais como o esquema
MUSCL de van Leer (1979), para evitar o aparecimento de oscila¢des nao fisicas na solugdo numeérica.
O conceito de limitador de fluxo foi introduzido por van Leer (1973, 1974) e Boris e Book (1973, 1976)
numa série de trabalhos sobre os esquemas upwind de segunda ordem que nao produzem oscilagoes

numéricas (ver detalhes em Hirsch (2007)).

Com o intuito de precisar melhor o conceito de limitador de fluxo, considera-se o transporte uni-
dimensional de um escalar v com velocidade a > 0 modelado pela equacao linear u; + au, = 0.
Solugoes numéricas para essa equacao podem ser obtidas via o esquema (nao TVD) de Lax e Wendroff
(1960)-LW (ou uma discretizagao de segunda ordem, ou ainda o esquema upwind de segunda ordem de
Warming e Beam (1976)-WB). Em particular, o método de LW para essa equagao linear é dado por

92
a = — (i — i) + o (e — 2ul ), (2.22)

onde a discretizacao foi feita tomando-se como base o ponto de malha (i, nd;) e usando-se diferenca
para frente no tempo (método de Euler) e central no espago. A Fig. 2.8 mostra a solugdo numeérica via
o método (2.22) e solucdo analitica para o transporte de uma onda quadrada via a equagao advecgao
(2.2) com u = 1. Vé-se claramente por essa figura que o esquema de LW gera solu¢oes numeéricas nao
limitadas.

Este esquema pode ser separado em uma parte de primeira ordem (FOU) mais uma parte que

corresponde a termos nao monotonicos de correcao, isto é

7

0 0
ul T =l — O(ul —ul ) + 5 (1= 0)(uf —uiy) = 5 (1 = O)(uiyy — ). (2:23)

FOU termos nao monotonos

Para tornar o esquema (2.23) limitado (TVD), multiplica-se a sua segunda parte por uma funcao
U = U(r) (que é o limitador de fluxo), onde r é um sensor de suavidade que detecta gradientes elevados
(pontos extremos, descontinuidades ou choques) e definido como a razao dos gradientes consecutivos

numa face da célula computacional. No caso da Fig. 2.3, esse detector torna-se

-GG,
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A
o LW
1t — Exata
°
o
0.5
°
°
S () e—— -_
8
-0.5¢
°
1 8
05 0 0.5 )l‘

Figura 2.8: Comparacao entra as solugoes numéricas obtidas com o esquema Lax-Wendroff e analitica
do problema de adveccao. N = 2000 e CFL = 0.3.

Multiplicando-se o primeiro termo nao monétono na Eq. (2.23) por ¥(r;_1) e o segundo por ¥(r;), a

Eq. (2.23) pode ser rearranjada para obter

u ™ = — O(ul —ul ) {1 + %(1 —0) [E - \I’(ril)] } . (2.25)

(2 rr-i

Segundo Harten (1983), o esquema (2.25) ¢ limitado e monotonico se o termo {...} for positivo, acar-

retando a desigualdade
\I’(T‘Z) 2

< — 2.2
ri —1—86 ( 6)

W(ri—1) —
Os detalhes do desenvolvimento do limitador de fluxo pode ser encontrado, por exemplo, em Hirsch
(2007).

O método de LW dado em (2.25) é uma motivac¢ao para o desenvolvimento de esquemas upwind de
alta ordem limitados. De maneira geral, um esquema convectivo tipo upwind pode ser desenvolvido,

tomando-se como base a interpolagdo para ¢ na Fig. (2.3), por meio da aproximacao

or o0+ 8((29)] (22)] ) o

onde a funcao B representa um termo de correcao anti-difusivo. Neste trabalho, toma-se B como

B= %590(%) (f. (2.28)

O esquema convectivo upwind (2.27) pode ser entdao aproximado por

or = oy + %530(%) ‘f ~ oy + %((ﬁD — ¢U), (2.29)

o qual é propenso & formagcao de oscilagoes nao fisicas (similar ao esquema de LW (2.22)). Para evitar
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essas oscilagoes, introduz-se um limitador de fluxo ¥ na formulagao (2.29) para obter

1
¢~ ¢u +5V(ry) (¢D - ¢U>, (2.30)
o qual em varidveis normalizadas é expresso como
A ~ 1 A
¢r = ¢u +5¥(ry)A — dv), (2.31)
com o sensor 7y dado por
rp= _du_ (2.32)
1 —ou

Como comentado anteriormente, o parametro ry funciona como um detector de suavidade da
solucao, e com base em seus valores vérias regides de interesse podem ser identificadas no plano
rrlW(rg). A reta ry = 0, como mostrado na Figura 2.9, separa regioes de oscilagdes ou extremos
(ry < 0) de regides de solucdes monotonicas (ry > 0). Dentro dessas tltimas, ry ~ 1 corresponde a
regides de solugdes suaves (ry = 1 - variagdo linear). Regides de altas curvaturas podem ser identifi-

cadas para ry <0 e ry << 1 (curvatura negativa) ou ry >> 1 (curvatura positiva).

\I/(’I“f) A

rg <0 rp<<1 ry>1

>
1 Ty

Figura 2.9: Plano ¥(rf) L7y mostrando a regiao de extremos (r; < 0), a regiao de monotonicidade
(vizinhanca de 7y = 1) e as regides de alta curvatura (ry >>1lery <<1).

Pode-se mostrar (veja, por exemplo, Sweby (1984)) que se o limitador de fluxo W(ry) satisfaz as
propriedades

o U(ry) =0,7r<0;

o 0 < WU(ry) <2ryp;

o WU(rp) <2,

entdo o esquema numérico (2.31) é livre de oscilagoes e, neste caso, diz-se que o limitador de fluxo é
TVD. Alguns exemplos de limitadores de fluxo (incluindo FOU, LW e WB) no diagrama r LW (r) sao
apresentados na Fig. 2.10. Em particular, esquemas monotdnicos de segunda ordem devem satisfazer
a seguinte desigualdade

0 < W(rs) < min(2ry,?2). (2.33)
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U(ry)=1
1 WB
FOU
\I’('f’ f) =0
1 2 "y
Figura 2.10: Regiao TVD de Sweby.
A seguir estd mostrado que qualquer limitador de fluxo ¥ que satisfaca ¥(1) = 1 (condicdo

necesséaria (Waterson e Deconinck, 2007) ) e fazendo com que (2.30) seja de segunda ordem de precisao

em malhas uniformes, deve satisfazer a seguinte condi¢ao de equivaléncia:

av 1
— = - & o0 esquema (2.30) tem terceira ordem de precisdo local. (2.34)
d’rf rp=1 4

De fato, pois:

(«=) Levando os desenvolvimentos, em série de taylor em torno do ponto (i +1/2,j), de ¢_1 ;) =

D(i+1/2-3/2,3) Pli) = P(li+1/21-1/2,5) € Pli+1,5) = P(li+1/2)+1/2,5), Mais P(rp) ~ w(l)—i_(rf_l)dd:"pf ‘Tfl’
na expressao (2.30), resulta ddsz = i
rp=
(=) A derivada da expressao (2.31) em relacao gﬁ(m) da
dBiv1/2,) 1 d 2
——— = =14+ 5 U(rf i+1/2,5) (1 = 0,5)
do(i 5) 2dg(i ) |
1 dv de (i+1/2,5) ~
=143 : ——= (1= dg5) = U(ry (i+1/2,5))
>a G2 degy) ) )
1 dw 1 A
=1+ 5[ : — (1=, ) — Y(ry (z’+1/2,j))}- (2.35)

dry (i+1/2.5) (1 — ¢(m’))

Avaliando a expressao (2.35) em ngb(m) = % (0 que equivale a ¢ (;11/9 j) = 1) obtém-se

d9i+1/25) _ 3
oy 4

Essa ¢ a condicao de Leonard (1988a) para esquemas upwind alcangarem terceira ordem de precisao.
Utilizando-se da ideia de monotonicidade, Sweby (1984) definiu o principio de monotonicidade para

limitadores de fluxo (condicao suficiente), em que
U(rp)=2 se rp—0. (2.36)
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2.1 Motivacdo e aproximacdo upwind

A Fig. 2.11 descreve a regidao de monotonicidade de Sweby para esquemas de segunda ordem de
precisao local.
Virs) o
2

1 2 Tf

Figura 2.11: Regiao TVD de segunda ordem nas variaveis (¥, r).

E interessante observar que a regido TVD apresentada na Fig. 2.11 est4 inteiramente contida
na regiao (mais geral) de positividade de Spekreijse (1986) (com M > 2 e a < 0). Na sequéncia,

apresentam-se alguns limitadores de fluxo de esquemas upwind consagrados na literatura.

e ADBQUICKEST, Ferreira et al. (2009):

2+ 6% — 36| + (1 — 62
U(r) = max {0, min {241 _p), 20 =3 :L* A=09r o — 9)] } : (2.37)
e ARORA-ROE, Arora e Roe (1997):
2 1+ 10 2
U(r) :max{O,min [mr,l—i— _;)| |(7°—1), 1_|9|]}; (2.38)

CUBISTA, Alves et al. (2003):

3 3 13
U(r) = ind 2 242 2L 9.
(r) = max {O,mln{zr, 1" + e 2H ; (2.39)

TOPUS, Ferreira et al. (2012):

() = 0.5(]r| +7)[(—0.50 + 1(){14;)(3 +4)r + (—0.5a + 3)] a2 (2.40)

o SUPERBEE, Roe (1986):
U(r) = max[0, min(2r, 1), min(r, 2)]; (2.41)
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e MC, van Leer (1977):
U(r) = max[0, min(2r,0.5(1 + r), 2)]; (2.42)

¢ MINMOD, Roe (1986):
U(r) = max[0, min(1,r)]. (2.43)

2.2 Desenvolvimento do novo esquema TDPUS-C3

Nesta seccao serd apresentado um novo esquema, convectivo do tipo wupwind de alta ordem para o
célculo dos fluxos numéricos nas interfaces f e g das células computacionais (ver Fig.2.3). Mais uma

vez, aqui, considera-se somente a face f.

A nova metodologia desenvolvida neste trabalho trata-se de um esquema upwind polinomial de grau
dez no intervalo [0, 1] e de classe C3, doravante chamado Tenth Degree Polynomial Upwind Scheme -
(TDPUS-C3), e fora deste coincide intervalo, por simplicidade, é implementado o esquema upwind

de primeira ordem- FOU (ngbf = ngbU) Este polinomio em varidveis normalizadas é expresso como
10
dr(dv) = aidly, (2.44)
i=0

onde os coeficientes sao determinados impondo-se as condi¢oes de Leonard (2.8), (2.9) e (2.10) mais as

condigoes (para suavidade)

F(1/2) = 3/4; (2.45)
31 (0) = 1; (2.46)
Fr(1) = 1; (2.47)
#7(0) = 0; (2.48)
#(1) = 0; (2.49)
¢7 (0) = 0; (2.50)
(1) =0. (2.51)

A condicao (2.45) é imposta para que o esquema atinja terceira ordem de precisao local (ver Leonard
(1988a)). As condigoes (2.46) e (2.47) sao impostas para evitar problemas de convergéncia em malhas
grosseiras (ver Lin e Chieng (1991)). As condigoes (2.48) e (2.49) servem para se obter suavidade (ver
Zijlema (1996) e Corréa et al. (2010)). As ultimas duas condigdes tem como propoésito impor que a

curvatura varia lentamente (poucas mudancas bruscas).

As condigoes (2.8)-(2.10) e (2.45)—(2.51), mais a imposicao de que ay = € R seja um parametro

livre, constituem um sistema de equacoes lineares nos coeficientes «;, i = 0, ..., 10, da forma
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2.2 Desenvolvimento do novo esquema TDPUS-C3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 07/[a 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0] 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0/|]a 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0/|]ay 0
11 1 1 1 1 1 1 1 1||gf | 1-8
1024 512 256 128 32 16 8 4 2 1| || | 768645
256 256 192 48 28 16 9 192 128
0 = = 216 = = =2 2 1| |ar| |==-=2p
5 5 5 5 5 5 5 5 5
o 1 2 3 5 6 7 8 9 10| |as 1—48
0 0 2 6 20 30 42 56 72 90| |0 —128
|0 0 0 6 60 120 210 336 504 720] |w0] | —248

cuja solucao obtida pelo software wxMaxima, (2011) é

a =1[0,1,0,0,320 — 83,260 — 1664, 3456 — 44,418 — 3584, 1856 — 203,43 — 384]7

)

(2.52)

(2.53)

Substituindo os coeficientes (2.53) em (2.44) obtém-se a expressao para o esquema TDPUS-C3

(45 — 384) 10 + (1856 — 208)¢f; + (415 — 3584)¢F, + (3456
b5 = —44B)GT; + (268 — 1664)39 + (320 — 88)37 + Bol + du,  du € [0,1];
u, du ¢ [0,1],

que em variaveis nao normalizadas (para implementacao computacional) torna-se

or + (6D — OR) * (dr + O ( + du(as + ¢y (as+
b5 = 1 dular + ¢u(as + du(as + rain))))))), ou € [0,1];
U, du ¢ [0,1],

onde

10 = 48 — 384, g = 1856 — 208, ag = 4153 — 3584, a7 = 3456 — 4453,

ag = 2653 — 1664, a5 = 320 — 83, e ay = .

(2.54)

(2.55)

(2.56)

O esquema TDPUS-C3 assim proposto torna-se TVD dependendo do valor do parametro S.

A Tab. 2.2 apresenta alguns valores selecionados do intervalo [—200,200] com o tamanho do passo
0.25 (isto é, B = 64,226,566,559 e 567.25), os quais tém fornecido bons resultados em advecgao de

escalares. A Fig. 2.12 mostra que o esquema TDPUS-C3, para esses valores do parametro 3, satisfaz

a propriedade de limitacao TVD.
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Capitulo 2 Esquemas convectivos upwind

Tabela 2.2: Diferentes valores do parametro § para o esquema TDPUS-C3

64 8 110 123 140
168 185 202 231 243
266 283 300 326 @ 347
382 400 425 440 460
478 502 1526 559 567.25

— [ =64
1} — B=266
B =526
— [ =559
— 3 =567.25
0.8}
0.6}
S
-
0.4}
0.2}
0O 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 2.12: Regiao TVD para o esquema TDPUS-C3 em varidveis normalizadas.

O limitador de fluxo correspondente para o esquema TDPUS-C3 é obtido fazendo uso das Egs.
(2.31), (2.32) e (2.54), cujo resultado é

(28 — 128)r5 + (640 — 48)r° + 2414
U(r) = (L +7)°
0, r < 0.

r > 0;

9

)

(2.57)

Vé-se por essa expressao que o limitador de fluxo do esquema TDPUS-C3 possui as propriedades

U(1l)=1e¥'(1) = 1, alcangando portanto terceira ordem de precisao local. A Fig. 2.13 apresenta o

esquema TDPUS-C3 com os parametros livres destacados na Tab. 2.2, na regiao TVD de Sweby.
Na notacao mais usual (ver, por exemplo, Waterson e Deconinck (2007)), o correspondente limitador

de fluxo de TDPUS-C3 pode ser escrito como

M — max 0.5(r + [7)[(28 — 128)7° + (640 — 48)r* + 28r?]
U(r) = {o, TENEE } (2.58)
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N
| |

Figura 2.13: Regidao TVD para o esquema TDPUS-C3 em termos de limitadores de fluxo.
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Capitulo

3

Formulacdo de sistemas hiperbdlicos e

metodologia de solucio

Nesse capitulo apresentam-se, inicialmente, conceitos basicos de equacoes de sistemas hiperboélicos
de leis de conservagao. Algumas defini¢des basicas titeis, tais como solugao fraca, problema de Riemann,
ondas de choque e de rarefacao e descontinuidade de contato, sdo também apresentadas na sequéncia. A
seguir, sao descritos 0 método de Godunov, o algoritmo de propagacgao de ondas, uma breve descri¢ao
dos resolvedores de Riemann e a discretizacao das leis de conservagdo. Por fim, a metodologia de

marcha no tempo adotada neste trabalho é discutida.

3.1 Conceitos basicos

O problema de valor inicial de trabalho para equagoes de conservagdo hiperboélicas é dado por

u+ f(u)e+9(u)y=5Sw), 0<t<T, a<z<b c<y<d, (3.1)
u(:ﬂ,y,O) = uO('Iay)? (32)

onde u = (u1,us,...,um)’ & o vetor das varidveis de estado; f(u) e g(u) sdo vetores fluxo (com m
componentes) nas direcoes = e y, respectivamente; e S é o vetor de termos fonte (ou de origem). Com
o objetivo de investigar o desempenho do novo esquema convectivo TDPUS-C3 (que seré apresentado
no capitulo 5), as seguintes equacoes hiperbolicas foram consideradas neste trabalho, a saber: advecgao
de escalares; equagdo de Burgers 1D e 2D; equacao de Buckley-Leverett 1D; equagoes de Euler 1D e
2D; aguas rasas 1D e 2D; e equagdes da magnetohidrodinamica 1D e 2D. A partir de agora, a menos
que se diga o contrério, o sistema (3.1) sera considerado em 1D.

O sistema (3.1) é hiperbolico no sentido de que a matriz jacobiana A(u) = 9f(u)/0u = f'(u), é de

ordem m, tem m auto valores reais da forma A'(u) < A?(u) < --- < A™(u) e um conjunto completo
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Capitulo 3 Formulacdo de sistemas hiperbdlicos e metodologia de solucdo

de m auto vetores linearmente independentes. A forma integral da equacao de trabalho (3.1) é

a

pr A u(z,t)dx = f(u(b,t)) — f(ula,t)), (3.3)

cujas caracteristicas sdo fungoes z’(t) tais que

dz(t)
20 = F(uteto), 1), o
z(0) = xo.

Ao calcular a derivada total de u em relacdo a t obtém-se

du(x(t),t)

7 = up ' (t) +up = up f (u(z(t),t)) + ur = f(u)y +up = 0. (3.5)

De (3.2) conclui-se que
u(z(t),t)]t=0 = u(x(0),0) = ug(zo). (3.6)

Assume-se que a solugao de (3.1)—(3.2) é continua; mas nem sempre isso acontece. Por exemplo,
para a equagdo de Burgers (onde a funcio fluxo ¢ f(u) = 0.5u?) com ug(z) = senz, as caracteristicas
se interceptam nos pontos 7/2 e 3w/2 e sdo propagadas com diferentes velocidades. Nesse caso, a
solucao “global” de (3.4) ndo esta definida. Poder-se-ia obter solugoes continuas, para pequenos valores
de t e com condicdo inicial suave, tais que as caracteristicas nao se interceptam. No entanto, para
valores relativamente grandes de ¢, as caracteristicas podem se cruzar (como acontece na equagao de
Burgers) e nao mais poder-se-ia obter solucao classica de (3.1). Para superar essa falta de existéncia,
deve-se introduzir um conceito mais amplo; isto é o de solucdo com descontinuidades. Surge assim,
neste contexto, o conceito de solucao fraca (mais detalhes podem ser encontrados em LeVeque (1992)).
Em sintese, uma solugao fraca para (3.1) é obtida multiplicando-se a formulacao integral (3.3) por uma
fungdo suave com suporte compacto ¢(z,t) € C3(R x RT) e integrando-se na regido (—oo, 00) x [0, 00);

o resultado é uma fungao limitada wu(z,t) que satisfaz (ver Novais e de C. Cunha (2003))

/O h / Z[ugbt b F(u)baldudt + / o; w(z, 0)6(x, 0)dz = 0. (3.7)

para todas as fungdes ¢(x,t) € C}(—o0, 00) x [0, 00).
A velocidade (positiva) de propagacao de uma descontinuidade, usualmente conhecida como choque
(ou onda de choque), é calculada, por exemplo, integrando a lei de conservac¢ao (3.1) no retangulo

infinitesimal [z1, 21 + 0] X [t1,t1 + dt], cujo resultado é

/tQ /m (ur + f(u)z)dedt = u_ox — uidx + f(uy)dt — f(u_)ot =0, (3.8)
t1 1

onde uy e u_ sao os valores da velocidade u(z,t) & esquerda e a direita do choque, respectivamente

(ver Fig. 3.1). De (3.8) calcula se a velocidade s de choque como

b fw) - S If]
6t uy —u [u] (39)
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3.1 Conceitos basicos

A expressao (3.9) é conhecida como a condi¢do de salto de Rankine-Hugoniot (ver, por exemplo,
LeVeque (1992)), em que [-] representa o salto de alguma quantidade através da descontinuidade.
onda

de choque .~
t1 + 5t ~"

zq z1 + dx

Figura 3.1: Regiao de integracao para o calculo da velocidade do choque.

O problema de Riemann para a lei de conservacao hiperbdlica (3.1) é definido como a prépria EDP

suplementada com a condi¢ao inicial

uU—, T < Zo;
u(z,0) = (3.10)
U, T > Xo,

com a < xg < b.

Em geral, leis de conservacao hiperbélicas suportam trés tipos de ondas nao lineares: choques,
rarefacoes e descontinuidades de contato. A formalizacao desses conceitos depende da relagdo entre
u_ e uy no problema de Riemann (3.1)-(3.10). No caso em que f'(u—) > f'(uy), a solugdo (fraca) do

problema de Riemann é tnica e dada por

U_, T < st;
u(z,t) = (3.11)
U, T > st.

A Fig. 3.2 ilustra a onda de choque (& esquerda) e as caracteristicas (& direita); essas tltimas
dirigindo-se & solu¢do x = st com o avanco temporal. No caso de f'(u_) < f’(us), existem in-
finitas solugoes fracas do problema de Riemann viajando com velocidade s. Uma solucao (estéavel) é a

onda de rarefacao definida por

u_, r < f(u-);
u(z,t) = wz/t), flu)t<z< f(up)t; (3.12)
U, x> f(ug)t,

onde w = w(€ = x/t) satisfaz a condigao f'(w(§)) =&, £ = x/t (ver Novais e de C. Cunha (2003)). A
Fig. 3.3 ilustra & direita a onda de rarefacao.

Existem também sistemas hiperbolicos que, além de ondas de choque e rarefacao, apresentam curvas
ou superficies que separaram regides com diferentes densidades e/ou temperaturas. Essas estruturas,
denominadas descontinuidades de contato (ver, por exemplo, Toro (1999), Déspres e Lagoutiere (2001)

e LeVeque (2004)), sdo caracterizadas por apresentarem pressoes de equilibrio, e portanto nao hé
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transporte de propriedades através delas. A Fig. 3.4 ilustra, no caso das equacoes de Euler da

dinamica dos gases, a descontinuidade de contato e também as ondas de rarefacao e de choque.

U+

Figura 3.2: Onda de choque.

C

Figura 3.3: Onda de rarefacao.

rarefacao contato choque

Figura 3.4: Solugao tipica para um problema de Riemann das equagoes de Euler.

Quando nao ha unicidade de solugdo para a equacao de conservagao hiperbolica (3.1), pode-se
adicionar outras condigoes para gerar uma solucido fraca fisicamente aceitavel, essas condigbes sao
chamadas condigoes de entropia. Existem na literatura duas técnicas principais de condigoes de en-
tropia: a de Lax e a de Oleinik (Shu, 2006). A condi¢ao de entropia de Lax impde que uma descon-

tinuidade propagando-se com velocidade s satisfaz
Fus)>s> f(ug). (3.13)
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A condigao de entropia de Oleinik impoe que qualquer fungao u(z,t) tal que u_ < u < uy satisfaz

fw =)
u—u_ T u—up

3.2 Meétodos tipo Godunov e algoritmos de propagacao de ondas

Para resolver numericamente sistemas hiperboélicos de leis de conservacao considera-se neste tra-
balho métodos tipo Godunov no contexto de volumes finitos. Por simplicidade apresentam-se estes
métodos no caso unidimensional.

Ao integrar a Eq. (3.1) no volume de controle [z;_1 /2, T; /2] ¥ [t",t" 1] mostrado na Fig. 3.5

obtém-se

1 Tit1/2 1 Tiy1/2
/ u(z, t" Y dr = / u(z, t")dx

0T 0T Ju,_y s

St 1 gt 1 1
CSx ﬁ/tn f(u(xiﬂ/?’t)dt_a . flu(zi_yjo,t)dt o, (3.15)

T A

< ox
tn+1 .....................
volume de
' ]3'2.7 : controle 15“

1 : 1
5t > : o>

e

i—1 i—1/2 i i+1/2 i+
Figura 3.5: Volume de controle no plano = — .
No método de volumes finitos a solu¢do numérica da lei de conservacao (3.1) no ponto de malha

(16w, ndt) é denotada por U" e aproximada pela média da solucio exata u(z,t) no intervalo [x;_ /2, Zi41 /2],

_ . 1 . 4
com ;1 = (i £ 5)dz, isto &

1 Tiy1/2
U(idz,ndt) = U / u(z, t")dx. (3.16)

i~
ox i—1/2

As duas ultimas quantidades do lado direito da Eq. (3.15) sao os fluxos numeéricos (ou convectivos) nas

interfaces i +1/2 e i — 1/2 do volume de controle; no caso da primeira quantidade, o fluxo numeérico
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é definido por

tn+1

_ 1 _
FUP,UR ) ~ 5/ flulzy, 1 t)dt = B (3.17)

=9
tn 2

As relagoes em (3.15), (3.16) e (3.17) podem ser utilizadas para definir um método numeérico de

aproximagao explicito e de trés pontos, que na forma conservativa para a lei de conservacao (3.1) é

dado por
ot , ~ -
n+l _ e _
U = U+ 5 (Foy = By, (3.18)
onde F satisfaz a condicio de consisténcia
F(U;,Uiy1,Ui_y,...) = F(U). (3.19)

O método numérico especifico a ser derivado da expressao (3.18) depende de como se escolhe os fluxos
numeéricos Fi ey Em particular, como serad visto na segao 3.3 para as equagoes de advecgdo, Burgers
e Buckley-Leverett, a expressao (3.18) pode ser vista como um método numérico em diferengas finitas
para a equacdo (3.1), onde nesse caso a média da solucdo exata u(x,t), U;", coincide com a propria
solugdo exata u(z,t), isto é u;", e os fluxos numéricos F, nas faces i + %, sao substituidos pelos proprios

valores da funcao fluxo f nestas faces.

Métodos de tipo Godunov tém como proposito resolver problemas de Riemann nas interfaces,
por exemplo em i+ 1/2 e i — 1/2, dos volumes de controle e calcular os fluxos numéricos F,_1,F, 41
2 2

associados as interfaces. Para tanto, usa-se uma solucdo aproximada conhecida como resolvedor de

Riemann, cujos detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em Toro (1999).

Na literatura especializada ha uma variedade de resolvedores aproximados de Riemann (ver, por
exemplo, Toro (1999)), dentre os quais destacam-se os resolvedores HLL e HLLE. De forma geral, a
estrutura dos resolvedores aproximados de Riemann usados neste trabalho consiste de M,, ondas WP
propagando-se com velocidades absolutas s, p =1,2,..., M,,. Determinado os valores de u_ e u,, os
vetores WP representam o salto em wu através de cada onda e a soma desses vetores onda recupera o

salto total

My
[u] => WP, (3.20)
p=1

O método numérico para a lei de conservagao conservagao (3.18) é obtido impondo-se a condigao de

conservagao (ver LeVeque (2004))

[f]= %SPW”, (3.21)
p=1
e definindo-se o fluxo numérico por
My, My
Fi-ﬁ-% = f(Us) + Z;(Sf+%)_wf+% = f(Uit1) — Z;(Sf+%)+wf+%7 (3.22)
p= p=



3.2 Métodos tipo Godunov e algoritmos de propagacdo de ondas

onde sT = maz(s,0),s~ = min(s,0).

Em resumo, o método numeérico tipo upwind (explicito e de primeira ordem) é

yrtl —pgr — L2

- +
P (A AU 1+ A AUZ._%>. (3.23)

A notagao ATAU, 1 refere-se a uma entidade que mede o efeito resultante (ou flutuacio) das ondas a
2
direita da interface ¢ — 1/2, ao passo que A~AU,_1 mede o efeito resultante das ondas a esquerda da
2
mesma interface. Anéalise semelhante ¢é feita para as entidades .AiAUi +1- Em particular, as flutuagoes
2

em (3.23) sdo dadas por

My, My,
ATAU, 1 = Z(sf%)*wg;%, AYAU; 1 = Z(sf;flﬁwff%. (3.24)
p=1 p=1

O resolvedor HLL, desenvolvido por Harten et al. (1983), consiste em determinar solugoes de
Riemann fazendo o uso de duas ondas (M, = 2), com velocidades a_ e a. escolhidas (dentre s ou
s?) para determinar velocidades maximas e minimas das caracteristicas do sistema. As ondas para o
método HLL sao

W =, —u_; W? =y — U, (3.25)

onde u,, ¢ um estado intermediario da solugao u, calculado a partir de (3.21), dado por

T a4ty —a_uU_ — [f(u+) — f(u—)] ] (326)
ay —a_

O resolvedor HLLE foi introduzido por Einfeldt (1988) no contexto da dinamica dos gases e ¢ uma

modificagdo do resolvedor HLL, em que as velocidades a_ e a4 sdo definidas por

a— = min (min <)\p(u_), Xp(u_,qu))) , G4 = max <max ()\p(u+), j\p(u_,qu))) , (3.27)

2 P

onde AP(u) é o p-ésimo autovalor da matriz jacobiana A(u) do sistema, e M (u_,uy) ¢ 0 p-ésimo
autovalor da linearizagdo no método de Roe (ver Roe (1981)).

Os algoritmos de propagacao de ondas de LeVeque (1997) propoem modificar o método de primeira

ordem de Godunov (3.23) introduzindo um termo de corre¢ao para atingir ordem maior. Estes algo-

ritmos para o caso 1D (por simplicidade) sao da forma

ot St 7/~ .
1 _
Upt = U7 = g (ATAULy + 4780,y ) = 2 (R = Fiy). (3.28)
onde ﬁl 1L e E; 1 sao as corregoes de segunda ordem. Por exemplo, a correcao FN’Z +1 é dada por
M,
= 1 5t —~
— D _ P D
Fipy =3 Z(SH—%) <1 5z St > Wivs (3.29)

onde VA\ZP L1 é definido ao se multiplicar a onda WZP L1 por um limitador de fluxo ¥, tal como o limitador

2 2
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TDPUS-C3 proposto no capitulo 2, isto é

1 (3.30)

O indicador de suavidade r., 1 é obtido ao se comparar as ondas Wf’ 1

i+l +3
na dire¢ao upwind I (os detalhes podem ser encontrados em LeVeque (1997))

e Wﬁ ; da mesma familia p

i—1, s? >0
I= ;*5 (3.31)
141, SH_% < 0.

Neste trabalho, a seguinte expressao para a variavel 7, 1 ¢ utilizada
2

WP WP

I+3 i+
T’i+l = ﬁ (332)
2 .
Wi-i—% Wz‘+§

Outras abordagens para a variavel r; , 1 podem ser encontradas em Liu e Lax (1996) e Lax e Liu (1998).
2

O codigo CLAWPACK usado para resolver numericamente as leis de conservagao hiperbolica e sistemas
nao conservativos hiperbdlicos é baseado nos algoritmos de propagacao das ondas. Quando os valores

dos fluxos F 1 e F,, 1 sdo iguais a zero em (3.28), obtém-se o esquema de primeira ordem de Godunov.
2 2

No caso multidimensional, a metodologia a usar é similar ao caso 1D, ver para mais detalhes
LeVeque (1997).

3.3 Discretizacao das leis de conservacao

Nesta secao, usando os métodos de diferencas e volumes finitos, sdo apresentadas as discretizagoes
dos sistemas hiperbdlicos de leis de conservacao estudados neste trabalho. No caso das equacoes de
adveccao, Burgers e Buckley-Leverett, as discretizagdes foram feitas no contexto de diferencas finitas
usando esquemas upwind na normalizacao de Leonard. As discretizagdes feitas nas equacoes de aguas
rasas, Fuler e magnetohidrodindmica foram no contexto de volumes finitos usando os correspondentes

limitadores de fluxo dos esquemas upwind.

3.3.1 Adveccao de escalares

Em adveccao escalares, a funcao fluxo na Eq. (3.1) é f(u) = au considerando a > 0 constante. O

fluxo numeérico na face 7 + % (na face i — % o procedimento de célculo é semelhante) é aproximado por

f(u)H_%:(au)\H%:aH%-uH%:a-uH%, (3.33)
onde u,;, 1 & interpolado (usando o sinal da velocidade de advec¢do a) em fungao dos trés pontos
2

D=i+1,U=1ie R=1i—1 da malha computacional. Por exemplo, usando o esquema TDPUS-C3
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uma aproximagao para u,, 1 € obtida como
2

UR + (UD — uR) * [QU + ﬁ%](Oq + ﬁU(Oé5 + ﬁU( g + le(a7+
s = dy (os + iy (ag + dyai))))))], ay € [0,1]; (3.34)

uy, ay ¢ [0,1],

em que uy é a variavel normalizada de Leonard no ponto (4 montante) U e definida usando (2.6) e as

constantes aj—4 . 10 definidas em (2.56).
3.3.2 Equacdo de Burgers

No caso da equacao de Burgers 1D (o caso 2D segue procedimento analogo), a fungao fluxo é dada

por f(u) = 0.5u* e a velocidade de convecgao u; +1 ¢ definida pela formula de Roe (Ahmed, 2004)

ot
fir1 - fl, Uit1 7 Ui
= 533 Ui+1 — Uy (3_35)

Ef’(ui), Uip1 = Uj.

Por exemplo, o fluxo numérico f; 1 (o caso f;_ 1 segue procedimento semelhante) usando o esquema
TDPUS-C3 é aproximado como

Fur)+(f(up) = fur))*[f(ur) + f(uv)*(aa + f(ur)(as+
firi= fluv)(as + f(uv)(ar + fur)(as + fuv)(ag + fur)ao)))]), flur) € [0,1];

f(uU)’ f(uU)¢ [0?1],
onde f(uy) (a funcdo fluxo normalizada) ¢ dada por

flu) = f(ur)

fluw) = f(up) — f(ur)

(3.37)
A discretizacdo da equacao de Buckley-Leverett é similar a discretizacao feita para a equacdo de

Burgers, cuja diferenca esta no calculo da fungao fluxo f(u) (ndo convexa).
3.3.3 Equacdes das aguas rasas

Nos algoritmos de propagacao de ondas dados por (3.28)-(3.32), o fluxo numérico F 1e obtido
via a Eq. (3.29) com o auxilio (por exemplo) do correspondente limitador de fluxo ¥ para o esquema
TDPUS-C3. Nos outros sistemas hiperbolicos (Euler e magnetohidrodinamica), os fluxos numéricos

sao aproximados de maneira similar.

3.4 A marcha no tempo

Para a simulacao computacional de leis de conservacao 1D e 2D transientes, nesse trabalho, foram
utilizados dois métodos explicitos para a marcha no tempo: (i) o método de Euler; e (ii) o método de
Runge-Kutta de terceira ordem strong stability preserving Runge-Kutta 8 (SSP-RK3) (ver, por exem-
plo, Gottlieb e Chi-Wang-Shu (1998) e Gottlieb et al. (2001)). O método de Euler estd implementado
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no codigo CLAWPACK (ver Eq. 3.28). O método SSP-RK3 esta implementado no codigo proprio (ver
apéndice B) e é dado por

ut =" + AtL(u"), (3.38)
u® = 3y Lo Do)
1" Ty 1 ’

onde L(u) 6 o operador espacial da Eq. (3.1).

Nem sempre o método de Euler é util para resolver sistemas hiperbélicos; de fato pois, de um lado
ao resolver a Eq. (3.1) com f(u) = 0.5u? (equacgdo de Burgers 1D sem viscosidade) e condicdo inicial
com ug(z,0) = 1+ 3 sin(rz) usando a marcha no tempo por Euler (a CFL = 0.5 e tempo final ¢ = 0.33)
para diferentes resolugdes espaciais (N = 100, 200, 300,400 e 500), obtém-se o resultado mostrado na

Fig. 3.6. Vé-se claramente por esta figura que o método de Euler forneceu resultados oscilatorios,

N =100 I

0 0 0 0 o0

Figura 3.6: Evolugdo espacial das solucoes numeéricas da equacao de Burgers 1D calculadas com o
esquema TDPUS-C3 e 8 = 559. Euler explicito na parte temporal (nao TVD). CFL = 0.5, t = 0.33.

piorando cada vez mais em malhas refinadas. Por outro lado, ao se aplicar o método SSP-RK3 neste
mesmo problema com uma resolucao espacial de N = 500 células computacionais obtém-se o resultado
apresentado na Fig. 3.7, onde pode-se ver que a solucao exata foi praticamente reproduzida com o uso
do método SSP-RK3.

Portanto, fica claro, por este teste, que um método de Runge-Kutta de alta ordem é fortemente
recomendado para a marcha no tempo em leis de conservacao hiperbélicas.

Em virtude da marcha no tempo ser explicita, os métodos numéricos para as equagoes de adveccao,
Burgers e Buckley-Leverett tém a seguinte restricdo de estabilidade: C'F'L < 1. Para as equagoes de

aguas rasas, Euler e magnetohidrodinamica, a restri¢ao de estabilidade utilizada é (ver, por exemplo,
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0--0 N =500
— Exata

Figura 3.7: Solucoes numéricas da equagdo de Burgers 1D calculadas com o esquema TDPUS-C3 e
com 3 = 559. SSP-RK3 na parte temporal (TVD). ¢t =0.33, N =500 e CFL = 0.5.

Pelanti (2005))

ot
CFL=— max |s’| <L (3.40)
0z 1<p<My

3.5 Avaliacao dos erros

Para avaliagao dos erros e analise das solu¢des numeéricas calculadas ao implementar os diferentes
esquemas convectivos nas leis de conservacao 1D e 2D, foram utilizadas as defini¢oes que seguem. Seja
u(z,t") e U(x,t™) as solugdbes numérica e exata, respectivamente, em um ponto (x,t). O erro absoluto
FE é dado por

E =1|U — ul, (3.41)

Com o propésito de quantificar os erros, definem-se duas normas

N

Ly erro: ||E||l1 = > U, ") — ul, t")[6z; (3.42)
=1

Ly erro: [|1E|]loc = mazi<j<n|U(z,t") —u(z, t")|. (3.43)

O erro relativo E é dado por
U — uf

il

onde U, na auséncia da solugao exata, pode ser uma solugdo calculada em uma malha fina.

E = (3.44)

Como comentario geral sobre as normas escolhidas, a norma L; d& uma visdo mais global dos

erros, enquanto que a norma L., enfatiza os erros que aparecem nos picos ou nas descontinuidades
(Greenough e Rider, 2004).
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Neste trabalho assumimos que o erro, em funcdo de dx, se comporta assintoticamente como
E(h) ~ Coézx?, quando &z — 0, (3.45)

onde C' é a constante assintotica do erro, q corresponde a ordem de convergéncia observada do método
numeérico e h é o espacamento da malha.

A ordem de convergéncia ¢ é estimada pela formula

N log (%) .

3.46
log 2 ( )

No caso em que nao se conhece a solugao exata a estimativa para ordem de convergéncia pode ser

calculada com base em trés solu¢oes numeéricas obtidas em malhas com espagamentos 0z, dz/2 e dx/4

1 Huéx/Q_uéacH
0og ||u6x/4_u6x/2||
q=

4

em que u®, u¥%/2 e 49%/4 s30, respectivamente, a solucio numérica na malha grossa, a solug¢ao numérica

na malha intermediaria e a solucdo numeérica na malha fina.
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Capitulo

4

Formulacdo de escoamentos
incompressiveis, metodologia de

solucao e equacoes discretas

Nesse capitulo é apresentada a formulacao matematica (nos sistemas de coordenadas gerais e carte-
sianas) de escoamentos incompressiveis newtonianos (nos regimes laminar e turbulento) e ndo newtoni-
anos laminares. A seguir, sao descritos a metodologia MAC e o algoritmo de solucao para escoamentos
incompressiveis. Por fim, a discretizacao das equagoes governantes e a marcha no tempo sao apresen-

tadas.

4.1 Equacdes basicas

As equagoes béasicas, na forma conservativa dimensional, que modelam escoamentos incompressiveis
(p - constante) sao definidas por (White, 2006)
Ou 1
— + V- (uu)=-V- 4.1
5tV (w=V.oig (1)

V-u=0, (4.2)

onde u(x,t) = (uy(x,t),us(x,t),uz(x,t))T é o vetor velocidade (em coordenadas cartesianas esse vetor
¢ denotado por (u,v,w)”) de uma particula de fluido na posicio x e no tempo t; p = p(x,t) a pressio e
g a aceleragdo gravitacional com intensidade g. O tensor de tensdes o no caso de fluidos newtonianos
é definido por

o=—pl+T, (4.3)
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com I sendo o tensor identidade e T o tensor de cisalhamento dado por

T =p[Vu+ (Vu)'] = uD, (4.4)
D

onde p é o coeficiente de viscosidade molecular do fluido (constante) e D é o tensor de deformagoes.

No caso de fluidos ndo newtoniano, o tensor de tensdes o é expresso como
o=—-pl+2uD+ 1), (4.5)

com s a viscosidade do solvente e 7, o tensor do polimero que ¢ determinado por uma equagao
constitutiva a ser apresentada no se¢ao 4.1.3. As equagoes (4.1) e (4.2) sao as denominadas equagoes
de momento e continuidade. As mudancas de variaveis para adimensionalizacao das Eqgs. (4.1)—(4.5)

sao definidas por:

X toUO u P
X = — = —, U= —, p=—, 4.6
Ly Ly Uo poUS (4.6)
g * Tp
g =" = =9

I Tp - 29
g rUs
onde Ly e Uy sao as escalas de comprimento e velocidade, respectivamente, e ty escala de tempo. Os

adimensionais (mais relevantes) que surgem no processo de adimensionaliza¢ao sdo:

Nuamero de Reynolds, Re,

UoL UoL UoL
Re:ﬂo 0o_ Yoo _ Yo 0’ (4.7)
I (1/p) v

v sendo a viscosidade cinematica . Para fluidos nao newtonianos p = s + pp, em que p, € a

viscosidade do polimero;

Namero de Froude, F'r,
Uo
VgLo

Niamero de Weissemberg, We,
Lo

sendo \; uma constante temporal para fluidos viscoelésticos;

e Razao entre as viscosidades, ¢, (para fluidos ndo newtonianos)

o="L we () (4.10)
I
e Razao entre constantes temporais de relaxacao, (para fluidos ndo newtonianos) =,
A2
==, 4.11
T=3, (4.11)
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4.1.1 Formulacio matematica para fluidos newtonianos

As equacoOes basicas de trabalho, em coordenadas cartesianas, para escoamentos incompressiveis
de fluidos newtonianos sdo obtidas da equacdo do movimento (4.1) e conservacao de massa (4.2), com
o auxilio das equagoes (4.3) e (4.4) para o tensor de tensdo e de cisalhamento, respectivamente. Na
forma dimensional e em notagao de Einstein (indicial) essas equagoes (de Navier-Stokes) no caso 3D

Sa0 expressas como

Ou;  O(uzuj) 1 0p 0 [ Ou; .
- - , =1,2 4.12
ot + ox; p@xi+yaxj 0x; T 1=123 (4.12)
8ui
o =0 (4.13)

Na forma expandida adimensional, as equagoes de trabalho (4.12) e (4.13) tornam-se

ou  O(uu) Owv)  Ouw)  Ip 1 (0*u  O%u | O%u 1
ot ox + dy * 0z (9x+Re Ox? + Oy? + 022 +Fr2 Ja> (4.14)
o om) o(m)  dow) __op 1 (0 Pu 0\ 1
ot Ox * oy * oz 3y+Re Ox? * Oy? * 922 ) T2 (4.15)
ow  d(wu)  Owv)  d(ww) Ip 1 (Pw  Pw  Ow 1
ot * Ox + dy + oz 8z+Re Ox? * Oy? + 022 —i_FngZ7 (4.16)
ou Ov  Ow
5t ot e =0 (4.17)

em que gz, gy € g. sao os componentes do campo gravitacional g nas diregoes x,y e z, respectivamente.

Na forma adimensional, e em sistema de coordenadas gerais, as equacoes de Navier-Stokes sao

dadas por

1
@—i—v-(uu):—Vp—i——

1
2 4.1
T Veu + g, (4.18)

Re Ir?
V-u=0. (4.19)

4.1.2 Modelagem matematica para fluidos newtonianos em regime turbulento

A modelagem matemaética usada neste trabalho para a simulagdo computacional de escoamentos
incompressiveis de fluidos newtonianos em regime turbulento (as denominadas equagoes Navier-Stokes
com média de Reynolds-URANS) sao obtidas fazendo-se o uso da decomposicdo (em componentes

média e estocastica) de escalas de Reynolds dada por
(x,t) = ®(x,t) + D' (x, 1), (4.20)
onde ®'(x,t) é a componente flutuante da decomposicio e ®(x,t) é a componente média definida por
t+T
®(x,t) = lim —/ Oo(x,7)dr, To<T T, (4.21)
t
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com T suficientemente grande em relagao a escala do tempo Ty das flutuagoes turbulentas, porém
pequeno em relacao ao tempo 77 dos outros efeitos com relacao ao valor médio. A ideia geral em se
usar essa aproximacao é estudar o comportamento do escoamento turbulento em termos de solucgoes
bem comportadas ®(x,t). Em resumo, aplicando a decomposicio de escalas de Reynolds (4.20) as
variaveis instantaneas u, v, w e p das Eqs. dimensionais (4.12) e (4.13) obtém-se as equagoes de
Navier-Stokes com média de Reynolds (ou simplesmente equagoes médias de Reynolds), as quais em

coordenadas cartesianas sao dadas por

ou; Omu;)  10p 0 [ 0n; — o

o T on,  pow on;\ag; M) T 1= L2 (4.22)
ou;

- 42

onde u;u; ¢ o tensor (simétrico) de tensoes turbulentas de Reynolds modelado neste trabalho usando

a aproximacao de Boussinesq

— — 2 ou; Ou; 2
—u‘u’.:2uD--——E6--:1/( L+ ]>——E5~, 4.24
1] g 3 ) t 8-%']' awz 3 v ( )
—
comr = %u;u; a energia cinética média e ;; o delta de Kronecker. Eij é o tensor médio de deformacoes.

A viscosidade turbulenta v, é modelada dimensionalmente por (veja Tennekes e Lumley (1972))

Vg ~ ltut = CMFLE, (425)

onde C, ¢ uma constante empirica e as escalas caracteristicas de comprimento, de velocidade e de
tempo sao dadas respectivamente por
73/2 l;

ly ~ —, u ~F/ e Ty~ — =
9 U

ol | F|

(4.26)
Na Eq. (4.26), a grandeza € é a taxa média de dissipacdo de energia cinética média e definida por

oul; o
31‘ 5 31‘ 5 ’

(4.27)

E=V

Substituindo a Eq. (4.24) na Eq. (4.22), obtém-se um sistema nao fechado de quatro equagcoes a
para k e outra para . Em resumo, as equacdes de trabalho na forma adimensional para a simulacio
computacional de escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos em regime turbulento sdao, em

coordenadas cartesianas, dadas por

ou;  (wu;)  Ope 1 9 (0 1 19 —
T Re 0z Fadit oo — WeDij), 1=1,2,3; 4.2
ot " ax] 8$Z+R6 ax] (9xj FT‘2gl+Re (9% (Vt Z])’ t ) 737 ( 8)
ou;
- 4.2
Oz 0 (4.29)
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ok OFm;) 1 0 v\ OF _

ot == \|(1+—)75-) P~ 4.

o+ o Re Oz (( T Uﬁ) 8acj> + g, (4.30)
o  OEw;) 10 v\ 08 ~
ot =~ Reor \\U T o) o P - T, - 4.31
ot + ox; Re Oz << + 0€> 8acj> +(Ce Ca:2) /T — (R, (4.31)

EQ
v = Cu. (4.32)

Na Eq. (4.28) pe a pressao efetiva média definida como a soma da pressao média e a pressao turbulenta
Dy, isto é
De =D + Py (4-33)

P = —D;;D;. (4.34)

(4.35)
onde n = Sg; sendo S a magnitude da taxa média de tensao e definida como S = \/%Eijﬁij- As
variaveis 14, K e € nas Eqs. (4.28), (4.30), (4.31) e (4.32) estao na forma adimensional as quais foram

obtidas das transformagoes

—%

_ Lor . L

= = —. 4.36
I/U07 I/U02 ( )

*
Vg = —,

Na Eq. (4.31), o parametro ( serve para definir o modelo a duas equacoes, a saber: no caso em que
¢ = 0 o modelo considerado é o K — & padrao de Launder e Spalding (1974), cujas constantes do

modelo estao definidas na Tab. 4.1.

Tabela 4.1: Parametros do modelo kK — € padrao de turbuléncia.

Cie  Co C;L Ox O¢
144 192 0.09 1.0 1.3

No caso em que ¢ = 1 o modelo de turbuléncia adotado ¢ 0 RNG k — ¢ de Yakhot e Orszag (1986)

onde as constantes estdo definidas na Tab. 4.2.

Tabela 4.2: Parametros do modelo RNG k — € de turbuléncia.

Cie Oy Cu Ok O¢ 710 S
1.42 1.68 0.085 0.7179 0.7179 4.38 0.015

41



Capitulo 4
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As equagoes de trabalho consideradas nesta tese sdo as formas expandidas das Eqgs. (4.28)—(4.31),

juntamente com as definigoes (4.33)—(4.35), cujas formas adimensionais (sem o uso da notac¢ao * na

adimensionalizagdo e omitindo a notagdo de médias (7)) sdo apresentadas como segue:

ou

— = CONV(u) —

ot

ov
ot

ow
ot

Ok
ot

ot

'

vt

— = CONV(v) —

[ <m

= = CONV(w)

L,
Re | 0z

(9pe

ax>

(9pe

81)
oy

(9pe

%)-

L)

Jv Ow _0
dy ' 0z ’
(1 + Vt/O',.;

Uy = CﬂliTt,
n 21
Pe =D 3 Re

42

O+ 7z |5 (4 miogE) + 5

<m

62u 62u 0%u 1
" Re ( 02 T o > T e
0 0 ou
(5 D g (v (52 +
1 (0% 821) (92 1
R_ ( Oz? @ > Fr2%
0 0 v
3 (v (G )) = ( (5
1 82 62 1
<8ﬂ:2 oz 2>+Fr2gz

v
0z

%))

va))]

%))

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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P (11—
R—=P _( 77/?;0) £
v 14+¢n K

[N, (o (w1 (e v
=1\ oz By 02 2\ oy " oz
1
1/0u ow\? 1 /[0v 8w2§/<;
+§<£+%> +§<£+a_y>] o (4.47)

e CONV(¢), com ¢ = u,v,w, k ou &, denota os termos convectivos dados por

: (4.46)

onde 7 é definido por

CONV (u) = — <8g‘x“) + 85;;”) + 8(52”)) , (4.48)
CONV(v) = — (ag;;) + 859”;) + (9((;}:))) , (4.49)
CONV(w) = — (a(g; w 4 8((;&;/1)) + a%”;”) , (4.50)
CONV(x) = — (8(8’;“) + 859’2”) + a(;;@) : (4.51)
CONV(e) = — (855;‘) + 8(;;) + a(;;@) . (4.52)

As equagoes de trabalho na forma adimensional e em um sistema de coordenadas gerais sdo dadas

por
u 1, 1 1
N + V- (uu) = —Vp, + EV ut o8+ EV - (D), (4.53)
Vou=0, (4.54)
O )= v (142 ) vk + P (4.55)
5 Fu) = o WAk €, :
@—l—v-( )—LV- 1+ 2 v + (C1e P — Coce) /Ty — (R (4.56)
BN eu) = Te o € le 2e€) /4t ) :
P =1y(D: Vu). (4.57)

4.1.3 Formulacio matematica para fluidos nio newtonianos

As equagoes (4.1) e (4.2), mais o tensor de tensdes o dado pela Eq. (4.5), definem a modelagem
matematica para estudar escoamentos de fluidos nao newtonianos. Neste trabalho, o modelo viscoelas-
tico escolhido foi o Single eXtended Pom Pom (SXPP) de Verbeeten et al. (2002). Nessa modelagem,
o tensor do polimero 7, é determinado usando-se a equacdo (constitutiva) caracteristica do modelo
definida por

o

v
frp+ M 7p +Go(f — DI+ G_O(Tp - Tp) = 2D, (4.58)
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onde f = f(A,T,) é uma varidvel auxiliar calculada como

1 1 1
f= 2; (1 - X) e@(=D 4 v [1 — ﬁ‘tT(Tp )| (4.59)

sendo A = A(7p), um parametro relacionado com a molécula polimérica (Figueiredo, 2011), dado por

1
)\— \/1+3—%|tT(Tp)|, (460)

\ . .
e Tp a derivada contravariante de 7, dada por

0
7Yp: % + V- (urp) = (Vu) -7y — 7 - V(u)". (4.61)

Nas Eqgs. (4.58) e (4.59) G ¢ o modulo de relaxacao linear; Qg é um parametro calculado a partir
do numero de ramificagoes @ na extremidade da molécula polimérica, tal que QQo = 2 (Movagar et al.,
2010, Figueiredo, 2011); e ¢ é um parametro relacionado a anisotropia do material. A viscosidade do

polimero u, é proporcional a A; e usada neste trabalho como p, = GoAy.

As equagoes de trabalho em coordenadas cartesianas (na forma expandida adimensional) para a

simulacdo computacional de escoamentos incompressiveis de fluidos nao newtonianos sao dadas por

ou
7 N _
5 CONV (u)
op O [(Pu  Pu  O*u Oppw  OTpy,  OTp,. 1
_a—x—}—E(w—f—a—yQ—f—ﬁ) O + Dy + 92 +FT293;, (4.62)
ov
E—CONV(’U)_
ap 9 [(Pv 9% O OTp,e  OTp,, = O0Tp, 1
BT A R R %) - : 4.
8y+Re <8x2+3y2+822>+ or y T, TR (4.63)
ow
7 N _
T CONYV (w)
op 9 [(0Pw  Pw  Pw ot 01p., 01 1
9. " Re - . = ., (4.64
ou Ov OJw
a. T . T 50— 4.
Ox + 8y+ 0z 0 (4.65)
0T ou ou ou ou
at 8.%. + <8x7—pxac + ayTpxy + 82’ Tpxz> +CO V(Tpm)
e (o X1+ 2 () () () (4.6
We Pzx T Pzx pzy Pzz ) *
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orp v Ov ov ov
Wyy 2T8_y + 2 (%szy + a—ypry + anyz> + CONV(’pry)
1 0
- % {pryy + T(f - 1) + T [(szy)Q + (pry)2 + (prz)Q] } ’ (467)
0 0 0 0 0
% = 2T8_Z +2 <a_;Uszz + a_Zprz + (9_157—1)22) + CONV(TPZZ)
1 Y 2 2 2
- % {przz + T(f - 1) + ? [(Tpxz) + (prz) + (szz) ]} ’ (468)
% = 7 @4_@ +@ +@ +@ +@ +@ +@
ot~ " \dy  ax) " ox P gy e T 9z e T gy e T gy e T gz P
1 0
+ CONV(szy) - m {przy + ¥ [szszzy + szypry + szszyz]} ) (469)
87—7’“ - 7 @_Fa_w +% _|_% +@ _|_a_w _|_8_w _|_a_w
at - 82 ax 8:6 szz ay prz 82 szz aﬂj szz ay szy 82 szz
1 4
+ CONV(Tpxz) - ﬁ {pracz + ? [Tpxprxz + Tpxyprz + Tpszpzz]} ) (470)
8prz = 7 @+8_w +@ +@ +@ _|_8_w _|_8_w _|_8_w
ot~ \oz Oy ) 0wt T gy T 92 T gg P T gy P T 9z P
1 0
+ CONV(prz) - m {pryz + T [szyszz + pryprz + prszzz] } 9 (47]‘)

1-9

em que T =

dados por

zee € CONV(¢), com ¢ = Ty, Tp,» Tp.os Tpays Tpaw OU Tp,., denota os termos convectivos

CONV(ry,,) = — (8(%2") 8(”87;") 8%2{’1”) : (4.72)
CONV(ry,) = — (L) | M) O]y .73
CONV(r, ) = — (0(%222) 3(%7;22) 6(%?ZZ)> , (4.74)
CONV(r,,) = — (8(“87;’”) a(”(;;’”) a<w£””) , (4.75)
CONV(r,..) = (gtesd o Hofee) 2] (4.76)
CONV(r, )= — (0(%?2) 8(vg§yz) 0(wafzpyz)> _ (4.77)
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Em um sistema de coordenadas gerais as equagoes de trabalho (na forma adimensional) para a

simulacao computacional de escoamentos incompressiveis de fluidos ndo newtonianos sao dadas por

Ou 1
- . =V. S 4.
5 +V:(uu) =V U+Fr2g’ (4.78)
V-u=0, (4.79)
29
o=-pl+ ED + 7, (4.80)
1 1-9

2 1\ ooy, 1 o (1)?
f:; 1_X e + 33 1—§ T tr(Ty - Tp) | (4.82)

A=yJ14 3%|t7“(7'p)|, (4.83)

1—9
~ ReWe’ (484
7Yp: % + V- (urp) — (Vu) -7y — 1 - V()" (4.85)

4.2 Metodologia de solucao

A metodologia computacional basica para simular escoamentos incompressiveis com superficies
livres moveis é o método em varidveis primitivas Marker-And-Cell (MAC, Los Alamos); o método é
uma variante do método de projecao de Chorin (1968) descrito por Harlow e Welch (1965) (McKee
et al. (2008) também fornecem uma revisao ampla do método). O método é no contexto de diferengas
finitas e baseado numa malha euleriana deslocada (ou diferenciada) em que a posi¢gdo do fluido no
dominio & determinada usando particulas marcadoras virtuais (sem massa, sem volume ou quaisquer
outras propriedades). Essas particulas sao utilizadas, fundamentalmente, para indicar a configuracao
do fluido no dominio de solucao, mostrando regioes ocupadas por fluido e regioes vazias; a cada passo
no tempo, as particulas marcadoras sao deslocadas para novas posicoes usando velocidades locais do
fluido obtidas via equagOes de Navier-Stokes. A metodologia escolhida nesse trabalho é a Simplified
MAC (SMAC) de Amsden e Harlow (1970), cujo objetivo é superar as deficiéncias do método MAC.
Em suma, o método SMAC calcula um campo provisorio de velocidades e depois uma corre¢ao deste

empregando uma fun¢ao potencial (auxiliar) para satisfazer a condig¢ao de incompressibilidade.

Na malha deslocada as varidveis escalares, tais como pressao p, k, €, V4 e 0s componentes do tensor
Tp, sa0 avaliadas no centro de uma célula computacional, ao passo que os componentes u, v e w do
vetor velocidade u s@o posicionados nas faces 7 + %, Jj+ % e k+ %, respectivamente. Uma, célula

computacional 3D tipica envolvida nos célculos estd mostrada na Fig. 4.1.

As particulas de fluido sdo avaliadas sobre uma malha euleriana uniforme, em que cada célula
computacional, a cada passo no tempo, é classificada de acordo com sua posicao relativa ao fluido, a

contornos rigidos e interfaces; células com mais da metade de seu volume dentro do dominio computa-
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Figura 4.1: Célula computacional da malha deslocada. A varidvel ¢ representa pe, K, €, Vt, T, Tpay

szz7 pry’ prz’ szz e szz'

cional sao classificadas como células Boundary (B); o mesmo critério é empregado para definir células
Inflow (I). Qualquer célula computacional inteiramente contida no fluido é classificada como Full (F).
Aquelas completamente fora do fluido (mas dentro do dominio computacional) sdo classificadas como
células Empty (E). Células contendo particulas marcadoras e tendo como vizinho ao menos uma célula
E sao classificadas como células Surface (S) (McKee et al., 2008). A Fig. 4.2 ilustra um exemplo
no caso de uma configuracao de células computacionais no interior de um dominio 2D, mostrando os

varios tipos de células.

4.2.1 Meétodo de projecdo e algoritmo computacional

Para a simulacao computacional de escoamentos viscosos, transientes, incompressiveis e newto-
nianos, envolvendo superficies livre moveis e modelados pelas equacoes de trabalho (4.53)—(4.56),

emprega-se neste trabalho o método de projecao de Chorin (1968).

Em resumo, o método é como segue: num primeiro estigio dos calculos, um campo de velocidades
(u) é previsto por meio das equagoes do movimento; e num segundo estagio, esse campo intermediario de
velocidades e o campo de pressao sao corrigidos com o propdsito de satisfazer a equacao de conservagao
de massa. Neste segundo estégio se deriva uma equagao de Poisson para um campo projetor (ou um
potencial auxiliar) ¢» = 1(x,t), com condigdes de contorno tipo Neumann. O método de solucao
proposto a seguir ( formulagao explicita) é para resolver problemas em regime laminar ou turbulentos,
em que se introduz o parametro « na equagao de movimento (4.53) para, simplesmente, “ligar” (o = 1)

ou “desligar” (o = 0) a modelagem de turbuléncia (k — € padrao ou RNG k — ).

Considera-se p, uma pressao qualquer que satisfaz condi¢oes de contorno adequadas na superficie
livre do fluido: nas células S impoem-se tensdes normais nulas; e nas células F prescreve-se a pressao

efetiva como p, = 0. A partir da Eq. (4.53), define-se a relagao

id=u"+6t{-V-(uu)" —Vp," + Re 'Vu" + (Fr*)"'g" + aRe"'V - (,D)"}, (4.86)
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Figura 4.2: Estrutura celular. Tomado de Ferreira et al. (2007).

1

em que p.” é uma pressio efetiva tentativa e aproximada por p.,*™!. O campo intermediario da

velocidade u pode ser decomposto usando-se o teorema de Helmholtz-Hodge (Hodge (1952)) como

i =u"" 4 vyt (4.87)

Forcando u™*! satisfazer V - u"t! = 0 e aplicando o divergente em (4.87), obtém-se a equacio de

Poisson para o potencial v
Vit = v - (4.88)

Substituindo (4.87) em (4.86), tem-se
un+1 +v¢n+1 _ u”

5 =57 = V-(uu)" = VP, + Re” VA" 4 (Fr*)7lg" + aRe”'V-(uD)".  (4.89)

A pressao efetiva é obtida comparando-se (4.89) e (4.86) e o resultado é

m g g O 4.90
pe _pe + (St : ( : )
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Os passos adotados no algoritmo computacional para a simulacao dos efeitos da turbuléncia (o = 1)
usando o método de projecao é como segue. Admite-se que num dado tempo t( as variaveis dependentes
sao conhecidas em todo dominio de célculo e as condi¢es de fronteira estao especificadas. Um ciclo

computacional requer atualizar as varidveis discretas no tempo to+ dt utilizando-se os seguintes passos:

@ Usando uma discretizagdo explicita e com a viscosidade turbulenta conhecida, calcula-se o campo

de velocidades intermediério u a partir de (4.86), com u(x,ty) = u(x,tp);

@ Resolve-se a equagao de Poisson (4.88) com as condi¢oes de Dirichlet homogéneas na superficie

livre e saida de fluido, e de Neumann em contornos rigidos e entrada de fluido;
@ Corrige-se o campo de velocidade por meio de (4.87);
@ Atualiza-se o campo de pressao usando a expressao (4.90);
@ Calcula-se a energia cinética turbulenta s por (4.55);
@ Calcula-se a dissipacao da energia ¢ por (4.56);
@ Atualiza-se a viscosidade turbulenta 14 via (4.43);

Determinam-se as posicoes das particulas marcadoras resolvendo a EDO

dx
_ un+1

i por Euler explicito. (4.91)

@ Atualizam-se as condicoes de contorno para dar inicio ao préximo ciclo e retorna-se ao passo @

Para o caso da simulacao de escoamentos de fluidos newtonianos incompressiveis no regime laminar,
em que a constante o assume o valor nulo, usa-se o mesmo algoritmo descrito anteriormente para o = 1
e eliminam-se os passos @, @ e @

A formulacao implicita usando o método de Crank-Nicolson para resolver escoamentos incompres-
siveis ndo newtonianos e com superficies livres mais o algoritmo computacional de solugdo sao descritos
como segue. Inicialmente, para simplificar, fazendo-se o uso da definicao da derivada contravariante

(4.85), reescreve-se a Eq. (4.81) na seguinte forma

% =2YD — {V - (ur,) — (Vu) -1, — 7 - (Vu)"} —
1 1
We {pr—{—T(f—l)H—}—Q?Tp-Tp} =F=F(u,1)). (4.92)

As Eqgs. (4.78) e (4.79) sdo também rearranjadas como

(n+1) _ y(m) 9 1
S Ve () ™) + Tp ) — [V 4 92 v s g™, (4.93)
Vu ) = o, (4.94)
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onde ) )
vyt o s (V-7 + ), (4.95)
sendo %;,"H) uma previsao para o tensor 7, em (4.92). Usando-se o método de Runge-Kutta explicito

de segunda ordem essa previsao é obtida por meio de

Fntl _ pn
% = F(u,7p), (4.96)
e calcula-se 7,"*1 por
n+1 _ n 1
T TP — [P, 7, ) Pl F )], (4.97)

O campo intermedidrio u é obtido por meio de

ath) _ g

1
5 + V- (o)™ 4 vt = s [V2ﬁ(") + V2] Ly L™ (4.98)

2Re Fr2

onde u™ = u™ ¢ p(tD) = p(n) A pressio p é atualizada por

(n+1) 9
(n+1) _ A1) P 0 o) 4
P e g VT, (4.99)

p

com ("1 obtido pela Eq. (4.88).

O procedimento de solucao adotado no caso da simulacao de escoamentos viscoeldsticos é similar ao
descrito anteriormente para escoamentos de fluidos newtonianos (médodo da projecao); com mudancas
nos célculos do campo intermediario de velocidade u e na correcao da pressao p, e com a inclusao do
calculo do tensor do polimero 7,. Os detalhes sao descritos a seguir. Admite-se que num dado nivel
de tempo n as varidveis dependentes (incluindo o tensor do polimero) sdo conhecidas e as condigoes de
contorno estao especificadas. Um ciclo computacional requer atualizar as varidveis discretas no nivel

de tempo n + 1 utilizando-se os seguintes passos:

@ Calcula-se %SHI) por meio da Eq. (4.96);

@ Calcula-se o campo de velocidades u por meio da Eq. (4.98);

@ Resolva-se a equacao de Poisson (4.88) com as condi¢oes apropriadas;

@ Atualiza-se o campo de velocidade por (4.87);

@ Atualiza-se o campo de pressao por meio de (4.99);

@ Calcula-se 7,("*1 via Eq. (4.97);

@ Calcula-se a posigao das particulas marcadoras resolvendo a EDO (4.91);

Atualizam-se as condicoes de contorno para dar inicio ao préximo ciclo e retorna-se ao passo @
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Neste ponto é importante destacar que a implementagao dos termos convectivos (nao lineares) que
aparecem nas equacoes (4.48)-(4.52) e (4.72)-(4.77) é feita usando-se o novo esquema interpolativo
upwind TDPUS-C3.

4.3 Equacdes de trabalho discretas

Nessa secao, apresentam-se as discretizacoes das equacoes de trabalho para problemas de escoamen-
tos de fluidos viscosos. Todas as derivadas temporais, com excecao daquelas na equacao da quantidade
de movimento (4.62)—(4.64) em que sao aproximadas pela técnica de Crank-Nicolson, sdo aproximadas
pelo método de Euler explicito. Para a marcha no tempo, é utilizada a restri¢cao (de estabilidade) para
o passo temporal

0t = x - min(dtyiscoso, OCFL), (4.100)

em que Y é uma constante no intervalo (0, 1], introduzida para assegurar que os célculos permanegam

limitados, com 6tyiscoso € 0o, definidos, respectivamente, pelas seguintes expressoes:

Re [ 1 1 1 \!
6tm’scoso </ 5 4.101
& ((690)2 TG T <6z>2> (4.101)

onde s =1 se o problema em questao ¢ newtoniano (em regime turbulento ou nao), e » = ¥, dado em

(4.10), se o problema é viscoelastico; e
5C’FL < min{étu, 5tv, 5tw}, (4.102)

sendo

5ty < <7max(5{w|u|"}> Sty < <7maxd{y|v|"}> Sty < <7maxﬁw|n}> . (4.103)

As quantidades max {|u["}, max {|v|"} e max {|w["} correspondem aos valores méximos, em valor

absoluto, das velocidades u, v, w em cada ciclo computacional, respectivamente.

Com excecao das derivadas que compdem os termos convectivos (néo lineares), os quais sdo aproxi-
mados neste trabalho pelo esquema TDPUS-C3 (ver detalhes adiante), todas as demais derivadas sao
discretizadas usando diferencas centrais de segunda ordem de precisao local. Em particular, os termos
que advém da modelagem da turbuléncia nas Eqs. (4.37)—(4.39) e (4.41)—(4.42) e que contemplam a
viscosidade turbulenta 14 sdo aproximados como estd feito nos exemplos que segue. O segundo termo

na Eq. (4.38) avaliado no ponto P = (4,5 + %, k) é aproximado por

0 (1/ <8u+ 81})) " 1 (1/ <8u+ 81})) " <y <3u+ 31))) "
oo\l 5T 5 N t\ 5= T a2 il RZA Ui
ox oy Oz it d K ox oy Oz il ik dy Oz iLrlk

9 [ Uit g g1k T Ytk N Vitlj+gk ~ Vig+gk
t +% J+% k

Ox | % oy ox
n Wisdjk = Y%i-d-1k | Vij+ik T Vi-1j+3k

v + ,  (4.104)
i—+hk Sy ox
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onde

n n n

v ~ 0.25(v v e
t”%’H%’k ( Lit1,41,k +v t1+1 gk +v tz 41,k + ti,j,k)
n ~ n n n

Vti,%yﬂ%’k ~ 0'25(Vti,j+l,k + Vti,j,k + Vti—l,j+1,lc +v tz 1,j, k)

O segundo termo na Eq. (4.41) avaliado na posi¢ao P = (i, j, k) é aproximado por

W ( DG G
— 1+— —(1+=) (&

i,j,k [ Ay ik Ok Ay ij—1k
u+2 K (Hi,j+1,k - Hi,j,k)

oy

'I’L

<1+ ) (“’J’”ﬂ‘“’*ﬂ”k*)], (4.105)
Ok oy

(% <(1 + Vt/UH)g_Z>

~

1
0y

onde

vy ~ 0.5(Vt7:’j+1’k + ngc), e v ~ 0.5(1/Z’j’k + ng__l’k).

Os termos convectivos definidos nas Eqs. (4.48)-(4.52) e (4.72)-(4.77) sdo aproximados pelo es-
quema TDPUS-C3. Na sequéncia sao apresentadas apenas as discretizacoes de dois representantes
tipicos de tais termos nao lineares, isto é, & do termo CONV (u) avaliado no ponto P = (i + %,j, k)

e CONV (k) avaliado no ponto P = (i,7,k). A discretizagdo dos outros termos convectivos segue

procedimentos similares. Para o termo CON V(u)‘ L tem-se:
i+§7j7
CON ~ (O(uu)  O(uv) = O(uw) ~ O(uu) (uv) O(uw)
YOliw™Tor Ty T 0r Mons 0 lss T 0w Lt 02 s,
3. Yy i+ 5.0,k i+ 5.0,k Y litdik i+ 5.0,k
o Uitk — U2Uijk n Uilisd g~ V2Uigd -1k 4 PLitdghtg ~ 2y kg (4.106)
ox Sy 0z ’ ’

em que Uy, Uz, U1, U2, W1, € Wy sao velocidades (médias) de adveccao; por exemplo, ;1 e U2 sdo obtidas

CcOomo

_ 1 _ 1
U= 0Lk g <Ui+1,j+%,k + vz‘,j—i—%,k)’ V2=Vl -1k ™ g (Uz’—i—l,j—%,k T V51 k) (4.107)

Na Eq. (4.106), a variavel convectada u nos pontos (i + 1,75, k), (i,7,k), (i + %,j + %, k), (i+ %,j -
%, k), (i+ %,j, k+ %) (i+ 2,], k— ) ¢ calculada usando-se o novo esquema convectivo TDPUS-C3.
Sem perda de generalidade apresentam-se a seguir, com o auxilio das posi¢oes a jusante D, & montante
U e mais a montante R, os célculos de Uipd oyl p @iyl j 1y (ou, equivalentemente, uma aproximacao
para %yv) no ponto P = (i + %,j, k)).

@ Calculo de u el (ver Eq. (2.6)).

 em funcao da normalizagao iy =
up —uURr

it+5.0t3
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Se 17 = Vigl il > 0, entao
ay € [0,1];

+iy (a6 + Gy (a7 + dp(as + Gu(ay + ar0tn))))))],
ay ¢ [0,1],

Uied okt (i = Ui g o) * [0+ (0a 4 iy (a5

Yitdj+3k =
Wit d gk

onde
D=(i+3,j+1k), U=(i+34k), R=(i+35j—1k);

Se vy = Uyl 1 < 0, entao
ﬂU € [Oa 1]7

Ui Lok (W1 g = Uit o) * [tu + iy (e + (o
iy (s + du (a7 + du(as + du (g + arotn)))))],
ﬂU ¢ [Oa 1]5

Yit gk ™
it l i1k

onde
D=(i+3,4k), U=(+3j+1k), R=(@G+1j+2k).

- . -~ . Uy —URr
@ Ui 1 1, em funcdo da normalizacdo 1y = ——.

Se Uy = Vigl i1k > 0, entao

Uipljogt (ui-i-%,j,k - ui+§,j—2,k) * [ty + tigy (o + av (s

ui+%7j—%,k: —i—ﬁU(Oé(; + le(on + ﬁU(Oég + le(ag + OéloﬁU))))))], Uy € [O, 1];
it d -1k av ¢ [0,1],
onde
D=(i+g.4.k), U=(i+355-Lk, R=(i+3j-2Fk);

Se Uy = Vil Lk < 0, entao

Ui ek T (Wi d ok~ Y d gp) * [iv + g (0 + du(as

Uiy L i1 =9 Fiv(as + du(ar + dy(as + du (g + awiv))))))]; ay € [0,1];
i ¢ 10,1,
onde
R=(i+3,j+1k).

D:(Z—i_%aj_Lk)a U:(Z+%7]7k)7

Os coeficientes «;, i =4, ..., 10, que aparecem anteriormente estao definidos em (2.56).
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Para o termo CONV (k)| , tem-se:

i7j7k

~
~

CONV (k)

o (G 5+ 250

i7j7k

UK

ip Lk T UKL g VLR g1 T V2R 5L N WIkK; j gl — W2k g 1
ox Sy 0z ’

em que Ui, Uz, V1, V2, W1, € Wy Sa0 obtidas por

(4.108)

UL = U1 W2 = U1 UL Ut g U = U 1 g W= U1 € W2 = U g 1 (4.109)

Da mesma forma como foi feito para o calculo da varidvel convectada u, a variavel convectada x na
Eq. (4.108), nos pontos (i + 3,4,k), (i — 2,4.k), (i,5 + 3.k), (i,5 — 3,k), (4, 5,k + 1), (i,5.k — 3), ¢
calculada usando-se o novo esquema convectivo TDPUS-C3. Novamente, sem perda de generalidade,

apresentam-se a seguir com o auxilio dos posi¢oes D, U e R os célculos de Rivd gk Riol ik Bijid ko

Kij—1 s Kijppdls K1 (0u, equivalentemente, uma aproximacao para %yv) em (i,7,k)).
27 2 2 2J 2
KU — K
@ Calculo de x; i+l em funcao da normalizagdo Ay = U R
~ P 29 R KD — KRR
Sev; = USTE > ( entdo
Kig—1 + (Kigaie = Kij1k) * [fu + k(o + fu(as
Kij+i k= Hhulas + kular + ku(as + ku(ag + aroke))))))], ko €[0,1];
K gk RU ¢ [O’ 1]’
onde
Sev; = Vi gl ok < 0, entao

Kijrok + (Kijk — Rijrag) * [Ru + A (o + fu(as
Kij+t k= thu(as + Aular + ku(as + kulag + awoku))))))],  Au € [0,1];

Ki j+1,ks ky ¢ [0,1],

onde

D= (i,j,k), U=(,j+1,k), R=(i74+2k).
RU — KRR

@ K; i_1 4, em fun¢ao da normalizagao Ay = .
J T2 KD — KR

Se Uy = Vijlk > 0, entao

Kijook + (Fijk — Fij-ok) * [Fu + Ay (as + Au(as
Kij—Lik= thu(as + kular + kulas + ku(ag + anoku)))))], Ao € [0,1];

I{Lj—l,k;a "%U ¢ [Oa 1]5
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onde

D=(i,j,k), U=(,j—1k), R=(i7—2k);

Se vy = Vijik < 0, entao

Kij+1,k T (Hi,jfl,k — Hi,jﬂ,k) * [Ry + ’%4U(044 + kv (as

Kij—1 k= +hulas + kular + ku(as + ku(ag + ark))))))],  ku €[0,1];
Ki j ks ku ¢ [0,1],
onde
D=(,j—1,k), U=(jk), RZ(i,j—i-l,/{:).

As constantes a;—4 . 10 estdao definidas previamente.
Em resumo, as equagoes de trabalho discretas para simular escoamentos incompressiveis de fluidos

newtonianos com a “turbuléncia ligada” (o = 1) sdo como segue.
e Equacao do movimento na direcdo x:
Peiy i1k — Peijk

~n+1 ) .
e —uH%’j’k+5t{CONV(u)]i+%7j’k 5

N 1 Yirdjrie = Yirl ik B Yir1,j4+36 = Vigrik
Redy oy ox
B Yird gk — Yipd i1k B Vit1,j-3k ~ Vig-1k
oy oz
N 1 Yitd gkt ~ Ui gk Witrgktd T Wigk+g
Redz oy oz
A R T e A A e L
0z ox

2
o <W [”tm,j,k(uwg,m ~ Ui d k) T Ve (Ui 3 gk~ “z‘+%,j7k)}

Uit l itk ~ Yitd sk N Vit1,j+4k — ”i7j+%,k>

1
ox

+ Vt o1

Reby | litda+hn oy

Uil gk~ il i1k Ving-dk T Vig-Lk
—Vt 1. +
i+5.0-5k 5y ox

L Sitgakil T Mgk | Mittakis — Miitgkes

S |Vt

Rebz | “itdiktd oy ox
U 1.y — Uy, 1 s Wiy -1 — W ip_1 "

’l+§7]7k Z+§7j7k_1 Z+17]7k—§ ZJ’k_E 1

N +gatap - (4110)

Vi1
i+3.0k=3% < 0z ox
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e Equagao do movimento na diregao y:

De;jr16 — Peijx

~n+1 n
0] =y 0t CONV (v)|, . -
z7j+%7k; Z,j-i—%,k? + { ( )‘z,]-i—%,k 5y
N 1 Uil ke — Yitd e Viprj+di e = Vigelk
Redx 1 ox
Y
C(Yimgatik T Yieggk ) (Vigagk T Viclgtdk
oy ox
1 Vig+ik+1 ~ Vig+ik  Wigrrk+d — Wije+d
+ 2 200 2 2
Redz oy oy
~(Yigtdk T Yigrgk-1)  (Yigtrk-3 T Yige—g
0z oy
2
o Redy? |:Vti,j+1,k(vi,j+%,k - Ui,jJr%,k) - Vti,j,k(vi,jJr%,k - Uz‘jf%,k)}
N 1 Uigd e = Wil gk N Vit1j+3k ~ Vig+ik
t. .
Redx | ityitik oy o
, Uit ljt1e — Yl jk n Vig+ik ~ Vi-1j+1k
- Ut .
i-L g+ .k oy ox
1, Vij+d k1~ Yig+dk N Wijt1k+t ~ Wijk+d
s o t
Redz | “iitghkts 0z oy
Vig+ie ~ Vigrdik—1  Wigrik—1 ~ Wije—1 1 " A111
- 1 1 + + —ng . ( . )
bitgk-g 0z oy Fr

e Equagao do movimento na direcao z:

w::;—i_% :wzj’k—’—% n 6t{C’ONV(w)|i,j7k+2 B pei,j+1,lc5Z Pe; ; i
n 1 [<“z‘+§,j,k+1 ~ Uit Lk 3 Wikl — wi,j,k-i—%)
Redx 0z ox
Ui Lkl — Wil Wi gkt = Wis1 ket l
() - ()
1 Vig+d k1~ Vigrie Wikl = Wijetl
+Re<5y [( 0z B oy )

Vij—3k+1 ~ Vij—Lk Wijh+d = Wij—1k+3
0z oy

2
+a < |:Vti,j,k+1(wi,j,k+g - wz’,j,kJr%) - Vti,j,k(wi,j,k+% - wi,j,kfé)]

Redz?
N 1 " Uipjk+1 — Yitl n Wittt = Wikl
Redx i+ gkt 0z o
YieGgkt1 — Ui gk N Wijkts — Yic1jk+s
— Vi )
ikt 0z ox
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4.3 Equacées de trabalho discretas

n 1 Vijd k1~ Vij+lk N Wi gt h+d — Wigktd
- < |Vt .
Redy | “bitgkts 0z oy
Vigtdk+1 ~ Vigrie  Wijkel = Wi 1k4d 1 " 4119
IR W 5 * 5 T Ead (4.112)
27T 2 z Y r

e Equacao de Poisson:

Viv1jk — 2%ijk T Yic1ik . Yijeik — 20k T Vij1k | Vigk+1 — 2V gk + Vigk—1
+ 2 + 2
ox? oy 0z

ox Sy ox

UZ_%vjvk

(4.113)

e Energia cinética x:

(Kit1,j,k — Kijk)

m?jé =fi kT 5t{C’ONV(/<)

i?j7k“

Vt. K —Vt,71 k 1 Vt'7'+17k _Vt',',k
—\ 1+ =) (Rijk — Rimgn) | 55 | |1+ 5" ) (Kijeik — Kijik)
20, )
+

Vtije = Vg 1 Vtijerr — Yhijn
— 1+% Kiik — Kii 1k + — 1+# Kiiktl — Kiik
( %, ( i,5,k 1,j—1, ) 522 20+ ( 1,5,k+ ., )

Vg, A V¢, 1k
S O R N Y O
( 20—/{ ( %7 2y} ’ )

e Dissipagao da energia e:

n
Pijk —€i,j,k} . (4.114)

ayjli =&kt 5t{CONV(€)

1 1 Viiir e — Vi
sk b5,k . o
T Re [5;52 ((1 A ok = i)
27.]7
Vt"k_yt'—l'k 1 Vti'+lk_yti'k
— 1+u Ciil —Ei 14 + — 1_{_# €iidlk — Eiik
( 20_6 ( ’L,j,k} 1 1,],]9) 6y2 205 ( Zv]+ ) 2,75 )

Vt"lc_yt"—lk 1 Vti'k+1_yti'k
— 14 s ImLE €iik — Eii 1k 4+ — 14 b R €iiktl — Eiik
< 20_8 ( 7, (2% ; ) 622 20.6 ( ,7,k+ 7, )

Vi, o — Vo m
- (1 P 1"“) (Eijik = €z‘,j,k1)>} + (CrePijk = C2e€z‘,j,k/Tz',j,k)} . (4.115)

20,
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e Producao de turbuléncia:

2 2 2
n 2 2 2
Bk =i, { [5:5 (u Ui lgg — Wiml i1 Bt 52 (V3426 = Vg1, 1Rt 522 (wz‘,j,k+% - wz;j,k—%)

1
+ [@ (ui—i-%,j—i—l,k T UL e Yigd o1k T Wiml k)
1

2
T e <”z‘+17j+§,k T Uitk T VieLjrdk T ”i—l,j—;kﬂ

1
* [46,2 < Uip Lkt T UL et Wil g1~ WL g 1)

+45—x < Wit1,j,k+3 + Wity k=1 T Wit ikl T Wicr k-1 }
1
* {E < jtddt T VoL k1 T Vigad k-1 T Uz‘,j—%Jc—l)
1 2\ ™
+@ <wi,j+1,k+% + wi,j+1,j,k7% - wi,j,LkJr% — wi,jl,ké)} . (4.116)

e Escala de tempo turbulento e viscosidade turbulenta:

Ky
mn J— Z7]7
Liig = = (4.117)
e
Vis i = Cukiign Ty - (4.118)

As equagoes de trabalho discretizadas para simular escoamentos incompressiveis em regime laminar
sao obtidas fazendo-se a = 0 nas Eqs. (4.110)-(4.112) e desprezando-se as equagoes correspondentes as
varidveis turbulentas. As equacoOes discretas para a simulacao computacional de escoamentos viscoelas-
ticos sao obtidas de maneira semelhante as equagoes discretas para o caso newtoniano, cujas expressoes
foram omitidas aqui para economizar espaco; essas expressoes completas podem ser encontradas em
Figueiredo (2011).

4.4 Condicoes adicionais adotadas e suas discretizacoes

Nesta secao sao apresentadas as condi¢oes adicionais (iniciais e de contorno) adotadas neste tra-

balho. Também, quando necessario, as discretizacoes dessas condi¢oes de contorno sao apresentadas.
4.4.1 Condicoes iniciais

No geral, as variaveis dependentes sao impostas no inicio dos célculos. No caso de escoamentos em
regime laminar, as variaveis u e p sdo prescritas (em geral como nulas) em todo o dominio de calculo.
Em escoamentos em regime turbulento, as varidveis médias u e p. sao também prescritas, como feito
no caso laminar; para as varidveis k e e, assumem-se as relacoes k = k(I,U) = IU?, sendo I uma

intensidade de turbuléncia (tomada como 0.080 neste trabalho) e U uma escala de velocidade (associada
3/2

ao movimento das grandes escalas), e € = e(k, ;) = Kl—, sendo [y = ¢L (Elkaim et al., 1992); L ¢ uma
t
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escala de comprimento associada as grandes escalas e ¢ uma constante tomada neste trabalho como

3\ 1/2
e . . ~ R .
3 x 1072; essas variaveis na forma adimensional sdo K = IRe e € = ~ (R_) , respectivamente. As
S e

condicoes iniciais adotadas para simular escoamentos viscoelasticos sao prescrever as variaveis u, p e

T, como nulas.
4.4.2 Condicdes de contorno
4.4.2.1 Na entrada e na saida de fluido

As condigoes de contorno na entrada do dominio de solugao adotadas neste trabalho (tanto em
problemas em regime laminar/turbulento quanto viscoelésticos) sdo de Dirichlet. Em particular, a
velocidade de entrada pode assumir perfil reto ou paraboélico. No caso de escoamentos turbulentos, as
varidveis k e € sdo prescritas consistentemente com as condic¢Ges iniciais impostas para essas variaveis.
Em escoamentos viscoelasticos, a contribuicao nao newtoniana é prescrita de acordo com o perfil de
velocidade adotado: 7, ¢ nulo se o perfil de velocidades ¢ reto; e no caso do perfil ser parabdlico na

dire¢do z adotam-se as relagoes (mais detalhes podem ser encontrados em (Oishi et al., 2011))

szz = pry = szy = 07

_ 1 ({_M\ow
Tpzz = g A ) Oz’
L (] A2\ 0w (4.119)

Yy
- We Ao ow\ 2 ow\ 2
7~ P Re <1 - rl) [(%) ! <a—y) ] |

As derivadas de primeira ordem na Eq. (4.119) sdo aproximadas por diferengas centrais.
Na regiao de saida de fluido, impoe-se como condicdo de contorno a condi¢do homogénea de Neu-
mann para todas as varidveis. A discretizacao dessa condicao é feita usando diferenca central, diferenca

avancada ou atrasada de primeira ordem.
4.4.2.2 Na superficie livre do fluido

Em qualquer tipo de escoamento estudado neste trabalho (laminar, turbulento ou viscoeléstico),
as condic¢oes de contorno para os componentes de velocidade (u, v e w) e pressao (p e p.) adotadas
na superficie livre do fluido s@o (na auséncia dos efeitos de tensao superficial) dadas por (Landau e
Lifschitz, 1980)

nN-(oc-n)=pey, Ml-(c-n)=0 e m2:-(oc-n)=0, (4.120)

em que ml = (ml,, ml,,ml;) e m2 = (m2,,m2,,m2;) sdo vetores tangenciais unitarios e externos a
superficie livre, e n é um vetor unitério normal externo a ela. pe,; € uma pressao externa (atmosférica)
assumida nula neste trabalho. O tensor o ¢ dado por (4.3) para escoamentos (newtonianos ) laminares,
dado por o = (—pl + vD) + (—pI + D) para o regime turbulento, e dado pela Eq. (4.5) para
escoamentos de fluidos viscoelasticos. As equagoes para as condi¢oes de contorno na superficie livre
sao obtidas substituindo-se a expressao do tensor o (“laminar”, “turbulento” ou “viscoeléstico”) nas
Egs. (4.120). Na forma adimensional, as equagoes correspondentes para o caso do regime turbulento

sao dadas por (obtém-se as equagoes para o regime laminar ao se fazer v, = 0)
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_i(l_{_V) @n2+@2+3_wn2+ @_{_av Ny~
Pe™ Re Y ox oy Y 0z oy ox) Y
ou Ow ov Ow
— + — | ngn, — 4+ — .| =0, 4.121
<az+a)””+<az+ay)”y”} 0 (4.121)
1 ou ou w ou Ov
E(l + 1) [28 mlzng + 28ym1yny +2— P ml,n, + <8y + 8_3:) (mlzny,+
ou Ow ov Ow
1 —+ — 1 1 1 1 = 4.122
mynz)‘i_(az"i_ax)(m xnz+mznx)+<az+a >(m yNz =M zny)] 0, ( )
1 ou ou ow ou Ov
—(1 2—m2 2 2 2—m2 —+ — 2
Re( —i—ut)[ " oM+ 6ym YTy + 5, ™ nz+<8y+ax)(m 2Ny +
ou Ow ov Ow
m2yng) + <& + %) (m2ym, +m2,n,) + <& + a_y) (m2yn; + m2zny)] = 0. (4.123)

Para o caso de escoamentos nao newtonianos (viscoelasticos), as equagoes para velocidade e pressao

na superficie livre sao dadas por

2 2 2
P =N3Tp,, + NyTp,, +NCTp,, + 2 (”r”yszy + NgNTp,, + nynZprz) +

)

du
0y

Lo
ox

23w

tn 292

+

+ zny<

()
+ nymlya +N,M1y——

ou, ou
0z Ox

8

E ou
Re ox

+ (nmmlz + nzmlx) (

0z

|:nazm1x

) + (nymiz + namiy) <

— [nxmlepxaz + NyMi1yTp,, + NM1Tp22

E
Re
ov
0z

23u
e

all

o (4.124)

0z

ow

t o

Ty

)

) (2

Qu |
dy
ow

)

0y

ov
+ (ngmiy + nymiy) p
ov

9 (4.125)

+ (namiy + nymiz) Tp,, + (Nemiz +n.mig) 7p,. + (nyma. +n.miy) 7,y2],

% ou
Re ox

+ (nmeZ + nzmQx) <

()
+ nymgya + N,Mo,—

ou' 0w
0z Ox

|:nazm2x

0z

+ (nxm2y + ’I’Lmex) Tpzy + (nzm2z +

Para a implementacdo computacional, as discretizacoes das Eqgs.

) + (nyma, + nymay) (

— [nxmngpxaz + Ny M2y Tp,, + NyMo,Tpzz

Gu \
dy
ow

%)

0y

ov
+ (ngmay + nymay) p

& 4
0z

)

(4.126)

nzm2x) szz + (nym2z + nzm2y) prz] :

(4.121)-(4.126) sao feitas usando

diferencas finitas considerando as diferentes orientacoes da superficie livre definidas em Tomé et al.

(2001). Para ilustrar a aplicacao dessas condigoes de contorno, considera-se o caso em que a superficie

livre do fluido é aproximada por uma superficie p
do eixo coordenado x), como mostrado na Fig.

livre local, os vetores tangenciais e normal sao

lanar 2D (com vetor normal fazendo 45° com a diregio

4.3. Para esta representacao particular da superficie
V2 = (0,1,0) e

5 ), m

tomados como m; = (4,0,—
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4.4 Condicbes adicionais adotadas e suas discretizacées

n= (?, 0, g), este & o caso de uma célula S ter as faces (k+ 3) e (i+1) em contato com uma célula

E. Levando esses vetores nas equagoes (4.121), (4.122) e (4.123) obtém-se as equagoes simplificadas

2 ou Ow Ou OJw
peZE(lﬂLVt) <£+§+&+£>, (4.127)
¢ 1 ou 0
w o Ow

As velocidades u pew (ver Fig. 4.3) s@o obtidas usando-se a equacao da continuidade (4.79)

i+, ijk+3
e a Eq. (4.128), ambas avaliadas no ponto P = (i, j, k) e discretizadas, respectivamente, como

ox * oy 0z

=0 (4.129)

2 LI 2 2 ) =o. (4.130)

E(l * Vi) ( ox 0z

Dessas duas equagoes discretas calculam-se as velocidades wu; 1 Gk €W, cujos resultados sao
27 b J 2

1ox
Wit 35k = Yi-F5k — 5@(%#%,;@ ~ V1)

16z
Wik = Wigh—d = 35, Cigrhh T Vig-da) (4.131)

De posse das velocidades u; 1 ik €W a pressao p. € calculada via a discretizagao da Eq. (4.127)
27 b

Jokt5
no ponto P = (i, 7, k); o resultado é

_ 14 Yirljk ~ %Lk Wijktd ™ Wijr-1
Peijrp = E( + V) ox * 0z
1 (Wit ~ Y-tk T Yirdgk—1 T Yied k-1
9 0z
Wik Ui}~ Ui}~ Vi (4132)
oz . |

A aplicacao das condicoes de contorno na superficie livre para os outros casos é feita de maneira

analoga ao caso descrito anteriormente.

A condigao de Neumann homogénea é adotada para as variaveis turbulentas, x e €, e contribuigao

¢
nao newtoniana 7,, na superficie livre, isto é n ~ a’ onde ¢ é uma das variaveis k, €, Tp,., Tp,,

Tpazs Toyys Tpyz> Tpaw> Tpee € @ = T, y ou 2. A discretizagao dessa condigao é feita usando diferenca

avancada ou atrasada de primeira ordem.

4.4.2.3 Na superficie rigida

A condic¢ao de contorno adotada na superficie rigida para o caso de escoamentos newtonianos no

regime laminar é a condi¢ao de ndo escorregamento (u = 0) ou deslizamento (u-n = 0).
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Figura 4.3: Ilustracio de uma superficie planar inclinada formando angulo de 45° com n = (
Extraido de Kurokawa (2009).

Para escoamentos newtonianos no regime turbulento adota-se uma modificagdo das leis de parede
de Sondak e Pletcher (1995) numa regiao proxima no contorno. A viscosidade turbulenta é calculada

via a fungdo de amortecimento de van Driest (1956) definida por

2
vi = Ky (1 — exp (%)) oyt =wylv, A~ 26, (4.133)

onde K = 0.41 ¢ a constante de von Karmén, y* = u,y/v, A ~ 26 ¢ o nimero de Reynolds local, e u,
a velocidade de atrito. Nessa regiao as varidveis turbulentas « e € sao definidas segundo as subcamadas

turbulenta e viscosa, isto é:

-na subcamada turbulenta, s e € sao calculadas por

2 3
Y e=Rexx. (4.134)

)
VCu KY
-na subcamada viscosa, a energia cinética turbulenta adimensionalizada k é definida pela corregao

de Sondak e Pletcher (1995):
w2 (yT\?
k= Re—= ( > , (4.135)

v \ud

onde y é o nimero de Reynolds local critico, cujo valor é a solugdo da equagao nao linear resultante

k = Re

da intersecao das leis

ut = Re(yuy) e In(ERe(yuy)) — KL= 0, (4.136)

Ux

em que F = exp(KB). A ultima equacao pode ser reescrita como:
In(By}) — Ky! =0. (4.137)

Na Eq. (4.136), u ¢ a magnitude da velocidade tangencial a distancia y da parede. As Eqs. (4.136)—(4.137)

sdo as leis de parede usadas neste trabalho e sdo restritas segundo o valor do Reynolds local y*. Essas
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4.4 Condicbes adicionais adotadas e suas discretizacées

leis sdo validas para valores de y™ a 5 e aplicdvel no intervalo 30 < y™ < 300 (McComb, 1990). A
Fig. 4.4 mostra o perfil tipico de uma camada limite turbulenta. No caso de escoamentos newtonianos
sobre superficies suaves, a partir de dados experimentais de Bradshaw (1976), a constante B esta no
intervalo 5.0 < B < 5.2; o valor adotado aqui é B = 5.

Considerando a escala de comprimento [* (H. Lee Norris, 1975) definida por

-3
com Re; = yv/Rek, o valor de ¢ é definido por
e= ié. (4.139)
Re I*
A tensao de cisalhamento na parede (na forma adimensional) é dada por (Wilcox, 1994))
T =ut & <é(1 + 1) % > . (4.140)

em que u e n sao a velocidade tangencial e a dire¢do normal ao contorno rigido, respectivamente. A
Eq. (4.140) é avaliada no contorno rigido. No entanto, fora do dominio da solucao, a velocidade u
é avaliada discretizando a derivada por diferencas centrais, considerando que a velocidade tangencial
tem sinal oposto a tensdo efetiva (Ferreira et al., 2004). Mais detalhes sobre lei de parede veja, por
exemplo, Bradshaw (1995), Morrison (2007) e Pope (2010).

subcamada camada de camada
viscosa transigdo logaritmica

s 20— /

u+:%lny++B

|
0.1 1 5 10 30 102 103 10*
Jr
Y
Figura 4.4: Perfil tipico da camada limite turbulenta.

A seguir é apresentado um caso particular da discretizagao das condigoes de contorno para o caso
turbulento, onde sao definidas as velocidades tangenciais como u e w e uma varidvel genérica ¢ que
pode ser uma das variaveis turbulentas x, € ou v; (ver Fig. 4.5). Nesse trabalho, nas células adjacentes
ao contorno rigido as equacoes médias de Reynolds sao implementadas com o objetivo de se calcular

as velocidades; e para as variaveis turbulentas é implementada a lei de parede.
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I\

apared

fu| WA i1
H D e e e e it il J—

|

1)

k+1 |

Figura 4.5: Tlustra-se a camada interna adjacente & parede e as células ficticias. Extraido de Kurokawa
(2009).

As variaveis k e ¢ sao calculadas na subcamada turbulenta, avaliadas no ponto (4, 7, k), respectiva-
mente, por

Kijk = Re—" e ik = RGM, (4.141)

VCu Ky
onde a velocidade do atrito é calculada segundo o valor adotado por y. Na subcamada viscosa, essas

varidveis sao dadas por

+\ 2 / - )3/2
Tw Yy 1 (Hljk)
ik = Re——== | = ik =\ 5> 4.142

com a escala de comprimento [* definida por (4.138). A viscosidade turbulenta é definida por

K2
=C,—= (4.143)

147 .
€i7j7k

4,5,k

Fora do dominio computacional as velocidades, wu, Gl gyl €W g1 sao discretizadas por
27] ) +2 Y} ) +2

diferencas centrais (Wilcox, 1994) a partir de (4.140) nos pontos (i + %,j — %, k)e (i, — %, k+ %) A

velocidade tangencial u é calculada no ponto (i + %, j—1,k) como

, Ret,dy
Uit d iy = Uil g — szgnal(ui+%7j,k) 0, . ) (4.144)
z+§,]—§,k
signal(u; 1 ;,) é a sinal da velocidade tangencial. A viscosidade turbulenta é definida por
27 )
Vtw%’];%k = 0'25(Vti,j—l,k + Vt; ik + Vtig1,i—1.k + Vti+1,j,k:)' (4-145)
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A velocidade w avaliada no ponto (i,j — %, k+ %) é calculada como

. Ret,0y
Wi 1kl = Wikl — szgnal(wi7j7k+%) Tk (4.146)
L,j—5,k+5
Nesse caso a viscosidade turbulenta 1, é dada por
Vs deed T 0.-25(We; ;o + Vei g F Vtijorn + Vi jin)- (4.147)

Nas Eqgs. (4.141)-(4.144) a velocidade de atrito u, é calculada, usando as equagoes em (4.136)
dependendo do valor do y* em (4.133) pelo método de Newton-Raphson com u, = 11.6 com aproxi-
macao inicial e critério de parada 1.0 x 1074, Os céalculos sdo inicializados calculando-se o nimero de
Reynolds critico yI ¢ admitindo que y™ esta na camada viscosa.

Para escoamentos nao newtonianos (viscoelasticos) as condi¢oes de contorno na superficie rigida
adotadas nesse trabalho foram nao deslizamento. Para a contribuicdo nao newtoniana existem trés
casos a considerar, cujos detalhes podem ser encontrados em Figueiredo (2011): quando os contornos
rigidos sao paralelos ao plano zy, as condig¢oes de contorno adotadas para a contribuigdo nao newtoniana

Tp sao calculadas a partir das condicoes de impermeabilidade e nao deslizamento,

T oxr Oxr Oz oy oy Oy
e usando a equacao da continuidade tém-se que
ou  Ov ow
dr Oy 0z

Com esse duas ultimas equagoes e a Eq. (4.81), segue as condigdes para o contorno rigido para a

contribui¢cao nao newtoniana 7,

ag);z = %szz - % {f()" o) Tpee + LA 7p) —1) + % [(Tpm)2 + (szy)2 + (szz)ﬂ} , (4.148)
% = 2%%2 - % {f()\,Tp)pry +T(f(A ) —1) + % [(Tpa)? + (T2 + (7,.)7] } , (4.149)
% = —% {f(Aan)szZ +Y(f(N\ 1) — 1)+ % [(szz)Q + (prz)2 + (szz)2:| } ) (4.150)
ag);y = %prz + %Tp“ - % {f(Aan)szy + % [TpeaTowy & Ty ey + szszyz]} ’ (4.151)
agptm = % (Tp.. + 1) — % {f()‘an)Tpxz + % [Tmepm t TpayTpy. T Tpszpzz]} ) (4.152)
% = % (7p.. + 1) — % {f()‘, o) Tpy= + % [ToeyTows + Ty Toys + prszzz]} : (4.153)

Nos outros dois casos, quando consideram-se contornos rigidos paralelos ao plano xz e yz, as
aproximacoes na superficie rigida é feita de forma similar que para o caso xy usando as condigoes de

impermeabilidade e aderéncia completa (Figueiredo, 2011).
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Capitulo

5

Resultados numéricos para sistemas
hiperbodlicos 1D e 2D

Neste capitulo sao apresentados novos resultados numeéricos para sistemas hiperboélicos de leis de
conservagao fazendo-se o uso do esquema de conveccao TDPUS-C3 com o parametro livre 3 escolhido
com base em advecciao de escalares e a equacgdo nao linear de Burgers. Comparagoes dos resultados
fornecidos pelo esquema TDPUS-C3 com resultados obtidos de esquemas bem estabelecidos na litera-
tura, tais como VAN LEER por van Leer (1974), MC por van Leer (1977), MINMOD por Roe (1986),
SUPERBEE por Roe (1986), ARORA-ROE por Arora e Roe (1997), Godunov-HLL por Toro (1999),
CUBISTA por Alves et al. (2003), ADBQUICKEST por Ferreira et al. (2009), FORCE por Stecca
et al. (2010), TOPUS por Ferreira et al. (2012), SDPUS-C1 por Lima et al. (2012) e EPUS por Corréa
et al. (2012), sdo também apresentadas. O proposito é mostrar que o esquema TDPUS-C3 atinge
ao menos segunda ordem de precisao local, é util em resolver descontinuidades/choques (sem gerar
oscilagbes e com pouca introdugao de viscosidade numeérica), e consegue capturar estruturas complexas
em escoamentos de gases e plasmas. Para a simula¢ido computacional, dois codigos foram utilizados: (i)
um codigo proprio, em diferencas finitas, implementado em C++ para simular adveccao de escalares e
equacoes nao lineares de Burguers e Buckley-Leverett (no apéndice B encontra-se a implementacao da
equacao de Burgers 2D); e (ii) o codigo CLAWPACK (LeVeque, 2004) implementado em volumes finitos
para simular sistemas nao lineares tais como equagoes de Euler (em LeVeque (2004) encontra-se uma

descri¢ao detalhada da implementacao desse codigo).

5.1 Escolha do parametro livre § para o esquema TDPUS-C3

A determinagao do parametro livre 8 para o esquema TDPUS-C3, tanto em variaveis normalizadas
Eq. (2.55) como em limitador de fluxo Eq. (2.58), ¢ feita inicialmente utilizando o transporte linear da

combinagao de quatro tipos de ondas (como condicao inicial) via equacao de advecgdo 1D no dominio
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[—1,1] (ver Zalesak (1987)), isto é

é (G2, 8,2 — 01) + Gz, B, + 61) + 4G (. B, 2)] 08 <a<—06;
1, —04 <2< -0.2
ug(r) = ¢ 1 —|10(z — 0.1)], 0.0<z<0.2; (5.1)
é [F(x,a1,a1 — 61) + F(z,a1,a1 + 0) + 4F(z,0q,0a1)], 04 <z <0.6,
0, caso contréario,

onde G(zx,[1,2) = ePr(z=2)* F(z,a1,a1) = y/max(1 — af(z — a1)2,0), a; = 0.5, z = —0.7, ay = 10,

81 = ;g(%fg, 01 = 0.005. A funcao fluxo neste teste é f(u) = au com a velocidade de convecgdo a = 1.

Utilizaram-se neste teste condi¢do de contorno periddica e os seguintes dados: malha computacional

de 200 células, namero de CFL = 0.5 e tempo final de simulagao ¢ = 1. Para a simulacao do problema
utilizando-se o co6digo proprio incrementado com o esquema TDPUS-C3 foram considerados os cinco
valores de 8 da Tab. 2.2. As simulacbes numeéricas com os varios valores do parametro 3 estdo
apresentadas na Fig. 5.1, onde pode-se constatar que o esquema TDPUS-C3 com o f = 567.25,
quando comparado com a solucdo exata, forneceu o melhor resultado. Nota-se também por essa
mesma figura que, da mesma forma como acontece com a maioria dos esquemas de alta resolucao, o

esquema TDPUS-C3 apresenta o problema de aparamentos de picos e vales.

15

Uy

0.5f

)
>
O

. ?.'&L

=
P

Figura 5.1: Escolha do parametro 5. Solucées numéricas calculadas com TDPUS-C3 e 5 = 64, 266,
526, 567.25 para o problema de adveccao do teste de Zalesak. t =1, N =200 e CFL = 0.5.

Com o objetivo de confirmar que o esquema TDPUS-C3, com § = 567.25, fornece também os
melhores resultados em problemas nao lineares, escolheu-se a equagao 1D (3.1) no dominio [—1, 1] com
a funcio fluxo 0.5u? (equacdo de Burgers). Para tanto, o transporte nio linear da condi¢do inicial

ui(z,0) = 1+ 0.5sen(7x) via a equagao de Burgers 1D sem coeficiente de difusdo foi considerado.
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5.1 Escolha do pardmetro livre 3 para o esquema TDPUS-C3

Para a simulagdo do problema, tomaram-se quatro malhas computacionais (N = 40,80, 160 e 320),
CFL = 0.5 e tempo final t = 0.33. Para estimar a ordem de convergéncia observada na norma L; do
método numérico global equipado com o esquema TDPUS-C3, a solugdo numérica na malha 640 foi
tomada como referéncia. Na Tab. 5.1 observa-se uma melhor estimativa da ordem de convergéncia
para o valor 8 = 567.25.

Tabela 5.1: Escolha do parametro 5. Teste de convergéncia para TDPUS-C3 com § = 64, 266, 526
e 567.25 da equacao de Burgers 1D no tempo t =0.33 e CFL = 0.5.

8 =64 B8 = 266 B8 =526 B8 =559 B8 = 567.25
Malha L q Ly q Ly q Ly q L1 q
40  9.00 x 1072 1.97 7.94x 1073 1.93 873 x107° 1.93 881 x 10™° 1.96 883 x 1072 1.97
80 4.16 x 1072 1.88 3.54 x 1073 2.09 3.54 x 1072 2.28 3.58 x 1073 2.30 3.59 x 10~2 2.30
160 1.77 x 1072 2.11 1.66 x 1072 2.07 1.67 x 1072 2.12 1.68 x 1072 2.13 1.69 x 10~° 2.14
320 8.43x107* 2.06 8.04 x 107* 2.04 8.00 x 107* 2.08 8.02 x 10™* 2.08 8.03 x 10~* 2.09

E importante observar neste ponto que, em funcio dos resultados obtidos para os dois testes
precedentes (um linear e outro nao linear), utilizar-se-a4 nas simulagdes o esquema TDPUS-C3 com

parametro livre § = 567.25.

5.2 Equacdes 1D e 2D de leis conservacao

Nesta secao sao apresentados resultados numéricos com o esquema TDPUS-C3 para equagoes de
conservacao 1D. Sdo apresentadas também comparagoes dos resultados obtidos com o TDPUS-C3
e os resultados com os esquemas ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, TOPUS, SDPUS-C1 e
EPUS.

5.2.1 Adveccado de escalares

Advecgao de escalares é o problema mais simples em DFC e modelado pela Eq. (3.1) com funcao
fluxo f(u) = auy, a constante. Dois casos teste sdo simulados nesta se¢do com o uso dos esquemas
convectivos: (Teste 1) o transporte da condi¢ao inicial em pequenos e longos tempos de simulagio;

4 mx para x € [~1,1]. O Teste 1 serve para verificar se o

e (Teste 2) o transporte de u;(x,0) = sin
esquema numeérico consegue simular uma combinagao de varias ondas de diferentes tipos; e o Teste 2
tem por objetivo investigar o comportamento assintotico do erro quando a malha é refinada.

Para a solucao numérica do Teste 1 foram utilizados condi¢oes de contorno perioédicas, tempos
finais de simulacdo t = 1 e t = 20, malha de N = 200 células computacionais e nimero de Courant
CFL = 0.5. Os resultados obtidos estao descritos nas Figs. 5.2, para t = 1, e 5.3, para t = 20,
onde pode-se observar que para pequenos tempos o esquema TDPUS-C3 forneceu o melhor resultado;
enquanto que, para tempos longos, o esquema TDPUS-C3 forneceu resultados inferiores aos fornecidos
pelos esquemas CUBISTA e TOPUS e superiores aos dos outros esquemas. Observa-se ainda por essas
figuras que ambos os esquemas ADBQUICKEST e ARORA-ROE suavizam sobremaneira a solugao
aproximada. As Tabs. 5.2 e 5.3 apresentam nesses tempos finais os erros e as ordens de convergéncia
observadas na norma L; do método numérico global equipado com os varios esquemas de convecgao.

Os dados nessas tabelas quantificam os resultados apresentados nas Figs. 5.2 e 5.3.
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15

0--0 TDPUS-C3

o--8 ADBQQUICKEST

+--+ ARORA-ROE
CUBISTA

x--x TOPUS

— Exata

Figura 5.2: Teste 1: solu¢oes numéricas do problema de advecgao 1D com TDPUS-C3, ADBQUICK-
EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t =1, N =200 e CFL =0.5.

15

0--0 TDPUS-C3

o--8 ADBQUICKEST

+--+ ARORA-ROE
CUBISTA

x--x TOPUS

— Exata

Figura 5.3: Teste 1: solu¢oes numeéricas do problema de advecgao 1D com TDPUS-C3, ADBQUICK-
EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. ¢t =20, N =200 e CFL =0.5.
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Tabela 5.2: Teste 1: teste de convergéncia do experimento de Zalesak com TDPUS-C3, ADBQUICK-
EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS no tempo ¢t = 1. SSP-RK3 na parte temporal.

TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUS
Malha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q
200 787E—-02 — 450E-01 — 450E-01 — 104E-01 — 140EF-01 —

400 4.32E —-02 0.86 3.24E —01 0.47 3.24FE —01 0.47 540E —-02 0.95 7.01E —02 1.00
800 2.04E—-02 1.08 2.19E—-01 0.56 2.19E —01 0.56 2.70E —02 1.00 3.62E —02 0.95
1600 1.03E —02 0.98 1.42F —01 0.63 1.42E —01 0.63 1.43FE —02 091 1.95E —02 0.89

Tabela 5.3: Teste 1: teste de convergéncia do experimento de Zalesak com TDPUS-C3, ADBQUICK-
EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS no tempo ¢t = 20. SSP-RK3 na parte temporal.

TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUS
Malha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q
200 184FE-01 — 642E-01 — 643E-01 — 297TE—-01 — 403E-1 —

400 7.74E—-02 1.25 6.26E£ —01 0.04 6.26FE—01 0.04 1.29E—-01 120 1.75E —1 1.20
800 4.51E —02 0.78 5.87TE —01 0.09 5.86E —01 0.09 6.80E —02 0.92 8.19FE —2 1.10
1600 2.56E —02 0.81 4.96FE —01 0.24 4.95FE —01 0.24 3.70E —02 0.88 4.29E —2 0.93

A Tab. 5.4 apresenta tempos de computagao (custo) em milissegundo (us) por iteracao (e norma-
lizado com respeito ao mais barato) para o Teste 1 usando a malha N = 200. Vé-se por essa tabela
que o custo para o esquema TDPUS-C3 é menor que os custos correspondentes para os esquemas
ADBQUICKEST e ARORA-ROE, e proximo dos custos para os esquemas CUBISTA e TOPUS.

Tabela 5.4: Tempo de computacao por iteracao para o Teste 1.

Esquema Custo por iteragao (us) Custo normalizado
TDPUS-C3 27.68 1.11
ADBQUICKEST 29.53 1.18
ARORA-ROE 46.59 1.86
CUBISTA 25.04 1.00
TOPUS 26.37 1.05

Para investigar o comportamento assintético do erro em adveccao de um escalar quando dz — 0

472 usando as nove malhas de

(objetivo do Teste 2), transporta-se o perfil inicial ui(z,0) = sin
tamanho N = 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560 e 5120 células computacionais, no tempo final ¢ = 1,
nimero de Courant CF' L = 0.5 e com condigoes de contorno periédicas. Na Tab. 5.5 estao apresentados
os erros na norma Lj, a ordem de convergéncia observada ¢ e a constante do erro Cp = ||E||;/dx?
dada pela Eq. (3.45) (ver Roache (1994)). Vé-se por essa tabela que a ordem do método global,
equipado com o esquema TDPUS-C3, encontra-se acima de dois nas tltimas cinco malhas, e que os
valores da constante Cg indicam que o método numeérico (praticamente) atinge o intervalo assintotico

de convergéncia.
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Tabela 5.5: Teste 2: teste de convergéncia obtido com TDPUS-C3. t =1e CFL = 0.5.

TDPUS-C3

Malha Erroem L; Ordem ¢ CE

20 4.26F — 01 — —
40 1.06E — 01 2.01 43.27
80 3.29FE — 02 1.68 16.64
160 9.60F — 03 1.78 23.12
320 2.26F — 03 2.09 89.84
640 5.12F — 04 2.14 119.01
1280 1.18E — 04 2.12 101.68
2560 2.80F — 05 2.08 81.31
5120 6.79E — 06 2.04 61.28

5.2.2 Equacao nio linear de Burgers

Para simular fendmenos nao lineares envolvendo adveccao, nesta secdo considera-se a equacgao de
Burgers sem coeficiente de difusdo dada pela Eq. (3.1) com fluxos (convexos) f(u) = g(u) = 0.5u?. A
equacao de Burgers é um teste muito interessante, pois, mesmo no casos de condic¢des iniciais suaves,
ela é propensa a formacao de descontinuidades; héa casos em que existem solugoes exatas desse problema
(ver, por exemplo, Platzman (1964) e Debnath (1989)). Trés casos teste, com condi¢des de contorno
periodicas, sdo simulados fazendo o uso dos esquemas TDPUS-C3, ARORA-ROE, CUBISTA, AD-
BQUICKEST e TOPUS: o (Teste 3) onde se investiga a variagao total do esquema TDPUS-C3 no
caso 1D; o (Teste 4) onde se investiga a solucao antes e depois de um choque e comparagoes no caso
1D; o (Teste 5) onde se estimam os erros, a ordem de convergéncia observada e comparagoes no caso
2D.

Para a simulagao do Teste 3, foram considerados a condigao inicial uq(z,0) = sinz em [—1,1],
quatro malhas N = 20,40,80 e 160 células computacionais, tempo final de simulacdo ¢t = 0.3 e
CFL = 0.5. Os resultados estdao apresentados na Fig. 5.4, onde pode-se observar que o esquema
TDPUS-C3 satisfaz a condigao dada pela Eq. (2.14).

Apresenta-se no Teste 4 solugoes numéricas antes e depois do choque. Para tanto, utilizaram-se
a condi¢do inicial uy(z,0) = = + sin(7mz) para [—1,1], dois tempos finais de simulagdo, ¢ ~ 0.33
(antes do choque ) e t = 1.5 (depois do choque), malha computacional de N = 80 células e CFL =
0.5. A solucao (quase) analitica é obtida pelo algoritmo proposto na secao 4 da referéncia Teng
(2010). Nas Figs. 5.5(a) e 5.5(b) estao apresentadas as solugdes numeéricas antes e depois do choque,
respectivamente, calculadas com o esquema TDPUS-C3 mais a solugao analitica. Observa-se por
essa figura que o esquema TDPUS-C3 resolve bem a onda suave (antes do choque) e captura o
choque com pequenas suavizacdes nos extremos; esses amortecimentos sao causados pela inclusao na
formulacdo do esquema FOU. A Fig. 5.6 mostra uma comparagao entre as varias solu¢gdes numeéricas
obtidas com os esquemas upwind ja mencionados anteriormente. Por essa figura, observa-se que os
esquemas TDPUS-C3, CUBISTA e TOPUS forneceram, praticamente, a mesma. solucdo; os esquemas
ARORA-ROE e ADBQUICKEST mostraram-se inferiores.

Alguns dados de simulagoes para o Teste 5 sdo apresentados a seguir usando os varios esquemas de

conveccao, onde mostram-se os erros, a ordem de convergéncia e comparacoes no caso 2D da equacao
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0--0 N=20
5F o--0 N=40 1

05 1 15 2

Figura 5.4: Teste 3: analise TVD para o esquema TDPUS-C3. CFL = 0.5.

©--0 TDPUS-C3 0--© TDPUS-C3
— Exata — Exata

Figura 5.5: Teste 4: solugdes numéricas da equacao inviscida de Burgers obtidas com o TDPUS-C3
antes (a) e depois (b) da formacao do choque. N =80 e CFL = 0.5.
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@--a ADBQUICKEST
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Figura 5.6: Teste 4: solu¢oes numéricas da equacao inviscida de Burgers depois do choque obtidas
com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. ¢t =~ 1.5, CFL = 0.5 e
N = 80.

nao linear de Burgers. Para tanto, a condigdo inicial considerada é u(z,y,0) = % + sin(7(x 4+ y)/2)),
em [0,4] x [0,4] e condi¢bes de contorno periddicas foram aplicadas. A solucdo analitica (na forma
implicita) do problema é dada por u(zx,y,t) = % + sin[r((z + y)/2 — ut)]. Nas simulac¢oes foram
empregados nimero de Courant CFL = 0.4 e tempo final de simulagao ¢t ~ 0.5/7 (antes da formagcao
da onda de choque que ocorre para t =~ 1.5/7). As Tabs. 5.6 e 5.7 apresentam os erros e as ordens de
convergéncia observadas nas normas L e Lo, respectivamente. Nota-se claramente pela Tab. 5.6 que
todos os esquemas implementados forneceram ordens superiores a dois. Da Tab. 5.7 verifica-se que
todos os esquemas superaram primeira ordem de precisao local nas malhas mais finas. As Tabs. 5.8
e 5.9 mostram os erros e as ordens de convergéncia observadas nas normas L; e L, respectivamente
para os esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. Vé-se claramente que as ordens de

convergéncia sao muito proximas.

Tabela 5.6: Teste 5: teste de convergéncia para a equacao de Burgers 2D com TDPUS-C3, AD-
BQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L;. t = 0.5/7 e CFL = 0.4.

TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUS
Malha L, q Ly q L, q Ly q L1 q
20x20 187FKF-01 — 187FKF-01 — 187E-01 — 187EF-01 — 187FE—-01 —

40 x40 4.27TE —-02 2.13 4.26FE —02 213 429FE —02 2.13 4.25FE —02 2.14 4.28FE —02 2.13
80 x80 9.37TE —-03 2.19 9.7TE —-03 213 9.76FE —03 2.13 9.30F —03 2.19 9.27TFE —03 2.21
160 x 160 2.02E — 03 2.21 2.15E —03 2.18 2.15E —03 2.18 2.04E —03 2.19 2.07FE —03 2.17
320 X 320 4.58E —04 2.14 455FE —04 224 455FE —04 224 4.68E —04 2.12 4.73E —04 2.13
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Tabela 5.7: Teste 5: teste de convergéncia para a equacao de Burgers 2D com TDPUS-C3, AD-
BQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma Ly, t ~ 0.5/7 e CFL = 0.4.

TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUS
Malha Lo q Lo q Lo q Loo q Lo q
20x20 651FK—-01 — 6.12E—-01 — ©6.09£-01 — 681FE—-01 — 695F—-01 —

40 x 40 3.29E —-01 0.98 345E —01 083 3.45E —01 0.82 3.40FE —01 1.00 3.48E —01 1.00
80 x80 1.69E—-01 096 1.79E —01 095 1.78E—-01 095 1.69F —01 1.01 1.70E —01 1.03
160 x 160 7.79E — 02 1.12 8.68E£ —02 1.04 8.68E£ —02 1.04 7.74F —02 1.13 7.69F —02 1.15
320 x 320 3.39E —02 1.20 4.01F —-02 1.11 4.01E—-02 1.11 3.53E—-02 1.14 3.55E —02 1.12

Tabela 5.8: Teste 5: teste de convergéncia para a equagdao de Burgers 2D com TDPUS-C3, EPUS,
SDPUS-C1 e TOPUS na norma L. t = 0.5/7 e CFL = 0.4.

TDPUS-C3 EPUS SDPUS-C1 TOPUS
Malha Lo q Lo q L q L q
20 x 20 1.87E —01 — 4.61F —02 — 4.70E —02 — 187E—-01 —

40 x40 4.27TE —02 2.13 1.06E —02 2.13 1.08£2—-02 2.13 4.28E —02 2.13
80x80 9.37TE —03 219 2.39E —03 2.14 235FE —03 2.19 9.27F —03 2.21
160 x 160 2.02E —03 2.21 5.11E —04 2.23 510E —04 2.20 2.07E —03 2.17
320 x 320 4.58E —04 2.14 1.16FE —04 2.14 1.16E—04 2.14 4.73E —04 2.13

Tabela 5.9: Teste 5: teste de convergéncia para a equagao de Burgers 2D com TDPUS-C3, EPUS,
SDPUS-C1 e TOPUS na norma L. t ~ 0.5/7 e CFL = 0.4.

TDPUS-C3 EPUS SDPUS-C1 TOPUS
Malha Loo q Loo q Lo q Loo q
20x 20 651E—01 — 6.96E—01 — 657E—01 — 695E—01 —

40 x40 3.29FE —01 098 3.57E —01 0.96 3.304E —01 0.99 3.48FE —01 1.00
80x80 1.69FE—-01 096 1.67TE —01 1.09 1.69E —-01 097 1.70E —01 1.03
160 x 160 7.79E —02 1.12 7.80E —02 1.10 7.73E—-02 113 7.69E —02 1.15
320 x 320 3.39F —02 1.20 3.37E —02 1.21 3.39FE —02 1.19 3.55FE —02 1.12
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Na Fig. 5.7 estdo apresentados, no tempo t =~ 0.5/7 e ao longo do plano x = y, resultados
numéricos na malha 160 x 160 com o uso dos varios esquemas estudados e a solucao analitica. Por
essa figura, observa-se que os esquemas TDPUS-C3, CUBISTA e TOPUS forneceram, praticamente,
a mesma solucao; os esquemas ARORA-ROE e ADBQUICKEST mostraram-se inferiores. A Fig. 5.8
mostra as comparacoes das solugoes numéricas ao longo do plano x = y na malha 160 x 160 dos
esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. Vé-se claramente que, com condi¢ao inicial
suave, o SDPUS-C1 e TOPUS superam ligeiramente o esquema TDPUS-C3 nos picos. O EPUS foi

inferior nessa regido. Nos vales, o TDPUS-C3 apresentou resultados mais proximo da solugdo exata.

25 r
0--© TDPUS-C3
o--a ADBQUICKEST
ol ++ ARORA-ROE
CUBISTA
x--x TOPUS
— Exata
15}
i 1-
S
0.5E
0 L
-0.5}f
0

Figura 5.7: Teste 5: solucoes numéricas ao longo do plano x = y da equagao de Burgers 2D com
TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. ¢t = 0.5/m, 160 x 160 células
computacionais e CFL = 0.4
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Figura 5.8: Teste 5: solugdes numéricas ao longo do plano x = y da equacao de Burgers 2D com
TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. t = 0.5/7, 160 x 160 células computacionais e CFL = 0.4

5.2.3 Equacao nao linear de Buckley-Leverett

Considera-se agora o Teste 6, em que pretende-se simular a lei de conservacao nao convexa de

2
u .
= m. Essa lei modela

o escoamento de um fluido bifasico em um meio poroso (LeVeque, 1992), cuja solu¢do de entropia

Buckley-Leverett 1D dada pela Eq. (3.1) com fluxo (ndo convexo) f(u)

pode apresentar choques, ondas de rarefacao e descontinuidade de contato. Para a simulacao deste

problema, toma-se a condicao inicial

ui(x,0) = 2 (5.2)

0, no caso contrario,

e condigoes periddicas no contorno do dominio [—1,1]. Foram considerados uma malha de N = 200
células, nimero de Courant CFL = 0.4 e tempo final de simulacao t = 0.4. A solucao de referéncia
para esse problema é tomada como a solu¢ao numérica na malha N = 2000 células computacionais
usando o limitador de fluxo nédo linear de van Leer (1974); limitador esse frequentemente empregado em
leis de conservacao nao convexa e em problemas envolvendo mistura de ondas de choque, de rarefacao e
descontinuidade de contato. E importante comentar neste ponto que alguns esquemas de alta resolucio
nao conseguem solugdes convergentes para a solugao correta de entropia (LeVeque, 1992). Na Fig. 5.9,
e também em suas ampliagoes Figs. 5.10 (a) e 5.10 (b), estao representadas as solugoes numéricas cal-
culadas com o esquema upwind TDPUS-C3 mais os convencionais CUBISTA, TOPUS, ARORA-ROE
e ADBQUICKEST. No global, por essas figuras, pode-se fazer uma classificacao dos esquemas upwind
implementados, com respeito a melhor aproximacao, da seguinte maneira: TDPUS-C3, CUBISTA,
TOPUS, ADBQUICKEST e ARORA-ROE. Em particular, na Fig. 5.10(b) observa-se que os esque-
mas CUBISTA e TDPUS-C3 fornecem resultados semelhantes e resolvem bem a descontinuidade de

contato.
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Figura 5.9: Teste 6: solucdes numéricas para a equagdao nao linear de Buckley-Leverett. ¢
CFL=0.4¢e N =200.
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Figura 5.10: Teste 6: solugdes numéricas da equagdo de Buckley-Leverett. Regido do choque x =
—0.077 e da descontinuidade de contato x ~ 0.64. t = 0.4, N =200 e CFL = 0.4.
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5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de conservacao

Nesta secao sao apresentados resultados numéricos com o esquema TDPUS-C3 para sistemas nao
lineares complexos de leis de conservacao. Em particular, sao mostrados resultados para equagodes
complexas de dguas rasas e Euler, ambas com ou sem termo fonte, e equagdes da MHD. Apresentam-se
também comparacoes dos resultados obtidos com o TDPUS-C3 e os obtidos com os esquemas AD-
BQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, SUPERBEE, MINMOD, MC, TOPUS, SDPUS-C1 e EPUS.

5.3.1 Equacoes de aguas rasas

Apresenta-se nesta secdo resultados para as equagdes de dguas rasas nos casos homogéneo 1D
(Teste 7), com termo fonte 1D (Teste 8) e homogéneo 2D (Teste 9). Essas equagoes sao dadas por
(3.1) com variaveis de estado (h, hui,hug)? e fungdes fluxo f(u) = (hur, hui® + 3gh?, hujus)T,
e g(u) = (hug, hujug, hus? + %gh2)T. A quantidade h denota a profundidade da &gua, u; e uo
sdo os componentes do vetor velocidade wu; hui e huy sio as vazoes e g = 9.81m?/s ¢ a constante
gravitacional. Para os casos Teste 7 e Teste 9, os termos fontes sio S(u) = (0,0)” e S(u) = (0,0,0)7,
respectivamente, e para o Teste 8 o termo fonte ¢ S(u) = (0, —ghB’)T, com B’ a derivada da funcio
que descreve o fundo do canal B = B(z) (topografia), ver Fig. 5.11. As velocidades absolutas das
ondas nestas equagoes para o caso 1D sao os autovalores da matriz Jacobiana (Eq. (3.1)) A1 2 = u; £¢,
sendo ¢ = v/gh a celeridade. O adimensional que caracteriza um problema modelado por essas equagoes

¢ o numero de Froude, F'r = u;/c: subcritico (F'r < 1), supercritico (F'r > 1) ou critico (Fr = 1).

A superficie livre

h(z) g
) H(x) l
vy fundo
mJ\/\’
B(x)
A A >

Figura 5.11: Tlustragdo esquemadtica de um escoamento com superficie livre sobre a influéncia da
gravidade.

O Teste 7, apresentado a partir de agora, constitui um problema interessante de ruptura de bar-
ragem, cuja solugdo pode ser obtida via um problema de Riemann num canal contendo uma barragem

que separa o fluido em dois niveis diferentes de dgua. Para a simulacao desse problema foram utilizadas
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as condi¢oes inicias (ver Simoes et al. (2011))

8, < 500,
h(z,0) = ui(z,0) =0, (5.3)
4, > 500,

e condigoes periodicas no contorno do dominio computacional [0,1000]. Os seguintes dados foram
empregados na simulagdo: malha computacional de N = 400 células, numero de Courant C'F'L = 0.91
e tempos finais de simulac¢do ¢ = 10,20, 30,40 e 50. A solugdo exata desse problema pode ser obtida
usando-se a formula de Stoker (1956) (ver detalhes da derivagao da solucdo em Simdes et al. (2011)).
Os resultados numéricos com o esquema TDPUS-C3 em varios tempos de simulacao estao descritos na
Fig. 5.12, onde pode-se observar que, no geral, h4 uma 6tima concordéancia entre esses dados numéricos
e a solucdo exata, mostrando, em particular, que a onda de rarefacao e o choque sao simulados com
sucesso. Observa-se também que para tempos pequenos (¢t = 10) de simula¢do o esquema é propenso
a formacao de pequenas oscilagoes para 400 < x < 600, mas essas instabilidades sdo amortecidas com

o passar do tempo.

A Fig. 5.13 mostra no tempo de simulagao ¢t = 10, comparagdes das solu¢des numéricas obtidas com
os varios esquemas, incluindo o TDPUS-C3, onde pode ser visto que todos os esquemas forneceram

resultados bastante semelhantes.

O Teste 8, descrito a seguir, representa um problema interessante de dguas rasas com termo fonte
para descrever a topografia do fundo de um canal. Nesse problema pode ser observado um escoamento
subcritico (antes da elevacao do fundo), critico (no ponto maximo da elevacao — x = 10) e supercritico
(antes do choque - z &~ 12); no choque ele volta a ser critico e depois do choque subcritico. Objetiva-se
estudar o desempenho do esquema TDPUS-C3 em tempo longo de simulagdo e comparar a solugao
numérica com as solucoes numéricas dos demais esquemas estudados. Esse teste tem sido considerado
benchmark para investigar a habilidade de um esquema numérico em capturar choques em problemas
de aguas rasas (ver, por exemplo Xing e Shu (2005)). Para a simulacido do problema, consideram-se
as mesmas condi¢oes empregadas em Bouchut (2000) e Goutal e Maurel (1997), para = € [0,25], a
saber: (i) condigoes iniciais h = 0.33 e hu = 0.18; e (ii) condi¢des de contorno h(z = 25) = 0.33,
hu(x = 0) = 0.18 e os valores para h(z = 0) e hu(z = 25) sdo obtidos de extrapolacdo de primeira
ordem. Os seguintes dados foram utilizados: malha computacional de N = 200 células, a nimero de
Courant CFL = 0.9 e tempo final de simulagdo ¢ = 200. A solugdo de referéncia para o nivel de
agua considerada para este teste é obtida usando o esquema convectivo MINMOD (Roe, 1986) com
N = 2000 células computacionais; para a vazao, a solucao de referéncia é a solugao exata hu = 0.18.

A topografia do fundo contemplada no termo fonte S da equacao de aguas rasas é definida por

0.2 —0.05(z — 10)?), 8 < <12

0, caso contrario.

As solugoes (em estado estacionério) de referéncia e numeéricas para o nivel d’dgua e vazao estao
representadas nas Figs. 5.14 (a) e 5.14 (b), respectivamente. Observa-se na Fig. 5.14 (a) que todas as

solucoes numéricas sao de boa qualidade, quando comparadas com a solu¢do numérica de referéncia
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Figura 5.12: Teste 7:
no problema de ruptura da barragem. N =400 e CFL = 0.91.

na malha N = 2000. Na Fig. 5.14 (b), os resultados numéricos com os varios esquemas apresentam
problemas na captura correta da vazao; em particular, o TDPUS-C3 superestimou (ligeiramente)

a solucao nas vizinhangas do choque. Vale observar que, como notado por muitos autores (ver, por
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X

Figura 5.13: Teste 7: comparacao entre as solugoes numéricas para o nivel da agua h com
TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, TOPUS e a solugdo exata. t = 10,
N =100e CFL =0.91.

exemplo, Xing e Shu (2005) e Kun (2002)), a captura correta da vazao ¢ muito mais dificil de se obter

que a do nivel da agua. Para quantificacdo, a diferencia entre as solu¢oes obtidas com o esquema
TDPUS-C3 e SUPERBEE (um esquema ttil da literatura) é de ~ 1075,

0.5 T T T T 0.25
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o--8 ADBQUICKEST
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Q ¢ aa ;?FTEJSBEE
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— i i
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o--8 ADBQUICKEST 02l
+--+ ARORA-ROE : H
) CUBISTA
, x--x TOPUS
0.1} — Referencia H
— Topografia
5.8 88 90 8.
(~
C0 5 10 15 20 25 0'17“10 11 12 13
x xr

(a) (b)
Figura 5.14: Teste 8: nivel da agua h + B(x) (a) e a vazao hu (b). t =200, N =200 e CFL = 0.9.

O Teste 9, apresentado na sequéncia, finaliza os testes para equagoes de dguas rasas; ele constitui
a ruptura de uma barragem circular. Neste problema, uma onda de choque é propagada pela liberacao
de uma coluna de 4gua de altura inicial h = 0.5. O objetivo deste teste é demonstrar a habilidade
do esquema TDPUS-C3 em reproduzir ondas de choque e de rarefacao nas equagoes de dguas rasas.
Os resultados obtidos para a altura h = h(z,y,t) da dgua, com y = 0 e t = 1.4, sdo comparados

com os resultados numeéricos obtidos com os métodos (centrados) FORCE de Stecca et al. (2010) e
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Godunov-HLL de Toro (1999). Da mesma forma como foi feito no artigo de Stecca et al. (2010), o
problema foi simulado no dominio [—20, 20] x [—20, 20] usando-se varias malhas (100 x 100, 200 x 200
e 600 x 600), a nimero de Courant C'FL = 0.45, tempo final de simula¢do ¢ = 1.4 e com condi¢ao

inicial dada por

h(z,y,0) =25, 2?+y* < R?

=0, Vz,y,
=0

(x,y,0)
h(z,y,0) = 0.5, z?+y*> R?
u(z,y,0)
v(x,y,0) YV, y,

onde R = 2.5 é o raio do tanque. As condi¢oes de contorno empregadas foram refletivas. A solugao
de referéncia adotada para esse problema ¢ a mesma adotada por Stecca et al. (2010) (Godunov com
termo de correcao mais o limitador SUPERBEE, numa malha de 1000 x 1000 e numero de Courant
CFL = 0.9). A Fig. 5.15 mostra os resultados numéricos, na malha grossa 100 x 100, obtidos
com os métodos FORCE, GODUNOV- HLL e TDPUS-C3, onde pode-se observar que o esquema
TDPUS-C3 reproduziu melhor a solugao de referéncia. A Fig. 5.16 (figura principal (a) e ampliagoes
(b) e (c)) apresenta as solu¢oes numeéricas com TDPUS-C3 em varias malhas, mostrando que ao se
refinar a malha a solu¢do numérica converge para uma solu¢do bem proxima da de referéncia. Em
resumo, pode-se dizer que o esquema TDPUS-C3 captura a fisica do problema e fornece o melhor

resultado.

0.8

0.6}

0.4}

0--0 TDPUS-C3
FORCE

b—> GODUNOV-HLL

— Referéncia

0.2}

10 0 10

Figura 5.15: Teste 9: ruptura de uma barragem circular. Solug¢oes numeéricas para o nivel da agua h
ao longo do eixo z (y = 0), com TDPUS-C3, FORCE, GODUNOV-HLL. ¢ = 1.4, 100 x 100 células
computacionais e CF'L = 0.45.
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Figura 5.16: Teste 9: ruptura de uma barragem circular. Evolucdo espacial das solu¢des numéricas
obtidas com TDPUS-C3 para o nivel da agua h ao longo do eixo = (y =0). t = 1.4 e CFL = 0.45.
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5.3.2 Equacodes de Euler

A partir de agora sdo apresentados resultados numéricos para problemas complexos modelados
pelas equagoes de Euler nos casos homogéneo 1D (Teste 10 e Teste 11), homogéneo 2D (Teste
12 e Teste 13) e ndo homogéneo (Teste 14). As equagoes de Euler siao dadas pela Eq. (3.1)
com variaveis de estado (p, puy, pus, B)T e fungdes fluxo f(u) = (puy, pui? + p, puyus, (E + p)ur)”
e g(u) = (pua, purug, pus® + p,, (E + p)uz)’. A quantidade p denota a densidade, pu; e pug sio as
componentes do vetor quantidade de movimento. A energia total é definida por E = p(% (u12+uz?))+e,

com e = e(p,p) = ﬁ. A quantidade v é a constante do calor especifico. Para o caso Teste 14 o

termo fonte escolhido ¢ S(u) = (0,0, pg, puag)”. As outras quantidades foram definidas previamente.

O Teste 10, uma idealizagdo da interagdo choque-turbuléncia (também conhecido como tubo de
choque de Shu e Osher (1989)) consiste em uma onda de choque que se propaga em um campo em
repouso, com pressao constante e perfil de densidade senoidal. Neste problema, o perfil da densidade
possui duas partes distintas: a primeira tem a mesma frequéncia e amplitude do perfil dos dados
iniciais, com ondas de compressao associadas a ondas de choque na forma classica “N”; a segunda parte
é de alta frequéncia e maior amplitude com ondas de choque mais proximas (ver Kamm et al. (2008)).
O objetivo deste teste é mostrar que o esquema TDPUS-C3 ¢ 1til na simulagdo da interacao de ondas
de choque com turbuléncia. Os resultados apresentados a seguir sao para a densidade p no dominio
[—5,5]. A simulacdo computacional foi executada em varias malhas (N = 125, 250, 500 e 1000),
namero de Courant CFL = 0.5, tempo final de simulagao ¢ = 1.8, e a constante do calor especifico

~ = 1.4. As condicoes iniciais adotadas sao

z<04:p =3.857143; uy = 2.629369; p = 10.33333;

(5.6)
x>04:p =1+402sin(bz); u; =0; p=1.

Extrapolagao de ordem zero foi usada como condicao de contorno. A solucao de referéncia é calculada
numa malha de N = 2000 células com o método de Godunov com termo de correcao e limitador
SUPERBEE.

Na Fig. 5.17 estd mostrada a comparagao entre a solugdao de referéncia e os resultados com os
esquemas TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS, onde pode-se inferir
que na regiao de alta frequéncia, o esquema TDPUS-C3 ficou em terceiro lugar como o melhor método.
Fora dessa regido de transi¢ao ampla (onda de entropia), o esquema TDPUS-C3 forneceu resultados
similares aos dos outros esquemas, com exce¢ao dos esquemas dependentes de CF'L (ADBQUICKEST
e ARORA-ROE) que apresentaram uma melhor aproximacao na regiao de entropia.

As Figs. 5.18 e 5.19 (essa tultima mostrando amplia¢oes de algumas regides da primeira) mostram
a solucao numeérica para a densidade no problema de Shu-Osher com o esquema TDPUS-C3 em
varias malhas. Vé-se claramente que, em todas as regioes do dominio, houve convergéncia do método
numérico global para uma solugdo muito préxima da de referéncia.

O Teste 11, uma interagao complexa de ondas de choque (também conhecido como problema ou
tubo de choque de Woodward e Colella (1984)), é um problema desafiador para os métodos numeéricos
uma vez que hé efeitos nao lineares acentuados; estes sendo devido a interacdo de ondas de choque,

rarefacao e descontinuidades de contato (veja, por exemplo, Greenough e Rider (2004)). No tempo ¢t = 0
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Figura 5.17: Teste 10: comparacao das solugoes numéricas da densidade p para o problema de
Shu-Osher com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t = 1.8, N = 500
e CFL=0.5.

Figura 5.18: Teste 10: evolucdo espacial das solugdes numéricas da densidade p para o problema
de Shu-Osher com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t = 1.8,
N =500e CFL =0.5.
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Figura 5.19: Teste 10: solugdes numéricas da densidade p para o problema de Shu-Osher nas regioes
N-wave, transition to N waves (TN), entropy wave EW e near field (NF). Ampliagoes da Fig. 5.18.



Capitulo 5 Resultados numéricos para sistemas hiperbélicos 1D e 2D

dois diafragmas sao rompidos e dois choques sao dirigidos ao centro do tubo; rarefacées sao também
direcionadas as extremidades do tubo. Objetiva-se neste teste simular com o esquema TDPUS-C3 a
interacao entre varios tipos de ondas. Os resultados apresentados a seguir sao para a densidade p e a
componente u; da velocidade no dominio [0,1]. A simulagdo computacional foi rodada numa malha
de N = 500 células computacionais, nimero de Courant CF'L = 0.5 e a constante do calor especifico

v = 1.4. O tempo final de simulagao foi de t = 0.038. As condigbes iniciais adotadas foram

p=1 u;=0; p=1000; 0 <z <0.1;
p=1, u;=0; p=0.01; 0.1<zx<0.9; (5.7)
p=1, u; =0; p=100; 09<zx<1.

Condigoes refletivas foram impostas no contorno. A solugao de referéncia, calculada com o método de
Godunov com termo de corre¢ao e o limitador de fluxo MC (van Leer, 1974) , foi obtida numa malha
de N = 2000 células computacionais a numero de Courant CFL = 0.5. Uma comparacao entre os
esquemas estudados e a solucao de referéncia esta apresentada na Fig. 5.20, mostrando que os esquemas
dependentes do CFL (ADBQUICKEST e ARORA-ROE) fornecem, no geral, os melhores resultados.
O esquema TDPUS-C3 forneceu, praticamente, a mesma solu¢ao na regiao de extremo (pico 1); e no
pico 2 ele se comportou um pouco pior que ADBQUICKEST e ARORA-ROE. Os esquemas CUBISTA
e TOPUS forneceram bons resultados na regidao do pico 1 e resultados inferiores na regiao do pico 2,
com o CUBISTA um pouco melhor. Nas outras regides, todos os esquemas comportaram-se de maneira
semelhante. A Fig. 5.21 mostra as solugdes numéricas dos esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1
e TOPUS. Observa-se que nos picos o TDPUS-C3 foi inferior aos esquemas EPUS e SDPUS-C1,
sendo o esquema TOPUS o que pior simulou o problema nessas regioes. Nas outras regides todos os
esquemas apresentaram resultados similares.

As Figs. 5.22 e 5.23 apresentam comparagoes entre os perfis transientes da densidade p e da
componente u; do campo de velocidades obtidas com os esquemas TDPUS-C3 e SUPERBEE e
a solugao de referéncia. O esquema SUPERBEE foi selecionado nesta comparagao devido ao seu
bom desempenho em pontos extremos (menos difusivo) Roe (1985); também, segundo Hirsch (2007)
e Karabasov e Golovizin (2012), este esquema apresenta excelentes propriedades de resolugao em
descontinuidades em movimento. Como pode ser visto por na Fig. 5.22, a colisdo dos choques no
tempo t = 0.028 produz um pico de densidade estreito, acentuado e de dificil captura; esse efeito
foi simulado com ambos os esquemas TDPUS-C3 e SUPERBEE. Em particular, resultados tedricos
(ver, por exemplo, The Center for Astrophysical Thermonuclear Flashes (2001)) apontam que o pico
de densidade tem de ser um pouco menor que 30; o pico calculado com o esquema TDPUS-C3 ¢é
~ 13.04 e o com SUPERBEE é = 12.1. Isto indica que se conseguiu uma melhor aproximag¢ao com o
uso do esquema TDPUS-C3.
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0--0 TDPUS-C3

o--8 ADBQUICKEST
6} +--+ ARORA-ROE
CUBISTA
x--x TOPUS

— Referéncia

0.6 0.8

Figura 5.20: Teste 11: comparagdo das solugdes numéricas da densidade p para o problema de
Woodward-Colella obtidas com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS.
t=0.038, N =500e CFL =0.5.

7 T
0--© TDPUS-C3
A4 EPUS

6} SDPUS-C1
x--x TOPUS

—— Referéncia

pico 2

0.6 0.8

Figura 5.21: Teste 11: comparagdo das solugdes numéricas da densidade p para o problema de
Woodward-Colella com TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. ¢t = 0.0038, N =500e CFL = 0.5.
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Figura 5.22: Teste 11: problema de Woodward-Colella. Evolugao temporal da densidade p e veloci-
dade u; das solugoes numéricas obtidas com TDPUS-C3 e SUPERBEE. N =500 e CFL = 0.5.
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Figura 5.23: Teste 11: problema de Woodward-Colella. Evolugao temporal da densidade p e veloci-

T

dade u; obtidas com TDPUS-C3 e SUPERBEE. N =500 e CFL = 0.5.
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O Teste 12, um teste 2D nao linear, tem como objetivo acessar a ordem de convergéncia observada
dos métodos numéricos equipados com os esquemas upwind. A simulag¢do computacional foi executada
em varias malhas (20 x 20, 40 x 40, 80 x 80, 160 x 160 e 320 x 320 células computacionais) no dominio
[0,2] x [0, 2], nimero de Courant C'F'L = 0.475, tempo final de simulagao ¢ = 2, e a constante do calor

especifico v = 1.4. As condi¢Oes iniciais consideradas neste teste sao

(
p(x,y,0) =1+ 0.2sin(m(xz + y)));
Uy (fL’, Y, 0) - 077

(5.8)
UQ(JT, Y, 0) = 037
p(z,y,0) = L.
As condicoes de contorno implementadas foram periddicas.
A solugao exata (transiente) do problema (ver Qiu e Shu (2003)) é dada por
plz,y,t) =1+ 02sin(n(z + y — (ug + uz)t)));
ui(z,y,0) = 0.7,
1(2,y,0) (5.9)
’U,Q(IL', Y, 0) = 037
p(z,y,0) = 1.

Apresentam-se nas Tabs. 5.10 e 5.11 os erros e as ordens de convergéncia observadas nas normas
L, e Ly, para a densidade p. Como pode ser visto por essas tabelas, o método numérico global
equipado com o esquema TDPUS-C3 atingiu praticamente a mesma ordem (local) de precisao que os
outros métodos, indicando que, neste problema nao linear, o novo esquema nao é inferior aos esquemas

disponiveis na literatura.
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Tabela 5.10: Teste 12: teste de convergéncia da densidade p para as equagdes nao lineares de Euler
2D com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma Li. t =2 e

CFL = 0.475.

TDPUS-C3

ADBQUICKEST

ARORA-ROE

CUBISTA

TOPUS

Malha

L1 q

Ly

q

L1 q

L

q

L

q

20 x 20
40 x 40
80 x 80

9.03E — 03
2.13F — 03 2.08
517E — 04 2.04

160 x 160 1.27FE — 04 2.02
320 x 320 3.16E — 05 2.01

1.33E — 02
3.35F — 03
8.39F — 04
2.10E — 04
5.26F — 05

1.99
1.99
2.00
2.00

8.57TE — 03
2.08£ — 03 2.05
5.10F — 04 2.03
1.26E — 04 2.01
3.14E - 05 2.01

8.92E — 03

9.53E — 03

2.12E — 03 2.07 2.24FE —03
5.18E — 04 2.04 531E —04
1.27E —04 2.02 1.29FE —04
3.16E — 05 2.01 3.18E —05

2.09
2.07
2.04
2.02

Tabela 5.11: Teste 12: teste de convergéncia da densidade p para as equacoes nao lineares de Euler
2D com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma, Ls.. t =2 e

CFL = 0.475.

TDPUS-C3

ADBQUICKEST

ARORA-ROE

CUBISTA

TOPUS

Malha

Lo q

L

q

Lo q

L

q

L

q

20 x 20
40 x 40
80 x 80

160 x 160 7.96E — 03
320 x 320 3.95FE — 03

1.05
1.04
1.02
1.01

6.88E — 02
3.32E — 02
1.61E — 02

9.11E — 02
4.86E — 02
2.51FE — 02
1.28E — 02
6.51F — 03

0.91
0.96
0.97
0.98

6.12E — 02
3.09E — 02 0.99
1.56E — 02 0.99
7.82E —03 0.99
3.92FE — 03 1.00

7.06E — 02
3.29FE — 02
1.61E — 02
7.96F — 03
3.95E — 03

1.10
1.03
1.02
1.01

8.046E — 02
3.40F — 02
1.61E — 02
7.96F — 03
3.95F — 03

1.24
1.08
1.02
1.01
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O Teste 13, conhecido como double Mach reflection-DMR, (Woodward e Colella, 1984), consiste
em uma onda de choque (a Mach 10) que se desloca horizontalmente e incide numa rampa inclinada
com angulo de 60°. Devido & presenca de estruturas complexas (estacionirias e ndo estacionarias) o
problema, além de apresentar um desafio para métodos numéricos, tem sido utilizado com frequéncia
na literatura (ver, por exemplo, Toro e Titarev (2006), Cockburn e Shu (2001), Qiu e Shu (2003), Shi
et al. (2003), Zahran (2008) e Castro et al. (2011)) como um caso teste para investigar a influéncia de
duas caracteristicas importantes dos esquemas convectivos de alta resolugao, a saber: (i) minimizacao
de erros de truncamento temporal; e (ii) minimizagao de viscosidade numérica (dissipacao). A Fig.
5.24 ilustra a dissipagao introduzida nos calculos com o uso dos esquemas ADBQUICKEST (mais
dissipativo) e WENO5-LW4 de Qiu e Shu (2003)(menos dissipativo).

ADBQUICKEST

> 0.5

0
WENO5-LW4

1

> 05F

0

Figura 5.24: Teste 13: solugoes numéricas da densidade p para o problema DMR, com ADBQUICK-
EST na malha uniforme dx = 1/400 e WENO5-LW4 (tomado de Qiu e Shu (2003)) dz = 1/479 no
tempo ¢ = 0.2. 30 linhas de contorno de p = 1.5 até p = 22.97. (z,y) € [0,4] x [0, 1].

Na simulacao deste teste foram utilizadas trés malhas (400 x 100, 800 x 200 e 1600 x 400) no dominio
[0, 4] x [0,1], nimero de Courant CFL = 0.6, tempo final de simulagao ¢t = 0.2, e a constante do calor

especifico v = 1.4. As condi¢Oes iniciais adotadas foram

(8,8.25 - cos §,—8.25 - sin §,116.5), = < xq+ %;

(5.10)
(1.4,0,0,1.0), x> @+ 4,

(p’u’v?p) =
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com xzg = %. As condigoes de contorno sdo como segue: na entrada (x = 0), as varidveis de es-
tado sdo prescritas como (p,uy,us,p)’ = (8,8.25(:08%,—8.25sin%,116.5)T; na safida (x = 4), ex-
trapolacdo de ordem zero é imposta; na parede inferior, para 0 < z < zg impde-se (p, uy,us,p)’ =
(8,8.25cos §, —8.25sin g, 116.5)T e para 2 < = < 4 condicdes refletivas; na parede superior admite-se

que o escoamento nao interage com o choque de forma que as condi¢oes impostas sao

(8,8.25cos &, —8.25sin §,116.5), 0 <z < s(t);

(5.11)
(1.4,0,0,1.0), s(t) <z <4,

(p,u,v,p) =

onde s(t) ¢ dada por s(t) = zo + (1 +20t)/v/3. As solucdes numéricas para o problema (na regiio
critica do dominio) obtidas com os esquemas upwind usando Euler explicito para a marcha no tempo
estao mostradas nas Figs. 5.25 e 5.26. Para comparacgoes, a Fig. 5.27 mostra a solugdo numérica
numa malha de 3840 x 960 células computacionais obtida com o esquema WENOS5 de Shi et al. (2003)
usando um método de Runge-Kutta de terceira ordem TVD para a marcha no tempo, e a obtida com
o esquema SUPERBEE numa malha 800 x 200 células computacionais. E importante comentar que
esta apresentou de instabilidade numérica na malha de 1600 x 400 células.

Com base nas Figs. 5.25 e 5.26, mais a Fig. 5.27 mostrando comparagodes, no geral, pode-se
classificar com respeito & introdugao de dissipacao os esquemas estudados na seguinte ordem (do que
introduz mais viscosidade numérica para o que introduz menos): ADBQUICKEST, ARORA-ROE,
CUBISTA, TOPUS e TDPUS-C3. Em particular, o esquema CUBISTA na malha mais fina (1600 x
400) introduziu mais “ruidos”, em comparagdo com os demais esquemas. A solucdo obtida com o
esquema TDPUS-C3, nas malhas 800 x 200 e 1600 x 400, contempla mais estruturas vorticais de
escalas médias que os outros esquemas, quando comparada a soluc¢ao de referéncia com WENO5. Além
disso, a solucao com o esquema TDPUS-C3 na malha 800 x 200 é comparavel com a solugao obtida
com o TOPUS na malha mais fina. E importante destacar neste ponto que: (i) o esquema TDPUS-C3,
mesmo combinado com Godunov de primeira ordem no tempo, captura algumas estruturas (vorticais)
complexas no problema double Mach reflection, da mesma forma como faz o esquema WENO5 que
tem terceira ordem no tempo e quinta ordem no espago; e (ii) as estruturas transientes (aquelas entre
22 <x<3e0<y<0.5) fornecidas pelos esquemas estudados (com exce¢ao do ADBQUICKEST
e ARORA-ROE) apareceram porque o método de Godunov tem a particularidade de avancar mais o
choque (ver Woodward e Colella (1984)).
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TDPUS-C3
5z =1/100 5z = 1/200 Sz = 1/400
0.5 0.5 0.5 -
0.4 0.4 0A4\ -
0.3 0.3 0.3
SN =N =N
0.2 0.2 0.2 -
0.1 0.1 0.1 Y ’\?\
2 22 24 26 2.8 3 2 22 24 26 2.8 3 2 22 24 26 28 :
X X X
ADBQUICKEST
5z =1/100 5z = 1/200 Sz = 1/400
0.5 0.5 0.5 /
0.4 0.4 0A4\ ‘}
|
0.3 0.3 0.3 11
> > > |
0.2 0.2 0.2 \
0.1 0.1 0.1 \
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ARORA-ROE
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Figura 5.25: Teste 13: ampliacdo da regiao principal das solugdes numéricas para a densidade p
para o problema DMR com TDPUS-C3, ADBQUICKEST e ARORA-ROE. 30 linhas de contorno de
p = 1.5 até p = 22.97, com malhas uniformes 0z = 1/100, 1/200, 1/400, t = 0.2 e CFL = 0.6.
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CUBISTA
5m=1/100 (5:10:1/200 (5:10:1/400
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4 \ 7 T
0.3 0.3 0.3 \ \t
> > > ¥
0.2 0.2 0.2 % ’\
0.1 0.1 0.1 \
2 22 24 26 28 3 2 22 24 26 28 3 2 22 24 26 28 3
T T x
TOPUS
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0.4 0.4 0,4\
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| ‘/ b
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Figura 5.26: Teste 13: ampliagdo da regido principal das solu¢oes numeéricas para a densidade p
do problema DMR no tempo ¢t = 0.2 calculadas com CUBISTA e TOPUS. 30 linhas de contorno de
p =15 até p = 22.97, com malhas uniformes dz = 1/100, 1/200, 1/400, t = 0.2 e CFL = 0.6.

WENO5 SUPERBEE
dx = 1/960 o5 dx =1/200
0.4 V
0.3
>
0.2
0.1
COMN (¥ il -
2 2.25 2.5 2.75 2 2.2 2.4 T 2.6 2.8 3

Figura 5.27: Teste 13: ampliagéo da regidao principal das solucoes numéricas para a densidade p do
problema DMR no tempo t = 0.2 calculada com SUPERBEE e éz = 1/200 e WENO5 de (Jiang e
Shu, 1996) e dx = 1/960 (Extraido de Shi et al. (2003)). 30 linhas contorno de p = 1.5 até p = 22.97.
t=02eCFL=0.6.
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No Teste 14, investiga-se o desempenho dos esquemas upwind em resolver o problema conhecido
como instabilidades de Rayleigh-Taylor (ver, por exemplo, Chandrasekhar (1961) e Sharp (1984)).
Essa instabilidade ocorre, por exemplo, quando ha superposicao de dois fluidos (um mais pesado e um
mais leve) sob a agdo do campo gravitacional. Perturbacoes iniciais na interface que separa os dois
fluidos s@o amplificadas e tendem a crescer com o tempo levando a formacao de bolhas e espigoes,
cada um dos quais penetrando uns nos outros, seguido do desenvolvimento de uma camada de mistura
complexa. O problema representa um importante teste para cédigos em DFC e, como no problema de
double Mach reflection, pode ser usado para medir a introducao (intrinseca) de dissipa¢ao do método
numeérico (Samtaney e Pullin, 1996). Para a simulacdo deste problema complexo, a interface estd
posicionada em y = % e o fluido mais pesado estd abaixo da interface com densidade ppesqdo = 2 €
o fluido mais leve acima da interface com pjee = 1; a pressao é continua através da interface e uma

perturbagao na componente de velocidade us é injetada. As condigoes iniciais (ver Fig. 5.28) sdo entao

dadas por
(2,0,—0.025¢ - cos(8mz),2y +1), 0<y<3;
(p,u,v,p) = (5.12)
(1,0,—0.025¢ - cos(87z),y + 3), L+ <y<1,
onde ¢ = % é a velocidade do som e v = 5/3.

g
Y
T A
1
p=1
up =0
ug = —0.025¢ cos(8mx)
p=y+3
0.5
p=2
up =0
ug = —0.025¢ cos(8mx)
p=2y+1
»
0 0.25

Figura 5.28: Teste 14: condigoes iniciais do problema das instabilidades de Rayleigh-Taylor.

Os calculos foram feitos no dominio [0, 3] x [0, 1] no tempo final de simulagdo ¢ = 1.95 e a ntimero de

Courant CFL = 0.6. Uma malha de 240 x 960 células computacionais foram usadas nos experimentos
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numéricos. As condicoes de contorno aplicadas sao: condigoes refletivas nas laterais direita e esquerda;
P = Pleve = 1, p = 2.5, u1 = uz = 0 no topo; p = pPpesado = 2, p = 1, u1 = uz = 0 na secao inferior.
A constante gravitacional é tomada como g = 1. Uma vez que nao se conhece uma soluc¢ao analitica
para o problema, compara-se qualitativamente os resultados numéricos com os fornecidos pela litera-
tura (Shi et al., 2003). A Fig. 5.29 mostra a posi¢ao da interface em dois tempos calculada com os
esquemas TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. Também, para com-
paragoes, nesta mesma figura, sdo apresentados os resultados numeéricos com os esquemas SUPERBEE
e WENO5 de Jiang e Shu (1996). Pode ser visto por essa figura que, quando comparado com outros
esquemas (exceto SUPERBEE e WENO3), o esquema TDPUS-C3 fornece o melhor resultado. Os
resultados com ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS sao semelhantes, com o TOPUS um pouco mais
dissipativo. O esquema ADBQUICKEST mostrou ser o mais dissipativo, produzindo o pior resultado.
Em sintese, pode-se inferir que o esquema TDPUS-C3 introduz pouca dissipacao, como fazem os es-
quemas SUPERBEE e WENOS5. Outro ponto importante a ser notado é que o esquema TDPUS-C3
foi implementado com uma marcha no tempo via Euler explicito, ao passo que o WENO5 emprega um
método de Runge-Kutta de terceira ordem de precisao; isto permite concluir que o método de Godunov
com termo de corre¢ao equipado com TDPUS-C3 pode ser visto como uma alternativa para simular
problemas complexos em DFC.

Com o intuito de realizar uma comparacao quantitativa entre os resultados numeéricos fornecidos
com o uso dos esquemas upwind, apresenta-se na Fig. 5.30 a energia cinética e, = %[,o(ul2 + u2?)] ao
longo da reta y = 4x obtida com todos os esquemas no tempo t = 1.95. Esses dados quantificam os
observados nos resultados da Fig. 5.29.

Na Fig. 5.31 apresentam-se a posicao da interface dos esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1
e TOPUS nos tempos t = 1.365 e 1.95. Observa-se a partir dessas figuras que o esquema TDPUS-C3
apresenta menos dissipagdo que os outros esquemas. Conclui-se que o TDPUS-C3 é superior para
este tipo de problema apresentando fortes estruturas vorticais com relacdo aos esquemas TOPUS,
SDPUS-C1 e EPUS.
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TDPUS-C3 ADBQUICKEST
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Figura 5.29: Teste 14: solugdes numéricas para a densidade p do problema de Rayleigh-Taylor com
TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, TOPUS, SUPERBEE e WENO5 (tomado
de Shi et al. (2003). 0z = 1/960, 15 linhas de contorno com valores de p = 0.952269 até p = 2.14589.
t=195e CFL =0.6.
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Figura 5.30: Teste 14: Instabilidades de Rayleigh-Taylor. Perfil da energia cinética em y = 4z no
tempo ¢t = 1.95 obtidos com TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, TOPUS e

02 0.25

01

SUPERBEE. A direita apresenta-se a ampliaciao do perfil estudado.
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Figura 5.31: Teste 14: solugoes numéricas para a densidade p do problema das instabilidades de
Rayleigh-Taylor com TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. 6z = 1/960, 15 linhas de contorno
com valores de p = 0.952269 até p = 2.14589. t =1.95 e CFL = 0.6.
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5.3.3 Equacdes da magnetohidrodinamica

A interacdo de um plasma com um campo magnético, a qual produz choques e estruturas vorticais
complexas, é simulada nesta secao. Essa interagao é modelada pelas equacoes da magnetohidrodiné-

mica (MHD) dadas pela Eq. (3.1) com variaveis de estado e fun¢oes fluxo

(
u = (p, pu1, pua, pus, By, B2, B, E)T;

f(u) = (pur, pui® + p* — 0.5B12, pujus — By B, puyuz — By Bs, 0, Byuy — Bius,

Bsuy — Bsug, (E + p¥)u; — (u - B)B)"; (5.13)
g(u) = (pug, puyuy — By By, pus® + p* — 0.5B32, puyuz + B1 B3, Bius — Bauy,

0,u2B3 — u3Ba, (E + p*)ug — (u - B)Ba)T.

A quantidade usz é a componente de velocidade na dire¢ao z e B = (Bj, Bo, Bg)T representa o campo
magnético. A energia total ¢ dada por E = 1(plu® + |BJ?) + % e px = p+ 0.5|BJ? ¢ a pressido
total. As outras quantidades foram definidas previamente. Adicionalmente, o campo magnético deve
satisfazer a restrigao de divergéncia livre V-B = 0 (ver, por exemplo, Evans e Hawley (1988)). Quando
comparadas as equagoes de Navier-Stokes, as equacoes da magnetohidrodindmica sdo mais complexas
desde que elas sdo propensas ao aparecimento de uma familia de ondas que se propagam em diferentes
velocidades e de maneira caotica. Dois experimentos numéricos foram realizados: um no caso 1D

(Teste 15) e um no caso 2D (Teste 16).

Para o Teste 15, conhecido como problema de Brio e Wu (1988), os célculos foram feitos no
dominio [—1, 1], no tempo final de simulagdo 0.2 e ao numero de Courant CF'L = 0.8. Uma malha de
800 células computacionais foi usada no experimento. As condigdes inicias sdo as mesmas adotadas
em Brio e Wu (1988) e Barmin et al. (1996) e sao definidas por

(o111, g, ws, By, Bo. Ba.p) = (1,0,0,0,0.75,1,0, )T, z <0, (5.14)
. (0.125,0,0,0,0.75, —1,0,0.1)T, z > 0,

com v = 2. As condigbes de contorno aplicadas sdo tipo extrapolagao de ordem zero. Uma vez que nao
se conhece uma solucao analitica para o problema, compara-se os resultados numéricos com a solucao
de referéncia calculada numa malha de 10000 células computacionais usando-se o método de Godunov
com termo de corre¢ao e o limitador de fluxo MC (van Leer, 1974). Na Fig. 5.32 estao representadas
as solugoes numéricas (com o esquema TDPUS-C3) e de referéncia para a densidade no problema de
Brio-Wu, onde pode ser visto que, no global, o esquema TDPUS-C3 conseguiu capturar com sucesso

todas as ondas e descontinuidades.

O Teste 16, conhecido como problema de Orszag e Tang (1979), possui caracteristicas significa-
tivas da turbuléncia em magnetohidrodindmica e tem sido considerado um problema desafiador na
literatura especializada (ver, por exemplo, Dahlburg e Picone (1989), Jiang e Wu (1999) ou Balbés
et al. (2004)) para estimar a precisao local de um esquema upwind de alta resolucao. Para a simulacao

deste problema complexo, o dominio computacional é definido como [0, 27] x [0, 27] com condigbes de
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1.2

0.8}

|| CD 0--0 TDPUS-C3
G — Referencia

0.41

0.2f

%5 2025 0 0.25 0.5
X

Figura 5.32: Teste 15: solugdes numéricas da densidade p do problema da MHD 1D com TDPUS-C3.
t =02, N =800 e CFL = 0.8. Onda de rarefagdo (FR), onda composta (CW), descontinuidade de
contato (CD) e onda de choque pequena (SS).

fronteira peridédicas e condicoes iniciais dadas por

ui(x,y) = —siny, Uy = sin x, uz = 0; p =2 (5.15)

Bi(z,y) = —siny, By (x,y) = sin 2z, B3 = 0; p=v=25/3. (5.16)

Vérias malhas computacionais foram utilizadas na simulagdo, a saber: 16 x 16, 32 x 32, 64 x 64,
128 x 128 e 256 x 256, a numero de Courant CFL = 0.75 e trés tempos finais (t = 0.25, 0.5 e 3). A
Fig. 5.33, casos (a) e (b), mostra a densidade calculada na malha 256 x 256 e no tempo t = 0.25 com o
esquema TDPUS-C3; o caso (a) ilustra a superficie p = p(x,y, z) global e o caso (b) a projecao desta
no plano zy. Dessa figura pode ser visto os resultados com o esquema TDPUS-C3 sao comparaveis
com resultados da literatura Dahlburg e Picone (1989), Jiang e Wu (1999) e Balbas et al. (2004). A
Fig. 5.34 apresenta uma comparac¢ao dos resultados obtidos com TDPUS-C3 e o esquema centrado
de Balbas et al. (2004) a CFL = 0.4 para o perfil de pressao ao longo da reta y = 0.6257, numa
malha de 128 x 128 células e tempo ¢t = 3. Mais uma vez, essa comparacao confirma que o esquema,
TDPUS-C3 gera resultados comparaveis com o da literatura.

Para finalizar, apresenta-se na Tab. 5.12 os erros e ordens de convergéncia observadas, na norma L1,
para todos os esquemas upwind estudados com tempo final de simulacao t = 0.5. Os dados dessa tabela
mostram que todos os esquemas superaram ordem dois, com TDPUS-C3 apresentando ligeiramente

ordem superior
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(a)

Figura 5.33: Teste 16: (a) superficie da densidade p para o problema de Orszag-Tang, (b) densidade
p no plano zy. t = 0.25, 256 x 256 células computacionais e CFL = 0.75. 12 linhas de contorno para
a densidade; vermelho-maior valor (5.278), azul- menor valor (2.176).

0--0 TDPUS-C3
— Babasetal.

0

0 1 2 3 7 5 6
Figura 5.34: Teste 18: perfil da pressdao p ao longo da linha y = 0.6257. t = 3, 128 x 128 células
computacionais e CF'L = 0.75.

Tabela 5.12: Teste 18: teste de convergéncia da densidade p para o problema de Orszag-Tang com
TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L. t =0.5e CFL =
0.75.

TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUS
Malha L, q Ly q Ly q L1 q L1 q
16 x16 1.08£+00 — 108E+00 — 107E+00 — 107E+00 — 1.06E+00 —

32x32 27/E—-01 197 277E—-01 196 446E —01 1.27 274FE —01 197 2.72FE —01 197
64 x64 6.71E—-02 2.05 6.69FE —02 2.05 6.70E —02 2.74 6.65FE —02 2.04 6.60F —02 2.04
128 x 128 1.44F —02 222 144FE —02 222 143E—-02 222 143E—-02 221 143E—-02 2.20
256 x 256 2.39E —03 2.60 2.39FE —03 2.59 2.39F —03 2.59 239F —03 2.58 2.39E —03 2.57
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Capitulo

6

Simulacido de escoamentos

Incompressiveis

Neste capitulo sdo apresentados resultados numeéricos para escoamentos incompressiveis (laminares
e turbulentos) envolvendo superficies livres moveis; ambos fluidos newtonianos e ndo newtonianos
(viscoelastico) sao considerados no estudo. Muitos dos resultados obtidos sao confrontados com dados
tedricos, numéricos e experimentais da literatura especializada. Para a simulacdo computacional foi
utilizado o codigo Freeflow de Castelo et al. (2000) (nas versoes 2D, com simetria radial e 3D) equipado
com o esquema TDPUS-C3 para aproximar os termos nao lineares (4.48)—(4.52) e (4.72)—(4.77).

6.1 Resultados para fluidos newtonianos

Esta secdo é dedicada a avaliacdo do desempenho do esquema TDPUS-C3 em escoamentos lam-
inares 2D e 3D. Para tanto, os seguintes problemas foram considerados: jatos livres (2D e com simetria
radial) sobre uma superficie rigida impermeével, colapso de um bloco de fluido e jatos 3D (circular e

planar) oscilantes.

6.1.1 Jatos livres em regime laminar

Quando um jato livre incide sobre uma superficie rigida impermeével, o fluido espalha em uma fina
camada até que ocorre o fendmeno do siibito aumento em profundidade, conhecido como salto hidraulico
(uma descontinuidade no movimento do fluido). O fenémeno pode ser observado no dia-a-dia, como
por exemplo um jato de dgua incidente sobre a cuba da pia. A Fig. 6.1 (a) mostra o salto hidraulico

circular tridimensional real e a Fig. 6.1 (b) ilustra o fenémeno no caso bidimensional.
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Uo

superficie livre

(b)

Figura 6.1: Jato de fluido incidente sobre uma superficie rigida tomado de Rai et al. (2008) (& esquerda);
ilustracao esquematica (& direita).

O salto hidraulico tem no caso 2D uma solugao analitica para a camada (ou altura) h do fluido

sobre o contorno rigido a qual é dada por Watson (1964) como

Ll/(x—l—l) .
h(z)={ V3 Ql 2’ o= o (6.1)
a+ <3\;§:2)5(x), x < o,

onde a = Lg/2 ¢é o raio do injetor e Q = ma?Uy é a vazdo. Os parametros xg, [ e §(x) sdo dados por

o = (3\/§C(W — C)\/g> aRe; (6.2)

212

- (3\/50(2\/50 — 7r)) aRe:

= (6.3)

9 - 333 v
0% (z) = (72(77 —v3) Uo) , (6.4)

onde ¢ é uma constante que assume o valor de 1.402 (ver Watson (1964)). Para a simulagdo com-
putacional do salto hidraulico no caso 2D foram consideradas as seguintes condi¢oes de contorno: na
entrada perfil reto (Up) e na parede nao escorregamento. Nas regioes de saida do fluido adotam-se as
condigoes homogéneas de Neumann. As condi¢Oes de contorno na superficie livre sao dadas pelas Eqgs.
(4.120) onde o tensor o & dado por (4.3). Os dados empregados na simulacio estao apresentados na
Tab. 6.1.

Na Fig. 6.2 é apresentada uma comparagao entre a solugdo analitica e a solugdo numérica nas
malhas I, IT, TIT e IV obtidas com o uso do esquema TDPUS-C3. Vé-se claramente por essa figura
(incluindo uma ampliagdo na regidao [0.0075,0.0175]) que as solugdes numéricas nas malhas mais finas
(ITT e IV) sdo praticamente idénticas e essas, quando comparadas as solugdes nas malhas grossas I
e II, estao mais proximas da solucdo analitica. Vé-se também que houve convergéncia da solugao

numérica para uma solugdo muito proxima da solugao analitica de Watson. Como ilustragao as Figs.
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Tabela 6.1: Dados da simulacao do jato livre 2D no regime laminar.

e Dominio: 0.1m x 0.025m;

e Raio do injetor: a = 0.002m;

e Malha I : 100 x 25 células computacionais;

e Malha IT : 200 x 50 células computacionais;

e Malha III : 400 x 100 células computacionais;

e Malha TV : 800 x 200 células computacionais;

e Altura do injetor até a superficie rigida: H = 0.019m;

e Escala de comprimento: Ly = 0.004m;

e Escala de velocidade (velocidade de injecio): Uy = 1ms™!;
e Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 0.000002m?s~";
e Numero de Froude: Fr ~ 5.05;

e Nimero de Reynolds: Re = 2000.

6.3-6.5 mostram, na malha IV, a evolucdo da superficie livre do fluido no tempo e os contornos dos
componentes de velocidade u e v, e 0 contorno da pressao p. Em particular, pelo contorno da pressao

mostrado na Fig. 6.5, observa-se que de fato a pressdo maior ocorreu no ponto de impacto.

35} ]
— Malhal — Malhal
— Mahall — Mahall
3t — Madhalll ] — Madhalll
— MahalV — MahalV
— Anadlitica 1.5} — Anadlitica
25}
<3 2 1 <I3
1.5¢ E 1t ]
| S\ S— m
L ~—]
ost T
0.005 0.01 0015 0.02 0.01 0015
X T
a-Re a-Re

Figura 6.2: Comparacao das solu¢bes numéricas em diferentes malhas para o problema do jato livre
2D sobre uma superficie rigida no regime laminar (a); ampliacao da regiao destacada (b).
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1332 0951 0570 0188 0.193 0574 0956 1337
t = 0.05s

1151 0822 0493 0164 0.164 0493 0.822 1151
t =0.15s

Figura 6.3: Contorno da velocidade u para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida.

O salto hidraulico circular foi simulado também em uma geometria cilindrica como ilustrado na Fig.
6.1 (a). Nas simulagoes, inicia-se verificando que o esquema TDPUS-C3 fornece aceitaveis estimativas

para a posicao do salto. As relagdes analiticas para o raio R do salto

2797\ os 16 13

de Brechet e Néda (1999) e de Bohr et al. (1993) dada por
R = Q%/3,-3/84-1/8 (6.6)

foram usadas para comparagoes. O parametro d na Eq. (6.5) é a distancia entre o injetor e a superficie
rigida e assumiu nas simulagoes o valor de 0.03m. As condi¢oes de contorno adotadas neste caso foram:
na entrada perfil reto (Up), no eixo de simetria escorregamento e na parede nao escorregamento. Os

dados empregados na simulagao estao apresentados na Tab. 6.2.

Tabela 6.2: Dados da simulagdo do jato livre 2D no regime laminar em simetria radial.

e Malha I : 200 x 126 células computacionais;

e Malha IT : 400 x 252 células computacionais;

e Malha III : 800 x 504 células computacionais;

e Raio do injetor: a = 0.004m;

e Dominio: 0.05m x 0.0315m;

e Altura do injetor: H = 0.004m;

e Escala de comprimento: Ly = 0.008m;

e Escala de velocidade (velocidade de injecdo): Uy = 0.375ms~!;
e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.000012m?s~;
e Numero de Froude: Fr = 1.3386;

e Numero de Reynolds: Re = 250;

A Tab. 6.3 mostra as estimativas numeéricas do raio do salto hidraulico r obtido nas simulagoes
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1123 0959 0.793 0632 0468 -0.305 0141 0022

113 0959 0795 0632 0468 030 0141 0023
t=0.15s

Figura 6.4: Contorno da velocidade v para o problema de jato livre 2D sobre uma superficie rigida no
regime laminar.

B

0014 0.084 0182 0.280 0378 0476 0574 0672
t = 0.05s

0.014 0.084 0.18 0280 0378 0476 0574 0672

Figura 6.5: Contorno da pressao p para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida.
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numéricas com o esquema TDPUS-C3 e os dados tedricos de Brechet e Néda e Bohr et al.. Observa-se

Tabela 6.3: Estimativas tedricas e numeéricas nas malhas I, IT e III para o raio do salto hidraulico.

Raio tedrico de Brechet e Néda (1999) Estimativas por TDPUS-C3 Raio teoérico de Bohr et al. (1993)
Malha I Malha IT Malha III
0.013 0.019 0.029 0.028 0.059

por essa tabela que, com o cédigo Freeflow equipado com o esquema TDPUS-C3, os valores numéricos
obtidos para o raio do salto estdo entre o limitante inferior devido a Brechet e Néda (1999) e o
limitante superior devido a Bohr et al. (1993); e mais uma estimativa para esse comprimento é =~
0.025, concordando razoavelmente bem com o dado teérico de Brechet e Néda, o qual foi verificado
anteriormente por Hansen et al. (1997).

Uma comparagao foi feita também entre a camada do fluido h, calculada com o esquema TDPUS-C3
nas malhas I, IT e III e a solugdo viscosa de Watson (ver Fig. 6.6). A analise foi feita na regiao
0.2 < (r/a)Re'/3 < 0.8 uma vez que essa analise é valida para 7/a > 1 e a presenca do contorno de
saida de fluido. Observa-se claramente nessa figura que as solugdoes numeéricas sao nao oscilatérias, e
quando a malha é refinada a solucao converge, indicando a convergéncia do método numérico global
para esse escoamento (complexo) com superficie livre. A solugao analitica de Watson é valida somente

num intervalo restrito de r e os resultados apresentados na Fig. 6.6 sdo muito bons neste intervalo.

10
— ViscosaWatson
Mahal
B — Manai
— a
A
wl 3
v—<|\D‘J 6 |
)
~ &
<|3
4 L
2 L
)
O L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

1

LRe™ 3
a

Figura 6.6: Comparagdo entre as solu¢oes numéricas da altura h obtidas com TDPUS-C3 e analitica
para o problema de simetria radial.
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Na Fig. 6.7 apresentam-se, no tempo ¢t = 1.5s visualizagoes, tridimensionais da simulacao numérica,
na malha mais grossa, do salto hidraulico circular obtida com o esquema TDPUS-C3. Observa-se
a partir dessas simulacgoes que o esquema TDPUS-C3 conseguiu capturar qualitativamente bem o
fenémeno fisico salto hidraulico circular e as ondas de superficie nas regioes além da descontinuidade,

ambos mostrado no experimento de Rai et al. (2008) na Fig. 6.1 (a).

Figura 6.7: Ressalto hidraulico circular em distintos angulos simulado pelo esquema TDPUS-C3.
Re = 250, t = 1.5s5 e a malha de 200 x 126.

6.1.2 Colapso de um bloco de fluido em regime laminar

O problema do colapso de um bloco fluido (ou ruptura da barragem) consiste numa coluna de
fluido em equilibrio hidrostético que sob a agao da gravidade colapsa (ver Fig.6.8). O fenomeno foi
estudado experimentalmente por Martin e Moyce (1952), e tem sido usado frequentemente como um
benchmark teste para validar esquemas numéricos para escoamentos com superficies livres moveis (ver,
por exemplo, Kim e Leer (2003), Murrone e Guillard (2008), Nikitin et al. (2011) e Cruchaga et al.
(2007)).

z
0.3m
g
a Z0.05m
v %
0.16m T 5
s
o, T
b = 0.88m /
Tl c=0.1m
Tmax

Y

Figura 6.8: Tlustracao esquemética do colapso de um bloco de fluido.

Apresenta-se a seguir simulacao computacional do problema em regime laminar do colapso uti-
lizando o ambiente Freeflow equipado com o esquema TDPUS-C3. Para tanto, considerou-se um
bloco de fluido de dimensoes a = 0.05m, b = 0.88m e ¢ = 0.1m (ver Fig. 6.8), cujas paredes sao apli-
cadas o deslizamento como condicao de contorno. Os dados adotados nos célculos estao apresentados
na Tab. 6.4.
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Tabela 6.4: Dados da simulacdo do colapso de um bloco de fluido.

e Malha : 150 x 50 x 80 células computacionais;

e Dominio: 0.3m x 0.1m x 0.16m;

e Escala de comprimento: Lo = 0.1m;

e Escala de velocidade: Uy = /gLg = 0.9905ms!;

e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.000001m?s~;
e Numero de Froude: Fr ~ 1.0;

e Numero de Reynolds: Re ~ 99045.

Os resultados numéricos extraidos no plano xz (na posigao y = 0.05) da evolucao do espalhamento
horizontal 2,4, /a contra t\/m (ver Fig. 6.8) obtidos com TDPUS-C3 estao apresentados na Fig.
6.9. Essa mesma figura contém os dados numeéricos obtidos com o esquema TOPUS de Ferreira et al.
(2012), com os métodos BEM, Level Set e SPH, com a solugdo tedrica de Ritter (1982), e dados
experimentais de Martin e Moyce (1952) (ver Colagrossi e Landrini (2003)). Vé-se por essa figura que
os dados numeéricos obtidos com TDPUS-C3 estao em boa concordancia com aqueles mencionados
anteriormente. A evolucao da superficie livre do fluido bem como os contornos de u, w e p nos tempos
t = 0.05s, 0.1s, 0.15s e 0.2s estao mostrados nas Figs. 6.10-6.12.

’ /
A 4
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/

3t A"‘/‘ /
| & v 7/
\ A !
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‘\
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3
\
8
3
$ v
2' f/
Vs v, oo TDPUS
1, 7 %--x TOPUS
-~ i — Sol. Num. BEM
f v Sol. Num. Level Set
“(A v // — - Sol. Teor. Ritter
s A Sol. Num. SPH
1»&*"‘)‘ v s v Exp. Martin e Moyce |
. Z . . .
0 0.5 1 15 2

t\/2g/a

Figura 6.9: Solugoes numéricas para o espalhamento horizontal, x4, , obtidas com TDPUS-C3 para
o problema do colapso de um bloco de fluido 3D no regime laminar.
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t = 0.05s

0000 0022 0245 0367 0439 0611 074 085

t =0.15s

0000 0183 0366 0550 0733 0916 1088 1283

t=0.1s

0005 0158 0323 0488 0652 0816 0980 1144

t=0.2s

0.000 018 X ! . .93 1.305

Figura 6.10: Contorno da velocidade u para o problema do colapso de um bloco de fluido 3D no regime

laminar com TDPUS-C3.

t = 0.05s

0475 0404 0332 0261 0080 08 0047 0025

t =0.15s

Q241 0202 0183 0123 0084 0045 0006 0033

t=0.1s

0300 0256 0204 0052 0000 0048 0005 0097

t=0.2s

Q105 0064 Q13 0102 D0 0041 Q010 00

Figura 6.11: Contorno da velocidade w para o problema do colapso de um bloco de fluido 3D no regime

laminar com TDPUS-C3.
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t = 0.05s L= O1s

= N

‘ :
0000 0062 01 0188

I ! - : I I
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Figura 6.12: Contorno da pressao p para o problema do colapso de um bloco de fluido 3D no regime
laminar com TDPUS-C3.

6.1.3 Jatos livres 3D a baixos valores do nimero de Reynolds

As simulagoes tridimensionais apresentadas a seguir tém como proposito mostrar que, muito embora
o esquema TDPUS-C3 tenha sido planejado para problemas a altos valores do nimero de Reynolds,
ele pode simular com sucesso escoamentos a baixos valores do numero de Reynolds. O problema
escolhido foi o de um jato (cilindrico ou planar) altamente viscoso incidindo sobre uma superficie
rigida impermeédvel a uma altura H, em que sob certas condigbes o jato ao atingir a superficie rigida
apresenta o fenomeno (fisico) de dobras. Esse fenomeno esta ilustrado na Fig. 6.13. Desprezando os
efeitos da tensdo superficial, ha cinco trabalhos principais, isto é Cruickshank (1980), Cruickshank e
Munson (1981, 1982), Cruickshank (1988) e Mahadevan et al. (1998), onde os autores mostram via
métodos tedricos e experimentais que o fendémeno de dobras em jatos circulares de fluidos viscosos
surge devido a dois valores criticos: (i) a razdo de aspecto H/d que deve ser maior que um valor de
razao de aspecto critico (H/d). = 7, onde d o didmetro do injetor; e (ii) o numero de Reynolds que
deve ser menor que o valor critico Re. = 1.2. Fazendo o uso do ambiente Freeflow 3D equipado com o
esquema TDPUS-C3, trés testes foram realizados para prever o fendémeno de dobras, sendo dois deles
usando didmetros diferentes para o injetor, Teste 1 e Teste 2; e um, o Teste 3, para o caso do jato
planar. A geometria empregada nos Teste 1 e Teste 2 esta mostrada na Fig 6.14 (a), e a geometria
para o Teste 3 estd mostrada na 6.14 (b). A condic¢ao de contorno adotada nas superficies rigidas foi

a de nao deslizamento em todos os testes.

Para o Teste 1 o didmetro do injetor foi tomado como d = 0.04m e a razao de aspecto critica como
H/d = 1m/0.04m = 25; dados esses satisfazendo as condigoes de Cruickshank. Os dados adotados

para este teste estao apresentados na Tab. 6.5.
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(3) o @

Figura 6.13: Estruturas dos jatos oscilantes viscosos segundo Cruickshank e Munson (1981). (a) Jato
estavel, sem oscilagoes; (b) jato com oscilagbes que surgem na altura critica; (c¢) jato axisimétrico
oscilante; (d) jato planar oscilante. @ é a vazao e w a frequéncia das oscilagoes do jato.

Figura 6.14: Geometria para o problema do jato circular (a) e planar (b).
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Tabela 6.5: Dados da simulacao do jato circular oscilante. Teste 1.

e Malha : 100 x 100 x 123 células computacionais;
e Dominio: 1m x 1m x 1.23m;

e Diametro do injetor: d = 0.04m;

e Altura do injetor: h; = 0.2m;

e Escala de comprimento: Ly = 2d = 0.08m;
1.

)

e Escala de velocidade: Uy = 1ms™
e Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 0.278m?s™!;
e Numero de Froude: Fr =~ 1.13;

e Numero de Reynolds: Re =~ 0.288.

A Fig.6.15 mostra a comparacao qualitativa entre a solu¢do numeérica em varios tempos e a experi-
mental dada por Nobrega et al. (2007). Como pode ser visto por essa comparagao, a solugao numérica
reproduziu o fendémeno de dobras mostrado no experimento. Entretanto, vé-se claramente que o resul-
tado numérico nao correspondeu fielmente o experimento fisico. Para corrigir esse defeito na simulagao
computacional aumentou-se o raio do injetor. O Teste 2, refletindo essa alteracao, foi simulado com
diametro do injetor tomado como d = 0.08m; a razdo de aspecto H/d = 1m/0.08m = 12.5 neste caso
continua sendo maior que a razao de aspecto critica (H/d).. Os dados adotados para este teste estao

apresentados na Tab. 6.6.

Tabela 6.6: Dados da simulacao do jato circular oscilante. Teste 2.

e Malha : 50 x 50 x 63 células computacionais;
e Dominio: 1m x 1Im x 1.26m;

e Didmetro do injetor: d = 0.08m;

e Altura do injetor: h; = 0.2m;

e Escala de comprimento: Ly = d = 0.08m;

e Escala de velocidade: Uy = 1ms™;

e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.278m?s™!;
e Numero de Froude: Fr ~ 1.13;

e Niimero de Reynolds: Re =~ 0.288.

A Fig. 6.16 mostra a superficie livre do fluido no Teste 2 (novo didmetro para o injetor), onde
pode-se ver que o fendmeno de dobras (e a propria simulagao) estd mais consistente com os experimentos
de Nobrega et al. (2007). Para simples ilustracao, a Fig. 6.17 mostra no tempo ¢ = 8s 0s contornos
dos componentes de velocidade u e v e o campo de pressao p.

Para o Teste 3, isto é para caso do jato planar ilustrado na Fig. 6.14 (b), os experimentos de
Cruickshank e Munson (1981) e Cruickshank (1988) sugerem que as instabilidades fisicas em escoa-
mentos viscosos (ou o fenomeno de dobras) provavelmente ocorrerd quando Re < 0.56 e a razao de
aspecto (H/dy). > 9.4247779608 ~ 37, onde d; é a largura do injetor (ver Fig. 6.14 (b)). Na simulagao
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apresentada a seguir, a razao de aspecto considerada foi H/d; = 1.065m/0.02m = 53.25 e o niumero
de Reynolds como Re = Upd/v =~ 0.72; os restantes dos dados para este teste estdo apresentados na
Tab. 6.7.

Tabela 6.7: Dados da simulacao do jato circular oscilante. Teste 3.

e Malha : 146 x 66 x 213 células computacionais;
e Dominio: 0.73m x 0.33m x 1.065m;

e Comprimento do injetor: d = 0.2m;

e Largura do injetor: d; = 0.02m;

e Altura do injetor: h; = 0.05m;

e Escala de comprimento: Ly = d = 0.2m;

e Escala de velocidade: Uy = 1ms™;

e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.278m?s™!;
e Numero de Froude: Fr ~ 0.71;

e Nimero de Reynolds: Re =~ 0.72.

A Fig. 6.18 apresenta a simula¢ao computacional do Teste 3, mostrando a superficie livre do fluido
em diferentes tempos. E como mostrado nesta figura, muito embora as condi¢oes para instabilidade de
Cruickshank e Munson (1981) e Cruickshank (1988) nao sao (completamente) satisfeitas, a simulagao
tridimensional com o esquema TDPUS-C3 apresentou o fendmeno de dobras, mostrando estar em
perfeita concordancia com os resultados de Majmudar et al. (2010). Para simples ilustragio, a Fig.
6.20 mostra os contornos dos componentes de velocidade u, v, w e o campo de pressao p no tempo
t=1.2s.
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t = 2.8s

t =9.4s

Figura 6.15: Evolugao temporal do jato circular oscilante. Comparagao dos dados experimentais (a)
com os numéricos (b) (vista plano zyz) e (c) (vista frontal). Teste 1.
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t=7Ts t=8s t=09s

Figura 6.16: Evolucao temporal do jato circular oscilante. Teste 2.
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0576 0482 , . X 0018 0075 0576 0483 0. . , X
Velocidade u Velocidade v

Q018 0.0

-1.316 0681 155 0991 1826 2662 3497 4333

Pressao p

Figura 6.17: Contorno da velocidade u, v e da pressao p do jato circular oscilante, t = 8s. Teste 2
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Figura 6.18: Evolucdo temporal do jato planar oscilante com TDPUS-C3. A esquerda superficie no
plano xyz e & direita vista frontal.
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t =0.8s

-

ééég
o
-
.
.
-
.

e

S

@ =

G
e
e
e
S
S
e
e -

B
B
B
9®®®®®®®®

A

L
s

s
L

t=1.2s

]
.
.
.
]
]
.
-

e

B
Eoa

6%???9@@@@@@@@@@9@

%%%
e
.
o
@@%
e
e
B
o
o
.
E
o

Figura 6.19: Evolucdo temporal do jato planar oscilante com TDPUS-C3. A esquerda superficie no
plano zyz e & direita vista frontal.
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437 02 0124 28 0.068 0.164 0.260 0356 1973 1890 1406 1022 0833 0555 D271 003

Velocidade em w Velocidade w

1883 0205 1203 2381 4469 6.057 7645 9233

Pressao p

Figura 6.20: Contornos das velocidades u, w e a pressdao p do jato planar oscilante. ¢t = 1.2s.
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6.1.4 Jatos livres 2D e 3D no regime turbulento

O novo esquema TDPUS-C3 é avaliado agora na simulagdo de jatos livres sobre superficies im-
permeaveis (ver Fig. 6.1 (b)) no regime turbulento. O problema fisico considerado é o salto hidraulico
circular em ambos os casos 2D e 3D. Para a simulacao computacional desses problemas complexos
os modelos k — ¢ padrao (Launder e Spalding, 1974) e RNG k — ¢ (Yakhot e Orszag, 1986), ambos
associados com o esquema TDPUS-C3 para as nao linearidades, foram implementados no ambiente
de simulagao Freeflow (2D e 3D). Junto ao contorno rigido, isto é na primeira camada de células com-
putacionais, adotou-se as leis de parede descritas na se¢ao 4.4.2.3. Para os outros contornos (superficie
livre e saida de fluido) aplicaram-se as mesmas equagoes como no caso do problema em regime laminar,
considerando o tensor o correspondente (ver Eq. 4.120). No caso 2D, os dados adotados nas simulagoes

estao apresentados na Tab. 6.8.

Tabela 6.8: Dados da simulacao do jato livre 2D no regime turbulento.

e Malha I : 200 x 50 células computacionais;

e Malha IT : 400 x 100 células computacionais;
e Malha IIT : 800 x 200 células computacionais;
e Raio do injetor: a = 0.005m;

e Dominio: 0.2m x 0.05m;

e Escala de comprimento: Ly = 2a = 0.01m;

e Escala de velocidade: Uy = 1ms™!;

e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.000002m?s~";
e Numero de Froude: Fr ~ 3.19;

e Nimero de Reynolds: Re = 50000.

Da mesma forma como no caso do salto hidraulico em regime laminar, o problema no regime
turbulento tem solugao analitica dada por Watson (1964) para a altura h de fluido acima do contorno

rigido

1(7A)1/4 1/4

h(z) = 800 4 Q (6.7)
a+ <1—%> o(z), x < X0,
320094 —2) 1
g = maRe / 5 (68)
160(1 — 24) 1,4
= o e’ (6.9)
81 4/5 1 av\ Y/°
S /5 22 4/5.
d(z) <320(9A—2)) 7 k:(Q) ;s (6.10)
A=0239; k=0.26. (6.11)

A Fig. 6.21 mostra a comparagao entre as solu¢oes numéricas nas malhas I, IT e III obtidas com o
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modelo k — ¢ padrao associado ao TDPUS-C3 e a solucao analitica de Watson. Como pode ser visto,
as solugoes numéricas nas malhas estao em boa concordancia com a solucao analitica; em particular,
a solugdo numérica na malha III esta bastante proxima da solugdo de Watson no intervalo [0.45,0.6].
A Fig. 6.22 mostra a mesma comparagao apresentada na Fig. 6.21, s6 que com o modelo RNG k — ¢
no lugar do k — ¢ padrao, onde pode-se notar que houve também uma boa concordincia com a solugao
analitica de Watson. A Fig. 6.23 mostra a comparacao entre as solucoes obtidas com os modelos de
turbuléncia k — ¢ padrdo e o modelo RNG k — € na malha [. Vé-se claramente por essa figura que
a solugdo numérica obtida com o modelo k — € padrao estd mais proxima da solucao analitica que a
obtida com o modelo RNG k — €.

1.75
3.5 1
— Malhal — Malhal
— Malhall — Malhall
3l — Malhalll ] — Malhalll
— Analitica — Analitica
1.5¢
2.5f
=R S
< 5] =)
<|K& 2 <[k
50\
1F —
1}
0.5¢
0.3 0.6 0.9 12 15 0.3 0.4 0.5 0.6
% X R€_1/4 % . R€_1/4

(a) (b)

Figura 6.21: Comparacao entre as solugdes numéricas e analitica para o problema do jato livre 2D sobre
uma superficie rigida no modelo x — & padrao associado ao TDPUS-C3 (a) a esquerda; ampliacao da
regiao destacada na Fig. (a), a direita.

As Figs. 6.24-6.26 e 6.27-6.29 ilustram os contornos dos componentes da velocidade u, v, w e
o campo de pressao p, em diferentes tempos, obtidos com os modelos k — ¢ padrao e RNG k — ¢,
respectivamente. Observa-se que o fluido espalha mais quando o modelo RNG x — ¢ é utilizado na
simulagdo; isso é uma indicagdo de que a modelagem RNG k — ¢ - TDPUS-C3, aplicada a esse

problema, introduz menos viscosidade numérica.
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Figura 6.22: Comparacao entre as solu¢oes numéricas e analitica para o problema do jato livre 2D
sobre uma superficie rigida impermeavel no modelo RNG k — ¢ associado ao TDPUS-C3, & esquerda;
ampliacao da regiao destacada na Fig. (a), a direita.

69O RNG Kk — ¢
¢— Kk — ¢ padrio
11}k — Analitica
S| N
208 o
<[ 1feses
Peosgeg,
09}
0.6 0.7 0.8 0.9
Z.Re /4

Figura 6.23: Comparacao entre as solucdes numéricas obtidas com TDPUS-C3 nos modelos xk — ¢
padrao e RNG Kk — ¢ associados ao TDPUS-C3, e analitica do problema do jato livre 2D sobre uma
superficie rigida impermeével. Malha I.
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b 1 i b it} 1Y B i 1 0 it s 1 4] I 15
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Figura 6.24: Contorno da velocidade u para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida
impermeével no modelo k — € padrao associado ao TDPUS-C3. Malha III.

1# 18 i 1 it A I i 1l g i i il 1 {0 il
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1 W it M il o mw 1
t=0.15

Figura 6.25: Contorno da velocidade v para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida
impermeével no modelo x — ¢ padrao associado ao TDPUS-C3. Malha III.
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o :E‘!i it I W i i i % i 1 i W it It i
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1 i i i i 1% I ESSE

t=0.15

Figura 6.26: Contorno da pressdo p para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida
impermeével no modelo kK — € padrao associado ao TDPUS-C3. Malha III.

14 " 1 a R it W L 1 4 i it L 18 o 14

t = 0.05s t=0.1s

WwWooom oW @ m W W W
t =0.15s

Figura 6.27: Contorno da velocidade w para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida
impermeédvel no modelo RNG k — € associado ao TDPUS-C3. Malha III.
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1 n " 4 W i 115 I

t =0.15s

Figura 6.28: Contorno da velocidade v para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida
impermeével no modelo RNG k — e. Malha III.
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Figura 6.29: Contorno da pressdo p para o problema do jato livre 2D sobre uma superficie rigida
impermeédvel no modelo RNG k — € associado ao TDPUS-C3. Malha III.
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No caso da simulagao de jatos livres 3D, os dados adotados estao apresentados na Tab. 6.9.

Tabela 6.9: Dados da simulacao do jato livre 3D no regime turbulento.

e Malha I: 50 x 50 x 10 células computacionais;

e Malha IT: 100 x 100 x 20 células computacionais;

e Dominio: 0.1m x 0.1m x 0.02m;

e Escala de comprimento: Ly = 0.01m;

e Escala de velocidade: Uy = 2.0ms™!;

e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.000000625m2s~;
e Constante gravitacional: g = 9.81ms ™2,

e Diametro do injetor: D = 0.01m.

e Altura do injetor a partir da superficie rigida: H = 0.015m.
e Nimero de Froude: Fr ~ 0.64;

e Niimero de Reynolds: Re = g% ~ 50.000;

Utilizou-se neste caso 3D, para comparagoes, a seguinte solugao analitica de Watson (1964) derivada

para escoamentos turbulentos em geometrias com simetria radial:

9/4 | 19/4
%(14714)1/4 (ﬂ) .z > 20

200 x

h = 6.12
D=y ) (6.12)

2x k ’ v

—4/5
5= [80 (A — g)] k(7)Mo 4%, (6.13)
onde £ = 0.260 e A = 0.239. O valor de xy ¢ dado por
9\ 14/9

zo = (7Tm) "9 (24)7%/° [80 (A - 5)] , (6.14)

onde | = 20(1 — 2A4)(147)~ /4 A=5/4,

As Figs. 6.30 e 6.31 mostram as comparagoes entre as solugbes numéricas (extraidas no plano yz
na posi¢ao x = 0.056), nas malhas I e II, obtidas com TDPUS-C3 em associa¢gao com os modelos
de turbuléncia k — ¢ padrao e RNG k — ¢ e as solugoes (viscosa e nao viscosa) de Watson. Como
pode-se ver por essas figuras, ambos os modelos de turbuléncia forneceram resultados semelhantes,
com o modelo k — & padrao um pouco melhor; isso ja tinha sido observado no caso 2D (ver Fig. 6.23).
Em particular, vé-se pela Fig. 6.31 (b) que ao se refinar a malha (de I para II) houve uma tendéncia
em se obter convergéncia da solucao numérica. Vale observar aqui que os resultados numéricos em uma
malha mais fina, tal como uma Malha IIT de 200 x 200 x 40 células computacionais, foram proibitivos
de se obter, pois para estabilizar os cédlculos o tamanho do passo temporal d¢ assumiu valores menores
ou iguais a 1077,

Como ilustracao, a Fig. 6.32 apresenta a evolucao temporal da superficie livre do fluido usando
o modelo de turbuléncia RNG k — ¢ associado com TDPUS-C3 na Malha II. As Figs. 6.33-6.35

ilustram, na Malha II, os contornos dos componentes da velocidade u, w e campo de pressao p obtidos
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com os modelos k¥ — ¢ padrao e RNG k — ¢ associados com TDPUS-C3.
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Figura 6.30: Soluc¢oes numeéricas obtidas com TDPUS-C3 (extraidas no plano yz na posi¢ao z = 0.056)
para o problema do jato livre 3D com os modelos de turbuléncia kK — ¢ padrao e RNG k — € associados
com TDPUS-C3, comparadas com as solugdes viscosa e nao viscosa de Watson (1964).
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Figura 6.31: Comparacao entre as solu¢oes numéricas (extraidas no plano yz na posigdo = = 0.056)
obtidas com TDPUS-C3 e as solucoes analiticas nao viscosa e viscosa de Watson (1964) para o
problema do jato livre 3D com os modelos k — ¢ padrao e RNG k — € associados ao TDPUS-C3, a
esquerda; ampliagdo da regiao destacada na Fig. (a), a direita. Malha II.
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t =0.01s t =0.02s
t =0.03s t =0.04s
t = 0.05s t = 0.06s

Figura 6.32: Evolucao temporal do problema do jato livre 3D sobre uma superficie rigida impermeéavel
usando a associagdo RNG k — e-TDPUS-C3. Malha II.
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0.000000 1.013359 2.026717 3.040076 4.053435 0.000000 1.013566 2.027132 3.040697 4.054263
k — € padrao RNG k—¢

Figura 6.33: Contorno da velocidade u para o problema do jato livre 3D sobre uma superficie rigida
impermeével usando as associacoes k — € padrao-TDPUS-C3 e RNG k — e-TDPUS-C3. Malha II.

AL

0.000000 0.9948838 1.989768 2.984651 3.979535 0.000000 0.9948263 1.989653 2.984479 3.979305
Kk — € padrao RNG k —¢

Figura 6.34: Contorno da velocidade w para o problema do jato livre 3D sobre uma superficie rigida
impermeével usando as associacoes k — € padrao-TDPUS-C3 e RNG k — e-TDPUS-C3. Malha II.

0.00000 0.0647750 0.129550 0.194325 0.259100 0.00000 0.0648245 0.129649 0.194473 0.259298
k — € padrao RNG k—¢

Figura 6.35: Contorno da pressdo p para o problema do jato livre 3D sobre uma superficie rigida
impermeével usando as associagdes xk — € padrao -TDPUS-C3 e RNG k — e-TDPUS-C3. Malha II.
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6.1.5 Colapso de fluido e interacdo da superficie livre com um obstaculo

Apresenta-se aqui o resultado computacional para o problema do colapso de um bloco de fluido
e sua interacdo com um obstaculo 3D fixo. Para a simulacao, foram considerados inicialmente dois
blocos de fluidos (com as mesmas viscosidades) em repouso, sob a influéncia do campo gravitacional,
como apresentado na Figs. 6.36 e 6.37 em ¢t = 0. O problema foi modelado considerando um tanque
de dimensdes 1.6m x 0.6m x 0.6m e os dois blocos de fluido de dimensdes 0.3m x 0.6m x 0.3m e
1.3m x 0.6m x 0.03m (ver Fig. 6.36); o obstaculo tem dimensoes 0.12m x 0.12m x 0.6m é esta
posicionado a uma distancia de 0.5m do bloco & esquerda e a 0.24m das paredes laterais. Junto ao
contorno rigido, foram adotadas as leis de parede descritas na segdo 4.4.2.3, e na superficie livre do
fluido aplicaram-se as mesmas equacoes dadas na Eq. 4.120, com o tensor o apropriado. A simulagao
foi realizada usando o cédigo Freeflow 3D equipado com o esquema TDPUS-C3 e a modelagem
RNG k —e.

1.6m

Figura 6.36: Ilustracao do problema de colapso de fluido e interacao da superficie livre com um
obstéaculo.

Os dados adotados na simulacdo estdo apresentados na Tab. 6.10.

Tabela 6.10: Dados da simulagao do colapso de fluido e interacao da superficie livre com um obstaculo.

e Malha : 160 x 60 x 60 células computacionais;
e Dominio: 1.6m x 0.6m x 0.6m;
e Escala de comprimento: Lo = 0.3m;

e Escala de velocidade: Uy = /gLg = 1.715517ms™*;

e Constante gravitacional: g = 9.81ms ™2,

e Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.000001m?s~;
e Numero de Froude: Fr ~ 1.0;

e Nimero de Reynolds: Re ~ 514655.223;

As Figs. 6.37 e 6.38 apresentam a evolugao do escoamento (incluindo a onda antes da interacao),
mostrando a superficie livre mével do fluido em duas posi¢oes tridimensionais diferentes: Fig. 6.37
mostrando vista lateral e Fig. 6.38 mostrando vista de cima. Esses dados, além de aparecerem
visualmente realisticos, estao (qualitativamente) de acordo com os resultados apresentados por Raad
e Bidoae (2005) via técnica Fulerian-Lagrangian marker and micro cell (ELMMC), e por Kurokawa
(2009) via modelagem k — € padrao. Em particular, nota-se na simulagao apresentada na Fig. 6.37 a

presenca de estruturas turbilhonares (grandes vortices) a partir do tempo ¢ = 0.53s, 0s quais nao sao
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visiveis nas simulagoes de Raad e Bidoae (2005) e Kurokawa (2009). Em suma, as comparagoes entre
os resultados apresentados aqui e aqueles por Raad e Bidoae (2005) (e também por Kurokawa (2009))

fornecem confianca na validade da combinacao RNG k — e-TDPUS-C3.

t =0.78s

Figura 6.37: Evolugao temporal das superficies livres usando a combinagao RNG k — e-TDPUS-C3
do problema, de colapso de fluido e interacao da superficie livre com um obstaculo. Vista lateral.
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t =0s t =0.28s

t = 0.53s t = 0.58s

t = 0.68s t=0.78s

Figura 6.38: Evolucao temporal das superficies livres usando a combina¢ao RNG k — e-TDPUS-C3
do problema de colapso de fluido e interacao da superficie livre com um obstéculo. Vista de cima.
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6.2 Resultados para fluidos ndao newtonianos 3D

O problema do jato oscilante, o qual sob certas condigoes apresenta o fendmeno fisico de dobras,
ja foi simulado usando o esquema TDPUS-C3 (ver se¢ao 6.1.3) para o caso de fluidos newtonianos.
Nesta secao apresentam-se resultados para o mesmo problema no caso de fluidos nao newtonianos,
em que foi selecionada a metodologia SXPP (Single eXtended Pom-Pom) de Verbeeten (2001) para
modelar os efeitos viscoeldsticos com caracteristicas de elongamento e cisalhamento. Este modelo foi
selecionado aqui por ser uma melhoria no modelo original Pom-Pom de McLeish e Larson (1998) e por
ser uma técnica de modelagem com caracteristicas de equagdes hiperbdlicas. O objetivo em resolver
numericamente este problema a baixo niimero de Reynolds é mostrar que é possivel simular o fen6meno
de dobras em fluidos viscoelésticos por uma escolha adequada dos parametros ¢ (anisotropia do mate-
rial), ¥ (razao entre viscosidades), v (razao entre constantes temporais) e ) (niimero de ramificagdes).
Os resultados numéricos foram obtidos usando uma versao implicita (o método Crank-Nicholson) do
codigo Freeflow 3D adaptado com o esquema TDPUS-C3 e a nimero de Weissemberg We = 0.1.
Esses dados foram comparados (qualitativamente) com os resultados obtidos com o uso do esquema
CUBISTA de Alves et al. (2003) (ver Figueiredo (2011)).

A geometria considerada neste experimento numeérico é ilustrada na Fig. 6.39, e os dados necessarios

para a simulacao sdo como segue:

e Dimensoes da caixa : L X L x %;
e Diametro do injetor: d = 0.16L;

e Distancia do fundo da caixa: H = L;

N |

L

Figura 6.39: Geometria para o modelo SXPP.

onde L = 1m. As escalas de velocidade e de comprimento foram definidas como Uy = 1lms~! e

Lo = d = 0.16m, respectivamente. As condic¢oes de contorno adotadas foram de nao escorregamento.
A Tab. 6.11 apresenta os parametros adimensionais envolvidos no experimento e a ocorréncia (ou nao)
do fendémeno de dobras.

As Figs. 6.40-6.43 apresentam as varias simulagoes realizadas, em varios instantes de tempo e
a diferentes parametros, mostrando o escoamento do fluido viscoelastico SXPP. Observa-se que o

fendomeno de dobras é um pouco mais evidente quando o numero de Reynolds assumiu os valores
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Tabela 6.11: Parametros dos experimentos para o modelo SXPP.

Re o ¢ ~ Q Ocorréncia de dobras (Sim/N&o)
032 05 09 01 1 Sim
064 0.5 0.9 0.1 1 Sim
096 0.5 09 0.1 1 Nao
0.96 0.01 0.3 0.8 8 Sim

Re = 0.64 e 0.32 (ver Figs.6.42 e 6.43).

Para o caso em que os adimensionais Re, g, ¥, v e @

assumem, respectivamente, os valores Re = 0.96, o = 0.01, ¥ = 0.3, v = 0.8 e Q = 8, o fend6meno de

dobras ¢ menos evidente (ver Fig.6.41). O fenémeno das dobras nao apareceu quando os adimensionais
assumiram os valores Re = 0.96, ¢ = 0.5, ¥ = 0.9, v = 0.1 e Q = 1 (ver Fig.6.40). A titulo de

uma comparagao qualitativa, a Fig. 6.44 extraida de Figueiredo (2011) apresenta, nos tempos t = 2s,

5s e 9s, a simulagao computacional desse mesmo problema com o uso do esquema CUBISTA, onde

pode ser visto que os resultados obtidos com o esquema TDPUS-C3 mostrados na Fig. 6.43 foram,

praticamente, idénticos. Portanto, pode-se dizer que o esquema TDPUS-C3 é itil também para

simular escoamentos de fluidos viscoelasticos em 3D.

Figura 6.40: Modelo SXPP. Resultados obtidos com TDPUS-C3. Re = 0.96, We = 0.1, ¢ = 0.5,

¥=09v=01Q=1.
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t=2s t=2>5s t=09s

Figura 6.41: Modelo SXPP. Resultados obtidos com TDPUS-C3. Re = 0.96, We = 0.1, o = 0.01,
¥ =0.3,v=0.8.

Figura 6.42: Modelo SXPP. Resultados obtidos com TDPUS-C3. Re = 0.64, We = 0.1, o = 0.5,
¥=09 v=010Q=1.

t=2s

Figura 6.43: Modelo SXPP. Resultados obtidos com TDPUS-C3. Re = 0.32, We = 0.1, o = 0.5,
¥ =09, ~v=0.1.
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Figura 6.44: Modelo SXPP (Extraido de Figueiredo (2011)). Resultados obtidos com CUBISTA.
Re =032, We=0.1,0=0519=09,7v=01le@=1.
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Consideracoes finais e trabalhos

futuros

O tema desta tese foi desenvolver, analisar e implementar um novo esquema convectivo tipo upwind,
denominado TDPUS-C3 - dependente de um parametro livre 3, para resolver sistemas hiperbolicos
gerais. Buscou-se também implementar a associacao deste novo esquema com as modelagens de tur-
buléncia k — e padrao e RNG k — ¢ com o intuito de simular escoamentos incompressiveis turbulentos

envolvendo superficies livres moéveis.

O esquema TDPUS-C3 foi derivado da aplicagdo dos critérios de estabilidade CBC e TVD, com-
binado com as condigdes de Leonard (1988a), e mostrou possuir trés caracteristicas importantes: sim-
plicidade, robustez e generalidade de aplicacao. Selecionando o parametro livre § = 567.25, 0 esquema,
TDPUS-C3 mostrou introduzir pouca viscosidade numérica e nao gerar oscilagoes, e com este valor
de 5 o desempenho do esquema foi avaliado resolvendo uma variedade de problemas, desde adveccao
de escalares até problemas de escoamentos complexos. Em particular, os resultados numéricos obtidos
para o problema das instabilidades de Rayleigh-Taylor mostraram que o novo esquema ¢ ttil para

resolver problemas envolvendo estruturas vorticais.

A associagdo das modelagens upwind TDPUS-C3 e RNG k — € mostrou também ser tutil na
resolu¢ao numérica de escoamentos de fluido no regime turbulento com superficies livres moveis. Em
particular, comparagoes entre as solu¢oes numeéricas e analiticas para o problema do jato livre (2D e
3D) sobre uma superficie rigida foram realizadas, mostrando que as soluges obtidas com o modelo k—e
padrao sao melhores quando comparadas com as solugoes derivadas do modelo RNG k — ¢. Foi obser-
vado que o fluido espalha mais rdpido com o uso da modelagem RNG k — &, motivado provavelmente
pela pouca introducgao de viscosidade numérica. Instabilidades numeéricas foram detectadas também
ao se simular o problema do jato livre 3D sobre uma superficie rigida impermeavel em malhas finas, em
que foram usados 6t inferiores ou iguais a 10~7. Devido a isto, projeta-se usar métodos implicitos para

simular este problema com o objetivo de aumentar o passo temporal e, ao mesmo tempo, assegurar
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estabilidade. No caso do problema do colapso de fluido e interacao da superficie livre com um ob-
staculo, a combinacdo RNG k—e-TDPUS-C3 foi um sucesso. Uma anélise qualitativa dos resultados
desta simulagdo mostraram estruturas turbilhonares (grandes vortices) que nao foram capturadas nos
trabalhos de Raad e Bidoae (2005) e Kurokawa (2009).

Os estudos apresentados nesta tese estabelecem o potencial do esquema TDPUS-C3 e a utilidade
da combinagao deste esquema upwind com as modelagens da turbuléncia a duas equagoes k — ¢ padrao
e RNG Kk —¢ em resolver uma ampla gama de problemas complexos em DFC. Como continuacao deste

trabalho de pesquisa, projeta-se para o futuro realizar as seguintes atividades:
e simular as formas poligonais do salto hidraulico usando os efeitos da tensao superficial;
e implementar métodos implicitos para resolver escoamentos envolvendo turbuléncia;
e adaptar o novo esquema upwind TDPUS-C3 para malhas nao estruturadas e adaptativas;
e associar o novo esquema convectivo as modelagens Realizable k — ¢ e LES;

e incrementar outros codigos (comerciais e abertos), tais como MFIX, OpenFOAM, CFX®) e
FLUENT®), com o esquema TDPUS-C3;
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Apéndice

A

Producao cientifica associada

Muitos dos resultados desta tese tém sido submetidos e/ou publicados em revistas e anais de con-

gressos da area. Na sequéncia, apresenta-se um resumo de cada um deles.
Artigos submetidos e publicados em revistas:

e M.A.C. Candezano, L. Corréa, G. A. B. de Lima and V. G. Ferreira, A comparative study
of upwinding schemes applied to complex fluid dynamics equations. Applied Numerical Mathematics,
2012, 36 pag. (Submetido).

Resumo: The nonlinear Burgers, Buckley-Leverett and Euler equations are employed for a compara-
tive study of the frequently used flux limiters, namely: the consecrated ARORA-ROE, van Albada, CU-
BISTA and ADBQUICKEST; and two recently introduced rational functions TOPUS and SDPUS-C1.
The comparison is mainly done in terms of their abilities in resolving disconti- nuities and reproducing
complex flow phenomena. Accuracy of the methods is also investigated on test problems for Burgers
and Euler equations. It is concluded that both TOPUS and SDPUS-C1 can be considered as new alter
native tools for computer simulations of fluid flow, with SDPUS-C1 the most favourable in treating
convectively dominated problems. As application, the corresponding CBC-based SDPUS-C1 scheme is

employed to simulate incompressible flows with moving free surfaces.

e .. Corréa, G. A. B. Lima, M.A.C. Candezano, M. P. S. Braun, C. M. Oishi, H. A. Navarro and
Valdemir G. Ferreira, A useful high-resolution convection upwind scheme for computational fluid dy-

namics algorithms. International Journal for Numerical Methods in Fluids, V. 31 (3), 2012, pag. 1 -26.

Resumo: A bounded upwinding scheme for numerical solution of hyperbolic conservation laws and
Nawvier-Stokes equations is presented. The scheme is based on CBC and TVD stability criteria and
developed by employing continuously differentiable functions. The accuracy of the scheme in space and

time is verified by assessing the error on 1D benchmark test cases. A comparative study between the
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new scheme and conventional upwind-biased schemes to solve standard nonlinear hyperbolic conser-
vation laws is also accomplished. The scheme is then examined in the simulation of Newtonian and
non-Newtonian fluid flows of increasing complexity; satisfactory agreement is found in terms of the
overall behavior. Finally, the scheme is used to study hydrodynamics of a gas-solid flow in a bubbling

fluidized bed.

e V.G. Ferreira, R. A. B. Queiroz, M.A.C. Candezano, G. A. B. Lima, L. Corréa, C. O. Oishi,
F. P. Santos, Simulation results and application of an advection bounded scheme to practical flows,
Computational & Applied Mathematics, 2012, 27 pag. (Aceito).
Resumo: This paper reports experiments on the use of a recently introduced advection bounded upwind-
ing scheme, namely TOPUS (Computers & Fluids 57 (2012) 208-224), for flows of practical interest.
The numerical results are compared against analytical, numerical and experimental data and show good
agreement with them. It is concluded that the TOPUS scheme is a competent, powerful and generic

scheme for complex flow phenomena.

e G.AB. de Lima, V.G. Ferreira, E.R. Cirilo, A. Castelo, M.A.C. Candezano, 1.V.M. Tasso,
D.M.C. Sano , L.V.A. Scalvi, A continuously differentiable upwinding scheme for the simulation of
fluid flow problems. Applied Mathematics and Computation, 2012, V. 218 (7), pag. 8614-8633.
Resumo: This paper deals with the numerical solution of complex fluid dynamics problems using a new
bounded high resolution upwind scheme (called SDPUS-C1 henceforth), for convection term discretiza-
tion. The scheme is based on TVD and CBC stability criteria and is implemented in the context of the
finite volume/difference methodologies, either into the CLAWPACK software package for compressible
flows or in the Freeflow simulation system for incompressible viscous flows. The performance of the
proposed upwind non-oscillatory scheme is demonstrated by solving two-dimensional compressible flow
problems, such as shock wave propagation and two-dimensional/azisymmetric incompressible moving
free surface flows. The numerical results demonstrate that this new cell-interface reconstruction tech-

nique works very well in several practical applications.

e Valdemir Garcia Ferreira, Giseli Aparecida Braz de Lima, Lais Corréa, M. A. C.Candezano,
Eliandro Rodrigues Cirilo; Paulo Laerte Natti e Neyva Maria Lopes Romeiro, Computational evaluation
of convection schemes in fluid dynamics problems. Semina: Ciéncias Exatas e Tecnologicas, UEL,
Londrina, 2011, 8 pag.

Resumo: This article provides a computational evaluation of the popular high resolution upwind
WACEB, CUBISTA and ADBQUICKEST schemes for solving non-linear fluid dynamics problems.
By using the finite difference methodology, the schemes are analyzed and implemented in the context
of normalized variables of Leonard. In order to access the performance of the schemes, Riemann prob-
lems for 1D Burgers, Euler and shallow water equations are considered. From the numerical results,
the schemes are ranked according to their performance in solving these non-linear equations. The best
scheme is then applied in the numerical simulation of tridimensional incompressible moving free surface

flows.
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Artigos publicados em anais de congressos:

e M.A.C. Candezano, Valdemir G. Ferreira, Implementation of upwinding schemes for solving

the double Mach reflection problem. XXXIV Congresso Nacional de Mateméatica Aplicada, CNMAC
2012, 5 pag.
Resumo: An upwind implementation for solving the double Mach reflection problem using two recently
developed and three well known TVD schemes is presented. We show that the recently developed TVD
high-resolution polynomial upwind schemes are able to capture the complex (vortical) structures, spe-
cially of the density contours, in the “blown up” region. The numerical results are in agreement with
the original studies of Woodward and Colella (1984) and are comparable with those computed with the
ENO/WENO schemes.

e M. A. C. Candezano, Valdemir G. Ferreira, G.A. B. de Lima, A new type of TVD/CBC
polynomial upwind scheme for hyperbolic conservation laws and fluid dynamics problems. XIV Brazilian
Congress of Thermal Sciences and Engineering, ENCIT 2012, 8 pag.

Resumo: A new high-resolution polynomial TVD/CBC-based upwind scheme is developed for numer-
ical solution of hyperbolic conservation laws and related fluid dynamic problems. The scheme, called
TDPUS-C3, is implemented into the CLAWPACK software. Unsteady simulation of nonlinear prob-
lems demonstrates that the scheme is capable of stably reproducing shocks, discontinuities and complex

structures in flows.

e Valdemir G. Ferreira, Rodolfo Perez, M.A.C. Candezano, Numerical simulation of complex
problems in fluid dynamics. VII Congresso Nacional de Engenharia Mecanica, CONEM 2012, 10 pag.
Resumo: This article is concerned with the numerical simulation of complex problems in fluid dynam-
1cs using o recently introduced convection upwind scheme. The scheme is developed based on Hermite
interpolation and CBC/TVD stability criteria; it is implemented in the context of finite volume/finite
difference and into two simulation environment, namely: CLAWPACK, for 1D/2D systems of hyper-
bolic conservation laws; and Freeflow, for 3D incompressible Newtonian flows. The performance of
the scheme is investigated in solving transport of scalars, non-linear Burquers and FEuler equations.
Comparisons with the results provided by the well established van Albada scheme are also presented. As
application, the scheme is then employed to simulate 3D moving free surface Newtonian flows (broken
dam and circular hydraulic jump). The results demonstrate that the upwind scheme discussed in this

article works well in several PDEs of fluid dynamics.

e M.A.C. Candezano, Patricia Sartori, Lais Corréa, Giseli A.B. de Lima, Rodolfo Perez, Valdemir
G. Ferreira, A numerical study of some recently introduced TVD upwinding schemes with applications
in fluid dynamics problems. 21st International Congress of Mechanical Engineering COBEM 2011, 9
pag.
Resumo: An important issue in computational fluid dynamics is the appropriate approximation of the
convection phenomena. For this, the TVD schemes are alternatives to the ENO/WENO techniques due

to the robustness, low cost and simplicity of implementation. Within this scenario, the aim of this our
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work is to present a numerical study of some recently introduced polynomial TVD upwinding schemes
- namely TOPUS and SDPUS-C1 with applications in fluid dynamics problems. By using these new
upwind schemes, numerical results for nonconver nonlinear problem, 1D FEuler equations, 2D advection
of scalars and 2D MHD equations are presented. Comparison with the well recognized CFL-dependent
ARORA-ROE and ADBQUICKEST schemes and the conventional SUPERBEE and MC schemes are
assessed. The TOPUS and SDPUS-C1 upwind schemes are developed in the context of normalized
variables (NV) of Leonard and satisfy TVD constraints of Harten.

e André Luiz Andrade Simoes, M.A.C. Candezano, Harry Edmar Schulz, Rodrigo de Melo Porto
& Valdemir G. Ferreira, Comparacgao de esquemas numéricos para as equacoes de Saint-Venant usando
cddigos livres. XIX Simposio Brasileiro de Recursos Hidricos, 2011, pag. 19.
Resumo: Escoamentos em grandes escalas e em alguns problemas praticos sao tratados normalmente
por meio de sistemas de equacdes mais simples do que as equagOes gerais originais, denominadas
equagoes de Saint-Venant ou equagoes para aguas rasas. Este trabalho apresenta resultados de testes
numéricos para as equagoes de Saint-Venant obtidos com quatro esquemas de alta resolucdo e dois
esquemas classicos de primeira e segunda ordens, todos calculados com codigos livres. A qualidade
superior dos resultados obtidos com os métodos de alta resolucao é demonstrada com o uso de malhas
com diferentes refinamentos juntamente com comparagoes entre as solucoes analiticas e dados numeéri-

cos da ruptura de uma barragem e da formacao de ressalto hidraulico.

e M.A.C. Candezano, L. Corréa, V. G. Ferreira, Application of new polynomial upwind schemes
to Rayleigh-Taylor instability. Congresso de Matematica Aplicada e Computacional CMAC-SE 2011,
4 pag.
Resumo: We present in this work numerical solutions of the representative Rayleigh-Taylor instability
problem. For this, we will use four high-resolution TVD upwind schemes. We will demonstrate that
two recently developed TVD polynomial upwind schemes are able to compute this complex flow free
from spurious oscillations and with small smearing. We conclude that the polynomial upwind schemes

present, in coarse meshes, better resolution than two conventional upwind schemes.

e M.A.C. Candezano, Rodolfo Pérez, Juliana Bertoco & Valdemir G. Ferreira, Trés novos lim-

itadores de fluxo para sistemas de leis de conservacao, Encontro Nacional de Anélise Matematica e
Aplicagoes, V ENAMA, 2011, 2 pag.
Resumo: Muitos problemas em fisica e em engenharia sdo modelados por leis de conservagao hiper-
bolicas, cujos termos nao lineares (convectivos) influenciam sobremaneira a solugdo. A busca por um
limitador de fluxo simples que aproxime bem esses termos e introduza pouca dissipacdo numeérica,
sem a presenca de oscilagoes nao-fisicas, tem sido um desafio permanente para a comunidade cientifica
moderna em dindmica dos fluidos computacional. Varios limitadores de fluxo tém sido desenvolvidos
nas ultimas decadas, e dentre eles destaca-se o de Van Albada. Nesse trabalho, trés novos limitadores
de fluxo sdao apresentados, a saber: o HERMITE - baseado no polinémio interpolador de Hermite; o
SPLINE - baseado na interpolacao spline cubica; e LIM-TESTE (limitador teste).
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e M. A. C. Candezano, Patricia Sartori, André Luiz Andrade Simdes, Valdemir G. Ferreira,

Numerical solutions of shallow water equations with source term using high-resolution bounded upwind
schemes. Dincom’11, 10th Brazilian Conference on Dynamics, Control and their Applications, 2011, 4
pag.
Resumo: This paper addresses the problem of obtaining numerical solutions of shallow water equa-
tions with source term when flux limiters (ARORA-ROE, ADBQUICKEST, TOPUS, SUPERBEE
and MINMOD) in upwind schemes are used. The numerical results show that these high-resolution
upwind schemes provide better results than those obtained by VFRoe solver of Bouchut (Nonlinear
Stability of Finite Volume Methods for Hyperbolic Conservation Laws and Well-Balanced Schemes for
Sources, 2000).

e ML.A.C. Candezano, P. Sartori, V.G. Ferreira, An upwind implementation of some conservation
laws. Dincom’10, 9th Brazilian Conference on Dynamics, Control and their Applications, 2010, 9 pag.
Resumo: This work provides a computational assessment of three high-resolution upwind schemes
namely ADBQUICKEST, TOPUS and CUBISTA for solving some fluid dynamics problems. These
schemes are developed in the context of the normalized variables (NV) of Leonard and in TVD con-
straints of Harten, and implemented using the finite difference methodology. We consider the applica-
tion of these schemes to systems of conservation laws, 1D and 2D, to demonstrate their performance

i modeling such problems.

¢ M.A.C. Candezano, V. G. Ferreira. A comparative study of upwind differencing schemes in
the context of schock capturing properties. XXXIII Congresso Nacional de Matematica Aplicada, 2010,
7 pég.
Resumo: This article provides a computational assessment of three well known high-resolution upwind
schemes, namely WACEB ,CUBISTA and ADBQUICKEST, for solving fluid dynamics problems. In
the context of the finite differences methodology, the schemes are analyzed and implemented in normal-
ized variables of Leonard. The performance of these schemes is evaluated in solving Riemann problems
for the Burgers, Euler and shallow water equations. The schemes are then ranked and the selected one

s applied in the numerical simulation of 2D magnetohydrodynamics equations.

e M.A.C. Candezano, P. Sartori, L.. Corréa, V.G. Ferreira, A computational evaluation of two

high-resolution convective schemes for problems in fluid dynamics. XIII Brazilian Congress of Thermal
Sciences and Engineering, 2010, 10 pag.
Resumo: [t is well recognized that researchers face many problems for numerically approximating
nonlinear convective terms in conservation laws and related fluid dynamics problems. One of the main
challenges is to develop upwind schemes that capture well discontinuities (or shock waves) and allow
high (at least second order) accuracy solution. In this scenario, the goal of this work is to present a
computational evaluation of two genuinely Brazilian high resolution convective upwind schemes, namely
ADBQUICKEST and SDPUS-C1, for solving general fluid dynamics problems. Both schemes are based
in the context of normalized variables (NV) of Leonard and satisfy the total-variation diminishing
(TVD) constraints of Harten.
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e G.A.B. Lima, M.A.C. Candezano, L. Corréa, V.G. Ferreira. Numerical simulation of New-
tonian and non-newtonian free surface flows using the SDPUS-C1 upwinding scheme. XIV Brazilian
Congress of Thermal Sciences and Engineering, ENCIT 2012, 2012, 8 pag.

Resumo: The study deals with the numerical simulation of complex incompressible fluid flows using a
new continuously differentiable bounded convection scheme (called SDPUS-C1). The scheme is based
on TVD stability criteria and implemented in the contezt of finite difference methodology. The perfor-
mance of the SDPUS-C1 scheme is assessed by solving 2D Newtonian and non-Newtonian moving free

surface flows.

e G.A.B. Lima, L. Corréa, M.A.C. Candezano, P. Sartori, V.G. Ferreira. A Simple NVD/TVD-Based
upwinding scheme for convection term discretization. V European Conference on Computational Fluid
Dynamics. ECCOMAS CFD 2010, 2010, 18 pag.

Resumo: The correct modeling for processes involving convection, without introducing excessive arti-
ficial damping while retaining high accuracy, stability, boundedness and simplicity of implementation
continues being nowadays a challenging task for the scientific CFD community. In this context, the
objective of this study is to present and to evaluate the performance of a new TVD-based upwinding
scheme, namely Siz-Degree Polynomial Upwind Scheme of C 1 Class (SDPUS-C1), for convection term
discretization. SDPUS-C1 satisfies the TVD principle of Harten and is based on the NVD formulation
of Leonard. Firstly, a description of the scheme is done and then numerical results are presented for
two-dimensional hyperbolic conservation laws, such as acoustics, Burgers and FEuler equations. Finally,
as application, the SDPUS-C1 scheme is used for the computational simulation of three-dimensional

incompressible fluid flows involving moving free surfaces.

e P. Sartori, G.A.B. Lima, L. Corréa, M.A.C.Candezano, V.G. Ferreira. Avaliacio Computa-
cional de Trés Esquemas Upwind Originais. 9° SIMPOSIO DE MECANICA COMPUTACIONAL,
2010, 9 pag.

Resumo: Resolver numericamente problemas em dindmica dos fluidos é uma tarefa dificil e desafi-
adora,principalmente quando tais problemas sao dominados por conveccao. Isso requer o desenvolvi-
mento de esquemas numéricos tipo upwind que sejam precisos, monotonicos e robustos. O presente
trabalho é destinado & avaliacao computacional de trés novos esquemas upwind de alta resolucao, desen-
volvidos no LCAD-ICMC/USP, denominados ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1. O desempenho
desses esquemas é investigado a partir da simulagao computacional de leis de conservacao hiperbdlicas,
a saber: adveccao de escalares e problemas de Riemann para acustica e equacoes de Euler da dindmica
dos gases. E entdo, como aplicacao, esses esquemas sao utilizados na simulagao de escoamentos incom-

pressiveis com superficies livres mo6veis modelados pelas equagoes de Navier-Stokes 3D.

e G.A.B. Lima, M.A.C. Candezano, V.G. Ferreira, Uma Avaliacdo computacional de trés esque-
mas de discretizacao upwind para leis de conservacao nao lineares. Dincom’08, 8th Brazilian Conference
on Dynamics, Control and their Applications, 2009, 9 pag.

Resumo: Neste trabalho de pesquisa é apresentada uma avaliacdo computacional dos esquemas de
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alta resolucao WACEB, CUBISTA e ADBQUICKEST para resolver leis de conservacao lineares e nao
lineares. Utilizando-se a metodologia de diferencas finitas, esses esquemas sao analisados e implemen-
tados no contexto de varidveis normalizadas de Leonard. Para acessar o desempenho dos esquemas,
quatro problemas (um linear e trés nao lineares) sao considerados, a saber: problema de adveccao de

um escalar; e problemas de Riemann para as equagoes de Burgers, Euler e 4guas rasas.

e G.AB. Lima, V.G. Ferreira, R.A.B. Queiroz, M.A.C. Candezano, L. Corréa, Development
and evaluation of upwind schemes for conservation laws. 200. Congresso Brasileiro de Engenharia
Mecéanica COBEM?2009, 2009, 10 pag.

Resumo: In the present work, it is presented a computational evaluation of two new high resolution
upwind schemes, namely ADBQUICKEST and TOPUS, for solving general conservation laws. By
using the finite difference methodology, these schemes are analyzed and implemented in the context of
normalized variables of Leonard (NVD). In order to access the performance of the schemes, five test
problems are simulated, namely, advection of a scalar, Riemann problems for Burgers, Buckley-Leverett,
shallow water, and Euler equations. As applications, the schemes are used in the numerical simulation

of incompressible Navier-Stokes equations.
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Apéndice

B

Codigo para solucao da equacao de
Burgers 2D utilizando a linguagem
C++

Listing B.1: Burgers2D.cpp

#include<iostream>
#include<stdlib .h>
#include<stdio .h>
#include<math.h>
#include<ctime >

#define pi 3.14159265358979
#define eps 1.e—8

double TDPUS C3 CONV i(double xxu,double dt,double dx,double CFL,double delta ,int i,int j,int N);
double TDPUS C3 CONV_j(double xxu,double dt,double dy,double CFL,double delta ,int i,int j,int M);
void escreve(double *xu,double *x,double *y,double t,double delta ,double CFL,int N,int M,int caso);
void inicializa (double *xu, double xx, double xy, int N, int M);

void contorno(double **u,int N, int M,int o0);

double f(double *x*u, int i, int j);

double g(double xxu, int i, int j);

double ubarra i( double *xu, int i,int j, int o, double dt, double dx);

double ubarra_ j( double *%u, int i,int j, int o, double dt, double dy);

using namespace std;
int main(int argc, char xargv|])
{
int i,j,k,N,M,NN,L,1,caso;
double a=0.0, b=0.0, ¢=0.0, d=0.0,dx=0.0,dy=0.0,dt=0.0,t=0.0,CFL=0.0,delta =0.0;
double tf=0.0;
double aux=0.0;
double delt [1];
tf = 0.5/pi; //tempo final
N = atoi(argv|[1l]); //malha em =z
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M = atoi(argv[2]); //malha em y
CFL = atof(argv[3]); //CFL—nimero de Courant
double ** u = new doublex[N+1]; //velocidade u(z,y)
for (i=0;i<N+1;i++)
u[i] = new double[M+1];
double ** ulnovo = new doublex[N-+1];
for (i=0;i<N+1;i++)
ulnovo[i] = new double[M+1];

double ** ul = new doublex[N+1];
for (i=0;i<N+41;i++)
ul[i] = new double|[M+1];

double %% u2 = new doublex[N+1];
for (i=0;i<N+1;i++)
u2[i] = new double|[M+1];

doublex x = new double[N+1];
doublex y = new double[M+1];

a= 0.0; //a<=r<=b
b= 4.0;
c= 0.0; /) c<=y<=d
d= 4.0;
dx = ( b—a ) / N; //incremento em =z
dy = (d—-c¢c ) / M; //incremento em vy
for (i=0;i<=N;i++)
{

x[i] = a + 1 * dx; //malha em x
}
for (j=0;j<=M;j++)
{

v[i] = ¢+ j * dy; //malha em y
}
delta = 567.25; //pardmetro livre para TDPUS-C3
dt = dy = CFL; //incremento na parte temporal
L = ceil ( round(tf/dt)); //nimero de ciclos no tempo
inicializa (u,x,y,N,M); //calculo das condi¢des inigiais
for (k=1;k<=L;k++) //inicio do loop do tempo
{

t= kxdt;

/xprimeiro passo do esquema Runge—Kutta 3 na parte temporalx/

for (i=1;i<N;i++) //loop da wvariavel z

{

for (j=1;j<M;j++) //loop da wariavel y
{
ul[i][j] = u[i][j]-(dt/dx)* TDPUS_C3 CONV i(u,dt,dx,CFL,delta ,i,j,N)—
(dt/dy)*TDPUS _C3 CONV j(u,dt,dy,CFL,delta ,i,j ,M);
} //fim do loop em y
} //fim do loop em =z
contorno (ul ,N,M,1); //condi¢cées de contorno

/*segundo passo do esquema Runge—Kutta 8 na parte temporalx/
for (i=1;1<N;i++)
{

for (j=1;j<M;j++)
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{
u2[i][j] = 0.750«u[i]|[j]+0.250*ul [i][j]—(0.25x(dt/dx))=
TDPUS C3 CONV i(ul,dt,dx,CFL,delta ,i,j,N)—(0.25%(dt/dy))=*
TDPUS C3 CONV j(ul,dt,dy,CFL,delta ,i,j ,M);
} //fim do loop em y
} //fim do loop em z
contorno (u2,N,M,1);

/+xterceiro passo do esquema Runge—Kutta 8 na parte temporalx/
for (i=1;1<N;i++)

{
for (j=1;j<M;j++)
{
ulnovo[i][j] = 0.333%u[i][j]+0.666xu2[i][]j]—(0.666%(dt/dx))x*
TDPUS_(3_CONV_i(u2,dt,dx,CFL, delta ,i,j ,N) —(0.666%(dt/dy))*
TDPUS C3 CONV j(u2,dt,dx,CFL, delta ,i,j ,M);
}
}
contorno (ulnovo ,N,M,1);
for (i=0;i<=N;i++) //atualiza as solugdes no tempo n+1
{
for (j=0;j<=M;j++)
{
uli][j] = ulnovo[i][j];
}
}
caso=2;

/xescreve os resultados num arquivo de dados x.dat x/

if (k = L)
{

escreve(u,x,y,t,delta ,CFL,N,M, caso );
}

}

for (i=0;i<N+41;i++)
delete [] uli];

delete [] u;

for (i=0;i<N+1;i++)
delete [] ulnovolil];
delete [] ulnovo;

for (i=0;i<N+1;i++)
delete [] ul[i];

delete [] ul;

for (i=0;i<N+41;i++)
delete [] u2[i];

delete [] u2;

delete [] x;
delete [] y;

return 0;

Vil funcgoes xx /
void contorno(double **u,int N, int M,int o)
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{
int i,j;
switch (o)
{
case 1: //condi¢des de contorno periodicas
{
for (j=0;j<=M;j++)
{
ul0][j] = u[N=1][j];
w[NJ[G] = u[1][i]s
}
for (i=0;i<=N;i++)
{
uli][0] = uli][M-1];
uli][M] = ufi][L];
}
}
break;
default:
printf("ndo_é_nenhuma_das_opcoes\n");
}
}
void inicializa (double xxu, double *x, double xy, int N, int M)
{
int i, j;
for (i=0;i<=N;i++)
{
for (j=0;j<=M;j++)
{
uli][i] = 0.5 + sin( pix( x[i] + y[j] ) / 2.0 ); } }
}
void escreve (double **xu,double *x,double *xy,double t,double delta ,double CFL,int N,int M, int caso)
{
int i,j;

FILE *f1 ,%f2;
char str1[200];
char str2[200];
switch (caso)

{
case 2:
{
sprintf(strl ,"TDPUS_Burgers2D T%1.4f N% M#xd CFL%1.2f.dat" ,t ,N,M,CFL);
sprintf(str2,"Corte TDPUS Burgers2D T%1.4f N% MXid CFL%1.2f.dat" ,t ,N,M,CFL);
}
default:
printf("ndo_e_nenhuma_das_opcoes\n");
}

f1 = fopen(strl ,"w+");
f2 = fopen(str2,"w+");

for (i=0;i<=Nji++)
{
for (j=0;j<=M;j++)
{
fprintf (f1,"%1.12f_%1.12f_%1.12f_\n" ,x[i],y[j],ul[i][i]);
if ( fabs( x[i] — y[i] ) < eps)

154



fprintf (£2,"%1.12f\t%1.12f\n" ,x[i],u[i][j]); } }
}
fclose (f1);
fclose (f2);

}

VAT TDPUS-C3 *k )

double TDPUS C3 CONV i (double xxu,double dt,double dx,double cfl ,double delta ,int i,int j,int N)
{

double aux2=0.0,aux1=0.0;

double fiu =0.0;

double ubarra2= 0.0 ,ubarral =0.0
double alpha_3 ,alpha_4 ,alpha_ 5 ,alpha_ 6 ,alpha_7,alpha_8,alpha_ 9 ,alpha_10;
alpha 10 = 4.0 x delta — 384.0;
alpha 9 = 1856.0 — 20.0 xdelta;
alpha_8 41.0 xdelta — 3584;
alpha 7 =3456.0 — 44.0 xdelta;
alpha 6 = 26.0 * delta — 1664.0;
alpha 5 = 320.0 — 8.0xdelta;
alpha 4 = delta;

alpha 3 = 1.0;
ubarra2 = ubarra_i(u,i,j,2,dt,dx);
ubarral = ubarra_ i(u,i,j,1,dt,dx);
if ( ubarra2 > 0.0 )
{
fiv = ( f(u,i,j) - f(u,i-1,j) ) / ( f(u,i+1,j) — f(u,i-1,j) );
if ( fabs( f(u,i41,j) — f(u,i—1,j) ) < eps )
{
aux2 = f(u,i,j);
}
else
{
if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
aux2 = f(u,i,j);
}
else
{
aux2 = f(u,i—-1,j) + ( f(u,i+1,j) — f(u,i—-1,j) ) % (fiu + pow(fiu ,4)*(alpha 4 +
fiu*(alpha 5+fiu=x(alpha 6+fiux(alpha 7+fiux*(alpha 8+fiux*(alpha 9+fiuxalpha 10)))))));
b}
} //fim ubarra2>0
else
{
if (i = N-1)
{
aux2 = 0.5 * ( f(u,i,j) + f(u,i+1,j) );
}
else
{

fiu = ( f(u,i+1,j) — f(u,i+2,j) ) / ( f(u,i,j) — f(u,i+2,j) );
if ( fabs ( f(u,i,j) — f(u,i+2,j) ) < eps )

{

aux2 = f(u,i+1,j);

}

else

{
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if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
aux2 = f(u,i+1,j);
}
else
{

aux2 = f(u,i+2,j) + ( f(u,i,j) — f(u,i+2,j) ) = (fiu + pow(fiu ,4)=*(alpha 4 +

fiux(alpha 5+fiu=*(alpha 6+fiu«(alpha 7+fiu*(alpha 8+fiu=(alpha_ 9+fiuxalpha 10)))))));

P}
} //fim ubarra2 <0
if ( ubarral > 0.0 )
{
if (0= 1)
{
auxl = 0.5 * ( f(u,i,j) + f(u,i—1,j) );
}
else
{
fiu = ( f(usi_laj) - f(uai_Qaj) ) / ( f(usiaj) - f(usi_Qaj) )7
if ( fabs( f(u,i,j) — f(u,i—2,j)) < eps )
{
auxl = f(u,i—1,j);
}
else
{
if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
auxl = f(u,i—1,j);
}
else
{
auxl = f(u,i—-2,j) + ( f(u,i,j) — f(u,i—2,j) ) = (fiu + pow(fiu ,4)*(alpha 4 +
fiux(alpha_5+fiux*(alpha 6+fiu=(alpha_ 7+fiux(alpha 8+fiux(alpha 9+fiuxalpha 10)))))));
Pl
} //fim ubarral >0
else
{
fiu = ( f(uzizj) - f(uai‘l‘l:j) ) / ( f(uai_lzj) - f(uai‘l‘l:j) )5
if ( fabs( f(u,i—1,j) — f(u,i+1,j) ) < eps)
{
auxl = f(u,i,j);
}
else
{
if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
auxl = f(u,i,j);
}
else
{
auxl = f(u,i+1,j) + ( f(u,i—-1,j) — f(u,i+1,j) ) = (fiu + pow(fiu ,4)=*(alpha 4 +
fiux(alpha 5+fiux*(alpha 6+fiux(alpha 7+fiu*(alpha 8+fiu*(alpha 9+fiusxalpha 10)))))));
b}
} //fim ubarral <0
return ( aux2 — auxl ) ;

} //fim TDPUS C3 CONV i

double TDPUS C3 CONV_j (double xxu,double dt,double dy,double cfl ,double delta ,int i,int j,int M)
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double aux2=0.0,aux1=0.0;

double fiu =0.0;

double ubarra2= 0.0 ,ubarral =0.0

double alpha_3,alpha_4 ,alpha_ 5 ,alpha_ 6 ,alpha_7,alpha_8,alpha_ 9 ,alpha_10;

alpha 10 = 4.0 * delta — 384.0;
alpha 9 = 1856.0 — 20.0 xdelta;
alpha 8 = 41.0 xdelta — 3584;
alpha 7 =3456.0 — 44.0 xdelta;
alpha 6 = 26.0 * delta — 1664.0;

alpha 5 = 320.0 — 8.0xdelta;
alpha 4 = delta;

alpha 3

1.0;

ubarra2 = ubarra_j(u,i,j,2,dt,dy);

ubarral = ubarra_j(u,i,j,1l,dt,dy);

if

{

( ubarra2 > 0.0 )
fiu = ( f(u,l,j - f(uaizj_l) ) / ( f(uala.]+1) - f(uaizj_l) );
if ( fabs( f(u,i,j+1) — f(u,i,j—1) ) < eps )
{

aux2 = f(u,i,j);
}
else
{

if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )

{

aux2 = f(u,i,j);

}

else

{

aux2 = f(u,i,j—-1) + ( f(u,i,j+1) — f(u,i,j—1) ) % (fiu + pow(fiu ,4)*(alpha 4 +
fiux(alpha 5+fiu=*(alpha 6+fiu=x(alpha 7+fiux*(alpha 8+fiu=(alpha_ 9+fiu=xalpha 10)))))));

b}

//fim ubarra2>0

aux2 = f(u,i,j+1);
}
else
{
fiu = ( F(u,i,541) — F(u,i,i+2) ) / ( f(u,i,j) — f(u,i,j+2) );
if ( fabs ( f(u,i,j) — f(u,i,j+2) ) < eps )
{
aux2 = f(u,i,j+1);
}
else
{
if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
aux2 = f(u,i,j+1);
}
else
{
aux2 = f(u,i,j+2) + ( f(u,i,j) — f(u,i,j+2) ) = (fiu + pow(fiu ,4)*(alpha 4 +
fiu =(alpha_5+fiu*(alpha 6+fiux(alpha 7+fiux(alpha 8+fiu=*(alpha 9+fiuxalpha 10)))))));
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Py}
} //fim ubarra2<0
if ( ubarral > 0.0 )
{
it (1)
{
auxl = 0.5 * ( f(u,i,j) + f(u,i,j—1) );
}
else
{
fiu = ( £(u,i,j-1) — £(u,i,5-2) ) / ( £(u,i,5) — f(u,i,j—2) );
if ( fabs( f(u,i,j) — f(u,i,j—2)) < eps )
{
auxl = f(u,i,j—1);
}
else
{
if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
auxl = f(u,i,j—1);
}
else
{
auxl = f(u,i,j—2) + ( f(u,i,j) — f(u,i,j—2) ) = (fiu + pow(fiu ,4)*(alpha 4 +
fiux(alpha 5+fiu=(alpha 6+fiu=(alpha 7+fiux(alpha 8+fiux(alpha 9+fiux alpha 10)))))));
Frob
} // fim ubarral >0
else
{
fiu = ( f(u,i,j) — f(u,i,j+1) ) / ( f(u,i,j-1) — f(u,i,j+1) );
if ( fabs( f(u,i,j—1) — f(u,i,j+1) ) < eps)
{
auxl = f(u,i,j);
}
else
{
if ( (fiu < 0.0) || (fiu > 1.0) )
{
auxl = f(u,i,j);
}
else
{
auxl = f(u,i,j+1) + ( f(u,i,j—1) — f(u,i,j+1) ) = (fiu + pow(fiu ,4)=*(alpha 4 +
fiux(alpha 5+fiux*(alpha 6+fiux(alpha_ 7+fiux*(alpha 8+fiu*(alpha 9+fiu=xalpha 10)))))));
bl
} //fim ubarral <0
return ( aux2 — auxl ) ;

} //fim NOVO ESQUEMA C3

double f(double **x u, int i, int j)

{

double z = 0.5 * u[i][j] *u [i][j];
return z;

}
//

double g(double *x u, int i, int j)

{
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double z = 0.5 « u[i][j] *u [i][]j];
return z;

}
//
double ubarra i( double *%u, int i,int j, int o, double dt, double dx)
{
double z;
switch (o)
{
case 2: //ubarra2
if (fabs(ul[i+1][j]—uli][]j]) >eps)
z=( (dt /dx ) % 0.5 ) (u[i+L][j] + u[i][j] );
else
2= (dt /dx ) xulilljl];
break;
case 1: //ubarral
it (fabs(ulil[jl-uli—1][j] ) > eps)
z=( (dt /dx ) % 0.5 )« (u[i][j] + u[i=1][j] );
else
7z = (dt / dx ) *x u[i—=1][]j];
break ;
default:
printf("ndo_é_nenhuma_das_opg¢des\n");
}
return z;
}
//
double ubarra j( double *%u, int i,int j, int o, double dt, double dx)
{
double z;
switch (o)
{
case 2: //ubarra2
if (fabs(u[i][j+1-u[i][j]) >eps)
z=((dt /dx ) % 0.5 )« (u[i][j+1] + u[i][j] );
else
z = (dt /dx ) = ul[i][j];
break;
case 1: //ubarral
if (fabs(u[i][j]-u[i][j—1] ) > eps)
z=((dt /dx ) % 0.5 )« (u[i][j] + u[i][i-1] );
else
z = (dt / dx ) * u[i][j—1];
break;
default:
printf("ndo_é_nenhuma_das_opg¢des\n");
}
return z;
}
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