
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Desenvolvimento de esquema upwind para 
equações de conservação e implementação de 
modelagens URANS com aplicação em 
escoamentos incompressíveis 

 

 
 

Miguel Antonio Caro Candezano 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

Desenvolvimento de esquema upwind para equações de 
conservação e implementação de modelagens URANS 
com aplicação em escoamentos incompressíveis  

 
 

Miguel Antonio Caro Candezano 

 
 

Orientador: Prof. Dr. Valdemir Garcia Ferreira 

 
 

 
 
 
 
 
 

Tese apresentada ao Instituto de Ciências Matemáticas 
e de Computação - ICMC-USP, como parte dos 
requisitos para obtenção do título de Doutor em 
Ciências - Ciências de Computação e Matemática 
Computacional. VERSÃO REVISADA  

 
 
 

 

USP – São Carlos   

Dezembro de 2012  

 

 

SERVIÇO DE PÓS-GRADUAÇÃO DO ICMC-USP 

 
Data de Depósito:     
 
Assinatura:________________________



Ficha catalográfica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi 
e Seção Técnica de Informática, ICMC/USP, 

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

C292d
Caro Candezano, Miguel Antonio
   Desenvolvimento de esquema upwind para equações de
conservação e implementação de modelagens URANS com
aplicação em escoamentos incompressíveis / Miguel
Antonio Caro Candezano; orientador Valdemir Garcia
Ferreira. -- São Carlos, 2012.
   171 p.

   Tese (Doutorado - Programa de Pós-Graduação em
Ciências de Computação e Matemática Computacional) --
Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, 2012.

   1. termos convectivos. 2. leis de conservação. 3.
equações de Navier-Stokes. 4. escoamentos com
superfícies livres móveis. 5. modelagem k-e, RNG k-e.
I. Garcia Ferreira, Valdemir, orient. II. Título.



Dedio esta tese a minha esposa María e a meus �lhos Mateo e Alejandro, pelos quase quatro anosem que tive de me fazer ausente de suas vidas nos momentos que mais me preisavam. A voês,minhas desulpas e a minha eterna gratidão.





Agradeimentos
Ao meu amigo e orientador Prof. Dr. Valdemir Garia Ferreira pela disponibilidade, apoio, on�-ança, seus ensinamentos e orientações, e prinipalmente pela paiênia.Aos meus pais, Luz María e Miguel Antonio pelo grande amor, paiênia, ompreensão e grandeapoio ao longo de todos os estudos. Também, aos meus irmãos J. Carlos, Sabas, Rebea, Gladys, LuzMary, Patriia, Julio e Luisa.Ao meus amigos Alysson N. Silva, Alexandre De Laassa e Rafael A. Figueiredo pelos onselhos,pela ajuda e pela ompanhia nos momentos difíeis.Ao meu amigo Everton Alvares Cherman, por toda ajuda nos momentos mais difíeis da minhaestadia no Brasil.Aos meus amigos Lais, Patríia, Josuel, Giseli, Larisa, Douglas, Juliana, Italo e Gabriela por todaajuda e ompreensão.Aos meus amigos Alfredo, Henry, John, Ingrid, Edwin, Jeinny, Rodolfo e Miguel por sua amizadee ompanhia.Aos funionários do ICMC-USP por toda dediação, em espeial ao Leonardo Martinussi por todasua paiênia e ajuda.A todos os professores do LMACC-ICMC/USP, em espeial ao Prof. Dr. Gustavo Carlos Busagliapelos ensinamentos e re�exões.A CAPES om o programa PEC-PG, pelo suporte �naneiro onedido para realização do meuprojeto de pesquisa.Finalmente, agradeço a todos que direta ou indiretamente ontribuíram para a realização destetrabalho.A Deus!.

i



ii



Resumo
Nesta tese é apresentado um esquema novo de alta resolução upwind (denominado TDPUS-C3)para reonstrução de �uxos numérios para leis de onservação não lineares e problemas relaionadosem DFC. O esquema é baseado nos ritérios de estabilidade CBC e TVD e desenvolvido utilizandoondições de difereniabilidade C3. Além disso, é realizada a implementação da assoiação do esquemaTDPUS-C3 om a modelagem de turbulênia RNG κ − ε. O propósito é obter soluções numériasde sistemas hiperbólios de leis de onservação para dinâmia dos gases e equações de Navier-Stokespara esoamento inompressível de �uidos newtonianos e não newtonianos (visoelástios). Fazendo ouso do esquema TDPUS-C3, a preisão global dos métodos numérios é veri�ada aessando o erroem problemas teste (benhmark) 1D e 2D. Um estudo omparativo entre os resultados do esquemaTDPUS-C3 e os de esquemas upwind onvenionais para leis de onservação hiperbólias omplexas étambém realizado. A assoiação das modelagens numérias (upwinding mais RNG κ−ε) é, então, exa-minada na simulação de esoamentos turbulentos de �uidos newtonianos envolvendo superfíies livresmóveis, usando a metodologia URANS. No geral, em termos do omportamento global, onordâniasatisfatória é observada.Palavras-have:: termos onvetivos, leis de onservação, aptura de hoque, equações de Navier-Stokes,esoamentos om superfíies livres móveis, modelagem κ− ε e RNG κ− ε.
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Abstrat
In this thesis, a new high-resolution upwind sheme (named TDPUS-C3) for reonstrution ofnumerial �uxes for nonlinear onservation laws and related CFD problems is presented. The sheme isbased on CBC and TVD stability riteria and developed by employing di�erentiability onditions (C3).In addition, the implementation of an assoiation of the TDPUS-C3 sheme with the RNG κ − εturbulene modelling is also performed. The purpose is to obtain numerial solutions of systems ofhyperboli onservation laws for gas dynamis and Navier-Stokes equations for inompressible �ow ofNewtonian and non-Newtonian (visoelasti) �uids. By using the TDPUS-C3 sheme, the globalauray of the numerial methods is veri�ed by assessing the error on 1D and 2D benhmark testases. A omparative study between the TDPUS-C3 sheme and onventional upwind shemes tosolve standard and omplex hyperboli onservation laws is also aomplished. The assoiation of thenumerial modelling (upwinding plus RNG κ−ε) is then examined in the simulation of turbulent New-tonian �uid �ows involving moving free surfaes, by using URANS methodology. Overall, satisfatoryagreement is found in terms of the overall behaviour.

Key words: onvetive terms, onservation laws, shok apturing, Navier-Stokes equations, movingfree surfae �ows, κ− ε turbulene modelling, RNG κ− ε.
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Capítulo
1Introdução

1.1 Tema da pesquisaA maioria dos problemas físios modelados por EDPs em DFC, que vão desde leis de onservaçãohiperbólias om termos-fonte até equações de Navier-Stokes a altos valores do número de Reynolds,é dominada por onveção; e, portanto, propensa a formação de soluções desontínuas e estruturasvortiais. A dominânia dos termos onvetivos (em geral não lineares) di�ultam sobremaneira aderivação de soluções numérias para tais sistemas. Em função disso, onsidera-se ruial proporténias omputaionais espeializadas para resolver esses problemas omplexos. De interesse partiularno presente trabalho estão as aproximações dos termos onvetivos por esquemas upwind de altaresolução e a implementação de modelagens κ − ε de turbulênia. As propriedades desejadas dosmétodos de aproximação aqui investigados são: (i) boa preisão e robustez; (ii) limitação da soluçãonuméria sem osilações não físias e om poua introdução de visosidade numéria; e (iii) simpliidadena implementação e baixo usto omputaional.1.2 Desenvolvimento de modelagens numériasDesde os anos 50, uma grande quantidade de modelagens numérias para os termos onvetivostem sido onebida om o propósito de simular omputaionalmente problemas omplexos em DFC.A maior di�uldade que tem motivado a pesquisa na área é o problema de representar bem forteshoques, desontinuidades de ontato e estruturas vortiais que apareem nas soluções numérias.As primeiras tentativas bem suedidas para estes problemas foram propostas por VonNeumann eRihtmyer (1950), Courant et al. (1952) e Spalding (1972), utilizando métodos de primeira ordemde preisão loal. Entretanto, ertas desvantagens intrínseas a esses métodos lássios, tais omosuavização da solução em regiões de altos gradientes, têm direionado a pesquisa na área para aderivação de soluções simples, mais preisas e/ou inondiionalmente estáveis; apareeu até um teoremadevido a Godunov (1959) a�rmando que esquemas lineares que não geram osilações numérias sópodem ser de primeira ordem. A ura para isto tem sido o uso de esquemas onvenionais, tais omo1



Capítulo 1 Introduçãodiferenças entrais (DC), upwind de segunda ordem (SOU) (Warming e Beam, 1976), QUICK (Leonard,1979) e QUICKEST (Leonard, 1988a), entre outros. No entanto, sob ondições severas de onveção,tais omo o movimento turbulento, esses esquemas inevitavelmente produzem soluções osilatórias (nãomonot�nias) em regiões onde as variáveis onvetadas experimentam gradientes elevados.Com o objetivo de superar os defeitos assoiados aos esquemas onvenionais itados anteriormente,um número substanial de esquemas monot�nios tem surgido na literatura espeializada. Como exem-plo pode-se itar a lasse MUSCL de van Leer (1979) e os esquemas MINMOD de Roe (1986), SMARTde Gaskell e Lau (1988), SHARP de Leonard (1988b), WACEB de Song et al. (2000), CUBISTA deAlves et al. (2003), ARORA-ROE de Arora e Roe (1997) e ADBQUICKEST de Ferreira et al. (2009). Aprinipal vantagem desses esquemas é que eles apturaram bem soluções suaves daquelas ontaminadasom osilações não físias e, ao mesmo tempo, melhoraram a onvergênia. Deve-se observar tambémque esses esquemas (alguns deles ao menos), embora funionando bem em alguns problemas, não pro-duzem soluções limitadas nas situações om hoques, desontinuidades de ontato (ver, por exemplo,Kuan e Lin (2000) e Lin e Lin (1997)) e/ou em simulações de esoamentos visoelástios om modelosonstitutivos hiperbólios (Xue et al., 2002). Em Lin e Chieng (1991), os autores observaram que osesquemas SMART e SHARP, embora preservem alta preisão, produzem altos níveis de osilações noaso do problema do tubo de hoque de Sod (1978). Em Alves et al. (2000), om o uso de esquemasupwind, os autores simularam uma série de esoamentos visoelástios e observaram que os álulosnão onvergiram om o re�namento de malha. Em Baxevanou e Fidaros (2008) há uma assoiaçãode esquemas upwind TVD om a modelagem κ − ε padrão ujos resultados apontaram de�iêniasdo esquema upwind devido a Roe-Sweby, mas om o emprego do limitador de �uxo MINMOD, essaassoiação apresentou melhorias quando omparado aos esquemas de primeira ordem, DC e QUICK;e estes últimos levando à divergênia dos álulos em problemas onde a onveção é dominante.Reentemente tem apareido na literatura alguns trabalhos assoiando esquemas upwind (usual-mente os esquemas DC, FOU, SOU e QUICK) om a modelagem RNG κ − ε de (Yakhot e Orszag,1986). Em Fudihara et al. (2007), usando os esquemas FOU e SOU, foi feito um estudo numérioda aerodinâmia de um forno om um queimador de bloo; em Wang e Wang (2011) é apresentadauma omparação entre soluções numérias, om o uso do esquema DC e as modelagens κ− ε padrão,
RNG κ−ε e Realizable κ−ε (Shih et al., 1995), para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíierigida; e em Ghadimi et al. (2012), os autores utilizaram o ódigo omerial Fluent R© inrementadoom o esquema DC para simular a transferênia de alor no �uxo de ar em janelas. Observa-se, por-tanto, uma tendênia atual na literatura em se usar os esquemas onvetivos FOU, DC e QUICK emproblemas envolvendo turbulênia. Assim, a neessidade de um esquema de onveção tipo upwind queproporiona boa preisão, limitação da solução numéria (sem osilações não físias e om poua intro-dução de visosidade numéria) e simpliidade na implementação para aproximar termos onvetivosde leis de onservação e problemas relaionados em DFC ontinua a estimular a pesquisa ientí�aem várias áreas da engenharia. Dentro deste enário, e no ontexto dos ritérios de limitação TVD eCBC, três novos esquemas upwind (e orrespondentes limitadores de �uxo) apareeram na literatura: oTOPUS de Ferreira et al. (2012), o SDPUS-C1 de Lima et al. (2012) e, mais reentemente, o esquemaEPUS de Corrêa et al. (2012). O esquema TOPUS foi proposto utilizando parte de um polin�mio degrau quatro e mostrou ser uma boa ferramenta para uma variedade de problemas da dinâmia dos2



1.2 Desenvolvimento de modelagens numérias�uidos; no entanto o TOPUS não se reduz a uma função suave nos pontos 0 e 1 dentro do diagrama devariáveis normalizadas de Leonard (1988a); isso, segundo Lin e Chieng (1991), pode gerar problemasde onvergênia em problemas omplexos, omo é o aso das instabilidades de Rayleigh-Taylor e esoa-mentos inompressíveis envolvendo superfíies livres móveis, e muitas outras apliações. Os esquemasSDPUS-C1 e EPUS, por outro lado, são de lasse C1 e C2 nesses pontos, respetivamente.A derivação de um novo esquema onvetivo TVD/CBC universal, para reonstruções (upwind) de�uxos numérios, que possua uma moléula omputaional simples (envolvendo no máximo três pontosde malha por �uxo numério), que satisfaz propriedades de difereniabilidade superior a dois e queseja uma alternativa à lasse de esquemas upwind de aptura de hoques é uma tema de relevânia emDFC e ontemplado nesta tese. Vale reonheer que há também uma lasse importante de esquemasso�stiados, os bem onheidos ENO/WENO e suas variações (ver, por exemplo, Qiu e Shu (2011) eWan et al. (2012)), para simulações de esoamentos ompressíveis; essa lasse tem proporionado boapreisão loal om poua visosidade numéria, mas é difíil de implementar e relativamente pobre emmalhas grosseiras.1.3 Motivação, objetivo e ontribuição do presente estudoO interesse resente de soluções aproximadas para equações de onservação da DFC deriva dademanda por modelagens simples, robustas, baratas e apazes de prever ampos de esoamentos de�uidos ontendo fortes hoques, desontinuidades de ontato e/ou estruturas vortiais, omo aonteenas equações de Euler da dinâmia dos gases e nas equações de Navier-Stokes sob forte in�uênia dostermos não lineares. Nos últimos anos, os pesquisadores do LMACC do ICMC-USP têm-se dediadoao desenvolvimento de métodos numérios para simular esoamentos inompressíveis newtonianos enão newtonianos om superfíies livres móveis. Em partiular, várias ténias inovadoras têm sidodesenvolvidas por esses pesquisadores, dentre elas destaam-se:
• desenvolvimento e implementação de métodos numérios para esoamentos de �uidos newtonianosem uma ampla faixa do número de Reynolds (Ferreira et al., 2012);
• implementação de modelagens de turbulênia κ− ε padrão (Ferreira et al., 2013);
• análise, implementação e validação de modelos reológios a uma variada gama de números deWeisemberg (Oishi et al., 2012, Tomé et al., 2012); e
• simulação omputaional de esoamentos omplexos, tais omo bifásios �uido-�uido om su-perfíies livres móveis (Santos et al., 2012, Lima et al., 2012) e gás-sólido num leito �uidizado(Corrêa et al., 2012).Com o auxílio de esquemas upwind de alta resolução de lasse de difereniabilidade 1 e 2, essesavanços têm sido parialmente inorporados aos ódigos CLAWPACK de LeVeque (2012), Free�ow deCastelo et al. (2000) e MFiX (2011), permitindo a simulação de sistemas hiperbólios de leis de on-servação, de esoamentos inompressíveis de �uidos newtonianos em uma ampla faixa do número deReynolds e de esoamentos reológios 3D de interesse tenológio na indústria de polímeros (ver M-Kee et al. (2008), Tomé et al. (2008), Ferreira et al. (2009), Carvalho et al. (2010), Queiroz e Ferreira(2010), Oishi et al. (2011), Lima et al. (2012) e Ferreira et al. (2012)). Entretanto, esses ódigos são3



Capítulo 1 Introduçãoarentes de um esquema upwind de lasse C3 universal e uma modelagem RNG κ−ε da turbulênia. Aassoiação desses duas modelagens (upwinding e RNG κ−ε) onstitui, portanto, a motivação prinipalpara o presente trabalho de tese.O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e teste de um novo esquema onvetivo upwindpolinomial de grau dez de lasse C3, denominado TDPUS-C3. Outro objetivo é a assoiação doesquema TDPUS-C3 om modelagens κ− ε (padrão e RNG κ− ε) para a simulação omputaionalde uma variedade de problemas omplexos em DFC, usando a metodologia URANS. E a ênfase datese é forneer à literatura ténias numérias alternativas as quais podem ser utilizadas tanto emesoamentos ompressíveis quanto em inompressíveis.A ontribuição do presente trabalho é omo segue:(i) introdução de um novo esquema onvetivo upwind universal de lasse C3 (o TDPUS-C3) para areonstrução de �uxos numérios; om a expetativa de resolver problemas omplexos em regiõessuaves e altos gradientes om pontos extremos e desontinuidades;(ii) adaptação do ódigo CLAWPACK om o esquema TDPUS-C3 para resolver sistemas hiperbóliosde leis de onservação;(iii) inlusão no ambiente de simulação Free�ow do novo esquema upwind para resolver esoamentosnewtonianos e não newtonianos;(iv) inorporação (análise e implementação) no sistema Free�ow da modelagem RNG κ − ε e suaassoiação om o esquema TDPUS-C3 para resolver esoamentos inompressíveis turbulentos;(v) disponibilização de uma variedade de dados de simulações numérias (≈ 24) para equações deonservação da DFC;(vi) apresentação à literatura dos prinipais resultados numérios oriundos deste trabalho de tese,ujos detalhes estão desritos no Apêndie A.1.4 Estrutura da tese e equipamentos utilizadosO restante da tese está estruturada em sete apítulos desritos a seguir. No apítulo 2 apresenta-seuma breve desrição da teoria dos esquemas onvetivos em variáveis normalizadas e orrespondenteslimitadores de �uxo. Nesse apítulo inlui-se ainda o desenvolvimento do novo esquema onvetivo up-wind TDPUS-C3. O apítulo 3 é reservado para a formulação de sistemas hiperbólios e a metodologiade solução, inluindo o método de Godunov, o algoritmo de propagação das ondas e resolvedores deRiemann. No apítulo 4 estão desritos os oneitos básios da formulação matemátia de esoamen-tos inompressíveis newtonianos nos regimes laminar e turbulento e �uidos não newtonianos. Nesteapítulo ontempla-se também a disretização dos termos onvetivos e das ondições de ontornoadotadas. O apítulo 5 ontém resultados numérios para sistemas hiperbólios de leis de onservação1D e 2D. Comparações om esquemas bem estabeleidos na literatura e om soluções analítias sãotambém realizadas. O apítulo 6 é destinado aos resultados de simulações numérias de problemasomplexos, tais omo esoamentos inompressíveis newtonianos (nos regimes laminar e turbulento) evisoelástios. As onsiderações �nais e trabalhos futuros são disutidos no apítulo 7.4



1.4 Estrutura da tese e equipamentos utilizadosAs simulações numérias apresentadas ao longo desta tese foram rodadas nos seguintes omputa-dores do LMACC do ICMC-USP:
• um omputador Core Quad Q9650 3Ghz, 4Gb de memoria RAM, 500 Gb de diso rígido e sistemaoperaional Ubuntu 10.04, linux 2.6.32;
• uma estação de trabalho 8 x i7 Core i7 CPU-950 3.07Ghz, 16 Gb de memoria RAM, 1.6 Tb dediso rígido e sistema operaional Ubuntu 10.04, linux 2.6.35; e
• um luster onstituído de: 16 nós otos Xeon, ada máquina om dois proessadores Quad CoreIntel(R) Xeon(R) E5345 de 2.33GHz, 16 Gb de memoria RAM, 500 Gb de diso rígido.

5



Capítulo 1 Introdução

6



Capítulo
2Esquemas onvetivos upwind

Neste apítulo apresenta-se a base teória para o desenvolvimento de esquemas onvetivos tipoupwind que araterizam-se por respeitar o sentido de propagação das informações do esoamento e odesenvolvimento do novo esquema onvetivo TDPUS-C3.2.1 Motivação e aproximação upwindEm muitas apliações, tais omo poluição do ar, oeanogra�a e outras iênias físias, é neessárioalular o transporte (ou onveção) de propriedades físias (ou onentrações de onstituintes) noesoamento de um �uido. Por exemplo, onsidere um �uido em movimento uja veloidade do ampo,em ada ponto do domínio, é onheida, omo ilustrado na Fig. 2.1.
−→
V = (u, v, w)

P = (x, y, z)

φ = φ(x, y, z, t)

x

y

z

Figura 2.1: Representação esquemátia do ampo de veloidades de um esoamento de �uido.Dado P = (x, y, z), denota-se este ampo de vetores por −→V = (u, v, w)T , em que u = u(x, y, z, t),
v = v(x, y, z, t), w = w(x, y, z, t), sendo u, v, w : R

4 → R. Seja φ = φ(x, y, z, t) uma variável7



Capítulo 2 Esquemas onvetivos upwindonvetada no esoamento; pode-se pensar, por exemplo, em uma gota de tinta espalhando-se no�uido ou no transporte de um poluente no esoamento. A equação que modela o transporte da variável
φ em um ampo de veloidade é, no aso 3D, dada por

∂φ

∂t
+
∂(uφ)

∂x
+
∂(vφ)

∂y
+
∂(wφ)

∂z
= 0, (2.1)onde as omponentes u, v, w, de�nidas previamente, são as veloidades de onveção da variável φ nasdireções x, y, z, respetivamente.Sem perda de generalidade, onsidera-se nesse estudo o aso 1D da equação (2.1) dada por

∂φ

∂t
+
∂(uφ)

∂x
= 0, 0 ≤ t ≤ T, a ≤ x ≤ b, T > 0. (2.2)O problema de�nido por (2.2) om ondição iniial φ(x, 0) = φ0(x) e ondições de ontorno φ(a, t) = φae φ(b, t) = φb, sendo u a veloidade de onveção- ampo este que geralmente não pode ser aluladoanalitiamente, requer aproximações numérias para adveção de φ. No aso em que u = 1, a seguinteexpressão é a solução analítia (ver Fig. 2.2)

φ(x, t) = φ0(x− t). (2.3)Desta forma, uma informação transportada via adveção é transladada para direita quando a veloi-dade de onveção u é positiva, e para esquerda quando negativa. A Fig. 2.2 ilustra o omportamentoda solução analítia para u > 0.

x

t

φ(x, 0) = φ0(x) φ(x, t) = φ0(x− ut) u > 0

Figura 2.2: Solução analítia do problema de adveção om veloidade de onveção u > 0.O termo onvetivo (2.2) avaliado num ponto P de uma malha estruturada, omo indiado na Fig.2.3, é aproximado por
∂(uφ)

∂x

∣∣∣
P
≈ (uφ)|f − (uφ)|g

δx
=
ufφf − ugφg

δx
, (2.4)onde δx é o espaçamento na direção x. uf e ug são as veloidades de onveção nas faes f = i+1/2 e

g = i− 1/2, respetivamente, as quais são de�nidas omo as médias simples dos valores vizinhos, isto8



2.1 Motivação e aproximação upwindé uf = (uD + uU )/2 e ug = (uU + uR)/2.

δx

2

δx

2

δx

U = iR = i− 1 D = i+ 1g = i− 1/2 f = i+ 1/2

φg P φf

Ug Uf

Figura 2.3: Moléula omputaional da disretização dos termos onvetivos no ponto P.Aproximações para a variável onvetada φ, em (2.4), nas faes f e g, φf e φg (ou �uxos numériosnestas faes), podem ser obtidas por interpolação upwind em função dos valores dessa variável nosseguintes pontos: o à jusante D, o à montante U e o mais à montante R, omo ilustrado na Fig. 2.3; eessas posições para interpolação são automatiamente de�nidas de aordo om os sinais das veloidadesde onveção Uf e Ug. Em síntese, uma aproximação (ou esquema) upwind para φf (um esquema para
φg segue proedimentos similares) é da forma

φf = φf (φD, φU , φR), (2.5)em que φD, φU e φR são os valores de φ nos pontos D, U e R, respetivamente. Para simpli�ar arelação funional (2.5), Leonard (1988a) introduziu o oneito de variáveis normalizadas (VN) de�nidopor
φ̂(·) =

φ(·) − φR

φD − φR
, (2.6)om φ̂D = 1 e φ̂R = 0. A relação funional (2.5) omumente denominada araterístia em variáveisnormalizadas, passa então a ser representada omo

φ̂f = φ̂f (φ̂U ). (2.7)Na Fig. 2.4 estão ilustrados, no diagrama de variáveis normalizadas (DVN), os esquemas lássiosFOU, SOU, CDS e QUICK. Nesta �gura, a região hahurada orrespondente à região de monotonii-9



Capítulo 2 Esquemas onvetivos upwinddade para esquemas de segunda ordem de preisão loal.
φ̂f

φ̂U

φ̂f = 2φ̂U

φ̂f = 1PQ

O 0.5 1.0 1.5

0.5

1.0

1.5

SOU FOU QUICK
CDS

Figura 2.4: Região de monotoniidade para esquemas de segunda ordem no diagrama de variáveisnormalizadas.Tabela 2.1: Alguns esquemas em variáveis não normalizadas e suas orrespondentes expressões emvariáveis normalizadas.Esquema Variáveis não normalizadas Variáveis normalizadasFOU φf = φU φ̂f = φ̂UCDS φf = 1
2(φD + φU ) φ̂f = 3

4 +
1
2(φ̂U − 1

2)QUICK φf = 1
2(φD + φU )− 1

8(φD − 2φU + φR) φ̂f = 3
4 +

3
4(φ̂U − 1

2)SOU φf = 3
2φU − 1

2φD φ̂f = 3
2 φ̂UUsando o desenvolvimento em série de Taylor, pode-se mostrar (ver Leonard (1988a)) que paraqualquer esquema (linear ou não linear) em variáveis normalizadas valem as seguintes propriedades:

• um esquema em variáveis normalizadas que passa pelos pontos O(0,0) e P(1,1) é limitado(ondição neessária);
• um esquema em variáveis normalizadas que passa pelo ponto Q(1/2,3/4) alança segunda ordemde preisão (ondição neessária e su�iente);
• um esquema em variáveis normalizadas que passa pelo ponto Q(1/2,3/4) e tem inlinação 3/4nesse ponto, alança tereira ordem de preisão (ondição neessária e su�iente).A ideia de se onstruir um esquema limitado que atinja (ao menos) segunda ordem e produzasoluções suaves limitadas é que sua araterístia em variáveis normalizadas satisfaça as ondições a10



2.1 Motivação e aproximação upwindseguir:
O(0, 0); (2.8)
P (1, 1); (2.9)

Q(1/2, 3/4); (2.10)e para tereira ordem a araterístia deve passar por esses pontos om derivada 3/4 em Q.2.1.1 Critérios de limitaçãoSoluções numérias limitadas e sem osilações não físias são de suma importânia para o transportede propriedades físias (Tao et al., 2005). Com o objetivo de obter soluções limitadas faz-se neessárioque a variação da variável onvetada φ nas faes f e g (ver Fig. 2.3) esteja loalmente limitada entreos valores vizinhos. Por exemplo, para a fae f deve-se ter
φU ≤ φf ≤ φD. (2.11)Para alançar tal objetivo, Gaskell e Lau (1988) propuseram o ritério onvetion boundedness riterion(CBC) para limitação da araterístia em variáveis normalizadas, isto é





φ̂f ∈ [φ̂U , 1], se φ̂U ∈ [0, 1];

φ̂f = 1, se φ̂U = 1;

φ̂f = 0, se φ̂U = 0;

φ̂f = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(2.12)A Fig. 2.5 ilustra no diagrama em variáveis normalizadas a região de limitação CBC.
φ̂f

φ̂U

CBC
1

1

Figura 2.5: Diagrama de variáveis normalizadas: Região CBC.11



Capítulo 2 Esquemas onvetivos upwindPortanto, obtém-se soluções limitadas se o esquema dado por (2.7) está inteiramente ontido naregião CBC. Vale observar que desde há muito o ritério CBC tem sido aeito omo uma ondiçãoneessária e su�iente para derivar esquemas limitados (Gaskell e Lau, 1988, Darvish, 1993, Choi et al.,1995, Waterson e Deonink, 2007, Kemm, 2010, Ferreira et al., 2012, Lima et al., 2012). Todavia, nostrabalhos de Tao (2000), Yu et al. (2001) e Wei et al. (2006) os autores provaram que a ondição delimitação CBC é apenas su�iente; e, então, eles propuseram novas restrições para limitação hamadaextended CBC (ECBC) e ilustrada na Fig. 2.6. Os resultados numérios apresentados por esses autoresmostraram ser satisfatórios, tanto em limitação omo auráia.
φ̂f

φ̂U

Q(1/2,3/4)ECBC
1

1

Figura 2.6: Diagrama de variáveis normalizadas: Região ECBC.Outro ritério de limitação importante, e que garante monotoniidade da solução, é o total variationdiminishing (TVD) de Harten et al. (1976) (ver também Sweby e Baines (1981), Harten (1983));iniialmente de�ne-se a variação total da solução numéria φ no tempo n+ 1 por
TV (φn+1) =

∑

k

|φn+1
k+1 − φn+1

k |, k ∈ N. (2.13)Diz-se então que um esquema de onveção é TVD se ele produz solução numéria que satisfaz
TV (φn+1) ≤ TV (φn). (2.14)Os métodos onstruídos satisfazendo o oneito de limitação TVD araterizam-se por serem onser-vativos, limitados e impedem a formação de osilações não físias (espúrias) nas soluções numérias(Harten, 1983). No ontexto de variáveis normalizadas, as ondições para um esquema ser TVD são(ver Harten (1983)) 



φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1, φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1].
(2.15)A Fig. 2.7 apresenta a região TVD no diagrama de variáveis normalizadas.A seguir, apresentam-se exemplos de esquemas onvetivos upwind onvenionais em variáveis nor-12



2.1 Motivação e aproximação upwind
φ̂f

φ̂U

TVD
1

1

Figura 2.7: DVN: Região TVD.malizadas, alguns deles utilizados neste trabalho para omparação.
• ADBQUICKEST de Ferreira et al. (2009): Este esquema é uma versão limitada do esquemaQUICKEST de Leonard (1979) e ontempla o número de CFL, θ = aδt/δx (sendo a uma ve-loidade de onveção), em sua formulação. O ADBQUICKEST tem sido usado na literaturapara a simulação de sistemas hiperbólios omplexos de leis de onservação (ver, por exemplo,Candezano et al. (2010a,b), Le (2011), Ferreira et al. (2012)) e problemas de esoamento inom-pressíveis de �uidos newtonianos/não newtonianos nos regimes laminar e turbulento (Ferreiraet al., 2009, Kurokawa, 2009). O ADBQUICKEST tem sido um esquema padrão no ódigoFree�ow e sua formulação é omo segue:

φ̂f =





(2− θ)φ̂U , 0 < φ̂U < a1,

φ̂U + 1
2(1− |θ|)(1− φ̂U )− 1

6 (1− θ2)(1− 2φ̂U ), a1 < fu < b1,

1− |θ|+ |θ|φ̂U , b1 < φ̂U < 1,

φ̂U , aso ontrário, (2.16)
onde a1 = 2− 3|θ|+ θ2

7− 6|θ| − 3θ + 2θ2
e b1 =

−4 + 6|θ| − 3θ + θ2

−5 + 6θ − 3|θ|+ 2θ2
.

• ARORA-ROE de Arora e Roe (1997): Este é um esquema derivado dos trabalhos de Roe eBaines (1982) e Roe (1985) e faz parte da família dos esquemas dependentes do número de CFL.13



Capítulo 2 Esquemas onvetivos upwindA sua formulação é omo segue:
φ̂f =





φ̂U
|θ|+(1−θ)

|θ| , 0 < φ̂U < a2,

φ̂U + 1
6 [2− φ̂U + |θ|(2φ̂U − 1)](1 − θ), a2 < φ̂U < b2,

φ̂U + 1−θ
1−|θ|(1− φ̂U ), b2 < φ̂U < 1,

φ̂U , aso ontrário, (2.17)
onde a2 = 2|θ| − |θ|2

6 + |θ| − 2|θ|2 e b2 =
6− (2− |θ|)(1− |θ|)
6 + (1− |θ|)(2|θ| − 1)

.
• CUBISTA de Alves et al. (2003): Este é um esquema desenvolvido para melhorar as pro-priedades de onvergênia em esoamentos transientes. A sua expressão é omo segue:

φ̂f =





7
4 φ̂U , 0 < φ̂U < 3/8,

3
4 φ̂U + 3

8 , 3/8 ≤ φ̂U ≤ 3/4,

1
4 φ̂U + 3

4 , 3/4 < φ̂U < 1,

φ̂U , φ̂U /∈ (0, 1).

(2.18)
• TOPUS de Ferreira et al. (2012): Este esquema é o primeiro da família dos esquemas upwindpolinomiais desenvolvido no LMACC do ICMC-USP. TOPUS depende de um parâmetro livre α,atingindo seu melhor desempenho em α = 2. A sua formulação é omo segue:

φ̂f =




αφ̂4U + (−2α + 1)φ̂3U + (5α−10

4 )φ̂2U + (−α+10
4 )φ̂U , φ̂U ∈ [0, 1];

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1].
(2.19)

• SUPERBEE de Roe (1986): Este é um esquema de segunda ordem de preisão loal, popular-mente usado em problemas ompressíveis, e tem sido um esquema padrão no ódigo MFiX (2011)para a simulação omputaional de esoamentos de duas fases gás-sólido. A sua formulação éomo segue:
φ̂f =





2φ̂U , 0 ≤ φ̂U <
1
3 ;

1
2 (1 + φ̂U ),

1
3 ≤ φ̂U <

1
2 ;

3
2 φ̂U ,

1
2 ≤ φ̂U <

2
3 ;

1, 2
3 ≤ φ̂U ≤ 1;

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1].

(2.20)
• MC de van Leer (1977): Este é um esquema de segunda ordem de preisão loal e tem sido o14



2.1 Motivação e aproximação upwindesquema padrão no ódigo CLAWPACK. Em resumo, a formulação do MC é omo segue:
φ̂f =





2φ̂U , 0 ≤ φ̂U <
1
4 ;

φ̂U + 1
4 ,

1
4 ≤ φ̂U <

3
4 ;

1, 3
4 ≤ φ̂U ≤ 1;

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1].

(2.21)
2.1.2 Limitadores de �uxoA ideia básia dos limitadores de �uxo (LF) é limitar esquemas não monot�nios. Tradiionalmente,os limitadores de �uxo são embutidos em esquemas numérios de alta resolução, tais omo o esquemaMUSCL de van Leer (1979), para evitar o apareimento de osilações não físias na solução numéria.O oneito de limitador de �uxo foi introduzido por van Leer (1973, 1974) e Boris e Book (1973, 1976)numa série de trabalhos sobre os esquemas upwind de segunda ordem que não produzem osilaçõesnumérias (ver detalhes em Hirsh (2007)).Com o intuito de preisar melhor o oneito de limitador de �uxo, onsidera-se o transporte uni-dimensional de um esalar u om veloidade a > 0 modelado pela equação linear ut + aux = 0.Soluções numérias para essa equação podem ser obtidas via o esquema (não TVD) de Lax e Wendro�(1960)-LW (ou uma disretização de segunda ordem, ou ainda o esquema upwind de segunda ordem deWarming e Beam (1976)-WB). Em partiular, o método de LW para essa equação linear é dado por

un+1
i = uni − θ(uni+1 − uni−1) +

θ2

2
(uni+1 − 2uni + uni−1), (2.22)onde a disretização foi feita tomando-se omo base o ponto de malha (iδx, nδt) e usando-se diferençapara frente no tempo (método de Euler) e entral no espaço. A Fig. 2.8 mostra a solução numéria viao método (2.22) e solução analítia para o transporte de uma onda quadrada via a equação adveção(2.2) om u = 1. Vê-se laramente por essa �gura que o esquema de LW gera soluções numérias nãolimitadas.Este esquema pode ser separado em uma parte de primeira ordem (FOU) mais uma parte queorresponde a termos não monot�nios de orreção, isto é

un+1
i = uni − θ(uni − uni−1)︸ ︷︷ ︸FOU +

θ

2
(1− θ)(uni − uni−1)−

θ

2
(1− θ)(uni+1 − uni )

︸ ︷︷ ︸termos não monótonos . (2.23)Para tornar o esquema (2.23) limitado (TVD), multiplia-se a sua segunda parte por uma função
Ψ = Ψ(r) (que é o limitador de �uxo), onde r é um sensor de suavidade que deteta gradientes elevados(pontos extremos, desontinuidades ou hoques) e de�nido omo a razão dos gradientes onseutivosnuma fae da élula omputaional. No aso da Fig. 2.3, esse detetor torna-se

ri =
(∂u
∂x

)
g

/(∂u
∂x

)
f
≈ ui − ui−1

ui+1 − ui
=
uU − uR
uD − uU

. (2.24)15



Capítulo 2 Esquemas onvetivos upwind

x

u

Exata

Figura 2.8: Comparação entra as soluções numérias obtidas om o esquema Lax-Wendro� e analítiado problema de adveção. N = 2000 e CFL = 0.3.Multipliando-se o primeiro termo não monótono na Eq. (2.23) por Ψ(ri−1) e o segundo por Ψ(ri), aEq. (2.23) pode ser rearranjada para obter
un+1
i = uni − θ(uni − uni−1)

{
1 +

1

2
(1− θ)

[
Ψ(ri)

ri
−Ψ(ri−1)

]}
. (2.25)Segundo Harten (1983), o esquema (2.25) é limitado e monot�nio se o termo {...} for positivo, aar-retando a desigualdade

Ψ(ri−1)−
Ψ(ri)

ri
≤ 2

1− θ
. (2.26)Os detalhes do desenvolvimento do limitador de �uxo pode ser enontrado, por exemplo, em Hirsh(2007).O método de LW dado em (2.25) é uma motivação para o desenvolvimento de esquemas upwind dealta ordem limitados. De maneira geral, um esquema onvetivo tipo upwind pode ser desenvolvido,tomando-se omo base a interpolação para φf na Fig. (2.3), por meio da aproximação

φf = φU +B
[(∂φ
∂x

)∣∣∣
f
,
(∂φ
∂x

)∣∣∣
g
, δx
]
, (2.27)onde a função B representa um termo de orreção anti-difusivo. Neste trabalho, toma-se B omo

B =
1

2
δx
(∂φ
∂x

)∣∣∣
f
. (2.28)O esquema onvetivo upwind (2.27) pode ser então aproximado por

φf ≈ φU +
1

2
δx
(∂φ
∂x

)∣∣∣
f
≈ φU +

1

2

(
φD − φU

)
, (2.29)o qual é propenso à formação de osilações não físias (similar ao esquema de LW (2.22)). Para evitar16



2.1 Motivação e aproximação upwindessas osilações, introduz-se um limitador de �uxo Ψ na formulação (2.29) para obter
φf ≈ φU +

1

2
Ψ(rf )

(
φD − φU

)
, (2.30)o qual em variáveis normalizadas é expresso omo

φ̂f = φ̂U +
1

2
Ψ(rf )(1− φ̂U ), (2.31)om o sensor rf dado por

rf =
φ̂U

1− φ̂U
. (2.32)Como omentado anteriormente, o parâmetro rf funiona omo um detetor de suavidade dasolução, e om base em seus valores várias regiões de interesse podem ser identi�adas no plano

rf⊥Ψ(rf ). A reta rf = 0, omo mostrado na Figura 2.9, separa regiões de osilações ou extremos(rf < 0) de regiões de soluções monot�nias (rf > 0). Dentro dessas últimas, rf ≈ 1 orresponde aregiões de soluções suaves (rf = 1 - variação linear). Regiões de altas urvaturas podem ser identi�-adas para rf ≤ 0 e rf << 1 (urvatura negativa) ou rf >> 1 (urvatura positiva).

1 rf

Ψ(rf )

rf ≤ 0 rf ≪ 1 rf ≫ 1

Figura 2.9: Plano Ψ(rf )⊥rf mostrando a região de extremos (rf ≤ 0), a região de monotoniidade(vizinhança de rf = 1) e as regiões de alta urvatura (rf >> 1 e rf << 1).Pode-se mostrar (veja, por exemplo, Sweby (1984)) que se o limitador de �uxo Ψ(rf ) satisfaz aspropriedades
• Ψ(rf ) = 0, r ≤ 0;
• 0 ≤ Ψ(rf ) ≤ 2rf ;
• Ψ(rf ) ≤ 2,então o esquema numério (2.31) é livre de osilações e, neste aso, diz-se que o limitador de �uxo éTVD. Alguns exemplos de limitadores de �uxo (inluindo FOU, LW e WB) no diagrama rf⊥Ψ(rf ) sãoapresentados na Fig. 2.10. Em partiular, esquemas monot�nios de segunda ordem devem satisfazerà seguinte desigualdade

0 ≤ Ψ(rf ) ≤ min(2rf , 2). (2.33)17
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Ψ(rf)

rf

1

2

1 2

Ψ(rf)=2rf
Ψ(rf)=rf

Ψ(rf)=1

Ψ(rf)=0
FOU

LW
WB

Figura 2.10: Região TVD de Sweby.A seguir está mostrado que qualquer limitador de �uxo Ψ que satisfaça Ψ(1) = 1 (ondiçãoneessária (Waterson e Deonink, 2007) ) e fazendo om que (2.30) seja de segunda ordem de preisãoem malhas uniformes, deve satisfazer a seguinte ondição de equivalênia:
dΨ

d rf

∣∣∣
rf=1

=
1

4
⇔ o esquema (2.30) tem tereira ordem de preisão loal. (2.34)De fato, pois:(⇐) Levando os desenvolvimentos, em série de taylor em torno do ponto (i+ 1/2, j), de φ(i−1,j) =

φ([i+1/2]−3/2,j), φ(i,j) = φ([i+1/2]−1/2,j) e φ(i+1,j) = φ([i+1/2]+1/2,j), mais ψ(rf ) ≈ ψ(1)+(rf−1) dψ
d rf

∣∣∣
rf=1

,na expressão (2.30), resulta dψ
d rf

∣∣∣
rf=1

= 1
4 .(⇒) A derivada da expressão (2.31) em relação φ̂(i,j) dá

dφ̂(i+1/2,j)

dφ̂(i,j)
= 1 +

1

2

d

dφ̂(i,j)

[
Ψ(rf (i+1/2,j))(1− φ̂(i,j))

]

= 1 +
1

2

[ dΨ

d rf (i+1/2,j)
·
drf (i+1/2,j)

dφ̂(i,j)
· (1− φ̂(i,j))−Ψ(rf (i+1/2,j))

]

= 1 +
1

2

[ dΨ

d rf (i+1/2,j)
· 1

(1− φ̂(i,j))
2 · (1− φ̂(i,j))−Ψ(rf (i+1/2,j))

]
. (2.35)Avaliando a expressão (2.35) em φ̂(i,j) =

1
2 (o que equivale a rf (i+1/2,j) = 1) obtém-se
dφ̂(i+1/2,j)

dφ̂(i,j)
=

3

4
.Essa é a ondição de Leonard (1988a) para esquemas upwind alançarem tereira ordem de preisão.Utilizando-se da ideia de monotoniidade, Sweby (1984) de�niu o prinípio de monotoniidade paralimitadores de �uxo (ondição su�iente), em que

Ψ′(rf ) = 2 se rf → 0. (2.36)18



2.1 Motivação e aproximação upwindA Fig. 2.11 desreve a região de monotoniidade de Sweby para esquemas de segunda ordem depreisão loal.

1 2

1

2

Ψ(rf)

rfFigura 2.11: Região TVD de segunda ordem nas variáveis (Ψ, r).É interessante observar que a região TVD apresentada na Fig. 2.11 está inteiramente ontidana região (mais geral) de positividade de Spekreijse (1986) (om M ≥ 2 e α ≤ 0). Na sequênia,apresentam-se alguns limitadores de �uxo de esquemas upwind onsagrados na literatura.
• ADBQUICKEST, Ferreira et al. (2009):

Ψ(r) = max

{
0,min

[
2r(1− θ),

2 + θ2 − 3|θ|+ (1− θ2)r

3
, 2(1 − θ)

]}
; (2.37)

• ARORA-ROE, Arora e Roe (1997):
Ψ(r) = max

{
0,min

[
2

|θ|r, 1 +
1 + |θ|

3
(r − 1),

2

1− |θ|

]}
; (2.38)

• CUBISTA, Alves et al. (2003):
Ψ(r) = max

[
0,min

{
3

2
r,
3

4
r +

1

4
,
3

2

}]
; (2.39)

• TOPUS, Ferreira et al. (2012):
Ψ(r) =

0.5(|r| + r)[(−0.5α + 1)r2 + (α+ 4)r + (−0.5α + 3)]

(1 + r)4
, α = 2; (2.40)

• SUPERBEE, Roe (1986):
Ψ(r) = max[0,min(2r, 1),min(r, 2)]; (2.41)19
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• MC, van Leer (1977):

Ψ(r) = max[0,min(2r, 0.5(1 + r), 2)]; (2.42)
• MINMOD, Roe (1986):

Ψ(r) = max[0,min(1, r)]. (2.43)
2.2 Desenvolvimento do novo esquema TDPUS-C3Nesta seção será apresentado um novo esquema onvetivo do tipo upwind de alta ordem para oálulo dos �uxos numérios nas interfaes f e g das élulas omputaionais (ver Fig.2.3). Mais umavez, aqui, onsidera-se somente a fae f .A nova metodologia desenvolvida neste trabalho trata-se de um esquema upwind polinomial de graudez no intervalo [0, 1] e de lasse C3, doravante hamado Tenth Degree Polynomial Upwind Sheme -(TDPUS-C3), e fora deste oinide intervalo, por simpliidade, é implementado o esquema upwindde primeira ordem- FOU (φ̂f = φ̂U ). Este polin�mio em variáveis normalizadas é expresso omo

φ̂f (φ̂U ) =
10∑

i=0

αiφ̂
i
U , (2.44)onde os oe�ientes são determinados impondo-se as ondições de Leonard (2.8), (2.9) e (2.10) mais asondições (para suavidade)

φ̂′f (1/2) = 3/4; (2.45)
φ̂′f (0) = 1; (2.46)
φ̂′f (1) = 1; (2.47)
φ̂′′f (0) = 0; (2.48)
φ̂′′f (1) = 0; (2.49)
φ̂′′′f (0) = 0; (2.50)
φ̂′′′f (1) = 0. (2.51)A ondição (2.45) é imposta para que o esquema atinja tereira ordem de preisão loal (ver Leonard(1988a)). As ondições (2.46) e (2.47) são impostas para evitar problemas de onvergênia em malhasgrosseiras (ver Lin e Chieng (1991)). As ondições (2.48) e (2.49) servem para se obter suavidade (verZijlema (1996) e Corrêa et al. (2010)). As últimas duas ondições tem omo propósito impor que aurvatura varia lentamente (pouas mudanças brusas).As ondições (2.8)�(2.10) e (2.45)�(2.51), mais a imposição de que α4 = β ∈ R seja um parâmetrolivre, onstituem um sistema de equações lineares nos oe�ientes αi, i = 0, . . . , 10, da forma20
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−24β




, (2.52)
uja solução obtida pelo software wxMaxima (2011) é

α = [0, 1, 0, 0, 320 − 8β, 26β − 1664, 3456 − 44, 41β − 3584, 1856 − 20β, 4β − 384]T . (2.53)Substituindo os oe�ientes (2.53) em (2.44) obtém-se a expressão para o esquema TDPUS-C3

φ̂f =





(4β − 384)φ̂10U + (1856 − 20β)φ̂9U + (41β − 3584)φ̂8U + (3456

−44β)φ̂7U + (26β − 1664)φ̂6U + (320 − 8β)φ̂5U + βφ̂4U + φ̂U , φ̂U ∈ [0, 1];

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],

(2.54)que em variáveis não normalizadas (para implementação omputaional) torna-se
φf =





φR + (φD − φR) ∗ (φ̂U + φ̂4U (α4 + φ̂U (α5 + φ̂U (α6+

φ̂U (α7 + φ̂U (α8 + φ̂U (α9 + φ̂Uα10))))))), φ̂U ∈ [0, 1];

φU , φ̂U /∈ [0, 1],

(2.55)onde
α10 = 4β − 384, α9 = 1856 − 20β, α8 = 41β − 3584, α7 = 3456 − 44β, (2.56)

α6 = 26β − 1664, α5 = 320 − 8β, e α4 = β.O esquema TDPUS-C3 assim proposto torna-se TVD dependendo do valor do parâmetro β.A Tab. 2.2 apresenta alguns valores seleionados do intervalo [−200, 200] om o tamanho do passo
0.25 (isto é, β = 64, 226, 566, 559 e 567.25), os quais têm forneido bons resultados em adveção deesalares. A Fig. 2.12 mostra que o esquema TDPUS-C3, para esses valores do parâmetro β, satisfaza propriedade de limitação TVD. 21



Capítulo 2 Esquemas onvetivos upwindTabela 2.2: Diferentes valores do parâmetro β para o esquema TDPUS-C3

β64 85 110 123 140168 185 202 231 243266 283 300 326 347382 400 425 440 460478 502 526 559 567.25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2
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PSfrag replaements
β = 64
β = 266
β = 526
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β = 567.25

φ̂U

φ̂
f

Figura 2.12: Região TVD para o esquema TDPUS-C3 em variáveis normalizadas.O limitador de �uxo orrespondente para o esquema TDPUS-C3 é obtido fazendo uso das Eqs.(2.31), (2.32) e (2.54), ujo resultado é
Ψ(r) =





(2β − 128)r6 + (640 − 4β)r5 + 2βr4

(1 + r)9
, r ≥ 0;

0, r < 0.

(2.57)Vê-se por essa expressão que o limitador de �uxo do esquema TDPUS-C3 possui as propriedades
Ψ(1) = 1 e Ψ′(1) =

1

4
, alançando portanto tereira ordem de preisão loal. A Fig. 2.13 apresenta oesquema TDPUS-C3 om os parâmetros livres destaados na Tab. 2.2, na região TVD de Sweby.Na notação mais usual (ver, por exemplo, Waterson e Deonink (2007)), o orrespondente limitadorde �uxo de TDPUS-C3 pode ser esrito omo

Ψ(r) = max

{
0,

0.5(r + |r|)[(2β − 128)r5 + (640 − 4β)r4 + 2βr3]

(1 + |r|)9
}
. (2.58)

22



2.2 Desenvolvimento do novo esquema TDPUS-C3
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Figura 2.13: Região TVD para o esquema TDPUS-C3 em termos de limitadores de �uxo.
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Capítulo
3Formulação de sistemas hiperbólios emetodologia de solução

Nesse apítulo apresentam-se, iniialmente, oneitos básios de equações de sistemas hiperbóliosde leis de onservação. Algumas de�nições básias úteis, tais omo solução fraa, problema de Riemann,ondas de hoque e de rarefação e desontinuidade de ontato, são também apresentadas na sequênia. Aseguir, são desritos o método de Godunov, o algoritmo de propagação de ondas, uma breve desriçãodos resolvedores de Riemann e a disretização das leis de onservação. Por �m, a metodologia demarha no tempo adotada neste trabalho é disutida.3.1 Coneitos básiosO problema de valor iniial de trabalho para equações de onservação hiperbólias é dado por
ut + f(u)x + g(u)y = S(u), 0 ≤ t ≤ T, a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, (3.1)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (3.2)onde u = (u1, u2, ..., um)T é o vetor das variáveis de estado; f(u) e g(u) são vetores �uxo (om momponentes) nas direções x e y, respetivamente; e S é o vetor de termos fonte (ou de origem). Como objetivo de investigar o desempenho do novo esquema onvetivo TDPUS-C3 (que será apresentadono apítulo 5), as seguintes equações hiperbólias foram onsideradas neste trabalho, a saber: adveçãode esalares; equação de Burgers 1D e 2D; equação de Bukley-Leverett 1D; equações de Euler 1D e2D; águas rasas 1D e 2D; e equações da magnetohidrodinâmia 1D e 2D. A partir de agora, a menosque se diga o ontrário, o sistema (3.1) será onsiderado em 1D.O sistema (3.1) é hiperbólio no sentido de que a matriz jaobiana A(u) = ∂f(u)/∂u = f ′(u), é deordem m, tem m auto valores reais da forma λ1(u) ≤ λ2(u) ≤ · · · ≤ λm(u) e um onjunto ompleto25



Capítulo 3 Formulação de sistemas hiperbólios e metodologia de soluçãode m auto vetores linearmente independentes. A forma integral da equação de trabalho (3.1) é
d

dt

∫ a

b
u(x, t)dx = f(u(b, t))− f(u(a, t)), (3.3)ujas araterístias são funções x′(t) tais que




dx(t)

dt
= f ′(u(x(t), t)),

x(0) = x0.
(3.4)Ao alular a derivada total de u em relação a t obtém-se

du(x(t), t)

dt
= uxx

′(t) + ut = uxf
′(u(x(t), t)) + ut = f(u)x + ut = 0. (3.5)De (3.2) onlui-se que

u(x(t), t)|t=0 = u(x(0), 0) = u0(x0). (3.6)Assume-se que a solução de (3.1)�(3.2) é ontínua; mas nem sempre isso aontee. Por exemplo,para a equação de Burgers (onde a função �uxo é f(u) = 0.5u2) om u0(x) = senx, as araterístiasse intereptam nos pontos π/2 e 3π/2 e são propagadas om diferentes veloidades. Nesse aso, asolução �global� de (3.4) não está de�nida. Poder-se-ia obter soluções ontínuas, para pequenos valoresde t e om ondição iniial suave, tais que as araterístias não se intereptam. No entanto, paravalores relativamente grandes de t, as araterístias podem se ruzar (omo aontee na equação deBurgers) e não mais poder-se-ia obter solução lássia de (3.1). Para superar essa falta de existênia,deve-se introduzir um oneito mais amplo; isto é o de solução om desontinuidades. Surge assim,neste ontexto, o oneito de solução fraa (mais detalhes podem ser enontrados em LeVeque (1992)).Em síntese, uma solução fraa para (3.1) é obtida multipliando-se a formulação integral (3.3) por umafunção suave om suporte ompato φ(x, t) ∈ C1
0(R×R

+) e integrando-se na região (−∞,∞)× [0,∞);o resultado é uma função limitada u(x, t) que satisfaz (ver Nóvais e de C. Cunha (2003))
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
[uφt + f(u)φx]dxdt+

∫ ∞

−∞
u(x, 0)φ(x, 0)dx = 0. (3.7)para todas as funções φ(x, t) ∈ C1

0(−∞,∞)× [0,∞).A veloidade (positiva) de propagação de uma desontinuidade, usualmente onheida omo hoque(ou onda de hoque), é alulada, por exemplo, integrando a lei de onservação (3.1) no retânguloin�nitesimal [x1, x1 + δx]× [t1, t1 + δt], ujo resultado é
∫ t2

t1

∫ x2

x1

(ut + f(u)x)dxdt = u−δx− u+δx+ f(u+)δt− f(u−)δt = 0, (3.8)onde u+ e u− são os valores da veloidade u(x, t) à esquerda e à direita do hoque, respetivamente(ver Fig. 3.1). De (3.8) alula se a veloidade s de hoque omo
s =

δx

δt
=
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
=

[f ]

[u]
. (3.9)26



3.1 Coneitos básiosA expressão (3.9) é onheida omo a ondição de salto de Rankine-Hugoniot (ver, por exemplo,LeVeque (1992)), em que [·] representa o salto de alguma quantidade através da desontinuidade.
t1

t1 + δt

x1 + δxx1

ondade hoque
u ≈ u

−
u ≈ u+Figura 3.1: Região de integração para o álulo da veloidade do hoque.O problema de Riemann para a lei de onservação hiperbólia (3.1) é de�nido omo a própria EDPsuplementada om a ondição iniial

u(x, 0) =




u−, x ≤ x0;

u+, x > x0,
(3.10)om a < x0 < b.Em geral, leis de onservação hiperbólias suportam três tipos de ondas não lineares: hoques,rarefações e desontinuidades de ontato. A formalização desses oneitos depende da relação entre

u− e u+ no problema de Riemann (3.1)-(3.10). No aso em que f ′(u−) > f ′(u+), a solução (fraa) doproblema de Riemann é únia e dada por
u(x, t) =




u−, x < st;

u+, x > st.
(3.11)A Fig. 3.2 ilustra a onda de hoque (à esquerda) e as araterístias (à direita); essas últimasdirigindo-se à solução x = st om o avanço temporal. No aso de f ′(u−) < f ′(u+), existem in-�nitas soluções fraas do problema de Riemann viajando om veloidade s. Uma solução (estável) é aonda de rarefação de�nida por

u(x, t) =





u−, x < f ′(u−);

w(x/t), f ′(u−)t ≤ x ≤ f ′(u+)t;

u+, x > f ′(u+)t,

(3.12)onde w = w(ξ = x/t) satisfaz a ondição f ′(w(ξ)) = ξ, ξ = x/t (ver Nóvais e de C. Cunha (2003)). AFig. 3.3 ilustra à direita a onda de rarefação.Existem também sistemas hiperbólios que, além de ondas de hoque e rarefação, apresentam urvasou superfíies que separaram regiões om diferentes densidades e/ou temperaturas. Essas estruturas,denominadas desontinuidades de ontato (ver, por exemplo, Toro (1999), Déspres e Lagoutiere (2001)e LeVeque (2004)), são araterizadas por apresentarem pressões de equilíbrio, e portanto não há27



Capítulo 3 Formulação de sistemas hiperbólios e metodologia de soluçãotransporte de propriedades através delas. A Fig. 3.4 ilustra, no aso das equações de Euler dadinâmia dos gases, a desontinuidade de ontato e também as ondas de rarefação e de hoque.
u
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x0Figura 3.2: Onda de hoque.
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Figura 3.4: Solução típia para um problema de Riemann das equações de Euler.Quando não há uniidade de solução para a equação de onservação hiperbólia (3.1), pode-seadiionar outras ondições para gerar uma solução fraa �siamente aeitável; essas ondições sãohamadas ondições de entropia. Existem na literatura duas ténias prinipais de ondições de en-tropia: a de Lax e a de Oleinik (Shu, 2006). A ondição de entropia de Lax impõe que uma deson-tinuidade propagando-se om veloidade s satisfaz
f ′(u−) > s > f ′(u+). (3.13)28



3.1 Coneitos básiosA ondição de entropia de Oleinik impõe que qualquer função u(x, t) tal que u− ≤ u ≤ u+ satisfaz
f(u)− f(u−)

u− u−
≥ s ≥ f(u)− f(u+)

u− u+
. (3.14)3.2 Métodos tipo Godunov e algoritmos de propagação de ondasPara resolver numeriamente sistemas hiperbólios de leis de onservação onsidera-se neste tra-balho métodos tipo Godunov no ontexto de volumes �nitos. Por simpliidade apresentam-se estesmétodos no aso unidimensional.Ao integrar a Eq. (3.1) no volume de ontrole [xi−1/2, xi+1/2] × [tn, tn+1] mostrado na Fig. 3.5obtém-se

1

δx

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn+1)dx =
1

δx

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn)dx

− δt

δx

{
1

δt

∫ tn+1

tn
f(u(xi+1/2, t)dt−

1

δt

∫ tn+1

tn
f(u(xi−1/2, t)dt

}
, (3.15)

i− 1 i i+ 1i− 1/2 i+ 1/2

tn

tn+1

F̃i+ 1
2

F̃i− 1
2

volume deontrole
δt

δx

Un
i

x

t

Figura 3.5: Volume de ontrole no plano x− t.No método de volumes �nitos a solução numéria da lei de onservação (3.1) no ponto de malha(iδx, nδt) é denotada por Uni e aproximada pela média da solução exata u(x, t) no intervalo [xi−1/2, xi+1/2],om xi± 1
2
= (i± 1

2 )δx, isto é
U(iδx, nδt) = Uni ≈ 1

δx

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn)dx. (3.16)As duas últimas quantidades do lado direito da Eq. (3.15) são os �uxos numérios (ou onvetivos) nasinterfaes i+ 1/2 e i− 1/2 do volume de ontrole; no aso da primeira quantidade, o �uxo numério29



Capítulo 3 Formulação de sistemas hiperbólios e metodologia de soluçãoé de�nido por
F̃ (Uni , U

n
i+1) ≈

1

δt

∫ tn+1

tn
f(u(xi+ 1

2
, t))dt ≡ F̃i+ 1

2
. (3.17)As relações em (3.15), (3.16) e (3.17) podem ser utilizadas para de�nir um método numério deaproximação explíito e de três pontos, que na forma onservativa para a lei de onservação (3.1) édado por

Un+1
i = Uni +

δt

δx
(F̃i− 1

2
− F̃i+ 1

2
), (3.18)onde F̃ satisfaz a ondição de onsistênia

F̃ (Ui, Ui+1, Ui−1, . . .) = F (U). (3.19)O método numério espeí�o a ser derivado da expressão (3.18) depende de omo se esolhe os �uxosnumérios F̃i± 1
2
. Em partiular, omo será visto na seção 3.3 para as equações de adveção, Burgerse Bukley-Leverett, a expressão (3.18) pode ser vista omo um método numério em diferenças �nitaspara a equação (3.1), onde nesse aso a média da solução exata u(x, t), Uin, oinide om a própriasolução exata u(x, t), isto é uin, e os �uxos numérios F̃ , nas faes i± 1

2 , são substituídos pelos própriosvalores da função �uxo f nestas faes.Métodos de tipo Godunov têm omo propósito resolver problemas de Riemann nas interfaes,por exemplo em i+ 1/2 e i− 1/2, dos volumes de ontrole e alular os �uxos numérios F̃i− 1
2
, F̃i+ 1

2assoiados às interfaes. Para tanto, usa-se uma solução aproximada onheida omo resolvedor deRiemann, ujos detalhes podem ser enontrados, por exemplo, em Toro (1999).Na literatura espeializada há uma variedade de resolvedores aproximados de Riemann (ver, porexemplo, Toro (1999)), dentre os quais destaam-se os resolvedores HLL e HLLE. De forma geral, aestrutura dos resolvedores aproximados de Riemann usados neste trabalho onsiste de Mw ondas Wppropagando-se om veloidades absolutas sp, p = 1, 2, . . . ,Mw. Determinado os valores de u− e u+, osvetores Wp representam o salto em u através de ada onda e a soma desses vetores onda reupera osalto total
[u] =

Mw∑

p=1

Wp. (3.20)O método numério para a lei de onservação onservação (3.18) é obtido impondo-se a ondição deonservação (ver LeVeque (2004))
[f ] =

Mw∑

p=1

spWp, (3.21)e de�nindo-se o �uxo numério por
F̃i+ 1

2
= f(Ui) +

Mw∑

p=1

(sp
i+ 1

2

)−Wp

i+ 1
2

= f(Ui+1)−
Mw∑

p=1

(sp
i+ 1

2

)+Wp

i+ 1
2

, (3.22)30



3.2 Métodos tipo Godunov e algoritmos de propagação de ondasonde s+ = max(s, 0), s− = min(s, 0).Em resumo, o método numério tipo upwind (explíito e de primeira ordem) é
Un+1
i = Uni − δt

δx

(
A−∆Ui+ 1

2
+A+∆Ui− 1

2

)
. (3.23)A notação A+∆Ui− 1

2
refere-se a uma entidade que mede o efeito resultante (ou �utuação) das ondas àdireita da interfae i− 1/2, ao passo que A−∆Ui− 1

2
mede o efeito resultante das ondas à esquerda damesma interfae. Análise semelhante é feita para as entidades A±∆Ui+ 1

2
. Em partiular, as �utuaçõesem (3.23) são dadas por

A−∆Ui+ 1
2
=

Mw∑

p=1

(sp
i+ 1

2

)−Wp

i+ 1
2

, A+∆Ui− 1
2
=

Mw∑

p=1

(sp
i− 1

2

)+Wp

i− 1
2

. (3.24)O resolvedor HLL, desenvolvido por Harten et al. (1983), onsiste em determinar soluções deRiemann fazendo o uso de duas ondas (Mw = 2), om veloidades a− e a+ esolhidas (dentre s1 ou
s2) para determinar veloidades máximas e mínimas das araterístias do sistema. As ondas para ométodo HLL são

W1 = um − u−; W2 = u+ − um, (3.25)onde um é um estado intermediário da solução u, alulado a partir de (3.21), dado por
um =

a+u+ − a−u− − [f(u+)− f(u−)]
a+ − a−

. (3.26)O resolvedor HLLE foi introduzido por Einfeldt (1988) no ontexto da dinâmia dos gases e é umamodi�ação do resolvedor HLL, em que as veloidades a− e a+ são de�nidas por
a− = min

p

(
min

(
λp(u−), λ̂

p(u−, u+)
))

, a+ = max
p

(
max

(
λp(u+), λ̂

p(u−, u+)
))

, (3.27)onde λp(u) é o p-ésimo autovalor da matriz jaobiana A(u) do sistema, e λ̂p(u−, u+) é o p-ésimoautovalor da linearização no método de Roe (ver Roe (1981)).Os algoritmos de propagação de ondas de LeVeque (1997) propõem modi�ar o método de primeiraordem de Godunov (3.23) introduzindo um termo de orreção para atingir ordem maior. Estes algo-ritmos para o aso 1D (por simpliidade) são da forma
Un+1
i = Uni − δt

δx

(
A−∆Ui+ 1

2
+A+∆Ui− 1

2

)
− δt

δx

(
F̃i+ 1

2
− F̃i− 1

2

)
, (3.28)onde F̃i+ 1

2
e F̃i− 1

2
são as orreções de segunda ordem. Por exemplo, a orreção F̃i+ 1

2
é dada por

F̃i+ 1
2
=

1

2

∣∣∣∣∣∣

Mw∑

p=1

(sp
i+ 1

2

)

∣∣∣∣∣∣

(
1− δt

δx

∣∣∣∣s
p

i+ 1
2

∣∣∣∣
)
W̃p

i+ 1
2

, (3.29)onde W̃p

i+ 1
2

é de�nido ao se multipliar a onda Wp

i+ 1
2

por um limitador de �uxo Ψ, tal omo o limitador31



Capítulo 3 Formulação de sistemas hiperbólios e metodologia de soluçãoTDPUS-C3 proposto no apítulo 2, isto é
W̃p

i+ 1
2

= Ψ(ri+ 1
2
)Wp

i+ 1
2

. (3.30)O indiador de suavidade ri+ 1
2
é obtido ao se omparar as ondas Wp

i+ 1
2

e W̃p

I+ 1
2

da mesma família pna direção upwind I (os detalhes podem ser enontrados em LeVeque (1997))
I =





i− 1, sp
i+ 1

2

> 0;

i+ 1, sp
i+ 1

2

< 0.
(3.31)Neste trabalho, a seguinte expressão para a variável ri+ 1

2
é utilizada

ri+ 1
2
=

W̃p

I+ 1
2

· W̃p

i+ 1
2

W̃p

i+ 1
2

· W̃p

i+ 1
2

. (3.32)Outras abordagens para a variável ri+ 1
2
podem ser enontradas em Liu e Lax (1996) e Lax e Liu (1998).O ódigo CLAWPACK usado para resolver numeriamente as leis de onservação hiperbólia e sistemasnão onservativos hiperbólios é baseado nos algoritmos de propagação das ondas. Quando os valoresdos �uxos F̃i+ 1

2
e F̃i+ 1

2
são iguais a zero em (3.28), obtêm-se o esquema de primeira ordem de Godunov.No aso multidimensional, a metodologia a usar é similar ao aso 1D, ver para mais detalhesLeVeque (1997).3.3 Disretização das leis de onservaçãoNesta seção, usando os métodos de diferenças e volumes �nitos, são apresentadas as disretizaçõesdos sistemas hiperbólios de leis de onservação estudados neste trabalho. No aso das equações deadveção, Burgers e Bukley-Leverett, as disretizações foram feitas no ontexto de diferenças �nitasusando esquemas upwind na normalização de Leonard. As disretizações feitas nas equações de águasrasas, Euler e magnetohidrodinâmia foram no ontexto de volumes �nitos usando os orrespondenteslimitadores de �uxo dos esquemas upwind.3.3.1 Adveção de esalaresEm adveção esalares, a função �uxo na Eq. (3.1) é f(u) = au onsiderando a > 0 onstante. O�uxo numério na fae i+ 1

2 (na fae i− 1
2 o proedimento de álulo é semelhante) é aproximado por

f(u)i+ 1
2
= (au)|i+ 1

2
= ai+ 1

2
· ui+ 1

2
= a · ui+ 1

2
, (3.33)onde ui+ 1

2
é interpolado (usando o sinal da veloidade de adveção a) em função dos três pontos

D = i+ 1, U = i e R = i− 1 da malha omputaional. Por exemplo, usando o esquema TDPUS-C332



3.3 Disretização das leis de onservaçãouma aproximação para ui+ 1
2
é obtida omo

ui+ 1
2
=





uR + (uD − uR) ∗ [ûU + û4U (α4 + ûU (α5 + ûU ( α6 + ûU (α7+

ûU (α8 + ûU (α9 + ûUα10))))))], ûU ∈ [0, 1];

uU , ûU /∈ [0, 1],

(3.34)em que ûU é a variável normalizada de Leonard no ponto (à montante) U e de�nida usando (2.6) e asonstantes αi=4,...,10 de�nidas em (2.56).3.3.2 Equação de BurgersNo aso da equação de Burgers 1D (o aso 2D segue proedimento análogo), a função �uxo é dadapor f(u) = 0.5u2 e a veloidade de onveção ui+ 1
2
é de�nida pela fórmula de Roe (Ahmed, 2004)

ui+ 1
2
=





δt

δx

fi+1 − fi
ui+1 − ui

, ui+1 6= ui;

δt

δx
f ′(ui), ui+1 = ui.

(3.35)Por exemplo, o �uxo numério fi+ 1
2
(o aso fi− 1

2
segue proedimento semelhante) usando o esquemaTDPUS-C3 é aproximado omo

fi+ 1
2
=





f(uR)+(f(uD)− f(uR))∗[f̂ (uU ) + f̂(uU )
4(α4 + f̂(uU )(α5+

f̂(uU )(α6 + f̂(uU )(α7 + f̂(uU )(α8 + f̂(uU )(α9 + f̂(uU )α10))))))], f̂(uU ) ∈ [0, 1];

f(uU ), f̂(uU ) /∈ [0, 1],(3.36)onde f̂(uU ) (a função �uxo normalizada) é dada por
f̂(uU ) =

f(uU )− f(uR)

f(uD)− f(uR)
. (3.37)A disretização da equação de Bukley-Leverett é similar à disretização feita para a equação deBurgers, uja diferença está no álulo da função �uxo f(u) (não onvexa).3.3.3 Equações das águas rasasNos algoritmos de propagação de ondas dados por (3.28)�(3.32), o �uxo numério F̃i+ 1

2
é obtidovia a Eq. (3.29) om o auxílio (por exemplo) do orrespondente limitador de �uxo Ψ para o esquemaTDPUS-C3. Nos outros sistemas hiperbólios (Euler e magnetohidrodinâmia), os �uxos numériossão aproximados de maneira similar.3.4 A marha no tempoPara a simulação omputaional de leis de onservação 1D e 2D transientes, nesse trabalho, foramutilizados dois métodos explíitos para a marha no tempo: (i) o método de Euler; e (ii) o método deRunge-Kutta de tereira ordem strong stability preserving Runge-Kutta 3 (SSP-RK3) (ver, por exem-plo, Gottlieb e Chi-Wang-Shu (1998) e Gottlieb et al. (2001)). O método de Euler está implementado33



Capítulo 3 Formulação de sistemas hiperbólios e metodologia de soluçãono ódigo CLAWPACK (ver Eq. 3.28). O método SSP-RK3 está implementado no ódigo próprio (verapêndie B) e é dado por
u(1) = un +∆tL(un), (3.38)
u(2) =

3

4
un +

1

4
u(1) +

1

4
∆tL(u(1)),

u(n+1) =
1

3
un +

2

3
u(2) +

2

3
∆tL(u(2)), (3.39)onde L(u) ó o operador espaial da Eq. (3.1).Nem sempre o método de Euler é útil para resolver sistemas hiperbólios; de fato pois, de um ladoao resolver a Eq. (3.1) om f(u) = 0.5u2 (equação de Burgers 1D sem visosidade) e ondição iniialom u0(x, 0) = 1+ 1

2 sin(πx) usando a marha no tempo por Euler (a CFL = 0.5 e tempo �nal t = 0.33)para diferentes resoluções espaiais (N = 100, 200, 300, 400 e 500), obtém-se o resultado mostrado naFig. 3.6. Vê-se laramente por esta �gura que o método de Euler forneeu resultados osilatórios,
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Figura 3.6: Evolução espaial das soluções numérias da equação de Burgers 1D aluladas om oesquema TDPUS-C3 e β = 559. Euler explíito na parte temporal (não TVD). CFL = 0.5, t = 0.33.piorando ada vez mais em malhas re�nadas. Por outro lado, ao se apliar o método SSP-RK3 nestemesmo problema om uma resolução espaial de N = 500 élulas omputaionais obtém-se o resultadoapresentado na Fig. 3.7, onde pode-se ver que a solução exata foi pratiamente reproduzida om o usodo método SSP-RK3.Portanto, �a laro, por este teste, que um método de Runge-Kutta de alta ordem é fortementereomendado para a marha no tempo em leis de onservação hiperbólias.Em virtude da marha no tempo ser explíita, os métodos numérios para as equações de adveção,Burgers e Bukley-Leverett têm a seguinte restrição de estabilidade: CFL ≤ 1. Para as equações deáguas rasas, Euler e magnetohidrodinâmia, a restrição de estabilidade utilizada é (ver, por exemplo,34



3.4 A marha no tempo
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Figura 3.7: Soluções numérias da equação de Burgers 1D aluladas om o esquema TDPUS-C3 eom β = 559. SSP-RK3 na parte temporal (TVD). t = 0.33, N = 500 e CFL = 0.5.Pelanti (2005))
CFL =

δt

δx
max

1≤p≤Mw

|sp| ≤ 1. (3.40)3.5 Avaliação dos errosPara avaliação dos erros e análise das soluções numérias aluladas ao implementar os diferentesesquemas onvetivos nas leis de onservação 1D e 2D, foram utilizadas as de�nições que seguem. Seja
u(x, tn) e U(x, tn) as soluções numéria e exata, respetivamente, em um ponto (x, t). O erro absoluto
E é dado por

E = |U − u|, (3.41)Com o propósito de quanti�ar os erros, de�nem-se duas normas
L1 erro: ||E||1 =

N∑

i=1

|U(x, tn)− u(x, tn)|δx; (3.42)
L∞ erro: ||E||∞ = max1≤j≤N |U(x, tn)− u(x, tn)|. (3.43)O erro relativo E é dado por

E =
|U − u|
|U | , (3.44)onde U , na ausênia da solução exata, pode ser uma solução alulada em uma malha �na.Como omentário geral sobre as normas esolhidas, a norma L1 dá uma visão mais global doserros, enquanto que a norma L∞ enfatiza os erros que apareem nos pios ou nas desontinuidades(Greenough e Rider, 2004). 35



Capítulo 3 Formulação de sistemas hiperbólios e metodologia de soluçãoNeste trabalho assumimos que o erro, em função de δx, se omporta assintotiamente omo
E(h) ≈ Cδxq, quando δx→ 0, (3.45)onde C é a onstante assintótia do erro, q orresponde a ordem de onvergênia observada do métodonumério e h é o espaçamento da malha.A ordem de onvergênia q é estimada pela fórmula

q ≈
log
(

E(h)
E(h/2)

)

log 2
. (3.46)No aso em que não se onhee a solução exata a estimativa para ordem de onvergênia pode seralulada om base em três soluções numérias obtidas em malhas om espaçamentos δx, δx/2 e δx/4

q ≈
log
(

||uδx/2−uδx||
||uδx/4−uδx/2||

)

log 2
, (3.47)em que uδx, uδx/2 e uδx/4 são, respetivamente, a solução numéria na malha grossa, a solução numériana malha intermediária e a solução numéria na malha �na.
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Capítulo
4Formulação de esoamentosinompressíveis, metodologia desolução e equações disretas

Nesse apítulo é apresentada a formulação matemátia (nos sistemas de oordenadas gerais e arte-sianas) de esoamentos inompressíveis newtonianos (nos regimes laminar e turbulento) e não newtoni-anos laminares. A seguir, são desritos a metodologia MAC e o algoritmo de solução para esoamentosinompressíveis. Por �m, a disretização das equações governantes e a marha no tempo são apresen-tadas.4.1 Equações básiasAs equações básias, na forma onservativa dimensional, que modelam esoamentos inompressíveis(ρ - onstante) são de�nidas por (White, 2006)
∂u

∂t
+∇ · (uu) = 1

ρ
∇ · σ + g, (4.1)

∇ · u = 0, (4.2)onde u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t))
T é o vetor veloidade (em oordenadas artesianas esse vetoré denotado por (u, v, w)T ) de uma partíula de �uido na posição x e no tempo t; p = p(x, t) a pressão e

g a aeleração gravitaional om intensidade g. O tensor de tensões σ no aso de �uidos newtonianosé de�nido por
σ = −pI+ τ , (4.3)37



Capítulo 4 Formulação de esoamentos inompressíveis, metodologia de solução e equações disretasom I sendo o tensor identidade e τ o tensor de isalhamento dado por
τ = µ

[
∇u+ (∇u)T

]
︸ ︷︷ ︸

D

= µD, (4.4)onde µ é o oe�iente de visosidade moleular do �uido (onstante) e D é o tensor de deformações.No aso de �uidos não newtoniano, o tensor de tensões σ é expresso omo
σ = −pI+ 2µsD+ τ p, (4.5)om µs a visosidade do solvente e τ p o tensor do polímero que é determinado por uma equaçãoonstitutiva a ser apresentada no seção 4.1.3. As equações (4.1) e (4.2) são as denominadas equaçõesde momento e ontinuidade. As mudanças de variáveis para adimensionalização das Eqs. (4.1)�(4.5)são de�nidas por:

x⋆ =
x

L0
, t⋆ =

t0U0

L0
, u⋆ =

u

U0
, p⋆ =

p

ρ0U2
0

, (4.6)
g⋆ =

g

g
, τ ⋆p =

τp

ρU2
0

,onde L0 e U0 são as esalas de omprimento e veloidade, respetivamente, e t0 esala de tempo. Osadimensionais (mais relevantes) que surgem no proesso de adimensionalização são:
• Número de Reynolds, Re,

Re =
ρU0L0

µ
=
U0L0

(µ/ρ)
=
U0L0

ν
, (4.7)

ν sendo a visosidade inemátia . Para �uidos não newtonianos µ = µs + µp, em que µp é avisosidade do polímero;
• Número de Froude, Fr,

Fr =
U0√
gL0

; (4.8)
• Número de Weissemberg, We,

We =
λ1U0

L0
, (4.9)sendo λ1 uma onstante temporal para �uidos visoelástios;

• Razão entre as visosidades, ϑ, (para �uidos não newtonianos)
ϑ =

µs
µ
, ϑ ∈ (0, 1); (4.10)

• Razão entre onstantes temporais de relaxação, (para �uidos não newtonianos) γ,
γ =

λ2
λ1
. (4.11)38



4.1 Equações básias4.1.1 Formulação matemátia para �uidos newtonianosAs equações básias de trabalho, em oordenadas artesianas, para esoamentos inompressíveisde �uidos newtonianos são obtidas da equação do movimento (4.1) e onservação de massa (4.2), omo auxílio das equações (4.3) e (4.4) para o tensor de tensão e de isalhamento, respetivamente. Naforma dimensional e em notação de Einstein (indiial) essas equações (de Navier-Stokes) no aso 3Dsão expressas omo
∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ν

∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

)
+ gi, i = 1, 2, 3, (4.12)

∂ui
∂xi

= 0. (4.13)Na forma expandida adimensional, as equações de trabalho (4.12) e (4.13) tornam-se
∂u

∂t
+
∂(uu)

∂x
+
∂(uv)

∂y
+
∂(uw)

∂z
=−∂p

∂x
+

1

Re

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+

1

Fr2
gx, (4.14)

∂v

∂t
+
∂(vu)

∂x
+
∂(vv)

∂y
+
∂(vw)

∂z
=−∂p

∂y
+

1

Re

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
+

1

Fr2
gy, (4.15)

∂w

∂t
+
∂(wu)

∂x
+
∂(wv)
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+
∂(ww)
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=−∂p
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(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
+

1

Fr2
gz, (4.16)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (4.17)em que gx, gy e gz são os omponentes do ampo gravitaional g nas direções x, y e z, respetivamente.Na forma adimensional, e em sistema de oordenadas gerais, as equações de Navier-Stokes sãodadas por

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p+ 1

Re
∇2u+

1

Fr2
g, (4.18)

∇ · u = 0. (4.19)4.1.2 Modelagem matemátia para �uidos newtonianos em regime turbulentoA modelagem matemátia usada neste trabalho para a simulação omputaional de esoamentosinompressíveis de �uidos newtonianos em regime turbulento (as denominadas equações Navier-Stokesom média de Reynolds-URANS) são obtidas fazendo-se o uso da deomposição (em omponentesmédia e estoástia) de esalas de Reynolds dada por
Φ(x, t) = Φ(x, t) + Φ′(x, t), (4.20)onde Φ′(x, t) é a omponente �utuante da deomposição e Φ(x, t) é a omponente média de�nida por

Φ(x, t) = lim
T→∞

1

T

∫ t+T

t
Φ(x, τ)dτ , T0 ≪ T ≪ T1, (4.21)39



Capítulo 4 Formulação de esoamentos inompressíveis, metodologia de solução e equações disretasom T su�ientemente grande em relação a esala do tempo T0 das �utuações turbulentas, porémpequeno em relação ao tempo T1 dos outros efeitos om relação ao valor médio. A ideia geral em seusar essa aproximação é estudar o omportamento do esoamento turbulento em termos de soluçõesbem omportadas Φ(x, t). Em resumo, apliando a deomposição de esalas de Reynolds (4.20) àsvariáveis instantâneas u, v, w e p das Eqs. dimensionais (4.12) e (4.13) obtém-se as equações deNavier-Stokes om média de Reynolds (ou simplesmente equações médias de Reynolds), as quais emoordenadas artesianas são dadas por
∂ūi
∂t

+
∂(ūiūj)

∂xj
= −1

ρ

∂p̄

∂xi
+

∂

∂xj

(
ν
∂ūi
∂xj

− u′iu
′
j

)
+ gi, i = 1, 2, 3, (4.22)

∂ūi
∂xi

= 0, (4.23)onde u′iu′j é o tensor (simétrio) de tensões turbulentas de Reynolds modelado neste trabalho usandoa aproximação de Boussinesq
− u′iu

′
j = 2νtDij −

2

3
κδij = νt

( ∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi︸ ︷︷ ︸

Dij

)
− 2

3
κδij , (4.24)om κ = 1

2u
′
iu

′
j a energia inétia média e δij o delta de Kroneker. Dij é o tensor médio de deformações.A visosidade turbulenta νt é modelada dimensionalmente por (veja Tennekes e Lumley (1972))

νt ∼ ltut = CµκTt, (4.25)onde Cµ é uma onstante empíria e as esalas araterístias de omprimento, de veloidade e detempo são dadas respetivamente por
lt ∼

κ3/2

ε
, ut ∼ κ1/2 e Tt ∼

lt
ut

=
κ

ε
. (4.26)Na Eq. (4.26), a grandeza ε é a taxa média de dissipação de energia inétia média e de�nida por

ε = ν
∂u′i
∂xj

∂u′i
∂xj

. (4.27)Substituindo a Eq. (4.24) na Eq. (4.22), obtém-se um sistema não fehado de quatro equações aseis inógnitas u, v, w, p, κ e ε. Para o fehamento, deve-se introduzir duas EDPs de transporte; umapara k e outra para ε. Em resumo, as equações de trabalho na forma adimensional para a simulaçãoomputaional de esoamentos inompressíveis de �uidos newtonianos em regime turbulento são, emoordenadas artesianas, dadas por
∂ui
∂t

+
(uiuj)

∂xj
=−∂pe

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

)
+

1

Fr2
gi+

1

Re

∂

∂xj

(
νtDij

)
, i=1, 2, 3; (4.28)

∂ui
∂xi

= 0, (4.29)40



4.1 Equações básias
∂κ

∂t
+
∂(κuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

((
1 +

νt
σκ

)
∂κ

∂xj

)
+ P − ε, (4.30)

∂ε

∂t
+
∂(εuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

((
1 +

νt
σε

)
∂ε

∂xj

)
+ (C1εP − C2εε)/Tt − ζR, (4.31)

νt = Cµ
κ2

ε
. (4.32)Na Eq. (4.28) pe a pressão efetiva média de�nida omo a soma da pressão média e a pressão turbulenta

pt, isto é
pe = p+ pt. (4.33)O esalar P que aparee nas Eqs. (4.30) e (4.31) é a produção turbulenta e alulada omo

P =
νt
2
DijDij. (4.34)O termo adiional R na Eq. (4.31) é de�nido por

R =
Cµη

3(1− η/η0)

1 + ςη3
ε2

k
, (4.35)onde η = S κε ; sendo S a magnitude da taxa média de tensão e de�nida omo S =

√
1
2DijDij . Asvariáveis νt, κ e ε nas Eqs. (4.28), (4.30), (4.31) e (4.32) estão na forma adimensional as quais foramobtidas das transformações

ν⋆t =
νt
ν
, κ⋆ =

L0κ

νU0
, ε⋆ =

L2
0ε

νU2
0

. (4.36)Na Eq. (4.31), o parâmetro ζ serve para de�nir o modelo a duas equações, a saber: no aso em que
ζ = 0 o modelo onsiderado é o κ − ε padrão de Launder e Spalding (1974), ujas onstantes domodelo estão de�nidas na Tab. 4.1.Tabela 4.1: Parâmetros do modelo κ− ε padrão de turbulênia.

C1ε C2ε Cµ σκ σε

1.44 1.92 0.09 1.0 1.3No aso em que ζ = 1 o modelo de turbulênia adotado é o RNG κ − ε de Yakhot e Orszag (1986)onde as onstantes estão de�nidas na Tab. 4.2.Tabela 4.2: Parâmetros do modelo RNG κ− ε de turbulênia.
C1ε C2ε Cµ σκ σε η0 ς

1.42 1.68 0.085 0.7179 0.7179 4.38 0.01541



Capítulo 4 Formulação de esoamentos inompressíveis, metodologia de solução e equações disretasAs equações de trabalho onsideradas nesta tese são as formas expandidas das Eqs. (4.28)�(4.31),juntamente om as de�nições (4.33)�(4.35), ujas formas adimensionais (sem o uso da notação ⋆ naadimensionalização e omitindo a notação de médias (·)) são apresentadas omo segue:
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∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w
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= 0, (4.40)
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+ (C1εP − C2εε)/Tt − ζR, (4.42)
νt = CµκTt, (4.43)

pe = p+
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κ (4.44)
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, (4.45)42



4.1 Equações básias
R = P

√
P

νt

(1− η/η0)

1 + ςη3
η
ε

κ
, (4.46)onde η é de�nido por
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ε
, (4.47)e CONV (φ), om φ = u, v, w, κ ou ε, denota os termos onvetivos dados por

CONV (u) = −
(
∂(uu)

∂x
+
∂(uv)

∂y
+
∂(uw)

∂z

)
, (4.48)
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)
, (4.49)
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)
, (4.50)
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∂(κv)

∂y
+
∂(κw)

∂z

)
, (4.51)

CONV (ε) = −
(
∂(εu)

∂x
+
∂(εv)

∂y
+
∂(εw)
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)
. (4.52)As equações de trabalho na forma adimensional e em um sistema de oordenadas gerais são dadaspor
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+∇ · (uu) = −∇pe +
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1
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∇ · (νtD), (4.53)

∇ · u = 0, (4.54)
∂κ
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+∇ · (κu) = 1
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+ P − ε, (4.55)
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+∇ · (εu) = 1
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∇ ·
((

1 +
νt
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)
∇ε
)
+ (C1εP − C2εε)/Tt − ζR, (4.56)

P = νt(D : ∇u). (4.57)4.1.3 Formulação matemátia para �uidos não newtonianosAs equações (4.1) e (4.2), mais o tensor de tensões σ dado pela Eq. (4.5), de�nem a modelagemmatemátia para estudar esoamentos de �uidos não newtonianos. Neste trabalho, o modelo visoelás-tio esolhido foi o Single eXtended Pom Pom (SXPP) de Verbeeten et al. (2002). Nessa modelagem,o tensor do polímero τ p é determinado usando-se a equação (onstitutiva) araterístia do modelode�nida por
fτ p + λ1

∇
τ p +G0(f − 1)I+

̺

G0
(τ p · τ p) = 2µpD, (4.58)43



Capítulo 4 Formulação de esoamentos inompressíveis, metodologia de solução e equações disretasonde f = f(λ, τ p) é uma variável auxiliar alulada omo
f = 2

1

γ

(
1− 1

λ

)
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]
, (4.59)sendo λ = λ(τ p), um parâmetro relaionado om a moléula poliméria (Figueiredo, 2011), dado por

λ =
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|tr(τ p)|, (4.60)e ∇

τ p a derivada ontravariante de τ p dada por
∇
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∂τ p
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+∇ · (uτ p)− (∇u) · τ p − τ p · ∇(u)T . (4.61)Nas Eqs. (4.58) e (4.59) G0 é o módulo de relaxação linear; Q0 é um parâmetro alulado a partirdo número de rami�ações Q na extremidade da moléula poliméria, tal que QQ0 = 2 (Movagar et al.,2010, Figueiredo, 2011); e ̺ é um parâmetro relaionado à anisotropia do material. A visosidade dopolímero µp é proporional à λ1 e usada neste trabalho omo µp = G0λ1.As equações de trabalho em oordenadas artesianas (na forma expandida adimensional) para asimulação omputaional de esoamentos inompressíveis de �uidos não newtonianos são dadas por
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4.1 Equações básias
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CONV (τpxx) = −

(
∂(uτpxx)

∂x
+
∂(vτpxx)

∂y
+
∂(wτpxx)

∂z

)
, (4.72)

CONV (τpyy) = −
(
∂(uτpyy)

∂x
+
∂(vτpyy)

∂y
+
∂(wτpyy)

∂z

)
, (4.73)

CONV (τpzz) = −
(
∂(uτpzz)

∂x
+
∂(vτpzz)

∂y
+
∂(wτpzz)

∂z

)
, (4.74)

CONV (τpxy) = −
(
∂(uτpxy)

∂x
+
∂(vτpxy)

∂y
+
∂(wτpxy)

∂z

)
, (4.75)

CONV (τpxz) = −
(
∂(uτpxz)

∂x
+
∂(vτpxz)

∂y
+
∂(wτpxz )

∂z

)
, (4.76)

CONV (τpyz) = −
(
∂(uτpyz)

∂x
+
∂(vτpyz)

∂y
+
∂(wτpyz)

∂z

)
. (4.77)45



Capítulo 4 Formulação de esoamentos inompressíveis, metodologia de solução e equações disretasEm um sistema de oordenadas gerais as equações de trabalho (na forma adimensional) para asimulação omputaional de esoamentos inompressíveis de �uidos não newtonianos são dadas por
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|tr(τ p)|, (4.83)

Υ =
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ReWe
, (4.84)

∇
τ p=

∂τ p
∂t

+∇ · (uτ p)− (∇u) · τ p − τ p · ∇(u)T . (4.85)4.2 Metodologia de soluçãoA metodologia omputaional básia para simular esoamentos inompressíveis om superfíieslivres móveis é o método em variáveis primitivas Marker-And-Cell (MAC, Los Alamos); o método éuma variante do método de projeção de Chorin (1968) desrito por Harlow e Welh (1965) (MKeeet al. (2008) também forneem uma revisão ampla do método). O método é no ontexto de diferenças�nitas e baseado numa malha euleriana desloada (ou difereniada) em que a posição do �uido nodomínio é determinada usando partíulas maradoras virtuais (sem massa, sem volume ou quaisqueroutras propriedades). Essas partíulas são utilizadas, fundamentalmente, para indiar a on�guraçãodo �uido no domínio de solução, mostrando regiões oupadas por �uido e regiões vazias; a ada passono tempo, as partíulas maradoras são desloadas para novas posições usando veloidades loais do�uido obtidas via equações de Navier-Stokes. A metodologia esolhida nesse trabalho é a Simpli�edMAC (SMAC) de Amsden e Harlow (1970), ujo objetivo é superar as de�iênias do método MAC.Em suma, o método SMAC alula um ampo provisório de veloidades e depois uma orreção desteempregando uma função potenial (auxiliar) para satisfazer a ondição de inompressibilidade.Na malha desloada as variáveis esalares, tais omo pressão p, κ, ε, νt e os omponentes do tensor
τ p, são avaliadas no entro de uma élula omputaional, ao passo que os omponentes u, v e w dovetor veloidade u são posiionados nas faes i + 1

2 , j + 1
2 e k + 1

2 , respetivamente. Uma élulaomputaional 3D típia envolvida nos álulos está mostrada na Fig. 4.1.As partíulas de �uido são avaliadas sobre uma malha euleriana uniforme, em que ada élulaomputaional, a ada passo no tempo, é lassi�ada de aordo om sua posição relativa ao �uido, aontornos rígidos e interfaes; élulas om mais da metade de seu volume dentro do domínio omputa-46
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Figura 4.1: Célula omputaional da malha desloada. A variável φ representa pe, κ, ε, νt, τpxx, τpxy ,
τpxz , τpyy , τpyz , τpxx e τpzz .ional são lassi�adas omo élulas Boundary (B); o mesmo ritério é empregado para de�nir élulasIn�ow (I). Qualquer élula omputaional inteiramente ontida no �uido é lassi�ada omo Full (F).Aquelas ompletamente fora do �uido (mas dentro do domínio omputaional) são lassi�adas omoélulas Empty (E). Células ontendo partíulas maradoras e tendo omo vizinho ao menos uma élulaE são lassi�adas omo élulas Surfae (S) (MKee et al., 2008). A Fig. 4.2 ilustra um exemplono aso de uma on�guração de élulas omputaionais no interior de um domínio 2D, mostrando osvários tipos de élulas.4.2.1 Método de projeção e algoritmo omputaionalPara a simulação omputaional de esoamentos visosos, transientes, inompressíveis e newto-nianos, envolvendo superfíies livre móveis e modelados pelas equações de trabalho (4.53)�(4.56),emprega-se neste trabalho o método de projeção de Chorin (1968).Em resumo, o método é omo segue: num primeiro estágio dos álulos, um ampo de veloidades(ũ) é previsto por meio das equações do movimento; e num segundo estágio, esse ampo intermediário develoidades e o ampo de pressão são orrigidos om o propósito de satisfazer a equação de onservaçãode massa. Neste segundo estágio se deriva uma equação de Poisson para um ampo projetor (ou umpotenial auxiliar) ψ = ψ(x, t), om ondições de ontorno tipo Neumann. O método de soluçãoproposto a seguir ( formulação explíita) é para resolver problemas em regime laminar ou turbulentos,em que se introduz o parâmetro α na equação de movimento (4.53) para, simplesmente, �ligar� (α = 1)ou �desligar� (α = 0) a modelagem de turbulênia (κ− ε padrão ou RNG κ− ε).Considera-se p̃e uma pressão qualquer que satisfaz ondições de ontorno adequadas na superfíielivre do �uido: nas élulas S impõem-se tensões normais nulas; e nas élulas F presreve-se a pressãoefetiva omo p̃e = 0. A partir da Eq. (4.53), de�ne-se a relação

ũ = un + δt
{
−∇ · (uu)n −∇p̃en +Re−1∇2un + (Fr2)−1gn + αRe−1∇ · (νtD)n

}
, (4.86)47
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Figura 4.2: Estrutura elular. Tomado de Ferreira et al. (2007).em que p̃en é uma pressão efetiva tentativa e aproximada por pen+1. O ampo intermediário daveloidade ũ pode ser deomposto usando-se o teorema de Helmholtz-Hodge (Hodge (1952)) omo
ũ = un+1 +∇ψn+1. (4.87)Forçando un+1 satisfazer ∇ · un+1 = 0 e apliando o divergente em (4.87), obtém-se a equação dePoisson para o potenial ψ
∇2ψn+1 = ∇ · ũ. (4.88)Substituindo (4.87) em (4.86), tem-se

un+1+∇ψn+1

δt
=

un

δt
−∇·(uu)n −∇p̃ne +Re−1∇2un + (Fr2)−1gn + αRe−1∇·(νtD)n. (4.89)A pressão efetiva é obtida omparando-se (4.89) e (4.86) e o resultado é

pn+1
e = pne +

ψn+1

δt
. (4.90)48



4.2 Metodologia de soluçãoOs passos adotados no algoritmo omputaional para a simulação dos efeitos da turbulênia (α = 1)usando o método de projeção é omo segue. Admite-se que num dado tempo t0 as variáveis dependentessão onheidas em todo domínio de álulo e as ondições de fronteira estão espei�adas. Um iloomputaional requer atualizar as variáveis disretas no tempo t0+δt utilizando-se os seguintes passos:1 Usando uma disretização explíita e om a visosidade turbulenta onheida, alula-se o ampode veloidades intermediário ũ a partir de (4.86), om ũ(x, t0) = u(x, t0);2 Resolve-se a equação de Poisson (4.88) om as ondições de Dirihlet homogêneas na superfíielivre e saída de �uido, e de Neumann em ontornos rígidos e entrada de �uido;3 Corrige-se o ampo de veloidade por meio de (4.87);4 Atualiza-se o ampo de pressão usando a expressão (4.90);5 Calula-se a energia inétia turbulenta κ por (4.55);6 Calula-se a dissipação da energia ε por (4.56);7 Atualiza-se a visosidade turbulenta νt via (4.43);8 Determinam-se as posições das partíulas maradoras resolvendo a EDO
dx

dt
= un+1 por Euler explíito. (4.91)9 Atualizam-se as ondições de ontorno para dar iníio ao próximo ilo e retorna-se ao passo 1 .Para o aso da simulação de esoamentos de �uidos newtonianos inompressíveis no regime laminar,em que a onstante α assume o valor nulo, usa-se o mesmo algoritmo desrito anteriormente para α = 1e eliminam-se os passos 5 , 6 e 7 .A formulação implíita usando o método de Crank-Niolson para resolver esoamentos inompres-síveis não newtonianos e om superfíies livres mais o algoritmo omputaional de solução são desritosomo segue. Iniialmente, para simpli�ar, fazendo-se o uso da de�nição da derivada ontravariante(4.85), reesreve-se a Eq. (4.81) na seguinte forma

∂τ p
∂t

= 2ΥD−
{
∇ · (uτ p)− (∇u) · τ p − τ p · (∇u)T

}
−

1

We

{
fτ p +Υ(f − 1)I + ̺

1

Υ
τ p · τ p

}
= F = F (u, τ p). (4.92)As Eqs. (4.78) e (4.79) são também rearranjadas omo

u(n+1) − u(n)

δt
+∇ · (uu)(n) +∇p(n+1) =

ϑ

2Re
[∇2u(n) +∇2u(n+1)] +∇ · τ (n+ 1

2
)

p +
1

Fr2
g(n), (4.93)

∇u(n+1) = 0, (4.94)49
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∇ · τ (n+ 1

2
)

p =
1

2

(
∇ · τ̃ (n+1)

p +∇ · τ (n)
p

)
, (4.95)sendo τ̃

(n+1)
p uma previsão para o tensor τ p em (4.92). Usando-se o método de Runge-Kutta explíitode segunda ordem essa previsão é obtida por meio de

τ̃n+1
p − τnp

δt
= F (u, τ p), (4.96)e alula-se τ p

n+1 por
τ p

n+1 − τp
n

δt
=

1

2
[F (u(n), τ p

(n)) + F (u(n+1), τ̃ (n+1)
p )]. (4.97)O ampo intermediário ũ é obtido por meio de

ũ(n+1) − ũ(n)

δt
+∇ · (uu)(n) +∇p̃(n+1) =

ϑ

2Re

[
∇2ũ(n) +∇2ũ(n+1)

]
+∇ · τ (n+ 1

2
)

p +
1

Fr2
g(n), (4.98)onde ũ(n) = u(n) e p̃(n+1) = p(n). A pressão p é atualizada por

p(n+1) = p̃(n+1) +
ψ(n+1)

δt
− ϑ

2Re
∇2ψ(n+1), (4.99)om ψ(n+1) obtido pela Eq. (4.88).O proedimento de solução adotado no aso da simulação de esoamentos visoelástios é similar aodesrito anteriormente para esoamentos de �uidos newtonianos (médodo da projeção); om mudançasnos álulos do ampo intermediário de veloidade ũ e na orreção da pressão p, e om a inlusão doálulo do tensor do polímero τ p. Os detalhes são desritos a seguir. Admite-se que num dado nívelde tempo n as variáveis dependentes (inluindo o tensor do polímero) são onheidas e as ondições deontorno estão espei�adas. Um ilo omputaional requer atualizar as variáveis disretas no nívelde tempo n+ 1 utilizando-se os seguintes passos:1 Calula-se τ̃

(n+1)
p por meio da Eq. (4.96);2 Calula-se o ampo de veloidades ũ por meio da Eq. (4.98);3 Resolva-se a equação de Poisson (4.88) om as ondições apropriadas;4 Atualiza-se o ampo de veloidade por (4.87);5 Atualiza-se o ampo de pressão por meio de (4.99);6 Calula-se τ p
(n+1) via Eq. (4.97);7 Calula-se a posição das partíulas maradoras resolvendo a EDO (4.91);8 Atualizam-se as ondições de ontorno para dar iníio ao próximo ilo e retorna-se ao passo 1 .50



4.2 Metodologia de soluçãoNeste ponto é importante destaar que a implementação dos termos onvetivos (não lineares) queapareem nas equações (4.48)-(4.52) e (4.72)-(4.77) é feita usando-se o novo esquema interpolativoupwind TDPUS-C3.4.3 Equações de trabalho disretasNessa seção, apresentam-se as disretizações das equações de trabalho para problemas de esoamen-tos de �uidos visosos. Todas as derivadas temporais, om exeção daquelas na equação da quantidadede movimento (4.62)�(4.64) em que são aproximadas pela ténia de Crank-Niolson, são aproximadaspelo método de Euler explíito. Para a marha no tempo, é utilizada a restrição (de estabilidade) parao passo temporal
δt = χ ·min(δtviscoso, δCFL), (4.100)em que χ é uma onstante no intervalo (0, 1], introduzida para assegurar que os álulos permaneçamlimitados, om δtviscoso e δCFL de�nidos, respetivamente, pelas seguintes expressões:

δtviscoso ≤ κ
Re

2

(
1

(δx)2
+

1

(δy)2
+

1

(δz)2

)−1

, (4.101)onde κ = 1 se o problema em questão é newtoniano (em regime turbulento ou não), e κ = ϑ, dado em(4.10), se o problema é visoelástio; e
δCFL ≤ min{δtu, δtv , δtw}, (4.102)sendo

δtu ≤
(

δx

max
{
|u|n

}
)
, δtv ≤

(
δy

max
{
|v|n

}
)
, δtw ≤

(
δz

max
{
|w|n

}
)
. (4.103)As quantidades max

{
|u|n

}, max
{
|v|n

} e max
{
|w|n

} orrespondem aos valores máximos, em valorabsoluto, das veloidades u, v, w em ada ilo omputaional, respetivamente.Com exeção das derivadas que ompõem os termos onvetivos (não lineares), os quais são aproxi-mados neste trabalho pelo esquema TDPUS-C3 (ver detalhes adiante), todas as demais derivadas sãodisretizadas usando diferenças entrais de segunda ordem de preisão loal. Em partiular, os termosque advém da modelagem da turbulênia nas Eqs. (4.37)�(4.39) e (4.41)�(4.42) e que ontemplam avisosidade turbulenta νt são aproximados omo está feito nos exemplos que segue. O segundo termona Eq. (4.38) avaliado no ponto P = (i, j + 1
2 , k) é aproximado por

∂

∂x

(
νt

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))∣∣∣∣
n

i,j+ 1
2
,k

≈ 1

δx

[(
νt

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))∣∣∣∣
n

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

−
(
νt

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

))∣∣∣∣
n

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

]

∂

∂x

[
νnt

i+1
2 ,j+1

2 ,k

(ui+ 1
2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j−1,k

δy
+
vi+1,j+ 1

2
,k − vi,j+ 1

2
,k

δx

)

νnt
i− 1

2 ,j+1
2 ,k

(ui− 1
2
,j,k − ui− 1

2
,j−1,k

δy
+
vi,j+ 1

2
,k − vi−1,j+ 1

2
,k

δx

)]
, (4.104)51
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νnt

i+1
2 ,j+1

2 ,k
≈ 0.25(νnti+1,j+1,k

+ νnti+1,j,k
+ νnti,j+1,k

+ νnti,j,k) e

νnt
i− 1

2 ,j+1
2 ,k

≈ 0.25(νnti,j+1,k
+ νnti,j,k + νnti−1,j+1,k

+ νnti−1,j,k
).O segundo termo na Eq. (4.41) avaliado na posição P = (i, j, k) é aproximado por

∂

∂y

(
(1 + νt/σκ)

∂κ

∂y

)∣∣∣∣
n

i,j,k

≈ 1

δy

[(
1 +

νt
σκ

)(
∂κ

∂y

)∣∣∣∣
n

i,j+ 1
2
,k

−
(
1 +

νt
σκ

) (
∂κ

∂y

)∣∣∣∣
n

i,j− 1
2
,k

]

≈ 1

δy

[(
1 +

νnt
i,j+1

2 ,k

σκ

)(
κi,j+1,k − κi,j,k

δy

)

(
1 +

νnt
i,j− 1

2 ,k

σκ

)(
κi,j,k − κi,j,k−1

δy

)]
, (4.105)onde

νnt
i,j+1

2 ,k
≈ 0.5(νnti,j+1,k

+ νnti,j,k), e νnt
i,j− 1

2 ,k
≈ 0.5(νnti,j,k + νnti,j−1,k

).Os termos onvetivos de�nidos nas Eqs. (4.48)�(4.52) e (4.72)�(4.77) são aproximados pelo es-quema TDPUS-C3. Na sequênia são apresentadas apenas as disretizações de dois representantestípios de tais termos não lineares, isto é, à do termo CONV (u) avaliado no ponto P = (i + 1
2 , j, k)e CONV (κ) avaliado no ponto P = (i, j, k). A disretização dos outros termos onvetivos segueproedimentos similares. Para o termo CONV (u)

∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

, tem-se:
CONV (u)

∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

=

(
∂(uu)

∂x
+
∂(uv)

∂y
+
∂(uw)

∂z

)∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

=
∂(uu)

∂x

∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

+
∂(uv)

∂y

∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

+
∂(uw)

∂z

∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

≈ u1ui+1,j,k − u2ui,j,k
δx

+
v1ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k − v2ui+ 1

2
,j− 1

2
,k

δy
+
w1ui+ 1

2
,j,k+ 1

2
− w2ui+ 1

2
,j,k− 1

2

δz
, (4.106)em que u1, u2, v1, v2, w1, e w2 são veloidades (médias) de adveção; por exemplo, v1 e v2 são obtidasomo

v1 = vi+ 1
2
,j+ 1

2
,k ≈

1

2

(
vi+1,j+ 1

2
,k + vi,j+ 1

2
,k

)
, v2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k ≈

1

2

(
vi+1,j− 1

2
,k + vi,j− 1

2
,k

)
. (4.107)Na Eq. (4.106), a variável onvetada u nos pontos (i + 1, j, k), (i, j, k), (i + 1

2 , j +
1
2 , k), (i + 1

2 , j −
1
2 , k), (i+

1
2 , j, k+

1
2) e (i+ 1

2 , j, k− 1
2) é alulada usando-se o novo esquema onvetivo TDPUS-C3.Sem perda de generalidade apresentam-se a seguir, om o auxílio das posições à jusante D, à montante

U e mais à montante R, os álulos de ui+ 1
2
,j+ 1

2
,k e ui+ 1

2
,j− 1

2
,k (ou, equivalentemente, uma aproximaçãopara ∂(uv)

∂y no ponto P = (i+ 1
2 , j, k)).1 Cálulo de ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k em função da normalização ûU =

uU − uR
uD − uR

(ver Eq. (2.6)).52



4.3 Equações de trabalho disretasSe v1 = vi+ 1
2
,j+ 1

2
,k > 0, então

ui+ 1
2
,j+ 1

2
,k=





ui+ 1
2
,j−1,k + (ui+ 1
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ui+ 1
2
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ui+ 1
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,j,k, ûU /∈ [0, 1],onde

D = (i+ 1
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2 , j, k), R = (i+ 1
2 , j + 1, k).Os oe�ientes αi, i = 4, ..., 10, que apareem anteriormente estão de�nidos em (2.56).53



Capítulo 4 Formulação de esoamentos inompressíveis, metodologia de solução e equações disretasPara o termo CONV (κ)
∣∣∣
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, tem-se:
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, (4.108)em que u1, u2, v1, v2, w1, e w2 são obtidas por

u1 = ui+ 1
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2
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2
. (4.109)Da mesma forma omo foi feito para o álulo da variável onvetada u, a variável onvetada κ naEq. (4.108), nos pontos (i+ 1
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2 , k), (i, j − 1
2 , k), (i, j, k + 1

2 ), (i, j, k − 1
2 ), éalulada usando-se o novo esquema onvetivo TDPUS-C3. Novamente, sem perda de generalidade,apresentam-se a seguir om o auxílio dos posições D, U e R os álulos de κi+ 1
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D = (i, j + 1, k), U = (i, j, k), R = (i, j − 1, k);Se v1 = vi,j+ 1

2
,k < 0, então

κi,j+ 1
2
,k=





κi,j+2,k + (κi,j,k − κi,j+2,k) ∗ [κ̂U + κ̂4U (α4 + κ̂U (α5

+κ̂U (α6 + κ̂U (α7 + κ̂U (α8 + κ̂U (α9 + α10κ̂U ))))))], κ̂U ∈ [0, 1];

κi,j+1,k, κ̂U /∈ [0, 1],onde
D = (i, j, k), U = (i, j + 1, k), R = (i, j + 2, k).2 κi,j− 1

2
,k, em função da normalização κ̂U =

κU − κR
κD − κR

.Se v2 = vi,j− 1
2
,k > 0, então

κi,j− 1
2
,j,k=





κi,j−2,k + (κi,j,k − κi,j−2,k) ∗ [κ̂U + κ̂4U (α4 + κ̂U (α5

+κ̂U (α6 + κ̂U (α7 + κ̂U (α8 + κ̂U (α9 + α10κ̂U ))))))], κ̂U ∈ [0, 1];

κi,j−1,k, κ̂U /∈ [0, 1],54



4.3 Equações de trabalho disretasonde
D = (i, j, k), U = (i, j − 1, k), R = (i, j − 2, k);Se v2 = vi,j− 1

2
,k < 0, então

κi,j− 1
2
,k=





κi,j+1,k + (κi,j−1,k − κi,j+1,k) ∗ [κ̂U + κ̂4U (α4 + κ̂U (α5

+κ̂U (α6 + κ̂U (α7 + κ̂U (α8 + κ̂U (α9 + α10κ̂U ))))))], κ̂U ∈ [0, 1];

κi,j,k, κ̂U /∈ [0, 1],onde
D = (i, j − 1, k), U = (i, j, k), R = (i, j + 1, k).As onstantes αi=4,...,10 estão de�nidas previamente.Em resumo, as equações de trabalho disretas para simular esoamentos inompressíveis de �uidosnewtonianos om a �turbulênia ligada� (α = 1) são omo segue.

• Equação do movimento na direção x:
ũn+1
i+ 1

2
,j,k

=un
i+ 1

2
,j,k

+ δt

{
CONV (u)|i+ 1

2
,j,k −

p̃ei++1,j,k
− p̃ei,j,k

δx

+
1

Reδy

[(ui+ 1
2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j,k

δy
−
vi+1,j+ 1

2
,k − vi,j+ 1

2
,k

δx

)

−
(ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−1,k

δy

)
−
(vi+1,j− 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k

δx

)]

+
1

Reδz

[(ui+ 1
2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k

δy
−
wi+1,j,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δx

)

−
(ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−1

δz

)
−
(wi+1,j,k− 1

2
,k − wi,j,k− 1

2

δx

)]

+α

(
2

Reδx2

[
νti+1,j,k

(ui+ 3
2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k)− νti+1,j,k

(ui+ 3
2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k)

]

+
1

Reδy

[
νt

i+1
2 ,j+1

2 ,k

(ui+ 1
2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j,k

δy
+
vi+1,j+ 1

2
,k − vi,j+ 1

2
,k

δx

)

− νt
i+1

2 ,j− 1
2 ,k

(ui+ 1
2
,j,k − ui+ 1

2
,j−1,k

δy
+
vi+1,j− 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k

δx

)]

+
1

Reδz

[
νt

i+1
2 ,j,k+1

2

(ui+ 1
2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k

δy
+
wi+1,j,k+ 1

2
− wi,j+ 1

2
,k+ 1

2

δx

)

− νt
i+1

2 ,j,k− 1
2

(ui+ 1
2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−1

δz
+
wi+1,j,k− 1

2
−wi,j,k− 1

2

δx

)])
+

1

Fr2
gx

}n
. (4.110)55
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• Equação do movimento na direção y:
ṽn+1
i,j+ 1

2
,k
=vn

i,j+ 1
2
,k
+ δt

{
CONV (v)|i,j+ 1

2
,k −

p̃ei,j+1,k
− p̃ei,j,k
δy

+
1

Reδx

[(ui+ 1
2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j,k

δy
−
vi+1,j+ 1

2
,k − vi,j+ 1

2
,k

δx

)

−
(ui− 1

2
,j+1,k − ui− 1

2
,j,k

δy

)
−
(vi,j+ 1

2
,k − vi−1,j+ 1

2
,k

δx

)]

+
1

Reδz

[(vi,j+ 1
2
,k+1 − vi,j+ 1

2
,k

δy
−
wi,j+1,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δy

)

−
(vi,j+ 1

2
,k − vi,j+ 1

2
,k−1

δz

)
−
(wi,j+1,k− 1

2
− wi,j,k− 1

2

δy

)]

+α

(
2

Reδy2

[
νti,j+1,k

(vi,j+ 3
2
,k − vi,j+ 1

2
,k)− νti,j,k(vi,j+ 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k)
]

+
1

Reδx

[
νt

i+1
2 ,j+1

2 ,k

(ui+ 1
2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j,k

δy
+
vi+1,j+ 1

2
,k − vi,j+ 1

2
,k

δx

)

− νt
i− 1

2 ,j+1
2 ,k

(ui+ 1
2
,j+1,k − ui− 1

2
,j,k

δy
+
vi,j+ 1

2
,k − vi−1,j+ 1

2
,k

δx

)]

+
1

Reδz

[
νt

i,j+1
2 ,k+1

2

(vi,j+ 1
2
,k+1 − vi,j+ 1

2
,k

δz
+
wi,j+1,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δy

)

− νt
i,j+1

2 ,k−1
2

(vi,j+ 1
2
,k − vi,j+ 1

2
,k−1

δz
+
wi,j+1,k− 1

2
−wi,j,k− 1

2

δy

)])
+

1

Fr2
gy

}n
. (4.111)

• Equação do movimento na direção z:
w̃n+1
i,j,k+ 1

2

=wn
i,j,k+ 1

2

+ δt

{
CONV (w)|i,j,k+ 1

2
−
p̃ei,j+1,k

− p̃ei,j,k
δz

+
1

Reδx

[(ui+ 1
2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k

δz
−
wi+1,j,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δx

)

−
(ui− 1

2
,j,k+1 − ui− 1

2
,j,k

δz

)
−
(wi,j,k+ 1

2
− wi−1,j,k+ 1

2

δx

)]

+
1

Reδy

[(vi,j+ 1
2
,k+1 − vi,j+ 1

2
,k

δz
−
wi,j+1,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δy

)

−
(vi,j− 1

2
,k+1 − vi,j− 1

2
,k

δz

)
−
(wi,j,k+ 1

2
− wi,j−1,k+ 1

2

δy

)]

+α

(
2

Reδz2

[
νti,j,k+1

(wi,j,k+ 3
2
− wi,j,k+ 1

2
)− νti,j,k(wi,j,k+ 1

2
− wi,j,k− 1

2
)
]

+
1

Reδx

[
νt

i+1
2 ,j,k+1

2

(ui+ 1
2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k

δz
+
wi+1,j,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δx

)

− νt
i− 1

2 ,j,k+1
2

(ui− 1
2
,j,k+1 − ui− 1

2
,j,k

δz
+
wi,j,k+ 1

2
− wi−1,j,k+ 1

2

δx

)]
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4.3 Equações de trabalho disretas
+

1

Reδy

[
νt

i,j+1
2 ,k+1

2

(vi,j+ 1
2
,k+1 − vi,j+ 1

2
,k

δz
+
wi,j+1,k+ 1

2
− wi,j,k+ 1

2

δy

)

− νt
i,j− 1

2 ,k+1
2

(vi,j+ 1
2
,k+1 − vi,j+ 1

2
,k

δz
+
wi,j,k+ 1

2
− wi,j−1,k+ 1

2

δy

)])
+

1

Fr2
gz

}n
. (4.112)

• Equação de Poisson:
ψi+1,j,k − 2ψi,j,k + ψi−1,j,k

δx2
+
ψi,j+1,k − 2ψi,j,k + ψi,j−1,k

δy2
+
ψi,j,k+1 − 2ψi,j,k + ψi,j,k−1

δz2

=
ũi+ 1

2
,j,k − ũi− 1

2
,j,k

δx
+
ṽi+ 1

2
,j,k − ṽi− 1

2
,j,k

δy
+
w̃i,j,k+ 1

2
− w̃i,j,k− 1

2

δx
. (4.113)

• Energia inétia κ:
κn+1
i,j,k = κni,j,k + δt

{
CONV (κ)

∣∣∣∣
i,j,k

+
1

Re

[
1

δx2

((
1 +

νti+1,j,k
− νti,j,k

2σκ

)
(κi+1,j,k − κi,j,k)

−
(
1 +

νti,j,k − νti−1,j,k

2σκ

)
(κi,j,k − κi−1,j,k)

)
+

1

δy2

((
1 +

νti,j+1,k
− νti,j,k

2σκ

)
(κi,j+1,k − κi,j,k)

−
(
1 +

νti,j,k − νti,j−1,k

2σκ

)
(κi,j,k − κi,j−1,k)

)
+

1

δz2

((
1 +

νti,j,k+1
− νti,j,k

2σκ

)
(κi,j,k+1 − κi,j,k)

−
(
1 +

νti,j,k − νti,j−1,k

2σκ

)
(κi,j,k − κi,j−1,k)

)]
+ Pi,j,k − εi,j,k

}n
. (4.114)

• Dissipação da energia ε:
εn+1
i,j,k = εni,j,k + δt

{
CONV (ε)

∣∣∣∣
i,j,k

+
1

Re

[
1

δx2

((
1 +

νti+1,j,k
− νti,j,k

2σε

)
(εi+1,j,k − εi,j,k)

−
(
1 +

νti,j,k − νti−1,j,k

2σε

)
(εi,j,k − εi−1,j,k)

)
+

1

δy2

((
1 +

νti,j+1,k
− νti,j,k

2σε

)
(εi,j+1,k − εi,j,k)

−
(
1 +

νti,j,k − νti,j−1,k

2σε

)
(εi,j,k − εi,j−1,k)

)
+

1

δz2

((
1 +

νti,j,k+1
− νti,j,k

2σε

)
(εi,j,k+1 − εi,j,k)

−
(
1 +

νti,j,k − νti,j−1,k

2σε

)
(εi,j,k − εi,j,k−1)

)]
+ (C1εPi,j,k − C2εεi,j,k/Ti,j,k)

}n
. (4.115)
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• Produção de turbulênia:

Pni,j,k = νnti,j,k

{[
2

δx2
(ui+ 1

2
,j,k − ui− 1

2
,j−1,k)

2 +
2

δy2
(vi,j+ 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k)

2 +
2

δz2
(wi,j,k+ 1

2
− wi,j,k− 1

2
)2
]

+

[
1

4δy

(
ui+ 1

2
,j+1,k + ui− 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j−1,k − ui− 1

2
,j−1,k

)

+
1

4δx

(
vi+1,j+ 1

2
,k + vi+1,j− 1

2
,k − vi−1,j+ 1

2
,k − vi−1,j− 1

2
,k

)]2

+

[
1

4δz

(
ui+ 1

2
,j,k+1 + ui− 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k−1 − ui− 1

2
,j,k−1

)

+
1

4δx

(
wi+1,j,k+ 1

2
+ wi+1,j,k− 1

2
− wi−1,j,k+ 1

2
− wi−1,j,k− 1

2

)]2

+

[
1

4δz

(
vi,j+ 1

2
,k+1 + vi,j− 1

2
,k+1 − vi,j+ 1

2
,j,k−1 − vi,j− 1

2
,k−1

)

+
1

4δy

(
wi,j+1,k+ 1

2
+ wi,j+1,j,k− 1

2
− wi,j−1,k+ 1

2
− wi,j−1,k− 1

2

)]2}n
. (4.116)

• Esala de tempo turbulento e visosidade turbulenta:
T nti,j,k =

κni,j,k
εni,j,k

(4.117)e
νnti,j,k = Cµκi,j,kT

n
ti,j,k

. (4.118)As equações de trabalho disretizadas para simular esoamentos inompressíveis em regime laminarsão obtidas fazendo-se α = 0 nas Eqs. (4.110)�(4.112) e desprezando-se as equações orrespondentes àsvariáveis turbulentas. As equações disretas para a simulação omputaional de esoamentos visoelás-tios são obtidas de maneira semelhante às equações disretas para o aso newtoniano, ujas expressõesforam omitidas aqui para eonomizar espaço; essas expressões ompletas podem ser enontradas emFigueiredo (2011).4.4 Condições adiionais adotadas e suas disretizaçõesNesta seção são apresentadas as ondições adiionais (iniiais e de ontorno) adotadas neste tra-balho. Também, quando neessário, as disretizações dessas ondições de ontorno são apresentadas.4.4.1 Condições iniiaisNo geral, as variáveis dependentes são impostas no iníio dos álulos. No aso de esoamentos emregime laminar, as variáveis u e p são presritas (em geral omo nulas) em todo o domínio de álulo.Em esoamentos em regime turbulento, as variáveis médias u e pe são também presritas, omo feitono aso laminar; para as variáveis κ e ε, assumem-se as relações κ = κ(I, U) = IU2, sendo I umaintensidade de turbulênia (tomada omo 0.080 neste trabalho) e U uma esala de veloidade (assoiadaao movimento das grandes esalas), e ε = ε(κ, lt) =
κ3/2

lt
, sendo lt = ςL (Elkaim et al., 1992); L é uma58



4.4 Condições adiionais adotadas e suas disretizaçõesesala de omprimento assoiada as grandes esalas e ς uma onstante tomada neste trabalho omo
3 × 10−2; essas variáveis na forma adimensional são κ = IRe e ε = 1

ς

(
κ3

Re

)1/2, respetivamente. Asondições iniiais adotadas para simular esoamentos visoelástios são presrever as variáveis u, p e
τ p omo nulas.4.4.2 Condições de ontorno4.4.2.1 Na entrada e na saída de �uidoAs ondições de ontorno na entrada do domínio de solução adotadas neste trabalho (tanto emproblemas em regime laminar/turbulento quanto visoelástios) são de Dirihlet. Em partiular, aveloidade de entrada pode assumir per�l reto ou parabólio. No aso de esoamentos turbulentos, asvariáveis κ e ε são presritas onsistentemente om as ondições iniiais impostas para essas variáveis.Em esoamentos visoelástios, a ontribuição não newtoniana é presrita de aordo om o per�l develoidade adotado: τ p é nulo se o per�l de veloidades é reto; e no aso do per�l ser parabólio nadireção z adotam-se as relações (mais detalhes podem ser enontrados em (Oishi et al., 2011))

τpxx = τpyy = τpxy = 0,

τpxz =
1

Re

(
1− λ2

λ1

)
∂w

∂x
,

τpyz =
1

Re

(
1− λ2

λ1

)
∂w

∂y
,

τpzz = 2
We

Re

(
1− λ2

λ1

)[(
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2
]
.

(4.119)
As derivadas de primeira ordem na Eq. (4.119) são aproximadas por diferenças entrais.Na região de saída de �uido, impõe-se omo ondição de ontorno a ondição homogênea de Neu-mann para todas as variáveis. A disretização dessa ondição é feita usando diferença entral, diferençaavançada ou atrasada de primeira ordem.4.4.2.2 Na superfíie livre do �uidoEm qualquer tipo de esoamento estudado neste trabalho (laminar, turbulento ou visoelástio),as ondições de ontorno para os omponentes de veloidade (u, v e w) e pressão (p e pe) adotadasna superfíie livre do �uido são (na ausênia dos efeitos de tensão super�ial) dadas por (Landau eLifshitz, 1980)

n · (σ · n) = pext, m1 · (σ · n) = 0 e m2 · (σ · n) = 0, (4.120)em que m1 = (m1x,m1y,m1z) e m2 = (m2x,m2y ,m2z) são vetores tangeniais unitários e externos àsuperfíie livre, e n é um vetor unitário normal externo à ela. pext é uma pressão externa (atmosféria)assumida nula neste trabalho. O tensor σ é dado por (4.3) para esoamentos (newtonianos ) laminares,dado por σ = (−pI + νD) + (−ptI + νtD) para o regime turbulento, e dado pela Eq. (4.5) paraesoamentos de �uidos visoelástios. As equações para as ondições de ontorno na superfíie livresão obtidas substituindo-se a expressão do tensor σ (�laminar�, �turbulento� ou �visoelástio�) nasEqs. (4.120). Na forma adimensional, as equações orrespondentes para o aso do regime turbulentosão dadas por (obtêm-se as equações para o regime laminar ao se fazer νt = 0)59
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pe −

2

Re
(1 + νt)

[
∂u

∂x
n2x +

∂v

∂y
n2y +

∂w

∂z
n2z +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
nxny+

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
nxnz +

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
nynz

]
= 0, (4.121)

1

Re
(1 + νt)

[
2
∂u

∂x
m1xnx + 2

∂u

∂y
m1yny + 2

∂w

∂z
m1znz +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
(m1xny+

m1ynx) +

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
(m1xnz +m1znx) +

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
(m1ynz +m1zny)

]
= 0, (4.122)

1

Re
(1 + νt)

[
2
∂u

∂x
m2xnx + 2

∂u

∂y
m2yny + 2

∂w

∂z
m2znz +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
(m2xny+

m2ynx) +

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
(m2xnz +m2znx) +

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
(m2ynz +m2zny)

]
= 0. (4.123)Para o aso de esoamentos não newtonianos (visoelástios), as equações para veloidade e pressãona superfíie livre são dadas por

p = n2xτpxx + n2yτpyy + n2zτpzz + 2
(
nxnyτpxy + nxnzτpxz + nynzτpyz

)
+

2ϑ

Re

[
n2x
∂u

∂x

+n2y
∂v

∂y
+ n2z

∂w

∂z
+ nxny

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+ nxnz

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+ nynz

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)]
,

(4.124)
2ϑ

Re

[
nxm1x

∂u

∂x
+ nym1y

∂v

∂y
+ nzm1z

∂w

∂z
+ (nxm1y + nym1x)

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

+(nxm1z + nzm1x)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+(nym1z + nzm1y)

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)]

= −
[
nxm1xτpxx+ nym1yτpyy + nzm1zτpzz

+(nxm1y + nym1x) τpxy + (nxm1z + nzm1x) τpxz +(nym1z + nzm1y) τpyz] ,

(4.125)
2ϑ

Re

[
nxm2x

∂u

∂x
+ nym2y

∂v

∂y
+ nzm2z

∂w

∂z
+ (nxm2y + nym2x)

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

+(nxm2z + nzm2x)

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
+(nym2z + nzm2y)

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)]

= −
[
nxm2xτpxx+ nym2yτpyy + nzm2zτpzz

+(nxm2y + nym2x) τpxy + (nxm2z + nzm2x) τpxz +(nym2z + nzm2y) τpyz
]
.

(4.126)Para a implementação omputaional, as disretizações das Eqs. (4.121)�(4.126) são feitas usandodiferenças �nitas onsiderando as diferentes orientações da superfíie livre de�nidas em Tomé et al.(2001). Para ilustrar a apliação dessas ondições de ontorno, onsidera-se o aso em que a superfíielivre do �uido é aproximada por uma superfíie planar 2D (om vetor normal fazendo 450 om a direçãodo eixo oordenado x), omo mostrado na Fig. 4.3. Para esta representação partiular da superfíielivre loal, os vetores tangeniais e normal são tomados omo m1 = (
√
2
2 , 0,−

√
2
2 ), m2 = (0, 1, 0) e60



4.4 Condições adiionais adotadas e suas disretizações
n = (

√
2
2 , 0,

√
2
2 ); este é o aso de uma élula S ter as faes (k+ 1

2) e (i+ 1
2) em ontato om uma élulaE. Levando esses vetores nas equações (4.121), (4.122) e (4.123) obtém-se as equações simpli�adas

pe =
2

Re
(1 + νt)

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z
+
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
, (4.127)e

1

Re
(1 + νt)

[(
∂u

∂x
− ∂w

∂z

)]
= 0. (4.128)As veloidades ui+ 1

2
,j,k e wi,j,k+ 1

2
(ver Fig. 4.3) são obtidas usando-se a equação da ontinuidade (4.79)e a Eq. (4.128), ambas avaliadas no ponto P = (i, j, k) e disretizadas, respetivamente, omo

ui+ 1
2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

δx
+
vi,j+ 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k

δy
+
wi,j,k+ 1

2
− wi,j,k− 1

2

δz
= 0 (4.129)e

1

Re
(1 + νti,j,k)

(ui+ 1
2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

δx
−
wi,j,k+ 1

2
−wi,j,k− 1

2

δz

)
= 0. (4.130)Dessas duas equações disretas alulam-se as veloidades ui+ 1

2
,j,k e wi,j,k+ 1

2
, ujos resultados são

ui+ 1
2
,j,k = ui− 1

2
,j,k −

1

2

δx

δy
(vi,j+ 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k)e

wi,j,k+ 1
2
= wi,j,k− 1

2
− 1

2

δz

δy
(vi,j+ 1

2
,k − vi,j− 1

2
,k). (4.131)De posse das veloidades ui+ 1

2
,j,k e wi,j,k+ 1

2
, a pressão pe é alulada via a disretização da Eq. (4.127)no ponto P = (i, j, k); o resultado é

pei,j,k =
1

Re
(1 + νti,j,k)

{ui+ 1
2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

δx
+
wi,j,k+ 1

2
− wi,j,k− 1

2

δz

+
1

2

(ui+ 1
2
,j,k − ui− 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−1 − ui− 1

2
,j,k−1

δz
wi,j,k+ 1

2
+ wi,j,k− 1

2
−wi−1,j,k+ 1

2
− wi−1,j,k− 1

2

δx

)}
. (4.132)A apliação das ondições de ontorno na superfíie livre para os outros asos é feita de maneiraanáloga ao aso desrito anteriormente.A ondição de Neumann homogênea é adotada para as variáveis turbulentas, κ e ε, e ontribuiçãonão newtoniana τ p, na superfíie livre, isto é ∂φ

∂n
≈ ∂φ

∂a
, onde φ é uma das variáveis κ, ε, τpxx, τpxy ,

τpxz , τpyy , τpyz , τpxx, τpzz e a = x, y ou z. A disretização dessa ondição é feita usando diferençaavançada ou atrasada de primeira ordem.4.4.2.3 Na superfíie rígidaA ondição de ontorno adotada na superfíie rigida para o aso de esoamentos newtonianos noregime laminar é a ondição de não esorregamento (u = 0) ou deslizamento (u · n = 0).61
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Figura 4.3: Ilustração de uma superfíie planar inlinada formando angulo de 450 om n = (
√
2
2 , 0,

√
2
2 ).Extraído de Kurokawa (2009).Para esoamentos newtonianos no regime turbulento adota-se uma modi�ação das leis de paredede Sondak e Plether (1995) numa região próxima no ontorno. A visosidade turbulenta é aluladavia a função de amorteimento de van Driest (1956) de�nida por

νt = Ku⋆y

(
1− exp

(−y+
A

))2

, y+ = u⋆y/ν, A ≈ 26, (4.133)onde K = 0.41 é a onstante de von Kármán, y+ = u⋆y/ν, A ≈ 26 é o número de Reynolds loal, e u⋆a veloidade de atrito. Nessa região as variáveis turbulentas κ e ε são de�nidas segundo as subamadasturbulenta e visosa, isto é:-na subamada turbulenta, κ e ε são aluladas por
κ = Re

u2⋆√
Cµ

, ε = Re
u3⋆
κy
. (4.134)-na subamada visosa, a energia inétia turbulenta adimensionalizada k é de�nida pela orreçãode Sondak e Plether (1995):

κ = Re
u2⋆√
Cµ

(
y+

y+c

)2

, (4.135)onde y+c é o número de Reynolds loal rítio, ujo valor é a solução da equação não linear resultanteda interseção das leis
u+ = Re(yu⋆) e ln(ERe(yu⋆))−K

u

u⋆
= 0, (4.136)em que E = exp(KB). A ultima equação pode ser reesrita omo:

ln(Ey+c )−Ky+c = 0. (4.137)Na Eq. (4.136), u é a magnitude da veloidade tangenial à distânia y da parede. As Eqs. (4.136)�(4.137)são as leis de parede usadas neste trabalho e são restritas segundo o valor do Reynolds loal y+. Essas62



4.4 Condições adiionais adotadas e suas disretizaçõesleis são válidas para valores de y+ ≈ 5 e apliável no intervalo 30 < y+ < 300 (MComb, 1990). AFig. 4.4 mostra o per�l tipio de uma amada limite turbulenta. No aso de esoamentos newtonianossobre superfíies suaves, a partir de dados experimentais de Bradshaw (1976), a onstante B está nointervalo 5.0 ≤ B ≤ 5.2; o valor adotado aqui é B = 5.Considerando a esala de omprimento l⋆ (H. Lee Norris, 1975) de�nida por
l⋆ =

KC
− 3

4
µ y

1 + 5.3/Ret
, (4.138)om Ret = y

√
Rek, o valor de ε é de�nido por

ε =

√
1

Re

κ
3
2

l⋆
. (4.139)A tensão de isalhamento na parede (na forma adimensional) é dada por (Wilox, 1994))

τω = u⋆
2 ≈

(
1

Re
(1 + νt)

∣∣∣∣
∂u

∂n

∣∣∣∣
)∣∣∣∣

wall

, (4.140)em que u e n são a veloidade tangenial e a direção normal ao ontorno rígido, respetivamente. AEq. (4.140) é avaliada no ontorno rígido. No entanto, fora do domínio da solução, a veloidade ué avaliada disretizando a derivada por diferenças entrais, onsiderando que a veloidade tangenialtem sinal oposto à tensão efetiva (Ferreira et al., 2004). Mais detalhes sobre lei de parede veja, porexemplo, Bradshaw (1995), Morrison (2007) e Pope (2010).
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Figura 4.4: Per�l típio da amada limite turbulenta.A seguir é apresentado um aso partiular da disretização das ondições de ontorno para o asoturbulento, onde são de�nidas as veloidades tangeniais omo u e w e uma variável genéria φ quepode ser uma das variáveis turbulentas κ, ε ou νt (ver Fig. 4.5). Nesse trabalho, nas élulas adjaentesao ontorno rígido as equações médias de Reynolds são implementadas om o objetivo de se alularas veloidades; e para as variáveis turbulentas é implementada a lei de parede.63
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Figura 4.5: Ilustra-se a amada interna adjaente á parede e as élulas �tíias. Extraído de Kurokawa(2009).As variáveis κ e ε são aluladas na subamada turbulenta, avaliadas no ponto (i, j, k), respetiva-mente, por
κi,j,k = Re

τw√
Cµ

e εi,j,k = Re
τωu⋆
Ky

, (4.141)onde a veloidade do atrito é alulada segundo o valor adotado por y+. Na subamada visosa, essasvariáveis são dadas por
κi,j,k = Re

τw√
Cµ

(
y+

y+c

)2 e εi,j,k =√ 1

Re

(κi,j,k)
3/2

l⋆
, (4.142)om a esala de omprimento l⋆ de�nida por (4.138). A visosidade turbulenta é de�nida por

νti,j,k = Cµ
κ2i,j,k
εi,j,k

. (4.143)Fora do domínio omputaional as veloidades, ui+ 1
2
,j−1,k+ 1

2
e wi,j−1,k+ 1

2
são disretizadas pordiferenças entrais (Wilox, 1994) a partir de (4.140) nos pontos (i+ 1

2 , j − 1
2 , k) e (i, j − 1

2 , k +
1
2). Aveloidade tangenial u é alulada no ponto (i+ 1

2 , j − 1, k) omo
ui+ 1

2
,j−1,k = ui+ 1

2
,j,k − signal(ui+ 1

2
,j,k)

Reτωδy

(1 + νt
i+1

2 ,j− 1
2 ,k

)
. (4.144)

signal(ui+ 1
2
,j,k) é a sinal da veloidade tangenial. A visosidade turbulenta é de�nida por

νt
i+1

2 ,j− 1
2 ,k

= 0.25(νti,j−1,k
+ νti,j,k + νti+1,j−1,k

+ νti+1,j,k
). (4.145)64



4.4 Condições adiionais adotadas e suas disretizaçõesA veloidade w avaliada no ponto (i, j − 1
2 , k +

1
2 ) é alulada omo

wi,j−1,k+ 1
2
= wi,j,k+ 1

2
− signal(wi,j,k+ 1

2
)

Reτωδy

(1 + νt
i,j− 1

2 ,k+1
2

)
, (4.146)Nesse aso a visosidade turbulenta νt é dada por

νt
i,j− 1

2 ,k+1
2

= 0.25(νti,j−1,k
+ νti,j,k + νti,j−1,k

+ νti,j,k+1
). (4.147)Nas Eqs. (4.141)�(4.144) a veloidade de atrito u⋆ é alulada, usando as equações em (4.136)dependendo do valor do y+ em (4.133) pelo método de Newton-Raphson om u⋆ = 11.6 om aproxi-mação iniial e ritério de parada 1.0× 10−14. Os álulos são iniializados alulando-se o número deReynolds ritio y+c é admitindo que y+ está na amada visosa.Para esoamentos não newtonianos (visoelástios) as ondições de ontorno na superfíie rígidaadotadas nesse trabalho foram não deslizamento. Para a ontribuição não newtoniana existem trêsasos a onsiderar, ujos detalhes podem ser enontrados em Figueiredo (2011): quando os ontornosrígidos são paralelos ao plano xy, as ondições de ontorno adotadas para a ontribuição não newtoniana

τ p são aluladas a partir das ondições de impermeabilidade e não deslizamento,
u = v = w = 0 ⇒ ∂u

∂x
=
∂v

∂x
=
∂w

∂x
= 0 e ∂u

∂y
=
∂v

∂y
=
∂w

∂y
= 0,e usando a equação da ontinuidade tém-se que

∂u

∂x
=
∂v

∂y
= 0 ⇒ ∂w

∂z
= 0.Com esse duas últimas equações e a Eq. (4.81), segue as ondições para o ontorno rígido para aontribuição não newtoniana τ p

∂τpxx
∂t

= 2
∂u

∂z
τpxz −

1

We

{
f(λ, τp)τpxx +Υ(f(λ, τp)− 1) +

̺

Υ

[
(τpxx)

2 + (τpxy)
2 + (τpxz)

2
]}
, (4.148)

∂τpyy
∂t

= 2
∂v

∂z
τpyz −

1

We

{
f(λ, τp)τpyy +Υ(f(λ, τp)− 1) +

̺

Υ

[
(τpxy)

2 + (τpyy)
2 + (τpyz)

2
]}
, (4.149)

∂τpzz
∂t

= − 1

We

{
f(λ, τp)τpzz +Υ(f(λ, τp)− 1) +

̺

Υ

[
(τpxz)

2 + (τpyz)
2 + (τpzz)

2
]}
, (4.150)

∂τpxy
∂t

=
∂u

∂z
τpyz +

∂v

∂z
τpxz −

1

We

{
f(λ, τp)τpxy +

̺

Υ

[
τpxxτpxy + τpyyτpxy + τpxzτpyz

]}
, (4.151)

∂τpxz
∂t

=
∂u

∂z
(τpzz +Υ)− 1

We

{
f(λ, τp)τpxz +

̺

Υ

[
τpxxτpxz + τpxyτpyz + τpxzτpzz

]}
, (4.152)

∂τpyz
∂t

=
∂v

∂z
(τpzz +Υ)− 1

We

{
f(λ, τp)τpyz +

̺

Υ

[
τpxyτpxz + τpyyτpyz + τpyzτpzz

]}
. (4.153)Nos outros dois asos, quando onsideram-se ontornos rígidos paralelos ao plano xz e yz, asaproximações na superfíie rigida é feita de forma similar que para o aso xy usando as ondições deimpermeabilidade e aderênia ompleta (Figueiredo, 2011).65
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Capítulo
5Resultados numérios para sistemashiperbólios 1D e 2D

Neste apítulo são apresentados novos resultados numérios para sistemas hiperbólios de leis deonservação fazendo-se o uso do esquema de onveção TDPUS-C3 om o parâmetro livre β esolhidoom base em adveção de esalares e a equação não linear de Burgers. Comparações dos resultadosforneidos pelo esquema TDPUS-C3 om resultados obtidos de esquemas bem estabeleidos na litera-tura, tais omo VAN LEER por van Leer (1974), MC por van Leer (1977), MINMOD por Roe (1986),SUPERBEE por Roe (1986), ARORA-ROE por Arora e Roe (1997), Godunov-HLL por Toro (1999),CUBISTA por Alves et al. (2003), ADBQUICKEST por Ferreira et al. (2009), FORCE por Steaet al. (2010), TOPUS por Ferreira et al. (2012), SDPUS-C1 por Lima et al. (2012) e EPUS por Corrêaet al. (2012), são também apresentadas. O propósito é mostrar que o esquema TDPUS-C3 atingeao menos segunda ordem de preisão loal, é útil em resolver desontinuidades/hoques (sem gerarosilações e om poua introdução de visosidade numéria), e onsegue apturar estruturas omplexasem esoamentos de gases e plasmas. Para a simulação omputaional, dois ódigos foram utilizados: (i)um ódigo próprio, em diferenças �nitas, implementado em C++ para simular adveção de esalares eequações não lineares de Burguers e Bukley-Leverett (no apêndie B enontra-se a implementação daequação de Burgers 2D); e (ii) o ódigo CLAWPACK (LeVeque, 2004) implementado em volumes �nitospara simular sistemas não lineares tais omo equações de Euler (em LeVeque (2004) enontra-se umadesrição detalhada da implementação desse ódigo).5.1 Esolha do parâmetro livre β para o esquema TDPUS-C3A determinação do parâmetro livre β para o esquemaTDPUS-C3, tanto em variáveis normalizadasEq. (2.55) omo em limitador de �uxo Eq. (2.58), é feita iniialmente utilizando o transporte linear daombinação de quatro tipos de ondas (omo ondição iniial) via equação de adveção 1D no domínio67
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[−1, 1] (ver Zalesak (1987)), isto é

u0(x) =





1

6
[G(x, β, z − δ1) +G(x, β, z + δ1) + 4G(x, β1, z)] , −0.8 ≤ x ≤ −0.6;

1, −0.4 ≤ x ≤ −0.2;

1− |10(x − 0.1)|, 0.0 ≤ x ≤ 0.2;
1

6
[F (x, α1, a1 − δ1) + F (x, α1, a1 + δ1) + 4F (x, α1, a1)] , 0.4 ≤ x ≤ 0.6,

0, aso ontrário, (5.1)
onde G(x, β1, z) = eβ1(x−z)

2 , F (x, α1, a1) =
√

max(1− α2
1(x− α1)2, 0), a1 = 0.5, z = −0.7, α1 = 10,

β1 = log 2
36δ1

2 , δ1 = 0.005. A função �uxo neste teste é f(u) = au om a veloidade de onveção a = 1.Utilizaram-se neste teste ondição de ontorno periódia e os seguintes dados: malha omputaionalde 200 élulas, número de CFL = 0.5 e tempo �nal de simulação t = 1. Para a simulação do problemautilizando-se o ódigo próprio inrementado om o esquema TDPUS-C3 foram onsiderados os inovalores de β da Tab. 2.2. As simulações numérias om os vários valores do parâmetro β estãoapresentadas na Fig. 5.1, onde pode-se onstatar que o esquema TDPUS-C3 om o β = 567.25,quando omparado om a solução exata, forneeu o melhor resultado. Nota-se também por essamesma �gura que, da mesma forma omo aontee om a maioria dos esquemas de alta resolução, oesquema TDPUS-C3 apresenta o problema de aparamentos de pios e vales.
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Figura 5.1: Esolha do parâmetro β. Soluções numérias aluladas om TDPUS-C3 e β = 64, 266,
526, 567.25 para o problema de adveção do teste de Zalesak. t = 1, N = 200 e CFL = 0.5.Com o objetivo de on�rmar que o esquema TDPUS-C3, om β = 567.25, fornee também osmelhores resultados em problemas não lineares, esolheu-se a equação 1D (3.1) no domínio [−1, 1] oma função �uxo 0.5u2 (equação de Burgers). Para tanto, o transporte não linear da ondição iniial
u1(x, 0) = 1 + 0.5sen(πx) via a equação de Burgers 1D sem oe�iente de difusão foi onsiderado.68



5.1 Esolha do parâmetro livre β para o esquema TDPUS-C3Para a simulação do problema, tomaram-se quatro malhas omputaionais (N = 40, 80, 160 e 320),
CFL = 0.5 e tempo �nal t = 0.33. Para estimar a ordem de onvergênia observada na norma L1 dométodo numério global equipado om o esquema TDPUS-C3, a solução numéria na malha 640 foitomada omo referênia. Na Tab. 5.1 observa-se uma melhor estimativa da ordem de onvergêniapara o valor β = 567.25.Tabela 5.1: Esolha do parâmetro β. Teste de onvergênia para TDPUS-C3 om β = 64, 266, 526e 567.25 da equação de Burgers 1D no tempo t = 0.33 e CFL = 0.5.

β = 64 β = 266 β = 526 β = 559 β = 567.25Malha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q

40 9.00 × 10
−3

1.97 7.94 × 10
−3

1.93 8.73× 10
−3

1.93 8.81 × 10
−3

1.96 8.83 × 10
−2

1.97
80 4.16 × 10

−3
1.88 3.54 × 10

−3
2.09 3.54× 10

−3
2.28 3.58 × 10

−3
2.30 3.59 × 10

−3
2.30

160 1.77 × 10
−3

2.11 1.66 × 10
−3

2.07 1.67× 10
−3

2.12 1.68 × 10
−3

2.13 1.69 × 10
−3

2.14
320 8.43 × 10

−4
2.06 8.04 × 10

−4
2.04 8.00× 10

−4
2.08 8.02 × 10

−4
2.08 8.03 × 10

−4
2.09É importante observar neste ponto que, em função dos resultados obtidos para os dois testespreedentes (um linear e outro não linear), utilizar-se-á nas simulações o esquema TDPUS-C3 omparâmetro livre β = 567.25.5.2 Equações 1D e 2D de leis onservaçãoNesta seção são apresentados resultados numérios om o esquema TDPUS-C3 para equações deonservação 1D. São apresentadas também omparações dos resultados obtidos om o TDPUS-C3e os resultados om os esquemas ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, TOPUS, SDPUS-C1 eEPUS.5.2.1 Adveção de esalaresAdveção de esalares é o problema mais simples em DFC e modelado pela Eq. (3.1) om função�uxo f(u) = au1, a onstante. Dois asos teste são simulados nesta seção om o uso dos esquemasonvetivos: (Teste 1) o transporte da ondição iniial em pequenos e longos tempos de simulação;e (Teste 2) o transporte de u1(x, 0) = sin4 πx para x ∈ [−1, 1]. O Teste 1 serve para veri�ar se oesquema numério onsegue simular uma ombinação de várias ondas de diferentes tipos; e o Teste 2tem por objetivo investigar o omportamento assintótio do erro quando a malha é re�nada.Para a solução numéria do Teste 1 foram utilizados ondições de ontorno periódias, tempos�nais de simulação t = 1 e t = 20, malha de N = 200 élulas omputaionais e número de Courant

CFL = 0.5. Os resultados obtidos estão desritos nas Figs. 5.2, para t = 1, e 5.3, para t = 20,onde pode-se observar que para pequenos tempos o esquema TDPUS-C3 forneeu o melhor resultado;enquanto que, para tempos longos, o esquema TDPUS-C3 forneeu resultados inferiores aos forneidospelos esquemas CUBISTA e TOPUS e superiores aos dos outros esquemas. Observa-se ainda por essas�guras que ambos os esquemas ADBQUICKEST e ARORA-ROE suavizam sobremaneira a soluçãoaproximada. As Tabs. 5.2 e 5.3 apresentam nesses tempos �nais os erros e as ordens de onvergêniaobservadas na norma L1 do método numério global equipado om os vários esquemas de onveção.Os dados nessas tabelas quanti�am os resultados apresentados nas Figs. 5.2 e 5.3.69
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Figura 5.2: Teste 1: soluções numérias do problema de adveção 1D om TDPUS-C3, ADBQUICK-EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t = 1, N = 200 e CFL = 0.5.
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Figura 5.3: Teste 1: soluções numérias do problema de adveção 1D om TDPUS-C3, ADBQUICK-EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t = 20, N = 200 e CFL = 0.5.
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5.2 Equações 1D e 2D de leis onservaçãoTabela 5.2: Teste 1: teste de onvergênia do experimento de Zalesak omTDPUS-C3, ADBQUICK-EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS no tempo t = 1. SSP-RK3 na parte temporal.TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q200 7.87E − 02 � 4.50E − 01 � 4.50E − 01 � 1.04E − 01 � 1.40E − 01 �400 4.32E − 02 0.86 3.24E − 01 0.47 3.24E − 01 0.47 5.40E − 02 0.95 7.01E − 02 1.00800 2.04E − 02 1.08 2.19E − 01 0.56 2.19E − 01 0.56 2.70E − 02 1.00 3.62E − 02 0.951600 1.03E − 02 0.98 1.42E − 01 0.63 1.42E − 01 0.63 1.43E − 02 0.91 1.95E − 02 0.89Tabela 5.3: Teste 1: teste de onvergênia do experimento de Zalesak omTDPUS-C3, ADBQUICK-EST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS no tempo t = 20. SSP-RK3 na parte temporal.TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q200 1.84E − 01 � 6.42E − 01 � 6.43E − 01 � 2.97E − 01 � 4.03E − 1 �400 7.74E − 02 1.25 6.26E − 01 0.04 6.26E − 01 0.04 1.29E − 01 1.20 1.75E − 1 1.20800 4.51E − 02 0.78 5.87E − 01 0.09 5.86E − 01 0.09 6.80E − 02 0.92 8.19E − 2 1.101600 2.56E − 02 0.81 4.96E − 01 0.24 4.95E − 01 0.24 3.70E − 02 0.88 4.29E − 2 0.93A Tab. 5.4 apresenta tempos de omputação (usto) em milissegundo (µs) por iteração (e norma-lizado om respeito ao mais barato) para o Teste 1 usando a malha N = 200. Vê-se por essa tabelaque o usto para o esquema TDPUS-C3 é menor que os ustos orrespondentes para os esquemasADBQUICKEST e ARORA-ROE, e próximo dos ustos para os esquemas CUBISTA e TOPUS.Tabela 5.4: Tempo de omputação por iteração para o Teste 1.Esquema Custo por iteração (µs) Custo normalizadoTDPUS-C3 27.68 1.11ADBQUICKEST 29.53 1.18ARORA-ROE 46.59 1.86CUBISTA 25.04 1.00TOPUS 26.37 1.05Para investigar o omportamento assintótio do erro em adveção de um esalar quando δx → 0(objetivo do Teste 2), transporta-se o per�l iniial u1(x, 0) = sin4 πx usando as nove malhas detamanho N = 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560 e 5120 élulas omputaionais, no tempo �nal t = 1,número de Courant CFL = 0.5 e om ondições de ontorno periódias. Na Tab. 5.5 estão apresentadosos erros na norma L1, a ordem de onvergênia observada q e a onstante do erro CE = ||E||1/δxqdada pela Eq. (3.45) (ver Roahe (1994)). Vê-se por essa tabela que a ordem do método global,equipado om o esquema TDPUS-C3, enontra-se aima de dois nas últimas ino malhas, e que osvalores da onstante CE indiam que o método numério (pratiamente) atinge o intervalo assintótiode onvergênia. 71



Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2DTabela 5.5: Teste 2: teste de onvergênia obtido om TDPUS-C3. t = 1 e CFL = 0.5.TDPUS-C3Malha Erro em L1 Ordem q CE

20 4.26E − 01 � �
40 1.06E − 01 2.01 43.27
80 3.29E − 02 1.68 16.64
160 9.60E − 03 1.78 23.12
320 2.26E − 03 2.09 89.84
640 5.12E − 04 2.14 119.01
1280 1.18E − 04 2.12 101.68
2560 2.80E − 05 2.08 81.31
5120 6.79E − 06 2.04 61.285.2.2 Equação não linear de BurgersPara simular fen�menos não lineares envolvendo adveção, nesta seção onsidera-se a equação deBurgers sem oe�iente de difusão dada pela Eq. (3.1) om �uxos (onvexos) f(u) = g(u) = 0.5u2. Aequação de Burgers é um teste muito interessante, pois, mesmo no asos de ondições iniiais suaves,ela é propensa à formação de desontinuidades; há asos em que existem soluções exatas desse problema(ver, por exemplo, Platzman (1964) e Debnath (1989)). Três asos teste, om ondições de ontornoperiódias, são simulados fazendo o uso dos esquemas TDPUS-C3, ARORA-ROE, CUBISTA, AD-BQUICKEST e TOPUS: o (Teste 3) onde se investiga a variação total do esquema TDPUS-C3 noaso 1D; o (Teste 4) onde se investiga a solução antes e depois de um hoque e omparações no aso1D; o (Teste 5) onde se estimam os erros, a ordem de onvergênia observada e omparações no aso2D.Para a simulação do Teste 3, foram onsiderados a ondição iniial u1(x, 0) = sinx em [−1, 1],quatro malhas N = 20, 40, 80 e 160 élulas omputaionais, tempo �nal de simulação t = 0.3 e

CFL = 0.5. Os resultados estão apresentados na Fig. 5.4, onde pode-se observar que o esquemaTDPUS-C3 satisfaz a ondição dada pela Eq. (2.14).Apresenta-se no Teste 4 soluções numérias antes e depois do hoque. Para tanto, utilizaram-sea ondição iniial u1(x, 0) =
1

2
+ sin(πx) para [−1, 1], dois tempos �nais de simulação, t ≈ 0.33(antes do hoque ) e t ≈ 1.5 (depois do hoque), malha omputaional de N = 80 élulas e CFL =

0.5. A solução (quase) analítia é obtida pelo algoritmo proposto na seção 4 da referênia Teng(2010). Nas Figs. 5.5(a) e 5.5(b) estão apresentadas as soluções numérias antes e depois do hoque,respetivamente, aluladas om o esquema TDPUS-C3 mais a solução analítia. Observa-se poressa �gura que o esquema TDPUS-C3 resolve bem a onda suave (antes do hoque) e aptura ohoque om pequenas suavizações nos extremos; esses amorteimentos são ausados pela inlusão naformulação do esquema FOU. A Fig. 5.6 mostra uma omparação entre as várias soluções numériasobtidas om os esquemas upwind já menionados anteriormente. Por essa �gura, observa-se que osesquemas TDPUS-C3, CUBISTA e TOPUS forneeram, pratiamente, a mesma solução; os esquemasARORA-ROE e ADBQUICKEST mostraram-se inferiores.Alguns dados de simulações para o Teste 5 são apresentados a seguir usando os vários esquemas deonveção, onde mostram-se os erros, a ordem de onvergênia e omparações no aso 2D da equação72
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Figura 5.6: Teste 4: soluções numérias da equação invisida de Burgers depois do hoque obtidasom TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t ≈ 1.5, CFL = 0.5 e
N = 80.não linear de Burgers. Para tanto, a ondição iniial onsiderada é u(x, y, 0) = 1

2
+ sin(π(x + y)/2)),em [0, 4] × [0, 4] e ondições de ontorno periódias foram apliadas. A solução analítia (na formaimplíita) do problema é dada por u(x, y, t) =

1

2
+ sin[π((x + y)/2 − ut)]. Nas simulações foramempregados número de Courant CFL = 0.4 e tempo �nal de simulação t ≈ 0.5/π (antes da formaçãoda onda de hoque que oorre para t ≈ 1.5/π). As Tabs. 5.6 e 5.7 apresentam os erros e as ordens deonvergênia observadas nas normas L1 e L∞, respetivamente. Nota-se laramente pela Tab. 5.6 quetodos os esquemas implementados forneeram ordens superiores a dois. Da Tab. 5.7 veri�a-se quetodos os esquemas superaram primeira ordem de preisão loal nas malhas mais �nas. As Tabs. 5.8e 5.9 mostram os erros e as ordens de onvergênia observadas nas normas L1 e L∞, respetivamentepara os esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. Vê-se laramente que as ordens deonvergênia são muito próximas.Tabela 5.6: Teste 5: teste de onvergênia para a equação de Burgers 2D om TDPUS-C3, AD-BQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L1. t ≈ 0.5/π e CFL = 0.4.TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q

20× 20 1.87E − 01 � 1.87E − 01 � 1.87E − 01 � 1.87E − 01 � 1.87E − 01 �
40× 40 4.27E − 02 2.13 4.26E − 02 2.13 4.29E − 02 2.13 4.25E − 02 2.14 4.28E − 02 2.13
80× 80 9.37E − 03 2.19 9.77E − 03 2.13 9.76E − 03 2.13 9.30E − 03 2.19 9.27E − 03 2.21

160× 160 2.02E − 03 2.21 2.15E − 03 2.18 2.15E − 03 2.18 2.04E − 03 2.19 2.07E − 03 2.17
320× 320 4.58E − 04 2.14 4.55E − 04 2.24 4.55E − 04 2.24 4.68E − 04 2.12 4.73E − 04 2.13
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5.2 Equações 1D e 2D de leis onservação
Tabela 5.7: Teste 5: teste de onvergênia para a equação de Burgers 2D om TDPUS-C3, AD-BQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L∞. t ≈ 0.5/π e CFL = 0.4.TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L∞ q L∞ q L∞ q L∞ q L∞ q

20× 20 6.51E − 01 � 6.12E − 01 � 6.09E − 01 � 6.81E − 01 � 6.95E − 01 �
40× 40 3.29E − 01 0.98 3.45E − 01 0.83 3.45E − 01 0.82 3.40E − 01 1.00 3.48E − 01 1.00
80× 80 1.69E − 01 0.96 1.79E − 01 0.95 1.78E − 01 0.95 1.69E − 01 1.01 1.70E − 01 1.03

160 × 160 7.79E − 02 1.12 8.68E − 02 1.04 8.68E − 02 1.04 7.74E − 02 1.13 7.69E − 02 1.15
320 × 320 3.39E − 02 1.20 4.01E − 02 1.11 4.01E − 02 1.11 3.53E − 02 1.14 3.55E − 02 1.12

Tabela 5.8: Teste 5: teste de onvergênia para a equação de Burgers 2D om TDPUS-C3, EPUS,SDPUS-C1 e TOPUS na norma L1. t ≈ 0.5/π e CFL = 0.4.TDPUS-C3 EPUS SDPUS-C1 TOPUSMalha L∞ q L∞ q L∞ q L∞ q
20× 20 1.87E − 01 � 4.61E − 02 � 4.70E − 02 � 1.87E − 01 �
40× 40 4.27E − 02 2.13 1.05E − 02 2.13 1.08E − 02 2.13 4.28E − 02 2.13
80× 80 9.37E − 03 2.19 2.39E − 03 2.14 2.35E − 03 2.19 9.27E − 03 2.21

160 × 160 2.02E − 03 2.21 5.11E − 04 2.23 5.10E − 04 2.20 2.07E − 03 2.17
320 × 320 4.58E − 04 2.14 1.16E − 04 2.14 1.16E − 04 2.14 4.73E − 04 2.13

Tabela 5.9: Teste 5: teste de onvergênia para a equação de Burgers 2D om TDPUS-C3, EPUS,SDPUS-C1 e TOPUS na norma L∞. t ≈ 0.5/π e CFL = 0.4.TDPUS-C3 EPUS SDPUS-C1 TOPUSMalha L∞ q L∞ q L∞ q L∞ q
20× 20 6.51E − 01 � 6.96E − 01 � 6.57E − 01 � 6.95E − 01 �
40× 40 3.29E − 01 0.98 3.57E − 01 0.96 3.304E − 01 0.99 3.48E − 01 1.00
80× 80 1.69E − 01 0.96 1.67E − 01 1.09 1.69E − 01 0.97 1.70E − 01 1.03

160× 160 7.79E − 02 1.12 7.80E − 02 1.10 7.73E − 02 1.13 7.69E − 02 1.15
320× 320 3.39E − 02 1.20 3.37E − 02 1.21 3.39E − 02 1.19 3.55E − 02 1.12
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2DNa Fig. 5.7 estão apresentados, no tempo t ≈ 0.5/π e ao longo do plano x = y, resultadosnumérios na malha 160 × 160 om o uso dos vários esquemas estudados e a solução analítia. Poressa �gura, observa-se que os esquemas TDPUS-C3, CUBISTA e TOPUS forneeram, pratiamente,a mesma solução; os esquemas ARORA-ROE e ADBQUICKEST mostraram-se inferiores. A Fig. 5.8mostra as omparações das soluções numérias ao longo do plano x = y na malha 160 × 160 dosesquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. Vê-se laramente que, om ondição iniialsuave, o SDPUS-C1 e TOPUS superam ligeiramente o esquema TDPUS-C3 nos pios. O EPUS foiinferior nessa região. Nos vales, o TDPUS-C3 apresentou resultados mais próximo da solução exata.
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Figura 5.7: Teste 5: soluções numérias ao longo do plano x = y da equação de Burgers 2D omTDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. t = 0.5/π, 160 × 160 élulasomputaionais e CFL = 0.4
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Figura 5.8: Teste 5: soluções numérias ao longo do plano x = y da equação de Burgers 2D omTDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1 e TOPUS. t = 0.5/π, 160× 160 élulas omputaionais e CFL = 0.45.2.3 Equação não linear de Bukley-LeverettConsidera-se agora o Teste 6, em que pretende-se simular a lei de onservação não onvexa deBukley-Leverett 1D dada pela Eq. (3.1) om �uxo (não onvexo) f(u) = u21
4u21+(1−u1)2 . Essa lei modelao esoamento de um �uido bifásio em um meio poroso (LeVeque, 1992), uja solução de entropiapode apresentar hoques, ondas de rarefação e desontinuidade de ontato. Para a simulação desteproblema, toma-se a ondição iniial

u1(x, 0) =




1, −1

2
≤ x ≤ 0;

0, no aso ontrario, (5.2)e ondições periódias no ontorno do domínio [−1, 1]. Foram onsiderados uma malha de N = 200élulas, número de Courant CFL = 0.4 e tempo �nal de simulação t = 0.4. A solução de referêniapara esse problema é tomada omo a solução numéria na malha N = 2000 élulas omputaionaisusando o limitador de �uxo não linear de van Leer (1974); limitador esse frequentemente empregado emleis de onservação não onvexa e em problemas envolvendo mistura de ondas de hoque, de rarefação edesontinuidade de ontato. É importante omentar neste ponto que alguns esquemas de alta resoluçãonão onseguem soluções onvergentes para a solução orreta de entropia (LeVeque, 1992). Na Fig. 5.9,e também em suas ampliações Figs. 5.10 (a) e 5.10 (b), estão representadas as soluções numérias al-uladas om o esquema upwind TDPUS-C3mais os onvenionais CUBISTA, TOPUS, ARORA-ROEe ADBQUICKEST. No global, por essas �guras, pode-se fazer uma lassi�ação dos esquemas upwindimplementados, om respeito a melhor aproximação, da seguinte maneira: TDPUS-C3, CUBISTA,TOPUS, ADBQUICKEST e ARORA-ROE. Em partiular, na Fig. 5.10(b) observa-se que os esque-mas CUBISTA e TDPUS-C3 forneem resultados semelhantes e resolvem bem a desontinuidade deontato. 77
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Figura 5.9: Teste 6: soluções numérias para a equação não linear de Bukley-Leverett. t = 0.4,
CFL = 0.4 e N = 200.
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(a) (b)Figura 5.10: Teste 6: soluções numérias da equação de Bukley-Leverett. Região do hoque x ≈
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5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservação5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservaçãoNesta seção são apresentados resultados numérios om o esquema TDPUS-C3 para sistemas nãolineares omplexos de leis de onservação. Em partiular, são mostrados resultados para equaçõesomplexas de águas rasas e Euler, ambas om ou sem termo fonte, e equações da MHD. Apresentam-setambém omparações dos resultados obtidos om o TDPUS-C3 e os obtidos om os esquemas AD-BQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA, SUPERBEE, MINMOD, MC, TOPUS, SDPUS-C1 e EPUS.5.3.1 Equações de águas rasasApresenta-se nesta seção resultados para as equações de águas rasas nos asos homogêneo 1D(Teste 7), om termo fonte 1D (Teste 8) e homogêneo 2D (Teste 9). Essas equações são dadas por(3.1) om variáveis de estado (h, hu1, hu2)
T e funções �uxo f(u) = (hu1, hu1

2 + 1
2gh

2, hu1u2)
T ,e g(u) = (hu2, hu1u2, hu2

2 + 1
2gh

2)T . A quantidade h denota a profundidade da água, u1 e u2são os omponentes do vetor veloidade u; hu1 e hu2 são as vazões e g = 9.81m2/s é a onstantegravitaional. Para os asos Teste 7 e Teste 9, os termos fontes são S(u) = (0, 0)T e S(u) = (0, 0, 0)T ,respetivamente, e para o Teste 8 o termo fonte é S(u) = (0,−ghB′)T , om B′ a derivada da funçãoque desreve o fundo do anal B = B(x) (topogra�a), ver Fig. 5.11. As veloidades absolutas dasondas nestas equações para o aso 1D são os autovalores da matriz Jaobiana (Eq. (3.1)) λ1,2 = u1±c,sendo c = √
gh a eleridade. O adimensional que arateriza um problema modelado por essas equaçõesé o número de Froude, Fr = u1/c: subrítio (Fr < 1), superrítio (Fr > 1) ou rítio (Fr = 1).
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Figura 5.11: Ilustração esquemátia de um esoamento om superfíie livre sobre a in�uênia dagravidade.O Teste 7, apresentado a partir de agora, onstitui um problema interessante de ruptura de bar-ragem, uja solução pode ser obtida via um problema de Riemann num anal ontendo uma barragemque separa o �uido em dois níveis diferentes de água. Para a simulação desse problema foram utilizadas79



Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2Das ondições iniias (ver Simões et al. (2011))
h(x, 0) =




8, x ≤ 500,

4, x > 500,
u1(x, 0) = 0, (5.3)e ondições periódias no ontorno do domínio omputaional [0, 1000]. Os seguintes dados foramempregados na simulação: malha omputaional de N = 400 élulas, número de Courant CFL = 0.91e tempos �nais de simulação t = 10, 20, 30, 40 e 50. A solução exata desse problema pode ser obtidausando-se a fórmula de Stoker (1956) (ver detalhes da derivação da solução em Simões et al. (2011)).Os resultados numérios om o esquema TDPUS-C3 em vários tempos de simulação estão desritos naFig. 5.12, onde pode-se observar que, no geral, há uma ótima onordânia entre esses dados numériose a solução exata, mostrando, em partiular, que a onda de rarefação e o hoque são simulados omsuesso. Observa-se também que para tempos pequenos (t = 10) de simulação o esquema é propensoà formação de pequenas osilações para 400 < x < 600, mas essas instabilidades são amorteidas omo passar do tempo.A Fig. 5.13 mostra no tempo de simulação t = 10, omparações das soluções numérias obtidas omos vários esquemas, inluindo o TDPUS-C3, onde pode ser visto que todos os esquemas forneeramresultados bastante semelhantes.O Teste 8, desrito a seguir, representa um problema interessante de águas rasas om termo fontepara desrever a topogra�a do fundo de um anal. Nesse problema pode ser observado um esoamentosubrítio (antes da elevação do fundo), rítio (no ponto máximo da elevação � x = 10) e superrítio(antes do hoque - x ≈ 12); no hoque ele volta a ser rítio e depois do hoque subrítio. Objetiva-seestudar o desempenho do esquema TDPUS-C3 em tempo longo de simulação e omparar a soluçãonuméria om as soluções numérias dos demais esquemas estudados. Esse teste tem sido onsideradobenhmark para investigar a habilidade de um esquema numério em apturar hoques em problemasde águas rasas (ver, por exemplo Xing e Shu (2005)). Para a simulação do problema, onsideram-seas mesmas ondições empregadas em Bouhut (2000) e Goutal e Maurel (1997), para x ∈ [0, 25], asaber: (i) ondições iniiais h = 0.33 e hu = 0.18; e (ii) ondições de ontorno h(x = 25) = 0.33,

hu(x = 0) = 0.18 e os valores para h(x = 0) e hu(x = 25) são obtidos de extrapolação de primeiraordem. Os seguintes dados foram utilizados: malha omputaional de N = 200 élulas, a número deCourant CFL = 0.9 e tempo �nal de simulação t = 200. A solução de referênia para o nível deágua onsiderada para este teste é obtida usando o esquema onvetivo MINMOD (Roe, 1986) om
N = 2000 élulas omputaionais; para a vazão, a solução de referênia é a solução exata hu = 0.18.A topogra�a do fundo ontemplada no termo fonte S da equação de águas rasas é de�nida por

B(x) =




0.2− 0.05(x − 10)2), 8 ≤ x ≤ 12;

0, aso ontrário. (5.4)As soluções (em estado estaionário) de referênia e numérias para o nível d'água e vazão estãorepresentadas nas Figs. 5.14 (a) e 5.14 (b), respetivamente. Observa-se na Fig. 5.14 (a) que todas assoluções numérias são de boa qualidade, quando omparadas om a solução numéria de referênia80
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5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservaçãoGodunov-HLL de Toro (1999). Da mesma forma omo foi feito no artigo de Stea et al. (2010), oproblema foi simulado no domínio [−20, 20]× [−20, 20] usando-se várias malhas (100× 100, 200× 200e 600 × 600), a número de Courant CFL = 0.45, tempo �nal de simulação t = 1.4 e om ondiçãoiniial dada por




h(x, y, 0) = 2.5, x2 + y2 ≤ R2,

h(x, y, 0) = 0.5, x2 + y2 > R2,

u(x, y, 0) = 0, ∀x, y,
v(x, y, 0) = 0, ∀x, y,

(5.5)onde R = 2.5 é o raio do tanque. As ondições de ontorno empregadas foram re�etivas. A soluçãode referênia adotada para esse problema é a mesma adotada por Stea et al. (2010) (Godunov omtermo de orreção mais o limitador SUPERBEE, numa malha de 1000 × 1000 e número de Courant
CFL = 0.9). A Fig. 5.15 mostra os resultados numérios, na malha grossa 100 × 100, obtidosom os métodos FORCE, GODUNOV- HLL e TDPUS-C3, onde pode-se observar que o esquemaTDPUS-C3 reproduziu melhor a solução de referênia. A Fig. 5.16 (�gura prinipal (a) e ampliações(b) e ()) apresenta as soluções numérias om TDPUS-C3 em várias malhas, mostrando que ao sere�nar a malha a solução numéria onverge para uma solução bem próxima da de referênia. Emresumo, pode-se dizer que o esquema TDPUS-C3 aptura a físia do problema e fornee o melhorresultado.
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5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservação5.3.2 Equações de EulerA partir de agora são apresentados resultados numérios para problemas omplexos modeladospelas equações de Euler nos asos homogêneo 1D (Teste 10 e Teste 11), homogêneo 2D (Teste12 e Teste 13) e não homogêneo (Teste 14). As equações de Euler são dadas pela Eq. (3.1)om variáveis de estado (ρ, ρu1, ρu2, E)T e funções �uxo f(u) = (ρu1, ρu1
2 + p, ρu1u2, (E + p)u1)

Te g(u) = (ρu2, ρu1u2, ρu2
2 + p, , (E + p)u2)

T . A quantidade ρ denota a densidade, ρu1 e ρu2 são asomponentes do vetor quantidade de movimento. A energia total é de�nida por E = ρ(12 (u1
2+u2

2))+e,om e = e(ρ, p) = p
(γ−1)ρ . A quantidade γ é a onstante do alor espeí�o. Para o aso Teste 14 otermo fonte esolhido é S(u) = (0, 0, ρg, ρu2g)

T . As outras quantidades foram de�nidas previamente.O Teste 10, uma idealização da interação hoque-turbulênia (também onheido omo tubo dehoque de Shu e Osher (1989)) onsiste em uma onda de hoque que se propaga em um ampo emrepouso, om pressão onstante e per�l de densidade senoidal. Neste problema, o per�l da densidadepossui duas partes distintas: a primeira tem a mesma frequênia e amplitude do per�l dos dadosiniiais, om ondas de ompressão assoiadas a ondas de hoque na forma lássia �N�; a segunda parteé de alta frequênia e maior amplitude om ondas de hoque mais próximas (ver Kamm et al. (2008)).O objetivo deste teste é mostrar que o esquema TDPUS-C3 é útil na simulação da interação de ondasde hoque om turbulênia. Os resultados apresentados a seguir são para a densidade ρ no domínio
[−5, 5]. A simulação omputaional foi exeutada em várias malhas (N = 125, 250, 500 e 1000),número de Courant CFL = 0.5, tempo �nal de simulação t = 1.8, e a onstante do alor espeí�o
γ = 1.4. As ondições iniiais adotadas são




x < 0.4 : ρ = 3.857143; u1 = 2.629369; p = 10.33333;

x ≥ 0.4 : ρ = 1 + 0.2 sin(5x); u1 = 0; p = 1.
(5.6)Extrapolação de ordem zero foi usada omo ondição de ontorno. A solução de referênia é aluladanuma malha de N = 2000 élulas om o método de Godunov om termo de orreção e limitadorSUPERBEE.Na Fig. 5.17 está mostrada a omparação entre a solução de referênia e os resultados om osesquemas TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS, onde pode-se inferirque na região de alta frequênia, o esquema TDPUS-C3 �ou em tereiro lugar omo o melhor método.Fora dessa região de transição ampla (onda de entropia), o esquema TDPUS-C3 forneeu resultadossimilares aos dos outros esquemas, om exeção dos esquemas dependentes de CFL (ADBQUICKESTe ARORA-ROE) que apresentaram uma melhor aproximação na região de entropia.As Figs. 5.18 e 5.19 (essa última mostrando ampliações de algumas regiões da primeira) mostrama solução numéria para a densidade no problema de Shu-Osher om o esquema TDPUS-C3 emvárias malhas. Vê-se laramente que, em todas as regiões do domínio, houve onvergênia do métodonumério global para uma solução muito próxima da de referênia.O Teste 11, uma interação omplexa de ondas de hoque (também onheido omo problema outubo de hoque de Woodward e Colella (1984)), é um problema desa�ador para os métodos numériosuma vez que há efeitos não lineares aentuados; estes sendo devido a interação de ondas de hoque,rarefação e desontinuidades de ontato (veja, por exemplo, Greenough e Rider (2004)). No tempo t = 085
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2Ddois diafragmas são rompidos e dois hoques são dirigidos ao entro do tubo; rarefações são tambémdireionadas às extremidades do tubo. Objetiva-se neste teste simular om o esquema TDPUS-C3 ainteração entre vários tipos de ondas. Os resultados apresentados a seguir são para a densidade ρ e aomponente u1 da veloidade no domínio [0, 1]. A simulação omputaional foi rodada numa malhade N = 500 élulas omputaionais, número de Courant CFL = 0.5 e a onstante do alor espeí�o
γ = 1.4. O tempo �nal de simulação foi de t = 0.038. As ondições iniiais adotadas foram





ρ = 1; u1 = 0; p = 1000; 0 < x < 0.1;

ρ = 1; u1 = 0; p = 0.01; 0.1 < x < 0.9;

ρ = 1; u1 = 0; p = 100; 0.9 < x < 1.

(5.7)Condições re�etivas foram impostas no ontorno. A solução de referênia, alulada om o método deGodunov om termo de orreção e o limitador de �uxo MC (van Leer, 1974) , foi obtida numa malhade N = 2000 élulas omputaionais a número de Courant CFL = 0.5. Uma omparação entre osesquemas estudados e a solução de referênia está apresentada na Fig. 5.20, mostrando que os esquemasdependentes do CFL (ADBQUICKEST e ARORA-ROE) forneem, no geral, os melhores resultados.O esquema TDPUS-C3 forneeu, pratiamente, a mesma solução na região de extremo (pio 1); e nopio 2 ele se omportou um pouo pior que ADBQUICKEST e ARORA-ROE. Os esquemas CUBISTAe TOPUS forneeram bons resultados na região do pio 1 e resultados inferiores na região do pio 2,om o CUBISTA um pouo melhor. Nas outras regiões, todos os esquemas omportaram-se de maneirasemelhante. A Fig. 5.21 mostra as soluções numérias dos esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1e TOPUS. Observa-se que nos pios o TDPUS-C3 foi inferior aos esquemas EPUS e SDPUS-C1,sendo o esquema TOPUS o que pior simulou o problema nessas regiões. Nas outras regiões todos osesquemas apresentaram resultados similares.As Figs. 5.22 e 5.23 apresentam omparações entre os per�s transientes da densidade ρ e daomponente u1 do ampo de veloidades obtidas om os esquemas TDPUS-C3 e SUPERBEE ea solução de referênia. O esquema SUPERBEE foi seleionado nesta omparação devido ao seubom desempenho em pontos extremos (menos difusivo) Roe (1985); também, segundo Hirsh (2007)e Karabasov e Golovizin (2012), este esquema apresenta exelentes propriedades de resolução emdesontinuidades em movimento. Como pode ser visto por na Fig. 5.22, a olisão dos hoques notempo t = 0.028 produz um pio de densidade estreito, aentuado e de difíil aptura; esse efeitofoi simulado om ambos os esquemas TDPUS-C3 e SUPERBEE. Em partiular, resultados teórios(ver, por exemplo, The Center for Astrophysial Thermonulear Flashes (2001)) apontam que o piode densidade tem de ser um pouo menor que 30; o pio alulado om o esquema TDPUS-C3 é
≈ 13.04 e o om SUPERBEE é ≈ 12.1. Isto india que se onseguiu uma melhor aproximação om ouso do esquema TDPUS-C3.
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Figura 5.22: Teste 11: problema de Woodward-Colella. Evolução temporal da densidade ρ e veloi-dade u1 das soluções numérias obtidas om TDPUS-C3 e SUPERBEE. N = 500 e CFL = 0.5.90
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Figura 5.23: Teste 11: problema de Woodward-Colella. Evolução temporal da densidade ρ e veloi-dade u1 obtidas om TDPUS-C3 e SUPERBEE. N = 500 e CFL = 0.5.
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2DO Teste 12, um teste 2D não linear, tem omo objetivo aessar a ordem de onvergênia observadados métodos numérios equipados om os esquemas upwind. A simulação omputaional foi exeutadaem várias malhas (20× 20, 40× 40, 80× 80, 160× 160 e 320× 320 élulas omputaionais) no domínio
[0, 2]× [0, 2], número de Courant CFL = 0.475, tempo �nal de simulação t = 2, e a onstante do alorespeí�o γ = 1.4. As ondições iniiais onsideradas neste teste são





ρ(x, y, 0) = 1 + 0.2 sin(π(x+ y)));

u1(x, y, 0) = 0.7;

u2(x, y, 0) = 0.3;

p(x, y, 0) = 1.

(5.8)As ondições de ontorno implementadas foram periódias.A solução exata (transiente) do problema (ver Qiu e Shu (2003)) é dada por




ρ(x, y, t) = 1 + 0.2 sin(π(x+ y − (u1 + u2)t)));

u1(x, y, 0) = 0.7;

u2(x, y, 0) = 0.3;

p(x, y, 0) = 1.

(5.9)Apresentam-se nas Tabs. 5.10 e 5.11 os erros e as ordens de onvergênia observadas nas normas
L1 e L∞ para a densidade ρ. Como pode ser visto por essas tabelas, o método numério globalequipado om o esquema TDPUS-C3 atingiu pratiamente a mesma ordem (loal) de preisão que osoutros métodos, indiando que, neste problema não linear, o novo esquema não é inferior aos esquemasdisponíveis na literatura.
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5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservação

Tabela 5.10: Teste 12: teste de onvergênia da densidade ρ para as equações não lineares de Euler2D om TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L1. t = 2 e
CFL = 0.475. TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q

20× 20 9.03E − 03 � 1.33E − 02 � 8.57E − 03 � 8.92E − 03 � 9.53E − 03 �
40× 40 2.13E − 03 2.08 3.35E − 03 1.99 2.08E − 03 2.05 2.12E − 03 2.07 2.24E − 03 2.09
80× 80 5.17E − 04 2.04 8.39E − 04 1.99 5.10E − 04 2.03 5.18E − 04 2.04 5.31E − 04 2.07

160 × 160 1.27E − 04 2.02 2.10E − 04 2.00 1.26E − 04 2.01 1.27E − 04 2.02 1.29E − 04 2.04
320 × 320 3.16E − 05 2.01 5.26E − 05 2.00 3.14E − 05 2.01 3.16E − 05 2.01 3.18E − 05 2.02

Tabela 5.11: Teste 12: teste de onvergênia da densidade ρ para as equações não lineares de Euler2D om TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L∞. t = 2 e
CFL = 0.475. TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L∞ q L∞ q L∞ q L∞ q L∞ q

20× 20 6.88E − 02 � 9.11E − 02 � 6.12E − 02 � 7.06E − 02 � 8.046E − 02 �
40× 40 3.32E − 02 1.05 4.86E − 02 0.91 3.09E − 02 0.99 3.29E − 02 1.10 3.40E − 02 1.24
80× 80 1.61E − 02 1.04 2.51E − 02 0.96 1.56E − 02 0.99 1.61E − 02 1.03 1.61E − 02 1.08

160 × 160 7.96E − 03 1.02 1.28E − 02 0.97 7.82E − 03 0.99 7.96E − 03 1.02 7.96E − 03 1.02
320 × 320 3.95E − 03 1.01 6.51E − 03 0.98 3.92E − 03 1.00 3.95E − 03 1.01 3.95E − 03 1.01
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2DO Teste 13, onheido omo double Mah re�etion-DMR (Woodward e Colella, 1984), onsisteem uma onda de hoque (a Mah 10) que se desloa horizontalmente e inide numa rampa inlinadaom ângulo de 600. Devido à presença de estruturas omplexas (estaionárias e não estaionárias) oproblema, além de apresentar um desa�o para métodos numérios, tem sido utilizado om frequêniana literatura (ver, por exemplo, Toro e Titarev (2006), Cokburn e Shu (2001), Qiu e Shu (2003), Shiet al. (2003), Zahran (2008) e Castro et al. (2011)) omo um aso teste para investigar a in�uênia deduas araterístias importantes dos esquemas onvetivos de alta resolução, a saber: (i) minimizaçãode erros de trunamento temporal; e (ii) minimização de visosidade numéria (dissipação). A Fig.5.24 ilustra a dissipação introduzida nos álulos om o uso dos esquemas ADBQUICKEST (maisdissipativo) e WENO5-LW4 de Qiu e Shu (2003)(menos dissipativo).ADBQUICKEST
0 x1 2 3

y 0.5

1

WENO5-LW4
0 x

y

Figura 5.24: Teste 13: soluções numérias da densidade ρ para o problema DMR om ADBQUICK-EST na malha uniforme δx = 1/400 e WENO5-LW4 (tomado de Qiu e Shu (2003)) δx = 1/479 notempo t = 0.2. 30 linhas de ontorno de ρ = 1.5 até ρ = 22.97. (x, y) ∈ [0, 4] × [0, 1].Na simulação deste teste foram utilizadas três malhas (400×100, 800×200 e 1600×400) no domínio
[0, 4]× [0, 1], número de Courant CFL = 0.6, tempo �nal de simulação t = 0.2, e a onstante do alorespeí�o γ = 1.4. As ondições iniiais adotadas foram

(ρ, u, v, p) =




(8, 8.25 · cos π6 ,−8.25 · sin π

6 , 116.5), x < x0 +
y√
3
;

(1.4, 0, 0, 1.0), x ≥ x0 +
y√
3
,

(5.10)94



5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservaçãoom x0 = 1
6 . As ondições de ontorno são omo segue: na entrada (x = 0), as variáveis de es-tado são presritas omo (ρ, u1, u2, p)

T = (8, 8.25 cos π6 ,−8.25 sin π
6 , 116.5)

T ; na saída (x = 4), ex-trapolação de ordem zero é imposta; na parede inferior, para 0 ≤ x ≤ x0 impõe-se (ρ, u1, u2, p)
T =

(8, 8.25 cos π6 ,−8.25 sin π
6 , 116.5)

T e para x0 ≤ x ≤ 4 ondições re�etivas; na parede superior admite-seque o esoamento não interage om o hoque de forma que as ondições impostas são
(ρ, u, v, p) =




(8, 8.25 cos π6 ,−8.25 sin π

6 , 116.5), 0 < x < s(t);

(1.4, 0, 0, 1.0), s(t) ≤ x ≤ 4,
(5.11)onde s(t) é dada por s(t) = x0 + (1 + 20t)/

√
3. As soluções numérias para o problema (na regiãorítia do domínio) obtidas om os esquemas upwind usando Euler explíito para a marha no tempoestão mostradas nas Figs. 5.25 e 5.26. Para omparações, a Fig. 5.27 mostra a solução numérianuma malha de 3840× 960 élulas omputaionais obtida om o esquema WENO5 de Shi et al. (2003)usando um método de Runge-Kutta de tereira ordem TVD para a marha no tempo, e a obtida omo esquema SUPERBEE numa malha 800 × 200 élulas omputaionais. É importante omentar queesta apresentou de instabilidade numéria na malha de 1600 × 400 élulas.Com base nas Figs. 5.25 e 5.26, mais a Fig. 5.27 mostrando omparações, no geral, pode-selassi�ar om respeito à introdução de dissipação os esquemas estudados na seguinte ordem (do queintroduz mais visosidade numéria para o que introduz menos): ADBQUICKEST, ARORA-ROE,CUBISTA, TOPUS e TDPUS-C3. Em partiular, o esquema CUBISTA na malha mais �na (1600×

400) introduziu mais �ruídos�, em omparação om os demais esquemas. A solução obtida om oesquema TDPUS-C3, nas malhas 800 × 200 e 1600 × 400, ontempla mais estruturas vortiais deesalas médias que os outros esquemas, quando omparada à solução de referênia om WENO5. Alémdisso, a solução om o esquema TDPUS-C3 na malha 800 × 200 é omparável om a solução obtidaom o TOPUS na malha mais �na. É importante destaar neste ponto que: (i) o esquema TDPUS-C3,mesmo ombinado om Godunov de primeira ordem no tempo, aptura algumas estruturas (vortiais)omplexas no problema double Mah re�etion, da mesma forma omo faz o esquema WENO5 quetem tereira ordem no tempo e quinta ordem no espaço; e (ii) as estruturas transientes (àquelas entre
2.2 ≤ x ≤ 3 e 0 ≤ y ≤ 0.5) forneidas pelos esquemas estudados (om exeção do ADBQUICKESTe ARORA-ROE) apareeram porque o método de Godunov tem a partiularidade de avançar mais ohoque (ver Woodward e Colella (1984)).
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Figura 5.25: Teste 13: ampliação da região prinipal das soluções numérias para a densidade ρpara o problema DMR om TDPUS-C3, ADBQUICKEST e ARORA-ROE. 30 linhas de ontorno de
ρ = 1.5 até ρ = 22.97, om malhas uniformes δx = 1/100, 1/200, 1/400, t = 0.2 e CFL = 0.6.
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Figura 5.26: Teste 13: ampliação da região prinipal das soluções numérias para a densidade ρdo problema DMR no tempo t = 0.2 aluladas om CUBISTA e TOPUS. 30 linhas de ontorno de
ρ = 1.5 até ρ = 22.97, om malhas uniformes δx = 1/100, 1/200, 1/400, t = 0.2 e CFL = 0.6.WENO5 SUPERBEE
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Figura 5.27: Teste 13: ampliação da região prinipal das soluções numérias para a densidade ρ doproblema DMR no tempo t = 0.2 alulada om SUPERBEE e δx = 1/200 e WENO5 de (Jiang eShu, 1996) e δx = 1/960 (Extraído de Shi et al. (2003)). 30 linhas ontorno de ρ = 1.5 até ρ = 22.97.
t = 0.2 e CFL = 0.6.
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2DNo Teste 14, investiga-se o desempenho dos esquemas upwind em resolver o problema onheidoomo instabilidades de Rayleigh-Taylor (ver, por exemplo, Chandrasekhar (1961) e Sharp (1984)).Essa instabilidade oorre, por exemplo, quando há superposição de dois �uidos (um mais pesado e ummais leve) sob a ação do ampo gravitaional. Perturbações iniiais na interfae que separa os dois�uidos são ampli�adas e tendem a reser om o tempo levando a formação de bolhas e espigões,ada um dos quais penetrando uns nos outros, seguido do desenvolvimento de uma amada de misturaomplexa. O problema representa um importante teste para ódigos em DFC e, omo no problema dedouble Mah re�etion, pode ser usado para medir a introdução (intrínsea) de dissipação do métodonumério (Samtaney e Pullin, 1996). Para a simulação deste problema omplexo, a interfae estáposiionada em y = 1
2 e o �uido mais pesado está abaixo da interfae om densidade ρpesado = 2 eo �uido mais leve aima da interfae om ρleve = 1; a pressão é ontínua através da interfae e umaperturbação na omponente de veloidade u2 é injetada. As ondições iniiais (ver Fig. 5.28) são entãodadas por
(ρ, u, v, p) =




(2, 0,−0.025c · cos(8πx), 2y + 1), 0 ≤ y < 1

2 ;

(1, 0,−0.025c · cos(8πx), y + 3
2 ),

1
2 ≤ y < 1,

(5.12)onde c =√γp
ρ é a veloidade do som e γ = 5/3.
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Figura 5.28: Teste 14: ondições iniiais do problema das instabilidades de Rayleigh-Taylor.Os álulos foram feitos no domínio [0, 14 ]×[0, 1] no tempo �nal de simulação t = 1.95 e a número deCourant CFL = 0.6. Uma malha de 240× 960 élulas omputaionais foram usadas nos experimentos98



5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservaçãonumérios. As ondições de ontorno apliadas são: ondições re�etivas nas laterais direita e esquerda;
ρ = ρleve = 1, p = 2.5, u1 = u2 = 0 no topo; ρ = ρpesado = 2, p = 1, u1 = u2 = 0 na seção inferior.A onstante gravitaional é tomada omo g = 1. Uma vez que não se onhee uma solução analítiapara o problema, ompara-se qualitativamente os resultados numérios om os forneidos pela litera-tura (Shi et al., 2003). A Fig. 5.29 mostra a posição da interfae em dois tempos alulada om osesquemas TDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS. Também, para om-parações, nesta mesma �gura, são apresentados os resultados numérios om os esquemas SUPERBEEe WENO5 de Jiang e Shu (1996). Pode ser visto por essa �gura que, quando omparado om outrosesquemas (exeto SUPERBEE e WENO5), o esquema TDPUS-C3 fornee o melhor resultado. Osresultados om ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS são semelhantes, om o TOPUS um pouo maisdissipativo. O esquema ADBQUICKEST mostrou ser o mais dissipativo, produzindo o pior resultado.Em síntese, pode-se inferir que o esquema TDPUS-C3 introduz poua dissipação, omo fazem os es-quemas SUPERBEE e WENO5. Outro ponto importante a ser notado é que o esquema TDPUS-C3foi implementado om uma marha no tempo via Euler explíito, ao passo que o WENO5 emprega ummétodo de Runge-Kutta de tereira ordem de preisão; isto permite onluir que o método de Godunovom termo de orreção equipado om TDPUS-C3 pode ser visto omo uma alternativa para simularproblemas omplexos em DFC.Com o intuito de realizar uma omparação quantitativa entre os resultados numérios forneidosom o uso dos esquemas upwind, apresenta-se na Fig. 5.30 a energia inétia ec = 1

2 [ρ(u1
2 + u2

2)] aolongo da reta y = 4x obtida om todos os esquemas no tempo t = 1.95. Esses dados quanti�am osobservados nos resultados da Fig. 5.29.Na Fig. 5.31 apresentam-se a posição da interfae dos esquemas TDPUS-C3, EPUS, SDPUS-C1e TOPUS nos tempos t = 1.365 e 1.95. Observa-se a partir dessas �guras que o esquema TDPUS-C3apresenta menos dissipação que os outros esquemas. Conlui-se que o TDPUS-C3 é superior paraeste tipo de problema apresentando fortes estruturas vortiais om relação aos esquemas TOPUS,SDPUS-C1 e EPUS.
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2D5.3.3 Equações da magnetohidrodinâmiaA interação de um plasma om um ampo magnétio, a qual produz hoques e estruturas vortiaisomplexas, é simulada nesta seção. Essa interação é modelada pelas equações da magnetohidrodinâ-mia (MHD) dadas pela Eq. (3.1) om variáveis de estado e funções �uxo




u = (ρ, ρu1, ρu2, ρu3, B1, B2, B3, E)T ;

f(u) = (ρu1, ρu1
2 + p∗ − 0.5B1

2, ρu1u2 −B1B2, ρu1u3 −B1B3, 0, B2u1 −B1u2,

B3u1 −B3u3, (E + p∗)u1 − (u ·B)B1)
T ;

g(u) = (ρu2, ρu1u2 −B1B2, ρu2
2 + p∗ − 0.5B3

2, ρu1u3 +B1B3, B1u2 −B2u1,

0, u2B3 − u3B2, (E + p∗)u2 − (u ·B)B2)
T .

(5.13)
A quantidade u3 é a omponente de veloidade na direção z e B = (B1, B2, B3)

T representa o ampomagnétio. A energia total é dada por E = 1
2(ρ|u|2 + |B|2) + p

γ−1 e p∗ = p + 0.5|B|2 é a pressãototal. As outras quantidades foram de�nidas previamente. Adiionalmente, o ampo magnétio devesatisfazer a restrição de divergênia livre ∇·B = 0 (ver, por exemplo, Evans e Hawley (1988)). Quandoomparadas às equações de Navier-Stokes, as equações da magnetohidrodinâmia são mais omplexasdesde que elas são propensas ao apareimento de uma família de ondas que se propagam em diferentesveloidades e de maneira aótia. Dois experimentos numérios foram realizados: um no aso 1D(Teste 15) e um no aso 2D (Teste 16).Para o Teste 15, onheido omo problema de Brio e Wu (1988), os álulos foram feitos nodomínio [−1, 1], no tempo �nal de simulação 0.2 e ao número de Courant CFL = 0.8. Uma malha de
800 élulas omputaionais foi usada no experimento. As ondições iniias são as mesmas adotadasem Brio e Wu (1988) e Barmin et al. (1996) e são de�nidas por

(ρ, u1, u2, u3, B1, B2, B3, p)
T =




(1, 0, 0, 0, 0.75, 1, 0, 1)T , x ≤ 0,

(0.125, 0, 0, 0, 0.75,−1, 0, 0.1)T , x > 0,
(5.14)om γ = 2. As ondições de ontorno apliadas são tipo extrapolação de ordem zero. Uma vez que nãose onhee uma solução analítia para o problema, ompara-se os resultados numérios om a soluçãode referênia alulada numa malha de 10000 élulas omputaionais usando-se o método de Godunovom termo de orreção e o limitador de �uxo MC (van Leer, 1974). Na Fig. 5.32 estão representadasas soluções numérias (om o esquema TDPUS-C3) e de referênia para a densidade no problema deBrio-Wu, onde pode ser visto que, no global, o esquema TDPUS-C3 onseguiu apturar om suessotodas as ondas e desontinuidades.O Teste 16, onheido omo problema de Orszag e Tang (1979), possui araterístias signi�a-tivas da turbulênia em magnetohidrodinâmia e tem sido onsiderado um problema desa�ador naliteratura espeializada (ver, por exemplo, Dahlburg e Pione (1989), Jiang e Wu (1999) ou Balbáset al. (2004)) para estimar a preisão loal de um esquema upwind de alta resolução. Para a simulaçãodeste problema omplexo, o domínio omputaional é de�nido omo [0, 2π]× [0, 2π] om ondições de102



5.3 Sistemas 1D e 2D de leis de onservação
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Figura 5.32: Teste 15: soluções numérias da densidade ρ do problema da MHD 1D om TDPUS-C3.
t = 0.2, N = 800 e CFL = 0.8. Onda de rarefação (FR), onda omposta (CW), desontinuidade deontato (CD) e onda de hoque pequena (SS).fronteira periódias e ondições iniiais dadas por

u1(x, y) = − sin y, u2 = sinx, u3 = 0; ρ = γ2, (5.15)
B1(x, y) = − sin y, B2(x, y) = sin 2x, B3 = 0; p = γ = 5/3. (5.16)Várias malhas omputaionais foram utilizadas na simulação, a saber: 16 × 16, 32 × 32, 64 × 64,

128 × 128 e 256 × 256, a número de Courant CFL = 0.75 e três tempos �nais (t = 0.25, 0.5 e 3). AFig. 5.33, asos (a) e (b), mostra a densidade alulada na malha 256×256 e no tempo t = 0.25 om oesquema TDPUS-C3; o aso (a) ilustra a superfíie ρ = ρ(x, y, z) global e o aso (b) a projeção destano plano xy. Dessa �gura pode ser visto os resultados om o esquema TDPUS-C3 são omparáveisom resultados da literatura Dahlburg e Pione (1989), Jiang e Wu (1999) e Balbás et al. (2004). AFig. 5.34 apresenta uma omparação dos resultados obtidos om TDPUS-C3 e o esquema entradode Balbás et al. (2004) a CFL = 0.4 para o per�l de pressão ao longo da reta y = 0.625π, numamalha de 128 × 128 élulas e tempo t = 3. Mais uma vez, essa omparação on�rma que o esquemaTDPUS-C3 gera resultados omparáveis om o da literatura.Para �nalizar, apresenta-se na Tab. 5.12 os erros e ordens de onvergênia observadas, na norma L1,para todos os esquemas upwind estudados om tempo �nal de simulação t = 0.5. Os dados dessa tabelamostram que todos os esquemas superaram ordem dois, om TDPUS-C3 apresentando ligeiramenteordem superior
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Capítulo 5 Resultados numérios para sistemas hiperbólios 1D e 2D

(a) x
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(b)Figura 5.33: Teste 16: (a) superfíie da densidade ρ para o problema de Orszag-Tang, (b) densidade
ρ no plano xy. t = 0.25, 256 × 256 élulas omputaionais e CFL = 0.75. 12 linhas de ontorno paraa densidade; vermelho-maior valor (5.278), azul- menor valor (2.176).
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Figura 5.34: Teste 18: per�l da pressão p ao longo da linha y = 0.625π. t = 3, 128 × 128 élulasomputaionais e CFL = 0.75.Tabela 5.12: Teste 18: teste de onvergênia da densidade ρ para o problema de Orszag-Tang omTDPUS-C3, ADBQUICKEST, ARORA-ROE, CUBISTA e TOPUS na norma L1. t = 0.5 e CFL =
0.75. TDPUS-C3 ADBQUICKEST ARORA-ROE CUBISTA TOPUSMalha L1 q L1 q L1 q L1 q L1 q

16× 16 1.08E + 00 � 1.08E + 00 � 1.07E + 00 � 1.07E + 00 � 1.06E + 00 �
32× 32 2.77E − 01 1.97 2.77E − 01 1.96 4.46E − 01 1.27 2.74E − 01 1.97 2.72E − 01 1.97
64× 64 6.71E − 02 2.05 6.69E − 02 2.05 6.70E − 02 2.74 6.65E − 02 2.04 6.60E − 02 2.04

128× 128 1.44E − 02 2.22 1.44E − 02 2.22 1.43E − 02 2.22 1.43E − 02 2.21 1.43E − 02 2.20
256× 256 2.39E − 03 2.60 2.39E − 03 2.59 2.39E − 03 2.59 2.39E − 03 2.58 2.39E − 03 2.57104



Capítulo
6Simulação de esoamentosinompressíveis

Neste apítulo são apresentados resultados numérios para esoamentos inompressíveis (laminarese turbulentos) envolvendo superfíies livres móveis; ambos �uidos newtonianos e não newtonianos(visoelástio) são onsiderados no estudo. Muitos dos resultados obtidos são onfrontados om dadosteórios, numérios e experimentais da literatura espeializada. Para a simulação omputaional foiutilizado o ódigo Free�ow de Castelo et al. (2000) (nas versões 2D, om simetria radial e 3D) equipadoom o esquema TDPUS-C3 para aproximar os termos não lineares (4.48)�(4.52) e (4.72)�(4.77).6.1 Resultados para �uidos newtonianosEsta seção é dediada a avaliação do desempenho do esquema TDPUS-C3 em esoamentos lam-inares 2D e 3D. Para tanto, os seguintes problemas foram onsiderados: jatos livres (2D e om simetriaradial) sobre uma superfíie rígida impermeável, olapso de um bloo de �uido e jatos 3D (irular eplanar) osilantes.6.1.1 Jatos livres em regime laminarQuando um jato livre inide sobre uma superfíie rígida impermeável, o �uido espalha em uma �naamada até que oorre o fen�meno do súbito aumento em profundidade, onheido omo salto hidráulio(uma desontinuidade no movimento do �uido). O fen�meno pode ser observado no dia-a-dia, omopor exemplo um jato de água inidente sobre a uba da pia. A Fig. 6.1 (a) mostra o salto hidráulioirular tridimensional real e a Fig. 6.1 (b) ilustra o fen�meno no aso bidimensional.105



Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis

(a)
U0

δ h

a

ejetor ejetorsuperfíie livreparede rígida (b)Figura 6.1: Jato de �uido inidente sobre uma superfíie rigida tomado de Rai et al. (2008) (à esquerda);ilustração esquemátia (à direita).O salto hidráulio tem no aso 2D uma solução analítia para a amada (ou altura) h do �uidosobre o ontorno rígido a qual é dada por Watson (1964) omo
h(x) =





π√
3

ν(x+l)
Q , x ≥ x0;

a+
(

1−2π
3
√
3c2

)
δ(x), x < x0,

(6.1)onde a = L0/2 é o raio do injetor e Q = πa2U0 é a vazão. Os parâmetros x0, l e δ(x) são dados por
x0 =

(
3
√
3c(π − c)

√
3

2π2

)
aRe; (6.2)

l =

(
3
√
3c(2

√
3c− π)

2π2

)
aRe; (6.3)

δ2(x) =

(
3
√
3c3

2(π − c
√
3)

νx

U0

)
, (6.4)onde c é uma onstante que assume o valor de 1.402 (ver Watson (1964)). Para a simulação om-putaional do salto hidráulio no aso 2D foram onsideradas as seguintes ondições de ontorno: naentrada per�l reto (U0) e na parede não esorregamento. Nas regiões de saída do �uido adotam-se asondições homogêneas de Neumann. As ondições de ontorno na superfíie livre são dadas pelas Eqs.(4.120) onde o tensor σ é dado por (4.3). Os dados empregados na simulação estão apresentados naTab. 6.1.Na Fig. 6.2 é apresentada uma omparação entre a solução analítia e a solução numéria nasmalhas I, II, III e IV obtidas om o uso do esquema TDPUS-C3. Vê-se laramente por essa �gura(inluindo uma ampliação na região [0.0075, 0.0175]) que as soluções numérias nas malhas mais �nas(III e IV) são pratiamente idêntias e essas, quando omparadas às soluções nas malhas grossas Ie II, estão mais próximas da solução analítia. Vê-se também que houve onvergênia da soluçãonuméria para uma solução muito próxima da solução analítia de Watson. Como ilustração as Figs.106



6.1 Resultados para �uidos newtonianosTabela 6.1: Dados da simulação do jato livre 2D no regime laminar.
• Domínio: 0.1m× 0.025m;
• Raio do injetor: a = 0.002m;
• Malha I : 100 × 25 élulas omputaionais;
• Malha II : 200 × 50 élulas omputaionais;
• Malha III : 400 × 100 élulas omputaionais;
• Malha IV : 800× 200 élulas omputaionais;
• Altura do injetor até a superfíie rigida: H = 0.019m;
• Esala de omprimento: L0 = 0.004m;
• Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.000002m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 5.05;
• Número de Reynolds: Re = 2000.6.3-6.5 mostram, na malha IV, a evolução da superfíie livre do �uido no tempo e os ontornos dosomponentes de veloidade u e v, e o ontorno da pressão p. Em partiular, pelo ontorno da pressãomostrado na Fig. 6.5, observa-se que de fato a pressão maior oorreu no ponto de impato.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis
t = 0.05s

t = 0.15sFigura 6.3: Contorno da veloidade u para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígida.O salto hidráulio irular foi simulado também em uma geometria ilíndria omo ilustrado na Fig.6.1 (a). Nas simulações, iniia-se veri�ando que o esquema TDPUS-C3 fornee aeitáveis estimativaspara a posição do salto. As relações analítias para o raio R do salto
R =

(
27g−1/4

21/435π

)
Q2/3d−1/6ν−1/3 (6.5)de Brehet e Néda (1999) e de Bohr et al. (1993) dada por

R = Q5/8ν−3/8g−1/8 (6.6)foram usadas para omparações. O parâmetro d na Eq. (6.5) é a distânia entre o injetor e a superfíierígida e assumiu nas simulações o valor de 0.03m. As ondições de ontorno adotadas neste aso foram:na entrada per�l reto (U0), no eixo de simetria esorregamento e na parede não esorregamento. Osdados empregados na simulação estão apresentados na Tab. 6.2.Tabela 6.2: Dados da simulação do jato livre 2D no regime laminar em simetria radial.
• Malha I : 200× 126 élulas omputaionais;
• Malha II : 400× 252 élulas omputaionais;
• Malha III : 800 × 504 élulas omputaionais;
• Raio do injetor: a = 0.004m;
• Domínio: 0.05m× 0.0315m;
• Altura do injetor: H = 0.004m;
• Esala de omprimento: L0 = 0.008m;
• Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 0.375ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.000012m2s−1;
• Número de Froude: Fr = 1.3386;
• Número de Reynolds: Re = 250;A Tab. 6.3 mostra as estimativas numérias do raio do salto hidráulio r obtido nas simulações108



6.1 Resultados para �uidos newtonianos

t = 0.05s

t = 0.15sFigura 6.4: Contorno da veloidade v para o problema de jato livre 2D sobre uma superfíie rígida noregime laminar.

t = 0.05s

t = 0.15sFigura 6.5: Contorno da pressão p para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígida.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveisnumérias om o esquema TDPUS-C3 e os dados teórios de Brehet e Néda e Bohr et al.. Observa-seTabela 6.3: Estimativas teórias e numérias nas malhas I, II e III para o raio do salto hidráulio.Raio teório de Brehet e Néda (1999) Estimativas por TDPUS-C3 Raio teório de Bohr et al. (1993)Malha I Malha II Malha III
0.013 0.019 0.029 0.028 0.059por essa tabela que, om o ódigo Free�ow equipado om o esquema TDPUS-C3, os valores numériosobtidos para o raio do salto estão entre o limitante inferior devido a Brehet e Néda (1999) e olimitante superior devido a Bohr et al. (1993); e mais uma estimativa para esse omprimento é ≈

0.025, onordando razoavelmente bem om o dado teório de Brehet e Néda, o qual foi veri�adoanteriormente por Hansen et al. (1997).Uma omparação foi feita também entre a amada do �uido h, alulada om o esquemaTDPUS-C3nas malhas I, II e III e a solução visosa de Watson (ver Fig. 6.6). A análise foi feita na região
0.2 < (r/a)Re1/3 < 0.8 uma vez que essa análise é válida para r/a ≫ 1 e a presença do ontorno desaída de �uido. Observa-se laramente nessa �gura que as soluções numérias são não osilatórias, equando a malha é re�nada a solução onverge, indiando a onvergênia do método numério globalpara esse esoamento (omplexo) om superfíie livre. A solução analítia de Watson é válida somentenum intervalo restrito de r e os resultados apresentados na Fig. 6.6 são muito bons neste intervalo.
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6.1 Resultados para �uidos newtonianosNa Fig. 6.7 apresentam-se, no tempo t = 1.5s visualizações, tridimensionais da simulação numéria,na malha mais grossa, do salto hidráulio irular obtida om o esquema TDPUS-C3. Observa-sea partir dessas simulações que o esquema TDPUS-C3 onseguiu apturar qualitativamente bem ofen�meno físio salto hidráulio irular e as ondas de superfíie nas regiões além da desontinuidade,ambos mostrado no experimento de Rai et al. (2008) na Fig. 6.1 (a).
Figura 6.7: Ressalto hidráulio irular em distintos ângulos simulado pelo esquema TDPUS-C3.
Re = 250, t = 1.5s e a malha de 200 × 126.6.1.2 Colapso de um bloo de �uido em regime laminarO problema do olapso de um bloo �uido (ou ruptura da barragem) onsiste numa oluna de�uido em equilíbrio hidrostátio que sob à ação da gravidade olapsa (ver Fig.6.8). O fen�meno foiestudado experimentalmente por Martin e Moye (1952), e tem sido usado frequentemente omo umbenhmark teste para validar esquemas numérios para esoamentos om superfíies livres móveis (ver,por exemplo, Kim e Leer (2003), Murrone e Guillard (2008), Nikitin et al. (2011) e Cruhaga et al.(2007)).
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xmaxFigura 6.8: Ilustração esquemátia do olapso de um bloo de �uido.Apresenta-se a seguir simulação omputaional do problema em regime laminar do olapso uti-lizando o ambiente Free�ow equipado om o esquema TDPUS-C3. Para tanto, onsiderou-se umbloo de �uido de dimensões a = 0.05m, b = 0.88m e c = 0.1m (ver Fig. 6.8), ujas paredes são apli-adas o deslizamento omo ondição de ontorno. Os dados adotados nos álulos estão apresentadosna Tab. 6.4. 111



Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveisTabela 6.4: Dados da simulação do olapso de um bloo de �uido.
• Malha : 150× 50× 80 élulas omputaionais;
• Domínio: 0.3m× 0.1m× 0.16m;
• Esala de omprimento: L0 = 0.1m;
• Esala de veloidade: U0 =

√
gL0 = 0.9905ms−1;

• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.000001m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 1.0;
• Número de Reynolds: Re ≈ 99045.

Os resultados numérios extraídos no plano xz (na posição y = 0.05) da evolução do espalhamentohorizontal xmax/a ontra t√2g/a (ver Fig. 6.8) obtidos om TDPUS-C3 estão apresentados na Fig.6.9. Essa mesma �gura ontêm os dados numérios obtidos om o esquema TOPUS de Ferreira et al.(2012), om os métodos BEM, Level Set e SPH, om a solução teória de Ritter (1982), e dadosexperimentais de Martin e Moye (1952) (ver Colagrossi e Landrini (2003)). Vê-se por essa �gura queos dados numérios obtidos om TDPUS-C3 estão em boa onordânia om àqueles menionadosanteriormente. A evolução da superfíie livre do �uido bem omo os ontornos de u, w e p nos tempos
t = 0.05s, 0.1s, 0.15s e 0.2s estão mostrados nas Figs. 6.10�6.12.
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6.1 Resultados para �uidos newtonianos
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 6.10: Contorno da veloidade u para o problema do olapso de um bloo de �uido 3D no regimelaminar om TDPUS-C3.
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 6.11: Contorno da veloidade w para o problema do olapso de um bloo de �uido 3D no regimelaminar om TDPUS-C3.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 6.12: Contorno da pressão p para o problema do olapso de um bloo de �uido 3D no regimelaminar om TDPUS-C3.6.1.3 Jatos livres 3D a baixos valores do número de ReynoldsAs simulações tridimensionais apresentadas a seguir têm omo propósito mostrar que, muito emborao esquema TDPUS-C3 tenha sido planejado para problemas a altos valores do número de Reynolds,ele pode simular om suesso esoamentos a baixos valores do número de Reynolds. O problemaesolhido foi o de um jato (ilíndrio ou planar) altamente visoso inidindo sobre uma superfíierígida impermeável a uma altura H, em que sob ertas ondições o jato ao atingir a superfíie rígidaapresenta o fen�meno (físio) de dobras. Esse fen�meno está ilustrado na Fig. 6.13. Desprezando osefeitos da tensão super�ial, há ino trabalhos prinipais, isto é Cruikshank (1980), Cruikshank eMunson (1981, 1982), Cruikshank (1988) e Mahadevan et al. (1998), onde os autores mostram viamétodos teórios e experimentais que o fen�meno de dobras em jatos irulares de �uidos visosossurge devido a dois valores rítios: (i) a razão de aspeto H/d que deve ser maior que um valor derazão de aspeto rítio (H/d)c = 7, onde d o diâmetro do injetor; e (ii) o numero de Reynolds quedeve ser menor que o valor rítio Rec = 1.2. Fazendo o uso do ambiente Free�ow 3D equipado om oesquema TDPUS-C3, três testes foram realizados para prever o fen�meno de dobras, sendo dois delesusando diâmetros diferentes para o injetor, Teste 1 e Teste 2; e um, o Teste 3, para o aso do jatoplanar. A geometria empregada nos Teste 1 e Teste 2 está mostrada na Fig 6.14 (a), e a geometriapara o Teste 3 está mostrada na 6.14 (b). A ondição de ontorno adotada nas superfíies rígidas foia de não deslizamento em todos os testes.Para o Teste 1 o diâmetro do injetor foi tomado omo d = 0.04m e a razão de aspeto rítia omo
H/d = 1m/0.04m = 25; dados esses satisfazendo as ondições de Cruikshank. Os dados adotadospara este teste estão apresentados na Tab. 6.5. 114



6.1 Resultados para �uidos newtonianos

(a) (b) () (d)Figura 6.13: Estruturas dos jatos osilantes visosos segundo Cruikshank e Munson (1981). (a) Jatoestável, sem osilações; (b) jato om osilações que surgem na altura ritia; () jato axisimétrioosilante; (d) jato planar osilante. Q é a vazão e ω a frequênia das osilações do jato.
d

h1

H = 1m

1m

1m(a)

d

h1

d1

H = 1.065m

0.73m
0.33m(b)Figura 6.14: Geometria para o problema do jato irular (a) e planar (b).
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveisTabela 6.5: Dados da simulação do jato irular osilante. Teste 1.
• Malha : 100× 100 × 123 élulas omputaionais;
• Domínio: 1m× 1m× 1.23m;
• Diâmetro do injetor: d = 0.04m;
• Altura do injetor: h1 = 0.2m;
• Esala de omprimento: L0 = 2d = 0.08m;
• Esala de veloidade: U0 = 1ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 1.13;
• Número de Reynolds: Re ≈ 0.288.A Fig.6.15 mostra a omparação qualitativa entre a solução numéria em vários tempos e a experi-mental dada por Nóbrega et al. (2007). Como pode ser visto por essa omparação, a solução numériareproduziu o fen�meno de dobras mostrado no experimento. Entretanto, vê-se laramente que o resul-tado numério não orrespondeu �elmente o experimento físio. Para orrigir esse defeito na simulaçãoomputaional aumentou-se o raio do injetor. O Teste 2, re�etindo essa alteração, foi simulado omdiâmetro do injetor tomado omo d = 0.08m; a razão de aspeto H/d = 1m/0.08m = 12.5 neste asoontinua sendo maior que a razão de aspeto rítia (H/d)c. Os dados adotados para este teste estãoapresentados na Tab. 6.6.Tabela 6.6: Dados da simulação do jato irular osilante. Teste 2.
• Malha : 50× 50× 63 élulas omputaionais;
• Domínio: 1m× 1m× 1.26m;
• Diâmetro do injetor: d = 0.08m;
• Altura do injetor: h1 = 0.2m;
• Esala de omprimento: L0 = d = 0.08m;
• Esala de veloidade: U0 = 1ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 1.13;
• Número de Reynolds: Re ≈ 0.288.A Fig. 6.16 mostra a superfíie livre do �uido no Teste 2 (novo diâmetro para o injetor), ondepode-se ver que o fen�meno de dobras (e a própria simulação) está mais onsistente om os experimentosde Nóbrega et al. (2007). Para simples ilustração, a Fig. 6.17 mostra no tempo t = 8s os ontornosdos omponentes de veloidade u e v e o ampo de pressão p.Para o Teste 3, isto é para aso do jato planar ilustrado na Fig. 6.14 (b), os experimentos deCruikshank e Munson (1981) e Cruikshank (1988) sugerem que as instabilidades físias em esoa-mentos visosos (ou o fen�meno de dobras) provavelmente oorrerá quando Re < 0.56 e a razão deaspeto (H/d1)c > 9.4247779608 ≈ 3π, onde d1 é a largura do injetor (ver Fig. 6.14 (b)). Na simulação116



6.1 Resultados para �uidos newtonianosapresentada a seguir, a razão de aspeto onsiderada foi H/d1 = 1.065m/0.02m = 53.25 e o númerode Reynolds omo Re = U0d/ν ≈ 0.72; os restantes dos dados para este teste estão apresentados naTab. 6.7.
Tabela 6.7: Dados da simulação do jato irular osilante. Teste 3.

• Malha : 146 × 66× 213 élulas omputaionais;
• Domínio: 0.73m × 0.33m × 1.065m;
• Comprimento do injetor: d = 0.2m;
• Largura do injetor: d1 = 0.02m;
• Altura do injetor: h1 = 0.05m;
• Esala de omprimento: L0 = d = 0.2m;
• Esala de veloidade: U0 = 1ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 0.71;
• Número de Reynolds: Re ≈ 0.72.A Fig. 6.18 apresenta a simulação omputaional do Teste 3, mostrando a superfíie livre do �uidoem diferentes tempos. E omo mostrado nesta �gura, muito embora as ondições para instabilidade deCruikshank e Munson (1981) e Cruikshank (1988) não são (ompletamente) satisfeitas, a simulaçãotridimensional om o esquema TDPUS-C3 apresentou o fen�meno de dobras, mostrando estar emperfeita onordânia om os resultados de Majmudar et al. (2010). Para simples ilustração, a Fig.6.20 mostra os ontornos dos omponentes de veloidade u, v, w e o ampo de pressão p no tempo

t = 1.2s.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis
t = 1.5s

t = 2.8s

t = 5.1s

t = 9.4s

(a) (b) ()Figura 6.15: Evolução temporal do jato irular osilante. Comparação dos dados experimentais (a)om os numérios (b) (vista plano xyz) e () (vista frontal). Teste 1.118



6.1 Resultados para �uidos newtonianos

t = 1s t = 2s t = 3s

t = 4s t = 5s t = 6s

t = 7s t = 8s t = 9sFigura 6.16: Evolução temporal do jato irular osilante. Teste 2.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis

Veloidade u Veloidade v

Pressão pFigura 6.17: Contorno da veloidade u, v e da pressão p do jato irular osilante, t = 8s. Teste 2
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6.1 Resultados para �uidos newtonianos
t = 0.2s

t = 0.4s

t = 0.6s

Figura 6.18: Evolução temporal do jato planar osilante om TDPUS-C3. À esquerda superfíie noplano xyz e à direita vista frontal. 121



Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis
t = 0.8s

t = 1s

t = 1.2s

Figura 6.19: Evolução temporal do jato planar osilante om TDPUS-C3. À esquerda superfíie noplano xyz e à direita vista frontal. 122



6.1 Resultados para �uidos newtonianos

Veloidade em u Veloidade w

Pressão pFigura 6.20: Contornos das veloidades u, w e a pressão p do jato planar osilante. t = 1.2s.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis6.1.4 Jatos livres 2D e 3D no regime turbulentoO novo esquema TDPUS-C3 é avaliado agora na simulação de jatos livres sobre superfíies im-permeáveis (ver Fig. 6.1 (b)) no regime turbulento. O problema físio onsiderado é o salto hidráulioirular em ambos os asos 2D e 3D. Para a simulação omputaional desses problemas omplexosos modelos κ − ε padrão (Launder e Spalding, 1974) e RNG κ − ε (Yakhot e Orszag, 1986), ambosassoiados om o esquema TDPUS-C3 para as não linearidades, foram implementados no ambientede simulação Free�ow (2D e 3D). Junto ao ontorno rígido, isto é na primeira amada de élulas om-putaionais, adotou-se as leis de parede desritas na seção 4.4.2.3. Para os outros ontornos (superfíielivre e saída de �uido) apliaram-se as mesmas equações omo no aso do problema em regime laminar,onsiderando o tensor σ orrespondente (ver Eq. 4.120). No aso 2D, os dados adotados nas simulaçõesestão apresentados na Tab. 6.8.Tabela 6.8: Dados da simulação do jato livre 2D no regime turbulento.
• Malha I : 200 × 50 élulas omputaionais;
• Malha II : 400 × 100 élulas omputaionais;
• Malha III : 800× 200 élulas omputaionais;
• Raio do injetor: a = 0.005m;
• Domínio: 0.2m× 0.05m;
• Esala de omprimento: L0 = 2a = 0.01m;
• Esala de veloidade: U0 = 1ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.000002m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 3.19;
• Número de Reynolds: Re = 50000.Da mesma forma omo no aso do salto hidráulio em regime laminar, o problema no regimeturbulento tem solução analítia dada por Watson (1964) para a altura h de �uido aima do ontornorígido
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A = 0.239; k = 0.26. (6.11)A Fig. 6.21 mostra a omparação entre as soluções numérias nas malhas I, II e III obtidas om o124



6.1 Resultados para �uidos newtonianosmodelo κ− ε padrão assoiado ao TDPUS-C3 e a solução analítia de Watson. Como pode ser visto,as soluções numérias nas malhas estão em boa onordânia om a solução analítia; em partiular,a solução numéria na malha III está bastante próxima da solução de Watson no intervalo [0.45, 0.6].A Fig. 6.22 mostra a mesma omparação apresentada na Fig. 6.21, só que om o modelo RNG κ− εno lugar do κ− ε padrão, onde pode-se notar que houve também uma boa onordânia om a soluçãoanalítia de Watson. A Fig. 6.23 mostra a omparação entre as soluções obtidas om os modelos deturbulênia κ − ε padrão e o modelo RNG κ − ε na malha I. Vê-se laramente por essa �gura quea solução numéria obtida om o modelo κ − ε padrão está mais próxima da solução analítia que àobtida om o modelo RNG κ− ε.
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(a) (b)Figura 6.21: Comparação entre as soluções numérias e analítia para o problema do jato livre 2D sobreuma superfíie rígida no modelo κ− ε padrão assoiado ao TDPUS-C3 (a) à esquerda; ampliação daregião destaada na Fig. (a), à direita.As Figs. 6.24�6.26 e 6.27�6.29 ilustram os ontornos dos omponentes da veloidade u, v, w eo ampo de pressão p, em diferentes tempos, obtidos om os modelos κ − ε padrão e RNG κ − ε,respetivamente. Observa-se que o �uido espalha mais quando o modelo RNG κ − ε é utilizado nasimulação; isso é uma indiação de que a modelagem RNG κ − ε - TDPUS-C3, apliada a esseproblema, introduz menos visosidade numéria.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis
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Figura 6.23: Comparação entre as soluções numérias obtidas om TDPUS-C3 nos modelos κ − εpadrão e RNG κ− ε assoiados ao TDPUS-C3, e analítia do problema do jato livre 2D sobre umasuperfíie rígida impermeável. Malha I.
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6.1 Resultados para �uidos newtonianos

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15sFigura 6.24: Contorno da veloidade u para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígidaimpermeável no modelo κ− ε padrão assoiado ao TDPUS-C3. Malha III.

t = 0.05 t = 0.1

t = 0.15Figura 6.25: Contorno da veloidade v para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígidaimpermeável no modelo κ− ε padrão assoiado ao TDPUS-C3. Malha III.
127



Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis

t = 0.05 t = 0.1

t = 0.15Figura 6.26: Contorno da pressão p para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígidaimpermeável no modelo κ− ε padrão assoiado ao TDPUS-C3. Malha III.

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15sFigura 6.27: Contorno da veloidade u para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígidaimpermeável no modelo RNG κ− ε assoiado ao TDPUS-C3. Malha III.
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6.1 Resultados para �uidos newtonianos

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15sFigura 6.28: Contorno da veloidade v para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígidaimpermeável no modelo RNG κ− ε. Malha III.

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15sFigura 6.29: Contorno da pressão p para o problema do jato livre 2D sobre uma superfíie rígidaimpermeável no modelo RNG κ− ε assoiado ao TDPUS-C3. Malha III.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveisNo aso da simulação de jatos livres 3D, os dados adotados estão apresentados na Tab. 6.9.Tabela 6.9: Dados da simulação do jato livre 3D no regime turbulento.
• Malha I: 50× 50× 10 élulas omputaionais;
• Malha II: 100 × 100× 20 élulas omputaionais;
• Domínio: 0.1m× 0.1m× 0.02m;
• Esala de omprimento: L0 = 0.01m;
• Esala de veloidade: U0 = 2.0ms−1;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.000000625m2s−1;
• Constante gravitaional: g = 9.81ms−2.
• Diâmetro do injetor: D = 0.01m.
• Altura do injetor a partir da superfíie rigida: H = 0.015m.
• Número de Froude: Fr ≈ 0.64;
• Número de Reynolds: Re = π

2
U0L0
ν ≈ 50.000;Utilizou-se neste aso 3D, para omparações, a seguinte solução analítia de Watson (1964) derivadapara esoamentos turbulentos em geometrias om simetria radial:
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, (6.14)onde l = 20(1− 2A)(14π)−1/4A−5/4.As Figs. 6.30 e 6.31 mostram as omparações entre as soluções numérias (extraídas no plano yzna posição x = 0.056), nas malhas I e II, obtidas om TDPUS-C3 em assoiação om os modelosde turbulênia κ − ε padrão e RNG κ − ε e as soluções (visosa e não visosa) de Watson. Comopode-se ver por essas �guras, ambos os modelos de turbulênia forneeram resultados semelhantes,om o modelo κ− ε padrão um pouo melhor; isso já tinha sido observado no aso 2D (ver Fig. 6.23).Em partiular, vê-se pela Fig. 6.31 (b) que ao se re�nar a malha (de I para II) houve uma tendêniaem se obter onvergênia da solução numéria. Vale observar aqui que os resultados numérios em umamalha mais �na, tal omo uma Malha III de 200× 200× 40 élulas omputaionais, foram proibitivosde se obter, pois para estabilizar os álulos o tamanho do passo temporal δt assumiu valores menoresou iguais a 10−7.Como ilustração, a Fig. 6.32 apresenta a evolução temporal da superfíie livre do �uido usandoo modelo de turbulênia RNG κ − ε assoiado om TDPUS-C3 na Malha II. As Figs. 6.33�6.35ilustram, na Malha II, os ontornos dos omponentes da veloidade u, w e ampo de pressão p obtidos130



6.1 Resultados para �uidos newtonianosom os modelos κ− ε padrão e RNG κ− ε assoiados om TDPUS-C3.
κ− ε padrão
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Figura 6.30: Soluções numérias obtidas omTDPUS-C3 (extraídas no plano yz na posição x = 0.056)para o problema do jato livre 3D om os modelos de turbulênia κ− ε padrão e RNG κ− ε assoiadosom TDPUS-C3, omparadas om as soluções visosa e não visosa de Watson (1964).
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(b)Figura 6.31: Comparação entre as soluções numérias (extraídas no plano yz na posição x = 0.056)obtidas om TDPUS-C3 e as soluções analítias não visosa e visosa de Watson (1964) para oproblema do jato livre 3D om os modelos κ − ε padrão e RNG κ − ε assoiados ao TDPUS-C3, àesquerda; ampliação da região destaada na Fig. (a), à direita. Malha II.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis

t = 0.01s t = 0.02s

t = 0.03s t = 0.04s

t = 0.05s t = 0.06sFigura 6.32: Evolução temporal do problema do jato livre 3D sobre uma superfíie rígida impermeávelusando a assoiação RNG κ− ε-TDPUS-C3. Malha II.
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6.1 Resultados para �uidos newtonianos
κ− ε padrão RNG κ− εFigura 6.33: Contorno da veloidade u para o problema do jato livre 3D sobre uma superfíie rígidaimpermeável usando as assoiações κ− ε padrão-TDPUS-C3 e RNG κ− ε-TDPUS-C3. Malha II.

κ− ε padrão RNG κ− εFigura 6.34: Contorno da veloidade w para o problema do jato livre 3D sobre uma superfíie rígidaimpermeável usando as assoiações κ− ε padrão-TDPUS-C3 e RNG κ− ε-TDPUS-C3. Malha II.

κ− ε padrão RNG κ− εFigura 6.35: Contorno da pressão p para o problema do jato livre 3D sobre uma superfíie rígidaimpermeável usando as assoiações κ− ε padrão -TDPUS-C3 e RNG κ− ε-TDPUS-C3. Malha II.
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Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveis6.1.5 Colapso de �uido e interação da superfíie livre om um obstáuloApresenta-se aqui o resultado omputaional para o problema do olapso de um bloo de �uidoe sua interação om um obstáulo 3D �xo. Para a simulação, foram onsiderados iniialmente doisbloos de �uidos (om as mesmas visosidades) em repouso, sob a in�uênia do ampo gravitaional,omo apresentado na Figs. 6.36 e 6.37 em t = 0. O problema foi modelado onsiderando um tanquede dimensões 1.6m × 0.6m × 0.6m e os dois bloos de �uido de dimensões 0.3m × 0.6m × 0.3m e
1.3m × 0.6m × 0.03m (ver Fig. 6.36); o obstáulo tem dimensões 0.12m × 0.12m × 0.6m é estáposiionado a uma distânia de 0.5m do bloo à esquerda e a 0.24m das paredes laterais. Junto aoontorno rígido, foram adotadas as leis de parede desritas na seção 4.4.2.3, e na superfíie livre do�uido apliaram-se as mesmas equações dadas na Eq. 4.120, om o tensor σ apropriado. A simulaçãofoi realizada usando o ódigo Free�ow 3D equipado om o esquema TDPUS-C3 e a modelagem
RNG κ− ε.
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Figura 6.36: Ilustração do problema de olapso de �uido e interação da superfíie livre om umobstáulo.Os dados adotados na simulação estão apresentados na Tab. 6.10.Tabela 6.10: Dados da simulação do olapso de �uido e interação da superfíie livre om um obstáulo.
• Malha : 160× 60× 60 élulas omputaionais;
• Domínio: 1.6m× 0.6m× 0.6m;
• Esala de omprimento: L0 = 0.3m;
• Esala de veloidade: U0 =

√
gL0 = 1.715517ms−1;

• Constante gravitaional: g = 9.81ms−2.
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.000001m2s−1;
• Número de Froude: Fr ≈ 1.0;
• Número de Reynolds: Re ≈ 514655.223;As Figs. 6.37 e 6.38 apresentam a evolução do esoamento (inluindo a onda antes da interação),mostrando a superfíie livre móvel do �uido em duas posições tridimensionais diferentes: Fig. 6.37mostrando vista lateral e Fig. 6.38 mostrando vista de ima. Esses dados, além de apareeremvisualmente realístios, estão (qualitativamente) de aordo om os resultados apresentados por Raade Bidoae (2005) via ténia Eulerian-Lagrangian marker and miro ell (ELMMC), e por Kurokawa(2009) via modelagem κ− ε padrão. Em partiular, nota-se na simulação apresentada na Fig. 6.37 apresença de estruturas turbilhonares (grandes vórties) a partir do tempo t = 0.53s, os quais não são134



6.1 Resultados para �uidos newtonianosvisíveis nas simulações de Raad e Bidoae (2005) e Kurokawa (2009). Em suma, as omparações entreos resultados apresentados aqui e àqueles por Raad e Bidoae (2005) (e também por Kurokawa (2009))forneem on�ança na validade da ombinação RNG κ− ε-TDPUS-C3.
t = 0s t = 0.28s

t = 0.33s t = 0.43s

t = 0.53s t = 0.58s

t = 0.68s t = 0.78sFigura 6.37: Evolução temporal das superfíies livres usando a ombinação RNG κ − ε-TDPUS-C3do problema de olapso de �uido e interação da superfíie livre om um obstáulo. Vista lateral.135
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t = 0s t = 0.28s

t = 0.33s t = 0.43s

t = 0.53s t = 0.58s

t = 0.68s t = 0.78sFigura 6.38: Evolução temporal das superfíies livres usando a ombinação RNG κ− ε-TDPUS-C3do problema de olapso de �uido e interação da superfíie livre om um obstáulo. Vista de ima.
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6.1 Resultados para �uidos newtonianos6.2 Resultados para �uidos não newtonianos 3DO problema do jato osilante, o qual sob ertas ondições apresenta o fen�meno físio de dobras,já foi simulado usando o esquema TDPUS-C3 (ver seção 6.1.3) para o aso de �uidos newtonianos.Nesta seção apresentam-se resultados para o mesmo problema no aso de �uidos não newtonianos,em que foi seleionada a metodologia SXPP (Single eXtended Pom-Pom) de Verbeeten (2001) paramodelar os efeitos visoelástios om araterístias de elongamento e isalhamento. Este modelo foiseleionado aqui por ser uma melhoria no modelo original Pom-Pom de MLeish e Larson (1998) e porser uma ténia de modelagem om araterístias de equações hiperbólias. O objetivo em resolvernumeriamente este problema a baixo número de Reynolds é mostrar que é possível simular o fen�menode dobras em �uidos visoelástios por uma esolha adequada dos parâmetros ̺ (anisotropia do mate-rial), ϑ (razão entre visosidades), γ (razão entre onstantes temporais) e Q (número de rami�ações).Os resultados numérios foram obtidos usando uma versão implíita (o método Crank-Niholson) doódigo Free�ow 3D adaptado om o esquema TDPUS-C3 e a número de Weissemberg We = 0.1.Esses dados foram omparados (qualitativamente) om os resultados obtidos om o uso do esquemaCUBISTA de Alves et al. (2003) (ver Figueiredo (2011)).A geometria onsiderada neste experimento numério é ilustrada na Fig. 6.39, e os dados neessáriospara a simulação são omo segue:
• Dimensões da aixa : L× L× L

2 ;
• Diâmetro do injetor: d = 0.16L;
• Distania do fundo da aixa: H = L;
H = L

L

L

2

L

d = 0.16L

Figura 6.39: Geometria para o modelo SXPP.onde L = 1m. As esalas de veloidade e de omprimento foram de�nidas omo U0 = 1ms−1 e
L0 = d = 0.16m, respetivamente. As ondições de ontorno adotadas foram de não esorregamento.A Tab. 6.11 apresenta os parâmetros adimensionais envolvidos no experimento e a oorrênia (ou não)do fen�meno de dobras.As Figs. 6.40�6.43 apresentam as várias simulações realizadas, em vários instantes de tempo ea diferentes parâmetros, mostrando o esoamento do �uido visoelástio SXPP. Observa-se que ofen�meno de dobras é um pouo mais evidente quando o número de Reynolds assumiu os valores137



Capítulo 6 Simulação de esoamentos inompressíveisTabela 6.11: Parâmetros dos experimentos para o modelo SXPP.
Re ̺ ϑ γ Q Oorrênia de dobras (Sim/Não)
0.32 0.5 0.9 0.1 1 Sim
0.64 0.5 0.9 0.1 1 Sim
0.96 0.5 0.9 0.1 1 Não
0.96 0.01 0.3 0.8 8 Sim

Re = 0.64 e 0.32 (ver Figs.6.42 e 6.43). Para o aso em que os adimensionais Re, ̺, ϑ, γ e Qassumem, respetivamente, os valores Re = 0.96, ̺ = 0.01, ϑ = 0.3, γ = 0.8 e Q = 8, o fen�meno dedobras é menos evidente (ver Fig.6.41). O fen�meno das dobras não apareeu quando os adimensionaisassumiram os valores Re = 0.96, ̺ = 0.5, ϑ = 0.9, γ = 0.1 e Q = 1 (ver Fig.6.40). A título deuma omparação qualitativa, a Fig. 6.44 extraída de Figueiredo (2011) apresenta, nos tempos t = 2s,
5s e 9s, a simulação omputaional desse mesmo problema om o uso do esquema CUBISTA, ondepode ser visto que os resultados obtidos om o esquema TDPUS-C3 mostrados na Fig. 6.43 foram,pratiamente, idêntios. Portanto, pode-se dizer que o esquema TDPUS-C3 é útil também parasimular esoamentos de �uidos visoelástios em 3D.

t = 2s t = 5s t = 9s

Figura 6.40: Modelo SXPP. Resultados obtidos om TDPUS-C3. Re = 0.96, We = 0.1, ̺ = 0.5,
ϑ = 0.9, γ = 0.1, Q = 1.
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6.2 Resultados para �uidos não newtonianos 3D
t = 2s t = 5s t = 9s

Figura 6.41: Modelo SXPP. Resultados obtidos om TDPUS-C3. Re = 0.96, We = 0.1, ̺ = 0.01,
ϑ = 0.3, γ = 0.8.

t = 2s t = 5s t = 9s

Figura 6.42: Modelo SXPP. Resultados obtidos om TDPUS-C3. Re = 0.64, We = 0.1, ̺ = 0.5,
ϑ = 0.9, γ = 0.1, Q = 1.

t = 2s
t = 5s t = 9s

Figura 6.43: Modelo SXPP. Resultados obtidos om TDPUS-C3. Re = 0.32, We = 0.1, ̺ = 0.5,
ϑ = 0.9, γ = 0.1. 139
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t = 2s t = 5s t = 9s

Figura 6.44: Modelo SXPP (Extraído de Figueiredo (2011)). Resultados obtidos om CUBISTA.
Re = 0.32, We = 0.1, ̺ = 0.5, ϑ = 0.9, γ = 0.1 e Q = 1.
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Capítulo
7Considerações �nais e trabalhosfuturos

O tema desta tese foi desenvolver, analisar e implementar um novo esquema onvetivo tipo upwind,denominado TDPUS-C3 - dependente de um parâmetro livre β, para resolver sistemas hiperbóliosgerais. Busou-se também implementar a assoiação deste novo esquema om as modelagens de tur-bulênia κ− ε padrão e RNG κ− ε om o intuito de simular esoamentos inompressíveis turbulentosenvolvendo superfíies livres móveis.O esquema TDPUS-C3 foi derivado da apliação dos ritérios de estabilidade CBC e TVD, om-binado om as ondições de Leonard (1988a), e mostrou possuir três araterístias importantes: sim-pliidade, robustez e generalidade de apliação. Seleionando o parâmetro livre β = 567.25, o esquemaTDPUS-C3 mostrou introduzir poua visosidade numéria e não gerar osilações, e om este valorde β o desempenho do esquema foi avaliado resolvendo uma variedade de problemas, desde adveçãode esalares até problemas de esoamentos omplexos. Em partiular, os resultados numérios obtidospara o problema das instabilidades de Rayleigh-Taylor mostraram que o novo esquema é útil pararesolver problemas envolvendo estruturas vortiais.A assoiação das modelagens upwind TDPUS-C3 e RNG κ − ε mostrou também ser útil naresolução numéria de esoamentos de �uido no regime turbulento om superfíies livres móveis. Empartiular, omparações entre as soluções numérias e analítias para o problema do jato livre (2D e3D) sobre uma superfíie rígida foram realizadas, mostrando que as soluções obtidas om o modelo κ−εpadrão são melhores quando omparadas om as soluções derivadas do modelo RNG κ− ε. Foi obser-vado que o �uido espalha mais rápido om o uso da modelagem RNG κ− ε, motivado provavelmentepela poua introdução de visosidade numéria. Instabilidades numérias foram detetadas tambémao se simular o problema do jato livre 3D sobre uma superfíie rígida impermeável em malhas �nas, emque foram usados δt inferiores ou iguais a 10−7. Devido a isto, projeta-se usar métodos implíitos parasimular este problema om o objetivo de aumentar o passo temporal e, ao mesmo tempo, assegurar141



Capítulo 7 Considerações �nais e trabalhos futurosestabilidade. No aso do problema do olapso de �uido e interação da superfíie livre om um ob-stáulo, a ombinação RNG κ−ε-TDPUS-C3 foi um suesso. Uma análise qualitativa dos resultadosdesta simulação mostraram estruturas turbilhonares (grandes vórties) que não foram apturadas nostrabalhos de Raad e Bidoae (2005) e Kurokawa (2009).Os estudos apresentados nesta tese estabeleem o potenial do esquema TDPUS-C3 e a utilidadeda ombinação deste esquema upwind om as modelagens da turbulênia a duas equações κ− ε padrãoe RNG κ−ε em resolver uma ampla gama de problemas omplexos em DFC. Como ontinuação destetrabalho de pesquisa, projeta-se para o futuro realizar as seguintes atividades:
• simular as formas poligonais do salto hidráulio usando os efeitos da tensão super�ial;
• implementar métodos implíitos para resolver esoamentos envolvendo turbulênia;
• adaptar o novo esquema upwind TDPUS-C3 para malhas não estruturadas e adaptativas;
• assoiar o novo esquema onvetivo às modelagens Realizable κ− ε e LES;
• inrementar outros ódigos (omeriais e abertos), tais omo MFIX, OpenFOAM, CFX R© eFLUENT R©, om o esquema TDPUS-C3;
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Apêndie
AProdução ientí�a assoiada

Muitos dos resultados desta tese têm sido submetidos e/ou publiados em revistas e anais de on-gressos da área. Na sequênia, apresenta-se um resumo de ada um deles.Artigos submetidos e publiados em revistas:
• M.A.C. Candezano, L. Corrêa, G. A. B. de Lima and V. G. Ferreira, A omparative studyof upwinding shemes applied to omplex �uid dynamis equations. Applied Numerial Mathematis,2012, 36 pág. (Submetido).Resumo: The nonlinear Burgers, Bukley-Leverett and Euler equations are employed for a ompara-tive study of the frequently used �ux limiters, namely: the onserated ARORA-ROE, van Albada, CU-BISTA and ADBQUICKEST; and two reently introdued rational funtions TOPUS and SDPUS-C1.The omparison is mainly done in terms of their abilities in resolving disonti- nuities and reproduingomplex �ow phenomena. Auray of the methods is also investigated on test problems for Burgersand Euler equations. It is onluded that both TOPUS and SDPUS-C1 an be onsidered as new alternative tools for omputer simulations of �uid �ow, with SDPUS-C1 the most favourable in treatingonvetively dominated problems. As appliation, the orresponding CBC-based SDPUS-C1 sheme isemployed to simulate inompressible �ows with moving free surfaes.
• L. Corrêa, G. A. B. Lima, M.A.C. Candezano, M. P. S. Braun, C. M. Oishi, H. A. Navarro andValdemir G. Ferreira, A useful high-resolution onvetion upwind sheme for omputational �uid dy-namis algorithms. International Journal for Numerial Methods in Fluids, V. 31 (3), 2012, pág. 1 -26.Resumo: A bounded upwinding sheme for numerial solution of hyperboli onservation laws andNavier-Stokes equations is presented. The sheme is based on CBC and TVD stability riteria anddeveloped by employing ontinuously di�erentiable funtions. The auray of the sheme in spae andtime is veri�ed by assessing the error on 1D benhmark test ases. A omparative study between the143



Capítulo A Produção ientí�a assoiadanew sheme and onventional upwind-biased shemes to solve standard nonlinear hyperboli onser-vation laws is also aomplished. The sheme is then examined in the simulation of Newtonian andnon-Newtonian �uid �ows of inreasing omplexity; satisfatory agreement is found in terms of theoverall behavior. Finally, the sheme is used to study hydrodynamis of a gas-solid �ow in a bubbling�uidized bed.
• V.G. Ferreira, R. A. B. Queiroz, M.A.C. Candezano, G. A. B. Lima, L. Corrêa, C. O. Oishi,F. P. Santos, Simulation results and appliation of an advetion bounded sheme to pratial �ows,Computational & Applied Mathematis, 2012, 27 pág. (Aeito).Resumo: This paper reports experiments on the use of a reently introdued advetion bounded upwind-ing sheme, namely TOPUS (Computers & Fluids 57 (2012) 208-224), for �ows of pratial interest.The numerial results are ompared against analytial, numerial and experimental data and show goodagreement with them. It is onluded that the TOPUS sheme is a ompetent, powerful and generisheme for omplex �ow phenomena.
• G.A.B. de Lima, V.G. Ferreira, E.R. Cirilo, A. Castelo, M.A.C. Candezano, I.V.M. Tasso,D.M.C. Sano , L.V.A. Salvi, A ontinuously di�erentiable upwinding sheme for the simulation of�uid �ow problems. Applied Mathematis and Computation, 2012, V. 218 (7), pág. 8614-8633.Resumo: This paper deals with the numerial solution of omplex �uid dynamis problems using a newbounded high resolution upwind sheme (alled SDPUS-C1 heneforth), for onvetion term disretiza-tion. The sheme is based on TVD and CBC stability riteria and is implemented in the ontext of the�nite volume/di�erene methodologies, either into the CLAWPACK software pakage for ompressible�ows or in the Free�ow simulation system for inompressible visous �ows. The performane of theproposed upwind non-osillatory sheme is demonstrated by solving two-dimensional ompressible �owproblems, suh as shok wave propagation and two-dimensional/axisymmetri inompressible movingfree surfae �ows. The numerial results demonstrate that this new ell-interfae reonstrution teh-nique works very well in several pratial appliations.
• Valdemir Garia Ferreira, Giseli Apareida Braz de Lima, Laís Corrêa, M. A. C.Candezano,Eliandro Rodrigues Cirilo; Paulo Laerte Natti e Neyva Maria Lopes Romeiro, Computational evaluationof onvetion shemes in �uid dynamis problems. Semina: Ciênias Exatas e Tenológias, UEL,Londrina, 2011, 8 pág.Resumo: This artile provides a omputational evaluation of the popular high resolution upwindWACEB, CUBISTA and ADBQUICKEST shemes for solving non-linear �uid dynamis problems.By using the �nite di�erene methodology, the shemes are analyzed and implemented in the ontextof normalized variables of Leonard. In order to aess the performane of the shemes, Riemann prob-lems for 1D Burgers, Euler and shallow water equations are onsidered. From the numerial results,the shemes are ranked aording to their performane in solving these non-linear equations. The bestsheme is then applied in the numerial simulation of tridimensional inompressible moving free surfae�ows. 144



Artigos publiados em anais de ongressos:
• M.A.C. Candezano, Valdemir G. Ferreira, Implementation of upwinding shemes for solvingthe double Mah re�etion problem. XXXIV Congresso Naional de Matemátia Apliada, CNMAC2012, 5 pág.Resumo: An upwind implementation for solving the double Mah re�etion problem using two reentlydeveloped and three well known TVD shemes is presented. We show that the reently developed TVDhigh-resolution polynomial upwind shemes are able to apture the omplex (vortial) strutures, spe-ially of the density ontours, in the �blown up� region. The numerial results are in agreement withthe original studies of Woodward and Colella (1984) and are omparable with those omputed with theENO/WENO shemes.
• M. A. C. Candezano, Valdemir G. Ferreira, G.A. B. de Lima, A new type of TVD/CBCpolynomial upwind sheme for hyperboli onservation laws and �uid dynamis problems. XIV BrazilianCongress of Thermal Sienes and Engineering, ENCIT 2012, 8 pág.Resumo: A new high-resolution polynomial TVD/CBC-based upwind sheme is developed for numer-ial solution of hyperboli onservation laws and related �uid dynami problems. The sheme, alledTDPUS-C3, is implemented into the CLAWPACK software. Unsteady simulation of nonlinear prob-lems demonstrates that the sheme is apable of stably reproduing shoks, disontinuities and omplexstrutures in �ows.
• Valdemir G. Ferreira, Rodolfo Perez, M.A.C. Candezano, Numerial simulation of omplexproblems in �uid dynamis. VII Congresso Naional de Engenharia Meânia, CONEM 2012, 10 pág.Resumo: This artile is onerned with the numerial simulation of omplex problems in �uid dynam-is using a reently introdued onvetion upwind sheme. The sheme is developed based on Hermiteinterpolation and CBC/TVD stability riteria; it is implemented in the ontext of �nite volume/�nitedi�erene and into two simulation environment, namely: CLAWPACK, for 1D/2D systems of hyper-boli onservation laws; and Free�ow, for 3D inompressible Newtonian �ows. The performane ofthe sheme is investigated in solving transport of salars, non-linear Burguers and Euler equations.Comparisons with the results provided by the well established van Albada sheme are also presented. Asappliation, the sheme is then employed to simulate 3D moving free surfae Newtonian �ows (brokendam and irular hydrauli jump). The results demonstrate that the upwind sheme disussed in thisartile works well in several PDEs of �uid dynamis.
•M.A.C. Candezano, Patriia Sartori, Laís Corrêa, Giseli A.B. de Lima, Rodolfo Perez, ValdemirG. Ferreira, A numerial study of some reently introdued TVD upwinding shemes with appliationsin �uid dynamis problems. 21st International Congress of Mehanial Engineering COBEM 2011, 9pág.Resumo: An important issue in omputational �uid dynamis is the appropriate approximation of theonvetion phenomena. For this, the TVD shemes are alternatives to the ENO/WENO tehniques dueto the robustness, low ost and simpliity of implementation. Within this senario, the aim of this our145



Capítulo A Produção ientí�a assoiadawork is to present a numerial study of some reently introdued polynomial TVD upwinding shemes- namely TOPUS and SDPUS-C1 with appliations in �uid dynamis problems. By using these newupwind shemes, numerial results for nononvex nonlinear problem, 1D Euler equations, 2D advetionof salars and 2D MHD equations are presented. Comparison with the well reognized CFL-dependentARORA-ROE and ADBQUICKEST shemes and the onventional SUPERBEE and MC shemes areassessed. The TOPUS and SDPUS-C1 upwind shemes are developed in the ontext of normalizedvariables (NV) of Leonard and satisfy TVD onstraints of Harten.
• André Luiz Andrade Simões,M.A.C. Candezano, Harry Edmar Shulz, Rodrigo de Melo Porto& Valdemir G. Ferreira, Comparação de esquemas numérios para as equações de Saint-Venant usandoódigos livres. XIX Simpósio Brasileiro de Reursos Hídrios, 2011, pág. 19.Resumo: Esoamentos em grandes esalas e em alguns problemas prátios são tratados normalmentepor meio de sistemas de equações mais simples do que as equações gerais originais, denominadasequações de Saint-Venant ou equações para águas rasas. Este trabalho apresenta resultados de testesnumérios para as equações de Saint-Venant obtidos om quatro esquemas de alta resolução e doisesquemas lássios de primeira e segunda ordens, todos alulados om ódigos livres. A qualidadesuperior dos resultados obtidos om os métodos de alta resolução é demonstrada om o uso de malhasom diferentes re�namentos juntamente om omparações entre as soluções analítias e dados numéri-os da ruptura de uma barragem e da formação de ressalto hidráulio.
• M.A.C. Candezano, L. Corrêa, V. G. Ferreira, Appliation of new polynomial upwind shemesto Rayleigh-Taylor instability. Congresso de Matemátia Apliada e Computaional CMAC-SE 2011,4 pág.Resumo: We present in this work numerial solutions of the representative Rayleigh-Taylor instabilityproblem. For this, we will use four high-resolution TVD upwind shemes. We will demonstrate thattwo reently developed TVD polynomial upwind shemes are able to ompute this omplex �ow freefrom spurious osillations and with small smearing. We onlude that the polynomial upwind shemespresent, in oarse meshes, better resolution than two onventional upwind shemes.
• M.A.C. Candezano, Rodolfo Pérez, Juliana Bertoo & Valdemir G. Ferreira, Três novos lim-itadores de �uxo para sistemas de leis de onservação, Enontro Naional de Análise Matemátia eApliações, V ENAMA, 2011, 2 pág.Resumo: Muitos problemas em físia e em engenharia são modelados por leis de onservação hiper-bólias, ujos termos não lineares (onvetivos) in�ueniam sobremaneira a solução. A busa por umlimitador de �uxo simples que aproxime bem esses termos e introduza poua dissipação numéria,sem a presença de osilações não-físias, tem sido um desa�o permanente para a omunidade ientí�amoderna em dinâmia dos �uidos omputaional. Vários limitadores de �uxo têm sido desenvolvidosnas últimas deadas, e dentre eles destaa-se o de Van Albada. Nesse trabalho, três novos limitadoresde �uxo são apresentados, a saber: o HERMITE - baseado no polin�mio interpolador de Hermite; oSPLINE - baseado na interpolação spline úbia; e LIM-TESTE (limitador teste).146



• M. A. C. Candezano, Patriia Sartori, André Luiz Andrade Simões, Valdemir G. Ferreira,Numerial solutions of shallow water equations with soure term using high-resolution bounded upwindshemes. Dinom'11, 10th Brazilian Conferene on Dynamis, Control and their Appliations, 2011, 4pág.Resumo: This paper addresses the problem of obtaining numerial solutions of shallow water equa-tions with soure term when �ux limiters (ARORA-ROE, ADBQUICKEST, TOPUS, SUPERBEEand MINMOD) in upwind shemes are used. The numerial results show that these high-resolutionupwind shemes provide better results than those obtained by VFRoe solver of Bouhut (NonlinearStability of Finite Volume Methods for Hyperboli Conservation Laws and Well-Balaned Shemes forSoures, 2000).
•M.A.C. Candezano, P. Sartori, V.G. Ferreira, An upwind implementation of some onservationlaws. Dinom'10, 9th Brazilian Conferene on Dynamis, Control and their Appliations, 2010, 9 pág.Resumo: This work provides a omputational assessment of three high-resolution upwind shemesnamely ADBQUICKEST, TOPUS and CUBISTA for solving some �uid dynamis problems. Theseshemes are developed in the ontext of the normalized variables (NV) of Leonard and in TVD on-straints of Harten, and implemented using the �nite di�erene methodology. We onsider the applia-tion of these shemes to systems of onservation laws, 1D and 2D, to demonstrate their performanein modeling suh problems.
• M.A.C. Candezano, V. G. Ferreira. A omparative study of upwind di�erening shemes inthe ontext of shok apturing properties. XXXIII Congresso Naional de Matemátia Apliada, 2010,7 pág.Resumo: This artile provides a omputational assessment of three well known high-resolution upwindshemes, namely WACEB ,CUBISTA and ADBQUICKEST, for solving �uid dynamis problems. Inthe ontext of the �nite di�erenes methodology, the shemes are analyzed and implemented in normal-ized variables of Leonard. The performane of these shemes is evaluated in solving Riemann problemsfor the Burgers, Euler and shallow water equations. The shemes are then ranked and the seleted oneis applied in the numerial simulation of 2D magnetohydrodynamis equations.
• M.A.C. Candezano, P. Sartori, L. Corrêa, V.G. Ferreira, A omputational evaluation of twohigh-resolution onvetive shemes for problems in �uid dynamis. XIII Brazilian Congress of ThermalSienes and Engineering, 2010, 10 pág.Resumo: It is well reognized that researhers fae many problems for numerially approximatingnonlinear onvetive terms in onservation laws and related �uid dynamis problems. One of the mainhallenges is to develop upwind shemes that apture well disontinuities (or shok waves) and allowhigh (at least seond order) auray solution. In this senario, the goal of this work is to present aomputational evaluation of two genuinely Brazilian high resolution onvetive upwind shemes, namelyADBQUICKEST and SDPUS-C1, for solving general �uid dynamis problems. Both shemes are basedin the ontext of normalized variables (NV) of Leonard and satisfy the total-variation diminishing(TVD) onstraints of Harten. 147
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• G.A.B. Lima, M.A.C. Candezano, L. Corrêa, V.G. Ferreira. Numerial simulation of New-tonian and non-newtonian free surfae �ows using the SDPUS-C1 upwinding sheme. XIV BrazilianCongress of Thermal Sienes and Engineering, ENCIT 2012, 2012, 8 pág.Resumo: The study deals with the numerial simulation of omplex inompressible �uid �ows using anew ontinuously di�erentiable bounded onvetion sheme (alled SDPUS-C1). The sheme is basedon TVD stability riteria and implemented in the ontext of �nite di�erene methodology. The perfor-mane of the SDPUS-C1 sheme is assessed by solving 2D Newtonian and non-Newtonian moving freesurfae �ows.
•G.A.B. Lima, L. Corrêa,M.A.C. Candezano, P. Sartori, V.G. Ferreira. A Simple NVD/TVD-Basedupwinding sheme for onvetion term disretization. V European Conferene on Computational FluidDynamis. ECCOMAS CFD 2010, 2010, 18 pág.Resumo: The orret modeling for proesses involving onvetion, without introduing exessive arti-�ial damping while retaining high auray, stability, boundedness and simpliity of implementationontinues being nowadays a hallenging task for the sienti� CFD ommunity. In this ontext, theobjetive of this study is to present and to evaluate the performane of a new TVD-based upwindingsheme, namely Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C 1 Class (SDPUS-C1), for onvetion termdisretization. SDPUS-C1 satis�es the TVD priniple of Harten and is based on the NVD formulationof Leonard. Firstly, a desription of the sheme is done and then numerial results are presented fortwo-dimensional hyperboli onservation laws, suh as aoustis, Burgers and Euler equations. Finally,as appliation, the SDPUS-C1 sheme is used for the omputational simulation of three-dimensionalinompressible �uid �ows involving moving free surfaes.
• P. Sartori, G.A.B. Lima, L. Corrêa, M.A.C.Candezano, V.G. Ferreira. Avaliação Computa-ional de Três Esquemas Upwind Originais. 90 SIMPÓSIO DE MECÂNICA COMPUTACIONAL,2010, 9 pág.Resumo: Resolver numeriamente problemas em dinâmia dos �uidos é uma tarefa difíil e desa�-adora,prinipalmente quando tais problemas são dominados por onveção. Isso requer o desenvolvi-mento de esquemas numérios tipo upwind que sejam preisos, monot�nios e robustos. O presentetrabalho é destinado à avaliação omputaional de três novos esquemas upwind de alta resolução, desen-volvidos no LCAD-ICMC/USP, denominados ADBQUICKEST,TOPUS e SDPUS-C1. O desempenhodesses esquemas é investigado a partir da simulação omputaional de leis de onservação hiperbólias,a saber: adveção de esalares e problemas de Riemann para aústia e equações de Euler da dinâmiados gases. E então, omo apliação, esses esquemas são utilizados na simulação de esoamentos inom-pressíveis om superfíies livres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes 3D.
• G.A.B. Lima, M.A.C. Candezano, V.G. Ferreira, Uma Avaliação omputaional de três esque-mas de disretização upwind para leis de onservação não lineares. Dinom'08, 8th Brazilian Confereneon Dynamis, Control and their Appliations, 2009, 9 pág.Resumo: Neste trabalho de pesquisa é apresentada uma avaliação omputaional dos esquemas de148



alta resolução WACEB, CUBISTA e ADBQUICKEST para resolver leis de onservação lineares e nãolineares. Utilizando-se a metodologia de diferenças �nitas, esses esquemas são analisados e implemen-tados no ontexto de variáveis normalizadas de Leonard. Para aessar o desempenho dos esquemas,quatro problemas (um linear e três não lineares) são onsiderados, a saber: problema de adveção deum esalar; e problemas de Riemann para as equações de Burgers, Euler e águas rasas.
• G.A.B. Lima, V.G. Ferreira, R.A.B. Queiroz, M.A.C. Candezano, L. Corrêa, Developmentand evaluation of upwind shemes for onservation laws. 20o. Congresso Brasileiro de EngenhariaMeânia COBEM2009, 2009, 10 pág.Resumo: In the present work, it is presented a omputational evaluation of two new high resolutionupwind shemes, namely ADBQUICKEST and TOPUS, for solving general onservation laws. Byusing the �nite di�erene methodology, these shemes are analyzed and implemented in the ontext ofnormalized variables of Leonard (NVD). In order to aess the performane of the shemes, �ve testproblems are simulated, namely, advetion of a salar, Riemann problems for Burgers, Bukley-Leverett,shallow water, and Euler equations. As appliations, the shemes are used in the numerial simulationof inompressible Navier-Stokes equations.
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Apêndie
BCódigo para solução da equação deBurgers 2D utilizando a linguagemC++

Listing B.1: Burgers2D.pp#inlude<iostream>#inlude<s t d l i b . h>#inlude<std i o . h>#inlude<math . h>#inlude<time>#define p i 3 .14159265358979#define eps 1 . e−8double TDPUS_C3_CONV_i(double ∗∗u , double dt ,double dx , double CFL,double delta , int i , int j , int N) ;double TDPUS_C3_CONV_j(double ∗∗u , double dt ,double dy , double CFL,double delta , int i , int j , int M) ;void e s  r ev e (double ∗∗u , double ∗x , double ∗y ,double t ,double delta , double CFL, int N, int M, int aso ) ;void i n i  i a l i z a (double ∗∗u , double ∗x , double ∗y , int N, int M) ;void ontorno (double ∗∗u , int N, int M, int o ) ;double f (double ∗∗u , int i , int j ) ;double g (double ∗∗u , int i , int j ) ;double ubarra_i ( double ∗∗u , int i , int j , int o , double dt , double dx ) ;double ubarra_j ( double ∗∗u , int i , int j , int o , double dt , double dy ) ;using namespae std ;int main ( int arg , har ∗argv [ ℄ ){ int i , j , k ,N,M,NN,L , l , aso ;double a=0.0 , b=0.0 ,  =0.0 , d=0.0 ,dx=0.0 ,dy=0.0 , dt =0.0 , t =0.0 ,CFL=0.0 , d e l t a =0.0 ;double t f =0.0 ;double aux=0.0 ;double de l t [ 1 ℄ ;t f = 0 .5/ p i ; // tempo f i n a lN = ato i ( argv [ 1 ℄ ) ; //malha em x151



Capítulo B Código para solução da equação de Burgers 2D utilizando a linguagem C++M = ato i ( argv [ 2 ℄ ) ; //malha em yCFL = ato f ( argv [ 3 ℄ ) ; //CFL−número de Courantdouble ∗∗ u = new double∗ [N+1℄ ; // ve l o  i dade u( x , y )for ( i =0; i<N+1; i++)u [ i ℄ = new double [M+1℄ ;double ∗∗ u1novo = new double ∗ [N+1℄ ;for ( i =0; i<N+1; i++)u1novo [ i ℄ = new double [M+1℄ ;double ∗∗ u1 = new double∗ [N+1℄ ;for ( i =0; i<N+1; i++)u1 [ i ℄ = new double [M+1℄ ;double ∗∗ u2 = new double∗ [N+1℄ ;for ( i =0; i<N+1; i++)u2 [ i ℄ = new double [M+1℄ ;double∗ x = new double [N+1℄ ;double∗ y = new double [M+1℄ ;a= 0 . 0 ; //a<=x<=bb= 4 . 0 ;= 0 . 0 ; //<=y<=dd= 4 . 0 ;dx = ( b − a ) / N; // inremento em xdy = ( d −  ) / M; // inremento em yfor ( i =0; i<=N; i++){ x [ i ℄ = a + i ∗ dx ; //malha em x}for ( j =0; j<=M; j++){ y [ j ℄ =  + j ∗ dy ; //malha em y}de l t a = 567 . 2 5 ; //parâmetro l i v r e para TDPUS−C3dt = dy ∗ CFL; // inremento na par te temporalL =  e i l ( round ( t f /dt ) ) ; //número de  i  l o s no tempoi n i  i a l i z a (u , x , y ,N,M) ; // a l u l o das ondições i n i ç i a i sfor ( k=1;k<=L ; k++) // i n i  i o do loop do tempo{ t= k∗dt ;/∗ primeiro passo do esquema Runge−Kutta 3 na par te temporal ∗/for ( i =1; i<N; i++) // loop da v a r i a v e l x{ for ( j =1; j<M; j++) // loop da v a r i a v e l y{ u1 [ i ℄ [ j ℄ = u [ i ℄ [ j ℄−( dt /dx )∗ TDPUS_C3_CONV_i(u , dt , dx ,CFL, de lta , i , j ,N)−( dt /dy )∗TDPUS_C3_CONV_j(u , dt , dy ,CFL, de lta , i , j ,M) ;} // fim do loop em y} // fim do loop em xontorno (u1 ,N,M, 1 ) ; // ondições de ontorno/∗ segundo passo do esquema Runge−Kutta 3 na par te temporal ∗/for ( i =1; i<N; i++){ for ( j =1; j<M; j++) 152



{ u2 [ i ℄ [ j ℄ = 0.750∗ u [ i ℄ [ j ℄+0.250∗u1 [ i ℄ [ j ℄− (0 .25∗( dt /dx ) )∗TDPUS_C3_CONV_i( u1 , dt , dx ,CFL, de lta , i , j ,N)− (0 .25∗( dt /dy ) )∗TDPUS_C3_CONV_j( u1 , dt , dy ,CFL, de lta , i , j ,M) ;} // fim do loop em y} // fim do loop em xontorno (u2 ,N,M, 1 ) ;/∗ t e r  e i r o passo do esquema Runge−Kutta 3 na par te temporal ∗/for ( i =1; i<N; i++){ for ( j =1; j<M; j++){ u1novo [ i ℄ [ j ℄ = 0.333∗ u [ i ℄ [ j ℄+0.666∗u2 [ i ℄ [ j ℄− (0 .666∗( dt /dx ) )∗TDPUS_C3_CONV_i( u2 , dt , dx ,CFL, de lta , i , j ,N)− (0 .666∗( dt /dy ) )∗TDPUS_C3_CONV_j( u2 , dt , dx ,CFL, de lta , i , j ,M) ;}}ontorno ( u1novo ,N,M, 1 ) ;for ( i =0; i<=N; i++) // a t u a l i z a as so luções no tempo n+1{ for ( j =0; j<=M; j++){ u [ i ℄ [ j ℄ = u1novo [ i ℄ [ j ℄ ;}}aso=2;/∗ esreve os r e su l t a do s num arquivo de dados ∗ . dat ∗/i f ( k == L){ e s  r ev e (u , x , y , t , de l ta ,CFL,N,M, aso ) ;}}for ( i =0; i<N+1; i++)delete [ ℄ u [ i ℄ ;delete [ ℄ u ;for ( i =0; i<N+1; i++)delete [ ℄ u1novo [ i ℄ ;delete [ ℄ u1novo ;for ( i =0; i<N+1; i++)delete [ ℄ u1 [ i ℄ ;delete [ ℄ u1 ;for ( i =0; i<N+1; i++)delete [ ℄ u2 [ i ℄ ;delete [ ℄ u2 ;delete [ ℄ x ;delete [ ℄ y ;return 0 ;}/∗∗ funções ∗∗/void ontorno (double ∗∗u , int N, int M, int o ) 153



Capítulo B Código para solução da equação de Burgers 2D utilizando a linguagem C++{ int i , j ;swith ( o ){ ase 1 : // ondições de ontorno pe r i od i  a s{ for ( j =0; j<=M; j++){ u [ 0 ℄ [ j ℄ = u [N−1℄ [ j ℄ ;u [N ℄ [ j ℄ = u [ 1 ℄ [ j ℄ ;}for ( i =0; i<=N; i++){ u [ i ℄ [ 0 ℄ = u [ i ℄ [M−1℄ ;u [ i ℄ [M℄ = u [ i ℄ [ 1 ℄ ;}}break ;default :p r i n t f ( "não é nenhuma das  opoes \n" ) ;}}void i n i  i a l i z a (double ∗∗u , double ∗x , double ∗y , int N, int M){ int i , j ;for ( i =0; i<=N; i++){ for ( j =0; j<=M; j++){ u [ i ℄ [ j ℄ = 0 .5 + s in ( p i ∗( x [ i ℄ + y [ j ℄ ) / 2 .0 ) ; } }}void e s  r ev e (double ∗∗u ,double ∗x , double ∗y , double t , double delta ,double CFL, int N, int M, int aso ){ int i , j ;FILE ∗ f1 ,∗ f 2 ;har s t r 1 [ 2 0 0 ℄ ;har s t r 2 [ 2 0 0 ℄ ;swith ( aso ){ ase 2 :{ s p r i n t f ( s t r1 , "TDPUS_Burgers2D_T%1.4f_N%d_M%d_CFL%1.2 f . dat " , t ,N,M,CFL) ;s p r i n t f ( s t r2 , "Corte_TDPUS_Burgers2D_T%1.4f_N%d_M%d_CFL%1.2 f . dat " , t ,N,M,CFL) ;}default :p r i n t f ( "não e nenhuma das  opoes \n" ) ;}f1 = fopen ( s t r1 , "w+" ) ;f 2 = fopen ( s t r2 , "w+" ) ;for ( i =0; i<=N; i++){ for ( j =0; j<=M; j++){ f p r i n t f ( f1 , "%1.12 f  %1.12 f  %1.12 f  \n" ,x [ i ℄ , y [ j ℄ , u [ i ℄ [ j ℄ ) ;i f ( f abs ( x [ i ℄ − y [ j ℄ ) < eps ) 154



{ f p r i n t f ( f2 , "%1.12 f \ t%1.12 f \n" , x [ i ℄ , u [ i ℄ [ j ℄ ) ; } }}f  l o s e ( f1 ) ;f  l o s e ( f2 ) ;}/∗∗ TDPUS−C3 ∗∗/double TDPUS_C3_CONV_i (double ∗∗u ,double dt , double dx , double  f l , double delta , int i , int j , int N){ double aux2=0.0 , aux1 =0.0 ;double f i u =0.0 ;double ubarra2= 0 .0 , ubarra1 =0.0 ;double alpha_3 , alpha_4 , alpha_5 , alpha_6 , alpha_7 , alpha_8 , alpha_9 , alpha_10 ;alpha_10 = 4.0 ∗ de l t a − 3 8 4 . 0 ;alpha_9 = 1856.0 − 20 .0 ∗ de l t a ;alpha_8 = 41 .0 ∗ de l t a − 3584;alpha_7 =3456.0 − 44 .0 ∗ de l t a ;alpha_6 = 26 .0 ∗ de l t a − 1664 . 0 ;alpha_5 = 320.0 − 8 .0∗ de l t a ;alpha_4 = de l t a ;alpha_3 = 1 . 0 ;ubarra2 = ubarra_i (u , i , j , 2 , dt , dx ) ;ubarra1 = ubarra_i (u , i , j , 1 , dt , dx ) ;i f ( ubarra2 > 0 .0 ){ f i u = ( f (u , i , j ) − f (u , i −1, j ) ) / ( f (u , i +1, j ) − f (u , i −1, j ) ) ;i f ( f abs ( f (u , i +1, j ) − f (u , i −1, j ) ) < eps ){ aux2 = f (u , i , j ) ;}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux2 = f (u , i , j ) ;}else{ aux2 = f (u , i −1, j ) + ( f (u , i +1, j ) − f (u , i −1, j ) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} }} // fim ubarra2>0else{ i f ( i == N−1){ aux2 = 0.5 ∗ ( f (u , i , j ) + f (u , i +1, j ) ) ;}else{ f i u = ( f (u , i +1, j ) − f (u , i +2, j ) ) / ( f (u , i , j ) − f (u , i +2, j ) ) ;i f ( f abs ( f (u , i , j ) − f (u , i +2, j ) ) < eps ){ aux2 = f (u , i +1, j ) ;}else{ 155



Capítulo B Código para solução da equação de Burgers 2D utilizando a linguagem C++i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux2 = f (u , i +1, j ) ;}else{ aux2 = f (u , i +2, j ) + ( f (u , i , j ) − f (u , i +2, j ) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} } }} // fim ubarra2<0i f ( ubarra1 > 0 .0 ){ i f ( i == 1){ aux1 = 0.5 ∗ ( f (u , i , j ) + f (u , i −1, j ) ) ;}else{ f i u = ( f (u , i −1, j ) − f (u , i −2, j ) ) / ( f (u , i , j ) − f (u , i −2, j ) ) ;i f ( f abs ( f (u , i , j ) − f (u , i −2, j ) ) < eps ){ aux1 = f (u , i −1, j ) ;}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux1 = f (u , i −1, j ) ;}else{ aux1 = f (u , i −2, j ) + ( f (u , i , j ) − f (u , i −2, j ) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} } }} // fim ubarra1>0else{ f i u = ( f (u , i , j ) − f (u , i +1, j ) ) / ( f (u , i −1, j ) − f (u , i +1, j ) ) ;i f ( f abs ( f (u , i −1, j ) − f (u , i +1, j ) ) < eps ){ aux1 = f (u , i , j ) ;}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux1 = f (u , i , j ) ;}else{ aux1 = f (u , i +1, j ) + ( f (u , i −1, j ) − f (u , i +1, j ) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} }} // fim ubarra1<0return ( aux2 − aux1 ) ;} // fim TDPUS_C3_CONV_idouble TDPUS_C3_CONV_j (double ∗∗u , double dt , double dy ,double  f l , double delta , int i , int j , int M)156



{ double aux2=0.0 , aux1 =0.0 ;double f i u =0.0 ;double ubarra2= 0 .0 , ubarra1 =0.0 ;double alpha_3 , alpha_4 , alpha_5 , alpha_6 , alpha_7 , alpha_8 , alpha_9 , alpha_10 ;alpha_10 = 4.0 ∗ de l t a − 3 8 4 . 0 ;alpha_9 = 1856.0 − 20 .0 ∗ de l t a ;alpha_8 = 41 .0 ∗ de l t a − 3584;alpha_7 =3456.0 − 44 .0 ∗ de l t a ;alpha_6 = 26 .0 ∗ de l t a − 1664 . 0 ;alpha_5 = 320.0 − 8 .0∗ de l t a ;alpha_4 = de l t a ;alpha_3 = 1 . 0 ;ubarra2 = ubarra_j (u , i , j , 2 , dt , dy ) ;ubarra1 = ubarra_j (u , i , j , 1 , dt , dy ) ;i f ( ubarra2 > 0 .0 ){ f i u = ( f (u , i , j ) − f (u , i , j−1) ) / ( f (u , i , j +1) − f (u , i , j−1) ) ;i f ( f abs ( f (u , i , j +1) − f (u , i , j−1) ) < eps ){ aux2 = f (u , i , j ) ;}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux2 = f (u , i , j ) ;}else{ aux2 = f (u , i , j−1) + ( f (u , i , j +1) − f (u , i , j−1) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} }} // fim ubarra2>0else{ i f ( j == M−1){ aux2 = f (u , i , j +1);}else{ f i u = ( f (u , i , j +1) − f (u , i , j +2) ) / ( f (u , i , j ) − f (u , i , j +2) ) ;i f ( f abs ( f (u , i , j ) − f (u , i , j +2) ) < eps ){ aux2 = f (u , i , j +1);}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux2 = f (u , i , j +1);}else{ aux2 = f (u , i , j +2) + ( f (u , i , j ) − f (u , i , j +2) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;157



Capítulo B Código para solução da equação de Burgers 2D utilizando a linguagem C++} } }} // fim ubarra2<0i f ( ubarra1 > 0 .0 ){ i f ( j == 1){ aux1 = 0.5 ∗ ( f (u , i , j ) + f (u , i , j−1) ) ;}else{ f i u = ( f (u , i , j−1) − f (u , i , j−2) ) / ( f (u , i , j ) − f (u , i , j−2) ) ;i f ( f abs ( f (u , i , j ) − f (u , i , j −2)) < eps ){ aux1 = f (u , i , j −1);}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux1 = f (u , i , j −1);}else{ aux1 = f (u , i , j−2) + ( f (u , i , j ) − f (u , i , j−2) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗ alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} } }} // fim ubarra1>0else{ f i u = ( f (u , i , j ) − f (u , i , j +1) ) / ( f (u , i , j−1) − f (u , i , j +1) ) ;i f ( f abs ( f (u , i , j−1) − f (u , i , j +1) ) < eps ){ aux1 = f (u , i , j ) ;}else{ i f ( ( f i u < 0 . 0 ) | | ( f i u > 1 . 0 ) ){ aux1 = f (u , i , j ) ;}else{ aux1 = f (u , i , j +1) + ( f (u , i , j−1) − f (u , i , j +1) ) ∗ ( f i u + pow( f iu , 4 ) ∗ ( alpha_4 +f i u ∗( alpha_5+f i u ∗( alpha_6+f i u ∗( alpha_7+f i u ∗( alpha_8+f i u ∗( alpha_9+f i u ∗alpha_10 ) ) ) ) ) ) ) ;} }} // fim ubarra1<0return ( aux2 − aux1 ) ;} // fim NOVO ESQUEMA_C3double f (double ∗∗ u , int i , int j ){ double z = 0 .5 ∗ u [ i ℄ [ j ℄ ∗u [ i ℄ [ j ℄ ;return z ;}//double g (double ∗∗ u , int i , int j ){ 158



double z = 0 .5 ∗ u [ i ℄ [ j ℄ ∗u [ i ℄ [ j ℄ ;return z ;}//double ubarra_i ( double ∗∗u , int i , int j , int o , double dt , double dx ){ double z ;swith ( o ){ ase 2 : // ubarra2i f ( f abs (u [ i +1℄ [ j ℄−u [ i ℄ [ j ℄ ) >eps )z = ( ( dt / dx ) ∗ 0 .5 ) ∗ ( u [ i +1℄ [ j ℄ + u [ i ℄ [ j ℄ ) ;elsez = ( dt / dx ) ∗ u [ i ℄ [ j ℄ ;break ;ase 1 : // ubarra1i f ( f abs (u [ i ℄ [ j ℄−u [ i −1℄ [ j ℄ ) > eps )z = ( ( dt / dx ) ∗ 0 .5 ) ∗ ( u [ i ℄ [ j ℄ + u [ i −1℄ [ j ℄ ) ;else z = ( dt / dx ) ∗ u [ i −1℄ [ j ℄ ;break ;default :p r i n t f ( "não é nenhuma das opções \n" ) ;}return z ;}//double ubarra_j ( double ∗∗u , int i , int j , int o , double dt , double dx ){ double z ;swith ( o ){ ase 2 : // ubarra2i f ( f abs (u [ i ℄ [ j+1℄−u [ i ℄ [ j ℄ ) >eps )z = ( ( dt / dx ) ∗ 0 .5 ) ∗ ( u [ i ℄ [ j +1℄ + u [ i ℄ [ j ℄ ) ;elsez = ( dt / dx ) ∗ u [ i ℄ [ j ℄ ;break ;ase 1 : // ubarra1i f ( f abs (u [ i ℄ [ j ℄−u [ i ℄ [ j −1℄ ) > eps )z = ( ( dt / dx ) ∗ 0 .5 ) ∗ ( u [ i ℄ [ j ℄ + u [ i ℄ [ j −1℄ ) ;elsez = ( dt / dx ) ∗ u [ i ℄ [ j −1℄ ;break ;default :p r i n t f ( "não é nenhuma das opções \n" ) ;}return z ;}
159
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