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Resumo

A simulacao numérica de escoamentos de fluidos em uma grande variedade de aplicacoes
requer a utilizacao de técnicas numeéricas de alta eficiéncia e recursos computacionais de
alto desempenho. O objetivo deste trabalho é iniciar uma investigacao de escoamentos
de fluido durante o enchimento de compartimentos de reservatérios. Uma abordagem ini-
cial foi tratar problemas de escoamento em um canal, rebuscando a geometria do dominio
para contemplar problemas mais complexos. Este trabalho apresenta o desenvolvimento
e os resultados obtidos de um método numérico para simulagao de escoamento de fluido
incompressivel em um dominio tridimensional, onde as equacoes de Navier—Stokes sao de-
senvolvidas em uma formulacao euleriana e discretizadas pelo método de elementos finitos.
Os termos convectivos destas equagoes foram tratados pelo método semi-lagrangeano e o
método de Galerkin foi utilizado para discretizacao espacial, um método baseado em de-
composicao LU foi utilizado para desacoplar as componentes de velocidade e pressao, sendo
esta ultima calculada utilizando-se uma aproximacao hidrostatica. O dominio tridimensi-
onal foi representado por uma malha manipulada por uma estrutura de dados topoldgica,
formada por células que definem elementos prismaticos lineares. Foram realizados experi-
mentos sob varias alteragoes na geometria do dominio e também sob diferentes condi¢oes
iniciais. Os resultados mostraram uma boa aproximacao do método, quando analisado

comparativamente a uma solucao analitica.
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Abstract

The numerical simulation of fluid flow over many applications require the use of numerical
techniques of high efficiency and demand high computational power. This work aims at
initiating an investigation about fluid flows while filling reservoirs. The initial approach
was to deal with fluid flows in a retangular duct, as increasing the complexity of its geome-
try in order to model more complex cases. This document describes the development of a
numerical method for the simulation of incompressible fluid flow over a threedimentional
domain, where the Navier-Stokes equations were written under an Eulerian formulation
and discretized by the Finite Elements Method. The semi-Lagrangean method was used
to discretize the convective terms and the components of velocity and pressure were de-
coupled through the use of a method based on LU decomposition, where the final pressure
was determined by using a hidrostatic aproximation. The threedimentional domain was
represented by a mesh, manipulated by a topologic data structure, formed with cells that
define linear prismatic elements. Many experiments were performed under different geo-
metries of the domain and also under different initial conditions. The result showed a good

approximation of the described method, when compared with an analitical solution.
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Capitulo

1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

O interesse pelo estudo do movimento dos fluidos existe ha varios séculos, devido a sua
presenca em grande parte dos processos que ocorrem na natureza e em muitas aplicagoes
em engenharia. Historicamente, a mecanica dos fluidos preocupou-se em estudar esses
movimentos experimentalmente muito antes do que matematicamente [Fortuna, 2000], pois
a descricao matematica desses movimentos s6 foi possivel a partir do século XIX com as
equacoes de Navier—Stokes.

A solucao dos problemas de escoamentos de fluidos requer o tratamento das equacoes
de Navier-Stokes, altamente nao-lineares, acopladas as equacoes da conservacao de massa
e energia. Em conjunto com condicoes iniciais e de contorno fisicamente apropriadas, as
equacoes de Navier—Stokes permitem, a principio, obter informacoes de carater fundamen-
tal da dinamica dos fluidos. Desta forma, solugoes analiticas das equagoes de Navier—Stokes
s6 sao possiveis para alguns poucos casos bastante simplificados e idealizados.

Com o advento do computador, a partir dos anos de 1950, surgiu a alternativa de se
obter solucoes numéricas das equacoes de Navier—Stokes, utilizando técnicas computacio-
nais para a obtencao dos campos de velocidade e pressao, entre outros, que compoem o
escoamento. Assim, surgiu uma nova linha de estudos de fluidos, denominada Dinamica

de Fluidos Computacional (CFD - Computational Fluid Dynamics), que é a drea da com-
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putacao cientifica que estuda métodos computacionais desenvolvidos para realizacao de ex-
perimentos computacionais ou simulagoes numéricas de escoamentos em regioes arbitrarias
e com condicoes de contorno gerais, envolvendo escoamentos com ou sem transferéncia de

calor.

A simulacao numérica pode ser vista como uma relacao entre resultados tedricos e
praticos, ou seja, sendo uma nova solucao para determinados problemas, despertando o in-
teresse de muitos pesquisadores. Para que a solucao numérica seja aplicada a um problema,
expressoes matematicas devem ser derivadas. Essas expressoes matematicas geralmente
sao definidas a partir da aplicacao de principios fisicos, descritos por leis e principios ade-
quados ao fendmeno, como conservagao de massa, energia e movimento [Anderson, 1995],
[Fortuna, 2000], [Auada, 1997], [Panton, 1984].

Ao longo dos anos de seu funcionamento, um reservatério recebe sedimentos suspen-
sos transportados pelos cursos de agua. Grande parte desses sedimentos, formados por
particulas que podem estar em suspensao ou no leito do rio, percorre longas distancias e é
geralmente depositada na entrada ou ao longo do reservatoério, onde a velocidade do escoa-
mento e a capacidade de transporte de material diminuem consideravelmente [Sousa, 2006].
Uma vez depositadas, estas particulas se consolidam, aumentando sua resisténcia a erosao
e se tornam dificeis de serem carregadas [Mohammad, 2003]. Uma simulac¢do nesse ambito
se faz necessaria uma vez que a formagao de reservatorios hidroelétricos tem repercussoes
severas no ambiente, tanto nos cursos d’agua quanto nas suas vizinhancas, interferindo nos

ecossistemas e nos modos de vida das populagoes envolvidas.

Um dos momentos mais criticos é o enchimento do reservatério quando a agua se
acumula gradualmente. Durante este processo a biomassa terrestre ¢ decomposta, lancando
substancias que se concentram nos volumes dos diferentes compartimentos do reservatério.
Este impacto tem sido minimizado com o desmatamento e remocao do material organico
do leito a ser inundado. No entanto, a limpeza da bacia de acumulagao é um procedimento
caro, freqientemente desnecessario para varios compartimentos, e muitas vezes inviavel
operacionalmente. Ainda é comum a utilizacdo de modelos globais de reservatorios para
estabelecer a quantidade de biomassa a ser removida. Estes modelos tratam o reservatério
como um corpo unico. De fato, como os compartimentos nao sao a unidade de analise,
nao se obtém informacoes de onde nem do tipo de remogao que deve ser realizado. Muitas
vezes a quantidade de biomassa que deve ser removida para se manter indices de qualidade
de agua aceitaveis é superestimada, ou, nao tendo sua localizagao especificada em cada

compartimento, o procedimento é bastante ineficiente.
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Uma ferramenta capaz de simular o comportamento dos futuros compartimentos do
reservatorio, durante seus respectivos enchimentos, pode fornecer informacoes mais pre-
cisas de onde, quando, qual e quanto material organico deve ser retirado. Desta forma,
é possivel evitar remocgoes desnecessarias e viabilizar ambiental e economicamente a uti-
lizacao hidroelétrica de recursos hidricos.

Neste trabalho, a atencao ¢ voltada para o estudo e simulacao de escoamentos de
fluidos em dominios tridimensionais com aplicacao em reservatoérios hidroelétricos. No
entanto, o enfoque deste trabalho é dar um primeiro passo nessa investigacao, propiciando
o estudo e desenvolvimento de métodos numéricos para casos mais especificos e complexos,
contribuindo desta forma na aplicabilidade das simulagoes para areas ambientais. Neste
trabalho utilizou-se malhas estruturadas e nao estruturadas e o método de elementos finitos
[Zienkiewicz and Taylor, 2000], [Zienkiewicz and Cheung, 1965], [Chung, 1978], na solugao
numérica das equagoes governantes que modelam o movimento de fluido.

O uso de malhas nao estruturadas para discretizacao do dominio estd cada vez
mais presentes nos método numéricos [Maliska, 1995], e vem obtendo uma maior
atencao dos pesquisadores da area, por se tratar de uma decomposicao do dominio
muito flexivel, e altamente ajustdveis a qualquer tipo de geometria [Auada, 1997],
[Winslow and Harlow, 1967].  Esta facilidade de representagdo faz com que o uso
de malhas nao estruturadas seja um caminho natural da evolucao dos métodos de
aproximacao numérica. Na atualidade, duas técnicas de discretizacao tém sido es-
tudadas e desenvolvidas para este tipo de malha, aproximacao por volumes fi-
nitos [Baliga and Pantankar, 1981], [Baliga et al., 1983], |[Prakash and Pantankar, 1986],
[Sparrow et al., 1988], [Maliska, 1995], [Vasconcellos, 1999] e por elementos finitos
[Oden and Wellford, 1972], [Oden et al., 1998].

Este trabalho se insere em um projeto de pesquisa que foi conduzido pelo GESAR -
Grupo de Ensaios e Simulagoes Ambientais para Reservatorios, que envolve pesquisadores
de outras unidades, cujo objetivo é o desenvolvimento de um software que permita o

tratamento de casos reais em compartimentos de reservatérios.

1.2 Metodologia

As equacgoes governantes foram desenvolvidas em uma formulacao euleriana e discretizadas
pelo método de elementos finitos. O método de Galerkin foi utilizado para discretizacao

espacial dos termos difusivos e de pressao. O método semi-lagrangeano foi utilizado na
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discretizacao dos termos convectivos. O dominio do problema é constituido de elementos
prismaticos lineares e para a manipulacao da malha foi utilizada uma estrutura de da-
dos topologica. Na superficie do dominio considerou-se um grau de liberdade a mais no
centroide dos triangulos nos céalculos de velocidade, aumentando desta forma a eficiéncia
e a estabilidade das solucoes numéricas. Foi utilizada uma aproximagao hidrostatica para
o calculo da pressao no dominio. Um método baseado em uma decomposicao LU por blo-
cos possibilitou o desacoplamento das componentes de velocidade e pressao, diminuindo o
custo computacional envolvido. Para a solucao dos sistemas lineares resultantes, utilizou-
se o método de gradientes conjugados que soluciona problemas que envolvem matrizes

esparsas e simétricas.

1.3 Organizacao do documento

Este documento apresenta a seguinte organizacao:

e O capitulo [2| os métodos numéricos mais utilizados nas solugoes das equacoes, dis-
cute os trabalhos encontrados na literatura relevantes a este, mostrando aplicacoes
dos métodos até entao expostos na solucoes de problemas na area de mecanica dos

fluidos computacional;

e O capitulo (3| apresenta o desenvolvimento das equacoes de conservacao de massa
e balango da quantidade de movimento para escoamento de fluidos escritas em uma

formulagao euleriana;

e O capitulo {4] apresenta a formulacao variacional das equacoes de Navier—Stokes,
uma discussao sobre o método de elementos finitos, descreve o método de Galerkin e
o método semi-lagrangeano para discretizar as equacoes de Navier—Stokes no espaco

€ no tempo;

e O capitulo [5| apresenta detalhes sobre o desenvolvimento do simulador GesarSim

3D e do método utilizado para resolucao das equagoes;

e O capitulo [6] apresenta a validagdo do método numérico proposto para a solugao

das equagoes de Navier—Stokes e alguns resultados numéricos de simulacao;
e O capitulo [7| apresenta as consideracoes finais e propostas para trabalhos futuros;

e Finalmente sao apresentadas as Referéncias Bibliograficas.



Capitulo

Embasamento Teodrico

Este capitulo apresenta os principais métodos de discretizacao de modelos matematicos e

os trabalhos relevantes para esta dissertacgao.

2.1 Introducao

Para a obtencao da solucao numérica de um problema de escoamento de fluido pode-se
seguir a seguinte sequéncia: dado um problema fisico, utiliza-se uma modelagem ma-
tematica através de equagoes governantes e em seguida aplica-se um processo de discre-
tizacao, obtendo-se uma solucao aproximada. Atualmente, o desenvolvimento cientifico
tem se beneficiado enormemente de um novo método cientifico criado com o objetivo de
conectar os métodos pratico e tedrico: o numérico. O uso de técnicas numéricas para a
solucao de problemas complexos da engenharia e da fisica é hoje uma realidade, gracas
ao desenvolvimento de novos algoritmos, de computadores de alta velocidade e de grande
capacidade de armazenamento. Em funcao dessa disponibilidade computacional, o desen-
volvimento de algoritmos para a solugao dos mais diversos problemas tem recebido uma
enorme atencao dos analistas numéricos. As principais vantagens das solugoes numéricas
sao: baixo custo, evolucao temporal do processo, resolucao de problemas em geometrias

complexas, obtencao de resultados com rapidez dentre outras.
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2.2 Métodos Numéricos para Solucao das Equacoes

Um dos principais problemas estudados na area de Dinamica dos Fluidos Computacional
¢é o desenvolvimento de métodos numéricos para encontrar com maior exatidao possivel, a
solucao de um conjunto de equacoes. Existem varios métodos com essa finalidade, que se
distinguem essencialmente pela forma de aproximar as derivadas presentes nas equacoes
e o uso de malhas distintas, podendo assim ser subdivididos em trés classes: métodos de
volumes finitos, o método de diferencas finitas e o métodos de elementos finitos.

Os métodos de volumes finitos facilitam a discretizacao em malhas nao-estruturadas,
avaliando-se as equagoes diferenciais integradas em volumes de controle na malha compu-
tacional. Um método apresentado em [Baliga and Pantankar, 1981] constitui hoje um dos
principais métodos para andlise numérica de escoamentos e transferéncia de calor. A ca-
racteristica principal deste método é a facil interpretacao fisica dos termos das equacoes em
termos de fluxos, fontes e forcas, devido ao fato da formulagao resultante ser de natureza
conservativa uma vez que tal formulagao é obtida através dos principios de conservacao.
O método de volumes de controle com malhas estruturadas e nao estruturadas em coorde-
nadas generalizadas para o tratamento de geometrias irregulares, tem sido implementado
por varios grupos de pesquisa e aplicado na solucao de problemas de escoamentos e trans-
feréncia de calor, [Silva, 1998].

O método de diferencgas finitas tem sido usado para o célculo de escoamentos de fluidos
e transferéncia de calor; uma limitacao deste método esta na discretizagao de dominios com
complexidade geométrica, problema este que pode ser parcialmente solucionado pelo uso de
malhas nao-estruturadas. Normalmente estes métodos sao baseados em aproximacgoes por
séries de Taylor dos operadores diferenciais presentes nos modelos matematicos, truncados
de acordo com a precisao desejada.

Devido as dificuldades em se utilizar o método das diferencas finitas em geometrias com-
plexas, o método de elementos finitos, inicialmente desenvolvido para andlise de estruturas,
comecgou a ser aplicado para o caso de escoamentos, devido a sua grande versatilidade na
discretizacao de dominios geometricamente complexos. O método tornou-se amplamente
aceito a partir dos anos 60, quando foram iniciadas pesquisas em varias partes do mundo.
Desde entao sofreu algumas reformulagoes e desde 1967, apds a inser¢ao do método, pode-
se encontrar uma vasta literatura devotada a teoria e aplicacao do método. Algumas
referéncias basicas que tratam da aplicacao do método de elementos finitos em escoamen-

tos de fluidos podem ser encontradas em Connor e Brebbia ([Connor and Brebbia, 1976]),
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Chung ([Chung, 1978]), Baker ([Baker, 1983]), ¢ Whiting ([Whiting, 1999]).

Os métodos de elementos finitos podem facilmente ser utilizados sobre uma discre-
tizagao de malhas nao-estruturadas, buscando a solu¢ao do problema variacional associ-
ado ao problema original, projetando as equacoes em um espaco cuja base é conhecida e
integrando-as no dominio computacional.

A aplicacao de um método numérico pode ser dividida em trés etapas principais, as
quais, na nomenclatura do método de elementos finitos, sdo: pré-processamento, proces-
samento e pos-processamento. Na etapa de pré-processamento, define-se a geometria ou
dominio fisico do problema; dominio este discretizado por algum tipo de elemento, cons-
tituindo a malha de elementos finitos. Nesta etapa podem ser definidas as propriedades
fisicas do fluido e demais parametros (condigoes de contorno e iniciais) necessérios para a
solucao do problema. Na fase de processamento, aplica-se um programa baseado no modelo
numérico para obtencao das grandezas de interesse (velocidade, pressao, temperatura) em
pontos do dominio denominados nos dos elementos. Na etapa de pods-processamento, os
resultados sao analisados para se verificar a validade do modelo numérico ou os propésitos
para os quais se resolveu o problema. Técnicas de visualizacao grafica geralmente sao em-
pregadas para a andlise dos resultados. Uma vez validado o programa, pode-se aplica-lo

para o projeto de modelos de equipamentos onde ocorrem os escoamentos.

2.2.1 Modelos para Problemas Bidimensionais

Modelos 2D, que nao calculam rigorosamente o perfil hidrodinamico, entre outros efeitos,
na orientacao da profundidade, é chamado de modelo de aguas rasas, e nele as equagoes de
Navier—Stokes sofrem uma grande simplificagao. O trabalho de Cecchi [Cecchi et al., 199§]
apresenta o esforco de simulagao do comportamento da lagoa de Veneza com as equacgoes
de Navier—Stokes simplificadas para a aproximacao de aguas rasas e com uma malha com-
putacional ajustada para o método dos elementos finitos.

As condigoes de contorno mais frequentes da maioria dos modelos 2D sao as entradas
e saidas de dgua, (normalmente as vazoes e temperatura sao especificadas apenas para
as entradas), cisalhamento no fundo, auséncia de troca de calor entre o leito de fundo
e a coluna d’agua, fluxo térmico através da superficie livre e cisalhamento na superficie
causado pelo vento.

Embora a hipdtese da homogeneizacao de uma das dimensoes resulte numa simpli-

ficacao, reduzindo assim o esfor¢o numérico de solu¢ao do problema quando comparado
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aos modelos tridimensionais, os casos resolvidos por modelos bidimensionais ainda assim
sao bastante dispendiosos em volume de calculos e apresentam dificuldades de convergeéncia.

Em hipéteses bidimensionais, onde a dimensao da profundidade é menos representa-
tiva que as demais, Basha [Basha, 1997] mostrou uma tentativa de acompanhamento do
fenomeno de adveccao-dispersao em rios com uma distribuicao de velocidade axial la-
teralmente nao uniforme. Um modelo bidimensional integrado na profundidade foi pro-
posto em Ye e McCorquodate [Ye and McCorquodate, 1997], modelando fluxos turbulentos
num sistema de coordenadas curvilineas ajustadas ao contorno, baseando-se no método de
volumes-finitos.

Em Sousa [Sousa, 2005] é proposto um método numérico para a solucao das equagoes
de conservacao que modelam o escoamento de varios fluidos imisciveis, sobre uma malha
de elementos finitos que se move com velocidade arbitraria no dominio. A interface é
discretizada pelos préprios elementos computacionais da malha, e a aplicacao da tensao
interfacial é feita através da distribuicao da forga nos nés livres vizinhos a interface. Para
a solucao das equacoes de Navier—Stokes foi utilizado um método de projecao baseado em
decomposi¢ao LU por blocos.

Solugoes temporais foram obtidas em [Stockstill et al., 1997] a partir de condigoes ini-
ciais especificadas que usaram uma representacao de elementos finitos moéveis, do tipo
Petrov—Galerkin implicito, para as equagoes fundamentais. O modelo de elementos finitos
moveis produziu uma solucao simultanea para o deslocamento dos contornos e as variaveis
de fluxo, gerando solucoes estaveis até mesmo para escoamentos supercriticos com nimeros
de Courant relativamente grandes. Outro modelo de elementos finitos bidimensional que
utilizou um método de Petrov-Galerkin foi desenvolvido em [Berger and Stockstill, 1995]
e resultou num sistema robusto para modelar canais de alta velocidade.

Em [Wille, 1998], foram desenvolvidos algoritmos para operadores de desacoplamento
nodal em elementos finitos adaptaveis para as equacoes de Navier—-Stokes. Os algorit-
mos de solucao nodal consistem em dividir as equagoes de Navier—-Stokes em sistemas de
equagoes que sao resolvidos seqiiencialmente. Um bom exemplo da utilizacao das técnicas
de discretizagao e ajustes pode ser encontrado em [Cecchi et al., 1998], onde a dinamica
de aguas rasas foi estudada e um algoritmo para esta dinamica foi desenvolvido usando-se
um método semi-implicito.

Um método semi-lagrangeano é apresentado em [Karpik and Crockett, 1997] para a
solucao da equacao de adveccao-difusao em geometrias complexas. Foi também proposto

um modelo semi-implicito em elementos finitos. Para a discretizacao do espag¢o no dominio
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horizontal, foram empregados elementos lagrangenos quadraticos e isoparamétricos de nove
nos. Uma férmula de interpolagao lagrangeana cibica foi utilizada com a finalidade de

estimar os gradientes verticais dos dois componentes de velocidades horizontais.

2.2.2 Modelos para Problemas Tridimensionais

Os maiores empecilhos ao uso e desenvolvimento dos modelos 3D sao a grande exigéncia
computacional e o enorme conjunto de parametros a serem ajustados, necessarios a mon-
tagem dos problemas. A aplicagao de modelos 3D ainda é uma tarefa que envolve equipes
altamente especializadas, mediacoes intensivas de dados de campo e supercomputacao.
Portanto estes recursos estao ainda longe do alcance das atividades de avaliacao prelimi-
nares, devido aos custos elevados.

Um estudo abrangente sobre modelagem e simulacao de sistemas aquaticos em ambi-
entes de geoprocessamento é apresentado por Soares [Soares, 2003]. O trabalho apresenta
metodologias computacionais de representacao de compartimentos de reservatorios. Apre-
senta também técnicas para geracao de malhas bidimensionais em elementos triangulares e
tridimensionais em elementos tetraédricos, além de um conjunto de ferramentas auxiliares
para mapeamento espacial, apresentadas através de aplicagoes em exemplos hipotéticos
e estudos de casos reais. O trabalho também apresenta uma metodologia em elementos
finitos, incluindo esquemas de Galerkin e Petrov—Galerkin.

A respeito de problemas de reservatérios, um modelo numérico tridimensional de
hidrodinamica e de transporte de massa chamado LMT3D, usado nas simulagoes da
qualidade de agua em mares e em lagos litorais, é apresentado em Rajar e Cetina
[Rajar and Cetina, 1997b]. Este modelo utiliza um esquema numérico hibrido de volu-
mes finitos e de diferencas finitas com o intuito de diminuir os efeitos de difusao numérica.
Trés casos deste campo foram estudados, como a modelagem 3D da circulacao e do trans-
porte de nutrientes em um lago alpino; uma modelagem 2D da ciclagem de mercirio na
baia de Trieste e uma simulacao 3D de longo termo da dispersao de contaminantes radioa-
tivos no mar do Japao. Tais casos podem ser encontrados mais detalhadamente em Rajar
e Cetina [Rajar and Cetina, 1997a].

O trabalho de Wu [Wu et al., 2000] apresentou um modelo numérico em trés dimensoes
para céalculo de escoamento e transporte de sedimentos em um canal de laboratério em foma
de U, com modelo de turbuléncia k — e [Patankar and Spalding, 1972] e discretizacao das

equagoes por método de volumes finitos. O trabalho defendeu a necessidade da simulacao
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em 3D, para a captacao dos escoamentos secundarios na reproducao de escoamentos reais,
negligenciada pelas simulagoes 1D e 2D, na maioria nessa linha de pesquisa.

Fluxos em trechos de rios naturais foram modelados no espaco tridimensional discreti-
zado em diferencas finitas, [Sinha and Odgaard, 1998]. Este modelo resolveu as equagoes
RANS (Reynolds-Averaged-Navier-Stokes) associadas a um modelo de turbuléncia padrao,
e as multiplas ilhas do leito foram resolvidas diretamente empregando-se coordenadas cur-
vilineas ajustadas ao contorno juntamente com uma aproximacao de multiblocos.

Um modelo matematico tridimensional de fluxos de superficie livre foi aplicado em
Ye e Mc Corquodale [Ye and McCorquodale, 1998 para simular os fluxos e transporte de
massa em um canal encurvado. No plano horizontal, foi usado um sistema de coordenadas
curvilineas ajustado ao canal, considerando que, no plano vertical, a transformagcao foi
adotada para mapear a superficie livre e a topografia variavel do leito. O trabalho empregou
o método dos elementos finitos.

Um método numérico eficiente para calculos hidrodinamicos em trés dimensoes foi pro-
posto por Lu e Wai [Lu and Wai, 1998], baseado no operador de desacoplamento em con-
junto com um método euleriano-lagrangeano, o método de elementos finitos combinado
com o método de diferencas finitas. O método do operador de desacoplamento foi empre-
gado para dividir as equacoes de quantidade de movimento em trés partes, aumentando a
eficiéncia e a estabilidade das solu¢oes numéricas.

Um trabalho que apresenta a implementacao em paralelo do método dos elementos
finitos aplicado na resolugao de sistemas nao-lineares nao-simétricos obtidos a partir da
discretizacao das equagoes que governam o comportamento hidrodinamico do escoamento
em &guas rasas foi feito por Slobodcicov [Slobodcicov, 2003].

Nas ultimas décadas dentre as simulagbes 3D, podemos citar Wang e A-
deff [Wang and Adeff, 1986] baseado em elementos finitos, e Lin e Falconer
[Lin and Falconer, 1996] com um modelo para regides costeiras e estudrios, nos quais
adotou-se um modelo simples de viscosidade turbulenta (constante). Van Rijn [Rijn, 1987]
estabeleceu um modelo no qual o transporte de sedimentos é calculado com uma apro-
ximagao 3D e a hipdtese de escoamento com integragao na vertical, em combinagao com
um perfil logaritmico de velocidade. Demuren e Rodi [Demuren and Rodi, 1987] usaram
um modelo k& — € em simulagoes 3D de canais meandrados. Demuren [Demuren, 1989]
estendeu este trabalho, incluindo transporte de sedimentos em suspensao. Em 1991, De-
muren inclui também um modelo de transportes de sedimentos junto ao leito (transporte de

fundo) e simulou o trabalho experimental de Odgaard e Bergs [Odgaard and Bergs, 198§]
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, de um canal em forma de U. Demuren [Demuren, 1991] usou o modelo 3D de escoa-
mento e transporte de sedimentos FAST3D, desenvolvido na Universidade de Karlsruhe,

com adaptacao para escoamentos livres.

2.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi apresentada uma breve discussao sobre as principais técnicas numéricas
desenvolvidas para aproximar fenomenos fisicos. Estas técnicas, na sua grande maioria,
buscam a representacao discreta destes processos, tanto na representacao geométrica do
problema, quanto na discretizacao dos modelos tedricos existentes. Por fim, foi realizada
uma discussao sobre trabalhos encontrados na literatura relevantes para este trabalho,
mostrando aplicacoes dos métodos até entao expostos na solugoes de problemas na area de
mecanica dos fluidos computacional.

Ap6s obter um dominio especifico e representado por uma estrutura de dados, o proximo
passo € obter as equagoes relacionadas ao problema em questao. No proximo capitulo, serao

apresentadas as equacoes governantes para escoamento de fluidos.
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Capitulo

3

Equacoes Governantes
para Escoamento de Fluidos

Neste capitulo, as equagoes que governam o escoamento de um fluido sao apresentadas.
Estas equacoes sao obtidas usando principios de conservacao de massa para obtencao da
equagao da continuidade e aplicacao da segunda lei de Newton para obtencao da equagao de
balanco da quantidade de movimento e estas sao aplicadas ao escoamento de fluidos. Apods
a derivacao das equagoes governantes, sao descritas as condicoes de contorno utilizadas nas

simulagoes deste trabalho.

3.1 Introducao

A dinamica de fuidos é a ciéncia que descreve o movimento de fuidos e estuda os fenomenos
que envolvem fuidos em movimento. No estudo dos escoamentos de fuidos incompressiveis,
a modelagem matematica das leis de conservacao é bem estabelecida pelas equagoes de
conservacao de massa e de Navier—Stokes.

O objetivo da dinamica dos fluidos é determinar as propriedades de um fluido; para
isto, deve-se conhecer as variaveis que determinam o estado dos fluidos, as quais dependem
em geral da posicao no espaco e do tempo. Conseqiientemente, para conhecer o estado de

um fluido, deve-se determinar o valor das variaveis que o identificam, ao longo do tempo

13
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em cada ponto do espago ocupado pelo fluido. As varidveis que identificam o estado de um
fluido incompressivel e isotérmico sao: a velocidade u em cada ponto (que é uma grandeza
vetorial) e a pressao p (que em cada ponto é uma grandeza escalar).

No entanto, essas varidveis sao agrupadas em equagoes, (ue passaram a Ser Cco-
nhecidas como equacgoes de Navier—Stokes.  Mais detalhes sobre as equacoes de
Navier-Stokes e as propriedades de escoamento de fluidos podem ser encontra-
dos em [Batchelor, 1970], [Peyret and Taylor, 1983], [Panton, 1984], [Flecther, 1992],
[Maliska, 1995], |[Anderson, 1995] e [Ferziger and Peric, 1999]. Neste capitulo sdo apre-
sentadas as equacoes de interesse escritas em uma formulagao euleriana e as condigoes de

contorno utilizadas neste trabalho.

3.2 Formulacoes das Equacoes

O movimento de um fluido em uma dada regiao do espago pode ser especificado de duas
maneiras: por uma formulagao lagrangeana ou euleriana.

Na formulagao lagrangeana, define-se uma regiao material formada por um conjunto
de particulas de fluido, denominada de volume de controle lagrangeano. Conforme as
particulas se movimentam no escoamento, a regiao se deforma, e nao ha fluxo de massa
através de suas faces. Nesta formulacao, as grandezas do escoamento sao especificadas
como funcao do tempo e da particula de fluido.

Na formulacao euleriana, define-se uma regiao fixa no espago, que nao se deforma em
relacao ao tempo. Neste caso, ha fluxo de massa pelas faces do volume de controle, e as
equacoes para o escoamento sao determinadas a partir do balanco de fluxo deste volume
de controle.

Existe também uma forma geral de se descrever o movimento de um fluido, chamada de
formulacao lagrangeana-euleriana arbitraria. Nesta formulacao, as equagoes sao desenvol-
vidas em um referencial se movendo com velocidade arbitraria. Quando este referencial se
move com a mesma velocidade do fluido, obtém-se as equacoes na formulacao lagrangeana,
e quando o referencial esta parado, obtém-se a formulacao euleriana.

Neste capitulo, as equacoes de conservacao serao desenvolvidas utilizando-se uma for-
mulacao euleriana, onde as propriedades macroscopicas do escoamento dependem das coor-
denadas espaciais e temporais, como por exemplo, velocidade u = u(x,t), massa especifica

p = p(x,t) e viscosidade p = p(x,t).
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3.3 Descricao do Movimento de Fluido

Segundo Aris [Aris, 1962], o movimento de um fluido pode ser descrito por meio de uma
transformacao, supondo que em um dado instante de tempo uma determinada particula
esteja em uma posicao £ € R™ e num tempo posterior, a mesma particula esteja na posi¢ao

x € R™. Admitindo que x é uma funcao de ¢ e da posicao inicial &, entao

x =x(&,t) (3.1)

para todo tempo t. As coordenadas iniciais £ sdo coordenadas materiais (ou lagrangeana)
e as coordenadas x sao coordenadas espaciais (ou euleriana). Assumindo que o movimento
do fluido é uma funcdo continua, pode-se inverter (3.1) para recuperar as coordenadas

materiais da particula

5 = §<X7 t)' (32)

A descrigdo lagrangeana da variacdo de uma propriedade ¢(£,t) pode ser vista na

descricao euleriana ¢(x,t) da seguinte maneira [Ferreira, 2001],

Cb(X» t) = ¢(€(X>t)7t> (33)

Existem duas propriedades a considerar, associadas as descri¢oes lagrangeana e eule-
riana: a derivada em relacao ao tempo mantendo-se x constante e a derivada em relagao
ao tempo mantendo-se £ constante. A segunda derivada é frequentemente utilizada em
dinamica de fluidos e é conhecida como derivada tota]E] da propriedade de ¢.

Derivando ¢(x,t) em relagdo ao tempo, mantendo & constante, tem-se:

9 8¢

E(Xa t) - E(xl(ga t)> $2<57 t)v s 7xm(€7 t))

0¢p 0r1  0¢ Oxy o¢ O0x,, 0¢
= 4+ —. 4
v, 0t 0wy 0t T Gz 0t Ot (3.4)

Sendo 3
T i
E(f,t)—uz, i=1,2,...,m, (3.5)
obtém-se a derivada total de ¢(x,t), denotada por %,

ITambém conhecida como derivada material ou substancial.
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D¢ _, 9% ., 09 99 | 99
Dt = “ox T "om, T T e, Tt (3.6)
Na notagao vetorial 5
D¢ _ 0¢

que corresponde a derivada total ou material de ¢ utilizando-se uma formulagao euleriana.

A discussao completa da cinematica do movimento de um fluido pode ser encontrada

em [Aris, 1962].

3.4 Equacoes da Mecanica do Continuo

Como pode ser visto em [Panton, 1984], as equagoes da mecanica do continuo podem ser
derivadas do teorema do transporte de Reynolds [Aris, 1962]. Essas equagoes que modelam

o escoamento de fluidos sao obtidas pela aplicagao dos seguintes principios:

e Conservacao de massa;
e Balango da quantidade de movimento (segunda lei de Newton);

e Conservagao de energia (primeira lei da termodinamica).

O fluido seré considerado como um continuo de matéria, isso quer dizer que a estrutura
molecular do material é ignorada, e assume-se que é possivel definir variaveis fisicas como
pressao, velocidade e densidade num ponto do fluido. Além disso, os valores dessas variaveis
mudam suavemente e entao a diferenciagao é permitida.

No presente trabalho, as equacoes de interesse sao as equacoes de conservacao de massa

e de balanco da quantidade de movimento apresentadas a seguir.

3.4.1 Equacao de Conservacao de Massa

O principio de conservacao de massa estabelece que na auséncia de fontes de massa ou

sumidouros de massa, toda a massa que entra em um sistema deve sair e/ou se acumular

no sistema. O principio de conservagao de massa é expresso pela equacao da continuidade:
Dp

T, + (pV) -u =0, (3.8)
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onde p é a massa especifica, V é o operador gradiente, u = (u, v, w) é o vetor velocidade e

% é a derivada total, que para o caso tridimensional é definida como:

Dp  0p dp dp op
Dt o TMar Ty TV

Como a massa especifica de uma particula material nao se altera no tempo, para o caso

de escoamentos incompressiveis, tem-se:

Dp
=0 (3.9)
e substituindo em (3.8)) tem-se
pV-u=0 (3.10)
tendo que p # 0, entao
Vou=0. (3.11)

A equagao ([3.11)) é conhecida como equagao de continuidade utilizada para escoamentos

incompressiveis.

3.4.2 Equacao de Balanco da Quantidade de Movimento

Para obtencao da equacgao de balanco da quantidade de movimento linear aplica-se a se-
gunda lei de Newton a uma particula de fluido. Na forma vetorial, a equacgao de balango

da quantidade de movimento é dada por

D(pu)
Dt

onde o representa o tensor de tensoes totais de escoamento e g o campo gravitacional.

=V -0+ pg (3.12)

Utilizando um modelo newtoniano, este tensor pode ser escrito como:

o=—-pl+r, (3.13)

onde p = p(x,t) representa o campo de pressao do escoamento, I é o tensor identidade e 7

¢é o tensor de tensoes viscosas que devido a condigao de incompressibilidade ¢ dado por:

T =2uD. (3.14)

O tensor D é denominado tensor deformacao, e segundo o modelo newtoniano, é dado
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por:

D= %ﬁ(u) = %(Vu + vu’), (3.15)

onde %(u) é denominado de tensor taxa de deformacao.

Desta forma, utilizando o tensor de tensoes newtoniano, pode-se calcular o divergente

do tensor de tensoes totais:
Voo=V-[-pl+uVu+Vu')] = -Vp+ V- [u(Vu+ Vu)]. (3.16)

Assim, a equacao de balanco da quantidade de movimento pode ser expressa como:

D(pu)
Dt

=—-Vp+ V- [u(Vu+ Vu')] + pg. (3.17)

As equagoes da continuidade (3.11)) e de balan¢o da quantidade de movimento line-
ar (3.17) sdo chamadas de equagoes de Navier-Stokes que modelam escoamentos incom-

pressiveis.

3.5 Adimensionalizacao

A maior dificuldade de implementagao das equacoes e estd em fixar propri-
edades fisicas que satisfagam os mais diversos fluidos. Com isto a opcao por variaveis
adimensinais torna-se muito relevante, onde as grandezas dimensionais podem ser agrupa-
das em parametros adimensionais, que passam a caracterizar o escoamento, surgindo entao
alguns grupos adimensionais como o nimero de Reynolds e Froude por exemplo. Porém,
¢ importante frisar que os parametros tomados como referéncia para a adimensionalizagao
devem ser definidos de acordo com as caracteristicas geométricas, cinematicas e dinamicas

do problema a ser considerado.

Alguns parametros importantes que surgem no processo de adimensionalizacao relaci-

onados com as equagoes de Navier-Stokes e utilizados neste trabalho sao:

e Nimero de Reynolds (Re): Representa a razao entre as forgas inerciais, que sao

responsaveis pelo movimento do fluido, e as forgas viscosas, que sao responsaveis pela
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dissipacao devido ao coeficiente de viscosidade molecular do escoamento

o Vo

Re = (3.18)
onde pg € a densidade, L é a escala de comprimento, U ¢ a escala de velocidade, g €
o coeficiente de viscosidade e vy é o coeficiente de viscosidade cinemaética e é a razao

entre a viscosidade aparente ou dinamica g e a massa especifica py.

Em um escoamento, se Re < 1, tem-se que as forgas viscosas sao predominantes
e sera possivel desprezar os efeitos de inércia, enquanto que Re > 1 significa uma
predominancia das forgas inerciais, e neste caso pode-se desprezar os efeitos da visco-
sidade e considerar o problema como “inviscido”. Quando Re > 1 as forcas viscosas
sao importantes apenas em regioes adjacentes as superficies sélidas, denominadas
de camada limite. O numero de Reynolds indica também se o escoamento possui

caracteristica laminar (Re < Reritico) OU turbulenta (caso contrario).

e Numero de Froude (Fr): Representa a razao entre as forgas inerciais e as forcas
gravitacionais, isto é

Fr=——. (3.19)

O numero de Froude caracteriza escoamentos nos quais gravidade tem papel impor-
tante como é o caso de escoamentos com superficies livres. Se Fr < 1, ha predo-

minancia das forgas gravitacionais sobre as inerciais no escoamento.

Para adimensionalizar as equacgoes de continuidade e balanco da quantidade de movi-

mento, definem-se algumas variaveis adimensionais, como segue:

k * * * * L* *
p=pop” p=pop” p=pUp x=Ix" u=Uu" t=5t" g=gg

onde x = (x,y), L é um comprimento caracteristico do escoamento, U uma velocidade
caracteristica, py é a massa especifica e gy a gravidade.

Para os operadores diferenciais:

1 *
o ¢ V1Y

ot

9 U
L

Substituindo-se as variaveis adimensionalizadas e os parametros adimensionais Re e Fr

ko

e eliminando-se ‘*’ para simplificar a notacao, obtém-se
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V-u=0 (3.20)

1
rg,; (3.21)

D 1
) _ ~Vp+ =V - [u(Vu+ Vu')] + T2

Dt Re

3.6 Condicoes Iniciais e de Contorno

E importante para a formulacao dos problemas modelados por equacoes diferenciais parciais

escolher as condigoes iniciais e de contorno que sejam apropriadas. A condicao apropriada
para as equagoes (3.11]) e (3.17) é a especificacao no dominio de um campo inicial de

velocidade, satisfazendo a equacao de continuidade V - u = 0.

3.6.1 Condicoes para Contornos Rigidos

Neste trabalho, as condicoes utilizadas para contornos rigidos aplicadas na simulagao dos

escoamentos foram:

e Condigao sem escorregamento (“no-slip”): Esta condi¢do impoe que o fluido

deve ser “colado” a superficie, a qual é conhecida como nao-escorregadia (“no-slip”).
Quando tem-se uma superficie solida e sem deslizamento de fluido em um escoamento
viscoso, é apropriado definir a velocidade tangencial u; do fluido em relagao a parede
como sendo igual a zero. Desta forma, o fluido que esta adjacente a superficie da pa-
rede estara em repouso em relagao a parede. A componente normal u,, da velocidade

do fluido também é nula, pois o fluido nao pode penetrar na parede.

Condigao de entrada de fluido (“inflow”): Esta condicao é usada em fronteiras
onde ha entrada de fluido no sistema. As condicoes de contorno para entrada de
fluido sao dadas por

Up = WUinflow € Ut = 07 (322)

onde u, ¢ a componente normal ao contorno e u; é a componente tangencial ao

contorno.

Condigao de saida de fluido (“outflow”): Esta condigao é usada em fronteiras

onde hé saida de fluido no sistema. Existem varias formas de prescrever condicoes
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de contorno para saida de fluido, uma condicao muito utilizada para esta fronteira é

especificar um escoamento paralelo, dada por:
w e o"=0 (3.23)

onde o™ representa a tensao normal a fronteira de saida de fluido.

Logo, em uma fronteira de saida, onde as componentes tangenciais da velocidade sao
nulas, pela equagao da continuidade 1} tem-se que aainn = 0, e da equacao (|3.23|)

obtém-se p = 0 na fronteira de saida de fluido para problemas adimensionalizados.

3.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram apresentados algumas defini¢ées importantes utilizados na formulagao
das equacoes governantes do escoamento de fluidos e também o conceito de derivada ma-
terial.

As equacgoes de conservagao, compreendidas pela equacao da conservacao de massa
(chamada também de equagao da continuidade) e pela equacao de balango da quantidade
de movimento, foram deduzidas a partir de principios fisicos. Por fim, as equacoes foram
escritas em sua forma adimensional e as condi¢oes de contorno para o dominio em questao
foram definidas.

Obtidas as equacoes relacionadas ao problema em questao, o proximo passo é escolher
qual o tipo de discretizagao deve ser utilizada para se obter bons resultados. No préximo
capitulo as equagoes governantes sao escritas em sua formulagao variacional e o método de
elementos finitos utilizado na discretizacao das equacoes é apresentado juntamente com o

método de Galerkin utilizado na discretizagao espacial de tais equacoes.



22

Capitulo 3 — Equacoes Governantes para Escoamento de Fluidos




Capitulo

4

Discretizacao das Equacoes Governantes

Este capitulo descreve a formulacao variacional e discretizacao das equagoes de Navier—
Stokes pelo método de elementos finitos. E feita uma apresentacao do método de Galerkin e
do método semi-lagrangeano para discretizagao espacial e temporal das equagoes, respecti-
vamente. Em seguida, um método para o desacoplamento das propriedades é descrito para

a resolucao do sistema de equacoes diferenciais resultantes da discretizagao das equagoes.

4.1 Introducao

A principal dificuldade para se resolver as equacoes de Navier—Stokes é provocada pela
nao linearidade dos termos que representam as aceleracoes convectivas. Nao existe um
procedimento analitico geral para resolver equagoes diferenciais parciais nao lineares e
cada problema deve ser considerado individualmente.

A aplicagao de elementos finitos em escoamentos incompressiveis envolve duas fontes
potenciais de instabilidades associadas com a formulacao classica do problema de Galerkin.
Uma das fontes deve-se a presenca de termos de conveccao nas equagoes governantes, o que
pode resultar em oscilagoes nos resultados, principalmente no campo de velocidade. Tais
oscilacoes tornam-se mais pronunciadas em escoamentos dominados por altos nimeros de
Reynolds. A outra fonte de instabilidades origina-se do uso de combinacoes improprias de

funcoes de interpolacao para representar os campos de velocidade e pressao.

23
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Outra dificuldade numérica é a condigao de incompressibilidade, onde o campo de velo-
cidade deve manter-se com divergéncia zero. Desta forma, a pressao deve ser considerada
uma variavel nao relacionada a qualquer equagao constitutiva. Sua presenca nas equagoes
de balanco de quantidade de movimento tem a finalidade de introduzir um grau de li-
berdade a mais necessario para satisfazer a condicao de divergéncia zero do campo de
velocidades, resultando em um sistema acoplado entre velocidade e pressao.

Uma grande parte dos métodos de resolugao numérica de equagoes diferenciais provém

exatamente da formulagao variacional do problema, que sera discutida a seguir.

4.2 Formulacao Variacional

Para resolver um problema utilizando o método de elementos finitos deve-se discretizar
o dominio no qual se pretende resolver o problema em elementos, os quais podem ser
triangulos, quadrildteros, prismas, tetraedros ou outro poligono regular qualquer. Em
seguida, é necessario escrever o problema em sua formulacao variacional, projetando as
equacoes em um espago cuja base é conhecida e integra-las sobre todo dominio. Em outras
palavras, deve-se escrever o problema em sua forma variacional ou forma fraca. A seguir, as
equagoes de Navier—Stokes serao obtidas na sua formulacao variacional. O desenvolvimento

a seguir pode ser encontrado em [Sousa, 2005].

4.2.1 Formulacao Variacional das Equacoes de Navier—Stokes

Sejam as equacoes de Navier—Stokes para escoamentos incompressiveis escritas na for-

mulacao euleriana, dadas na forma adimensional por

Dlpu) + Vp — iV- (1 (Vu+ Vu")]

1
=0 4.1
D e rg (4.1)

“ e
V-u=0 (4.2)

validas em um dominio 2 C R™ sujeita as condigdes de contorno
u=ur, em [ (4.3)

up=0ec™ =0, em ['y. (4.4)

Considere o subespaco
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V=H(Q)"={v=_(v1,...,00) v, € H(Q),Vi=1,...,m} (4.5)

onde H'(Q) ¢ o espago de Sobolev dado por

HY(Q) = {v € L*(Q) : gxz c L*(Q),i = 1m} (4.6)

com L?(2) sendo um espaco de dimensao infinita caracterizado pela integral de Lesbegue,
no entanto, para o caso de fungoes continuas, a integral de Lesbegue é equivalente a integral

de Riemann e pode ser tratada como

[2(0) = {v L0 R,/Qv2d§2 < oo} (47)

E V= HY(Q)™ é o produto cartesiano de m espagos H'(2). Definindo-se

Var=veV:v=uremlI} (4.8)
Pyr=q€ L*(Q) : ¢ =pr em Iy (4.9)

a formulacdo variacional do problema consiste em encontrar solugoes u(x,t) € Vyr e

p(x,t) € Py tais que

/Q {Dg’tu) +Vp— EV (1 (Vu+ vu')] - %pg} - wdQ = 0. (4.10)

para todo w € V, e

/ (V-u)gdQ=0 (4.11)
Q
para todo ¢ € Py. E desenvolvendo a equagao (4.10)) tem-se
/M-wdﬂ+/Vp-wdQ
@ (4.12)
/R p(Vu+ vu®)] - wdQ — / ——pg - wd = 0.
e

Na integral do termo viscoso aplica-se o teorema de integragao por partes de Green

resultando
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/v- (1 (Vu+ Vu")] - wdQ = —/u [(Vua+Vu’) : vw'] dQ
“ @ (4.13)
+/Fn- [u (Vu—i—VuT) -w} ar,

)

onde o operador ‘:” representa o produto escalar entre dois tensores. A integral no contorno
I' pode ser separada em duas integrais, em I'; e I';. A integral em I'; é nula devido ao fato
que w = 0 em [';. Em I's a integral também ¢é nula, o que decorre da condi¢ao de contorno
, e portanto, tem-se que a integral em I' é nula. Com a aplicacao da integragao por

partes no termo gradiente de pressao, tem-se

/Vp-wdQ:—/pV-wdQ+/pw-ndF (4.14)
Q Q r

onde a integral de contorno é nula pois w =0 em I'y e p = 0 em I'5. Desta forma, obtém-se

D(pu)
-wdf) — -wdf)
/ﬂ D1 W /Q Vp - -w

1 1 (4.15)
T\] . _
— Qﬁv- [,u(Vu—l—Vu )} .wdQ—/QF—ﬂpg-wdQ—O.
Definindo-se as formas integrais
Dpu Dpu
Lt - [ == 4.1
m(Dt ,W) Dt w2 (4.16)
k(u,u,w) = / p[(Va+vu’) : vw'] dQ (4.17)
Q
g(p,w) = / Vp - wdS) (4.18)
Q
d(p,w) = /(V - w)pdS) (4.19)
Q

Na forma fraca o problema pode ser escrito como segue: Encontrar solugoes u(x,t) €

Vur e p(x,t) € P tais que

m (D(f’“),w) oo W)~ k(W) — (g W) =0 (420)

Fr?
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d(q,u) =0 (4.21)

para todo w € Vj e g € Py.

4.3 O Método de Elementos Finitos

4.3.1 Consideracoes Iniciais

O método dos elementos finitos é uma técnica genérica para construir solugoes aproxi-
madas para problemas de valores de contorno. O método envolve dividir o dominio da
solucdo em um numero finito de simples subdominios, os elementos finitos, e usar “con-
ceitos variacionais” para aproximacao da solucao, através da colecao dos elementos fini-
tos |[Becker et al., 1981]. Tais elementos sdo compostos por pontos nodais sobre os quais é
equacionado o sistema de equagcoes algébricas resultante.

Os denominados elementos finitos sao pequenas porcoes do dominio fisico do problema,
onde a variagao das incognitas do problema no interior de tais elementos é aproximada
através da aplicacao das chamadas funcoes de interpolacao. Estabelece-se, entao, uma
sentenga de residuos ponderados, afim de proporcionar uma distribuicao do erro envolvido
em tal aproximacao ao longo de todos os elementos finitos que compoem o dominio fisico
do problema, através do uso de fungoes auxiliares ou de ponderacao, que compoem o nticleo
das integrais.

Tal método foi gerado com o intuito de melhor representar problemas possuindo
dominios fisicos contendo uma geometria intrincada e de forma a simplificar as aplicagoes
das condigoes de contorno associadas, eliminando assim algumas das dificuldades do
método de diferencas finitas.

A implementagao computacional do método de elementos finitos consiste na montagem
de sub-matrizes que computam as propriedades de cada elemento, através de coeficientes
de influéncia, para entao se formar o sistema de equacoes algébricas associado ao dominio
fisico do problema, isto é, ao conjunto de elementos utilizados para a discretizacao. Neste
trabalho o dominio sera discretizado por elementos prismaticos lineares.

Ao invés de buscar uma funcao aproximadora que satisfaga as condi¢oes de contorno
para todo o dominio, no método de elementos finitos as fun¢des admissiveis sao definidas

no dominio de cada elemento finito. Neste caso, o dominio €2 é discretizado por um nimero
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finito de elementos €2, de forma que

0= U 0, (4.22)

e=1

Considere uma funcao ¢ : R™ — R como sendo a solucao exata de um determinado
problema, valida num dominio §2 com condic¢oes de contorno estabelecidas. A idéia geral do
método de elementos finitos é encontrar uma aproximagao ®(x) da solugao exata ¢(x) de
forma particionada em cada elemento €2, do dominio, isto é, a aproximagao de ¢(x) restrita
a cada elemento é nula para qualquer ponto x fora de €).. Logo a funcao aproximadora de
¢(z) é dada por

=) ¢(x) (4.23)
e

Como o valor de ¢ nos vértices da malha que discretiza o dominio €2 é chamado de

valor nodal de ¢, entao pode-se denota-lo por ¢;, onde 7 é o nimero do né correspondente,

¢i = ¢(x) (4.24)

Seja um elemento poligonal com s lados, e considere associado a cada vértice do ele-
mento o valor de ¢ , com ¢; = 1,...,s. A cada elemento pode ser associada uma gama de

fungoes de interpolagao, representada genericamente pela matriz

Via(x) o i L(x)
V(x) = : : (4.25)

(X)L Y(x)
onde r representa o grau de liberdade de cada nd, e s representa a quantidade de nds em
cada elemento. Desta forma, o nimero de graus de liberdade no elemento é dado por r - s,
pois o numero de graus de liberdade associado a um vértice é a quantidade de variaveis

relacionadas com este mesmo vértice, e o numero de graus de liberdade de um elemento é

a soma dos graus de liberdade dos vértices que definem tal elemento.

Assumindo que cada né tenha somente um grau de liberdade, tem-se

() = [P1(x), ..., Ye(x)] (4.26)
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Logo, sendo

6 = [, ..., 047, (4.27)

A aproximagao para ¢ em cada elemento é dada por
¢ (x) = V50 (4.28)

e a fungao aproximadora (4.23) pode ser escrita como
NE NE
=) ¢(x) =) ¢ (4.29)
e=1 e=1

onde NFE é o ntmero total de elementos.

4.3.2 Funcoes de Interpolacao

Apoés discretizar o dominio, é necessario escolher como sao as funcoes de interpolacao que
sao conhecidas como fungoes de forma. Uma escolha tipica é por fungdes polinomiais. A
melhor forma de se obter tais funcoes é através de interpolacao direta no elemento. A
malha utilizada pelo método de elementos finitos possibilita grande variedade de escolha
dos elementos. Estes sao classificados por sua geometria, podendo ser triangulares e re-
tangulares para o caso em duas dimensoes, tetraedrais, hexaedrais e prisméticos para o
caso em trés dimensoes e pelo tipo de interpolagao empregada que varia com a ordem do
polinomio interpolador, como linear, quadratica, bilinear, cibica, etc.

Nesta se¢ao sao apresentadas algumas funcoes de interpolacao para elementos lineares,

triangulares e prismaticos.

Funcgoes de Interpolacao de Lagrange para Elementos Lineares

Aqui sera mostrada uma técnica para gerar fun¢oes de forma polinomiais de qualquer grau
k, que pode ser construida como segue. Primeiramente considera-se um tipico elemento
finito 2., onde considera-se um sistema de coordenadas local £, com a origem no centro
do elemento, com escala no dominio de [—1,1]. Essa escala pode ser conseguida através
de uma simples transformacao linear. Todos os calculos dos elementos sao centrados neste

elemento “mestre”, onde a funcao de forma no elemento mestre é denotada por Qﬂ(f ).
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Para fungoes de forma de grau k, tem-se a forma geral:

foe o (=8 —&) (€= G) (€ = &) - (€ Srr1)
¢z(§) a (5@ - fl)(gz - 52) s (gz - fz—l)(ﬁz - £i+1) cee (fz - §k+1) (4'30)

Note que

~ )1 sei=y
wi@j)—{ 0 iz, (4.31)

o que implica que 1@@(5 ) s@o linearmente independentes.

Assim, para k = 1, tem-se as funcoes de forma lineares com dois nds e estas sao dadas

por: 6 5
ey = S Ly
5 _ -4 1

Funcoes de Interpolagao para Elementos Triangulares

Para elementos deste tipo, considera-se triangulos que tenham os lados retos. O mapea-
mento de um triangulo isésceles (Figura [4.1)) como elemento mestre é linear, facilitando o
mapeamento e a formulacao das matrizes do elemento. Assim, as trés funcoes de forma

lineares para um elemento mestre formado por um triangulo isésceles sao:

~

Ua(€,m) =& (4.35)
Us(€,m) =1 (4.36)

para os nos 1, 2 e 3 respectivamente.

Mesmo sendo possivel a determinagao de fungoes de interpolacao em coordenadas glo-
bais para o triangulo, o uso de coordenadas locais simplifica os cédlculos no momento de
resolucao das integrais do modelo variacional. Considere um sistema de coordenadas locais
no triangulo (Ly, Lo, L3) dado por

A
__17 L2_Z

As
L. = ==
|

L
) 3 A

(4.37)

onde A = A1+ As+ A3 é a area do triangulo e Ay, Ay e A3 s@o as areas mostradas na Figura
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x=x(0,n) n
y=yOf .
(Xys)

2 (%) (£.m)
(xpy)1 R

(1,0)
(0,0)
X 1 2 3

Figura 4.1: Mapeamento linear do triangulo €2, para o elemento mestre Qeo mapeamento

inverso.

[4.2] Observe que qualquer ponto sobre a aresta entre os vértices 1 e 2 tem coordenada
L3 =0, e se o ponto coincide com o vértice 3, entao L3 = 1, uma vez que A3 = A. Assim,
qualquer ponto dentro do triangulo pode ser representada pelas coordenadas (L1, Lo, L),

também chamadas de coordenadas baricéntricas. Note que

Tem-se que a relacao entre o sistema de coordenadas global (z,y) e o sistema de coor-
denadas local (Lq, Lo, L3) é dada por

xr = Lll'l + LQIL‘Q + Lgl‘g, (439)

y = Liy1 + Loys + L3ys (4.40)

As equagoes (4.38)), (4.39) e (4.40) podem ser escritas na forma matricial como

1 1 1 1 L
T = Tr1 T2 I3 L2 (441)
Y Y1 Y2 Ys L

Pode-se inverter (4.41)) e obter
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Figura 4.2: Determinacao de fungoes de interpolagao para um elemento triangular.

Ly 1 (woys — x3y2) (Y2 —y3) (w3 — x2) 1
Ly | = 74 (xsyn — 1Y) (ys —wy1) (21 — x3) x (4.42)
L (Ilyz - Izyl) (y1 - yz) (l’z - $1) Yy

onde a area A é a area do triangulo dada por

Iz
A=S11 29 y (4.43)

1 z3 ys
De (4.42) as seguintes relagoes para as derivadas podem ser obtidas

0L, _ Y2 Ys 0L, x3— 29

Oz 24 ' 9y 24 (4.44)
8L2_Z/3—yl aL2_SL’1—963

or 24 7 9y = 24 (4.45)
0L :y1—y2 OLs3 :$2—$1 (446)

Ox 2A 7 Oy 2A

Um resultado sobre integracao em coordenadas de area para a discretizacao por ele-

mentos triangulares é dado por

m!n!p!
(m+n+p+2)!

/ L7 L2 LEdady = (4.47)
A
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A desmontragao da expressao (4.47) pode ser encontrada em [Davies, 1980].

Seja um elemento triangular com um grau de liberdade em cada né, a aproximagao da

variavel ¢ no elemento é dado por
¢°(z,y) = ap + a1 + azy (4.48)

e fazendo-se uso das coordenadas baricéntricas do triangulo e como fungoes de interpolacao,

isto é,
Y=Ly Lo Lg (4.49)
tem-se que
¢
¢ (. y) = ¢ (2,y)8° = [ Li(z,y) Lo(x,y) Ls(z,y) } ¢ | - (4.50)
¢3

Funcgoes de Interpolacao para Elementos Prismaticos

As funcgoes de forma para um elemento prismatico linear sao mostradas na Figura |4.3|
Note que cada funcao de forma é definida para cada vértice do elemento, numerados na

figura de 1 a 6. As fungoes de forma sao especificadas em termos de coordenadas locais.

E as derivadas sao dadas por:

Ge- 50-0 G- —ju-0 Gre —ja-e-w)
G- 50-0 G2 .
G0 Tho -0 Tro
Ge= 00 Gro —jawo G- ja-g-w)
- 3010 FE- o P e
2o Moo lnrg Tl

8_5 N an 2 oC 2
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1 ‘
UalEn O) = 60— 0)

1 .
3(&,m, ¢) = 577(1 - <)

YaEn Q)= 51 —E=n(1+0
UslEn )= 560 +)

1
Uol€n )= ull+¢)

Figura 4.3: Funcoes de forma para elementos prismaticos lineares.

4.4 Discretizacao Espacial

Até aqui as equagoes de Navier—Stokes foram escritas na sua formulagao variacional, porém
na forma continua. O objetivo desta secao é discretizé-las no espago, de forma a obter
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. As equacoes sao discretizadas apenas no

dominio espacial, permanecendo continuas no dominio do tempo.

4.4.1 Método de Galerkin para as Equacoes de Navier—Stokes

Sejam as equagoes de Navier-Stokes em sua forma adimensional, dadas em (3.20)) e (3.21]).

Considere estas equacgoes desenvolvidas em um sistema cartesiano tridimensional. Sejam
u= (U7U7w)7 g = (g:mgyagz)v W = (wwawyywz) (451)
A equacao (4.20]) torna-se

/Q (Dl(;):)wx . Dl()iv)wy . D(pv)wz> o
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_/ 8wm+ 8wy+ ow dQ—i @8wx+@%+8_w8wz+
Q Pog TP dy b Or Or  Ox Or  Ox Ox
@&um n @(%)y n (‘9_w8w2 L @&uw +@%+8_fw0wz
dy dy Oy Oy Oy dy 0z 0z 0z 0z 0z 0z
%821)1 + @% + @awz + @awz + @% + @awz + 3_[0(911)1
Or dr Oy Ox Oz Ox Ox Oy Oy dy 0z dy  Ox 0z

ow ow,  Ow dw, 1
dy 0= 02 02 )}dﬁ T

p(gws + gywy + g,w,)dY =0 (4.52)
Q

Pela formulacao variacional do problema ¢é necessario determinar solugoes u =
(u,v,w) € Vyr e p € P de modo que (4.52)) seja verdadeira para todo w = (w,, w,,w,) €
Vo.

No entanto, sendo satisfeitas as expressoes

D(pu) 8wx 1 / ouodw, Oudw, Ouldw,
Q— dQ) — — — s
q Dt We Ly Re Or Ox + oy Oy + 0z 0z
ou 8wx ov ow, Ow dw, B
9c 0r 05 0y | oz 02 +)]d9—0 (4.53)
ow, ov Ow ov Jw ov Jw
dQ o Y s Y -y
/ / [(8:5 8:r+8y 8y+8z 0z +
ouodw, Ovow, Owow,
/A Wi T et 0= 4.54
8y8x+8y8y+8y82+)]d 0 (4:54)
D(pw) / ow, 1 ow ow, Ovow, Ovow,
Q— Q- — — — —
/Q Dt W 8zd Re 8w8x+8y8y+8282+
ouodw, Ovow, OJwow,
v i e 0O = 4.
8z8x+828y+8282 )]d 0 (4.55)

para quaisquer w, € Vy, w, € Vg e w, € V, respectivamente, entdo (4.52)) é satisfeita.
Assim pode-se trabalhar com as equagoes nas direcoes x, y e na direcao z separadamente,

sem que haja alguma perda de generalidade.

Para a equacao (4.21)), tem-se

ou OJv Ow
/ <(9_a: + a— + 5) qdQ =0 (4.56)

Considere NV o nimero de pontos de velocidade, N P o nimero de pontos de pressao e
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NE o ntmero de elementos finitos na malha de elementos finitos que discretiza o dominio

Q. O método de Galerkin consiste em fazer as seguintes substituicoes em (|4.52))

t) ~ > n(x)un(t) (4.57)

t)~ > b (x)va(t) (4.58)
)~ (x)w,(t) (4.59)

)~ Px)p(t) (4.60)

que sao aproximagoes semi-continuas, isto é, continuas no tempo (t) e discretas no espago
(). Aqui, ¢, (z) representam as fungoes de interpolagao utilizadas para a velocidade e

P,(x) as fungoes de interpolagao para a pressao. Considere ainda:

an ) o (4.61)

an X) gyt (4.62)

an X)gz.n(t (4.63)

como sendo as aproximacoes para os termos de gravidade, e

t) ~ Z p°(t) (4.64)
t)~ > pf(t) (4.65)

como sendo as aproximacoes para as propriedades do fluido.
A equacao de balanco da quantidade de movimento é normalmente avaliada em todos

os nos livres de velocidade, e portanto as fungoes peso w,, w, e w, sao substituidas por
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fungdes de interpolagao ¥, = ¥, (x), m = 1,..., NV. Aplicando este procedimento para
as diregoes x,y e z, e restringindo-se as fungoes de interpolagao nodais a cada elemento e,

na direcao z, tem-se:

> Z e [ 3 G

el]Ge EzkEe

Z/ Z <8¢e 81/16 i+ Ovr Ov] + OV OV + o 3¢§uj+

dr 9z 0 By ay 7 92 9z 7 0x ox

61]66

Lo O g O o
8y 8mv+8z 3x ) FTZZ/ prng]am—() (4.66)

elj€€

Na direcao v,

Z/ Zp waedQ Z/ Zawlpk rd

61]66 ?zkEe

0¢f33¢ﬁ adfzadﬁ adfiaﬁﬁ 5ﬁiza¢f
Z/Z (ax&v +8y oy 7 +8z 0z +6x 8yu+

5%]68

LOUF U vy 0Y )
52 5 Lo; + al/; o ) FTQZ/ > U gy A =0 (4.67)

51]66

Na direcao z,

Z/ > o Dt”wwcm Z/ Zad’lpk kA

el]Ee ezkee

Z / S u (We 05 +0¢f 0 L oW 0 Lo 3¢§uj n

or 0x 7 By oy U0z 92 0 r 02

51]66

L0 oe g O o
8y 8ZU+82 oz " ) FT2Z/ prwgmdﬁ—o (4.68)

ezjee

A equagao da continuidade (4.56)), é avaliada nos nés livres de pressao, e portanto,
a fungdo peso ¢ é aproximada pelas fungoes de interpolagao associadas & pressao P,.(x),

resultando

Z / e Z (8% 8@2" U, + %wn> PdQ=0 (4.69)
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parar =1,..., NP. Restringindo as funcoes de interpolacao a cada elemento e, vem
oy; o5 OYj e
Z/Qez<muj+ oy T azwj)Pde:O (4.70)
e j,kee

As equacoes (4.66)), (4.67) e (4.68) podem ser representadas na forma de um sistema

de equagoes diferenciais ordindrias

Du 1 1
P,xﬁ - E ((2ch + Kyy + Kzz)u + Kmyv + KIZW) - Gfﬂp - WMP@gm =0
Dv 1 1
"Dt Re (Kyou + (Koo + 2Ky + Koo )v + Kyow) — Gyp — ﬁMﬂvygy =0
Dw 1 1
p,z?t - § (szu + szv + (Koc:c + Kyy + 2Kzz)w+) - Gzp - F_TQM/%ZgZ =0
D,u+Dy,v+D.w=0 (4.71)
onde u = [uy,...,ung]", v = [vr,...,onv], W = [wi,...,uno]” P = [p1,-- - 00T,
g = lot,. .95, gy = g1, 9% 8 = [97, ..., gkv]" sdo os vetores dos valores

nodais para as variaveis de velocidade e pressao, e as forcas de gravidade. As matrizes

deste sistema de EDQ’s sao dadas por

M, = As(mf), M, =A,(mj), M, =A.(mj),
K..=A.(k;,), K.,=A(k;) K
K,.=Ak;,), K,,=A/k;) K,.=
K..=A.(k$,) K.,=A./(k;) K
G, = A:(g7), Gy=Ay(g)), G.=A.(g),
D, = A,(d7), D,=Ay(dy), D.=A.(d),

3 € € € € € € € € € (& € € € € € €
tal que as submatrizes m¢, k7, kg, ki, ki koo koo kDo kS kS gl g, gr, df, dy, df

que sao matrizes definidas localmente para cada elemento, sao dadas por

e, = /Q PP (4.72)

e e ((OY5 0Y;
K, = / n ( e ax)dQ (4.73)
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=

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

O operador A que aparece acima é um operador que monta as submatrizes de elemento

nas matrizes do sistema de EDOs (4.71]), respeitando a correspondéncia entre os indices

globais e locais dados nas equagoes (4.66]), (4.67) e (4.68)) .

As dimensoes das matrizes que aparecem no sistema (4.71]) sao NV x NP para G, G,
e G,, NP x NV para D,, D, e D, e NV x NV para todas as outras. A partir de (4.71])
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é possivel escrever o sistema de EDOs de forma mais compacta, acoplando as velocidades

nas diregoes x, y, e z 0 que resulta

Du 1 1
M,—— —Ku—-Gp— —M,g=0
‘Dt~ Re P T e
Du=0 (4.88)
onde agora as varidveis sao definidas como u = [uy, ..., unv, V1, ..., UNV, WL, -, WYL,
g=197,- g% 0y G 9 g% e p=[p1,...,pnp)T, e as matrizes dadas por
M,, O 0
M, = o M, O
0 0 M,.
# 13NV x3NV
Kac:c Kmy sz
K=| K, K, K, (4.89)
Kza: sz Kzz
3NVX3NV
G,
G = G-y D - D:c Dy DZ
NPx3NV
G.
3NV NP

4.4.2 Calculo das Matrizes nos Elementos

Uma vez definidas as fungoes de interpolacao, as matrizes definidas nas equagoes a
podem ser calculadas para se obter os coeficientes das matrizes nos elementos, que
contribuem na montagem da matriz global do sistema. Esta matriz global necessita do
calculo das matrizes individuais de cada elemento. Este calculo é facilitado mapeando-
se os elementos do dominio real em um elemento de referéncia denominado de elemento
mestre Q. Este mapeamento é feito em fungao das coordenadas globais dos nés do elemento
e das funcgoes de interpolacao definidas em coordenadas locais no elemento. Pode-se dizer
entao que existe uma “transformacao inversa”, tal que pode-se escrever cada elemento
Q. de coordenadas (z,y, z) para um elemento que o represente em coordenadas (£, 7, ().
Assim, pode-se introduzir um mapeamento T, de O para €., definido pela mudanca de

coordenadas
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r = x(£1,()
T.: 5y = y(&n,0Q) (4.90)
z = z(&n, ()

O elemento {2, pode ser visto como uma imagem de Q sob o mapeamento 7, definido
por . Desta forma, a geragao de uma malha completa de elementos finitos contendo £
elementos é vista como uma sequéncia de transformagoes {71, T3, ..., Tr} da forma ,
na qual cada elemento €2, é a imagem do elemento mestre Q fixado sob um mapeamento
de coordenadas T,. Este processo é ilustrado simbolicamente na Figura [4.4]

Supondo que as fungoes x, y e z sao continuas e diferencidveis com respeito a &, n e (,
entao as infinitésimas d¢, dn e d¢ transformam-se em dx, dy e dz de acordo com

oz ox
dr = €+—dn+

o e
d d + d
Y= 5 3 ac e
0z 82
dz 6§d§+_dn+8CC
as quais podem ser escritas na forma matricial
o0& on 0
dx 8§ 877 8< d§
_ | %Y 9 9
dy | = 9 Tn oc dn (4.91)
dz d¢
0: oy 0z
L 9§ On OC |

A matriz quadrada de derivadas parciais mostrada em ¢ chamada de matriz Jaco-
biana da transformacao indicada em (4.90) ¢ é denotada por J. Se, num ponto (£,7,¢) € Q,
¢é possivel resolver o sistema para d§, dn e d( em termos de dx, dy e dz, entao um
mapeamento inverso 7.! das coordenadas (z,y, z) para as coordenadas (£,7,() pode ser
construido neste ponto. A transformacao de coordenadas é dada através do operador Ja-
cobiano. Com ele é possivel rotacionar e transladar o elemento para sua nova base (£, 7, ()
reduzindo ou aumentando seu volume original. Uma condicao necessaria e suficiente para

o sistema (4.91)) ser inversivel é que o determinante J da matriz Jacobiana seja diferente
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de zero em (¢,n,() € Q.

(&Nn,2)
5 gL

g (1,-1,-1)

Figura 4.4: Elemento mestre cubo Q.

A fungao |J| é chamada de Jacobiana da transformagao (4.90)) e é dada por

3] = det g = 2202 Ordylz  O0xOylz 0z0y0x 0z0ydr 0z0y0x

9 Ond¢ ~ InoCog  9CIE Oy  IEInIC  OndCoE  ICIE In
Entao, sempre que |J| # 0, pode-se escrever

d& dx

d¢ dz
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0y0: 0:0y  9s0: 0:00 0wy Oyos |
ono¢  dnoC ono¢  dnd¢ ono¢ 0ndC p
T
1 dy 0z 0z 0y Ox 0z 0z0x Ox 0y Oyox
= |~ o o d 4.92
3 | “ococ Togoc  veac “ogoc  ogac Tagac ||| 4
0y0: 0:0y  000: 0:05  0xdy 0yo
0&dn 0§ 0n o0& dn 0§ 0n o0& dn  0&on
e
§ = &(z,y,2)
T 7' = nzy2) (4.93)
¢ = ((2,9,2)

definem o mapeamento do elemento €2, de volta para o elemento mestre Q. Note que da

mesma forma que em (4.91)),

[ 0L 08 08
Jdr 0Oy 0z
d¢ o0 Bn 8 dx
_ | 9 9n 9
dn | = 9r Oy 0z dy (4.94)
d¢ dz
9¢ 9¢ 9¢
| Oz Oy 0z |

Igualando os termos de (4.94) e (4.92)), tem-se

o 1 (ay(?z 0z8y>

ox |3 \9nd¢  ano¢

o€ 1 ( Ox 0z (32&%)

oy~ [\ agac T agac
06 _ 1 (0rdy dyor
82_|J\ onod¢  dndC
on _ 1 ( dydz 920y
or  |J| agac 9E A
o _ 1(@%_@@)
dy I \oEAC  aedC

9z |J]

on 1 ox 8y @y ox
( JEDC " DEaC )
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o¢ 1 (83/82 8z8y>

oz |[J) \ocon ocay

oL (e 0oy

dy I\ 9&an o9Ean)’

¢ 1 [(0x0y Oyox

A R [ A At 4,
0: =1 <3§3n 35377)’ (4.95)

Estas relagoes sao cruciais nos calculos de transformacao em €2 para os cdlculos corres-

pondentes em cada elemento.

Existem varias maneiras de construir mapeamentos 7. que satisfagcam os critérios des-
critos até entao. Uma maneira de se construir o mapeamento é a utilizagao de fungoes
interpoladoras. Suponha que as fungoes de forma 1); estao definidas em um elemento mes-
tre (). Estas funcoes de forma podem ser usadas para construir uma aproximacao g de

qualquer funcao g = g(&,n, () por interpolacao de g nos pontos nodais,

M
GEn.C) =Y gi(&n.C) (4.96)

j=1

onde g; = ¢(&;,1;,¢;), e (&,1m;,(;) como sendo as coordenadas do né j, e a notagao v,
enfatiza que as fungoes de forma pertencem ao elemento mestre, e M é o niimero de nos

definidos no elemento mestre.

Considerando (4.96) e (4.90)), nota-se que as varidveis de coordenadas z, y e z podem
ser vistas como funcoes lineares em €2,. Portanto as fungoes de forma podem ser utilizadas

para construir o mapeamento 7,

M

v= (61,0 (4.97)
j=1
M o~

y= yt(5m.0) (4.98)
j=1
M o~

Z = Z ijj (57 n, C) (499)
j=1

onde z;, y; e z; sao as coordenadas z,y, z do ponto local nodal no elemento (2.
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Transformacoes das Funcgoes de Forma

Considere g uma fungao escalar de (z,vy, z) definida sobre um elemento .. Pode-se con-

verter g para uma fungao g de (&, 7, () definida em Q fazendo

g(z,y,2) = g(@(§,n,¢),y(&,n,¢),2(§,m,¢) = 9(&,n,¢) (4.100)

onde z(&,1,(), y(&,n,C) e z(¢,7n,C) sao dados por (4.97)), (4.98) e (4.99). Similarmente, se

9(&,m, €) é dado sobre Q, entdo através da transformacio de (&,n,¢) em (x,y, 2),

9(&m,¢) = 9(&(x,y, 2),m(x,y,2),((x,y,2)) = g(x,y,2) (4.101)

Portanto, o elemento da fungao de forma ¢§ = ¢j(m, y, z) para €, sao simplesmente obtidas
de ¢;(&, n, () por

~

¢;($, y’ Z) = w] (5('1‘7 y’ Z)? /r](x’ y7 Z)? g(aj7 y? Z))’ ] = ]" 27 AR M (4'102)
As derivadas de 97 sao obtidas pela regra da cadeia

oYs _OY; 08 OY;0n  OY; OC
o VA = B ae T an on T ¢ ox

e L0006 00y 0y OC
)= G0 G K 410
D5 DO D0y 00,0
8z Y 96 92 oy 02 OC 02
De acordo com as equagoes (4.97)), (4.98) e (4.99),
0r _ N~ 0U(En Q) Oz N~ OUk(En Q) Oz _x~ OUk(&n, Q)
8_5_;“8—57 a—n—;xka—n, a—C—;%a—g
W~ €O = O&n Q) Oy s~ (&m0
%y _ OvklS M, 6) oY OvrS,M6) Oy GO TS) 4104
¢ ;yk ¢ ' By ;yk an A ;yk aC ( )
R SN (SUN S R LN (SUN S R A (/NS
a—s—;zka—fy a—n—;zka—na gg_;z’“a—g



46 Capitulo 4 — Discretizacao das Equacoes Governantes

Portanto, usando (4.95)) e (4.104)), as equagoes (4.103)) se tornam

o, 1 0, (< = - awk Oy,
s~ e o (S R )
a%( o~ 0N, O N~ Oy %)
kz o¢ Z *75¢ ; 0 = k"o

M

M M
5% (Z @/é 3 k% _Z 6‘% k%’f)} (4.105)
k k=1

9, _ 1 o [~ O
oy V)= \(&m()!{(%( 2%,

k=1 k=1 n k=1 k=1
) = e {aai (i%iy% - fﬂ%i%) *
8% (;ﬁ aikil K i kaa—l/;’“le :ck%—f)’“>} (4.107)

onde |J(§,1)| é a Jacobiana da transformacao 7. Note que as derivadas parciais de 1§
com respeito a z, y e z sao completamente determinadas por célculos definidos somente

sobre o elemento mestre €.

4.4.3 Integracao Numérica

Apés definidas as matrizes dos elementos, deve-se fazer o caculo das integrais.

Integrais de funcoes sobre cada elemento {2, podem ser calculadas usando calculos
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definidos somente sobre o elemento mestre {2 pela relacao

/ o(2,,7) de dy dz = / G m ONI(E, 0. O)| de dy dc (4.108)

e Q

Portanto, as integrais das fungoes sobre cada elemento €. podem ser obtidas usando

céleulos sobre ) através desta simples relacao.

Em célculos reais, as formulas numéricas de quadratura sao geralmente usadas para
resolver todas as integrais. O método analitico de solucao fornece valores exatos para
as integrais, porém dependendo do tipo de elemento escolhido, suas fungoes de forma
apresentam graus elevados e de dificil manipulacao. Dependendo da quantidade de pontos
de quadratura a integracao numérica é exata e equivalente ao método analitico. Suas
grandes vantagens se encontram na implementacao do cédigo, relativamente simples, e na

facilidade de troca de elementos, pois a estrutura do cédigo se mantém inalterada.

Em geral, qualquer formula de quadratura Gaussiana ou outra é definida especificando
as coordenadas (&, m;,(;) de um nimero N; de pontos de integracao no dominio sobre o
qual a integral serd resolvida, assim como um conjunto de N; nimeros w; chamados pesos
de quadratura (I = 1,2,...,N;). Portanto, se @({,n,() = 9(&,n,Q)|JI(En, )| precisa ser

integrado sobre (2, usa-se a férmula

N
/Q g(x,y,2) de dy dz = /Q G(&n,Q) dE dndC = G(&m Q) w+E  (4.109)

=1

onde E é o erro da quadratura.

Integracao Unidimensional
Para o caso unidimensional, tem-se
1
e = [ cioa (4110)
O ~1

que pode ser aproximada por

/QG(S) d¢ = /_1 G(€) dE ~ ZG(&-,) w; (4.111)
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onde N ¢é o numero total de pontos de integragao, & sao os pontos de integragao e w; os

respectivos pesos. A Tabela mostra os pontos de integragao e os pesos para uma reta.

Numero de pontos  Pontos de quadratura (&;) Pesos (w;)
1 0. 000000000000000 2. .0000000000000000
2 &1,& = 0. 577350269189626 1. 000000000000000
3 &1,& = 0. 774596669241483 0. 5555555555555555

& = 0. 000000000000000 0. 888888888888889

4 &1, = 0. 861136311594053 0. 34785485147454
&9,&3 = 0. 339981043584856 0. 65145154862546

Tabela 4.1: Coeficientes abscissa e peso da formula de quadratura gaussiana para uma
reta.

Integracao de Elementos Bidimensionais

Para casos bidimensionais em regioes retangulares, tem-se

R dsdnzflflc;(s,n) dfdnz/ll

Z 6”?7] ’] ZZG fzanj W; Wy (4.112)
=1

7j=1 =1

Z (fza) z] n=

=1

ij

As integrais envolvidas para elementos triangulares podem ser definidas em termos de

coordenada de area
[G(Ll,LQ, L) dLy dLs, (Ly=1— Ly — L3) (4.113)
Q
que pode ser aproximada por

/G(Ll,Lz,Lg ) dLy dLs ~ Zwl LY L9 (4.114)
Q

A Tabela mostra alguns pontos de quadratura e pesos para elementos triangulares.
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Ordem Coordenadas triangulares (L1, Lo, L3) Pesos (w;)
linear %, %, % 1
" 11 1
quadratico (1) 5,550 3
0.1 1 1
1253 3
11 1
2:0:3 3
" 11 4 1
quadratlco (2) 6°6°6 3
211 1
37676 3
121 1
67376 3
ctibico %’ %’ % _%
0.6, 0.2, 0.2 2
25
0.2, 0.6, 0.2 %
0.2, 0.2, 0.6 25

Tabela 4.2: Coordenadas e pesos da férmula de quadratura gaussiana para elementos
triangulares.

Integracao para Elementos Prismaticos

Para integracao em regioes prismaticas, onde o dominio do elemento mestre esta definido

em ¢ € [0,1],n7 €10,1] e ¢ € [—1, 1], pode-se resolver a integral da seguinte forma

1 1 1 N N N
Jeenoaama= [ [ [ aenodia=333 wiw ucin.q

i=1 j=1 k=1
(4.115)

onde N é o nimero de pontos de integracao em cada diregao.

Neste trabalho foram utilizados elementos prismaticos lineares. Para tanto, os pontos
de quadratura e os pesos para elementos prismaticos lineares sao obtidos a partir da com-
binagao dos pontos e pesos de um elemento triangular quadratico com os de um elemento
linear de ordem n = 2. Os pontos de quadratura sao entao reunidos e os pesos correspon-
dentes sao multiplicados. A Tabela mostra os pontos de quadratura e os respectivos

pesos utilizados na integragao de um elemento prismatico linear.
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né & (n;) (Ck) Pesos (wij k)
1 0.166666666667 0.166666666667 —0.577350269190 %
2 0.166666666667 0.666666666667 —0.577350269190 %
3 0.666666666667 0.166666666667 —0.577350269190 %
4 0.166666666667 0.166666666667  0.577350269190 %
5 0.166666666667 0.666666666667  0.577350269190 %
6 0.666666666667 0.166666666667  0.577350269190 %
Tabela 4.3: Pontos de quadratura e pesos utilizados na integracao para elementos

prismaticos lineares.

4.5 Discretizacao Temporal Pelo Método Semi-

Lagrangeano

Depois de discretizar no espaco as equagoes de Navier-Stokes utilizando o método de Ga-
lerkin, obteve-se um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, cu-
jas derivadas podem ser discretizadas no tempo. O objetivo desta secao é apresentar a
formulagao semi-lagrangeana para a discretizagao temporal dos termos convectivos das

equacoes.

O método semi-lagrangeano tem se mostrado consistente para as equagoes de Navier—

Stokes. A derivada material de um escalar u é dada no espago tridimensional por

Du ou ou ou ou

Dt o + o7 y + B (4.116)

A idéia basica do método semi-lagrangeano é acompanhar uma particula de fluido
durante sua trajetéria ao longo da malha sobre o escoamento. A utilizacao do método é
explicita, onde é necessaria a informacao dos valores da velocidade no tempo atual. Assim,
o método aproxima estes valores referentes ao tempo anterior na trajetéria. Basicamente

a formulacao semi-lagrangeana é dada por
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Du uptt — .
—(p) = —F 4.117
Dy = (@117
e
p* =p— Atu, (4.118)

onde p é um ponto qualquer na malha e p* define o ponto p no tempo anterior. O calculo
de u no ponto p* é feito por uma interpolacao linear entre os pontos vizinhos. Esta
interpolacao é dependente de onde o ponto p* estiver localizado dentro do dominio como:

sobre uma aresta, sobre um vértice, no interior de um elemento ou também fora do dominio.

4.6 Meétodo de Desacoplamento Baseado em Decom-

posicao LU

Apés a discretizagao espacial e temporal das equacoes o resultado final é um sistema de
equacoes diferenciais. Para a resolucao desse sistema existem varios métodos, mas pelo fato
de apresentarem grande niimero de equagoes ¢ importante escolher técnicas que diminuem
os custos computacionais. Por esta razao, a escolha por um método desacoplado para a
resolucao do sistema tornou-se mais vantajosa.

O método utilizado para desacoplar as propriedades de velocidade e pressao é obtido
através de uma fatoracao em blocos do sistema linear resultante, onde o desacoplamento é
feito apds a discretizacao espacial das equagoes. Mais detalhes podem ser encontrados em
[Sousa, 2005].

Sejam as equacoes de Navier—Stokes discretizadas espacialmente pelo método de ele-
mentos finitos. Tais equagoes, discretizadas no tempo por um esquema semi-implicito, sao

dadas por

u*t —un 1 1
Mp|——* ) - —Ku""' —Gp"''— —M,g =0 4.119
P ( At ) Re " P 28 ( )

Du"*!' =0 (4.120)

Reescrevendo a equacao (4.119) tem-se

At 1
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que juntamente com (4.120]) formam um sistema de equacoes que pode ser representado

u"t! r" bc,
SHEbE] e

onde agora o sistema ¢é escrito apenas para as incognitas do problema, ou seja,

n+l _ [, ntl n+l  n+l n+l  n+l n+11T p+1 _ [on+l n+1]7T
u _[ul s W UYL U, WY ,...,wNw] D —[pl ,...,pr] , onde

da seguinte forma

B —-AtG
D 0

Nu, Nv, Nw e Np s@o o nimero de incognitas (nds livres) para a velocidade na diregao x,
velocidade na direcao y, velocidade na direcao z e pressao respectivamente. A matriz B é

dada por
At

B=M,—- —K 4.123

p Re ( )
e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n, mais as condigoes de
contorno que sao as contribuigoes dos valores conhecidos de velocidade e pressao no lado
direito do sistema

"=—A L M M,u” 4

O método de desacoplamento consiste em decompor a matriz (4.122)) através de uma
fatoragao por blocos. Sao apresentadas em Lee [Lee et al., 2001] algumas formas de se
fatorar exatamente esta matriz, onde cada forma da origem a uma familia de métodos

diferentes. Utilizando uma fatoragao canonica LU por blocos, obtém-se o seguinte sistema

EIRERE

O sistema dado em (4.125)), se resolvido, d& origem a um método conhecido como

B 0

D AtDB!'G 0 I

[ I —AB'G

método de Uzawa [Chang et al., 2002]. No entanto, este método possui solucao cara com-
putacionalmente, pelo fato de inverter a matriz B a cada iteragao. Métodos praticos para
a solugao de (4.125) aproximam a inversa de B pelas matrizes B; e By de modo que o

sistema pode ser escrito como
B 0 u"t! r" bcy
= + (4.126)
p"tt 0 bcs

D AtDB;G

I —AtB.G
0 I
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Por Chang [Chang et al., 2002], podem ser feitas diferentes aproximacoes para as matrizes
B, e By de maneira a controlar o erro feito na separacao das equacoes. Se B; = Bs, entao
a equagao da continuidade (4.120) é satisfeita, e todo erro das aproximagoes aparece na
equacao de conservacao de quantidade de movimento. Para escoamentos incompressiveis
é importante que a equagao da continuidade seja satisfeita, para que haja conservagao de
massa no problema.

Pode-se fazer uma aproximacao da inversa B~! considerando B; = By = M;!

P
[Chang et al., 2002], e assim, o sistema (4.126)) fica

Bu =r" + bc, (4.127)
AtDM'Gp"*' = —Du + bc, (4.128)
u"tt =u+ AtM ' Gp™ ! (4.129)

Um procedimento para a solucao das equagoes é dado na seguinte ordem:

e Passo 1: Calcula-se u de (4.127));

e Passo 2: Calcula-se p"*! de (4.128);

e Passo 3: Encontra-se a velocidade final u"™! usando (4.129));

4.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram apresentadas as equagoes de Navier—Stokes escritas em sua formulagao
variacional. Uma breve discussao sobre o método de elementos finitos foi feita. O método
de Galerkin foi apresentado para discretizar as equagoes de Navier—Stokes no espago e o
método semi-lagrangeano para discretizar os termos convectivos.

As matrizes utilizadas na solucao das equagoes foram definidas para cada elemento,
assim como a estratégia para o calculo das integrais.

Foi apresentado o método utilizado para a resolucao do sistema linear resultante pos-
sibilitando o desacoplamento das velocidades e pressao.

No préximo capitulo sera apresentado o simulador GesarSim 3D e alguns detalhes da

implementacgao das equacoes.
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Capitulo

5

O Simulador GesarSim 3D

Neste capitulo sao apresentadas as estratégias utilizadas no desenvolvimento do simulador
GesarSim 3D, responsavel pela resolucao das equagoes de Navier—Stokes para dominios

tridimensionais de escoamento de fluido.

5.1 Introducao

A discretizagao por elementos finitos, quando aplicada as equagoes de Navier—Stokes, re-
sulta em um sistema acoplado de equacoes nao-lineares. O termo convectivo apresenta
produto de incognitas, caracterizando a nao-linearidade do problema gerando operado-
res nao simétricos de dificil solucao tornando-se desta forma a escolha dos algoritmos de
solugao um assunto de suma importancia, especialmente com respeito as propriedades de
convergencia. A busca por um método de solugao ideal, pode muitas vezes ser uma tarefa
dificil, dada a existéncia de diversas técnicas e suas variantes. No entanto, para a solucao
desse sistema optou-se por um método baseado em decomposicao LU, o que possibilitou o

desacoplamento de velocidade e pressao.

A existéncia de um moédulo GesarSim 2D ja consolidado auxiliou no célculo da pressao
no simulador GesarSim 3D, onde, através de uma aproximacao hidrostatica, a pressao foi

atribuida a niveis inferiores no dominio.

95
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5.2 Visao Geral do Sistema

O sistema tem como objetivo a simulacao numérica de escoamentos de fluidos newtonianos
tridimensionais utilizando malhas estruturas e nao estruturadas. Os usudrios necessitam
de resultados numéricos para, por exemplo, simular a injecao de moldes com geometria
complexa. Estes resultados sdo as propriedades (velocidades, pressao) do fluido simulado,
que podem ser visualizadas no final da simulacao.

O sistema de simulacao para malhas estruturadas e nao estruturadas é um sistema
computacional para modelagem, simulacao e visualizacao de escoamentos de fluidos que
possibilita a analise e a observagao do comportamento dinamico de fluidos incompressiveis.

Desta forma, esse sistema divide-se em trés modulos:

e Gerador de Malha: este médulo é responsavel pela geracao da malha a ser utilizada

na solucao numérica das equacoes;

e Simulador: este médulo é responsavel pela implementacao das equagoes que regem
o escoamento. Este modulo ¢ dividido em:
— Hidrodinamico: responsavel pela resolucao das equacoes governantes;
— Thermo: responsavel pela resolucao da equacao da temperatura;
— Espécies: responsavel pela resolucao das equagoes de concentracoes de espécies

constituintes;

e Visualizador: este médulo é responsavel pela visualizacao dos resultados obtidos

pelo simulador.

Este trabalho foca o desenvolvimento do moédulo Simulador Hidrodinamico, especi-
ficamente para escoamentos de fluidos em dominios tridimensionais, fazendo uso de uma
aproximacao hidrostatica para o cdlculo da pressao. A seguir, serd descrito como o dominio

do problema é répresentado.

5.3 Representacao do Dominio

O dominio tridimensional, composto por prismas lineares, foi representado utilizando-se

uma estrutura de dados bidimensional chamada Opposite Face (OF), que representa a
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superficie do dominio. As multiplas camadas triangulares foram representadas pelo espe-
lhamento geométrico da superficie em cada nivel criado, formando desta maneira prismas
lineares. Este espelhamento pode ser realizado pois tanto a base quanto o topo dos prisma
utilizados sao paralelos, onde o fator tridimensional foi conseguido através da definicao
de um vetor “profundidade”, onde o niimero de posicoes determina quantas camadas de
prismas constituem o dominio. Assim, quanto mais camadas de prismas existirem, maior
sera a divisao do volume em prismas, uma vez fixada a altura do dominio.

A Figural5.1]ilustra uma parte do dominio, e define a notagao aqui definida sobre niveis
e camadas. Na figura, os niveis representam as posicoes no vetor de profundidade, e cada
dois niveis consecutivos formam uma camada de prismas, como pode ser observado. Note
que cada camada pode ter uma altura diferente das outras, onde esta informacao depende

do valor prescrito no vetor de profundidade, referenciado aqui por “deep”.

— Nivel 0

Camada de Prisma 1

i

Nivel 1

— Nivel 2

Camada de Prisma m

s e

Nivel n

Figura 5.1: Esquema de representacao do dominio.

Uma vez que a estrutura OF manterd informacoes da malha na superficie do dominio
tridimensional, foi feito um controle da identificacao dos vértices nos varios niveis exis-
tentes. Um esquema para geragao de identificadores (ids) para niveis inferiores é fazer
com que os vértices inferiores sejam multiplos do nimero de vértices da superficie. Por

exemplo, se tivermos uma malha superficial contendo dez vértices (ids de 0 a 9), os vértices
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inferiores sao calculados da forma

onde id; é o novo id do vértice i, idy € o id do vértice que possui as mesmas coordenadas
x,y de id; mas estd na superficie do dominio e contido na malha, e nivel; é o nivel do
vértice ¢ dentre as varias camadas.

E importante ressaltar que na superficie do dominio (tampa) sdo utilizados elementos
do tipo “mini-elemento”, pois oferecem uma maior estabilidade nos calculos de velocidade,
uma vez que este tipo de elemento é linear para a velocidade e pressao, e possui um grau
de liberdade a mais no centréide do triangulo.

Este esquema de geragao automatica de identificadores é essencial para a associagao de
cada vértice do dominio nas matrizes globais definidas no processo de resolucao numérica.

Um dos casos de simulacao abordados neste trabalho envolve a inclusao de escadas em
um canal retilinio. A representacao das escadas no dominio foi feita tomando-se base um
vetor de profundidades adicional. Este vetor associa, para cada elemento da superficie do
dominio, a profundidade naquela dire¢ao ao fundo. Deste modo, dado um vértice qualquer
é possivel determinar se este localiza-se acima daquela profundidade (dentro do dominio),
exatamente naquela profundidade (na escada / fundo do canal) ou embaixo da escada
(vértice excluido do dominio).

Elementos formados por vértices excluidos do dominio também sao excluidos, e suas
contribuigoes locais nas matrizes globais do sistema sao nulas, ou seja, para cada linha e
coluna com indice referente a um vértice excluido, atribuem-se valores nulos as linhas e

colunas da matriz global referentes aquele indice, e valor um a diagonal.

5.4 Método Utilizado no Simulador GesarSim 3D

O método numérico utilizado para simular escoamentos incompressiveis em malhas estru-
turadas e nao estruturadas formadas por elementos prisméticos é baseado no método da
decomposi¢ao LU, na formulagao semi-lagrangeana para os termos convectivos e no método
de elementos finitos.

Sejam as equagoes de conservagao e continuidade dadas em sua forma adimensional

V-u=0 (5.1)
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D(pu) 1 T 1
i = VPt Vo u(Vut Val)] 4 e, (5.2)

Substituindo o termo da derivada material pela formulacao semi-lagrangeana dada por

D(pu) up*t —uy,
Dt At (5.3)

A equacao diferencial (5.2) e (b.1)), discretizada no tempo por um esquema semi-

implicito fica

u"tt —u? 1 1
Mp|—— ) - —Ku""' —Gp"'' — —M,g =0 5.4
P ( At ) Re O P Fr? o8 (54)

Du"™ =0 (5.5)

Adiciona-se a hipdtese de que o campo gravitacional nao influencia o escoamento, po-
dendo desta forma ser desprezado.

Utilizando um método baseado em decomposicao LU para desacoplar as componentes
de velocidade e pressao, podemos representar por um sistema da seguinte forma

B 0 I —AtM'G u"t! r" bc,
P = + (5.6)
D AtDM;lG 0 I p"tt 0 bcs
onde: A
B=M,—- —K
" Re
r" = M,uy
e as matrizes sao definidas como:
M, O 0
M, = 0 , 0
0 0 M,
2I<xx + Kyy + Kzz ny sz
K= Ky« Kix + 2K,y + K, Ky,

sz sz Kxx + Kyy + 2I<zz
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Assim, primeiro calcula-se

Bu =1r" + b (5.7)

obtendo-se o valor de u. O préximo passo é calcular a pressao e assim encontrar os valores
finais das velocidades. No entanto, com o intuito de reduzir custos computacionais como
tempo de processamento e uso de memoria, a técnica de aproximacao hidrostatica foi
utilizada para atualizar os valores do gradiente de pressao.

O calculo da pressao resultante foi calculado utilizando-se como parametro de entrada
para o simulador 2D a média vertical de u e v calculado em , através da seguinte

integracao

u

1 n
ﬁ/_h aSD('TvyaZat)dZ (58)

= 1 [7_
v _/ U3D(x7yazat>dz (59)
"/,
Seja (z,y) € Q C R? definido como sendo os pontos no plano horizontal z = 0 represen-
tando a superficie de referéncia e seja z € [—h, 7| o ponto na diregao vertical onde h(z,y)
representa a profundidade e n(z,y,t) a elevagao da superficie, ambas medidas a partir da

superficie de referéncia como pode ser visto na Figura [5.2]

H=h+n

N

Superficie de Referéncia

Figura 5.2: Profundidade (h), elevagao (n) e superficie de referéncia

O dominio de interesse é a camada de largura H = h + n confinada entre a superficie
livre, descrita pela fungao z = n(x,y,t) e o fundo, dado pela fungdo z = —h(z,y). Nas
simulacoes utilizou-se n = 0.

O resultados obtidos pelas equacoes e sao passados para o simulador Gesar-
Sim 2D que retorna as correcoes das velocidades 3D utilizando-se o gradiente da pressao
calculado. A pressao calculada em 2D é entao propagada para os niveis inferiores da malha.

Assim, as velocidades finais podem ser atualizadas da seguinte forma:
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1. Primeiro calcula-se usp de
BﬁgD =r" + bC1 (510)

2. Calcula-se as médias u a partir das equacoes 1) e 1) Ainda nesta fase, é
calculada a média das velocidades nos centréides dos elementos com base nos valores

das velocidades .

3. Calcula-se a pressao p"*! em 2D por

AtDM'Gpj' = —Du + be, (5.11)

4. Encontra-se a velocidade final u”*! usando

u"tt = u3p + AtM ' Gpi ! (5.12)

Note que o termo AtM;leggl precisa ser propagado aos vértices nos niveis inferiores
da malha, a fim de se compatibilizar a dimensao dos vetores na soma das correcoes das
velocidades.

Para garantir maior estabilidade no método de resolucao das equacoes, os valores das
velocidades nos centréides sao atualizadas considerando-se esses valores no tempo anterior
a cada iteracao. A atualizacao é feita da seguinte maneira
=n+1 =n 1 5 =n+1 =n
u, =u, —|—§Z<uv —uv) (5.13)

v=1

onde os indices ¢ e v que aparecem na equagao ((5.13]) correspondem as velocidades no
centroide e velocidades nos vértices, respectivamente.

n+1l 4

Depois de atualizar as velocidades finais u™*! e v"! é necessério atualizar a velocidade

w pela equacao da continuidade, onde

ow ou Ov

Integrando a equagao (5.14]), do fundo até um ponto qualquer z de altura tem-se

0w z ou  Ov
— = —_ = — 1
0z /—h ( Ox 6’y> * (515)
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Resolvendo a integral da equagao (|5.15)) obtém-se

w — w(—h) = —/_h (% + g—Z) dz (5.16)

Como w(—h) é uma condigao de contorno do fundo do reservatério, tem-se que w(—h) =

0, logo a velocidade w ¢ atualizada da seguinte maneira

2 fountt Qo
n+l _
w' = /_h ( pe + o ) dz (5.17)

onde z € [—h, 7).

Matriz de Massa Concentrada

A matriz de massa concentrada (lumped) é uma matriz diagonal que simplifica as operagoes
de inversao de matrizes utilizadas no método. Assim, ela foi utilizada para aproximar a
matriz de massa M,. A matriz de massa concentrada ¢ definida como sendo a soma dos
valores de cada linha da matriz, posicionando este resultado na posicao do elemento na
diagonal. A inversao desse tipo de matriz é simples e rapida, quando comparada a inversao

em uma matriz regular.

5.5 Implementacao do Método Semi-Lagrangeano

A implementagao do método semi-lagrangeano para o caso tridimensional onde o dominio é
formado por prismas lineares segue regras especificas para a determinacao das velocidades
no tempo anterior. Sao varias as posi¢oes onde o ponto p* pode se localizar, como pode
ser visto na Figura[5.3] que numera as possiveis variagoes.

Como cada posicao do ponto p*x implica em uma interpolagao diferente, a seguir os

principais casos sao detalhados, baseando-se nos casos numerados indicados na Figura [5.3]

1. Caso em que p* coincidir com algum vértice da malha. Neste caso, basta atribuir o

mesmo valor das propriedades deste vértice as propriedades resultantes.

2. Caso em que p* localiza-se no interior da base ou do topo de um prisma. Neste
caso deve-se fazer uma interpolacao a partir do conhecimento de u nos vértices do

triangulo. Assim, a funcao de interpolagao escolhida para u é dada por

u = /\1111 -+ )\2112 + )\31,13 (518)
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Figura 5.3: Possiveis casos de localizagao para p* no método semi-lagrangeano.

Com os valores de uy, ug, us e os valores das coordenadas (x, y) nos pontos 1,2,3 e a

posicao (x*,y*), é possivel encontrar os valores das constantes A\j, A2, e A3 da seguinte

maneira
IT=XA+ XA+ A (5.19)
¥ = )\11’1 + )\21‘2 + )\3[[’3 (520)
y* = A1+ Ay + Asys (5.21)

Essas expressoes podem ser escritas como o seguinte sistema linear

1 1 1 A 1
1 X9 I3 )\2 == x* (522)
Y Y2 Y3 A3 Y

cuja solucao resulta nos valores para as constantes Ai, Ag, € A3.

3. Caso em que p* localiza-se em alguma aresta da base ou do topo de algum prisma.
Neste caso faz-se uma interpolacao bi-linear dos vértices na extremidade da aresta,

pois agora temos duas variantes: x e y, como segue

ap = (Zo1 = 200)” + (Y1 — Yoo)? V,
(xvl - va)Q + (yvl - yv0>2

@1:1—040 P

p*=ooVo+ Vi
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onde x,; corresponde ao valor da coordenada x do vértice i e y,; corresponde ao valor

da coordenada y do vértice .

. O caso em que p* localiza-se em alguma aresta vertical do prisma. Neste caso faz-se

uma interpolacao linear dos vértices na extremidade da aresta, da seguinte maneira:

Zyg T Rp*
ap = 1 14

Ry — Ry
a1 = 1—04()

pr= agVp+ Vi

Esquema de interpolagao para aresta vertical.

. Caso em que p* localiza-se no interior de algum prisma. Apds recuperados os

seis vértices correspondentes, a seguinte técnica foi realizada para encontrar os

parametros necessarios para a interpolacgao.

Sabendo-se que qualquer ponto em um espaco tridimensional pode ser escrito em
termos de quaisquer outros trés vértices (que podem formar a origem do espago car-
tesiano), pode-se realizar uma projegao do prisma em um triangulo para determinar
os parametros para estes trés vértices e em seguida considerar a componente verti-
cal z para determinar todos os seis parametros necessarios. Formalmente, considere
(x1,11), (z2,92), (73,y3) as componentes x,y dos trés vértices da base ou topo do
prisma, e (z,,y,) as componentes x,y de p*. Considere também que os niveis sao
definidos por deepli| e deep[i + 1], onde deep[i] > deep|i + 1]. A projegao ¢é feita da
seguinte maneira. Primeiro calcula-se os coeficientes da interpolagao considerando-se

a projecao de p* no triangulo da base ou topo:

1 1 1 1
A= 21 29 23 |, b= T, (5.23)
Y1 Y2 Ys y;

Em seguida,
(Ax ATYL =b (5.24)
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A=AT %L (5.25)

Desta forma, calcula-se os coeficientes A referentes aos vértices do triangulo da
projecao. Os coeficientes A\ do triangulo da base sao os mesmos do triangulo do topo
do prisma. Assim, é necessario agora considerar a coordenada z para a interpolacao

vertical, e assim temos os coeficientes finais:

deepli] — z;

ali+1]= deepli] — deepli + 1] (5.26)
afil] =1 —ali+ 1] (5.27)

onde 7 é o id dos vértices. Portanto,
A= [ali] x A\; ali + 1] * Al (5.28)

resulta nos seis coeficientes necessarios.

6. Caso em que p* localiza-se no interior de uma face lateral de um prisma. A solugao
segue a mesma idéia para o caso do ponto no interior do prisma. Primeiro projeta-se
a face em uma reta, encontrando-se dois parametros por uma combinacao linear, e

em seguida considera-se a coordenada z para gerar os 4 parametros necessarios.

7. Caso em que p* localiza-se fora da malha. Neste caso, deve-se considerar duas pos-
sibilidades. Uma delas é o ponto p* localizar-se acima do topo ou abaixo da base
do dominio, e outra é a localizacao entre o topo e a base do dominio. Na primeira
possibilidade, é necessario realizar uma intersecgao entre a reta {p,p*} e o plano da
base (ou do topo caso px estiver acima dele) e, verificando se o ponto da intersecgao

pertence a malha.

Desta forma, é possivel saber em que ponto a equagao da reta interceptou o plano.
A partir dai, existem alguns casos a considerar. Se a interseccao reta-plano nao
gerou um ponto pertencente a malha, temos o caso em que p* interceptou uma face
lateral de um prisma. Neste caso, primeiro encontra-se a face correspondente, e
realiza-se uma nova interseccao de reta e plano da face para saber onde é o ponto de
interseccao. A partir dai, se o ponto de intersecc¢ao encontra-se no interior de uma
face, faz-se uma combinagao linear dos quatros vértices pertencentes a esta face (note

que este procedimento também vale para a segunda possibilidade supracitada). A
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estratégia aqui segue o mesmo procedimento feito no interior do prisma, sé que agora
para 4 vértices apenas. Primeiro projeta-se a face em uma reta, encontrando-se dois
parametros por uma combinacao linear, e em seguida considera-se a coordenada z
para gerar os 4 parametros necessarios. Mas se o ponto de intersecc¢ao encontra-
se em um vértice ou aresta, deve-se tomar as medidas necessarias que repetem os

procedimentos demonstrados nos itens acima.

5.6 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou as estratégias utilizadas no Simulador GesarSim 3D e alguns
detalhes de implementacao.

Para o célculo da pressao utilizou-se uma aproximagao hidrostatica. Esta estratégia
se mostrou vantajosa em termos de custos computacionais, pois a pressao ¢ calculada na
tampa e propagada para os niveis inferiores, assim como o termo que corrige as atualizagoes
das velocidades.

Foram apresentados alguns detalhes do método semi-lagrangeano, o qual possui imple-
mentacao particular ao dominio de representacao, que é responsavel pela aproximacao dos
termos convectivos das equacoes. A montagem das matrizes também foi discutida, assim
como a utilizagao da aproximacgao lumping para a aproximar a matriz de massa, o que

resultou em um procedimento mais atrativo em nivel de custos computacionais.



Capitulo

Validacao e Resultados Numeéricos

Neste capitulo sao apresentados os resultados numéricos obtidos a partir do simulador
GesarSim 3D, que é a implementacao em linguagem C++, desenvolvida neste trabalho para
o caso de escoamento de fluidos em dominios tridimensionais. Primeiramente, é feita uma
validacao do modelo mostrando a convergéncia do método desenvolvido e em seguida sao

apresentados alguns resultados obtidos a partir da ferramenta desenvolvida.

6.1 Introducao

Os resultados aqui apresentados sao simulagoes de escoamento de fluidos newtonianos
incompressiveis para problemas tridimensionais na presenca de contornos rigidos. A vali-
dacao consiste em verificar um perfil parabdlico que se desenvolve durante a simulacao. O
perfil deve ser comparado com uma solucao analitica conhecida. Outra forma de validacao
consiste em verificar a conservacao de massa do sistema, verificando assim se o modelo
produz equacoes conservativas.

Sao apresentados alguns casos relacionados a problemas tridimensionais. O primeiro
deles é o caso de escoamento em um canal retangular aberto. Em seguida foi simulado o
caso de escoamento em um degrau e por fim o caso de escoamento com inclusao de escadas
no dominio.

Os experimentos foram executados em um computador com a seguinte configuracao:

67
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e Processador Intel Pentium 4 HT 2.8GHz 1Mb L2, 1Gb RAM e S.O. Linux Slackware
9.0.

6.2 Escoamento em um Canal

Nesta secao, sao apresentados testes de simulagao de escoamentos de fluido em um canal
onde se verifica o comportamento das velocidades do fluido durante um enchimento grada-
tivo do canal. Considera-se que o reservatorio ja esta cheio no inicio da simulacao com uma
velocidade prescrita na entrada do canal. Primeiramente, ¢é feita uma validagao numérica
do método desenvolvido com condicao de escoamento totalmente desenvolvido imposta na
entrada de fluido no canal. Em seguida sao apresentados resultados numéricos obtidos em

um canal retangular com um perfil de velocidade uniforme na entrada do canal.

6.2.1 Validacao Numérica - Perfil de Velocidade Parabdlico na
Entrada do Canal

Uma possivel validagao para o modelo tridimensional é avaliar a solugao resultante do
Simulador GesarSim 3D com uma solugao analitica. Uma solucao que pode ser comparada

com a solucao resultante da simulagao é a solucao analitica da equacao de Poisson
~Viu=f (6.1)

A solucao coincide com a correspondente da componente de velocidade na direcao x
de um escoamento desenvolvido e estacionario em um canal aberto quadrado com altura
H = %, ou seja, a metade do lado a = L, considerando que a superficie é uma linha de
simetria.

A solucao analitica é dada por

(1= 16 sin (km (14+1vy) /2)
u(y, ) = 2 om klkz;mpar{ k3sinh (k)
% (sinh (kr (1+ 2) /2) + sinh (k7 (1 — 2) /2)) } (6.2)

Um dominio quadrado de lado L = 2 m e altura H = 1 m foi definido para esta

simulagao. Neste caso, condigoes de nao deslizamento foram impostas na parede do dominio
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para as componentes de velocidade u,v e w. A pressao tem valor nulo na saida do canal.
A componente de velocidade na direcao z tem valor nulo nos niveis superior e inferior
do dominio. A condigao para escoamento totalmente desenvolvido definida na entrada de
fluido ¢é dada pela equagao . A geometria do dominio é apresentada na Figura 6.1} que
mostra as dimensoes dos lados do canal e a entrada de fluido no mesmo. A malha utilizada

nesta simulagao pode ser observada na Figura [6.2] localizada no plano zy da Figura [6.1]

z
y
L A=

X / e

I\J‘[_'

L

Figura 6.1: Geometria do dominio, o escoamento é da esquerda para a direita.

Figura 6.2: Malha utilizada na simulacao vista pelo eixo z.

Para este caso utilizou-se seis pontos na direcao z, ou seja, cinco camadas de prismas,

sendo que a malha possui um total de 4000 elementos prismaticos, e consequentemente 800
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triangulos formados na malha superficial, mostrada na Figura 6.2

Quando se atinge o estado estacionario, os valores das velocidades ao longo do canal
sao os mesmos que os definidos na entrada de fluido, e desta forma, pode-se comparar os
resultados numéricos com a solugao analitica dada pela expressao . Apés o desenvol-
vimento do fluido dentro do canal, as comparagoes podem ser realizadas a partir de um
modelo para simulagao.

O modelo para esse escoamento é:

Dimensao do dominio: 2.0 m x 2.0 m x 1.0 m;

Largura da regiao de entrada de fluido: 2.0 m;

Viscosidade : 1.00 Ns/m?. Densidade 1.0 kg/m?;

Malha superficial: 21 x 21 pontos, total de elementos : 4000;

Parametros de escala : L=20me H = 1.0 m;

Nimero de Reynolds = 10;

A Figura [6.3| mostra o resultado numérico obtido pela simulacao. A regiao considerada
para a comparacao do resultado numérico com a solugao analitica neste caso, é a saida de
fluido do canal. Como se pode observar, o resultado numérico obtido é bastante semelhante

a solucao analitica, onde o erro maximo para esta simulacao foi da ordem de 1073,

0.3

T—
numérica——
analitica ——-x--

0.25 |

02 |

T/ \

L 1 1 1 L L ¥
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Y

Figura 6.3: Comparacao do resultado obtido pelo simulador GesarSim 3D com a solugao
analitica.
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6.2.2 Conservacao de Massa do Sistema

E muito importante que o modelo desenvolvido produza equagoes conservativas, pois toda
massa que entra no sistema deve sair do sistema, ou seja, a vazao de entrada deve ser a
mesma vazao de saida. Desta forma, para este caso em particular, foram realizados alguns
testes variando-se o numero de elementos na malha, a fim de verificar a consisténcia do
método desenvolvido. Considera-se uma velocidade prescrita e com perfil do tipo parabdlico
na entrada do canal. As condigbes iniciais e de contorno sao as mesmas impostas para a
validacao numérica do método.

O teste de conservagao de massa resume-se em analisar a vazao de entrada do sistema
frente a vazao de saida do fluido, apds o escoamento atingir um estado estacionario. A
Tabela mostra os resultados obtidos, onde variou-se o niimero de camadas de prismas
NCP (refinando assim a malha légica tridimensional considerando-se a componente z)
além da dimensao da malha no plano xy, utilizando Re = 10. O nuimero de elementos
formados no dominio sao 8000, 12000, 27000, 20000 e 54000 elementos, respectivamente as
malhas com 11,16, 26 e 31 niveis, descritas na Tabela[6.1] Observe que o nimero de niveis
N do dominio é dado pela formula N = NC'P+ 1 e o nimero de elementos Ne no dominio
¢é dado pela formula Ne = NCP x NCells, onde NCP ¢é o nimero de camadas de prismas
e NCells é o numero de células (triangulos) formadas na malha superficial, nimero este
fornecido pela estrutura de dados utilizada.

O erro absoluto é definido como sendo o médulo da diferenca entre a massa na entrada
e a massa na saida. Ainda na tabela, nota-se que os valores obtidos se aproximam, e o
erro diminui conforme aumenta-se o niimero de pontos no dominio, seja pelo niimero de
pontos por camada tanto pelo aumento no nimero de camadas, o que torna o sistema

mais consistente. Portanto pode-se considerar que o sistema conserva massa em um nivel

aceitavel.
NCP Dimensao da Malha Massa na Entrada Massa na Saida Erro Absoluto
10 21x21 0.380285 0.401344 0.021059
15 21x21 0.392294 0.401434 0.009140
15 31x31 0.392903 0.401612 0.008709
25 21x21 0.396297 0.401466 0.005169
30 31x31 0.392903 0.393608 0.000705

Tabela 6.1: Teste da conservacao de massa para o escoamento em um canal.
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6.2.3 Perfil de Velocidade Uniforme na Entrada do Canal - Ge-

i de Contorno

icoes

ometria e Cond

Neste caso, utilizou-se um perfil de velocidade uniforme na entrada do canal e para a

realizacao das simulagoes foi utilizado um dominio que representa um canal tridimensional.

A geometria pode ser observada na Figura[6.5] Primeiramente, sao analisados os resultados

obtidos em um corte horizontal feito na metade da altura do canal e na saida de fluido

do canal. Posteriormente, sao analisados os resultados obtidos na superficie do dominio,

coes

3

especificamente na saida de fluido do canal. A malha superficial utilizada nas simula

pode ser vista na Figura

A A A A 2 A0 A2 0

A A A 20

A A A A 2 0

A A A 20

A A A A A A A A A A A A A A A A A O A O Y

3

s simulacoes do caso de escoamento em um canal com vista

Figura 6.4: Malha utilizada na:

pelo eixo z.

A especificagao do modelo para esse escoamento é definido como:

3.0mx1.0mx1.0m;

e Dimensao do dominio:

e Largura da regiao de entrada de fluido: 1.0m;

1.00 Ns/m?;

e Viscosidade :

1.0 kg/m3;

e Densidade :

e Parametros de escala: L =1.0me H =1.0 m;

1.0, 10, 100, 1000 e 10000.

e Nimero de Reynolds :
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3L
X

Figura 6.5: Dominio para um escoamento em um canal tridimensional. O escoamento é
da esquerda para a direita.

Os resultados aqui mostrados sao obtidos na saida de fluido do canal, quando os valores
das velocidades atingem seu estado estacionario. As condigoes de contorno podem ser vistas
na Figura [6.6] um exemplo em duas camadas de prismas. No inicio da simulagao o canal
estd completamente cheio com uma velocidade constante para a componente na direcao
x igual a u = 1.0 m/s aplicada na entrada do canal, as componentes de velocidades v
e w valem zero na entrada do canal. Na saida de fluido do canal a pressao vale zero.
A componente de velocidade na direcdo z vale zero nos niveis referentes a superficie e
ao fundo do dominio. As figuras apresentadas em todas as simulac¢oes correspondem aos
campos de velocidades e pressao. Foram realizadas simulagoes utilizando-se cinco camadas
de prismas com 12400 elementos prismaticos lineares e vinte camadas de prismas com
496000 elementos.

"1
; :
1
1
i— ¥
27
- ! X
|
]
J'"::’".""'F’_::’";’_::" F . entrada
I i i g — sdda
z Z z z z Zz z U =vi=wi=h

Figura 6.6: Condicoes de contornos utilizadas nas simulagoes.

O primeiro caso analisado apresenta uma simulagdo com seis pontos na diregao z (5
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camadas de prismas) e Re = 10. Neste caso foi utilizado um nimero de Reynolds rela-
tivamente baixo, por este fato as forcas viscosas exercem maior influéncia no escoamento
tornando-o tipicamente viscoso. O comportamento resultante pode ser observado na Figura
[6.7] obtido no corte horizontal na metade do dominio. Em seguida, a Figura mostra
resultados da mesma simulacao, utilizando-se Re = 100. Nesta ultima simulacao pode-se
observar um escoamento diferenciado em relagao ao anterior, onde ha uma diminuicao da
espessura da camada limite observado na componente de velocidade na direcao x, devido
a diminui¢ao da influéncia dos termos viscosos, relacionada ao nimero de Reynolds mais
elevado.

Um segundo caso analisado é mostrado na Figura[6.9] onde sdo mostrados os resultados
da simulacao de escoamento com vinte camadas de prismas (vinte e um pontos na dire¢ao
z) e Re = 10. Neste caso, pode-se observar que a componente de velocidade na dire¢ao
x possue valores inferiores em relacao a simulacao da Figura 6.7 Este fato ocorre pelo
aumento no nimero de pontos na dire¢ao z, onde ha uma maior influéncia desta compo-
nente sendo possivel também verificar uma mudanca no comportamento da componente de
velocidade nesta direcao. A Figura|6.10| apresenta o comportamento da mesma simulacao,
mas agora com Re = 1000. Com o nimero de Reynolds alto o escoamento torna-se predo-
minantemente convectivo e a espessura da camada limite da componente de velocidade na
direcao x se torna mais fina.

O terceiro caso analisado é observar o comportamento da velocidade na superficie do
dominio, conforme o nimero de Reynolds é variado. As Figuras [6.11] [6.12] e [6.13] apre-

sentam o comportamento da componente de velocidade na direcao x, utilizando-se um

dominio com vinte camadas de prismas e Re = 1, 100 e 1000, respectivamente. Como
o resultado da simulacao é obtido na saida do canal e na superficie do dominio, pode-se
observar que conforme aumenta-se o nimero de Reynolds, aumenta-se o tempo para o esco-
amento tornar-se totalmente desenvolvido e por isso a figura apresenta perfil de velocidade
atenuado.

A Figura [6.14] mostra os perfis da componente de velocidade na dire¢ao x para Re =
10000. Para este resultado observa-se grandes oscilagoes nos valores de velocidade da
componente na direcao x tanto no meio do canal como na saida de fluido do canal, neste
caso nao houve convergencia do método.

Uma maneira de medir a convergéncia do método é medir o residuo do método do gra-
diente conjugado nas iteracoes. A Figura [6.15] mostra este efeito para o caso da simulacao

com cinco camadas de prismas.
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Figura 6.7: Simulacao de escoamento em um canal com Re = 10 e cinco camadas de
prismas, a) componente de velocidade na dire¢do z, b) componente de velocidade na dire¢ao
y, ¢) componente de velocidade na dire¢do z e d) pressao.

I

0.00 0237 0474 0.711 0.947 1.18 1.42 1.66 -0.123  -0.0887 -0.0544 -0.0202  0.0141 0.0484  0.0826 0.117

Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)
(a) (b)

-0.0111 0.231 0.474 0.716 0.959 1.20 1.44 1.69

-0.00131 -0.00111 -0.000908 0000709  0.000510  -0.000311 -0.000112 570005

Velocidade (n/s) Pressédo (N/m’)
() (d)

Figura 6.8: Simulacao de escoamento em um canal com Re = 100 e cinco camadas de
prismas, a) componente de velocidade na dire¢do z, b) componente de velocidade na dire¢ao
y, ¢) componente de velocidade na dire¢ao z e d) pressao.
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Figura 6.9: Simulagdo de escoamento em um canal com Re = 10 e vinte camadas de
prismas, a) componente de velocidade na dire¢ao =, b) componente de velocidade na dire¢ao
y, ¢) componente de velocidade na dire¢do z e d) pressao.
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Figura 6.10: Simulacao de escoamento em um canal com Re = 1000 e vinte camadas
de prismas, a) componente de velocidade na dire¢ao x, b) componente de velocidade na
diregao y, ¢) componente de velocidade na dire¢ao z e d) pressao.
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Figura 6.11: Simulagdo numérica do escoamento em um canal com perfil reto: campo da
componente de velocidade na direcao x com Re = 1 e vinte camadas de prismas.

08 b

06

0.00 0.229 0459 0.688 0.917 1.15 1.38 1.61

04 b 5 s
- ozp |

Velocidade (m/s) B

Figura 6.12: Simulagdo numérica do escoamento em um canal com perfil reto: campo da
componente de velocidade na direcao x com Re = 100 e vinte camadas de prismas.
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Figura 6.13: Simulagdo numérica do escoamento em um canal com perfil reto: campo da
componente de velocidade na direcao x com Re = 1000 e vinte camadas de prismas.
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Figura 6.14: Resultado obtido na superficie do dominio: campo da componente de velo-
cidade na dire¢ado  com Re = 10000 e cinco camadas de prismas, a) resultado obtido no

meio do canal, b) resultado obtido na saida de fluido do canal
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Figura 6.15: Residuo do método de gradiente conjugado nas iteracoes.
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6.3 Escoamento em um Degrau

A simulacao de escoamento incompressivel em um degrau é investigado nesta secao. Este

caso, apresenta em seu escoamento alto grau de complexidade, pois ha presenca de ca-

mada limite em desenvolvimento, zona de recirculacao, descolamento e recolamento do

escoamento apds o degrau. Primeiramente sao definidas a geometria e condi¢oes de con-

Cao.

b1

torno e em seguida sao apresentados os resultados de simula

de Contorno

icoes

Geometria e Cond

6.3.1

s

A simulacao foi feita utilizando como

A geometria do problema é mostrada na Figural[6.17]

condicoes de entrada no canal u = 1.0 m/s, v e w com valor zero. Foi utilizado um total

de 12400 elementos prismaticos nas simulacoes. Os resultados foram obtidos na superficie

Cao

3

do dominio e na saida de fluido do canal. A malha superficial utilizada para esta simula

pode ser vista na Figura |6.16]
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Figura 6.16: Malha superficial utilizada nas simulagdes do caso de escoamento em um

degrau com vista pelo eixo z.

O modelo para esse escoamento é

3.0mx1.0mx1.0m;

e Dimensao do dominio:

e Largura da regiao de entrada de fluido: 0.5 m;

1.00 Ns/m?;

e Viscosidade :

1.0 kg/m3;

e Densidade :
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e Parametros de escala: L=1.0me H =1.0 m;

e Numero de Reynolds : 1.0,10,100 e 1000.

Figura 6.17: Geometria e condig¢oes de contorno para escoamento em um degrau. A regiao
de entrada de fluido é dada por 0.5 L

Neste caso foram impostas condi¢oes de nao deslizamento nas paredes do dominio para
as componentes de velocidade u,v e w. A pressao vale zero na saida do canal. Os dois
primeiros casos foram considerados nimeros de Reynolds relativamente baixos, Re =1 e
Re = 10. Com o numero de Reynolds baixo, tem-se que os termos viscosos das equagoes
de Navier—Stokes exercem maior influéncia sobre os termos convectivos no escoamento.
Neste caso o escoamento expande-se imediatamente apés o obstaculo. A camada limite da
componente de velocidade na direcao = possui baixo gradiente e por esse fato ela se torna
espessa como pode ser observado na Figura [6.19]

Na simulagao apresentada pela Figura[6.22] o nimero de Reynolds ainda é considerado
baixo, portanto ainda caracteriza um escoamento tipicamente viscoso, mas a camada limite
da componente de velocidade na direcao x nao apresenta as mesmas caracteristicas como
no caso da Figura . E possivel observar um inicio de recirculagao abaixo do degrau.

Nas simulacoes apresentadas nas Figuras e observa-se escoamento pouco

caracterizado pela viscosidade. O nimero de Reynolds alto diminui a influéncia do termo



6.3 Escoamento em um Degrau 81

viscoso e podem ser observadas na componente de velocidade na direcao x valores negativos,
onde esta localizado o degrau o que implica na formagao de recirculagoes no escoamento
como era esperado. Verifica-se que dependendo do niimero de Reynolds, o comprimento

da regiao de recirculacao aumenta, retardando o recolamento do escoamento.

As Figuras e mostram o escoamento contendo todos os niveis do dominio com
Re =1 e Re = 100, para os campos das componentes de velocidade em todas as diregoes

e também para pressao.

A Figura [6.33] apresenta a simulagao da componente de velocidade na dire¢ao x, con-
tendo todos os niveis do dominio de modo a observar a simulacao na entrada do canal

variando-se o nimero de Reynolds.

A Figural6.18 mostra o nimero de iteracoes e o residuo obtido pelo método de gradiente
conjugado utilizado nas solucoes dos sistemas lineares resultantes da discretizacao das

equagoes de Navier—Stokes.

0.1

0.001 |

Residuo CG

le-04 |

1e-05

1e-06 1 1 1 . 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

iteracoes

Figura 6.18: Residuo do método de gradiente conjugado nas iteracoes variando o nimero
de Reynolds.
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>

0.00 0.158 0316 0474 0.632 0.790 0.948 0.165 0329 0494 0.658 0823 0.988 1.15

Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)
a) b)

Figura 6.19: Campo da componente de velocidade na direcao  com Re = 1: a) estado
inicial, b) estado avangado.

-0.562 -0.466 -0.370 -0.275 -0.179 -0.0829 0.0129 0.109 -0.473 -0.371 -0.269 -0.168 -0.0658 0.0360 0.138 0.240
Il W -
Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)

3 b)

Figura 6.20: Campo da componente de velocidade na diregao y com Re = 1: a) estado
inicial, b) estado avangado.

Pressédo (N/m ) Presséo (N/m )
a) b)

25.6

Figura 6.21: Pressao resultante da simulagdo com Re = 1: a) estado inicial, b) estado
avangado.
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»

0.00 0.156 0.313 0.469 0.625 0.782 0.938 1.09 -0.00646 0.169 0.345 0.520 0.696 0.871
Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)

a) b)

Figura 6.22: Campo da componente de velocidade na dire¢ao = com Re = 10: a) estado

inicial, b) estado avangado.

-0.731 -0.620 -0.508 -0.397 -0.286 -0.175 -0.0643 0.0468 -0.408 -0.322 -0.237 -0.152 -0.0666 0.0187 0.104 0.189
Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)
a) b)

Figura 6.23: Campo da componente de velocidade na dire¢cao y com Re = 10: a) estado
inicial, b) estado avangado.

0.00 4.09 8.17 123 16.3 20.4 245 28.6 -0.0254  0.738 1.5 4.55 5.32

Pressédo (N/m?) Presséo (N/m )
a) b)

Figura 6.24: Pressao resultante da simulagdo com Re = 10: a) estado inicial, b) estado
avangado.
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F

0.150 0.301 0.451 0.602 0.752 0.903 8 -0.111 0.0758 0.262 0.449 0.63 0.822  1.01 1.20
Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)
a) b)

Figura 6.25: Campo da componente de velocidade na diregao x com Re = 100: a) estado
inicial, b) estado avangado.

-0.915 -0.781 -0.647 -0.514 -0.380 -0.246 -0.113 0.0211 -0.202 -0.157 -0.113 -0.0678 -0.0231 0.0217 0.0664 0.111

Velocidade (m/s) Velocidade (i m/s )
a) b)

Figura 6.26: Campo da componente de velocidade na diregdo y com Re = 100: a) estado
inicial, b) estado avangado.

19.5 £ -0.359 -0.167 0.0248 0.217 0.408 0.600 0.792 0.984
Presséo (N/m?) Presséo ( N/m %)
a) b)

Figura 6.27: Pressao resultante da simula¢do com Re = 100: a) estado inicial, b) estado
avangado.
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F

-

0.00 0.148 0.296 0.444 0.591 0.739  0.887 1.03 -0.229  -0.0323 0.164 0.361 0.557 0.754 0.950 1.15
Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)

a) b)

Figura 6.28: Campo de velocidade na dire¢ao = com Re = 1000: a) estado inicial, b) estado
avangado.

-0.962 -0.820 -0.679 -0.537 -0.395 -0.253 -0.112 0.0300 -0.163 -0.120 -0.0783 -0.0360 0.00619 0.04 0.0906 0.133
Velocidade (m/s) Velocidade (m/s)
a) b)

Figura 6.29: Campo da componente de velocidade na dire¢ao y com Re = 1000: a) estado
inicial, b) estado avangado.

18.9 22.0 -0.240 -0.173 -0.106 -0.0395 0.0271 0.0938 0.160 0.227

T T
Pressé&o (N/m ) Presséo (N/m?)
a) b)

Figura 6.30: Pressao resultante da simulagao com Re = 1000: a) estado inicial, b) estado
avangado.
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()

Figura 6.31: Simulagdo numérica do escoamento em um degrau: a) campo da componente
de velocidade na dire¢ao x, b) campo da componente de velocidade na dire¢ao y, b) campo
da componente de velocidade na dire¢ao z e d) pressao, com Re = 1.

(c) (d)

Figura 6.32: Simulagao numérica do escoamento em um degrau: a) campo da componente
de velocidade na dire¢do = b) campo da componente de velocidade na diregao y, ¢) campo
da componente de velocidade na diregao z e d) pressao, com Re = 100.



6.4 Escoamento em um Canal com Inclusao de Escadas no Dominio 87

[
oo
— — 4

(d)

Figura 6.33: Simulacao numérica do escoamento em um degrau com vista na entrada
do canal, campo da componente de velocidade na diregdo = a) Re = 1, b) Re = 10, c)
Re =100 e d) Re = 1000.

6.4 Escoamento em um Canal com Inclusao de Esca-

das no Dominio

Nesta secao o caso com inclusao de escadas no dominio sera investigado. O objetivo é
ter uma simulagao de escoamento de fluido em trés dimensoes chegando mais préximo
da realidade para o caso de enchimento de reservatérios. Primeiramente, sao definidas as
condicoes iniciais e de contorno utilizadas nas simulacoes e a representacao das escadas no
dominio é apresentada. Em seguida, resultados sao apresentados analisando-se perfis de

velocidade além da pressao obtida na simulagao do escoamento.
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6.4.1 Geometria e Condicoes de Contorno

Para a realizacao das simulagoes foram impostas condigoes de nao deslizamento para as
componentes de velocidade u,v e w nas paredes do dominio e também na regiao onde
contém escadas. A pressao é nula na saida do canal. Na entrada do canal considerou-se
u = 1.0 m/s, para v e w considerou-se velocidades nulas. A componente de velocidade
na direcao z vale zero na superficie e no fundo do dominio. As condigoes de contorno

utilizadas nestas simulagoes pode ser vista na Figura

u=1 /4
v=0 % _ _ _ Salda ‘ p=0
_ L u=0 v=0 w=0 F/L/H
w=0 A
H

z \
y
«—

3L

Il
oo o

u
v
w

N
v

Figura 6.34: Perspectiva na direcao y e condicoes de contorno para o caso de inclusao de
escadas no dominio.

Neste caso considerou-se nas simulagoes a altura do reservatério como sendo H = 1.0
m. Cada degrau da escada na vertical tem altura equivalente a altura de um prisma,
comprimento formado por dois prismas como mostrado na Figura|6.35|e largura equivalente
ao numero de prismas existentes na largura do canal.

O modelo para esse escoamento é

Dimensao do dominio: 3.0 m x 1.0 m x 1.0 m;

Largura da regiao de entrada de fluido: 1.0 m;

Viscosidade : 1.00 Ns/m?;

Densidade : 1.0 kg/m?;
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e Parametros de escala: L =1.0 me H = 1.0 m;

e Nimero de Reynolds : 10 e 100.

Altura
degrau

Comprimento
degrau

Figura 6.35: Detalhe da dimensao de um degrau na escada.

Os resultados apresentados nas Figuras e mostram os perfis da componente de
velocidade na direcao x obtidos na superficie do dominio e na saida de fluido do canal para
nimero de Reynolds 10 e 100. Observa-se que no escoamento, a componente de velocidade
na direcao x possui altos valores no inicio do canal, valores intermedidrios no meio do canal
e valores maiores na saida de fluido do canal. Isto se da pelo fato do dominio apresentar
menor profundidade no inicio e na saida do canal e profundidade maior no meio do canal,
como é possivel observar pela Figura [6.34], uma perspectiva do dominio.

A Figura [6.38 mostra o perfil de velocidades obtido na superficie do dominio no meio
do canal, utilizando niimero de Reynolds 10 e 100, respectivamente.

A Figural6.39 mostra o niimero de iteracoes e o residuo obtido pelo método de gradiente
conjugado utilizado nas simulacoes para este caso com inclusao de escadas no dominio,
utilizando cinco camadas de prismas.

As simulagoes caracterizadas pelas Figuras e mostram o comportamento do
escoamento em todos os niveis do dominio para os campos de velocidade e pressao, com
nimero de Reynolds 10 e 100.

A Figura mostra a simulagao realizada com dez camadas de prismas (onze pontos

na diregao de z) da velocidade em todas as diregoes.
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000 0393 078 118 1.57 1.96 2.36 2.75 H

- "l

Velo Cida de (m/s) 0 0 Z‘UU 4‘00 S‘UD B;JU 111;00 12‘00 1400

Figura 6.36: Simulacao em um dominio com escadas, campo da componente de velocidade
na direcao x com Re = 10, com cinco camadas de prismas.
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Figura 6.37: Simulacao em um dominio com escadas, campo da componente de velocidade
na direcao z com Re = 100, com cinco camadas de prismas.
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Figura 6.38: Resultado obtido no meio do canal em um dominio com escadas, campo da
componente de velocidade na dire¢ao = com cinco camadas de prismas, a) Re = 10, b)
Re = 100.
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Figura 6.39: Residuo do método de gradiente conjugado nas iteragoes.

(d)

Figura 6.40: Simulagdo numérica do escoamento com escadas no dominio: a) campo da
componente de velocidade na diregao =, b) campo da componente de velocidade na dire¢ao
y, ¢) campo da componente de velocidade na dire¢ao z e d) pressdo com Re = 10.
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(©) ()

Figura 6.41: Simula¢do numérica do escoamento com escadas no dominio: a) campo da
componente de velocidade na diregao z, b) campo da componente de velocidade na dire¢ao
y, ¢) campo da componente de velocidade na dire¢ao z e d) pressao com Re = 100.
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(d)

Figura 6.42: Simulac¢do numérica do escoamento com escadas no dominio: a) campo da
componente de velocidade na dire¢do z, b) vista do campo da componente de velocidade
na diregao x na regiao de saida de fluido, ¢) campo da componente de velocidade na dire¢ao
y e d) campo da componente de velocidade na dire¢ao z, com Re = 1.
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6.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram apresentadas varias simulacoes de escoamentos de fluido em dominios
tridimensionais, utilizando condig¢oes de contorno para velocidade e para pressao. Foi
apresentado um caso para validacao numérica do modelo. A etapa de validacao envolveu
verificar a presenca de um perfil parabdlico em relacao as velocidades ao longo das camadas
do modelo. O modelo desenvolvido mostrou-se convergente quando comparado com a
solucao analitica.

As equacoes foram discretizadas espacialmente pelo método de elementos finitos, por
um esquema semi-implicito. Para os calculos das velocidades e pressao foi utilizado o
método baseado na decomposicao LU. O desacoplamento da pressao possibilitou o uso do
simulador 2D ja existente para o céalculo desta na superficie do modelo tridimensional.
Contudo, obtendo o gradiente de pressao no caso bidimensional, este é atualizado nos
niveis inferiores. Esta estratégia para resolugao das equacoes de Navier-Stokes produziu
resultados satisfatorios como foi observado na realizacao das simulagoes.

Casos diferentes de simulagao foram investigados e mostraram-se coerentes com o0s

resultados esperados. Isto mostrou a flexibilidade da ferramenta desenvolvida.
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/

Conclusoes

Neste capitulo sao apresentados uma sintese deste trabalho de mestrado, algumas con-

clusoes e propostas para trabalhos futuros.

7.1 Sintese do Trabalho Desenvolvido

O objetivo desse trabalho foi desenvolver uma ferramenta para simular escoamento de
fluido para aplicagao em enchimentos de compartimentos de reservatérios, com um fluido
newtoniano incompressivel, e usando o método de elementos finitos e malhas estruturadas
e nao estruturadas. Para implementacao da solugao numérica foram utilizados o método
de elementos finitos e uma estrutura de dados topolégica denominada OF - Opposite Face.

Dessa forma, para a implementagao da ferramenta, algumas tarefas preliminares foram
necessarias, tais como a apresentacao das equacoes governantes do escoamento de fluidos
em geral, a determinacao de um processo de solucao e a especificagao das etapas do processo
de solucao das equagoes.

No Capitulo [2| foi apresentada uma discussao sobre as principais técnicas numéricas
desenvolvidas para aproximar fenomenos fisicos e trabalhos encontrados na literatura rele-
vantes a este.

No Capitulo (3| foram apresentados alguns resultados e definicoes importantes utiliza-

dos na derivacao das equagoes governantes do escoamento de fluidos, como o conceito de

95
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derivada material. Em seguida foram deduzidas, a partir de principios fisicos, as equacoes
de conservacao, conhecidas como equacdo da conservacao de massa (ou continuidade) e
equacao de balanco da quantidade de movimento. As condig¢oes de contorno utilizadas na
simulagao de escoamento de fluidos foram definidas.

No Capitulo 4] o método de elementos finitos utilizado na discretizacao das equagoes
de Navier—Stokes foi abordado. O método de Galerkin foi apresentado para discretizar
as equacoes de Navier—Stokes no espaco e o método semi-lagrangeano para discretizar os
termos convectivos. As matrizes resultantes da discretizacao para cada elemento foram
definidas, assim como as formulas de integracao numérica. Foi apresentada uma estratégia
para solucao do sistema de equacoes resultante da discretizacao das equacoes. Pelo fato
das equagoes apresentarem grande numero de equacoes, técnicas computacionais devem
ser utilizadas para diminuir custos computacionais como tempo de processamento de da-
dos e uso de memoéria. Desta forma, a escolha por um método desacoplado baseado em
decomposi¢ao LU tornou-se a melhor opgao.

O Capitulo [5| apresentou a ferramenta desenvolvida para a resolucao das equacoes e
detalhes de sua implementagao. O calculo da pressao total no escoamento ¢ feita fazendo-
se uma aproximacao hidrostatica, ou seja, é feita uma distribuicao da pressao da superficie
para os niveis inferiores.

Finalmente, de modo a validar o c6digo desenvolvido e a classificar os resultados gerados
como confidveis, uma comparacao entre os resultados obtidos com a ferramenta desenvol-
vida e uma solugao analitica foi apresentada no Capitulo [f] Consequentemente, alguns
resultados obtidos com a simulacao de escoamento de fluido de algumas geometrias foram

apresentados e analisados.

7.2 Conclusoes

O objetivo desse trabalho foi o desenvolvimento de uma ferramenta de simulacao de es-
coamento de fluidos em dominios tridimensionais. Para a implementacao do médulo de
simulacao foram utilizados o método de elementos finitos para a discretizacao das equagoes,
e uma estrutura de dados topoldgica.

O ambiente de simulacao foi validado considerando-se o problema de escoamento de
fluido em um canal, o resultado foi comparado com uma solugao analitica, o qual mostrou
estar em concordancia. Em seguida uma verificagao da conservacao de massa do sistema

foi realizado mostrando consisténcia.
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O esquema de desacoplamento da pressao utilizando o método de projecao baseado
em decomposicao LU juntamente com a técnica de aproximacgao lumped reduziu a com-
plexidade de resolugao do problema, resultando em um esquema numérico computacional-
mente mais eficiente, pois o gradiente da pressao é calculado de modo independente a cada
iteragao. Em seguida, a correcao dos valores das velocidades é efetuada em conformidade
com a equacao da continuidade, mantendo o campo de divergéncia nulo. A solucao dos
sistemas lineares é obtida utilizando o método dos gradientes conjugados muito utilizado
para matrizes de coeficientes simétricas e positivas definidas.

Com a utilizagao do paradigma de orientacao a objetos foi possivel implementar um
sistema de simulagao de facil manutencao e desenvolvimento futuro, propiciando a incor-
poracgao de novas propriedades inerentes ao dominio da aplicacao.

Em geral, pode ser concluido que as simulacoes com o software GesarSim3D, produziram

bons resultados conforme o esperado.

7.3 Trabalhos Futuros

Algumas sugestoes para trabalhos futuros podem ser apresentadas. Dentre elas existe
a possibilidade de estender o método proposto, considerando um modelo tridimensional
completo, fazendo-se o calculo da pressao tridimensional.

Uma outra proposta para trabalho futuro consiste em acoplar uma equacao de tem-
peratura e também de espécie quimica como oxigénio dissolvido, demanda bioquimica de
oxigenio entre outras propriedades, e desta forma avaliar diversos modelos de qualidade de
agua.

Uma outra possibilidade para trabalho futuro seria desenvolver um modelo de tur-
buléncia para tratamentos de casos de simulagao com altos niimeros de Reynolds.

Por fim considerar geometrias mais complexas e sofisticadas para tratamento de casos

de simulacoes do enchimento de compartimentos de reservatorios.
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