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Resumo

Modelos com erros de medi¢ao tém recebido a atencao de varios pesquisadores das
mais diversas areas de conhecimento. O principal objetivo desta dissertagao consiste
no estudo de um modelo funcional com erros de medi¢ao heteroscedéasticos na presenca
de réplicas das observagoes. O modelo proposto estende resultados encontrados na
literatura na medida em que as réplicas sao parte do modelo, ao contrario de serem
utilizadas para estimacao das variancias, doravante tratadas como conhecidas. Alguns
procedimentos de estimacao tais como o método de méxima verossimilhanca, o método
dos momentos e o método de extrapolac¢ao da simulagao (SIMEX) na versao empirica
sao apresentados. Além disso, propoe-se o teste da razao de verossimilhancas e o
teste de Wald com o objetivo de testar algumas hipoteses de interesse relacionadas
aos parametros do modelo adotado. O comportamento dos estimadores de alguns
parametros e das estatisticas propostas (resultados assintoticos) sao analisados por
meio de um estudo de simulagao de Monte Carlo, utilizando-se diferentes niimeros de
réplicas. Por fim, a proposta é exemplificada com um conjunto de dados reais. Toda
parte computacional foi desenvolvida em linguagem R (R Development Core Team,

2011).



Abstract

Measurement error models have received the attention of many researchers of several
areas of knowledge. The aim of this dissertation is to study a functional heteroscedastic
measurement errors model with replicated observations. The proposed model extends
results from the literature in that replicas are part of the model, as opposed to being
used for estimation of the variances, now treated as known. Some estimation proce-
dures such as maximum likelihood method, the method of moments and the empirical
simulation-extrapolation method (SIMEX) are presented. Moreover, it is proposed the
likelihood ratio test and Wald test in order to test hypotheses of interest related to
the model parameters used. The behavior of the estimators of some parameters and
statistics proposed (asymptotic results) are analyzed through Monte Carlo simulation
study using different numbers of replicas. Finally, the proposal is illustrated with a
real data set. The computational part was developed in R language (R Development

Core Team, 2011).
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Em muitos estudos nas mais diversas areas, como por exemplo, médica, agricola,
econdmica, quimica, fisica e bioldgica, modelos de regressao sao utilizados com o obje-
tivo de modelar (expressar) a relagao existente entre duas ou mais variaveis de interesse.
Nesses modelos geralmente considera-se que apenas a variavel resposta é medida com
erro. Entretanto, na pratica nem sempre isso ocorre; muitas vezes as covariaveis en-
volvidas também néo podem ser medidas com exatidao (Cheng & Van Ness, 1999).
Esta situagao é mais comum do que se imagina. Suponha que estamos relacionando,
por meio de um modelo, as variaveis dosagem de uma determinada droga e nivel de
proteina na urina (Barnett, 1970), conteido de DNA por célula e quantidade de célula
em um determinado tecido (Dolby et al., 1987), rendimento na produgao de um deter-
minado cereal e teor de nitrogénio no solo (Fuller, 1987) ou o desempenho académico
ou atlético de criancas de diferentes grupos de idades em duas localizagoes distintas
(Dolby et al., 1987). Nestes casos, todas as variaveis envolvidas nao podem ser medidas

com exatidao. Em problemas envolvendo validacao de métodos de medigao, cujo ob-



jetivo é verificar a equivaléncia entre métodos de medigao (Ripley & Thompson, 1987;
Riu & Rius, 1996; Galea-Rojas et al., 2003), os valores obtidos também sao medidos
com erros. Como aplicacao a metodologia estudada nesta dissertacao, utilizaremos um

conjunto de dados relacionado ao problema de comparacao de métodos de medigao.

Modelos com erros de medi¢ao (também chamados de modelos com erros nas varié-
veis) estendem os modelos de regressao procurando representar as variaveis explicativas
de uma forma mais realista (para muitas aplicagoes praticas). Valores observados destas
variaveis sao tratados como substitutos sujeitos a erros dos verdadeiros valores (nao
observaveis). A literatura sobre o assunto é extensa. Uma cobertura bem ampla de
diversos topicos referentes a estes modelos pode ser encontrada em alguns livros (por
exemplo, Fuller, 1987; Cheng & Van Ness, 1999; Carroll et al., 2006). Recentemente,
modelos com erros de medigao funcionais heteroscedéasticos tém sido objeto de pesquisas
(e. g., Galea-Rojas et al., 2003; de Castro et al., 2004; Kukush & Van Huffel, 2004;
Markovsky et al., 2006; de Castro & Galea, 2010; Wang et al., 2010). Em diversas
aplicagoes supoe-se que os erros de medi¢ao sao descorrelacionados e suas variancias
sao conhecidas e maiores do que 0, que é um cenario comumente encontrado em exem-
plos de éreas tais como Quimica Analitica (Ripley & Thompson, 1987; Riu & Rius,
1996; Galea-Rojas et al., 2003), Epidemiologia (Kulathinal et al., 2002), Engenharia

Civil (Bertrand-Krajewski, 2004) e Botanica (Veenendaal et al., 2008).

Neste trabalho os principais objetivos sao: (1) Revisar os métodos inferenciais que
podem ser empregados nos modelos heteroscedasticos com réplicas (Barnett, 1970;
Dolby & Lipton, 1972; Dolby et al., 1987; Devanarayan & Stefanski, 2002; Carroll
et al., 2006; Patriota, 2006), (2) Obter os estimadores de maxima verossimilhanga, dos
momentos e SIMEX dos parametros de interesse do modelo funcional heteroscedasti-
co com dados replicados e compara-los, sendo que no modelo em questao, as réplicas
podem ser desemparelhadas ou emparelhadas e desbalanceadas ou balanceadas, (3) Es-

tudar estatisticas para testar a homoscedasticidade das variancias dos erros de medicao,



a proporcionalidade das variancias dos erros de medicao e testes envolvendo simultane-
amente os coeficientes linear e angular, (4) Realizar um estudo de simulagdo sobre
as propriedades assintoticas dos estimadores e estatisticas de teste desenvolvidos, con-
siderando que o tamanho da amostra é fixo e que o niimero de réplicas de x e y aumenta
com o aumento do namero de observagoes, (5) Aplicar os métodos de estimagao e testes

de hipoteses desenvolvidos a um conjunto de dados reais.

1.2 Conceitos basicos

Nesta secao apresentamos alguns conceitos que serao muito utilizados neste tra-
balho. A maioria destes conceitos pode ser vista detalhadamente em Fuller (1987) e

Cheng & Van Ness (1999).

Uma generalizacao dos modelos de regressao tradicionais, os modelos com erros de
medicao sao caracterizados pelo fato de que ha covaridveis do modelo medidas com
erro. Considerando o modelo linear mais simples com erros de medi¢ao, inferéncias
serao efetuadas sobre os parimetros de uma reta ajustada entre as duas variaveis,
levando em conta que tanto a variavel resposta quanto a covaridavel sao medidas com
erro. O modelo de regressao simples é dado por

Y =50+ bir + ¢,
em que a variavel independente x pode ser fixa ou aleatéria e o erro € tem média
0 e é descorrelacionado com z. Geralmente, os parametros desconhecidos 3y e (37 sao
estimados pelo método de minimos quadrados ou através de algum outro procedimento

robusto, dado um conjunto de observagoes independentes (Cheng & Van Ness, 1999).

Sejam n o tamanho amostral, y; o verdadeiro valor (ndo observével) da variavel
resposta, x; o verdadeiro valor (ndo observéavel) da variavel explicativa, Y; o valor

observado da variavel resposta e X; o valor observado da variavel explicativa na unidade



7,1 =1,...,n. Relacionando estas variaveis, iniciamos com o modelo linear simples com

erro de medicao

vi = Bo + Biws (1.1)
Yi=vyi+e (1.2)

em que u; denota erro de medigao (aditivo) e e; denota varios erros incluindo o erro de
medigao (aditivo). Assumimos que z; e os erros u; e e; sao descorrelacionados sendo

que Ui, ..., Up,€1,...,6, tém médias zero e variancias finitas.

Em algumas aplicagdes supomos que os erros (e;, u;) tém distribuigao

feeey T (1.4)

com as variancias afi e 012” conhecidas e maiores do que 0, o que ocorre com frequéncia
em problemas da quimica analitica (Ripley & Thompson, 1987; Riu & Rius, 1996;
Galea-Rojas et al., 2003) e epidemiologia (Kulathinal et al., 2002), entre outros em que

a variabilidade dos dados geralmente esté disponivel de estudos passados, por exemplo.

Em muitas situagoes y e x sdo chamadas de variaveis latentes. O modelo (1.1)—(1.4)
também é dito modelo heteroscedastico, uma vez que as variancias dos erros variam de
observagao para observagao em (1.4). Um caso particular desse modelo ocorre quando

o2 =0 eo0. =02, i=1,..,n, que corresponde ao modelo homoscedastico.

Us

Na literatura encontramos trés modelos principais, da forma (1.1) — (1.4), depen-

dendo das suposigoes formuladas sobre a variavel explicativa x.

e Modelo funcional aditivo

Neste caso, z;’s sao constantes desconhecidas, i =1, ...,n.



e Modelo estrutural aditivo

L iid
Destacamos o modelo estrutural normal aditivo. Neste caso, z; ~ N(ug,0?)

. . . indep.
com z; e u; independentes entre si e independentes de e;; u; ~ N (O,JZZ_) e

indep. .
e; ~ N(0,02) parai=1,...n.

e Modelo ultraestrutural aditivo

Neste caso, os x;’s sao variaveis aleatorias independentes como em um modelo
estrutural, mas nao sao identicamente distribuidas, podendo ter diferentes médias
(pi) e variancias iguais (¢2). O modelo ultraestrutural é uma generalizagao dos
modelos funcional e estrutural. Se u; = py = --- = p, = p, entao o modelo
ultraestrutural reduz-se ao modelo estrutural. Se o2 = 0, 0 modelo ultraestrutural

reduz-se ao modelo funcional.

Nos casos dos modelos funcional e ultraestrutural, os z;’s ou p;’s sao parametros

incidentais e seu nimero aumenta com o tamanho da amostra.

O modelo de regressao linear simples usual é um caso especial do modelo com
erros de medigao quando os erros, u’s, sao identicamente nulos. Se tentarmos escrever

(1.1) — (1.4) como um modelo de regressao usual, obtemos
Y = y+e=08+hr+e=0+ (X —u)+e
= fo+ BX + (e~ Biu) =B+ X+,
em que ( = e — fju. Entretanto, este nao é um modelo de regressao usual, pois

X é variavel aleatoria e é correlacionada com o termo do erro (. Se tentarmos usar

estimadores de minimos quadrados obtemos estimadores inconsistentes (Fuller, 1987).

Em algumas situacoes, réplicas das variaveis resposta e explicativa estao disponiveis
podendo ser inseridas na estrutura do modelo. As réplicas sao utilizadas na estimagao
das variancias dos erros de medicao, quando estas variancias sao desconhecidas. Nesta

dissertacao, trabalharemos com o modelo funcional heteroscedéstico com observagoes



replicadas. Esse modelo sera apresentado no Capitulo 2. Antes, fizemos uma revisao

bibliografica a respeito de modelos com erros de medigao com e sem réplicas.

1.3 Revisao bibliografica

Existem muitos trabalhos publicados considerando modelos com erro de medicao,
tanto para o caso linear quanto para o nao linear. Alguns destes trabalhos utilizaram

como motivacao problemas das diversas areas acima descritas.

Fuller (1987), Cheng & Van Ness (1999) e Carroll et al. (2006) tratam de modelos
de regressao com erros de medicao, apresentando conceitos béasicos e investigando os
efeitos desses erros sobre os estimadores de minimos quadrados ordinarios dos para-
metros. Os estimadores de maxima verossimilhanca e os estimadores pelo método dos
momentos também foram apresentados. Para o modelo de regressao linear simples, os
autores concluiram que o estimador de minimos quadrados para o paradmetros ; nao
é consistente. Em Carroll et al. (2006), as versdes paramétrica e empirica do método

SIMEX, que seré apresentado na Subsecao 2.1.3, sao detalhadas.

Barnett (1970) ajustou um modelo funcional linear heteroscedéstico com obser-
vagoes replicadas e variancias dos erros desconhecidas, utilizando o método de maxima
verossimilhanca. Aproximacoes das estimativas dos paradmetros sao calculadas por
métodos iterativos. Além disso, o autor encontra a matriz de covariancias assintotica
dos estimadores. Neste artigo, os erros de medi¢ao sao considerados mutuamente des-

2

correlacionados e normalmente distribuidos com média 0 e variancias o2 e o2

Uj €;?

res-
pectivamente, sendo que a heteroscedasticidade proporcional é adotada. O ntimero de
réplicas da covariavel e da variavel resposta, para a ¢-ésima observacao, ¢ = 1,...,n,

foi considerado o mesmo. Como motivagao, foi utilizado um exemplo da area médica.



Dolby & Lipton (1972) estimam os parametros de um modelo funcional heteroscedéas-
tico nao linear geral com observacoes replicadas independentes. Além disso, os autores
consideram que os erros das observagoes seguem uma distribuicao normal bivariada
e que sao correlacionados. Novamente, um método iterativo para a obtencao de a-
proximacoes das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo

é proposto. Expressoes em forma fechada sao obtidos para a matriz de covariancias

assintotica dos estimadores dos parametros 3y, 3 e dos parametros o2 e o2 . Por fim,
T T
dados simulados para ilustrar o trabalho e uma discussao sobre a convergéncia estao

incluidos.

Chan & Mak (1979) consideram um modelo estrutural linear homoscedastico com
réplicas tanto da variavel resposta quanto da variavel explicativa. Os autores derivam
os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo adotado, obtendo

sua respectiva matriz de covariancias assintotica.

Dolby et al. (1987), ao contrario de Barnett (1970) que considerou dados pareados,
estudaram a relagao funcional linear considerando réplicas desemparelhadas e desbalan-
ceadas. Os autores discutiram cinco modelos que se distinguem principalmente pelas
suposicoes impostas sobre as variancias dos erros: se sao homogéneas ou heterogéneas
entre os grupos ¢, se as variancias a; e Uzi sao proporcionais para uma mesma obser-
vagao 17 e, se sim, se a constante de proporcionalidade pode ser identificada como sendo

o quadrado do coeficiente angular. Por fim, os autores encontraram os estimadores

para os parametros.

Kimura (1992) utilizou um modelo funcional heteroscedéstico no problema da com-
paragao das medidas considerando dois ou mais métodos distintos de medida (calibra-
¢ao comparativa). O autor propos um algoritmo do tipo EM para obter aproximagoes
das estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo. Além disso,

propoe testes para a hipotese de os métodos de calibracao serem considerados equiva-



lentes. Neste artigo, duas estruturas para a variancia do erro sao abordadas, sendo que

2 2

na primeira o, = 7,07 e na segunda Ugij = 7;02x;. Por fim, os métodos propostos sao

€ij
validados por simulacao.

Cook & Stefanski (1994) propuseram o método SIMEX para modelos paramétricos
com erros de medicao considerando que as variancias dos erros de medig¢ao da covariavel
medida com erro sao homoscedasticas e conhecidas ou bem estimadas. Os autores
realizaram um estudos de simulacao e por fim aplicaram a metodologia estudada a um

conjunto de dados reais.

Devanarayan & Stefanski (2002) expoem uma breve introdugao a versao paramétrica
do método SIMEX e em seguida, apresentaram uma variacao do algoritmo SIMEX
apropriado para as situagoes em que as variancias dos erros de medi¢ao sao desconhe-
cidos e réplicas da varidvel explicativa estao disponiveis. Os pseudoerros utilizados sao
gerados na forma de contrastes lineares aleatorios das réplicas. Como principal carac-
teristica do método proposto, temos a sua capacidade para acomodar erros de medicao

heteroscedasticos. Por fim, os autores aplicam o método a um conjunto de dados reais.

Galea-Rojas et al. (2003) utilizaram um algoritmo do tipo EM para calcular aproxi-
macoes das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo funcional
heteroscedéastico com variancias conhecidas, utilizado na deteccao de viés analitico.
Além disso, mostraram que os valores do viés simulado e do erro quadratico médio
simulado das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros de interesse sao
menores do que os valores obtidos por estimativas de outros métodos. Resultados de

simulagoes e aplica¢oes a conjuntos de dados reais foram apresentados.

Rasekh & Fieller (2003) consideram a construcao e as propriedades das fungoes de
influéncia em um modelo com erros de medi¢ao funcional com dados replicados. Os
autores mostram que nesse modelo as estimativas dos parametros podem ser afetadas

tanto pelas observagoes individuais quanto pelas médias das observagoes replicadas.



Além disso, mostram também que a funcao de influéncia das médias das réplicas sobre
as estimativas dos coeficientes de regressao pode ser derivada somente sob a suposicao
de que as variancias dos erros sao conhecidas, enquanto que para as observacoes in-
dividuais s6 pode ser obtida simultaneamente com sua fungao de influéncia sobre os

estimadores das variancias dos erros.

Patriota (2006) incorporou as réplicas ao processo de estimagao dos pardmetros
dos modelos funcionais heteroscedasticos com erros nas variaveis, considerando tanto a
situagao em que as réplicas sao correlacionadas quanto a situagao em que elas sao des-
correlacionadas e supondo também que as variancias sao desconhecidas. Entretanto,
o modelo proposto se restringe as situagoes em que as réplicas sao balanceadas. O
autor também aplicou um algoritmo iterativo do tipo EM com o objetivo de obter
aproximagoes das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros de interesse.
Além disso, foi proposta uma estatistica de Wald para testar algumas hipoteses e foram
realizadas simulacoes para verificar o comportamento desta estatistica em determinadas
situagoes. Por fim, o autor aplicou a técnica proposta na validacao de métodos de

medicao, utilizando um conjunto de dados reais.

1.4 Apresentacao dos capitulos

No Capitulo 1 exemplificamos algumas situagoes reais em que o valor da covariavel
nao pode ser medido com exatidao. Apresentamos também conceitos bésicos mas fun-
damentais para o desenvolvimento desta dissertacao. Por fim, realizamos uma revisao

de alguns trabalhos ja publicados relacionados com o assunto tratado.

No Capitulo 2 apresentamos o modelo com o qual trabalharemos (modelo funcional
heteroscedastico com observagoes replicadas) e derivamos os estimadores dos parame-

tros de interesse do modelo proposto por meio do método de méxima verossimilhanca



(MV), método dos momentos (MM) e método de extrapolagao da simulagao (SIMEX).
Além disso, apresentamos as respectivas matrizes de covaridncias assintoticas dos esti-
madores de interesse, para os métodos de méaxima verossimilhanca e SIMEX. Apresen-
tamos também a técnica bootstrap, utilizada para encontrar a matriz de covariancias
dos estimadores dos parametros de interesse no método dos momentos. Por fim, apre-
sentamos as estatisticas da razao de verossimilhancas e de Wald para testar algumas

hipoteses de interesse.

Ja no Capitulo 3 realizamos um estudo de simulagao utilizando a linguagem R (R
Development Core Team, 2011) com o objetivo de analisar o comportamente dos esti-
madores obtidos pelo método de maxima verossimilhanca, pelo método dos momentos
e pelo método SIMEX. A situacao em que o ntmero de observagoes n permanece fixo
e o niamero de réplicas cresce ¢ analisada. O comportamento da estatistica da razao

de verossimilhancas e da estatistica de Wald é estudado.

No Capitulo 4 aplicamos a metodologia apresentada no Capitulo 2 a um conjunto

de dados reais que trata do teor de potassio (K) em ceramicas egipcias.

Por fim, no Capitulo 5 apresentamos as conclusoes e as propostas de trabalhos

futuros.
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Capitulo 2

Modelo e Estimacao dos Parametros

Neste capitulo inserimos as réplicas na estrutura do modelo, generalizando o modelo
(1.1) — (1.4) dado na Segao 1.2. Tal modelo ¢ dito modelo funcional heteroscedastico
com observagdes replicadas e foi estudado por Dolby et al. (1987) e por Patriota (2006),
que considerou um caso particular em que as réplicas sao balanceadas. Apresentamos
os estimadores de maxima verossimilhanca, os estimadores do método dos momentos e
os estimadores SIMEX dos parametros de interesse e as respectivas matrizes de cova-
riancias. Por fim, propomos testes para testar homoscedasticidade, proporcionalidade

das variancias e parametros tais como ) e (.

2.1 Modelo funcional heteroscedastico com observa-

coes replicadas

Suponha que dispomos de r; > 2 e s; > 2 réplicas das variaveis resposta e explica-

tiva, respectivamente. Neste caso, as expressoes (1.1) — (1.4) passam a ser

11



i = o+ Bz, (2.1)
Yiji = yitey (2.2)

e Xy = o +up, (2.3)

com e;; independente de wu, € S N(0,02) para j = 1,....7, ug, S N(0,02) para
k=1,..s;ei=1,..,n Asréplicas sao consideradas desemparelhadas e desbalancea-
das, podendo também serem pareadas (emparelhadas) e balanceadas. Assim como no
modelo (1.1)—(1.4), (8o, 81) " sao parametros a estimar, z;’s sao constantes desconheci-
das, u;; sao erros de medicao (aditivos) e e;; incorporam varios erros incluindo os erros
de medicao (aditivos). O modelo (2.1) —(2.3) ¢ dito modelo funcional heteroscedastico

com observacgoes replicadas.

Estimagao pelo método de maxima verossimilhanca neste modelo foi estudada por
Dolby et al. (1987) e por Patriota (2006). Ja os estimadores dos parametros do modelo
(2.1)-(2.3), utilizando os métodos dos momentos e SIMEX, nao foram encontrados na
literatura. Desta forma, apresentamos a seguir os estimadores de maxima verossimi-
lhanca, do método dos momentos e do método SIMEX dos parametros de interesse do

modelo (2.1)-(2.3) bem como as respectivas matrizes de covariancias.

2.1.1 Maxima verossimilhanga (MV)

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em Dolby et al. (1987), que
mostram varias situacoes com respeito as variancias Ugi e Ugi, dentre as quais pode-
mos destacar o caso em que hé heteroscedasticidade irrestrita (o2, 07 ), proporcional

(azi, pai) em que p é uma constante conhecida e o caso em que hé homoscedasticidade

(02, 2)-

Consideremos o modelo (2.1)— (2.3). Neste caso, Y;; ~ N (4, 0?) e Xy N (z;, o)

com Y;; e X;, independentes para j = 1,...,1r;, kK = 1,...,8; e i« = 1,...,n. Desta

12



. T
forma, definindo 6; = (6o, 1,05, 02,2;)" ¢ @ = (Bo, Br,00 .02 ,x")T, em que

T 2

x = (v1,...,2,)", 02 = (02,...,00 ) e ol = (ng,...,ozn)T, temos que a funcao

verossimilhanca para a i-ésima observacao é dada por

T

1 1 1
Li(0;) o (022 exp {— Z E[Yij — (Bo + 51xi)]2} (02)52

j=1 "¢
i 1 )
X expy§ — Z ﬁ(Xlk — l’l) .
k=1 Ui

xexp{ ZZ — (Bo —|—le,)] ZZ%(XM _$i>2} .

i=1 j=1 ei 1=1 k=1
Logo, a fungao log-verossimilhanca é dada por

n

1 1<
(@) = const— 527% logoi D) izsz‘ IOngi

i=1

——Z Z — (Bo + Buzy)]? %Z% — ;)%

= 81 j=1 i=1 Ui k=1

As equagbes de maxima verossimilhanga sao facilmente obtidas e formam um con-
junto de 3n+2 equacdes correspondentes aos parametros (0o, f1, i, 05,,02), i =1,...,n
Todas as derivadas de primeira e segunda ordem utilizadas nesta dissertacao podem ser
encontradas no Apéndice. Diferenciando a funcao log-verossimilhanca com respeito aos

parametros 012”, agi, x;, Bo e B1, e igualando a 0, segue que os estimadores de méxima

verossimilhanca satisfazem as equacoes

_Z X — 7;)? 50+5196)]

J=1

, (2.4)
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~ agiﬁlﬁ‘(?i —Bo) + a\-zisiyi

T Bf&giri + 02 5 7 (25)
R ~ - R Z ai/\i<_z - ?w)
Bo=Yy,— 1T, e (=" ) (2.6)

~

em que T, Y, sao médias gerais ponderadas estimadas dadas por

noo n.o_
Zwixi Zwi %

i=

1

n ~
Z Wi
=1

Ty =

W; sao pesos estimados dados por
~ T

W; = a_\—g (28)
e X; e Y, sdo médias das réplicas em cada grupo 4, i = 1, ..., n dadas por
X, - ZX v, - ZY (2.9)
i ik € i= ij- .
%=1 ' i3 ’

Patriota (2006) também encontra os estimadores de méxima verossimilhanga dos

parametros do modelo (2.1) — (2.3). Entretanto, o autor considera o caso particular

em que r; = s; = m parat = 1,...,n. Neste caso, a funcao log-verossimilhanca é dada
por
0(0) = const — @zn:(logJQ +logo? ) — L Y L Y [Vi; — (Bo + Brz:)]?
9 pa €; U 2 — O.gi s ) 0 1

Y S )
2 o

n
=1 Wi k=1

14



A equagao (2.5) se reduz a

2 B (Y, — By) + 32 X,
. BAT-R)+a 10
2’\2 _|_/0-\2

e as equagoes (2.4) e (2.6) se mantém com @; = 1/5>

Quando s; =ser; =r parat=1,...,n, a fungao log-verossimilhanca se reduz a

00) = const——Zloga ——Zloga ——Z Z (Bo + Bri)])?
——Z > (-

= %u 1o

e os estimadores de méaxima verossimilhanca para 6 novamente satisfazem as equagoes
(2.4) — (2.6), com &; = 1/67. Quando o nimero de réplicas é o mesmo, isto é, s; = r;

parai=1,...,n, a funcdo log-verossimilhanca se reduz a

n

1
(@) = const— 5 Z ri(logo? +logos ) Z Z i — (Bo + Bizi)]?

i=1 = el 7j=1

__ZJQ Z ik

=1 % k=1

A equagao (2.5) neste caso é dada por (2.10) e as demais equagoes coincidem com as

encontradas no caso geral, com @; = /0> .
1

Em algumas situagoes, as variancias dos erros de medi¢ao podem ser homoscedés-
ticas ou entdo proporcionais. Nestes casos, podemos utilizar o modelo (2.1) — (2.3)
normalmente. Suponha que as variancias dos erros de medi¢cao sao homoscedasticas,

isto €, 02 =05 e ol = o2 parai=1,...n. A fungdo log-verossimilhanga ¢ entdo, dada

15



por

1 2\ 1 2\
(@) = const— §logae Zri ~ 5 log o, ;si

n n S5

11
2 2
—§§ZZ i — (Bo + By _EEZZ(XM_%) :
€ i=1 j=1 U =1 k=1
Os parametros do modelo neste caso sao 02, 02, 11, ..., Tn, Bo € 31 e os respectivos

estimadores de méxima verossimilhanca satisfazem as equacgoes

S Xe—d)? X — (B + B

~92 i=1k=

—_
)

[\
=
—_

.
—_

o 7= Gabiri(Yi = Po) + 525X
? - oy AN AN ?
B352r; + 02s;

e as equagoes (2.6) com w; = ;.

Barnett (1970) analisou o caso em que as variancias dos erros de medi¢do sdo pro-
porcionais, isto é, agi = pagi parat=1,....,n, em que p ¢ uma constante desconhecida.

Neste caso a funcao log-verossimilhanca ¢ dada por

n

1 N
0e) = const—éz:(ri—l—si)logaui —§Zrilogp

=1 i=1

5> Sy~ (o + )] —-z LS X

i=1 POy, =1 — uz k=1

sendo %17 e O'Zn, Py L1, ..., Tn, Bo € [ os parametros do modelo. Os respectivos

estimadores de méxima verossimilhanca satisfazem as equacgoes

=350 — (o + BE)P + X (X - 2

Ti—|—8i
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n ]_ T4 e ~
> =5 2 Vi — (Bo + Bid)P? o
5 = = . & Buri(Yi — Bo) + psiX,
zn:ri Biri + psi

e as equagdes (2.6) com ©; = r; /7, .

Para obter as estimativas de maxima verossimilhanca em todos os casos menciona-
dos acima, faz-se necessario um método iterativo. O algoritmo do tipo EM (pseudo
EM) proposto por Kimura (1992) fornece uma solugao geral a diversos problemas de
estimacao por maxima verossimilhanca. Assim, utilizamos esse algoritmo a fim de en-
contrar aproximacoes das estimativas para os parametros do modelo. Consideramos o
caso geral, em que as variancias dos erros de medigao sao heteroscedasticas e as réplicas
sao desemparelhadas e deslabanceadas. Para tal, seguimos os seguintes passos:

2(0)

€

.. . . . . RN (1 BN (1)
1. Inicie o procedimento iterativo com a = 0 e atribua valores iniciais ,68 ), B£ ), o

(0) L. . . .
e 021, . Como valores iniciais, podemos utilizar as estimativas encontradas por algum

U
outro método, por exemplo, mininos quadrados ponderados ou método dos momentos.
Em problemas envolvendo comparacao de métodos geralmente consideramos os valores
iniciais abaixo

g = 0,80 =1,

1 & — 1 _
020) - Z (Y =Y e ‘7520) == Z (Xi — X5)?,
J=1

T <

parai=1,...,n.

2. Calcule 71 em (2.5).

(a)

e as médias gerais ponderadas estimadas 7, e

3. Calcule os pesos estimados CJZ@

=(a)
Y, em (2.8) e (2.7), respectivamente.

4. Calcule Béa), B\ia’), 527 825‘1), i=1,..,nem (2.6) e (2.4), respectivamente.

Us

5. Incremente a em uma unidade.
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6. Repita os passos 2,3,4 e 5 até a convergéncia.

O algoritmo é encerrado quando a convergéncia é obtida, ou seja, quando a diferenga
relativa entre as estimativas dos parametros, considerando os passos atual e o anterior,

é suficientemente pequena. Seja

~9(a) ~9(a—1) ~9(a) ~9(a—1)

0 = max T Tei — e

C i=ln o2ty ’ g2ty
Assim,

3la) _ pla—1) 2la) _ 7la—1)

(a)_ By — By b — by

€' =max =) , = 1) N (2.11)

0 e

A matriz de covariancias assintotica do estimador de méxima verossimilhanga para
os parametros By e 1, para a situacao em que o numero de observagoes n é fixo e o
namero de réplicas s; e r; cresce, é obtida pela inversao da matriz de informagao (Dolby
et al., 1987; Patriota, 2006). No Apéndice encontram-se todas as derivadas necessérias.

Tal matriz é dada por

-1

M=

(szz/a )
(ciw}/o?)

i@/a;)

=1
(ciwi/o?,)

@
I
—

COV(B(% B\l) =

M:
M=

1

-
Il
—

7

em que ¢; = 7; <1 - firion, )

que ¢; =7; Tt Ts0? )

A matriz de covariancias assintotica é estimada consistentemente substituindo os
parametros por aproximacoes das respectivas estimativas de maxima verossimilhanca
obtidas pelo algoritmo do tipo EM ja apresentado. Sob condicoes de regularidade
adequadas, os estimadores de méxima verossimilhanga (Bo, BI)T obtidos nesta segao

tém distribuigdo conjunta assintética normal bivariada (Patriota, 2006).
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2.1.2 Meétodo dos momentos (MM)

Nesta subsegao, derivamos os estimadores dos pardmetros do modelo (2.1)-(2.3)

pelo método dos momentos. Estes resultados nao foram encontrados na literatura.

Sejam

II:)P%_l
II;E%_‘

,Xn)e(Yq,...,Y,). Sejam tam-
Vv

os segundos momentos amostrais das médias (X1, ...
bém E[X] e E[Y] os primeiros momentos populacionais e E[Sx+|, F[Sxy] ¢ E[S

os segundos momentos populacionais, respectivamente, em que

E[X] =7, EY] =+ BT =7,

I =1
E[SYY]:_ZS_U + Szz

n <
=1

n

1 1
E[SYV] - Blsmx e E[Syy] = ﬁ Z ;0-; + 6%sz

i=1

Igualando os momentos amostrais aos seus respectivos momentos populacionais e re-

solvendo o sistema de equacoes, obtemos que os estimadores para os parametros [y e

(1 obtidos pelo método dos momentos sao dados por

ﬁomoml =Y — 6 mom1



€ 61m0m1 QSYY
com
n 1/\
> —0:
i=1 T4 !
W=
)
1:231 Siau’
em que
R 1 Si o R 1 T o
52 = T d Xu—Xi)’ e 72 = — > (¥ - Y (2.12)
v k= ¢ j=1

Denotaremos esse procedimento por método dos momentos 1 (MM1).

Ja o estimador de momentos de z;, i = 1,...,n é obtido analogamente igualando
o primeiro momento amostral X;, dado por (2.9), ao primeiro momento populacional

E[X;] da amostra (X;1, ..., Xis,), em que E[X;] = z;. Assim, segue que
T =X i=1,...,n.

Uma outra possibilidade ¢ considerarmos apenas os momentos Sy ¢ Sxy. Desta
forma, os estimadores para os parametros 3y e 51 pelo método dos momentos sao dados
por

Bomomg =Y — BlmomQX € 61mom2 =

<
INgE =l

w»

’
o2

Usg

| —

Sxx — ,

)

3|

i=1

em que Er\i é dado por (2.12). Neste caso, denotaremos esse procedimento por método

dos momentos 2 (MM2).

Os estimadores (BAomom 1,31m0m )l e (B\omom, ﬂAlmomQ)T sao assintoticamente nao
viesados. Entretanto, as distribuicoes assintoticas destes estimadores nao sao tao sim-
ples de serem encontradas. Desta forma, podemos utilizar a técnica de reamostragem
bootstrap paramétrico ou nao paramétrico (Efron, 1979; Efron & Tibshirani, 1993) para

estimar a matriz de covariancias de (BAOmoml,BAlmoml)T e de (@)mom2,§1mom2)T, con-
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siderando o modelo (2.1)-(2.3). Definamos 9 = (8, 31)" e seja 9 = (Eomomﬁlmom)T
o respectivo estimador de momentos de 9. Segue que a matriz de covariancias de 9 ¢

dada por meio da expressao

Q
WD) = Q1) @Y - 9)@ ) (213)
q=1
sendo que () é o numero de amostras bootstrap, 9@ ¢ a estimativa obtida da g-ésima

amostra, ¢ =1,...,Q e ¥ é a média de 9V, ... 9@,

2.1.3 Meétodo de extrapolagao da simulagao (SIMEX)

Em modelos com erros de medic¢ao Carroll et al. (2006) denominam de modelagem
funcional as técnicas que demandam poucas suposi¢oes sobre a distribuicao da ver-
dadeira variavel explicativa x quando esta é aleatéria, podendo x também ser cons-
tante. Por outro lado, na modelagem estrutural a distribuicao de probabilidade de
x deve ser completamente especificada. Este ponto de vista é diferente da distincao

tradicional entre modelos funcionais e modelos estruturais, apresentada na Segao 1.2.

O método SIMEX (extrapolagao da simulagao), proposto por Cook & Stefanski
(1994) e detalhado em Carroll et al. (2006), é uma técnica de modelagem funcional
geral e bastante difundida. Baseado em simulagao, o método tem como principal
caracteristica a correcao, pelo menos aproximada, do viés induzido nos estimadores dos
parametros quando ignoramos os erros de medigao na variavel explicativa no processo
de estimacao. Como ja mencionado, utilizar métodos de estimagao que nao consideram
os erros de medicao em seus procedimentos, pode resultar em estimadores inconsistentes
(Fuller, 1987; Cheng & Van Ness, 1999). O efeito do erro de medi¢ao nas estimativas
dos parametros pode ser observado na etapa de simulacao, uma das etapas do método

SIMEX.
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Como vantagens do método SIMEX podemos destacar o fato de nao ser necessario
conhecer a distribuicao da covariavel envolvida, a facilidade com as quais as estimativas
podem ser obtidas e a simplicidade para implementar. Entretanto, o custo computa-
cional que para determinados tamanhos de amostras se torna alto e a dificuldade em

se avaliar a variabilidade nas estimativas sao as desvantagens do método.

Sucintamente, o método SIMEX fundamenta-se na idéia de que os efeitos dos erros
de medigao (sobre procedimentos estatisticos que ignoram estes erros) podem ser deter-
minados experimentalmente por simulagoes, nao sendo preciso supor a distribui¢ao da
verdadeira covaridavel nao observada x. Em seguida, resultados validos para o modelo
com erros de medigao sao obtidos por extrapolagao, atingindo-se uma situacao em que

se anulam os efeitos dos erros de medicao.

O método SIMEX ¢é dividido em duas etapas: simulacao e extrapolagao. Na etapa
de simulacao, erros de medigao adicionais independentes sao gerados e adicionados aos
dados originais, criando novos conjuntos de dados, denominados pseudorreplicagoes.
Existem duas versoes para o método SIMEX que se diferenciam basicamente pela forma
com que as pseudorreplicacoes das observagoes sao geradas: o SIMEX paramétrico e o

SIMEX empirico.

A versao paramétrica (Devanarayan & Stefanski, 2002) é apropriada para situagoes
em que as variancias dos erros de medi¢ao sao conhecidas ou suficientemente bem
estimadas. Entretanto, os estimadores B\OSIMEX e ﬂ:SIMEX obtidos por meio do método
SIMEX paramétrico nao sao em geral assintoticamente nao viesados quando as vari-
ancias dos erros de medi¢ao nao sao conhecidas, sendo entao estimadas (Devanarayan,
1996). Isso ocorre uma vez que os erros adicionais relacionados & estimagao das vari-
ancias dos erros de medi¢cao nao sao levados em conta no processo de estimagao dos
parametros Jy e ;. Desta forma, considerando o modelo (2.1)-(2.3), trabalhamos

apenas com a versao empirica do método SIMEX (Devanarayan & Stefanski, 2002)
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em que pseudorreplicagoes sao geradas na forma de contrastes lineares aleatorios das

réplicas de acordo com

X=X 1+ (2 X
bi(A) = X + <Sz) > dyir X, (2.14)
k=1
em que
dpir, = L (2.15)

{300 (Zoir — Zi) 231

com Z dpir. = 0, Z 2, = 1 e Zyy s N(0,1) independentes entre si e também
k=1 k=1

independentes dos dados observados (X, Y;;), 7=1,...,r, k=1,...,s,i=1,...,n
eb=1,..., B, sendo que B indica o nimero de pseudorréplicas na etapa de simulacao
e A assume valores positivos representando a magnitude (em termos de variancia) dos

erros adicionados.

Um calculo simples mostra que E[X};(\)] = x; e Var[Xy,(A\)] = (14 N)o2 /s; =
(14+A)Var[X;], ou seja, a variancia total do erro adicionado é (14-\)o2 /s;. Desta forma,
pode ser provado que Xp;(A)|z; P N(zi, (14+ X0z /s;), i =1,...,n (Devanarayan &
Stefanski, 2002). O ideal é um conjunto de dados sem erros de medigao na covariavel,
o que corresponde a (1 + A)oa /s; = 0, e assim A = —1. Este fato ¢ a principal

propriedade dos pseudodados simulados no método SIMEX (Carroll et al., 2006).

Na etapa de simulagao, inicialmente fixamos o nimero de pseudorréplicas suficien-
temente grande, por exemplo, B = 200 e escolhemos o vetor de valores de A, denotado
por A = {\y,..., Ay }. Em muitas aplicagoes consideramos M = 10 e A, € (0, 2],
m =1..., M. Desta forma, em (2.14), para uma dada pseudorréplica b € {1,...,B} e
um dado valor A € A, formamos uma pseudoamostra (Y1, Xy (N)), ..., (Y, Xpn(N)),
com a qual estimamos os coeficientes em (2.1) por minimos quadrados ponderados ob-
tendo @)b(/\) e BAlb(/\). Repetimos o processo para b = 1,..., B. As estimativas dos

parametros (y e B1, das B pseudoamostras, sao entao resumidas utilizando-se a média,
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resultando em BI)()\) e B\l()\) Repetindo-se estes passos com Ay, ..., A7, COMPOMOS 0S

pares de pontos

(0, Bo)s (A Bo(M))s -, Oars Bo(Aa)) e (0, B1), (Aa, Bi(A), -+ (Mar, Br (M),

sendo que By e B denotam as estimativas ingénuas, que ignoram os erros de medigao,

comose r; = X;,1=1,...,n.

Ja na etapa de extrapolagao, graficos de dispersao destes pares de pontos (estima-
tivas viesadas obtidas na etapa de simula¢do em funcdo de \) podem ser vistos como
um aprendizado sobre os efeitos dos erros de medi¢cao nas estimativas de minimos
quadrados ponderados, permitindo estabelecer uma relagao entre o viés e a magni-
tude dos erros adicionados. Desta forma, ajustamos curvas (modelo linear, quadratico
ou racional linear, por exemplo) a estes pontos e mediante extrapola¢do chegamos a
@)SIMEX = @)(—1) e @SIMEX = B\l(—l). A Figura 2.1 traz uma ilustragao do método

SIMEX.

« SIMEX

extrapolagdo . ingénua
3

simulacao

B

0.95
|

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 2.1: Exemplo de aplicagao do método SIMEX com extrapolagao por uma reta.
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A matriz de covariancias assintotica dos estimadores SIMEX pode ser obtida uti-

lizando a abordagem de equacoes de estimagao, como detalhada em Devanarayan

(1996) e em Carroll et al. (2006).

Consideremos o vetor de parametros 9 = (3o, 1) " definido na Secdo 2.1.2. Baseado

em Devanarayan (1996), temos que uma equacgao de estimagao para 9 é dada por
'y W(Y 2;,9) =0. (2.16)
i=1
Considerando o modelo (2.1) — (2.3) temos

\Il(?i, xi,ﬁ) _ Wi(Yi — By — 51971) 7

Wz‘(?i — o — 51%)%‘

T , ~ . L. ~
em que w; = —-. Note porém que os z;’s sao inobservaveis e os pesos w; sao desconhe-
o
€5

cidos. Neste caso, a solugao de (2.16) nao pode ser calculada.

2

Os pesos w; sao desconhecidos uma vez que as variancias dos erros o sao des-
conhecidas. Entretanto, podemos estimé-los diretamente por meio das réplicas caso
disponhamos de um grande ntimero de replicagoes (Kutner et al., 2005). Considerando
as variancias amostrais dadas por (2.12), estimamos os pesos w; substituindo ai por
831_, como feito na expressao (2.8). Desta forma, consideramos os pesos estimados como

sendo os verdadeiros valores dos pesos w;.

2

Em relagao as variancias dos erros o, , apesar de desconhecidas nao é necessario

estiméa-las ja que na versao empirica do método SIMEX os pseudosdados sao gerados

usando uma combinacao linear das réplicas sem a contribuicao dos valores 051, 1=
1...,n. Desta forma, ndo é preciso adicionar equagoes de estimagao a (2.16). Isto
torna a obtengao da matriz de covariancias dos estimadores SIMEX empirico menos

dificil (Devanarayan, 1996).
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No passo de simulacao, considerando um particular valor de b e A, por uma apro-

ximagao linear obtemos

VB0 = BN} = —A o2 A 9NV S WV X (A 9N),  (217)

i=1
com
1 o —
2 N9\ == E|—Y(Y,; XN, 9N)]|. 2.1
AL A0} = 1S F |59 7 X, 903 (2.18)
Seja
B
xBi{Uﬁ,., A 9(N)} =B Z WY, Xpi(A), 9(N)).
b=1
Note que xg;(.), para i fixo (i = 1,...,n), sdo independentes e identicamente distribui-

dos com média zero. Tomando a média sobre os B resultados de (2.17), obtemos a

aproximacao assintotica

n

VO =9V} ~ —AT ol A9 2D xmi{ol A 9N} (2.19)

=1

Consideremos A = {\y,..., Ay} o vetor contendo os valores de A selecionados na
etapa de simulagao e 5*(A) = {1/9\T()\1), . ,1/3’\r(/\]\4)}T o vetor contendo as estimativas

dos parametros para cada elemento de A. Desta forma, usando a equagao (2.19) temos

que /n{9.(A) — 9, (A)} ~ N(0,X), com

% = A (o7, A 9.(A)]Cui (o, A O (M)A (00, A 9. (M)}, (220)

em que
Aii(o) A 9.(A) = diaglA(ol, X, 9(N)), X € A], (2.21)
Ci(02,A,9.(A) = Cov[®pi (02, A, 9.(A))] (2.22)

e Wpin (02, A, 9.(A) = vec[xn{o2, N, 9N}, A€ Al (2.23)
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A matriz (2.21) é estimada consistentemente por Ayi(.) = diag{Am()}, m =
1,..., M, em que
- 1 &0 .
At} = 53 g Xu() 20
BT | GiX(h) GiX2(m)

Ja a matriz (2.22) é estimada consistentemente por meio da matriz de covariancias

amostral do vetor [¥ ;1) (62, A, 0.(A)), ..., ¥p,1) (32, A, D.(A))].

Seja G*(A,T*) = (G, T*)T, ..., G\, T )T em que G\, T*), m=1,.... M
¢ o modelo ajustado para cada um dos parametros '{9\()\) na etapa de extrapolagao,
calculado em A, € A. IT'* é o vetor de parametros do modelo ajustado. No modelo de

extrapolacao linear simples, por exemplo, temos

. Lo+ T,
g()\ma r ) = ’
Iy + s\,
com I'* = ([y,I',T5,T'3)". Seja também R(T*) = 3*(A) — G*(A,T*) o residuo do
modelo ajustado. Podemos obter r pela soma dos quadrados dos residuos do modelo
ajustado, R(T'*)" R(I'*), utilizando a equagdo de estimacio s(I'*)R(I'*) = 0, em que

s'(I'*) = {0/0(T*) T} R(T*). A teoria assintotica mostra que
n~Y3(I* —T*) ~ N{0, ()}, (2.24)

em que X(T*) = D~YT*)s(T'")Xs" (I*)D~Y(T™), D = s(T'*)s" (I'*) e ¥ ¢ dada por
(2.20).

Sendo 5SIMEX =Gg*(—1, f‘*) a estimativa do vetor de parAmetros 1 obtida na ausén-

cia de erro de medi¢ao por meio do método SIMEX, a teoria assintotica mostra que
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Vn(Isnvex — 9) ~ N(O, 2§SIMEX)a ou seja, os estimadores (Sospex, Sismex) tém
distribui¢cao conjunta assintoticamente normal bivariada. A matriz de covaridncias
assintotica X Derex © obtida pelo método delta e é dada por

= Gh. (=1, T)E(T*){Gp. (—1,T)} T, (2.25)

YSIMEX

0

Considerando o modelo linear simples na etapa de extrapolagao, temos que o residuo

do modelo ajustado é dado por

Bo(A1) — (To + ThA)
310\1) — (fQ + i;3)\1)

Bo(har) — (To + Ty )
Bl()\M) — (fz + fS)\M)

Desta forma, segue que

1 A 0 0
0o 0 1 XN
s'M)y=—1: © 1 |,
1 Ay 0 O
(0 0 1 Ay |
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e portanto, as estimativas para I'* sao obtidas por meio da equacao de estimacao

(Bo(Am) = To — TiAn)

M=

m=1 0
M fon ~ ~

Z_l[)‘m(/30<)\m) - F() - Fl/\m)] 0
M /\ R R =
Zl(ﬁl(Am) - FQ — Fg/\m) 0

Don(Br (M) — Ty — T 0

1

M=

m

Encontradas as estimativas I'*, estimamos a matriz 3(I'*) dada em (2.24) substituindo

I'* por I'*. Sendo

1 A00
Ir- (A T7) = )
00 1 A

obtemos a matriz 35 por (2.25).

Observacao: Existem outros métodos de estimacao para modelos com erros de me-
dig¢ao tais como o método de minimos quadrados generalizado e o0 método de minimos
quadrados modificado (Cheng & Van Ness, 1999). Entretanto, nao podemos utilizar
estes métodos no modelo (2.1) — (2.3), ja que neste caso temos réplicas das variaveis
resposta e explicativa e as variancias dos erros de medi¢ao sao heteroscedésticas e

desconhecidas.

2.2 Testes de hipo6teses

Quando consideramos o modelo (2.1) —(2.3), estamos supondo que as variancias dos
erros de medicao sao heteroscedasticas. Entretanto, em algumas situacoes as variancias
dos erros podem ser homoscedasticas ou proporcionais (caso particular de variancias
heteroscedasticas). Nesses casos, podemos utilizar o modelo (2.1) — (2.3) normalmente,

como visto na Secao 2.1.1, com a vantagem de que o nimero de pardmetros a serem
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estimados é menor do que no caso em que as varidncias sao heteroscedésticas. A

homoscedasticidade das varidncias o> e o2 pode ser testada considerando

Hy:0. =o0.eo02 =02 parai=1,..,n contra

Ug

Hipoteses 1 =
Hy: 0, # 0. ouol # o7 para pelo menos um i # j, i,j € {1,...,n}.

Utilizamos o teste da razao de verossimilhancas (RV). Assim, temos que a estatistica do
teste é dada por {gryy, = 2{6({9\) — £(8)}, sendo que £(.) é a fungdo log-verossimilhanca
dada na Secao 2.1.1, 6 ¢ o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) irrestrito
de @ ¢ 8 é 0o EMV de 6 sob H,. Tanto 0 quanto 0 sio obtidos por algoritmos do
tipo EM (Kimura, 1992), por exemplo, e sdo apresentados na Sec¢ao 2.1.1. Neste caso,
&Ry, tem distribuigao assintética x3, o, quando s; — oo, 7; — 00, sendo que a taxa

de crescimento é a mesma para i = 1,...,n. Assim, rejeitamos Hy com um nivel de

significAncia a se o valor de gy, é maior do que o quantil (1 —a) da distribuicao x3, ,.

A proporcionalidade das variancias também pode ser testada. Consideremos

Hy:0? = po2 parai=1,..,n contra

e;

Hipoteses 2 =

H: Uzi #+ poii para pelo menos um i € {1,...,n},
sendo p uma constante conhecida. Utilizamos novamente o teste da razao de veros-
similhangas (RV), cuja estatistica de teste denotamos por &gy,. Neste caso, gy, tem
distribuigao assintotica x2_;, quando s; — 0o, r; — 00, sendo que a taxa de crescimento
é a mesma para ¢ = 1,...,n. Assim, rejeitamos Hy com um nivel de significancia « se

o valor de &gy, ¢ maior do que o quantil (1 — ) da distribuigao x?_;.

Em varias aplicagoes as observagoes em (2.2) e (2.3) dizem respeito a mediges de
uma mesma quantidade desconhecida x efetuadas utilizando dois métodos, conforme
apresentado por Ripley & Thompson (1987), Riu & Rius (1996) e Galea-Rojas et al.

(2003), por exemplo. Neste contexto, 3y e 1 representam vicios de um método (y)
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em relagdo ao outro (x), de modo que o teste da auséncia de vicios, traduzida pela
hipotese Hy : (8o, 51) " = (0,1) T, constitui questao de interesse. A estatistica de Wald

para testar

Ho : (Bo, B1)" = (Boo, P1o) T contra
Hy (50,51)T - (ﬁoo,ﬁlo)T,

Hipoteses 3 =

em que [y € P19 sao constantes conhecidas, é dada por

T

1 Bo—Boo
B1 — Bro

SWﬁo,m - ?\0 - 500 [C/O\V(B;J’ B\l)]
61 - ﬁlO

Note que (B\O, B\l) sdo as estimativas dos parametros ((y, f1) obtidas pelo método de
maxima verossimilhanca, método dos momentos ou método SIMEX e 6(;/(30, B\l) é
um estimador da matriz de covariancias de (BB, BAl) A matriz de covariancias as-
sintotica dos estimadores dos parametros (g, f1) considerando os métodos de maxima
verossimilhanca e SIMEX foram apresentadas nas Segoes 2.1.1 e 2.1.3, respectivamente.
J& a matriz de covariancias considerando o método dos momentos 1 ou 2 é obtida por
meio da técnica bootstrap e foi apresentada na Secao 2.1.2.

Como visto nas Secoes 2.1.1 e 2.1.3, (30,51) obtidas via MV e SIMEX tém dis-
tribuigdo conjunta assintotica normal bivariada. Assim, sob H, temos que Wy 5, N
X3 E importante enfatizar que estamos considerando o caso em que n é fixo, s; — 0o e
r; — 00, sendo que a taxa de crescimento de s; e r; é a mesma. Desta forma, rejeitamos

Hy com nivel de significancia o se o valor de &, , € maior do que o quantil (1 — «)

da distribuigao x3.

Os resultados assintoticos apresentados nesta se¢ao podem nao ser satisfatorios para
determinados nimeros de réplicas, tornando-se inadequados. Desta forma, podemos
utilizar simultaneamente a técnica bootstrap paramétrica e nao paramétrica (Davidson

& MacKinnon, 2000) na construgao de testes de hipoteses para testar as Hipoteses 1, 2 e
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3. No método de maxima verossimilhanca e no método dos momentos, encontramos os
estimadores de todos os parametros do modelo (2.1) — (2.3). Assim, podemos utilizar o
método bootstrap paramétrico. Ja no método SIMEX em que nao encontramos os esti-
madores do parametro x;, + = 1...,n, utilizamos o método bootstrap nao paramétrico.
Para determinadas quantidades de réplicas, a versao nao paramétrica pode ficar com-

prometida uma vez que a geracao de muitas réplicas fica limitada.

Nos testes de hipoteses por meio do método bootstrap, calcula-se o valor p em-
pirico (Davidson & MacKinnon, 2000) encontrando a proporgao de estatisticas f(kq)’
qg=1,...,Q que sejam maiores do que a estatistica ty, sendo que ) é o nimero de
amostras bootstrap geradas (sob Hy), tiy € o valor da estatistica de teste calculada na
g-ésima amostra, ¢ = 1,...,Q) e tg é a estatistica de teste calculada no conjunto de

dados original. Por fim, compara-se o valor p empirico com o nivel nominal adotado,

rejeitando-se Hy caso o valor p empirico seja menor do que o nivel nominal.
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Capitulo 3

Simulacoes

Neste capitulo realizamos um estudo de simulagao com o objetivo de comparar o
comportamento dos estimadores dos parametros [y e 1, em relagdo ao viés e a raiz
quadrada do erro quadratico médio. Consideramos todos os métodos de estimacao
apresentados no Capitulo 2. Além disso, analisamos os testes da razao de verossimi-
lhancas e de Wald, dados na Secao 2.2, em relacao as taxas de rejeicao sob Hy e sob
H,. Diferentes ntimeros de réplicas foram utilizados, em que procuramos encontrar a
quantidade minima de replicagoes necessarias para que o nivel nominal e poder dos

testes propostos sejam satisfatorios, proximos dos esperados.

Para todas as situagoes tratadas neste capitulo, no método de maxima verossimi-
lhanca adotamos que o erro €@ dado pela expressdo (2.11) deve ser menor do que 1073
para que o algoritmo se encerre. Ja no método SIMEX, consideramos B = 200 réplicas
SIMEX e M = 10 com valores de X igualmente espacados no intervalo (0,2]. Além
disso, utilizamos a média das B = 200 estimativas SIMEX para obter a estimativa
SIMEX correspondente a cada A € (0,2]. Ja na etapa de extrapolagao, utilizamos o

modelo linear simples por ser simples e apresentar um bom ajuste para este modelo.

Procurando criar um cenério semelhante a condicao dos dados reais com o qual tra-
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balharemos em detalhes no Capitulo 4, adotamos a distribui¢cao uniforme com valores
entre 0,5 e 2,5 para gerar o verdadeiro valor da covariavel z;, isto é, z; ~ U(0,5;2,5).
Além disso, consideramos que 5 = 0 e #; = 1, que é uma situacao razoavel em pro-
blemas de comparacao de métodos. Ja as varidncias dos erros O‘gi e O'gi sao geradas
respectivamente pelas expressoes o5 = (0, 5xx;+0,16)% e 02, = (0,5xy;40, 29)*, sendo
que neste caso, y; = x;. A escolha destas expressoes foi baseada nas relagoes encon-
tradas entre os desvios padrao amostrais e as concentragoes, nos dados reais (ceramica
egipcia). Como os resultados assintoticos apresentados nesta disserta¢ao consideram
que o tamanho da amostra é fixo e o nimero de réplicas aumenta com o aumento do
ntimero de observagoes, fixamos n = 21 como nos dados reais. Em relagao ao ntmero
de réplicas, consideramos algumas situagoes: (1) ntimero minimo de réplicas para x e
y, ou seja, s; = r; = 2, (2) situac@o semelhante as condigdes dos dados reais utilizados
no Capitulo 4 em que o ntimero de réplicas de = e y varia de 2 a 18, sendo neste caso
as réplicas desemparelhadas e desbalanceadas, (3) ntmero de réplicas de = e y igual ao
dobro do niimero existente nos dados reais, ou seja, nimero de réplicas variando entre
4 e 36, (4) namero de réplicas de z e y constantes e igual a 18, que é o valor méximo de
niamero de réplicas no conjunto de dados reais, (5) namero de réplicas constante e igual
a 40 e por fim, (6) nimero de réplicas constante e igual a 80, sendo que esta ultima
situacao foi abordada apenas na Secao 3.2, para os testes da razao de verossimilhancas
e de Wald considerando o método de méxima verossimilhanca. Ja para o teste de Wald
considerando o método SIMEX, nao utilizamos a situagao (6) devido ao custo com-
putacional. E importante destacar que comecamos o estudo de simulacdo adotando o
niamero minimo de réplicas (s; = r; = 2) e aumentamos essas quantidades sem que o
tamanho da amostra aumentasse. Em cada caso analisado, geramos 5000 conjuntos de

dados.
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AN AN

3.1 EQM e viés das estimativas (5, 51)

Nesta secao, calculamos o viés simulado e a raiz quadrada do erro quadratico médio
(vVEQM) simulado. O viés simulado é calculado fazendo a diferenca entre a média das
estimativas do parametro e o verdadeiro valor do paramentro em questao. Ja a raiz

quadrada do erro quadratico médio (v/EQM) simulado é dado pela expressao

R 1/2

Z@i —7)*/R

=1

VEQM =

em que R é o nimero de simulagoes e v é o valor verdadeiro do parametro do modelo.

Na Tabela 3.1 apresentamos o viés simulado e a raiz quadrada do EQM simulado das
estimativas 30 e 23’\1 obtidas pelos métodos de estimacao abordados nesta dissertacao,
considerando o cenario descrito anteriormente. Ja os histogramas com os valores das
estimativas Bo e 51 sao dados respectivamente pelas Figuras 3.2 e 3.3, complementando
os resultados vistos na Tabela 3.1. Os resultados apresentados nao foram encontrados

na literatura.
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Tabela 3.1: Viés simulado e y/EQM simulado das estimativas (B\O,B\l) obtidas pelo
método de maxima verossimilhanca, pelo método dos momentos 1 e 2 e pelo método
SIMEX - z; ~ U(0,5;2,5) com n = 21.

Namero de  Niumero de  Método de Viés vEQM
réplicas s; réplicas r; estimacao [y 51 Bo 51
MV 0,80538 —0,48460  2,00640 1,17985
minimo: 2 minimo: 2 MM1 0,20757 —0,10453 54,27245  30,34556
médio: 2 médio: 2 MM2 2,37874 —1,25097  150,13865 78,77016
méximo: 2 ~ maximo: 2  SIMEX 1,04030 —0,61944 1,86172 1,05682
MV 0,01117 —0,01084 0,35634 0,38121
minimo: 2 minimo: 2 MM1 —0, 03876 0,03477 0,32862 0,27913
médio: 7,4  médio: 7,5 MM2 —0,10304 0,08611 1,02645 0, 84760
méaximo: 18 méaximo: 18 SIMEX 0,17694 —0,17497  0,48423 0,42994
MV —0,00871 0,00863 0,14919 0,12658
minimo: 4 minimo: 4 MM1 —0,01483 0,01414 0, 22010 0, 17520
médio: 14,8 médio: 15,0 MM2 —0,04425 0, 03469 0, 28328 0,21694
méximo: 36 maximo: 36 SIMEX 0,03679 —0,03195  0,17489 0,15003
MV —0,01109 0,00897 0,17191 0,13986
minimo: 18 minimo: 18 MMI1 —0,01356 0,01036 0,19520 0,15351
médio: 18 médio: 18 MM2 —0,02894 0,02118 0,21742 0,16861
maximo: 18 maéaximo: 18 SIMEX 0,04038 —0,03545 0,17532 0, 14259
MV —0,00104 0,00169 0,08156 0,08065
minimo: 40 minimo: 40 MM1 —0,00246 0,00282 0,09211 0,08815
médio: 40 médio: 40 MM?2 —0, 00666 0,00622 0,09580 0, 09085
méximo: 40 maximo: 40 SIMEX 0, 00685 —0,00690  0,08288 0,08184

[lustramos na Figura 3.1 o gréafico de dispersao entre as médias das réplicas para

cada observacao e os respectivos desvios padrao estimados, considerando um dos con-

juntos de dados simulados.
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Figura 3.1: Grafico de dispersao entre as médias das réplicas para cada observacao com
a reta identidade.

Podemos observar pela Figura 3.1 que os valores dos desvios padrao estimados
em geral aumentam com o aumento dos valores das médias das réplicas, dando um

indicativo da heteroscedasticidade dos dados.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 apresentamos os histogramas das estimativas B\O e B\l con-
siderando todos os métodos de estimacao apresentados no Capitulo 2. Podemos notar
em ambas as figuras que a medida que aumentamos o nimero de réplicas, a dispersao
nos valores encontrados para as estimativas 50 e 31 se torna menor. Além disso, anali-
sando o comportamento dos graficos temos indicios de que as estimativas seguem uma

distribuicao normal.
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Observamos pela Tabela 3.1 que quando dispomos de um ntimero minimo de réplicas
de z e y, isto é, s; = r; = 2 parai = 1,...,n, o método dos momentos 1 apresenta
melhores resultados, em termos de viés simulado de Bo e de 31, do que os demais
métodos. Entretanto, a variabilidade nas estimativas encontradas por este método é
a mais alta entre os métodos analisados, o que pode ser explicado pela quantidade
de réplicas disponivel. O método SIMEX e o método de méaxima verossimilhanca,
apesar de nao apresentarem os menores valores de viés simulado dos estimadores dos
parametros [y e 1, produzem os menores valores da raiz quadrada do erro quadratico
médio como visto nas Figuras 3.2 e 3.3. Desta forma, para s; = r; = 2 optamos pelo

método dos momentos 1 apesar dos altos valores encontrados para /EQM.

Para quantidade de réplicas semelhante & existente no conjunto de dados estudado
no Capitulo 4, isto é, s; e r; entre 2 e 18, 0 método de maxima verossimilhan¢a mostra-
se melhor em termos de viés simulado de Bo e Bl j& que apresenta valores abaixo dos
encontrados pelos demais métodos. Ja o método SIMEX apresenta o maior valor de viés
simulado dos estimadores de ambos os parametros. Em relacao a +/EQM, o método
de maxima verossimilhanga e o método dos momentos 1 sao mais eficientes do que
o método SIMEX, sendo os valores obtidos semelhantes. O método dos momentos 2
apresenta os maiores valores de v/EQM para os estimadores de ambos os parametros,
o que também pode ser notado nas Figuras 3.2 (¢) e 3.3 (g). Portanto, neste caso
optamos pelo método de maxima verossimilhanga. O método dos momentos 1 também

pode ser utilizado.

Em relagao aos demais casos abordados, em que o nimero de réplicas s; e r; é fixo
e igual a 18, varia entre 4 e 36 ou ¢ fixo e igual a 40, observamos que entre os métodos
analisados, o método de méaxima verossimilhanca mostra-se melhor em termos de valo-
res de viés simulado e de EQM simulado, apresentando os menores valores tanto para
o estimador Bo quanto para Bl. Ja o método dos momentos 2 em todos os casos é o

método que tem o pior desempenho em relagao a EQM. O método SIMEX consegue
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reduzir o viés produzindo valores semelhantes aos encontrados pelos demais métodos.
Entretanto, o método SIMEX nao elimina o viés totalmente, sendo que os valores de
viés obtidos ainda sao maiores do que os obtidos pelos métodos de maxima verossi-
milhanca e dos momentos 1. J4 os valores de v/EQM obtidos no método SIMEX sao
proximos dos valores obtidos no método de méxima verossimilhanca. Assim, optamos
pelo método de maxima verossimilhanca sendo o método dos momentos 1 e SIMEX

boas alternativas.

Verificamos que o viés dos estimadores dos parametros [y e 51 em todos os métodos
diminui a medida que a quantidade de réplicas aumenta, tendendo a 0. Isto ocorre uma
vez que 50 e B\l sao assintoticamente nao viesados para todos os métodos utilizados,
como visto no Capitulo 2. Nao podemos esquecer que nesta dissertacao o tamanho da
amostra é fixo e os resultados assintoticos sao relacionados & quantidade de réplicas.
Além disso, devemos destacar que em todos os casos tratados neste capitulo o método
dos momentos 1 (MM1) teve melhor desempenho do que o método dos momentos 2
(MM2), em termos de valores de viés simulado e v/EQM, considerando Bo e Bl. Isso
pode ser explicado pelo fato de que no método dos momentos 1, o segundo momento
amostral Sy € considerado, o que nao ocorre no método dos momentos 2. Na sequéncia

desta dissertacao consideraremos apenas o método dos momentos 1.

Desta forma, concluimos que o método de maxima verossimilhanca, em geral, tem
melhor comportamento em relagao aos demais métodos, em termos de viés simulado e
raiz quadrada do erro quadréatico médio simulado considerando o cenério descrito na
introducao do Capitulo 3. O método SIMEX, apesar de reduzir o viés, nao o elimina
totalmente, podendo ser utilizado simultaneamente ao método de méxima verossimi-
lhanga. O método dos momentos 1 se mostrou uma boa alternativa, apesar da grande

variabilidade das estimativas para o caso em que s; = r; = 2.
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3.2 Taxa de rejeicao dos testes da razao de verossi-

milhangas (RV) e Wald

Nesta secao analisamos os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas
e de Wald, apresentados na Segao 2.2, em relagao as taxas de rejeigao sob Hj e sob
H1, considerando o cenério descrito na introdugao do Capitulo 3. Em todos os testes
analisados, a probabilidade do erro tipo I foi estimada gerando amostras sob a hipotese
Hj e calculando a proporgao de simulagoes em que o teste rejeitou a hipotese nula. Jéa a
taxa de rejeicao sob H; foi calculada gerando amostras sob a hipétese H; e calculando a
proporcao de simulacoes em que o teste rejeitou a hipdtese nula. Como ja mencionado,

geramos em cada caso 5000 conjuntos de dados.

3.2.1 Homoscedasticidade das variancias

Sejam as Hipoteses 1 apresentadas na Secao 2.2. Consideramos que sob Hj, as

2 2

variancias dos erros 02 e 02 sdo dadas respectivamente por o2 = (0,5 X x5 + 0, 16)?
1 T 1

eo? =(0,5xy12+0,29)?2 i =1,....n, em que Y15 = By + f1212 = 12 neste caso.

Sob Hj, analisamos trés situacoes denotadas por Hyyy, Hyp) e Hyy. Em Hig)
consideramos que as variancias dos erros 012” e ai sao geradas por meio das expressoes
on =[0,97+N(0;0,4)]* e 02 = [0,85+N(0;0,4)]?, em que N(0;0,4) indica que gera-
mos para cada ¢, ¢ = 1...,n, um valor de uma variavel aleatoria com distribuicao nor-
mal com média 0 e variancia 0,4. J& em Hy (), adotamos que o2 = [0,97+ N(0;0,8)]?
e ol =10,85+ N(0;0,8)]* com N(0;0,8) andlogo ao caso anterior mas com variancia

2 2

igual a 0,8 e em Hy(z), que as variancias dos erros o, e o7, sao dadas pelas expressoes

o = 10,97 + N(0;1,2)]* e 62 = [0,85 + N(0;1,2)]?, respectivamente. A diferenca

entre Hy(yy, Hy2) e Hyes) estd no valor adotado para a variancia da distribui¢ao nor-
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mal. Desta forma, espera-se que os valores gerados para as variancias dos erros de
medicao em H(j) sejam mais proximos uns dos outros do que os valores gerados para

as variancias dos erros de medicao em Hj ), sendo Hj (o) o caso intermediario.

Sob Hy, em 0,06% das amostras geradas para s; = r; = 2 e em 1, 10% das amostras
geradas para s;, r; entre 2 e 18, o valor da estatistica da razao de verossimilhangas foi
negativo. Nestes casos, descartamos as respectivas amostras da anélise. Os resultados
obtidos sao apresentados na Tabela 3.2 e nao foram encontrados na literatura. Graficos
de quantis para a estatistica de teste da razao de verossimilhancas também foram
apresentados na Figura 3.4.

Tabela 3.2: Taxas de rejeicao (%) das hipoteses Hy, Hyi1y, Hi2) € Hys) - teste RV -

homoscedasticidade das variancias - z; ~ U(0,5;2,5) com n = 21 para um nivel de
significancia o = 0, 05.

Numero de  Numero de

réplicas s; réplicas r; Sob Hy Sob Hyy Sob Hypy Sob Hyg
minimo: 2 minimo: 2

médio: 2 médio: 2 97,29 99,76 99,92 99, 98
maximo: 2 maximo: 2

minimo: 2 minimo: 2

médio: 7,4  médio: 7,5 56,80 96, 66 100, 00 100, 00
maximo: 18 maximo: 18

minimo: 4 minimo: 4

médio: 14,8 médio: 15,0 19,06 99,14 100, 00 100, 00
maximo: 36 maximo: 36

minimo: 18 minimo: 18

médio: 18 médio: 18 9,36 100, 00 100, 00 100, 00
maximo: 18 maximo: 18

minimo: 40 minimo: 40

médio: 40 médio: 40 6,68 100, 00 100, 00 100, 00
maximo: 40 maximo: 40

minimo: 80 minimo: 80

médio: 80 médio: 80 5,60 100, 00 100, 00 100, 00

maximo: 80

maximo: 80
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Figura 3.4: Graficos de quantis da distribuigao 3, , - teste RV - homoscedasticidade
(a) s; = r; =2, (b) s;, r; entre 2 e 18, (¢) s;, r; entre 4 e 36, (d) s; = r; = 18, (e)
si=r;, =40e (f) s, =r =80 - z; ~ U(0,5;2,5) com n = 21 para um nivel de
significancia a = 0, 05.

Pela Figura 3.4 verificamos que quando dispomos de um niimero minimo de réplicas,

isto é, s; = r; = 2, ou um numero de réplicas entre 2 e 18, nao hé indicios de que a
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estatistica da razao de verossimilhangas tenha distribuigao x3,_,. Nestes casos vemos
pela Tabela 3.2 que a taxa de rejeicao sob Hy é alta, sendo os valores encontrados
distantes do valor nominal de 5%. Entretanto, fixando-se o tamanho da amostra e
aumentando o nimero de réplicas, percebemos que a taxa de rejeicao sob Hy diminui,
o que também ¢é notado na Figura 3.4 em que os quantis teéricos e amostrais se apro-
ximam com o aumento do nimero de réplicas. Percebemos que no cenério analisado,
para nimero de réplicas igual a 80 a taxa de rejeicao sob Hjy é semelhante ao nivel
nominal de 5%, indicando que para esta quantidade de réplicas, o resultado assintotico
é satisfatorio. Para as situagdes (nimero de réplicas) em que a taxa de rejei¢ao sob Hy
foi alta, podemos utilizar alternativamente o teste de hipoteses bootstrap apresentado

na Secao 2.2 a fim de testar as Hipoteses 1.

Em relagao a taxa de rejeicao sob Hy, notamos que os valores encontrados em todos

os casos analisados (Hl(l), Hip e H1(3)> sao altos, como desejados.

Logo, concluimos que o teste da razao de verossimilhancas para testar a homoscedas-
ticidade das varidncias é insatisfatorio para as situagoes em que dispomos de quanti-
dade de réplicas inferior a 80, no cenario analisado. Nestes casos, podemos utilizar

alternativamente a técnica teste de hipoteses bootstrap dada na Secao 2.2.

3.2.2 Proporcionalidade das variancias

Em relacao as Hipoteses 2, dadas na Secao 2.2, consideramos que sob Hy, 02 =

Us

(0,5 x 2;+0,16)* e p = 1,5 e portanto, 02 = 1,5 x o2 para i = 1,...,n. E importante

2 e 0. e que sob Hy, p é constante.

lembrar que p é a razao entre as variancias o
Sob H;, para cada observagao ¢, geramos um valor para p de modo que ai / O’ii seja
nao constante. Analisamos trés situagoes denotadas por Hin), Hip) e Hyz). Em
Hyqy consideramos que 0. = (0,5 x x; + 0,16)* e 02 = o2 x |N(1,5;1)], isto &,

Us

geramos para cada ¢ um namero aleatério de uma distribui¢ao normal com média 1,5
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e variancia 1 e consideramos o valor absoluto do niimero gerado. Em Hj ;) adotamos

o2 =(0,5xx;+0,16)* e 02 = 0},

Us

X |N(1,5;2)] e em Hy adotamos o, = (0,5 x

z;+0,16)* e 02 =02,

Us

x |N(1,5;3)|. Logo, espera-se que os valores gerados para p em
H(1) sejam mais préximos uns dos outros do que os valores gerados em Hjs) ja que
a variancia da distribuigdo de p (distribuigdo normal) em H 1(1) € menor. Hye) seria
a etapa intermediaria, em que espera-se que os valores gerados para p sejam menos

proximos do que os gerados em Hy(j) e mais proximos do que os gerados em M.

Sob Hy, em 0,04% das amostras geradas para s; = r; = 2 e em 0, 52% das amostras
geradas para s;, r; entre 2 e 18, o valor da estatistica da razao de verossimilhancas
foi negativo. Desta forma, assim como na Subsecao 3.2.1, descartamos as respectivas
amostras da analise. Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela 3.3 e nao foram
encontrados na literatura. Ja os graficos de quantis para a estatistica de teste da razao
de verossimilhancas sao apresentados na Figura 3.5.

Tabela 3.3: Taxas de rejeicao (%) das hipoteses Hy, Hi1y, Hiz) € Hy(z) - teste RV

- proporcionalidade das variancias - z; ~ U(0,5;2,5) com n = 21 para um nivel de
significancia o = 0, 05.

Numero de

Numero de

réplicas s; réplicas r; Sob Hyg Sob Hyy Sob Hyy Sob Hyg
minimo: 2 minimo: 2

médio: 2 médio: 2 99, 60 99, 52 99, 84 99, 84
maximo: 2 maximo: 2

minimo: 2 minimo: 2

médio: 7,4 médio: 7,5 82,22 97,22 99, 88 99, 46
méaximo: 18 maximo: 18

minimo: 4 minimo: 4

médio: 14,8 médio: 15,0 32,00 99,76 100,00 100, 00
méaximo: 36 maximo: 36

minimo: 18 minimo: 18

médio: 18 médio: 18 11,70 99,94 100,00 100, 00
maximo: 18 maximo: 18

minimo: 40 minimo: 40

médio: 40 médio: 40 7,00 99,96 100, 00 100, 00
maximo: 40 maximo: 40

minimo: 80 minimo: 80

médio: 80 médio: 80 5,40 100,00 100, 00 100, 00

maximo: 80

maximo: 80
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Figura 3.5: Graficos de quantis da distribuigao x3, , - teste RV - proporcionalidade
(a) s; =1 =2, (b) s4 r; entre 2 e 18, (¢) s, r; entre 4 e 36, (d) s; = r; = 18, (e)
si=mr =40e (f) s; =1, =80 - z; ~ U(0,5;2,5) com n = 21 para um nivel de
significancia o = 0, 05.

Assim como visto na Subsecao 3.2.1, observamos na Figura 3.5 e na Tabela 3.3

que quando dispomos de uma quantidade minima de réplicas (s; = r; = 2) ou entdo
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dispomos de uma quantidade de réplicas entre 2 e 18, semelhante a condicao do conjunto
de dados com o qual trabalharemos no Capitulo 4, a estatistica da razao de verossi-
milhangas para testar a proporcionalidade das variancias novamente nao aparenta ter
distribuigao x2_;. Além disso, os valores da taxa de rejeigao sob Hy sao altos e distantes
do nivel nominal adotado, por exemplo, o = 5%. Todavia, quando fixamos o tamanho
da amostra e aumentamos a quantidade de réplicas, percebemos que a taxa de rejeicao
sob Hy diminui tendendo ao nivel nominal. Para quantidade de réplicas igual a 80,
a taxa de rejeicao sob Hy é semelhante a o = 5%, tornando-se o teste da razao de
verossimilhangas satisfatorio. Para as situagbes (numero de réplicas) em que a taxa
de rejeicao sob Hj foi alta, podemos utilizar alternativamente o teste de hipoteses

bootstrap apresentado na Secao 2.2 a fim de testar as Hipoteses 2.

Em relacao a taxa de rejeigao sob Hy, nos trés casos analisados os valores obtidos

sao altos e proximos de 100%.

Logo, no cenario descrito na introdugao do Capitulo 3, concluimos que o teste RV
para testar as Hipoteses 2 produz resultados satisfatorios para quantidade de réplicas
igual a 80, sendo neste caso, apropriado. Para as demais situacoes analisadas, podemos

utilizar alternativamente o teste de hipoteses bootstrap dado na Secgao 2.2.

3.2.3 Viés aditivo e multiplicativo

Por fim, analisamos o comportamento da estatistica de Wald para testar as Hipote-
ses 3, no cenario considerado. Como visto na Se¢ao 2.2, testar as Hipoteses 3 é o grande
interesse em problemas de comparagao de métodos de medigao ja que por meio deste
teste verificamos vicios aditivos e multiplicativos de um método em relagao ao outro
método analisado. Levamos em conta nesta anélise apenas as estimativas (B\O, ,BAl) obti-
das por meio dos métodos de maxima verossimilhanga e SIMEX uma vez que nesta dis-

sertagao, as distribuigoes assintoticas dos estimadores (f5y, £1) considerando os métodos

48



dos momentos 1 (MM1) e 2 (MM2) nao foram obtidas, impossibilitando assim, utilizar

resultados assintoticos na estatistica de Wald.

Como ja mencionado no inicio deste capitulo, as variancias agi sao geradas de acordo
com os valores de By e ;. Desta forma, considerando as Hipoteses 3, adotamos que
sob Hy, fo = 0 e f; = 1 e entdo 02 = (0,5 x y; + 0,29)*> = (0,5 x (0 + 1z;) +
0,29)%. Ja sob Hj, analisamos duas situagoes: Hiyy : (Bo, 51)" = (0,3;0;8)" e Hyo :
(Bo, B1)" = (0,5;2)". Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 3.4 e nio foram
encontrados na literatura. Para complementar os resultados, apresentamos os graficos
de quantis para a estatistica de Wald. Tais graficos sao apresentados nas Figuras 3.6 e
3.7.

Tabela 3.4: Taxas de rejeicao (%) das hipoteses Hy, Hyny e Hyg) - Teste de Wald -
x; ~ U(2,40) com n = 20 para um nivel de significancia oo = 0, 05.

Numero de  Numero de  Método de

réplicas s; réplicas r; estimagao  Sob Hy Sob Hyy Sob Hy)
minimo: 2 minimo: 2 MV 80, 16 75,80 95,25
médio: 2 médio: 2 SIMEX 91,04 78,93 97,32
maximo: 2 maximo: 2

minimo: 2 minimo: 2 MV 21,30 78,52 97,50
médio: 7,4  médio: 7,5 SIMEX 53,16 79,09 98,90
maximo: 18 maximo: 18

minimo: 4 minimo: 4 MV 9,74 82,09 99,89
médio: 14,8 médio: 15,0 SIMEX 33,42 86,13 99, 80
maximo: 36 maximo: 36

minimo: 18 minimo: 18 MV 8,70 80,77 100, 00
médio: 18 médio: 18 SIMEX 48,48 86, 35 100, 00
maximo: 18 maximo: 18

minimo: 40 minimo: 40 MV 6,70 87,64 100,00
médio: 40 médio: 40 SIMEX 26,61 95, 82 100, 00
maximo: 40 méaximo: 40

minimo: 80 minimo: 80 MV 5,62 95,91 100,00
médio: 80 médio: 80 SIMEX - - —

maximo: 80

maximo: 80
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Figura 3.7: Grafico de quantis da distribui¢ao x3 - teste de Wald (k) MV com s; =
r; = 80.

Analisando a Tabela 3.4, verificamos que para nimero de réplicas minimo, isto &,
s; = r; = 2, as taxas de rejeicao sob Hy tanto para o método de maxima verossimilhanca
quanto para o método SIMEX sao altas. Além disso, notamos pelas Figuras 3.6 (a)
e (b) que nao ha indicio de que a estatistica de Wald tenha distribuigao y3. Desta
forma, podemos utilizar alternativamente o teste de hipoteses bootstrap detalhado na
Secao 2.2. Para quantidade de réplicas entre 2 e 18, condi¢ao semelhante ao conjunto
de dados analisado no Capitulo 4, os valores da taxa de rejeicao sob Hj sao menores
do que os valores encontrados no caso anterior. Entretanto, as taxas ainda sao altas,
sendo que o valor obtido considerando o método de maxima verossimilhanca foi menor
do que o valor obtido considerando o método SIMEX. Novamente, uma alternativa

seria utilizar o teste de hipoteses bootstrap como dado na Secao 2.2.

Verificamos que a taxa de rejeicao sob Hjy diminui & medida que aumentamos a
quantidade de réplicas, como esperado. Isto também é observado pelos graficos de
quantis dados na Figura 3.6 em que os quantis amostrais e tedricos se aproximam con-
forme aumentamos o numero de réplicas. Além disso, observamos que para o método
de maxima verossimilhanga é necessario uma menor quantidade de réplicas, em relacao
ao método SIMEX, para que o valor da taxa de rejeicao sob Hj se aproxime do nivel
nominal a = 5%, isto &, para que os resultados do teste de Wald sejam satisfatorios.

Isto pode ser notado para quantidade de réplicas igual a 40 em que o valor da taxa de
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rejeicao sob Hy considerando o método de méxima verossimilhanga é proximo de 6, 70

enquanto que considerando o método SIMEX fica em torno de 26, 61%.

Pela Tabela 3.4 e pelas Figuras 3.6 e 3.7 verificamos que para quantidade de réplicas
igual a 80, o valor da taxa de rejeicao sob Hy é proximo do nivel nominal o = 5%.
Nao encontramos o valor da taxa de rejeicao sob Hy, na mesma condi¢ao, considerando
o método SIMEX por causa do alto custo computacional. Desta forma, concluimos
que o teste de Wald considerando o método de maxima verossimilhanca se mostrou
mais eficiente do que considerando o método SIMEX, em termos de valor de taxa de
rejeicao sob Hy, para as quantidades de réplicas analisadas nesta dissertacao. O teste
de Wald utilizando o método SIMEX se mostrou insatisfatorio para todas as situagoes

analisadas.

Em relagao ao poder do teste, vimos que tanto a taxa de rejeicao sob Hy(;y quanto
a taxa de rejeicao sob Hy(;) aumenta a medida que aumentamos o nimero de réplicas,
como esperado. Notamos também que os valores da taxa de rejeicao sob Hj() sao
menores do que os encontrados sob Hj(). Isto ocorreu uma vez que os valores para
os parametros 3y e 31 em Hj(;) sao mais proximos dos verdadeiros valores do que os
valores em Hj (), sendo assim o teste mais propicio a erros. Apesar de os valores da
taxa de rejeicao sob H; considerando ambos os métodos serem semelhantes em cada
caso analisado, os valores encontrados para o método SIMEX, em geral foi ligeiramente

maior.

Portanto, concluimos que para quantidade de réplicas inferior a 80, o teste de Wald
considerando os métodos de maxima verossimilhanca e SIMEX nao é satisfatorio no
cenario analisado. Para quantidade de réplicas igual a 80, o teste de Wald considerando
apenas o método de maxima verossimilhanga se mostrou satisfatério. Como na pratica
dispomos de uma quantidade inferior a 80, podemos utilizar simultaneamente o teste

de hipoteses bootstrap dado na Secao 2.2, complementando os resultados assintoticos.
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Capitulo 4

Aplicacao

E comum aplicar técnicas de regressdo em problemas de comparacio de métodos
analiticos. Como visto no Capitulo 1, nestes problemas o principal objetivo é detectar
possiveis vicios aditivo e multiplicativo de um método em relacao ao outro, o que
é feito testando-se as Hipoteses 3 dadas na Secao 2.2. Desta forma, neste capitulo
ajustamos o modelo (2.1) — (2.3) apresentado no Capitulo 2 a um conjunto de dados
relacionado a problemas de comparacao de métodos de medicao, aplicando os métodos
de estimagao desenvolvidos nas Secoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 e realizando o teste de Wald
proposto na Secao 2.2 a fim de verificar vicios aditivo e multiplicativo de um método em
relacao ao outro. Os testes da razao de verossimilhancas para testar as Hipoteses 1 e
2 (homoscedasticidade e proporcionalidade das variancias, respectivamente), apesar de
nao serem os principais objetivos em problemas de comparacao de métodos analiticos,
também foram aplicados. O ajuste do modelo foi verificado por meio de graficos de

envelopes (Atkinson, 1985).

O conjunto de dados aqui descrito foi utilizado por Rasekh & Fieller (2003). Em
uma extensa pesquisa arqueologica da produgao e distribuicao de ceramica, medigoes do

conteudo do elemento quimico (elemento mineral) potassio (K), presente em algumas
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ceramicas, foram realizadas utilizando duas diferentes técnicas denominadas analise
de ativagdo de néutrons (NAA) e espectrometria por plasma indutivamente acoplado
(ICP). A unidade das medigoes nao foi informada no artigo. Os potes foram coletados
de diferentes localidades ao redor da antiga cidade egipcia de Amarna e cada ceramica

possui um codigo de construgao que ajuda na identificagao.

As ceramicas com o mesmo codigo de construgao e da mesma proveniéncia sao
consideradas repeticoes. Desta forma, o conjunto de dados foi dividido em 21 grupos
sendo que em cada grupo o nimero de ceramicas (réplicas) varia de 2 a 18. Adotamos
Y;; como sendo o j-ésimo valor observado do -ésimo grupo, utilizando a técnica NAA e
X, como sendo o k-ésimo valor observado do i-ésimo grupo, utilizando a técnica ICP.

Note que no conjunto de dados em questao, : =1,...,21, k=1,...,s, e 7=1....7;.

As médias e os desvios padrao das medic¢oes do teor de K em cada um dos 21 grupos,
considerando os métodos NAA e ICP, podem ser observados na Figura 4.1. Ha indicios
de que em média, os valores do teor de K obtidos pela técnica NAA sao semelhantes aos
valores obtidos pela técnica ICP. Além disso, pela Figura 4.1 nota-se também que os
desvios padrao assumem valores distintos indicando uma possivel heteroscedasticidade

das variancias. Esta hipotese sera testada na sequéncia.
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Figura 4.1: Médias de cada grupo i, i = 1...,21, considerando os métodos NAA (V)
e ICP (X;) e seus respectivos desvios padrao com a reta identidade.

Aplicamos o teste da razao de verossimilhangas com o objetivo de testar as Hipoteses
1 e 2 apresentadas na Secao 2.2. Simultaneamente, utilizamos o teste de hipoteses
bootstrap também mostrado na Secao 2.2. Os valores da estatistica da razao de veros-
similhancas para as Hipoteses 1 e 2, seus respectivos valores p, utilizando os resultados
assintoticos dados na Secao 2.2 e os valores p empiricos considerando uma amostra
bootstrap de tamanho () = 10000, sao apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Valores da estatistica da razao de verossimilhancas para as Hipoteses 1 e
2, respectivos valores p e valores p empiricos - Teor de K nas ceramicas egipcia.

Hipoéteses 1 Hipoéteses 2
Estatistica Valor p  Valor p empirico Estatistica Valor p Valor p empirico
156,469 < 0,001 < 0,001 38,799 0,007 0,589

Em relacao as Hipoteses 1, observamos pela Tabela 4.1 que tanto o valor p quanto o

valor p empirico foram inferiores ao nivel de significAncia adotado o = 5%, nos levando
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a rejeicao da hipotese nula, ou seja, a rejeicao da homoscedasticidade das variancias.
Ja em relagao as Hipoteses 2, o valor p considerando os resultados assintoticos nos leva
a rejeicao da hipotese nula enquanto que o valor p empirico nos conduz a nao rejeicao
de Hy. E importante destacar que no estudo de simulacéo realizado no Capitulo 3 nas
mesmas condi¢oes dos dados reais, os resultados do teste da razao de verossimilhancas
para testar as Hipoteses 1 e 2 nao foram satisfatérios. Desta forma, consideramos o
valor p empirico e portanto, concluimos que as varidncias sao proporcionais e conse-

quentemente, heteroscedésticas, como suspeitado na Figura 4.1.

Desta forma, ajustamos o modelo (2.1) — (2.3) ao conjunto de dados referente ao
teor de K nas ceramicas egipcias aplicando o método de maxima verossimilhanca,
método dos momentos 1 e o método SIMEX e entao verificamos possiveis vicios aditivo
e multiplicativo da técnica NAA em relagao a técnica ICP, o grande interesse neste
caso. No caso da estimacao pelo método de maxima verossimilhanga, o algoritmo foi
encerrado quando o valor de €, dado por (2.11), foi menor do que 1073. No método
dos momentos 1, utilizamos o método bootstrap nao paramétrico para a obtencao da
matriz de covariancias dos estimadores (@)mam . B\lmom )", adotando @ = 10000. Na
estimacao SIMEX, na etapa de simulagao adotamos B =200 ¢ M = 10 com A € (0, 2]

e na etapa de extrapolagao consideramos o modelo linear simples, como no Capitulo 3.

O ajuste do modelo (2.1) — (2.3), considerando o método de méxima verossimi-
lhanca, pode ser verificado por meio do grafico de envelopes simulados. A técnica foi
desenvolvida por Atkinson (1985). Para utilizar esta ferramenta grafica, inicialmente
encontramos as estimativas de maxima verossimilhanca considerando os dados reais e

entao, calculamos

T4 }/; i 5 X’L — Jg
=2 ﬁo+ﬂlx>+22—x, i=1....n, (4.1)

j=1 k=1 i
iid I . . . .
com 0; ~ N(0, 1), substituindo os parametros pelas suas respectivas estimativas. Desta
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forma, obtemos n valores (/5; Ordenamos esses valores obtendo ;5\(1) <... < 8\(“) e en-
tao, representamos os pontos (®~1((: — 3/8)/(n + 1/4)),3\(2-)) em um grafico, em que
®-! ¢ a funcdo quantil da distribuicdo normal padrao. Ja para obter os limites do
envelope, simulamos G = 1000 conjuntos de dados, e para cada conjunto g gerado,
encontramos as estimativas de méxima verossimilhanga dos parametros de interesse.
Entao, novamente encontramos os valores de gg iyt =1,...,n substituindo os parame-
tros da expressao dada em (4.1) pelas estimativas encontradas. Ordenamos os valores
encontrados e por fim, representamos os pontos (®~1((i —3/8)/(n +1/4)), minlegg(,-))
e (D71((i — 3/8)/(n + 1/4)),mang:13\g(i)) para i = 1,...,n, representando os limites
inferior e superior do envelope. Também desenhamos no grafico os pontos (®~1((7 —
3/8)/(n + 1/4)), f:lgg(i)/G). A técnica é aplicada ao conjunto de dados em questao,
g=

como visto na Figura 4.2.

Valores da amostra e envelope simulado

T T T T T
-2 -1 0 1 2

Quantis tedricos N(0,1)

Figura 4.2: Graficos de quantis da distribui¢ao N (0, 1) e envelope simulado - método
de méxima verossimilhanga - ajuste do modelo (2.1) — (2.3) - teor de K nas ceramicas
egipcia.
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Como visto na Figura 4.2, o modelo (2.1) — (2.3) se ajustou bem ao conjunto de
dados do teor de K nas ceramicas egipcias. Nao construimos gréaficos de envelope para

os métodos dos momentos 1 e SIMEX.

Na Tabela 4.2, sao apresentadas as estimativas dos parametros fy e (5, calculadas

pelos trés métodos de estimagao e os respectivos erros padrao estimados.

Tabela 4.2: Estimativas dos parametros 5y e (5; obtidas pelos métodos de maxima
verossimilhanga, momentos 1 e SIMEX e respectivos erros padrao estimados - Teor de

K nas ceramicas egipcia.
Parametro Método de Estimativa Erro padrao

estimagao

MV —0,01420 0,11804
Bo MM1 0,12645  0,22621

SIMEX —0,07079  0,05034

MV 1,02989  0,09059
51 MM1 0,97105  0,16350

SIMEX 1,06579  0,06645

Analisando a Tabela 4.2, observamos que os valores do erro padrao estimado das
estimativas dos parametros [y e ; obtidas pelo método SIMEX foram os menores
entre todos os métodos abordados. Ja os valores obtidos pelo método dos momentos 1
foram os maiores. Nao podemos esquecer que a matriz de covariancias dos estimadores
@)moml, ﬁAlmoml sao obtidas pela técnica bootstrap, enquanto que para os demais méto-
dos utilizamos as matrizes de covariancias assintoticas, o que pode explicar a diferenca

nos valores encontrados.

Na Tabela 4.3 apresentamos os intervalos de confianca bootstrap das estimativas Bo
e Bl, obtidas pelo método de méxima verossimilhanca e pelo método dos momentos 1.
Nao calculamos o intervalo de confianga bootstrap para as estimativas SIMEX devido
ao alto custo computacional. Para o calculo do intervalo de confianga bootstrap, con-
sideramos 5000 amostras bootstrap. Os intervalos foram obtidos utilizando os quantis

2,5% e 97,5% da amostra das estimativas bootstrap encontradas.
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Tabela 4.3: Intervalos de confianca bootstrap das estimativas 30 e B\l obtidas pelos
métodos de maxima verossimilhanga e momentos 1 - Teor de K nas ceramicas egipcia.

Parametro Método de Limite Limite
estimacao  inferior superior
MV —0,38892 0,24745

5o MM1 —0,60100 0,66919
MV 0,82469 1,31753

51 MM1 0,57847 1,50238

Como ja dito anteriormente, nosso principal interesse nesta dissertagao é verificar
possiveis vicios aditivo e multiplicativo de um método em relacao ao outro, testando
as Hipoteses 3 dadas na Secao 2.2. Desta forma, os valores da estatistica de Wald con-
siderando os métodos de estimagao maxima verossimilhanca e SIMEX e os respectivos
valores p sao apresentados na Tabela 4.4. Além disso, também apresentamos o valor p
empirico obtido por meio do teste de hipdteses bootstrap paramétrico, considerando o
método de maxima verossimilhanga. O valor da estatistica de Wald e o respectivo valor
p para o método dos momentos 1 nao foram calculados uma vez que nao conhecemos
a distribuicao de (B\gmom iy B\lmoml)T, sendo neste caso o uso de resultados assintoticos
para a estatistica de Wald inadequado, como visto na Secao 2.2. Além disso, também
nao obtemos os valores p empiricos considerando os métodos dos momentos 1 e SIMEX

ja que é invidvel por causa do tempo de processamento.

Tabela 4.4: Estatistica de Wald e respectivos valores p - métodos de maxima verossi-
milhanca e SIMEX e valor p empirico - método de méaxima verossimilhanca - Hipoteses
3 (viés aditivo e multiplicativo) - Teor de K nas ceramicas egipcias.

Método de Estatistica Valor p Valor p

Estimacao de Wald empirico
MV 0,753 0,686 0,888
SIMEX 3,939 0,140 -

Analisando a Tabela 4.4, notamos que para ambos os métodos o teste de Wald nao
nos leva a rejeicao da hipdtese nula uma vez que tanto o valor p quanto o valor p

empirico sao maiores do que o nivel de significancia adotado o = 5%. Desta forma,
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concluimos que com um nivel de confianca de 95%, as técnicas NAA e ICP nao se
diferem de maneira significativa para medi¢coes do teor de K, mostrando que neste
caso nao ha vicios aditivo e multiplicativo da técnica NAA em relagao a técnica ICP e

portanto, que em geral as técnicas produzem medigoes semelhantes.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacao apresentamos o modelo funcional heteroscedéstico com obser-
vagoes replicadas em que as réplicas sao inseridas na estrutura do modelo. Esse mo-
delo é bastante utilizado principalmente em problemas de comparacao de métodos de
medicao, foco de nosso estudo. Nestes casos, o principal interesse estda em verificar

possiveis vicios aditivo e multiplicativo de um método em relagao ao outro.

Utilizamos trés métodos no processo de estimagao dos parametros de interesse: o
método de méxima verossimilhanca, tradicional e com importantes propriedades; o
método dos momentos, simples e eficiente e o método SIMEX, promissor na reducao
do viés. Considerando a situacao proposta nesta dissertagao, em que o tamanho da
amostra é fixo e as quantidades de réplicas das variaveis resposta e explicativa aumen-
tam com o aumento do nimero de observagoes, verificamos que em geral, os métodos
propostos apresentam bons resultados em questao de viés e /EQM, tendo o método
de méaxima verossimilhanca se destacado. O método SIMEX como esperado, reduziu
o viés mas nao o eliminou totalmente, sendo os valores do viés simulado encontrados
nesse método, em algumas situagoes, proximos dos obtidos pelo método de méaxima

verossimilhanca e pelo método dos momentos 1.
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Em relacao aos testes propostos na Secao 2.2, tanto o teste da razao de veros-
similhancas quanto o teste de Wald se mostraram insatisfatorios para as situagoes
analisadas em que a quantidade de réplicas disponivel é inferior a 80. Para o teste de
Wald considerando o método SIMEX, os resultados nao foram satisfatérios em nenhum
dos casos tratados no Capitulo 3, sendo as taxas de rejeigao sob Hy obtidas bem acima
do nivel nominal o« = 5%. Ja considerando o método de maxima verossimilhanca, o

teste de Wald se mostrou satisfatorio para quantidade de réplicas igual a 80.

Como propostas de trabalhos futuros destacamos:

1. Estender o modelo (2.1) — (2.3) para as situagOes em que os erros sao correla-

cionados;

2. Encontrar a matriz de covariancias assintética dos estimadores dos parametros

(Bo, B1) T obtidos por meio do método dos momentos;

3. Incluir estatisticas de teste tais como razao de verossimilhancas e de escore para

testar as Hipoteses 3 dadas na Secao 2.2;

4. Considerar em (2.1) erro na equagao e entdo, aplicar os métodos descritos no

Capitulo 2 a esse caso;
5. Estudar influéncia local e

6. Estudar modelos com erros de medi¢ao com distribuigoes diferentes da distribuigao

normal.
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Apéndice A

Estimadores de Maxima

Verossimilhanca

Apresentamos as derivadas de 12 e 2% ordem da funcao log-verossimilhanca, con-
siderando o modelo (2.1) — (2.3) dado no Capitulo 2. Essas derivadas sdo necessarias
para a obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanca e da respectiva matriz de
covariancias. O procedimento matematico utilizado na obtencao da matriz de covarian-
cias dos estimadores de maxima verossimilhanca também é apresentado. Considerando
o modelo (2.1) — (2.3) temos que a fungao log-verossimilhanga para uma amostra de

tamanho n é dada por
n

1 2 1 . 2
1(0) = logL(0) :const—ézfilogaei—§Zsi10g‘7ui

——Z Z — (Bo + Brzi)] ——Z Z ik —

_ ezjl =1 uzk-l

As derivadas de primeira ordem da funcao log-verossimilhanga com respeito aos
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parametros 8 = (89, b1, 02 , eT,wT)T sa0

a;(ﬁi) = Z Yy = (Bo + Br) (A1)

i=1 j=1

00(0) 3 Z [Yij — (Bo + Buzi)] v (A.2)

T a2, ’
a;g)zgm woagﬁlxz)wl +k: <Xu;i i) (A.3)
o A "

Ja as derivadas de segunda ordem da funcao log-verossimilhanca com respeito aos

parametros 0 = ([, 01, 0 eTa x')" sdo

R M IR I o

i=1 j=1 el i=1 ¢

i=1 j=1 Te, i=1 ¢
520(8) - 7 rit;
D DD D) D=t (A8)
1 i=1 j=1 ¢ =1
PUO) _ NP N~ L B s
8372 = — 0_—2 — _2 - - 02 - 0'_2’ (Ag)
i j=1 ¢ k=1 Wi ¢ i
2 T 4
0 6(0) _ ﬁ _ _Tzﬁl7 (A.lO)
aﬁoal'z j:l ng O—gz
H(0) =Y =B - B2y
_ Yi; Po Y, — By — 2812 A1l
0B10z; = ng ‘= ai o Ugi U€Z< — Bo Brz;), ( )



9%(8)

g, (A.12)
;;fa(zéi o, (A.14)
88;1802 _ ; Bﬁ)ﬁm)] i Y —(502)—2 b (A.15)

X0 — )2
) s 1 e

0y 2@y (2)p (5.16)
i (X — 3) —
) =] _si(X — )

9020 (2 (o3P (A-17)
82€(0) o 1 - z::[ (Bo + Brzi)] (A18)

) 202 )

3 Y;j — (Po 1Ti)P1 —
T T i i Y1) NN

90292, 727 CA

A matriz de covaridncias assintética dos estimadores pode ser obtida por meio da
inversa da matriz de informacao observada, usando resultados padrao de inversao de
matrizes particionadas (Dolby et al., 1987). A matriz de informagao observada ¢ dada

por

A O@x2n) B
M = O(2nx2) C O(2nxn)
B’ O(n><2n) D

65



em que

n T zn: TriZ; T Tn
, 2 2 2 2
i=1Og; i=1 O¢ — Oey Oen
A = n n 2 ) B - /61 e
Z TiZ; Z T 17 TnTn
2 2 2 2
=1 0z, =1 Og, Te e,
2 2
r S T S
g Bl 1 1 51 n n
D—dzag( D) —|——2,..., 5 +T .
0'61 (J'u1 O'en Uun

Note que nao mostraremos a matriz C, que é o bloco correspondente aos parame-
tros (o2 o2 o2 o2 ), uma vez que a matriz de covariancias de (5o, 1) nao
up? o %uprYerr o Ye, /)y q 0, ~1

depende de C.

Dividindo a matriz M em blocos, obtemos

2 = [BT 0(n><2n)] :| € M3 =D.

M, M,
M = ,
M, M,
sendo que
M, — A 0(2x2n) AT

)

Nosso interesse é na matriz de covariancias de (Bo, 31) Assim, invertemos M e
selecionamos a submatriz referente as duas primeiras linhas e duas primeiras colunas.
Seja

| MM
R

a inversa da matriz M. Utilizando resultados de inversdo de matrizes (Rao, 1973)
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temos que

A—-—BD BT 0 n
©=(M; — MoM;'M,))™" = e

02 x2 C

Assim, obtemos

Z": i 5%7%'051 z": Tili (4 ﬁ%riagi
, 2 2 32 2 2
e

, , : o2 B2 2 g
A — BD—lBT — i=10 i s 174 + O'el,Sl i=1 O-ei O-uiﬁlrz + Ueisz

2 2,. 2
zn: iTi (1 _ 517“1(71” )
2 2 324 2 g.
i=1 O-ei Uui/Blrl+o-eisl

2. 2
_ /61 'I"Z‘O-ui

ol Biri + o2 s;
totica de (fy, 1) é dada por

Definindo ¢; = r; (1

), segue que a matriz de covariancias assin-

NG s TG

2
i=10¢;, i

Cov(fo, Br) =
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