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Resumo

Este trabalho consiste em introduzir uma nova abordagem de representacao de
superficie no ambiente de simulagao Freeflow2D. Consiste em usar Particao da Unidade
Implicita para estimar da superficie a geometria, normais e curvatura. Procurando se
valer das vantagens de métodos do tipo meshless (sem malha) conservando no entanto
a malha Lagrangiana, no interesse de manter o facil acesso de vizinhanca, insercao e

eliminacao de pontos.



Abstract

The objective of this work is to introduce a new approache of surface representation
within the Freeflow system. It consists of using implicit functions by means of Partition
of Unit Implicit to estimate surface geometry, normals and curvature. Aiming at the
advantages of meshless methods of surface representation whilst keeping the Lagrangian
mesh in order to preserve ease of access of geometric vicinity, particle insertion and

removal.
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Capitulo 1

Contextualizacao e Motivacao

O objetivo deste capitulo é expor uma breve contextualizagao histérica do trabalho
em questao, mencionando trabalhos prévios realizados, a motivagao que os levou a se-
rem desenvolvidos e dar exemplos das inimeras aplicagoes angariadas gragas ao seu
desenvolvimento. Serao abordadas separadamente duas linhas de trabalho relevantes
para o projeto em questdo, a saber: a Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC)
e o tratamento computacional da superficie livre. Ademais, serd delineada a interde-
pendéncia entre os assuntos de tal forma que se adequam ao contexto deste trabalho
de mestrado. Trataremos em seguida dos objetivos alcancados. Finalmente, o fim do

capitulo compreende uma sintese da organizacao global do contetido do documento.

1.1 Dinamica dos Fluidos Computacional

Desde ha muito tempo o estudo de escoamentos de fluidos é objeto de interesse no
campo das observacgoes humanas sobre o mundo fisico. Até a presente data, o parecer
cientifico tem incorporado a maior quantidade disponivel de ferramentas de anédlise
do fenomeno dado que as equacoes repectetivas aos modelos tedricos apresentam uma

notavel complexidade. Além de serem representativas no que tange a modelagem em
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termos de equacoes diferenciais de uma vasta gama de evolugoes dinamicas de sistemas
— pois das respectivas equagoes chamadas de Navier-Stokes pode-se extrair, mediante
simplificagoes, equagoes parciais que modelam diversos outros objetos de estudo da
fisica, quimica, engenharia e etc. — o estudo de fluidos em movimento em si atesta sua

valia dada a ubiquidade dos fenomenos que representam.

De fato, na natureza encontramos como objeto particular de estudo da mecanica
dos fluidos em fendmenos tais quais movimento das aguas em rios, lagos e mares,
de massas de ar, do vento, etc. Como consequéncia imediata, a maturidade diante
da compreensao deste tema largamente presente na natureza angaria resultados cujas
aplicagoes se estendem em bastantes dreas: aerodinamica (avia¢do, minimizagao da
perda de energia em transportes maritimos e terrestres ligada a forca de arraste, o
design de veiculos), biologia (compreensao do funcionamento de flagelos nas células),
metereologia (estudo das variagoes climdticas, implica¢oes de depredagoes ambientais
e poluigao), medicina (hemodinamica), etc.

A maior parte dos sistemas fisicos s@ao descritos por equacoes diferenciais parciais
nao lineares. Igualmente, as equagoes de Navier-Stokes trata de equacgoes de evolugao
temporal. Sua nao linearidade estende consideravelmente sua analise no campo tedrico
da matematica pura, e apesar de sua aparente simplicidade, seu estudo estd longe de
acabado. Se, por um lado, dispomos de uma boa teoria de existéncia e unicidade de
solucoes regulares para a restricao das equagoes ao dominio bidimensional, ainda ha
muito a ser desenvolvido para estender tais resultados para a andlise das equacoes em

um dominio tridimensional.

Nao obstante, em virtude da mencionada complexidade das equagoes de Navier-
Stokes, a solugao analitica da equacao estd além do alcance das ferramentas ma-
tematicas de que se dispoe atualmente. No interesse de extrair a maior quantidade
possivel de conhecimento sobre a evolucao de escoamento de fluidos segundo varias

propriedades materiais e condicoes iniciais, emerge nos anos 1950 uma nova vertente,



3 1.2. Modelagem Geométrica

a saber, a mecanica dos fluidos computacional. A subsequente evoluc¢ao dos compu-
tadores viabilizou cédlculos de solucoes numéricas das equagoes que culminou em um
sistema de retroalimentacao na interdependénica do conhecimento numérico, analitico
e experimental sobre as equagoes.

Nesse interim, na representacao dos fenémenos a serem estudados em modelos com-
putacionais urge fineza, dado que uma aproximacao insuficientemente precisa acarreta
amiude em resultados numéricos que nao correspondem ao modelo fisico do problema.
Assim, ha relevancia no estudo tedrico dos modelos computacionais, cada qual podendo
representar uma circunstancia particular de escoamento.

Dentre estas circunstancias encontramos o caso do escoamento multi-fasico. Trata-
se do escoamento de dois ou mais fluidos que possuem, entre si, propriedades materiais
diferentes. Como consequéncia imediata, os parametros das equacoes de Navier-Stokes
divergem entre si, dependendo da regiao do dominio em que se encontra isto é, de qual
fase esta a representar.

A regiao de fronteira entre diferentes fases, chamada interface, requer particular
asticia de modelagem: é frequentemente necessario um ntmero maior de pontos nesta

regiao a fim de que se tenha conhecimento preciso dos desdobramentos da superficie.

1.2 Modelagem Geométrica

Conforme citado acima, um caso de especial interesse da mecanica dos fluidos é o esco-
amento multifasico. Neste cenario, hd mais de um tipo de fluido envolvido na evolugao
no tempo das equacoes de Navier-Stokes, o que implica em diferentes propriedades
materiais distribuidas ao longo do dominio fisico.

A interface que separa os diferentes fluidos pode sucumbir a uma série de fendmenos
de dificil manipulacdo no ambito computacional, como deformacdes e mudanca de to-

logia. Algumas propriedades geométricas sao evocadas no seio da solugao das equagoes
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de Navier-Stokes, como o vetor normal da superficie nas condigoes de fronteira e a
curvatura no calculo da tensao superficial.

Podemos dividir as abordagens de representacao da superficie em duas grandes
vertentes: capturas de superficie (front-capturing) e acompanhamento de superficie
(front-tracking). Métodos do tipo front-tracking desenvolvem algum tipo de estrutura
que representa a superficie explicitamente, como as particulas marcadoras do método
MAC, que se movem ao longo de uma malha fixa Euleriana.

Nesses métodos de captura de superficie:

e Tem-se a geometria explicita da interface;
e Facilidade na inser¢ao e remocao de pontos;

e Em vista da conectividade na ocasiao de representacao por malhas lagrangianas,

ha facil acesso aos pontos de uma determinada vizinhanca;

e Algum procedimento algébrico se faz necessario se quisermos uma estimativa

precisa de normais e curvaturas, como aproximagoes locais;

e Nao se lida naturalmente com mudangas topoldgicas da superficie, a imple-

mentagao é mais complexa e custosa;

e Embora tenhamos alto custo, essas mudancas topoldgicas gozam de maior con-
trole quando representadas por malhas, como critérios para romper ou unir duas

interfaces diferentes;

A representacao de uma superficie a partir de pontos nao organizados é um ramo
que vem gozando de um rapido crescimento. E um ramo de pesquisa de interesse para
modelagem geométrica e computacao grafica. Ela lida com o problema de se construir
uma funcdo para recuperar as informacoes geométricas de uma superficie que daria

origem aos pontos nao organizados.
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Esta area de pesquisa ganhou proeminéncia na década de oitenta, apés o trabalho
de Boissonant ([35]). Sua relevancia cientifica pode ser atestada ante a grande drea
de atuacao que seu desenvolvimento aufere, da qual a industria de entretenimentos
(cinema, jogos), a modelagem topogréafica, reconstrugao de superficie e dreas médicas
sao exemplos a citar.

Técnicas na linha do front-capturing trabalham superficies como regices de alta
variacao, sem representar a interface por elementos explicitos. As mudancas topoldgicas
sao retratadas com maior naturalidade, como ruptura ou juncao de duas ou mais

superficies. Resumidamente e de forma abrangente, podemos dizer que nestes métodos:

e Variagoes topolégicas sao tratadas com maior naturalidade;
e Menor controle de critério nessas mudancas topolégicas;

e Por nao haver estrutura de malha lagrangiana, o custo das operagoes pode ser

reduzido e grande quantidade de pontos pode ser utilizada;

e Fungoes indicadoras estao intrinsecamente ligadas a esse tipo de abordagem, tor-

nando facil o acesso a distancias algébricas;

e Também é facilitado o acesso a propriedades geométricas como vetores normais

a superficie e calculos da curvatura em qualquer ponto;

e Preciso de algum tipo de arvore ou tabela hash para conhecer vizinhanca dos

pontos;

e Algum processo de reamostragem serd evocado no tratamento da superficie, nao

havendo conectividade entre os pontos (e.g. algoritmos do tipo marching cubes).

Tendo em vista essas peculiaridades de cada abordagem, surge naturalmente o in-

teresse em abrigar todas as vantagens possiveis em uma técnica que goze dos beneficios
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de cada uma destas técnicas. Falamos entao de um método hibrido, usar uma repre-
sentacao de superficie do tipo dos métodos de captura de superficie e integra-la ao lado

de uma representacao por malhas.

1.3 Objetivos Alcancados

Levantamento bibliografico. Esta area de pesquisa sendo multidisciplinar envolve
diversas vertentes da ciéncia e da engenharia. Neste trabalho foi feito uma organizagao
dos trabalhos prévios, colocando-os como referéncia para a realizacdo do projeto de-
senvolvido e explicando seus respectivos métodos de forma resumida e elucidativa.

Organizagao didatica do contetiddo. Com um capitulo de conceitos bésicos
para familiarizar o leitor com as ferramentas da matematica, computacao e fisica en-
volvidas nos algoritmos que compreendem tais métodos de reconstrugao de superficie,
este documento pretende cuidar da necessidade do leigo buscando se familiarizar com
a terminologia cientifica do trabalho em questao.

Nova abordagem geométrica no sistema Freeflow2D. No interesse de ela-
borar a polivaléncia do ambiente Freeflow, este projeto desenvolveu uma nova maneira
de representar a superficie e efetuar calculos de normal e curvatura. Desde sua con-
cepgao original, o ambiente de simulacdo Freeflow havia mantido sua maneira inicial

de representacao da superficie livre.

1.4 Estrutura da Dissertacgao

O Capitulo 2 é dedicado a revisar os conceitos de matemaética, fisica e computagao
que serao utilizados ao longo do documento. O enfoque foi de familiarizar o leitor com
a terminologia dos trabalhos envolvidos, explicar conceitos mateméticos recorrentes
na literatura e deduzir as equacoes de Navier-Stokes. O objetivo deste trabalho de

mestrado é aplicar um método baseado em fungoes implicitas em um ambiente de
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simulacao de escoamentos. O algoritmo foi desenvolvido no sistema Freeflow2d, descrito
no Capitulo 3. Este sistema abriga o método GENSMAC para resolver escoamentos
com superficies livres. Sao explicados o algoritmo do método GENSMAC, um algoritmo
chamado TSUR-2D responséavel por remover ondulagoes em simulagoes de alto niimero
de Reynolds, a maneira como as células sao catalogadas, a estrutura de dados half-
edge2D que representa a superficie livre, a maneira como se calculam as normais e a
curvatura e como é tratada a mudanca de topologia. O Capitulo 4 discorre sobre
métodos estudados que inspiraram a concep¢ao do trabalho e estd divido em duas
partes: métodos ditos Lagrangianos e métodos baseados em particulas’. O projeto
desenvolvido serd detalhado no Capitulo 5, detalhando primeiro o que se dispée em
cada célula (representagbes locais) e como estas infomargoes sdo agregadas em uma
unica fungao (global), via fung¢des do tipo peso e seguindo a teoria da partigao da
unidade implicita. Em seguida sao deduzidos os cdlculos para obtencao de normais e
curvaturas. Ademais, sao dados detalhes da implementacao e um algoritmo em pseudo-
codigo. O Capitulo 6 mostra resultados da superficie em quatro cendrios: uma segao
preliminar mostrando a particdo da unidade funcionando nas representagoes locais,
uma secao estudando convergéncia de superficies sem movimento, uma secao sobre
movimento rigido e uma se¢do em que a superficie é utilizada em simulagoes de mecanica

dos fluidos.

! Do inglés Point Based Surfaces.
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Capitulo 2

Conceltos Basicos

O objetivo do presente capitulo é pincelar algumas nogoes matemdticas de que nos
serviremos nos capitulos seguintes e estabelecer uma linguagem e notagao do conteiddo
posterior. Além disso, serd exposto algumas idéias de métodos utilizados na repre-

sentacao de superficie.

2.1 Superficies e Curvas de Nivel

Nesta secao introduzimos uma perspectiva sobre a definicdo de superficies implicitas

como iso-superficies de uma funcao

QCR" — R

T= (21, an) = flor, 2n)

Definicdo 2.1 Dada wma constante arbitrdria C, wm conjunto de nivel'! é obtido na

unido de todos os pontos T do dominio tais que

f(@) =C.

! Em inglés, conjunto de nivel se diz level set.
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Quando n = 2, falamos de curvas de nivel e em superficies de nivel para n = 3. Em
geral, o conjunto de nivel terd uma dimensdo inferior ao dominio da funcdo e para

n > 3, falamos em hipersuperficies de nivel.

2.2 O vetor gradiente

Definicdo 2.2 Seja
QCR”? — R

(xla'” 7:1:71) = f('rlv'” ,.Tn)

uma fungao de n varidveis a valores reais em um aberto € de R"™. Considerando a base
canoninica (e;)1<i<n de R™, dizemos que f admite uma derivada parcial na direcao
e; no ponto & se e somente se a fungao t — f(Z + te;) admite derivada no ponto 0.

Notamos entao

of
al'i

(@) = %(f+ t€;) le=o - (2.1)

Define-se também o vetor gradienteﬁf de f no ponto p pelo vetor de R cujas

coordenadas sao compostas pelas derivadas parciais de f:

-, [ 0f of
Vf= (3%1’ ’M) (2.2)

Supondo que f : R® — R seja uma funcdo regular, digamos de classe C'(R™;R)
que define implicitamente uma familia de superficies segundo curvas de nivel delimita-

das pelos conjuntos

T, ={% €R"| f(Z) = «}. (2.3)

Fixamos agora um parametro s para definir uma superficie. Considerando uma

curva v : [0,1] — I'; sobre a superficie I';,. Como 7(t) pertence a superficie para todo
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t pertencente ao intervalo [0,1], temos a fortiori que f(y(t)) = &, isto é,

foy ’[0,1]E K (2.4)

Logo, efetuando a derivada com relacao a variavel ¢ e levando em consideracao a

regra da cadeia, obtemos:

VI (#) -7 (t) = 0. (2.5)

Ora, cabe notar que v(t) é um ponto p pertencente & superficie 'y, e que o vetor v/(t)
engendrado pela derivada da curva «(t) é um vetor pertencente ao plano tangente de
I'x. Mais geralmente, como qualquer ponto, assim como qualquer vetor tangente (por
intermédio de derivagao) podem ser obtidos por composic¢ao adequada de curvas v sobre
a superficie, a equacao supracitada pode ser reescrita na forma: para qualquer ponto
p € I e para qualquer vetor 7 pertencente ao plano tangente IT,(I',;) da superficie T';

em p, temos:

Vf(p) -7=0. (2.6)
Em outras palavras, provamos

Teorema 2.1 Seguindo a notacdo acima, §f(p) ¢ o vetor normal ao plano I1,(Ty).

2.3 Multiplicadores de Lagrange

Seja f(x,y) uma fungado continuamente diferencidvel que queremos maximizar respei-

tando a restricao:

g(z,y) = C,

para algum escalar C.
O método dos multiplicadores de Lagrange transforma o problema de minimizagao

em um problema de auto-valores por buscar uma solucdo da formas:
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— —

Vf = AVy , para algum A

9(7,y) c

2.4 Malha Euleriana e Malha Lagrangiana

Definicdo 2.3 No cendrio de escoamentos multifdsicos ocorrendo em um dominio ) C
R3, seja S : R — Q a funcdo que retorna para cada tempo t € R a regido S(t) que
delimita a fronteira entre as diferentes fases do escoamento. Uma tal regidgo é chamada

Superficie Livre.

Defini¢do 2.4 Seja Q = [a1,b1] X -+« X [an,by] C R™ um retangulo munido de uma malha

retangular, formada pela uniao (disjunta) de elementos da forma:

[a1 + (i1)Az1,a1 + (i1 + 1) Azq] X -+ X [an + (in) Azp, an + (i, + 1)Azy].  (2.7)

Tais elementos sao chamados células da malha.

Definicdo 2.5 Denomina-se Malha Euleriana uma malha cartesiana estruturada, o con-
junto de todas as células inscritas no dominio computacional, conforme descritas na
definicdo acima. Sdo subdivisées fizas ao longo de uma simula¢ao e particionam todo

o dominio.

Definicdo 2.6 Quando a regido da superficie livre € tratada por pontos com conectivi-

dade, sua malha associada é chamada Malha Lagrangiana.

No cenario de escoamento multifasico as propriedades materiais de cada fluido so-
bre todo o dominio sao representadas por uma malha euleriana e sao utilizadas para
solucdo das equagoes de Navier-Stokes. A superficie livre, por sua vez, necessita de

um refinamento maior e serd descrito por uma malha lagrangiana, que é atualizada
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a cada passo de tempo At, consoante a configuracao atual da superficie. Uma repre-
sentacao bidimensional de uma superficie livre de malha lagrangiana imersa em uma

malha euleriana pode ser vista na figura 2.1.

/ A\\\\ I:‘ Malha Euleriana

N|
K e § > — Malha Lagrangiana de S(t)

- ~]

Malha Lagrangiana de S(tg+1)

Figura 2.1: Apds o passo de tempo, a malha lagrangiana da superficie S(¢) é atua-
lizada segundo sua posi¢ao apds a evolugao no tempo de S(tx+1). A malha euleriana
permanece imével.

2.5 Projecoes

Trataremos aqui as projecoes respectivas a representacao implicita da interface e o
conjunto subjacente engendrado, que por defini¢cdo comporta os pontos projetados neles
mesmos. Uma formulagdo mais especificamente orientada as representacoes implicitas
e locais da superficie sera dada adiante.

A projecdo é definida localmente, aproximando-se um conjunto de uma vizinhanga
de pontos por alguma classe especial de lugares geométricos G, por exemplo por planos
ou esferas. A escolha de G dependerd do problema a ser resolvido e faz parte do
conjunto de caracteristicas que compoem cada método. Tal escolha afetard igualmente
o custo computacional do resultado final, assim como sua precisdo e acuracia. Imersa
em um contexto de aproximacao local, é natural imaginarmos que tal subespacgo de
possibilidades geométricas tem maior funcionalidade quando seus elementos podem ser
definidos por uma cadeia finita de parametros.

A definicao da superficie é dada seja pela interseccao da malha lagrangiana com a

interface implicitamente definida, seja da projecao de um ponto na interface, uma vez
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que o ponto jé se encontra em sua vizinhanca.
Em um ambito geral, uma funcdo F definida em um espago vetorial U (e.g. U =
Cla,b]) com valores em um espago vetorial }V, ambos espagos associados ao mesmo

corpo K, é dita linear se for aditiva e homogénea. Isto é:

F:U—YV
F(U1 + UQ) = F(ul) + F(UQ) Yuy,ug € U, (2'8)
F(Au) = AF(u) VuelUU VA eK

Tal funcao é dita formar uma transformacgao linear de U/ em V e o espago de
todas transformagoes desta forma é notado £L(U,V). O operador projegao é um exemplo
de transformacao linear, tomando &4 = V e notando que a imagem da aplicacao age
como subespacos de U.

Um operador projetor pode ser definido como qualquer transformacao linear satis-

fazendo

P:U—U,
(2.9)
P2=P

Tal aplicacao determina uma decomposi¢do do espago de origem U como soma
direta de dois subespacos: a imagem &(P) de P e o ntcleo ker P de P. Para se
apreender completamente um operador em uma aplicacao especifica é 1til observar os
dois subespacos relacionados S(P) e ker P, além das relagoes entre si e com o espago

total U:

U = (P)dkerP
IP) = {yeUU|IrelUtqg P-z=y} (2.10)
kerP = {uel|P-u=0}

Para espacos pré-hilbertianos, isto €, espacos vetoriais munidos de um produto

interno, a projecao adere uma forma mais explicita. Em particular, se consideramos
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um plano definido por

M= {ZfeR" |7 7=k}

em que ||n|| = 1, a projegdo de um ponto @ no plano II é obtido caminhando na diregao

da normal 77 até o ponto de incidéncia no plano:

PHAMiell = <Aud+ I\ >=k

— A=kKk— <n,Ud>

2.6 Minimos Quadrados

Sejam P = {(xx,yx) : k € I} uma nuvem de pontos, F = {f;}¢_, uma familia de

funcoes e a = (ap, . .. ,aq ) um vetor de parametros. Escrevendo

d
Fo() = agful’) (2.11)
=0

e definindo

J(@) =) (g — Falr))’ (2.12)

kel

podemos enunciar o problema de minimos quadrados como a busca por um parametro

o que satisfaz

a = arg Inﬂin J(B) (2.13)

e procurando pelos pontos criticos, queremos 3 tal que

)
55 J(0)=0 (2.14)

para todo 0 <7 < d.
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Calculando o membro da esquerda da equacao acima

Z i (Yk — Fg(wk)y - Z(yk _ Fg(xk)) ipé(xk)
88 33
L - Z (2.15)
= >k — Fa(an) filww)

k

e igualando-o a 0 (zero) conforme (2.14), obtemos

DB Y filan) fiwe) = >k filr) (2.16)

0<j<d kel kel

para todo i =0, ...,d. Isto remete ao sistema linear:

M-x=v (2.17)

em que

M = [Z fj(ﬂﬂk)fi(l“k)] (2.18)
ij

é a matriz do sistema linear e

v o= [Zyk fi(xk)] (2.19)
K

)

é o vetor coluna. A solucdo x = [Bo,--- ,B4]7 é o vetor de parametros procurado.

2.6.1 Polinomios

Tomando a familia de fungoes F = {fs(z) = x*}.

A matriz do sistema linear deriva imediatamente da equagao (2.18):

ij

M = [fojﬁ'] (2.20)
k
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assim como o vetor coluna em (2.19)

v = [Zyk x};] (2.21)
k i

2.6.2 Esfera

Tomando a familia de funcdes F = {1,z,y,2% + y?}, no interesse de aproximar um

conjunto de pontos {zx,yx }r pela esfera dada implicitamente por
ar +by+c=a>+y = ar+by+c— (2> +9%) =0, (2.22)

consideremos para a = (a,b,c) a fungao f,(7,y) = ax + by + ¢ — (22 + 3?).
A fungao a ser minimizada difere de (2.12) pois em vez de aproximar f(zy) =~ yi,

queremos f(zk,yx) ~ 0, logo:

JT(@) = (falzryr))’ (2.23)

kel

Nota-se que (2.15) fica:

D falwrr) filzryr) = Y (azy +byp + ¢ — af — v7) fi(wr.n)
B

k
= > <(“f’3k + byk + ¢) fi(zr,yk) (2.24)
k
~ (a2 +2) ﬁ(:ck,yk))

e igualando a tultima expressao a 0, obtemos o sistema linear de matriz:

M = [MzTMJLJ (2.25)

e de vetor coluna

v = [M; M), (2.26)

)
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em que:
My = [zk]ger My = [yklper
(2.27)
Mz = [1]4, My = (27 + 5% |ges
e a solucio x = [a,b,c]T do sistema linear (2.17) é o pardmetro procurado.
Tomemos agora a equacao que define implicitamente uma esfera
(x— )+ (y — ¢)* =1r? (2.28)
tendo assim como centro ¢ = [c;,c,] € raio r > 0. Expandindo
w2—2xcm+ci+y2—2ycy+c§:r2 (2.29)
e rearranjando os termos, obtemos:
(2 cx) T+ (2 Cy )y + (r2 — (ci + 032/)) — (:c2 + y2) =0 (2.30)

0 que mostra que a aproximacao acima efetuada é bem o ajuste por esferas. Ademais,

determinamos a correspondéncia:

Cx 1] a a® + bv?

(2.31)

2.6.3 Polinémios Trigonométricos

Tomando a familia de fungoes F = { fy(z) = sin(ayx) } | U{ fe(z) = cos(Bez)} .

Alterando um pouco a notacao de tal forma que decompomos o parametro

a=a,b]" (2.32)
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de tal maneira que
a=(ag,...,an)

b= (bo.-..bn)

a funcao aproximada assume a forma

F(a,byx) = Fyp(x) = Z ar sinay x + by cos B

Quero o parametro que satisfaca

IS

= arg mlng(yk — Fap(wp))?
2%

(a,

IS

ou seja, que minimize a funcao

J(ab) =D (yr — Fap(wr))

k

Obtenho o sistema linear decomposto em blocos abaixo:

IS

M11 M12 Vi
= (2.33)
M ,, M ,, b Vo
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em que

M11 = E sin oy, T sin ; x;

L J ij

M12 = E sin oy, T COS o T

L J diy

M21 = E COS Qi T SInQ; T

L J dij

M22 = E COS (Y, Tj COS Y X5

L J ij

U1 = E Y Tj SN X

L k i
() = E Yk T4 COS Oy T4

L k i

2.7 Equacoes de Navier-Stokes

Neste capitulo introduzimos as equacoes governantes do movimento de um fluido in-
compressivel e viscoso. Sao chamadas equagoes de Navier-Stokes, em referéncia a
Claude-Louis Navier e George Gabriel Stokes. Para uma orientacao da dedugao cabal
destas equacoes o que se é aqui apresentado nao basta, no entanto para o proposito
da dissertacao o conteido aqui exposto é largamente suficiente, a saber, desenvolver a
noc¢ao de como estas equagoes aparecem no estudo da natureza e quais principios dao
margem para sua procedéncia.

Dentre os principios considerados contamos com a Segunda Lei de Newton aplicada
ao escoamento de fluidos. Tal principio afirma que o produto da massa e aceleragao
é iigual a soma das forcas externas agindo sobre o corpo. Aplicado ao movimento de
fluidos estamos lidando com duas forcas: as que agem na fronteira (atrito e pressao) e as

que agem sobre a massa do corpo(forcas gravitacionais). Outro principio considerado
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é que a tensao no fluido é oriunda de termos viscosos conjunta a pressao.

Em complementagao a visao de movimento estritamente ligado a particulas e dinamica
de corpos rigidos (como na Mecanica Classica em seu estddio inicial), a visao da
mecanica celeste de astros, a dualidade ondular /particular adjacente & mecanica quantica
e propriedades de grandes niimeros associados a mecanica estatistica temos a idéia da
mecéanica do meio continuo. Conformemente, a formulacao matematica da mecénica
de fluidos aqui apresentada repousa sobre o conceito de continuidade do meio. Ou
seja, a despeito da natureza atomica da matéria, no sentido em que as moléculas que
a compoem nao preenchem plenamente todo o espago que ocupam (em outras pala-
vra, hd “auséncia de matéria” entre as moléculas), matematicamente consideraremos
o0 meio como um continuum. Assim, cada elemento infinitesimal d) de um meio € é
considerado um ponto material e estabelece-se desta maneira uma bijecao entre o meio

e algum subconjunto D C R3.

2.7.1 Equagao da Continuidade

A primeira equacgao considerada serd derivado de um principio fundamental da mecanica
cléssica conhecido como a lei de Lomonosov-Lavoisier, ou principio de conservacao de
massa.

H& conservagao de massa em todo sistema material fechado no decorrer das trans-
formacoes & que se submete, quaisquer que sejam estas transformacées.

A continuidade do meio implica que a massa do espago tridimensional de algum

dominio D C R? é resultado de uma integral de alguma funcio densidade

p: [0,+00)xD — RF

(t,7) = p(t,7)

que por sua vez representaria qual é o elemento de massa dm do meio em um determi-

nado instante ¢ no ponto Z, a saber p(¢,7). A massa de uma regiao €2 é tao logo obtida
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trivialmente pela integragao da fungao densidade p(-,-) nesta regiao do espago:

M= m(Qt) = / p(LF)V. (2.34)
Q

O principio acima afirma que a variacdo de m(-,-) no tempo é nula?, assim:

M’:%m(ﬂ,t) - /Q<Z§+V~(pﬁ)>d1/:0

(-

(2.35)

para qualquer regiao 2 C D, onde aproveitamos para introduzir a notacao do ope-
rador %(-) = %() + V(-) chamado de derivada Lagrangiana ou substantiva. Podemos
suspender a integral ao considerar que a validade da férmula integral ser legitima para

toda regiao de volume é semelhante a igualdade em todo ponto:

AP (2.36)

A equagao acima constitui a primeira das equacoes de Navier-Stokes e é conhecida
por equacdo da continuidade. O primeiro termo representa a taxa de aumento da
densidade no volume de controle e a segunda representa a taxa de fluxo de massa
passando pela superficie de controle (a fronteira do volume de controle) por unidade
de volume.

Quando o interesse é modelisar fluxos incompressiveis, obtemos imediatamente da
definicao

p = cte.

e a equagao é simplificada de maneira que se torna uma equagao de continuidade de

2Mais precisamente, a regido de volume homéloga Qpom da regifo Q apresenta mesma massa.
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volume:

V.- =0. (2.37)

A interpretagao fisica de tal nulidade absoluta do divergente do vetor velocidade é

que a taxa de dilatacao local do volume ¢é nula.

2.7.2 Conservacao de Momento

A Segunda Lei de Newton afirma que a resultante das forcas aplicadas a um corpo
é igual a taxa de variacao da quantidade de movimento. No contexto de um meio

continuo, considerando novamente um subconjunto 2 do dominio D:

D

— pu dV = faq dS +/ pfa dV (2.38)
Dt Jq o0 Q

em que fq é a forga por unidade de massa que aqui sera tomada como a forga gravi-
tacional g, 0f) é a superficie que contorna €2, fsn é a forca agindo sobre esta borda,
podendo ser escrita na forma do tensor g das tensoes agindo sobre o vetor normal 7
da superficie:

foa=g-7 (2.39)

IS]

e aplicando o teorema de Gauss sobre a primeira integral do RHS de (2.38) e fazendo
as mesmas consideragoes sobre integrais em subconjuntos arbitrarios do dominio (para

obtengao da equagao 2.36 da continuidade):

0, . Lo
é(pu)—l—v-(pu-u)zv-g—i-pg (2.40)

e finalmente, apds substituir a equacao da continuidade e expandir o tensor

o= -pl + 7 (2.41)
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em uma componente de pressao (p, multiplicada pelo tensor 1 tal que Lj =1see

somente se ¢ = j e 0 sendo) e outra de tensdes viscosas (7), obtemos finalmente a

equacao de conservacao da quantidade de movimento

D
Py (@) = Vp+V 7+ pg. (2.42)

2.7.3 Condicoes de Fronteira

Considerando uma superficie livre na fronteira entre dois fluidos do cendrio de esco-
amentos multifasicos, envolvendo um fluido de baixa densidade. Nesta superficie, as

condicoes de fronteira para pressao e velocidade sao dadas por:

(g-i) -1 = oK\
(c-/)-1 = 0 (2.43)
(c-n)-m = 0

em que o é a tensdo superficial, k é a curvatura e A é uma constante de relaxagao.
Os vetores 11, | e m sao vetores unitarios nas dire¢Oes normal e tangencial & superficie,

respectivamente.
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FreeFlow

Algoritmos desenvolvidos para resolver equacoes diferenciais numericamente frequen-
temente geram grandes quantidades de dados. No caso da integracao numeérica das
equagoes de Navier-Stokes simulando um escoamento multifasico, um programa gerara
dados que se traduzem como informagoes do problema estudado, mais especificamente,
sobre a geometria da interface, a pressao nos pontos do dominio computacional, a velo-
cidade, a temperatura, etc. Faz-se conveniente assim haver algum programa associado
que represente graficamente estas informacoes, um visualizador.

O Freeflow-2D é um sistema integrado que se utiliza para a modelagem, simulagao
e visualizagao de escoamentos bidimensionais de fluidos Newtonianos incompressiveis
com superficies livres. O objetivo deste capitulo é introduzir este ambiente de simulagao
que abriga o método GENSMAC para resolver escoamentos com superficies livres, pois
é no seio deste ambiente que se desenvolveu a representacao da superficie utilizando
o método da Particdo da Unidade Implicita (PUI). As discretizagoes das equagoes
diferenciais utilizadas pelo método GENSMAC nao serdo explicitadas neste documento,
apenas havera indicacoes de leituras sugeridas que cobrem exaustivamente este assunto.

A separacao em trés modulos distintos do Freeflow2D permite a extensao de cada

um deles, que se comunicam um com o outro por intermédio de arquivos de entrada e
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saida. Desta maneira, o ambiente foi estruturado para permitir futuras extensoes em

cada médulo separadamente. Os mddulos sao:

o Modflow2D: é o médulo que modela as caracteristicas geométricas do ambiente
do problema considerado, inicializa as variaveis e atribui valores as constantes

adimensionais do escoamento considerado.

o Simflow2D: esse modulo implementa a discretizacao das equagbes governantes
para um fluido Newtoniano incompressivel utilizando a técnica GENSMAC2D. E

a parte central do ambiente Freeflow2D.

e Visflow2D disponibiliza a visualizagao dos dados gerados pelo médulo Simflow2D

utilizando ferramentas de computacao grafica.

Finalmente, o método MAC em que foi inspirado seu sucessor GENSMAC tem re-
cebido notével retomada de interesse na publicagao cientifica, segundo [3]. Os sistemas
Freeflow2D, FreeflowAzi e Freeflow3D foram objetos de estudo de um extenso nimero

de trabalhos de pesquisa, artigos, teses e dissertacoes.

3.1 Simulador

Dentre os primeiros tratamentos computacionais das equagoes de Navier-Stokes en-
contramos o método MAC[14], acronimo do inglés Marker and Cell, introduzido por
Harlow & Welch, em que é utilizada a técnica da malha deslocada (staggered mesh,
em inglés) e particulas marcadoras. Analogamente, Tomé & McKee desenvolveram um
método de escoamentos bidimensionais com superficie livre e as particulas marcadoras
fornecem a localizagao da interface no dominio, chamado GENSMAC [31].

Em uma série de extensoes do trabalho, o método se desenvolveu para simular
escoamentos incompressiveis tridimensionais de fluidos Newtonianos isotérmicos [55].

Este método, chamado GENSMAC3D, fora incorporado em um ambiente de simulacao
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a que se deu o nome de Freeflow3d [15]. O FreeFlow abriga um agregado de rotinas
para representar escoamentos variados, entre os quais podemos citar como exemplos
os respectivos ao movimento de containers [26], escoamento de fluidos néo-isotérmicos,
escoamentos multifasicos e inclusao de efeitos de tensao superficial [28] e escoamento
de fluidos Newtonianos generalizados [29]. O nome dado ao simulador que resolve as
equagoes de Navier-Stokes do dominio bidimensional ( o chamado solver, em inglés) é

Sitmflow2D.

3.1.1 Malha Deslocada

Dependendo da escolha de modelagem numérica das equagoes de Navier-Stokes pode-
mos nos deparar com aproximacoes inconsistentes com a realidade fisica do problema. A
citar, acontece em certas ocasioes um campo oscilatorio de pressao na solugao numérica,
ainda que se utilise discretizacoes de alta ordem, em virtude do aparecimento de grupos
de equacgoes desacopladas entre si.

Yij+3

i+3.J
Cij

Figura 3.1: Tlustragdo de uma malha deslocada: no centro encontramos a
posicao ¢j; e na malha deslocada os valores do vetor velocidade (%) =
(u(Z),v(Z)), cada coordenada deslocada na sua dire¢ao respectiva.

Uma possivel abordagem que contorna esta complicagao é a introdugao de indices
deslocados f; 1 para uma funcido f(x) no conjunto de equagoes de tal forma que o
2

desacoplamento nao acontece. Para tanto, estes valores (e.g. o campo de velocidades)
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considerados na solugao numérica da equagao estarao deslocados, e a malha respectiva
que armazena estes valores recebe igualmente o nome de malha deslocada. Na figura

3.1, observa-se para cada célula C;;, os valores que se armazena do campo de velocidades
i(#) = (u(@), v(@))

sao: Ul(i,j) = Uiyl = u(x + (i + %)Aw,y + jAy) para a velocidade na diregdo & e

V(i) = Vil = v(x +iAz,y + (§ + %)Ay) para a velocidade na direcao g, em que
? 2

temos duas matrizes U e V armazenando os valores na malha deslocada da velocidade

nas diregbes & e ¢, respectivamente. Pode-se recuperar a velocidade em um ponto (z,y)

qualquer mediante interpolacao dos pontos mais proximos da malha deslocada.

3.1.2 O Método GENSMAC

Porquanto a solugdo numérica das equagoes de Navier-Stokes, no que tange suas dis-
cretizacoes, independem do tipo de representacao da superficie livre — e vice-versa —
o algoritmo do método GENSMAC serd exposto apenas resumidamente neste docu-
mento, abordando a idéia estrutural do programa. Uma visao mais detalhada do codigo
pode ser encontrada em [31], [23] e [25]. Nesta segao serd utilizado o seguinte padrao:
todo campo contendo um til () serd um campo intermedidrio do método, isto é, serd
utilizado para o calculo do campo final nos passos seguintes do algoritmo. Dito isto,

os passos do método GENSMAC em cada instante ¢t = ¢,, sao:

a) Um campo de pressao p que satisfazendo as condi¢oes de contorno da superficie

livre é calculado.
b) O campo de velocidades intermediédrio u é calculado mediante uma versao adi-
mensional da equagao de conservagao de movimento :

d _ 1
—tU=—(u-V)u—Vp+ —Viu+

ot e 72 (3.1)
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c¢) Resolvendo uma equagao de Poisson
VU =V-u (3.2)

com condigdes de fronteira (do tipo von Neumann ou do tipo Dirichlet), obtém-se

um potencial V.

d) O campo de velocidades final é calculado:

e) O campo de pressao final é calculado:

v
H=p4 . 3.4
p Pt (3.4)

f) Calcula-se a movimentagao da interface utilizando o campo de velocidade atua-

lizado por intermédio das EDOs:

%x = u
(3.5)
§y = v

Ap6bs o término do ciclo, o campo de velocidades u obtido satisfard, para t,11 =

t, + dt, a equagao de conservagao de massa:

V-u=0. (3.6)

O ltimo passo (f) pode ser discretizado pelo método de Euler implicito ou explicito.
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3.1.3 Eliminador de ondulagcoes TSUR-2D

Em simulagoes de alto nimero de Reynolds (acima de 50), ondulagoes numéricas da
interface no nivel da subcélula sdo passiveis de acontecer, por exemplo, em situagoes
em que localmente ha diminuicao da superficie. Estas ondulacoes se dao por conta da
diferenca do campo de velocidade variando de célula para célula.

A fim de eliminar tais ondulagoes foi desenvolvido um filtro chamado TSUR-2D,
acronimo do nome em inglés Trapezoidal Sub-grid Undulation Removal, removedor
trapezoidal de ondulagoes na sub-malha. A formulacdo para problemas tridimensionais

do chamado TSUR-3D pode ser encontrada em [1] e [28].

(a)
Xi+1

Xi+2

Xi
Xi+3

Vant N

(b)

n=Rz- 7T

/. /.
X 1+1 X 1+2
h h
%

L L L

x Xi+3

Figura 3.2: Ilustracao da acao do eliminador de ondulacoes bidimensional
TSUR-2D aplicado na aresta (X;+1,Xi4+2).

O eliminador de ondulagdes movera, para cada aresta (#;+1,%;+2) da malha lagran-

giana, os vértices T;y1 e T;yo a ela associados de tal maneira a conservar o volume.
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Na notagao desta secdo, ¥;,, e @, , designam as posi¢oes para onde serao movidos
os vértices ;11 e Tjya, respectivamente, ao considerarmos o algoritmo TSUR-2D apli-
cado na aresta (¥j+1,%i42). Utilizando entdo quatro pontos consecutivos da malha
lagrangiana, representados na figura (3.2a): #;,Z;11,%it2 € Zit13. Primeiro calcula-se a
area formada pelo quadrildtero (Z;,%;41,%i+2,Zi+3) (conforme indica a figura, isto pode
ser feito calculando separadamente as dreas A’ e A” dos triangulos (¥;,%i1+1,Ti12) €

(Z,@i+2,%i+3), respectivamente).

Definindo . .
- t Li43 — T4
" (7e7y) [ Zis — i
no= (Tya - Tm)t = R7T/2 T

em que R/, ¢ matriz de rotagao de 7/2, as novas posigoes T, 1€ z o designadas sao:

Z, = F+L7+hi

T, = Z+2L7T+hi

em que L = M e h = £+. A figura (3.2b) mostra o resultado final do elimina-
dor de ondulagbes aplicado na aresta (Z;+1,Zi+2) e a formulacdo matemética garante

conservacao da area do novo quadrilatero
= = o/ =
(951733i+1 WL4+2s Tiy3)

gracas a escolha de h.

A figura (3.3) foi extraida de [1] e mostra uma comparagao entre duas simulagoes,
uma sem o TSUR-2D representada pela linha tracejada e outra com o TSUR-2D repre-
sentada pela linha pontilhada. Trata-se de uma simulagao em um dominio discretizado

usando uma malha uniforme de 50 x 60 células. As ondulagoes da superficie tracejada
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Figura 3.3: Acdo do TSUR: na linha tracejada a simulacdo sem ajuste de
ondulagoes e na linha pontilhada a simulagao com eliminacao das ondulagoes.

(sem TSUR) sao erros numéricos que comprometem o calculo da tensao superficial. As
ondulagoes sao nitidamente eliminadas sob a acgao do TSUR-2D, rendendo os resultados

mais confidveis.

3.1.4 Rébtulo das Células

A esséncia do método MAC sao as particulas virtuais marcadoras e as células definidas
em uma malha euleriana [3]. A maneira como as células sao catalogadas no método
GENSMAC depende da relagao entre a célula, a superficie que delimita as diferentes
fases e sua localizacao no dominio. Esta classificacao das células serve o propdsito de
situar a superficie livre, os contornos do problema e as células onde ha entrada ou saida

de fluido.

Desta maneira, podemos classificar as células como do tipo:

e FULL(F) - quando a célula se encontra inteiramente contida no interior do fluido

e EMPTY (E) - quando toda a célula estd no exterior do fluido ;

e SURFACEC(S) - para células contendo particulas marcadoras e havendo em sua

vizinhanca ao menos uma célula do tipo E;
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Figura 3.4: Rétulo das Células.

¢ BOUNDARY (B) - para células da extremidade, pertencentes ao dominio rigido

da simulagao ;
e INFLOW(I) - células em que hé entrada de fluido ;

¢ OUTFLOW(O) - células em que ha saida de fluido ;

A figura (3.4) ilustra uma configuracao de células e seus rétulos em um instante de

um escoamneto bidimensionais, em que as do tipo EMPTY sao as células sem rétulo.

3.1.5 A Interface

Considerando um dominio bidimensional como uma simulacao de um problema 2D ou
como uma secao transversal de um dominio 3D, no cendrio de escoamento de fluidos,
a fronteira que separa regioes do dominio em que as propriedades materiais dos fluidos
distam entre si — ou seja, a frente que separa dois fluidos diferentes — é chamada

interface. Ademais, a terminologia usada nesta segao e ilustrada na figura (3.5) entende
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por slice ou fatia todo o agregado de uma componente conexa de fluido e por face cada
componente conexa projetada no dominio. Na figura, temos o exemplo de duas faces
pertencentes & mesma fatia S; (a saber Fj e F3) pois ambas pertencem a mesma
componente conexa do fluido. As particulas marcadoras na fronteira reconstroem a

frente do fluido via polinémios afins por partes.

S

D o s2
E NULL

Figura 3.5: Visualizacdo em um dominio bidimensional de trés componentes conexas
F1, Fo e F3, na hierarquia da lista de slices : a cabeca da lista s aponta para s1, que
contem f1 e £2, o préximo slice da lista é s2, que contém £3.

O Freeflow2D usa como estrutura de dados para a interface o half-edge2D ([2]).
Esta se baseia em uma representacao topoldgica centrada na aresta, divida em duas
semi-arestas, que caminham em direcoes opostas. A partir da semi-aresta, recupera-se
informagoes sobre os vértices, as arestas e as faces. A figura (3.6) mostra a hierarquia
da estrutura de dados half-edge2D do simflow2D com a notacao inspirada na sintaxe
da linguagem C: dado um ponteiro de slices apontando para uma fatia s, o acesso aos
campos s—->prv e s->nxt retorna a fatia anterior e posterior da lista, respectivamente;
ademais, a figura mostra a hierarquia dos demais objetos topolégicos do slice e como
se da o acesso a lista de vértices, de faces e arestas.

Alternativamente & representacdo da malha lagrangiana por half-edge, poderia
também haver a estrutura de dados mate-face. Estas tém malhas associadas a um
perfil, isto é, informagoes armazenadas definindo a dimensao da malha, tipo de dados e
operacoes efetuadas. As informacoes geométricas sao armazenadas em vértices, como

a posicao - a partir de que se faz todas as operagoes geométricas - e um indicador para
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,

Lista de faces f
Aponta para o slice
pai (f->1slice)

f = s->1face g
= e- - . Lista d stas
f e->1face Lista da face pai da ista de arestas

aresta

Aresta respectiva I
\/

v = s->lvertex e = v->ledge = f->ledge

Base da aresta

Figura 3.6: Hierarquia da estrutura de dados semi-aresta (half-edge2D) no
freeflow2D.

a célula incidente. Conforme descrito em [33], pode-se representar as arestas e faces
explicitamente ou implicitamente, possibilitando assim poupar memoéria. No futuro, o
Freeflow talvez incorpore a estrutura de dados half-edge como representacgao alternativa

da superficie livre.

A superficie representada pela malha lagrangiana terd participacdo nas equagoes
de Navier-Stokes no cédlculo das condigoes de fronteira. Para tanto, necessita-se uma
estimativa dos vetores normais a superficie. A frente participa igualmente nos efeitos
da tensao superficial para cujo calculo é requerido o valor da curvatura, o que conduz

naturalmente a proxima secao.

3.2 Calculo de Normal e Curvatura

A aproximagao inicial do vetor estd intimamente ligada com a rotulagao das células da
malha euleriana. Dada uma célula C;j, o procedimento retornard uma estimativa do
vetor 7i;; respectivo ao vetor normal & superficie no centro ¢;; da célula C;;. A figura

(3.6) permite uma visualizacao do principio: o vetor normal 7;; favorece a diregao onde
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havera células do tipo EMPTY. Chamaremos este vetor de normal de referéncia e ele
serd obtido observando o rétulo das células C;—1;,C; j—1,Cit1,; € Ci j+1. Temos entao as

8 possibilidades seguintes:

ﬁij€{<i1,0>,<0,i1>,<i\}§,i\2)}. (3.8)

Esta normal de referéncia é ilustrada com dois exemplos na figura 3.7: no caso
(a), apenas uma célula vizinha é do tipo EMPTY, em cuja direcdo aponta o vetor de
referéncia; no caso (b), havendo duas células do tipo EMPTY o algoritmo opta por fazer
uma média das duas direcoes. Vale mencionar que o indice (,5) em C = C;; foi omitido

na figura para deixar a ilustragao mais leve em notacao.

(a) (b)

E E E 7 E

WLQ wn
[
St

F S E F F\ S

Figura 3.7: Visualizacao da primeira estimativa da normal: (a) somente uma
célula do tipo EMPTY é contigua e em sua direcao e sentido aponta o vetor
normal 77; (b) duas células do tipo EMPTY sao vizinhas, o vetor normal 7
aponta na direcao média.

Na auséncia de tensao superficial, a estimativa da normal de referéncia é suficiente
(como vetor normal definitivo) e como se pode notar, seu calculo é quase imediato. No
entanto, havendo tensao superficial presente, faz-se necessario uma aproximacao mais
refinada da normal, assim como da curvatura.

Conforme mencionado anteriormente, o vetor normal e a curvatura da superficie
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sao necessarios na resolugao das equagoes de Navier-Stokes. Mais especificamente, elas
sao importantes no calculo das condicoes de fronteira e na agao da tensao superficial.
Seja P o conjunto das particulas que definem a superficie. Para todo centro ¢;; de

toda célula C;j;, calcula-se a normal e a curvatura conforme segue:

(1) Dado um critério de vizinhanga ¢; > 0 e a bola By = B(¢j,e1) , aproxima-se
todos os pontos da interseccao P N By por um plano 7, segundo o método dos

minimos quadrados;
(2) Seja i, a normal do plano 7 calculado no item (1);

(3) Usando 7i; como um dos eixos cartesianos, constroe-se um novo sistema de coor-

denadas ;

(4) Dado um novo critério de vizinhanca e > 0 e B2 = B(jj,€e2), consideramos a

interseccao P N By e calculamos os coeficientes a,b,c,d e e do paraboldide

p(&n) = a&® + bén+ e +dé+en+ f (3.9)

que aproxima os pontos da intersecao, estando os elementos ja descritos no novo

sistema de coordenadas.

O calculo da normal depende da direcdo do vetor normal 7i; obtido no item
(2). Sejam €, €, e €, vetores da base candnica de R3E e seja 7i;; 0 vetor normal de

referéncia em (3.8). Seja ainda

€=arg max | <Tfi,e >|
e'c{er,ey e}

Entao, caso € = €, a equacao do plano descrito no item (1) é escrito na forma

x = oy + Bz + 7 (respectivamente y = az + Sz +y caso € = €y e z = ax + Py +
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caso € = €,). Entao o vetor normal da célula C;;, isto é, o vetor normal da superficie

no ponto c¢;; vale

Sy

em que n’ = (—1,a,8) (resp., a primeira permutagio ciclica caso € = €y , a segunda
permutagcao ciclica se €= €, ) e s(-) é a funcao sinal.

A curvatura, por sua vez, é calculada mediante a férmula

a b
" _2<(1 T aEr T 0y 62)3/2> (3.11)

em que os coeficientes a,b,d e e provém da aproximacao descrita no item (4) acima.

3.3 Mudanca de Topologia

S s /s SN\ S SAF
F\S\ ;{F F|F\S|/f|F
F|F\F|[F|F F|F F|F
F|F||F||F|F F|F H| F|F
F|FYS FFF/F\FF
S 7S S\_F S/{“\S\F

(a) (b)
S\ S S /s
F|S\S|/S|F
F|F|F|F|F
F|F|F|F|F
F|F|SA{F|F
S \s\s

(c)

Figura 3.8: Juncao de duas componentes conexas de fluido.

O procedimento de juncao de duas superficies livres acontece quando héa proxi-
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midade entre elas. Neste caso, quando as diferentes superficies estao suficientemente
préximas a ponto de terem células do tipo FULL em comum, acontece a uniao dos
fluidos. O processo foi ilustrado na figura (3.8): na figura (a), dois segmentos conexos
estao se aproximando; em (b), no passo de tempo seguinte, a drea assinalada em cinza
evidencia células do tipo FULL comuns aos dois segmentos distintos; finalmente, em
(¢), ainda no mesmo passo de tempo que na figura anterior, observamos a uniao dos
dois fluidos.

A cisdo de um fluido ocorre de maneira andloga. Apds duas regides nao vizinhas da
interface se aproximarem, de tal forma que suas células respectivas do tipo SURFACE
estao postas lado a lado, acontece o rompimento da parede. O processo estd ilustrado

na figura (3.9)

F[S4S|sTF S
FIF|F|F|F||F S LgTF
F|F|F|F|F||F S F
FBTSTS(F||s
S S S

(a) (b)

3 S

S

s s

S S

S

s

()
Figura 3.9: Divisao da parede do fluido.
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Capitulo 4

Trabalhos prévios

Trataremos neste capitulo sobre trabalhos que inspiraram a concepcao do projeto de-
senvolvido, dividindo o contetiddo em dois troncos principais: métodos lagrangeanos e
métodos baseados em particulas. Sobre os métodos lagrangeanos discutiremos uma
idéia de método de acompanhamento de fronteira [10] que elabora as equagoes de esco-
amento multifasico utilizando fungoes caracteristicas para delimitar as diferentes fases
do fluido. Estenderemos a discussao sobre fungoes caracteristicas, dando um exemplo
de como construi-las conforme tratado em [8]. E digno de nota que outras duas re-
presentacoes lagrangianas — as estruturas de dado half-edge e mate face — sao tratadas
na se¢ao 3.1.5, no capitulo sobre o Freeflow. Serd discutido também alguns métodos

baseados em particulas, introduzindo o conceito de level set.

4.1 Métodos Lagrangeanos

Métodos com particulas marcadoras consiste em distribuir em uma interface uma quan-
tidade representativa de pontos que evoluirao no tempo para representar a evolucao
da interface numericamente. Tal evolugao das particulas é regida em funcao do campo

de velocidades e falamos em conectividade quando hd uma malha lagrangiana que liga
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estes pontos usando uma lista (pontos conectados por elementos). Os pontos e os
elementos (o objeto da fronteira) sdo armazenados em listas encadeadas que contém
ponteiros para o objeto anterior e o préximo objeto da lista, o que faz com que a adicao
e remogao de objetos seja realizado de maneira simples.

Este método, dito lagrangeano, engendra uma simulacao numérica acurada, no

entanto possui limitagdes como:

e A dificuldade de simular os processos de quebra e fusdo das interfaces. Nao é

evidente tratar as mudancas de topologia.

e Também ¢ dificil manter a densidade das particulas consistente com o nivel de
discretizagao. Elas acumulam-se em algumas dreas enquanto minguam em outras.
Estratégias de criacao e eliminacao de particulas sao necessarias para lidar com

o problema.

e A maioria dos métodos exclusivamente Lagrangianos matém uma conectividade
entre particulas necessdrias para reconstruir a superficie livre a partir das particulas
que se movem com ela. Tal conectividade define uma malha da interface em mo-
vimento. Se a malha se distorce demais a reconstrucao se torna fisicamente

incoerente, levando ao colapso da simulacao.

O método de acompanhamento de fronteira com particulas marcadoras tem sido
aplicado em solucoes de uma grande variedade de problemas, tais como instabilidade
de fluidos, fluidos reagindo quimicamente, fadiga de material e trocas de fases.

Em um esquema baseado em conectividade a vizinhanca de pontos é levada em con-
sideracao segundo uma lista, que é mantida e necessaria para cada ponto da interface.
Existe grande interesse em tratar com cautela quando se trabalha com conectividade,
pois a geometria da interface que dela depende pode sofrer deturpacoes que compro-

meteriam uma simulagao.
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Sem a presenca de conectividade, algumas operagoes sobre a interface, assim como
alguns fenomenos fisicos (a citar, mudanca de topologia), sdo reduzidas sensivelmente
em termos de complicacoes. Insercao e eliminacao de pontos sao atividades que nao
envolvem grandes preocupagoes, por exemplo, pois pretere o rearranjo dos pontos da

vizinhancga que preservam a conectividade, o que contrariamente nao seria o caso.

Por conseguinte, ha interesse em representar a superficie sem uso de conectividade,
como ¢ feito em [8], um método de acompanhamento de frente sem conectividade. E
possivel reconstruir informacoes importantes mediante tais métodos, como normais e
curvatura. A forma como esta idéia serd desenvolvida nesta secdo repousa na utilizagao
de uma funcao caracteristica 1o, que também é chamada de indicadora ou Heaviside

dependendo do artigo, que vale

. 1, se Z € Q
1q(Z) = (4.1)

0, senao.

Suponhamos, ademais, que a velocidade em cada ponto da superficie implicita seja

L. A partir deste campo de

dado por @(Z), conhecida em cada ponto ¥ da interface
velocidades deseja-se mover todos os pontos na superficie. A maneira mais simples de

fazé-lo é resolver a equacao diferencial ordinaria
— = u(%) (4.2)

para todo ponto Z na fronteira (i.e. para todo & tal que ¢(Z) = 0). Uma vez que existem
infinitos pontos na interface, isto significa discretizar a interface com um nimero finito

de pontos.

Por exemplo, é possivel usar segmentos no caso bidimensional, ou triangulos no caso

B tipicamente o caso em métodos que seguem a linha do MAC de haver uma malha deslocada (cf.
secao 3.1.1) a partir de que se obtém valores usados na interpolagdo do campo de velocidades para
encontrar 4 na posi¢ao Z.
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tridimensional, e mover os vértices destes segmentos/triangulos. Isto nao é dificil de
conseguir se a conectividade nao mudar e os elementos da superficie nao se distorcerem
muito. Infelizmente, mesmo os campos mais triviais de velocidade pode causar uma
enorme discrepancia nos elementos de fronteira(segmentos ou triangulos), e a acurécia
do método pode deteriorar rapidamente se nao for feita uma modificagao periédica da
discretizagao a fim de amenizar as deformacoes emergentes, suavizando e regularizando

inacuracias dos elementos de superficie.

4.1.1 Formulacao das Equagoes de Escoamento Usando Fungoes Ca-

racteristicas

Dentre os variados interesses em abordar um problema de escoamento de fluidos se-
gundo a técnica Front-Tracking é a destreza com que se pode tratar os casos de escoa-
mento multifasico, em particular, no que tange a reformulacao do conjunto de equacéoes
de tal maneira que é possivel condensa-las em um conjunto compacto de equagoes uma
vez que se dispoe de uma funcao como a caracteristica 1. Em outras palavras, nao
hé conjuntos de equacoes distintos respectivos a cada fase do dominio fisico e sim um

Unico conjunto de equagoes para todo o dominio.

Em ambito de escoamento bifésico, a funcao indicadora fornece os pontos de uma
ou outra superficie das que compoem as duas fases pela imagem reciproca de um ponto.

Mediante o auxilio de 1 e de “funcdes” deltas de Dirac 2.

Mais precisamente, a discontinuidade das propriedades materiais implicam que as
equacgoes governantes sao regidas por operadores diferenciais em sua forma fraca. A
funcao caracteristica, por ser constante em todo ponto do dominio alheio & interface,

engendra tal interface quando se considera os pontos nao-nulos de seu gradiente.

2 As aspas sdo apenas para nio deixar totalmente de lado o formalismo matematico, segundo o qual
0 nao corresponde & uma fungdo no sentido estrito, mas a uma distribui¢do temperada.
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Lembrando que d respeita a seguinte propriedade:

0), se0e R
/5($)¢($)dm: #(0) © (4.3)
R 0, senao

em que R é algum intervalo de integracao. Assim, a fungdo caracteristica pode ser

escrita na forma:

To(z,y,t) = /Q(S(ac —2)o(y —y')dQ (4.4)

e como vale a férmula de mudanca de varidveis

d d
~fla—b) =~ fla—1)

para qualquer funcao f diferencidvel a valores reais, podemos calcular o gradiente

da funcao caracteristica 1 pela férmula abaixo, em que trocamos V = (C%,a%) por

V/ - (%7%)
RRR »
=~ Jo V' (0(z — 20y — ) ) a2

e pelo teorema de Gauss (do divergente) aplicado ao gradiente, obtemos uma integral

em dimensao inferior:

VI=- §(x —2)o(y — y')dS (4.6)
o

Para o caso em que a densidade do fluido em cada fase é constante, podemos

escreve-la com o auxilio da funcao indicadora:

,O(ﬂ?,y,t) = /O’iI('r?yvt) + PO(l - I(x’yat))' (47)

em que p; € a densidade onde I =1 e pg é a densidade onde I = 0.
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Calculando o gradiente da densidade:

Vp piVI—poVI = (p; — po)VI

(4.8)

= (po—pi)p [ 6(x —2")5(y —y')n'ds’.
Com auxilio dos operadores elaborados acima, escreve-se as equagoes de Navier-
Stokes em um formato vélido para todo o dominio considerado, independente se pro-
priedades materiais como a densidade p e a viscosidade p mudam de forma discontinua.

Seja o campo de velocidade u, a pressdo P e f a forga de corpo. A equagdo de

movimento é dada por:

aaﬂtll +V.puu = —VP + pf + V.u(Vu + V') + [or'n' 6% (x — 2')ds’ (4.9)

Sobre a equacao:
7’ ~ /7 / ’ .
e x é 0 ponto no qual a equacao ¢é calculada e x é um ponto na fronteira.

e n é um vetor unitirio normal da interface em x.

As forcas de superficie sao adicionadas na interface.

e 67 6 uma fungio & em duas ou trés dimensdes (respectivamente 3 = 2 ou 3)

construida por multiplicacdes de funcdes ¢ unidimensionais.

e k é a curvatura, para fluidos em duas dimensoées, ou o dobro a curvatura média,

para fluidos em trés dimensoes.

Uma vez obtida a equacao 4.9, qualquer discretizacao feita sobre a malha euleriana
fixa do problema pode ser utilizada para resolver o problema bifdsico. A diferenca

entre as fases, caracterizada pela funcao densidade p pode ser atualizada resolvendo
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uma equagao de Poisson discretizada e suas propriedades materiais distribuidas ao
longo da malha fixa por intermédio de suavizagoes envolvendo fungoes do tipo peso.
As particulas, por sua vez, podem evoluir no tempo segundo um esquema de integragao

da equagao 4.2, por exemplo pelo método de Euler explicito.

4.1.2 Construgao da Fungao Indicadora

Nesta secao sera construida uma fungao indicadora de um conjunto 2 € R™. O pro-
cedimento de obtencao da funcao indicadora I que segue adiante é tal qual feito em
[8]. Antes de alcancar I, sao construidas fungoes intermediarias que englobam, na sua
totalidade I, e I,. A primeira da valores apenas nos centros das células da malha,
sendo necessaria uma extensao para todo o dominio. A segunda é esta extensao obtida

por interpolacao.

Calculando I,

Iniciamos com o conhecimento a priori de uma colecao de pontos pertencentes a

interface. Esses pontos serao tuteis na construcao da condicao inicial da equacao de

Laplace
Al, =0 (4.10)
que sera resolvida numericamente.
As condigOes iniciais sdo obtidas fazendo I, = 0 nas células periféricas da malha

e I, = 1 nas células que contém algum ponto da colecido pertencente & interface. A
funcado I, obtida apds a resolucao numérica da equacao de Laplace. Nas células que
interceptam €2 a funcéo I, vale 1, nas células periféricas I, vale 0 e nos demais pontos

1, recebe algum valor entre 0 e 1.

Para finalizar, reajusta-se a funcao I, uma vez fixado um parametro ¢ > 0. Obtemos

entao uma nova fungao I, c:
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0,sel, <1—c¢
I,.= (4.11)

b
1,, senao.

Suspenderemos adiante o indice € da funcao obtida, isto é denotaremos por I, a

funcao I,..

Definicdo 4.1 Considerando o que foi discutido acima, chamaremos de células inte-
riores aquelas em que a funcdo indicadora I, vale 1, assim como em todas as suas
células vizinhas. Analogamente, células exteriores sio aquelas em que I, vale 0 em

seu centro e no centro de suas células vizinhas.

Calculando I,

A aplicacao I, obtida acima fornece valores da funcao indicadora apenas nos centros
Z4 de cada célula g da malha. O autor sugere uma suavizagao por intermédio do uso

de B-splines. Constroe-se, assim, uma nova fungao I,(-):

1,(F) = 1a(Zy)S(Z — ) (4.12)
g
em que S(-) é produto tensorial de B-splines unidimensionais M:

S(@ — &) = M(& — Fy; Ax)M(F — §.0y) M(Z - 5,A2). (4.13)

O resultado é uma funcao I, que aproxima a funcao indicadora, variando entre 0 e

1 em uma regiao de diametro h, na vizinhanca da interface.

Calculando I

Encontramos a funcéo indicadora I procurada adicionando correcées na funcao
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I,. O interesse agora é deixar a funcdo constante (dada uma escolha I. € (0,1) de

constante) ao longo da interface 9€2:

Ipa= 1.

Para fazeé-lo, insere-se corregoes 01, ao longo dos N,, pontos conhecidos da interface:
I(z) =Y 61,S(% — &) + Lo(F) (4.14)
P

e determinar estas corregoes 01, remete a resolugao das equacoes:

I(xy) =1. parap=1,---,N, (4.15)

Zq 01,S(Zp — @) = 1. — 1,(Z) parap=1,--- N, (4.16)

4.2 Métodos Baseados em Particulas

A partir da década de 1980 surgiram técnicas computacionais para tratar nuvens de
pontos de topologia e geometrias arbitrarias, seguindo o trabalho de Boissonnat [35].
O interesse por tais técnicas acentuou em virtude de sua serventia em diversas dreas de
aplicacao porquanto ultimamente encontramos a geometria computacional tridimen-
sional presente como recurso no cinema, jogos, mapeamento topografico, medicina,
etc.

Em particular, podemos citar abordagens point based surfaces tais como as técnicas

level set, que reconstroem superficies a partir de nuvens de pontos através de fungoes
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level set e que permitem considerar a superficie representada como uma curva de nivel
desta funcao.

Segundo Alexa[5], uma das razoes que justifica a crescente popularidade do método
foi o surgimento de scanners de objetos tridimensionais. Nesses, a taxa de amostragem
¢é alta, assim como o ruido presente — as chamadas informacoes espurias. Outra razao
para a crescente popularidade do método em computacdo grafica, segundo aponta
Alexa, é o surgimento de mecanismos de scan acurados que propiciam um conjunto
denso de pontos, que serve de representagao inicial do modelo fisico. A evolugao da
superficie & partir de entao, fica a cargo do préprio método level set.

Outro aspecto atraente da abrodagem por nuvem de pontos é seu cardter inter-
disciplinar. Seu estudo e desenvolvimento faz apelo a conhecimentos de estatistica
[52], geometria computacional ([37], [38], [39], [43], [44], [41]), programacao linear [36],
métodos de aproximagoes locais (minimos quadrados) ([46],[5],[45],[48]), métodos de
aproximacao global ([53], [51], [54], [47]), equagodes diferenciais parciais ([40], [49], [50],
[47]) e teoria de Morse discreta [42].

As técnicas empregadas em level set (conjuntos de nivel) reconstroem superficies
considerando um conjunto finito de pontos {x; = (7;,9;,2;) € R3 | i € I}, para algum
conjunto de indices I. Nessas técnicas, a representacao da superficie S prescinde do
uso de malhas, como por exemplo tomando a como uma curva de nivel de uma funcao
P: QR R:

S={x|o(x)=C}

e utilizando técnicas de cdlculo numérico para recuperar pontos x que satisfacam

o(x)=C

em que C é alguma constante real. Uma tal funcao ®(-) é chamada level set.

Em computagao gréafica, chamamos de Level Set a técnica empregada para reconhe-
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cer uma superficie como uma curva de nivel de uma fungao, que por sua vez também é
chamada de Level Set. Esta técnica recebeu consideravel atengao nas iltimas décadas
por sua elegancia, simplicidade e eficiéncia. O procedimento é motivado pela geome-
tria diferencial e a nogao que uma superficie pode ser localmente aproximada por uma
funcao.

Tao logo aplicada em Mecéanica dos Fluidos, a funcao level-set quando usada para
representar uma interface que separa dois fluidos com propriedades materiais distintas
trata alguns fenémenos com muita naturalidade enquanto outras técnicas apresentam
dificuldades em conciliar sua complexidade intrinseca. Como exemplo notavel, temos a
mudanca de topologia. O préprio aspecto matematico do tratamento de superficies por
intermédio de funcoes level set lida com esta questao de forma natural, que se extende

a sua aplicacao computacional.

Figura 4.1: Exemplos de scanners (imagens de http://www.cyberware.com)

Chamamos de processo de amostragem, ou simplesmente amostragem, o re-
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sultado do ato de gerar pontos (ou efetuar uma escolha representativa de pontos) a
partir de uma superficie. Em inglés, o processo é chamado de sampling. O nimero de
pontos escolhidos depende da precisao desejada, muito embora uma quantidade exces-
siva de pontos possa causar ambiguidade, o que atravanca a eficiéncia do algoritmo.
As aproximagoes engendradas pelos métodos obedecem alguma ordem O(h"), assim,
em funcao da ordem da precisao almejada e das caracteristicas intrinsecas de cada pro-
blema (como por exemplo um objeto que contenha regides de alta curvatura) deve-se

determinar a quantidade de pontos necessarios.

4.2.1 Introducao do método

Dado um conjunto de pontos P = {p;} (obtidos possivelmente por um aparelho de
scan 3D), definimos uma superficie suave Sp (superficie MLS) baseada nos pontos do
input.Uma possivel maneira de se triar os pontos é substituir P definindo a superficie
Sp e a partir desta escolher uma amostra R = {;} mais refinada de pontos. Estes sdo
chamados pontos de representagao. Em seguida, define-se a respectiva superficie
SR, que por sua vez aproxima Sp.

Se temos P, ..., Py, uma familia F de fungoes linearmente independentes, pode-

mos construir uma aplicacao que associa a um vetor de parametros

5:((107"‘ ,(LN)

uma aplicacao pertencente ao conjunto de todas as combinagoes lineares de F:

RV — RN . F
(4.17)

—

a +— F(-) =>7ai%(-)

Uma vez que a escolha da familia de fungoes F for estabelecida, a funcao level set

F7 procurada sera confundida com a busca pelo parametro @, e tal fungao representara
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localmente uma superficie implicita que aproxima o conjunto de pontos da superficie
original.

Observagao.- Cabe notar que a aproximacao da superficie pelo isocontorno da
funcao level set é segundo um ponto p. Em outras palavras, o parametro a@ depende de
p.

A superficie definida pelo conjunto de pontos é uma variedade e espera-se que seja
suave, mais especificamente C*°, dado que os pontos estejam suficientemente préximos
da superficie suave a ser representada. Para se computar um ponto na superficie
somente uma vizinhanca local deste ponto é requisitada.

Considere um ponto fixo p. Tal ponto dard origem ao pardmetro @ e por conse-
guinte a funcao F; que representa a superficie implicita locamente pela curva de nivel.
Obviamente, a geometria da curva que queremos determinar com este procedimento
deve priorizar a acao dos pontos p; quanto mais préximos estiverem de p.

Para a consecucao de tal efeito, atribuimos pesos w; aos pontos p;, determinados
em funcao da distancia desses pontos & p, e entao estabelecemos as equacoes que darao
origem ao parametro @. No capitulo introdutorio foi mostrado um exemplo de funcao
peso dado na forma de uma gaussiana. Esta funcao rapidamente aniquila a acao dos
pontos na medida em que nos afastamos de p, garantindo que estamos lidando com o
problema a guisa legitimamente local.

O transporte da interface é determinado por um vetor velocidade @, o qual pode
depender de uma grande quantidade de varidveis, entre as quais posi¢ao, tempo, geome-
tria da interface, etc. ou pode ser dado externamente como, por exemplo, a velocidade

material na simulacao de fluxo de um fluido.

4.2.2 Funcgoes level set

A idéia principal por detrds do método level set é mergulhar uma interface I' em R que

seja a fronteira de uma regido aberta Q C R3 dada pela O-isosuperficie de uma funcéo
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(%, t), definida em um dominio de maior dimensao. Tal fungao, denominada fungao

level set, possui as propriedades que seguem:

o(Zt) >0 para T € 2
p(Zt) <0 para ¥ ¢ Q

em que incluiu-se ¢ = 0 na particao dos valores negativos de ¢ afim de evitar a ne-
cessidade de tratar um caso isolado. A interface encontra-se entre {x|p(x) > 0} e

{z|¢(x) = 0}, mas pode ser obviamente identificada como

{z[p(x) = 0}.

Vale notar que ¢ é uma funcio em R?, o que reduz sensivelmente a complexi-
dade na hora de descrever a interface, principalmente quando submetida a mudancas
topolodgicas.

Quando o campo de velocidades é dado externamente, a evolucao da equagao para

a funcao level set pode ser dada por

¢t +u-Vo=0. (4.18)

Esta equacao necessita ser resolvida apenas localmente, na proximidade da interface.
E conveniente tomar ¢ pela distancia sinalizada da interface, de tal maneira que
V|| = 1. Isto garante que a funcao level set variard a guisa suave, satisfazendo
regularidade suficiente para trabalhar com métodos numéricos acurados de alta ordem.
Infelizmente, a funcao level set pode rapidamente deixar de ser uma funcao sinalizada,
especialmente ao trabalharmos com fluxos sofrendo mudancas topoldgicas extremas.
Assim, algoritmos de reinicializacdo sdo teis se quisermos manter as propriedades da

funcao sinalizada ao resolvermos até o estado estaciondrio (ao passo que tomamos um
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tempo ficticio 7 — 00) a equagao

¢r +sgn(do)([Voll - 1) =0 (4.19)

em que sgn(¢p) é uma fungao de sinal em uma dimensao que pode ser aproximada por

oo
V&5 + (Ax)?

sgn(¢o) = (4.20)

Quantidades geométricas podem ser calculadas a partir das fungoes level set, incluindo

o versor normal
Vo
Vo’

_v. [ Yo
=Y <HV¢H)' (4.22)

As derivadas espaciais nas equagoes acima podem ser calculadas usando as apro-

N = (4.21)

e a curvatura,

ximacoes padrao de diferencas finitas centradas de segunda ordem quando os deno-

minadores sao nao nulos.

4.2.3 Mapeamento Local por Planos

Seguindo [5] , dado um conjunto de pontos P = {p;},i € {0,...,N — 1} extraidos
de uma superficie Sp queremos projetar um ponto r na superficie S que aproxima os
pontos p;. Nesta secdo, a superficie Sp é um plano.

A equagao de um plano II de normal 7 passando por algum ponto ¢ = (go,q1,92) se

escreve:

i-i=r (4.23)

em que £ = 7 - . Deduzimos trivialmente uma fungao level set F , : R3 — R

que define o plano implicitamente:
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F[ﬁ,,i](f) = n-T—kK
(4.24)

11 = {ZeR3| Fi ) (%) = 0}

Em analogia ao que foi escrito acima, estamos definindo o plano local de acordo
com um vetor parametro @ = [7i, k] = (n9,n1,n2,k) € a fungao level set Fz(-) = Fiz ,(*)

que o define implicitamente.

O plano II que queremos determinar é segundo um ponto p e Alexa o denomina
dominio de referéncia. Para encontrar o parametro @ em funcao deste ponto, é

visada a minimizacao do funcional:

N

3 <Fa<ﬁi>)gw@- (425)

=0

em que w; sao pesos fornecidos por 6(||p—p;||) para alguma fungao suave, mondtona

e decrescente a valores nao negativos em todo espaco.

A funcéo level set usada por Alexa, no entanto, é ligeiramente distinta. Motivado
pelo interesse de priorizar o peso dos pontos préximos ao plano ao invés de p, con-
sideramos a projegao ¢ de ¢ no plano II (ainda a determinar) e atribuimos os pesos

conforme a distancia dos pontos p; a projecao q¢ do dominio de referéncia.

Explicitamente temos
¢ = P+

A= k—<n,p>

e como, por defini¢do, temos
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o funcional fica
N-1

2
> (nﬁ —p— Aﬁ) 0(|5: — 7 — X)) (4.26)

i=0
1. Definimos o operador Q(r) = ¢ = r + tn, o minimo de (4.10) com o menor 7 e o
plano tangente local H proximo de r analogamente. O dominio local de referéncia
é entao dado por um sistema de coordenadas ortogonal de H tal que ¢ é a origem

deste sistema.

2. Mapa Local: O dominio de referéncia para r é usado para calcular uma
aproximagao polinomial local da superficie em uma vizinhanca de r. Seja ¢;
a projecao de p; em H e f; a altura de p; em H, ou seja, f = n - (p; — q).
Computamos os coeficientes de uma aproximacao polinomial g de tal forma que

o erro ponderado dos minimos quadrados

N
2
(9(zizyi) = fi)"0(lpi — ql)) (4.27)
i=1
seja minimizado. Aqui, (x;,y;) pela representacao de ¢; em um sistema de coor-
denadas local de H. Observe que novamente as distancias usadas para a funcao
peso sdo a partir da projegdo r em H. A projegdo P de r em Sp é definida pelo

valor do polindmio na origem, isto é

P(r) = q+ g(0,0)n =r + (t + g(0,0))n. (4.28)

4.3 Adaptacao de Superficies Algébricas

No trabalho [3] apresentou-se uma nova defini¢ao de Point Set Surface (PSS) da ver-
tente Moving Least Squares Surface (Superficies MLS), ajustando esferas algébricas.
A vantagem central desta abordagem em relacdo as aproximagoes locais por planos

algébricos é a melhoria na estabilidade da projecao no contexto de baixa taxa de
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amostragem e na presenca de alta curvatura. Ademais, o método fornece uma boa
estimativa da curvatura média da superficie sem maiores custos adicionais e permite

uma boa manipulacao de superficies agudas.

Dado um conjunto de pontos P = {p; € R?}, define-se uma superficie suave Sp
aproximando P por intermédio do Surface Moving Least Squares, por ajuste de esferas.
O método trabalha tanto com nuvens de pontos quanto pontos munidos do vetor nor-
mal. A presenca destes vetores normais leva a simplificagao, maior eficiéncia e maior

robustez dos algoritmos de aproximagao.

Considerando superficie compreendida por uma esfera centrada no ponto ¢ =
(Cy,Cy,C) e com raio de tamanho R, trabalha-se a sua equacao para chegar em uma

funcao implicita que a define:

R? = (x—Cu)+ (y— Cy)? + (2 — C.)?

0 = (1‘2+?/2+22)_2<$Cx+ycy+zcz)+<C§+C§+C§—R2)
Cy

0 = XT.X—2XT-| ¢, | +(C2+C24C-R2)
C.

e finalmente obtemos:

[ c2ic2ic2o B2
—20,
1, x7 xT.Xx]. ~2C, =0 (4.29)

—-2C,

1
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e? — r?
1, x7 x7. x]. —9¢ =0 (4.30)

Assim, associamos uma superficie a um parametro @ € R®, correspondendo ao
vetor coluna da equagao escrita acima. Logo, é licito definir uma esfera algébrica pela
definicao do campo escalar

Fy(@) =[1,27,277 - a

(onde @ = [ao,...,aq+1] € R® é um vetor de coeficientes escalares que descrevem
a esfera) e considerando sua 0O-isosuperficie (isto é, sua curva de nivel em zero). Para

aqi1 # 0, o centro € e o raio r correspondentes & superficie sdo dados por:

|
¢ = 2ad+1[a1,...,ad

1/2
r = (1ae - )

Assim como nos procedimentos de minimizacao considerados no capitulo de con-

]T

(4.31)

ceitos bésicos (segao 2.5), tomaremos uma familia de fungoes

AE) =1, fo(Z) = 21, f3(2) = 2, f1(T) = a3, f5(Z) = (@)T - & (4.32)

de tal maneira que - servindo-se da notagao na secao 2.5 - o conjunto abaixo

{#| Fy(%) = 0} (4.33)

define uma esfera (de onde vem o nome esferas algébricas). Os pontos de controle
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fornecidos P = {p }1 e os pesos w; conduzem a fungao de energia que se quer minimizar:

J(b) = Z wi(Fy(pi))?

(4.34)
= Y wid ] befelpi)?
i k
e cuja manipulacao algébrica fornece a forma matricial:
Jb) = ()" -M-b (4.35)
em que a matriz M = (M) é dada por
My =Y w; fu(5i) fi(pi)- (4.36)

Lembrando que o vetor normal da superficie level-set - neste caso a superficie AMLS
- é calculado segundo

7(T) = V Fy(7) (4.37)

a menos de normalizacao. Como este problema de minimizagao admite a solucao trivial,
uma formulagao para nao obter sempre a solucao nula - que é evidentemente indesejada,

pois rende todo o dominio idéntico ao conjunto em (4.33) - é a condigao de Pratt:

IVFy| =1 (4.38)

cujo o calculo explicito fornece

b3 + b3 + b2 — 4biby = 1 (4.39)
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e que admite a forma matricial

BT Cc-b=1 (4.40)

em que C = (Cij)ij € M5x5 e tem seus coeficientes dados por

I se (4,5) € {(2,2),(3,3),(4,4)}
Cij =4 -2, se (i,5) € {(1,5),(5,1)} (4.41)
0, caso contrario

O parametro @ procurado é obtido via método dos multiplicadores de Lagrange,
solucao de:

M-d=\C-d (4.42)

para o menor auto-valor A e normalizado tal que [d@]T - C-a = 1.

Esse parametro d@, conforme menciando acima, define implicitamente uma esfera
pelo conjunto (4.33) e o método é chamado algebraic moving least squares(AMLS). Uma
extensao do trabalho procurou encontrar este parametro orientando-se pelos passos
abaixo. Antes, serd necessario estabelecer a notacdo @ = [a1,d’] € R?, com a; € R e

a e R

PASSO A. Usando a férmula (4.37) pelo parametro obtido em (4.42), calcula-se para todo

ponto p; € P o vetor normal N; =7 (pi). A orientacao do vetor é corrigida pelo
vetor normal ’1\71 que se dispoe em cada ponto p;, cuidando que o angulo entre o

novo vetor N; obtido nao faga dngulo maior que 7/2 com J/\\f/Z .

PASSO B. Primeiro, obtém-se o vetor @ minimizando

> " wil| VEa (pi) — N2 (4.43)
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e em seguida o termo faltante a; minimizando
> wi(Fy(pi))? (4.44)
i

de tal forma que respeite V' = @’.

Dado carater robusto da superficie reconstruida por este método, que produz uma

superficie AMLS, o nome dado foi Robust Algebraic Moving Least Squares(RAMLS).



Capitulo 5

Projeto

O objetivo do desenvolvimento deste trabalho foi cumprir com trés metas principais:
primeiramente, encontrar uma maneira natural de estender a representacao de su-
perficie que se mantinha conforme a implementacao original desde a concepcao do Fre-
eflow ha mais de 20 anos, utilizando algum uma formulagao por fungoes implicitamente;
em seguida, comparar esta nova representacao de superficie com aquela de que se dispu-
nha inicialmente no método GENSMAC; e finalmente, implementar um algoritmo que
abrisse caminho para posteriores extensoes na maneira de se representar a superficie.
Neste capitulo serd exposta a escolha de representacao local da interface, serd expli-
cado o conceito matematico de particdo da unidade implicita e como é utilizado para

reconstruir toda a interface a partir das representacoes locais.

Conforme serd visto nas se¢ées que seguem, os polindmios calculados por minimos
quadrados que aproximam a interfacem sao obtidos de forma inteiramente andloga a
maneira como se calculam as estimativas de normais e curvaturas no Freeflow, o que
cobre a primeira meta citada acima. Os resultados de comparacao podem ser conferidos
no capitulo de resultados e a possibilidade de extensao do trabalho é discutida no ultimo

capitulo sobre trabalhos futuros.
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5.1 Representacoes Locais

Seja S uma interface descrita por uma curva fechada sobre um dominio em que ha uma
malha euleriana e P = {pj }x C S uma nuvem de pontos pertencentes a esta superficie.
De inicio vale ressaltar que as células de interesse nesta malha euleriana sao as que
interceptam a interface (cf. figura 5.1). Estas células podem ser do tipo SURFACE ou
FULL, conforme a classificacdo das células tratadas no capitulo sobre o Freeflow. Na
figura 5.1, as células de interesse sao distinguidas pela presenca explicitada do seu

respectivo centro de célula.

o o . .
/(- \ l:l Interior de uma celula fora da superficie

/ N
N
° ( ° **\0 l:l Interior de uma celula dentro da superficie
° \\ ° ) ° Centro de uma celula, origem do sistema local
\ ° ° ° L =>T° ° /-/ Curva que descreve a interface
S —
o o

Figura 5.1: Centros das células que interceptam a interface.

Ao acessar tais células, recupera-se um sistema de referéncia. Assim, seja (i,j) o
indice de uma célula C;; que intercepta a interface. Associado a esta célula hd um

sistema de referéncia local

Rij = { Gij » [Wij, Uiz 5 mij 5 iz () } (5.1)

em que G; é o centro da célula, [i;;,0;;] sdo dois vetores unitdrios formando um sistema

local de eixos, r;; > 0 é o raio de atuacao da representacao local e

(pmﬁR—) R

§ = n=yil)
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é uma fungao cujo grafico aproxima a interface na vizinhanga B;; := B(Cj;,74;) da célula
Cij:
SNBjj ~ { [£0)] i) ‘ § € [—rij.rij] }» (5.2)

havendo aqui introduzida a notagao [-,-](; ;) que designa as coordenadas locais da célula
Cij, isto é
[&m] 5.5y = (6] + E[iTi5] + nlwis].
Uma célula pode ser dividida em subcélulas e conter varias representacoes locais.
A figura 5.2 mostra uma célula sendo dividida em (k + 1)? células, para k = 0,1,2,3
(isto é, k subdivisoes na diregdo z e k subdivisoes na diregao y). Nem toda subcélula

conterd particulas da interface e por conseguinte uma tal subcélula nao precisard de

uma representacao local. Mas para aquelas que interceptam a interface haverd uma

representacao de subcélula Rfj, em que ¢ é um indice entre 1 e (k 4+ 1)? que situa
a subcélula' na célula Cij. Nao obstante, no interesse de manter compacta a notagao
matematica da formulagao aqui elaborada, serd considerado que no nivel de uma célula
ha necessidade de somente uma representacao local, suspendendo o indice ¢ na notagao

dos vetores e escalares que sucedem.

O centro ¢j; é o ponto médio da célula obtido trivialmente. Se a célula é dada pelo

dominio Cj; = [x4, xi41] X [yj,yj+1], entdo o centro é dado por

- | Tit Tt YT YA
i = 2 2

(5.3)

Os eixos locais [, U] sdo obtidos aproximando os pontos B;;j NP por uma esfera,

! Alternativamente, para os aficcionados da indexacéo tipica da linguagem C por exemplo, pode-se
considerar os indices de 0 a (k + 1) — 1.
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::> k=0 k=1
k=2 k=3
Figura 5.2: Subdivisdes da célula.
Figura 5.3: Esfera que aproxima os pontos e retorna uma normal que servird
de eixo local.
ajustando o parametro a = (a,b,c) da funcao?
Fy (%) = Fy(xyy) = ax + by + ¢ — (2 + %) (5.4)
de tal maneira que
a = arg mi F .
o= argnin | 3° £ (5:5)
- peEP
conforme ilustrado na figura 5.3.
Este parametro a define uma esfera implicitamente pela férmula
F,=0
2A rigor, o parametro é melhor representado por a;; = (aij,bij,cij), sendo que haverd um cada

célula C(i,5).
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e é a esfera que aproxima localmente a interface. Obtém-se pela férmula da diregao
normal de uma curva definida implicitamente o vetor normal 7;; da interface, a menos
da orientagao correta:

i = (5.6)

Celula do tipo FULL

Celula do tipo EMPTY

/¥*
O 00O

—+ ( \ 4 Celula do tipo SURFACE
\ N
2 Celula do tipo BOUNDARY

V‘ 7 L E/ Interface
|3> Normais

Figura 5.4: Orientagao da normal segundo tipo de célula.

Finalmente, a corregao da orientacao do vetor normal n;; depende de um vetor de

referéncia ﬁg Para tal ha duas possibilidades:

(i) Associados & cada ponto da nuvem de pontos P hé os respectivos vetores normais

de cada ponto N' = {7}, (com a indexacao de tal forma que 7 € N seja a

>R

;; ¢ a média do conjunto

normal associada a pi € P) e o vetor de referéncia 7i;
C .= {ﬁk eN | P € Bij}I

ity = |C‘ Zn (5.7)

em que |C| é a cardinalidade (i.e. nimero de elementos) do conjunto C}

(ii) Observando o rétulo das células vizinhas, é escolhida a dire¢ao da célula vizinha
do tipo EMPTY (cf. figura 5.4), analogamente ao que foi descrito na se¢@o sobre

normais no capitulo do Freeflow;
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Para corrigir a orientacao de 7,5, considera-se a funcao sinal s : R — {—1,1}:

1 sex >0

-1 caso contrario.

e o vetor 7i;; com a boa orientacao do vetor normal local é obtido

iy = s(< ﬁfﬁ,ﬁzj >) Ny (5.9)

em que < -,- > designa o produto interno.

Assim, obtido o vetor normal i;;, calculamos os eixos locais:

—

uij =

St

ij
(5.10)

Uij = R% . TLZ']'
em que R% ¢ a matriz de rotacao de 7.

O raio de agao 7;; depende da escolha do usudrio e o capitulo de resultados mostra
a diferenca de eficiéncia na aproximacgdo ao mudar sua escolha. Seu propdsito serd
melhor elucidado na se¢ao seguinte, ao ser discutido fung¢oes do tipo peso e particoes

da unidade.

A funcao ¢ é uma representacao local da superficie na vizinhanca B;; da célula.
Neste trabalho ¢ é obtido por minimos quadrados tal qual polindmio que aproxima os
pontos da nuvem P contidos na vizinhanca da célula C(i,7), escritos nas coordenadas do
sistema de eixos locais; nao obstante, a formulagdo matematica é inteiramente idéntica
para interpolagoes locais, inclusive na construcao da particao da unidade implicita na

secao seguinte.
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Mais precisamente, seja

Vij={&=1&n =1, | ¥€ By} (5.11)

os pontos da vizinhanca B;; escritos segundo coordenadas do sistema de referéncia local

Rij. Entao ¢ ¢ o polinomio obtido por minimos quadrados de tal forma que

. 2
= arg min > = 1) (5.12)
gev
Este capitulo contém um apéndice com uma aproximacgao polinomial desenvolvida
neste trabalho que conserva o volume da integral numérica dos pontos de entrada (cf.
sec¢@o 5.6), sendo uma alternativa de representacao local. Porém, a secao de resultados

mostra por que razao nao ¢ uma boa escolha de aproximacgao por minimos quadrados.

Finalmente, a representacao (5.1) assume a forma enxuta

Rij = { Cij » 1ij > Gig(+) } (5.13)

se considerarmos as funcoes &;;,7;; : R? — R definidas como

& (@) = m([T]ay )
(5.14)

nii(T) = m([T]a;)

em que 7 retorna a k-ésima coordenada, para k = 1,2. Com efeito, a funcao ¢;; pode

desta forma ser descrita na forma alternativa

¢i5(Z) = nij (Z) — pij 0 &ij (L) (5.15)
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e o problema admite uma formulacao equivalente: ao invés de procurar uma fungao

©i; que satisfaz ( 5.2 ), procuramos ¢;; da forma (5.15) que satisfaz

gf)”(f) ~0VZe Bi]’ (5.16)

5.2 Particao da Unidade Implicita (PUI)

Seja 2 C R™ um conjunto limitado. Sejam {€;}}, tal que cada €; é limitado e

ac |J (5.17)
1<i<M
Dizemos que uma familia {wi}f\il de fungoes nao negativas é uma particdo da unidade

k-estavel se

(i) supp(w;) C Q;

M

(i) ) (w) =1

i=1
(iii) para todo a € N¢ com |a| < k, existe uma constante C' tal que

o C& .
1D il < s Vi (5.18)

em que §; = sup, ,eco, |7 — yll2.

Considerando um conjunto de indices I tal que (i,j) € I se e somente se a célula
C(i,j) contém particulas - e que possui portanto um sistema de referéncia local R;;
- queremos construir uma funcdo que redne todas aproximagoes locais ¢;;(-) em uma
Unica aproximagao global P(-).

Para tanto, consideramos as fungoes do tipo peso. As caracteristicas desejadas para

uma funcao w deste tipo sao:
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e ser a valores positivos w : R? — Rt ;

e ter suporte compacto

dr,¢ t. q w =
] llz—ecll>r}

e ser decrescente conforme se afasta de um centro ¢

17 —cl <llg -2 <= [w@I < w@l;

Elaborando com maior especificidade esta ultima propriedade, por intermédio uma

fungao 0 : R — R decrescente, as fungoes peso w;; definidas para cada (i,5) € I se

escrevemn
Wi (7
wii (7) = (%) . (5.19)
> Wa(E)
(keI
com

Wi;(Z) = 9<M). (5.20)

Tij

Dentre as fungoes que respeitam estas caracteristicas temos

(1-t3)* set<l1
0(t) = (5.21)

0 caso contrario.

A propriedade (ii) da definicao acima sera 1til no sentido que, dada uma funcao

particao da unidade
P(z) = wo(Z) fo(L) + w1 (L) [1(Z) + - - - + wn (D) fn(T) (5.22)

de tal forma que

) =1, (5.23)

!

)4

8

)+ wi

8

wo (
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entao fixado & e definindo as constantes ay = wy(Z), o valor P(Z) da fungao particao

da unidade no ponto # é uma média ponderada de cada fi(Z)

P(%) = ag fo(Z) + a1 f1(Z) + - - + an fr(Z) (5.24)

pois

agt+ar+--+a,=1 (5.25)

Assim, a idéia de utilizar uma fungao peso w;;(-), em nivel intuitivo, é fazer com que
a influéncia da representagao local ¢(Z) na representacao global P(Z) seja de acordo

com a proximidade do ponto & ao ponto C.

Neste interim, obtidas as representagoes locais R;; para todo (¢,j) € I a construcao

da funcao particao da unidade procede tal qual

P(@) = Y wy(&)¢i(7) (5.26)

(4,9)el

em que w;; é dada por (5.19) e a representacao local implicita ¢;; é dada por (5.13).

Uma vez obtida uma representacao da superficie por funcao implicita pode-se ob-
ter imediatamente pelas féormulas que seguem, para cada ponto Z, o vetor normal a

interface neste ponto

(%) = @];)2* <68];>2 73 (5.27)

Go) -G ],
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e a curvatura s da interface neste ponto

<8P>2 92P ,OP 0P o02P <ap>2 oP

—) =5 —20— = ) 22
k() = or ) Jy Ox Oy O0xdy 3/2 y Oz (5.28)

ANl
<3w>+ oy

8|

Além de serem necessarias para o cdlculo da normal e da curvatura, as derivadas
da fungao particdo da unidade serdo utilizadas na projecao de um ponto a superficie

PUIL

5.3 Derivadas da Particao da Unidade
Primeiro, indroduzimos as fungdes numerador g(-) e denominador h(-) da PUI

> wi(7) h(Z)

e seguimos calculando a primeira derivada

0 %h—g% G,

wl =" T wm (5-30)
99 ) o o

O p_a 98 _Cy (5.31)

oy h? H '

em que definimos as funcoes G, e G, para auxiliar no célculo da derivada segunda:

IG, OH
Py H -GGy (5.32)
0z H?2 '
oG OH
9?2 *'H -Gy 5
p=-% Y % (5.33)

a2 H?
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o2 % H—Go 5
5.34
0xdy H? (5:34)
e as derivadas das fungoes numerador
0G, _  9%g 9%h
o = ot 952
oG _ 9% O2%h
o T a9
Gy &g 9%h
Oy — Ox0y -9 0zdy (535)
0 o] 0
5 = LGS+ w G
0 0 0
373 = D s f kT Wk fk
e as derivadas das funcées denominador
o0H _ oh
o = 2y,
0H _ oh
oy = 2Ny
) (5.36)
oh  _ w
or Zk Bxk
oh ow
5 >k By
A fim de calcular estas derivadas, vale introduzir a funcao caracteristica
1 seted
Ta(t) = (5.37)

onde A é um conjunto. As duas funcdes

0 caso contrario.

introduzidas abaixo servirao para deixar a
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notacao menos carregada:

(o) = 1- el
ij
Xij (%) = Ty (W)

e cabe ressaltar que as coordenadas do centro ¢;; se escrevem

Gi=[cd .

Assim, seguem as derivadas da fungao peso:

BB = e @) @

8;;7 @) = _%(y —Cy ) [Fij(f)]g Xij ()

wij ij ij = -

@ = =) - ) D@ (@ (5.39)
8352” (@) = (76,3(55—023)2 [Ty (@) % [Fz‘j(f)]g)Xij(f)

2wij - i 12 - -

) = (ff(ycy P @) - 5 [nmng)xﬁ(x)
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5.4 Projetando na superficie PUI

Seja
f: R — R"» (5.39)
x = f(x)

uma funcdo de classe C!. Enunciaremos a seguir o método de Newton Generalizado,

no intuito de projetar um ponto xg € R™ no lugar geométrico definido por

{x | f(x) = 0}. (5.40)

Seja M = J(fx) € Myxn(R) a matriz jacobiana de f(-) no ponto x e M =
[J(f,x)]T € Mpuxm(R) sua pseudo-inversa no sentido de Moore-Penrose. Isto é, satisfaz

as propriedades abaixo
(i) MM*M =M
(i) MtMM™*™ =M+
(iii) (MM = MM+
(iv) (M+*M)T = M+ M

em que as propriedades (iii) e (iv) tratariam do conjugado M* no caso complexo (
exigindo assim que MM e M+ M fossem hermitianas, em adi¢ao a serem simétricas).

O Método de Newton Generalizado é um método iterativo para encontrar zeros de
funcoes, sendo o iterador definido por, dado um ponto inicial x;, uma funcao f e a

matriz [J(f,x)]" tais quais definidos acima:

(5.41)
Xpp1 = Xk — [J(fxp)] T f(xp)
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No caso de interesse, em que a fungao PUI é da forma

P: R - R

(5.42)
x +— P(x)
e a matriz jacobiana é o vetor gradiente
J(Px) 8P( ) 813( ) | =VP (5.43)
x)=|—Px),—Pkx) | = .
’ Ox " Oy N
observa-se que a pseudo-inversa é a matriz coluna
vpP)T
[J(Px)]" = S )2 (5.44)
IVP|Z],

que satisfaz todas as propriedades (i-iv).

5.5 Implementacgao

Nesta secao, utilizando os conceitos elaborados acima, serao dados os passos para
obter a representacao da superficie. Estaremos considerando como dados fornecidos

pelo problema para cada inicio de ciclo computacional:
e Uma nuvem de pontos P = {Zj }rek, indexada por um conjunto K;

e O conjunto das normais N' = {7i} }reck, respeitando a indexagao K (i.e. 7y é

normal de Z);

e Uma familia de células C;; indexadas por (i,j) € I, contendo particulas da in-
terface (C;j NP # 0) e uma matriz mat[i] [j] de double para armazenar os
sistemas locais de referéncia R;; a serem calculados ao longo do ciclo, exceto os
centro ¢j; que sao conhecidos e fixos ao longo de toda malha euleriana - conforme

indica (5.3) - e os raios r;; que sao pré-definidos pelo usudrio;
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dadas algumas observacoes: o conjunto das normais A nao precisa ser fornecido como
condic¢ao inicial do problema, no entanto a partir do segundo ciclo computacional estara
presente por ter sido calculada usando o item (ii) na pégina 67 e podendo ser utilizada
doravante pelo procedimento descrito no item (i); a fim de evitar ambiguidades ressal-
tamos que a matriz mat[i] [j] ndo é o coeficiente m;; de uma matriz mat = (mij)ij
e sim uma matriz m¥ = (mzjl)kl € M, «n referente ao sistema de referéncia local da
célula C;j;

Uma consideragdo importante: todas as matrizes A = A(P) e todos os vetores

b = b(P) tais que a solucao do sistema linear
A-a=b (5.45)
fornece um vetor coluna a, parametro de uma funcao Fy(-) que minimiza

> I Fu(@n)|? (5.46)

keK

ou que minimiza

>k — Falz)l (5.47)

keK
sdo calculados com contribui¢oes independentes de cada Ty, ou seja, A = A(P) e

b = b(P) podem ser escritos da forma:

AP) = Ao + > A(@)
(5.48)

b(P) = bo + > .B(Tk)

em que Ag,by sdo constantes e AB : R? — R sdo funcoes, referidas como incre-
mentadoras. Denotaremos por Aess (resp. Apo1) a funcdo que incrementa o sistema

linear para obtengao do parametro que ajusta uma esfera (resp. ajusta o polinémio
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da representagao local) a totalidade dos pontos inseridos na incrementagao - nos casos
considerados, serao pontos de uma vizinhanca.

Finalmente, as informagoes a seguir servirao para aumentar a clareza do algoritmo
dado no final desta secao, além de estabelecer critérios e notagoes para deixa-lo mais

compacto:
e A rotina indice(Z) retorna o indice (4,j) da célula C;; que contém o ponto Z.

e Serd denotado por M¥ o espago de meméria de mat/[i][j] utilizado para armazenar

a matriz do sistema linear, tanto para ajuste de esferas quanto de polinomios;

e As matrizes mat[i|[j] alocadas para cada célula C;; sao variaveis globais, prescin-

dindo estarem presentes nas chamadas de rotinas que as utilizam;

e A rotina slin esf(i,j,%) incrementa a matriz do sistema linear que aproxima
pontos por esfera; mais especificamente, é o procedimento reponsavel pela incre-
mentacao

MY MY 4 Ages (7) (5.49)

e analogamente a rotina slin pol(7,j,%) realiza a incrementagao:
MY MY + A1 ([ ;) (5.50)

em que T é passado como parametro segundo as coordenadas do sistema de eixos
locais da célula C;;, dada a natureza da aproximacao da fungao local conforme

explicitado em (5.2);

e A rotina sol_slin esf(i,j,A,b) (resp. sol_slin pol) encontra a solugao do sis-
tema linear (5.45) e armazena a solugdo na matriz mat[i][j] na posigdo designada

do parametro da esfera (resp. do parametro do polinémio da representacao local);
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e Arotina calcnorm_esf(7,j) calcula a normal da célula C;; segundo (5.6), admitindo-

se que o parametro (5.4) ja tenha sido calculado;
e A rotina P(4,j,z) calcula P(¥) usando(5.15), segundo (5.29);
e A rotina dxp(i,j,z) calcula %P(f) usando(5.15), segundo (5.30);
e A rotina dyp(i,j,z) calcula a%P(f) usando(5.15), segundo (5.31);
e A rotina dxxp(i,j,z) calcula %P(f) usando(5.15), segundo (5.32);
e A rotina dyyp(i,j,x) calcula QB—;QP(:E) usando(5.15), segundo (5.33);
e A rotina dxyp(i,j,z) calcula %P(a‘:’) usando(5.15), segundo (5.34);
e A rotina w(i,j,z) calcula P(¥) usando(5.15);
e A rotina dxw(i,j,x) calcula %wij(f);
e A rotina dyw(i,j,x) calcula a%wij(f);
e A rotina dxxw(i,j,z) calcula %wi]’(f)§
e A rotina dyyw(i,j,z) calcula aa—;zwij(f);
e A rotina dxyw(i,j,z) calcula ag—;ywij(f);

As funcées do tipo peso mencionadas nos ltimos itens assim como suas derivadas

sao obtidas em (5.38).
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ALGORITMO

Calculando as Representacoes Locais

Inicializando as matrizes alocadas:
for (i,j) € I do
mi 0
end for

Calculando o sistema linear das esferas locais:
for k € K do
(1,j) < indice(Ty)
for (p,q) €[i—3,i+3]x[j—3,j+3] do
if ((p,g) €I) A (|Gpg — Tkl < 7pg) then
slin_esf(p,q,%%)
end if
end for
end for
Resolvendo os sistemas lineares das esferas locais, calculando as normais das células e
reinicializando as matrizes dos sistemas lineares MY :
for (i,j) € I do
sol_slin_esf(i,j,A,b)
calcnorm esf(i,j)
MY +0
end for

Calculando o sistema linear dos polinémios locais:
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for k € K do
(i,j) < indice(Zy)
for (p,g) € [i —3,i+3] x[j—3,j+3] do
it ((p,g) €1) A (|Gog — Tl < 7pg) then
slin_pol(p,q,Z))
end if
end for

end for
Resolvendo os sistemas lineares dos polinomios locais:
for (i,j) € I do
sol_slin esf(i,j,A,b)

end for

Calculando D*P(Z)

Dado um ponto & e havendo calculados todos sistemas de referéncia R;j;, V(i,j) € I, o
procedimento abaizo calcula P = P(Z) e todas as suas derivadas parciais até sequnda

ordem:

Inicializando varidveis:
(1,j) « indice(Z)

h < 0,hx <~ Ohy + 0

hxx < 0,hyy < O,hxy < 0
g+ 0,gx+0,gy+ 0

gxx < 0,gyy < O,gxy < 0
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for (p,g) € [i —3,i+3] x[j—3,j+3] do

if ||&— Gyqll < 1pg then

Calcula valor e derivadas da representacao local (5.13):

phi,phix,phiy,phixx,phiyy,phixy.

Calculando H ( Denominador da PUI )
h < h +w(p,q,%)

hx  hx + dxw(p,q,7)

hy < hy + dyw(p,q,%)

hxx < hxx + dxxw(p,q,%)

hyy < hyy + dyyw(p,q,T)

hxy « hxt + dxyw(p,q,%)

Calculando G ( Numerador da PUT )

g < g+ wx*xphi

gx < gx + w * phix + wx * phi

gy < gy + w* phiy + wy * phi

XX < gXX + WXX * phi + 2 % wxX * phix + w * phixx
gYY < gyy + wyy * phi + 2wy * phiy + w * phiyy

gXy < gxy + wxy * phi + wx * phiy + wy * phix + w * phixy

end if

end for

if h > 0 then
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Calculando P(Z):

P+« g/h

Céalculos intermediarios

Gx < (dgdx *h — g x dhdx), Gy + (dgdy * h — g * dhdy)
H< hx*h Hx < 2xhxhx, Hy <~ 2*xh*hy
Calculando DP(Z):

Px + Gz/H

Py + Gy/H

Calculos intermediarios

Gxx < h* gxx — g x hxx, Gyy = h * gyy — g * hyy,
Gxy < h* gxy + hy * gx — hx * gy — g * hxy
Calculando D?P

Pxx <— (H#* dGxdx — Gx * dHdx)/(H % H)

Pyy < (H* dGydy — Gy * dHdy)/(H x H)

Pxy < (H# dGxdy — Gx % dHdy)/(H % H)

end if

5.6 Apéndice: minimos quadrados com imposicao de vo-

lume

Nesta secao deduziremos as contas do que chamaremos de polinomio volumétrico. Dada
uma nuvem de pontos P = {(xx,yx) }kex queremos determinar um polindémio p tal que

sua integral seja numericalmente igual ao volume formado pela nuvem de pontos com
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relagao ao eixo das abcissas. Isto é, queremos p € P, (R)
n .
p(x) = Z oz’ (5.51)
j=0

com a imposi¢ao

/ p(@) dz = V{PY) (5.52)

em que V({P}) é o volume formado por {(x,yx)}, e.g. pela férmula do trapézio

VIPY) = 3 & @k — 2o + ) (55
keK

Desenvolvendo o lado esquerdo de (5.52)

n T n :Cj+1 T
r)dr = o ) dr = o ,
[rara=3 0 | ;J{Hl]t

estabelecendo V := V(P) e definindo Ay = T* — t*, obtem-se:

n

A
> ,’“*11 =V. (5.54)
= I
Isolando o parametro ag da equagao (5.54)
- A
k+1 -1
ag= |V — o — A , 5.55
0 Ezj i | @ (5.55)
Para tornar a notacao mais leve definimos:
. A 1 - A 1
Aig)=af — —Z3FL g5 Tl 5.56
(@) (G+1)(T—1) (j+1)A; (5.56)
de maneira que para x = 0
A
Aj(0) = — 1
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e substituindo em (5.55)

ap = K + zn:aj A](O) (557)

J=1

Assim, ao substituirmos (5.57) em (5.51) estamos impondo a condi¢ao (5.52):

x) :ao+z::ajxj = X1+,§::aj Aj(O)—i-z::ajxj

%
1

-— + E aj [z + Aj( + E aj A
Jj=1 j=1
e o problema se traduz entao em minimizar a funcao de energia abaixo

J(@) = ) (e —plaw)’

keK

= Z 'f_* ZO‘J (k)

keK

2 (5.58)

que por sua vez se traduz em encontrar «, solucao de

0
8051'

J(a) =0.

v
Notando que o termo y — ™ independe de a, o célculo da derivada de J segue
1

") = Y (e 5 - D0y A | (-2) Ao,
j=1

80(1'
keK

temos igualando a expressdo do lado direito a 0 (zero) com alguma manipulagao

algébrica:

Z <yk - X) Zag (zr) Ai(zr)

keK
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e como os «; nao dependem de k, podemos escrever
v n N Pts
> (yk - A1> i) =D oy Y Aj(ar) Ailg)

keK j=1 k=1

para i = 1,2,--- ,n, o sistema linear cuja solucao fornece o parametro « procurado.
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Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo serao apresentados os testes realizados em que se projeta os pontos na
superficie formada pela Particao da Unidade Implicita. O capitulo se divide em quatro
secoes: a primeira com testes preliminares que permite visualizar como a particao da
unidade atua na reconstrugéo da superficie global a partir de representagoes locais,
além de mostrar como o método de polinémios volumétricos (discutido no apéndice
do capitulo do projeto) sao boas aproximagoes locais no que tange a conservacao do
volume, mas deixa de sé-lo quando englobado pela particao da unidade; a segunda secao
mostra a aproximagao por PUI nos casos de superficie sem movimento, alterando certos
parametros (como o nimero de subcélulas e a extensao do raio de agao) e dd a ordem de
convergéncia da aproximagao; a terceira secao considera o movimento rigido e a quarta
secao analisa a qualidade das simulagoes do Freeflow2D quando projeta os pontos da

inteface na superficie PUL

6.1 Preliminares

Esta secao mostra o funcionamento da PUI em um admbito preliminar, querendo dizer

que nao prima pela validacao do cdédigo, prima em expor a maneira como trata a
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superficie e os resultados visuais do processo envolvido.

6.1.1 Analise do polinédmio volumétrico

Antes de tudo, comegamos por mostrar os resultados que levaram a descartar a idéia do
polindémio volumétrico descrito na se¢ao 5.6, uma idéia que tem por objetivo concentrar-
se na conservacao de massa. Como notacao, ¢, se refere ao polindomio volumétrico
enquanto ¢, ¢ aquele obtido pelos minimos quadrados conforme descrito em 2.6.1.

O polinémio ¢, ¢ obtido fixando-se o pardmetro do termo constante de tal forma

que ao aproximar o conjunto de pontos P = {(zx,yx )} esta imposigao resulte em:

[ euw) do=vp) (6.1)

em que V(+) calcula o volume trapezoidal da nuvem de pontos e

Ty, = min{ag}
k (6.2)
Ty = max {z}.

A figura 6.1 mostra a agao do polinébmio de conservacao de volume ¢, no caso
em que hd tao poucos pontos disponiveis que ¢, coincide com o polinémio que os
interpola. De fato, o cenario de baixa amostragem é aquele onde ha maior divergéncia
de comportamento entre ¢, e ¢, conforme veremos. Observa-se, no entanto, que apesar
de ¢, efetivamente respeitar melhor a imposicao dos minimos quadrados, o polinomio
p define uma curva cuja integral calcula um volume mais préoximo do volume original.

Nao obstante, constatamos que ao aumentarmos a quantidade de pontos da amos-
tra, o polinomio ¢, tende ao polinémio .

Rodando

Nitera < 100
for Npis =6 — 20 do
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— Polinémio de Gauss f?g
Polinémio volumétrico ¢y

Nuvem de pontos P = {(Ik, yk)}k

1.104

1.057

1.007

0.95

0.90+

0.857

080

0754

6.1. Preliminares

0707
00

01 02 03 0.4 0.8 0B 07 0g oo 1.0

Figura 6.1: Os pontos gerados aleatoriamente definem a curva em ciano, a curva em
azul é obtida pelos minimos quadrados convencionalmente e a curva em verde prima
pela conservagao do volume.

dm <0

for i =1 — Nitera do
[P, g, d] = rand pts(Npss)
dp — dp, + d

end for

dp, < dp/Niter

Imprime d,, (cf. tabela 6.1)

end for

em que randpts(Npes) gera Npes pontos distribuidos entre [0,1] e os aproxima por

polinomios ¢4 (Gauss) e ¢, (volumétrico), que por sua vez sao passados como resposta

no final da rotina, junto com a distanica d = d(¢g4,py) entre eles, observa-se que ao

passo que aumentamos a distribuicao de pontos os polindmios distam cada vez menos

entre si. Os resultados impressos de d,, estao dispostos na tabela 6.1, a figura 6.2

mostra uma série de aproximacoes feitas usando o algoritmo acima e ao aumentar Ny
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Npts —0

Tabela 6.1: Convergéncia no sentido ¢4 — | 0.

Nimero de pontos(/Npts) || Distancia média(d,y,)
6 0.0365982
7 0.0359748
8 0.0316452
9 0.0302314
10 0.0228842
11 0.0278375
12 0.0227615
13 0.0258454
14 0.0192709
15 0.0183202
16 0.0172339
17 0.0177548
18 0.0185347
19 0.0167338
20 0.0124837

podemos notar que os graficos de ¢4 (em azul) e ¢, (em verde) se aproximam.

Para fins de comparacao, vamos considerar que cada sistema de referéncia R;; local

contenha duas aproximagoes locais distintas:
Rij = { G, rij, o, #i} (6.3)

com um polinémio go?j obtido pelo método dos minimos quadrados de Gauss e o outro
¢;; sendo o polindomio obtido fixando um parametro para conservar o volume. Por
haver duas representagoes locais, a comparagao se estende a duas superficies Sq = { |

Py(Z) =0} e S, = {Z | P,(Z)} geradas por duas fung¢des parti¢do da unidade, a saber:
Py@) = 3 wiy(@ (m(@) - ¢} 0 (@)
(1,9)el

Po@) = Y wig(@) (@) — o} 0 &(@))

(i,9)el
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em que as funcées w;; do tipo peso sdo definidas segundo (5.19), &;; e 7;; passam &
para coordenadas locais 1.

Assim, é possivel porque o polindmio ¢, calcula melhor volume que o polindmio
vy O exemplo da elipse (que serd retomado na préxima se¢ao) mostra esta situacao
na pratica: em uma dada célula C observamos a diferenga entre o volume calculado

pelos polinémios.

A célula C em questao tinha por volume
V(ICNS)=-0.449674

e, nas coordenadas locais, encontramos x,, = —0.7377785 e xp; = 0.6371347. A figura
6.3 auxilia a visualizagao dos volumes que serao calculados a seguir. O polinémio

volumétrico calculado foi:
wu(x) = —0.294295 + 0.0003132x — 0.20457882°2 (6.5)

e observa-se que

M
/ ou(x) dx = —0.449674 (6.6)

ou seja, como pretendiamos, a integral do polindomio coincidiu com o volume inicial.
Entretanto, ao calcular o volume da nuvem de pontos que passa por esse polinébmio
obtemos:

V({xk, po(zr)}) = —0.4504160. (6.7)

O mesmo procedimento aplicado ao polinomio ¢, forneceu:
TM
/ g(x)dr = —0.4489354 (6.8)
Im

diferindo do volume inicial. Porém, ao considerarmos o volume dos pontos passando
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pelo grafico de ¢,
V({xg, pg(xr)}) = —0.4496791 (6.9)

observamos que o resultado final é um polinémio que preserva melhor a propriedade
geométrica da superficie. Isto acontece porque a imposigao (6.1) se da sobre a férmula
da integral analitica do polindmio volumétrico. KEsta imposi¢ao, apesar de efetiva-
mente gerar um polinémio que conserva o volume ao ser integrado, nao o conserva pela
féormula de quadratura (6.7). Esta imprecisao sera conduzida a uma mé aproximagao
da superficie S,, que conforme mencionado acima, priorizava respeitar a geometria dos

pontos de controle P, o que encerra a discussao.

6.1.2 Acao da fungao peso na representagao local

O préximo tépico é observar de perto o funcionamento da particdo da unidade. A

funcao PUI se escreve

Z(m’)el Wij(z.y) fij(2.y)

Pley) = > Wii(z,y)

(6.10)

com Wj; definido em (5.20), podemos observar inicialmente apenas a aproximacao

referente a uma célula apenas, isto é, uma funcao

Jo(x,y)wo(x,y)

e estudar o comportamento de seu grafico.

Conforme podemos observar temos a fungao ¢ na figura (6.6) e a fungao peso wy na
figura 6.7. O produto ¢w; mostra o efeito da funcdo peso na multiplicagao, conforme
ilustra a figura 6.8: proximo do centro, onde a fungao peso vale 1, o produto se comporta
como o polinémio; e na extremidade onde a fungao peso suaviza até valer 0, também

podemos ver o produto das funcées fazer o mesmo.
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Se levarmos em consideracao todas as representagoes polinomiais locais, obteremos
uma superficie conforme mostrada na figura (6.9). Para analizar quantitativamente as

derivadas da funcao particao da unidade, vale considerar o numerador da funcao:

2 Wk (T) h(T)

e lembrar do resultado de célculo diferencial em que a derivada de uma funcao f num
ponto x em que é positiva (resp. negativa) se f é crescente (resp. decrescente) em
uma vizinhanga de . Uma secao transversal da funcao g é analisada na figura (1.10)
e confirmada na figura (1.11).

Assim, cabem trés observagoes ao olharmos para o grafico de D"P e D"g:
e ficar atento a coeréncia geométrica da derivada

e perceber que no caso de P, espera-se que suas derivadas remetam a derivadas

dos polinémios de menor grau

e entender como varia a acdo de diferentes raios de agado (i.e., o tamnanho do

suporte da fungao peso);

E como podemos bem visualizar na figura 6.12, quanto menor a influencia da fungao
peso, mais caracteristico fica o polinomio local. No entanto, embora representacoes
locais sao mais precisas localmente, um raio de acdo muito curto implica numa queda
brusca nos valores da funcao, e se tomados pequenos demais, provoca picos muito altos
em suas derivadas.

Em se tratando de observar como a funcao peso atua na reconstituicao da superficie,
a figura 6.4 mostra uma circunferéncia (em vermelho) e uma superficie PUI (em azul)
com representagoes locais afins. Nesta imagem, pela natureza grosseira da aproximagao
- seja pela escolha de polinémios do primeiro grau, seja pela baixa quantidade de repre-

sentagoes locais (células demasiadas grandes) - pode-se ver a maneira como a Parti¢ao
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da Unidade liga duas representactes contiguas. A figura 6.5 mostra o que acontece
quando se aumenta a quantidade de representacoes locais e mesmo com representacoes

locais afins a superficie reconstruida fica nitidiamente mais proxima da original.

6.2 Superficie sem movimento

Esta secao dedica ao teste da funcao particao da unidade visando observar somente

propriedades de carater geométrico da superficie, isto é,
e A ordem de convergéncia da distancia
e A ordem de convergéncia da normal
e A ordem de convergéncia da curvatura

Dada uma propriedade geométrica G(z,y) obtida em um ponto (z,y) do dominio,
dizemos que uma familia de aproximacoes {G}, é convergente de ordem k para uma

norma || - || se

lg — gnll = O(h*) (6.12)

quando h — 0 . Assim sendo, considerando o erro €, = ||g — gp|| para um refinamento

h do problema e fazendo

en ~ hP (6.13)

obtemos mediante manipulacao algébrica:

In(ep) = In(h*) = k1n(h).

A distancia entre superficies considerada é a distancia de Hausdorff, e é definida

entre duas superficies S e S’ como:
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d(s,8" = i -yl i - 6.14
(5.8 = max (may miy Jx - vl moxmaxmig [x - vl) (619

Se S denota a superficie original e 8’ a superficie calculada pela PUI, para cada
Z € 8 consideramos o ponto 7, de S mais préximo de z. Assim, o erro das normais é

calcualdo segundo

E(8,8") = max [[i(2) — 7i(7) | (6.15)

1/k
Eff(s,sv:( /ES/(Hﬁ@)—ﬁ(ywuLk dw)’“) S k=12 (6.16)

Para o erro da curvatura, em que £'(+) é a funcdo que retorna a curvatura segundo

a superficie PUI e k() é a curvatura da superficie real, temos :

EL(S.S) = max ||~ (F) — x (5| (6.17)

xe

1/k
E;?(S,S/) _ (/GS/ (||/{,(f) — K(Uz) || pr dm)k) , k=12 (6.18)

Assim, procederemos a série de testes de duas maneiras: primeiro construiremos
no modelador do Freeflow superficies com uma particula por célula, alterando a malha
euleriana a cada vez de tal forma a se obter maior niimero de células ( e portanto, de
representagoes polinomiais); em seguida, construiremos um exemplo a partir do qual
aumentaremos a quantidade de subcéluas, havendo inicialmente distribuido particulas

em abundancia.

No primeiro caso, o raio de acdo do polinémio em cada célula terd que ser grande
o bastante para incluir pelo menos deg(p) + 1 pontos, dado que queremos uma repre-

sentagao polinomial p de grau deg(p). Como a superficie é construida para ter uma
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particula por célula, isto implica em obter fun¢oes peso com suporte intersectando uma

grande regiao do suporte de outras fungdes peso das células vizinhas (cf. figura 6.13).

Examinando a convergéncia para o caso da elipse dada por

22 2

—+==1 6.19

ot (6.19)
tomando o espacamento igual & A = 1,0.5,0.25,--- ,27% (isto é, o tamanho das células).

Para primeira série de testes (uma particula por célula) temos tabela 6.2 que fornece
os erros da normal, para cada A, da superficie calculada por diferencas finitas e da PUI

calculada explicitamente. Vale ressaltar que a estrutura da tabela é da forma

A E

Erro segundo DP ! 2

P(z+h)—P(z—h)
Erro segundo —* =

ou seja, para cada tipo de erro (F = Ej, Fy ou Ey ), a cada par de linhas (separadas
pelas divisdrias), a primeira linha mostra o respectivo erro calculado segundo os valores
de DP, implementados diretamente a partir das formulas na se¢ao 5.3 e a segunda linha
segundo a formula de diferencas finitas, também implementados. Também vale notar
que o valor da discretizacio tomado foi h = 107° e que os resultados obtidos sdo muito

préximos.!

! Isto é de particular interesse para adicionar novas rotinas, pois néo é necessério calcular analiti-
camente as derivadas, somente inserir os cdlculos das novas representagoes locais ou fungées de tipo
peso (ou ambas as duas).
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Tabela 6.2: Erro da normal para uma particula por célula.

A

EY

B

2N

1

0.077571096458
0.077571096473

0.017690805327
0.017690805334

0.025392165266
0.025392165266

0.5

0.009653192748
0.009653192762

0.002783106414
0.002783106420

0.003458601453
0.003458601453

0.25

0.004501135418
0.004501135409

0.000822068241
0.000822068244

0.001049599294
0.001049599294

0.125

0.001182132859
0.001182132892

0.000205731660
0.000205731666

0.000254434304
0.000254434304

Tabela 6.3: Erro da curvatura para uma particula por célula.

A

2

EY

ES

1

0.286260654891
0.286260646284

0.083777673585
0.083777673289

0.125785427842
0.125785425361

0.5

0.163015710126
0.163015710400

0.047169865413
0.047169865847

0.064378346877
0.064378347307

0.25

0.098660408877
0.098660409339

0.020860896775
0.020860896874

0.034819510660
0.034819510805

0.125

0.061913132059
0.061913133341

0.008808851132
0.008808851300

0.013570457946
0.013570458214

A tabela 6.3 fornece os dados de convergéncia da curvatura e assim como foi feito
para o calculo da normal, temos duas maneiras de se calcular, a saber, usando as

férmulas analiticas da secao 5.3 e por diferencas finitas.

Em seguida construimos uma elipse com grande abundancia de pontos para poder
calcular func¢oes PUI variando o niimero de subcélulas (ou seja, o k), o raio do suporte
das fungoes peso e o grau do polinémio sem ter que ser preocupar com a quantidade
de pontos na vizinhanga de cada célula (a notar que cada subcélula C(i,5)* deve conter

pelo menos n + 1 pontos em supp(w@ j)) para calcular um polinémio de grau n). Para



Capitulo 6. Resultados 100

o tamanho do raio, escolhemos

r=ay/(Az)? + (Ay)? (6.20)

e alteramos nos exemplos a seguir o tamanho do parametro a no interesse de encontrar

qual corresponde a melhor escolha do parametro.

Os exemplos que seguem, conforme observamos os dados de convergéncia, mostram
que o que mais define a superficie é a quantidade de representacoes locais que se dispoe,
isto é, grande abundancia de pontos nao melhoram a aproximacao local se nao hé maior

quantidade de polinémios na representacao local.

As tabelas 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12 fornecem dados da con-
vergéncia das distancias, normais e curvaturas alterando a. Destas tabelas observa-se
um principio interessante, j4 anunciado na se¢ao anterior: quanto menor o raio de agao,
maiores os picos na derivada e o que se ganha nas representagoes locais (por incluir na
vizinhanga apenas pontos muito préximos) se perde na precisao das derivadas, dado

que a fungdo peso tem suporte muito restrito.

As tabelas 6.13 mostra o calculo do erro relativo do volume da superficie na es-
trutura inerente do Freeflow2D, isto é, a estrutura de dados half-edge2D e ao lado, a
titulo de comparagao, temos o erro relativo do volume calculado na superficie PUI,

ligeiramente mais préximos do volume calculado analiticamente.

As tabelas 6.14 e 6.15 calculam erros de distancias, normais e curvaturas utilizando
um outro tipo de funcéo peso, chamadas de Wendland. Trata de tomar para cada
célula C;; a funcao

(6.21)
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Tabela 6.4: Convergéncia da distancia usando o = 0.55.

(A \ d(S1,52) \
1 8.835817490569 x 103
0.5 5.76778840403 x 10~
0.25 7.3919640780 x 10~°
0.125 9.999054897 x 106
0.0625 1.408296267 x 106
0.031250 |  2.86557067 x 107
0.015625 3.6303352 x 108

com Wij(#) = 0(/|% — &) e

0(t) = (1 —t)*(t +1). (6.22)
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Tabela 6.5: Convergéncia da normal usando o = 0.55.

A EY EY EY
1 0.052956184155 0.009470506386 0.011939762317
0.052956184154 0.009470506425 0.011939762317
0.5 0.009510102241 0.001885092313 0.002117134395
0.009510102515 0.001885092322 0.002117134395
0.25 3.504439685 x 1073 | 4.85393557 x 10~ | 5.84629379 x 104
3.504439973 x 1073 | 4.85393560 x 10~* | 5.84629379 x 10~*
0.125 6.96468592 x 10~* | 1.29072479 x 10~* | 1.42636759 x 10~*
6.96468892 x 10~% | 1.29072482 x 10~% | 1.42636759 x 10~*
0.0625 2.02425523 x 10~% | 2.8381437 x 1077 | 3.2993044 x 10~5
2.02425797 x 10~* | 2.8381437 x 107° | 3.2993044 x 10~°
0.031250 || 6.2951644 x 10~° 7.972840 x 10~° 9.599875 x 106
6.2951978 x 10~° 7.972842 x 1076 9.599875 x 1076
0.015625 || 1.6368606 x 10~ 2.005128 x 10~° 2.269762 x 1076
1.6368575 x 10~° 2.005131 x 10~6 2.269762 x 1076

Tabela 6.6: Convergéncia da curvatura usando a = 0.55.

A ES E¢ EY
1 2.886474880785 | 0.108135497307 | 0.398750317532
2.886474956658 | 0.108135498592 | 0.398750327490
0.5 0.710569399703 | 0.034742356819 | 0.082540902935
0.710569490346 | 0.034742357925 | 0.082540910439
0.25 || 0.159052943123 | 0.013271715452 | 0.023120803077
0.159053029335 | 0.013271716338 | 0.023120808738
0.125 || 0.050152899195 | 0.006926563874 | 0.012037128649
0.050152924231 | 0.006926567555 | 0.012037141273
0.062500 || 0.030296435904 | 0.003220805197 | 0.005556011769
0.030296518716 | 0.003220808390 | 0.005556018918
0.031250 || 0.016554909352 | 0.001572846080 | 0.002545145375
0.016556109315 | 0.001572849998 | 0.002545162079
0.015625 || 0.016582355066 | 0.000859266369 | 0.001484980781
0.016585467754 | 0.000859274977 | 0.001485028259
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Tabela 6.7: Convergéncia da distancia para a = 0.6.

A | dss)
1 0.006041747307708
0.5 0.000688954752442
0.25 0.000073092571424
0.125 0.000010635571400
0.0625 0.000001206428440
0.03125 || 0.000000175107298
0.015625 || 0.000000032297708

Tabela 6.8: Convergéncia da normal e curvatura para a = 0.6.

A I EY EY EY

1 0.078296523883 | 0.012294252466 | 0.014174629831
0.5 0.014485417488 | 0.002898614739 | 0.003155088174
0.25 0.003048514949 | 0.000589203374 | 0.000627937432
0.125 0.000906611800 | 0.000150336023 | 0.000168853051
0.0625 || 0.000302457010 | 0.000036569079 | 0.000040302330
0.03125 [[ 0.000103024315 | 0.000009457279 | 0.000010433710
0.015625 || 0.000047216715 | 0.000002404938 | 0.000002664256
A I E{ E{ EY

1 2.024011923710 | 0.077479388393 | 0.164223199317
0.5 0.839617476391 | 0.034084918377 | 0.067672418876
0.25 0.082632735387 | 0.013029323892 | 0.020166517436
0.125 0.055605148248 | 0.006874625100 | 0.011478901532
0.0625 || 0.044693594474 | 0.003307952127 | 0.005406379418
0.03125 || 0.052271218763 | 0.001731677411 | 0.003064927576
0.015625 || 0.060263666294 | 0.000889524259 | 0.001747227696
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Tabela 6.9: Convergéncia da distancia para a = 0.65.

A

I

(5.5

|

1

0.008795827846022

0.5

0.000972090826568

0.25

0.000071991120359

0.125

0.000010033516615

0.0625

0.000001872626942

0.03125

0.000000256818028

0.015625

0.000000038534959
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Figura 6.2: Pontos aleatoriamente distribuidos que quando em abundancia fazem com
que P, — Pg-
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V(P): volume formado pelos pon-
tos da interface dados a priori.

T oy
L. ¢(z)dx: calculado analitica-
m
mente, respectivo ao volume en-
tre abcissa e a curva ¢ local.

V({zk, ¢(zx)}r): volume trape-
zoidal de pontos passando por

{(z,¢(x))}

h Sl Sfn-S

Figura 6.3: Trés volumes calculados dada uma aproximacao local.
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Figura 6.4: PUI construida com polindmios afins.
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207
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1.z
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Figura 6.5: PUI construida com polinémios afins com maior refinamento, a superficie
aproximada fica distintamente mais préxima da superficie original.

Figura 6.7: Funcao Peso

Figura 6.8: Funcao Peso multiplica o polindomio
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Figura 6.9: Imagem da PUL

_— >
X
I I
Af>OiAf<0 :Af>0 Af<0:Af>0 iAf<0
| ! ! |
o o
f/>03f/<0 if/>0 f/<03f/>0 if/<0
e U _ T~ —

Figura 6.10: Visualizando o comportamento esperado da derivada da funcao.
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Figura 6.11: Funcdes g, dg/0z e 0?g/0x>.
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Figura 6.12: Derivadas de P(¥): na coluna da direita o raio de agao é pequeno demais,
criando picos na derivada; na coluna da esquerda, o raio sendo maior, provoca menos
oscilagoes na derivadas.

Xy}
oQ

I:l supp(w’) I:l supp(w) I:l supp(w) N supp(w')

Figura 6.13: Interseccao do suporte das fungoes peso diminiu conforme diminuimos o
raio de acao.
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Tabela 6.10: Convergéncia da normal e curvatura para o = 0.65.

A I EY EN EY

1 0.051650729187 | 0.014776187719 | 0.015922973379
0.5 0.015585237688 | 0.003102285833 | 0.003317864802
0.25 0.003080020469 | 0.000620321871 | 0.000653957603
0.125 0.000947564236 | 0.000156214850 | 0.000169256241
0.0625 || 0.000295944162 | 0.000041974627 | 0.000045491641
0.03125 || 0.000097610105 | 0.000010652327 | 0.000011752843
0.015625 || 0.000023227184 | 0.000002676426 | 0.000002910468
A I EY EY EY

1 0.804348254621 | 0.073323707424 | 0.113196887768
0.5 0.177576302085 | 0.028466762093 | 0.044023710967
0.25 0.084627267161 | 0.013239606066 | 0.019892192280
0.125 0.051200106222 | 0.006690294681 | 0.010519384722
0.0625 || 0.030580524743 | 0.003508585986 | 0.005370341167
0.03125 || 0.019543674829 | 0.001775194508 | 0.002827990461
0.015625 || 0.008937915166 | 0.000898181575 | 0.001408941608

FEm seguida conferimos para este valor de raio a tabela 6.16, com polinémios de grau
3 na representacao local e a tabela 6.17, com polindmios de grau 4 na representagao
local.

Podemos observar a curva de convergéncia na escala logaritma para o polinémio de
grau 2 usando um raio de r = 0.6\/m, dispostos na figura 6.14. Os resultados
apontam para uma ordem de convergéncia O(A3%) para a geometria, O(A?) para as
normais e O(A) para a curvatura.

Considerando por iltimo o quadrado de dimensao
[—0.25,0.25] x [-0.25,0.25],

sob um refinamento de malha Ax = Ay = 0.1 e observando a convergéncia da PUI
conforme aumentamos o numero de divisao de células k = 0,1,3,7, podemos ver a

aproximacao de superficie convergindo para o quadrado na figura 6.15.
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Tabela 6.11: Convergéncia da distancia para a = 0.7.

A L dss)
1 0.011803455725427
0.5 0.000941264450305
0.25 0.000141072234500
0.125 0.000013777870990
0.0625 0.000001829642250
0.03125 || 0.000000265961066
0.015625 || 0.000000044194626

Tabela 6.12: Convergéncia da normal e curvatura para o = 0.7.

A I EY EY E}

1 0.063136719147 | 0.017897740894 | 0.019742940015
0.5 0.015710244205 | 0.003629027700 | 0.003764326512
0.25 0.004673690706 | 0.000841030325 | 0.000926589496
0.125 0.000850321396 | 0.000175312140 | 0.000185388103
0.0625 || 0.000322759288 | 0.000044831861 | 0.000048470576
0.03125 [[ 0.000097882796 | 0.000011625666 | 0.000012780520
0.015625 || 0.000024776289 | 0.000002857909 | 0.000003130526
A I E{ E{ EY

1 0.288917435054 | 0.070715315175 | 0.096507952320
0.5 0.181253660791 | 0.030489759951 | 0.046386125153
0.25 0.079637510534 | 0.015954163817 | 0.023678295285
0.125 0.034920020696 | 0.006840913750 | 0.010101853871
0.0625 || 0.022894078756 | 0.003510549869 | 0.005136772668
0.03125 || 0.016154127913 | 0.001804015618 | 0.002746812500
0.015625 || 0.008484924917 | 0.000896656433 | 0.001359999962
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Tabela 6.13: Convergéncia e comparacao do volume.

A

H Half-edge

PUI

1

0.040973298263630

0.039406685334274

0.5

0.010064547884909

0.009959836699419

0.25

0.002516472932648

0.002482794422711

0.125

0.000629180857949

0.000626605148856

0.0625

0.000157307015165

0.000156997441700

0.03125

0.000039286198977

0.000039280623167

0.015625

0.000009882325635

0.000009881888538

Tabela 6.14: Convergéncia da distancia usando fungoes peso de Wendland.

A | dss)
1 0.006041747307708
0.5 0.000698343684974
0.25 0.000073119580502
0.125 0.000010722417995
0.0625 0.000001235944581
0.03125 || 0.000000177554947
0.015625 || 0.000000032406948




Tabela 6.15: Convergéncia da normal e curvatura para o peso de Wendland.
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A

|

EJ

EY

2N

1

0.078396692175

0.012393758138

0.014345146071

0.5

0.015552796809

0.002917283708

0.003198012175

0.25

0.003321934608

0.000595814730

0.000642080011

0.125

0.000990682414

0.000152146034

0.000173241507

0.0625

0.000310243864

0.000037092091

0.000041242086

0.03125

0.000106021022

0.000009570302

0.000010654306

0.015625

0.000050543995

0.000002436574

0.000002722778

A

I

EY

EY

23

1

2.156354802134

0.079999375116

0.170522477665

0.5

0.923041478626

0.035313771939

0.071783051044

0.25

0.088600484396

0.013582778441

0.021581713845

0.125

0.061615965949

0.007270691543

0.012368764344

0.0625

0.048486922924

0.003474489914

0.005795835572

0.03125

0.05889969652

0.001818960611

0.003298652857

0.015625

0.067597572449

0.000934785236

0.001881492549

Tabela 6.16: Tabela de erros para polinémio de grau 3.

d(51,52)

Ex

Eg

0.001541845522831

0.013239363523

0.092154011052

0.000080884402075

0.001447145780

0.028620616382

k =3 || 0.000004966926414

0.000174494651

0.006676620556

Tabela 6.17: Tabela de erros para polinomio de grau 4.

d(81,52)

By

ES

0.000305489735454

0.002951945644

0.054911967109

0.000007268869337

0.000169095575

0.004746208552

0.000000206600676

0.000009536538

0.000510799413
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Figura 6.14: Grafico da convergéncia das propriedades da esfera na aproximacao com
polindémio de grau 2 e raio a = 0.6.

6.3 Movimento Rigido

Primeiro precisamos definir um campo de velocidades sobre uma malha deslocada (Cf.

figura 6.16). O valor da velocidade u, estd armazenado no coeficiente de uma

+1.

matriz, digamos:

uli] [j]
e seu valor deve ser V,(z; + %, yj). Analogamente, O valor da velocidade Vij+d estd
armazenado no campo de uma matriz:
v[i] [3]
e seu valor deve ser V,(z;,y; + %), em que
Vies) = (Ve Vo) (6.23)

é o campo vetorial da velocidade do escoamento, definido sobre o dominio €.
Neste caso queremos rotacionar um quadrado imerso no dominio €2 = [0,1] x [0,1],
tendo por centro o ponto (%,%) e de aresta ¢ = 0.5, criado no Modflow2d conforme

vemos na figura 6.17.
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Figura 6.15: Superficie se aproxima do quadrado conforme aumentam o nimero de
subcélulas: k = 0 (amarelo), k = 1 (roxo), k = 3 (verde) e k = 7 (azul). A superficie
original estd em preto.

Temos uma malha discreta I' que aproxima o dominio €2

I = {(ziy;) | V(@.0)}, (6.24)

I AYEN ]

(Xe(D, Yr(p)

Udij

(Xr(i),Yc(j))'_’
(Xed, Yo(p)

Figura 6.16: Representacao visual da célula deslocada
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Figura 6.17: Fluido em forma de cubo no Modflow2d.

o vetor velocidade V(z,y) dado pela férmula acima e £x é a matriz | fxi l(i,j) em que
os coeficientes satisfazem

Ve(ziyy;) = 109 (6.25)

e analogamente fy é a matriz | fz,(,i’j )](m) cujos os coeficientes satisfazem

Vy(ziy;) = f39) (6.26)

Figura 6.18: Mesmo tomando a direcao correta na direcao da tangente, a discretizacao
no tempo acarreta no desvio da trajetéria original.
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Figura 6.19: Distor¢ao da trajetéria com aumento de At.

Um bom candidato a campo de velocidades para rotacionar o quadrado em torno

de seu centro ¢ é

V(@) = a Ry ¥ <f - 5) (6.27)
em que Ry /y é a matriz de rotagao de 5 radianos e a ¢ alguma constante.

O passo de tempo nao pode ser tomado livremente pois sendo acontece conforme
indicam as figuras 6.19 e 6.18: o campo de velocidade atuante distoa de uma rotagao
poiso vetor tangente que forneceria uma velocidade angular no ponto (z,y) deixa de
agir em um pequeno instante At e coloca o ponto em outra “érbita”. O passo sobre o
vetor tangente quando o tempo é continuo tem valor infinitesimal, logo, para qualquer
discretizagao estaremos lidando com algum ganho de volume. Na figura 6.19 visualiza-
mos duas trajetérias de duas particulas, uma verde e outra vermelha, ambas desviam
da orbita tedrica por causa da discretizacao do tempo. Este desvio de trajetéria é me-
nos expressivo ao tomarmos um passo de tempo At menor. A figura 6.18 mostra como
nao importa a ordem de magnitude da discretizacdo no tempo, pois caminhando na
direcao tangente da circunferéncia em um passo de tempo discreto levard a particula

a um ponto de chegada (sinalizado pela cruz) respectivo a outra érbita.

Queremos que ao cabo de um nimero N; de iteragoes o ponto (inicial) & = Zj seja

levado & sua rotagao de /2, isto é, o ponto xy, = R /s - To. Assim, consideraremos o
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campo de velocidade seguinte:

V: Q — R2
(6.28)

!l

F=(zy) — (aADFE)

em que T(Z) é o vetor tangente & circunferéncia centrada em ¢ ( o centro do qua-

drado) e passando por ¥, dado explicitamente por
(&) = Ry (f - 5). (6.29)

O caminho percorrido As, pela férmula do comprimento de arco é

wr

As="" (6.30)
2

e como o comprimento do vetor tangente ||7(Z)|| = ||Z— ¢]| é justamente o raio r, temos
_ _AS _

= T T AL (6.31)

de tal forma que no tempo ¢ = nAt (ou analogamente na n-ésima iteragao), teremos

percorrido

r

—N—
Sihor [@At 7@ = iy (gar) AT @ = 25 X [I7(@)
(6.32)
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O célculo das componentes u,, 1 ; e v, ., 1 segue abaixo:
1+5.J 1,7+5

V(xg), yz(jc)) = a
-1 0 Yij — Cy
I ) I N ACTANT )
ales — ) V(e u)
(6.33)
Vi) = a
-1 0 Yij — Cy
B a(y% — Cy) B V:c(xgy y;})
a(cx — l‘fj) Vy(:l:lcjv yzrj)
De onde obtemos os valores do campo de velocidade
_ (r) (o) _ (c)
Uiplj = V}g(%j ' Yij ) = O‘(yij — ) (6.34)
Vij+i = Vy(xz(;),yg)) = a(cp — 7))

A figura 6.20 mostra o resultado da rotacao variando o parametro « e assim, a
configuracao da superficie ao cabo da simulagao.

6.4 A superficie no Freeflow

Nesta secao observamos a PUI atuando em problemas classicos referente a mecanica

dos fluidos.
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6.4.1 Tensao Superficial

Este problema trata de um fluido inicialmente em forma de um quadrado que sob o

efeito da tensao superficial se transforma ao longo do tempo em um circulo.

As dimensoées do problema sao:

Dominio 2 = [0,1] x [0,1];

Fluido em forma de quadrado de aresta ¢ = 0.475;

e Tensao superficial v = 0.1;

Ntumero de Reynolds Re = 1;

Az = Ay =2.5x 1072

Forga da gravidade nula § = 0;

Velocidade inicial do fluido nula;

Primeiro observamos na figura 6.21 o efeito da tensao superficial em uma simulagao
em que nao ha corre¢bes de ondulagoes. As extremidades pontudas do fluido em forma
de quadrado evoluem no tempo para formar uma configuragao nao fisica do problema.

Partimos para observar a evolucdao da simulacao em que a superficie utilizada é
a definida pela particdo da unidade. Conforme podemos observar na figura 6.22, ja
no primeiro ciclo da simulagao, a superficie PUI suaviza via aproximacoes polinomiais
locais a borda do quadrado, efeito que é cada vez mais sutil de se observar conforme
aumentamos o numero de subcélulas. O resultado desta simulagao se assemelha a
daquela em que se usa o eliminador de ondulagoes, conforme observamos na figura

6.23.
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6.4.2 Gota em queda livre

Nesta se¢ao, observamos o efeito de uma gota em queda livre e seu impacto ao atingir

uma plataforma. As dimensoes do problema sao conforme:

Dominio 2 = [0,1] x [0,1];

Raio da circunferéncia (fluido) r = 0.125;

Centro da circunferéncia C' = [0.5,0.7];

Ntumero de Reynolds Re = 1;

Tensao superficial nula;

Velocidade inicial do fluido nula;

Az = Ay =10"2

Forca da gravidade somente na diregao g,

Q
I

e Dimensoes do conteiner:

— ORIGIN = 0.07
— LENGTH = 0.9
— WIDTH = 0.9

— THICKNESS = 0.02

A figura (6.26) mostra a configuracao da simulacdo: acima a gota, a uma altura

de 0.7, movimentada em queda livre e a figura abaixo mostra a gota momentos antes
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de seu impacto. Este problema tem uma pequena assimetria, o que permite visualizar
duas circunstancias de impacto do fluido com as partes laterais do conteiner.

A primeira seguéncia de imagens — figuras 6.27 e 6.28 — mostram a simulagdo sem
projecao na superficie PUIL. As figuras 6.29 e 6.30 correspondem a simulacao utilizando
a PUI. Finalmente, a figura 6.31 compara as duas simula¢ées no mesmo tempo. A
projecao suaviza as extremidades da superficie de maneira a manifestar o comporta-

mento de um fluido.
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Figura 6.20: Rotacao do quadrado com proje¢ao na superficie PUI.
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Figura 6.21: Efeito da tensao superficial do freeflow sem eliminagao de ondulagoes.
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Figura 6.22: Superficie PUI atuando na tensao superficial.
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|
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Figura 6.23: Eliminador de ondulagdes TSUR, atuando na tensao superficial, em cada
ciclo da simulagao.
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0.000 0.027 0.054 0.081 0.107 0.134 0.161 0.asg

Figura 6.24: A pressao e o resultado final quando se adiciona o método TSUR.

0.000 0.028 0.055 0.083 0.110 0.138 0.166 0.193

Figura 6.25: A curvatura calculada segundo a particdo da unidade somada & projecao
na superficie dao o efeito de eliminagao de ondulacao, assim como fornece um resultado
analogo quando observamos a pressao.
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Figura 6.26: Queda livre e impacto de uma gota de fluido.
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Figura 6.27: Simulagdo da Queda livre do Freeflow atual para t < 0.36.
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Figura 6.28: Simulagao da Queda livre do Freeflow atual para 0.37 < ¢ < 0.45.



Capitulo 6. Resultados 132

Figura 6.29: Simulacao da Queda livre usando a superficie PUI para ¢ < 0.36.
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Figura 6.30: Simulacao da Queda livre usando a superficie PUI para 0.37 < ¢t < 0.45.
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Figura 6.31: Resultado comparado das duas simulagoes, acima sem a técnica desenvol-
vida (projegao na PUI) e abaixo com projegao.
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Consideracoes Finais

Tal qual um primeiro trabalho que estende a representacao de superficies no Freeflow2D
este projeto de mestrado encerra com um horizonte mais largo que suas consecugoes.
O algoritmo herdou muitos recursos da malha lagrangiana sendo possivel tornar esta
dependéncia cada vez mais exigua, de tal maneira que o usudrio tenha no futuro trés
possibilidades de representacao da interface: i) Um algoritmo inteiramente baseado na
representagao por malha lagrangiana, tal qual é feito até entao; ii) uma combinacao de
métodos implicitos com recursos da malha lagrangiana, conforme o trabalho que aqui
foi desenvolvido; e iii) um método puramente baseado em particulas, em que nao hé

nenhuma representagao por malha lagrangiana;

7.1 Conclusao

Tanto a formulacao tedrica das representacoes locais — no que tange funcoes locais e o
método dos minimos quadrados — quanto a juncao destas em uma representacao global
— com uma funcao do tipo particdo da unidade — e as propriedades geométricas de
que se derivam — como a projecao na superficie e calculos de normais e curvaturas

— 520 concepgoes tedricas de andlogo desenvolvimento no cenario tridimensional. Em
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outras palavras, tudo o que foi exposto neste documento e que foi necessario para o
desenvolvimento da versao bidimensional do algoritmo é naturalmente transposto para
a versao 3D do codigo (cf. trabalhos futuros, segao 7.2).

O ponto forte deste trabalho é uma vertente nova de tratamento da interface trazida
para o Freeflow2D, de tal maneira que a inclusdo de novas representagoes locais e/ou
funcoes de tipo peso é imediata, podendo dispensar inclusive o calculo analitico das
derivadas, ji que uma das possibilidades é calcular por diferencas finitas'. O objetivo
¢é poder incluir varios algoritmos de representacao da superficie a longo prazo, de tal

maneira a poder compara-los todos estudando pontos fortes de cada um.

7.2 Trabalhos Futuros

Uma extensao imediata do trabalho é passar o algoritmo para o Freeflow3d, represen-
tando escoamentos tridimensionais. Além disso, algumas melhorias podem ser feitas
no algoritmo para aumentar a gama de problemas que resolve, dentre as quais podemos

citar

e Adaptatividade. O algoritmo pode provocar divistes das subcélulas em funcao
da curvatura respectiva, aumentando a precisao localmente na medida em que se

faz necessaria.

e Historico. Para cada segmento da superficie situada em uma célula C atribui-se
um parametro He que o situa na vizinhanca. Desta forma, para particulas de
uma determinada regiao o cadlculo dos minimos quadrados se servird do critério
de seu histoérico He, impedindo problemas de continuidade quando segoes desco-
nexas da interface se encontram, tornando optativo mudar sua topologia, assim

como utilisar estes pontos no célculo do sistema linear que aproxima o polinémio

L' A funcéo peso do tipo Wendland, cujos resultados estdo dispostos nas tabelas 6.14 e 6.15 foi
incluida no algoritmo em questao de poucos minutos.
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7.2. Trabalhos Futuros

localmente. Alternativamente, poderd haver duas representagoes do polindmio,
uma para cada histérico de particula. A figura 7.2 mostra um caso em que uma
figura se contorce a ponto de duas regioes distintas da mesma se¢do conexa se
encontram em um dado momento da simulagao e com o devido tratamento do
historico das particulas, estas serao discriminadas de acordo com a curva a que
pertencem de maneira a nao entrarem na vizinhanca dos pontos que determinam

o sistema linear da representacao local.

Paralelismo. Sendo os sistemas lineares das representacoes lineares indepen-
dentes entre si e sendo que as fungoes do tipo peso tém suporte apenas em uma
vizinhanca préxima do centro das células, as informacoes processadas sao sempre
locais, ou seja, o algoritmo é paralelizavel. Repartindo informagoes das particulas
entre varios processadores, podemos tratar a superficie independentemente, to-
mando o cuidado de transmitir uma quantidade suficiente de dados para que se
tenha a ligadura da superficie; assim, cada secao contigua no paralelismo tera
células partilhadas na borda da regiao tratada, como podemos ver ilustrado na

figura 7.1.

RAMLS. Pretende-se também extender o trabalho para incorporar o método
RAMLS como representagao de superficie no Freeflow e métodos interpolatérios,

como os de funcao de base radial de Hermite.
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of 0§

>

O O

Figura 7.1: Paralelismo: visualizacao representativa de uma malha partilhada entre 4
processadores.

Figura 7.2: Histérico: catalogando os segmentos da curva, o algoritmo toma cuidado
para nao integrar informacao indesejada no sistema linear que define a curva local-
mente; além de discriminar a origem da regiao dos pontos, a representacao de cada
parte se fard com um polinémio para cada histérico.



Referéncias Bibliograficas

1]

L. G. Nonato, N. Mangiavacchi, F. S. Sousa, A. Castelo, J. A. Cuminato. A Mass
Conserving Smoothing Method. XIV Congreso sobre métodos numéricos y sus

aplicaciones - ENIEF, 2004, Bariloche. Proceedings ENTEF’2004, 2004. p. 1-13.

M. Mantyld. An Introduction to Solid Modeling. Computer Science Press. Rock-
ville, MD, 1988.

S. McKee, M. F. Tomé, V. G. Ferreira, J. A. Cuminato, A. Castelo, F. S. Sousa
e N. Mangiavacchi. The MAC method. Computers & Fluids , v. 37, p. 907-930,
2008.

S. McKee, M. F. Tomé, J. A. Cuminato, A. Castelo e V. G. Ferreira. Recent
advances in the marker and cell method. Archives of computational methods in

engineering, volume 11, Number 2, 107-142.

M. Alexa, J. Behr, D. Cohen-Or, S. Fleishman, D. Levin e C. T. Silva. Computing

and Rendering Point Set Surface. Computer Society, 2003.

D. Enright, R. Fedkiw, J. Ferziger e I. Mitchell. A Hybrid Particle Level Set Method
for Improved Interface Capturing. Journal of Computational Physics, 183, 83-
116(2002).

G. Guennebaud e M. Gross. Algebraic Point Set Surface. Siggraph 2007, San-
Diego, US.



Referéncias Bibliograficas 140

[8] D.J. Torres e J.U. Brackbill. The Point-Set Method: Front-Tracking without Con-
nectivity. Journal of Computational Physics, 165, 620-644 (2000).

[9] S. Shin e D. Juric. Modeling Three-Dimensional Multiphase Flow Using a Level
Contour Reconstruction Method for Front Tracking without Connectivity. Journal

of Computational Physics, 180, 427-470 (2002).

[10] G. Tryggvason, B. Bunner, A. Esmaeeli, D. Juric, N. Al-Rawahi, W. Tauber,
J. Han, S. Nas e Y.-J. Jan. A Front Tracking Method for the Computations of
Multiphase Flow. Journal of Computational Physics, Volume 169 , 708 - 759(May
2001).

[11] P. Lancaster e S. Kestutis. Curve and surface fitting. San Diego: Academic Press.

[12] S. Osher e R. Fedkiw, Level Set Methods and Dynamic Implicit Surfaces. Applied

Mathematical Sciences 153, Springer.

[13] M. F. Tomé, R. A. P. Silva, C. M. Oishi e S. McKee. Numerical solution of the
Upper-Convected Maxwell model for three-dimensional free surface flows. Global

Science Preprint.

[14] A.A. Amsden e F.H. Harlow. The mac method: A numerical technique for cal-
culating incompressible fluid flow. Los Alamos Scientific La. Report LA, 4370,
1970.

[15] A. Castelo, M. F. Tomé, J. A. Cuminato e S. McKee. Freeflow: An integrated
simulation system for three-dimensional free surface flows. Computing and Visua-

lization in Science, 2:199-210, 2000.

[16] A. B. Costacurta. Estratégias upwind e modelagem k-epsilon para simulacao
numérica de escoamentos com superficies livres em altos nimeros de Reynolds.

Dissertagao de mestrado, Universidade de Sao Paulo, ICMC/USP, 2005.



141 Referéncias Bibliograficas

[17] V. G. Ferreira. Andlise e implementagao de esquema de conveccao e modelos de
turbuléncia para a simulacao de escomentos incompressiveis envolvendo superficies

livres. Tese de doutorado, Universidade de Sao Paulo - ICMC/USP, 2005.

[18] M. Griebel, D. Thomas e Neunhoeffer. Numerical Simulation in Fluid Dynamics.

A Practical Introduction. Society for Industrial and Applied Mathematics , 1997.

[19] L. Grossi. Solugdo Numérica de escoamentos axissimétricos ndo-newtonianos com
superficies. Dissertacdo de Mestrado. Universidade de Sao Paulo - Sao Carlos -

1997.
[20] F. H. Harlow e J. E. Welch. The mac method. Phisics of Fluids. 8:2182-2189, 1965.

[21] S. MacKee, M.F. Tomé, J. A. Cuminato, A. Castelo e V. G. Ferreira. Recent
advances in the marker and cell method. Archives of Computational Methods in

Engeneering. 11(2):107-142, 2004.
[22] M. Mantila. An Introduction to Solid Moddeling. Computer Science Press. 1988.

[23] C. M. Oishi Andlise e implementagao de métodos implicitos no sistema freeflow2d.

Dissertagao de Mestrado. Universidade de Sao Paulo - ICMC/USP, 2004.

[24] J. Oliveira. Desenvolvimento de um sistema de simulacao de escoamentos axis-
simétricos com superficies livres bidimensionais. Dissertacdo de Mestrado. Univer-

sidade de Sao Paulo - ICMC/USP, 2004.

[25] M. L. B. Oliveira. Freeflow-axi: um ambiente de simulacao de escoamentos axis-
simétricos com superficies livres. Dissertacdo de Mestrado. Universidade de Sao

Paulo - ICMC/USP, 2000.

[26] L. S. Paiva. Desenvolvimento de um modelador de movimentos para o sistema

freeflow3d. Dissertacio de Mestrado. Universidade de Sao Paulo - ICMC/USP.



Referéncias Bibliograficas 142

[27] W. Shyy, H. S. Udaykumar, M. M. Rao e R. W. Smith. Computational Fluid

Dynamics with Moving Boundaries. Taylos & Francis, 1996.

[28] F. S. Sousa, N. Mangiavacchi, L. G. Nonato, A. Castelo, M. F. Tomé e V. G.
Ferreira A front-tracking/front-capturing method for the simulation of 3d multi-

fluid flows with free surfaces. Journal of Computational Physics. 198:469-499, 2004.

[29] M. Tomé, L. Grossi, A. Castelo, J. A. Cuminato, N. Manggiavacchi, V. G. Ferreira,
F. S. Sousa e S. McKee. A numerical method for solving three-dimensional gene-

ralized newtonian free surface flows. Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics.

123:85-103, 2004.

[30] M. Tomé, L. Grossi, A. Castelo, J. A. Cuminato, N. Manggiavacchi, V. G. Fer-
reira, F. S. Sousa e S. McKee. A numerical method for solving unsteady three-

dimensional free surface flows. International International Journal for Numerical

Methods in Fluids. 37:747-796, 2001.

[31] M. F. Tomé e S. McKee. Gensmac: a computationl Marker-and-Cell method for
free surface flows in general domains. Journal of Computational Physics. 110:171-

186, 1994.

[32] J. E. Welch, F. H. Harlow, J. P. Shannon e B. J. Daly. The mac method. Technical

report, Los Alamos Scientific Laboratory Report LA-3425, 1996

[33] I. L. Cunha. Estrutura de dados mate face e aplicagbes em geragao e movimento de

malhas. Dissertacao de Mestrado. Universidade de Sao Paulo - Sao Carlos, 2009.

[34] J. P. Gois, A. Nakano, L. G. Nonato e G. C. Buscaglia. Front tracking with moving-

least-squares surfaces. Journal of Computational Physics. 227 (2008) 9643-9669.

[35] J.D. Boissonnat. Geometric structures for thee-dimensional shape representation.

ACM Transactions on Graphics, 3(4):266-286, 1984.



143 Referéncias Bibliograficas

[36] U. Adamy, J. Giesen e M. John. Surface reconstruction using umbrella filters.

Computational Geometry Theory and Applications, 21:63-86, 2002.

[37] N. Amenta, M. Bern e M. Kamvysselis. A new voroni-based surface reconstruction
algorithm. SiIGGRAPH’98: Proceedings of the 25th annual conference on Compu-
ter Graphics and interactive techniques, 415-421, New York, NY, USA, 1998. ACM

Press.

[38] D. Attali. r-regular shape reconstruction from unorganized points. Computational

Geometry , 10(4):239-247, July 1998.

[39] F. Bernardini e C. Bajaj. Sampling and reconstructing manifolds using alpha-

shapes. In Proc. 9th Canad. Conf. Comput. Geom, pages 193-198, 1997.

[40] M. Bolitho, M. Kazhdan, R. Burns e H. Hoppe. Multilevel streaming for out-
of-core surface reconstruction. In SGP ’07: Proceedings of the fifth Eurographics
symposium on Geometry processing, 69-78, Aire-la-Ville, Switzerland, 2007. Euro-

graphics Association.

[41] T.K. Dey. Curve and Surface Reconstruction: Algorithms with Mathematical

Analysis. Cambridge University Press, 1 edition, 2006.

[42] H. Biscaro, A. Castelo, L. Nonato e M. Oliveira. A topological approach for surface

reconstruction from sample points. The visual computer, 23(9-11):793-801, 2007.

[43] J. P. Gois. Reconstrugao de Superficices a partir de Nuvens de Pontos. Disserta¢do
de mestrado. Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade

de Sao Paulo, 2004.

[44] J. P. Gois, A. C. Filho, L. G. Nonato e H. H. Biscaro. Surface reconstruction:
Classification, comparisons and applications. Proceedings of XXY CILAMCE -

Iberian Latin American Congress on Computational Methods, 2004.



Referéncias Bibliograficas 144

[45] H. Hope, T. DeRose, T. Duchampy, J. McDonaldz, and W. Stuetzlez. Surface

reconstruction from unorganized points. Computer Graphics, 26(2):71-78, 1992.

[46] L. Kobbelt e M. Botsch. A survey of point-based techniques in computer graphics.
Computers and graphics, 28(6):801-814, 2004.

[47] M. Kazjhdan, M. Bolitho e H. Hoppe. Poisson surface reconstruction. Proceedings

of Eurographics Symposium on Geometry Processing, 2006.

[48] Y. Ohtake, A. Belyaev, M. Alexa, G. Turk e H.-P.Seidel. Multi-Level partition of
unity implicits. ACM Trans. Graph, 22(3):463-470, 2003.

[49] H.-K. Zhao, S. Osher e R. Fedkiw. Fast surface reconstruction using the level set
method. In Proceedings of IEEE Workshop on Variational and Level Set Methods

in Computer Vision, 194-201, 2001.

[50] H. Zhao, S. Osher, B. Merriman e M. Kang. Implicit and nonparametric shape re-
construction from unorganized data using a variational level set method. Comput.

Vis. Image Underst., 80(3):295-314, 2000.

[51] J. C. Carr, R. K. Beatson, J. B. Cherrie, T. J. Mitchell, W. R. Fright, B. C.
MacCallum e T. R. Evans. Reconstruction and representation of 3d objects with

radial basis functions. SIGGRAPH’01, pages 67-76, 2001.

[52] S. Fleishman, D. Cohen-Or e C. Silva. Robust moving least-squares fitting with
sharp features. ACM Trans. Graph., 24(3):544-552, 2005.

[53] B. S. Morse, T. S. Yoo, P. Rheingans, D. T. Chen e K. R. Subramanian. Inter-
polating implicit surfaces from scattered surface data using compactly supported

radial basis functions. SIGGRAPH 2005, p. 78, New York, NY, USA, 2005. ACM.

[54] Y. Ohtake, A. Belyaev e H.-P. Seidel. 3d scattered data approximation with adap-

tive compactly supported radial basis functions. SMI°04: Proceedings of the Shape



145 Referéncias Bibliograficas

Modeling International 2004 , 31-39, Washington, DC, USA, 2004. IEEE Computer

Society.

[55] M. F. Tomé, A. Castelo, J. A. Cuminato, N. Mangiavacchi e S. McKee. Gens-
mac3d: A numerical method for solving unsteady three dimensional free surface

flows. International Journal for Numerical Methods in Fluids, 37:747-796, 2001.



	Contextualização e Motivação
	Dinâmica dos Fluidos Computacional
	Modelagem Geométrica
	Objetivos Alcançados
	Estrutura da Dissertação

	Conceitos Básicos
	Superfícies e Curvas de Nível
	O vetor gradiente
	Multiplicadores de Lagrange
	Malha Euleriana e Malha Lagrangiana
	Projeções
	Mínimos Quadrados
	Polinômios
	Esfera
	Polinômios Trigonométricos

	Equações de Navier-Stokes
	Equação da Continuidade
	Conservação de Momento
	Condições de Fronteira


	FreeFlow 
	Simulador
	Malha Deslocada
	O Método GENSMAC
	Eliminador de ondulações TSUR-2D
	Rótulo das Células
	A Interface

	Cálculo de Normal e Curvatura
	Mudança de Topologia

	Trabalhos prévios
	Métodos Lagrangeanos
	Formulação das Equações de Escoamento Usando Funções Características
	Construção da Função Indicadora

	Métodos Baseados em Partículas
	Introdução do método
	Funções level set
	 Mapeamento Local por Planos

	 Adaptação de Superfícies Algébricas

	Projeto
	Representações Locais
	Partição da Unidade Implícita (PUI)
	Derivadas da Partição da Unidade
	Projetando na superfície PUI
	Implementação
	Apêndice: mínimos quadrados com imposição de volume

	Resultados
	Preliminares
	Análise do polinômio volumétrico
	Ação da função peso na representação local

	Superfície sem movimento
	Movimento Rígido
	A superfície no Freeflow
	Tensão Superficial
	Gota em queda livre


	Considerações Finais
	Conclusão
	Trabalhos Futuros


