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Resumo
Esta dissertação trata da solução numéria de problemas em dinâmia dos �ui-dos usando dois novos esquemas upwind de alta resolução, denominados FDPUS-C1(Five-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class) e SDPUS-C1 (Six-DegreePolynomial Upwind Sheme of C1 Class), para a disretização de termos onveti-vos lineares e não-lineares. Os esquemas são baseados nos ritérios de estabilidadeTVD (Total Variation Diminishing) e CBC (Convetion Boundedness Criterion)e são implementados, nos ontextos das metodologias de diferenças �nitas e volu-mes �nitos, no ambiente de simulação Free�ow (an integrated simulation system forFree surfae Flow) para esoamentos inompressíveis 2D, 2D-1/2 e 3D, ou no ó-digo bem onheido CLAWPACK (Conservation LAW PACKage) para problemasompressíveis 1D e 2D. Vários testes omputaionais são feitos om o objetivo deveri�ar e validar os métodos numérios ontra outros esquemas upwind populares.Os novos esquemas são então apliados na resolução de uma gama ampla de pro-blemas em CFD (Computational Fluids Dynamis), tais omo propagação de ondasde hoque e esoamentos inompressíveis envolvendo superfíies livres móveis. Empartiular, os resultados numérios para leis de onservação hiperbólias 2D e equa-ções de Navier-Stokes inompressíveis 2D, 2D-1/2 e 3D demonstram que esses novosesquemas onvetivos tipo upwind polinomiais funionam muito bem.Palavras-have: Esquemas de alta resolução; Estratégias upwind; Disretização determos onvetivos; Esoamentos inompressíveis om superfíies livres; Equaçõesde Navier-Stokes; Leis de onservação.
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Abstrat
This dissertation deals with the numerial solution of �uid dynamis problems usingtwo new high resolution upwind shemes, namely FDPUS-C1 and SDPUS-C1, forthe disretization of the linear and non-linear onvetion terms. The shemes arebased on TVD and CBC stability riteria and are implemented in the ontext of the�nite di�erene and �nite volume methodologies, either into the Free�ow ode for2D, 2D-1/2 and 3D inompressible �ows or in the well-known CLAWPACK ode for1D eand 2D ompressible �ows. Several omputational tests are performed to verifyand validate the numerial methods against other popularly used upwind shemes.The new shemes are then applied to solve a wide range of problems in CFD, suhas shok wave propagation and inompressible �uid �ows involving moving freesurfaes. In partiular, the numerial results for 2D hyperboli onservation lawsand 2D, 2D-1/2 and 3D inompressible Navier-Stokes equations show that these newpolynomial upwind onvetion shemes perform very well.Key-words: High resolution shemes; Upwinding; Convetion term disretization;Inompressible free surfae �ow; Navier-Stokes equations; Conservation laws.
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Capítulo
1Introdução

A solução numéria de problemas de esoamentos de �uidos tem surgido omo uma al-ternativa viável para ambos os estudos experimental e analítio. Com o objetivo de fazer assimulações desses problemas mais aeitáveis e on�áveis, existe uma demanda resente parao desenvolvimento, análise e implementação de um esquema onvetivo upwind não linear queresolva fen�menos omplexos e ofereça simpliidade, preisão, robustez e versatilidade. Um talesquema é, partiularmente, importante quando se deseja simular esoamentos inompressíveistransientes, a altos valores do número de Reynolds e om superfíies livres móveis, por umamodelagem ompleta 3D (tridimensional) que é usualmente ara do ponto de vista omputai-onal.Na literatura espeializada existe uma variedade de esquemas para aproximar termos onve-tivos, tais omo os esquemas lássios de primeira ordem upwind FOU (First-Order Upwinding)[16℄ (ou o seu relaionado híbrido HDS (Hybrid Di�erening Sheme) [61℄), e Godunov [44℄. En-tretanto, esses esquemas são geralmente inadequados para apliações envolvendo longos temposde simulação (a menos que se use malhas extremamente �nas), prinipalmente porque extremospodem ser suavizados e a dissipação numéria pode se tornar dominante. Para ontornar essasituação, tem sido usado, devido a falta intrínsea de dissipação numéria, esquemas onveni-onais, tais omo diferenças entradas, o esquema SOU (Seond Order Upwind) [74℄ e QUICK(Quadrati-Upstream interpolation for Convetive Kinematis) [41℄, ou o seu relaionado QUIC-KEST (QUICK with Estimated Streamline Terms) [42℄, para itar apenas alguns. No entanto,sob ondições severas de onveção, esses esquemas inevitavelmente geram osilações não físi-as e instabilidades em regiões onde as variáveis onvetadas apresentam desontinuidades (ouhoques).Para superar os defeitos apresentados pelos esquemas menionados anteriormente, um nú-mero onsiderável de esquemas upwind monot�nios de alta resolução tem apareido, omo1



Capítulo 1 Introduçãopor exemplo o esquema SHARP (Simple High-Auray Resolution Program) [43℄, o esquemaSMART (Sharp and Monotoni Algorithm for Realisti Tranport) [28℄, o esquema VONOS(Variable-Order Non-Osillatory Sheme) [73℄, o esquema WACEB (Weighted-Average Coe�-ient Ensuring Boundedness) [60℄, o esquema CUBISTA (Convergent and Universally BoundedInterpolation Sheme for the Treatment of Advetion) [2℄, uma versão limitada do esquemaQUICKEST denominada ADBQUICKEST (Adaptative Bounded QUICKEST) [27℄, e mais re-entemente o esquema TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme) [52, 26℄. Além disso,de um ponto de vista �mais ompressível�, pode-se adiionar a essa lista o esquema pioneiroMUSCL (Monotone Upstream Sheme for Consevation Laws) originalmente proposto por vanLeer [72℄ e os seus limitadores assoiados desenvolvidos por van Leer [70℄, van Albada [69℄ (e assuas variações), Osher [50℄, Superbee [4℄, MC (Monotonized Central - di�erene limiter) [71℄,entre outros. O objetivo prinipal desses esquemas é reuperar soluções suaves daquelas onta-minadas por osilações e, ao mesmo tempo, melhorar a ordem de onvergênia. É importanteobservar também que esses esquemas (alguns deles pelo menos), embora funionem bem emalguns problemas, não podem ser limitados em determinadas situações tais omo fen�menosenvolvendo hoques em esoamentos ompressível (ver, por exemplo, [38℄ e [45℄) e/ou a si-mulação de esoamentos inompressíveis visoelástios om modelos onstitutivos hiperbólios(ver, por exemplo, [79℄). Lin e Chieng [46℄ e Lin e Lin [45℄, por exemplo, observaram que osesquemas SHARP e SMART, embora preservem alta preisão, produzem níveis altos de ruídos(osilações) no aso dos problemas 1D (unidimensional) de tubo de hoque. Alves et al. [2℄,usando esquemas upwind de alta ordem, rodaram uma série de testes para simular esoamentosvisoelástios e observaram que os álulos apresentaram di�uldades de onvergênia, om ore�namento da malha, e om a forte tendênia em osilar.Não se pode esqueer, ainda, que há uma outra lasse de esquemas de alta resolução de su-esso onsagrado na aptura de hoques, isto é, o esquema ENO (Essentially Non-Osillatory)[35℄ e o seu relaionado WENO (Weight ENO) [6℄. Entretanto, em omparação om os es-quemas menionados anteriormente, a implementação do esquema ENO é difíil. Além disso,até o presente, os esquemas tipo ENO são os métodos de maior suesso na aptura de ho-que, entretanto eles também apresentam problemas, a saber: i) muito julgamento é neessáriopara seleionar ou onstruir uma moléula omputaional adequada; ii) em muitas apliações,segunda ordem é su�iente (ver, por exemplo, [7℄); e iii) os esquemas ENO tem sido bastanteusados na simulação da turbulênia om LES (Large Eddy Simulation), onde tem-se mostradofrequentemente dissipativo.Portanto, a neessidade de um esquema upwind de alta resolução que seja simples, e�ientee robusto, para aproximar termos onvetivos (lineares e não lineares) de leis de onservaçãohiperbólias gerais e equações relaionadas em dinâmia dos �uidos, ontinua a estimular aomunidade ientí�a em CFD e esta é a prinipal motivação para desenvolvimento de esquemasupwind neste trabalho de mestrado. Outra motivação importante do estudo é o interesse em2



desenvolver uma ténia numéria que seja igualmente apliável em problemas de esoamentode �uidos transientes ou estaionários, bem omo ompressíveis e inompressíveis. Também,omo motivação, o desenvolvimento desses novos esquemas permitirá ao ambiente de simulaçãoFree�ow [12℄ simular problemas de esoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis3D muito mais omplexos tais omo os visoelástios om os efeitos da turbulênia.Este trabalho de mestrado tem omo prinipais objetivos desenvolver, analisar e implemen-tar esquemas upwind de alta resolução para aproximação de termos onvetivos (lineares e nãolineares) de leis de onservação hiperbólias e problemas relaionados em dinâmia dos �uidos.Objetiva-se também investigar a validade e reeptividade desses esquemas em resolver umagama ampla de problemas em CFD. Em partiular, dois novos esquemas upwind polinomiais dealta resolução, denominados FDPUS-C1 (Five-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class)e SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class), são apresentados. Para aderivação desses novos esquemas são apliados os oneitos de variáveis normalizadas de Leo-nard [42℄, o ritério de limitação CBC (Convetion Boundedness Criterion) de Gaskell e Lau[28℄ e as restrições TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [30℄. Uma variedade de testesomputaionais 1D são realizados para veri�ar os métodos numérios propostos ontra outrosesquemas popularmente utilizados. Os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são então apliadosna resolução de uma variedade de problemas em dinâmia dos �uidos, tais omo propagaçãode desontinuidades 1D e 2D (bidimensional) e esoamentos inompressíveis envolvendo super-fíies livres móveis 2D, 2D-1/2 (aso laminar em oordenadas ilíndrias) e 3D. Em partiular,os resultados numérios obtidos para os problemas transientes simulados demonstram que osesquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 funionam muito bem.A ênfase do presente trabalho de mestrado é examinar a utilidade e efetividade dos no-vos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 em leis de onservação hiperbólias gerais e problemasrelaionados em dinâmia dos �uidos. As ontribuições desse trabalho são: i) a desrição dedois novos esquemas upwind de alta resolução TVD polinomiais; ii) a avaliação desses novosesquemas aoplados a uma variedade de equações de onservação; iii) a omparação om outrosesquemas bem onheidos na literatura na solução de problemas formulados pelas equações deadveção, Burgers, Bukley-Leverett, águas rasas e Euler; e iv) dados de simulações omputa-ionais de problemas altamente omplexos tais omo, sistemas hiperbólios 2D de águas rasase Euler e esoamentos inompressíveis om superfíie livres móveis 2D, 2D-1/2 e 3D.A presente dissertação está organizada da seguinte maneira: o próximo apítulo ontémuma síntese das EDPs (Equações Difereniais Pariais) básias onsideradas nessa pesquisa;o apítulo 3 é reservado para desrição da base teória neessária para o desenvolvimento deesquemas upwind de alta resolução para aproximação de termos onvetivos; a derivação dosdois novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 está apresentada no apítulo 4; o apítulo 5ontempla a disretização das EDPS básias onsideradas nessa pesquisa; no apítulo 6 sãoapresentados os resultados numérios 1D, bem omo a veri�ação/validação e análise do de-3



Capítulo 1 Introduçãosempenho dos novos esquemas na resolução de leis de onservação 1D; os resultados numérios2D para leis de onservação 2D e 2D-1/2 de esoamentos de �uidos inompressíveis om su-perfíies livres móveis laminares, turbulentos e visoelástios são apresentados no apítulo 7;no apítulo 8 estão os resultados numérios 3D para esoamentos de �uidos inompressíveisom superfíies livres móveis laminares; no apítulo 9 são listadas as ontribuições do autorpara a omunidade ientí�a em CFD; as prinipais onlusões do trabalho são delineadas noapítulo 10; no apêndie A demonstra-se a propriedade TVD para o esquema FDPUS-C1; noapêndie B demonstra-se a propriedade TVD para o esquema SDPUS-C1 (γ = 12); no apêndieC onfrontam-se o prinípio de monotoniidade de Sweby om a ondição φ̂′

f(0) = 1; e, por�m, no apêndie D apresenta-se uma síntese do algoritmo de resolução apliado pelo softwareCLAWPACK.

4



Capítulo
2Formulação Matemátia

Neste apítulo são apresentadas as EDPs básias, mais as ondições iniiais e de ontornoassoiadas, onsideradas neste trabalho de mestrado.2.1 Leis de Conservação 1DMuitos problemas em iênia e engenharia envolvem quantidades que se onservam e queonduzem a ertos tipos de EDPs denominadas leis de onservação hiperbólias. Essas leis sãogeralmente não lineares e dependentes do tempo. No aso 1D são de�nidas por
∂φ

∂t
+
∂F (φ)

∂x
= 0, (2.1)em que φ = φ(x, t) : R × R → R

m é um vetor m-dimensional de quantidades onservadas e
F (φ) = F (φ(x, t)) : R

m → R
m é denominada função �uxo. Nesta seção são apresentados asospartiulares das leis (2.1), a saber: equação de adveção de esalares (ou simplesmente equaçãode adveção); equações não lineares de Burgers (om ou sem visosidade) e Buley-Leverett; eos sistemas hiperbólios águas rasas e Euler da dinâmia dos gases. Essas leis são de�nidas emdomínios fehados (x ∈ [xL, xR]) e suplementadas om ondições iniiais e de ontorno.2.1.1 Equação de AdveçãoA equação linear de adveção é o representante mais simples das leis (2.1) (veja, por exem-plo, [44℄), porém apresenta di�uldades semelhantes à aquelas enontradas em sistemas maisomplexos. O modelo é formulado por (2.1), em que o vetor das variáveis onservadas e afunção �uxo são dados, respetivamente, por

φ = u (2.2)5



Capítulo 2 Formulação Matemátiae
F (u) = au, (2.3)em que a é a veloidade de onveção (por todo o texto onsiderar-se-á a = 1).As ondições iniiais e de ontorno onsideradas são

u(x, 0) = u0(x) (2.4)e
u(xL, t) = uL, u(xR, t) = uR, (2.5)om uL e uR onstantes. A solução exata para esse modelo é dada por

u(x, t) = u0(x− at), (2.6)que é uma ópia da per�l iniial desloado para direita (ou esquerda se a < 0).2.1.2 Equação de Burgers om e sem VisosidadeA equação de Burgers 1D (também onheida omo equação de Burgers sem visosidade) éo representante não linear mais simples das leis (2.1), em que o vetor de variáveis onservadase a função �uxo onvexa (F ′′

(u) > 0 ou F ′′

(u) < 0, ∀u) são dados, respetivamente, por
φ = u (2.7)e

F (u) =
1

2
u2. (2.8)No aso da equação de Burgers om visosidade, o vetor de variáveis onservadas e função�uxo permaneem os mesmos que no aso sem visosidade e o lado direito da lei (2.1) (nãonulo) ontém o termo visoso ν ∂2u

∂x2 , em que ν > 0 é o oe�iente de visosidade. Em resumo,esse modelo é expresso por
∂u

∂t
+

∂

∂x

(u2

2

)
= ν

∂2u

∂x2
. (2.9)A equação (2.9) tem sido introduzida na literatura omo um modelo bastante simpli�adode equações para a aptura de araterístias interessantes em dinâmia dos gases, tais omo,efeitos de adveção (não lineares) e efeitos visosos (lineares). Essa equação pode ser usadatambém omo um modelo simpli�ado para o entendimento da formação do hoque e da tur-bulênia nos �uidos (ver, por exemplo, Karpman [36℄). Quando ν > 0, o termo da visosidadeonduz às soluções suaves e a energia do sistema dissipa suavemente. Entretanto, para ν → 0,desontinuidades (hoques) podem apareer na solução, mesmo no aso de ondições iniiaissuaves. Essa equação é muito utilizada também para avaliações de métodos numérios, uma6



2.1 Leis de Conservação 1Dvez que possui araterístias omuns om as equações de Navier-Stokes devido a sua não li-nearidade. Neste trabalho, a equação de Burgers (om e sem visosidade) são suplementadasom ondições iniiais e de ontorno dadas, respetivamente, por
u(x, 0) = u0(x) (2.10)e

u(xL, t) = f(xL, t), u(xR, t) = g(xR, t). (2.11)2.1.3 Equação de Bukley-LeverettA equação de Bukley-Leverett é não linear e possui função �uxo não-onvexa. Essa equaçãomodela esoamentos (em meios porosos) de dois �uidos imisíveis tais omo água e óleo [1℄.Nesse aso, o vetor das variáveis onservadas e a função �uxo são dados, respetivamente, por
φ = u (2.12)e

F (u) =
u2

u2 + 1
4
(1 − u)2

. (2.13)Esse modelo é suplementado om as ondições iniiais e de ontorno
u(x, 0) = u0(x) (2.14)e

u(xL, t) = f(xL, t), u(xR, t) = g(xR, t). (2.15)2.1.4 Equações de Águas RasasAs equações de águas rasas modelam em geral o movimento hidrostátio de um �uidoinompressível om superfíie livre. Para derivar o sistema hiperbólio onsidera-se o �uidoem um anal om omprimento unitário, assume-se que a veloidade vertial é desprezívele onsidera-se que a veloidade horizontal u é aproximadamente onstante em toda seçãotransversal do anal. Esse sistema hiperbólio (ver, por exemplo, LeVeque [44℄) possui o vetordas variáveis onservadas e a função �uxo omo
φ = [h, hu]T (2.16)e

F (φ) =

[
hu, hu2 +

1

2
gh2

]T

, (2.17)7



Capítulo 2 Formulação Matemátiaem que h, hu e g são, respetivamente, a profundidade do �uido no anal, a vazão e a onstantegravitaional. Esse sistema hiperbólio é suplementado om as ondições iniiais
u(x, 0) = u0(x) e h(x, 0) = h0(x)e om extrapolação de ordem zero no ontorno (ver LeVeque [44℄).2.1.5 Equações de EulerAs equações de Euler onstituem um sistema não linear de equações hiperbólias e mo-delam, por exemplo, o problema do tubo de hoque (um problema de Riemann). Este pro-blema tem sido usado na literatura om frequênia para investigar vários fen�menos físios, taisomo reações químias, efeitos de ondas de hoque e aerotermodinâmia de veíulos supers�-nios/hipers�nios. Nesse aso, o vetor das variáveis onservadas e a função �uxo são dados,respetivamente, por

φ = [ρ, ρu, E]T (2.18)e
F (φ) = [ρu, ρu2 + P, u(E + P )]T , (2.19)Para fehar o sistema de equações, onsidera-se a equação de gás ideal

P = (γ − 1)(E − 1

2
ρu2) (2.20)em que γ = 1.4 é a razão do alor espeí�o (Harten [31℄). As ondições iniias são

φ(x, 0) = φ0(x) =





[ρL, uL, PL]T , x ≤ x0,

[ρR, uR, PR]T , x > x0

(2.21)e as ondições de ontorno (ver detalhes em Toro [68℄)
φ(xL, t) = φL(t) = [ρL(t), uL(t), PL(t)]T e φ(xR, t) = φR(t) = [ρR(t), uR(t), PR(t)]T . (2.22)2.2 Leis de Conservação 2DPara problemas 2D, a leis de onservação são dadas por

∂φ

∂t
+
∂F (φ)

∂x
+
∂G(φ)

∂y
= 0, (2.23)em que φ = φ(x, y, t) : R

2 × R → R
m é o vetor m-dimensional de variáveis onservadas e

F (φ) = F (φ(x, y, t)), G(φ) = G(φ(x, y, t)) : R
m → R

m são as funções �uxo, om x ∈ [xL, xR]8



2.2 Leis de Conservação 2De y ∈ [yB, yT ]. Neste trabalho onsiderar-se-ão os sistemas de águas rasas e Euler.2.2.1 Equações de Águas RasasO sistema não linear hiperbólio de equações de águas rasas (ver LeVeque [44℄) possui ovetor das variáveis onservadas e as funções �uxo dados, respetivamente, por
φ = [h, hu, hv]T , (2.24)

F (φ) =

[
hu, hu2 +

1

2
gh2, huv

]T (2.25)e
G(φ) = [hv, huv, hv2 +

1

2
gh2]T (2.26)em que h, [u, v]T , [hu, hv]T e g são a altura, o vetor veloidade, o vetor vazão e a onstantegravitaional, respetivamente. Esse sistema hiperbólio é suplementado om as ondiçõesiniiais

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), e h(x, 0) = h0(x).As ondições de ontorno são dadas pela extrapolação de ordem zero (ver LeVeque [44℄).2.2.2 Equações de EulerO sistema não linear hiperbólio de equações de Euler da dinâmia dos gases possui o vetordas variáveis onservadas e funções �uxo dados, respetivamente, por
φ = [ρ, ρu, ρv, E]T , (2.27)

F (φ) = [ρu, ρu2 + P, ρuv, (E + P )u]T (2.28)e
G(φ) = [ρv, ρuv, ρv2 + P, (E + P )v]T , (2.29)em que as variáveis ρ, [u, v]T , [ρu, ρv]T , E, P são a massa espeí�a, o vetor veloidade, o vetorquantidade de movimento, a energia total e a pressão, respetivamente. Para fehar o sistema(2.27)-(2.29), é onsiderada a equação do gás ideal

P = (γ − 1)(E − 1

2
ρ(u2 + v2)), (2.30)om γ = 1.4 a razão do alor espeí�o (Harten [31℄). Esse sistema hiperbólio é suplementadoom as ondições iniiais

φ(x, 0) = φ0(x) =





[ρL, uL, vL, PL]T , x ≤ x0,

[ρR, uR, vR, PR]T , x > x0,
(2.31)9



Capítulo 2 Formulação Matemátiae om extrapolação de ordem zero no ontorno (ver LeVeque [44℄).2.3 Equações Instantâneas de Navier-StokesAs equações instantâneas de Navier-Stokes modelam problemas de esoamentos de �uidosinompressíveis em ambos os regimes laminar e turbulento. No aso em que o �uido é onsi-derado um meio homogêneo, a massa espeí�a ρ(x, t) = ρ0 das partíulas não varia duranteo seu movimento e as propriedades de transporte são onstantes, as equações matemátias dasleis físias de onservação, onsideradas para a simulação do regime laminar, são as equaçõesinstantâneas de Navier-Stokes e ontinuidade que na forma onservativa para os asos 2D e2D-1/2 (simetria radial) são esritas
∂u

∂t
+

1

rα

∂(rαuu)

∂r
+
∂(uv)

∂z
= −∂P

∂r
+

1

Re

∂

∂z

(
∂u

∂z
− ∂v

∂r

)
+

1

Fr2
gr, (2.32)

∂v

∂t
+

1

rα

∂(rαvu)

∂r
+
∂(vv)

∂z
= −∂P

∂z
+

1

Re

1

rα

∂

∂r

(
rα

(
∂u

∂z
− ∂v

∂r

))
+

1

Fr2
gz, (2.33)

1

rα

∂(rαu)

∂r
+
∂v

∂z
= 0, (2.34)em que t é o tempo, u = u(r, z, t) e v = v(r, z, t) são, respetivamente, as omponentes dovetor veloidade nas direções r e z; g = (gr, gz)

T é a aeleração gravitaional e P é a pressãoinétia (pressão dividida pela massa espeí�a). Os parâmetros adimensionais Re = U0L0

ν
e

Fr = U0√
L0/g

orrespondem, respetivamente, aos números de Reynolds e Froud, om ν repre-sentando o oe�iente de visosidade inemátia moleular do �uido dada por ν = µ
ρ
(µ é ooe�iente de visosidade dinâmia), U0 e L0 são, respetivamente, as esalas de veloidadee omprimento araterístios. O parâmetro α nessas equações é utilizado para de�nir o sis-tema de oordenadas: no aso em que α = 0, oordenadas artesianas são usadas, em que r éinterpretado omo x e z omo y; e no aso α = 1 oordenadas ilíndrias são empregadas.No aso 3D, as equações instantâneas de Navier-Stokes e ontinuidade, em oordenadasartesianas, assumem as formas

∂ui

∂t
+
∂(uiuj)

∂xj
= −∂P

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

)
+

1

F 2
r

gi, i = 1, 2, 3 (2.35)
∂ui

∂xi
= 0. (2.36)As equações de Navier-Stokes (em oordenadas artesianas e ilíndrias) são suplementadasom ondições iniiais (para mais detalhes, ver Tomé e Mkee [67℄) e ondições de ontorno, asquais são desritas omo segue:� Na entrada e saída de �uido: na entrada de �uido (injetor) as ondições de ontorno presritas10



2.3 Equações Instantâneas de Navier-Stokessão
un = U0, ut = 0, (2.37)em que un é a veloidade normal ao ontorno e ut é a veloidade tangenial ao ontorno. Nasaída de �uido (ejetor) as ondições são dadas por
∂un

∂n
= 0,

∂ut

∂un
= 0; (2.38)� No ontorno rígido: dois asos são onsiderados, a saber, a ondição de ontorno sem esor-regamento (no-slip) dada por

ut = 0, un = 0 (2.39)e om esorregamento (free-slip) dada por
un = 0,

ut

un
= 0; (2.40)� Na superfíie livre:

n · (σ · n) = Pext, (2.41)
m1 · (σ · n) = 0, (2.42)
m2 · (σ · n) = 0, (2.43)em que Pext é a pressão externa (atmosféria loal) assumida zero neste trabalho. No aso3D m1 = (m1x, m1y, m1z) e m2 = (m2x, m2y, m2z) são os vetores tangentes à superfíie livre, e

n = (nx, ny, nz) é o vetor unitário normal exterior à superfíie. No aso 2D, m1 = (m1x, m1y) e
n = (nx, ny), e no aso 2D-1/2 m1 = (−nz , 0, nr) e n = (nr, 0, nz). σ é o tensor de tensões totaldado, para 2D e 3D, por

σ = −PI + 2µ(▽u+ (▽u)T ) (2.44)e para 2D-1/2 por
σ = −PI +

1

Re
(▽u+ (▽u)T ). (2.45)

I, em (2.44) e (2.45), é o tensor identidade.2.4 Equações Médias de ReynoldsPara simulação dos efeitos da turbulênia são onsideradas as equações médias de Reynolds
∂ui

∂t
+
∂(uiuj)

∂xj
= −∂P

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

)
+

1

Fr2
gi −

1

Re

uiuj

∂xj
, i = 1, 2, (2.46)11



Capítulo 2 Formulação Matemátia
∂ui

∂xi
= 0, (2.47)em que ui é a i-ésima omponente da veloidade média, e P é a pressão média. O termo uiujé o tensor das tensões de Reynolds que será modelado neste trabalho pela aproximação deBoussinesq [9℄

uiuj = −νtDij +
2

3
κδij , i = 1, 2, (2.48)em que

νt = Cµ
κ2

ε
e (2.49)

Dij =
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
, (2.50)sendo κ a energia inétia da turbulênia, δij é o operador delta de Kroneker, νt é a visosidadeturbulenta loal, Cµ é uma onstante empíria e ε é a dissipação de energia inétia κ de�nidapor

ε = ν

(
∂ui

∂xj

)2

. (2.51)A determinação das variáveis κ e ε será feita pela modelagem κ − ε padrão, isto é, pelaresolução das EDPs de transporte
∂κ

∂t
+
∂(κuj)

∂xj

=
1

Re

∂

∂xj

[(
1 +

νt

σκ

)
∂κ

∂xj

]
+ νtDij

∂ui

∂xj

− ε, (2.52)
∂ε

∂t
+
∂(εuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

[(
1 +

νt

σε

)
∂ε

∂xj

]
+
ε

κ

(
C1ενtDij

∂ui

∂xj
− C2εε

)
, (2.53)em que σκ = 1.0 e σε = 1.3 são os oe�ientes de difusão turbulentos, C1ε = 1.44, C2ε = 1.92 e

Cµ = 0.09 são onstantes empírias.As ondições iniiais e de ontorno adotadas neste trabalho para as variáveis médias veloi-dade e pressão são as mesmas desritas na seção 2.3. As ondições iniiais e de ontorno paraas variáveis turbulentas são desritas na sequênia.As ondições iniiais são (ver Brandi [10℄)
κ = 0.08Re, ε =

100κ

3

√
κ

Re
(2.54)e as ondições de ontorno são as seguintes:� Na entrada e na saída de �uido: as ondições no injetor oinidem om às impostas para κe ε em (2.54), e no ejetor essas variáveis turbulentas são aluladas pela apliação da ondição12



2.4 Equações Médias de Reynoldsde Neumann
∂κ

∂n
= 0,

∂ε

∂n
= 0; (2.55)� Na superfíie rígida: próximo ao ontorno rígido é apliada uma modi�ação das leis lássiasde parede (ver [21℄, [59℄ e [10℄);� Na superfíie livre do �uido:

P +
2

3Re
κ− 2

Re
(1 + νt)

[
∂u

∂x
n2

x +
∂v

∂y
n2

y +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
nxny

]
= 0, (2.56)

1

Re
(1 + νt)

[
2
∂u

∂x
mxnx + 2

∂v

∂y
myny +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
(mxny +mynx)

]
= 0. (2.57)2.5 Modelo Oldroyd-BSegundo a formulação EVSS (Elasti Visous Split Stress) [54℄, o problema 2D de esoa-mento de um �uido inompressível visoelástio tipo Oldroyd-B (ver, por exemplo, Bird et al.[8℄) é modelado por

∂ui

∂t
+
∂(uiuj)

∂xj
= −∂P

∂xi
+

β

Re

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

)
+
∂Tij

∂xj
+

1

Fr2
gi, i = 1, 2 (2.58)

Tij +We

[
∂Tij

∂t
+
∂(ukTij)

∂xk
+ Tik

∂uj

∂xk
+ Tjk

∂ui

∂xk

]
=

2(1 − β)

Re

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, (2.59)

∂uj

∂xj
= 0, (2.60)em que Tij é o tensor extra tensão, We é o número de Weissenberg dado por

We =
λ1U0

L
, (2.61)

β é a razão de retardamento dada por
β =

λ2

λ1
, (2.62)

λ1, em (2.61) e (2.62), é o tempo de relaxação e λ2, em (2.62), é o tempo de retardamento.As ondições de ontorno adotadas para o ampo veloidade são iguais àquelas menionadasna seção 2.3. A ondição iniial para as omponentes do tensor Tij são onsideradas nulas(Tij = 0) e as ondições de ontorno para as omponentes do tensor Tij são de�nidas omoseguem:� Na entrada e saída de �uido: no injetor são onsideradas
T11 = T12 = T22 = 013



Capítulo 2 Formulação Matemátiae no ejetor de �uido
∂T11

∂n
=
∂T12

∂n
=
∂T22

∂n
; (2.63)� Na superfíie rígida: as ondições são derivadas da apliação da ondição no-slip (ver [48℄),isto é, no ontorno rígido paralelo ao eixo x onsideram-se

T
(t+δt)
11 = exp

(
− δt
We

t

)
T

(t)
11 + δt

[
∂u

∂y
exp

(
− δt
We

)
T12 +

∂u

∂y
T12

]
, (2.64)

T
(t+δt)
12 = exp

(
− δt
We

t

)
T

(t)
12 +

(1 − β)

Re

∂u

∂y

[
1 − exp

(
− δt
We

)]
, (2.65)

T22 = 0, (2.66)e no ontorno rígido paralelo ao eixo y apliam-se
T

(t+δt)
22 = exp

(
− δt
We

)
T

(t)
22 + δt

[
∂v

∂x
exp

(
− δt
We

)
T12 +

∂v

∂x
T12

]
, (2.67)

T
(t+δt)
12 = exp

(
− δt
We

)
T

(t)
12 +

(1 − β)

Re

∂v

∂x

[
1 − exp

(
− δt
We

)]
, (2.68)

T11 = 0, (2.69)em que δt é o espaçamento temporal;� Na superfíie livre:
P − 2β

Re

[
∂u

∂x
n2

x +
∂v

∂y
n2

y +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
nxny

]
+ T11n

2
x + 2T12nxny + T22n

2
y = 0, (2.70)

2β

Re

[(
∂v

∂y
− ∂u

∂x

)
nxny+

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
(n2

x − n2
y)

]
+(T22 − T11)nxny+T12(n

2
x − n2

y) = 0. (2.71)2.6 Tema da PesquisaO tema entral deste trabalho de mestrado é o desenvolvimento, a análise e a implementaçãode esquemas de aptura de hoque tipo upwind de alta resolução para termos onvetivos(lineares ou não lineares) presentes nas leis de onservação (2.1) e (2.23) e nas equações deNavier-Stokes (2.32), (2.33), (2.35), e também para os modelo κ− ε em (2.46), (2.52) e (2.53)e o modelo Oldroyd-B em (2.58) e (2.59).
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Capítulo
3Base Teória de Esquemas Upwind de AltaResolução NVD/TVD

Neste apítulo são apresentadas as prinipais ferramentas neessárias para o desenvolvi-mento de esquemas de aptura de hoque, tipo upwind de alta resolução, nos ontextos devariáveis normalizadas de Leonard [42℄, do ritério de limitação CBC de Gaskell e Lau [28℄ edas restrições TVD de Harten [30℄. Ainda neste apítulo, apresenta-se os prinipais oneitospara a determinação de limitadores de �uxo.3.1 Moléula Computaional de Três PontosPara se derivar um esquema upwind de alta ordem para os termos onvetivos, nos ontextosde variáveis normalizadas, do ritério de limitação CBC e das restrições TVD, é onsideradauma moléula omputaional envolvendo três pontos: D (Downstream), U (Upstream) e R(Remote-upstream), que são, respetivamente, as posições a jusante, a montante e a mais amontante da interfae f entre duas élulas omputaionais. A esolha dessas posições D, Ue R depende do sinal da veloidade média Vf de uma variável onvetada φ em f , φf . Essasde�nições estão ilustradas na Figura 3.1.Qualquer esquema de onveção do tipo upwind, que utilize somente os valores de φ nospontos D , U e R para avaliar φf , pode ser representado na forma funional
φf = φf(φD, φU , φR). (3.1)15
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Figura 3.1: Nós omputaionais. Posições dos nós omputaionais D, R e U onforme o sinal daveloidade Vf (�uxo) de uma variável onvetada.3.2 Variáveis NormalizadasSeja φ a variação de um esalar na direção normal a uma fae f . Para failitar a análise,a variável original φ, numa posição arbitrária, é transformada em variáveis normalizadas deLeonard [42℄ por
φ̂[ ] =

φ[ ] − φR

φD − φR
, (3.2)em que φD e φR são, respetivamente, os valores não-normalizados da propriedade φ nos pontos

D e R.A partir da de�nição (3.2) tem-sê
φR = 0 e φ̂D = 1,e, se φ̂U = 0, φU = φR e se φ̂U = 1, φU = φD. Assim, qualquer esquemas upwind de altaresolução, esrito na forma (3.1), pode ser reesrito de forma funional simpli�ada omo
φ̂f = φ̂f(φ̂U). (3.3)3.3 Diagrama de Variáveis NormalizadasO diagrama de variáveis normalizadas (NVD - Normalized Variable Diagram) proposto porLeonard [42℄ tem omo base a de�nição (3.2) e a relação funional (3.3). Essa relação funionalé visualizada no plano φ̂f ⊥ φ̂U e é ruial para a análise do esquema. Por exemplo, na Figura3.2 são apresentados, no ontexto NVD, os esquemas QUICK de Leonard [41℄, o esquema FOUde Spalding [61℄ e o esquema de diferenças entral de segunda ordem lássia (ver, por exemplo,16



3.3 Diagrama de Variáveis NormalizadasCunha [19℄). Esses esquemas em variáveis normalizadas são, respetivamente, dados por
φ̂f = 0.75 + 0.75(φ̂U − 0.5),

φ̂f = φ̂U ,

φ̂f = 0.75 + 0.5(φ̂U − 0.5).

10.5
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1
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FOUFigura 3.2: Diagrama de variáveis normalizadas.Neste ontexto, estudos de Leonard [42℄ mostram que os esquemas (de�nidos pela relaçãofunional (3.3)) que possuem interseção om o segundo quadrante do plano φ̂f ⊥ φ̂U podemproduzir osilações numérias (não físias) e os que intereptam o quarto quadrante são arti-�ialmente difusivos. Diante disso, Leonard [42℄ introduziu uma ondição neessária para umesquema ser livre de osilações e difusão numérias: a relação funional deve estar de�nida naorigem O = (0, 0). Ainda mais, segundo o próprio Leonard, experimentos numérios mostramque os esquemas em NVD que intereptam a reta φ̂U = 1 aima de φ̂f = 1 geram soluçõesosilatórias e aqueles que intereptam a reta φ̂U = 1 abaixo de φ̂f = 1 injetam difusão numé-ria. Assim, Leonard introduziu uma segunda ondição neessária para um esquema ser livre deosilações e difusão numéria: a relação funional deve estar de�nida em P = (1, 1). Leonard(ver também Waterson e Deonink [75℄ ou Lin e Chieng [46℄) também provou que para se terum esquema de segunda ordem de preisão é neessário e su�iente que ele, dado pela relaçãofunional (3.3), esteja de�nido no ponto Q = (1
2
, 3

4
); e, além disso, para alançar tereira ordemele deve ter inlinação 3

4
nesse mesmo ponto. Em síntese, para se derivar um esquema upwindno ontexto NVD, não linear, mon�tonio (livre de osilações) e que atinja até tereira ordem,as seguintes ondições sobre φ̂f = φ̂f(φ̂U) (de�nida em 0 ≤ φ̂U ≤ 1) devem ser impostas:� passar por P = (1, 1) (ondição neessária);� passar por O = (0, 0) (ondição neessária); 17



Capítulo 3 Base Teória de Esquemas Upwind de Alta Resolução NVD/TVD� passar por Q = (1
2
, 3

4
) (ondição neessária e su�iente para segunda ordem de preisão);� passar por Q om inlinação de 3

4
(ondição neessária e su�iente para tereira ordem depreisão).Leonard ainda aonselha que para φ̂U menores que 0 e maiores que 1, os esquemas devem serestendidos de maneira ontínua pelo esquema FOU. Lin e Chieng [46℄ aonselham também que arelação funional (3.3) seja ontinuamente difereniável em todo o domínio de φ̂U , pois segundoesses autores se este fato oorrer, então os problemas de onvergênia em malhas grosseiras sãoevitados.3.4 Critério de Limitação CBCEm busa por esquemas upwind limitados, isto é, aqueles ujos resultados numérios nãoultrapassam os valores máximos e mínimos inerentes ao proesso físio (e portanto não geramosilações), Gaskell e Lau [28℄ introduziram o ritério de limitação denominado CBC que,segundo Waterson e Deonink [75℄, é a referênia mais aeita sobre ritérios de limitação usandovariáveis normalizadas. Essenialmente, uma solução é limitada se o seu valor em um pontoomputaional é limitado pelos valores da solução nos pontos vizinhos e esta é a base dotratamento dos termos onvetivos em variáveis normalizadas. Dentro deste ontexto, Gaskelle Lau propuseram que um esquema de�nido por uma função ontinua, ou ontinua por partes,

φ̂f = φ̂f(φ̂U) é limitado se as seguintes ondições são satisfeitas:




φ̂f ∈ [φ̂U , 1], φ̂f ∈ [0, 1],

φ̂f = 0, φ̂U = 0,

φ̂f = 1, φ̂U = 1,

φ̂f = φ̂U , φ̂f /∈ [0, 1].

(3.4)A Figura 3.3 ilustra a região CBC de�nida por (3.4). Segundo Gaskell e Lau, o grá�o quede�ne o esquema limitado φ̂f(φ̂U) deve estar inteiramente ontido nessa região (a reíproa éverdadeira).Abaixo estão alguns exemplos de esquemas que satisfazem o ritério de limitação CBC. Osmesmos são apresentados em variáveis não normalizadas (forma apliada na implementação).� ADBQUICKEST [27℄:
φ̂f =






(2 − |θ|)φ̂U , 0 < φ̂U < a,

φ̂U + 1
2
(1 − |θ|)(1 − φ̂U) − 1

6
(1 − θ2)(1 − φ̂U), a ≤ φ̂U ≤ b,

1 − |θ| + |θ|φ̂U , b < φ̂U < 1,

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],

(3.5)18



3.4 Critério de Limitação CBC

1
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Figura 3.3: Região CBC em variáveis normalizadas.om
a =

2 − 3|θ| + θ2

7 − 9|θ| + 2θ2
e b =

−4 + 3|θ| + θ2

−5 + 3|θ| + 2θ2
,em que θ é o número de Courant;� TOPUS [52℄:

φ̂f =

{
αφ̂4

U + (−2α + 1)φ̂3
U +

(
5α−10

4

)
φ̂2

U +
(−α+10

4

)
φ̂U , 0 ≤ φU ≤ 1,

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],
(3.6)em que α ∈ [0, 2]. Em todo esse texto emprega-se α = 2 (ver Queiroz [52℄);� CUBISTA [2℄:

φ̂f =






7
4
φ̂U , 0 ≤ φ̂U < 3

8
,

1
8
(3 + 6φ̂U), 3

8
≤ φ̂U < 3

4
,

1
4
(3 + φ̂U), 3

4
≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , φ̂U , /∈ [0, 1];

(3.7)� VONOS [73℄:
φ̂f =






10φ̂U , 0 ≤ φ̂U < 3
74
,

1
8
(3 + 6φ̂U), 3

74
≤ φ̂U < 1

2
,

3
2
φ̂U ,

1
2
≤ φ̂U < 2

3
,

1, 2
3
≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1];

(3.8)
19



Capítulo 3 Base Teória de Esquemas Upwind de Alta Resolução NVD/TVD� Superbee [4℄:
φ̂f =






2φ̂U , 0 ≤ φ̂U < 1
3
,

1
2
(1 + φ̂U), 1

3
≤ φ̂U ≤ 1

2
,

3
2
φ̂U ,

1
2
≤ φ̂U < 2

3
,

1, 2
3
≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1].

(3.9)
Apesar do ritério CBC de Gaskell e Lau [28℄ tratar o problema de estabilidade adequa-damente, ele não garante onvergênia da solução numéria. Para onvergênia, as restriçõesTVD de Harten [30℄ devem ser satisfeitas.3.5 Restrições TVDAs restrições TVD se traduzem em uma ferramenta matemátia rigorosa introduzida porHarten [30℄ que ombina monotoniidade e alta ordem de preisão. Os métodos TVD, alémde gerarem soluções numérias onvergentes e �siamente aeitáveis, são onservativos (verLeVeque [44℄). Formalmente, dada a sequênia de aproximações disretas

φ(t) = φi(t)i∈Z
, (3.10)a variação total (TV - Total Variation) da solução disreta, no nível de tempo t, é de�nida por

TV (φ(t)) =
∑

i∈Z

|φi+1(t) − φi(t)|. (3.11)Considerando o esquema de diferenças explíito envolvendo (2k + 1) pontos da forma
φn+1

i = H(φn
i−k, . . . , φ

n
i+k), ∀n ≥ 0, i ∈ Z, (3.12)onde H : R

2k+1 −→ R é uma função ontínua e φn
i uma aproximação da solução exata nospontos de malha (uniforme) (xi, tn), om xi = iδx, tn = nδt, sendo δx o passo espaial e δt amarha no tempo, tem-se por de�nição:De�nição 1 (Harten [32℄) O esquema (3.12) é TVD se para todo onjunto de dados φn, osvalores φn+1 omputados satisfazem

TV (φn+1) ≤ TV (φn). (3.13)Teorema 1 (Harten [32℄) (ver também LeVeque [44℄ e Toro [68℄) Métodos TVD são onver-gentes para problemas de valor iniial em leis de onservação.20



3.5 Restrições TVDCom as onsiderações e oneitos introduzidos por Harten [30, 32℄, Sweby [62℄ de�niu (noontexto NVD) o onjunto de restrições
{
φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1, φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],
(3.14)as quais deram origem a região TVD, ilustrada na Figura 3.4. Segundo Sweby, o grá�o quede�ne o esquema φ̂f = φ̂f(φ̂U) deve estar inteiramente ontido nessa região para que o mesmoseja TVD (a reíproa também é verdadeira).
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Figura 3.4: Região TVD em variáveis normalizadas.3.6 Limitadores de FluxoUma vez derivado um esquema upwind, embasado nas ondições de Leonard, no ritérioCBC e na restrição TVD, o limitador de �uxo orrespondente é determinado reesrevendo-se oesquema da seguinte forma (ver Sweby [62℄ e Waterson e Deonink [75℄):
φ̂f = φ̂U +

1

2
ψ(r)(1 − φ̂U), (3.15)em que ψ(r) é o limitador de �uxo, que determina o nível de antidifusividade, e r é a razão dedois gradientes onseutivos (um sensor que deteta variação nos gradientes - ver Figura 3.5)dado por

r =

(
∂φ

∂x

)

g(
∂φ

∂x

)

f

, (3.16)21



Capítulo 3 Base Teória de Esquemas Upwind de Alta Resolução NVD/TVDo qual em malhas uniformes torna-se
r =

φU − φR

φD − φU

(3.17)e sua normalização �a
r =

φ̂U

1 − φ̂U

. (3.18)
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Figura 3.5: Representação esquemátia dos gradientes onseutivos.Segundo Waterson e Deonink [75℄ , um esquema onvetivo de alta preisão deve terpreservação da linearidade, ou seja, o esquema deve respeitar exatamente a variação linear dasolução, isso é satisfeito quando
ψ(1) = 1. (3.19)Segundo Sweby [62℄, em malhas uniformes, a ondição (3.19) é neessária para que o esquemaatinja segunda ordem de preisão. De aordo om Zijlema [80℄, a ondição sobre o limitador de�uxo
ψ

′

(1) =
1

4
(3.20)é neessária e su�iente para que um esquema atinja tereira ordem de preisão. Zijlemaa�rma ainda que se o limitador ψ(r) é uma função suave de r, então o esquema apresentamelhor omportamento, om respeito à onvergênia, durante o proesso numério.A restrição TVD pode ser imposta também para o desenvolvimento dos limitadores de �uxo.Para tanto, Sweby [62℄ transformou os oneitos introduzidos por Harten [30℄ em um onjuntode limitações para o omportamento das funções limitadores de �uxo, de�nidas por22



3.6 Limitadores de Fluxo
{
ψ(r) = 0, r ≤ 0,

0 ≤ ψ(r) ≤ min{2, 2r}, r > 0.
(3.21)Essas ondições sintetizam a região TVD no plano ψ ⊥ r (também onheida omo diagramade Sweby), ilustrada na Figura 3.6. Segundo Sweby, um esquema é TVD se o seu limitador de�uxo ψ(r) esta ontido nesta região (a reiproa é verdadeira).
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rFigura 3.6: Diagrama de Sweby.Sweby [62℄ também introduziu uma ondição su�iente, porém não neessária, para que umesquema seja monot�nio. Esta ondição é de�nida porse r −→ 0, então ψ

′

(r) = 2 (3.22)e é onheida omo o prinípio de monotoniidade de Sweby.Segundo Waterson e Deonink [75℄, se um esquema upwind possui relação funional φ̂f =

φ̂f(φ̂U), em [0, 1], de�nida por um polin�mio de grau n, então seu limitador de �uxo orres-pondente ψ(r) = ψ
(

φ̂U

1−φ̂U

), denotado neste trabalho por Ψ = Ψ(φ̂U), será de�nido por umpolin�mio Ψ(φ̂U) de grau n − 1. Esta idéia é essenial para a determinação do limitador de�uxo após o desenvolvimento do esquema polinomial em variáveis normalizadas.A vantagem de se trabalhar om funções polinomiais é que elas são suaves e apresentammelhor omportamento onvergente em malhas grosseiras (ver Zijlema [80℄). Isto justi�a odesenvolvimento e apliação dos esquemas polinomiais FDPUS-C1 e SDPUS-C1 objeto dessetrabalho de mestrado.Abaixo estão alguns exemplos de limitadores de �uxo presentes na literatura.� ADBQUICKEST [27℄:
ψ(r) = max

{
0, min

[
2r,

2 + θ2 − 3θ + (1 − θ2)r

3 − 3θ
, 2

]}
;23



Capítulo 3 Base Teória de Esquemas Upwind de Alta Resolução NVD/TVD� TOPUS [52℄:
ψ(r) = max{0,

0.5(|r| + r)(6r2 + 2r)

(1 + |r|)3

}
;� van Leer [70℄:

ψ(r) =
r + |r|
1 + |r| ;� Superbee [4℄:

ψ(r) = max {0, min(1, 2r), min(2, r)} ;� MC [71℄:
ψ(r) = max{0, min

(
1,

1 + r

2
, 2, 2r

)}
.
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Capítulo
4Desenvolvimento dos Novos Esquemas UpwindFDPUS-C1 e SDPUS-C1

Neste apítulo apresenta-se o desenvolvimento dos esquemas upwind de alta ordem originaisFDPUS-C1 e SDPUS-C1.4.1 O Esquema FDPUS-C1Para a derivação do novo esquema upwind polinomial FDPUS-C1, para álulo dos �uxosnumérios nas interfaes das élulas omputaionais, onsidera-se parte de um polin�mio degrau ino, de�nido em φ̂U ∈ [0, 1], dado por
φ̂f(φ̂U) =

5∑

l=0

alφ̂
l
U , (4.1)e omo reomendado por Leonard [42℄, para φ̂U /∈ [0, 1], onsidera-se o esquema FOU [61℄, dadopor

φ̂f = φ̂U . (4.2)Derivando o polin�mio (4.1) em relação a φ̂U , obtém -se
φ̂

′

f(φ̂U) =
5∑

l=1

lalφ̂
l−1
U . (4.3)A determinação dos oe�ientes al, l = 0, · · · , 5, em (4.1) é feita impondo-se as ondições deLeonard [42℄ para monotoniidade e tereira ordem de preisão, omo apresentadas na seção3.3 do apítulo 3, isto é, 25



Capítulo 4 Desenvolvimento dos Novos Esquemas Upwind FDPUS-C1 e SDPUS-C1� impondo-se φ̂f(0) = 0 aarreta
a0 = 0; (4.4)� impondo-se φ̂f(1) = 1 aarreta

a5 + a4 + a3 + a2 + a1 + a0 = 1; (4.5)� impondo-se φ̂f(
1
2
) = 3

4
aarreta

a5

(
1

2

)5

+ a4

(
1

2

)4

+ a3

(
1

2

)3

+ a2

(
1

2

)2

+ a1

(
1

2

)
+ a0 =

3

4
ou

a5 + 2a4 + 4a3 + 8a2 + 16a1 + 32a0 = 24; (4.6)� impondo-se φ̂′

f(
1
2
) = 3

4
aarreta

5a5

(
1

2

)4

+ 4a4

(
1

2

)3

+ 3a3

(
1

2

)2

+ 2a2

(
1

2

)
+ a1 =

3

4
ou

5a5 + 8a4 + 12a3 + 16a2 + 16a1 = 12. (4.7)Para fehar o sistema (4.4) - (4.7), são onsideradas as ondições para que a expressão globaldo esquema torne-se ontinuamente derivável (φ̂f é de lasse C1(φ̂U), om φ̂U ∈ R), ou seja, φ̂fseja derivável em todo φ̂U ∈ R om derivada ontínua, ou seja,� impondo-se φ̂′

f(0) = 1 aarreta
a1 = 1; (4.8)� impondo-se φ̂′

f(1) = 1 aarreta
5a5 + 4a4 + 3a3 + 2a2 + a1 = 1. (4.9)Segundo Lin e Chieng [46℄, se φ̂f é de lasse C1(φ̂U), então os problemas de onvergênia emmalhas grosseiras são pratiamente evitados.Da resolução do sistema (4.4) - (4.9), os oe�ientes al são dados por

a0 = 0, a1 = 1, a2 = 6, a3 = −16, a4 = 14 e a5 = −4. (4.10)Substituindo os oe�ientes al em (4.1) e onsiderando (4.2), obtém-se uma nova formulaçãoem variáveis normalizadas de�nida por
φ̂f =





−4φ̂5
U + 14φ̂4

U − 16φ̂3
U + 6φ̂2

U + φ̂U , φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1].

(4.11)26



4.1 O Esquema FDPUS-C1Essa nova estratégia upwind denomina-se FDPUS-C1 (Five-Degree Polynomial Upwind Shemeof C1 Class), uma vez que sua relação funional, em [0, 1], é parte de um polin�mio de grauino e sua expressão global φ̂f(φ̂U) ∈ C1(φ̂U), om φ̂U ∈ R. Apliando a de�nição de va-riáveis normalizadas (ver (3.2)) em (4.11), obtém-se o esquema FDPUS-C1 em variáveis nãonormalizadas dado por
φf =





φR + (φD − φR)
[
−4φ̂5

U + 14φ̂4
U − 16φ̂3

U + 6φ̂2
U + φ̂U

]
, φ̂U ∈ [0, 1],

φU , φ̂U /∈ [0, 1],

(4.12)em que
φ̂U =

φU − φR

φD − φR
. (4.13)O limitador de �uxo orrespondente ψ(r) para o esquema FDPUS-C1 é obtido reesrevendo(4.11) na formulação (3.15). Para isso, omparam-se as equações (4.11) e (3.15) para obter

ψ(r) = 0 (uma vez que φ̂f = φ̂U) para r < 0 (devido a de�nição de r em (3.18) e por
φ̂U /∈ [0, 1]). Para φ̂U ∈ [0, 1], onsidera-se que o limitador Ψ = Ψ(φ̂U) é um polin�mio de grau
4 (lembrando que o esquema upwind em variáveis normalizadas é de�nido por um polin�miode grau 5) de�nido por

Ψ(φ̂U) =

4∑

m=0

αmφ̂
m
U . (4.14)Substituindo esse polin�mio na de�nição (3.15), obtém-se

φ̂f = φ̂U +
1

2
(α4φ̂

4
U + α3φ̂

3
U + α2φ̂

2
U + α1φ̂U + α0)(1 − φ̂U)

=
−α4

2
φ̂5

U +
(α4 − α3)

2
φ̂4

U +
(α3 − α2)

2
φ̂3

U +
(α2 − α1)

2
φ̂2

U +

[
(α1 − α0)

2
+ 1

]
φ̂U+α0. (4.15)Igualando as expressões (4.15) e (4.11), para φ̂U ∈ [0, 1], determinam-se os oe�ientes αm,dados por

α0 = 0, α1 = 0, α2 = 6, α3 = −10, e α4 = 4. (4.16)Substituindo esses oe�ientes em (4.14), de�ne-se o polin�mio Ψ(φ̂U) por
Ψ(φ̂U) = 8φ̂4

U − 20φ̂3
U + 12φ̂2

U . (4.17)27



Capítulo 4 Desenvolvimento dos Novos Esquemas Upwind FDPUS-C1 e SDPUS-C1Da de�nição (3.18), a expressão (4.17) pode ser reesrita omo
Ψ(φ̂U) = 8

(
r

1 + r

)4

− 20

(
r

1 + r

)3

+ 12

(
r

1 + r

)2

,

=
8r4 − 20r3(1 + r) + 12r2(1 + r)2

(1 + r)4
,

=
4r3 + 12r2

(1 + r)4
= ψ(r).Em resumo, o limitador de �uxo do esquema FDPUS-C1 é dado por

ψ(r) =





4r3 + 12r2

(1 + r)4
, r ≥ 0,

0, r < 0.

(4.18)Com o objetivo de se evitar ondiionais na implementação omputaional, reesreve-se assentenças (4.18), para qualquer r, na forma
ψ(r) =

0.5(|r| + r)(4r2 + 12r)

(1 + |r|)4
. (4.19)Na notação mais usual (ver LeVeque [44℄), o limitador de �uxo FDPUS-C1 é esrito omo

ψ(r) = max{0,
0.5(|r| + r)(4r2 + 12r)

(1 + |r|)4

}
. (4.20)Nota-se que o esquema FDPUS-C1 é monot�nio e de segunda ordem, já que o seu limitadorde �uxo (4.18) satisfaz, para r ≥ 0, a ondição (3.19). De fato, pois

ψ(1) =
4 + 12

24
= 1.Derivando a expressão (4.18), para r ≥ 0, tem-se

ψ
′

(r) =
(12r2 + 24r)(1 + r)4 − (4r3 + 12r2)4(1 + r)3

(1 + r)8
. (4.21)Constata-se também que o esquema FDPUS-C1 pode atingir tereira ordem de preisão, já queo seu limitador de �uxo (4.18) satisfaz, para r ≥ 0, a ondição (3.20). De fato, pois

ψ
′

(1) =
(12 + 24)24 − 4(4 + 12)23

28

=
1

4
. 28



4.1 O Esquema FDPUS-C1É importante observar que o limitador de �uxo do esquema FDPUS-C1 (4.18) não satisfazo prinípio de Sweby, de�nido por (3.22), pois ele é de lasse C1(φ̂U), om φ̂U ∈ R, e portantosatisfaz a ondição φ̂
′

f (0) = 1. Esta última ondição, por sua vez, não pode ser satisfeitasimultaneamente om esse prinípio de monotoniidade (ver apêndie C). Ainda mais, quandose ompara os resultados obtidos om o esquema FDPUS-C1 om aqueles obtidos om o esquemaTOPUS de Queiroz [52℄ - que satisfaz o prinípio de motoniidade de Sweby - observa-se, paraleis de onservação 1D, que o primeiro fornee, em geral, melhores resultados. Isto pode seronstatado no apítulo 6.Em resumo, o esquema polinomial FDPUS-C1 pode atingir tereira ordem, é TVD (verdemonstração no apêndie A e Figura 4.1-(a)), onsequentemente, é CBC. O seu limitadorde �uxo está ontido na região TVD (ver Figura 4.1-(b)), satisfaz a ondição neessária parasegunda ordem (ψ(1) = 1) e a ondição neessária e su�iente para tereira ordem (ψ′

(1) = 1
4
).(a) (b)
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1
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PSfrag replaements

φ̂
f

φ̂U

0 1 2 3
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2
 Limitador de Fluxo FDPUS-C1

PSfrag replaements
r

ψ

Figura 4.1: Esquema FDPUS-C1 na região TVD. O esquema no plano φ̂f ⊥ φ̂U (a) e seurespetivo limitador de �uxo no plano ψ ⊥ r (b).4.2 O Esquema SDPUS-C1Objetivando a derivação de uma lasse de novos esquemas upwind om as mesmas ara-terístias e propriedades do esquema FDPUS-C1 e que seja �exível, isto é o usuário está livrepara esolher um esquema TVD polinomial apropriado ao seu problema, apresenta-se nestaseção o desenvolvimento da lasse de esquema SDPUS-C1 (neste texto referida omo esquemaSDPUS-C1). Para tanto, onsidera-se parte de um polin�mio de grau seis, para φ̂U ∈ [0, 1],dado por
φ̂f(φ̂U) =

6∑

q=0

bqφ̂
q
U , (4.22)29



Capítulo 4 Desenvolvimento dos Novos Esquemas Upwind FDPUS-C1 e SDPUS-C1e o esquema FOU, dado por (4.2), para φ̂U /∈ [0, 1]. Derivando o polin�mio (4.22), obtém-se
φ̂f(φ̂U) =

6∑

q=1

qbqφ̂
q−1
U . (4.23)Mantendo o oe�iente b2 = γ omo um parâmetro livre, os demais oe�ientes em (4.22) sãodeterminados por meio das ondições de Leonard [42℄, apresentadas na seção 3.3 do apítulo 3,isto é,� impondo-se φ̂f(0) = 0 obtém-se

b0 = 0; (4.24)� impondo-se φ̂f(1) = 1 obtém-se
b6 + b5 + b4 + b3 + γ + b1 + b0 = 1; (4.25)� impondo-se φ̂f(

1
2
) = 3

4
obtém-se

b6

(
1

2

)6

+ b5

(
1

2

)5

+ b4

(
1

2

)4

+ b3

(
1

2

)3

+ γ

(
1

2

)2

+ b1

(
1

2

)
+ b0 =

3

4
, ou

b6 + 2b5 + 4b4 + 8b3 + 16γ + 32b1 + 64b0 = 48; (4.26)� impondo-se φ̂′

f(
1
2
) = 3

4
obtém-se

6b6

(
1

2

)5

+ 5b5

(
1

2

)4

+ 4b4

(
1

2

)3

+ 3b3

(
1

2

)2

+ 2γ

(
1

2

)1

+ b1 =
3

4
, ou

3b6 + 5b5 + 8b4 + 12b3 + 16γ + 16b1 = 12. (4.27)Para fehar o sistema (4.24) - (4.27), onsideram-se as ondições para que φ̂f = φ̂f(φ̂U) seja delasse C1(φ̂U), om φ̂U ∈ R, ou seja,� impondo-se φ̂′

f(0) = 1 obtém-se
b1 = 1; (4.28)� impondo-se φ̂′

f(1) = 1 obtém-se
6b6 + 5b5 + 4b4 + 3b3 + 2γ + b1 = 1. (4.29)Resolvendo o sistema formado por (4.24) - (4.29), obtém-se os oe�ientes em função de γ

b0 =0, b1 =1, b2 =γ, b3 =(20−6γ), b4 =(−64+13γ), b5 =(68−12γ) e b6 =(−24+4γ). (4.30)Substituindo esses oe�ientes em (4.22) e onsiderando (4.2), obtém-se a nova lasse de esque-30



4.2 O Esquema SDPUS-C1mas em variáveis normalizadas dada por
φ̂f =





(−24+ 4γ)φ̂6
U + (68−12γ)φ̂5

U + (−64+13γ)φ̂4
U + (20−6γ)φ̂3

U + γφ̂2
U + φ̂U , φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],(4.31)a qual é denominada SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class), umavez que, para qualquer γ, a relação funional (4.31), em [0, 1], é parte de um polin�mio degrau seis e sua expressão global φ̂f = φ̂f(φ̂U) ∈ C1(φ̂U), para φ̂U ∈ R. Apliando a de�niçãode variáveis normalizadas (ver equação (3.2)) em (4.31), obtém-se o esquema SDPUS-C1 emvariáveis não normalizadas
φf =






φR + (φD − φR)
[
(−24 + 4γ)φ̂6

U + (68 − 12γ)φ̂5
U + (−64 + 13γ)φ̂4

U

−(20 − 6γ)φ̂3
U + γφ̂2

U + φ̂U

]
, φ̂U ∈ [0, 1],

φU , φ̂U /∈ [0, 1].

(4.32)
O limitador de �uxo orrespondente para o esquema SDPUS-C1 é obtido reesrevendo (4.31)na formulação (3.15). Comparando as equações (4.31) e (3.15), obtém-se ψ(r) = 0 (uma vezque φ̂f = φ̂U) para r < 0 (devido a de�nição de r em (3.18) e φ̂U /∈ [0, 1]). Para φ̂U ∈ [0, 1]onsidera-se, para o limitador de �uxo, um polin�mio de grau 5 (lembrando que o esquemaSDPUS-C1 em variáveis normalizadas é de�nido por um polin�mio de grau 6) de�nido por

Ψ(φ̂U) =
5∑

s=0

̺sφ̂
s
U . (4.33)Substituindo esse polin�mio na formulação (3.15), obtém-se

φ̂f = φ̂U +
1

2
(̺5φ̂

5
U + ̺4φ̂

4
U + ̺3φ̂

3
U + ̺2φ̂

2
U + ̺1φ̂U + ̺0)(1 − φ̂U)

=
−̺5

2
φ̂6

U +
(̺5−̺4)

2
φ̂5

U +
(̺4−̺3)

2
φ̂4

U +
(̺3−̺2)

2
φ̂3

U +
(̺2−̺1)

2
φ̂2

U +

[
(̺1−̺0)

2
+1

]
φ̂U+̺0.(4.34)Igualando (4.34) e (4.31), para φ̂U ∈ [0, 1], determinam-se os oe�ientes ̺s (s = 0, · · · , 5)dados em função de γ omo

̺0 = 0, ̺1 = 0, ̺2 = 2γ, ̺3 = (40 − 10γ), ̺4 = (−88 + 16γ)e ̺5 = (48 − 8γ).Substituindo esses oe�ientes em (4.33), obtém-se o limitador de �uxo Ψ(φ̂U) para a lasse de31



Capítulo 4 Desenvolvimento dos Novos Esquemas Upwind FDPUS-C1 e SDPUS-C1esquemas SDPUS-C1
Ψ(φ̂U) = (48 − 8γ)φ̂5 + (−88 + 16γ)φ̂4

U + (40 − 10γ)φ̂3
U + 2γφ̂2

U . (4.35)Da de�nição (3.18), a expressão (4.35) é reesrita por
Ψ(φ̂U) = (48−8γ)

(
r

1 + r

)5

+(−88+16γ)

(
r

1 + r

)4

+(40−10γ)

(
r

1 + r

)3

+2γ

(
r

1 + r

)2

=
(28 − 8γ)r5 + (−88 + 16γ)r4(1 + r) + (40 − 10γ)r3(1 + r)2 + 2γr2(1 + r)3

(1 + r)5

=
(−8 + 2γ)r4 + (40 − 4γ)r3 + 2γr2

(1 + r)5
= ψ(r).Em resumo, o limitador de �uxo do esquema SDPUS-C1 é dado por

ψ(r) =






(−8 + 2γ)r4 + (40 − 4γ)r3 + 2γr2

(1 + r)5
, r ≥ 0,

0, r < 0.

(4.36)Portanto, da mesma forma omo foi feito para o esquema FDPUS-C1, reesrevem-se as senten-ças (4.36), om o objetivo de se evitar ondiionais na implementação omputaional, omo
ψ(r) =

0.5(|r| + r)((−8 + 2γ)r3 + (40 − 4γ)r2 + 2γr

(1 + |r|)5
, (4.37)ou na notação mais usual (ver LeVeque [44℄) omo

ψ(r) = max{0,
0.5(|r| + r)((−8 + 2γ)r3 + (40 − 4γ)r2 + 2γr

(1 + |r|)5

}
. (4.38)Nota-se que o esquema SDPUS-C1 é monot�nio e de segunda ordem, pois o seu limitador de�uxo (4.36) satisfaz, para r ≥ 0 e ∀γ, a ondição (3.19). De fato, pois

ψ(1) =
−8 + 2γ + 40 − 4γ + 2γ

25
= 1.Derivando a expressão (4.36), para r ≥ 0, tem-se

ψ
′

(r)=
[4(−8+2γ)r3+3(40−4γ)r2 +4γr] (1+r)5− 5[(−8+2γ)r4+(40−4γ)r3+2γr2] (1+r)4

(1 + r)10
.(4.39)Constata-se que o esquema SDPUS-C1 pode atingir tereira ordem, uma vez que o seu limitadorde �uxo (4.36) satisfaz, para r ≥ 0 e ∀γ, a ondição (3.20). De fato, onsiderando essa de�nição32



4.2 O Esquema SDPUS-C1e a expressão (4.39), tem-se
ψ

′

(1) =
[4(−8 + 2γ) + 3(40 − 4γ) + 4γ] 25 − 5 [(−8 + 2γ) + (40 − 4γ) + 2γ] 24

210

=
1

4
.Novamente, omo já era de se esperar, o limitador de �uxo do esquema SDPUS-C1 (4.36) nãosatisfaz o prinípio de Sweby, de�nido por (3.22), uma vez que a ondição φ̂′

f(0) = 1 é satisfeita;assim a ondição (3.22) não pode ser simultaneamente satisfeita (ver apêndie C).Em resumo, o esquema upwind polinomial SDPUS-C1 pode atingir tereira ordem, e empartiular ele é TVD para γ ∈ [4, 12]. A Figura 4.2-(a) ilustra o esquema SDPUS-C1 paraalguns valores de γ no plano φ̂f ⊥ φ̂U e a Figura 4.2-(b) mostra os orrespondente limitadoresno plano ψ ⊥ r. Neste trabalho de mestrado é onsiderado γ = 12 (no apêndie B estádemonstrado que o esquema SDPUS-C1, om γ = 12, é TVD). Considerando o aso γ = 6 em(4.31), obtém-se o esquema FDPUS-C1 (4.11).(a) (b)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

γ = 4
γ = 6
γ = 8
γ = 10
γ = 12

Esquema SDPUS-C1PSfrag replaements φ̂
f

φ̂U

0 1 2 3
0

0,5

1

1,5

2 γ = 4
γ = 6
γ = 8
γ = 10
γ = 12

Limitador de Fluxo SDPUS-C1

PSfrag replaements
r

ψ

Figura 4.2: Esquema SDPUS-C1 na região TVD. Esquema no plano φ̂f ⊥ φ̂U (a) e seu respetivolimitador de �uxo no plano ψ ⊥ r (b), para γ = 4, 6, 8, 10, 12.
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Capítulo
5Modelagem Computaional

Neste apítulo disute-se a disretização dos termos onvetivos das leis de onservação 1De 2D de�nidas, respetivamente, por (2.1) e (2.23); das equações instantâneas de Navier-Stokes(2.32), (2.33) e (2.35); para o modelo κ − ε em (2.46), (2.52) e (2.53); e o modelo Oldroyd-Bem (2.58) e (2.59). Apresenta-se também o algoritmo base para simulação de problemas deesoamento de �uidos inompressíveis om superfíies livres móveis sem modelagem dos efeitosde turbulênia e visoelástios.Em todas as equações estudadas neste trabalho, a marha no tempo é feita pelo método deEuler explíito [5℄. Para os termos difusivos e gradientes de pressão, aplia-se a difereniaçãoentrada de segunda ordem. Os termos onvetivos das leis de onservação 1D são aproximadospelos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 mais aqueles apresentados nas seções 3.4 e 3.6 doapítulo 3. Os termos onvetivos das leis de onservação 2D são aproximados pelos esquemasADBQUICKEST, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Já, os termos das equações de Navier-Stokes 2D,2D-1/2 e 3D são aproximados apenas por FDPUS-C1 e SDPUS-C1.5.1 Disretização das Leis de onservação 1DAs leis de onservação 1D (2.1) (para adveção de esalares, Burgers, Bukley-Leverett,águas rasas e Euler) são aproximadas, no ontexto do método de diferenças �nitas, pelo métodonumério
φi,j+1 = φi,j −

δt
δx

(
F (φ)i+ 1

2
,j − F (φ)i− 1

2
,j

)
, (5.1)em que φi,j = φ(iδx, jδt) é a solução numéria no ponto de malha (i, j) ≡ (iδx, jδt). sendo δx e δtos espaçamentos da malha (uniforme) nas direções x e t, respetivamente. Os termos F (φ)i+ 1

2
,je F (φ)i− 1

2
,j são os �uxos numérios nas interfaes f = i+ 1

2
e g = i− 1

2
das élulas omputaionais35



Capítulo 5 Modelagem Computaional(ver Figura 3.1). Esses �uxos numérios são estimados (interpolados) por esquemas upwind dealta resolução.5.1.1 Equação de AdveçãoNa equação de adveção a variável onservada e função �uxo são dados, respetivamente,por (2.2) e (2.3). O �uxo é aproximado no ponto (i, j) da malha pela ombinação F (φ)i+ 1

2
,j −

F (φ)i− 1

2
,j e então aproximada por

F (φ)i+ 1

2
,j − F (φ)i− 1

2
,j = (au)|i+ 1

2
,j − (au)|i− 1

2
,j = ai+ 1

2
,j · ui+ 1

2
,j − ai− 1

2
,j · ui− 1

2
,j. (5.2)em que a veloidade onvetiva a (aqui onsiderada igual a 1) é onstante para todo ponto do do-mínio e a variável onvetada u é aproximada nas faes f (ui+ 1

2
,j = uf) e g (ui− 1

2
,j = ug) pelos es-quemas upwind de alta resolução presentes na literatura e apresentados na seção 3.4, do apítulo3, bem omo pelos novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 apresentados no apítulo 4. O mé-todo numério explíito (5.1) - (5.2) é implementado em um ódigo originalmente desenvolvidopela autora, sendo que a estabilidade é regida pela ondição CFL (Courant-Friedrihs-Lewy),isto é a marha no tempo é seleionada de modo que CFL = θ = aδt

δx
≤ 1.5.1.2 Equação de BurgersA equação de Burgers possui variável onservada e função �uxo dados, respetivamente, por(2.7) e (2.8). Assim, o termo F (φ)i+ 1

2
,j − F (φ)i− 1

2
,j é aproximado por

F (φ)i+ 1

2
,j − F (φ)i− 1

2
,j =

(
u2

2

) ∣∣∣
i+ 1

2
,j
−
(
u2

2

) ∣∣∣
i− 1

2
,j

=
1

2

(
ūi+ 1

2
,j · ui+ 1

2
,j − ūi− 1

2
,j · ui− 1

2
,j

)
, (5.3)om as veloidades de transporte da variável u dadas pela médias

ūi− 1

2
,j =

1

2
(ui,j + ui−1,j) e ūi+ 1

2
,j =

1

2
(ui+1,j + ui,j), (5.4)e a variável onvetada u nas faes f (ui+ 1

2
,j = uf) e g (ui− 1

2
,j = ug) são aluladas pelosesquemas upwind de alta resolução apresentados na seção 3.4, do apítulo 3, bem omo pelosnovos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 apresentados no apítulo 4. O ódigo omputaio-nal empregado para a solução da equação de Burgers é de autoria da autora. Nesse aso, aestabilidade é também regida pela ondição θ = δt

δx
≤ 1.5.1.3 Equação de Bukley-LeverettA equação de Bukley-Leverett possui variável onservada e função �uxo dados, respe-tivamente, por (2.12) e (2.13). Diferentemente das aproximações (5.2) e (5.3), em que osesquemas são apliados nas variáveis onservadas isto é se φ é uma variável onservada, en-tão φf = φf(φU , φD, φR), o álulo da ombinação F (φ)i+ 1

2
,j − F (φ)i− 1

2
,j, para a equação de36



5.1 Disretização das Leis de onservação 1DBukley-Leverett, é feito pela apliação direta dos esquemas na função �uxo (2.13) isto é
F (φ)i+ 1

2
,j − F (φ)i− 1

2
,j = Ff

(
F (uU), F (uD), F (uR)

)
− Fg

(
F (uU), F (uD), F (uR)

)
, (5.5)em que F (uU), F (uD) e F (uR) são os valores da função �uxo (2.13) avaliada em uU , uD e

uR, respetivamente. As várias sentenças matemátias que de�nem os esquemas, antes ondi-ionadas aos intervalos segundo o valor normalizado φ̂U , passam agora a serem ondiionadassegundo à normalização
F̂ (uU) =

F (uU) − F (uR)

F (uD) − F (uR)
. (5.6)As posições D, U e R são de�nidas agora de aordo om o sinal das veloidades

ũi+ 1

2
,j =





δt

δx

F (u)

∣∣
i+1,j

−F (u)

∣∣
i,j

ui+1,j−ui,j
, ui+1,j 6= ui,j,

δt

δx
F

′

(u)
∣∣
i,j
, ui+1,j = ui,j

(5.7)e
ũi− 1

2
,j =





δt

δx

F (u)

∣∣
i,j

−F (u)

∣∣
i−1,j

ui,j−ui−1,j
, ui,j 6= ui−1,j,

δt

δx
F

′

(u)
∣∣
i−1,j

, ui,j = ui−1,j,

(5.8)em que
F

′

(u) =
8u− 8u2

(5u2 − 2u+ 1)2
. (5.9)A equação de Bukley-Leverett também é simulada em um ódigo desenvolvido pela autorae a estabilidade é também regida pela ondição θ = δt

δx
≤ 1.5.1.4 Sistemas Hiperbólios (Águas Rasas e Euler)O sistema hiperbólio águas rasas possui o vetor de variáveis onservadas e o vetor função�uxo dados, respetivamente, por (2.16) e (2.17), e o sistema de equações de Euler possuio vetor das variáveis onservadas e função �uxo dados, respetivamente, por (2.18) e (2.19).As simulações desses sistemas hiperbólios são feitas no paote omputaional CLAWPACK(Conservation LAW PACKage) de LeVeque [44℄ equipado om os limitadores de �uxo dosesquemas ADBQUICKEST, TOPUS, van Leer, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Em síntese, estepaote omputaional resolve leis de onservação gerais 1D, 2D e 3D por meio do métododos volumes �nitos. As soluções para essas leis podem ser omputadas usando o método de37



Capítulo 5 Modelagem Computaionalprimeira ordem de Godunov [44℄ ou por sua variante de segunda ordem de preisão propostopor LeVeque [44℄ (Godunov de primeira ordem om termo de orreção). Os detalhes sobre ométodo de solução utilizado no programa CLAWPACK estão desritos no apêndie D.5.2 Disretização das Leis de Conservação 2DAs simulações dos sistemas hiperbólios 2D águas rasas (em que o vetor das variáveis on-servadas e funções �uxo são dados, respetivamente, por (2.24), (2.25) e (2.26)) e de Euler (emque o vetor das variáveis onservadas e funções �uxo são dados, respetivamente, por (2.27),(2.28) e (2.29)) são feitas também utilizando-se o CLAWPACK equipado om os limitadores de�uxo para os esquemas ADBQUICKEST, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Para mais detalhes sobreo método de solução utilizado no CLAWPACK ver o apêndie D.5.3 Disretização de Navier-Stokes 2D, 2D-1/2 e 3DA disretização das equações de Navier-Stokes 2D, 2D-1/2 e 3D (om ou sem modelagem),para a simulação de esoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis, é feita no on-texto do método de diferença �nitas. Nesse aso, utiliza-se uma malha desloada (staggeredgrid) [3℄, onde as veloidades são aluladas nas faes das élulas omputaionais e esalarestais omo pressão, energia inétia da turbulênia, entre outros, são alulados no entro dessasélulas. O sistema disreto resultante é implementado no ambiente de simulação Free�ow deCastelo et al. [12℄. Este ambiente omputaional soluiona as equações de transporte e onser-vação de massa baseado na metodologia GENSMAC (Generalized-Simpli�ed-Marker-and-Cell)[67℄ que é uma variante do método de projeção. A disussão sobre a disretização dos termosonvetivos presentes nessas equações são omo segue.Por simpliidade e sem perda de generalidade, onsidera-se um representante típio dostermos onvetivos das equações (2.32), (2.33), (2.35), (2.46), (2.52), (2.53), (2.58) e (2.59) eque pode ser oloado e avaliado num ponto A da malha omo
∂(ujφ)

∂xj

∣∣
A

=
∂(uφ)

∂x

∣∣∣
A

+
∂(vφ)

∂y

∣∣∣
A
, (5.10)em que φ é a variável onvetada, por exemplo u, v, w, k, ε, et; u e v são as veloidade deonveção; e o ponto A em (5.10) é a posição em que o termo onvetivo é aproximado.Para exempli�ar a disretização dos termos onvetivos, onsidera-se a variável φ = u em(5.10) transportada om veloidade vf na direção y (ver Figura 5.1). Nesse aso, A = (i+ 1

2
, j),

f = j + 1
2
, g = j − 1

2
, e o segundo termo da lado direito de (5.10) é aproximado por
∂(vu)

∂y

∣∣∣
i+ 1

2
,j

=
(vf · ui+ 1

2
,j+ 1

2

− vg · ui+ 1

2
,j− 1

2

)

δy
, (5.11)38



5.3 Disretização de Navier-Stokes 2D, 2D-1/2 e 3D
PSfrag replaements

0.5δy 0.5δy
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Figura 5.1: Representação esquemátia para se obter aproximações dos termos onveti-vos. Mostrando o ponto A de disretização e seus vizinhos, as faes envolvidas f e g para a aproximaçãoe a direção das veloidades Vf e Vg de onveção nas faes f e g, respetivamente.
em que vf e vg são aproximados, respetivamente, pelas médias

vf = vi+ 1

2
,j+ 1

2

=
(vi+1,j+ 1

2

+ vi,j+ 1

2

)

2
, (5.12)

vg = vi+ 1

2
,j− 1

2

=
(vi+1,j− 1

2

+ vi,j− 1

2

)

2
. (5.13)Uma aproximação dos termos ui+ 1

2
,j+ 1

2

e ui+ 1

2
,j− 1

2

é feita usando-se os esquemas FDPUS-C1(4.12) e SDPUS-C1 (4.32) (om γ ∈ [4, 12]) em variáveis não normalizadas. Para tanto, osvalores da propriedade transportada u nas posições (i+ 1
2
, j + 1

2

) e (i+ 1
2
, j − 1

2

) são obtidosutilizando-se os pontos vizinhos D, R e U , os quais são de�nidos de aordo om a direção dasveloidades de onveção (sinais de vf e vg). Em síntese, tem-se:� Aproximações para ui+ 1

2
,j+ 1

2

quando vf ≥ 0: nesse aso as posições D, R e U assumem,respetivamente, os valores
D =

(
i+

1

2
, j + 1

)
, R =

(
i+

1

2
, j − 1

) e U =

(
i+

1

2
, j

)e o termo ui+ 1

2
,j+ 1

2

é aproximado por
• Esquema FDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j+ 1

2

=

{
ui+ 1

2
,j−1+(ui+ 1

2
,j+1−ui+ 1

2
,j−1)(−4û5

U +14û4
U−16û3

U +6û2
U +ûU), ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j, ûU /∈ [0, 1],39



Capítulo 5 Modelagem Computaional
• Esquema SDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j+ 1

2

=





ui+ 1

2
,j−1+(ui+ 1

2
,j+1−ui+ 1

2
,j−1)[(4γ−24)û6

U +(68−12γ)û5
U+

(13γ−64)û4
U +(20−6γ)û3

U +γû2
U +ûU ], ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j , ûU /∈ [0, 1],em que

ûU = ûi+ 1

2
,j =

ui+ 1

2
,j − ui+ 1

2
,j−1

ui+ 1

2
,j+1 − ui+ 1

2
,j−1

;� Aproximações para ui+ 1

2
,j+ 1

2

quando vf < 0: nesse aso as posições D, R e U assumem,respetivamente, os valores
D =

(
i+

1

2
, j

)
, R =

(
i+

1

2
, j + 2

) e U =

(
i+

1

2
, j + 1

)e, assim, o termo ui+ 1

2
,j+ 1

2

é aproximado por:
• Esquema FDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j+ 1

2

=

{
ui+ 1

2
,j+2+(ui+ 1

2
,j−ui+ 1

2
,j+2)(−4û5

U +14û4
U−16û3

U +6û2
U +ûU), ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j+1, ûU /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j+ 1

2

=





ui+ 1

2
,j+2+(ui+ 1

2
,j−ui+ 1

2
,j+2)[(4γ−24)û6

U +(68−12γ)û5
U+

(13γ−64)û4
U +(20−6γ)û3

U +γû2
U +ûU ], ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j+1, ûU /∈ [0, 1],

ûU = ûi+ 1

2
,j+1 =

ui+ 1

2
,j+1 − ui+ 1

2
,j+2

ui+ 1

2
,j − ui+ 1

2
,j+2

;� Aproximações para ui+ 1

2
,j− 1

2

quando vg ≥ 0: nesse aso as posições D, R e U assumem,respetivamente, os valores
D =

(
i+

1

2
, j

)
, R =

(
i+

1

2
, j − 2

) e U =

(
i+

1

2
, j − 1

)e, assim, o termo ui+ 1

2
,j− 1

2

é aproximado por: 40



5.3 Disretização de Navier-Stokes 2D, 2D-1/2 e 3D
• Esquema FDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j− 1

2

=

{
ui+ 1

2
,j−2+(ui+ 1

2
,j−ui+ 1

2
,j−2)(−4û5

U +14û4
U−16û3

U +6û2
U +ûU), ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j−1, ûU /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j− 1

2

=






ui+ 1

2
,j−2+(ui+ 1

2
,j−ui+ 1

2
,j−2)[(4γ−24)û6

U +(68−12γ)û5
U+

(13γ−64)û4
U +(20−6γ)û3

U +γû2
U +ûU ], ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j−1, ûU /∈ [0, 1],

ûU = ûi+ 1

2
,j−1 =

ui+ 1

2
,j−1 − ui+ 1

2
,j−2

ui+ 1

2
,j − ui+ 1

2
,j−2

;� Aproximações para ui+ 1

2
,j+ 1

2

quando vg < 0: nesse aso as posições D, R e U assumem,respetivamente, os valores
D =

(
i+

1

2
, j − 1

)
, R =

(
i+

1

2
, j + 1

) e U =

(
i+

1

2
, j

)

• Esquema FDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j− 1

2

=

{
ui+ 1

2
,j+1+(ui+ 1

2
,j−1−ui+ 1

2
,j+1)(−4û5

U +14û4
U−16û3

U +6û2
U +ûU), ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j, ûU /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
ui+ 1

2
,j− 1

2

=





ui+ 1

2
,j+1+(ui+ 1

2
,j−1−ui+ 1

2
,j+1)[(4γ−24)û6

U +(68−12γ)û5
U+

(13γ−64)û4
U +(20−6γ)û3

U +γû2
U +ûU ], ûU ∈ [0, 1],

ui+ 1

2
,j, ûU /∈ [0, 1],

ûU = ûi+ 1

2
,j =

ui+ 1

2
,j − ui+ 1

2
,j+1

ui+ 1

2
,j−1 − ui+ 1

2
,j+1

.Considera-se agora o aso em que a variável φ = κ (a energia inétia média da turbulênia)é transportada na direção x om veloidade u, isto é o primeiro termo da equação (5.10). Nesseaso, a aproximação para a derivada onvetiva orrespondente é dada por
∂(uκ)

∂x

∣∣∣
A

=
(uκ)

∣∣∣
f
− (uκ)

∣∣∣
g

δx
. (5.14)41



Capítulo 5 Modelagem ComputaionalNesse aso, A = (i, j), f = i+ 1
2
e g = i− 1

2
, e assim a equação (5.14) torna-se

∂(κu)

∂x

∣∣∣
(i,j)

=
ui+ 1

2
,j · κi+ 1

2
,j − ui− 1

2
,k · κi− 1

2
,j

δx
,em que as veloidade uf e ug são aproximadas por médias, ou seja

uf = ui+ 1

2
,j+ 1

2

=
ui+ 1

2
,j+1 + ui+ 1

2
,j

2

ug = ui− 1

2
,j+ 1

2

=
ui− 1

2
,j+1 + ui− 1

2
,j

2
.A variável turbulenta κ nas posições (i+ 1

2
, j) e (i− 1

2
, j) é aproximada por meio dos esquemasFDPUS-C1 e SDPUS-C1 (para γ ∈ [4, 12]) omo segue:� Aproximações para κi+ 1

2
,j quando uf ≥ 0: nesse aso as posições D, R e U assumem,respetivamente, os valores

D = (i+ 1, j), R = (i− 1, j) e U = (i, j)e o termo κi+ 1

2
,j é aproximado por:

• Esquema FDPUS-C1:
κi+ 1

2
,j=

{
κi−1,j+(κi+1,j−κi−1,j)(−4κ̂5

U +14κ̂4
U−16κ̂3

U +6κ̂2
U +κ̂U), κ̂U ∈ [0, 1],

κi,j , κ̂U /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
κi+ 1

2
,j=





κi−1,j+(κi+1,j−κi−1,j)[(4γ−24)κ̂6
U +(68−12γ)κ̂5

U+

(13γ−64)κ̂4
U +(20−6γ)κ̂3

U +γκ̂2
U +κ̂U ], κ̂U ∈ [0, 1],

κi,j , κ̂U /∈ [0, 1],

κ̂U = κ̂i,j =
κi,j − κi−1,j

κi+1,j − κi−1,j

;� Aproximações para κi+ 1

2
,j quando uf < 0: nesse aso as posições D, R e U assumem,respetivamente, os valores

D = (i, j), R = (i+ 2, j) e U = (i+ 1, j)e o termo κi+ 1

2
,j é aproximado por: 42



5.3 Disretização de Navier-Stokes 2D, 2D-1/2 e 3D
• Esquema FDPUS-C1:

κi+ 1

2
,j=

{
κi+2,j+(κi,j−κi+2,j)(−4κ̂5

U +14κ̂4
U−16κ̂3

U +6κ̂2
U +κ̂U), κ̂U ∈ [0, 1],

κi+1,j , κ̂U /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
κi+ 1

2
,j=






κi+2,j+(κi,j−κi+2,j)[(4γ−24)κ̂6
U +(68−12γ)κ̂5

U+

(13γ−64)κ̂4
U +(20−6γ)κ̂3

U +γκ̂2
U +κ̂U ], κ̂U ∈ [0, 1],

κi+1,j , κ̂U /∈ [0, 1],

κ̂U = κ̂i+1,j =
κi+1,j − κi+2,j

κi,j − κi+2,j
;� Aproximações para κi− 1

2
,j quando ug ≥ 0: nesse aso as posições D, R e U assumem, respe-tivamente, os valores
D = (i, j), R = (i− 2, j) e U = (i− 1, j)e o termo κi− 1

2
,j é aproximado por:

• Esquema FDPUS-C1:
κi− 1

2
,j=

{
κi−2,j+(κi,j−κi−2,j)(−4κ̂5

U +14κ̂4
U−16κ̂3

U +6κ̂2
U +κ̂U), κ̂U ∈ [0, 1],

κi−1,j , κ̂U /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
κi− 1

2
,j=






κi−2,j+(κi,j−κi−2,j)[(4γ−24)κ̂6
U +(68−12γ)κ̂5

U+

(13γ−64)κ̂4
U +(20−6γ)κ̂3

U +γκ̂2
U +κ̂U ], κ̂U ∈ [0, 1],

κi−1,j , κ̂U /∈ [0, 1],

κ̂U = κ̂i−1,j =
κi−1,j − κi−2,j

κi,j − κi−2,j

;� Aproximações para κi− 1

2
,j quando ug < 0: nesse aso as posições D, R e U assumem, respe-tivamente, os valores
D = (i− 1, j), R = (i+ 1, j) e U = (i, j)e o termo κi− 1

2
,j é aproximado por: 43
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• Esquema FDPUS-C1:

κi− 1

2
,j=

{
κi+1,j+(κi−1,j−κi+1,j)(−4κ̂5

U +14κ̂4
U−16κ̂3

U +6κ̂2
U +κ̂U), κ̂U ∈ [0, 1],

κi,j , κ̂U /∈ [0, 1],

• Esquema SDPUS-C1:
κi− 1

2
,j=






κi+1,j+(κi−1,j−κi+1,j)[(4γ−24)κ̂6
U +(68−12γ)κ̂5

U+

(13γ−64)κ̂4
U +(20−6γ)κ̂3

U +γκ̂2
U +κ̂U ], κ̂U ∈ [0, 1],

κi,j , κ̂U /∈ [0, 1],

κ̂U = κ̂i,j =
κi,j − κi+1,j

κi−1,j − κi+1,j

.É importante observar que os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 fazem uso de três pontosvizinhos (D, U e R) para estimar uma variável onvetada. Assim para o álulo próximo àsfronteiras usa-se o esquema FOU [61℄ de primeira ordem quando não for possível utilizar essestrês pontos.5.3.1 Algoritmo Base para Simulação de Esoamentos Inompressíveisom Superfíies LivresNesta subseção apresenta-se o algoritmo base para a simulação de esoamentos inompres-síveis om superfíies livres móveis sem envolver efeitos de turbulênia e visoelástios. Osalgoritmos ompletos para a simulação envolvendo efeitos de turbulênia e visoelástios po-dem ser enontrados em Kurokawa [40℄ e Martins [48℄. O algoritmo base é expliado omosegue. Admite-se que num dado instante de tempo tn, as variáveis dependentes são onheidase as ondições de ontorno assoiadas estão espei�adas. Um ilo omputaional onsiste ematualizar as variáveis disretas, a partir do tempo iniial t0 (ou um tempo anterior tn) no tempo
t1 = t0 + δt (ou tn+1 = tn + δt), utilizando-se uma série de passos inter-relaionados, baseadosno método da projeção de Chorin [13℄. Para tanto, onsidera-se que no tempo t0 (ou tn) asondições iniiais e de ontorno são onheidas para o ampo de veloidade e pressão [67℄. Oampo de veloidade em t1 = t0 + δt (ou tn+1 = tn + δt) é alulado pela sequênia de passos:� Passo 1: Atualizam-se as ondições de ontorno nas regiões de entrada, na saída de �uidoe nas paredes rígidas. Na superfíie livre, o ampo de veloidade é alulado por meio dasequações (2.41) e (2.42), e a pressão é determinada por meio da equação (2.43) [67℄;� Passo 2: Calula-se o ampo de veloidade intermediário ũi expliitamente por meio de

ũi = ui + δt

{
−∂(uiuj)

∂xj

− ∂P̃

∂xi

+
1

Re

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

)
+

1

Fr2
gi

}
, i = 1, 2, 3,44



5.3 Disretização de Navier-Stokes 2D, 2D-1/2 e 3Dem que P̃ é uma pressão arbitrária (tentativa);� Passo 3: Resolve-se a equação de Poisson para a potenial auxiliar ϕ por meio de
∂

∂xi

(
∂ϕ

∂xi

)
=

(
∂ũi

∂xi

)
, i = 1, 2, 3, (5.15)om a ondição homogênea de Dirihlet na superfíie livre e saída e a ondição homogênea deNeumann em ontornos rígidos e entrada. O sistema de equações lineares (5.15) é resolvidopelo método dos gradientes onjugados [34℄;� Passo 4: Atualiza-se o ampo de veloidade por (ver Denaro [20℄)

ui = ũi −
∂ϕ

∂xi
, i = 1, 2, 3; (5.16)� Passo 5: Determina-se a pressão por (para detalhes veja Ferreira [25℄)

P = P̃ +
ϕ

δt
; (5.17)� Passo 6: De�nem-se as novas posições das partíulas maradoras que representam o �uidopor meio da resolução do sistema de EDOs (Equações Difereniais Ordinárias)

dxi

dt
= ui, i = 1, 2, 3, (5.18)pelo método de Euler explíito [5℄. Essas partíulas permitem a visualização do esoamento ea orientação da superfíie livre.Por �m, volta-se ao Passo 1 e dá-se iníio ao próximo ilo omputaional.
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Capítulo
6Resultados Numérios 1D

Este apítulo tem omo objetivo demonstrar/analisar o omportamento, a validade, a �e-xibilidade e a robustez dos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Para isso, resolvem-se váriosasos de problemas lineares e não lineares de leis de onservação 1D, tais omo: i) equaçãode adveção de esalares; ii) equações não lineares de Burgers e Bukley-Leverett; e iii) siste-mas hiperbólios de águas rasas e Euler. As soluções numérias geradas pelos novos esquemasFDPUS-C1 e SDPUS-C1 e por esquemas presentes na literatura (ver seções 3.4 e 3.6 do apí-tulo 3) são omparadas om as soluções exatas (quando existentes) ou de referênia. Ainda,neste apítulo, avalia-se o valor do parâmetro livre γ para o esquema SDPUS-C1, onfronta-se,para o problema de adveção de esalares, os resultados numérios obtidos om os esquemasFDPUS-C1 e SDPUS-C1 om os do esquema WENO (ver Balsara e Shu [6℄) de tereira ordem,determina-se a ordem de onvergênia, e analisa-se a restrição TVD para alguns dos esquemasanteriormente itados.6.1 Adveção de EsalaresProblemas de adveção de esalares são formulados pela lei de onservação 1D (2.1), oma variável onservada e �uxo numério dados, respetivamente, por (2.2) e (2.3). A equaçãode adveção é suplementada om diversas ondições iniiais e, em todos os asos onsidera-dos, aplia-se a ondição de Dirihlet homogênea no ontorno. As soluções numérias obtidasom os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são omparadas om as soluções exatas dadas por(2.6) e om as aproximações geradas pelos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS (α = 2), CU-BISTA e VONOS. Para análise da restrição TVD também são onsiderados os esquemas FOUe Lax-Wendro� [19℄. Além disso, os novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são omparadosom o esquema WENO de tereira ordem. A maioria desses resultados podem ser enontrados47



Capítulo 6 Resultados Numérios 1Dem anais de eventos e periódios (ver o apítulo 9).Caso 1 - Análise da parâmetro γ para o esquema SDPUS-C1. Neste aso analisa-se oparâmetro γ para o esquema SDPUS-C1. Para isso onsidera-se a equação de adveção de�nidaem x ∈ [0, 2] e suplementada om a ondição iniial
u0(x) =






exp− log 50( x−0.1
0.05 )

2

, 0 ≤ x ≤ 0.2,

1, 0.4 < x < 0.6,

0, 0.6 ≤ x ≤ 2.

(6.1)Para a simulação desse problema são onsideradas 300 élulas omputaionais, número deCourant θ = δt
δx

= 0.5 e tempo �nal de simulação t = 0.5. Os resultados numérios estãodisponíveis na Figura 6.1, onde Fig. 6.1-(a) mostra uma omparação entre a solução exata eos resultados obtidos om o esquema SDPUS-C1 para γ = 4, 6, 8, 10, 12. Ainda, nesta mesma�gura apresenta-se uma ampliação do pio (ver Fig. 6.1-(b)) e da desontinuidade (degrau)(ver Fig. 6.1-()) presentes na solução. Por essa �gura, onstata-se que o melhor resultado éobtido para o aso em que γ = 12. Devido a este fato, os demais resultados numérios obtidosom o esquema SDPUS-C1, apresentados nesse apítulo, são gerados para γ = 12 (ver tambémapêndie B).Caso 2 - Comparação dos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 om WENO. O obje-tivo deste aso é omparar o desempenho dos novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 (γ = 12)om o esquema WENO de tereira ordem (para detalhes sobre esse esquema, ver Balsara e Shu[6℄). Para isso, onsidera-se a equação de adveção, de�nida em x ∈ [−1, 1] e suplementadaom a ondição iniial dada por
u0(x) =

{
1, −1

5
≤ x ≤ 1

5
,

0, aso ontrário. (6.2)Para simulação desse aso são onsiderados uma malha de 500 élulas omputaionais,
θ = 0.5 e t = 2.8. Na Figura 6.2, à esquerda, apresenta-se a omparação da solução exata omos resultados numérios obtidos om os esquemas WENO de tereira ordem, FDPUS-C1 (Fig.6.2-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.2-()). À direita, dessa mesma �gura, estão os erros absolutosdados, para ada ponto da malha, por

EA(x) = |unumérica(x) − uexata(x)|, (6.3)ometidos pelos esquemas WENO, FDPUS-C1 (Fig. 6.2-(b)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.2-(d)) eplotados no plano EA(x) ⊥ x. Por essa �gura, vê-se que os resultados obtidos om os esquemasFDPUS-C1 e SDPUS-C1 são melhores e isso mostra que os novos esquemas FDPUS-C1 eSDPUS-C1 são ompetitivos om o esquema onsagrado WENO de tereira ordem.Caso 3 - Análise da restrição TVD. Neste aso, analisa-se a restrição TVD para o esquema48



6.1 Adveção de Esalares
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Figura 6.1: Análise do parâmetro γ para o esquema SDPUS-C1. Comparação entre a soluçãoexata e os resultados numérios para γ = 4, 6, 8, 10, 12 (a); ampliação do pio (b); ampliação dodegrau (). Resultados numérios para a equação de adveção, om ondição iniial (6.1) e ontornode Direhlet homogênea.
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Capítulo 6 Resultados Numérios 1D
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Figura 6.2: Comparação dos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 om WENO. Comparaçãoentre a solução exata e os esquemas WENO, FDPUS-C1 (a) e SDPUS-C1 (); onfronto dos errosabsolutos do esquema WENO om FDPUS-C1 (b) e SDPUS-C1 (d). Resultados numérios para aequação de adveção, om ondição iniial (6.2) e ontorno de Direhlet homogênea.
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6.1 Adveção de Esalaresde primeira ordem FOU, de segunda ordem Lax-Wendro� e os esquemas upwind de alta ordemADBQUICKEST, FDPUS-C1 e SDPUS-C1 (γ = 12). Para isso, onsidera-se a equação deadveção de�nida em x ∈ [−1, 5] e suplementada om a ondição iniial
u0(x) =

{
1, −1

3
≤ x ≤ 1

3
,

0, aso ontrário. (6.4)Para essa análise, alula-se a TV, dada por (3.11), a ada passo no tempo, em 100, 200e 400 élulas omputaionais, om θ = 0.5 e t = 4. Os resultados são, então, plotados noplano TV (u(t)) ⊥ t e ada esquema é analisado quanto ao seu omportamento, ou seja, paraque o mesmo satisfaça a restrição TVD, sua TV (função TV = TV (u(t))) deve ser onstante,onstante por parte ou deresente (ver de�nição (3.13)). É interessante também detetar seessa função está onvergindo para a TV exata (função onstante dada pela reta TV (u(t)) = 2).Como omplementação, ompara-se a solução exata om os resultados numérios geradospelos os esquemas Lax-Wendro�, FOU, ADBQUICKEST, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Salienta-seque esses resultados numérios são apresentados para x ∈ [3, 5], uma vez que para o tempoonsiderado (t = 4) a ondição iniial é transportada para esse intervalo (ver de�nição (2.6)).Na Figura 6.3 (em que N representa o número de élulas omputaionais) estão apresenta-das, à esquerda, as omparações entre a solução exata e as soluções numérias geradas pelosesquemas Lax-Wendro� (Fig. 6.3-(a)) e FOU (Fig. 6.3-()). À direita, dessa mesma �gura,estão ilustradas as omparações entre a TV exata e as obtidas om os esquemas Lax-Wendro�(Fig. 6.3-(b)) e FOU (Fig. 6.3-(d)). Como já era de se esperar (ver por exemplo Cunha [19℄ eThomas [65℄), por essa �gura, onstata-se que o esquema Lax-Wendro� é dispersivo (ver Fig.6.3-(a)), ou seja, apresenta osilações não físias, além disso, esse esquema não é TVD (verFig. 6.3-(b)), uma vez que a TV numéria não satisfaz (3.13) e não onverge para TV exata.Também, por essa mesma �gura, observa-se que o esquema FOU é dissipativo, ou seja, as so-luções numérias são suavizadas próximo as desontinuidades (ver Fig. 6.3-()) e que o mesmosatisfaz a restrição TVD, pois a TV tem um omportamento deresente, e onforme re�na-sea malha, a mesma onverge para TV exata.Na Figura 6.4 são apresentados os resultados para os esquemas de alta resolução que sa-tisfazem a restrição TVD. À esquerda dessa �gura são ilustradas as omparações entre a solu-ção exata e os resultados numérios gerados pelos esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.4-(a)),FDPUS-C1 (Fig. 6.4-()) e SDPUS-C1 (Fig. 6.4-(e)). À direita, ompara-se a TV exata omas TVs dos esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.4-(b)), FDPUS-C1 (Fig. 6.4-(d)) e SDPUS-C1(Fig. 6.4-(f)). Salienta-se que para ilustração dos resultados obtidos para TVs, a malha de 400élulas omputaionais é desonsiderada, pois a TV numéria determinada para os esquemasupwind de alta ordem (ADBQUICKEST, FDPUS-C1 e SDPUS-C1) onverge para TV exata(função onstante dada pela reta TV (u(t)) = 2) om 200 élulas omputaionais. Observa-sepor essa �gura que as aproximações são satisfatórias e que os esquemas satisfazem à restrição51



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D
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Figura 6.3: Análise da restrição TVD. Comparação entre a solução exata e os esquemasLax-Wendro� (a) e FOU (); omparação da TV exata om a TV numéria dos esquemas Lax-Wendro�(b) e FOU (d). Resultados numérios para a equação de adveção, om ondição iniial (6.4) e ontornode Direhlet homogênea.
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6.1 Adveção de EsalaresTVD, uma vez que as TVs onvergem para TV exata (TV = 2) e apresentam um omporta-mento deresente ou onstantes. Em partiular, observa-se, por essa mesma �gura, que osresultados obtidos om os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são melhores que os gerados peloesquema ADBQUICKEST.Caso 4 - Ordem de onvergênia. Este aso tem omo propósito veri�ar a preisão dosesquemas ADBQUICKEST, TOPUS, CUBISTA, VONOS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1 (γ = 12)em regiões suaves. Para tanto, onsidera-se a equação de adveção de�nida no domínio [−π, π]e suplementada om a ondição iniial suave (Herrmann et al. [33℄)
u0(x) = sen(x). (6.5)Por meio dos resultados numérios obtidos para este problema, são determinados, para adamétodo, os erros relativos (entre as soluções exata e a numéria) e uma estimativa para a ordemde onvergênia. Os erros relativos Eh entre as soluções exata e numéria (ambas geradas emuma malha de espaçamento h), nas normas L1, L2 e L∞, são de�nidos, respetivamente por

||Eh||1 =

∑N
i=1 |ui,exata − ui,numérica|∑N

i=1 |ui,exata|
, (6.6)

||Eh||2 =

√∑N
i=1(ui,exata − ui,numérica)

2

∑N
i=1(ui,exata)2

, (6.7)
||Eh||∞ =

max1≤i≤N |ui,exata − ui,numérica|
max1≤i≤N |ui,exata|

. (6.8)Uma estimativa para o erro ||Eh||k, om k = 1, 2,∞, para as aproximações numérias édada da seguinte forma (ver Thomas [65℄)
||Eh||k ≈ Chp, (6.9)em que C é uma onstante dependente dos dados do problema e p é uma estimativa para ordemde onvergênia.Para o álulo de p, estima-se o erro relativo ||Eh

2

||k

||Eh
2

||k ≈ C

(
h

2

)p

, (6.10)em seguida, divide-se (6.9) por (6.10) obtendo-se
||Eh||k
||Eh

2

||k
≈ hp

(
h
2

)p = 2p (6.11)53
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Figura 6.4: Análise da restrição TVD. Comparação entre a solução exata e os esquemas ADB-QUICKEST (a), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (e); omparação da TV exata om as TVs numériasdos esquemas ADBQUICKEST (b), FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (f). Resultados numérios para aequação de adveção, om ondição iniial (6.4) e ontorno de Direhlet homogênea.54



6.1 Adveção de Esalarese aplia-se log em ambos os membros de (6.11) obtendo-se, assim,
p ≈

(
log

||Eh||k
||Eh

2

||k

)
/ log 2. (6.12)Os resultados numérios são obtidos a partir de ino malhas (om 20, 40, 80, 160 e 320élulas omputaionais), om θ = 0.5 e t = 1. Determinam-se os erros relativos por meio dasde�nições (6.6),(6.7) e (6.8) e as estimativas para a ordem de onvergênia por meio de (6.12).Esses dados estão apresentados na Tabela 6.1. Por essa tabela onsta-se que o esquema VONOSapresenta a estimativa mais baixa para ordem de onvergênia; os esquemas CUBISTA, TOPUSe FDPUS-C1 apresentam resultados semelhantes; e os esquemas ADBQUICKEST e SDPUS-C1apresentam os melhores resultados.Caso 5 - Forma W-shape. Neste aso é apresentado o problema proposto por Wei e Gu[77℄ (a famosa forma W-shape) que orresponde à equação de adveção, suplementada om aondição iniial

u0(x) =





1, 0 ≤ x ≤ 0.2,

4x− 3
5
, 0.2 < x ≤ 0.4,

−4x+ 13
5
, 0.4 < x ≤ 0.6,

1, 0.6 < x ≤ 0.8,

0, aso ontrário. (6.13)
A solução deste problema apresenta desontinuidades severas que são difíeis de resolver(ver Toro [68℄, Wei e Gu [77℄). Para simulação são onsiderados uma malha uniforme de 400élulas omputaionais, θ = 0.3 e t = 0.1. Na Figura 6.5 estão apresentadas a solução exatae as soluções numérias obtidas om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.5-(a)), TOPUS(Fig. 6.5-(b)), CUBISTA (Fig. 6.5-()), VONOS (Fig. 6.5-(d)), FDPUS-C1 (Fig. 6.5-(e)) eSDPUS-C1 (Fig. 6.5-(f)). Pode ser observado por esta �gura que os dados numérios geradospor esses esquemas, exeto àquele pelo esquema VONOS, apresentam boa onordânia, umavez que os vales e os pios são apturados satisfatoriamente e são livres de osilações.Caso 6 - Apliação interessante. Neste aso a equação de adveção é de�nida em [−1, 1] esuplementada om a ondição iniial dada por

u0(x) =

{
−sen(πx) − 0.5x3, −1 ≤ x < 0,

−sen(πx) − 0.5x3 + 1, 0 ≤ x ≤ 1.
(6.14)Para a simulação são onsiderados uma malha om 300 élulas omputaionais, t = 0.1 e

θ = 0.5. A Figura 6.6 mostra a omparação entre a solução exata e as soluções numériasgeradas om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.6-(a)), TOPUS (Fig. 6.6-(b)), CUBISTA(Fig. 6.6-()), VONOS (Fig. 6.6-(d)), FDPUS-C1 (Fig. 6.6-(e)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.6-(f)).55



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D
Esquema N ||Eh||1 p ||Eh||2 p ||Eh||∞ pADBQUICKEST 20 0.274 × 10−1 � 0.318 × 10−1 � 0.529 × 10−1 �40 0.800 × 10−2 1.78 0.112 × 10−1 1.51 0.258 × 10−1 1.0980 0.252 × 10−2 1.67 0.453 × 10−2 1.31 0.120 × 10−1 1.05160 0.795 × 10−3 1.66 0.182 × 10−2 1.32 0.623 × 10−2 0.95320 0.247 × 10−3 1.69 0.739 × 10−3 1.30 0.292 × 10−2 1.09TOPUS 20 0.435 × 10−1 � 0.455 × 10−1 � 0.607 × 10−1 �40 0.143 × 10−1 1.61 0.171 × 10−1 1.41 0.310 × 10−1 0.9780 0.465 × 10−2 1.62 0.692 × 10−2 1.30 0.182 × 10−1 0.77160 0.148 × 10−2 1.65 0.282 × 10−2 1.29 0.113 × 10−1 0.68320 0.564 × 10−3 1.39 0.131 × 10−2 1.11 0.877 × 10−2 0.37CUBISTA 20 0.373 × 10−1 � 0.411 × 10−1 � 0.646 × 10−1 �40 0.115 × 10−1 1.70 0.154 × 10−1 1.42 0.332 × 10−1 0.9480 0.388 × 10−2 1.58 0.646 × 10−2 1.25 0.180 × 10−1 0.88160 0.123 × 10−2 1.65 0.260 × 10−2 1.31 0.909 × 10−2 0.99320 0.490 × 10−3 1.69 0.200 × 10−2 1.24 0.446 × 10−2 1.03VONOS 20 0.285 × 10−1 � 0.334 × 10−1 � 0.494 × 10−1 �40 0.115 × 10−1 1.31 0.152 × 10−1 1.13 0.332 × 10−1 0.5780 0.337 × 10−2 1.64 0.598 × 10−2 1.35 0.169 × 10−1 0.98160 0.101 × 10−2 1.87 0.219 × 10−2 1.45 0.957 × 10−2 0.82320 0.394 × 10−3 1.36 0.891 × 10−3 1.30 0.501 × 10−2 0.93FDPUS-C1 20 0.451 × 10−1 � 0.487 × 10−1 � 0.793 × 10−1 �40 0.144 × 10−1 1.62 0.181 × 10−1 1.42 0.393 × 10−1 1.0580 0.573 × 10−2 1.35 0.799 × 10−2 1.18 0.202 × 10−1 0.96160 0.222 × 10−2 1.37 0.329 × 10−2 1.28 0.100 × 10−2 1.10320 0.865 × 10−3 1.36 0.143 × 10−2 1.21 0.443 × 10−2 1.05SDPUS-C1 20 0.322 × 10−1 � 0.379 × 10−1 � 0.609 × 10−1 �40 0.944 × 10−1 1.77 0.129 × 10−1 1.56 0.303 × 10−1 1.0180 0.307 × 10−2 1.62 0.509 × 10−2 1.34 0.138 × 10−1 1.13160 0.105 × 10−2 1.54 0.212 × 10−2 1.26 0.701 × 10−2 0.98320 0.425 × 10−3 1.31 0.896 × 10−3 1.25 0.354 × 10−2 0.99Tabela 6.1: Ordem de onvergênia. Erros nas normas L1, L2 e L∞ e estimativas da ordem de on-vergênia para os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, CUBISTA, VONOS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1.Dados para a equação de adveção, om ondição iniial (6.5) e om ondição de Dirihelet homogêneano ontorno.
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6.1 Adveção de Esalares(a) (b)
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Figura 6.5: Forma W-Shape . Comparação entre a solução exata e os esquemas ADBQUICKEST(a), TOPUS (b), CUBISTA (), VONOS (d), FDPUS-C1 (e) e SDPUS-C1 (f) para a equação deadveção, om ondição iniial (6.13) e ontorno de Direhlet homogênea.57



Capítulo 6 Resultados Numérios 1DObserva-se por esta �gura que o esquema VONOS apresenta osilações e o esquema ADB-QUICKEST fornee o melhor resultado. Os novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 possuemomportamento semelhante aos esquemas CUBISTA e TOPUS e apresentam resultados satis-fatórios.Caso 7 - Tempos longos de simulação. Neste aso, a habilidade dos esquemas ADBQUIC-KEST, TOPUS, CUBISTA, VONOS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1 é avaliada para tempos longosde simulação. Problemas desse tipo são importantes em muitas apliações prátias, tais omoaeroaústia e LES (Large Eddy Simulation) (ver, por exemplo, Ekaterinaris [22℄). Neste aso,onsidera-se a equação de adveção, de�nida em x ∈ [−55, 245] e suplementada om a ondiçãoiniial
u0(x) = cos(0, 75|x|)e−0,1|x|. (6.15)Os resultados numérios são gerados em uma malha om 9000 élulas omputaionais, em

t = 200 e θ = 0.5. Na Figura 6.7 estão apresentados os resultados numérios (onsiderando x ∈
[145, 255], uma vez que para t = 200 a solução é desloada para esse intervalo), para os esquemasADBQUICKEST (Fig. 6.7-(a)), TOPUS (Fig. 6.7-(b)), CUBISTA (Fig. 6.7-()), VONOS (Fig.6.7-(d)), FDPUS-C1 (Fig. 6.7-(e)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.7-(f)). Por essa �gura, onstata-se queos resultados numérios estão em boa onordânia om a solução exata. Pode-se observarque os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, CUBISTA e os novos esquemas FDPUS-C1 eSDPUS-C1 são apazes de apturar a solução para longos tempos de iteração, ao ontrário doque aontee om o esquema VONOS que exibe osilações �brutais�.
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6.1 Adveção de Esalares(a) (b)

-1 -0,5 0 0,5 1

0

0,5

1

PSfrag replaements
ExataADBQUICKEST

x

u

-1 -0,5 0 0,5 1

0

0,5

1

PSfrag replaements
ExataTOPUS

x

u
() (d)

-1 -0,5 0 0,5 1

0

0,5

1

PSfrag replaements
ExataCUBISTA

x

u

-1 -0,5 0 0,5 1

0

0,5

1

0PSfrag replaements
ExataVONOS

x

u

(e) (f)

-1 -0,5 0 0,5 1

0

0,5

1

PSfrag replaements
ExataFDPUS-C1

x

u

-1 -0,5 0 0,5 1

0

0,5

1

PSfrag replaements
ExataSDPUS-C1

x

u

Figura 6.6: Apliação interessante. Comparação entre a solução exata e os esquemas ADBQUIC-KEST (a), TOPUS (b), CUBISTA (), VONOS (d), FDPUS-C1 (e) e SDPUS-C1 (f) para a equaçãode adveção, om ondição iniial (6.14) e ontorno de Direhlet homogênea.59



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D(a) (b)
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Figura 6.7: Tempos longos de simulação. Comparação entre a solução exata e os esquemasADBQUICKEST (a), TOPUS (b), CUBISTA (), VONOS (d), FDPUS-C1 (e) e SDPUS-C1 (f) paraa equação de adveção, om ondição iniial (6.15) e ontorno de Direhlet homogênea.60



6.1 Adveção de Esalares6.2 Equação de Burgers sem e om VisosidadeA equação não linear de Burgers om visosidade é formulada pela lei de onservação 1D(2.1), om variável onservada e �uxo numério dados respetivamente por (2.7) e (2.8). Assoluções numérias, obtidas para essa equação, geradas om os novos esquemas FDPUS-C1e SDPUS-C1 são omparadas om as soluções exatas e om os resultados numérios obtidospelos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS e Superbee. Também analisa-se a restrição TVDe estimam-se as ordens de onvergênia. Ainda, neste apítulo, apresentam-se os resultadosnumérios dos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 para a equação de Burgers om visosidade,dada por (2.9). Esses resultados podem ser enontrados em anais de eventos e periódiospubliados pela autora (ver o apítulo 9).6.2.1 Equação de Burgers sem VisosidadeNesta subseção apresentam-se os resultados obtidos para equação de Burgers sem visosi-dade.Caso 1 - Dados iniiais ontínuos por partes. Neste aso a equação de Burgers é de�nidaem x ∈ [0, 0.6], suplementada om a ondição iniial
u0(x) =

{
1
2
, x = 0,

0, x > 0
(6.16)e om ondições de ontorno dadas por

u(0, t) =
1

2
e u(0.6, t) = 0. (6.17)Este problema é interessante uma vez que possui solução exata dada por

u(x, t) =

{
1
2
, x < 1

4
t,

0, x > 1
4
t.

(6.18)As soluções numérias são geradas em uma malha om 60 élulas omputaionais, t = 0.9e θ = 0.9. A Figura 6.8 mostra a omparação da solução exata om os resultados numériosgerados pelos esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.8-(a)), TOPUS (Fig. 6.8-(b)), FDPUS-C1(Fig. 6.8-()) e SDPUS-C1 (Fig. 6.8-(d)). Em Fig. 6.8-(e) onfrontam-se as soluções numériasobtidas om os esquemas anteriormente itados. Por essas �guras observa-se que os resultadosgerados pelos esquemas estão em boa onordânia om a solução exata. Constata-se aindaque o esquema SDPUS-C1 oferee o melhor resultado (ver Fig. 6.8-(e)).Caso 2 - Problema de Platzman. Neste aso a equação de Burgers é de�nida em x ∈ [0, 2π],61
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Figura 6.8: Dados iniiais ontínuos por partes. Comparação entre a solução exata e os esque-mas ADBQUICKEST (a), TOPUS (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d); omparação das soluçõesnumérias (e). Resultados numérios para a equação de Burgers sem visosidade, om as ondiçõesiniial (6.16) e de ontorno (6.17). 62



6.2 Equação de Burgers sem e om Visosidadesuplementada om a ondição iniial dada por
u(x, 0) = sen(x) (6.19)e om ondições de ontorno de Dirihlet homogêneas. Este aso é interessante para análise dedesempenho dos esquemas, uma vez que possui solução exata dada por (ver Platzman [51℄)

u(x, t) = −2
∑

m

Jm(−mt)
mt

sen(mx), (6.20)em que Jm é a função de Bessel. Esta solução é válida até t = 1, uma vez que o hoque oorrenesse tempo. Para omparação om os resultados numérios, até t = 1 onsidera-se um soluçãosemi-analítia em que a série em (6.20) é trunada para m = 200. Após o hoque (t = 1)onsidera-se uma solução de referênia gerada pelo esquema FOU.Para análise são onsideradas três etapas, denominadas: i) pré-hoque (antes de t = 1);ii) hoque (em t = 1); e iii) pós-hoque (depois t = 1). As soluções numérias, obtidas nastrês etapas, são geradas om os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, Superbee, FDPUS-C1 eSDPUS-C1.i) Etapa pré-hoque. Nesta etapa, os esquemas são analisados de quatro formas diferentes, asaber: análise da restrição TVD; análise de erro absoluto; álulo do erro relativo e estimativaspara ordem de onvergênia; e por �m, veri�ação da transição da etapa pré-hoque para etapahoque (aso transiente).� Análise da restrição TVD. Esta etapa se iniia om a avaliação dos esquemas ADBQUIC-KEST, TOPUS, Superbee, FDPUS-C1 e SDPUS-C1 quanto a restrição TVD. Para tanto,alula-se a TV, dada por (3.11), a ada passo no tempo, plotam-se os resultados numéri-os no plano TV (u(t)) ⊥ t e, por �m, faz-se a análise do omportamento dos esquemas deforma análoga omo a feita para a equação de adveção (Caso 3 - Análise TVD). Para isso,onsideram-se 100, 200, 400 e 800 élulas omputaionais e t = 0.25 (antes do hoque). NaFigura 6.9 são omparadas a TV gerada pela solução semi-analítia (função onstante dadapela reta TV (u(t)) = 4) e as TVs derivadas dos esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.9-(a)),TOPUS (Fig. 6.9-(b)) Superbee (Fig. 6.9-()), FDPUS-C1 (Fig. 6.9-(d)) e SDPUS-C1 (Fig.6.9-(e)). Por essa �gura, nota-se que todos os esquemas são TVD, embora os resultados paraas malha 100, 200 e 400 não satisfaçam a de�nição para restrição TVD (3.13), na malha 800as TVs (aluladas para os esquemas anteriormente itados) tende a TV semi-analítia omomportamento deresente.� Análise de erro absoluto. A Figura 6.10 mostra a distribuições de erro absoluto ( emfunção de x, dado por (6.3) e plotado no plano logEA(x) ⊥ logx), ometidos pelos esquemasADBQUICKEST (Fig. 6.10-(a)), TOPUS (Fig. 6.10-(b)), Superbee (Fig. 6.10-()), FDPUS-C1(Fig. 6.10-(d)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.10-(e)). Para simulação são onsiderados uma malha om63
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Figura 6.9: Problema de Platzman. i) Etapa pré-hoque - Análise TVD. Comparação entrea TV semi-analítia e a TV numéria dos esquemas ADBQUICKEST (a), TOPUS (b), Superbee (),FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (e) para a equação de Burgers sem visosidade, om ondição iniial(6.19) e om ondição de Direhlet homogênea no ontorno.64



6.2 Equação de Burgers sem e om Visosidade400 élulas omputaionais, θ = 0.3 e t = 0.25. Por essa �gura, onstata-se que um limitantesuperior para o erro é menor que 10−3, o que implia boa onordânia entre as soluçõessemi-analítia e as aluladas pelos esquemas anteriormente itados.� Ordem de onvergênia. Agora, alula-se o erro relativo ||Eh||k (k = 1, 2,∞), dado por(6.6), (6.7) e (6.8), e estima-se a ordem de onvergênia p, de�nida por (6.12), para os esque-mas ADBQUICKEST, TOPUS, Superbee, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. Os resultados numériossão obtidos em malhas om 10, 20, 40, 80 e 160 élulas omputaionais, t = 0.25 (antes dohoque) e θ = 0.3 e estão apresentados na Tabela 6.2. Por essa tabela, onstata-se que os es-quemas TOPUS e Superbee possuem desempenho semelhante; os esquemas ADBQUICKEST,FDPUS-C1 e SDPUS-C1 apresentam dados similares. Por essa mesma tabela, vê-se que oesquema SDPUS-C1 oferee os melhores resultados.� Caso transiente. Para ilustrar o omportamento da solução na transição da etapa pré-hoquepara a etapa hoque, onsideram-se os novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1, uma malhade 400 élulas omputaionais e θ = 0.5. Os resultados numérios são gerados em interva-los de tempo de 0.25, om tempo �nal de simulação t = 1. Na Figura 6.11 apresentam-seas soluções numérias geradas om os esquemas FDPUS-C1 (Fig. 6.11-(a)), SDPUS-C1 (Fig.6.11-(b)) e solução semi-analítia (Fig. 6.11-()), dada por (6.20), om m = 200. Por essa�gura onstata-se que os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 apturam muito bem a solução.ii) Etapa hoque. Uma das araterístias dos problemas formulados pela equação de Burgersé que, mesmo onsiderando ondições iniiais suaves (omo é o aso deste problema), omo passar do tempo irá oorrer o hoque. Neste aso simulado, om ondição iniial suavedada por (6.19), o hoque oorre para t = 1. Considerando esse tempo, uma malha om400 élulas omputaionais e θ = 0.3, na Figura 6.12, à esquerda, apresentam-se a soluçãoexata, dada por (6.20), e os resultados numérios gerados om os esquemas ADBQUICKEST(Fig. 6.12-(a)), TOPUS (Fig. 6.12-()), Superbee (Fig. 6.12-(e)). Ainda nesta �gura, aso àdireita, apresenta-se a distribuição do erro absoluto (dado por (6.3) e onsiderado em esalalogarítmia), para os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.12-(b)), TOPUS (Fig. 6.12-(d)),Superbee (Fig. 6.12 - (f)).Na Figura 6.13, à esquerda, omparam-se a solução semi-analítia om os resultados numéri-os gerados om os esquemas FDPUS-C1 (Fig. 6.13-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.13-()). À direitadessa mesma �gura, apresenta-se a distribuição do erro absoluto (de�nido por (6.3) e plotadono plano logEA(x) ⊥ log x) gerada pelos esquemas FDPUS-C1 (Fig. 6.13-(b)) e SDPUS-C1(Fig. 6.13-(d)). Por essas �guras, 6.12 e 6.13, onstata-se que as soluções numérias estão emótima onordânia om a solução semi-analítia. Também veri�a-se que um limitante supe-rior para o erro absoluto, ometido pelos esquemas, é menor que 10−2, o que implia em boaonordânia entre as soluções semi-analítia e numéria. Além disso, pode-se observar que osesquemas possuem desempenho similar.iii) Etapa pós-hoque. Nesta etapa analisa-se o omportamento das soluções (de referênia65
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Figura 6.10: Problema de Platzman. i) Etapa pré-hoque - Análise do erro absoluto.Erro absoluto (em esala logarítmia) dos esquemas ADBQUICKEST (a), TOPUS (b), Superbee (),FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (e), para a equação de Burgers, sem visosidade, om ondição iniial(6.19) e ondição de ontorno de Direhlet homogênea.66



6.2 Equação de Burgers sem e om Visosidade
Esquema N ||Eh||1 p ||Eh||2 p ||Eh||∞ pADBQUICKEST 10 0.149 × 10−1 � 0.152 × 10−1 � 0.178 × 10−1 �20 0.406 × 10−2 1.87 0.424 × 10−2 1.84 0.553 × 10−2 1.6840 0.137 × 10−2 1.56 0.157 × 10−2 1.43 0.246 × 10−2 1.1780 0.601 × 10−3 1.19 0.631 × 10−3 1.31 0.100 × 10−2 1.29160 0.300 × 10−3 1.01 0.301 × 10−3 1.06 0.504 × 10−3 0.99TOPUS 10 0.187 × 10−1 � 0.207 × 10−1 � 0.246 × 10−1 �20 0.650 × 10−2 1.52 0.718 × 10−2 1.52 0.974 × 10−2 1.3340 0.303 × 10−2 1.09 0.335 × 10−2 1.09 0.485 × 10−2 1.0080 0.148 × 10−2 1.03 0.166 × 10−2 1.01 0.283 × 10−2 0.77160 0.739 × 10−3 1.00 0.904 × 10−3 0.87 0.150 × 10−2 0.89Superbee 10 0.195 × 10−1 � 0.333 × 10−1 � 0.359 × 10−1 �20 0.727 × 10−2 1.42 0.111 × 10−1 1.57 0.173 × 10−2 1.0440 0.305 × 10−2 1.25 0.499 × 10−2 1.15 0.801 × 10−2 1.1180 0.127 × 10−2 1.26 0.206 × 10−2 1.27 0.320 × 10−2 1.32160 0.681 × 10−3 0.89 0.909 × 10−3 1.17 0.159 × 10−2 1.01FDPUS-C1 10 0.199 × 10−1 � 0.240 × 10−1 � 0.244 × 10−1 �20 0.541 × 10−2 1.87 0.703 × 10−2 1.82 0.736 × 10−2 1.7240 0.209 × 10−2 1.36 0.302 × 10−2 1.21 0.336 × 10−2 1.1380 0.100 × 10−2 1.06 0.140 × 10−2 1.11 0.161 × 10−2 1.05160 0.502 × 10−3 0.99 0.705 × 10−3 0.99 0.817 × 10−3 0.89SDPUS-C1 10 0.177 × 10−1 � 0.200 × 10−1 � 0.258 × 10−1 �20 0.477 × 10−2 1.89 0.557 × 10−2 1.85 0.802 × 10−2 1.6840 0.158 × 10−2 1.59 0.201 × 10−2 1.47 0.343 × 10−2 1.2280 0.657 × 10−3 1.26 0.785 × 10−3 1.35 0.160 × 10−2 1.10160 0.303 × 10−3 1.11 0.353 × 10−3 1.15 0.820 × 10−3 0.96Tabela 6.2: Problema de Platzman. i) Etapa pré-hoque - Ordem de onvergênia. Errosnas normas L1, L2 e L∞ e estimativas da ordem de onvergênia para os esquemas ADBQUICKEST,TOPUS, Superbee, FDPUS-C1 e SDPUS-C1 para a equação de Burgers, sem visosidade, om ondiçãoiniial (6.19) e om ondição de Dirihelet homogênea no ontorno.
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Figura 6.11: Problema de Platzman. i) Etapa pré-hoque - Caso transiente. Soluçõesnumérias dos esquemas FDPUS-C1 (a), SDPUSC1 (b) e solução semi-analítia () para a equaçãode Burgers sem visosidade, om ondição iniial dada por (6.19) e ondição de ontorno de Direhlethomogêneas, geradas em intervalos de tempo de 0.25, om tempo �nal de simulação t = 1.
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6.2 Equação de Burgers sem e om Visosidade(a) (b)

0 2 4 6

-1

0

1

PSfrag replaements
Semi-AnalítiaADBQUICKEST

x

u

0,0001 0,001 0,01 0,1 1
1e-06

1e-05

0,0001

0,001

0,01

0,1

0,0001 0,001 0,01 0,1 1
1e-06

1e-05

0,0001

0,001

0,01

0,1

PSfrag replaements
logx

lo
g
E

A
(x

)
() (d)

0 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

PSfrag replaements
Semi-AnalítiaTOPUS

x

u

0,001 0,01 0,1 1
1e-05

0,0001

0,001

0,01

0,1

PSfrag replaements
logx

lo
g
E

A
(x

)

(e) (f)

0 2 4 6

-1

0

1

PSfrag replaements
Semi-AnalítiaSuperbee

x

u

0,001 0,01 0,1 1
1e-06

1e-05

0,0001

0,001

0,01

0,1

0,001 0,01 0,1 1
1e-06

1e-05

0,0001

0,001

0,01

0,1

PSfrag replaements
logx

lo
g
E

A
(x

)

Figura 6.12: Problema de Platzman. ii) Etapa hoque - Comparações. Comparação entre asolução semi-analítia e os esquemas ADBQUICKEST (a), TOPUS () e Superbee (e); erro absoluto(em esala logarítmia) dos esquemas ADBQUICKEST (b), TOPUS (d) e Superbee (f). Resultadosnumérios para a equação de Burgers, sem visosidade, om ondições iniial (6.19) e de ontornoDirehlet homogênea. 69
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Figura 6.13: Problema de Platzman. ii) Etapa hoque - Comparações. Comparação entrea solução semi-analítia e os esquemas FDPUS-C1 (a) e SDPUS-C1 (); erros absolutos (em esalalogarítmia) dos esquemas FDPUS-C1 (b) e SDPUS-C1 (d). Resultados numérios para a equação deBurgers, sem visosidade, om ondição iniial (6.19) e ondição de ontorno Direhlet homogênea.
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6.2 Equação de Burgers sem e om Visosidadee numéria) em t = 2, ou seja, no tempo após oorrênia do hoque. Para t = 2 a soluçãoexata dada por (6.20) não é mais válida, assim, uma solução de referênia é gerada om oesquema FOU em 4000 élulas omputaionais e θ = 0.5. As soluções numérias são aluladasem 400 élulas omputaionais, onsiderando-se θ = 0.3. A Figura 6.14 mostra a solução dereferênia e os resultados numérios gerados om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.14-(a)),TOPUS (Fig. 6.14-(b)), Superbee (Fig. 6.14-()), FDPUS-C1 (Fig. 6.14-(d)) e SDPUS-C1 (Fig.6.14-(e)). Por essa �gura onstata-se que as soluções numérias estão em ótima onordâniaom a solução de referênia. Vale salientar, que esses resultados mostram que os novos esquemasFDPUS-C1 e SDPUS-C1 são ferramentas e�ientes na aptura de hoques.6.2.2 Equação de Burgers om VisosidadeNesta subseção apresentam-se os resultados obtidos para a equação de Burgers om viso-sidade.Caso 1 - Caso transiente. Neste aso, onsidera-se a equação de Burgers om visosidade(2.9) de�nida em x ∈ [0, 2π], suplementada om a ondição iniial
u0(x) = 1 + cos(x) (6.21)e om as ondições de ontorno

u(0, t) = 1 + cos(t) e u(1, t) = cos(t) + cos(2π). (6.22)Para a simulação deste problema onsideram-se 10000 élulas omputaionais, θ = 0.5 eoe�iente de visosidade ν = 0.001. Os resultados numérios são gerados em intervalos detempo de 0.25, om tempo �nal de simulação t = 3.25. A Figura 6.15 ilustra esses resultados e,a partir da mesma, pode-se observar que os resultados obtidos pelos métodos FDPUS-C1 (Fig.6.15-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 6.15-(b)) estão em boa onordânia om os resultados numériosde Fatkullin e Hesthaven [24℄, ou seja, om o passar do tempo a solução numéria é propagadapara direita om o deaimento da amplitude e, onsequentemente, a formação de hoque emregiões que apresentam gradientes elevados.
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Figura 6.14: Problema de Platzman. iii) Etapa pós-hoque - Comparações. Comparaçãoentre a solução de referênia e os esquemas ADBQUICKEST (a), TOPUS (b), Superbee (), FDPUS-C1(d) e SDPUS-C1 (e) para a equação de Burgers sem visosidade, om ondição iniial (6.19) e ondiçãode ontorno Direhlet homogênea. 72



6.2 Equação de Burgers sem e om Visosidade(a) (b)
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Figura 6.15: Caso transiente. Resultados numérios dos esquemas FDPUS-C1 (a) e SDPUS-C1 (b)para a equação de Burgers, om visosidade, om ondições iniial (6.21) e ontorno (6.22), geradosem intervalos de tempo de 0.25, om tempo �nal de simulação t = 3.25.6.3 Equação de Bukley-LeverettA equação não linear de Bukley-Leverett é formulada pela lei de onservação 1D (2.1), omvariável onservada e �uxo numério dados, respetivamente, por (2.12) e (2.13). As soluçõesnumérias obtidas para essa equação são geradas om os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS,FDPUS-C1 e SDPUS-C1 e são omparadas om as soluções de referênia.Caso 1 - Dado iniial onstante por partes. Neste aso a equação de Bukley-Leveretté de�nida no domínio [0, 0.6], suplementada om ondição iniial dada por (6.16) e ontornode�nido por (6.17). As soluções numérias são obtidas om os esquemas ADBQUICKEST, TO-PUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1, em uma malha de 500 élulas omputaionais. A solução dereferênia é gerada pelo esquema FOU em 5000 élulas omputaionais. Ambas soluções, de re-ferênia e numéria, são obtidas para t = 0.3, om θ = 0.5. A Figura 6.16 mostra a omparaçãoentre a solução de referênia e os resultados numérios gerados om os esquemas ADBQUIC-KEST (Fig. 6.16-(a)), TOPUS (Fig. 6.16-(b)), FDPUS-C1 (Fig. 6.16-()) e SDPUS-C1 (Fig.6.16-(d)). Para uma melhor análise, em Fig. 6.16-(e) apresenta-se a omparação das soluções,obtidas pelos esquemas anteriormente itados, e ainda, em Fig. 6.16-(f), apresenta-se uma am-pliação da área demarada em Fig. 6.16-(e). Observa-se por essa �gura que as soluções, obtidaspor tais esquemas, estão em boa onordânia om a solução de referênia. Vale salientar, quepor essa mesma �gura, onstata-se que o esquema SDPUS-C1 apresenta melhor desempenhoem relação aos demais esquemas.Caso2 - Problema desa�ador. Neste aso a equação de Bukley-Leverett é de�nida no73
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Figura 6.16: Dado iniial onstante por partes. Comparação entre a solução de referênia eos esquemas ADBQUICKEST (a), TOPUS (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d); omparação dassoluções numérias (e); ampliação (f). Resultados numérios para a equação de Bukley-Leverett, omondições iniial (6.16) e ontorno (6.17). 74



6.3 Equação de Bukley-Leverettdomínio [−1, 1], suplementada om a ondição iniial dada por
u0(x) =

{
1, −0.5 ≤ x ≤ 0,

0, aso ontrário (6.23)e om ondições de Direhlet homogênea no ontorno.Para simulação são onsiderados uma malha de 800 élulas omputaionais, θ = 0.3 e
t = 0.4. A solução de referênia é obtida om o esquema FOU em uma malha de 8000 élulasomputaionais e θ = 0.5. Na Figura 6.17 apresentam-se a solução de referênia e os resultadosnumérios dos esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.17-(a)), TOPUS (Fig. 6.17-(b)), FDPUS-C1(Fig.6.17-()) e SDPUS-C1 (Fig. 6.17-(d)). Nessa �gura, faz-se também uma omparação dassoluções numérias obtidas om os esquemas anteriormente itados (Fig. 6.17-(e)) e em Fig.6.17-(f) apresenta-se a ampliação da área demarada em Fig. 6.17-(e). De forma geral, pode-sever que os resultados numérios são satisfatórios. Salienta-se (ver Fig. 6.17-(f)) que o esquemaFDPUS-C1 apresenta o melhor resultado.
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Figura 6.17: Problema desa�ador. Comparação entre a solução de referênia e os esquemas ADB-QUICKEST (a), TOPUS (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d); omparação das soluções numérias(e); ampliação (f). Resultados numérios para a equação de Bukley-Leverett, om ondição iniial(6.23) e ondição de Direhlet homogênea no ontorno.76



6.3 Equação de Bukley-Leverett6.4 Sistema Hiperbólio Águas RasasO sistema hiperbólio de águas rasas é formulado pela lei de onservação 1D (2.1), om ovetor das variáveis onservadas e função �uxo dados, respetivamente, por (2.16) e (2.17). Assoluções, para esse sistema, são aluladas por meio do paote omputaional CLAWPACK,equipado om os limitadores de �uxo dos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1 eSDPUS-C1. Para mais detalhes sobre esse software ver LeVeque [44℄ e apêndie D.Caso 1 - Problema dam-break. Neste aso o sistema hiperbólio de águas rasas é de�nidoem x ∈ [−5, 5]. No iníio da simulação uma barragem que divide o domínio em duas partes,a saber, o reservatório a esquerda e um anal de fuga a direita, é rompida. Esse problema éonheido na literatura por dam-break problem e as ondições iniiais impostas para h, dadosonstantes por partes (do reservatório e do anal de fuga, separados por uma desontinuidadeem x = 0), são dadas por
h0(x) =

{
3, x ≤ 0,

1, x > 0,
(6.24)om veloidade iniial nula, ou seja,

u0(x) = 0 (6.25)e om extrapolação de ordem zero no ontorno (ver LeVeque [44℄). A barreira é então instan-taneamente removida e a solução é omputada.As soluções numérias são geradas pelo método de segunda ordem (Godunov de primeiraordem om termo de orreção, ver LeVeque [44℄ ), em que os limitadores de �uxo dos esquemasADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1, mais o limitador van Leer (ferramentadisponível no paote omputaional CLAWPACK) são apliados ao termo de orreção. Parasimulação são onsiderados t = 2, θ = 0.9 e uma malha uniforme om 200 élulas omputai-onais. A solução de referênia é alulada em 1000 élulas omputaionais, pelo esquema deprimeira ordem de Godunov (ver LeVeque [44℄), om θ = 0.5.Nas Figuras 6.18, 6.19, 6.20 e 6.21 apresentam-se as soluções de referênia e os resultadosnumérios obtidos para h (profundidade), hu (vazão), u (veloidade) e Fr = u√
gh

(número deFroud). Nessas �guras, os resultados para os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, van Leer,FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são apresentados, respetivamente, em (a), (b), (), (d) e (e). Aindanessas �guras, omparam-se as soluções numérias geradas por esses esquemas, e essa ompa-ração é mostrada em (f). Por essas �guras, vê-se que os resultados numérios são satisfatóriose estão próximos da solução de referênia. Em Fig. 6.18-(f), Fig. 6.19-(f), Fig. 6.20-(f) eFig. 6.21-(f) observa-se, om mais uidado, que os esquemas TOPUS e van Leer sobrestimamos valores da solução próximo as desontinuidades, os demais esquemas subestimam os valo-res nessas regiões. Em geral, pode-se a�rmar que o esquema SDPUS-C1 apresenta o melhorresultado. 77



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D(a) (b)
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Figura 6.18: Problema dam-break . Comparação entre a solução de referênia e os esquemas ADB-QUICKEST (a), TOPUS (b), van Leer (), FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (e); omparação das soluçõesnumérias (f). Resultados numérios para o sistema hiperbólio de águas rasas (variável h), omondições iniiais (6.24)-(6.25) e extrapolação de ordem zero no ontorno.78



6.4 Sistema Hiperbólio Águas Rasas(a) (b)
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Figura 6.19: Problema dam-break . Comparação entre a solução de referênia e os esquemas ADB-QUICKEST (a), TOPUS (b), van Leer (), FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (e); omparação das soluçõesnumérias (f). Resultados numérios para o sistema hiperbólio de águas rasas (variável hu), omondições iniiais (6.24)-(6.25) e extrapolação de ordem zero no ontorno.79



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D(a) (b)
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Figura 6.20: Problema dam-break . Comparação entre a solução de referênia e os esquemas ADB-QUICKEST (a), TOPUS (b), van Leer (), FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (e); omparação das soluçõesnumérias (f). Resultados numérios para o sistema hiperbólio de águas rasas (variável u), omondições iniiais (6.24)-(6.25) e extrapolação de ordem zero no ontorno.80



6.4 Sistema Hiperbólio Águas Rasas(a) (b)
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Figura 6.21: Problema dam-break . Comparação entre a solução de referênia e os esquemas ADB-QUICKEST (a), TOPUS (b), van Leer (), FDPUS-C1 (d) e SDPUS-C1 (e); omparação das soluçõesnumérias (f). Resultados numérios para o sistema hiperbólio de águas rasas (variável Fr), omondições iniiais (6.24)-(6.25) e extrapolação de ordem zero no ontorno.81



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D6.5 Sistema Hiperbólio EulerAs equações de Euler são formuladas pela lei de onservação 1D (2.1), om vetor de variáveisonservadas e função �uxo dados, respetivamente, por (2.18) e (2.19). As soluções numériassão geradas no paote omputaional CLAWPACK equipado om os limitadores de �uxo dosesquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1. As soluções numérias sãoomparadas om as soluções de referênia propostas no próprio software. Também se omparamos resultados numérios obtidos pelos quatro esquemas.Caso 1 - Condição iniial suave (hump). Neste aso, as equações de Euler são de�nidasem x ∈ [−1.5, 1.5] e suplementadas om ondições iniiais (suaves para densidade e pressão,om veloidade nula) dadas por
[ρ0, u0, P0]

T =
[
1 + 0.5 exp{−80(−0.15 + x)2}, 0, 1 + 0.5 exp{−80(−0.15 + x)2}0

]T
.(6.26)A solução de referênia para este problema de Riemann é alulada em uma malha om 1500élulas omputaionais, pelo método de Godunov de primeira ordem (para mais detalhes, verLeVeque [44℄), om θ = 0.5. As soluções numérias são omputadas pelo método de Godunovom termo de orreção, apliando-se os limitadores de �uxo dos esquemas ADBQUICKEST,TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1, em uma malha om 500 élulas omputaionais e θ = 0.8.Ambas soluções, de referênia e numéria, são geradas para t = 1.A Figura 6.22 mostra a solução de referênia e os resultados numérios obtidos om osesquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.22-(a)), TOPUS (Fig. 6.22-(b)), FDPUS-C1 (Fig. 6.22-())e SDPUS-C1 (Fig. 6.22-(d)). Como omplementação, apresenta-se uma omparação entre assoluções numérias (Fig. 6.22-(e)), geradas pelos esquemas anteriormente itados, em que aárea demarada em Fig. 6.22-(e) é ampliada em Fig. 6.22-(f). Por meio dessa �gura, observa-seque os resultados numérios, obtidos pelos esquemas anteriormente itados, são semelhantes eestão em boa onordânia om a solução de referênia.Caso 2 - Tubo de hoque de Sod. Este problema de Riemann foi proposto por Sod [58℄ eonsiste em uma rarefação à esquerda, um ontato e um hoque à direita. As ondições iniiaissão dadas por

[ρ0, u0, P0]
T =

{
[3, 0, 0]T , x < 0.5,

[1, 0, 1]T , x ≥ 0.5.
(6.27)A solução de referênia é alulada em uma malha om 1500 élulas omputaionais, pelométodo de Godunov om termo de orreção, em que onsidera-se o limitador de �uxo MC (verLeVeque [44℄), om θ = 0.5. As soluções numérias são obtidas em 500 élulas omputaionais,om θ = 0.8. Ambas soluções, de referênia e numéria, são aluladas para ρ (ver Figura 6.23)e u (ver Figura 6.24), em t = 0.1. 82
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Capítulo 6 Resultados Numérios 1DNas Figuras 6.23 e 6.24, apresenta-se a solução de referênia e os resultados numériosobtidos om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 6.23-(a) e Fig. 6.24-(a)), TOPUS (Fig.6.23-(b) e Fig. 6.24-(b)), FDPUS-C1 (Fig. 6.23-() e Fig. 6.24-()) e SDPUS-C1 (Fig. 6.23-(d)e Fig. 6.24-(d)). Ainda nessas �guras, faz-se uma omparação entre os resultados numérios(Fig. 6.23-(e) e Fig. 6.24-(e)). Para uma melhor ompreensão, em Fig. 6.23-(f) e Fig. 6.24-(f)apresentam-se as ampliações das regiões demaradas em Fig. 6.23-(e) e Fig. 6.24-(e). Em geral,vê-se que os resultados numérios estão em ótima onordânia om a solução de referênia.Salienta-se que os novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 tiveram desempenho semelhanteaos esquemas ADBQUICKEST e TOPUS.Caso 3 - Tubo de hoque de Shu e Osher. Este problema foi proposto por Shu e Osher [57℄e simula uma onda aústia interagindo om uma pertubação na densidade tipo senóide. Paraformulação do mesmo, o sistema hiperbólio de Euler é de�nido em x ∈ [−5, 5] e suplementadoom as ondições iniiais
[ρ0, u0, P0]

T =

{
[3.86, 2.63, 10.33]T , x < −0.8,

[1 + 0.2sen(5x), 0, 1]T , x ≥ −0.8.
(6.28)Nesse aso, a solução de referênia é alulada em uma malha om 1600 élulas omputa-ionais, pelo método de Godunov om termo de orreção empregando-se o limitado de �uxoSuperbee (ver LeVeque [44℄) e θ = 0.5. Na Figura 6.25, omparam-se a solução de referênia eos resultados numérios gerados em uma malha omputaional om 800 élulas, para t = 2 e

θ = 0.8, om os esquemas ADQUICKEST (Fig. 6.25-(a)), TOPUS (Fig. 6.25-(b)), FDPUS-C1(Fig. 6.25-()) e SDPUS-C1 (Fig. 6.25-(d)). Nesta �gura, as soluções numérias também sãoomparadas e a área demarada em Fig. 6.25-(e) é ampliada em Fig. 6.25-(f). Por essa �guraobserva-se que os resultados numérios são satisfatórios.Caso 4 - Ondas om fortes olisões. Neste aso, onsidera-se o problema desa�ador deRiemann, sugerido por Wood e Colella [78℄, onheido na literatura por Woodward-Colellaolliding blast wave problem e que envolve múltiplas interações de hoques fortes. As equaçõesde Euler são de�nidas em x ∈ [0, 1] e suplementadas om as ondições iniiais dadas por
[ρ0, u0, P0]

T =






[1, 0, 1000]T , 0 ≤ x ≤ 0.1,

[1, 0, 0.01]T , 0.1 < x ≤ 0.9,

[1, 0, 100]T , 0.9 < x ≤ 1.

(6.29)A solução de referênia é gerada em uma malha om 2000 élulas omputaionais usandoo método de Godunov, om termo de orreção, om o limitador de �uxo MC (ver LeVeque[44℄), om θ = 0.5. As soluções numérias são obtidas em malhas uniformes de 1000 élulasomputaionais, om θ = 0.8, também pelo método de Godunov, om termo de orreção, emque são apliados os limitadores de �uxo dos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C184
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Capítulo 6 Resultados Numérios 1De SDPUS-C1. Ambas soluções, de referênia e numérias, são aluladas nos tempos t = 0.19e t = 0.38 para densidade ρ e pressão P .As Figuras 6.26 e 6.28 mostram os resultados obtidos para densidade nos tempos t = 0.19e t = 0.38, respetivamente. As Figuras 6.27 (para t = 0.19) e 6.29 (para t = 0.38) trazem osresultados para pressão. Nessas �guras, apresentam-se os resultados numérios dos esquemasADBQUICKEST, TOPUS, FDPUS-C1 e SDPUS-C1, respetivamente, em (a), (b), () e (d).Ainda nessas �guras, em (e), apresenta-se uma omparação entre os resultados numérios e,em (f), amplia-se a área demarada em (e). Observa-se, por essas �guras, que os esquemasanteriormente itados ofereem resultados satisfatórios.
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Capítulo
7Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações

Este apítulo objetiva a investigação do desempenho dos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1quando apliados na resolução de problemas omplexos bidimensionais. Para tanto, resolvem-seleis de onservação (águas rasas e Euler) e apresentam-se os resultados numérios de esoa-mentos de �uidos inompressíveis om superfíie livres móveis modelados pelas equações deNavier-Stokes. No aso de leis de onservação, os resultados numérios são onfrontados omsoluções de referênia. No aso das simulações usando-se as equações de Navier-Stokes, sãoapresentadas omparações qualitativas e quantitativas.7.1 Leis de Conservação 2DNesta seção, apresentam-se os resultados numérios obtidos para os sistemas hiperbóliosde águas rasas e Euler. As soluções numérias são aluladas no paote omputaional CLAW-PACK, equipado om os limitadores de �uxo dos esquemas ADBQUICKEST, FDPUS-C1 eSDPUS-C1. Para mais detalhes sobre esse software ver LeVeque [44℄ e apêndie D.7.1.1 Sistema Hiperbólio Águas RasasO sistema hiperbólio águas rasas é formulado pela lei de onservação 2D (2.23), possuivetor das variáveis onservadas dado por (2.24) e funções �uxos dadas por (2.25) e (2.26). Se-guem os resultados numérios para um dos diversos asos que são formulados por esse sistema.Caso 1- Problema radial dam-break. Neste aso o sistema hiperbólio de águas rasas éde�nido no domínio [−2.5, 2.5] × [−2.5, 2.5]. Iniialmente a barragem irular que divide odomínio em duas partes (à de dentro e à de fora da barragem) é removida. Nesse instante,uma onda de hoque translada radialmente, enquanto uma onda de rarefação move-se para ointerior. Esse problema é onheido na literatura por radial-dam e é ilustrado na Figura 7.193



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliaçõespara os tempos t = 0 (antes do rompimento da barragem) e t = 0.25 (após o rompimento dabarragem), em que iniialmente onsidera-se H = 2 a profundidade dentro da barragem e h = 1fora da barragem. Esse problema é similar ao problema dam-break unidimensional onsideradona seção 6.4.
t = 0 t = 0.25

Figura 7.1: Problema radial dam-break . Comportamento da onda H antes (t = 0) e após (t =

0.25) o rompimento da barragem irular.Para simulação são onsiderados os mesmo dados iniiais empregados para ilustração desseproblema, ou seja, H = 2 e h = 1. A solução de referênia é alulada em uma malhaom 250 × 250 élulas omputaionais, pelo método de Godunov om termo de orreção, omlimitador de �uxo MC e om θ = 0.5. As soluções numérias são também geradas por essemesmo método, porém utilizando-se os limitadores de �uxo dos esquemas ADBQUICKEST,FDPUS-C1 e SDPUS-C1 em um malha om 125 × 125 élulas omputaionais e θ = 0.8.Na Figura 7.2 são apresentados a solução de referênia (Fig. 7.2-(a)), e os resultados nu-mérios obtidos om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 7.2-(b)), FDPUS-C1 (Fig. 7.2-())e SDPUS-C1 (Fig. 7.2-(d)) para o ontorno de H , no plano x ⊥ y e no tempo t = 1.5. Poressa �gura, observa-se que os resultados numérios estão em boa onordânia om a soluçãode referênia.Para omplementar a análise, onsidera-se a variação da profundidade em função da dis-tânia a partir da origem, ou seja, alula-se H na reta y = 0 (para x ∈ [0, 2.5]). A Figura 7.3mostra esses dados, em que é apresentada uma omparação entre a solução de referênia e os re-sultados numérios gerados om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 7.3-(a)), FDPUS-C1 (Fig.7.3-(b)) e SDPUS-C (Fig. 7.3-()). Também, nesta mesma �gura, onfrontam-se as soluçõesnumérias (Fig. 7.3-(d)). De forma geral onstata-se, por essa �gura, que as soluções numérias(geradas pelos esquemas anteriormente itados) são similares e estão em boa onordânia oma solução de referênia.Como ilustração, na Figura 7.4 apresentam-se as soluções aluladas para a altura em 3D,ou seja, onsidera-se o plano x ⊥ y, então o valor da altura, em ada ponto do plano, é de�nido94



7.1 Leis de Conservação 2D(a) (b)

() (d)

Figura 7.2: Problema radial dam-break . Solução de referênia (a) e resultados numérios dosesquemas ADBQUICKEST (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d) para o ontorno de H, no plano
x ⊥ y e t = 1.5. 95
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(a) (b)

0 1,2 2,4

0,8

1

1,2

PSfrag replaements
ReferêniaADBQUICKEST

x

H

0 1,2 2,4

0,8

1

1,2

PSfrag replaements
ReferêniaFDPUS-C1

x

H

() (d)

0 1,2 2,4

0,8

1

1,2

PSfrag replaements
ReferêniaSDPUS-C1

x

H

0 1,2 2,4

0,8

1

1,2

PSfrag replaements
ReferêniaADBQUICKESTFDPUS-C1SDPUS-C1

x

H

Figura 7.3: Problema radial dam-break . Comparação entre a solução de referênia e os esquemasADBQUICKEST (a), FDPUS-C1 (b) e SDPUS-C1 (); omparação dos resultados numérios (d).Resultados numérios para o sistema de águas rasas, para a variação da profundidade H em função dadistânia da origem x (om x ∈ [0, 2.5]).
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7.1 Leis de Conservação 2Dno eixo z. Nesta �gura estão esboçados a solução de referênia (Fig. 7.4-(a)) e os resultadosnumérios obtidos om os esquemas ADBQUICKEST (Fig. 7.4-(b)), FDPUS-C1 (Fig. 7.4-())e SDPUS-C1 (Fig. 7.4-(d)) e pode ser observado que os resultados numérios estão em boaonordânia om a solução de referênia.(a) (b)
() (d)

Figura 7.4: Problema radial dam-break . Solução de referênia (a) e resultados numérios dosesquemas ADBQUICKEST (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d), para o sistema de águas rasas omrespeito a altura, em t = 1.5.
7.1.2 Sistema Hiperbólio EulerO sistema hiperbólio Euler é formulado pela lei de onservação 2D (2.23), possui vetor dasvariáveis onservadas dado por (2.27) e funções �uxo dadas por (2.28) e (2.29). Seguem osresultados numérios para um dos diversos asos que são formulados por esse sistema.Caso 1 - Interação hoque-hoque. Neste aso os esquemas são testados na aptura dehoques em uma situação multidimensional. O problema onsiste na interação de dois hoquesoblíquos om dois hoques normais, em que todas as desontinuidades se movem ontrário aveloidade do pré-hoque, omo desrito na Figura 7.5. Tendo om referênia essa �gura, asequações de Euler são de�nidas no retângulo [0, 1] × [0, 1] e suplementadas om as ondições97



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliaçõesiniiais dadas por
[ρ0, u0, v0, P0]

T =





[1.5, 0, 0, 1.5]T , estado a,
[0.13799, 1.2060454, 1.2060454, 0.0290323]T , estado b,
[0.5322581, 1.2060454, 0, 0.3]T , estado ,
[0.5322581, 0, 1.2060454, 0.3]T , estado d. (7.1)
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7.1 Leis de Conservação 2Drênia om os resultados numérios gerados pelos esquemas ADBQUICKEST (Fig. 7.9-(a)),FDPUS-C1 (Fig. 7.9-(b)), SDPUS-C1 (Fig. 7.9-()), além do onfronto entre as soluçõesnumérias (Fig. 7.9-(d)).De forma geral, pode ser observado por essas �guras que os resultados numérios estão emboa onordânia om a solução de referênia e om os resultados obtidos por Rihiuto et al.[55℄. Vale salientar que o esquema SDPUS-C1 apresenta melhor desempenho em relação aosoutros esquemas.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
(a) (b)

() (d)

Figura 7.6: Interação hoque-hoque. Solução de referênia (a) e resultados numérios dos esque-mas ADBQUICKEST (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d) para as equações de Euler, om ondiçõesiniiais (7.1), para o ontorno de ρ no plano x ⊥ y.
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7.1 Leis de Conservação 2D
(a) (b)
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Figura 7.7: Interação hoque-hoque. Comparação entre a solução de referênia e os esquemasADBQUICKEST (a), FDPUS-C1 (b) e SDPUS-C1 (); omparação dos resultados numérios (d).Resultados para as equações de Euler, om ondições iniiais (7.1), para ρ sobre a reta y = x.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
(a) (b)

() (d)

Figura 7.8: Interação hoque-hoque. Solução de referênia (a) e resultados numérios dos esque-mas ADBQUICKEST (b), FDPUS-C1 () e SDPUS-C1 (d) para as equações de Euler, om ondiçõesiniiais (7.1), para o ontorno de P no plano x ⊥ y.
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7.1 Leis de Conservação 2D
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Figura 7.9: Interação hoque-hoque. Comparação entre a solução de referênia e os esquemasADBQUICKEST (a), FDPUS-C1 (b) e SDPUS-C1 (); omparação dos resultados numérios (d).Resultados numérios para as equações de Euler, om ondições iniial (7.1), para P sobre a reta
y = x.

103



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares2DNesta seção são apresentados os resultados numérios de simulações de esoamentos de�uidos inompressíveis laminares om superfíies livres móveis em 2D. Esses resultados sãoobtidos om os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1, implementados no ambiente de simulaçãoFree�ow 2D de Castelo et al. [12℄.7.2.1 Colapso de uma Coluna �uidoOs esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são validados na simulação do problema do olapsode uma oluna de �uido. Esse tipo de esoamento om superfíie livre é onheido na literaturaomo broken dam e foi originalmente estudado por Martim e Moye [47℄ que investigaram ex-perimentalmente o espalhamento horizontal (posição frontal do �uido) e a taxa de deaimento(altura) da oluna de �uido om o tempo. Mais tarde, Koshizuka e Oka [37℄ repetiram o experi-mento de Martim e Moye para validar um ódigo semi-implíito de simulação. Reentemente,Colagrossi e Landrini[14℄ apresentaram dados experimentais, numérios e teórios para esseesoamento. Esse problema tem sido usado om frequênia na literatura para a validação demétodos numérios (ver, por exemplo, Kurokawa [40℄ e Queiroz [52℄).Em resumo, o problema onsiste de uma oluna de �uido em equilíbrio hidrostátio on�nadaentre paredes impermeáveis �xas (ver Figura 7.10) e sujeita à ação da gravidade. A �m deomparar os resultados numérios om os dados dos autores aima menionados, onsidera-sea ondição de ontorno free-slip apliada nas paredes rígidas.
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Figura 7.10: Colapso de �uido. Diagrama esquemátio do problema Broken Dam.Para esse problema são apresentados dois asos de omparação, a saber: i) entre os resul-tados numérios para o espalhamento horizontal (xmax) e taxa de deaimento do �uido (ymax), em vários tempos, e os dados de Martim e Moye e Koshizuka e Oka; e ii) entre os re-sultados numérios (para espalhamento horizontal do �uido, em vários tempos) e os dadosnumérios/experimental/teório de Colagrossi e Landrini.104



7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2DCaso 1 - Colapso de �uido (Martim e Moye e Koshizuka e Oka). Nesse aso, aoluna de �uido é um retângulo om dimensões a = 0.05m e b = 0.1m (ver Fig. 7.10). Para asimulação, são utilizadas as malhas 150 × 75, 300 × 150 e 600 × 300 e os demais dados:
• Dimensão do domínio: 0.3m× 0.15m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = b = 0.01m;
• Esala de veloidade: V0 =

√
g · L = 0.99045m/s;

• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−6m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 99045.44;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 1.

A Figura 7.11 mostra a omparação dos dados experimentais de Martim e Moye [47℄ eKoshizuka e Oka [37℄ om os resultados numérios gerados om os esquemas FDPUS-C1 (Fig.7.11-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 7.11-(b)) para a posição frontal do esoamento do �uido (xmax) emfunção do tempo. Na Figura 7.12, omparam-se os dados experimentais de Martim e Moye [47℄,para o deaimento do �uido (ymax) em função do tempo, om os resultados numérios geradosom os esquemas FDPUS-C1 (Fig. 7.12-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 7.12-(b)), nas três malhas.Em ambas �guras, Fig. 7.11 e Fig. 7.12, são apresentadas as soluções numérias geradas nastrês malhas, anteriormente menionadas, em t = 0.2s. Por essas �guras, onstata-se que osresultados numérios estão em boa onordânia om os dados experimentais.Apenas omo ilustração, nas Figuras 7.13, 7.14 e 7.15 são apresentados os resultados numé-rios gerados pelo esquema FDPUS-C1, om respeito a evolução da superfíie livre do �uido,para os ampos de pressão e veloidade (nas direções x e y), nos tempos t = 0.05s, t = 0.1se t = 0.2s, respetivamente. Os resultados numérios obtidos om o esquema SDPUS-C1 sãoomitidos nesse texto pois apresentam muita similaridade om os resultados apresentados parao esquema FDPUS-C1.Caso 2 - Colapso de �uido (Colagrossi e Landrini). Nesse aso, a oluna de �uido é umquadrado, om lados a = b = 0.057m (ver Figura 7.10). Para simulação é utilizada uma malhaom 1000 × 200 élulas omputaionais e os seguintes dados:105



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
(a) (b)

0 1 2 3 4
1

2

3

4

5

6

PSfrag replaements
Exp. Koshizuka e Oka (1952)Martim e Moye (1996)Malha 150 × 75Malha 300 × 150Malha 600 × 300

x
m

a
x
/a

t
√

2g/a

0 1 2 3 4
1

2

3

4

5

6

PSfrag replaements
Exp. Koshizuka e Oka (1952)Martim e Moye (1996)Malha 150 × 75Malha 300 × 150Malha 600 × 300

x
m

a
x
/a

t
√

2g/aFigura 7.11: Colapso de �uido (Martim e Moye e Koshizuka e Oka). Comparação entre osdados experimentais e os esquemas FDPUS-C1 (a) e SDPUS-C1 (b) para xmax em função do tempo.
(a) (b)

0 1 2 3
0,25

0,5

0,75

1

PSfrag replaements Martim e Moye (1996)Malha 150 × 75Malha 300 × 150Malha 600 × 300

y m
a
x
/a

t
√

2g/a
0 1 2 3

0,25

0,5

0,75

1

PSfrag replaements Martim e Moye (1996)Malha 150 × 75Malha 300 × 150Malha 600 × 300

y m
a
x
/a

t
√

2g/aFigura 7.12: Colapso de �uido (Martim e Moye). Comparação entre os dados experimentais eos esquemas FDPUS-C1 (a) e SDPUS-C1 (b) para ymax em função do tempo.
106



7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2DCampo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y

Figura 7.13: Colapso de �uido (Martim e Moye e Koshizuka e Oka). Resultados numériosdo esquema FDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade,nas direções x e y) em t = 0.05s. 107



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e ApliaçõesCampo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y

Figura 7.14: Colapso de �uido (Martim e Moye e Koshizuka e Oka). Resultados numériosdo esquema FDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade,nas direções x e y) em t = 0.1s. 108



7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2DCampo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y

Figura 7.15: Colapso de �uido (Martim e Moye e Koshizuka e Oka). Resultados numériosdo esquema FDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade,nas direções x e y) em t = 0.2s. 109



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
• Dimensão do domínio: 0.5m× 0.1m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = a = 0.057m;
• Esala de veloidade: V0 =

√
g · L = 0.74778m/s;

• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−6m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 42623.27;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 1.A Figura 7.16 mostra a omparação entre os dados numério/experimental/teório apre-sentados por Colagrossi e Landrini [14℄ e os resultados numérios gerados pelos esquemasFDPUS-C1 (Fig. 7.16-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 7.16-(b)) para a posição frontal do movimento do�uido (xmax), em função do tempo, para o tempo �nal t = 0.2s. Os dados numérios apresen-tados por Colagrossi e Landrini [14℄ são gerados om as formulações SPH (Smoothed PartileHydordynamis method) de Colagrossi e Landrini [14℄, BEM (Bondary Element Method) deGreo et.al [29℄, Level Set de Colihio et al. [15℄; o dado experimental é de Martim e Moye[47℄, e o dado teório de Ritter [56℄. Por essa �gura, observa-se que os resultados numériosobtidos om os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 estão em ótima onordânia om o dadosapresentados por Colagrossi e Landrini.(a) (b)
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7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2DAssim, nas Figuras 7.17, 7.18 e 7.19 são apresentados, respetivamente, os resultados numériosgerados por esse esquema (om respeito a evolução da superfíie livre do �uido, para os amposde pressão e veloidade, nas direções x e y), para os tempos t = 0.05s, t = 0.1s e t = 0.2s. Osresultados numérios obtidos om o esquema FDPUS-C1 são omitidos devido a similaridadeom os resultados gerados pelo esquema SDPUS-C1.Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.17: Colapso de �uido (Colagrossi e Landrini). Resultados numérios do esquemaSDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções
x e y) em t = 0.05s. 111



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.18: Colapso de �uido (Colagrossi e Landrini). Resultados numérios do esquemaSDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções
x e y) em t = 0.1s.
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7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2D
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.19: Colapso de �uido (Colagrossi e Landrini). Resultados numérios do esquemaSDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções
x e y) em t = 0.2s.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações7.2.2 Jato Livre sobre uma Superfíie Rígida ImpermeávelNesta seção os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são apliados na resolução do problemade esoamento de um jato livre, em regime laminar, inidindo perpendiularmente a uma su-perfíie rígida impermeável e sob efeito do ampo gravitaional (ver Figura 7.20). O problemaé simulado em dois regimes: para baixos valores do número de Reynolds e outro a alto valornúmero de Reynolds. No aso de alto valor do número de Reynolds, os resultados numériossão omparados om a solução analítia proposta por Watson [76℄ e para baixos valores do nú-mero de Reynolds, as soluções numérias são omparadas om dados teórios e experimentaisapresentados por Cruikshank e Munson [18℄. Nos dois asos é adotada a ondição no-sleep nasparedes.
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Superfíie RígidaFigura 7.20: Jato livre sobre uma superfíie rígida impermeável. Diagrama esquemátio.

Caso 1 - Jato livre a baixos números de Reynolds. Neste aso, os resultados numériospara os valores do raio do jato do �uido a = a(x) om relação a altura x (ver Figura 7.21),gerados pelos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1, são omparados om os dados apresentadospor Cruikshank e Munson [18℄.Para simulação do problema, onsidera-se uma malha om 800×110 élulas omputaionaise os seguintes dados: 114



7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2D
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Figura 7.21: Jato livre a baixo número de Reynolds. Representação esquemátia.
• Domínio: 0.224m× 0.0308m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = a0 = 0.00476m;
• Distânia do injetor até a superfíie rígida: H = 0.028m/s;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.00551m2/s;
• Vazão Q, número de Reynolds Re = Q

νa0
, veloidade de injeção (esala) V0 = Reν

a0
:� Q = 16.60 × 10−6m3/s, Re = Q

νa0
= 0.63292, V0 = Reν

a0
= 0.73264m/s;� Q = 3.53 × 10−6m3/s, Re = Q

νa0
= 0.13459, V0 = Reν

a0
= 0.15579m/s;� Q = 0.58 × 10−6m3/s, Re = Q

νa0
= 0.02211, V0 = Reν

a0
= 0.02559m/s.Na Figura 7.22 apresenta-se a omparação entre os dados experimentais e teórios, apre-sentados por Cruikshank e Munson [18℄, e os resultados numérios gerados pelos esquemasFDPUS-C1 (Fig. 7.22-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 7.22-(b)), para a = a(x) em função da altura

x. Por essa �gura, pode ser observado que as soluções numérias estão em onordânia omos dados experimentais e teórios. Entretanto, surpreendentemente, no aso em que a vazão é
3.53 × 10−6m3 (Re = 0.13459) os dados apresentam disrepânias.Apenas omo ilustração, na Figura 7.23, 7.24 e 7.25 são apresentados, respetivamente, osresultados numérios nos tempos t = 1s, t = 2s e t = 8s, gerados pelo esquema FDPUS-C1,para o número de Reynolds Re = 0.02211, om respeito a evolução da superfíie livre do �uido,para os ampos de pressão e veloidade (nas direções x e y). Os resultados obtidos om oesquema SDPUS-C1 são omitidos, para esse problema, devido a similaridade om os resultados115



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações(a) (b)
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7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2D
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.23: Jato livre a baixo número de Reynolds. Resultados numérios do esquemaFDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções
x e y) em t = 1s.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.24: Jato livre a baixo número de Reynolds. Resultados numérios do esquemaFDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções
x e y) em t = 2s.
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7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2D
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.25: Jato livre a baixo número de Reynolds. Resultados numérios do esquemaFDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções
x e y) em t = 6s.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliaçõesnas quais, c é uma onstante dada por c = 1.402 e U é a veloidade de injeção. Para maisdetalhes sobre a desrição dessa solução ver [76℄.
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Figura 7.26: Jato livre a alto número de Reynolds. Representação esquemátia.Para simulação do problema, onsideram-se quatro malhas de 100× 10, 250× 25, 500× 50e 1000 × 100 élulas omputaionais e os seguintes dados:
• Dimensão do domínio: 0.1m× 0.025m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = 2a = 0.004m;
• Esala de veloidade: V0 =

√
g · L = 1m/s;

• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 2 × 10−6m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 2000;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 5.04781.Na Figura 7.27 apresenta-se a omparação da solução analítia de Watson om os resultadosnumérios gerados pelos esquemas FDPUS-C1 (Fig. 7.27-(a)) e SDPUS-C1 (Fig. 7.27-(b)), nasquatro malhas onsideradas. Vê-se por essa �gura que os resultados numérios gerados pelosesquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 estão em boa onordânia om a solução analítia deWatson.Como ilustração, nas Figuras 7.28, 7.29 e 7.30 são apresentados, respetivamente, os resul-tados numérios nos tempos t = 0.1s, t = 0.2s e t = 0.8s, gerados pelo esquema SDPUS-C1,om respeito a evolução da superfíie livre do �uido para os ampos de pressão e veloidade(nas direções x e y). Os resultados numérios gerados pelo esquema FDPUS-C1 são similaresaos apresentados nessas �guras, portanto não são esboçados.120



7.2 Esoamentos de Fluidos Inompressíveis Laminares 2D(a) (b)
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Figura 7.27: Jato livre a alto número de Reynolds. Comparação entre a solução analítia deWatson e os esquemas FDPUS-C1 (a) e SDPUS-C1 (b), para a altura H entre a superfíie rígida e asuperfíie livre do �uido.7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2Nesta seção são apresentados os resultados numérios de simulações de esoamentos de�uidos inompressíveis laminares, onsiderados em oordenadas ilíndrias (neste texto deno-minada por 2D-1/2). Esses resultados são gerados no ódigo Free�ow 2D de Castelo et al. [11℄(ver também Oliveira [49℄) para problemas om simetria radial, em que os esquemas FDPUS-C1e SDPUS-C1 são implementados.7.3.1 Jato Livre sobre uma Superfíie Rígida ImpermeávelO esquema SDPUS-C1 é agora veri�ado/validado na simulação do problema de um jatolivre sob à ação da gravidade, a baixo valores do número de Reynolds e sobre uma superfíierígida impermeável. O problema está desrito na subseção 7.2.2. Os resultados obtidos om oesquema SDPUS-C1 para valores do raio do jato a = a(x) om relação a altura x (ver Figura7.21) são omparados om os resultados teórios e experimentais de Cruikshank e Munson[18℄. Os resultados obtidos om o esquema FDPUS-C1 são omitidos, para esse problema, umavez que há similaridade om os resultados apresentados pelo esquema SDPUS-C1.Caso 1 - Jato livre a baixo número de Reynolds. Os dados utilizados para a simulaçãodeste aso são os mesmo daqueles utilizados no Caso 1 - Jato livre a baixos números de Reynolds,apresentados na subseção 7.2.2.Na Figura 7.31 apresenta-se a omparação dos dados experimentais e teórios de Cruikshanke Munson [18℄ om os resultados numérios gerados pelo esquema SDPUS-C1. Por essa �gura,121



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.28: Jato livre a alto número de Reynolds. Resultados numérios do esquema SDPUS-C1para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções x e y) em
t = 0.1s.
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7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.29: Jato livre a alto número de Reynolds. Resultados numérios do esquema SDPUS-C1para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções x e y) em
t = 0.2s.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
Campo de pressão

Campo de veloidade na direção x

Campo de veloidade na direção y
Figura 7.30: Jato livre a alto número de Reynolds. Resultados numérios do esquema SDPUS-C1para a evolução da superfíie livre do �uido (ampos de pressão e veloidade, nas direções x e y) em
t = 0.8s.
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7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2pode-se observar que as soluções numérias, geradas neste aso de oordenadas ilíndrias, estãoem boa onordânia om os dados experimentais e teórios. Em partiular, diferentemente doCaso 1 - Jato livre a baixos números de Reynolds, apresentado na subseção 7.2.2 simulado emoordenadas artesianas 2D, os resultados numérios obtidos da simulação do problema paravazão é 3.53×10−6m3 (Re = 0.13459), neste sistema de oordenadas, mostrou estar muito maisonsistentes om os dados de Cruikshank e Munson.
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a, cmFigura 7.31: Jato livre, a baixo número de Reynolds. Comparação entre os dados (experimentaise numérios) de Cruikshank e Munson e os esquemas SDPUS-C1 para os valores de a(x).Apenas omo ilustração, na Figura 7.32 são apresentados os resultados numérios geradospelo esquema SDPUS-C1, para os valores de número de Reynolds Re = 0.02211 (Q = 0.58 ×
10−6m3/s), Re = 0.13459 e Re = 0.63292 (Q = 16.60 × 10−6m3/s) om respeito a evolução dasuperfíie livre do �uido.7.3.2 Experimento de TaylorOs esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são empregados na resolução do problema de um jatovertial de �uido inidindo perpendiularmente sobre um reipiente ontendo o mesmo �uidoem repouso, omo ilustrado Figura 7.33. Esse experimento foi realizado por Taylor [64℄ e osdados obtidos por ele são utilizados para a validação qualitativa dos esquemas FDPUS-C1 eSDPUS-C1.Este problema é simulado para dois valores do número de Reynolds: Re = 10 e Re = 200.Em ambos os asos, os resultados numérios são omparados visualmente om os experimen-tos de Taylor. Para isso, onsidera-se um reipiente ilíndrio de raio rr = 0.06m e altura
hr = 0.17m e uma porção de �uido interna a esse reipiente e om altura hf = 0.16m. Oinjetor é posiionado a 0.1m do �uido em repouso, ou seja, a 0.17m da superfíie rígida, omaltura hi = 0.03m e raio ri = 0.002m (ver Figura 7.33).125



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
Re=0.02211 Re=0.13459

Re=0.63292

Figura 7.32: Jato livre, a baixo número de Reynolds. Resultados numérios do esquemaSDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido para os valores de número de Reynolds
Re = 0.02211, Re = 0.13459 e Re = 0.63292.
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7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2
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Figura 7.33: Experimento de Taylor. Diagrama esquemátio de um jato vertial de �uido inidindoperpendiularmente sobre uma aixa ontento �uido em repouso.Caso 1 - Experimento de Taylor (Re = 10). Neste aso, onsidera-se uma malha de
123 × 403 élulas omputaionais e os seguintes dados para simulação:

• Dimensão do domínio: 0.0615m× 0.2015m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = 2ri = 0.004m;
• Esala de veloidade: V0 = 0.5m/s;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 2 × 10−4m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 10;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 2.52409.A Figura 7.34 mostra a omparação entre o experimento de Taylor (Fig. 7.34-(a)) e os resul-tados numérios obtidos om o esquema FDPUS-C1 (Fig. 7.34-(b)), para Re = 10, nos tempos

t = 0.25s e t = 0.75s . Ainda nesta �gura (Fig. 7.34-()) apresenta-se uma visão tridimensionaldo resultado numério, ou seja, o plano de solução ilustrado na Figura 7.33 é rotaionado emtorno do eixo de simetria. Por essa �gura, onstata-se que o esquema FDPUS-C1 aptura bema estrutura apresentada no experimento de Taylor.Assim omo apresentado para o esquema FDPUS-C1, na Figura 7.35 apresenta-se a om-paração do experimento de Taylor (Fig. 7.35-(a)) om os resultados numérios obtidos om o127



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações
t=0.25s(a) (b) ()

t=0.75s(a) (b) ()

Figura 7.34: Experimento de Taylor (Re = 10). Comparação entre os dados experimentais (a)e o esquema FDPUS-C1 (b); visão tridimensional (). Resultados gerados para Re = 10 ,nos tempos
t = 0.25 e t = 0.75.
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7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2esquema SDPUS-C1 (Fig. 7.35-(b)), para Re = 10, nos tempos t = 0.25s e t = 0.75s e umavisão tridimensional do resultado numério (Fig. 7.35-()). Por essa �gura, onstata-se tambémque o esquema SDPUS-C1 soluiona bem a estrutura apresentada no experimento de Taylor.t=0.25s(a) (b) ()

t=0.75s(a) (b) ()

Figura 7.35: Experimento de Taylor (Re = 10). Comparação entre os dados experimentais (a)e o esquema SDPUS-C1 (b); visão tridimensional (). Resultados gerados para Re = 10 ,nos tempos
t = 0.25s e t = 0.75s.Como ilustração, apresenta-se a simulação do problema no tempo t = 10s. Na Figura 7.36,129



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliaçõesapresenta-se a estrutura tipo guada-huva simulada pelo esquema FDPUS-C1 (Fig. 7.36-(a)).Nessa mesma �gura, apresenta-se também uma visão 3D dessa estrutura (Fig. 7.36-(b)). Paraomplementação, na Figura 7.37, ilustram-se os ampos de pressão e veloidade (nas direções ze r). Os resultados numérios gerados pelo esquema SDPUS-C1 são similares aos apresentadosnessas �guras, portanto são omitidos nesse texto.t=10s(a) (b)

Figura 7.36: Experimento de Taylor (Re = 10). Resultados numérios do esquema FDPUS-C1(a); visão tridimensional (). Resultados gerados para Re = 10 para o tempo t = 10s.Caso 2 - Experimento de Taylor om (Re = 200). Neste aso, onsidera-se uma malhade 123 × 403 élulas omputaionais e os seguintes dados para simulação:
• Dimensão do domínio: 0.0615m× 0.2015m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = 2ri = 0.004m;
• Esala de veloidade: V0 = 0.5m/s;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−5m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 200;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 2.52409.A Figura 7.38 mostra a omparação entre os experimentos de Taylor (Fig. 7.38-(a) e assimulações numérias obtidas om o esquema FDPUS-C1 (Fig. 7.38-(b)) a Re = 200, nostempos t = 0.75s e t = 2.5s. Na Figura 7.39 apresenta-se a omparação entre os experimentosde Taylor (Fig. 7.39-(a)) e os resultados numérios obtidos om o esquema SDPUS-C1 (Fig.130



7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2Campo de pressão

Campo de veloidade na direção r Campo de veloidade na direção y

Figura 7.37: Experimento de Taylor (Re = 10). Resultados numérios do esquema FDPUS-C1,om respeito a evolução da superfíie livre do �uido para os ampos de pressão e veloidade (nasdireções x e y), no tempo t = 10s. 131



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações7.39-(b)) a Re = 200, nos tempos t = 0.75s e t = 2.5s. Em partiular, para t = 2.5s, o jatoalança o fundo da aixa formando um estrutura toroidal. Como pode ser observado por essas�guras os resultados obtidos om os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são bastante oerentesom os dados experimentais de Taylor. t=0.25s(a) (b)

t=0.75s(a) (b)

Figura 7.38: Experimento de Taylor (Re = 200). Comparação entre os dados experimentais (a)e o esquema FDPUS-C1 (b), para Re = 200, nos tempos t = 0.25s e t = 0.75s.132



7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2
t=0.25s(a) (b)

t=0.75s(a) (b)

Figura 7.39: Experimento de Taylor (Re = 200). Comparação entre os dados experimentais (a)e o esquema SDPUS-C1 (b), para Re = 200, nos tempos t = 0.25s e t = 0.75s.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e ApliaçõesComo ilustração, onsidera-se a simulação do problema para t = 10s, tempo este que aon-tee a formação da estrutura vortial prinipal, om pode ser observado na Figura 7.40. Nessa�gura, apresenta-se a estrutura ompleta simulada om o esquema SDPUS-C1 (Fig. 7.40-(a)).Apresenta-se também, nessa mesma �gura, essa estrutura om um orte (Fig. 7.40-(b)), emque é possível visualizar as estruturas vórtiais apturadas pela solução numéria gerada om oesquema SDPUS-C1. Para omplementação, na Figura 7.41, ilustram-se os ampos de pressãoe veloidade (nas direções z e r). Os resultados numérios obtidos om o esquema FDPUS-C1são desonsiderados, uma vez que apresentam similaridade om os gerados om o esquemaSDPUS-C1. t=10s(a) (b)

Figura 7.40: Experimento de Taylor (Re = 200). Estrutura ompleta (a); estrutura om orte(b) apturada pelo esquema SDPUS-C1, a Re = 200 e no tempo t = 10s.
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7.3 Esoamento de Fluido Inompressível Laminar 2D-1/2Campo de pressão

Campo de veloidade na direção r Campo de veloidade na direção y

Figura 7.41: Experimento de Taylor (Re = 200). Resultados numérios do esquema SDPUS-C1,om respeito a evolução da superfíie livre do �uido para os ampos de pressão e veloidade (nasdireções x e y), no tempo t = 10s. 135



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações7.4 Simulação de Esoamentos VisoelástiosNesta seção são apresentados os resultados numérios para simulação de esoamentos in-ompressíveis visoelástios de um �uido Oldroyd-B. Para tanto, os esquemas FDPUS-C1 eSDPUS-C1 são implementados no ódigo Free�ow 2D [12℄ (versão inrementada om o modeloOldroyd-B). Os resultados numérios gerados pelo esquema SDPUS-C1 são omparados omdados teórios. Os resultados numérios obtidos om o esquema FDPUS-C1 são omitidos nessetexto pois são similares aos resultados do esquema SDPUS-C1.7.4.1 Esoamento em um CanalNesse problema é onsiderado um anal de plaas paralelas, om um injetor na extremidadedireita e um ejetor na extremidade esquerda (ver Figura 7.42). Iniialmente, o �uido é injetadona seção de entrada e, após um determinado tempo, ele alança a região de saída. Esse problemaapresenta solução analítia determinada por Bird et al. [8℄, para o estado estaionário, dadas,para a veloidade e para os tensores de tensão, por
u(y) = −6y(y − L), v(y) = 0, (7.6)

T11(y) = 2We(1 − β)

(
∂u

∂y

)2

, T12(y) = (1 − β)

(
∂u

∂y

) e T22(y) = 0. (7.7)
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Figura 7.42: Esoamento em um anal. Diagrama esquemátio de um anal de plaas paralelas.Caso 1 - Esoamento em um anal de plaas paralelas. Para a simulação deste problemasão onsideradas três malhas om 25×5, 50×10 e 100×20 élulas omputaionais e os demaisdados: 136



7.4 Simulação de Esoamentos Visoelástios
• Dimensão do domínio: 5m× 1m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = 1m;
• Comprimento do anal: Lc = 5L = 5m;
• Esala de veloidade: V0 = 1m/s;
• Número de Reynolds: Re = 0.1;
• Número de Weissenberg: We = 2;
• Razão de Retardamento: β = 0.5.A Figura 7.43 mostra a omparação entre os resultados numérios gerados pelo esquemaSDPUS-C1 e os per�s exatos, para as variáveis u, T11 e T12, tomadas em x = 2.5Lc e no tempo

t = 100s. Por essa �gura, onstata-se que os resultados numérios estão em ótima onordâniaom as soluções dos per�s exatos.Para ompletar a validação do método para esse problema, os erros relativos na norma L2(||E||2), ometidos pelo esquema SDPUS-C1 para a aproximação de u, Txx = T11 e Txy = T12,são alulados para as três malhas e a ordem de onvergênia do método é estimada. Essesdados estão apresentados na Tabela 7.1 em que pode ser onstatado que, na média, o métodonumério fornee resultados de segunda ordem.Componente Malha ||E||2 Ordem de Convergênia
u 25 × 5 0.54611 × 10−1 �

50 × 10 0.14954 × 10−1 1.8686
100 × 20 0.36004 × 10−2 2.0543

T11 25 × 5 0.94033 × 10−1 �
50 × 10 0.15752 × 10−1 2.5776
100 × 20 0.69010 × 10−2 1.1907

T12 25 × 5 0.58428 × 10−1 �
50 × 10 0.51242 × 10−1 3.5113
100 × 20 0.25099 × 10−2 1.0297Tabela 7.1: Esoamento em um anal de plaas paralelas. Erros relativos na norma L2 eestimativa da ordem de onvergênia para o esquema SDPUS-C1, para os per�s u, T11 e T12.
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e ApliaçõesComponente u da veloidade

Componente T11 do tensor de tensão

Componente T12 do tensor de tensão

Figura 7.43: Esoamento em um anal de plaas paralelas. Comparação entre os per�s exatose os numérios (esquema SDPUS-C1) para u, Txx = T11 e Txy = T12.138



7.4 Simulação de Esoamentos Visoelástios7.4.2 Inhamento do ExtrudadoEsse problema onsiste na extrusão do �uido a partir de um anal iniial de plaas para-lelas. O �uido é injetado na extremidade esquerda do anal, desenvolve-se e é extrudado naextremidade direita do anal, om uma erta distânia do ejetor (ver Figura 7.44).
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Figura 7.44: Inhamento do Extrudado. Representação esquemátia.Caso 1 - Inhamento do Extrudado. Para a simulação deste aso onsidera-se uma malhaom 80 × 20 élulas omputaionais e os seguintes dados:
• Dimensão do domínio: 10m× 1m;
• Dimensão do anal: Lc = 4m e L = 1m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = 1m;
• Esala de veloidade: V0 = 1m/s;
• Número de Reynolds: Re = 0.1;
• Números de Weissenberg: We = 0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 1 e 1.2;
• Razão de Retardamento: β = 0.64.Os resultados numérios, obtidos para a taxa de inhamento Sr em função de We, sãoomparados om a solução analítia de Tanner (ver Bird et al. [8℄ e Tomé et al. [66℄), dada por

Sr = 0.1 +
[
1 + 18(We)2

] 1

2 . (7.8)A Figura 7.45 mostra a omparação da solução analítia de Tanner para Sr em função de
We, om os resultados numérios obtidos om o esquema SDPUS-C1, no tempos t = 9s e
t = 13s e para o estado estaionário. 139



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D, 2D-1/2 e Apliações

Figura 7.45: Inhamento do Extrudado. Comparação entre a solução analítia (para Sr em funçãode We) e o esquema SDPUS-C1 para t = 9s, t = 13s e estado estaionário.Na Tabela 7.2 apresenta-se a massa numéria (alulada pela vazão no injetor), nos tempos
t = 4s, t = 9s e t = 13s (para os valores de We = 0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 1 e 1.2). Aindanessa tabela, apresentam-se o erro relativo dado por

ER =
|Massa num.−Massa exata|

|Massa exata| ,ometidos por esse esquema, uma vez que as massas exatas, aluladas pela vazão no injetor, sãodadas por 2.6642 (em t = 4s), 5.9944 (em t = 9s) e 8.6586 (em t = 13s ). Para mais detalhes verMartins [48℄. Por essa tabela, ve-se laramente que o esquema SDPUS-C1 apresenta resultadosbastantes satisfatórios.
We t = 4s t = 9s t = 13sMassa Num. ER Massa Num. ER Massa Num. ER0.2 2.6639 0.126 × 10−3 5.9914 0.497 × 10−3 8.6515 0.823 × 10−30.4 2.6636 0.224 × 10−3 5.9930 0.229 × 10−3 8.6573 0.148 × 10−30.6 2.6635 0.261 × 10−3 5.9946 0.230 × 10−4 8.6518 0.374 × 10−30.8 2.6632 0.358 × 10−3 5.9923 0.350 × 10−3 8.6521 0.752 × 10−31 2.6631 0.396 × 10−3 5.9921 0.390 × 10−3 8.6518 0.791 × 10−31.2 2.6630 0.435 × 10−3 5.9921 0.386 × 10−3 8.6571 0.171 × 10−3Tabela 7.2: Inhamento do Extrudado. Massa numéria alulada pela vazão do injetor e errosrelativos ometidos pelo esquema SDPUS-C1.Como ilustração, nas Figuras 7.46 e 7.47 apresentam-se as soluções numérias em t = 0.13s eno estado estaionário, respetivamente, obtidas om o esquema SDPUS-C1 para o inhamentodo extrudado de um �uido Oldroyd-B, om We = 0.6, para u, v, Txx, Txy e Tyy.140
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u
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Txy

TyyFigura 7.46: Inhamento do Extrudado. Soluções numérias do esquema SDPUS-C1, para oinhamento do extrudado de um �uido Oldroyd-B, om We = 0.6, em t = 0.13s, para u, v, Txx, Txy e
Tyy. 141
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u

v

Txx

Txy

TyyFigura 7.47: Inhamento do Extrudado. Soluções numérias do esquema SDPUS-C1, para oinhamento do extrudado de um �uido Oldroyd-B, om We = 0.6, no estado estaionário, para u, v,
Txx, Txy e Tyy. 142



7.4 Simulação de Esoamentos Visoelástios7.5 Esoamento de Fluido Inompressível TurbulentoNesta seção são apresentados os resultados numérios de simulações de esoamentos de�uidos inompressíveis em regime turbulento. Esses resultados são gerados no ódigo Free�ow2D [12℄ (inrementado om o modelo de turbulênia κ − ε) em que os esquemas FDPUS-C1e SDPUS-C1 são implementados. Os resultados obtidos om o esquema SDPUS-C1 não sãoapresentados, uma vez que são similares aos resultados do esquema FDPUS-C1.7.5.1 Colapso de uma Coluna de FluidoO esquema FDPUS-C1 é validado na simulação do problema do olapso de uma oluna de�uido, em regime turbulento. Esse problema é desrito na seção 7.2.1. Os resultados obtidosom o esquema FDPUS-C1, para o espalhamento horizontal da oluna de �uido, são omparadosom os dados experimentais de Martim e Moye [47℄ e Koshizuka e Oka [37℄.Caso 1 - Colapso de uma oluna de �uido em regime turbulento. Os dados utilizadospara simulação desse aso om turbulênia são os mesmo utilizados no Caso1 - Colapso de�uido (Martim e Moye e Koshizuka e Oka), apresentados na seção 7.2.1.A Figura 7.48 mostra a omparação entre os dados experimentais, de Martim e Moye [47℄e Koshizuka e Oka [37℄, e os resultados numérios gerados om o esquema FDPUS-C1, paraa posição frontal do esoamento do �uido (xmax) em função do tempo, para as três malhasonsideradas (om 150 × 75, 300 × 150 e 600 × 300 élulas omputaionais). Por essa �gura,onstata-se que os resultados numérios estão em boa onordânia om os dados experimentais.
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2g/aFigura 7.48: Colapso de uma oluna �uido em regime turbulento. Comparação entre os dadosexperimentais e o esquema FDPUS-C1 para xmax em função do tempo.Como ilustração, na Figura 7.49 apresenta-se o resultado numério gerado pelo esquemaFDPUS-C1 om respeito a evolução da superfíie livre do �uido para o ampo de pressão em
t = 0.2s. 143
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Figura 7.49: Colapso de uma oluna de �uido em regime turbulento. Resultados numérios doesquema FDPUS-C1 para a evolução da superfíie livre do �uido para o ampo de pressão em t = 0.2s.
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8Resultados Numérios 3D

Este apítulo tem por objetivo mostrar que os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são apro-priados para a simulação de problemas 3D omplexos de esoamentos de �uidos inompressíveisom superfíie livres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes. Os resultados numéri-os são gerados por meio do ambiente de simulação Free�ow 3D de Castelo et al. [12℄, equipadoom os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1.8.1 Ressalto Hidráulio CirularO fen�meno salto hidráulio irular oorre om frequênia no dia-a-dia. Por exemplo, ao seabrir a torneira da pia da ozinha, um jato irular de água inide perpendiularmente à uba(superfíie rígida) e espalha radialmente a partir do ponto de impato. Após um determinadoraio, surge uma onda estaionária, omo ilustrado na Figura 8.1. Kurihara [39℄ e Tani [63℄a�rmam que essa desontinuidade se deve ao fato de que durante o espalhamento, a espessurado �uido diminui, então, uma erta distânia rese repentinamente sob à ação do gradiente depressão adverso. Esse gradiente de pressão ausa separação da pelíula em alguma distâniaradial, levando à formação de um fen�meno onheido por ressalto hidráulio irular. Osproblemas que exibem o fen�meno de ressalto hidráulio são exelentes testes para a validaçãode métodos numérios para resolução de problemas de esoamentos om superfíies livres. Osresultados numérios obtidos pelos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são omparados omdado experimental de Ellegard [23℄.Caso 1 - Ressalto hidráulio irular. Neste aso, onsidera-se que o diâmetro do injetoré dado por D = 0.05m e altura do injetor por H = 0.001m. Para simulação são empregadosuma malha de 120 × 120 × 10 élulas omputaionais e os demais dados:145
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Figura 8.1: Ressalto hidráulio irular. Fen�meno de ressalto hidráulio.
• Dimensão do domínio: 0.6m× 0.6m× 0.05m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = D = 0.05m;
• Esala de veloidade: V0 = 1m/s;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 5 × 10−5m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 1000;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 1.4278.Na Figura 8.2 são omparados qualitativamente o experimento de Ellegard [23℄ (ver Fig.8.2-(a)) om os resultados numérios obtidos om os esquemas FDPUS-C1 (Fig. 8.2-(b)) eSDPUS-C1 (Fig. 8.2-(b)). Por essa �gura, onstata-se que ambos os esquemas FDPUS-C1 eSDPUS-C1 apturaram o fen�meno, ou seja, após o salto hidráulio, esses esquemas polinomiaisonseguem apturar as irregularidades na superfíie livre do �uido.Como ilustração, na Figura 8.3 apresentam-se os ampos de pressão e veloidade, nas dire-ções x e z, no plano x ⊥ z (y = 0.5) obtidos pelo esquema SDPUS-C1. Os resultados para oesquema FDPUS-C1 são semelhantes e portanto são omitidos.8.2 Jatos OsilantesUm fen�meno bastante interessante e omum em dinâmia dos �uidos e om várias aplia-ções (por exemplo em indústrias de alimentos e proessamento de polímeros) são as instabili-dades físias (�ambagem) que apareem, quando um jato de �uido altamente visoso é inidido146



8.2 Jatos Osilantes
(a)

(b)

()

Figura 8.2: Ressalto hidráulio irular. Comparação entre o experimento de Ellegard (a) e osesquemas FDPUS-C1 (b) e SDPUS-C1 ().
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Pressão
Veloidade na direção x
Veloidade na direção y

Figura 8.3: Ressalto hidráulio irular. Resultados numérios do esquema SDPUS-C1 para osampos de pressão e veloidade (nas direções x e z) no plano x ⊥ z (y = 0.5).
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8.2 Jatos Osilantesem uma superfíie rígida e impermeável. Esse fen�meno é ilustrado na Figura 8.4. SegundoCruikshank [17℄, alguns �uidos om alto oe�iente de visosidade a�nam devido ao efeito datensão super�ial e à presença do ampo gravitaional. Ao aderirem a superfíie rígida formamdobras ou espirais e por essa razão são denominados jatos osilantes (ver Figura 8.4).

Figura 8.4: Jatos osilantes. Fen�meno de jato osilante.Caso 1 - Jato Osilante. Para simulação desse problema onsidera-se que a altura do injetor,om respeito ao fundo da superfíie rígida, é H = 0.11m e o diâmetro do injetor D = 0.006m.As soluções numérias geradas om os dois esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 são aluladasem uma malha om 100 × 100 × 100 élulas omputaionais e adotando-se os seguintes dados:
• Dimensão do domínio: 0.06m× 0.06m× 0.11m;
• Constante gravitaional: g = 9.81m/s2;
• Esala de omprimento: L = D = 0.006m;
• Esala de veloidade: V0 = 1m/s;
• Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 1.2 × 102m2/s;
• Número de Reynolds: Re = V0·L

ν
= 0.5;

• Número de Froud: Fr = V0√
g·L = 4.12182.Nas Figuras 8.5 e 8.6 apresentam-se os resultados numérios obtidos om os esquemasFDPUS-C1 e SDPUS-C1, respetivamente (nos tempos t = 0.2s, t = 0.4s, t = 0.6s e t = 0.8s).Por essas �guras onstata-se que os esquemas apturaram, muito bem, o fen�meno de jatoosilante. Como ilustração, na Figura 8.7 apresentam-se os ampos de pressão e veloidade(nas direções x, y e z) para os tempos t = 0.2s e t = 0.6s, obtidos om o esquema FDPUS-C1.Os resultados do esquema SDPUS-C1 não são mostrados devido a semelhança om os dadosapresentados. 149
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t=0.6s t=0.8s

Figura 8.5: Jatos osilantes. Resultados numérios do esquema FDPUS-C1, nos tempos t = 0.2s,
t = 0.4s, t = 0.6s e t = 0.8s.
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8.2 Jatos Osilantes t=0.2s t=0.4s

t=0.6s t=0.8s

Figura 8.6: Jatos osilantes. Resultados numérios do esquema SDPUS-C1, nos tempos t = 0.2s,
t = 0.4s, t = 0.6s e t = 0.8s.
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Veloidade na direção xt=0.2s t=0.6s
Veloidade na direção y

t = 0.2s t = 0.6s

Veloidade na direção z
t = 0.2s t = 0.6s

Figura 8.7: Jatos osilantes. Resultados numérios do esquema SDPUS-C1, nos tempos t = 0.2s ee t = 0.6s, para os ampos de pressão e veloidade (nas direções x, y e z.).152
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9Contribuições da Autora

A seguir são listados os artigos ompletos publiados/aeitos/submetidos originados dessadissertação. Também, são apresentados os resumos desses trabalhos.9.1 Artigos Submetidos em Periódios� Valdemir G. Ferreira, Rafael A. Queiroz, Giseli A. B. Lima, Rafael G. Cuena, CassioM. Oishi e Sean MKee, An upwind di�erening sheme for onservation laws and related �uiddynamis problems, submetido ao Computers & Fluids, 2009.Abstrat: A high resolution upwind di�erening sheme for the numerial solution of time dependenthyperboli onservation laws and related �uid dynamis problems is presented. The sheme is based onTVD and CBC stability riteria and is implemented in the ontext of the �nite di�erene methodology.The performane of the sheme is investigated by solving the 1D advetion equation with disontinuousinitial data and 1D Riemann problems for Burgers and Euler equations. The sheme is then appliedto the simulation of 2D aerodynami �ows and 2D/3D inompressible visous �ows with free surfaes.The numerial results displayed good agreement with other existing numerial and experimental data.� Valdemir G. Ferreira, Magda K. Kaibara, Giseli A. B. Lima, Juliana M. Silva, Marelo H.Sabatine, Paulo F. A. Manera e Sean MKee, A robust TVD-NV-basesd upwinding a sheme forsolving omplex �uid �ow problems, submetido ao Internaional Jornal for Numerial Metho-doss in Fluids, 2009.Abstrat: The development and further appliations of a reently introdued high resolution upwinddi�erening sheme, namely ADBQUICKEST ( Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 60: 1�26), willbe arried out. The ADBQUICKEST sheme is a new TVD version of the QUICKEST (Comput.Method. Appl. Meh. Engineering 1979; 19: 59�98) for solving nonlinear balane laws. The sheme153



Capítulo 9 Contribuições da Autorais based on the onept of NV and TVD formalisms and satis�es a onvetive boundedness riterion.The auray of the sheme is ompared with other popularly used onvetive upwinding shemes forsolving nonlinear onservation laws (for example, Burgers, Bukley-Leverett, shallow water and Eulerequations). The ADBQUICKEST sheme is then used to solve four types of �uid �ow problems ofinreasing omplexity: namely, 2D aerosol �ltration by �brous �lters; axisymmetri �ow in a tubularmembrane; 2D two-phase �ow in a �uidized bed; and 3D inompressible �ow involving free surfaes.The numerial tests indiate that this onvetive upwinding sheme is a good alternative for solvingomplex �uid dynamis problems.� Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A.C. Candezano, Patríia Sartori e Valdemir G.Ferreira, Avaliação omputaional de esquemas de alta reesolução em problemas de dinâmiados �uidos, submetido a TEMA, 2009.Resumo: Este artigo fornee uma avaliação omputaional dos esquemas upwind de alta resoluçãopopulares WACEB, CUBISTA e ADBQUICKEST para resolver problemas não lineares em dinâmiados �uidos. Os esquemas são analisados e implementados em variáveis normalizadas de Leonard e noontexto do método de diferenças �nitas. O desempenho dos esquemas é avaliado em problemas deRiemann para as equações de Burgers, Euler e águas rasas. Dos resultados numérios, os esquemassão lassi�ados segundo seus desempenhos em resolver essas equações não-lineares unidimensionais.O esquema seleionado é então apliado na simulção numéria de esoamentos inompressívies tridi-mensionais om superfíies livres móveis.9.2 Artigos Publiados em Anais de Congresso� Giseli A. B. Lima, Miguel A. C. Candezano e Valdemir G. Ferreira, Uma avaliação ompu-taional de três esquemas de disretização upwind para leis de onservação não lineares, DIN-CON'09 - 8th Brazilian Conferene on Dynamis, Control and Apliations, 2009, Bauru/SP.Resumo: Neste trabalho de pesquisa é apresentada uma avaliação omputaional dos esquemas dealta resolução WACEB (Int. J. Numer. Meth. Fluids 2000; 32: 881-897), CUBISTA (Int. J. Numer.Meth. Fluids 2003; 41:47-75) e ADBQUICKEST (Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009:In Press) pararesolver leis de onservação lineares e não lineares. Utilizando-se a metodologia de diferenças �nitas,esses esquemas são analisados e implementados no ontexto de variáveis normalizadas de Leonard. Paraaessar o desempenho dos esquemas, quatro problemas (um linear e três não lineares) são onsiderados,a saber: problema de adveção de um esalar; e problemas de Riemann para as equações de Burgers,Euler e águas rasas.� Giseli A. B. Lima e Valdemir G. Ferreira, Sobre variação total e onvergênia de três esque-mas upwind para leis de onservação, CNMAC2009 - XXXII Congresso Naional de Matemátiaapliada e Computaional, 2009, Cuiabá/MT.154



9.2 Artigos Publiados em Anais de CongressoResumo: Três esquemas upwind de alta resolução originais para solução omputaional de leis deonservação desenvolvidos no LCAD-ICMC-USP (ADBQUICKEST, TOPUS e o novo Esquema I) sãoanalisados om respeito a variação total e a ordem de onvergênia. Em partiular, os esquemas sãoapliados aos asos de onveção de esalares e problemas de Riemann para as equações não lineares deBurgers e Euler. A partir dos resultados numérios, onstata-se que os esquemas apresentam resultadosbastantes interessantes em todos os asos investigados.� Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Rafael A. B. Queiroz, Miguel A. C. Cande-zano e Laís Corrêa, Development and evaluation of upwind shemes for onservation laws,COBEM2009 - International Congress of Mehanial Engineering, 2009, Gramado/RS.Abstrat: This work deals with a omputational evaluation of two new high resolution upwind she-mes, namely ADBQUICKEST ( Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 60:1�26) and TOPUS (Comput.Fluids - Submitted), for solving general hyperboli onservation laws. By using the �nite di�erenemethodology, the shemes are analyzed and implemented in the ontext of normalized variables of Le-onard (1988). In order to aess the performane of these shemes, a series of one-dimensional testproblems are examined beginning with lassial linear advetion of salars and ending with Riemannproblems for Burgers, Bukley-Leverett, shallow water, and Euler equations. And, as appliation, theADBQUICKEST and TOPUS shemes are used for the numerial simulation of 3D inompressibleNavier-Stokes equations involving free surfae.� Rafael A. B. Queiroz, Giseli A. B. de Lima e Valdemir G. Ferreira, Comparison of twonew upwind shemes for hiperboli onservation laws with respet to symmetri property, BCS-iComp2009 - First Brazil-China Conferene on Sienti� Computing, 2009, Petrópolis/RJ.Abstrat: The modelling of onvetion terms is a key point in reproduing omplex physial phenomenain onservation laws and related �uid dynamis problems. The objetive of this work is to evaluate theperformane of two new high order bounded upwind shemes, namely TOPUS and FSFL, for solvinglinear and nonlinear hiperboli onservation laws. These shemes satisfy TVD priniple of Harten andare based on NVD formulation of Leonard,. Iniially, the symmetri property is emphasized when onesolves advetion of salars and Riemann problems for Burgers, Bukley-Leverett, shallow water andEuler equations. The, as an appliation, the shemes are employed for solving inompressible �owsinvolving free sufraes. From numerial tests, and depending of the problem in hand, both the shemesprovide satisfatory results.� Giseli A. B. Lima, Rafael A. B. Queiros e Valdemir G. Ferreira, A TVD upwinding shemefor ompressible and inompressible �ows, 30th CILAMCE - Iberian-Latin-Amerian Congresson Computational Methods in Engineering, 2009, Búzios/RJ.Abstrat: The modelling of onvetion terms is a key point in reproduing omplex physial phenomena155



Capítulo 9 Contribuições da Autorain �uid �ow problems. The objetive of this study is to evaluate the performane of a new TVD upwindsheme (FDPUS-C1) for solving both ompressible and inompressible �uid �ows. In partiular, resultsfor 1D/2D Euler of the gas dynamis and 2D Navier Stokes equations with free surfaes are presented.The sheme satisfy TVD priniple of Harten and is based on NVD formulation of Leonard. Fromnumerial tests, one an see that the present TVD upwinding sheme gives satisfatory results.9.3 Artigos Submetidos para Publiação em Anais de Con-gresso� Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A.C. Candezano, Patríia Sartori e ValdemirG. Ferreira, A simple NVD/TVD-based upwinding sheme for onvetion term disretization,submetido ao ECCOMAS CFD 2010-Fifth European Conferene on Computational Fluid Dy-namis, 2010, Lisboa/Portugal.Abstrat: The orret modeling for proesses involving onvetion, without introduing exessive ar-ti�ial damping while retaining high auray, stability, boundedness and simpliity of implementationontinues being nowadays a hallenging task for the ienti� CFD ommunity (see [1,2,5℄). In thisontext, the objetive of this study is to present and to evaluate the performane of a new TVD-basedupwinding sheme, namely Six Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class (SDPUS-C1), for on-vetion term disretization. SDPUS-C1 satis�es the TVD priniple of Harten [3℄ and is based on theNVD formulation of Leonard [4℄. Firstly, a desription of the sheme is done and then numerial resultsare presented for three-dimensional hyperboli onservation laws, suh as aoustis, Burgers and Eulerequations. Finally, as appliation, the SDPUS-C1 sheme is used for the omputational simulation ofthree-dimensional inompressible �uid �ows involving moving free surfaes.� Patríia Sartori, Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A.C. Candezano e Valdemir G.Ferreira, Avaliação omputaional de três esquemas upwind originais, submetido ao SIMMEC2010 9o Simpósio de Meânia Computaional, 2010, São João Del Rei/MG.Resumo: Resolver numeriamente problemas em dinâmia dos �uidos é uma tarefa difíil e desa�a-dora, prinipalmente quando tais problemas são dominados por onveção. Isso requer o desenvolvi-mento de esquemas numérios tipo upwind que sejam preisos, monot�nios e robustos. O presentetrabalho é destinado à avaliação omputaional de três novos esquemas upwind de alta resolução,desenvolvidos no LCAD-ICMC/USP, denominados ADBQUICKEST (ADaptative Quikest), TOPUS(Third-Order Polynomial Upwind Sheme) e SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1Class). O desempenho desses esquemas é investigado a partir da simulação omputaional de proble-mas de leis de onservação hiperbólias, a saber, adveção e problemas de Riemann para aústia eEuler da dinâmia dos gases. E então, omo apliação, esses esquemas são utilizados na simulação deesoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes3D. 156



9.3 Artigos Submetidos para Publiação em Anais de Congresso� Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Patríia Sartori, Miguel A.C. Candezano e Valdemir G.Ferreira, A new polynomial upwind onvetion sheme for �uid �ow simulations, submetido aoCONEM 2010 - VI Congresso Naional de Engenharia Meânia, 2010, Campina Grande/PB.Abstrat: The simulation of �uid �ow problems involving strong onvetive harater is a di�ultproblem to solve and has atrated many researhers in the CFD ommunity. In this senario, we pre-sent in this work a new polynomial upwind sheme, alled SDPUS ("Six Degree Polynomial UpwindSheme of C1 Class"), for numerial solution of onservation laws and related �uid dynamis problems.The sheme is developed in the ontext of normalized variables of Leonard and satis�es the CBC andTVD stability riteria of Gaskell and Lau, and Harten, respetively. The numerial solutions obtainedwith this sheme an ahieve seond/third order of auray in smooth regions and �rst order nearto disontinuities (shoks). The performane of the SDPUS is assessed in the solution of nonlinearhyperboli systems, suh as shallow water, aoustis, and Euler equations of gas dynamis. As appli-ation, the sheme is then used in the solution of inompressible Navier-Stokes equations in ylindrialoordinates. From numerial results, one an learly see that the SDPUS-C1 sheme is a robust toolfor resolving both ompressible and inompressible omplex �ow problems.9.4 Material Publiado em Curso de Curta Duração� Valdemir G. Ferreira, Giseli A. B. Lima e Hélio A. Navarro, Solução numéria de leis deonservação e problemas de dinâmia dos �uidos, DINCON'09 - 8th Brazilian Conferene onDynamis, Control and Apliations, 2009, Bauru/SP.Resumo: O miniurso é direionado, prinipalmente, a alunos de graduação que tenham algumafamiliaridade om álulo diferenial, álulo numério e físia elementar. O seu objetivo prinipalé mostrar ao aluno omo resolver, usando o método das diferenças �nitas, as equações da dinâmiados �uidos. A introdução ao tema é feita de maneira gradativa por meio da apresentação de aspetosteórios e prátios de simulações numérias 1D/2D/3D. Além de exeríios envolvendo problemas 1Dapresentados nesse texto, os aspetos prátios são ontemplados em outros materiais omplementaressobre simulações numérias 2D/3D de esoamentos de �uidos. Assim, além de ontribuir na formaçãoaadêmia do aluno, pretende-se despertar o interesse do mesmo pela área de dinâmia dos �uidosomputaional.9.5 Material Submetido para Curso de Curta Duração� Valdemir G. Ferreira eGiseli A. B. Lima, Simulação omputaional de alguns problemas emdinâmia dos �uidos, DINCOM'10-9th Brazilian Conferene on Dynamis, Control and TheirAppliations, 2010, Serra Negra/SP.Resumo: No presente mini-urso será apresentada uma revisão breve do estado da arte em simulaçãoomputaional de alguns problemas em dinâmia dos �uidos. A maior parte do mini-urso será desti-nada a exemplos e ilustrações de simulações numérias de esoamentos inompressíveis. A introdução157



Capítulo 9 Contribuições da Autoraao tema será feita gradativamente por meio da resolução numéria de equações modelo 1D, tais omoequação da ondução de alor (parabólia), equação de adveção (hiperbólia) e equação de Poisson(elíptia).A proposta do mini-urso é mostrar que dinâmia dos �uidos omputaional é a iênia de onstruirsoluções numérias para equações de onservação, avançando a solução no espaço e no tempo para obteruma desrição numéria do esoamento de interesse.Os tópios a serem abordados no mini-urso são resumidos omo seguem: desrever ténias paraa marha no tempo e o método de diferenças fnitas; disretizar as equações modelo 1D; apresentar omodelo fundamental em dinâmia dos �uidos (as equações de Navier-Stokes); ompreender o signi�adofísio de ada termo das equações de Navier-Stokes; introduzir um algoritmo de álulo para as equaçõesde Navier-Stokes; mostrar uma variedade de simulações de esoamentos inompressíveis; disutir algunsproblemas prátios usando �lmes ilustrativos.O presente mini-urso é direionado, prinipalmente, a alunos de graduação que tenham algumafamiliaridade om álulo avançado, álulo numério e físia elementar. E o seu objetivo prinipal émostrar ao aluno omo resolver, no ontexto de diferenças fnitas, as equações de Navier-Stokes para oaso inompressível.9.6 Relatório Ténio Cientí�o� Valdemir G. Ferreira, Rafael A. Queiroz, Rafael G. Cuena, Giseli A. B. Lima, CassioM. Oishi, e Sean MKee, An upwind di�erening sheme for onservation laws and related�uid dynamis problems,2009, Departamento de Matemátia da Universidade de Strathlyde -Glasgows/Esóia.Abstrat: A high resolution upwind di�erening sheme for the numerial solution of time dependenthyperboli onservation laws and related �uid dynamis problems is presented. The sheme is based onTVD and CBC stability riteria and is implemented in the ontext of the �nite di�erene methodology.The performane of the sheme is investigated by solving the 1D advetion equation with disontinuousinitial data and 1D Riemann problems for Burgers, Euler and shallow water equations. The sheme isthen applied to the simulation of 2D aerodynami transoni �ows and 2D/3D omplex inompressiblevisous �ows with free surfaes. The numerial results displayed good agreement with other existingnumerial and experimental data.
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Capítulo
10Conlusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho de mestrado, dois novos esquemas upwind de alta resolução, denominadosFDPUS-C1 (Five-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class) e SDPUS-C1 (Six-DegreePolynomial Upwind Sheme of C1 Class), para a disretização dos termos onvetivos linearese não-lineares de leis de onservação e problemas relaionados em dinâmia dos �uidos, foramdesenvolvidos, analisados e implementados. Os esquemas são baseados nos ritérios de estabi-lidade TVD e CBC e foram implementados, nos ontextos das metodologias diferenças �nitase volume �nitos, no ambiente de simulação Free�ow para esoamentos inompressíveis e noódigo bem onheido CLAWPACK para problemas ompressíveis.O desempenho dos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 foi, primeiramente, avaliado omrespeito a vários experimentos numérios 1D, a saber: i) adveção de esalares; ii) equaçõesnão lineares de Burgers e Bukley-Leverett; e iii) sistemas hiperbólios de águas rasas de Eulerda dinâmia dos gases. Esses testes numérios mostraram que os esquemas FDPUS-C1 eSDPUS-C1 são omparáveis (om desempenho igual ou superior) om os esquemas presentesna literatura, tais omo, van Leer, Superbee, CUBISTA, VONOS, TOPUS, ADBQUICKESTe WENO de tereira ordem. Esses esquemas foram, então, estendidos para resolução de umavariedade de leis de onservação 2D e esoamentos inompressíveis 2D altamente omplexos,tais omo esoamentos turbulentos e visoelástios om superfíies livres. Por �m, os esquemasforam apliados na resolução de esoamentos 3D laminares om superfíies livres.Os resultados numérios obtidos om os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS-C1 mostraramlaramente que esses esquemas upwind de alta resolução podem ser usados om on�ança nasimulação de sistemas hiperbólios e problemas omplexos de esoamentos de �uidos. Essasapliações evideniaram também que as prinipais vantagens desses novos esquemas são suashabilidades em resolver uma gama ampla de problemas omplexos - desde o tubo de hoquede Wood e Collella até esoamentos 3D om superfíies livres móveis - relativamente rápido. É159



Capítulo 10 Conlusões e Trabalhos Futurosimportante salientar que, em geral, os esquemas FDPUS-C1 e SDPUS forneem bons resultadosa números de CFL moderados e podem ser prontamente apliados para resolver orretamenteesoamentos transientes 3D onde os termos advetivos não lineares requerem atenção espeial.Em síntese, este trabalho, além de forneer dois novos esquemas upwind de alta resolução,dispõe de uma gama bastante signi�ativa de dados numérios preisos de simulações. Istopermitirá, no futuro, pesquisadores omparar seus dados om os aqui apresentados.A pesquisa ientí�a desrita neste texto pode ser inrementada de várias maneiras, so-bretudo no que diz respeito à ombinação dos dois novos esquemas FDPUS-C1 e SDPUS ommodelagem da turbulênia tipo URANS de duas equações para a simulação de esoamentos tur-bulentos de �uidos não newtonianos 3D om superfíies livres móveis. Esta frente de trabalhosfuturos reside a prinipal ontribuição do plano de doutorado da autora, uma vez que o es-tado da arte atual na área não ontempla ainda a simulação omputaional desses esoamentosaltamente omplexos na presença de superfíies livres móveis.
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Apêndie
ADemonstração da Propriedade TVD: EsquemaFDPUS-C1

Neste apêndie demonstra-se que o esquema FDPUS-C1 dado por
φ̂f =






−4φ̂5
U + 14φ̂4

U − 16φ̂3
U + 6φ̂2

U + φ̂U , φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],

(A.1)satisfaz a propriedade TVD de Harten [30℄.Relembrando que, no ontexto de variáveis normalizadas, um esquema onvetivo é TVDse ele satisfaz as seguintes ondições (ver Figura 3.4):
{
φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1, φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],
(A.2)Demonstração: Constata-se laramente por (A.1) que φ̂f = φ̂U para φ̂U /∈ [0, 1]. Resta então,monstrar que, para φ̂U ∈ [0, 1], o esquema (A.1) satisfaz φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1. Seguem asdemonstrações das três impliações:i) φ̂f ≥ φ̂U para 0 ≤ φ̂U ≤ 1.Seja h = φ̂f − φ̂U . Substituindo (A.1) em h, obtém-se

h = −4φ̂5
U + 14φ̂4

U − 16φ̂3
U + 6φ̂2

U . (A.3)Então, deve ser provado que h ≥ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 1. De fato, as raízes de h são 1 (demultipliidade 2), 0 (de multipliidade 2) e 3
2
. Do estudo de sinal da função h, onlui-se que161



Capítulo A Demonstração da Propriedade TVD: Esquema FDPUS-C1
h ≥ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 1. Para ilustrar essa impliação, a Figura A.1 mostra o grá�o da função
h em função de φ̂U .

Figura A.1: Esquema FDPUS-C1 - Análise TVD. Função h = φ̂f − φ̂U .ii) φ̂f ≤ 2φ̂U para 0 ≤ φ̂U ≤ 0.5.Seja g = φ̂f − 2φ̂U . Substituindo (A.1) em g, obtém-se
g = −4φ̂5

U + 14φ̂4
U − 16φ̂3

U + 6φ̂2
U − φ̂U . (A.4)Então, deve ser provado que g ≤ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 0.5. De fato a raiz real de g é 0 e as raízesimaginárias são 0.24±0.20i e 1.50±0.39i. Com estudo do sinal da função g segue-se que g ≤ 0para 0 ≤ φ̂U ≤ 0.5. Para ilustrar essa impliação, a Figura A.2 esboça o grá�o da função g.

Figura A.2: Esquema FDPUS-C1 - Análise TVD. Função g = φ̂f − 2φ̂U .iii) φ̂f ≤ 1 para 0.5 ≤ φ̂U ≤ 1.Seja s = φ̂f − 1. Substituindo (A.1) em g, obtém-se
s = −4φ̂5

U + 14φ̂4
U − 16φ̂3

U + 6φ̂2
U + φ̂U − 1. (A.5)Então, deve ser provado que s ≤ 0 para 0.5 ≤ φ̂U ≤ 1. De fato as raízes reais de s são dadaspor −0.32, 1 e 1.64 e as raízes imaginárias por 0.58 ± 0.35i. Novamente, om estudo do sinalda função s segue que s ≤ 0 para 0.5 ≤ φ̂U ≤ 1. Para ilustrar essa impliação, na Figura A.3apresenta-se o grá�o da função s.Em suma, das demonstrações aima, onlui-se que o esquema FDPUS-C1 (A.1) é TVD.
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Figura A.3: Esquema FDPUS-C1 - Análise TVD. Função s = φ̂f − 1.
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Apêndie
BDemonstração da Propriedade TVD: EsquemaSDPUS-C1 (γ = 12)

Neste apêndie demonstra-se que o esquema SDPUS-C1 dado, para γ = 12, por
φ̂f =





24φ̂6
U − 76φ̂5

U + 92φ̂4
U − 52φ̂3

U + 12φ̂2
U + φ̂U , φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , φ̂U /∈ [0, 1],

(B.1)satisfaz a propriedade TVD de Harten [30℄.Demonstração: Considerando as restrições (A.2) demonstra-se que o esquema SDPUS-C1,om γ = 12, dado por (B.1) é TVD. Constata-se laramente por (B.1) que φ̂f = φ̂U para
φ̂U /∈ [0, 1]. Resta então, demonstrar que (B.1), para φ̂U ∈ [0, 1], satisfaz φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e
φ̂f ≤ 1. Seguem as demonstrações das três impliações:i) φ̂f ≥ φ̂U para 0 ≤ φ̂U ≤ 1.Seja h = φ̂f − φ̂U . Substituindo (B.1) em h, obtém-se

h = 24φ̂6
U − 76φ̂5

U + 92φ̂4
U − 52φ̂3

U + 12φ̂2
U . (B.2)Então, deve ser provado que h ≥ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 1. De fato as raízes reais de h são 0(multipliidade 2) e 1 (multipliidade 2), e as raízes imaginárias são dadas por 1

12

(
7 ± i

√
23
).Com o estudo do sinal da função h onlui-se que h ≥ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 1. A Figura B.1, esboçaessa impliação, uma vez que traz o grá�o da função h.ii) φ̂f ≤ 2φ̂U para 0 ≤ φ̂U ≤ 0.5. 165



Capítulo B Demonstração da Propriedade TVD: Esquema SDPUS-C1 (γ = 12)
Figura B.1: Esquema SDPUS-C1 - Análise TVD. Função h = φ̂f − φ̂U .Seja g = φ̂f − 2φ̂U . Substituindo (B.1) em g, obtém-se

g = 24φ̂6
U − 76φ̂5

U + 92φ̂4
U − 52φ̂3

U + 12φ̂2
U − φ̂U . (B.3)Então, deve ser provado que g ≤ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 0.5. De fato a raízes reais de g são dadaspor 0 e 1.23, e as raízes imaginárias são 0.19 ± 0.06i e 0.770 ± 0.46i. Com o estudo do sinalda função g segue que g ≤ 0 para 0 ≤ φ̂U ≤ 0.5. Para ilustrar essa impliação, a Figura B.2esboça o grá�o da função g.

Figura B.2: Esquema SDPUS-C1 - Análise TVD. Função g = φ̂f − 2φ̂U .iii) φ̂f ≤ 1 para 0.5 ≤ φ̂U ≤ 1.Seja s = φ̂f − 1. Substituindo (A.1) em g, obtém-se
s = 24φ̂6

U − 76φ̂5
U + 92φ̂4

U − 52φ̂3
U + 12φ̂2

U + φ̂U − 1. (B.4)Então, deve ser provado que s ≤ 0 para 0.5 ≤ φ̂U ≤ 1. De fato as raízes reais de s são dadaspor −0.20 e 1. As raízes imaginárias são dadas por 0.33 ± 0.38i e 0.85 ± 0.19i. Novamente,om estudo do sinal da função s segue-se que s ≤ 0 para 0.5 ≤ φ̂U ≤ 1. Para ilustrar essaimpliação, a Figura B.3 mostra o grá�o da função s.Em suma, das demonstrações aima, onlui-se que o esquema SDPUS-C1 (B.1), para γ =

12, é TVD.
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Figura B.3: Esquema SDPUS-C1 - Análise TVD. Função s = φ̂f − 1.
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Capítulo B Demonstração da Propriedade TVD: Esquema SDPUS-C1 (γ = 12)
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Apêndie
CPrinípio de Sweby e Difereniabilidade

Neste apêndie demonstra-se a seguinte impliação:� A ondição φ̂′

f(0) = 1 (uma das ondições impostas para que a o esquema φ̂f = φ̂f(φ̂U) sejade lasse C1(φ̂U), φ̂U ∈ R) não é satisfeita, simultaneamente, om o prinípio de Sweby, dadopor se r −→ 0, então ψ
′

(0) −→ 2. (C.1)Demonstração: seja o esquema de�nido, para φ̂U ∈ [0, 1], por um polin�mio de grau n + 1,dado por
φ̂f(φ̂U) =

n+1∑

i=0

aiφ̂
i
U (C.2)e esrito da seguinte forma (ver Waterson e Deonink [75℄)

φ̂f = φ̂U +
1

2
ψ(r)(1 − φ̂U). (C.3)Considerando ψ(r) omo Ψ(φ̂U), devido a φ̂U = r

1+r
, tem-se que o limitador de �uxo é umpolin�mio de grau n (ver Waterson e Deonink [75℄), dado por

Ψ(φ̂U) =

n∑

j=0

αjφ̂
j
U = αnφ̂

n
U + αn−1φ̂

n−1
U + · · ·+ α1φ̂U + α0. (C.4)169



Capítulo C Prinípio de Sweby e DifereniabilidadeReesrevendo-se novamente o limitador de �uxo Ψ(φ̂U) em função de r por ψ(r), obtém-se
Ψ(φ̂U) = ψ(r) = αn

(
r

1 + r

)n

+ αn−1

(
r

1 + r

)n−1

+ · · ·+ α1

(
r

1 + r

)
+ α0. (C.5)Primeiramente aplia-se o prinípio de Sweby. Para tanto, deriva-se (C.5) para obter

ψ
′

(r) =
nαnr

n−1(1 + r)n − αnr
nn(1 + r)n−1

(1 + r)2n

+
(n− 1)αn−1r

n−2(1 + r)n−1 − αn−1r
n−1(n− 1)(1 + r)n−2

(1 + r)2n−2...
+
α1(1 + r) − α1r

(1 + r)2e aplia-se a de�nição desse prinípio, dada por (C.1), e onlui-se
ψ

′

(0) = α1 = 2. (C.6)Agora, aplia-se a ondição φ̂′

f(0) = 1. Para isso, reesereve-se (C.3) onsiderando (C.4),ou seja,
φ̂f = φ̂U +

1

2
Ψ(φ̂U)(1 − φ̂U) (C.7)e deriva-se (C.7) para obter

φ̂
′

f(φ̂U) = 1 +
1

2

[
Ψ

′

(φ̂U)(1 − φ̂U) − Ψ(φ̂U)
]
, (C.8)apliando a ondição φ̂′

f(0) = 1, obtém-se
φ̂

′

f(0) = 1 +
1

2

[
Ψ

′

(0) − Ψ(0)
]

= 1 (C.9)o que implia em
Ψ

′

(0) = Ψ(0). (C.10)Para avaliar a equivalênia (C.10), deriva-se (C.5) e obtém-se
Ψ

′

(φ̂U) =

n∑

k=1

kαkφ̂
k−1
U = nαnφ̂

n−1
U + (n− 1)αn−1φ̂

n−2
U + · · · + 2α2φ̂U + α1. (C.11)170



De (C.11), tem-se
Ψ

′

(0) = α1 (C.12)e por (C.5), tem-se
Ψ(0) = α0. (C.13)Portanto, de (C.10), (C.12) e (C.13), obtém-se
α1 = α0. (C.14)Lembrando que φ̂f(0) = 0 (uma ondição neessária para que o esquema φ̂f = φ̂f(φ̂U) sejamonot�nio e livre de difusão numéria), implia em α0 = 0. Conluindo-se portanto que
α1 = 0. (C.15)Portanto de (C.6) e (C.15), onlui-se que a ondição φ̂′

f(0) = 1 não é satisfeita, simultane-amente, om o prinípio de Sweby.
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Apêndie
DCLAWPACK

Neste apêndie faz-se uma desrição sintétia do software CLAWPACK (Conservation LAWPACKage). Esse software foi desenvolvido por LeVeque et al. [53℄ e simula, no ontexto dométodo de volumes �nitos, leis de onservação hiperbólias 1D, 2D e 3D. A seguir apresenta-seo algoritmo de resolução empregado no software apenas para o aso 1D. Detalhes da resoluçãodas leis de onservação 2D e 3D podem ser enontrados em LeVeque [44℄.Lembrando que a leis de onservação 1D são dadas por:
φt + F (φ)x = 0. (D.1)em que φ é o vetor das variáveis onservadas e F (φ) é o vetor da função �uxo. No paoteomputaional CLAWPACK, (D.1) é onsiderada na forma quasi-linear, dada por

φt + A(x, t)φx = 0. (D.2)em que A(x, t) é a matriz jaobiana F ′

(φ(x, t)) = A(x, t).O algoritmo de resolução utilizado no CLAWPACK para resolução de leis de onservação éomo segue:Passo 1: Substitui-se a solução pontual por uma distribuição onstante por partes;Passo 2: Resolve-se o problema de Riemann aproximado pelo método de Roe (ver LeVeque[44℄). O soluionador do problema de Riemann retorna, para qualquer dois estados φi−1 e φi,um onjunto de M ondas de�nidas omo ∑M
q=1 W

q

i− 1

2

= φi − φi−1 = ∆φi− 1

2

, e as �utuações173



Capítulo D CLAWPACK
A−∆φi− 1

2

=
M∑

q

(ŝq)−Wq

i− 1

2

(D.3)
A+∆φi− 1

2

=

M∑

q

(ŝq)+Wq

i− 1

2

, (D.4)em que (ŝq)− = min(λ̂, 0) e (ŝq)+ = max(λ̂, 0), sendo λ̂ o autovalor da matriz A;Passo 3: Aplia-se a fórmula de atualização. O paote omputaional CLAWPACK dispõe dedois métodos distintos:
• O esquema de primeira ordem de Godunov. Esse método é dado por

φn+1
i = φn

i − δt
δx

(
A+∆φi− 1

2

+ A−∆φi+ 1

2

)
; (D.5)

• O esquema de alta resolução, proposto por LeVeque. Esse esquema onsiste no métodode primeira ordem de Godunov om termo de orreção e é dado por
φn+1

i = φn
i − δt

δx

(
A+∆φi− 1

2

+ A−∆φi+ 1

2

)
− δt
δx

(
F̃i+ 1

2

− F̃i− 1

2

)
, (D.6)em que

F̃i− 1

2

= A+φi + A−φi−1 +
1

2
|A|
(
I − δt

δx
|A|
)

(φi − φi−1), (D.7)om
φi − φi−1 =

M∑

q

α̃i− 1

2

ŝq, (D.8)e
α̃i− 1

2

= αi− 1

2

ψ(rq

i− 1

2

), (D.9)em que α = R−1δ, R é a matriz do autovetor, δ = φi − φi−1, ψ são as funções limitadoresde �uxo e rq

i− 1

2

é a razão dos gradientes onseutivos dado por
rq

i− 1

2

=
αq

I− 1

2

αq

i− 1

2

em que I =

{
i− 1 λq ≤ 0,

i+ 1 λq < 0,
. (D.10)om λq autovalores. 174



Vale observar que o paote CLAWPACK disponibiliza os limitadores de �uxo Minmod,Superbee, MC, van Leer e Bean-Warming e ainda possibilita a inlusão de novos limitadoresde �uxo. Para o estudo neste trabalho de mestrado, o paote omputaional CLAWPACK foiequipado om os limitadores de �uxo, genuinamente brasileiros, ADBQUICKEST, TOPUS,FDPUS-C1 e SDPUS-C1.
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