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Resumo

Este trabalho introduz os conceitos de controlabilidade fraca e estabilizabilidade fraca
para sistemas lineares com parametros sujeitos a saltos Markovianos a tempo discreto. E,
inicialmente, construida uma colegao de matrizes C que se assemelha as matrizes de con-
trolabilidade de sistemas lineares deterministicos. Essa colecao de matrizes C nos permite
definir um conceito de controlabilidade fraca, requerendo que elas sejam de posto com-
pleto, assim como introduzir um conceito de estabilizabilidade fraca, dual ao conceito de
detetabilidade fraca encontrado na literatura de sistemas com saltos de Markov. Uma car-
acterfstica importante do conceito de estabilizabilidade fraca é a de generalizar o conceito
de estabilizabilidade na média quadratica, anteriormente encontrado na literatura.

O papel do conceito da estabilizabilidade fraca no problema de filtragem ¢é investigado
através de casos de estudo. Estes casos de estudo sao desenvolvidos no contexto do filtro
de Kalman com observacao do parametro de Markov e sugerem que a estabilizabilidade
fraca em conjunto com a detetabilidade na média quadratica garantem que o estimador

seja estavel na média quadratica.
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Abstract

This work introduces weak controllability and weak stabilizability concepts for discrete-
time Markov jump linear system. We introduce a collection of matrices C that resembles
controllability matrices of deterministic linear systems. The collection of matrices C al-
lows us to define a weak controllability concept by requiring that the matrices are full
rank, as well as to introduce a weak stabilizability concept that is a dual of the weak
detectability concept found in the literature of Markov jump systems. An important fea-
ture of the introduced concept is that it generalizes the previous concept of mean square
stabilizability.

The role that the weak stabilizability concept plays in the filtering problem is investi-
gated via case studies. These case studies are developed in the context of Kalman filtering
with observation of the Markov parameter, they suggest that weak stabilizability together

with mean square stabilizability ensure that the state estimator is mean square stable.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, inicialmente fazemos uma breve apresentacao do cenario envolvendo os
novos conceitos que vamos introduzir, objetivando completar o quadro de dualidade dos
problemas de controle e filtragem para sistemas lineares com saltos Markovianos (SLSM).
Apresentamos também, nas secoes que seguem, algumas notagdes que serao utilizadas
ao longo do trabalho, a definicao dos SLSM, alguns conceitos preliminares, tais como os
de estabilidade, estabilizabilidade e detetabilidade, uma breve abordagem da teoria de

filtragem e finalizamos com a organizacao do texto.

Como veremos em detalhe, posteriormente, os sistemas lineares sujeitos a saltos Marko-
vianos (SLSM) sao sistemas cuja dindmica muda abruptamente, em certos instantes (de-
nominados instantes de saltos) de tal forma que as solugoes (denominadas trajetorias
de estado) s@o aleatorias. Uma caracteristica notével desses sistemas, em contraste com
os sistemas lineares deterministicos (SLD), encontra-se no fato de que os conceitos de
estabilizabilidade na média quadratica (MS-estabilizabilidade) e detetabilidade fraca (W-
detetabilidade), que sdo adequados ao problema de controle linear quadratico (LQ), nao
sao duais. De fato, em (Costa & do Val 2002a), em (Costa & do Val 2002b) e em (Costa,
do Val & Fragoso 2005) mostra-se que o conceito de detetabilidade na média quadratica
(MS-detetabilidade), dual ao conceito de MS-estabilizabilidade, ¢ mais forte que o con-
ceito de W-detetabilidade. Além disso, esses trabalhos fornecem um cenario completo no
contexto do controle LQ que generaliza a teoria de sistemas lineares; por exemplo, tem-se
que W-detetabilidade é uma condicao suficiente para que o controlador LQ estabilize o

sistema.

O elevado grau de maturidade dos resultados para controle de SLSM nao encontra um
completo paralelo na questao da filtragem. As condigoes encontradas na literatura que
asseguram a existéncia e a estabilidade dos filtros sao as nogoes de MS-estabilizabilidade
e de MS-detetabilidade. Deste modo, a questao que surge naturalmente é se existe um
conceito mais fraco de estabilizabilidade (W-estabilizabilidade) no problema de filtragem

que generaliza a nogao anterior de MS-estabilizabilidade, completando o quadro de dual-
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idades, vide Figura 1.1

controle filtragem
MS-ESTABILIZABILIDADE [~ 1 W-=-ESTABILIZABILIDADE
\\/&//
// \\
W-DETETABILIDADE - ~  MS-DETETABILIDADE

Figura 1.1: Quadro das dualidades

Resumidamente, desenvolvemos essa abordagem como segue. Inicialmente, construi-
mos uma colecao de matrizes que tem uma analogia com as matrizes de controlabilidade
usuais de SLD e ressaltamos que a dimensao dessa colecao de matrizes esta relacionada
as dimensoes do sistema.

Baseando-nos nessa colecao de matrizes, introduzimos um conceito de W-controlabili-
dade, envolvendo uma condicao de de posto completo, assim estendendo o conceito usual
de controlabilidade no “sentido classico” da teoria de SLD. Em seguida, introduzimos
o conceito de W-estabilizabilidade e o caracterizamos em termos do conceito de MS-
estabilizabilidade.

Essa caracterizagao nos permitira observar que a W-estabilizabilidade é um conceito
mais fraco que o de MS-estabilizabilidade e, além disso, a W-estabilizabilidade nos possi-
bilitara analisar a relacao de dualidade com a W-detetabilidade.

Na seqiiéncia, investigamos o papel da W-estabilizabilidade no problema de filtragem
através da construgao de casos de estudo que empregam o filtro de Kalman (FK), quando
dispomos da saida do sistema e do estado da cadeia de Markov. Esses casos de estudo sug-
erem que a estabilizabilidade fraca em conjunto com a detetabilidade na média quadratica
garantem que o estimador seja estéavel na média quadratica (MS-estéavel).

Finalmente, ressaltamos que os resultados técnicos apresentados neste texto podem

também ser encontrados, em uma versao mais sintética, em (Costa, Manfrim & do Val
2006)

1.1 Notacoes

Nesta secao, apresentamos as notacgoes para referéncia posterior. Seja R™ o espaco
linear Euclidiano de dimensao n. Sejam R™" (respectivamente, R™) o espago linear nor-
mado formado por todas as matrizes reais de dimensao r x n (respectivamente, n x n) e
R™ (R"F) o cone convexo fechado das matrizes simétricas semidefinidas positivas (o cone
aberto das matrizes simétricas definidas positivas); U’ denota o transposto de U, U >V
(U > V) significa que U =V € R (U -V € R""). O operador 1y representa a medida

de Dirac e tr{-} é o operador trago.
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Para U € R™?, N(U) representa o espago nulo de U, para U € R" e V € R™",
C(U,V)=[V:UV:--. iU 'V ] éamatriz de controlabilidade do par (U, V). I denota
uma matriz identidade de dimensao apropriada e ® denota o produto de Kronecker.

Seja M™? o espago linear formado por um ntmero N de matrizes tais que M™? =
{U = (Uy,...,Uy) : U; € R, 4 = 1,...,N}; ainda, M"™ = M™". Denota-se como
M (M™) o conjunto M™ quando ele é constituido de U; € R™ (U; € R™T) para todo
i = 1,...N. Define-se, também, como U > V (U > V) a representacao de U; > V;
(U; > V;), para cada i = 1,..., N; estende-se, de forma analoga, esta representacio para
as outras relacoes matematicas.

Para uma dada matriz P € R, introduzimos os operadores & : M"® — M"; e, para
VeM™ Ty : M — M como:

N
&(U) =Y pyU;
"y (1.1)
Tvi(U) = ZPjiVjUjVj/, 1=1,...,N;
j=1

observe que a notagao em (1.1) omite a matriz P, e que € e T sao lineares e continuos
em seus argumentos. Denota-se T°(U) = U e quando T : M™ — M define-se T*
recursivamente por T%(U) = T(T*1(U)), para k = 0,1,2, ...

Exemplo 1.1. Para exemplificar as notagoes, considere U = (Ul,Ug) EM?eV =

(Vl, Vg) € MY? assumindo os sequintes valores:

1 11

. 5 .
considere, também, P = l 9 ] Assim sendo, por exemplo temos:

(1) V' e M*! € dado por V' = ({ 1 ], {?}),

(ii) V'V > U, pois
om0 e

sendo as matrizes em (1.2) semi-definidas positivas;
(iii) Ty (U) € dado por:
Tva(U) =puVilUi V] + pn Vo U, Vy

o (0 [1 ][ ]) o (2 a1 2)

=0,5-24+0,1-9 = 1,9
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Tvo(U) =p2 ViU V] + p Vo Us V,

—os- (a1 [ 98] [H]) oo (12 1[4 H][3))

=0,5-24+0,9-9 = 9,1.

1.2 Os SLSM

Nas ultimas décadas, diversas técnicas tém sido desenvolvidas para tratar de sistemas
dinamicos inerentemente sujeitos a mudancas em suas estruturas. Eles sao freqlientemente
encontrados em complexos problemas no qual as exigéncias de um bom desempenho de-
vem ser respeitadas. Problemas dessa natureza, usualmente especializados para modelos
particulares, apresentam graus de sucesso variado, em geral dependendo do grau de ade-
quacao do modelo (Costa 2001b).

Uma possivel qualificagao desses sistemas é a que surge quando eles sofrem alteragoes
abruptas (saltos) em certos instantes, mas permanecem constantes nos demais instantes.
Uma abordagem comum neste caso é através de modelos miltiplos chaveados, nos quais
se assume que o sistema real pode ser representado por um modelo que pertence a um
conjunto finito ou enumeravel de possiveis modelos (também denominados modos de op-
eragao). Como referéncia, mencionamos (Johansen, Molengraft & Nijmeijer 2002) e os
artigos nele citado.

Considere, ainda, que em cada instante ha uma probabilidade de que o sistema chaveie
do modo de operagao em que se encontre para um outro modo, dependendo apenas do
modo atual. Ou seja, os saltos nos parametros ocorrem de acordo com as transigoes de
uma cadeia de Markov subjacente, como apresentado na Figura 1.2, de forma que cada
estado da cadeia representa um dos possiveis modos. Assim sendo, tratam-se de sistemas
estocésticos cuja dindmica muda de forma abrupta em certos instantes e comportam-
se como sistemas lineares entre os saltos. Esse é o contexto dos denominados sistemas

lineares sujeitos a saltos Markovianos (SLSM).

Pij
Dii ‘@ , Pijj
DPji

Figura 1.2: Representacao de uma cadeia de Markov

Para ilustrar, consideremos os chamados manipuladores subatuados, que sao sistemas
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roboticos que podem possuir tanto juntas ativas quanto juntas passivas sujeitas a falhas
ao executar operagoes criticas em ambientes onde nao é conveniente ou possivel executar
a manutencao, como veiculos espaciais, estruturas subaquaticas, ambientes expostos a
agentes nocivos a saude, etc... Quando ocorre uma falha em uma junta especifica, ela se
transforma em passiva e o sistema de controle posiciona o manipulador usando somente as
juntas ativas restantes. Modelando cada combinacao das ¢ juntas como sendo um “estado”,
teremos 2° estados que podem ser dados por: (1) quando todas juntas estdo ativas, (2)
quando as {—1 primeiras juntas estao ativas e a ultima esta passiva, (3) quando a segunda
e a terceira junta estao ativas e as demais estao passivas, e assim sucessivamente. Se a
mudanca entre dois estados ocorrer de acordo com uma probabilidade dependente apenas
do estado atual, entdo podemos associar cada um dos 2¢ estados aos estados de uma
Cadeia de Markov. Na Figura 1.3 estao representadas trés juntas, assim sendo, temos
23 estados de Markov. De acordo com (Siqueira & Terra 2004) e (Costa, Fragoso &
Marques 2005), enquanto as trés juntas estao ativas, a posigao do brago pode ser descrita
por:
z(k+1) = Ajz(k) + Biw(k),

sendo w um ruido; quando as duas primeiras juntas estao ativas e a tltima passiva, a

posicao do braco pode ser descrita por:
z(k+1) = Asx(k) + Bow(k),

e assim sucessivamente. Uma generalizagao deste exemplo leva & definicao de SLSM que

iremos empregar neste trabalho, formalizada como segue.

Figura 1.3: Juntas do braco de um robé *.

Definimos um SLSM, a tempo discreto, descrito em um espaco de probabilidade apro-

priado dado por (€2, F, P), como:

. { ok +1) = Agwa(k) + Bapyw(k), (0) ~ N(zo, %)

(1.3)
y(k) = Cg(k)l'(k) -+ Dg(k)v(k), (9(0) ~ Wo(k)

'Figura cedida pelo Laboratorio de Sistemas Inteligentes (LASI) da Escola de Engenharia de Sao
Carlos, departamento de Engenharia Elétrica, USP. Foto de Miguel Boyayan - FAPESP.
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para k = 0,1,..., sendo o par (z,6) o estado do sistema, com = € R™ a parcela continua
e eS={1,..., N} aparcela discreta do estado; y € R™ a saida do sistema; w € R? e
v(k) € R os ruidos aleatorios com distribui¢ao N(0,I). 6 é o estado de uma cadeia de
Markov discreta no tempo com espaco de estado finito com matriz de probabilidade de
transi¢io P = [p;;] € RN tal que p;; := Pr(0(k+1) = j|(0(k) = i)) ¢ a probabilidade
do sistema passar do modo de operagao ¢ para j; portanto deve satisfazer-se que p;; > 0
para i,7 € S e, para cada i, Z;.V:lpij = 1. Define-se w(k) = P(G(k) = z) Sempre
que O(k) = i, i = 1,...,N, assume-se que Agpy = A; € R", Bypy = B; € R™%,
Coy = C; € R™" e Doy = D; € R™2,

Neste trabalho, consideramos A = (A;,...,Ay) € M" como sendo um conjunto de
matrizes conhecidas e, similarmente, estendemos essa consideragao para as colegoes de
matrizes B, C'e D. As questoes relativas a inferéncia dos parametros nao serao abordadas
neste texto; detalhes sobre essas questoes sao encontradas em (Aguirre 2004), (Gevers
2005) e as referéncias neles citadas.

Os SLSM generalizam os SLD e, simultaneamente, apresentam resultados fortes que
mimetizam suas propriedades, veja (Costa & do Val 2002b) e (Costa, do Val & Fragoso
2005). H& grandes possibilidades de aplicagbes, entre as quais mencionamos sistemas
roboticos (Saridis 1983) (Siqueira & Terra 2004), modelos macroeconoémicos (do Val &
Basar 1999), receptores térmicos solares (Sworder & Rogers 1983) e sistemas aeronauticos
(Athans, Castanon, Dunn, Greene, Lee, Sandell & Willsky 1977).

Existem varios resultados na literatura sobre o controle de sistemas SLSM. Por exem-
plo, algoritmos para a solucao do problema LQ usando abordagens convexas ou equagoes
algébricas de Riccati (EARA) sdo encontrados em (Costa & Fragoso 1995), (Costa, do
Val & Geromel 1999), (Costa & Marques 2000), (do Val & Costa 2002). Destacamos,
ainda, de uma longa lista de referéncias: (Ji & Chizeck 1990a, Ji & Chizeck 19900, Ji,
Chizeck, Feng & Loparo 1991, Ji & Chizeck 1992), (Costa & Fragoso 1993), (Costa 1994),
(Costa 1995),(Morozan 1995), (Rami & Ghaoui 1996), (Fragoso & Baczynski 2001), (Costa
& do Val 2001) e (Costa, do Val & Fragoso 2005).

1.3 Conceitos preliminares

Nesta secao apresentamos as defini¢oes existentes na literatura de SLSM, tais como:
MS-estabilidade, MS-estabilizabilidade, MS-detetabilidade e W-detetabilidade. Os seguintes
resultados sao adaptados de (Ji & Chizeck 1992, Ji et al. 1991), (Costa & Fragoso 1995),
(Morozan 1995) e (Fragoso & Baczynski 2001) e referem-se a MS-estabilidade e MS-

estabilizabilidade. Para simplificar a notac¢ao denotamos E{-} = E, »{-}.

Definigao 1.1. Diz-se que (A, P) € estdvel na média quadrdtica (MS-estdvel) se, para
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cada x(0) e 7(0),
Jim E{[z(k)[[*} = 0, Vx(0),(0) (1.4)

sendo z(k 4+ 1) = Aguyz(k) com 2(0) = x(0), 6(0) ~ 7(0).

A proposicao seguinte, relacionada com o sistema com ruido, é similar & apresentada
em (Costa & Tuesta 2004, Lemma 2.2).

Proposicao 1.1. Considere o sistema ®. (A, P) € estdvel na média quadrdtica (MS-

estdvel) se, e somente se,

Jim E{[la(k)[*} < o0, Va(0),(0). (1.5)

Condigbes necessarias e/ou suficientes para a estabilidade de sistemas com saltos sao
encontradas, por exemplo, em (Ji & Chizeck 19900), (Costa & Fragoso 1995), (do Val &
Basar 1999) respectivamente para problemas de controle de horizonte infinito a tempo
continuo e a tempo discreto, e para horizonte retrocedente. Vale mencionar, entre as
sutilezas dos SLSM, que a estabilidade de cada modo de operagao (autovalores com parte
real negativa ou dentro do circulo unitario, respectivamente para o caso continuo e dis-
creto) nao é uma condi¢ao necessaria nem suficiente para a MS-estabilidade do sistema,
vide (Ji et al. 1991). O conceito de MS-estabilidade é equivalente a outros conceitos de
segundo momento, como estabilidade estocastica exponencial, veja (Feng, Loparo, Ji &

Chizeck. 1992).

Definigao 1.2. Considera-se o sistema ®. Diz-se que (A, B, P) € estabilizdvel na média
quadrdtica (MS-estabilizavel) se existe uma cole¢ao de matrizes K € M™" tal que (A +
BK, P) seja MS-estdvel. Neste caso, diz-se que K estabiliza (A, B, P) no sentido MS.

Como podemos observar em (Costa 2001a), o conceito de MS-estabilizabilidade é o
conceito mais geral conhecido que assegura a existéncia de solugoes para o problema LQ
e para as EARA associadas.

Na seqiiéncia, apresenta-se o conceito dual ao de MS-estabilizabilidade, a MS-detetabili-
dade. Ele é encontrado, por exemplo, em (Costa & Fragoso 1995), (Morozan 1995) e

(Fragoso & Baczynski 2001) generalizando conceitos anteriores de detetabilidade.

Definigao 1.3. Considera-se o sistema ®. Diz-se que (A,C, P) é detetdvel na média
quadrdtica (MS-detetdvel) se existir um conjunto de matrizes L € M™™, tal que (A +
LC, P) seja MS-estdvel

Na seqiiéncia, apresentamos os conceitos de observabilidade fraca e detetabilidade
fraca para SLSM, desenvolvido recentemente pelo orientador deste trabalho, vide (Costa
& do Val 2002b) e (Costa & do Val 2001) para o caso discreto e (Costa & do Val 2002a)
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para o caso a tempo continuo. O conceito generaliza conceitos anteriores (incluindo os
de observabilidade encontrados, por exemplo, em (Morozan 1995)), além de garantir que
controladores 6timos LQ) estabilizem o sistema.

Considere O;(k) € R com k = 0,...,n%N, definidas, para cada i € S, recursivamente
por:
com 0;(0) = C!C; e @ € M N:" definida por:

0; = [ 0;(0) © 0;(1) F 042) 7 ...t 02N —=1) |, (1.6)

para cada i € S.

Definigao 1.4. Considere o sistema ®. Diz-se que (A, C, P) é W-observdvel se Q; é posto

completo para cadai=1,...,N.

Seja a variavel aleatoria I' definida por:

D(T) =Y /' (k)ChyCoy (k) (1.7)
k=0

com T > 0 e ¢ a matriz de transicao da parecela continua do estado x do sistema &, isto
&, Y(k) = Aoy Aok—1) - - - Ag(o)-

Defini¢ao 1.5. Considere o sistema ®. Diz-se que (A, C, P) € fracamente detetdvel (W-
detetdvel) se,

lim—oo E{||2(K)|?} =0 sempre que E{x(I'(n*N)zo} =0

Proposicao 1.2. Considere o sistema ®. Diz-se que (A, C, P) é W-detetdvel se, e
somente se (A, O, P) é MS-detetdvel.

Em (Costa, Fragoso & Marques 2005) é definida a colegao de matrizes 8(k) € M0,

que sera empregada ao longo do texto, definida por:
Si(k) = E{z(k)z'(k) Liom)=it }, (1.8)

paracadat=1... Nek=0,1,...
Para verificar uma aplicacao de alguns dos conceitos apresentados nesta secao, con-

sidere o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2. Seja o sistema ® com as matrizes:

0,9 0 0 0,9 0,1 0 10
A=101 11 0|, A=1]0109 0|, =100
0 0 0,9 0 0 0,9 00

B(l):B(Q):[l 0 o}', 0(1):(1(2):[1 0 o},

D(1)=D(2)=1, m=][1 0] e P:{
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Verificamos que (A, B, %, P) é MS-estabilizavel através do algoritmo apresentado no
Apéndice A. Desenvolvemos a equagao (1.6) e verificamos que Q;, © = 1,2, nao tem
posto completo, de forma que, pela Definicao 1.4, obtivemos que (A,C,P) nao é W-
observavel. Analisamos a MS-detetabilidade de (A, O, P) através do algoritmo apresentado
no Apéndice B e aplicamos a Proposicao 1.2, obtendo que (A,C, P) é W-detetdvel.

Obtivemos uma estimativa para E{||z(k)||*} através da média de ||x(k)||*, empregando
stimula¢ao Monte Carlo com 1000 realizagées. Para comparagao, obtivemos S(k) pelo
Lema 2.1, através do que calculamos E{||z(k)||*} = tr(Si(k)) + tr(So(k)); os resultados
sao encontrados na Figura 1.4. Como era de se esperar, as curvas estao muito prorimas

uma da outra.

8
*
+ =(R)[?
M
« E{||=(k)*}
*
%
4 - *
*
¥
*
*
0 k, tempo discreto 10

Figura 1.4: Calculo de E{||z(k)||?} versus sua estimativa ||z (k)]|2.

1.4 Teoria de Filtragem

Nesta se¢ao, apresentamos uma introdugao bastante sucinta, sobre filtragem de sis-
temas para posteriormente podermos empregar a W-estabilizabilidade no FK. Indicamos
(Davis & Vinter 1985), (Grewal & Andrews 1993), (Lewis 1992), (Soderstrom 1994) para
mais detalhes.

Como detalhado em (Grewal & Andrews 1993), parece estranho que o termo filtro

se aplique a um estimator, mas um filtro é um dispositivo fisico que remove as fragoes
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nao desejadas das misturas. Originalmente, um filtro era somente utilizado para separar
componentes nao desejados de misturas gasosas, liqiiidas e so6lidas. Na época das valvulas
eletronicas, o termo foi aplicado aos circuitos analdgicos que filtravam sinais eletronicos.
Esses sinais eram misturas entre componentes de diferentes freqiiéncias, e esses dispositivos
fisicos atenuavam preferencialmente freqiiéncias nao desejadas.

A teoria de filtragem é tratada como o problema de selecionar o valor apropriado de
uma variavel a partir de informacoes disponiveis associada a esta. Este tipo de problema
foi inicialmente estudado por Wiener (1942) utilizando a abordagem variacional, resul-
tados similares foram obtidos por Kolmogorov (1941). Eles usavam as caracteriza¢oes
estatisticas das distribuicoes de probabilidade dos sinais e dos ruidos para desenvolver
uma estimativa 6tima para o sinal.

Para definir o problema de filtragem, introduzimos o vetor de estado x; € R™. O mod-
elo estocéstico do estado a tempo discreto, considerando wy_1 um processo de seqiiéncia
ruidosa, é dado por:

T = fkfl(xkflawkfl)a (1-10)

O objetivo da filtragem é estimar x;, recursivamente por y; € R™ dado por:

Y = hi(k, vi), (1.11)

sendo v;_; um processo de seqiiéncia ruidosa e hj conhecida. E comum assumir que
as seqiiéncias de ruido wy_; e vy possuem func¢ao de densidade de probabilidade (fdp)
conhecidas e mutuamente independentes. Assume-se também que a condicao inicial de
estado zo tem fdp dada por p(xo).

Considere Ly = {y,, £ = 1,...,k} o espago gerado pelas obervagoes de yy; o filtro
estima x;, a partir de L. Seja p(zo) = p(0|Lo), em principio, a fdp p(xx|Ly) pode ser
obtida recursivamente em dois estagios: por predi¢ao e por atualizacao.

Usando o modelo do sistema (1.10) tendo como finalidade obter a fdp p(x|Lx) no
tempo k, calcula-se, primeiramente, a densidade da predi¢ao do estado no tempo k pela

equagao Chapman-Kolmogorov que e é dada por:

p(xk|Lr_1) = /p(ﬁﬁk\ﬂﬁkﬂp(xk1\Lk1)d9€k1- (1.12)

Note que (1.12) usa o fato de p(zg|rg—1,Lr—1) = p(x|zr—1) na medida em que (1.10)
descreve um processo de Markov de ordem um com respeito a predicao. O modelo de
probabilidade da evolucao do estado, p(zx|zx_1), é definido pela equagao do sistema (1.10)
e pela estatistica de w;_;. Com respeito ao passo de atualizagao, no passo k, conhecendo
Y, O estagio posterior é dado pelo anterior, envolvendo uma predicao da fdp pela regra

de Bayes, obtendo, apés um longo desenvolvimento algébrico, que;

p(ze|Lr) = p(xk|yr, Lr—1) = p(%ﬁ;ﬁéﬁﬂjkl)j (1.13)
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sendo
P(yelCir) = / p(ele)p(a] L) da, (1.14)

dependendo somente da fungao p(yx|zy), definida pelo modelo (1.11) e pela estatistica
de v;. Em (1.13), y, modifica a densidade anterior obtendo a densidade atual do estado
(para mais detalhes, vide (Ristic, Arulampalam & Gordon 2004)).

Das relagoes (1.14) e (1.13), com base na solugdo 6tima Bayesiana, a densidade
p(:pk|£;k) possibilita uma estimativa 6tima com respeito a algum critério, como, por exem-
plo, a estimativa de erro minimo médio quadratico (MMQ) que estima a média condicional

de x; e é dada por:
By @ 2 Blay|li} = /% - p(ag] Lx)dy, (1.15)

A interpretacao geométrica para F {:Ek|3"k} é apresentada na Figura 1.5. As dedugoes e
representacoes deste resultado quando nos restringimos aos sistemas lineares estao apre-
sentadas em (Davis & Vinter 1985). Como ilustracao de filtro MMQ), temos o filtro de

Ty

|
| 4
|
|
0 L >
Ty, = E{xk|Fy} L(yr)

Figura 1.5: Representacao geométrica da estimagao linear 6tima.

Wiener que é um filtro de resposta finita ao impulso, como apresentado, por exemplo, em
(Grewal & Andrews 1993), (Lewis 1992).

Outro possivel critério é o da estimativa maxima a posteriori (MAP), que é o maximo
de p(zx|L), dado por:

fc,]g\ﬂfp 2 arg max p(z| L) day. (1.16)
Tk

Segundo (Ristic et al. 2004), a propagagao recursiva da densidade a posteriori, obtida
através de (1.14) e (1.13), é somente uma solugao conceitual no sentido que, em geral, ela
nao pode ser determinada analiticamente.

No contexto em que (1.10) e (1.11) sao fungdes lineares com ruido Gaussiano, ou
seja, wy e v, tém distribuicao Normal, o chamado Filtro de Kalman tem um papel muito

importante, pois seu estimador é tanto MMQ quanto MAP, além de ser, também, linear;
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em contrapardida ao filtro de Winer, o FK é um filtro recursivo de resposta infinita ao
impulso e, além de utilizar a informacao de autocorrelacao do erro, sua implementacao

rescursiva é conveniente computacionalmente. Esse filtro sera apresentado no Capitulo 3.

1.5 Organizacao do texto

Este texto esta estruturado na forma como segue. No segundo capitulo apresenta-
mos, inicialmente, alguns resultados preliminares essenciais na construcao do conjunto
de matrizes de controlabilidade para os SLSM. Apresentamos também alguns resultados
associados a esse conjunto de matrizes, entre os quais destacamos uma definicao de W-
controlabilidade, que estabelece que um SLSM é fracamente controlével se, e somente se,
cada matriz deste conjunto é de posto completo e a definicao de W-estabilizabilidade. No
final desse capitulo apresentamos alguns exemplos numéricos.

No Capitulo 3, apresentamos o FK. Com o objetivo de investigar condigoes para o
bom comportamento do estimador, incluindo a questao da convergéncia e da estabilidade,
elaboraramos nove casos de estudo, variando as caracteristicas basicas do sistema. No final

do capitulo apresentamos as conclusoes obtidas a partir dos casos de estudo.



Capitulo 2

W-controlabilidade e
W-estabilizabilidade

Neste capitulo introduzimos os conceitos de W-controlabilidade e W-estabilizabilidade
para os SLSM. Inicialmente apresentamos alguns resultados preliminares, tais como a
extensao do Teorema de Cayley-Hamilton para o operador linear apresentado em (1.1).
Introduzimos uma cole¢ao de matrizes C que se assemelha & matriz de controlabilidade
de SLD e apresentamos um resultado a respeito da dimensionalidade de C.

A partir da colegao das matrizes C definimos um conceito de W-controlabilidade, o qual
requer que essas matrizes sejam de posto completo, e um conceito de W-estabilizabilidade,
dual ao conceito de W-detetabilidade encontrado na literatura para SLSM. Uma carac-
teristica importante desse conceito é que ele generaliza o conceito de MS-estabilizabilidade,
como mostramos na Segao 2.3.

Posteriormente, no Capitulo 3, analisamos o papel do conceito da W-estabilizabilidade
no problema de filtragem através de casos de estudo, sugerindo que ele é 1til como condi¢ao

para que o estimador de estado seja estavel na média quadratica.

2.1 Resultados preliminares

Considere o sistema ®. Definem-se as colegoes de matrizes S(k) € M™ | definida em

(1.8), e Q(k) € M"°:
Sl(k) = E{x(k)x'(k) 1{9(k):i}}7 1= 1, ey N;
Qi(k) = E{w(k’)w/(k’)l{g(k):i}}, k=0,1,....

O lema seguinte diz respeito ao célculo de S;(k) em termos do operador T apresentado em

(2.1)

(1.1). Lembramos que, para simplificar a notacao, neste texto denotamos E{-} = E; »{-}.

Lema 2.1. A sequinte afirmacgao vale:

Si(k+1)=Ta:(5(k))+Tp:(Qk)), k=0,1,... (2.2)
S;(0) = Xm;(0), i=1,...,N '
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ou, equivalentemente, para Q(k) = Tp(Q(k)),

S(k) = T*(S(0)) + ii}’;(Q(k —1)), k=0,1,... (2.3)

t=0

Demonstragao. Desenvolvendo (2.1), para k = 0 obtem-se:

Si(0) = E{2(0)2"(0)1p(0)=iy } =E{z(0)2"(0)} - E{1(g,=i} }
=y m(0), i=1,2,...,N.

Para £ =0,1,..., podemos escrever
Sz(k‘ + 1) :E{:E(/{: + 1)1’,(/{7 + 1)1{9(k+1):z’}}

:E{ <A9(k)l‘(/€) + Bg(k)w(k?)> (Ag(k)l'(k‘) + Bg(@ﬂ)(k‘)) 1{9(k+1):z’}}
ZE{ <A9(k)$(k)$,(k)f4f9(k)> 1{9(k+1):i}}

+ E{ <Be(k)w(k)w/(k>3é’(k)> 1{9(k+1)=i}}7 i=12,...,N.

Do teorema da probabilidade total, pode-se escrever:
Si(k +1) ZA E{ () Lok 1= Low)= J}}A
N
+> BE {’w(k‘)UJ'(/f)1{e(k+1>:i}1{6(k):j} }B§

j=1

N

= ZpﬁAjE{l“(k)x'(k)1{9(k>=j}}AE
j=1

N
- ZpjiBjE{w(kf)w’(k)1{e(k>:j}}33
j=1

N N
= " pid;S;(k) A + Z p;iB;Q; (k) B,

J=1 J=
=Tai(S(k)) + Tpi(Q(k ) .5 N

A segunda afirmagao segue diretamente da primeira, empregando (2.2) para escrever
S(k) em funcao de S(k — 1) e assim sucessivamente até se obter S(k) em func¢ao de S(0),
considerando Q(k) = Tp(Q(k)).

O

Na seqiiéncia, apresentam-se algumas notagoes e resultados preliminares para a con-
strucao, na Secao 2.2, da matriz de controlabilidade do sistema ®. Para V € R", identifi-
cam-se as colunas de V= [v;:vy: ... (v, ]. Para U = {Uy,...,Un} e de (Costa &
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Fragoso 1993), introduzem-se os seguintes operadores lineares e inversiveis:

U1 -<P(U1)-

e(V)=1:|, ¢ol)=

Un o(Uy)

De (Costa & Fragoso 1993, Proposigao 4(a)) pode-se escrever:
p(Ta(U)) = A ¢(U), (2.4)

sendo A € R™*N uma matriz definida por:

P11l @ A1 par1As® Ay - pniAn ®@ An
s P21A1. ® Ay p22A2' ® Ay : pNQA]\T ® AN (2.5)
PINAL ® Al panvAs @ Ay -+ pnNAN ® An

e V ® Z representando o produto de Kronecker das matrizes V e Z. A representacao
matricial do operador T4 é a matriz A € RN em (2.5).

Na teoria de algebra linear, encontra-se o amplamente conhecido Teorema de Cayley-
Hamilton, vide (Chen 1999). A demonstragao ¢ omitida.

Teorema 2.1. (Cayley-Hamilton) Seja:
AN) =det(MN — A) = A" + o A"+ ami A+ am
o polinémio caracteristico da matriz A de dimensao m x m. Entao,
AA) =A™ + A"+ a1 A+ a,l =0,
ou seja, A™ pode ser escrito como uma combinagao linear de {I, A, ... A™ 1}

O Lema que segue é uma extensao do Teorema 2.1 para o operador linear T, apresen-

tado em (1.1) através da representagao matricial (2.5) do operador.
Lema 2.2. T7U) = o, T3V U) 4 ... 4 ey 1 TL(U) + a2y T4 (U), m > n2N

. 2 o L.
Demonstracao. Como A € RN, do Teorema 2.1 temos que o polinémio caracteristico

da matriz A, para m > n?N, é dado por:
AN) = det AL — A) = NN 4 3NN 44 By A+ Ben,
com 3; € R, para cada i =1,...,n?N, entdo:

A(A) = AN £ BATN T 4 4 Ban_ 1A + Bl =0, (2.6)
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ou seja, AN pode ser escrito como uma combinagao linear de {I, A, ... ,A”QN ~11. Con-
sidere £ > 0, assim para m = { +n’N temos que £ = m — n?N. Pré multiplicando (2.6)

por A’ obtemos:
A"+ BLA™ 4 By g AN L g, AN — ) (2.7)

Aplicando o Teorema 2.1 em cada matriz A7, j = m — 1,...,n?N, podemos reescrever

(2.7) como segue:
AT 4 B AN Lt Bay A+ Byl =0, (28)

sendo (3; escalares definidos em termos dos escalares (3;, para cada i = 1,...,n?N. Pos

multiplicando (2.8) por ¢(U) obtemos:
A"SU) + B AT NS + ..+ Buzn 1A G(U) + By ¢(U) = 0, (2.9)

Empregando (2.4), avaliamos

P(TA(U)) = @(Ta(TEH(U)) = A (T4 HU))
= A@(Ta(TE2(U))) = AAG(TE2(U)) = A? $(T4*(U)) (2.10)
= ... =A%),

permitindo reescrever (2.9) como:
GTRU)) + Br @T5 N HU)) + -+ Baenot §(Ta(U)) + Buzw $(T4(U) =0
lembrando que T9(U) = U. Devido a invertibilidade de ¢, obtemos:
TRU) = a T4 N HU) + o+ ey 1 Ta(U) + e T4(U),

ou seja, para o; € R, com i = 1,...,n?N, temos que T7(U) pode ser escrito como uma
combinacdo linear de {T%(U), TA(U), ..., TUN"1(U)}. O

Para um inteiro positivo m, considere 8§(m) € M™™™ uma cole¢ao de matrizes definida
por:
Si(m) =1 5,(0) * S;(1) © Si(2) ¢ ... Si(m) (2.11)
com S(k), k=0,..., dado em (2.3).
A seguir, apresentamos um resultado que permitira limitar a dimensao da colecao de

matrizes 8 com o auxilio do Lema 2.2.

Lema 2.3. Sejamv € R™ e € S tais que 8$;(n?N)8.(n?*N) v = 0 entdo 8;(m)8.(m) v =0,
para m > n*N + 1.
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Demonstragao. A demonstracao esta dividida em trés partes. Na Parte (i), através dos

Lemas 2.1 e 2.2 escreve-se S(m) em termos de T9, ... ,U’IZQNA, como segue. Do Lema 2.1
tem-se que:
S(m) = TR(S(0) + TR HQK) + ... + TA(Q(K)) + T2 (Q(K)), (2.12)
e, do Lema 2.2, escrevem-se T/ (S(0)) como:
TR(S(0)) = ax T3 V1 (S(0)) + ... + iy T4 (S (0)), (2.13)

coma; €ER,j=1,...,n°N, e T4(Q) como:

TA(QR) = BIT5 N HQR)) + -+ Bran TR (Q(R)), (2.14)
para { =n’N,....m—1e Bf € R, com j =1,...,n%N. Substituindo (2.13) e (2.14) em
(2.12) e considerando §; = 14+ Y7Ly 35, j=1,...,n°N, obtém-se:

S(m) = T3 V7HS(0) + .. + 4w TY(S(0) + 5T Y HQ(K))
b+ Ben QW) M PN,
Parte (ii). Empregando (2.11) e as hipoteses do Lema obtém-se
V'8;(n*N)8,(n*N) v = v'[S;(0)S}(0) + ...+ S;(n*N)S;(n*N)] v = 0,

(2.15)

parat=1,..., N, isto é,
v'S;(0)S(0) v + ... + V'S (n*N)Si(n*N) v = 0.
Lembrando que S;(k) € R™ obtém-se v'S;(k)Si(k) v = 0, para k = 0,...,n’N e i =

7

1,..., N, assim:
Si(kyv=0, k=0,....,n*N, i=1,...,N. (2.16)
Substituindo S;(k) como em (2.3) tem-se:

(7405000 + T QM) + ..+ 75,@0 ) 0 =0, (2.17)
parak = 0,...,n*N ei € S. Pré-multiplicando (2.17) por v’ e observando que cada termo
de (2.17) esta em R, tem-se que v'T% ;(-) v =0,k =0,...,n’N e i €S, obtendo:

T5:(5(0)v=0, k=0,...,n°N, i=1,....N (2.18)
e
Thi(Qk)v=0, k=0,....,n°N—1,i=1,...,N. (2.19)
Parte (iii). De (2.15), (2.18) e (2.19) obtemos:
Si(m)v=0 m>n*N+1,i=1,...,N. (2.20)

Finalmente, de (2.16) e (2.20) segue que S;(m) v = 0, m > 0, e lembrando que S;(m) é

simétrica, pode-se concluir que, para i € S,

8i(m)8i(m)v =0, m>n’N+ 1.



18 Capitulo 2 — W-controlabilidade e W-estabilizabilidade

2.2  W-controlabilidade

Nesta secao vamos definir a colecao de matrizes de controlabilidade e os conceitos
de controlabilidade fraca para SLSM, lembrando que denotamos as matrizes usuais de
controlabilidade para SLD por C(A, B).

Considerando um SLD, é possivel verificar que se todos os modos proprios do sistema
sao excitados por ruido aditivo (isto é, (A, B) é controlavel) entdo a matriz de segundo
momento §(k) = E{x(k)a’(k)} ¢ tal que o posto de [S(0) : S(1) ¢ --- : S(m)] é completo
para algum m. Como ilustragao, apresentamos o seguinte exemplo de SLD controlavel
(ou ainda, um SLSM com N = 1):

Exemplo 2.1. Considere o sistema:

o(k+1) = E 8} (k) + [(1)] w(k): 2(0) ~ N (0,%), (2.21)

com X =0 e P =1, ou seja, mg = 1. Facilmente podemos verificar que

posto(€(A4, B)) = posto ({ - D —9

e, para m = 2,

posto(81(2)):posto([Sl(O) 51 51(2)})

00:10: 21
= posto . . = 2.
00:00:11

considerando S;(k) como apresentado no Lema 2.1.

Antes de estendermos a nog¢ao acima para SLSM, devemos ainda voltar nossa atengao
para o seguinte aspecto. Para SLD, o primeiro termo da matriz C(A, B) é o termo B,
que nao esta relacionado com a dindmica do sistema. Contudo, na colegao de matrizes
S8(m) = [ S(0) 1 S(1) ¢ - P S(m) } o termo relacionado com o ruido aditivo no
estado aparece sempre na forma Tz(Q(k)), a qual se relaciona com a dindmica da cadeia.
Claro que, quando se reduz ao caso degenerado com N = 1, a dindmica da cadeia é trivial
e a questao desaparece. Uma forma de corrigir este descompasso consiste em incorporar
um termo na forma BQ(0)B’ na cole¢do de matrizes § ou, analogamente, somar BQ(0)B’

ao termo S(0). Assumindo essa perspectiva, definimos C € M™™™ como:

Cilm) = | 5(0) + BQ:O)B, i S(1) i -+ Si(m) |

e estendemos o conceito de controlabilidade para os SLSM chamando-o de controlabilidade

fraca, exigindo que

posto(Ci(m)) = posto (| 5,(0) + BQ(O)B, © (1) i - Sim) |) =n (222)
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parat=1,..., N.
Em similaridade com a teoria de SLD, pode-se limitar a dimensionalidade de C em

termos das dimensoes n e N sem nenhuma perda de generalidade, como segue.

Corolario 2.1. Se posto(C;(n?N)) < n para cada i € S, entio posto(C;(m)) < n para
m > n?N + 1.

Demonstragao. Uma vez que C; nao é posto completo, para v € R" temos que C,(n?N) v =
0, como 8;(n*N) C C;(n*N) entao 8,(n*N) v = 0, e do Lema 2.3 segue que 8;(m)8.(m) v =

0 e facilmente se verifica que 8;(m) v = 0 e que B;Q;(0) B v = 0, seguindo o resultado. [
O Corolario 2.1 nos permite enunciar a seguinte definicao:

Definicdo 2.1. A cole¢do de matrizes de controlabilidade C € M™™ "N+ ¢ dada por:

Ci= [ Si(0) + B;Q;(0)B, © Sy(1) ¢ -+ 1 G(n®N) |, i=1,...,N. (2.23)

A partir da construcao da matriz de controlabilidade, pode-se associé-la a nocao de

controlabilidade fraca, que é formalizada na definicao seguinte.

Definigao 2.2. Considere o sistema ® e a colegao de matrizes C apresentada em (2.23).

Diz-se que (A, B,%, P) é W-controldvel se posto(C;) = n para cada i € S.

Observacao 2.1. E uma tarefa direta certificar-se de que, quando N =1 e ¥ =0, C
se reduz a matriz usual de controlabilidade C(A, B) de um SLD, no sentido de que seus
espacos nulos sao os mesmos. Vide Apéndice C para comentdrios adicionais . Assim, a
W-controlabilidade e a W-estabilizabilidade, que iremos definir na Segao 2.3, herdam de C
a propriedade de se reduzirem as nogoes usuais de controlabilidade e de estabilizabilidade
de (A, B) quando os SLSM se reduzem a um SLD.

Observacgao 2.2. A dimensao da matriz de controlabilidade apresentada em (2.23) para

SLSM, dada por n,n(n*N +1), é maior que a dimensao da matriz de observabilidade para
SLSM apresentada em (1.6), dada por n(n*N), n.

2.3 W-estabilizabilidade

Com o objetivo de definir o conceito de W-estabilizabilidade para SLSM, iniciamos
esta se¢ao com uma discussao a respeito dos SLD.

Um SLD é estabilizavel se as trajetorias convergirem a origem sempre que a condi¢ao
inicial estiver no espago nulo de €'(A, B) (isto é, o sistema ¢é estével no espa¢o nao con-
trolavel). Entretanto, este conceito nao é diretamente testavel pois, em principio, envolve-

ria verificar a evolucao das trajetorias para todas as condigoes iniciais no espacgo nulo de

C.
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Uma maneira de tratar a estabilizabilidade consiste em encontrar uma ac¢ao de controle
estabilizante u para o sistema z(k + 1) = Az(k) + u, com @ ortogonal ao espago nulo
de €. Isto é equivalente a verificar a existéncia de um controle u para que o sistema
z(k+1) = Ax(k)+CCu(k) seja estavel, pois CC'u é ortogonal ao espago nulo de €' (de fato,
se v € N{C'}, entao v'(CC'u) = (C'v)'(C'u) = 0). Finalmente, pode-se adotar um controle
na forma u = Lz, sem nenhuma perda de generalidade, para obter a seguinte condi¢ao
testavel: um SLD é estabilizavel se e somente se existir uma matriz L, de dimensao
apropriada, tal que a matriz A + CC'L seja estavel. Ou seja, (A, B) é estabilizavel se, e
somente se, (A, CC') for estabilizavel; esta é a condigdo testavel de estabilizabilidade que

é conveniente para ser estendida para os SLSM.

Definigao 2.3. Considere o sistema ®. Diz-se que (A, B, %, P) € fracamente estabilizdvel
(W-estabilizavel) se (A, CC', P) é MS-estabilizdvel.

Os proximos resultados seguem diretamente da Defini¢ao 2.3 e do fato de que N(CC') C
N(B), mesmo com ¥ = 0.

Lema 2.4. Assumindo que (A, B, P) seja MS-estabilizavel, entao tanto (A, B, %, P) quanto
(A, B,X =0, P) sao W-estabilizdveis.

Observagao 2.3. A Definicao 2.3 nos permite verificar a W-estabilizabilidade a partir de
um teste de MS-estabilizabilidade (veja por exemplo, (Costa € do Val 2002b, Proposition

2 e Remark 4)). No Apéndice A € apresentado um algoritmo para essa verifica¢ao.

Observacao 2.4. Considere o sistema ® com ¥ = 0, estabelecendo um cendrio ex-
atamente dual ao apresentado em (Costa & do Val 2002b, Remark 3), em que ndao se

considera a matriz de custo terminal no funcional de custo, € estabelecido um teste da
W-detetabilidade de (A, C, P) como seque:

(A, 0'O, P)MS-detetdivel < (A, C, P) W-detetdvel,
determinando um dual com a Definicao 2.3, em que:
(A,CC', P)MS-estabilizivel & (A, B, X, P) W-estabilizdvel.

Desta forma, completamos o quadro de dualidades apresentado na Figura 1.1.

2.4 Exemplos Numéricos

Nesta se¢ao, apresentamos exemplos ilustrativos de sistemas que sao MS-estabilizavel,

estritamente W-estabilizavel ou nenhum deles, com o objetivo de observar as propriedades
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qualitativas do sistema envolvidas em cada conceito, a partir de exemplos. Consideramos

combinagoes simples de valores para os parametros a e p no sistema ® comn =3e N = 2,

AD)=10 1,1 0|, A2 =|a 09 0
0 0 0,9 0 0 0,9

B(1) = B(2) = [1 0 (ﬂ', C1) = C(©2) = [1 0 0],
D1)=D(2)=1, m=[1 0] e

0,9 0,1 0 0,9 0,1 0
- 12
p 1—p|’
(2.24)

\g/

=0.
Sempre que X = 0, denotaremos (A, B, X, P) por (A, B, P).

Exemplo 2.2. Neste exemplo consideramos a = 0,1 e p=0,1. As matrizes de controla-

bilidade nao sao de posto completo; de fato,

1,70 0,37 0 56,79 30,35 0
C,C, = 10,37 0,21 0] e CyC,={30,35 16,75 0], (2.25)
0 0 0 0 0 0

e, pela Definigao 2.2, (A, B, P) nao é W-controldvel. Empregando a condi¢ao testdvel
apresentada no Apéndice A, temos que (A, B, P) é MS-estabilizdavel, assim sendo, pelo
Lema 2.4 (A, B, P) é W-estabilizdvel.

Exemplo 2.3. Neste exemplo consideramos o = 0,1 e p = 0,9, ou seja, mudamos apenas
a matriz da probabilidade do Exemplo 2.2 objetivando aumentar o tempo de ocupagao
do sistema no modo instdvel § = 1. Nessa situagao, temos que o sistema nao € MS-

estabilizavel mas é W-estabilizdvel. Isto €, (A, B, P) € estritamente W-estabilizdvel.

26,27 3,33 0 0,31 0,04 0
C,C,={3,33 0,53 0| e C,C,= 10,04 0,01 0f. (2.26)
0 0 0 0O 0 0

Note que, mesmo com a mudan¢a no pardmetro p, nao houve alteragao na estrutura
das matrizes de controlabilidade e que concentrando a probabilidade no modo instdvel
perdemos a MS-estabilizabilidade do sistema, mas nem por isso deizamos de garantir a

W-estabilizabilidade deste sistema.

Exemplo 2.4. Neste exemplo consideramos o =0 e p = 0,9. Nos exemplos anteriores,
o parametro o # 0 era responsdvel por espalhar o ruido; aqui, podemos observar que com

a = 0 os espagos nulos de C; em (2.26) estao contidos nos espagos nulos de C; (2.27)

como seque:
22,44 0 0 0,26 0 0
CiC=| 0 00| e CC,=|0 00 (2.27)
0 00 0 00

A auséncia do ruido no espago gerado por [0 1 0], juntamente com a grande per-

manéncia no modo 0 = 1, com a matriz Ay apresentando um autovalor fora do circulo
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unitdrio (no plano complexo) com o autovetor associado [0 1 0], conduzem a perda
da W-estabilizabilidade. Realmente, empregando a condi¢cao testavel no Apéndice A, nos

certificamos de que o sistema nao é nem MS-estabilizavel e nem W-estabilizdvel.



Capitulo 3

Filtro de Kalman para os SLSM

Grewal & Andrews (1993) consideram o FK uma das maiores invengoes da historia
da teoria de estimacao estatistica, e possivelmente a maior invencao do século XX. A
partir dele, muitas coisas que nao poderiam ser feitas foram executadas; suas aplicagoes
mais imediatas foram para o monitoramento de sistemas dinamicos complexos tais como
processos continuos encontrados em manufatura, em aviacao, entre outros. Para essas
aplicagoes, nao é sempre possivel ou desejavel medir cada variavel que se quer monitorar.
(Grewal & Andrews 1993).

Como apresentamos no Secao 1.4, o FK é 6timo por apresentar um estimador tanto
MMQ quanto MAP, além de ser, também, linear e recursivo de resposta infinita ao im-
pulso. Uma caracteristica do FK é a de estimar z(k) a partir da informagao disponivel,
por exemplo L,,, = {y(0),y(1),...,y(m)}, havendo, assim, trés casos possiveis: suaviza-
cao quando k < m, sendo Ty, = E{x(k)|F,}; filtragem quando k = m, sendo &y, =
E{x(k)|F} ou predicao quando k > m, sendo &y, = E{z(k)|Fn}.

Neste capitulo, consideramos a predi¢ao com um passo, ou seja, Zj41|x, mas ressaltamos
que resultados analogos sao esperados para suavizacao e filtragem. Na seqiiéncia, apre-
sentamos a formalizacao desse filtro, antecipando o resultado de que o FK para os SLSM,
com a observacao dos estados 6 de Markov, é equivalente ao FK para sistemas lineares

variantes no tempo como apresentado em (Costa & Tuesta 2004) e (Ji & Chizeck 19900).

3.1 O filtro

A formaliza¢ao do FK no contexto deste trabalho é abordado como segue. Considere

novamente o sistema ® apresentado em (1.2),

- v(k+1) = Agwz(k) + Bogwyw(k), x(0) ~ (20, %) (3.1)
y(k) = Couyx(k) + Doryv(k),  60(0) ~mg
para k = 0,1,... , com as hipoteses de que os ruidos nao sao correlacionados entre si e

com o sistema ou, mais precisamente:
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E{w} =0 e E{(wyw},)} =1, ou seja, wy tem média zero e matriz de covariancia

igual a I, com dimensao apropriada;
E{(wkwé)} =0, k # 7, ou seja, wy, é descorrelacionado com w;, para todo k # j;

E{(ka;)} =0, kK > 0, ou seja, o estado x;, é descorrelacionado com o ruido wy
para todo k > 0;

E{(wkv;)} =0k > 0, ou seja, os ruidos wy e v, sao descorrelacionados para todo
k> 0;

E{vy} = 0 e E{(vwv},)} =1, ou seja, v, tem média zero e matriz de covariancia

igual a R, com dimensao apropriada;
E{(vkv;)} = 0, ou seja, vy é descorrelacionado com v;, para todo k # j);

E{(:pkv,’g)} =0, k > 0, ou seja, o estado x, é descorrelacionado com o ruido v, para
todo k£ > 0.

Assumimos no instante k& que conhecemos F = [y(0),0(0),y(1),0(1),...,y(k),0(k)],

ou seja, as observagoes do estado de Markov e a saida do sistema até o instante presente.
Como descrito em (Costa & Tuesta 2004) e (Ji & Chizeck 1990b), do sistema ® com as

afirmacoes apresentadas anteriormente, para kK = 0,1,. .., a estimativa 6tima

2(k) = E{w(k)[Fe1}

é dada por:

T(k +1) = Agay & (k) + L(k)[y(k) — Couy (k)] (3.2)

com condicao inicial #(0) = zy. A matriz de ganho L(k) € R™™ é dada por:

L(k) IAe(k)H(k)Cé(k)
X [C@(k)H(/{?)Cé(k) + DG(k)R(k)Dé(k)]_17

H(k) é a matriz de covariancia do erro dada por:

H(k) = B { (2(k) — 2(8) (2(k) — (k) |Fi } (3.4)

H (k) satisfaz a equagao recursiva de Riccati:

H(k +1) =Ag) [H(k‘) — H(k)Cy
% (Cogy H (k) Chy + Dagoy R(K) D)~ (3.5)
X Cﬁ(k)H(k)}Ale(k) + Bogw) By

considerando H(0) = X.
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O erro de estimagao = é dado por:
#(k) = ak) — (k). (3.6)

assim sendo,

#(k +1) =(Agw) — L(k)Coqry) (k)

(3.7)
+ Boayw (k) — L(k) Dogyv (k).

Observagao 3.1. Pode-se notar que a formulagao do filtro descrito por (3.2)-(3.5) €
absolutamente equivalente a formulacgao de predi¢cdao de um passo para os sistemas lineares
variantes no tempo, como apresentado em (Davis & Vinter 1985). As formulagées para
suavizagao e filtragem também coincidem, o que € razodvel jd que, no instante atual k, os

valores assumidos por 0 no intervalo [0, k] sao conhecidos.

Observacao 3.2. Note através de (3.5) que H(k), e conseqiientemente L(k), dependem de
{6(0),...,0(k—1)}. Assim, H(k) e L(k) formam processos estocdsticos cujas realizagoes

dependem das de 0.

Considere (3.2) reescrita como:
&(k+ 1) = (Agwy — L(k)Coy) L (k) + L(k)y(k). (3.8)

Claramente, a questao da estabilidade do FK consiste em verificar a MS-estabilidade de
(Ag(k) — L(k)Coy» P). Contudo, ha testes disponiveis na literatura apenas para ganhos
na forma Ly, o que nao é o caso aqui, vide Observacao 3.2. Uma forma de verificar a
estabilidade consiste em realizar simluagoes de Monte Carlo para inferir se Ey, ) {#(k)}
converge; porém, o termo exogeno L(k)y(k) em (3.8) interfere no resultado, se o sistema
original ® nao for MS-estavel. Com objetivo de eliminar esta interferéncia, pode-se equiv-
alentemente fazer simulagoes de Monte Carlo para o erro de estimagao & dado em (3.7).
Finalmente, é fundamental entender que investigar a estabilidade de (3.7) envolve variar
as condigoes iniciais em Z. Para isto, nas simulagoes forcamos (0) ~ N (0,3 + 0I). De
fato, se preservassemos #(0) ~ N(0,) conforme o calculo teérico de #(0), poderiamos

ter “modos” instéveis nao excitados, portanto sem reflexos na simulagao.

Exemplo 3.1. Considere o sistema ® com: Ay = 0,5, Ay = 2, By = 0, By = 1,
P=1I%=0,n0) = [0,5 0,5] e Cy = Cy = 1. Da defini¢ao, temos que (A, B, P) é
W-estabilizavel. Uma simula¢ao de Monte Carlo baseada em 1.000 realizagoes de (3.7),
assumindo z(0) ~ N(0,107°T), sugere que E{fc(k)} ¢ convergente e, portanto, que o filtro
€ MS-estdvel.

Até este momento, consideramos variagoes em z(0). Uma variagdo semelhante em 6

nao é pertinente, pois levaria a um FK diferente; uma ilustragao é dada a seguir.
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Exemplo 3.2. Seja o sistema do Ezemplo 3.1, agora com w(0) = [1 O} ; recordamos
que (A,B,P) é W-estabilizdvel. Neste exemplo, em que P =1, hd apenas uma realiza¢do
O(k)=1, k=0,1,... com probabilidade um, levando a wma tinica realiza¢ao para L(k) e,
no limite, a um ganho estaciondrio L = limy_.o L(k) = 0. O valor inferido de E{Z(k)}
resultou convergente.

Seja agora w(0) = [0 1], levando a uma variagio em 6(0). Como resultado, tem-se
outro FK com dindmica diferente; realmente, o ganho estaciondrio agora foi L= = 1,62,
e uma vez mais E{f(k‘)} resultou convergente, em sintonia com o que se espera de um
sistema W-estabilizdvel.

Em contraponto, se adotassemos L™ = 0 obtido anteriormente como um ganho fizo,
teriamos E{f(k)} divergente. De fato, o conceito de W-estabilizabilidade neste artigo
estd ajustado para o FK em estudo (que observa 0), e nao serve como condi¢io para

estabilidade de filtros com ganhos estaciondrios/independentes de .

Na seqiiéncia apresentamos casos de estudo variando as caracteristicas basicas do
sistema @, tais como a MS-estabilizabilidade, a W-estabilizabilidade, a MS-detetabilidade
e a W-detetabilidade. Para cada um destes casos, analisamos a estabilidade do filtro
obtido através dos processos do erro e da covariancia do erro H (vide Observacao 3.2
em termos de valor esperado dados por E{||z(k)||?|Fo} e E{H (k)|Fo}, respectivamente).

Para o calculo da estimativa da E{Z(k)|Fo} e da estimativa da E{H(k)|Fo} em-
pregamos a simulacao Monte Carlo com 5.000 realizagoes, assumindo a condi¢ao inicial
7(0) = &, ~ N(0,%,), X, = 107°T. Desenvolvemos um total de onze casos de estudo, cu-
jas caracteristicas estdo apresentadas na Tabela 3.1. Nos nove primeiros casos (C; — Cy)
consideramos a matriz > = 0 e os vetores By e By nao nulos, enquanto que nos casos C'g
e ('1; assumimos a matriz 3 nao nula e os vetores By = By = 0. Ressaltamos que os casos

C7 — C5 apresentam o mesmo sistema dos exemplos 2.2 - 2.4, respectivamente. Os dados

Tabela 3.1: Resumo das caracteristicas dos casos de estudo C7 a Cq; do FK.

A,B,%, P) MS-estabilizavel, W-estabilizavel n. a.
(A, C,P) entao W-estabilizavel
MS-detetével 01 02 (§ 010 03 (§ 011
W-detetavel Cy Cs Cs
n. a. 07 Cg Cg

Observagao: consideramos “n. a.” a abreviagdo para “nenhuma das anteriores”.

que nao sao modificados em cada caso de estudo sao dados por:

Ci=Cy=[10 0], Di=Dy=1, x=0, e mo=/[1/2 1/2]
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As colegoes de matrizes A = (A, 43) € M® e B = (By,Bs) € M*!, e as matrizes
P € R*, ¥ € R3 serao apresentadas em cada caso de estudo. Ressaltamos que os
parametros que podem sofrer alteragoes de um caso de estudo para outro sao apresentados
em italico.

Com o objetivo de analisar E{z(k)|F),} e E{H(k)|F)}, implementamos o FK para
cada caso de estudo, e tracamos as curvas de E{||Z(k)||*|Fo} e E{tr(H(k))|Fo}, respec-
tivamente.

Caso Cy: (A, B, P) MS-estabilizavel e (A, C, P) MS-detetéavel (sistema como no Ex-
emplo 2.2)

Em C) consideramos:

0,9 0,1 0 ] 0,9 0,1 0 1
A= 0 1,1 0|, A =101 09 0|, Bi=By=1|10 |,
0 0 0,9] 0 0 09 0
- 000
P[00 09 o s 1000
L™ ’ 000

2

=

B
0 k, tempo discreto 400
5 (3.1.b)

=

=

B
0 k, tempo discreto 400

Figura 3.1: Curvas para C (MS-estabilizavel e MS-detetavel).

Na Figura 3.1 a curva (3.1.a) representa uma estimativa para E{|| Z(k) ||* |Fo} e, como
podemos vizualizar, essa estimativa é limitada, sugerindo que o filtro seja MS-estavel,
veja Proposi¢ao 1.1. A curva (3.1.b) representa uma estimativa para E{tr(H(k))|Fo},
sugerindo que a matriz de covariancia do erro de estimacao converge para uma solucao

estacionéria H.
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Ampliando as curvas da Figura 3.1, obtemos:

5 (3.2.a)
= N A S L T
=
1
350 k, tempo discreto 400
165 (3.2.b)
=l -
E
1,45
350 k, tempo discreto 400

Figura 3.2: Curvas para C7 ampliadas.

Esses resultados sao, de certa forma, esperados, levando em consideracao que no con-
texto de controle, dual ao de filtragem, MS-estabilizabilidade e MS-detetabilidade sao
condicoes suficientes para obter um controle estabilizante, como estabelecido, por exem-
plo, em (Costa & Fragoso 1995).

Caso C,: (A, B, P) W-estabilizavel e (A, C, P) MS-detetavel (sistema como no Ex-

emplo 2.3)
Em C5 consideramos:
0,9 0,1 0 ] 0,9 0,1 0 1
A= 0 1,1 0|, A=1|01 09 0|, Bi=By=1| 0 |,

0 0 0,9 0 0 0,9 0

- 0 0 0

P = g’g g’; =10 00

L™ ’ 0 0O

Observe que, em comparagao com (7, modificamos apenas a matriz P, fazendo com o
sistema tenha uma permanéncia maior no modo instével.

Analogamente a C, temos que, a partir da Figura 3.3, a estimativa para E{||Z(k)||*|Fo }
é limitada, sugerindo que o filtro seja MS-estéavel, veja Proposicao 1.1; e a estimativa para
E{tr(H(k))|Fo} sugere que a matriz de covariancia do erro de estimagao converge uma
solugao estacionéria H.

Nesse caso de estudo podemos verificar uma novidade no cenario de filtragem: en-

fraquecemos a MS-estabilizabilidade para W-estabilizabilidade e, ainda assim, obtivemos
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0 k, tempo discreto 400

95 (3.3.b)
=
=
B
0 k, tempo discreto 400

Figura 3.3: Curvas para Cy (W-estabilizavel e MS-detetavel).
um filtro MS-estavel.
Caso Cj: (A, B, P) nao W-estabilizavel e (A, C, P) MS-detetavel (como no Exemplo

2.4)

Em C5 consideramos:

0,9 0,1 0 ] 0,9 0,1 0 1
A= 0 1,1 0|, A=|0 09 0|, B,=By=10 |,
0 0 0,9 0 0 0,9 0
- 00 0
L™ ' 000

Observe que, em comparacao com o Cs, modificamos apenas um parametro da matriz
As. A curva da Figura (3.4.a), sugere claramente que a estimativa para E{||Z(k)||*|F,}
nao é limitada, assim sendo, aplicando a Proposicao 1.1 concluimos que o filtro nao é
estavel. No entanto, pela curva da Figura (3.4.b), assim como em C e Cy, a estimativa
para E{tr(H (k))|Fo} converge para uma solucdo estaciondria H.

Esse caso de estudo é muito interessante, pois temos a convergéncia da matriz de
covariancia do erro (acreditamos que seja devido a MS-detetabilidade do sistema) mas
o filtro é instavel. Assim sendo, fica clara a idéia de que nao basta analisar somente
a convergéncia da matriz de covariancia do erro, ou, analogamente, verificar somente a
MS-detetabilidade do sistema.
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12 (k) 1*

tr(H(k))

(3.4.a)

N o

k, tempo discreto
(3.4.b)

400

k, tempo discreto

400

Figura 3.4: Curvas para C3 (nao W-estabilizavel e MS-detetavel).

Caso Cy: (A, B, P) MS-estabilizavel e (A, C, P) W-detetével

Em C, consideramos:

0,9 0
0,1 1,1
0 0

A=

0]
0
0,9

P =

3 AQZ
(0,9 0,1
10,9 0.1

0,9 0,1 0 1
01 009 0|, B=By=|0 |,
0 0,9 0

000
S=100 0
000

Observe que, em comparagao com C7, modificamos as matriz A; e P.

Como podemos observar na Figura (3.5.a), a estimativa para E{||Z(k)|?|Fo} ndo é

limitada, o que nos sugere que o filtro nao seja estavel, veja Proposi¢ao 1.1. Assim como

em Cj3, a estimativa para E{tr(H (k))|Fo} sugere que a matriz de covariancia do erro de

estimagao nao converge para uma solucao estacionaria H.

Nesse caso de estudo, enfraquecemos a MS-detetabilidade para W-detetabilidade e

concentrando a matriz de probabilidade no modo instavel.

A instabilidade do filtro

era esperada, pois através de (3.7) temos que a dinamica do erro de x(k) ¢ dada por

(Ag(k) — L(k:)Cg(k)) e, recordando a Definicao 1.3, se o sistema nao é MS-detetavel entao

nao existe um ganho K tal que (A — KC’) seja MS-estavel.



3.1. O filtro

31

105 (3.5.&)

= 4

ng
0 k, tempo discreto 400

105 (3.5.b)

=

\E/ J;
0 k, tempo discreto

400

Figura 3.5: Curvas para Cy (MS-estabilizavel e W-detetavel).

Caso C;: (A, B, P) W-estabilizavel e (A, C, P) W-detetavel

Em C5 consideramos

0,9
0
0

0
1,1
0

A

0
0 ) AQI

0,9 |
(0,9 0,1
P= 10,9 0.1

0,9 0,1 0 1
0,1 0,9 0 5 BlzBQI 0 y
0 0 09 0
000
=100 0
0 00

Observe que, em comparacao com Cs, modificamos apenas um parametro da matriz A;.

Tanto os resultados obtidos na Figura 3.6, como as interpretagoes, sao analogos ao Cj.

Caso Cg: (A, B, P) nao W-estabilizavel e (A, C, P) W-detetavel

Em C§ consideramos:

0,9 0 0
A= 0 1,1 0|, A=
0 0 0,9]
(0,9 0,1
P= 10,9 0,1

0,9 0,1 0 1

0 0,9 0|, Bi=By=10 |,

0 0 09 0
000
S=100 0
000

Observe que, em comparacao com C3, modificamos apenas um parametro da matriz A;.

Nesse caso de estudo temos o resultado e a interpretagao semelhante ao obtido em Cj.
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6-10°

(F)I?

=

(3.6.a)

i
Mﬁ

0 k, tempo discreto 400
15 . 10° (3.6.b)
= |
T ‘
: J
0 k, tempo discreto 400
Figura 3.6: Curvas para C5 (W-estabilizavel e W-detetavel).
3. 1022 (37&)
5 |
0 k, tempo discreto 400
9 (3.7.b)
=
=
=
0 k, tempo discreto 400

Figura 3.7: Curvas para Cg (nao W-estabilizavel e W-detetavel).

Caso C;: (A, B, P) MS-estabilizavel e (A, C, P) nao W-detetéavel

Em C'; consideramos:

0,9 0,1 0] 0,9 0 0 1
Ar=101 1,1 0|, A,=101109 0|, Bi=Bs=1|0 |,
0 0 0,9] 0 0 0,9 0

(0,9 0,1

00 0
P = e X=1[10 00
000

10,9 0,1
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Observe que, em comparacao com C7, modificamos as matrizes A;, Ay e P. Tanto os

2. 1026 (383)
=
=
0 k, tempo discreto 400
1026 (38]3)
= |
A
z :

0 k, tempo discreto 400

Figura 3.8: Curvas para C; (MS-estabilizavel e ndo W-detetavel).

resultados obtidos na Figura 3.8, como as interpretacoes, sao anédlogos a Cj.

Caso Cg: (A, B, P) W-estabilizavel e (A, C, P) ndo W-detetavel

Em Cy consideramos:

0,9 0 0 0,9 0 0
A=|0 1,1 0|, A=10109 0|, B =By=
0 0 0,9] 0 0 09
- 000
P= ??gﬂ S=100 0
L5 5 000

=}

Observe que, em comparagao com C5, modificamos as matrizes A; e Ay. Tanto os resul-

tados obtidos na Figura 3.9, como as interpretagoes, sao analogos a Cj.

Caso Cy: (A, B, P) nao W-estabilizavel e (A, C, P) nao W-detetavel
Em Cy consideramos:
0,9 0 0] 0,9 0 0O

A=|0 1,1 0|, A=|0 09 0|, B =By=
0 0 0,9 0 0 09

(0,9 0.1
10,9 0,1

s

Il

o

™

|
oo o
oo o
oo o

=}
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G - 1024 (39&)
= g
- p
B :
0 k, tempo discreto 400
5. 1024 (3.9.b)
= |
=) i
0 k, tempo discreto 400

Figura 3.9: Curvas para Cs (W-estabilizavel e nao W-detetavel).

9. 1021 (310&)
=
= !
k, tempo discreto 400
5 (3.10.b)
@ _
=

0 k, tempo discreto 400

Figura 3.10: Curvas para Cy (ndao W-estabilizavel e nao W-detetavel).

Observe que, em comparacao com C3, modificamos as matrizes A; e A;. Tanto os resul-

tados obtidos na Figura 3.10, como as interpretagoes, sao analogos a C.

Caso Cy: (A, B, P) W-estabilizavel e (A, C, P) W-detetével
Em (' consideramos:
0,9 0.1 0 0,9 0,1 0 0
A=l 0 1,1 0], Ay=1]0109 0], B=B,=]|0 |,
0 0 0,9 0 0 0,9 0
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1
P=\0o o] == |0

0
0
0,9 0,1 00 0

Observe que, em comparagao com Cy, nesse caso de estudo as alteragao ocorrem na matriz

B e namatriz ¥. Assim como a interpretacao obtida em Cy, temos que, a partir da Figura

10 (3.11.a)

15 (3.11.1)

0o k, tempo discreto 400

Figura 3.11: Curvas para Cjo (W-estabilizavel e MS-detetavel).

3.11, a estimativa da E{[|Z(k)||*|Fo} ¢ limitada, sugerindo que o filtro seja MS-estavel,
veja Proposicao 1.1; e que a estimativa da E{tr(H(k))|3"0} converge para uma solu¢ao

estacionéria H.

Caso Cy;: (A, B, P) nao W-estabilizavel e (A, C, P) MS-detetavel

Em Cy; consideramos:

0,9 0,1 0] 0,9 0,1 0 0
A=|0 1,1 0|, A=|0 09 0|, Bi=B,=1|0 |,
0 0 0,9] 0 0 09 0
] 100
pP= g’z g’j S=100 0
L5 5 000

Observe que, em comparacao com C'3, nesse caso de estudo as alteracao ocorrem na
matriz B e na matriz ». Nesse caso de estudo, assim como a interpretacao obtida em
Cs5, temos que, a partir da Figura 3.12, a estimativa para E{||Z(k)||*|%} nao é limitado,
sugerindo que o filtro nao seja MS-estavel, veja Proposi¢ao 1.1; e que a estimativa para

E{tr(H(k))|Fo} nao converge para uma solucdo estacionaria.
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9. 1022 (312&)

0 k, tempo discreto 400
L5 (3.12.b)
=
=

Figura 3.12: Curvas para Cj; (ndo W-estabilizavel e MS-detetavel).

3.2 Interpretagao dos Resultados

Nesta secao apresentamos uma tabela com o resumo dos resultados dos casos, e uma

explicacao da contribuicao da W-estabilizabilidade no contexto de filtragem.

Tabela 3.2: Resumo dos resultados dos casos de estudo C; a Cy; do FK 2 .

A, B, %, P) MS-estabilizavel, W-estabilizavel n. a.
(A,C,P) entao W-estabilizavel
MS-detetavel Cl e 02 e ClO < v Cg (& Cll <
W-detetavel Cy Cs Cs o
n. a. Cr Cs Co ©

A Tabela 3.2 sugere que a W-estabilizabilidade ¢ uma condigao necessaria e suficiente
para que, havendo uma solugao estacionéaria H para a matriz de covariancia do erro
de estimacao, entao ela esteja associada a um filtro MS-estéavel. Assim sendo, os casos
de estudo sugerem que o filtro é MS-estavel somente quando temos MS-detetabilidade
associada a W-estabilizabilidade.

Podemos observar, também, que a MS-detetabilidade é uma condicao suficiente para
que exista uma solucao estacionaria H da matriz de covariancia do erro de estimacao e

também é necessaria para a estabilidade do filtro.

2Considerando “n. a.” a abreviacdo de “nenhuma das anteriores”, o sfimbolo ¢ representando que a
matriz de covariancia do erro de estimacao converge para uma solugao H e o simbolo v representando
que o FK é MS-estavel.
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Note que em Cjy e Cq, em que fizemos B = 0 e ¥ # 0 (em contrapartida com
os demais casos de estudo, em que B # 0 e ¥ = 0), ndo houve alteragoes qualitativas
nos resultados. Isto sugere que a W-estabilizabilidade cumpre o mesmo papel descrito
anteriormente, seja com ruido aditivo, ou com ruido na condigao inicial z(0) ou quando

ocorre os dois tipos de ruido.






Capitulo 4

Conclusoes

Nesta tese, introduzimos um conjunto de matrizes C que se assemelha as matrizes de
controlabilidade de SLD e, conforme apresentado no Lema 2.3 e Corolario 2.1, a dimensao
dessa colecao de matrizes é relacionada com a dimensdo do sistema: C € Mr(n*N+1),
Quando C é de posto completo, temos uma situacao anéloga a dos SLD em que todos os
modos do sistema sao excitados por um ruido aditivo, originando, assim, o conceito de

controlabilidade fraca.

Uma caracteristica interessante da colecao C é que ela depende da distribuicao da
condigao inicial x(0), através da matriz de covariancia de z(0) denotada por ¥, bem
como do ruido aditivo no estado, através da colecao de matrizes B. De fato, pode ser
demonstrado que ¥ pode completar espacos nulos de C (formalmente, N((C(A,B, ¥ =
0, P)) C N((C(A, B, #0, P)) Em particular, na situacao “degenerada” em que N =1
e X =0, C se reduz a matriz usual de controlabilidade C(A, B) de um SLD, no sentido
de que seus espagos nulos sao os mesmos, vide Observacao 2.1. Assim, o conceito de
controlabilidade fraca é mais amplo do que o de controlabilidade de SLD relacionado

apenas a matriz de controlabilidade C(A, B), como usualmente aparece na literatura.

Um outro impacto que surge ao considerar a matriz de convariancia 3 (a qual, por du-
alidade, no problema de controle corresponde & matriz de custo terminal) é que a dimensao
da colecao de matrizes de controlabilidade, n,n(n?*N + 1) torna-se maior que a dimen-
sao da colegdo matriz de observabilidade para SLSM apresentada em (1.6), n(n*N),n.
Esta diferenga desaparece se considerarmos cenarios perfeitamente duais, fazendo ¥ = 0,
cenario em que S(0) resulta em uma cole¢do de matrizes nula e poderia ser desprezado a

definicao de C; vide Observacao 2.2.

A colecao de matrizes C também nos permitiu introduzir uma nocao de W-estabilizabi-
lidade, que foi apresentada na Definigao 2.3. Essa defini¢cao generalizou a nogao anterior
de MS-estabilizabilidade, vide Lema 2.4. Ressaltamos que a correspondéncia entre este
conceito e o de W-detetabilidade foi estabelecida na Observagao 2.4, através da dualidade

que segue:
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(A, 0’0, P) MS-detetavel dual a (A, CC', P) MS-estabilizavel,

de forma que se completou o quadro de dualidades entre controle e filtragem, apresentado
na Figura 1.1.

No contexto do FK com observacao dos estados # de Markov desenvolvemos diversos
casos de estudo variando as caracteristicas basicas do sistema ®, e analisamos o compor-
tamento em valor esperado do erro de estimagao e da covariancia deste, obtidos pelo FK
dados por E{||Z(k)|[*|Fo} e E{H (k)|Fo}, respectivamente. Os casos de estudo sugerem
que W-estabilizabilidade é uma condicao necesséria e suficiente para que, havendo uma
solucao estacionaria H da matriz de covariancia do erro de estimagao, entao ela esteja
associada a um filtro MS-estavel, ou seja, o filtro é MS-estavel somente quando temos
MS-detetabilidade associada a W-estabilizabilidade.



Apéndice A
Teste da MS-estabilizabilidade

Em (Costa & do Val 20026, Remark 4) apresenta-se um teste para a MS-estabilizabili-
dade baseada em iteragoes de equagoes algébricas de Riccati acopladas (EARA) em que
se requer a W-detetabilidade de (A, C, P) para garantir a existéncia das solugoes EARA.
Adaptando esse teste, introduz-se o parametro x;, i = 1,..., N, no qual basta tornar cada
VFEiDiiAq estével, o que assegura a existéncia das solugoes das EARA sem necessidade de
garantir a W-detetabilidade; um resultado similar pode ser encontrado em (Costa & do
Val 2004)

Método

Passo 1. Considera-se k; < 1 o maior escalar para que cada \/k;p;A; seja estavel.

Passo 2. Considera-se X" = (XV,..., X%) € M.

Passo 3. Para k=1,2,..ei1=1,2,..., N resolvem-se as EARAs abaixo:

—XF 4 ipu ALXEA; + ALER A,
— (kips ALXEB; + ALERB;)
x (I + kip; BIXFB; + B/EFB;) ™!
X (kipuBIXFA; + BIEFA) =0
com

j=1

Proposicao A.1. X} converge para algum X € M"* se, e somente se, (A, B, P) é MS-

estabilizavel.






Apéndice B
Teste da MS-detetabilidade

O algoritmo apresentado no resultado que segue e é adaptado de (do Val, Geromel &
Gongalves 2002)

Proposicao B.1. O sistema descrito por (A, Q, P) é MS-detetdvel se o sequinte conjunto
de LMIs, nas varidveis X € M"", G € M™ e L € M™" for factivel:

X, (A4,G; + (0,0, L)

(AG+©OOIL) (GG -Ex) | <" (B.1)

para 1 =1,...,N.






Apéndice C

Reducao da W-controlabilidade ao caso
SLD

Nesta secao, apresentamos a reducao de algumas propriedades que construimos para
os SLSM no Capitulo 2, para os SLD.

No Exemplo 2.1 apresentamos um SLD (ou ainda, SLSM com N =1 e ¥ = 0) em que
as matrizes de controlabilidade C(A, B) e C tinham posto completo, ou seja, obtivemos
uma situacao de analogia entre as matrizes de controlabilidade € e C para SLD usual e
SLSM sem salto nos parametros (N = 1), respectivamente, no qual todos os modos foram
excitadas somente pelo ruido aditivo. Entretanto, considere o exemplo que segue:

Considere o SLD dado por:

x(k+1):H g}x(k), x(0)~N<o,zzH SD

ou seja, o vetor B=0com P=1el € R, temos que

posto(€(A4, B)) = posto ({ o D 0,

posto(C(A4, BB' + X)) = posto Lo 10 =2
00: 10

e, para m = 2,

posto(Cy(2)) = posto L O L 1 b = 2.
00:11:11

Assim sendo, existem situagoes em que a matriz de controlabilidade usual C(A, B) para
SLD nao ¢ sensivel a excitagao de ruido na condicao inicial, o que nao ocorre com a matriz
de controlabilidade C em (2.23). O exemplo sugere que a verificagao do posto (@ (A, BB'+
33)) tem o mesmo significado da verificacdo do posto(C), ou seja, que N(C) C N(C(A, B))
e que N(C) = N(C(A, BB'+Y)), de maneira que a nogao de W-controlabilidade generaliza

a noc¢ao de controlabilidade relacionada apenas as matrizes A e B.
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