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Resumo

Este trabalho aborda o problema de modelagem de séries de va-
zoes médias mensais visando previsao e geragao de séries sintéticas.
Destaca-se que a importancia da previsao de valores futuros das
séries mensais de vazoes assim como a geragao de séries sintéticas
sao fundamentais para o planejamento da operacao de sistemas hi-
droelétricos brasileiros. Estas séries possuem um comportamento
periédico na média, na variancia e na funcao de autocorrelacgao e,
portanto, considera-se para a série padronizada os modelos autor-
regressivos peridédicos PAR(p,,). Em relagao a previsao classica, a
andlise do erro de previsao é feita em funcao do horizonte de pre-
visao. Neste estudo, os erros de previsao sao calculados, na escala
original da série de vazao, em funcao dos parametros dos mode-
los ajustados e avaliados para horizontes de previsao h variando
de 1 a 12 meses. Estes erros sao comparados com as estimati-
vas das variancias das vazoes para o més que esta sendo previsto.
Em relacao a previsao bayesiana, adota-se os modelos Normal,
Log-Normal e ¢t-Student nos processos de estimacao e, apds, é re-
alizado um estudo da perfomance destes modelos usando o erro
quadratico médio, erro absoluto médio e erro percentual absoluto
médio. Em relacao a geracao de séries sintéticas de vazoes, um mo-
delo multivariado Log-Normal com trés parametros e um modelo
Log-Normal generalizado foram desenvolvidos. As séries geradas

sao comparadas com as séries historicas reais utilizando o crité-



rio de Kullback-Leibler. Como resultado, tem-se uma avaliagao
da capacidade de previsao, em meses, dos modelos ajustados para
cada més e a escolha do modelo Log-Normal nos procedimentos de
andlise bayesiana. Além disso, o modelo utilizado para a geragao
de séries sintéticas de vazoes mensais forneceu evidéncias que o
apontam como uma alternativa ao modelo amplamente adotado

no setor elétrico brasileiro para geragao de séries de vazoes.



Abstract

This work addresses the problem of forecasting and generation
series monthly average streamflows. It is noteworthy that the im-
portance of forecasting future values of the series of monthly stre-
amflows as well as the generation of synthetic series are fundamen-
tal for planning the operation of Brazilian hydroelectric systems.
These series have a periodic behavior on average, variance and au-
tocorrelation function and therefore it is considered for standard
series periodic autoregressive models PAR(p,,). At the forecast
classical analysis of the prediction error is made in function of the
prediction horizon. In this study, the forecasting errors are calcu-
lated in the original scale of the series of streamflow, depending on
the model parameters adjusted and evaluated for forecasting ho-
rizons h ranging from 1 to 12 months. These errors are compared
with estimates of the variances of the streamflows for the month is
provided. Regarding the bayesian prediction, we adopt the models
Normal, Log-Normal and ¢-Student in estimation procedures and,
then, is a study of the performance of these models using the mean
square error, mean absolute error and mean absolute percentage
error. In relation to generation, a Log-Normal multivariate mo-
del with three parameters and a Log-Normal generalized model
were developed and analyzed using the Kullback-Leibler criterion.
As a result there has been an assessment of the predictive power,

in months, the adjusted models for each month, the choice of the



Log-Normal model in the procedures for bayesian analysis and the
model used to generate synthetic series of monthly streamflows
provided evidence that point as an alternative model adopted in

the Brazilian electric sector.
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Capitulo

Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar uma revisao bibliografica sobre o estado
da arte em modelos de previsao e geracao de séries temporais. Sao apresentados os
aspectos de motivagao para a abordagem do problema proposto e detalhados os ob-
jetivos, destacando-se a contribuicao do trabalho no contexto dos modelos para séries

temporais.

1.1 Consideracoes iniciais

A anélise estatistica dos modelos de séries temporais tem aplicacoes em diferentes
areas da ciéncia, como engenharia, economia, meteorologia, entre outras. Os mode-
los autorregressivos e de médias méveis (ARMA) s@o bem conhecidos e considerados
adequados para analisar séries estacionarias (Box et al., 2008). No entanto, nem to-
das as séries temporais encontradas na natureza podem ser modeladas como processos
ARMA. Em algumas situagoes praticas, encontram-se séries temporais que apresen-
tam um comportamento sazonal ou periddico. Assim, diz-se que uma série temporal
apresenta um comportamento sazonal com periodo s, quando ocorrem similaridades na

série apos s intervalos de tempo.

15



16 Capitulo 1 — Introducao

Para ilustrar, as figuras (1.1) e (1.2) apresentam as séries sazonais de vazoes médias
mensais (m?3/s) das usinas hidrelétricas de Agua Vermelha e Sao Siméo entre os anos
de 2001 a 2010.
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4000

2000
L

Meses

Figura 1.1: Vazoes médias mensais da Usina de Agua Vermelha.
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Figura 1.2: Vazoes médias mensais da Usina de Sao Simao.

Para estas séries sazonais, muitas vezes a correlacao entre observagoes vizinhas, 7,
e Z;_1, dependem de t. Nestes casos, é mais adequado ajustar um modelo cujos pa-
rametros também variam de forma periddica em vez de um modelo com parametros
constantes para todos os instantes £. Entao, quando a correlacao entre os meses se mo-
difica de forma periddica, estas séries sao ditas periodicamente estacionarias (McLeod,
1994). Segundo Tiao & Grupe (1980), os processos periddicos podem ser especificados
erroneamente pelos modelos SARMA (autorregressivos e de médias méveis sazonais),
pois nestes modelos é feita a hipétese de que as correlagoes entre os valores ocorridos
entre meses consecutivos é constante independente do més e um estudo com intuito de

identificacao da correlacao periédica deve ser realizado.
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Segundo Hurd & Gerr (1991) a correlagao periédica pode ser analisada por meio
dos graficos de dispersao de diferentes periodos. Como ilustracdo, as figuras (1.3) e
(1.4) apresentam as dispersoes dos meses de janeiro e fevereiro e de abril e maio de
Agua Vermelha. Como pode ser visto no grafico, a hipétese de existéncia de correlagao
periddica pode ser facilmente visualizada. Para casos mais extremos utiliza-se os testes
propostos por Hurd & Gerr (1991) e Vecchia & Ballerini (1991).

7000
I

5000
I

Fevereiro 1931-2010
o

3000
I

1000

T T T T T T
2000 3000 4000 5000 6000 7000
Janeiro 1931-2010

Figura 1.3: Grafico de dispersao da série de Agua Vermelha de janeiro e fevereiro.
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Figura 1.4: Gréfico de dispersao da série de Agua Vermelha de abril e maio.

Os processos periddicos foram propostos originalmente em Gladysev (1961) e vérias
aplicagoes desses modelos nas dreas de hidrologia e econometria sao apresentadas em
Parzen & Pagano (1979), Salas et al. (1982), Vecchia (1985a,b), Salas & Obeysekera
(1988), McLeod (1994) e Rasmussen et al. (1996).

Uma classe de processos peridédicos muito pesquisada é a dos modelos autorregres-
sivos periddicos (PAR), estudados inicialmente por Thomas & Fiering (1962) e Jones
& Brelsford (1967) e amplamente analisados em Pagano (1978), onde foram apresen-

tadas as propriedades assintoticas destes modelos assumindo normalidade do processo
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e Troutman (1979) que mostra as condigoes necessérias e suficientes para a estaciona-
riedade periddica.

A estacionariedade peridédica dos modelos PAR conduz as fungao de autocorrela-
¢ao e autocorrelacao parcial periddicas. Nesse sentido, vale ressaltar os trabalhos de
Anderson & Vecchia (1993), que desenvolveram alguns resultados assintéticos para a
funcao de autocorrelacdo periédica amostral e Sakai (1982), que estudou a funcao de
autocorrelagao parcial periddica dos processos PAR. Outras propriedades dos modelos
PAR e suas relacoes com os modelos SARMA podem ser encontradas em Tiao & Grupe
(1980) e Salas et al. (1982).

A geracao de energia elétrica no Brasil é predominantemente hidraulica e o setor elé-
trico é o responsavel pelo gerenciamento da dgua armazenada nos reservatorios do pais.
Estes reservatorios, antes destinados exclusivamente a geragao de energia, atualmente
sao alvos de interesses diversos e conflitantes. Sendo assim, a solugao de problemas
envolvendo projetos de gestao, gerenciamento e planejamento dos recursos hidricos é
de grande importancia.

Nos modelos de Planejamento da Operagao de Sistemas Hidrotérmicos (POSH),
uma das varidveis mais importantes é a vazao afluente aos aproveitamentos hidrelétri-
cos, sendo que estas vazoes interferem significativamente na operagao destes sistemas.
As vazoes nos rios dependem, entre outros fatores, das condicoes climaticas, o que leva
a atribuir as vazoes um modelo estocastico. Visto que as decisoes futuras, ou seja, a
politica de operacao, depende dos cendrios destas vazoes, torna-se fundamental ado-
tar um modelo estocéstico adequado para calcular a politica 6tima de operagao destes
sistemas.

Assim, o processo de producao de energia de um sistema hidroelétrico depende da
série de vazoes afluentes, sendo esta operacao realizada de forma otimizada para atender
a demanda de energia. As séries de vazoes naturais médias mensais se caracterizam por
um comportamento periddico, ou seja, a média, a variancia, a assimetria e a estrutura
de autocorrelacao apresentam caracteristicas periédicas. Neste trabalho, os modelos
PAR sao aplicados na modelagem das séries de vazoes médias mensais. Uma revisao
detalhada de algumas caracteristicas de séries temporais sazonais, tais como tendéncias
e periodicidades, aplicadas em Hidrologia sdo apresentadas em Machiwal & Jha (2009).

Em McLeod (1994) encontra-se uma descrigao sobre as etapas de desenvolvimento
dos modelos PAR. O processo de modelagem dos modelos PAR inicia-se com a identifi-
cacao da ordem p, para cada més m, ou seja, o numero de parametros autorregressivos
em cada més. No procedimento de identificagao, Stedinger & Taylor (1982) e Ula &
Smadi (2003) consideraram a identificagao da ordem dos modelos PAR usando a fungao

de autocorrelagao parcial periddica. Bentarzi et al. (2008) consideraram uma adapta-
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¢ao do critério de densidade preditiva, via abordagem bayesiana, para o problema de
selecao da ordem dos modelos PAR. Além destes métodos, outros critérios para identi-
ficagdo da ordem sdo o critério de informagao bayesiano (Schwarz, 1978), o método de
Bootstrap (Oliveira, 2011), entre outros.

No processo de estimacao dos parametros do modelo PAR, a utilizacao de méto-
dos cléssicos é bastante popular, destacando-se o método dos momentos, da maxima
verossimilhanga e de minimos quadrados. Pagano (1978) considerou a estimacao pelo
método dos momentos para os parametros do modelo PAR.

No trabalho desenvolvido por Vecchia (1985b) apresentou-se resultados tteis sobre
a estrutura de correlacao e estimativa de parametros apresentando algumas proprie-
dades de correlacao, discutindo o método dos momentos e maxima verossimilhanca e
mostrando uma aplicacao destas técnicas. Esse autor também desenvolve uma aproxi-
macao para a verossimilhanca exata para processos PAR normais e implementou um
algoritmo bastante simples para a sua maximizagao.

Outro algoritmo, desenvolvido por Anderson et al. (1999), para a estimacao dos
processos periodicamente estacionario é utilizado por esses autores em varios trabalhos
subsequentes. Shao & Ni (2004) estudaram as propriedades assintéticas dos estima-
dores de minimos quadrados. Trabalhos mais recentes tém utilizado a representacao
dos modelos PAR no dominio da frequéncia visando o ajuste de modelos parcimoniosos
(Lund et al., 2006; Tesfaye et al., 2011) e na presenca de outliers aditivos (Sarnaglia
et al., 2010).

Outro método que tem sido bastante empregado para inferéncia em séries tem-
porais, inclusive séries hidrolégicas, sdo os métodos bayesianos (Barreto & Andrade,
2004). Entre as vantagens da abordagem bayesiana destacam-se, principalmente, a in-
corporacao de informacoes a priori sobre os parametros do modelo e o uso de técnicas
de simulagao de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) (Gelfand & Smith, 1990;
Gelfand et al., 1990), que permite fazer inferéncia de parametros em modelos mais
complexos. Apés a fase de estimagao dos modelos PAR, as proximas etapas se referem
a previsao e geracao de séries sintéticas.

Em relagao a previsao, este estudo faz uma anélise do erro de previsao em funcao do
horizonte de previsao para modelos PAR. O uso de modelos estocésticos para previsao
de valores de uma série temporal tem como objetivo fazer a previsao com o menor
erro possivel. Nesta tese, adota-se o erro médio quadratico da previsao, MSE (Mean
Squared Error) como critério para avaliar a performance das previsdes. A vantagem
deste critério é que ele pode ser comparado com a variancia incondicional da série.

A variancia incondicional de uma série reflete a maxima incerteza ou variabilidade

que se pode esperar da série, quando ignora-se toda e qualquer informacao que pode
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ser extraida dos valores passado e presente da série para prever um valor futuro. Por-
tanto, a variancia incondicional representa o maior erro que se pode cometer ao fazer
uma previsao. Sendo assim, esta variancia serve como referéncia para avaliar o MSE
calculado com qualquer modelo que faz uso de algum tipo de ferramenta estatistica

para melhorar a previsao.

Varios trabalhos retratam a previsao de séries temporais tais como Noakes et al.
(1985) e Thompstone et al. (1985), que demonstraram a superioridade dos modelos
PAR. Ula (1993) apresentou a previsao do erro quadrético médio minimo e Lund &
Basawa (2000), que explorou o célculo da previsao recursiva e do erro quadratico médio.
Outros modelos de previsao e a comparagao do desempenho com outras técnicas, tais
como redes neurais artificiais (Ballini et al., 2003) ou abordagens bayesianas como em
Wang (2006), Wang et al. (2009) e Wang & Robertson (2011) podem ser encontradas

na literatura.

Em relacao a geracao de séries sintéticas, pode-se afirmar que os modelos geradores
de séries de vazoes sao de grande utilidade na comparacao de diferentes técnicas de
planejamento do uso dos recursos hidricos renovaveis. Um modelo de geracao de série
de vazoes deve reproduzir da forma mais fiel possivel caracteristicas estocasticas dos
dados histéricos de vazoes. Dentre estas caracteristicas destacam-se a funcao de au-
tocorrelacao e a distribuicao de probabilidade das vazoes. Além disso, um modelo de
geracao de séries de vazoes deve permitir a geracao de vazoes sem exigir grande esforgo
computacional, pois o procedimento de geracao devera ser repetido um grande niimero

de vezes para proporcionar um grande nimero de séries longas.

O gerador de série sintética univariada tem com objetivo gerar séries de vazoes para
estudos envolvendo uma tnica usina hidrelétrica ou um tnico subsistema. O gerador
multivariado, por sua vez, considera a correlacao espacial presente em sistemas com
multiplos reservatérios. Quando estes varios reservatérios nao apresentam correlacao
espacial, o gerador de série sintética univariada pode ser empregado para gerar sé-
ries sintéticas para cada reservatério independentemente. Vale ressaltar que o uso do

gerador multivariado deve apresentar resultados semelhantes nestes casos.

Um dos fatores que dificulta a construcao dos modelos de geracao de vazoes é a
presenca de assimetria na distribuicao de probabilidade das vazoes. Para considerar
modelos com assimetria e com facilidade de geracao de valores, vérios autores pro-
puseram o uso da distribui¢ao Log-Normal com trés parametros (Stedinger & Taylor,
1982; Pereira et al., 1984). Esta distribui¢do é usada pelo modelo GEVAZP | que é um
modelo estocastico multivariado de geracao de séries sintéticas de vazoes incrementais
e totais, que se baseia no modelo PAR. Este modelo é amplamente utilizado no Sistema
Interligado Nacional (CEPEL, 2002).
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O trabalho de Tesfaye et al. (2006) propoe o uso de mais de uma distribuic¢ao, ou
seja, um modelo de mistura de distribuicbes para modelar séries de vazoes. Assim,
os autores utilizam uma distribuicao Log-Normal para as vazoes intermediarias e uma
distribuicao de Pareto truncada para modelar as caudas das distribuicoes. Outras
técnicas também tém sido utilizadas nos procedimentos de geracao de séries sintéticas,
como as técnicas Bootstrap (Kim et al., 2004), que, de acordo com os autores, preservam
o coeficiente de assimetria dos dados histéricos, modelos com desagregagao (Valencia
& Schaake, 1973; Mondal & Wasimi, 2007), redes neurais artificiais (Ahmed & Sarma,
2007), entre outras. Muitos trabalhos compararam estas técnicas, como, por exemplo,
Lohani et al. (2012), que comparou as técnicas de redes neurais artificiais, sistemas

neuro-fuzzy e modelos PAR.

O fato de encontrar um grande nimero de trabalhos que adotam a distribuicao
Log-Normal na area de Hidrologia motivou, neste trabalho, o desenvolvimento de um
gerador bayesiano univariado usando a distribuicao Log-Normal generalizada, que é
construida a partir de uma distribui¢ao Normal generalizada (Nadarajah, 2005). Al-
guns trabalhos, na area de andlise de sobrevivéncia, tém utilizado esta distribuicao
usando uma abordagem bayesiana. Nestes trabalhos, os autores utilizam distribuicoes
a priori informativas e ndo-informativas (Martin & Pérez, 2009) e em Herdndez &

Usuga (2011) sao consideradas apenas nao-informativas.

A literatura apresenta um grande nimero de modelos estocasticos multivariados
para séries temporais (Pereira et al., 1984), ainda que para o caso de séries temporais
sazonais esse numero seja bem menor, em que se pode destacar o artigo de Salas
& Pegram (1977). O principal motivo desta limitacao é que estes modelos sdo nao-
parcimoniosos, com identificacao complexa e com estimagao de parametros sujeita a
uma grande imprecisao (Vieira et al., 1998). Outra boa referéncia sobre a utiliza¢ao

destes modelos multivariados em Hidrologia é Camacho et al. (1987).

1.2 Objetivos

Os objetivos desta tese sao:

a) Contribuir para o problema de previsao cldssica de vazoes médias mensais medi-
ante estudos sobre o erro quadratico médio. Esse problema é importante para o setor
elétrico brasileiro, pois ajuda no planejamento da operacao 6tima do sistema hidroelé-
trico brasileiro, que é responsavel por mais de 90% da energia elétrica consumida no

Brasil;
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b) Dar uma contribui¢ao bayesiana sobre os procedimentos de identificagao, esti-
magao, selecao e previsao dos modelos PAR. Em hidrologia, a adogao da estimagao
bayesiana ainda é bem escassa e espera-se que os resultados demonstrem as vantagens
e flexibizagao deste procedimento pelo uso de técnicas de simulagao MCMC;

¢) Contribuir para a solugdo do problema de geragao de vazdes médias mensais.
Nesse sentido, um modelo multivariado para geracao de séries sintéticas é desenvolvido
e comparado com o modelo GEVAZP, utilizado no SIN. Também é apresentado um
modelo gerador univariado Log-Normal generalizado via abordagem bayesiana. Utiliza-

se a divergéncia de Kullback-Leibler como um método de validacao das séries geradas.

1.3 Organizacao

Esta tese esta organizada da seguinte maneira:

O capitulo 2 introduz os modelos PAR, abordando os procedimentos cléssicos de
identificacao, estimacao e previsao. Um estudo assintético sobre o erro quadratico
médio de previsao também é desenvolvido.

O capitulo 3 apresenta a teoria sobre inferéncia bayesiana e, apds, é realizada uma
analise dos modelos PAR usando os procedimentos de estimacao e previsao.

O capitulo 4 trata da geracao de séries sintéticas. Primeiramente, descreve-se o
modelo Log-Normal com trés parametros e, apds, ¢ desenvolvido um modelo multiva-
riado usando esta distribuicdo. Ap0s, é desenvolvido, via abordagem bayesiana, um
modelo Log-Normal generalizado para geragao de séries sintéticas univariadas. Final-
mente, um critério de validacao das séries geradas, a divergéncia de Kullback-Leibler,
é apresentado.

O capitulo 5 apresenta estudos de caso para os problemas de estimagao e previsao,
usando as abordagens cléssicas e bayesianas, dos modelos PAR. Também ¢ realizado
estudos sobre a geracao de vazoes médias mensais.

O capitulo 6 destaca as principais conclusoes deste trabalho, com possiveis topicos

para trabalhos futuros.



Capitulo

2

Modelo Autorregressivo Periodico -

Abordagem Classica

Neste capitulo é apresentado o modelo autorregressivo periédico. Primeiramente,
sao definidos os conceitos iniciais do modelo e, a seguir, sao apresentadas as etapas de
identificacao da ordem, estimacao e previsao do modelo. Finalmente, é desenvolvido

um estudo assintotico do erro quadratico médio de previsao.

2.1 Introducao

Algumas séries temporais histéricas, tais como as hidrologicas sazonais, exibem uma
estrutura de autocorrelacao que depende nao somente do intervalo de tempo entre as
observagoes, mas também do periodo observado (Hipel & McLeod, 1994). Na classe dos
modelos periddicos, se destaca o modelo autorregressivo PAR (periodic autoregressive).
O modelo PAR(p,,) ajusta para cada més m um modelo AR(p,,), em que p,, representa
a ordem do modelo, ou seja, o nimero de termos autorregressivos do modelo em cada

mes.

23
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O modelo PAR(p,,) é descrito matematicamente por:

Pm
X ram - /J,m €T r,m - um_
(—t( a)m ) = § ¢apm< Hrm)=3 ]> + ay(r,m), (2.1)

=1 Om—j

em que Tym,) € a vazao média mensal para o ano r e o meés m, p,, ¢ a média do
mes m, o, ¢ o desvio padrao do mes m, @1, -+, @p,. m sa0 0s coeficientes do modelo
autorregressivo para cada mes m e ay(.n,) ¢ um ruido nao-correlacionado para o ano r

e o més m com Elayrm)] =0 e Varlay,m] = o'9? dada por:

Pm
ol®? = 52 (1 +) p;.n> : (2.2)
j=1

em que p’ ¢ a autocorrelagao entre Ty, ) € Ty(rm)—;, dada por:

m Ti(rym) — Hm Ti(rm)—j — Hm—j
o :EK . ) ( UJ ' J)] (2.3)
m m—j

Na sequéncia deste trabalho, usa-se a seguinte notagao para representar a série

temporal periddica padronizada:

Tt(r,m) — Hm

Om

Esta padronizagao tem como objetivo obter uma série sem sazonalidade. Segundo
Salas et al. (1982), esses processos estocdsticos naturais sdo, em geral, estaciondrios
no sentido lato, isto é, os momentos de primeira e segunda ordem da distribuicao de

probabilidades nao sao afetados por variagoes devido a escolha da origem dos tempos.

2.2 ldentificacao da ordem

Nesta tese sao utilizados trés critérios para identificacao da ordem do modelo PAR.
A identificacao da ordem p, em cada més m, para o modelo PAR(p,,), geralmente é
realizada por meio da anélise da fungao de autocorrelagao parcial (PACF). Inicialmente,
define-se a funcao de autocorrelagao (ACF) da série, ou seja, considere pj' a correlagao

entre 2y(rm) € Zy(rm)—; dada por:

m Ti(rym) — Hm Ti(rm)—j — Hm—j
p] _ E |:( t( ) ) ( t( ) J ]):| e E [Zt(r,m)zt(nm)fj} . (25)

Om—j



2.2 Identificagao da ordem 25

O conjunto de fungoes de autocorrelagao p7* dos periodos m = 1,--- s, descrevem

a estrutura de dependéncia temporal da série. Estas fungoes sao dadas por:

P = d1mE [2m)12t0m) 3] o+ GpmE [Z0m)—pm2trmy—5) s 721, (2.6)

em que pj' = 1.
Fixando-se o més m e variando j de 1 a p,, em (2.6) encontra-se para cada més m,
um conjunto de equacoes, comumente denominadas de equacoes de Yule-Walker. Para

um mes m qualquer:

m—1 m—1 m—1 n m
1 T Ty o Tp—1 P1,m T
m—1 m—2 m—2 " m
1 1 T T Tp—2 G2,m Ty
m—1 m—2 m—3 " — m
T'a 1 1 T Tp -3 O3m | = | 75
m—1 m—2 m—3 n m
_rpmfl Tpm*Z 7,p'm*?’ e 1 i _(bpm,m_ _Tpm_

Para facilitar as notagoes, omite-se o periodo m e denota-se por ¢;, o j-ésimo
parametro autorregressivo de ordem k, em que ¢y representa o iltimo parametro deste
processo. As equacoes de Yule-Walker, para cada periodo m, podem ser reescritas da

seguinte forma:

m—1 m—1 m—1 N [ m i
1 S} Ty R Sl I K &1
m—1 m—2 m—2 n m
m—1 m—2 m—3 n — m
Ty ry 1 e Ty 3| | Pks r3
m—1 m—2 m—3 n m
_Tpm_l 7’pm_Q Tpm—?) 1 a _(bkk_ _rpm_

Os valores dos parametros ¢i, kK = 1,2, ... representam a fungao de autocorrelacao
parcial no més m. Em um processo PAR(p,,), a funcao de autocorrelagao parcial é o
valor do ultimo parametro ¢y e sera diferente de zero para k menor ou igual a p,, e

zero para k maior que p,,.

Portanto, a identificagdo de um modelo PAR(p,,) consiste em determinar as ordens
pm Mais apropriadas dos operadores autorregressivos de cada més, m = 1,2, ..., s. Isto
pode ser feito obtendo-se as estimativas de ¢pi, k = 1,2, ..., N/4. Para testar a hipGtese

nula Hy : ¢, = 0 para todos os valores de k = 1, 2, ... , utiliza-se o resultado assintético
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o qual afirma que, se a ordem do operador autorregressivo de um meés m qualquer é p,y,,
entao o estimador ngSkk de ¢k, para k > p,,, tem distribuicao aproximadamente Normal
com média zero e variancia 1/n. Portanto, ndo se rejeita Hy com nivel de significancia
a < 5% se o zero estd contido no intervalo akk + 2/y/n. Neste caso, afirma-se que
a estimativa ggkk é nao significativa. Um procedimento de identificacao da ordem p,,
consiste em procurar, para cada més m, a maior ordem p,, tal que todas as estimativas

ok para k > p,, nao sejam mais significativas.

Este procedimento classico de identificacao da ordem pode permitir a aceitacao de
processos como sendo ruidos brancos, quando, na verdade, trata-se de modelos que
possuem baixos valores de p}* e ¢x;. Valores intermediarios baixos de ¢;; para j < py,
também podem ser considerados nao significativos e isso possibilita a identificacao de

modelos com parametros intermedidrios nulos ¢; = 0, para alguns j < p,.

Stedinger (2001) afirma que uma modelagem que considera individualmente cada
més nao pode produzir um conjunto de modelos mais adequado. Sem maiores detalhes
matematicos e somente considerando a natureza dos fenémenos naturais envolvidos,
o autor argumenta que nao faria sentido considerar que a vazao de determinado meés
dependa de vérios meses anteriores, ou seja, o modelo PAR(p,,) tem ordem elevada
pm = 6 e para o més seguinte, m + 1, a ordem seja pequena p,,;1 = 1. Assim como
também nao é razoavel supor que, devido a parametros intermedidrios nulos, a vazao

de um mes m dependa da vazao do més m — 2 e nao do meés m — 1.

Estes resultados corroboram a idéia de que a forma classica de identificacao das
ordens p,, pode nao ser a mais adequada. Stedinger (2001) propde como critério para
a selecao das defasagens j significantes, que para cada periodo m, encontre-se a maior
ordem j tal que todas as estimativas qgkk para k < j sejam significativas. Este critério
nao admite valores intermedidrios de ggkk nao significativos, o que ocorre na forma

classica.

Além dos dois procedimentos apresentados, considera-se também o critério BIC
(Bayesian information criterion), proposto por Schwarz (1978) para selecionar as or-
dens p,, dos modelos autorregressivos de cada més m. Neste caso, o critério para o
calculo de BIC,, é dado por:

BIC,, = nlog(72) + pm log(n). (2.7)

Este critério pondera entre a qualidade do ajuste, representada pela estimativa da
variancia do residuo 72 e a complexidade do modelo, dado pela ordem p,,. Portanto,

escolhe-se as ordens p,,, tal que o critério BIC =" _| BIC,, seja minimo.
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2.3 Estimacao dos parametros

Apés a etapa de identificacao da ordem p,,, é necessario obter as estimativas dos
parametros do modelo PAR(p,,). Segundo Hipel & McLeod (1994), o método dos
momentos ¢ tao eficiente quanto o método de maxima verossimilhanca para processos
autorregressivos. Os parametros @1, @2.m, ---, @p,..m 520 estimados usando as equacoes
de Yule-Walker. As estimativas de o\%? sio obtidas usando-se a expressao dada em
(2.2).

Os parametros ®,, = @1, P2.1m, s Pppym € Ty = ﬁ também sao estimados pelo

método de maxima verossimilhanca. Assim, a funcao de verossimilhanca é definida

por:
(n—1)/2 Tm /
Lin(® s TnlZn) o< 7002 exp { =2 (B = Xn @) (Zn = Xn®@)) |, (28)
em que
Zt(1,m) (bl,m
Zm _ Zt(2,m) : q)m _ ¢2,m
Zt(n,m) ¢pm,m
Zt(1,m)—1  At(1,m)—2 " 2t(1,m)—pm
Xm _ Zt(277.n)_1 Zt(2,’fﬂ)—2 T Zt(2177.7')_pm :
Zt(n,m)—1  “t(nym)—2 " Rt(n,m)—pm

com Z,, sendo uma matriz n x 1, X,, sendo p,, x n e ®,, sendo p,, x 1.

Assim, os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros ®,, e 7, sao

dados por:

@, = (X;nXm)il(X;an) (2-9)

P = (Zy = X ®0) (Z — X @) (2.10)
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2.4 Previsao classica

Um dos objetivos em analise de séries temporais refere-se a previsao, que é realizada
apds os procedimentos de identificacao e estimacao dos parametros do modelo PAR.
Nesta fase, a avaliacao da perfomance do modelo estimado pode ser realizada com
o uso do erro quadratico médio de previsao. Este critério sera o tema das proximas
secoes, em que € realizado um estudo assintético em relagao aos modelos PAR. Maiores

detalhes sobre a previsao classica podem ser encontrados em Hipel & McLeod (1994).

2.4.1 Introducao

Considerando o modelo PAR(p,,) dado em (2.1) para o ano (n+h), h > 1, em que

h representa o horizonte de previsao, tem-se:

Pm
Znthm) = 3 OjomZt(nrham)—j + Ci(nth,m)- (2.11)
j=1

Usando a equagao (2.11), Zyminm) = E(2ntnm)|Z) é dado por:

Pm
ét(n—i-h,m) = Z ¢j,m2t(n+h,m)—j7 (212)
j=1

em que Zy(nihm)—j = Zt(n+hm)—j»> 5€ t(n+h,m) —j < sn, j=1,..., p,. Para encontrar
uma forma recursiva de calcular as previsoes Z;(n4nm)—;, defini-se o vetor Zy;, com os

s valores futuros da série, para um ano (n + h) e por ayj, os respectivos ruidos, como:

/

th = (Zt(nJrh,l)a Zt(nd-h,2)s -+os Zt(n+h,s)) ) (2-13)

’

afh = (at(n+h,1), at(n+h72), ey at(n+h,s)) . (2.14)

Denotando por ®,,, = (¢1.m, P2.ms -, Ps.m), com m = 1, ..., s, pode-se escrever (2.11)

na forma matricial por:

A(@m)th + B(‘I)m)th_l = Qfp, (215)

em que A(®,,) e B(®,,) sdo matrizes s x s dadas por:
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1 0 0 -+ 0
—11 1 0 e 0

A(®y) = — 1,2 —¢22 1 o 0

_¢s—1,s _¢5—2,5 _¢s—3,s e 1

—Ps1 —Ps—11 —Ps—21 0 —P11
0 —¢s2  —Qs—12 Tt —Q22
B(®,,) = 0 0 —¢s3 —P33
0 0 _Qbs—f—l,s e _¢s,s
Assim, tem-se:
Zp=—A(®y) ' B(®,)Z 1 + A(®) lag. (2.16)

Denotando por Z, as observagoes do ultimo ano do histérico, ou seja:

’

Zyo = (Zt(n,1)> Zt(n,2)y s Zt(n,lz)) (2.17)

e escrevendo a equagao (2.16) para h = 1 tem-se uma condigao inicial para a equacao

recursiva (2.16) dada por:

Zp = —A@,) ' B@,)Zn+ Al®,) ap. (2.18)

Escrevendo (2.16) recursivamente, tem-se que:

Zp =~ [A(®,) ' B(®,)]" Zpo + Y De(®n)agm, (2.19)
Di(®,,) = [A(®,,) ' B(®,,)]" " A(®,,)"". (2.20)

Assumindo que ay, k =1, ..., h sao vetores aleatoérios independentes com distribui-
¢do N(0,T), T = diag(vy; ', ...,771), entdo Z;, também é um vetor aleatério normal-

mente distribuido com média E(Z ;| Z o) e matriz de covariancia V(Z 1| Z o).
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No contexto cldssico, a previsao para o ano (n+h) usando as observacoes do ltimo

ano n, ou seja, as previsoes h-passos a frente sao calculadas como:

E(Z|Z1) = — [A(®,,) " B(®,,)]" Zo. (2.21)

A variancia de Zy;, condicionada a Z, ¢ dada por:

>

V(Z|Zgo) =)  Di(®)TDp(Py) . (2.22)

k=1

As estimativas de E(Z,|Z o) e V(Z 1| Z f9) sao calculadas substituindo-se nas

equacdes (2.21) e (2.22) as estimativas de ®,, como:

~ ~ “ h
Zo = — [A(tI)m)*lB(cﬁm) Z 10, (2.23)
h
St = Dp(®,,)TDy(y,)". (2.24)
k=1

As previsoes dos valores futuros Zy, = zntnm),m =1,...,s, tém intervalos com
100(1 — a)% de confianca calculados por Zi(4h,m) +e(a/2)v/5m, sendo Zt(nth,m) & Previ-
sao de Zyn+hm), calculada em (2.23) e §,,, é 0 m-ésimo elemento da diagonal da matriz
S sn estimada em (2.24), que representa a variancia da previsao Zypinm). A seguir,

apresenta-se um estudo sobre o erro de previsao.

2.4.2 MSE da previsao para séries de vazoes sazonais

O célculo do erro quadratico médio (MSE) de previsao para séries de vazdes sazonais
representa a etapa final da previsao e tem como objetivo avaliar a perfomance do modelo
adotado. Nesta andlise, o MSE deve ser comparado com a variancia incondicional, em
um horizonte de previsao de h = 1, ..., 12 passos a frente.

Denomina-se de horizonte de previsao (h), o intervalo de tempo que separa a ultima
observacao usada no ajuste do modelo de previsao e o valor futuro a ser previsto. Um
comportamento que se deve esperar intuitivamente do erro de previsao é que este erro
deve crescer com o horizonte de previsao, ou seja, quanto mais a frente se deseja
prever valores futuros, maior é o erro de previsao. Isto se deve a limitada capacidade
que o passado e o presente tem para prever o crescente efeito de varidveis aleatorias
imprevisiveis que podem influenciar os valores futuros da série, quando se distancia do

presente em direcao ao futuro. Assim, é natural a expectativa de que, a medida que o
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horizonte de previsao aumente, o erro de previsao tenda para a variancia incondicional
da série.

Neste trabalho, os erros de previsao sao avaliados na escala da série original para os
diferentes modelos e usa-se como referéncia a variancia incondicional sazonal da série
original. Sendo assim, tem-se como objetivo avaliar a velocidade com que estes erros
de previsao tendem para a variancia incondicional da série, quando diferentes modelos
sao considerados para o calculo das previsoes.

Seja zyrm), com r = 1,...,n e m = 1,...,s, uma série temporal padronizada
observada até o més mg do ano n. Denota-se por T" = t(n,mgy) = s(n — 1) + mg
o instante da ultima observacao e por zr,, a previsao estimada para zr,, com um
passo de previsao h, considerando somente as observacoes conhecidas até o instante 7'.

Entao, o MSE desta previsao é dado por:

MSE(/Z\T+}L) = E(ZT+h — gTJrh)Q. (225)

Mostra-se facilmente que o previsor zry;, de minimo erro quadratico médio é o valor

esperado condicional, dado por:

/Z\T—&-h = E(ZT+h|ZT, ZT—1y - ) (226)

Para avaliar o MSE na escala original das vazdes supoe-se que sao conhecidas as
vazoes histéricas até um determinado meés mgy do ano n e se quer prever a vazao Ty(n+1,m)

no més m do ano (n + 1). Entdo, a vazao xy(n41,m) ¢ escrita como:

Tin+1,m) = fm T OmZ,0 1 - (2.27)

Sendo t(n + 1,m) = sn+m e t(n,mgy) = s(n — 1) + my e considerando o passo
da previsao h = t(n + 1, m) — t(n,mg) (considera-se sempre que 1 < h < s), pode ser
escrito entao que t(n+1,m) = t(n,mg) + h e, assim, a equagao (2.27), pode ser escrita

COImo:

Tt(n,mo)+h = Hm + OmTt(n,mo)+hs (228)

em que mg representa o mes de origem, do qual se faz a previsao e m =mg+h — s é
o més no futuro, para o qual a vazao sera prevista e h é o passo da previsao.
A previsao de minimo erro quadratico médio para xy(,41,m), feita no mes my, ¢ dada

por:

/z\t(n,mg)—l-h = E(xt(n,m0)+h|$t(n,mo)a Tt(n,mo)—1s - - ')7 (229)
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em que o conhecimento de {Z¢(n,mo); Tt(nmo)—1s - - -} implica em conhecimento a respeito

de {2(n,mo)s Z(n,mo)—1, - - - }- Usando as equacoes (2.28) e (2.29) tem-se que:
Bo(nmo)+h = Hm + TmZen,mo)+h- (2.30)

O MSE, associado & previsao Ty mg)+h, ¢ dado por:

MSE (xt (n mo)-l—h) E<xt(n,m0)+h - /x\t(n,mo)—i—h)Qu
(2.31)

o~

= UrQnE<Zt(n,mo)+h - Zt(n,m0)+h)2-

Portanto, o MSE para a previsao da série sazonal tem um padrao sazonal com
perfodo s. Usa-se a notacao MSE,,(Zinme)+n), referindo-se ao MSE da previsao de

passo h, da vazao Ty mg)+n- O MSE, dado na equacao (2.31), pode ser escrito como:

MSE (.ft nm0)+h) =0 MSE(Zt nm0)+h) (232)

Portanto, o MSE de uma previsao Zy(n,mq)+r da série original x4 mq)+n ¢ Proporci-
onal ao MSE da previsao da série padronizada 2, m,)+x € a constante de proporciona-

lidade é a variancia mensal o2 .

MSE com um processo independente

Considerando que o processo Ty(ymy, r = 1,...,n, m =1,...,s ¢ uma sequéncia de
variaveis aleatérias independentes, entao, o processo padronizado z(ym), 7 =1,...,n,
m =1,...,s também é uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes.

Para calcular o MSE da previsao Zy(, mq)+r considera-se a equagao (2.31). Com a
hipétese de independéncia do processo zymy, 7 = 1,...,n, m=1,..., s, tem-se que:
E<Zt(n,mo)+h‘zt(n,mg)7 Zt(n,mo)—la .- ) - E<Zt(n,mo)+h)7

e, entao, a previsao é dada por:

~

Zt(n,mo)+h = E<Zt(n,mo)+h>7

e, portanto,

E(Zt(n mo)+h Z t(n, m0)+h) - Va?“(Zt(n,mo)+h)-
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Se 0 processo Zy(rmy, 7 = 1,...,n, m =1,...,s é um processo estaciondrio no sen-
tido fraco, entéo tem-se que Var(zyrm)) = Var(zymy+n) = 02 para qualquer t(r,m).

Portanto, com a suposicao de independéncia, o MSE da previsao Zi(n,mq)+r ¢ dado por:

2 52, (2.33)

MSEm(Z[\t(n,mg)—l—h) =0

Nota: Teoricamente, a relagao (2.1) assegura que Var(zy,m)) = 1, mas, na pra-
2

z

tica, se constata que o2 = 1 e, portanto, do ponto de vista pratico, a suposicao de
independéncia leva a um MSE,(Zynmo)+h) = o2. A suposicio de independéncia
feita para (., implica em desprezar toda e qualquer informacao vinda das observa-
¢0es {Tt(n,mo)> Ti(nmo)—1, - - -}- S€ 0 Unico efeito das observagoes é diminuir o MSE da

previsao, entao o MSE pode ser considerado como o maior erro quadratico médio da

2

previsao que se pode cometer, ou seja, o,

(a variancia mensal incondicional) pode ser
considerada como um limitante superior para o erro quadratico médio da previsao para

qualquer mes de origem mg e qualquer passo de previsao h.

2.4.3 MSE com um processo PAR(p,,)

O modelo PAR(p,,), dado pela equagao (2.1), pode ser escrito como uma soma

infinita dos ruidos aleatorios periddicos, dado por:

Zt(r,m) = ij:mat(ﬁm)—j co1m wo,m = 1, (2.34)
7=0

em que se obtém, para qualquer k inteiro, ©;,,, = ¥ m4ks, €, portanto, o valor da série
Zt(n,mo)+h calculada h passos a frente, pode ser escrito usando-se um modelo PAR(p,,),

CO1mo:

Zt(n,mo)+h = Z wj,mat(n,mo)Jrhfj? com wO,m = 1. (235)
=0

Na equagao (2.35) tem-se que t(n,mg) +h =t(n+ 1,m) e, por isso, os coeficientes
Vjm, que multiplicam os Tuidos as(n,mg)+n—j, tem o indice m, que se refere ao meés para

o qual se considera a série 2i(n41,m)-

Denota-se por Zi(n,mg)+h, & PIEVISA0 PAra Z(nmg)+h calculada com h passos de ante-
cedéncia e usando-se um modelo PAR(py,). Ent&o, Zinme)+n deve ser escrita em fun-
cao dos valores passados Zi(nmg)s 2t(n,mo)—1; - - -~ Consequentemente, usando a equacao

(2.35), Zi(n,mo)+h € escrita como uma funcao dos ruidos passados y(nme): Gt(nme)—1, - - --
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Além disto, suponha que Zy(n mq)+n ¢ uma fungao linear. Entao, denotando-se a melhor

previsao por:

a(n,m0)+h = Zw}t—f—j,ma“t(n,mo)fj) (236)
7=0

pode-se determinar os pesos ¥, , ., que minimizem o erro quadratico médio da previsao.
Usando-se as equagoes (2.35) e (2.36), o erro de previsao, €ynmo)+h = Zi(nmo)+h —
Zt(nmo)+h, do modelo PAR(py,), com passo de previsao h, é escrito em funcao dos

ruidos aleatérios, como:

€t(n,mo)+h = Z ¢j,mat(n,m0)+h7]’ —
7=0
Z Dhgm@(n,mo) =i (2.37)
j=0

em que a equagao (2.37) pode ser reescrita como:

h—1
€t(n,mo)+h = Z Qﬁj,mat(n,mo)-l-h—j - (238)
=0
Z(¢h+j,m - wlt—l—j,m)at(mmo)*j'
=0

Considerando 0 M SE(Zyn,me)+r) escrito em fungao do erro de previsao ey mg)+h;

dado por:

MSE(/Z}(n,mlo) = E(e?(n,mo)-s-h)a (2.39)

entdo, tem-se da equacio (2.39), que o minimo M SE(Zi(n,mg)+4) ocorre quando ¢y, ;=

Unyjm, para j = 0,1,.... Sendo os ruidos aleatorios a;(nmg)y+n—j, J = 0,...,h —1

nao correlacionados e periodicamente estacionarios, tem-se que Var(aymnmo)+h—j) =
2

Var(amgth—j) = Tooth—j» Para j =0,...,h — 1. A estacionariedade periédica permite

escrever que 7., thej = 72 parai=1,...,s. Os indices i sdo associados com cada um

dos valores my + h — j por:
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mo+h—7j—vs, se mo+h—j+#s
i 0 J 0 J# ’ (2.40)

s, se my+h—j=s
em que v = mod(mg + h — j, s) representa a parte inteira da divisdo entre my + h — j
e s. Entao, o MSE(Zynme)+r) do modelo PAR(p,,) pode ser avaliado, em funcao dos

parametros do modelo e das variancias dos residuos, como:

MSE</Z\t(n,mO)+h) = (T'I’?’L()—‘rh + ¢im7-310+h—1 + e
bt n Tmo1); (2.41)
em que 7., ., =T, parai=1,...,s.

Calculo dos parametros ; ,,

Para calcular os parametros ¢;,,, 7 = 1,...,h — 1 da equagao (2.41), é necessario
escrever o modelo PAR(p,,) na forma da equacdo (2.34). Para isto, adota-se um pro-
cedimento recursivo e, para facilitar os calculos, supoe-se, sem perda de generalidade,
que os modelos PAR(p,,) tém a mesma ordem p = max{p,,}, para todos os meses
m = 1,...,s. Esta suposi¢ao pode ser feita adotando-se ¢y, = 0 para p,, < k < p,
em todos os modelos com p,, < p.

Para iniciar o procedimento recursivo de construgao da equagao (2.34), primeiro

considera-se o modelo PAR(p,,) escrito como um modelo PAR(p), dado por:
Zt(rym) = qbl,mzt(r,m)fl + ¢2,mzt(r,m)72 +
+ ¢p,mzt(r,m)—p + Qt(r,m)- (242)
Em seguida, escreve-se o modelo PAR(p) para z(,m)—1 como segue:
Zt(rom)—1 = le,m—lzt(r,m)—Q + ¢2,m—12t(r,m)—3 +oee
+ ¢p,mflzt(r,m)—1—p + Q(r,m)—1- (243)

Substituindo (2.43) em (2.42), obtém-se:



36 Capitulo 2 — Modelo Autorregressivo Periédico - Abordagem Classica

Zirm) = Qt(rm) T O1mbi(rm)—1 +
(D1,mP1m—1 + D2.m) Ze(rym)—2 + (2.44)
(D1,mP2m—1 + G3.m) Ze(rm)—3 + = -+ +
(P1.mPpm—1 + Ppm)Zt(rm)—p

e repetindo o procedimento para z(,;,)—2, tem-se:

Zt(r,m) = Qt(r,m) + ¢1,mat(r,m)—1 =+ ((bl,m(bl,mfl + ¢2,m)at(r,m)—2+
+ [(P1,mP1m—1 + P2.m)O1m—2F (D1 mP2,m—1 + OP3.m)] Ze(rm)—3 + -+ + (2.45)

+ [(¢1,m¢1,m—1 + ¢2,m)¢p,m—2+ (¢1,m¢p,m—l + ¢p,m)] Zt(r,m)fp-

Das equagoes (2.44) e (2.45), conclui-se que:

Vim = O1m
Yo = V1m@Prm—1+ G2m
Vsm = (P1mPrm—1+ P2m)P1m—2 +
P1,mP2,m—1 + P3m
= Yombrm—2 + V1mP2m—1+ P3m

e, por indugao, chega-se a férmula geral dos coeficientes 1;,,, dada por:

Vim = Orm—jr1¥j—1m + Pom—jr2j_om + -
+¢j—1,m—1¢1,m + gbj,m- (246)

A equacao (2.46) é valida para qualquer més m, assim escreve-se, de forma geral, a

equacao para 1j,,, Como:

7j—1

Vim = Z Pj—km—kVkm- (2.47)
k=0
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Ap6s serem ajustados os modelos PAR(py,), avalia-se 0 MSE(Zn,mg)+hr), dado em
(2.41), calculando-se recursivamente os coeficientes 1; ,, com a equagao (2.47). Usando-
se a equacao (2.32), avalia-se 0 M S Ey, (Zy(n,me)+r) Da escala original da série de vazoes,

COImo se segue:

MSE, (:vt (n m0)+h> = 031(7-310-1—/1 + ,lvbianQm—‘rh—l +
+¢f2Lfl,m7—72no+l>‘ (2.48)

Portanto, o célculo do M SE,,(Zy(nme)+n) envolve nao sé a estimativa dos coefici-
entes ¥;m, j =1,...,h —1, como também as estimativas das variancias dos ruidos 772,
parat=1,...,s.

No limite, quando h — oo, tem-se que:

h—1
hhﬁnolo MSE (‘rt Tbmo)-‘rh) - U hm Zw]m Ty (mo,h)>
com Yy, = 1, de forma que:
hh—>IEo MSE (xt (n,mo) +h mzqu)],m Tj- (249)

Portanto, da equagao (2.34), pode ser mostrado que a série da equagao (2.49) cor-
responde a variancia incondicional da série padronizada z(,,), que como pode ser vista
m (2.1), éigual a 1. Desta forma, pode-se afirmar que, no caso dos modelos PAR(p,,),
a variancia incondicional o2, ¢ um limitante superior para o MSE da previsao para cada

mes.






Capitulo

3

Modelo Autorregressivo Periodico -

Abordagem Bayesiana

Esse capitulo tem por objetivo apresentar a metodologia de inferéncia bayesiana,
assim como os métodos MCMC. A seguir, apresenta-se as etapas de identificagao,

estimacao, selecao e previsao para os modelos PAR.

3.1 Inferéncia bayesiana

Fazer inferéncias é uma das principais finalidades da estatistica. Na abordagem
classica, os parametros desconhecidos sao considerados fixos e toda a analise se res-
tringe as informacoes contidas na amostra dos dados. Segundo Paulino et al. (2003),
esta abordagem foi adotada, de forma quase unanime, pelos estatisticos durante a
primeira metade do século XX. No entanto, uma abordagem alternativa ressurge de-
vido aos avancgos computacionais, a inferéncia bayesiana, que considera tteis todas as

informacoes disponiveis para reduzir as incertezas na analise.

39
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Portanto, a inferéncia bayesiana trata o parametro desconhecido como quantidade
aleatoria e, consequentemente, permite incorporar algum conhecimento sobre esse, as-
sumindo, assim, distribui¢oes de probabilidade, antes que os dados tenham sido cole-
tados (Box & Tiao, 1992). De maneira bem geral, a distribuigao a priori é o principal
fator que diferencia a estatistica classica da bayesiana. Portanto, é alvo de critica para
muitos dos estatisticos classicos, que alegam ser a situacao a prior: um processo sub-
jetivo, ja que dois pesquisadores podem ter diferentes graus de incertezas sobre uma
quantidade desconhecida (Paulino et al., 2003).

Por meio do Teorema de Bayes, essa distribuicao a priori para o vetor de parametros
0 de um modelo, 7(8), é combinada com a informagao contida nos dados amostrais, ou
seja, a fungao de verossimilhanga, L(0|z), induzindo a uma distribuicao a posteriori,
7(0|x). Portanto, toda inferéncia é realizada usando-se a distribuigdo a posteriori e
esta informacao pode ser resumida pela média, moda, mediana ou pelos intervalos
de credibilidade (Paulino et al., 2003). Dessa forma, a inferéncia bayesiana oferece
resultados mais completos, pois, além da verossimilhanca, utiliza também a informacao

a priori relativa aos parametros.

O Teorema de Bayes ¢ fundamental na construcao da inferéncia bayesiana e, basi-
camente, é o resultado de uma probabilidade condicional. Para o caso em que o vetor

de parametros 0 é continuo, o Teorema é dado por:

__ L(8|z)x(0)
m(0lz) = [L(6])7(6)d6 (3:1)
e, no caso em que 0 ¢é discreto, tem-se:
__L(6|x)7(0)
m(0|r) = S L(6]2)7(8)° (3.2)

Como nas expressoes (3.1) e (3.2) o denominador independe do parametro 6, este
pode ser considerado como uma constante e, entao, estas expressoes podem ser repre-

sentadas por:

7(0)z) o< L(O|x)7 (). (3.3)

Com a utilizacao dos métodos computacionais Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC) é possivel gerar amostras da densidade a posteriori sem conhecer a constante
normalizadora. Este fato permite fazer um sumaério da densidade a posterior: usando
estimadores via simulacao de Monte Carlo e, assim, a forma proporcional da densidade

a posteriori dada em (3.3) tornou-se bastante utilizada.
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3.1.1 Distribuicao a priori nao informativa

Existem algumas situacoes em que a informacao disponivel a respeito do vetor de
parametros de interesse é pouco significativa e, assim, o uso de distribuigoes a priori
nao informativas acarreta que a informacao resultante na distribuicdo a posteriori se

refere apenas aos dados (Carlin & Louis, 1997).

Nestes casos, pode-se considerar uma distribuigao a priori Uniforme, ou seja, (@)
constante, pois os valores de 6 sao igualmente provaveis ou a densidade a prior: de

Jeffreys (Jeffreys, 1961), que é invariante e imprépria e se baseia na informacao de
Fisher.

3.2 Meétodo de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Segundo Paulino et al. (2003), para se inferir em relacado a qualquer elemento de
0, a distribuicao conjunta a posteriori dos parametros deve ser integrada em relacao a
todos os outros parametros que a constituem, ou seja, procura-se obter a distribuicao
marginal de cada um dos parametros. A integracao dessa distribuicao, geralmente,
nao é analitica, necessitando de algoritmos iterativos especializados denominados de
algoritmos MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico no qual o préoximo estado da
cadeia, w11, depende somente do estado atual, w; e dos dados e nao da histoéria passada
da cadeia (Gamerman & Lopes, 2006). Segundo este autor, as primeiras iteragdes sao
influenciadas pelo estado inicial w; e sao descartadas. Este periodo é conhecido como
aquecimento da cadeia ou burn-in. Também se considera uma dependéncia entre as
observacoes subsequentes da cadeia e, para se obter uma amostra independente, as
observagoes finais devem ser obtidas a cada k iteracoes, sendo este valor conhecido

como salto, thin ou intervalo de amostragem.

A idéia dos métodos MCMC é obter uma amostra das distribui¢des marginais a
postertort dos parametros de interesse, por meio de um processo iterativo, utilizando
as distribuicoes condicionais completas de cada parametro. Por sua vez, esses valo-
res gerados sao considerados amostras aleatorias de uma determinada distribuicao de
probabilidade, caracterizando, assim, o método de simulacao de Monte Carlo. Dessa
forma, tem-se uma acao conjunta dos métodos, que resulta no processo MCMC, cujos

principais algoritmos sao o Metropolis-Hastings e o amostrador de Gibbs.
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3.2.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings permite gerar uma amostra da distribuicao
marginal dos parametros a partir das distribui¢oes condicionais completas com formas
desconhecidas. Eles usam a idéia de que um valor é gerado a partir de uma distribuicao
auxiliar ou candidata e este é aceito com uma dada probabilidade (Metropolis et al.,
1953; Hastings, 1970). O algoritmo de Metropolis-Hastings é estruturado da seguinte

maneira;:

I. Inicialize o contador de iteracoes i = 0 e especifique valores iniciais 00 =
(950), . 0&0)), em que d representa o numero de parametros;

IT. Gere um novo valor ¢ da distribui¢ao proposta q(.|61);

III. Calcule a probabilidade de aceitagao a(6q,6) e gere u ~ U(0,1), em que U

representa a distribuicao Uniforme;

(3.4)

a(fy,0°) = min {1 (0602, ..., 04)q(01|0°) }

’ 7'('(91‘92, vy Hd)q(ecwl)

IV. Se u < a, entdo aceite o novo valor e faca 0°7! = §°. Caso contrério, rejeite e
i+l _ i,
faca 077 = 0;
. Incremente on r 1 para ¢ e volte 5 atingir onver-
V. Incremente o contador de ara ¢+ 1 lte ao passo II até at a conve

gencia.

Quando as distribuicoes condicionais completas possuem formas conhecidas, utiliza-
se um caso especial do algoritmo de Metropolis-Hastings, o amostrador de Gibbs, no
sentido de que seja facil amostrar de seus elementos (Gelfand & Smith, 1990; Casella

& George, 1992). O amostrador de Gibbs é estruturado da seguinte maneira:

I. Inicialize o contador de iteracoes ¢ = 0 e especifique os valores iniciais 00 =
0 (0)y.

6, ..., 600,
II. Gere um novo valor #¢ da distribuigao condicional conhecida;

III. Incremente o contador de ¢ para ¢ + 1 e volte ao passo II até atingir a conver-

gencia.

3.2.2 Avaliacao da convergéncia

As técnicas MCMC constituem uma otima ferramenta para a resolucao de muitos

problemas na analise bayesiana, porém, apresentam algumas limitacoes. Entre elas,
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incluem-se, as influéncias dos valores iniciais da cadeia, a correlacao entre os dados

gerados e a falta de convergéncia da cadeia.

Um procedimento 1til na avaliacao informal da convergéncia é a utilizagao de gra-
ficos. Segundo Gelman et al. (2004), os gréficos mais frequentes nesta anélise sao o
grafico do parametro ao longo das iteragoes e um grafico da estimativa da distribuicao a
posteriort do parametro, por exemplo, um histograma ou uma densidade kernel. Outra
forma é o calculo da funcao de autocorrelacao da cadeia com determinados valores de
defasagens ou lags. Se a cadeia apresentar alta correlagao, isto é um forte indicativo

de falta da convergeéncia.

Para avaliar a convergéncia mais detalhadamente, alguns critérios foram desenvol-
vidos, entre os quais se pode destacar o critério de Gelman e Rubin (Gelman & Rubin,
1992) e o critério de Geweke (Geweke, 1992). Estes critérios estao implementados no
pacote BOA (Bayesian Output Analysis) que pode ser instalado no software livre R (R
Development Core Team, 2010).

O critério de Gelman e Rubin é baseado na comparacgao entre duas ou mais cadeias
paralelas. Ele analisa as variancias dentro e entre as cadeias e utiliza esta informagao
para estimar o fator pelo qual o parametro escalar da distribuicao marginal a posteriori
deveria ser reduzido se a cadeia fosse repetida infinitas vezes. Este fator é expresso pelo
valor R (fator de redugao de escala potencial ou fator de diagndstico da convergéncia)
e sugere que valores de R proximos a 1 indicam que a convergéncia foi atingida para n

iteracoes.

O critério de Geweke propoe uma avaliacao de convergéncia que se baseia no teste
de igualdade das médias da primeira e da tultima parte da cadeia, geralmente, dos
primeiros 10% e dos tltimos 50%. Segundo o autor, a cadeia converge quando a maioria

dos dados estd entre os limites de uma distribuigao Normal padronizada.

3.3 Estimacao dos parametros

Considerando o modelo autorregressivo periddico de ordem p,, nas analises, o pro-
cesso de ajuste pode ser dividido, para cada periodo m, em: identificacao da ordem p,,,
estimacao dos parametros ®,, = (¢1, P2, ..., ¢,,) € T, selecio do modelo e, finalmente,

a previsao da série.

No procedimento de identificacao da ordem p,, utiliza-se o critério BIC, ja menci-
onado na sec¢ao (2.2). Em relagdo a estimacao dos parametros, consideram-se, neste

estudo, os modelos com distribuigao Normal, com distribuicao Log-Normal e o modelo
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t-Student. A seguir, apresenta-se todas as etapas necesséarias para o procedimento de

estimacao bayesiana dos parametros.

3.3.1 Modelo Normal

A abordagem bayesiana para estimagao dos parametros ®,, e 7, de um modelo
PAR(p,,) inicia-se com a determinagao da func¢ao de verossimilhanga. Para o modelo

com distribuicao Normal, esta é dada por:

Lon(®rny 7| Zom) o 7m7D/2 exp {—%’“[(zm X8, (Z o — thim)]}
Tm - / -
exp { — (@ — ®10)/ (X, X ) (@ — B10)] .

Segundo Pagano (1978), pode-se assumir independéncia entre os parametros, o que

resulta em uma funcao de verossimilhanca para cada mes.

Posteriormente, adota-se a densidade a priori nao informativa de Jeffreys. Supoe-se
que ®,, e 7, sejam independentes e com distribuicoes a priori dadas, respectivamente,
por 7, (®,,) o constante e m,,(1,,) « 1/7,, para 7,, > 0. Tem-se, assim, a densidade

conjunta a priori dada por:

T (®ony Tin) X 1/ Ty

Combinando a func¢ao de verossimilhanca com a densidade conjunta a priori obtém-

se a densidade conjunta a posterior: dada pela expressao:

(B Ton| Zr) o 7D/ ey {—%”[(zm X ®,) (Z — Xmém)]}

A

Tm 2 ’ ’
exp { ~ (@ — D) (X, X ) (@ — B}

Apesar de se conseguir calcular analiticamente as densidades marginais a posteriori
utilizou-se aqui os procedimentos MCMC, por serem de facil implementacao computa-
cional e 1teis em andlises de previsao. Sendo assim, a partir da densidade conjunta a
posterior: determinam-se as densidades condicionais a posteriori para os parametros

®,, e 7,,,, dadas, respectivamente, por:
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ﬂ-m((I)m‘an Zm) ~ NM<(im7 Tnibl(X/me)il%

T (Ton| @i Zo) ~ G((n — 1)/2, By /2),

em que By, = [(Zy — X @) (Zn — Xpn®) + (8, — ®,,) (X, X)) ()0 — B10)]-
Como pode ser observado, as densidades condicionais a posteriori dos parametros
®,, e 7, apresentam formas padronizadas dadas, respectivamente, pelas distribuicoes

Normal Multivariada e Gama e, assim, permitem o uso do amostrador de Gibbs.

3.3.2 Modelo Log-Normal

Caso haja necessidade, pode-se usar uma transformacgao, com o objetivo de corri-
gir problemas tais como a heterocedasticidade e/ou nao-normalidade nos residuos do
modelo PAR ajustado para a série. Neste trabalho, sera considerada apenas a trans-
formagao logaritmica, ou seja, A = 0 , sendo esta associada a suposi¢gao de um modelo

Log-Normal.

Assim, a série transformada e padronizada é dada por:

. log(ft(r,m)) - :uan
Zt(r,m) — oLN )

LN
O-m

em que pulV e representam, respectivamente, a média e o desvio padrao da série

transformada para cada mes.

3.3.3 Modelo t-Student

Neste trabalho, discute-se também a aplicacao do modelo com caudas pesadas, ou
seja, com distribui¢ao t-Student para séries temporais periddicas. Muitas séries de
vazoes apresentam este comportamento e é importante na adequagao destas séries a
definicao de um modelo que captura a caracteristica de caudas pesadas. Tipicamente,
nestes casos, a solugao seria transformar a série a fim de se obter um comportamento
aproximadamente Normal. Sendo assim, propoe-se um modelo que permita uma repre-
sentacao mais confiavel de séries de vazoes médias mensais sem preliminares transfor-

macoes.
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Em particular, pode-se escrever a distribuicao ¢-Student como uma mistura da

distribuicao Normal com a distribuicao Gama da seguinte forma:

wNMT%v%:Awﬁﬂdmwﬁ]UkﬂﬂWivﬂﬂw

em que fn(z|u, [wr]™!) representa uma distribuicaio Normal dada por:

Felu) o (w2 exp { <57 -

e fa(w|v/2,v/2) representa a distribui¢ao Gama dada por:

flw) o w@/2-1 exp { _;UU} ,

em que v representa o grau de liberdade e controla o peso nas caudas e w é a variavel

latente.

Em um primeiro momento, foram adotadas distribuigoes a priori para o parametro
grau de liberdade v. Assim, definiu-se, como primeiro caso, a utilizacdo da distribuicao

a priori nao informativa de Jeffreys, dada por:

1/2

Ton() o {2h(0) — 6@ (0 +1)/2) + 9 (0/2) — 2/},

em que ¢ (z) é a funcdo trigama de z e h(v) = 25 — v&fg)).

Em um segundo caso, foi adotada a distribuigao exponencial deslocada como dis-
tribuicao a priori para v, ou seja, m,(v) = exp{—(v —2)}. Apds, este parametro foi
considerado fixo, pois nao representa um parametro de interesse e, assim, foi adotado
um valor constante nas andlises, sendo escolhido, apds uma analise de sensibilidade, o
valor v=3. Como os resultados apresentados neste caso foram superiores aos outros

casos, apresenta-se, na sequéncia, a analise bayesiana apenas para esse caso.

Assim, a abordagem bayesiana para estimacao dos parametros inicia-se com a de-
terminacao da funcao de verossimilhanca. Para o modelo com distribuicao ¢-Student,

esta é dada por:
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- B
L (®uns Tony ] Ziy) o w00~V 270/2) exp{ o 2m i nv)} :

Combinando a funcao de verossimilhanca com a distribuicao a priori nao informa-
tiva conjunta 7, (®,,, Tm) < 1/7,, obtém-se a densidade conjunta a posteriori dada

por:

T (@, Ty W| Zi) 0 w272 (1121 g0y { —w(wim + no) } |

A partir da densidade conjunta a posteriori determinam-se as distribuigoes condi-

cionais a posteriori dadas por:

7Tm(¢m|7—m7 'lU, Zm) ~ NM(‘i)mv (WTm)_l(X;nXm)_l)7

T (T | P, 0, Zy) ~ G(n/2, (wBy,)/2),

wm(w\@m,rm, Zm) ~Q <n(v — 1) + 2 (TmBm + m)) '

2 ’ 2

Como se pode observar, as densidades condicionais a posteriori dos parametros ®,,,
Tm € da variavel latente w apresentam formas padronizadas que sao dadas, respectiva-
mente, pelas distribuigoes Normal Multivariada, Gama e Gama e, assim, permitem o

uso do amostrador de Gibbs.

3.4 Selecao de modelos

A selecao de modelos pode ser realizada por meio de muitos métodos propostos na
literatura. Entre estes, destacam-se o BIC, ja mencionado, o DIC (Deviance Infor-
mation Criterion), proposto por Spiegelhalter et al. (2002) e o critério da densidade
preditiva ordenada (CPO), proposto por Gelfand & Dey (1994).

O DIC é um critério de informagao em que o nimero efetivo de parametros é definido
como d; = D; — D(@mﬂ-), em que D(®,,;) = —2log L;(®,,;|z) é a fungao desvio ou
deviance, éﬁ)mJ = E[®,,;|x, M;] e D; = E[D(®,,,]z, M;)]. Assim, o critério é definido



48 Capitulo 3 — Modelo Autorregressivo Periédico - Abordagem Bayesiana

por DIC(M;) = —2log Lz(tihm]x) + 2d;, com D; e d; representando, respectivamente,
medidas do ajuste e da complexidade do modelo. O DIC generaliza o AIC e os menores
valores de DIC determinam os melhores modelos. Computacionalmente, o DIC é bem
atrativo, pois este pode ser facilmente incorporado as rotinas MCMC. Para propdsitos

computacionais, o DIC pode ser reescrito como DIC(M;) = 2D; — D(ti)mz)

O critério da CPO para as observacoes Z,, . dado Z,, x_1 = (21, .., Zny e, Znsk—1)
e os parametros ® e 7 pode ser especificado para um modelo M, como um AR(p,,),

da seguinte forma:

nyp = f(Zn+k|Zn+k—1) X /
>

2
Pm
1/2 N .7 )
T/ exp ntk iLintk—i
/T : < 2 (3.5)

i=1
(P, 7|Z)d®dr,

em que m(®,7|Z) é a densidade a posteriori conjunta para os parametros ® e 7 ¢ M,

é o modelo que estd sendo avaliado, no caso, um AR(p,,).

Usando as amostras geradas pelos algoritmos MCMC, a equacao (3.5) pode ser

aproximada pelo estimador de Monte Carlo dado por:

T ; Pm 2
R 1 , — () )
H(ZniilZninr) = = Dm0 exp ; <zn+k -3 <I>§f,)nzn+ki>
i=1 (3.6)

i=1

W(‘I’(j), T(j)|Z),

em que T representa o tamanho da amostra final nos processos MCMC.

A estimativa é]kVIp = f (Z k| Znsk—1) pode ser usada nos processos de selecao do
modelo. Esta etapa pode ser ilustrada pelo grafico de ckMp versus i (1 = 1,..., K)
para cada um dos modelos M,. O critério da CPO a ser usado na sele¢cao do melhor
modelo M, estd na escolha do valor méximo de CMr = H,Ile 024’7. Costuma-se calcular
log CMr = Zszl log cfcw”.

A seguir, apresenta-se os procedimentos para previsao bayesiana. Uma vantagem
da previsao usando a abordagem bayesiana é que esta pode ser calculada facilmente

usando técnicas de simulacao MCMC.
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3.5 Previsao bayesiana

Em muitas ocasioes, dada a informacao amostral, pode-se ter interesse em fazer
inferéncia sobre algum valor que ainda nao foi observado, isto é, fazer uma previsao
para um valor futuro. Na andlise bayesiana, a funcao densidade de probabilidade
para um valor ainda nao observado, dada a informacao amostral, ¢ conhecida como

densidade preditiva para o valor futuro.

Assim, calcula-se a previsao para 0 més m, Zy(n41,m), usando a funcao densidade

preditiva bayesiana, condicionada as observagoes Z,, = (Zi(1,m) ---» Zi(n,m)), dada por:

fm(Zt(n+1,m)|Zm) = / fm(Zt(n+l,m) ’@my Tm, Zm)
Py JTm (37)

T Pony T | Z o ) AP AT,

em que T, (P, 7| Zm) é a densidade a posteriori dos parametros ®,, e 7, e a ex-
pressao fm(Zt(n+17m)|<I>m, Tms Zm) ¢ a funcao densidade de Zy(,41,), condicionada aos

dados Z,, e aos parametros ®,, e 7,,. Desta forma, tem-se que:

fm(Zt(nJrl,m) |Zm) = E[fm(Zt(n+1,m) |(I)m7 Tm, Zm)} (38)

3.5.1 Densidade preditiva um passo a frente

Conforme visto, a densidade preditiva bayesiana é a densidade de valores futuros
condicionada as observagoes passadas. Como exemplo, considere a densidade preditiva
um passo a frente, Z;(,41,1), para o meés de janeiro m = 1 condicionado as observagoes

Z1 = (Zy1,1), s Ze(n,1))- Portanto, tem-se:

I Zrmain| Z1) = / / I Zutos) | @1, 71, Z1)
@1 I (3.9)

T (@1, 71| Z1)d®dTy,
isto é,

[1(Zynsa ) Z1) = Elfi(Zins10)| 1,11, Z1)). (3.10)
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A solugao da expressao (3.9) é dificil de ser obtida analiticamente e uma alternativa
¢ utilizar os métodos de simulacao MCMC. Para isso, sejam as amostras <I>1 , 7'1(] ),
j = 1,2,...,T, geradas a partir de um algoritmo MCMC. Um estimador para (3.9)

pode ser dado por:

—+00

E[Zt(n+1,1)|Z1] = / Zt(n+1,1)f1(Zt(n+1,1)|Z1)dZt(n+1,1)- (3.11)

Substituindo a equagao (3.9) em (3.11) e mudando a ordem de integracao, a equagao

(3.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

ElZini1,)| Z4] :/ /E[(Zt(n+1,1)|‘1’1,7'1,Z1)]
P J7

W1(¢1,71|Z1)dq)1d71.

(3.12)

Assim um estimador para a expressao (3.12) considerando as amostras MCMC

«1>§ ), T’ ) ¢ dado por:

T
. 1 L
ElZiniin| 21 = 7 Y El(Zunran)| Y. 77, Z0)), (3.13)
j=1
em que a equacdo (3.13) fornece a estimativa para a previsao de Zy,41,1), denotada
por Zt(n+1,1) = E [Zin+1,1)|Z1]. Nota-se também a simplicidade no célculo da previsao
com o uso de algoritmos computacionais MCMC.

Agora, usando um modelo PAR(p;), tem-se que:

Zin+1,1) = Z i1 Zitnt1,1)—i T Qg(nt1,1) (3.14)
i=1
em que aymt1,1) ~ N(0, ).
A funcao densidade de probabilidade de Z;(,41,1), condicionada a todos os parame-

tros do modelo e as observagoes passadas é dada por:

2
-7
J1(Ziny1,0)| 1, 1) o 711/2 exp | <Zt n+1,1) Z@ 1Z4(n+1,1)— ) . (3.15)

A densidade preditiva bayesiana de Z;(,41,1) dados @1, 7 e Z; tem valor esperado

dado por:
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p1
ElZyns1,0)|®1, 11, Z1] = Z¢i,th(n+1,1)—i' (3.16)

i=1
Observa-se que Zyn41,1) = Znst1 € 0s valores passados sao dados por Z;(,41,1)-1 =

Znsy Lint1,1)=2 = Lns—15 -y Lt(n41,1)—p1—1 = Lns—p,- Dessa forma, tem-se:

E[Zt(”+1 1)|q)gj)77—1( ) ] Z¢ ns—i- (317)
i=1

A substituicao da equagao (3.17) em (3.16) mostra que a previsao do valor Z(,11,1)
pode ser facilmente calculada usando-se os métodos MCMC.

Para comparar a capacidade preditiva dos modelos propostos, via inferéncia baye-
siana, utiliza-se os erros de previsao, que comparam os valores previstos (ZAt(nJrh’m))
com os valores observados (Zt(n+h7m)) para a série de vazoes médias mensais, em que h
representa o horizonte de previsao. Estes erros sao representados pelo erro quadratico
médio (MSE), erro absoluto médio (MAD) e o erro percentual absoluto médio (MAPE),

H passos a frente, dados, respectivamente, por:

H
1 ~

h=1

MAD = Vi Z | Zynsnm) — Zyntnm) |,

H ~
100 Zt n+h,m) Zt(n+h m))
MAPE = — ’ .
H Z Zt n+h,m)

h=1

Como as previsoes nao sao perfeitas, o objetivo é tentar reduzir os erros de previsao.






Capitulo

4

Geracao de Séries Sintéticas

Este capitulo trata o problema da geracao de séries sintéticas de vazoes médias
mensais. Em um primeiro momento, sao abordadas algumas consideragoes iniciais
e, posteriormente, sao introduzidas a distribuicao Log-Normal com trés parametros,
o desenvolvimento para a geracao de séries sintéticas multivariadas, o modelo Log-
Normal generalizado para geracao univariada via estimacao bayesiana e, por tltimo,

um critério de validagao das séries geradas.

4.1 Introducao

O historico de vazoes médias mensais disponivel para o ajuste dos modelos é uma
série temporal que consiste em uma das possiveis realizagoes do processo estocastico
gerador. O objetivo é, portanto, dado um modelo autorregressivo periddico ajustado a
série original, aproximar o comportamento estocdstico e, sinteticamente, gerar tantas
novas séries temporais quanto se queira, diferentes do historico original, mas igualmente
possiveis do ponto de vista estatistico.

O problema do planejamento anual da operacao energética apresenta caracteris-

tica estocastica, pois nao se conhece antecipadamente as vazoes referentes as usinas

93
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hidrelétricas. Essas vazoes interferem significativamente na operacao de sistemas hi-
drotérmicos, visto que as decisoes futuras e, consequentemente, a politica de operacao,
dependem dos cendrios de vazoes. Assim, é de fundamental importancia desenvolver
um modelo eficiente para geracao das vazoes. Portanto, faz-se necessario apresentar
uma metodologia para transformar a série de observagoes, isto é, o histérico de vazoes
médias mensais, em um procedimento adequado para geragao das séries sintéticas.
Muitos pesquisadores consideram que os residuos no ajuste dos modelos PAR apre-
sentam distribuicao Normal e uma possivel nao-normalidade pode ser corrigida por
transformagoes, tais como a transformacao de Box & Cox (1964). Entretanto, como
essas séries sintéticas geradas sao utilizadas em modelos que calculam as estratégias oti-
mas de operacao de um sistema multireservatorios, baseados em programacao dinamica
dual estocéstica, o modelo de geragao de séries sintéticas deve ser aplicado diretamente
a série temporal original e deve ser capaz de lidar com residuos que apresentem um

forte coeficiente de assimetria.

Nesta tese um modelo Log-Normal com trés parametros aos residuos mensais foi
proposto. A seguir, apresenta-se os passos para modelagem dos ruidos que sao usados

nos processos de geragao de séries sintéticas.

4.2 Modelo Log-Normal com trés parametros

O primeiro passo para construir um sistema que possa gerar séries sintéticas de
vazoes consiste em ajustar um modelo a série historica. Neste trabalho, considera-se,
para modelar a correlacdo temporal entre as vazoes mensais, os modelos PAR(p;,),
dado por (2.1). Uma restri¢do ao uso destes modelos, para geracao de séries de vazoes
mensais, ¢ que o modelo deve sempre gerar uma vazao Ty(,m) > To, €m que To representa
o valor minimo de vazao em um determinado més. Para atender esta restricao, os ruidos

ay(r,m) devem satisfazer a condigao:

Pm
m X rm)—j Hm—j
Q) > ) = (ﬁ—) =D im ( e ) . (4.1)
m =1

Om—j

No entanto, para a geracao de séries sintéticas é fundamental a consideragao de mo-
delos probabilisticos desta série para que se possa gerar tantas séries temporais quanto
sejam necessarias. A analise de séries de vazoes reais revela que, geralmente, estas
séries tém uma distribuicao de probabilidade assimétrica. Portanto, os modelos de ge-
racao de séries sintéticas, os quais sao ajustados diretamente a série temporal original,

devem ser capaz de lidarem com ruidos que apresentem um forte coeficiente de assime-



4.2 Modelo Log-Normal com trés parametros 5}

tria. Além disso, é necessdrio que a distribuigao dos ruidos ay(, ) seja adequadamente
definida para que a restrigdo imposta pela equagao (4.1) seja satisfeita.

A solugao adotada, segundo Stedinger & Taylor (1982), foi ajustar uma distribuigao
Log-Normal com trés parametros para os ruidos ay(,,). Portanto, supoe-se que a;(,m)
tem uma distribuicdo Log-Normal com trés parametros, tal que se pode definir um
processo aleatorio &, ), com distribuicao Normal N (,ugﬁ), 07(5)2), que esta relacionado

a0 Processo Gy(rm) Pela equagao:

£t(7‘,m) = 10g(at(r,m) + Tm)- (42)

A equagdo (4.2) impOe uma nova restrigdo para A¢(rm), OU S€JA, Up(rm) > —Tm-
Portanto, comparando-se as equagoes (4.1) e (4.2), tem-se uma possivel definigao para

o parametro 7,, dada por:

. +Z¢J, (x”mg “””). (4.3)

Os parametros ,ufn) e 0!9? devem ser calculados de forma a preservar os dois pri-

meiros momentos do ruido Gy, denotados por E(ayym)) = u,(n) e Var(ayrm)) =

2 R
o\ Isto é feito usando-se as rela(;oes entre os parametros da distribuicao Normal

NS, o§)? ) e os da distribuigao Log-Normal com trés parametros LN (/Lﬁn), o2 1)

dadas por:
(a)2
1 o

© = 51 = 4.4
[ og ( P— > (4.4)
c©% = log(6,,), (4.5)

em que 6, é definido por:

(a)2
O =1+ a—. (4.6)
(1) = T2

Portanto, ap6s a identificagao da ordem p,, e o ajuste dos modelos PAR(p,, ), estima-
se o\¥? e 7,, com as equacdes (2.2) e (4.3) e os parametros 1) e 092 sdo estimados
com as equagoes (4.4) - (4.6).

Um modelo para geragao de uma série sintética de vazoes mensais pode ser obtido
substituindo na equacao (2.1), o valor do ruido ay(,, retirado da equagao (4.2) dada

por:
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QAt(r,m) = eXp{gt(r,m)} — Tm- (47)

Substituindo em (4.7) a expressao de 7, dada em (4.3) e, apés algumas manipu-
lacoes algébricas, obtém-se uma equacao final para a geracao de uma vazao sintética

Ty(rm), Para o mes m do ano r. Esta equacao final é dada por:

Ti(rm) = To + O eXPLEt(rm) }- (4.8)

Portanto, um algoritmo para gerar uma série de vazoes sintéticas é constituido dos

seguintes passos:

Algoritmo para geracao de série sintética

1. Considere o modelo PAR(p,,) ajustado e calcule as estimativas dos ruidos, a;(»m),

parar=2,....nem=1,...,s, com
Te(rm) — fi - Te(rm)—j — [t
~ t(r, - Mm ~ t(r;m)—j — Mm—j
= (=) (85 (st =)
m j=1 m—j
2. Calcule as estimativas para uﬁ), a média do residuo para o meés m e 07(;?)2, a
variancia do residuo para o més m, m =1,...,s, com
1 n
A(a) o A~
" = n—1 ;2: Qt(rm)>
1 - 2
5(a)2 E P _ @
Tm T ) s (@sramy — i) -

3. Facam=1,r=n+ 1.

4. Com as vazoes iniciais {xt(ﬁm)_l, - ,mt(nm)_pm} conhecidas, calcule a estimativa

~ Pm ~
~ Hm — Lo n Tt(rm)—j — Mm—j
= (0 ) 4 : .
T, ( Om ) = ¢J: ( )

Om—j

de 7,,, com
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5. Calcule as estimativas dos parametros 6,,, ,uffl) e o$? com:
) ~(a)2
9777, = 1+(A(a)0-m N )27
HUm” — Tm
6-1(75)2 = lOg(ém)7

1 5la)2

2O — Ly om
iy = 0g — |.
_Qm)

6. Gere 0 processo &(rm) ~ Ny, 617°).

7. Gere a vazao Ty(y ), COM
Ti(rm) = 2o +0m eXp{ft(r,m)}-

8. Se m < s, faga. m = m + 1 e volte para o Passo 4. Caso contrario, va para o

Passo 9.

9. Facam =1, r =r + 1 e volte para o Passo 4 e atualiza o ano.

Repetindo-se este procedimento recursivamente, tem-se como resultado a geragao de
uma série sintética de vazoes mensais, cuja correlacao temporal é representada por um
modelo PAR(p,,) e a série tem distribuigao Log-Normal com trés parametros. Observa-
se que a dependéncia entre as vazoes Ty, m) € T(rm)—; Sao consideradas no modelo por
meio do parametro 7, introduzido no calculo dos parametros u%) e 07(5)2.

A geracao de séries sintéticas univariadas usando o modelo Log-Normal com trés
parametros ¢ amplamente destacada na literatura. Neste trabalho, é desenvolvida uma

abordagem multivariada deste modelo para geracao de vazoes médias mensais.

4.3 Modelo Log-Normal com trés parametros multiva-

riado

A modelagem de séries de vazoes médias mensais para um conjunto de usinas é
amplamente utilizada no planejamento da operacao dos sistemas de recursos hidricos de
grande porte. Esta modelagem, adotada pelo Setor Elétrico Brasileiro, abrange vastas
regioes, ou seja, mais de uma bacia hidrografica e, assim, é desejavel que os estudos
com modelos estocasticos multivariados sobre geracao de séries sintéticas preservem a

correlacao espacial das vazoes entre os diferentes locais.
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O modelo utilizado pelo Setor Elétrico Brasileiro é o GEVAZP (CEPEL, 2002). Este
utiliza a abordagem paramétrica, considerando uma distribuicao Log-Normal de trés
parametros, para cada mes, ajustada aos ruidos de cada posto. Na parte multivariada,
este modelo considera uma multiplicacao do vetor de ruidos normais independentes
por uma matriz de carga, resultando em ruidos normais espacialmente correlacionados.
A correlagao espacial é considerada tnica para todos os estdgios de geracao, sendo a
matriz de carga estimada a partir da matriz de correlacoes espaciais das vazoes.

Nesta tese é proposto o modelo Log-Normal com trés parametros multivariado, em
que nao se considera a etapa de utilizagao da matriz de carga. Todo o desenvolvimento
deste modelo é apresentado, a seguir. Posteriormente, este modelo serd comparado
com o modelo GEVAZP.

Considerando n-usinas, tem-se que para cada usina ¢ = 1, ..., n associa-se um modelo
PAR(pn), dado por:

(i) (i) ph (i) ()
xt(r,m) — Hm () xt(r,m)—j - lum—j (1)
< 0.(7') - Z ¢j,m () ' + at(r,m)‘ (49)

m j=1

. . i i .
Considerando as restri¢oes s >z, , para cada usina ¢ = 1, ..., n, tem-se:

t(r,m)
. . (i) , ,
(i) () P e _ @
() Ty Hm G | Teerom)—j — Pm—j
Ty Z ~@ @ > O @ : (4.10)
Om m j=1 m—j

(@)

1(rm) 580 ruidos com distribuicao Log-Normal com trés parame-

Considera-se que a

tros, tal que existe um processo gaussiano & t((li m) dado por:

Ehtrmy = log(ay, y + 7). (4.11)
com
MOBNO P o x(é) - ol
(@) — 70 m g t(r,m)—j m—j
Tm’ = oD + O T Z¢J7m < O > . (4.12)
m m ]:1 m—j

Denota-se, na sequéncia, a seguinte notagao:

Dy = gy L. (4.13)
Desta forma, tem-se:
Elby() ] = Elaj),] + 70, (4.14)
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Varlby,,| = Varlal(),.]. (4.15)
() ()
C’ov[ ) bt(rm | = C’ov[ t(rm), atg,rm)]. (4.16)
Denota-se também:
7(1 7) COU[ (r m)’ ai(t‘(y'r)' m)] (417)
Usando ffzz7m), 1 =1,...,n, tem-se que:
ft@)ﬂm 10%(@5(1 m)) (4.18)
Considerando o processo n-dimensional:
€t(r,m) ~ N(p’%% 21(5)), (419)
em que ,u,,(fl) = (u%), ,ugn), e ,,ugf))t e a matriz de covariancia é dada por:
1 (L1 7 (1,2) % (1,3) - (Ln)
=) 432 WGB3 - B
P (1) 1 (0,2) 4 (n,3) - ()
tal que
Y, §) = Covlgl() 0y 600 ) (4.20)
Vamos relacionar 7.5 (,7) com 7@ (4,7).
Tem-se que:
pOG) = BlE) ) 9960 = Varle() ), (4.21)
o (0) = BVl A () = Varlb, ), (4.22)
(o = 10800000) Byl = X&) (4.23)
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Portanto, para i =1,2,---  n, segue que:
. i . 1 .
H() = Blexp€lf, )] = exp |19(0) + 59961

YO (i,) = Varlexp(€l[) )] = exp[2u& (i) + 7 (0, i)][exp (4 (3, 1)) — 1].

Relacionando (4.24) e (4.25), tem-se que:
[ )] = exp[203 (0) + 7 (7, 0)

b, -
(i, )

LB~ PO @) ~1
®) /. -

(€) i) = log |1 Ym (Z,Z)] .

V' (4,3) = log |1+ WOTEE

Substituindo .5’ (1,7) em (4.24) , tem-se que:

| 1
o) (i) = log {uﬂ? (i) = 5 log

Resumindo, tem-se:

em que:

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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Y (i8) = 1 (0, ). (4.34)
O calculo da covariancia segue da seguinte maneira:
W 9) = B{lby() ) — 870 >Hb§f£ w — B,
( ( (4.35)
Calculando o valor esperado cruzado:
= E{expl&) ) + &0l
 exp { BIE )+ B ]+ 5V 0716+ 6]
. N i
= exp {90+ 190) + 5Varlél) 4620
O célculo da variancia da soma é dado por:
Varlgy) my + €)my) = Varléi) ) + Varle) ) +2Covlég) . €0) ), e
= 9% 1) + 95 5) + 2985 ()
Substituindo, tem-se:
BBy sy brtrm) = expf (0) + ) () +
) Hrm) (4.38)
+0.5[7$ (0 1) + 745 (4, 4) + 2085 (6, 9]
Assim, o célculo da covariancia é dado por:
Vi (0, 5) = exp{uiy) (1) + i) (7) + 0.5[0) (4,4) + 57 (7. 5)]} (£.30)

exp{7 (i, 5)} — p) () — 1) (7).
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Sendo,

pi) (i) = explu) (i) + 0.5415 (4, 1)]. (4.40)
(§]

P (5) = explu& () + 0.57 (4, 5)]. (4.41)
Entao,

YO (i, 7) = exp{p§ (i) + p& () + 0.5[v (4, 4) + ¥ (4, )] Hexp[& (i, 4)] — 1}.

(4.42)
Considerando os termos:
© © (1) 4 05O (0. 1) +~E(i N =051 o (i)
fy () + pa (7) + 0.5 (i,7) + 752" (4, 4)] = 0.5 log =0, | T
Qs
+0.51og [%ZT;<—]’Q‘Q(> + 0.5{log[0,,(7)] + log[0m(j)]} =  (4.43)

= log { [ i (6, 8) e (7

(0 () |
02.(i) — O ()] [02,(7) — O ()]

Tem-se que:
) (b)) - . . 0.5
® ;o = | @)y (G, 7)0m ()0 (5) o B ‘
o () me—%wwmw&md fexebpl I =11 (444)

Denotando por:
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®),: .
- Y’ (4, §)
An(iyg) = i
D G0 (1) (10 ) ]0'5 (4.45)
(03, (1) —=0m. ()] (07, (5)—Om (5)]
Tem-se que:
exp[y) (1, 1)] = 1= Au(i, j)- (4.46)
Portanto,
Y 5) = log[L + A (i, ). (4.47)
Resumindo, tem-se para cada usina ¢ = 1,2,....,n
QI
On(i) = 1+ — CONN. (4.48)
[k (8) — T (8)]?
(a)
’Ym
75 (@) = log [0 ()] (4.50)
a)
: Ym (4,J)
A (i, j) = :
A (1178 (G:9)0m ()0 ) ]0 ° (4.51)
(02, (1) —Om.()][0%, (5)—Om (5)]
5 (i, 5) = log[1 + A (i, )] (4.52)

Portanto 5;8 m)> i =1,2,...,n, ¢ uma Normal n-variada com &,

em que:

e a matriz de covariancia é dada por:

~ N, =9,

m

(4.53)
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W(1,1) (1,2) A¥(1,3) W (1,n)
W (2,1) 1W(2,2) AW¥(2,3) - 420
W (3,1) 1W(3,2) 1 (3,3) 1) (3,n)
(1) A (0,2) 3 (3) e ()

Para gerar amostras de &, ,,:

1) Considera-se a decomposigao de Cholesky da matriz de covariancia 27(5) dada

por:

V) = chol[29)],

tal que:

(4.54)

(4.55)

2) Seja Z = (ZzW, 22 ..., ZM)t uma varidvel aleatéria Normal com Z ~ N(0, I,,,.,),

em que I,,, ¢ a matriz identidade.
3) Entao tem-se que:
€t(r,m) = ,Ulgé) + ng)tz7

1 2 n
tal que &) = (gt((r)’m)v éf(g,m), sy gf(r),m)) €

Zg) = E{[ét(r,m) - y’gg)] [Et(r,m) - N%)]t}u
= BV 2V 2]

= [VEZZ V),

— VL V)
= VIV

(4.56)

(4.57)

Na sequéncia, ¢ desenvolvido um modelo Log-Normal generalizado para geracao

de séries sintéticas univariadas usando, nos procedimentos de estimacao, a abordagem

bayesiana.



4.4 Modelo Log-Normal generalizado 65

4.4 Modelo Log-Normal generalizado

Uma das mais comuns e importantes distribui¢oes de probabilidade usadas em Hi-
drologia ¢é a distribuicao Log-Normal. Porém, em algumas situacoes, esta distribuicao
nao apresenta uma flexibilidade suficiente para a modelagem de vazoes médias men-
sais. Neste trabalho, considera-se uma generalizacao da distribuicao Log-Normal, a
distribuigao Log-Normal generalizada (GLN).

Esta distribuicao é analisada por meio da abordagem bayesiana usando distribui-
¢oes a priori nao informativas de Jeffreys independentes para os parametros de um
modelo PAR(1), ou seja, para cada més é estimado um modelo AR de ordem fixa 1.
A ordem fixa utilizada aqui é justificada pelo fato da sua utilizacao nos procedimentos
da programacao dinamica dual estocédstica. Posteriormente, é desenvolvido um gerador
univariado de séries sintéticas de vazoes médias mensais.

Uma variavel aleatéria X tem distribuicao Log-Normal generalizada se a trans-
formacao Y = log(X) tem distribuicdo Normal generalizada. A funcao densidade de

probabilidade para uma varidvel GLN com parametros u, o e s é dada por:

log(x) — p

Flelpos) = 5ty e (- ). (458)

em que z >0, —oo < u < +00, 0 >0, s >1el denota a funcao gama.

Uma proposigao foi apresentada por Martin & Pérez (2009) e mostra as relagoes
entre as distribui¢coes Gama e GLN.

Proposigao 1. Se U e X sao varidveis aleatérias tais que U ~ G(a = 1+1/s,v = 1)
e f(z|u) = Iexp(u—ou'?) < z < exp(u+ou’?)]/(2zou'/*) entdo X ~ GLN(u,0,s),

em que I[.] representa uma fun¢ao indicadora.

4.4.1 Analise bayesiana

De acordo com a proposicao 1 é possivel representar a distribui¢ao GLN em (4.58)
como uma distribuicao marginal dada por:
1

f(zt(r,m) |Zt(r,m)—17 O, Bm; Oms Sm, ur,m) = 1/sm [[]7 (459)
22t(r,m) OmUr;m

f(ur,m|5m) = G(l + 1/Sm, 1), (460)
em que I[.] = Ilexp{am + Bmzirm)-1 — Tmura} < Zeirm) < exXp{aum + BmZirmy—1 +

1 ~ . . .,
amur,/rf{" }] denota a fungao indicadora e w,.,, representa uma variavel latente.
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Nesta etapa do trabalho, utiliza-se a seguinte representagao para o modelo PAR(1):

Zt(rm) = Om + ﬁmzt(r,m)—l + Qt(r,m)- (461>

Os procedimentos da andlise bayesiana iniciam com a determinagao da fungao de
. . A /
verossimilhanga para os parametros au,, B, Om, Sm € Um = (W1 m, U2m, -, Un,m) - Esta

funcao ¢ definida por:

n

1 1
L(zm‘amaﬁmvo'masmvum) = IH7 (4'62)
(200)" 71;[1 Sty Uri”
em que I[.] = I[exp{am + BmZirm)—1 — amuyln,/ém} < Zitram) < Xp{m + B Zirm)—1 +
1/5m
Omlrm™ }H.

Martin & Pérez (2009) propuseram o uso de distribuigoes a priori nao informativas
de Jeffreyes independentes para os parametros da distribuicao GLN. Sendo assim, tem-
se que T(y, Bm) X constante, w(o,,) # e m(Sm) i

Combinando a fun¢ao de verossimilhanca com as distribuigoes a priori define-se a

distribuicao a posteriori dada por:

n

n—1 o
(i By Oms Sy U | Zm) X Sm H exp{ uT’M}I[.], (4.63)
O'ﬂl'HF" <SL> iy Zt(r,m)
em que [[] = I[eXp{am + 6m2t(r’m),1 - amu}”,/?’im} < Zt(r,m) < eXp{Oém + ﬁmzt(nm),l +
1/8m
Omrm™ }H.

A partir da distribuicdo a posteriori define-se as distribuicoes condicionais, para

cada um dos parametros, como:

W(am|ﬁm70—m78maumazm) X 1, (464)

1 [maxr{log[zt(r,m)] - O-mu%,/ém - Bmzt(r,m)—l} < gy < minr{log[zt(r,m)] + O-mu}",/YfLm - 6mzt(r,m)—1} ;

W(Bmlamaamusmaumazm) X 17 (465)
log[zs(r —omul/s'n—am . log[z¢(r +0mul/sm—am
em que [ {mamr { gl ’mz)] m } < B < min, { Bl ’m;] _— ;
t(r,m)—1 t(r,m)—1

W(Um|05maﬁma3m7umuzm> X w7 (466)

‘am +Bm Zt(r,m)—1 _IOg[zt(r,m)} | }]
?

1/sm
Upr m

em que [ [am > Mmax, {
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Sn—l
W(Sm|amaﬁm70m;um7zm) X = > (467)
o ()
Sm.
em que [ |s,, > mazx log(ur,m)
m T log(|am+Bmzt(r,m)—1—108[2e(r,m)ll/om) | |’
7T<ur,m’05m7 ﬁm; Oms Sm, Zm) X eXp{_ur,m}y (468)
1 r,m)l T m T Pmet(r,m)— sm
em que I [unm > <| o8l71(rm)] - Bmztrm=1| ,r=1,2,...,n.

No processo de simulacao MCMC, a partir das distribuicoes condicionais, é impor-
tante identificar os nicleos caracteristicos das distribuicoes. Note que as densidades da-
das em (4.64), (4.65), (4.66) e (4.68) sao dadas pelas distribui¢oes Uniforme, Uniforme,
Pareto e Exponencial, respectivamente. A densidade dada em (4.67) nao apresenta um

nicleo padrao e, neste caso, utiliza-se o algoritmo de Metropolis-Hastings.

4.4.2 Geracao univariada de série sintética

Apés a estimacao dos parametros, o modelo GLN pode ser usado na geragao uni-
variada de séries sintéticas de vazoes médias mensais. Neste trabalho, sao gerados
2000 anos de séries sintéticas para analises. O seguinte algoritmo é implementado para

facilitar o processo de geracao:
1. Gere U ~ G(1+ 1/, 1);
2. Gere V ~U(-1,1);
3. Defina z(ym) = eXp{UmUl/SmV + iy + BnZi(rm)—1};

4. Repita os passos (1) — (3) até que o tamanho desejado das séries sintéticas seja

atingido.

As séries sintéticas geradas pelos modelos desenvolvidos devem ser validadas me-
diante algum critério de diagnéstico. Neste trabalho, é adotada a divergéncia de

Kullback-Leibler.

4.5 Critério de validacao da série gerada

Uma série de vazao gerada de uma distribuicao de probabilidade ajustada pode nao

representar adequadamente as caracteristicas estatisticas da série real. Isto deve-se,
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principalmente, as limitacoes dos modelos propostos e a qualidade dos ajustes destes
modelos. Uma alternativa para avaliar se uma série de vazoes gerada da distribui-
¢ao de probabilidade ajustada representa uma série de vazao plausivel é comparar
a densidade da série gerada, denotada aqui por f;, com a densidade da série real
(fy), com ambas densidades calculadas de forma nao-paramétrica. Considera-se que
as densidades sao avaliadas em M pontos de forma que tem-se, para ambas, os pa-
ves {(q1, ), (G, £37)} e {(ar, £))s - - (qn, f)")}. Estes pontos podem ser avaliados
construindo um histograma das séries e adotando cada ponto como o ponto médio de
cada classe do histograma. A comparacao € feita calculando a divergéncia de Kullback-
Leibler (Kullback & Leibler, 1951), que mede a distancia entre duas densidades de

probabilidade, dada por
KL(fy(q) /fq ) log ( Z;) dq. (4.69)

Para se avaliar a divergéncia K L(f,(q), f4(¢)) considerando-se os pontos avaliados,

considera-se um método de integracao numérica, tal como o método dos trapézios.

Neste caso, tem-se que:

1 fl M-1 fz M fM
KL(fq(a), f4(@) = {Slog <f1> + Z flog (f ) + =5 log <fM> } oq, (4.70)

em que g representa a amplitude das classes do histograma.

Uma medida de calibrac@o para a divergéncia K L(f,(q), f3(4)), denotada aqui por

p, € obtida resolvendo-se a equacao:

KL(f,(q), f5(q)) = KL(B(0.5), B(p)) = — log[dp(1 — p)/2], (4.71)

em que B(p) denota a distribuigdo de Bernoulli com probabilidade de sucesso p. Isto
significa aceitar a série gerada com a densidade de probabilidade f;(¢) como vinda da
distribuigao de probabilidade f,(q) e é equivalente a descrever um evento nao observado
como tendo probabilidade p, quando a probabilidade correta é 0.5. Resolvendo-se a

equacao para p, tem-se que:

p=3 {1+ VI el 2K L. @)} (4.7

Isto implica que 0.5 < p < 1. Portanto, quanto menor a divergéncia entre as
densidades f,(q) e f;(¢), tem-se p mais préximo do valor verdadeiro (p ~ 0,5). Para

p > 0,5, tem-se que a divergéncia entre as densidades f,(q) e f;3(¢) é grande e, conse-
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quentemente, a série gerada, provavelmente, nao tem mesma distribuicao da série real.

Recomenda-se a rejeicao da série gerada para p > 0,95.






Capitulo

5

Aplicacao

Este capitulo apresenta alguns estudos de caso sobre os processos de estimagao
e previsao, via abordagens classica e bayesiana e sobre os procedimentos para gera-
cao de séries sintéticas usando uma abordagem univariada e multivariada. Algumas

consideragoes sao feitas no inicio deste capitulo.

5.1 Consideracoes iniciais

Neste trabalho, primeiramente, os modelos PAR(p,,) sdo ajustados as séries histé-
ricas de vazoes médias mensais pertencentes aos reservatorios das usinas hidroelétricas
de Emborcacao, Furnas e Sobradinho no periodo de janeiro de 1931 a dezembro de
2010 (80 anos). Estes dados sao utilizados nos processos de estimagao e previsao, via

abordagens classica.

Em seguida, os modelos PAR(p,,) s@o ajustados as séries histdricas de vazoes médias
mensais pertencentes aos reservatorios das usinas de Agua Vermelha e Sao Simao no
periodo de janeiro de 1931 a dezembro de 2010 (80 anos). Estes dados sao utilizados

nos processos de estimacao e previsao, via abordagem bayesiana.

71
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Na geracao de séries sintéticas usando a abordagem multivariada foram utilizados
os seguintes reservatorios principais: Cachoeira Dourada, Capim Branco 2, Corumba
1, Corumbéa 4, Emborcacao, Espora, Foz do Rio Claro, Salto do Rio Verdinho, Sao
Simao, Agua Vermelha, Armando de Salles Oliveira, Candonga, Canoas 1, Fundao,
Funil Grande, Governador Pedro Viriato Parigot de Souza, Guarapiranga, Ilha Pombos,
Itaipu, Itutinga, Jaguari, Jauru, Lajes, Manso, Mascarenhas, Navanhandava, Porto
Colombia, Porto Estrela, Picada, Ponte Pedra, Porto Primavera, Retiro, Rosal, Sa

Carvalho, Santa Branca, Sobragi, Trés Marias, Xing6.

Na geracao univariada de séries sintéticas, usando o modelo Log-Normal generali-
zado, utilizou-se, para as andlises, o reservatorio de Furnas. Todos estes reservatérios,
utilizados para geracao, apresentam séries histéricas de vazoes médias mensais no pe-
riodo de janeiro de 1931 a dezembro de 2010 (80 anos). Todos os procedimentos

descritos foram implementados em linguagem de programacao C e R.

5.2 Abordagem classica dos modelos PAR

As comparacoes entre os modelos de previsao sao avaliadas considerando-se a raiz
quadrada do erro quadratico médio (RM SE) da previsao, feita com cada modelo ajus-
tado, em funcao do passo de previsao. Sao usados como referéncia os desvio padrao

mensal da série original.

Outra andlise realizada refere-se a capacidade de previsao dos modelos PAR(p,,)
ajustados. Nesta andlise considera-se o coeficiente de variagao (cv,,) de cada més, o qual
consiste na razao entre o desvio padrao e a média de longo termo (MLT) de cada meés,
ou seja, vy, = O/ hm. Os meses com alto cv,, apresentam maiores erros de previsao
e os modelos ajustados para estes meses apresentam baixa capacidade preditiva, ou
seja, para estes meses observa-se que os erros de previsao tendem rapidamente para o

limitante superior dos erros, definido pelo desvio padrao mensal.

Na Tabela 5.1 sao apresentadas, como ilustragao, as ordens dos modelos PAR(p,,)
selecionadas com os trés métodos considerados, para as vazoes de Furnas. Na Tabela
5.2 encontram-se os modelos mensais ajustados para as vazoes de Furnas quando a
ordem de cada modelo foi selecionada pelo método cléssico de andlise da funcao de au-
tocorrelacao parcial periddica. Portanto, estes modelos apresentam alguns coeficientes

intermediarios nulos.



5.2 Abordagem classica dos modelos PAR 73

Tabela 5.1: Ordens dos modelos para as vazoes de Furnas.

Método jan fev mar abr mai jun
Classico 5 1 6 2 3 1
Stedinger (2001) 1 1 1 2 3 1
BIC 1 2 1 2 4 1
Método jul  ago set out nov dez
Cléssico 2 1 4 6 5 6
Stedinger (2001) 2 1 4 4 1 2
BIC 2 1 4 4 1 2

Tabela 5.2: Modelos ajustados com o método classico para as vazoes de Furnas.

mes ¢1,m ¢2,m ¢3,m ¢4,m ¢57m ¢6,m

1 0,52 0 0 -0,3 0,3 0

2 0,44 0 0 0 0 0

3 0,43 0,28 0 0 0,33 —0,29
4 0,59 0,26 0 0 0 0

5 051 0 0,27 0 0 0

6 0,84 0 0 0 0 0

7 0,6 0,37 0 0 0 0

8 0,93 0 0 0 0 0

9 0,5 0,32 0,43 —0,43 0 0
10 0,4 -0,32 0,44 0,46 0 —0,27
11 0,72 0,25 —-0,26 0,45 —0,44 0
120,51 0 0 0,5 —=0,56 0,35

O método de escolha da ordem de cada modelo, utilizado pelo método classico,
resulta em ordens mais elevadas do que as ordens escolhidas pelo método proposto
por Stedinger (2001) ou pelo método proposto por McLeod (1994) que faz uso do
critério BIC. Os procedimentos propostos por Stedinger (2001) e McLeod (1994), na
maioria, dos meses coincidem na escolha das ordens dos modelos, diferenciando-se
em poucos meses e em apenas uma unidade na ordem selecionada (ver Tabela 5.1).
Apesar do método classico selecionar modelos de ordem mais elevadas, varios termos
intermediarios sao nulos, como pode ser visto nos modelos ajustados para as vazoes de
Furnas, apresentados na Tabela 5.2.

Para analise dos erros de previsao usa-se como referéncia o coeficiente de variagao
(cvy,) de cada més. Na Tabela 5.3 apresenta-se os coeficientes de variagdo cv,, ¢ a
razao entre o RMSFE (calculado com o passo de previsao h = 1) e a M LT de cada més

para as vazoes de Furnas. Nota-se um alto coeficiente de variacao no més de setembro,
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devido as vazoes ocorridas neste més, nos anos de 1976 e 1983, que foram muito acima
dos valores normalmente observados para as vazoes de setembro.

Nota-se na Tabela 5.3 que os meses de janeiro, fevereiro e marco apresentam maior
erro relativo de previsito RMSE/MLT (em %) quando comparados com os demais
meses. Meses com alto coeficiente de variacao sao mais dificeis de serem previstos,

consequentemente apresentam maiores erros de previsao, como pode ser visto na Tabela
5.3.

Tabela 5.3: Razao RMSE/MLT (em %) com h = 1 para as vazoes de Furnas.

Método jan fev mar abr mai jun

CUpm 40,95 39,39 40,72 34,79 30,46 42,09
Classico 35,18 35,22 32,17 21,91 14,22 22,61
Stedinger (2001) 34,97 35,22 33,20 21,91 14,22 22,61
BIC 34,97 33,57 33,20 21,91 13,61 22,61
Método jul ago set out nov dez

CUm 30,39 30,05 54,23 43,16 43,00 38,76
Classico 10,13 10,51 27,47 23,25 28,91 27,84
Stedinger (2001) 10,13 10,51 27,47 23,78 29,29 28, 17
BIC 10,13 10,51 27,47 23,78 29,29 28,17

Portanto, o aumento na ordem dos modelos, para os meses com alto coeficiente
de variacao, nao resulta em diminuicao significativa dos erros das previsoes das vazoes
destes meses, como pode ser visto na Tabela 5.3, para os meses de janeiro, fevereiro e
margo, com o passo de previsao de um més a frente (h = 1).

A Figura 5.1, ilustra os erros de previsao para as vazoes afluentes em Furnas, no
mes de janeiro, onde observa-se que os erros da previsao, cometidos com as trés pro-
postas de identificacao consideradas neste trabalho, sao praticamente iguais e crescem
rapidamente, chegando a mais de 90% do limite superior nos trés primeiros meses.

No entanto, para os meses com baixo coeficiente de variacao, como o meés de agosto,
ao se considerar modelos de ordem mais elevada obtém-se uma diminui¢ao nos erros
de previsao a longo prazo. O grafico apresentado na Figura 5.2 ilustra este fato para
a previsao da vazao afluente a Furnas no més de agosto. Independente do critério
adotado na identificagdo da ordem dos modelos PAR, as ordens dos modelos ajustados
para os trés meses que precedem o meés de agosto sao iguais. Este fato é refletido no
erro de previsao para este més, notando-se que somente para passos de previsao h > 4
surgem as diferencas nos erros de previsoes que é provocada pela diferenca nas ordens

dos modelos ajustados.
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Uma analise semelhante foi feita para as vazoes afluentes a usina de Emborcacao. Na
Tabela 5.4 sao apresentadas as ordens dos modelos selecionadas com as trés propostas
consideradas neste trabalho. Nota-se para estes dados, que o método clédssico seleciona
ordens mais elevadas que os outros dois métodos. Observando-se os modelos ajustados,
apresentados na Tabela 5.5, nota-se que varios destes modelos apresentam estimativas
dos parametros intermedidrios ¢,, ;, com 1 < j < p,, nulos, ressaltando a incoeréncia

deste método de identificacado da ordem dos modelos com os fendmenos naturais.

Tabela 5.4: Ordens dos modelos para as vazoes de Emborcagao.

Método jan fev mar abr mai jun
Classico 6 1 1 5 3 1
Stedinger (2001) 1 1 1 1 1 1
BIC 1 2 1 2 3 1
Método jul  ago set out nov dez
Classico 2 3 4 6 4 6
Stedinger (2001) 2 1 1 1 2 1
BIC 2 3 1 1 2 1

Tabela 5.5: Modelos ajustados com o método classico para as vazoes de Emborcacao.

mes ¢1,m ¢2,m ¢3,m ¢4,m ¢5,m ¢6,m
1 0,37 0,24 -0,39 0 0 0,49
2 0,6 0 0 0 0 0
3 0,49 0 0 0 0 0
4 0,54 0 0 0 0,26 0
5 0,66 0 0,29 0 0 0
6 0,88 0 0 0 0 0
7 0,68 0,31 0 0 0 0
8 08 0 028 0 0 0
9 1,01 0,47 -0,29 -0,35 0 0
10 0,38 0 0,37 —=0,34 0 0,36
1 0,73 0 —=0,54 0,42 0 0
12 0,54 0 0 0,47 —1,12 0,62

A Tabela 5.6 apresenta, para cada més do ano, o coeficiente de variagao e a razao
RMSE/MLT (%) para cada método de identificacdo da ordem do modelo PAR(p,,),
para a usina de Emborcacao. O meés de fevereiro apresenta o maior coeficiente de
variagao e, consequentemente, os maiores erros de previsao com h = 1.

A Figura 5.3 mostra como estes erros de previsao tendem rapidamente para o limite

superior, definido pelo desvio padrao das vazoes deste meés, quando o passo de previ-
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Tabela 5.6: Razao RMSE/MLT (em %) com h = 1 paras as vazoes de Emborcagao.

Método jan fev mar abr mai jun

CVm, 38,59 47,03 42,23 37,64 30,92 29,99
Cléssico 34,07 37,33 36,77 24,32 11,52 13,91
Stedinger (2001) 35,28 37,33 36,77 26,36 14,11 13,91
BIC 35,28 36,01 36,77 25,47 11,52 13,91
Método jul ago set out nov dez

CUm 29,32 30,04 32,01 34,87 47,01 46,20
Cléssico 7,01 8,94 15,01 28,49 38,08 38,97
Stedinger (2001) 7,01 8,94 15,62 28,49 38,12 38,86
BIC 7,01 8,23 15,62 28,49 38,12 38,86

sao cresce. Resultados semelhantes sao encontrados para os meses de janeiro, marco,

novembro e dezembro. Para os meses com baixo coeficiente de variacao observa-se a

diminuicao do erro de previsao para os modelos de ordem maiores. Isso é ilustrado na

Figura 5.4, a qual apresenta os erros das previsoes para as vazoes de Emborcacao no

meés de julho.
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Figura 5.3: RMSFE da previsao da vazao de Emborcacao para o més de fevereiro.

Na Tabela 5.7 sao apresentadas as ordens dos modelos selecionadas, com os trés

critérios considerados neste trabalho, para as vazoes de Sobradinho. Nota-se que todos

os métodos resultam na mesma escolha da ordem dos modelos em quase todos os meses,
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Figura 5.4: RMSFE da previsao da vazao de Emborcacao para o més de julho.

exceto para os meses de fevereiro e dezembro, nos quais o critério classico selecionou
modelos de ordem mais elevada e nos meses de junho e julho, no qual o critério BIC

selecionou modelos de ordem mais elevada.

Tabela 5.7: Ordens dos modelos para as vazoes de Sobradinho.

Método jan fev mar abr mai jun
Cléssico 1 4 1 1 1 2
Stedinger (2001) 1 1 1 1 1 2
BIC 1 1 1 1 1 5)
Método jul ago set out nov dez
(Classico 1 1 1 1 1 )
Stedinger (2001) 1 1 1 1 1 1
BIC 2 1 1 1 1 1

A Tabela 5.8 apresenta as estimativas dos parametros dos modelos ajustados para
a vazao de Sobradinho, em cada meés, quando foi adotado o critério classico de selegao
das ordens dos modelos. Nota-se nesta tabela, que os modelos de ordem elevada,
apresentam estimativas nulas para varios parametros intermedidrios, ressaltando-se a

incoeréncia entre o método utilizado e o fendomeno natural.



5.2 Abordagem classica dos modelos PAR 79

Tabela 5.8: Modelos ajustados com o método cléssico para as vazoes de Sobradinho.

mes (bl,m ¢2,m ¢3,m ¢4,m ¢5,m ¢6,m
10,57 0 0 0 0 0
2 0,42 0 0 0,33 0 0
3 0,74 0 0 0 0 0
4 0,61 0 0 0 0 0
5 0,79 0 0 0 0 0
6 0,67 0,31 0 0 0 0
7 0,97 0 0 0 0 0
8§ 0,97 0 0 0 0 0
9 0,94 0 0 0 0 0
10 0,79 0 0 0 0 0
11 0,63 0 0 0 0 0
120,56 0 0 -0,92 0,82 0

A Tabela 5.9 apresenta, para cada més do ano, o coeficiente de variacao e a razao
RMSE/MLT (%) para cada método de identificagao da ordem do modelo PAR(p,,), na
usina de Sobradinho. As vazoes afluentes ao reservatorio de Sobradinho apresentam o
maior coeficiente de variagao no més de margo e o menor se verifica no més de setembro.
A variacao do erro de previsao em funcao do passo de previsao para estes meses sao

apresentados nos graficos das Figura 5.5 e 5.6.

Tabela 5.9: Razao RMSE/MLT (em %) com h = 1 para as vazoes de Sobradinho.

Método jan fev mar abr mai jun

CUm 29,40 40,68 53,17 44,78 48,45 32,24
Classico 24,06 36,64 35,31 35,43 29,21 10,32
Stedinger (2001) 24,06 37,40 35,31 35,43 29,21 10,32
BIC 24,06 37,40 35,31 35,43 29,21 8,22
Método jul ago set out nov dez

CUm 27,41 25,07 24,98 25,76 37,30 34,54
Classico 6,61 5,19 8,13 15,56 28,89 27,44
Stedinger (2001) 6,61 5,19 8,13 15,56 28,89 27,44
BIC 6,38 5,19 8,13 15,56 28,89 27,44

Observa-se na Figura 5.5, que o erro de previsao para o més de marco tende rapida-
mente para o limite superior definido pelo desvio padrao das vazoes deste més. Nota-se,
nestes graficos, que estes erros praticamente coincidem para os modelos selecionados

com os tres critérios adotados. Na Figura 5.6, observa-se que a evolugao do erro corre
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de forma mais lenta, destacando-se a capacidade preditiva dos modelos para horizontes

maiores.

Quando se utiliza o critério BIC nao se considera testes de hipoteses para os para-
metros dos modelos, portanto, com este critério, nao se admite valores intermedidrios
nulos. Pode-se observar que nos trés estudos de caso considerados, em algumas situa-
goes, o critério BIC selecionou ordem superior ao método proposto em Stedinger (2001)
e eventualmente ao método classico, como é visto na Tabela 5.1 para Furnas, nos meses
de fevereiro e maio, na Tabela 5.4 para Emborcacao, no més de fevereiro e na Tabela

5.7 para Sobradinho, nos meses de junho e julho.

Embora tais parametros possam ser considerados nulos, segundo algum teste de
hipdtese, uma diminuicdo na razao RMSE/MLT (h = 1) é verificada nestes casos,
como se pode notar na Tabela 5.3, para os meses de fevereiro e maio; Tabela 5.6, para

o meés de fevereiro e Tabela 5.9, para os meses de junho e julho.

Estes resultados indicam que tais testes de hipdteses, os quais sao fundamentados
em propriedades assintoticas, sao validos somente para grandes amostras e podem ser
imprecisos para o ajuste dos modelos PAR(p,,), uma vez que, nestes ajustes o tamanho
da amostra corresponde ao niimero de anos disponiveis no histérico de vazoes. Portanto,

tem-se amostras de tamanho reduzido do ponto de vista da teoria assintotica.

Recomenda-se que os critérios propostos por Stedinger (2001) ou o BIC sejam uti-
lizados quando opta-se pelo critério da parcimonia. O uso do critério cléssico, sele-
ciona sempre ordens mais elevadas que produzem uma pequena diminui¢ao na razao
RMSE/MLT (h = 1). No entanto, esta pequena reducao no erro de previsao nao

justifica a complexidade proveniente do uso de modelos de ordens elevadas.

5.3 Abordagem bayesiana dos modelos PAR

Nos processos MCMC foram realizadas 50.000 iteracoes, descartadas 10000 para o
aquecimento da cadeia e usou-se um salto de 10 iteracoes. Sendo assim, a amostra
final totalizou 4000 iteragoes. Nestas analises, a convergéncia foi verificada usando-se

o critério de Gelman e Rubin e o critério de Geweke.

Para avaliar o desempenho dos modelos Normal, Log-Normal e ¢-Student foram uti-
lizados os erros de previsao, MSE, MAD e MAPE. Nesta avaliacao, foram selecionados
os ultimos 3 anos (36 meses) do histérico de vazoes, compreendendo o periodo de 2008
a 2010. Os modelos PAR(p,,) foram ajustados utilizando o periodo de janeiro de 1931
a dezembro de 2007.
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As ordens selecionadas considerando-se o critério BIC para cada modelo Normal,
Log-Normal e ¢-Student e para os reservatorios de Agua Vermelha e Sao Simao, sao

apresentadas, respectivamente, nas Tabelas 5.10 e 5.11.

Tabela 5.10: Ordem fornecida pelo critério BIC para Agua Vermelha.

Mes 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Normal 1112 4 1 311 3 1 1
Log-Normal 1 1 1 2 3 1 3 1 1 2 1 1
t-Student 2 1 2 2 4 1 4 1 3 2 2 1

Tabela 5.11: Ordem fornecida pelo critério BIC para Sao Simao.
Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Normal 111131221 1 3 1
Log-Normal 1 1 1 1 3 1 2 1 1 1 1 1
t-Student 2 1 2 2 3 1 2 2 1 1 2 1

Pode-se notar que, para os meses secos (abril a outubro) a ordem dos modelos
selecionados, em geral, foi maior que para os meses de cheia (novembro a margo)
indicando que durante o periodo seco a correlagao com os meses anteriores ¢ mais forte
que para os meses umidos. Observa-se, também, que o modelo Log-Normal foi o que
apresentou o menor numero de parametros e que a maior ordem selecionada foi 4.

As Tabelas 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17 apresentam as estimativas dos parame-
tros ¢,, e 7, para os modelos Normal, Log-Normal e ¢-Student e para os reservatérios

de Agua Vermelha e Sao Simao.

Tabela 5.12: Estimativas pontuais para o modelo Normal do reservatério Agua

Vermelha.

Mes OPim Pom  P3m ¢4,m Tm
Janeiro 0,61 - - - 1,58
Fevereiro 0,5 - - - 1,49
Marco 0,62 - - - 1,67
Abril 0,55 0,31 - - 2,82
Maio 0,56 0,18 0,17 0,12 4,86
Junho 0,84 - - - 3,27
Julho 0,7 0,11 0,2 - 9,6
Agosto 0,92 - - - 6,97
Setembro 0,82 - - - 3,13
Outubro 04 -0,08 0,53 - 2,58
Novembro 0,77 - - - 2,49

Dezembro 0,65 - - - 1,73
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Tabela 5.13: Estimativas pontuais para o modelo Normal do reservatério Sao Simao.
MéS gbl,m ¢27m ¢3,m ¢4,m 7A—m

Janeiro 0,51 - - - 1,33
Fevereiro 0,64 - - - 1,74
Marco 0,57 - - - 1,57
Abril 0,74 - - - 2,34
Maio 0,72 0,07 0,26 - 8,16
Junho 0,88 - - - 4,07
Julho 0,65 0,32 - - 13,3
Agosto 1,18 -0,25 - - 8,69
Setembro 0,88 - - - 4,72
Outubro 0,75 - - - 2,2
Novembro 0,94 0,03 -0,44 - 1,85
Dezembro 0,60 - - - 1,56

Tabela 5.14: Estimativas pontuais para o modelo Log-Normal do reservatério Agua

Vermelha.
Mes P1m P2om  P3m Pam  Tm

Janeiro 0,64 - - - 1,69
Fevereiro 0,54 - - - 1,47
Marco 0,68 - - - 1,92
Abril 0,6 025 - - 2,99
Maio 0,56 0,2 0,2 - 4,69
Junho 0,89 - - - 4,87
Julho 0,74 0,03 0,22 - 9,64
Agosto 0,92 - - - 6,65
Setembro 0,8 - - - 2,83
Outubro 0,35 0,38 - - 1,89

Novembro 0,71 - - - 1,97
Dezembro 0,59 - - - 1,51
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Tabela 5.15: Estimativas pontuais para o modelo Log-Normal do reservatério Sao

Simao.

Més P1m P2m P3m Pam  Tm
Janeiro 0,49 - - - 1,29
Fevereiro 0,65 - - - 1,74
Marco 0,62 - - - 1,66

Abril 0,77 - - - 2,6
Maio 0,69 0,12 0,21 - 7,14
Junho 0,90 - - - 4,85
Julho 0,69 028 - - 14,65
Agosto 0,94 - - - 9,45
Setembro 0,89 - - - 4,99
Outubro 0,7 - - - 1,94
Novembro 0,58 - - - 1,47
Dezembro 0,63 - - - 1,66

Tabela 5.16: Estimativas pontuais para o modelo ¢-Student do reservatorio Agua

Vermelha.
Mes Grm P2m P3m Pam T

Janeiro 0,61 - - - 4,68
Fevereiro 0,51 - - - 4,02
Marco 0,64 -0,30 - - 5,04
Abril 0,56 0,32 - - 8,54
Maio 0,56 0,18 0,15 0,12 14,6
Junho 0,83 - - - 9,79
Julho 0,7 0,07 0,16 0,05 2891
Agosto 0,92 - - - 21,08
Setembro 0,57 0,09 0,19 - 10,34
Outubro 0,46 0,34 - - 7,25
Novembro 0,67 0,14 - - 7,66
Dezembro 0,65 - - - 5,24
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Tabela 5.17: Estimativas pontuais para o modelo ¢-Student do reservatorio Sao

Simao.
Mes Prm  P2m P3m Pam Tm

Janeiro 0,51 - - - 3,95
Fevereiro 0,64 - - - 5,11
Marco 0,5 0,14 - - 4,67
Abril 0,67 0,14 - - 7,25
Maio 0,71 0,06 0,26 - 2491
Junho 0,86 - - - 12,03
Julho 0,65 0,34 - - 39,52
Agosto 1,2 -0,28 - - 26,4
Setembro 0,88 - - - 14,26
Outubro 0,74 - - - 6,67
Novembro 0,87 -0,32 - - 5,34
Dezembro 0,6 - - - 4,68

Vale ressaltar que todas as estimativas apresentadas foram significativas. Os méto-
dos de analise de convergéncia de Gelman e Rubin e Geweke indicaram convergéncia
das cadeias para todos os parametros.

O proximo passo se refere a selecao dos modelos. As Tabelas 5.18 e 5.19 apresentam
os resultados para os métodos de selecao BIC e DIC para os modelos Normal, Log-
Normal e ¢-Student e para os reservatérios de Agua Vermelha e Sao Simao. Pode-se

notar que para todos os critérios e reservatorios analisados seleciona-se o modelo Log-
Normal.

Tabela 5.18: Métodos de selecao do modelo para Agua Vermelha.
Método Normal Log-Normal ¢-Student
BIC -303,54 - 408,76 -323,67
DIC  -387,87 - 456,89 -398,76

Tabela 5.19: Métodos de selecao do modelo para Sao Simao.
Método Normal Log-Normal ¢-Student
BIC -244.39 - 290,55 -261,9
DIC  -269,12 - 305,7 -277,66

As Tabelas 5.20, 5.21, 5.22, 5.23, 5.24 e 5.25 mostram os erros de previsao, RMSE,
MAD e MAPE, da aplicacao dos modelos Normal, Log-Normal e ¢-Student para os

reservatorios de Agua Vermelha e Sao Simao, respectivamente.



86 Capitulo 5 — Aplicagao

Tabela 5.20: Erros de previsao para o modelo Normal de Agua Vermelha.
Mes RMSE MAD MAPE

Janeiro 782,33 757,12 23,6
Fevereiro 807,92 732,79 16,4
Marco 429,63 277,16 6,85
Abril 808,54 667,25 19,29
Maio 379,78 348,42 16,59
Junho 234,59 210,87 12,34
Julho 211,91 159,28 10,7
Agosto 219,84 203,75 17,56
Setembro 515,35  388,1 27,54
Outubro 419,54 282,57 16,23
Novembro 160,83 137,29 8,01
Dezembro 783,98 500,96 13,72

Tabela 5.21: Erros de previsao para o modelo Log-Normal de Agua Vermelha.
Meés RMSE MAD MAPE

Janeiro 906,02 844,65 27,44
Fevereiro 766,01 675,78 15,09
Marco 382,09 247,52 6,12
Abril 784,72 646,22 18,67
Maio 354,96 330,17 15,79
Junho 214,75 195,16 11,45
Julho 205,51 148,71 9,91
Agosto 214,38 196,12 16,91
Setembro 515,69 396,37 28,51
Outubro 418,94 29238 17,16
Novembro 158,58 126,72 7,33
Dezembro 782,87 509,26 14,08
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Tabela 5.22: Erros de previsao para o modelo ¢-Student de Agua Vermelha.
Mes RMSE MAD MAPE

Janeiro 884,77 875,14 25,5
Fevereiro 988,49 812,24 17,37
Marco 560,6 461,66 11,88
Abril 902,2 764,98 22,36
Maio 415,57 363,26 16,9
Junho 272,81 223,74 12,8
Julho 239,44 187,79 12,74
Agosto 233,81 210,36 17,74
Setembro 538,81 373,52 24,58
Outubro 469,03 331,19 1943
Novembro 235,39 217,07 1281
Dezembro 872,38  615,6 17,65

Tabela 5.23: Erros de previsao para o modelo Normal de Sao Simao.
Mes RMSE MAD MAPE

Janeiro 419,02 394,24 11,33
Fevereiro 1146,59 945,96 23,05
Marco 1138,95 1011,46 22,9
Abril 1007,87 752,66 17,12
Maio 532,14 451,21 18,88
Junho 334,61 284,01 14,73
Julho 246,77 219,98 14,29
Agosto 179,24 155,94 12,48
Setembro 319,48 294,18 26,97
Outubro 222,12 162,27 11,26
Novembro 439,54 438,93 23,55
Dezembro 782,73 574,39 15
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Tabela 5.24: Erros de previsao para o modelo Log-Normal de Sao Simao.
Mes RMSE MAD MAPE

Janeiro 649,18 546,32 16,29
Fevereiro 99481 826,43 20,87
Marco 1054,19 954,05 21,92
Abril 954,11 719,85 16,43
Maio 493,54 425,95 18
Junho 308,23 267,09 13,93
Julho 227,69 206,81 13,49
Agosto 163,5 14532 11,68
Setembro 314,36 284,03 26,07
Outubro 219,55 1529 10,48
Novembro 443,81 443,49 23,89
Dezembro 784,19  579,5 15,19

Tabela 5.25: Erros de previsao para o modelo t-Student de Sao Simao.
Mes RMSE MAD MAPE

Janeiro 413,4 357,53 9,85
Fevereiro  1193,2 1035,53 23,57
Marcgo 1178 910,24 19,17
Abril 1120,94 841,19 19,1
Maio 559,38 472,07 19,26
Junho 367,09 300,77 15,28
Julho 272,89 232,05 14,79
Agosto 204,45 167,22 13,13
Setembro 340,14 307,97 27,12
Outubro 259,24 187,75 12,96
Novembro 484,28 470,21 23,98
Dezembro 887,93 537,97 12,77

Para ambos os reservatérios, o modelo Log-Normal, na maioria dos meses, apresen-
tou os menores erros de previsao em relagao aos modelos Normal e ¢-Student, refor¢cando
o resultado apresentado no processo de selecao de modelos. Pode-se notar também que
os modelos Normal e ¢-Student apresentaram resultados que ora demonstraram supe-
rioridade ora inferioridade de um modelo em relagao ao outro. As Figuras 5.7 e 5.8
mostram o grafico das previsoes para o modelo Log-Normal para os reservatorios de

Agua Vermelha e Sao Simao, respectivamente.
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Figura 5.7: Previsao do modelo Log-Normal de Agua Vermelha (2008-2010).
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Figura 5.8: Previsao do modelo Log-Normal de Sao Simao (2008-2010).

5.4 Geracao de séries sintéticas

O modelo PAR multivariado gerou um total de 2000 anos de séries sintéticas de
vazoes médias mensais, para cada reservatorio. Apds este procedimento, estas séries
foram comparadas com os 80 anos (1931-2010) de séries histéricas e com os 2000 anos
das séries sintéticas geradas pelo modelo Gevazp.

O modelo PAR multivariado para geragao de vazoes médias mensais foi primeira-
mente avaliado quanto a capacidade em reproduzir os momentos amostrais, como a
média, o desvio padrao, o coeficiente de assimetria e o coeficente de curtose. Poste-
riormente, foi realizada uma analise referente a capacidade de reproduzir a correlacao

espacial entre dois reservatorios. Nesta andlise, foi considerada a correlagao mensal
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entre os dados histéricos, os dados sintéticos gerados pelo modelo PAR multivariado e

os dados sintéticos gerados pelo modelo Gevazp.

Uma avaliagao mais criteriosa também ¢é analisada referente ao calculo da divergén-
cia de Kullback-Leibler. Nesta andlise, procura-se verificar o quanto a distribui¢ao da
série sintética se distancia da série historica e, avalia, se essa distancia é aceitavel ou

nao.

As Figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12 apresentam as estatisticas média, desvio padrao,
coeficiente de assimetria e coeficiente de curtose, em cada més, para o reservatorio de

Itaipu.

Em  Série Histdrica
- Série Multivariada

15000
)

- Série GEVAZP

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

Meses

10000
L

Média

5000
L

Figura 5.9: Média mensal para o reservatério de Itaipu.
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- Série Multivariada
I - Série GEVAZP
Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

Meses

Figura 5.10: Desvio padrao mensal para o reservatério de Itaipu.
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Figura 5.11: Coeficiente de assimetria mensal para o reservatério de Itaipu.
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Figura 5.12: Coeficiente de curtose mensal para o reservatério de Itaipu.

O procedimento de geragao usando o modelo PAR multivariado preserva bem os
dois primeiros momentos, ou seja, a média e o desvio padrao. Em relacao aos outros
momentos, o que se observa é que, para alguns meses, essa capacidade de reprodu-
¢ao nao é mantida. Em geral, a grande dificuldade encontrada foi a reprodugao do

coeficiente de assimetria e coeficiente de curtose.

As Figuras 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16 exibem a estrutura de correlacdo mensal para
dados historicos, dados sintéticos gerados pelo modelo PAR multivariado e dados sin-
téticos gerados pelo modelo GEVAZP entre os reservatérios de Itaipu e Itutinga, Itaipu

e Xing6, Corumba IV e Espora e Corumba I e Corumba IV, respectivamente.
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Figura 5.13: Correlacao espacial entre os reservatorios de Itaipu e Xingo.
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Figura 5.14: Correlacao espacial entre os reservatorios de Itaipu e [tutinga.
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Figura 5.15: Correlagao espacial entre os reservatérios de Corumba IV e Espora.
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Figura 5.16: Correlacao espacial entre os reservatorios de Corumba I e Corumba IV.

Nota-se que, por exemplo, entre os reservatorios de Itaipu e Xingd, a correlagao nos
meses de julho e setembro foram bem proximas paras as séries sintéticas geradas pelo
modelo PAR multivariado e GEVAZP. Observa-se também que, para alguns meses,
as séries sintéticas geradas pelo modelo PAR multivariado apresentam valores mais
proximos ao dados histéricos. Para o caso de Corumba IV e Espora, os resultados
possibilitam afirmar que, para alguns meses, as séries sintéticas geradas pelo modelo
PAR multivariado apresentaram valores superiores as séries sintéticas geradas pelo
modelo GEVAZP e, que o inverso, também ocorre, para outros meses. Ja para o
caso de Corumba I e Corumba IV, pode-se atestar que os dois modelos conseguiram

reproduzir bem a correlagao espacial.

A Tabela 5.26 apresenta os valores da divergéncia de Kullback-Leibler (KL) para
todos os reservatérios estudados. Pode-se afirmar que, para a maioria dos reservatorios,
a série gerada foi validada. Apenas os reservatérios de Guarapiranga, Lajes e Ponte

Pedra nao tiveram suas séries validadas.

A Figura 5.17 apresenta a trajetoria para os 10 ultimos anos da série histérica
de Itaipu, com os 10 primeiros anos para a série sintética gerada pelo modelo PAR
multivariado e com os 10 primeiros anos para a série sintética gerada pelo modelo
GEVAZP. Observa-se que o comportamento sazonal da série histérica é mantido pelos

modelos geradores de séries sintéticas.
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Tabela 5.26: Divergéncia de Kullback-Leibler (KL).

Reservatoério KL Reservatoério KL
Agua Vermelha 0,63 Jauru 0,91
A.S.Oliveira 0,54 Lajes 0,98
Cachoeira Dourada 0,58 Manso 0,62
Candonga 0,61 Mascarenhas 0,55
Canoas | 0,68 Navanhandava 0,64
Capim Branco II 0,58  Porto Colombia 0,63
Corumba I 0,55 Porto Estrela 0,61
Corumba IV 0,6 Picada 0,81
Emborcagao 0,57 Ponte Pedra 0,98
Espora 0,88  Porto Primavera 0,81

Foz Rio Claro 0,6 Retiro 0,6
Fundao 0,85 Rosal 0,66

Funil Grande 0,61 Sa Carvalho 0,62
G.P. Souza 0,89 Salto Rio Verdinho 0,72
Guarapiranga 0,96 Santa Branca 0,64

[Tha Pombos 0,61 Sao Simao 0,62
Itaipu 0,78 Sobragi 0,67
Itutinga 0,61 Tres Marias 0,55
Jaguari 0,93 Xingo 0,69

= Série histdrica
—————————— Série multivariada
Série GEVAZP

Vazdes médias mensais (m’/s)
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Il Il 1 Il Il Il

Meses

Figura 5.17: Séries histéricas e sintéticas para Itaipu.

O modelo PAR(1) univariado usando a distribuigao Log-Normal generalizada gerou
um total de 2000 anos de séries sintéticas de vazoes médias mensais para o reservatério
de Furnas. Neste procedimento, foram utilizadas séries historicas de Furnas correspon-

dentes ao periodo de janeiro de 1931 a dezembro de 2010.
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Vale ressaltar que, no processo de estimacao dos parametros via abordagem baye-
siana, foram simuladas um total de 20.000 iteracoes, sendo descartadas as 10.000 pri-
meiras iteragoes para o aquecimento da cadeia e foi considerado um salto de tamanho
10 nas iteragoes restantes. Por fim, a amostra final totalizou um tamanho de 1000 ite-
racoes, que foram utilizadas nas andlises posteriores. Destaca-se também que a cadeia

convergiu, para todos os parametros, por meio das andlises dos critérios de Gelman e
Rubin e Geweke.

A Tabela 5.27 apresenta as estimativas pontuais para os parametros do modelo

PAR(1), em que todas estas estimativas foram significativas.

Tabela 5.27: Estimativas pontuais para os parametros de um modelo PAR(1).

Parametros Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

a 313 169 351 199 256 149 152 1,77 244 341 197 45
3 06 076 05 067 058 0,74 0,73 068 0,59 046 0,73 0,39
o 048 051 04 027 023 019 015 0,18 037 039 04 041
s 1,9 187 1,85 19 1,88 1,8 1,92 1,88 189 1,88 187 188

Novamente, as estatisticas média, desvio padrao, coeficiente de assimetria e coefi-
cente de curtose sao utilizadas na avaliacao da capacidade de reprodugao dos momentos
do modelo de geracao univariada usando a distribuicao Log-Normal generalizada. As
Figuras 5.18 e 5.19 mostram as estatisticas média e desvio padrao desse modelo para o
reservatorio de Furnas. Como pode-se observar, este modelo também consegue repro-

duzir satisfatoriamente estes momentos.

Figura 5.18: Média Mensal para séries historica e sintética de Furnas.
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Figura 5.19: Desvio padrao mensal para séries historica e sintética de Furnas.

As Figuras 5.20 e 5.21 mostram os coeficientes de assimetria e curtose para o re-
servatorio de Furnas. Mais uma vez nota-se a insastifatoria capacidade de reproduzir

estes momentos.

- Sere histérica
Série sintética
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Figura 5.20: Coeficiente de assimetria para séries historica e sintética de Furnas.
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Figura 5.21: Coeficiente de curtose para séries historica e sintética de Furnas.

As figuras aqui apresentadas mostram a necessidade de considerar uma distribui-
¢ao marginal adequada para a geragao de séries sintéticas que sejam estatisticamente
semelhantes as séries histéricas. Embora a falta de conhecimento sobre a distribuicao
tedrica ou uma hipdtese inadequada aparentemente nao afetem significativamente as
estimativas da média e do desvio padrao, a reproducao do coeficiente de assimetria e
do coeficiente de curtose nao sao satisfatérias. Este é um ponto que merece destaque

em pesquisas futuras.
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O valor da calibracao da divergéncia de Kullback-Leibler foi 0,89, indicando que o
modelo Log-Normal generalizado desenvolvido neste estudo pode ser considerado como
uma potencial alternativa para geracao univariada de séries sintéticas. A Figura 5.22
mostra os graficos da série observada e da série sintética para o reservatério de Furnas.

Como observa-se, o comportamento sazonal é mais deslocado pela série sintética.

— Série histérica
"""""" Série sintética

Seérie histérica x Série sintética

Meses

Figura 5.22: Série histérica e sintética de Furnas.






Capitulo

Conclusoes e Propostas Futuras

Em Hidrologia, os modelos autorregressivos periédicos apresentam papel importante
nos procedimentos de previsao e geracao de vazoes médias mensais. Antes destas
analises e nao menos importante, deve-se realizar a estimacao dos parametros, que

neste caso, foi realizado usando as abordagens classica e bayesiana.

Em um primeiro momento, foi utilizada a estimacao classica usando as equacoes
de Yule-Walker e, posteriormente, foram calculados os erros quadraticos médios das
previsoes de vazoes em fungdo do passo de previsao para modelos PAR(p,,). Foram
considerados trés métodos de identificagao da ordem dos modelos, em que se observa
que o uso do método classico de analise da funcao de autocorrelacao parcial leva a es-
colha de ordens elevadas para alguns meses. No entanto, os modelos, para estes meses,
apresentam estimativas nulas para alguns parametros intermediarios. Considerar pa-
rametros nulos entre o primeiro e o tltimo parametro de um modelo PAR(p,,) ressalta
uma incoeréncia entre o modelo e o fenomeno natural. Portanto, o método classico de
analise da fungao de autocorrelagao parcial nao é adequado para identificar a ordem
dos modelos PAR(p,), sendo que os outros dois métodos considerados identificam as

ordens de forma mais coerente.

99
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A variagao dos erros de previsao em fungao do passo de previsao sao apresentadas
graficamente. Nota-se, ao analisar estes graficos, que para os meses cujos coeficientes de
variacao sao mais elevados, o erro de previsao tende rapidamente para o limite superior.
Este fato indica que os modelos ajustados para estes meses apresentam uma capacidade
preditiva limitada a um horizonte de previsao méximo de trés meses (h = 3). Para
os meses com coeficiente de variacdo menores, a capacidade preditiva dos modelos
pode chegar até h = 6 meses. Para horizontes de previsao superiores a seis meses,
os erros de previsao dos modelos tornam-se aproximadamente iguais ao desvio padrao
incondicional da série. Ou seja, para h > 6, os modelos perdem quase toda capacidade

preditiva e comportam-se como se as vazoes nao apresentassem correlagao temporal.

Apesar do reduzido erro de previsao para o passo de previsao de um més (h = 1),
quando o valor absoluto deste erro é comparado com a M LT do meés para a qual a
vazao esta sendo prevista, nota-se que a redugao no erro de previsao so ocorre de forma
mais acentuada nos meses considerados secos, ou seja, entre junho e setembro. Nos
meses umidos, novembro a abril, em geral, as relacoes entre o RMSFE e a M LT do més
sao muito préximas.

Os resultados apresentados dao uma indicacao de que é possivel que os modelos
de planejamento da operacao de sistemas hidrelétricos, que utilizam os modelos es-
tocéasticos das vazoes de forma explicita, nao consigam se beneficiar destes modelos
devido a baixa capacidade preditiva dos mesmos, quando comparados ao horizonte de
planejamento (geralmente maior que um ano). Desta forma, é possivel que os mode-
los de planejamento da operacao que se utilizam das previsoes ou mesmo consideram
as vazoes de forma deterministicas possam apresentar resultados muito proximos aos
modelos estocdsticos, uma vez que para horizontes superiores a seis meses (h > 6), os
erros de previsao tornam-se grandes e, consequentemente, a M LT fica muito proxima

das vazoes previstas.

Em um segundo momento, foi utilizada a estimacao bayesiana e, apds, os parame-
tros estimados foram utilizados nos procedimentos de previsao. Assim, este trabalho
abordou a aplicacao da inferéncia bayesiana e dos métodos de Monte Carlo via Cadeias
de Markov para a previsao de vazoes médias mensais. Os modelos autorregressivos pe-
riodicos foram ajustados para os reservatorios de Emborcacao, Furnas e Sobradinho e,
posteriormente, foram estudadas as propriedades geradas pelas previsoes. Em particu-
lar, os algoritmos MCMC tém desempenhado um papel essencial quando as densidades
a posteriori nao apresentam uma forma padrao e, assim, estes sao utilizados para a
obtencao de amostras dos parametros.

O procedimento de previsao é de grande importancia para os estudos de planeja-

mento e operacao de um sistema hidrelétrico e sao os principais resultados praticos
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deste trabalho. Em particular, os estudos de previsao podem ser usados juntos como
um critério final para selecionar um método de estimacao para o parametro. Pode-
se concluir que a metodologia obteve resultados significativos na previsao de vazoes
afluentes naturais médias mensais h passos a frente para os reservatérios estudados.
Conclui-se, também, que os modelos apresentaram erros de previsao muito préximos
apesar do modelo Log-Normal apresentar menor MAPE e MSE. Recomenda-se o uso
do modelo Log-Normal por terem ordens bastante reduzidas o que facilita a utiliza-
¢ao do modelo, no contexto de otimizacao do planejamento e operacao de sistemas

hidroelétricos.

Vale ressaltar que as andlises bayesianas juntamente com algoritmos MCMC deram
mais flexibilidade ao processo de modelagem de séries temporais periédicas e durante

todas as etapas, tais como a estimativa de parametros, selecao de modelos e previsao.

E, por tultimo, este trabalho apresentou os procedimentos de geracao de séries sin-
téticas usando o modelo Log-Normal com trés parametros multivariado, modelo Log-
Normal generalizado e avaliagao das séries geradas. O modelo multivariado foi aplicado
a um conjunto de usinas do Sistema Elétrico Brasileiro. Os resultados para esses es-
tudos, quando comparados com o modelo GEVAZP, amplamente utilizado pelo SEB,
indicaram que esse modelo representa uma potencial abordagem para a geracao de

séries sintéticas.

Vale destacar que, em geral, os valores médios obtidos das séries sintéticas quando
comparados aos valores reais das séries de vazoes foram similares para todos os modelos
e todos os meses. Por outro lado, os modelos apresentaram dificuldades em replicar os
coeficientes de assimetria e curtose para alguns meses das séries de vazoes. Os resulta-
dos forneceram evidéncias que apontam que os modelos utilizados sao uma alternativa
para a geracao de séries sintéticas de vazoes mensais e que reproduzem as principais
caracteristicas estatisticas das séries observadas. Em relacao ao modelo Log-Normal
generalizado desenvolvido neste estudo pode-se concluir que este apresenta uma alter-
nativa potencial para os procedimentos de geracao univariada de séries sintéticas de

vazoes médias mensais.

Como sugestoes para trabalhos futuros, pode-se destacar: a utilizacao dos modelos
autorregressivos e de médias moveis periddicos (PARMA) em todos os procedimentos
de estimacao, geracao e previsao; comparacao da abordagem proposta para geracao e
previsao com outras técnicas comuns, tais como redes neurais artificiais e os algorit-
mos neuro-fuzzy; em relagao a abordagem bayesiana, pode-se ressaltar a utilizacao de
diferentes modelos e distribuigoes a priori; Desenvolvimento de novos critérios para
validacao de séries sintéticas; Utilizacao de outros modelos para geracao, além do mo-

delo Log-Normal com trés parametros, que captem a assimetria dos dados de vazoes
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médias mensais; Adocao de distribuicoes a priori informativas na estimacao bayesiana
do modelo Log-Normal generalizado; Ampliacao da abordagem do modelo Log-Normal
generalizado, utilizando um modelo PAR(p,,) e desenvolvendo um modelo multivari-

ado.
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