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tação e ao Programa de Pós-Graduação em Ciências de Computação e Matemática
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Resumo

Este trabalho aborda o problema de modelagem de séries de va-

zões médias mensais visando previsão e geração de séries sintéticas.

Destaca-se que a importância da previsão de valores futuros das

séries mensais de vazões assim como a geração de séries sintéticas

são fundamentais para o planejamento da operação de sistemas hi-

droelétricos brasileiros. Estas séries possuem um comportamento

periódico na média, na variância e na função de autocorrelação e,

portanto, considera-se para a série padronizada os modelos autor-

regressivos periódicos PAR(pm). Em relação à previsão clássica, a

análise do erro de previsão é feita em função do horizonte de pre-

visão. Neste estudo, os erros de previsão são calculados, na escala

original da série de vazão, em função dos parâmetros dos mode-

los ajustados e avaliados para horizontes de previsão h variando

de 1 a 12 meses. Estes erros são comparados com as estimati-

vas das variâncias das vazões para o mês que está sendo previsto.

Em relação à previsão bayesiana, adota-se os modelos Normal,

Log-Normal e t-Student nos processos de estimação e, após, é re-

alizado um estudo da perfomance destes modelos usando o erro

quadrático médio, erro absoluto médio e erro percentual absoluto

médio. Em relação à geração de séries sintéticas de vazões, um mo-

delo multivariado Log-Normal com três parâmetros e um modelo

Log-Normal generalizado foram desenvolvidos. As séries geradas

são comparadas com as séries históricas reais utilizando o crité-
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rio de Kullback-Leibler. Como resultado, tem-se uma avaliação

da capacidade de previsão, em meses, dos modelos ajustados para

cada mês e a escolha do modelo Log-Normal nos procedimentos de

análise bayesiana. Além disso, o modelo utilizado para a geração

de séries sintéticas de vazões mensais forneceu evidências que o

apontam como uma alternativa ao modelo amplamente adotado

no setor elétrico brasileiro para geração de séries de vazões.



Abstract

This work addresses the problem of forecasting and generation

series monthly average streamflows. It is noteworthy that the im-

portance of forecasting future values of the series of monthly stre-

amflows as well as the generation of synthetic series are fundamen-

tal for planning the operation of Brazilian hydroelectric systems.

These series have a periodic behavior on average, variance and au-

tocorrelation function and therefore it is considered for standard

series periodic autoregressive models PAR(pm). At the forecast

classical analysis of the prediction error is made in function of the

prediction horizon. In this study, the forecasting errors are calcu-

lated in the original scale of the series of streamflow, depending on

the model parameters adjusted and evaluated for forecasting ho-

rizons h ranging from 1 to 12 months. These errors are compared

with estimates of the variances of the streamflows for the month is

provided. Regarding the bayesian prediction, we adopt the models

Normal, Log-Normal and t-Student in estimation procedures and,

then, is a study of the performance of these models using the mean

square error, mean absolute error and mean absolute percentage

error. In relation to generation, a Log-Normal multivariate mo-

del with three parameters and a Log-Normal generalized model

were developed and analyzed using the Kullback-Leibler criterion.

As a result there has been an assessment of the predictive power,

in months, the adjusted models for each month, the choice of the
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Log-Normal model in the procedures for bayesian analysis and the

model used to generate synthetic series of monthly streamflows

provided evidence that point as an alternative model adopted in

the Brazilian electric sector.
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4.5 Critério de validação da série gerada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5 Aplicação 71

5.1 Considerações iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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5.5 Modelos ajustados com o método clássico para as vazões de Emborcação. 76

5.6 Razão RMSE/MLT (em %) com h = 1 paras as vazões de Emborcação. 77

5.7 Ordens dos modelos para as vazões de Sobradinho. . . . . . . . . . . . 78

5.8 Modelos ajustados com o método clássico para as vazões de Sobradinho. 79

5.9 Razão RMSE/MLT (em %) com h = 1 para as vazões de Sobradinho. . 79
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5.23 Erros de previsão para o modelo Normal de São Simão. . . . . . . . . . 87

5.24 Erros de previsão para o modelo Log-Normal de São Simão. . . . . . . 88

5.25 Erros de previsão para o modelo t-Student de São Simão. . . . . . . . . 88

5.26 Divergência de Kullback-Leibler (KL). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.27 Estimativas pontuais para os parâmetros de um modelo PAR(1). . . . . 95
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5.17 Séries históricas e sintéticas para Itaipu. . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

13



14 LISTA DE FIGURAS
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Caṕıtulo

1
Introdução

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar uma revisão bibliográfica sobre o estado

da arte em modelos de previsão e geração de séries temporais. São apresentados os

aspectos de motivação para a abordagem do problema proposto e detalhados os ob-

jetivos, destacando-se a contribuição do trabalho no contexto dos modelos para séries

temporais.

1.1 Considerações iniciais

A análise estat́ıstica dos modelos de séries temporais tem aplicações em diferentes

áreas da ciência, como engenharia, economia, meteorologia, entre outras. Os mode-

los autorregressivos e de médias móveis (ARMA) são bem conhecidos e considerados

adequados para analisar séries estacionárias (Box et al., 2008). No entanto, nem to-

das as séries temporais encontradas na natureza podem ser modeladas como processos

ARMA. Em algumas situações práticas, encontram-se séries temporais que apresen-

tam um comportamento sazonal ou periódico. Assim, diz-se que uma série temporal

apresenta um comportamento sazonal com peŕıodo s, quando ocorrem similaridades na

série após s intervalos de tempo.
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16 Caṕıtulo 1 — Introdução

Para ilustrar, as figuras (1.1) e (1.2) apresentam as séries sazonais de vazões médias

mensais (m3/s) das usinas hidrelétricas de Água Vermelha e São Simão entre os anos

de 2001 a 2010.

Figura 1.1: Vazões médias mensais da Usina de Água Vermelha.

Figura 1.2: Vazões médias mensais da Usina de São Simão.

Para estas séries sazonais, muitas vezes a correlação entre observações vizinhas, Zt

e Zt−1, dependem de t. Nestes casos, é mais adequado ajustar um modelo cujos pa-

râmetros também variam de forma periódica em vez de um modelo com parâmetros

constantes para todos os instantes t. Então, quando a correlação entre os meses se mo-

difica de forma periódica, estas séries são ditas periodicamente estacionárias (McLeod,

1994). Segundo Tiao & Grupe (1980), os processos periódicos podem ser especificados

erroneamente pelos modelos SARMA (autorregressivos e de médias móveis sazonais),

pois nestes modelos é feita a hipótese de que as correlações entre os valores ocorridos

entre meses consecutivos é constante independente do mês e um estudo com intuito de

identificação da correlação periódica deve ser realizado.
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Segundo Hurd & Gerr (1991) a correlação periódica pode ser analisada por meio

dos gráficos de dispersão de diferentes peŕıodos. Como ilustração, as figuras (1.3) e

(1.4) apresentam as dispersões dos meses de janeiro e fevereiro e de abril e maio de

Água Vermelha. Como pode ser visto no gráfico, a hipótese de existência de correlação

periódica pode ser facilmente visualizada. Para casos mais extremos utiliza-se os testes

propostos por Hurd & Gerr (1991) e Vecchia & Ballerini (1991).

Figura 1.3: Gráfico de dispersão da série de Água Vermelha de janeiro e fevereiro.

Figura 1.4: Gráfico de dispersão da série de Água Vermelha de abril e maio.

Os processos periódicos foram propostos originalmente em Gladysev (1961) e várias

aplicações desses modelos nas áreas de hidrologia e econometria são apresentadas em

Parzen & Pagano (1979), Salas et al. (1982), Vecchia (1985a,b), Salas & Obeysekera

(1988), McLeod (1994) e Rasmussen et al. (1996).

Uma classe de processos periódicos muito pesquisada é a dos modelos autorregres-

sivos periódicos (PAR), estudados inicialmente por Thomas & Fiering (1962) e Jones

& Brelsford (1967) e amplamente analisados em Pagano (1978), onde foram apresen-

tadas as propriedades assintóticas destes modelos assumindo normalidade do processo
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e Troutman (1979) que mostra as condições necessárias e suficientes para a estaciona-

riedade periódica.

A estacionariedade periódica dos modelos PAR conduz às função de autocorrela-

ção e autocorrelação parcial periódicas. Nesse sentido, vale ressaltar os trabalhos de

Anderson & Vecchia (1993), que desenvolveram alguns resultados assintóticos para a

função de autocorrelação periódica amostral e Sakai (1982), que estudou a função de

autocorrelação parcial periódica dos processos PAR. Outras propriedades dos modelos

PAR e suas relações com os modelos SARMA podem ser encontradas em Tiao & Grupe

(1980) e Salas et al. (1982).

A geração de energia elétrica no Brasil é predominantemente hidráulica e o setor elé-

trico é o responsável pelo gerenciamento da água armazenada nos reservatórios do páıs.

Estes reservatórios, antes destinados exclusivamente à geração de energia, atualmente

são alvos de interesses diversos e conflitantes. Sendo assim, a solução de problemas

envolvendo projetos de gestão, gerenciamento e planejamento dos recursos h́ıdricos é

de grande importância.

Nos modelos de Planejamento da Operação de Sistemas Hidrotérmicos (POSH),

uma das variáveis mais importantes é a vazão afluente aos aproveitamentos hidrelétri-

cos, sendo que estas vazões interferem significativamente na operação destes sistemas.

As vazões nos rios dependem, entre outros fatores, das condições climáticas, o que leva

a atribuir às vazões um modelo estocástico. Visto que as decisões futuras, ou seja, a

poĺıtica de operação, depende dos cenários destas vazões, torna-se fundamental ado-

tar um modelo estocástico adequado para calcular a poĺıtica ótima de operação destes

sistemas.

Assim, o processo de produção de energia de um sistema hidroelétrico depende da

série de vazões afluentes, sendo esta operação realizada de forma otimizada para atender

a demanda de energia. As séries de vazões naturais médias mensais se caracterizam por

um comportamento periódico, ou seja, a média, a variância, a assimetria e a estrutura

de autocorrelação apresentam caracteŕısticas periódicas. Neste trabalho, os modelos

PAR são aplicados na modelagem das séries de vazões médias mensais. Uma revisão

detalhada de algumas caracteŕısticas de séries temporais sazonais, tais como tendências

e periodicidades, aplicadas em Hidrologia são apresentadas em Machiwal & Jha (2009).

Em McLeod (1994) encontra-se uma descrição sobre as etapas de desenvolvimento

dos modelos PAR. O processo de modelagem dos modelos PAR inicia-se com a identifi-

cação da ordem p, para cada mês m, ou seja, o número de parâmetros autorregressivos

em cada mês. No procedimento de identificação, Stedinger & Taylor (1982) e Ula &

Smadi (2003) consideraram a identificação da ordem dos modelos PAR usando a função

de autocorrelação parcial periódica. Bentarzi et al. (2008) consideraram uma adapta-
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ção do critério de densidade preditiva, via abordagem bayesiana, para o problema de

seleção da ordem dos modelos PAR. Além destes métodos, outros critérios para identi-

ficação da ordem são o critério de informação bayesiano (Schwarz, 1978), o método de

Bootstrap (Oliveira, 2011), entre outros.

No processo de estimação dos parâmetros do modelo PAR, a utilização de méto-

dos clássicos é bastante popular, destacando-se o método dos momentos, da máxima

verossimilhança e de mı́nimos quadrados. Pagano (1978) considerou a estimação pelo

método dos momentos para os parâmetros do modelo PAR.

No trabalho desenvolvido por Vecchia (1985b) apresentou-se resultados úteis sobre

a estrutura de correlação e estimativa de parâmetros apresentando algumas proprie-

dades de correlação, discutindo o método dos momentos e máxima verossimilhança e

mostrando uma aplicação destas técnicas. Esse autor também desenvolve uma aproxi-

mação para a verossimilhança exata para processos PAR normais e implementou um

algoritmo bastante simples para a sua maximização.

Outro algoritmo, desenvolvido por Anderson et al. (1999), para a estimação dos

processos periodicamente estacionário é utilizado por esses autores em vários trabalhos

subsequentes. Shao & Ni (2004) estudaram as propriedades assintóticas dos estima-

dores de mı́nimos quadrados. Trabalhos mais recentes têm utilizado a representação

dos modelos PAR no domı́nio da frequência visando o ajuste de modelos parcimoniosos

(Lund et al., 2006; Tesfaye et al., 2011) e na presença de outliers aditivos (Sarnaglia

et al., 2010).

Outro método que tem sido bastante empregado para inferência em séries tem-

porais, inclusive séries hidrológicas, são os métodos bayesianos (Barreto & Andrade,

2004). Entre as vantagens da abordagem bayesiana destacam-se, principalmente, a in-

corporação de informações a priori sobre os parâmetros do modelo e o uso de técnicas

de simulação de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) (Gelfand & Smith, 1990;

Gelfand et al., 1990), que permite fazer inferência de parâmetros em modelos mais

complexos. Após a fase de estimação dos modelos PAR, as próximas etapas se referem

à previsão e geração de séries sintéticas.

Em relação à previsão, este estudo faz uma análise do erro de previsão em função do

horizonte de previsão para modelos PAR. O uso de modelos estocásticos para previsão

de valores de uma série temporal tem como objetivo fazer a previsão com o menor

erro posśıvel. Nesta tese, adota-se o erro médio quadrático da previsão, MSE (Mean

Squared Error) como critério para avaliar a performance das previsões. A vantagem

deste critério é que ele pode ser comparado com a variância incondicional da série.

A variância incondicional de uma série reflete a máxima incerteza ou variabilidade

que se pode esperar da série, quando ignora-se toda e qualquer informação que pode
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ser extráıda dos valores passado e presente da série para prever um valor futuro. Por-

tanto, a variância incondicional representa o maior erro que se pode cometer ao fazer

uma previsão. Sendo assim, esta variância serve como referência para avaliar o MSE

calculado com qualquer modelo que faz uso de algum tipo de ferramenta estat́ıstica

para melhorar a previsão.

Vários trabalhos retratam a previsão de séries temporais tais como Noakes et al.

(1985) e Thompstone et al. (1985), que demonstraram a superioridade dos modelos

PAR. Ula (1993) apresentou a previsão do erro quadrático médio mı́nimo e Lund &

Basawa (2000), que explorou o cálculo da previsão recursiva e do erro quadrático médio.

Outros modelos de previsão e a comparação do desempenho com outras técnicas, tais

como redes neurais artificiais (Ballini et al., 2003) ou abordagens bayesianas como em

Wang (2006), Wang et al. (2009) e Wang & Robertson (2011) podem ser encontradas

na literatura.

Em relação à geração de séries sintéticas, pode-se afirmar que os modelos geradores

de séries de vazões são de grande utilidade na comparação de diferentes técnicas de

planejamento do uso dos recursos h́ıdricos renováveis. Um modelo de geração de série

de vazões deve reproduzir da forma mais fiel posśıvel caracteŕısticas estocásticas dos

dados históricos de vazões. Dentre estas caracteŕısticas destacam-se a função de au-

tocorrelação e a distribuição de probabilidade das vazões. Além disso, um modelo de

geração de séries de vazões deve permitir a geração de vazões sem exigir grande esforço

computacional, pois o procedimento de geração deverá ser repetido um grande número

de vezes para proporcionar um grande número de séries longas.

O gerador de série sintética univariada tem com objetivo gerar séries de vazões para

estudos envolvendo uma única usina hidrelétrica ou um único subsistema. O gerador

multivariado, por sua vez, considera a correlação espacial presente em sistemas com

múltiplos reservatórios. Quando estes vários reservatórios não apresentam correlação

espacial, o gerador de série sintética univariada pode ser empregado para gerar sé-

ries sintéticas para cada reservatório independentemente. Vale ressaltar que o uso do

gerador multivariado deve apresentar resultados semelhantes nestes casos.

Um dos fatores que dificulta a construção dos modelos de geração de vazões é a

presença de assimetria na distribuição de probabilidade das vazões. Para considerar

modelos com assimetria e com facilidade de geração de valores, vários autores pro-

puseram o uso da distribuição Log-Normal com três parâmetros (Stedinger & Taylor,

1982; Pereira et al., 1984). Esta distribuição é usada pelo modelo GEVAZP , que é um

modelo estocástico multivariado de geração de séries sintéticas de vazões incrementais

e totais, que se baseia no modelo PAR. Este modelo é amplamente utilizado no Sistema

Interligado Nacional (CEPEL, 2002).
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O trabalho de Tesfaye et al. (2006) propõe o uso de mais de uma distribuição, ou

seja, um modelo de mistura de distribuições para modelar séries de vazões. Assim,

os autores utilizam uma distribuição Log-Normal para as vazões intermediárias e uma

distribuição de Pareto truncada para modelar as caudas das distribuições. Outras

técnicas também têm sido utilizadas nos procedimentos de geração de séries sintéticas,

como as técnicas Bootstrap (Kim et al., 2004), que, de acordo com os autores, preservam

o coeficiente de assimetria dos dados históricos, modelos com desagregação (Valencia

& Schaake, 1973; Mondal & Wasimi, 2007), redes neurais artificiais (Ahmed & Sarma,

2007), entre outras. Muitos trabalhos compararam estas técnicas, como, por exemplo,

Lohani et al. (2012), que comparou as técnicas de redes neurais artificiais, sistemas

neuro-fuzzy e modelos PAR.

O fato de encontrar um grande número de trabalhos que adotam a distribuição

Log-Normal na área de Hidrologia motivou, neste trabalho, o desenvolvimento de um

gerador bayesiano univariado usando a distribuição Log-Normal generalizada, que é

constrúıda a partir de uma distribuição Normal generalizada (Nadarajah, 2005). Al-

guns trabalhos, na área de análise de sobrevivência, têm utilizado esta distribuição

usando uma abordagem bayesiana. Nestes trabalhos, os autores utilizam distribuições

a priori informativas e não-informativas (Mart́ın & Pérez, 2009) e em Herández &

Usuga (2011) são consideradas apenas não-informativas.

A literatura apresenta um grande número de modelos estocásticos multivariados

para séries temporais (Pereira et al., 1984), ainda que para o caso de séries temporais

sazonais esse número seja bem menor, em que se pode destacar o artigo de Salas

& Pegram (1977). O principal motivo desta limitação é que estes modelos são não-

parcimoniosos, com identificação complexa e com estimação de parâmetros sujeita a

uma grande imprecisão (Vieira et al., 1998). Outra boa referência sobre a utilização

destes modelos multivariados em Hidrologia é Camacho et al. (1987).

1.2 Objetivos

Os objetivos desta tese são:

a) Contribuir para o problema de previsão clássica de vazões médias mensais medi-

ante estudos sobre o erro quadrático médio. Esse problema é importante para o setor

elétrico brasileiro, pois ajuda no planejamento da operação ótima do sistema hidroelé-

trico brasileiro, que é responsável por mais de 90% da energia elétrica consumida no

Brasil;
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b) Dar uma contribuição bayesiana sobre os procedimentos de identificação, esti-

mação, seleção e previsão dos modelos PAR. Em hidrologia, a adoção da estimação

bayesiana ainda é bem escassa e espera-se que os resultados demonstrem as vantagens

e flexibização deste procedimento pelo uso de técnicas de simulação MCMC;

c) Contribuir para a solução do problema de geração de vazões médias mensais.

Nesse sentido, um modelo multivariado para geração de séries sintéticas é desenvolvido

e comparado com o modelo GEVAZP, utilizado no SIN. Também é apresentado um

modelo gerador univariado Log-Normal generalizado via abordagem bayesiana. Utiliza-

se a divergência de Kullback-Leibler como um método de validação das séries geradas.

1.3 Organização

Esta tese está organizada da seguinte maneira:

O caṕıtulo 2 introduz os modelos PAR, abordando os procedimentos clássicos de

identificação, estimação e previsão. Um estudo assintótico sobre o erro quadrático

médio de previsão também é desenvolvido.

O caṕıtulo 3 apresenta a teoria sobre inferência bayesiana e, após, é realizada uma

análise dos modelos PAR usando os procedimentos de estimação e previsão.

O caṕıtulo 4 trata da geração de séries sintéticas. Primeiramente, descreve-se o

modelo Log-Normal com três parâmetros e, após, é desenvolvido um modelo multiva-

riado usando esta distribuição. Após, é desenvolvido, via abordagem bayesiana, um

modelo Log-Normal generalizado para geração de séries sintéticas univariadas. Final-

mente, um critério de validação das séries geradas, a divergência de Kullback-Leibler,

é apresentado.

O caṕıtulo 5 apresenta estudos de caso para os problemas de estimação e previsão,

usando as abordagens clássicas e bayesianas, dos modelos PAR. Também é realizado

estudos sobre a geração de vazões médias mensais.

O caṕıtulo 6 destaca as principais conclusões deste trabalho, com posśıveis tópicos

para trabalhos futuros.



Caṕıtulo

2

Modelo Autorregressivo Periódico -

Abordagem Clássica

Neste caṕıtulo é apresentado o modelo autorregressivo periódico. Primeiramente,

são definidos os conceitos iniciais do modelo e, a seguir, são apresentadas as etapas de

identificação da ordem, estimação e previsão do modelo. Finalmente, é desenvolvido

um estudo assintótico do erro quadrático médio de previsão.

2.1 Introdução

Algumas séries temporais históricas, tais como as hidrológicas sazonais, exibem uma

estrutura de autocorrelação que depende não somente do intervalo de tempo entre as

observações, mas também do peŕıodo observado (Hipel & McLeod, 1994). Na classe dos

modelos periódicos, se destaca o modelo autorregressivo PAR (periodic autoregressive).

O modelo PAR(pm) ajusta para cada mês m um modelo AR(pm), em que pm representa

a ordem do modelo, ou seja, o número de termos autorregressivos do modelo em cada

mês.

23
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O modelo PAR(pm) é descrito matematicamente por:

(
xt(r,m) − µm

σm

)
=

pm∑
j=1

φj,m

(
xt(r,m)−j − µm−j

σm−j

)
+ at(r,m), (2.1)

em que xt(r,m) é a vazão média mensal para o ano r e o mês m, µm é a média do

mês m, σm é o desvio padrão do mês m, φ1,m, · · · , φpm,m são os coeficientes do modelo

autorregressivo para cada mês m e at(r,m) é um rúıdo não-correlacionado para o ano r

e o mês m com E[at(r,m)] = 0 e V ar[at(r,m)] = σ
(a)2
m dada por:

σ(a)2
m = σ2

m

(
1 +

pm∑
j=1

ρmj

)
, (2.2)

em que ρmj é a autocorrelação entre xt(r,m) e xt(r,m)−j, dada por:

ρmj = E

[(
xt(r,m) − µm

σm

)(
xt(r,m)−j − µm−j

σm−j

)]
. (2.3)

Na sequência deste trabalho, usa-se a seguinte notação para representar a série

temporal periódica padronizada:

zt(r,m) =

(
xt(r,m) − µm

σm

)
. (2.4)

Esta padronização tem como objetivo obter uma série sem sazonalidade. Segundo

Salas et al. (1982), esses processos estocásticos naturais são, em geral, estacionários

no sentido lato, isto é, os momentos de primeira e segunda ordem da distribuição de

probabilidades não são afetados por variações devido à escolha da origem dos tempos.

2.2 Identificação da ordem

Nesta tese são utilizados três critérios para identificação da ordem do modelo PAR.

A identificação da ordem p, em cada mês m, para o modelo PAR(pm), geralmente é

realizada por meio da análise da função de autocorrelação parcial (PACF). Inicialmente,

define-se a função de autocorrelação (ACF) da série, ou seja, considere ρmj a correlação

entre zt(r,m) e zt(r,m)−j dada por:

ρmj = E

[(
xt(r,m) − µm

σm

)(
xt(r,m)−j − µm−j

σm−j

)]
= E

[
zt(r,m)zt(r,m)−j

]
. (2.5)
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O conjunto de funções de autocorrelação ρmj dos peŕıodos m = 1, · · · , s, descrevem

a estrutura de dependência temporal da série. Estas funções são dadas por:

ρmj = φ1,mE
[
zt(r,m)−1zt(r,m)−j

]
+ ...+ φpm,mE

[
zt(r,m)−pmzt(r,m)−j

]
, j ≥ 1, (2.6)

em que ρm0 = 1.

Fixando-se o mês m e variando j de 1 a pm em (2.6) encontra-se para cada mês m,

um conjunto de equações, comumente denominadas de equações de Yule-Walker. Para

um mês m qualquer:

1 rm−11 rm−12 · · · rm−1pm−1

rm−11 1 rm−21 · · · rm−2pm−2

rm−12 rm−21 1 · · · rm−3pm−3
...

...
...

. . .
...

rm−1pm−1 rm−2pm−2 rm−3pm−3 · · · 1





φ̂1,m

φ̂2,m

φ̂3,m

...

φ̂pm,m


=



rm1

rm2

rm3
...

rmpm


Para facilitar as notações, omite-se o peŕıodo m e denota-se por φkj, o j-ésimo

parâmetro autorregressivo de ordem k, em que φkk representa o último parâmetro deste

processo. As equações de Yule-Walker, para cada peŕıodo m, podem ser reescritas da

seguinte forma: 

1 rm−11 rm−12 · · · rm−1pm−1

rm−11 1 rm−21 · · · rm−2pm−2

rm−12 rm−21 1 · · · rm−3pm−3
...

...
...

. . .
...

rm−1pm−1 rm−2pm−2 rm−3pm−3 · · · 1





φ̂k1

φ̂k2

φ̂k3
...

φ̂kk


=



rm1

rm2

rm3
...

rmpm


Os valores dos parâmetros φkk, k = 1, 2, ... representam a função de autocorrelação

parcial no mês m. Em um processo PAR(pm), a função de autocorrelação parcial é o

valor do último parâmetro φkk e será diferente de zero para k menor ou igual a pm e

zero para k maior que pm.

Portanto, a identificação de um modelo PAR(pm) consiste em determinar as ordens

pm mais apropriadas dos operadores autorregressivos de cada mês, m = 1, 2, ..., s. Isto

pode ser feito obtendo-se as estimativas de φkk, k = 1, 2, ..., N/4. Para testar a hipótese

nula H0 : φkk = 0 para todos os valores de k = 1, 2, ... , utiliza-se o resultado assintótico
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o qual afirma que, se a ordem do operador autorregressivo de um mês m qualquer é pm,

então o estimador φ̂kk de φkk, para k > pm, tem distribuição aproximadamente Normal

com média zero e variância 1/n. Portanto, não se rejeita H0 com ńıvel de significância

α < 5% se o zero está contido no intervalo φ̂kk ± 2/
√
n. Neste caso, afirma-se que

a estimativa φ̂kk é não significativa. Um procedimento de identificação da ordem pm

consiste em procurar, para cada mês m, a maior ordem pm tal que todas as estimativas

φ̂kk para k > pm não sejam mais significativas.

Este procedimento clássico de identificação da ordem pode permitir a aceitação de

processos como sendo rúıdos brancos, quando, na verdade, trata-se de modelos que

possuem baixos valores de ρmk e φkk. Valores intermediários baixos de φjj para j < pm

também podem ser considerados não significativos e isso possibilita a identificação de

modelos com parâmetros intermediários nulos φkj = 0, para alguns j < pm.

Stedinger (2001) afirma que uma modelagem que considera individualmente cada

mês não pode produzir um conjunto de modelos mais adequado. Sem maiores detalhes

matemáticos e somente considerando a natureza dos fenômenos naturais envolvidos,

o autor argumenta que não faria sentido considerar que a vazão de determinado mês

dependa de vários meses anteriores, ou seja, o modelo PAR(pm) tem ordem elevada

pm = 6 e para o mês seguinte, m + 1, a ordem seja pequena pm+1 = 1. Assim como

também não é razoável supor que, devido a parâmetros intermediários nulos, a vazão

de um mês m dependa da vazão do mês m− 2 e não do mês m− 1.

Estes resultados corroboram a idéia de que a forma clássica de identificação das

ordens pm pode não ser a mais adequada. Stedinger (2001) propõe como critério para

a seleção das defasagens j significantes, que para cada peŕıodo m, encontre-se a maior

ordem j tal que todas as estimativas φ̂kk para k < j sejam significativas. Este critério

não admite valores intermediários de φ̂kk não significativos, o que ocorre na forma

clássica.

Além dos dois procedimentos apresentados, considera-se também o critério BIC

(Bayesian information criterion), proposto por Schwarz (1978) para selecionar as or-

dens pm dos modelos autorregressivos de cada mês m. Neste caso, o critério para o

cálculo de BICm é dado por:

BICm = n log(τ 2m) + pm log(n). (2.7)

Este critério pondera entre a qualidade do ajuste, representada pela estimativa da

variância do reśıduo τ̂ 2m e a complexidade do modelo, dado pela ordem pm. Portanto,

escolhe-se as ordens pm, tal que o critério BIC =
∑s

m=1BICm seja mı́nimo.
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2.3 Estimação dos parâmetros

Após a etapa de identificação da ordem pm, é necessário obter as estimativas dos

parâmetros do modelo PAR(pm). Segundo Hipel & McLeod (1994), o método dos

momentos é tão eficiente quanto o método de máxima verossimilhança para processos

autorregressivos. Os parâmetros φ1,m, φ2,m, ..., φpm,m são estimados usando as equações

de Yule-Walker. As estimativas de σ
(a)2
m são obtidas usando-se a expressão dada em

(2.2).

Os parâmetros Φm = φ1,m, φ2,m, ..., φpm,m e τm = 1

σ
(a)2
m

também são estimados pelo

método de máxima verossimilhança. Assim, a função de verossimilhança é definida

por:

Lm(Φm, τm|Zm) ∝ τ (n−1)/2m exp
{
−τm

2
[(Zm −XmΦm)′(Zm −XmΦm)]

}
, (2.8)

em que

Zm =


zt(1,m)

zt(2,m)

...

zt(n,m)

 ; Φm =


φ1,m

φ2,m

...

φpm,m



Xm =


zt(1,m)−1 zt(1,m)−2 · · · zt(1,m)−pm

zt(2,m)−1 zt(2,m)−2 · · · zt(2,m)−pm
...

...
. . .

...

zt(n,m)−1 zt(n,m)−2 · · · zt(n,m)−pm

 ,

com Zm sendo uma matriz n x 1, Xm sendo pm x n e Φm sendo pm x 1.

Assim, os estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros Φm e τm são

dados por:

Φ̂m = (X
′

mXm)−1(X
′

mZm) (2.9)

τ̂−1m = (Zm −XmΦ̂m)
′
(Zm −XmΦ̂m) (2.10)
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2.4 Previsão clássica

Um dos objetivos em análise de séries temporais refere-se à previsão, que é realizada

após os procedimentos de identificação e estimação dos parâmetros do modelo PAR.

Nesta fase, a avaliação da perfomance do modelo estimado pode ser realizada com

o uso do erro quadrático médio de previsão. Este critério será o tema das próximas

seções, em que é realizado um estudo assintótico em relação aos modelos PAR. Maiores

detalhes sobre a previsão clássica podem ser encontrados em Hipel & McLeod (1994).

2.4.1 Introdução

Considerando o modelo PAR(pm) dado em (2.1) para o ano (n+ h), h ≥ 1, em que

h representa o horizonte de previsão, tem-se:

zt(n+h,m) =

pm∑
j=1

φj,mzt(n+h,m)−j + at(n+h,m). (2.11)

Usando a equação (2.11), ẑt(n+h,m) = E(zt(n+h,m)|Z) é dado por:

ẑt(n+h,m) =

pm∑
j=1

φj,mẑt(n+h,m)−j, (2.12)

em que ẑt(n+h,m)−j = zt(n+h,m)−j, se t(n+ h,m)− j < sn, j = 1, ..., pm. Para encontrar

uma forma recursiva de calcular as previsões ẑt(n+h,m)−j, defini-se o vetor Zfh com os

s valores futuros da série, para um ano (n+ h) e por afh os respectivos rúıdos, como:

Zfh = (zt(n+h,1), zt(n+h,2), ..., zt(n+h,s))
′
, (2.13)

afh = (at(n+h,1), at(n+h,2), ..., at(n+h,s))
′
. (2.14)

Denotando por Φm = (φ1,m, φ2,m, ..., φs,m), com m = 1, ..., s, pode-se escrever (2.11)

na forma matricial por:

A(Φm)Zfh +B(Φm)Zfh−1 = afh, (2.15)

em que A(Φm) e B(Φm) são matrizes s x s dadas por:
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A(Φm) =



1 0 0 · · · 0

−φ1,1 1 0 · · · 0

−φ1,2 −φ2,2 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−φs−1,s −φs−2,s −φs−3,s · · · 1


,

B(Φm) =



−φs,1 −φs−1,1 −φs−2,1 · · · −φ1,1

0 −φs,2 −φs−1,2 · · · −φ2,2

0 0 −φs,3 · · · −φ3,3

...
...

...
. . .

...

0 0 −φs+1,s · · · −φs,s


.

Assim, tem-se:

Zfh = −A(Φm)−1B(Φm)Zfh−1 +A(Φm)−1afh. (2.16)

Denotando por Zf0 as observações do último ano do histórico, ou seja:

Zf0 = (zt(n,1), zt(n,2), ..., zt(n,12))
′

(2.17)

e escrevendo a equação (2.16) para h = 1 tem-se uma condição inicial para a equação

recursiva (2.16) dada por:

Zf1 = −A(Φm)−1B(Φm)Zf0 +A(Φm)−1af1. (2.18)

Escrevendo (2.16) recursivamente, tem-se que:

Zfh = −
[
A(Φm)−1B(Φm)

]h
Zf0 +

h∑
k=1

Dk(Φm)afh, (2.19)

com

Dk(Φm) =
[
A(Φm)−1B(Φm)

]h−k
A(Φm)−1. (2.20)

Assumindo que afk, k = 1, ..., h são vetores aleatórios independentes com distribui-

ção N(0,Γ), Γ = diag(γ−11 , ..., γ−1s ), então Zfh também é um vetor aleatório normal-

mente distribúıdo com média E(Zfh|Zf0) e matriz de covariância V (Zfh|Zf0).
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No contexto clássico, a previsão para o ano (n+h) usando as observações do último

ano n, ou seja, as previsões h-passos a frente são calculadas como:

E(Zfh|Zf0) = −
[
A(Φm)−1B(Φm)

]h
Zf0. (2.21)

A variância de Zfh condicionada a Zf0 é dada por:

V (Zfh|Zf0) =
h∑
k=1

Dk(Φm)ΓDk(Φm)
′
. (2.22)

As estimativas de E(Zfh|Zf0) e V (Zfh|Zf0) são calculadas substituindo-se nas

equações (2.21) e (2.22) as estimativas de Φ̂m como:

Ẑfh = −
[
A(Φ̂m)−1B(Φ̂m)

]h
Zf0, (2.23)

Ŝfh =
h∑
k=1

Dk(Φ̂m)Γ̂Dk(Φ̂m)
′
. (2.24)

As previsões dos valores futuros Zfh = zt(n+h,m),m = 1, ..., s, têm intervalos com

100(1−α)% de confiança calculados por ẑt(n+h,m)±ε(α/2)
√
ŝm, sendo ẑt(n+h,m) a previ-

são de zt(n+h,m), calculada em (2.23) e ŝm é o m-ésimo elemento da diagonal da matriz

Ŝfh estimada em (2.24), que representa a variância da previsão ẑt(n+h,m). A seguir,

apresenta-se um estudo sobre o erro de previsão.

2.4.2 MSE da previsão para séries de vazões sazonais

O cálculo do erro quadrático médio (MSE) de previsão para séries de vazões sazonais

representa a etapa final da previsão e tem como objetivo avaliar a perfomance do modelo

adotado. Nesta análise, o MSE deve ser comparado com a variância incondicional, em

um horizonte de previsão de h = 1, ..., 12 passos a frente.

Denomina-se de horizonte de previsão (h), o intervalo de tempo que separa a última

observação usada no ajuste do modelo de previsão e o valor futuro a ser previsto. Um

comportamento que se deve esperar intuitivamente do erro de previsão é que este erro

deve crescer com o horizonte de previsão, ou seja, quanto mais à frente se deseja

prever valores futuros, maior é o erro de previsão. Isto se deve à limitada capacidade

que o passado e o presente tem para prever o crescente efeito de variáveis aleatórias

impreviśıveis que podem influenciar os valores futuros da série, quando se distancia do

presente em direção ao futuro. Assim, é natural a expectativa de que, à medida que o
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horizonte de previsão aumente, o erro de previsão tenda para a variância incondicional

da série.

Neste trabalho, os erros de previsão são avaliados na escala da série original para os

diferentes modelos e usa-se como referência a variância incondicional sazonal da série

original. Sendo assim, tem-se como objetivo avaliar a velocidade com que estes erros

de previsão tendem para a variância incondicional da série, quando diferentes modelos

são considerados para o cálculo das previsões.

Seja zt(r,m), com r = 1, . . . , n e m = 1, . . . , s, uma série temporal padronizada

observada até o mês m0 do ano n. Denota-se por T = t(n,m0) = s(n − 1) + m0

o instante da última observação e por ẑT+h a previsão estimada para zT+h com um

passo de previsão h, considerando somente as observações conhecidas até o instante T .

Então, o MSE desta previsão é dado por:

MSE(ẑT+h) = E(zT+h − ẑT+h)2. (2.25)

Mostra-se facilmente que o previsor ẑT+h de mı́nimo erro quadrático médio é o valor

esperado condicional, dado por:

ẑT+h = E(zT+h|zT , zT−1, . . .). (2.26)

Para avaliar o MSE na escala original das vazões supõe-se que são conhecidas as

vazões históricas até um determinado mêsm0 do ano n e se quer prever a vazão xt(n+1,m),

no mês m do ano (n+ 1). Então, a vazão xt(n+1,m) é escrita como:

xt(n+1,m) = µm + σmzt(n+1,m)
. (2.27)

Sendo t(n + 1,m) = sn + m e t(n,m0) = s(n − 1) + m0 e considerando o passo

da previsão h = t(n + 1,m)− t(n,m0) (considera-se sempre que 1 ≤ h ≤ s), pode ser

escrito então que t(n+ 1,m) = t(n,m0) +h e, assim, a equação (2.27), pode ser escrita

como:

xt(n,m0)+h = µm + σmxt(n,m0)+h, (2.28)

em que m0 representa o mês de origem, do qual se faz a previsão e m = m0 + h− s é

o mês no futuro, para o qual a vazão será prevista e h é o passo da previsão.

A previsão de mı́nimo erro quadrático médio para xt(n+1,m), feita no mês m0, é dada

por:

x̂t(n,m0)+h = E(xt(n,m0)+h|xt(n,m0), xt(n,m0)−1, . . .), (2.29)
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em que o conhecimento de {xt(n,m0), xt(n,m0)−1, . . .} implica em conhecimento a respeito

de {z(n,m0), z(n,m0)−1, . . .}. Usando as equações (2.28) e (2.29) tem-se que:

x̂t(n,m0)+h = µm + σmẑt(n,m0)+h. (2.30)

O MSE, associado à previsão x̂t(n,m0)+h, é dado por:

MSEm(x̂t(n,m0)+h) = E(xt(n,m0)+h − x̂t(n,m0)+h)
2,

= σ2
mE(zt(n,m0)+h − ẑt(n,m0)+h)

2.
(2.31)

Portanto, o MSE para a previsão da série sazonal tem um padrão sazonal com

peŕıodo s. Usa-se a notação MSEm(x̂t(n,m0)+h), referindo-se ao MSE da previsão de

passo h, da vazão xt(n,m0)+h. O MSE, dado na equação (2.31), pode ser escrito como:

MSEm(x̂t(n,m0)+h) = σ2
mMSE(ẑt(n,m0)+h). (2.32)

Portanto, o MSE de uma previsão x̂t(n,m0)+h da série original xt(n,m0)+h é proporci-

onal ao MSE da previsão da série padronizada ẑt(n,m0)+h e a constante de proporciona-

lidade é a variância mensal σ2
m.

MSE com um processo independente

Considerando que o processo xt(r,m), r = 1, . . . , n, m = 1, . . . , s é uma sequência de

variáveis aleatórias independentes, então, o processo padronizado zt(r,m), r = 1, . . . , n,

m = 1, . . . , s também é uma sequência de variáveis aleatórias independentes.

Para calcular o MSE da previsão x̂t(n,m0)+h considera-se a equação (2.31). Com a

hipótese de independência do processo zt(r,m), r = 1, . . . , n, m = 1, . . . , s, tem-se que:

E(zt(n,m0)+h|zt(n,m0), zt(n,m0)−1, . . .) = E(zt(n,m0)+h),

e, então, a previsão é dada por:

ẑt(n,m0)+h = E(zt(n,m0)+h),

e, portanto,

E(zt(n,m0)+h − ẑt(n,m0)+h)
2 = V ar(zt(n,m0)+h).
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Se o processo zt(r,m), r = 1, . . . , n, m = 1, . . . , s é um processo estacionário no sen-

tido fraco, então tem-se que V ar(zt(r,m)) = V ar(zt(r,m)+h) = σ2
z para qualquer t(r,m).

Portanto, com a suposição de independência, o MSE da previsão x̂t(n,m0)+h é dado por:

MSEm(x̂t(n,m0)+h) = σ2
mσ

2
z . (2.33)

Nota: Teoricamente, a relação (2.1) assegura que V ar(zt(r,m)) = 1, mas, na prá-

tica, se constata que σ2
z ≈ 1 e, portanto, do ponto de vista prático, a suposição de

independência leva a um MSEm(x̂t(n,m0)+h) ≈ σ2
m. A suposição de independência

feita para xt(r,m) implica em desprezar toda e qualquer informação vinda das observa-

ções {xt(n,m0), xt(n,m0)−1, . . .}. Se o único efeito das observações é diminuir o MSE da

previsão, então o MSE pode ser considerado como o maior erro quadrático médio da

previsão que se pode cometer, ou seja, σ2
m (a variância mensal incondicional) pode ser

considerada como um limitante superior para o erro quadrático médio da previsão para

qualquer mês de origem m0 e qualquer passo de previsão h.

2.4.3 MSE com um processo PAR(pm)

O modelo PAR(pm), dado pela equação (2.1), pode ser escrito como uma soma

infinita dos rúıdos aleatórios periódicos, dado por:

zt(r,m) =
∞∑
j=0

ψj,mat(r,m)−j com ψ0,m = 1, (2.34)

em que se obtém, para qualquer k inteiro, ψj,m = ψj,m+ks, e, portanto, o valor da série

zt(n,m0)+h, calculada h passos à frente, pode ser escrito usando-se um modelo PAR(pm),

como:

zt(n,m0)+h =
∞∑
j=0

ψj,mat(n,m0)+h−j, com ψ0,m = 1. (2.35)

Na equação (2.35) tem-se que t(n,m0) + h = t(n+ 1,m) e, por isso, os coeficientes

ψj,m, que multiplicam os rúıdos at(n,m0)+h−j, tem o ı́ndice m, que se refere ao mês para

o qual se considera a série zt(n+1,m).

Denota-se por ẑt(n,m0)+h, a previsão para zt(n,m0)+h calculada com h passos de ante-

cedência e usando-se um modelo PAR(pm). Então, ẑt(n,m0)+h deve ser escrita em fun-

ção dos valores passados zt(n,m0), zt(n,m0)−1, . . .. Consequentemente, usando a equação

(2.35), ẑt(n,m0)+h é escrita como uma função dos rúıdos passados at(n,m0), at(n,m0)−1, . . ..
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Além disto, suponha que ẑt(n,m0)+h é uma função linear. Então, denotando-se a melhor

previsão por:

ẑt(n,m0)+h =
∞∑
j=0

ψ∗h+j,mat(n,m0)−j, (2.36)

pode-se determinar os pesos ψ∗h+j,m que minimizem o erro quadrático médio da previsão.

Usando-se as equações (2.35) e (2.36), o erro de previsão, et(n,m0)+h = zt(n,m0)+h −
ẑt(n,m0)+h, do modelo PAR(pm), com passo de previsão h, é escrito em função dos

rúıdos aleatórios, como:

et(n,m0)+h =
∞∑
j=0

ψj,mat(n,m0)+h−j −

∞∑
j=0

ψ∗h+j,mat(n,m0)−j, (2.37)

em que a equação (2.37) pode ser reescrita como:

et(n,m0)+h =
h−1∑
j=0

ψj,mat(n,m0)+h−j − (2.38)

∞∑
j=0

(ψh+j,m − ψ∗h+j,m)at(n,m0)−j.

Considerando o MSE(ẑt(n,m0)+h) escrito em função do erro de previsão et(n,m0)+h,

dado por:

MSE(ẑt(n,m0)+h) = E(e2t(n,m0)+h
), (2.39)

então, tem-se da equação (2.39), que o mı́nimoMSE(ẑt(n,m0)+h) ocorre quando ψ∗h+j,m =

ψh+j,m, para j = 0, 1, . . .. Sendo os rúıdos aleatórios at(n,m0)+h−j, j = 0, . . . , h − 1

não correlacionados e periodicamente estacionários, tem-se que V ar(at(n,m0)+h−j) =

V ar(am0+h−j) = τ 2m0+h−j, para j = 0, . . . , h− 1. A estacionariedade periódica permite

escrever que τ 2m0+h−j = τ 2i para i = 1, . . . , s. Os ı́ndices i são associados com cada um

dos valores m0 + h− j por:



2.4 Previsão clássica 35

i =

 m0 + h− j − νs, se m0 + h− j 6= s

s, se m0 + h− j = s

 , (2.40)

em que ν = mod(m0 + h− j, s) representa a parte inteira da divisão entre m0 + h− j
e s. Então, o MSE(ẑt(n,m0)+h) do modelo PAR(pm) pode ser avaliado, em função dos

parâmetros do modelo e das variâncias dos reśıduos, como:

MSE(ẑt(n,m0)+h) = (τ 2m0+h
+ ψ2

1,mτ
2
m0+h−1 + · · ·

+ψ2
h−1,mτ

2
m0+1), (2.41)

em que τ 2m0+h−j = τ 2i , para i = 1, . . . , s.

Cálculo dos parâmetros ψj,m

Para calcular os parâmetros ψj,m, j = 1, . . . , h − 1 da equação (2.41), é necessário

escrever o modelo PAR(pm) na forma da equação (2.34). Para isto, adota-se um pro-

cedimento recursivo e, para facilitar os cálculos, supõe-se, sem perda de generalidade,

que os modelos PAR(pm) têm a mesma ordem p = max{pm}, para todos os meses

m = 1, . . . , s. Esta suposição pode ser feita adotando-se φk,m = 0 para pm < k ≤ p,

em todos os modelos com pm < p.

Para iniciar o procedimento recursivo de construção da equação (2.34), primeiro

considera-se o modelo PAR(pm) escrito como um modelo PAR(p), dado por:

zt(r,m) = φ1,mzt(r,m)−1 + φ2,mzt(r,m)−2 + · · ·

+ φp,mzt(r,m)−p + at(r,m). (2.42)

Em seguida, escreve-se o modelo PAR(p) para zt(r,m)−1 como segue:

zt(r,m)−1 = φ1,m−1zt(r,m)−2 + φ2,m−1zt(r,m)−3 + · · ·

+ φp,m−1zt(r,m)−1−p + at(r,m)−1. (2.43)

Substituindo (2.43) em (2.42), obtêm-se:
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zt(r,m) = at(r,m) + φ1,mat(r,m)−1 +

(φ1,mφ1,m−1 + φ2,m)zt(r,m)−2 + (2.44)

(φ1,mφ2,m−1 + φ3,m)zt(r,m)−3 + · · ·+

(φ1,mφp,m−1 + φp,m)zt(r,m)−p

e repetindo o procedimento para zt(r,m)−2, tem-se:

zt(r,m) = at(r,m) + φ1,mat(r,m)−1 + (φ1,mφ1,m−1 + φ2,m)at(r,m)−2+

+ [(φ1,mφ1,m−1 + φ2,m)φ1,m−2+ (φ1,mφ2,m−1 + φ3,m)] zt(r,m)−3 + · · ·+

+ [(φ1,mφ1,m−1 + φ2,m)φp,m−2+ (φ1,mφp,m−1 + φp,m)] zt(r,m)−p.

(2.45)

Das equações (2.44) e (2.45), conclui-se que:

ψ1,m = φ1,m

ψ2,m = ψ1,mφ1,m−1 + φ2,m

ψ3,m = (φ1,mφ1,m−1 + φ2,m)φ1,m−2 +

φ1,mφ2,m−1 + φ3,m

= ψ2,mφ1,m−2 + ψ1,mφ2,m−1 + φ3,m

e, por indução, chega-se a fórmula geral dos coeficientes ψj,m, dada por:

ψj,m = φ1,m−j+1ψj−1,m + φ2,m−j+2ψj−2,m + · · ·

· · · +φj−1,m−1ψ1,m + φj,m. (2.46)

A equação (2.46) é válida para qualquer mês m, assim escreve-se, de forma geral, a

equação para ψj,m, como:

ψj,m =

j−1∑
k=0

φj−k,m−kψk,m. (2.47)
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Após serem ajustados os modelos PAR(pm), avalia-se o MSE(ẑt(n,m0)+h), dado em

(2.41), calculando-se recursivamente os coeficientes ψj,m com a equação (2.47). Usando-

se a equação (2.32), avalia-se o MSEm(x̂t(n,m0)+h) na escala original da série de vazões,

como se segue:

MSEm(x̂t(n,m0)+h) = σ2
m(τ 2m0+h

+ ψ2
1,mτ

2
m0+h−1 +

· · · +ψ2
h−1,mτ

2
m0+1). (2.48)

Portanto, o cálculo do MSEm(x̂t(n,m0)+h) envolve não só a estimativa dos coefici-

entes ψj,m, j = 1, . . . , h− 1, como também as estimativas das variâncias dos rúıdos τ 2i ,

para i = 1, . . . , s.

No limite, quando h→∞, tem-se que:

lim
h→∞

MSEm(x̂t(n,m0)+h) = σ2
m lim
h→∞

h−1∑
j=0

ψ2
j,mτ

2
i(m0,h)

,

com ψ0,m = 1, de forma que:

lim
h→∞

MSEm(x̂t(n,m0)+h) = σ2
m

∞∑
j=0

ψ2
j,mτ

2
j . (2.49)

Portanto, da equação (2.34), pode ser mostrado que a série da equação (2.49) cor-

responde à variância incondicional da série padronizada zt(r,m), que como pode ser vista

em (2.1), é igual a 1. Desta forma, pode-se afirmar que, no caso dos modelos PAR(pm),

a variância incondicional σ2
m é um limitante superior para o MSE da previsão para cada

mês.





Caṕıtulo

3

Modelo Autorregressivo Periódico -

Abordagem Bayesiana

Esse caṕıtulo tem por objetivo apresentar a metodologia de inferência bayesiana,

assim como os métodos MCMC. A seguir, apresenta-se as etapas de identificação,

estimação, seleção e previsão para os modelos PAR.

3.1 Inferência bayesiana

Fazer inferências é uma das principais finalidades da estat́ıstica. Na abordagem

clássica, os parâmetros desconhecidos são considerados fixos e toda a análise se res-

tringe às informações contidas na amostra dos dados. Segundo Paulino et al. (2003),

esta abordagem foi adotada, de forma quase unânime, pelos estat́ısticos durante a

primeira metade do século XX. No entanto, uma abordagem alternativa ressurge de-

vido aos avanços computacionais, a inferência bayesiana, que considera úteis todas as

informações dispońıveis para reduzir as incertezas na análise.

39



40 Caṕıtulo 3 — Modelo Autorregressivo Periódico - Abordagem Bayesiana

Portanto, a inferência bayesiana trata o parâmetro desconhecido como quantidade

aleatória e, consequentemente, permite incorporar algum conhecimento sobre esse, as-

sumindo, assim, distribuições de probabilidade, antes que os dados tenham sido cole-

tados (Box & Tiao, 1992). De maneira bem geral, a distribuição a priori é o principal

fator que diferencia a estat́ıstica clássica da bayesiana. Portanto, é alvo de cŕıtica para

muitos dos estat́ısticos clássicos, que alegam ser a situação a priori um processo sub-

jetivo, já que dois pesquisadores podem ter diferentes graus de incertezas sobre uma

quantidade desconhecida (Paulino et al., 2003).

Por meio do Teorema de Bayes, essa distribuição a priori para o vetor de parâmetros

θ de um modelo, π(θ), é combinada com a informação contida nos dados amostrais, ou

seja, a função de verossimilhança, L(θ|x), induzindo a uma distribuição a posteriori,

π(θ|x). Portanto, toda inferência é realizada usando-se a distribuição a posteriori e

esta informação pode ser resumida pela média, moda, mediana ou pelos intervalos

de credibilidade (Paulino et al., 2003). Dessa forma, a inferência bayesiana oferece

resultados mais completos, pois, além da verossimilhança, utiliza também a informação

a priori relativa aos parâmetros.

O Teorema de Bayes é fundamental na construção da inferência bayesiana e, basi-

camente, é o resultado de uma probabilidade condicional. Para o caso em que o vetor

de parâmetros θ é cont́ınuo, o Teorema é dado por:

π(θ|x) =
L(θ|x)π(θ)∫
L(θ|x)π(θ)dθ

(3.1)

e, no caso em que θ é discreto, tem-se:

π(θ|x) =
L(θ|x)π(θ)∑
L(θ|x)π(θ)

. (3.2)

Como nas expressões (3.1) e (3.2) o denominador independe do parâmetro θ, este

pode ser considerado como uma constante e, então, estas expressões podem ser repre-

sentadas por:

π(θ|x) ∝ L(θ|x)π(θ). (3.3)

Com a utilização dos métodos computacionais Monte Carlo via Cadeias de Markov

(MCMC) é posśıvel gerar amostras da densidade a posteriori sem conhecer a constante

normalizadora. Este fato permite fazer um sumário da densidade a posteriori usando

estimadores via simulação de Monte Carlo e, assim, a forma proporcional da densidade

a posteriori dada em (3.3) tornou-se bastante utilizada.
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3.1.1 Distribuição a priori não informativa

Existem algumas situações em que a informação dispońıvel a respeito do vetor de

parâmetros de interesse é pouco significativa e, assim, o uso de distribuições a priori

não informativas acarreta que a informação resultante na distribuição a posteriori se

refere apenas aos dados (Carlin & Louis, 1997).

Nestes casos, pode-se considerar uma distribuição a priori Uniforme, ou seja, π(θ) ∝
constante, pois os valores de θ são igualmente prováveis ou a densidade a priori de

Jeffreys (Jeffreys, 1961), que é invariante e imprópria e se baseia na informação de

Fisher.

3.2 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Segundo Paulino et al. (2003), para se inferir em relação a qualquer elemento de

θ, a distribuição conjunta a posteriori dos parâmetros deve ser integrada em relação a

todos os outros parâmetros que a constituem, ou seja, procura-se obter a distribuição

marginal de cada um dos parâmetros. A integração dessa distribuição, geralmente,

não é anaĺıtica, necessitando de algoritmos iterativos especializados denominados de

algoritmos MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

Uma cadeia de Markov é um processo estocástico no qual o próximo estado da

cadeia, ωt+1, depende somente do estado atual, ωt e dos dados e não da história passada

da cadeia (Gamerman & Lopes, 2006). Segundo este autor, as primeiras iterações são

influenciadas pelo estado inicial ω1 e são descartadas. Este peŕıodo é conhecido como

aquecimento da cadeia ou burn-in. Também se considera uma dependência entre as

observações subsequentes da cadeia e, para se obter uma amostra independente, as

observações finais devem ser obtidas a cada k iterações, sendo este valor conhecido

como salto, thin ou intervalo de amostragem.

A idéia dos métodos MCMC é obter uma amostra das distribuições marginais a

posteriori dos parâmetros de interesse, por meio de um processo iterativo, utilizando

as distribuições condicionais completas de cada parâmetro. Por sua vez, esses valo-

res gerados são considerados amostras aleatórias de uma determinada distribuição de

probabilidade, caracterizando, assim, o método de simulação de Monte Carlo. Dessa

forma, tem-se uma ação conjunta dos métodos, que resulta no processo MCMC, cujos

principais algoritmos são o Metropolis-Hastings e o amostrador de Gibbs.
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3.2.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings permite gerar uma amostra da distribuição

marginal dos parâmetros a partir das distribuições condicionais completas com formas

desconhecidas. Eles usam a idéia de que um valor é gerado a partir de uma distribuição

auxiliar ou candidata e este é aceito com uma dada probabilidade (Metropolis et al.,

1953; Hastings, 1970). O algoritmo de Metropolis-Hastings é estruturado da seguinte

maneira:

I. Inicialize o contador de iterações i = 0 e especifique valores iniciais θ(0) =

(θ
(0)
1 , ..., θ

(0)
d ), em que d representa o número de parâmetros;

II. Gere um novo valor θc da distribuição proposta q(.|θ1);
III. Calcule a probabilidade de aceitação α(θ1, θ

c) e gere u ∼ U(0, 1), em que U

representa a distribuicão Uniforme;

α(θ1, θ
c) = min

{
1,
π(θc|θ2, ..., θd)q(θ1|θc)
π(θ1|θ2, ..., θd)q(θc|θ1)

}
(3.4)

IV. Se u ≤ α, então aceite o novo valor e faça θi+1
1 = θc. Caso contrário, rejeite e

faça θi+1
1 = θi1;

V. Incremente o contador de i para i + 1 e volte ao passo II até atingir a conver-

gência.

Quando as distribuições condicionais completas possuem formas conhecidas, utiliza-

se um caso especial do algoritmo de Metropolis-Hastings, o amostrador de Gibbs, no

sentido de que seja fácil amostrar de seus elementos (Gelfand & Smith, 1990; Casella

& George, 1992). O amostrador de Gibbs é estruturado da seguinte maneira:

I. Inicialize o contador de iterações i = 0 e especifique os valores iniciais θ(0) =

(θ
(0)
1 , ..., θ

(0)
d );

II. Gere um novo valor θc da distribuição condicional conhecida;

III. Incremente o contador de i para i+ 1 e volte ao passo II até atingir a conver-

gência.

3.2.2 Avaliação da convergência

As técnicas MCMC constituem uma ótima ferramenta para a resolução de muitos

problemas na análise bayesiana, porém, apresentam algumas limitações. Entre elas,
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incluem-se, as influências dos valores iniciais da cadeia, a correlação entre os dados

gerados e a falta de convergência da cadeia.

Um procedimento útil na avaliação informal da convergência é a utilização de grá-

ficos. Segundo Gelman et al. (2004), os gráficos mais frequentes nesta análise são o

gráfico do parâmetro ao longo das iterações e um gráfico da estimativa da distribuição a

posteriori do parâmetro, por exemplo, um histograma ou uma densidade kernel. Outra

forma é o cálculo da função de autocorrelação da cadeia com determinados valores de

defasagens ou lags. Se a cadeia apresentar alta correlação, isto é um forte indicativo

de falta da convergência.

Para avaliar a convergência mais detalhadamente, alguns critérios foram desenvol-

vidos, entre os quais se pode destacar o critério de Gelman e Rubin (Gelman & Rubin,

1992) e o critério de Geweke (Geweke, 1992). Estes critérios estão implementados no

pacote BOA (Bayesian Output Analysis) que pode ser instalado no software livre R (R

Development Core Team, 2010).

O critério de Gelman e Rubin é baseado na comparação entre duas ou mais cadeias

paralelas. Ele analisa as variâncias dentro e entre as cadeias e utiliza esta informação

para estimar o fator pelo qual o parâmetro escalar da distribuição marginal a posteriori

deveria ser reduzido se a cadeia fosse repetida infinitas vezes. Este fator é expresso pelo

valor R̂ (fator de redução de escala potencial ou fator de diagnóstico da convergência)

e sugere que valores de R̂ próximos a 1 indicam que a convergência foi atingida para n

iterações.

O critério de Geweke propõe uma avaliação de convergência que se baseia no teste

de igualdade das médias da primeira e da última parte da cadeia, geralmente, dos

primeiros 10% e dos últimos 50%. Segundo o autor, a cadeia converge quando a maioria

dos dados está entre os limites de uma distribuição Normal padronizada.

3.3 Estimação dos parâmetros

Considerando o modelo autorregressivo periódico de ordem pm nas análises, o pro-

cesso de ajuste pode ser dividido, para cada peŕıodo m, em: identificação da ordem pm,

estimação dos parâmetros Φm = (φ1, φ2, ..., φpm) e τm, seleção do modelo e, finalmente,

a previsão da série.

No procedimento de identificação da ordem pm utiliza-se o critério BIC, já menci-

onado na seção (2.2). Em relação à estimação dos parâmetros, consideram-se, neste

estudo, os modelos com distribuição Normal, com distribuição Log-Normal e o modelo
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t-Student. A seguir, apresenta-se todas as etapas necessárias para o procedimento de

estimação bayesiana dos parâmetros.

3.3.1 Modelo Normal

A abordagem bayesiana para estimação dos parâmetros Φm e τm de um modelo

PAR(pm) inicia-se com a determinação da função de verossimilhança. Para o modelo

com distribuição Normal, esta é dada por:

Lm(Φm, τm|Zm) ∝ τ (n−1)/2m exp
{
−τm

2
[(Zm −XmΦ̂m)′(Zm −XmΦ̂m)]

}
exp

{
−τm

2
[(Φm − Φ̂m)′(X

′

mXm)(Φm − Φ̂m)]
}
.

Segundo Pagano (1978), pode-se assumir independência entre os parâmetros, o que

resulta em uma função de verossimilhança para cada mês.

Posteriormente, adota-se a densidade a priori não informativa de Jeffreys. Supõe-se

que Φm e τm sejam independentes e com distribuições a priori dadas, respectivamente,

por πm(Φm) ∝ constante e πm(τm) ∝ 1/τm, para τm > 0. Tem-se, assim, a densidade

conjunta a priori dada por:

πm(Φm, τm) ∝ 1/τm.

Combinando a função de verossimilhança com a densidade conjunta a priori obtém-

se a densidade conjunta a posteriori dada pela expressão:

πm(Φm, τm|Zm) ∝ τ ((n−1)/2)−1m exp
{
−τm

2
[(Zm −XmΦ̂m)′(Zm −XmΦ̂m)]

}
exp

{
−τm

2
[(Φm − Φ̂m)

′
(X

′

mXm)(Φm − Φ̂m)]
}
.

Apesar de se conseguir calcular analiticamente as densidades marginais a posteriori

utilizou-se aqui os procedimentos MCMC, por serem de fácil implementação computa-

cional e úteis em análises de previsão. Sendo assim, a partir da densidade conjunta a

posteriori determinam-se as densidades condicionais a posteriori para os parâmetros

Φm e τm, dadas, respectivamente, por:
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πm(Φm|τm,Zm) ∼ NM(Φ̂m, τ
−1
m (X

′

mXm)−1),

πm(τm|Φm,Zm) ∼ G((n− 1)/2, Bm/2),

em que Bm = [(Zm −XmΦ̂m)′(Zm −XmΦ̂m) + (Φm − Φ̂m)′(X
′

mXm)(Φm − Φ̂m)].

Como pode ser observado, as densidades condicionais a posteriori dos parâmetros

Φm e τm apresentam formas padronizadas dadas, respectivamente, pelas distribuições

Normal Multivariada e Gama e, assim, permitem o uso do amostrador de Gibbs.

3.3.2 Modelo Log-Normal

Caso haja necessidade, pode-se usar uma transformação, com o objetivo de corri-

gir problemas tais como a heterocedasticidade e/ou não-normalidade nos reśıduos do

modelo PAR ajustado para a série. Neste trabalho, será considerada apenas a trans-

formação logaŕıtmica, ou seja, λ = 0 , sendo esta associada à suposição de um modelo

Log-Normal.

Assim, a série transformada e padronizada é dada por:

zt(r,m) =
log(x̃t(r,m))− µLNm

σLNm
,

em que µLNm e σLNm representam, respectivamente, a média e o desvio padrão da série

transformada para cada mês.

3.3.3 Modelo t-Student

Neste trabalho, discute-se também a aplicação do modelo com caudas pesadas, ou

seja, com distribuição t-Student para séries temporais periódicas. Muitas séries de

vazões apresentam este comportamento e é importante na adequação destas séries a

definição de um modelo que captura a caracteŕıstica de caudas pesadas. Tipicamente,

nestes casos, a solução seria transformar a série a fim de se obter um comportamento

aproximadamente Normal. Sendo assim, propõe-se um modelo que permita uma repre-

sentação mais confiável de séries de vazões médias mensais sem preliminares transfor-

mações.
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Em particular, pode-se escrever a distribuição t-Student como uma mistura da

distribuição Normal com a distribuição Gama da seguinte forma:

tSt(µ, τ−1, v) =

∫ ∞
0

fN(z|µ, [wτ ]−1)fG(w|v/2, v/2)dw,

em que fN(z|µ, [wτ ]−1) representa uma distribuição Normal dada por:

f(z|w) ∝ (wτ)1/2 exp

{
−wτ

2
(z − µ)2

}

e fG(w|v/2, v/2) representa a distribuição Gama dada por:

f(w) ∝ w(v/2)−1 exp

{
−wv

2

}
,

em que v representa o grau de liberdade e controla o peso nas caudas e w é a variável

latente.

Em um primeiro momento, foram adotadas distribuições a priori para o parâmetro

grau de liberdade v. Assim, definiu-se, como primeiro caso, a utilização da distribuição

a priori não informativa de Jeffreys, dada por:

πm(v) ∝
{

2h(v)− ψ(2) ((v + 1)/2) + ψ(2) (v/2)− 2/v
}1/2

,

em que ψ(2)(z) é a função trigama de z e h(v) = 2
v+1
− v+2

v(v+3)
.

Em um segundo caso, foi adotada a distribuição exponencial deslocada como dis-

tribuição a priori para v, ou seja, πm(v) = exp {−(v − 2)}. Após, este parâmetro foi

considerado fixo, pois não representa um parâmetro de interesse e, assim, foi adotado

um valor constante nas análises, sendo escolhido, após uma análise de sensibilidade, o

valor v=3. Como os resultados apresentados neste caso foram superiores aos outros

casos, apresenta-se, na sequência, a análise bayesiana apenas para esse caso.

Assim, a abordagem bayesiana para estimação dos parâmetros inicia-se com a de-

terminação da função de verossimilhança. Para o modelo com distribuicao t-Student,

esta é dada por:
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Lm(Φm, τm, w|Zm) ∝ wn(v−1)/2τ (n/2)m exp

{
−w(τmBm + nv)

2

}
.

Combinando a função de verossimilhança com a distribuição a priori não informa-

tiva conjunta πm(Φm, τm) ∝ 1/τm, obtém-se a densidade conjunta a posteriori dada

por:

πm(Φm, τm, w|Zm) ∝ wn(v−1)/2τ (n/2)−1m exp

{
−w(τmBm + nv)

2

}
.

A partir da densidade conjunta a posteriori determinam-se as distribuições condi-

cionais a posteriori dadas por:

πm(Φm|τm, w,Zm) ∼ NM(Φ̂m, (wτm)−1(X
′

mXm)−1),

πm(τm|Φm, w,Zm) ∼ G(n/2, (wBm)/2),

πm(w|Φm, τm,Zm) ∼ G

(
n(v − 1) + 2

2
,
(τmBm + nv)

2

)
.

Como se pode observar, as densidades condicionais a posteriori dos parâmetros Φm,

τm e da variável latente w apresentam formas padronizadas que são dadas, respectiva-

mente, pelas distribuições Normal Multivariada, Gama e Gama e, assim, permitem o

uso do amostrador de Gibbs.

3.4 Seleção de modelos

A seleção de modelos pode ser realizada por meio de muitos métodos propostos na

literatura. Entre estes, destacam-se o BIC, já mencionado, o DIC (Deviance Infor-

mation Criterion), proposto por Spiegelhalter et al. (2002) e o critério da densidade

preditiva ordenada (CPO), proposto por Gelfand & Dey (1994).

O DIC é um critério de informação em que o número efetivo de parâmetros é definido

como di = D̄i − D(Φ̃m,i), em que D(Φm,i) = −2 logLi(Φm,i|x) é a função desvio ou

deviance, Φ̃m,i = E[Φm,i|x,Mi] e D̄i = E[D(Φm,i|x,Mi)]. Assim, o critério é definido
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por DIC(Mi) = −2 logLi(Φ̃m,i|x) + 2di, com D̄i e di representando, respectivamente,

medidas do ajuste e da complexidade do modelo. O DIC generaliza o AIC e os menores

valores de DIC determinam os melhores modelos. Computacionalmente, o DIC é bem

atrativo, pois este pode ser facilmente incorporado às rotinas MCMC. Para propósitos

computacionais, o DIC pode ser reescrito como DIC(Mi) = 2D̄i −D(Φ̃m,i).

O critério da CPO para as observações Zn+k dado Zn+k−1 = (Z1, ..., Zn, ..., Zn+k−1)

e os parâmetros Φ e τ pode ser especificado para um modelo Mp, como um AR(pm),

da seguinte forma:

c
Mp

k = f(Zn+k|Zn+k−1) ∝
∫
Φ

∫
τ

τ 1/2 exp

−τ2
(
Zn+k −

pm∑
i=1

ΦiZn+k−i

)2


π(Φ, τ |Z)dΦdτ,

(3.5)

em que π(Φ, τ |Z) é a densidade a posteriori conjunta para os parâmetros Φ e τ e Mp

é o modelo que está sendo avaliado, no caso, um AR(pm).

Usando as amostras geradas pelos algoritmos MCMC, a equação (3.5) pode ser

aproximada pelo estimador de Monte Carlo dado por:

f̂(Zn+k|Zn+k−1) =
1

T

T∑
i=1

τ 1/2(j) exp

−τ (j)2

(
Zn+k −

pm∑
i=1

Φ
(j)
i,mZn+k−i

)2


π(Φ(j), τ (j)|Z),

(3.6)

em que T representa o tamanho da amostra final nos processos MCMC.

A estimativa ĉ
Mp

k = f̂(Zn+k|Zn+k−1) pode ser usada nos processos de seleção do

modelo. Esta etapa pode ser ilustrada pelo gráfico de c
Mp

k versus i (i = 1, ..., K)

para cada um dos modelos Mp. O critério da CPO a ser usado na seleção do melhor

modelo Mp está na escolha do valor máximo de CMp =
∏K

k=1 c
Mp

k . Costuma-se calcular

logCMp =
∑K

k=1 log c
Mp

k .

A seguir, apresenta-se os procedimentos para previsão bayesiana. Uma vantagem

da previsão usando a abordagem bayesiana é que esta pode ser calculada facilmente

usando técnicas de simulação MCMC.
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3.5 Previsão bayesiana

Em muitas ocasiões, dada a informação amostral, pode-se ter interesse em fazer

inferência sobre algum valor que ainda não foi observado, isto é, fazer uma previsão

para um valor futuro. Na análise bayesiana, a função densidade de probabilidade

para um valor ainda não observado, dada a informação amostral, é conhecida como

densidade preditiva para o valor futuro.

Assim, calcula-se a previsão para o mês m, Ẑt(n+1,m), usando a função densidade

preditiva bayesiana, condicionada às observações Zm = (Zt(1,m), ..., Zt(n,m)), dada por:

fm(Zt(n+1,m)|Zm) =

∫
Φm

∫
τm

fm(Zt(n+1,m)|Φm, τm,Zm)

πm(Φm, τm|Zm)dΦmdτm,

(3.7)

em que πm(Φm, τm|Zm) é a densidade a posteriori dos parâmetros Φm e τm e a ex-

pressão fm(Zt(n+1,m)|Φm, τm,Zm) é a função densidade de Zt(n+1,m), condicionada aos

dados Zm e aos parâmetros Φm e τm. Desta forma, tem-se que:

fm(Zt(n+1,m)|Zm) = E[fm(Zt(n+1,m)|Φm, τm,Zm)]. (3.8)

3.5.1 Densidade preditiva um passo a frente

Conforme visto, a densidade preditiva bayesiana é a densidade de valores futuros

condicionada às observações passadas. Como exemplo, considere a densidade preditiva

um passo a frente, Zt(n+1,1), para o mês de janeiro m = 1 condicionado às observações

Z1 = (Zt(1,1), ..., Zt(n,1)). Portanto, tem-se:

fm(Zt(n+1,1)|Z1) =

∫
Φ1

∫
τ1

fm(Zt(n+1,1)|Φ1, τ1,Z1)

π1(Φ1, τ1|Z1)dΦ1dτ1,

(3.9)

isto é,

f1(Zt(n+1,1)|Z1) = E[f1(Zt(n+1,1)|Φ1, τ1,Z1)]. (3.10)



50 Caṕıtulo 3 — Modelo Autorregressivo Periódico - Abordagem Bayesiana

A solução da expressão (3.9) é dif́ıcil de ser obtida analiticamente e uma alternativa

é utilizar os métodos de simulação MCMC. Para isso, sejam as amostras Φ
(j)
1 , τ

(j)
1 ,

j = 1, 2, ..., T , geradas a partir de um algoritmo MCMC. Um estimador para (3.9)

pode ser dado por:

E[Zt(n+1,1)|Z1] =

∫ +∞

−∞
Zt(n+1,1)f1(Zt(n+1,1)|Z1)dZt(n+1,1). (3.11)

Substituindo a equação (3.9) em (3.11) e mudando a ordem de integração, a equação

(3.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

E[Zt(n+1,1)|Z1] =

∫
Φ1

∫
τ1

E[(Zt(n+1,1)|Φ1, τ1,Z1)]

π1(Φ1, τ1|Z1)dΦ1dτ1.

(3.12)

Assim, um estimador para a expressão (3.12) considerando as amostras MCMC

Φ
(j)
1 , τ

(j)
1 é dado por:

Ê[Zt(n+1,1)|Z1] =
1

T

T∑
j=1

E[(Zt(n+1,1)|Φ(j)
1 , τ

(j)
1 ,Z1)], (3.13)

em que a equação (3.13) fornece a estimativa para a previsão de Zt(n+1,1), denotada

por Ẑt(n+1,1) = Ê[Zt(n+1,1)|Z1]. Nota-se também a simplicidade no cálculo da previsão

com o uso de algoritmos computacionais MCMC.

Agora, usando um modelo PAR(p1), tem-se que:

Zt(n+1,1) =

p1∑
i=1

φi,1Zt(n+1,1)−i + at(n+1,1), (3.14)

em que at(n+1,1) ∼ N(0, τ−11 ).

A função densidade de probabilidade de Zt(n+1,1), condicionada a todos os parâme-

tros do modelo e às observações passadas é dada por:

f1(Zt(n+1,1)|Φ1, τ1) ∝ τ
1/2
1

exp

−τ1
2

(
Zt(n+1,1) −

p1∑
i=1

φi,1Zt(n+1,1)−i

)2
 . (3.15)

A densidade preditiva bayesiana de Zt(n+1,1) dados Φ1, τ1 e Z1 tem valor esperado

dado por:
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E[Zt(n+1,1)|Φ1, τ1,Z1] =

p1∑
i=1

φi,1Zt(n+1,1)−i. (3.16)

Observa-se que Zt(n+1,1) = Zns+1 e os valores passados são dados por Zt(n+1,1)−1 =

Zns, Zt(n+1,1)−2 = Zns−1, ..., Zt(n+1,1)−p1−1 = Zns−p1 . Dessa forma, tem-se:

E[Zt(n+1,1)|Φ(j)
1 , τ

(j)
1 ,Z1] =

p1∑
i=1

φ
(j)
i,1Zns−i. (3.17)

A substituição da equação (3.17) em (3.16) mostra que a previsão do valor Zt(n+1,1)

pode ser facilmente calculada usando-se os métodos MCMC.

Para comparar a capacidade preditiva dos modelos propostos, via inferência baye-

siana, utiliza-se os erros de previsão, que comparam os valores previstos (Ẑt(n+h,m))

com os valores observados (Zt(n+h,m)) para a série de vazões médias mensais, em que h

representa o horizonte de previsão. Estes erros são representados pelo erro quadrático

médio (MSE), erro absoluto médio (MAD) e o erro percentual absoluto médio (MAPE),

H passos à frente, dados, respectivamente, por:

MSE =
1

H

H∑
h=1

(Zt(n+h,m) − Ẑt(n+h,m))
2,

MAD =
1

H

H∑
h=1

|Zt(n+h,m) − Ẑt(n+h,m)|,

MAPE =
100

H

H∑
h=1

∣∣∣∣∣(Zt(n+h,m) − Ẑt(n+h,m))

Zt(n+h,m)

∣∣∣∣∣ .
Como as previsões não são perfeitas, o objetivo é tentar reduzir os erros de previsão.





Caṕıtulo

4
Geração de Séries Sintéticas

Este caṕıtulo trata o problema da geração de séries sintéticas de vazões médias

mensais. Em um primeiro momento, são abordadas algumas considerações iniciais

e, posteriormente, são introduzidas a distribuição Log-Normal com três parâmetros,

o desenvolvimento para a geração de séries sintéticas multivariadas, o modelo Log-

Normal generalizado para geração univariada via estimação bayesiana e, por último,

um critério de validação das séries geradas.

4.1 Introdução

O histórico de vazões médias mensais dispońıvel para o ajuste dos modelos é uma

série temporal que consiste em uma das posśıveis realizações do processo estocástico

gerador. O objetivo é, portanto, dado um modelo autorregressivo periódico ajustado à

série original, aproximar o comportamento estocástico e, sinteticamente, gerar tantas

novas séries temporais quanto se queira, diferentes do histórico original, mas igualmente

posśıveis do ponto de vista estat́ıstico.

O problema do planejamento anual da operação energética apresenta caracteŕıs-

tica estocástica, pois não se conhece antecipadamente as vazões referentes às usinas

53
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hidrelétricas. Essas vazões interferem significativamente na operação de sistemas hi-

drotérmicos, visto que as decisões futuras e, consequentemente, a poĺıtica de operação,

dependem dos cenários de vazões. Assim, é de fundamental importância desenvolver

um modelo eficiente para geração das vazões. Portanto, faz-se necessário apresentar

uma metodologia para transformar a série de observações, isto é, o histórico de vazões

médias mensais, em um procedimento adequado para geração das séries sintéticas.

Muitos pesquisadores consideram que os reśıduos no ajuste dos modelos PAR apre-

sentam distribuição Normal e uma posśıvel não-normalidade pode ser corrigida por

transformações, tais como a transformação de Box & Cox (1964). Entretanto, como

essas séries sintéticas geradas são utilizadas em modelos que calculam as estratégias óti-

mas de operação de um sistema multireservatórios, baseados em programação dinâmica

dual estocástica, o modelo de geração de séries sintéticas deve ser aplicado diretamente

à série temporal original e deve ser capaz de lidar com reśıduos que apresentem um

forte coeficiente de assimetria.

Nesta tese um modelo Log-Normal com três parâmetros aos reśıduos mensais foi

proposto. A seguir, apresenta-se os passos para modelagem dos rúıdos que são usados

nos processos de geração de séries sintéticas.

4.2 Modelo Log-Normal com três parâmetros

O primeiro passo para construir um sistema que possa gerar séries sintéticas de

vazões consiste em ajustar um modelo à série histórica. Neste trabalho, considera-se,

para modelar a correlação temporal entre as vazões mensais, os modelos PAR(pm),

dado por (2.1). Uma restrição ao uso destes modelos, para geração de séries de vazões

mensais, é que o modelo deve sempre gerar uma vazão xt(r,m) > x0, em que x0 representa

o valor mı́nimo de vazão em um determinado mês. Para atender esta restrição, os rúıdos

at(r,m) devem satisfazer a condição:

at(r,m) > x0 −
(
µm
σm

)
−

pm∑
j=1

φj,m

(
xt(r,m)−j − µm−j

σm−j

)
. (4.1)

No entanto, para a geração de séries sintéticas é fundamental a consideração de mo-

delos probabiĺısticos desta série para que se possa gerar tantas séries temporais quanto

sejam necessárias. A análise de séries de vazões reais revela que, geralmente, estas

séries têm uma distribuição de probabilidade assimétrica. Portanto, os modelos de ge-

ração de séries sintéticas, os quais são ajustados diretamente à série temporal original,

devem ser capaz de lidarem com rúıdos que apresentem um forte coeficiente de assime-
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tria. Além disso, é necessário que a distribuição dos rúıdos at(r,m) seja adequadamente

definida para que a restrição imposta pela equação (4.1) seja satisfeita.

A solução adotada, segundo Stedinger & Taylor (1982), foi ajustar uma distribuição

Log-Normal com três parâmetros para os rúıdos at(r,m). Portanto, supõe-se que at(r,m)

tem uma distribuição Log-Normal com três parâmetros, tal que se pode definir um

processo aleatório ξt(r,m), com distribuição Normal N(µ
(ξ)
m , σ

(ξ)2
m ), que está relacionado

ao processo at(r,m) pela equação:

ξt(r,m) = log(at(r,m) + τm). (4.2)

A equação (4.2) impõe uma nova restrição para at(r,m), ou seja, at(r,m) > −τm.

Portanto, comparando-se as equações (4.1) e (4.2), tem-se uma posśıvel definição para

o parâmetro τm dada por:

τm =
µm − x0
σm

+

pm∑
j=1

φj,m

(
xt(r,m)−j − µm−j

σm−j

)
. (4.3)

Os parâmetros µ
(ξ)
m e σ

(ξ)2
m devem ser calculados de forma a preservar os dois pri-

meiros momentos do rúıdo at(r,m), denotados por E(at(r,m)) = µ
(a)
m e V ar(at(r,m)) =

σ
(a)2
m . Isto é feito usando-se as relações entre os parâmetros da distribuição Normal

N(µ
(ξ)
m , σ

(ξ)2
m ) e os da distribuição Log-Normal com três parâmetros LN(µ

(a)
m , σ

(a)2
m , τm)

dadas por:

µ(ξ)
m =

1

2
log

(
σ
(a)2
m

θ2m − θm

)
, (4.4)

σ(ξ)2
m = log(θm), (4.5)

em que θm é definido por:

θm = 1 +
σ
(a)2
m

(µ
(a)
m − τm)2

. (4.6)

Portanto, após a identificação da ordem pm e o ajuste dos modelos PAR(pm), estima-

se σ
(a)2
m e τm com as equações (2.2) e (4.3) e os parâmetros µ

(ξ)
m e σ

(ξ)2
m são estimados

com as equações (4.4) - (4.6).

Um modelo para geração de uma série sintética de vazões mensais pode ser obtido

substituindo na equação (2.1), o valor do rúıdo at(r,m) retirado da equação (4.2) dada

por:
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at(r,m) = exp{ξt(r,m)} − τm. (4.7)

Substituindo em (4.7) a expressão de τm dada em (4.3) e, após algumas manipu-

lações algébricas, obtém-se uma equação final para a geração de uma vazão sintética

xt(r,m), para o mês m do ano r. Esta equação final é dada por:

xt(r,m) = x0 + σm exp{ξt(r,m)}. (4.8)

Portanto, um algoritmo para gerar uma série de vazões sintéticas é constitúıdo dos

seguintes passos:

Algoritmo para geração de série sintética

1. Considere o modelo PAR(pm) ajustado e calcule as estimativas dos rúıdos, at(r,m),

para r = 2, . . . , n e m = 1, . . . , s, com

ât(r,m) =

(
xt(r,m) − µ̂m

σ̂m

)
−

{
pm∑
j=1

φ̂j,m

(
xt(r,m)−j − µ̂m−j

σ̂m−j

)}
.

2. Calcule as estimativas para µ
(a)
m , a média do reśıduo para o mês m e σ

(a)2
m , a

variância do reśıduo para o mês m, m = 1, . . . , s, com

µ̂(a)
m =

1

n− 1

n∑
r=2

ât(r,m),

σ̂(a)2
m =

1

n− 2

n∑
r=2

(
ât(r,m) − µ̂(a)

m

)2
.

3. Faça m = 1, r = n+ 1.

4. Com as vazões iniciais {xt(r,m)−1, . . . , xt(r,m)−pm} conhecidas, calcule a estimativa

de τm com

τ̂m =

(
µ̂m − x0
σ̂m

)
+

pm∑
j=1

φ̂j,m

(
xt(r,m)−j − µ̂m−j

σ̂m−j

)
.
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5. Calcule as estimativas dos parâmetros θm, µ
(ξ)
m e σ

(ξ)2
m com:

θ̂m = 1 +
σ̂
(a)2
m

(µ̂
(a)
m − τ̂m)2

,

σ̂(ξ)2
m = log(θ̂m),

µ̂(ξ)
m =

1

2
log

(
σ̂
(a)2
m

θ̂2

m − θ̂m

)
.

6. Gere o processo ξt(r,m) ∼ N(µ̂(ξ)
m , σ̂

(ξ)2
m ).

7. Gere a vazão xt(r,m), com

xt(r,m) = x0 + σ̂m exp{ξt(r,m)}.

8. Se m < s, faça m = m + 1 e volte para o Passo 4. Caso contrário, vá para o

Passo 9.

9. Faça m = 1, r = r + 1 e volte para o Passo 4 e atualiza o ano.

Repetindo-se este procedimento recursivamente, tem-se como resultado a geração de

uma série sintética de vazões mensais, cuja correlação temporal é representada por um

modelo PAR(pm) e a série tem distribuição Log-Normal com três parâmetros. Observa-

se que a dependência entre as vazões xt(r,m) e xt(r,m)−j são consideradas no modelo por

meio do parâmetro τm introduzido no cálculo dos parâmetros µ
(ξ)
m e σ

(ξ)2
m .

A geração de séries sintéticas univariadas usando o modelo Log-Normal com três

parâmetros é amplamente destacada na literatura. Neste trabalho, é desenvolvida uma

abordagem multivariada deste modelo para geração de vazões médias mensais.

4.3 Modelo Log-Normal com três parâmetros multiva-

riado

A modelagem de séries de vazões médias mensais para um conjunto de usinas é

amplamente utilizada no planejamento da operação dos sistemas de recursos h́ıdricos de

grande porte. Esta modelagem, adotada pelo Setor Elétrico Brasileiro, abrange vastas

regiões, ou seja, mais de uma bacia hidrográfica e, assim, é desejável que os estudos

com modelos estocásticos multivariados sobre geração de séries sintéticas preservem a

correlação espacial das vazões entre os diferentes locais.
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O modelo utilizado pelo Setor Elétrico Brasileiro é o GEVAZP (CEPEL, 2002). Este

utiliza a abordagem paramétrica, considerando uma distribuição Log-Normal de três

parâmetros, para cada mês, ajustada aos rúıdos de cada posto. Na parte multivariada,

este modelo considera uma multiplicação do vetor de rúıdos normais independentes

por uma matriz de carga, resultando em rúıdos normais espacialmente correlacionados.

A correlação espacial é considerada única para todos os estágios de geração, sendo a

matriz de carga estimada a partir da matriz de correlações espaciais das vazões.

Nesta tese é proposto o modelo Log-Normal com três parâmetros multivariado, em

que não se considera a etapa de utilização da matriz de carga. Todo o desenvolvimento

deste modelo é apresentado, a seguir. Posteriormente, este modelo será comparado

com o modelo GEVAZP.

Considerando n-usinas, tem-se que para cada usina i = 1, ..., n associa-se um modelo

PAR(pm), dado por:

(
x
(i)
t(r,m) − µ

(i)
m

σ
(i)
m

)
=

p
(i)
m∑
j=1

φ
(i)
j,m

(
x
(i)
t(r,m)−j − µ

(i)
m−j

σ
(i)
m−j

)
+ a

(i)
t(r,m). (4.9)

Considerando as restrições x
(i)
t(r,m) ≥ x

(i)
0 , para cada usina i = 1, ..., n, tem-se:

a
(i)
t(r,m) ≥

x
(i)
0

σ
(i)
m

− µ
(i)
m

σ
(i)
m

−
p
(i)
m∑
j=1

φ
(i)
j,m

(
x
(i)
t(r,m)−j − µ

(i)
m−j

σ
(i)
m−j

)
. (4.10)

Considera-se que a
(i)
t(r,m) são rúıdos com distribuição Log-Normal com três parâme-

tros, tal que existe um processo gaussiano ξ
(i)
t(r,m) dado por:

ξ
(i)
t(r,m) = log(a

(i)
t(r,m) + τ (i)m ), (4.11)

com

τ (i)m =
−x(i)0

σ
(i)
m

+
µ
(i)
m

σ
(i)
m

+

p
(i)
m∑
j=1

φ
(i)
j,m

(
x
(i)
t(r,m)−j − µ

(i)
m−j

σ
(i)
m−j

)
. (4.12)

Denota-se, na sequência, a seguinte notação:

b
(i)
t(r,m) = a

(i)
t(r,m) + τ (i)m . (4.13)

Desta forma, tem-se:

E[b
(i)
t(r,m)] = E[a

(i)
t(r,m)] + τ (i)m , (4.14)
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V ar[b
(i)
t(r,m)] = V ar[a

(i)
t(r,m)], (4.15)

Cov[b
(i)
t(r,m), b

(j)
t(r,m)] = Cov[a

(i)
t(r,m), a

(j)
t(r,m)]. (4.16)

Denota-se também:

γ
(a)
(i,j) = Cov[a

(i)
t(r,m), a

(j)
t(r,m)]. (4.17)

Usando ξ
(i)
t(r,m), i = 1, ..., n, tem-se que:

ξ
(i)
t(r,m) = log(b

(i)
t(r,m)). (4.18)

Considerando o processo n-dimensional:

ξt(r,m) ∼ N(µ(ξ)
m ,Σ(ξ)

m ), (4.19)

em que µ
(ξ)
m = (µ

(1)
m , µ

(2)
m , · · · , µ(n)

m )t e a matriz de covariância é dada por:

Σ(ξ)
m =



γ
(ξ)
m (1, 1) γ

(ξ)
m (1, 2) γ

(ξ)
m (1, 3) · · · γ

(ξ)
m (1, n)

γ
(ξ)
m (2, 1) γ

(ξ)
m (2, 2) γ

(ξ)
m (2, 3) · · · γ

(ξ)
m (2, n)

γ
(ξ)
m (3, 1) γ

(ξ)
m (3, 2) γ

(ξ)
m (3, 3) · · · γ

(ξ)
m (3, n)

...
...

...
. . .

...

γ
(ξ)
m (n, 1) γ

(ξ)
m (n, 2) γ

(ξ)
m (n, 3) · · · γ

(ξ)
m (n, n)


,

tal que

γ(ξ)m (i, j) = Cov[ξ
(i)
t(r,m), ξ

(j)
t(r,m)]. (4.20)

Vamos relacionar γ
(ξ)
m (i, j) com γ

(a)
m (i, j).

Tem-se que:

µ(ξ)
m (i) = E[ξ

(i)
t(r,m)] γ(ξ)m (i, i) = V ar[ξ

(i)
t(r,m)], (4.21)

µ(b)
m (i) = E[b

(i)
t(r,m)] γ(b)m (i, i) = V ar[b

(i)
t(r,m)], (4.22)

ξ
(i)
t(r,m) = log(b

(i)
t(r,m)) b

(i)
t(r,m) = exp(ξ

(i)
t(r,m)). (4.23)
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Portanto, para i = 1, 2, · · · , n, segue que:

µ(b)
m (i) = E[exp(ξ

(i)
t(r,m))] = exp

[
µ(ξ)
m (i) +

1

2
γ(ξ)m (i, i)

]
, (4.24)

γ(b)m (i, i) = V ar[exp(ξ
(i)
t(r,m))] = exp[2µ(ξ)

m (i) + γ(ξ)m (i, i)][exp(γ(ξ)m (i, i))− 1]. (4.25)

Relacionando (4.24) e (4.25), tem-se que:

[µ(b)
m (i)]2 = exp[2µ(ξ)

m (i) + γ(ξ)m (i, i)] (4.26)

γ
(b)
m (i, i)

[µ
(b)
m (i)]2

= exp(γ(ξ)m (i, i))− 1 (4.27)

γ(ξ)m (i, i) = log

[
1 +

γ
(b)
m (i, i)

[µ
(b)
m (i)]2

]
. (4.28)

Substituindo γ
(ξ)
m (i, i) em (4.24) , tem-se que:

µ(ξ)
m (i) = log

{
µ(b)
m (i)− 1

2
log

[
1 +

γ
(b)
m (i, i)

[µ
(b)
m (i)]2

]}
. (4.29)

Resumindo, tem-se:

θm(i) = 1 +
γ
(b)
m (i, i)

[µ
(b)
m (i)]2

, (4.30)

γ(ξ)m (i, i) = log[θm(i)], (4.31)

µ(ξ)
m (i) =

1

2
log

[
γ
(b)
m (i, i)

θ2m(i)− θm(i)

]
, (4.32)

em que:

µ(b)
m (i) = µ(a)

m (i) + τm(i), (4.33)
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γ(b)m (i, i) = γ(a)m (i, i). (4.34)

O cálculo da covariância segue da seguinte maneira:

γ(b)m (i, j) = E{[b(i)t(r,m) − µ
(b)
m (i)][b

(j)
t(r,m) − µ

(b)
m (j)]},

= E[b
(i)
t(r,m)b

(j)
t(r,m)]− µ

(b)
m (i)µ(b)

m (j).
(4.35)

Calculando o valor esperado cruzado:

E[b
(i)
t(r,m)b

(j)
t(r,m)] = E{exp[ξ

(i)
t(r,m)] exp[ξ

(j)
t(r,m)]},

= E{exp[ξ
(i)
t(r,m) + ξ

(j)
t(r,m)]},

= exp

{
E[ξ

(i)
t(r,m)] + E[ξ

(j)
t(r,m)] +

1

2
V ar[ξ

(i)
t(r,m) + ξ

(j)
t(r,m)]

}
,

= exp

{
µ(ξ)
m (i) + µ(ξ)

m (j) +
1

2
V ar[ξ

(i)
t(r,m) + ξ

(j)
t(r,m)]

}
.

(4.36)

O cálculo da variância da soma é dado por:

V ar[ξ
(i)
t(r,m) + ξ

(j)
t(r,m)] = V ar[ξ

(i)
t(r,m)] + V ar[ξ

(j)
t(r,m)] + 2Cov[ξ

(i)
t(r,m), ξ

(j)
t(r,m)],

= γ(ξ)m (i, i) + γ(ξ)m (j, j) + 2γ(ξ)m (i, j).
(4.37)

Substituindo, tem-se:

E[b
(i)
t(r,m)b

(j)
t(r,m)] = exp{µ(ξ)

m (i) + µ(ξ)
m (j)+

+ 0.5[γ(ξ)m (i, i) + γ(ξ)m (j, j) + 2γ(ξ)m (i, j)]}.
(4.38)

Assim, o cálculo da covariância é dado por:

γ(b)m (i, j) = exp{µ(ξ)
m (i) + µ(ξ)

m (j) + 0.5[γ(ξ)m (i, i) + γ(ξ)m (j, j)]}

exp{γ(ξ)m (i, j)} − µ(b)
m (i)− µ(b)

m (j).
(4.39)
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Sendo,

µ(b)
m (i) = exp[µ(ξ)

m (i) + 0.5γ(ξ)m (i, i)]. (4.40)

e

µ(b)
m (j) = exp[µ(ξ)

m (j) + 0.5γ(ξ)m (j, j)]. (4.41)

Então,

γ(b)m (i, j) = exp{µ(ξ)
m (i) + µ(ξ)

m (j) + 0.5[γ(ξ)m (i, i) + γ(ξ)m (j, j)]}{exp[γ(ξ)m (i, j)]− 1}.

(4.42)

Considerando os termos:

µ(ξ)
m (i) + µ(ξ)

m (j) + 0.5[γ(ξ)m (i, i) + γ(ξ)m (j, j)] = 0.5 log

[
γ
(b)
m (i, i)

θ2m(i)− θm(i)

]
+

+ 0.5 log

[
γ
(b)
m (j, j)

θ2m(j)− θm(j)

]
+ 0.5{log[θm(i)] + log[θm(j)]} =

= log

{
γ
(b)
m (i, i)γ

(b)
m (j, j)θm(i)θm(j)

[θ2m(i)− θm(i)][θ2m(j)− θm(j)]

}0.5

.

(4.43)

Tem-se que:

γ(b)m (i, j) =

[
γ
(b)
m (i, i)γ

(b)
m (j, j)θm(i)θm(j)

[θ2m(i)− θm(i)][θ2m(j)− θm(j)]

]0.5
{exp[γ(ξ)m (i, j)]− 1}. (4.44)

Denotando por:
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∆m(i, j) =
γ
(b)
m (i, j)[

γ
(b)
m (i,i)γ

(b)
m (j,j)θm(i)θm(j)

[θ2m(i)−θm(i)][θ2m(j)−θm(j)]

]0.5 . (4.45)

Tem-se que:

exp[γ(ξ)m (i, j)]− 1 = ∆m(i, j). (4.46)

Portanto,

γ(ξ)m (i, j) = log[1 + ∆m(i, j)]. (4.47)

Resumindo, tem-se para cada usina i = 1, 2, ..., n:

θm(i) = 1 +
γ
(a)
m (i, i)

[µ
(a)
m (i)− τm(i)]2

, (4.48)

µ(ξ)
m (i) = 0.5 log

[
γ
(a)
m (i, i)

θ2m(i)− θm(i)

]
, (4.49)

γ(ξ)m (i) = log[θm(i)], (4.50)

∆m(i, j) =
γ
(a)
m (i, j)[

γ
(a)
m (i,i)γ

(a)
m (j,j)θm(i)θm(j)

[θ2m(i)−θm(i)][θ2m(j)−θm(j)]

]0.5 , (4.51)

γ(ξ)m (i, j) = log[1 + ∆m(i, j)]. (4.52)

Portanto ξ
(i)
t(r,m), i = 1, 2, ..., n, é uma Normal n-variada com ξt(r,m) ∼ N [µ

(ξ)
m ,Σ(ξ)

m ],

em que:

µ(ξ)
m = (µ(1)

m , µ(2)
m , · · · , µ(n)

m )t (4.53)

e a matriz de covariância é dada por:
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γ
(ξ)
m (1, 1) γ

(ξ)
m (1, 2) γ

(ξ)
m (1, 3) · · · γ

(ξ)
m (1, n)

γ
(ξ)
m (2, 1) γ

(ξ)
m (2, 2) γ

(ξ)
m (2, 3) · · · γ

(ξ)
m (2, n)

γ
(ξ)
m (3, 1) γ

(ξ)
m (3, 2) γ

(ξ)
m (3, 3) · · · γ

(ξ)
m (3, n)

...
...

...
. . .

...

γ
(ξ)
m (n, 1) γ

(ξ)
m (n, 2) γ

(ξ)
m (n, 3) · · · γ

(ξ)
m (n, n)


Para gerar amostras de ξt(r,m):

1) Considera-se a decomposição de Cholesky da matriz de covariância Σ(ξ)
m dada

por:

V (ξ)
m = chol[Σ(ξ)

m ], (4.54)

tal que:

Σ(ξ)
m = [V (ξ)

m ]t[V (ξ)
m ]. (4.55)

2) SejaZ = (Z(1), Z(2), ..., Z(n))t uma variável aleatória Normal comZ ∼ N(0, Inxn),

em que Inxn é a matriz identidade.

3) Então tem-se que:

ξt(r,m) = µ(ξ)
m + V (ξ)t

m Z, (4.56)

tal que ξt(r,m) = (ξ
(1)
t(r,m), ξ

(2)
t(r,m), ..., ξ

(n)
t(r,m)) e

Σ(ξ)
m = E{[ξt(r,m) − µ(ξ)

m ][ξt(r,m) − µ(ξ)
m ]t},

= E{[V (ξ)t
m Z][V (ξ)t

m Z]t},

= [V (ξ)t
m ]E[ZZt][V (ξ)

m ],

= [V (ξ)t
m ][Inxn][V (ξ)

m ],

= [V (ξ)
m ]t[V (ξ)

m ].

(4.57)

Na sequência, é desenvolvido um modelo Log-Normal generalizado para geração

de séries sintéticas univariadas usando, nos procedimentos de estimação, a abordagem

bayesiana.
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4.4 Modelo Log-Normal generalizado

Uma das mais comuns e importantes distribuições de probabilidade usadas em Hi-

drologia é a distribuição Log-Normal. Porém, em algumas situações, esta distribuição

não apresenta uma flexibilidade suficiente para a modelagem de vazões médias men-

sais. Neste trabalho, considera-se uma generalização da distribuição Log-Normal, a

distribuição Log-Normal generalizada (GLN).

Esta distribuição é analisada por meio da abordagem bayesiana usando distribui-

ções a priori não informativas de Jeffreys independentes para os parâmetros de um

modelo PAR(1), ou seja, para cada mês é estimado um modelo AR de ordem fixa 1.

A ordem fixa utilizada aqui é justificada pelo fato da sua utilização nos procedimentos

da programação dinâmica dual estocástica. Posteriormente, é desenvolvido um gerador

univariado de séries sintéticas de vazões médias mensais.

Uma variável aleatória X tem distribuição Log-Normal generalizada se a trans-

formação Y = log(X) tem distribuição Normal generalizada. A função densidade de

probabilidade para uma variável GLN com parâmetros µ, σ e s é dada por:

f(x|µ, σ, s) =
s

2xσΓ(1
s
)

exp

(
−
∣∣∣∣ log(x)− µ

σ

∣∣∣∣s) , (4.58)

em que x > 0, −∞ < µ < +∞, σ > 0, s ≥ 1 e Γ denota a função gama.

Uma proposição foi apresentada por Mart́ın & Pérez (2009) e mostra as relações

entre as distribuições Gama e GLN.

Proposição 1. Se U e X são variáveis aleatórias tais que U ∼ G(α = 1+1/s, γ = 1)

e f(x|u) = I[exp(µ−σu1/s) < x < exp(µ+σu1/s)]/(2xσu1/s) então X ∼ GLN(µ, σ, s),

em que I[.] representa uma função indicadora.

4.4.1 Análise bayesiana

De acordo com a proposição 1 é posśıvel representar a distribuição GLN em (4.58)

como uma distribuição marginal dada por:

f(zt(r,m)|zt(r,m)−1, αm, βm, σm, sm, ur,m) =
1

2zt(r,m)σmu
1/sm
r,m

I[.], (4.59)

f(ur,m|sm) = G(1 + 1/sm, 1), (4.60)

em que I[.] = I[exp{αm + βmzt(r,m)−1 − σmu1/smr,m } < zt(r,m) < exp{αm + βmzt(r,m)−1 +

σmu
1/sm
r,m }] denota a função indicadora e ur,m representa uma variável latente.
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Nesta etapa do trabalho, utiliza-se a seguinte representação para o modelo PAR(1):

zt(r,m) = αm + βmzt(r,m)−1 + at(r,m). (4.61)

Os procedimentos da análise bayesiana iniciam com a determinação da função de

verossimilhança para os parâmetros αm, βm, σm, sm e um = (u1,m, u2,m, ..., un,m)
′
. Esta

função é definida por:

L(zm|αm, βm, σm, sm,um) =
1

(2σm)n

n∏
r=1

1

zt(r,m)u
1/sm
r,m

I[.], (4.62)

em que I[.] = I[exp{αm + βmzt(r,m)−1 − σmu1/smr,m } < zt(r,m) < exp{αm + βmzt(r,m)−1 +

σmu
1/sm
r,m }].

Mart́ın & Pérez (2009) propuseram o uso de distribuições a priori não informativas

de Jeffreyes independentes para os parâmetros da distribuição GLN. Sendo assim, tem-

se que π(αm, βm) ∝ constante, π(σm) ∝ 1
σm

e π(sm) ∝ 1
sm

.

Combinando a função de verossimilhança com as distribuições a priori define-se a

distribuição a posteriori dada por:

π(αm, βm, σm, sm,um|zm) ∝ sn−1m

σn+1
m Γn

(
1
sm

) n∏
r=1

exp{−ur,m}
zt(r,m)

I[.], (4.63)

em que I[.] = I[exp{αm + βmzt(r,m)−1 − σmu1/smr,m } < zt(r,m) < exp{αm + βmzt(r,m)−1 +

σmu
1/sm
r,m }].

A partir da distribuição a posteriori define-se as distribuições condicionais, para

cada um dos parâmetros, como:

π(αm|βm, σm, sm,um, zm) ∝ 1, (4.64)

I
[
maxr{log[zt(r,m)]− σmu1/smr,m − βmzt(r,m)−1} < αm < minr{log[zt(r,m)] + σmu

1/sm
r,m − βmzt(r,m)−1}

]
,

π(βm|αm, σm, sm,um, zm) ∝ 1, (4.65)

em que I

[
maxr

{
log[zt(r,m)]−σmu

1/sm
r,m −αm

zt(r,m)−1

}
< βm < minr

{
log[zt(r,m)]+σmu

1/sm
r,m −αm

zt(r,m)−1

}]
,

π(σm|αm, βm, sm,um, zm) ∝ 1

σn+1
m

, (4.66)

em que I
[
σm > maxr

{
|αm+βmzt(r,m)−1−log[zt(r,m)]|

u
1/sm
r,m

}]
,
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π(sm|αm, βm, σm,um, zm) ∝ sn−1m

Γn
(

1
sm

) , (4.67)

em que I
[
sm > maxr

{
log(ur,m)

log(|αm+βmzt(r,m)−1−log[zt(r,m)]|/σm)

}]
,

π(ur,m|αm, βm, σm, sm, zm) ∝ exp{−ur,m}, (4.68)

em que I
[
ur,m >

(
| log[zt(r,m)]−αm−βmzt(r,m)−1|

σm

)sm]
, r = 1, 2, ..., n.

No processo de simulação MCMC, a partir das distribuições condicionais, é impor-

tante identificar os núcleos caracteŕısticos das distribuições. Note que as densidades da-

das em (4.64), (4.65), (4.66) e (4.68) são dadas pelas distribuições Uniforme, Uniforme,

Pareto e Exponencial, respectivamente. A densidade dada em (4.67) não apresenta um

núcleo padrão e, neste caso, utiliza-se o algoritmo de Metropolis-Hastings.

4.4.2 Geração univariada de série sintética

Após a estimação dos parâmetros, o modelo GLN pode ser usado na geração uni-

variada de séries sintéticas de vazões médias mensais. Neste trabalho, são gerados

2000 anos de séries sintéticas para análises. O seguinte algoritmo é implementado para

facilitar o processo de geração:

1. Gere U ∼ G(1 + 1/sm, 1);

2. Gere V ∼ U(−1, 1);

3. Defina zt(r,m) = exp{σmU1/smV + αm + βmzt(r,m)−1};

4. Repita os passos (1) − (3) até que o tamanho desejado das séries sintéticas seja

atingido.

As séries sintéticas geradas pelos modelos desenvolvidos devem ser validadas me-

diante algum critério de diagnóstico. Neste trabalho, é adotada a divergência de

Kullback-Leibler.

4.5 Critério de validação da série gerada

Uma série de vazão gerada de uma distribuição de probabilidade ajustada pode não

representar adequadamente as caracteŕısticas estat́ısticas da série real. Isto deve-se,
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principalmente, as limitações dos modelos propostos e a qualidade dos ajustes destes

modelos. Uma alternativa para avaliar se uma série de vazões gerada da distribui-

ção de probabilidade ajustada representa uma série de vazão plauśıvel é comparar

a densidade da série gerada, denotada aqui por fq̂, com a densidade da série real

(fq), com ambas densidades calculadas de forma não-paramétrica. Considera-se que

as densidades são avaliadas em M pontos de forma que tem-se, para ambas, os pa-

res {(q̂1, f 1
q̂ ), . . . (q̂M , f

M
q̂ )} e {(q1, f 1

q ), . . . (qM , f
M
q )}. Estes pontos podem ser avaliados

construindo um histograma das séries e adotando cada ponto como o ponto médio de

cada classe do histograma. A comparação é feita calculando a divergência de Kullback-

Leibler (Kullback & Leibler, 1951), que mede a distância entre duas densidades de

probabilidade, dada por

KL(fq(q), fq̂(q̂)) =

∫
fq(q) log

(
fq(q)

fq̂(q̂)

)
dq. (4.69)

Para se avaliar a divergência KL(fq(q), fq̂(q̂)) considerando-se os pontos avaliados,

considera-se um método de integração numérica, tal como o método dos trapézios.

Neste caso, tem-se que:

KL(fq(q), fq̂(q̂)) =

{
f1q
2

log

(
f1q
f1q̂

)
+

M−1∑
i=2

f iq log

(
f iq
f iq̂

)
+
fMq
2

log

(
fMq
fMq̂

)}
δq, (4.70)

em que δq representa a amplitude das classes do histograma.

Uma medida de calibração para a divergência KL(fq(q), fq̂(q̂)), denotada aqui por

p, é obtida resolvendo-se a equação:

KL(fq(q), fq̂(q̂)) = KL(B(0.5), B(p)) = − log[4p(1− p)/2], (4.71)

em que B(p) denota a distribuição de Bernoulli com probabilidade de sucesso p. Isto

significa aceitar a série gerada com a densidade de probabilidade fq̂(q̂) como vinda da

distribuição de probabilidade fq(q) e é equivalente a descrever um evento não observado

como tendo probabilidade p, quando a probabilidade correta é 0.5. Resolvendo-se a

equação para p, tem-se que:

p =
1

2

{
1 +

√
1− exp[−2KL(fq(q), fq̂(q̂))]

}
. (4.72)

Isto implica que 0.5 ≤ p ≤ 1. Portanto, quanto menor a divergência entre as

densidades fq(q) e fq̂(q̂), tem-se p mais próximo do valor verdadeiro (p ≈ 0, 5). Para

p� 0, 5, tem-se que a divergência entre as densidades fq(q) e fq̂(q̂) é grande e, conse-
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quentemente, a série gerada, provavelmente, não tem mesma distribuição da série real.

Recomenda-se a rejeição da série gerada para p ≥ 0, 95.





Caṕıtulo

5

Aplicação

Este caṕıtulo apresenta alguns estudos de caso sobre os processos de estimação

e previsão, via abordagens clássica e bayesiana e sobre os procedimentos para gera-

ção de séries sintéticas usando uma abordagem univariada e multivariada. Algumas

considerações são feitas no ińıcio deste caṕıtulo.

5.1 Considerações iniciais

Neste trabalho, primeiramente, os modelos PAR(pm) são ajustados às séries histó-

ricas de vazões médias mensais pertencentes aos reservatórios das usinas hidroelétricas

de Emborcação, Furnas e Sobradinho no peŕıodo de janeiro de 1931 a dezembro de

2010 (80 anos). Estes dados são utilizados nos processos de estimação e previsão, via

abordagens clássica.

Em seguida, os modelos PAR(pm) são ajustados às séries históricas de vazões médias

mensais pertencentes aos reservatórios das usinas de Água Vermelha e São Simão no

peŕıodo de janeiro de 1931 a dezembro de 2010 (80 anos). Estes dados são utilizados

nos processos de estimação e previsão, via abordagem bayesiana.

71
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Na geração de séries sintéticas usando a abordagem multivariada foram utilizados

os seguintes reservatórios principais: Cachoeira Dourada, Capim Branco 2, Corumbá

1, Corumbá 4, Emborcação, Espora, Foz do Rio Claro, Salto do Rio Verdinho, São

Simão, Água Vermelha, Armando de Salles Oliveira, Candonga, Canoas 1, Fundão,

Funil Grande, Governador Pedro Viriato Parigot de Souza, Guarapiranga, Ilha Pombos,

Itaipu, Itutinga, Jaguari, Jauru, Lajes, Manso, Mascarenhas, Navanhandava, Porto

Colômbia, Porto Estrela, Picada, Ponte Pedra, Porto Primavera, Retiro, Rosal, Sá

Carvalho, Santa Branca, Sobragi, Três Marias, Xingó.

Na geração univariada de séries sintéticas, usando o modelo Log-Normal generali-

zado, utilizou-se, para as análises, o reservatório de Furnas. Todos estes reservatórios,

utilizados para geração, apresentam séries históricas de vazões médias mensais no pe-

ŕıodo de janeiro de 1931 a dezembro de 2010 (80 anos). Todos os procedimentos

descritos foram implementados em linguagem de programação C e R.

5.2 Abordagem clássica dos modelos PAR

As comparações entre os modelos de previsão são avaliadas considerando-se a raiz

quadrada do erro quadrático médio (RMSE) da previsão, feita com cada modelo ajus-

tado, em função do passo de previsão. São usados como referência os desvio padrão

mensal da série original.

Outra análise realizada refere-se a capacidade de previsão dos modelos PAR(pm)

ajustados. Nesta análise considera-se o coeficiente de variação (cvm) de cada mês, o qual

consiste na razão entre o desvio padrão e a média de longo termo (MLT) de cada mês,

ou seja, cvm = σm/µm. Os meses com alto cvm apresentam maiores erros de previsão

e os modelos ajustados para estes meses apresentam baixa capacidade preditiva, ou

seja, para estes meses observa-se que os erros de previsão tendem rapidamente para o

limitante superior dos erros, definido pelo desvio padrão mensal.

Na Tabela 5.1 são apresentadas, como ilustração, as ordens dos modelos PAR(pm)

selecionadas com os três métodos considerados, para as vazões de Furnas. Na Tabela

5.2 encontram-se os modelos mensais ajustados para as vazões de Furnas quando a

ordem de cada modelo foi selecionada pelo método clássico de análise da função de au-

tocorrelação parcial periódica. Portanto, estes modelos apresentam alguns coeficientes

intermediários nulos.
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Tabela 5.1: Ordens dos modelos para as vazões de Furnas.

Método jan fev mar abr mai jun
Clássico 5 1 6 2 3 1
Stedinger (2001) 1 1 1 2 3 1
BIC 1 2 1 2 4 1
Método jul ago set out nov dez
Clássico 2 1 4 6 5 6
Stedinger (2001) 2 1 4 4 1 2
BIC 2 1 4 4 1 2

Tabela 5.2: Modelos ajustados com o método clássico para as vazões de Furnas.

mês φ1,m φ2,m φ3,m φ4,m φ5,m φ6,m

1 0, 52 0 0 −0, 3 0, 3 0
2 0, 44 0 0 0 0 0
3 0, 43 0, 28 0 0 0, 33 −0, 29
4 0, 59 0, 26 0 0 0 0
5 0, 51 0 0, 27 0 0 0
6 0, 84 0 0 0 0 0
7 0, 6 0, 37 0 0 0 0
8 0, 93 0 0 0 0 0
9 0, 5 0, 32 0, 43 −0, 43 0 0
10 0, 4 −0, 32 0, 44 0, 46 0 −0, 27
11 0, 72 0, 25 −0, 26 0, 45 −0, 44 0
12 0, 51 0 0 0, 5 −0, 56 0, 35

O método de escolha da ordem de cada modelo, utilizado pelo método clássico,

resulta em ordens mais elevadas do que as ordens escolhidas pelo método proposto

por Stedinger (2001) ou pelo método proposto por McLeod (1994) que faz uso do

critério BIC. Os procedimentos propostos por Stedinger (2001) e McLeod (1994), na

maioria, dos meses coincidem na escolha das ordens dos modelos, diferenciando-se

em poucos meses e em apenas uma unidade na ordem selecionada (ver Tabela 5.1).

Apesar do método clássico selecionar modelos de ordem mais elevadas, vários termos

intermediários são nulos, como pode ser visto nos modelos ajustados para as vazões de

Furnas, apresentados na Tabela 5.2.

Para análise dos erros de previsão usa-se como referência o coeficiente de variação

(cvm) de cada mês. Na Tabela 5.3 apresenta-se os coeficientes de variação cvm e a

razão entre o RMSE (calculado com o passo de previsão h = 1) e a MLT de cada mês

para as vazões de Furnas. Nota-se um alto coeficiente de variação no mês de setembro,
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devido às vazões ocorridas neste mês, nos anos de 1976 e 1983, que foram muito acima

dos valores normalmente observados para as vazões de setembro.

Nota-se na Tabela 5.3 que os meses de janeiro, fevereiro e março apresentam maior

erro relativo de previsão RMSE/MLT (em %) quando comparados com os demais

meses. Meses com alto coeficiente de variação são mais dif́ıceis de serem previstos,

consequentemente apresentam maiores erros de previsão, como pode ser visto na Tabela

5.3.

Tabela 5.3: Razão RMSE/MLT (em %) com h = 1 para as vazões de Furnas.

Método jan fev mar abr mai jun
cvm 40, 95 39, 39 40, 72 34, 79 30, 46 42, 09
Clássico 35, 18 35, 22 32, 17 21, 91 14, 22 22, 61
Stedinger (2001) 34, 97 35, 22 33, 20 21, 91 14, 22 22, 61
BIC 34, 97 33, 57 33, 20 21, 91 13, 61 22, 61
Método jul ago set out nov dez
cvm 30, 39 30, 05 54, 23 43, 16 43, 00 38, 76
Clássico 10, 13 10, 51 27, 47 23, 25 28, 91 27, 84
Stedinger (2001) 10, 13 10, 51 27, 47 23, 78 29, 29 28, 17
BIC 10, 13 10, 51 27, 47 23, 78 29, 29 28, 17

Portanto, o aumento na ordem dos modelos, para os meses com alto coeficiente

de variação, não resulta em diminuição significativa dos erros das previsões das vazões

destes meses, como pode ser visto na Tabela 5.3, para os meses de janeiro, fevereiro e

março, com o passo de previsão de um mês a frente (h = 1).

A Figura 5.1, ilustra os erros de previsão para as vazões afluentes em Furnas, no

mês de janeiro, onde observa-se que os erros da previsão, cometidos com as três pro-

postas de identificação consideradas neste trabalho, são praticamente iguais e crescem

rapidamente, chegando a mais de 90% do limite superior nos três primeiros meses.

No entanto, para os meses com baixo coeficiente de variação, como o mês de agosto,

ao se considerar modelos de ordem mais elevada obtêm-se uma diminuição nos erros

de previsão a longo prazo. O gráfico apresentado na Figura 5.2 ilustra este fato para

a previsão da vazão afluente à Furnas no mês de agosto. Independente do critério

adotado na identificação da ordem dos modelos PAR, as ordens dos modelos ajustados

para os três meses que precedem o mês de agosto são iguais. Este fato é refletido no

erro de previsão para este mês, notando-se que somente para passos de previsão h ≥ 4

surgem as diferenças nos erros de previsões que é provocada pela diferença nas ordens

dos modelos ajustados.
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Figura 5.1: RMSE da previsão da vazão de Furnas para o mês de janeiro.

Figura 5.2: RMSE da previsão da vazão de Furnas para o mês de agosto.
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Uma análise semelhante foi feita para as vazões afluentes à usina de Emborcação. Na

Tabela 5.4 são apresentadas as ordens dos modelos selecionadas com as três propostas

consideradas neste trabalho. Nota-se para estes dados, que o método clássico seleciona

ordens mais elevadas que os outros dois métodos. Observando-se os modelos ajustados,

apresentados na Tabela 5.5, nota-se que vários destes modelos apresentam estimativas

dos parâmetros intermediários φm,j, com 1 ≤ j ≤ pm nulos, ressaltando a incoerência

deste método de identificação da ordem dos modelos com os fenômenos naturais.

Tabela 5.4: Ordens dos modelos para as vazões de Emborcação.

Método jan fev mar abr mai jun
Clássico 6 1 1 5 3 1
Stedinger (2001) 1 1 1 1 1 1
BIC 1 2 1 2 3 1
Método jul ago set out nov dez
Clássico 2 3 4 6 4 6
Stedinger (2001) 2 1 1 1 2 1
BIC 2 3 1 1 2 1

Tabela 5.5: Modelos ajustados com o método clássico para as vazões de Emborcação.

mês φ1,m φ2,m φ3,m φ4,m φ5,m φ6,m

1 0, 37 0, 24 −0, 39 0 0 0, 49
2 0, 6 0 0 0 0 0
3 0, 49 0 0 0 0 0
4 0, 54 0 0 0 0, 26 0
5 0, 66 0 0, 29 0 0 0
6 0, 88 0 0 0 0 0
7 0, 68 0, 31 0 0 0 0
8 0, 89 0 0, 28 0 0 0
9 1, 01 0, 47 −0, 29 −0, 35 0 0
10 0, 38 0 0, 37 −0, 34 0 0, 36
11 0, 73 0 −0, 54 0, 42 0 0
12 0, 54 0 0 0, 47 −1, 12 0, 62

A Tabela 5.6 apresenta, para cada mês do ano, o coeficiente de variação e a razão

RMSE/MLT (%) para cada método de identificação da ordem do modelo PAR(pm),

para a usina de Emborcação. O mês de fevereiro apresenta o maior coeficiente de

variação e, consequentemente, os maiores erros de previsão com h = 1.

A Figura 5.3 mostra como estes erros de previsão tendem rapidamente para o limite

superior, definido pelo desvio padrão das vazões deste mês, quando o passo de previ-
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Tabela 5.6: Razão RMSE/MLT (em %) com h = 1 paras as vazões de Emborcação.

Método jan fev mar abr mai jun
cvm 38, 59 47, 03 42, 23 37, 64 30, 92 29, 99
Clássico 34, 07 37, 33 36, 77 24, 32 11, 52 13, 91
Stedinger (2001) 35, 28 37, 33 36, 77 26, 36 14, 11 13, 91
BIC 35, 28 36, 01 36, 77 25, 47 11, 52 13, 91
Método jul ago set out nov dez
cvm 29, 32 30, 04 32, 01 34, 87 47, 01 46, 20
Clássico 7, 01 8, 94 15, 01 28, 49 38, 08 38, 97
Stedinger (2001) 7, 01 8, 94 15, 62 28, 49 38, 12 38, 86
BIC 7, 01 8, 23 15, 62 28, 49 38, 12 38, 86

são cresce. Resultados semelhantes são encontrados para os meses de janeiro, março,

novembro e dezembro. Para os meses com baixo coeficiente de variação observa-se a

diminuição do erro de previsão para os modelos de ordem maiores. Isso é ilustrado na

Figura 5.4, a qual apresenta os erros das previsões para as vazões de Emborcação no

mês de julho.

Figura 5.3: RMSE da previsão da vazão de Emborcação para o mês de fevereiro.

Na Tabela 5.7 são apresentadas as ordens dos modelos selecionadas, com os três

critérios considerados neste trabalho, para as vazões de Sobradinho. Nota-se que todos

os métodos resultam na mesma escolha da ordem dos modelos em quase todos os meses,
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Figura 5.4: RMSE da previsão da vazão de Emborcação para o mês de julho.

exceto para os meses de fevereiro e dezembro, nos quais o critério clássico selecionou

modelos de ordem mais elevada e nos meses de junho e julho, no qual o critério BIC

selecionou modelos de ordem mais elevada.

Tabela 5.7: Ordens dos modelos para as vazões de Sobradinho.

Método jan fev mar abr mai jun
Clássico 1 4 1 1 1 2
Stedinger (2001) 1 1 1 1 1 2
BIC 1 1 1 1 1 5
Método jul ago set out nov dez
Clássico 1 1 1 1 1 5
Stedinger (2001) 1 1 1 1 1 1
BIC 2 1 1 1 1 1

A Tabela 5.8 apresenta as estimativas dos parâmetros dos modelos ajustados para

a vazão de Sobradinho, em cada mês, quando foi adotado o critério clássico de seleção

das ordens dos modelos. Nota-se nesta tabela, que os modelos de ordem elevada,

apresentam estimativas nulas para vários parâmetros intermediários, ressaltando-se a

incoerência entre o método utilizado e o fenômeno natural.
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Tabela 5.8: Modelos ajustados com o método clássico para as vazões de Sobradinho.

mês φ1,m φ2,m φ3,m φ4,m φ5,m φ6,m

1 0, 57 0 0 0 0 0
2 0, 42 0 0 0, 33 0 0
3 0, 74 0 0 0 0 0
4 0, 61 0 0 0 0 0
5 0, 79 0 0 0 0 0
6 0, 67 0, 31 0 0 0 0
7 0, 97 0 0 0 0 0
8 0, 97 0 0 0 0 0
9 0, 94 0 0 0 0 0
10 0, 79 0 0 0 0 0
11 0, 63 0 0 0 0 0
12 0, 56 0 0 −0, 92 0, 82 0

A Tabela 5.9 apresenta, para cada mês do ano, o coeficiente de variação e a razão

RMSE/MLT (%) para cada método de identificação da ordem do modelo PAR(pm), na

usina de Sobradinho. As vazões afluentes ao reservatório de Sobradinho apresentam o

maior coeficiente de variação no mês de março e o menor se verifica no mês de setembro.

A variação do erro de previsão em função do passo de previsão para estes meses são

apresentados nos gráficos das Figura 5.5 e 5.6.

Tabela 5.9: Razão RMSE/MLT (em %) com h = 1 para as vazões de Sobradinho.

Método jan fev mar abr mai jun
cvm 29, 40 40, 68 53, 17 44, 78 48, 45 32, 24
Clássico 24, 06 36, 64 35, 31 35, 43 29, 21 10, 32
Stedinger (2001) 24, 06 37, 40 35, 31 35, 43 29, 21 10, 32
BIC 24, 06 37, 40 35, 31 35, 43 29, 21 8, 22
Método jul ago set out nov dez
cvm 27, 41 25, 07 24, 98 25, 76 37, 30 34, 54
Clássico 6, 61 5, 19 8, 13 15, 56 28, 89 27, 44
Stedinger (2001) 6, 61 5, 19 8, 13 15, 56 28, 89 27, 44
BIC 6, 38 5, 19 8, 13 15, 56 28, 89 27, 44

Observa-se na Figura 5.5, que o erro de previsão para o mês de março tende rapida-

mente para o limite superior definido pelo desvio padrão das vazões deste mês. Nota-se,

nestes gráficos, que estes erros praticamente coincidem para os modelos selecionados

com os três critérios adotados. Na Figura 5.6, observa-se que a evolução do erro corre
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Figura 5.5: MSE da previsão da vazão para o mês de março para o posto de
Sobradinho.

Figura 5.6: MSE da previsão da vazão para o mês de setembro para o posto de
Sobradinho.
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de forma mais lenta, destacando-se a capacidade preditiva dos modelos para horizontes

maiores.

Quando se utiliza o critério BIC não se considera testes de hipóteses para os parâ-

metros dos modelos, portanto, com este critério, não se admite valores intermediários

nulos. Pode-se observar que nos três estudos de caso considerados, em algumas situa-

ções, o critério BIC selecionou ordem superior ao método proposto em Stedinger (2001)

e eventualmente ao método clássico, como é visto na Tabela 5.1 para Furnas, nos meses

de fevereiro e maio, na Tabela 5.4 para Emborcação, no mês de fevereiro e na Tabela

5.7 para Sobradinho, nos meses de junho e julho.

Embora tais parâmetros possam ser considerados nulos, segundo algum teste de

hipótese, uma diminuição na razão RMSE/MLT (h = 1) é verificada nestes casos,

como se pode notar na Tabela 5.3, para os meses de fevereiro e maio; Tabela 5.6, para

o mês de fevereiro e Tabela 5.9, para os meses de junho e julho.

Estes resultados indicam que tais testes de hipóteses, os quais são fundamentados

em propriedades assintóticas, são válidos somente para grandes amostras e podem ser

imprecisos para o ajuste dos modelos PAR(pm), uma vez que, nestes ajustes o tamanho

da amostra corresponde ao número de anos dispońıveis no histórico de vazões. Portanto,

tem-se amostras de tamanho reduzido do ponto de vista da teoria assintótica.

Recomenda-se que os critérios propostos por Stedinger (2001) ou o BIC sejam uti-

lizados quando opta-se pelo critério da parcimônia. O uso do critério clássico, sele-

ciona sempre ordens mais elevadas que produzem uma pequena diminuição na razão

RMSE/MLT (h = 1). No entanto, esta pequena redução no erro de previsão não

justifica a complexidade proveniente do uso de modelos de ordens elevadas.

5.3 Abordagem bayesiana dos modelos PAR

Nos processos MCMC foram realizadas 50.000 iterações, descartadas 10000 para o

aquecimento da cadeia e usou-se um salto de 10 iterações. Sendo assim, a amostra

final totalizou 4000 iterações. Nestas análises, a convergência foi verificada usando-se

o critério de Gelman e Rubin e o critério de Geweke.

Para avaliar o desempenho dos modelos Normal, Log-Normal e t-Student foram uti-

lizados os erros de previsão, MSE, MAD e MAPE. Nesta avaliação, foram selecionados

os últimos 3 anos (36 meses) do histórico de vazões, compreendendo o peŕıodo de 2008

a 2010. Os modelos PAR(pm) foram ajustados utilizando o peŕıodo de janeiro de 1931

a dezembro de 2007.
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As ordens selecionadas considerando-se o critério BIC para cada modelo Normal,

Log-Normal e t-Student e para os reservatórios de Água Vermelha e São Simão, são

apresentadas, respectivamente, nas Tabelas 5.10 e 5.11.

Tabela 5.10: Ordem fornecida pelo critério BIC para Água Vermelha.

Mês 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Normal 1 1 1 2 4 1 3 1 1 3 1 1
Log-Normal 1 1 1 2 3 1 3 1 1 2 1 1

t-Student 2 1 2 2 4 1 4 1 3 2 2 1

Tabela 5.11: Ordem fornecida pelo critério BIC para São Simão.

Mês 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Normal 1 1 1 1 3 1 2 2 1 1 3 1
Log-Normal 1 1 1 1 3 1 2 1 1 1 1 1

t-Student 2 1 2 2 3 1 2 2 1 1 2 1

Pode-se notar que, para os meses secos (abril a outubro) a ordem dos modelos

selecionados, em geral, foi maior que para os meses de cheia (novembro a março)

indicando que durante o peŕıodo seco a correlação com os meses anteriores é mais forte

que para os meses úmidos. Observa-se, também, que o modelo Log-Normal foi o que

apresentou o menor número de parâmetros e que a maior ordem selecionada foi 4.

As Tabelas 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17 apresentam as estimativas dos parâme-

tros φm e τm para os modelos Normal, Log-Normal e t-Student e para os reservatórios

de Água Vermelha e São Simão.

Tabela 5.12: Estimativas pontuais para o modelo Normal do reservatório Água
Vermelha.

Mês φ̂1,m φ̂2,m φ̂3,m φ̂4,m τ̂m

Janeiro 0,61 - - - 1,58
Fevereiro 0,5 - - - 1,49

Março 0,62 - - - 1,67
Abril 0,55 0,31 - - 2,82
Maio 0,56 0,18 0,17 0,12 4,86
Junho 0,84 - - - 3,27
Julho 0,7 0,11 0,2 - 9,6

Agosto 0,92 - - - 6,97
Setembro 0,82 - - - 3,13
Outubro 0,4 -0,08 0,53 - 2,58

Novembro 0,77 - - - 2,49
Dezembro 0,65 - - - 1,73
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Tabela 5.13: Estimativas pontuais para o modelo Normal do reservatório São Simão.

Mês φ̂1,m φ̂2,m φ̂3,m φ̂4,m τ̂m

Janeiro 0,51 - - - 1,33
Fevereiro 0,64 - - - 1,74

Março 0,57 - - - 1,57
Abril 0,74 - - - 2,34
Maio 0,72 0,07 0,26 - 8,16
Junho 0,88 - - - 4,07
Julho 0,65 0,32 - - 13,3

Agosto 1,18 -0,25 - - 8,69
Setembro 0,88 - - - 4,72
Outubro 0,75 - - - 2,2

Novembro 0,94 0,03 -0,44 - 1,85
Dezembro 0,60 - - - 1,56

Tabela 5.14: Estimativas pontuais para o modelo Log-Normal do reservatório Água
Vermelha.

Mês φ̂1,m φ̂2,m φ̂3,m φ̂4,m τ̂m

Janeiro 0,64 - - - 1,69
Fevereiro 0,54 - - - 1,47

Março 0,68 - - - 1,92
Abril 0,6 0,25 - - 2,99
Maio 0,56 0,2 0,2 - 4,69
Junho 0,89 - - - 4,87
Julho 0,74 0,03 0,22 - 9,64

Agosto 0,92 - - - 6,65
Setembro 0,8 - - - 2,83
Outubro 0,35 0,38 - - 1,89

Novembro 0,71 - - - 1,97
Dezembro 0,59 - - - 1,51
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Tabela 5.15: Estimativas pontuais para o modelo Log-Normal do reservatório São
Simão.

Mês φ̂1,m φ̂2,m φ̂3,m φ̂4,m τ̂m

Janeiro 0,49 - - - 1,29
Fevereiro 0,65 - - - 1,74

Março 0,62 - - - 1,66
Abril 0,77 - - - 2,6
Maio 0,69 0,12 0,21 - 7,14
Junho 0,90 - - - 4,85
Julho 0,69 0,28 - - 14,65

Agosto 0,94 - - - 9,45
Setembro 0,89 - - - 4,99
Outubro 0,7 - - - 1,94

Novembro 0,58 - - - 1,47
Dezembro 0,63 - - - 1,66

Tabela 5.16: Estimativas pontuais para o modelo t-Student do reservatório Água
Vermelha.

Mês φ̂1,m φ̂2,m φ̂3,m φ̂4,m τ̂m

Janeiro 0,61 - - - 4,68
Fevereiro 0,51 - - - 4,02

Março 0,64 -0,30 - - 5,04
Abril 0,56 0,32 - - 8,54
Maio 0,56 0,18 0,15 0,12 14,6
Junho 0,83 - - - 9,79
Julho 0,7 0,07 0,16 0,05 28,91

Agosto 0,92 - - - 21,08
Setembro 0,57 0,09 0,19 - 10,34
Outubro 0,46 0,34 - - 7,25

Novembro 0,67 0,14 - - 7,66
Dezembro 0,65 - - - 5,24
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Tabela 5.17: Estimativas pontuais para o modelo t-Student do reservatório São
Simão.

Mês φ̂1,m φ̂2,m φ̂3,m φ̂4,m τ̂m

Janeiro 0,51 - - - 3,95
Fevereiro 0,64 - - - 5,11

Março 0,5 0,14 - - 4,67
Abril 0,67 0,14 - - 7,25
Maio 0,71 0,06 0,26 - 24,91
Junho 0,86 - - - 12,03
Julho 0,65 0,34 - - 39,52

Agosto 1,2 -0,28 - - 26,4
Setembro 0,88 - - - 14,26
Outubro 0,74 - - - 6,67

Novembro 0,87 -0,32 - - 5,34
Dezembro 0,6 - - - 4,68

Vale ressaltar que todas as estimativas apresentadas foram significativas. Os méto-

dos de análise de convergência de Gelman e Rubin e Geweke indicaram convergência

das cadeias para todos os parâmetros.

O próximo passo se refere a seleção dos modelos. As Tabelas 5.18 e 5.19 apresentam

os resultados para os métodos de seleção BIC e DIC para os modelos Normal, Log-

Normal e t-Student e para os reservatórios de Água Vermelha e São Simão. Pode-se

notar que para todos os critérios e reservatórios analisados seleciona-se o modelo Log-

Normal.

Tabela 5.18: Métodos de seleção do modelo para Água Vermelha.

Método Normal Log-Normal t-Student

BIC -303,54 - 408,76 -323,67
DIC -387,87 - 456,89 -398,76

Tabela 5.19: Métodos de seleção do modelo para São Simão.

Método Normal Log-Normal t-Student

BIC -244,39 - 290,55 -261,9
DIC -269,12 - 305,7 -277,66

As Tabelas 5.20, 5.21, 5.22, 5.23, 5.24 e 5.25 mostram os erros de previsão, RMSE,

MAD e MAPE, da aplicação dos modelos Normal, Log-Normal e t-Student para os

reservatórios de Água Vermelha e São Simão, respectivamente.
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Tabela 5.20: Erros de previsão para o modelo Normal de Água Vermelha.

Mês RMSE MAD MAPE

Janeiro 782,33 757,12 23,6
Fevereiro 807,92 732,79 16,4

Março 429,63 277,16 6,85
Abril 808,54 667,25 19,29
Maio 379,78 348,42 16,59
Junho 234,59 210,87 12,34
Julho 211,91 159,28 10,7

Agosto 219,84 203,75 17,56
Setembro 515,35 388,1 27,54
Outubro 419,54 282,57 16,23

Novembro 160,83 137,29 8,01
Dezembro 783,98 500,96 13,72

Tabela 5.21: Erros de previsão para o modelo Log-Normal de Água Vermelha.

Mês RMSE MAD MAPE

Janeiro 906,02 844,65 27,44
Fevereiro 766,01 675,78 15,09

Março 382,09 247,52 6,12
Abril 784,72 646,22 18,67
Maio 354,96 330,17 15,79
Junho 214,75 195,16 11,45
Julho 205,51 148,71 9,91

Agosto 214,38 196,12 16,91
Setembro 515,69 396,37 28,51
Outubro 418,94 292,38 17,16

Novembro 158,58 126,72 7,33
Dezembro 782,87 509,26 14,08
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Tabela 5.22: Erros de previsão para o modelo t-Student de Água Vermelha.

Mês RMSE MAD MAPE

Janeiro 884,77 875,14 25,5
Fevereiro 988,49 812,24 17,37

Março 560,6 461,66 11,88
Abril 902,2 764,98 22,36
Maio 415,57 363,26 16,9
Junho 272,81 223,74 12,8
Julho 239,44 187,79 12,74

Agosto 233,81 210,36 17,74
Setembro 538,81 373,52 24,58
Outubro 469,03 331,19 19,43

Novembro 235,39 217,07 12,81
Dezembro 872,38 615,6 17,65

Tabela 5.23: Erros de previsão para o modelo Normal de São Simão.

Mês RMSE MAD MAPE

Janeiro 419,02 394,24 11,33
Fevereiro 1146,59 945,96 23,05

Março 1138,95 1011,46 22,9
Abril 1007,87 752,66 17,12
Maio 532,14 451,21 18,88
Junho 334,61 284,01 14,73
Julho 246,77 219,98 14,29

Agosto 179,24 155,94 12,48
Setembro 319,48 294,18 26,97
Outubro 222,12 162,27 11,26

Novembro 439,54 438,93 23,55
Dezembro 782,73 574,39 15
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Tabela 5.24: Erros de previsão para o modelo Log-Normal de São Simão.

Mês RMSE MAD MAPE

Janeiro 649,18 546,32 16,29
Fevereiro 994,81 826,43 20,87

Março 1054,19 954,05 21,92
Abril 954,11 719,85 16,43
Maio 493,54 425,95 18
Junho 308,23 267,09 13,93
Julho 227,69 206,81 13,49

Agosto 163,5 145,32 11,68
Setembro 314,36 284,03 26,07
Outubro 219,55 152,9 10,48

Novembro 443,81 443,49 23,89
Dezembro 784,19 579,5 15,19

Tabela 5.25: Erros de previsão para o modelo t-Student de São Simão.

Mês RMSE MAD MAPE

Janeiro 413,4 357,53 9,85
Fevereiro 1193,2 1035,53 23,57

Março 1178 910,24 19,17
Abril 1120,94 841,19 19,1
Maio 559,38 472,07 19,26
Junho 367,09 300,77 15,28
Julho 272,89 232,05 14,79

Agosto 204,45 167,22 13,13
Setembro 340,14 307,97 27,12
Outubro 259,24 187,75 12,96

Novembro 484,28 470,21 23,98
Dezembro 887,93 537,97 12,77

Para ambos os reservatórios, o modelo Log-Normal, na maioria dos meses, apresen-

tou os menores erros de previsão em relação aos modelos Normal e t-Student, reforçando

o resultado apresentado no processo de seleção de modelos. Pode-se notar também que

os modelos Normal e t-Student apresentaram resultados que ora demonstraram supe-

rioridade ora inferioridade de um modelo em relação ao outro. As Figuras 5.7 e 5.8

mostram o gráfico das previsões para o modelo Log-Normal para os reservatórios de

Água Vermelha e São Simão, respectivamente.
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Figura 5.7: Previsão do modelo Log-Normal de Água Vermelha (2008-2010).

Figura 5.8: Previsão do modelo Log-Normal de São Simão (2008-2010).

5.4 Geração de séries sintéticas

O modelo PAR multivariado gerou um total de 2000 anos de séries sintéticas de

vazões médias mensais, para cada reservatório. Após este procedimento, estas séries

foram comparadas com os 80 anos (1931-2010) de séries históricas e com os 2000 anos

das séries sintéticas geradas pelo modelo Gevazp.

O modelo PAR multivariado para geração de vazões médias mensais foi primeira-

mente avaliado quanto à capacidade em reproduzir os momentos amostrais, como a

média, o desvio padrão, o coeficiente de assimetria e o coeficente de curtose. Poste-

riormente, foi realizada uma análise referente à capacidade de reproduzir a correlação

espacial entre dois reservatórios. Nesta análise, foi considerada a correlação mensal
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entre os dados históricos, os dados sintéticos gerados pelo modelo PAR multivariado e

os dados sintéticos gerados pelo modelo Gevazp.

Uma avaliação mais criteriosa também é analisada referente ao cálculo da divergên-

cia de Kullback-Leibler. Nesta análise, procura-se verificar o quanto a distribuição da

série sintética se distancia da série histórica e, avalia, se essa distância é aceitável ou

não.

As Figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12 apresentam as estat́ısticas média, desvio padrão,

coeficiente de assimetria e coeficiente de curtose, em cada mês, para o reservatório de

Itaipu.

Figura 5.9: Média mensal para o reservatório de Itaipu.

Figura 5.10: Desvio padrão mensal para o reservatório de Itaipu.
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Figura 5.11: Coeficiente de assimetria mensal para o reservatório de Itaipu.

Figura 5.12: Coeficiente de curtose mensal para o reservatório de Itaipu.

O procedimento de geração usando o modelo PAR multivariado preserva bem os

dois primeiros momentos, ou seja, a média e o desvio padrão. Em relação aos outros

momentos, o que se observa é que, para alguns meses, essa capacidade de reprodu-

ção não é mantida. Em geral, a grande dificuldade encontrada foi a reprodução do

coeficiente de assimetria e coeficiente de curtose.

As Figuras 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16 exibem a estrutura de correlação mensal para

dados históricos, dados sintéticos gerados pelo modelo PAR multivariado e dados sin-

téticos gerados pelo modelo GEVAZP entre os reservatórios de Itaipu e Itutinga, Itaipu

e Xingó, Corumbá IV e Espora e Corumbá I e Corumbá IV, respectivamente.
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Figura 5.13: Correlação espacial entre os reservatórios de Itaipu e Xingó.

Figura 5.14: Correlação espacial entre os reservatórios de Itaipu e Itutinga.

Figura 5.15: Correlação espacial entre os reservatórios de Corumbá IV e Espora.
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Figura 5.16: Correlação espacial entre os reservatórios de Corumbá I e Corumbá IV.

Nota-se que, por exemplo, entre os reservatórios de Itaipu e Xingó, a correlação nos

meses de julho e setembro foram bem próximas paras as séries sintéticas geradas pelo

modelo PAR multivariado e GEVAZP. Observa-se também que, para alguns meses,

as séries sintéticas geradas pelo modelo PAR multivariado apresentam valores mais

próximos ao dados históricos. Para o caso de Corumbá IV e Espora, os resultados

possibilitam afirmar que, para alguns meses, as séries sintéticas geradas pelo modelo

PAR multivariado apresentaram valores superiores as séries sintéticas geradas pelo

modelo GEVAZP e, que o inverso, também ocorre, para outros meses. Já para o

caso de Corumbá I e Corumbá IV, pode-se atestar que os dois modelos conseguiram

reproduzir bem a correlação espacial.

A Tabela 5.26 apresenta os valores da divergência de Kullback-Leibler (KL) para

todos os reservatórios estudados. Pode-se afirmar que, para a maioria dos reservatórios,

a série gerada foi validada. Apenas os reservatórios de Guarapiranga, Lajes e Ponte

Pedra não tiveram suas séries validadas.

A Figura 5.17 apresenta a trajetória para os 10 últimos anos da série histórica

de Itaipu, com os 10 primeiros anos para a série sintética gerada pelo modelo PAR

multivariado e com os 10 primeiros anos para a série sintética gerada pelo modelo

GEVAZP. Observa-se que o comportamento sazonal da série histórica é mantido pelos

modelos geradores de séries sintéticas.
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Tabela 5.26: Divergência de Kullback-Leibler (KL).

Reservatório KL Reservatório KL

Água Vermelha 0,63 Jauru 0,91
A.S.Oliveira 0,54 Lajes 0,98

Cachoeira Dourada 0,58 Manso 0,62
Candonga 0,61 Mascarenhas 0,55
Canoas I 0,68 Navanhandava 0,64

Capim Branco II 0,58 Porto Colômbia 0,63
Corumbá I 0,55 Porto Estrela 0,61

Corumbá IV 0,6 Picada 0,81
Emborcação 0,57 Ponte Pedra 0,98

Espora 0,88 Porto Primavera 0,81
Foz Rio Claro 0,6 Retiro 0,6

Fundão 0,85 Rosal 0,66
Funil Grande 0,61 Sá Carvalho 0,62
G.P. Souza 0,89 Salto Rio Verdinho 0,72

Guarapiranga 0,96 Santa Branca 0,64
Ilha Pombos 0,61 São Simão 0,62

Itaipu 0,78 Sobragi 0,67
Itutinga 0,61 Três Marias 0,55
Jaguari 0,93 Xingó 0,69

Figura 5.17: Séries históricas e sintéticas para Itaipu.

O modelo PAR(1) univariado usando a distribuição Log-Normal generalizada gerou

um total de 2000 anos de séries sintéticas de vazões médias mensais para o reservatório

de Furnas. Neste procedimento, foram utilizadas séries históricas de Furnas correspon-

dentes ao peŕıodo de janeiro de 1931 a dezembro de 2010.
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Vale ressaltar que, no processo de estimação dos parâmetros via abordagem baye-

siana, foram simuladas um total de 20.000 iterações, sendo descartadas as 10.000 pri-

meiras iterações para o aquecimento da cadeia e foi considerado um salto de tamanho

10 nas iterações restantes. Por fim, a amostra final totalizou um tamanho de 1000 ite-

rações, que foram utilizadas nas análises posteriores. Destaca-se também que a cadeia

convergiu, para todos os parâmetros, por meio das análises dos critérios de Gelman e

Rubin e Geweke.

A Tabela 5.27 apresenta as estimativas pontuais para os parâmetros do modelo

PAR(1), em que todas estas estimativas foram significativas.

Tabela 5.27: Estimativas pontuais para os parâmetros de um modelo PAR(1).

Parâmetros Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

α 3,13 1,69 3,51 1,99 2,56 1,49 1,52 1,77 2,44 3,41 1,97 4,5
β 0,6 0,76 0,5 0,67 0,58 0,74 0,73 0,68 0,59 0,46 0,73 0,39
σ 0,48 0,51 0,4 0,27 0,23 0,19 0,15 0,18 0,37 0,39 0,4 0,41
s 1,9 1,87 1,85 1,9 1,88 1,88 1,92 1,88 1,89 1,88 1,87 1,88

Novamente, as estat́ısticas média, desvio padrão, coeficiente de assimetria e coefi-

cente de curtose são utilizadas na avaliação da capacidade de reprodução dos momentos

do modelo de geração univariada usando a distribuição Log-Normal generalizada. As

Figuras 5.18 e 5.19 mostram as estat́ısticas média e desvio padrão desse modelo para o

reservatório de Furnas. Como pode-se observar, este modelo também consegue repro-

duzir satisfatoriamente estes momentos.

Figura 5.18: Média Mensal para séries histórica e sintética de Furnas.
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Figura 5.19: Desvio padrão mensal para séries histórica e sintética de Furnas.

As Figuras 5.20 e 5.21 mostram os coeficientes de assimetria e curtose para o re-

servatório de Furnas. Mais uma vez nota-se a insastifatória capacidade de reproduzir

estes momentos.

Figura 5.20: Coeficiente de assimetria para séries histórica e sintética de Furnas.

Figura 5.21: Coeficiente de curtose para séries histórica e sintética de Furnas.

As figuras aqui apresentadas mostram a necessidade de considerar uma distribui-

ção marginal adequada para a geração de séries sintéticas que sejam estatisticamente

semelhantes às séries históricas. Embora a falta de conhecimento sobre a distribuição

teórica ou uma hipótese inadequada aparentemente não afetem significativamente as

estimativas da média e do desvio padrão, a reprodução do coeficiente de assimetria e

do coeficiente de curtose não são satisfatórias. Este é um ponto que merece destaque

em pesquisas futuras.
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O valor da calibração da divergência de Kullback-Leibler foi 0, 89, indicando que o

modelo Log-Normal generalizado desenvolvido neste estudo pode ser considerado como

uma potencial alternativa para geração univariada de séries sintéticas. A Figura 5.22

mostra os gráficos da série observada e da série sintética para o reservatório de Furnas.

Como observa-se, o comportamento sazonal é mais deslocado pela série sintética.

Figura 5.22: Série histórica e sintética de Furnas.
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6

Conclusões e Propostas Futuras

Em Hidrologia, os modelos autorregressivos periódicos apresentam papel importante

nos procedimentos de previsão e geração de vazões médias mensais. Antes destas

análises e não menos importante, deve-se realizar a estimação dos parâmetros, que

neste caso, foi realizado usando as abordagens clássica e bayesiana.

Em um primeiro momento, foi utilizada a estimação clássica usando as equações

de Yule-Walker e, posteriormente, foram calculados os erros quadráticos médios das

previsões de vazões em função do passo de previsão para modelos PAR(pm). Foram

considerados três métodos de identificação da ordem dos modelos, em que se observa

que o uso do método clássico de análise da função de autocorrelação parcial leva à es-

colha de ordens elevadas para alguns meses. No entanto, os modelos, para estes meses,

apresentam estimativas nulas para alguns parâmetros intermediários. Considerar pa-

râmetros nulos entre o primeiro e o último parâmetro de um modelo PAR(pm) ressalta

uma incoerência entre o modelo e o fenômeno natural. Portanto, o método clássico de

análise da função de autocorrelação parcial não é adequado para identificar a ordem

dos modelos PAR(pm), sendo que os outros dois métodos considerados identificam as

ordens de forma mais coerente.

99
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A variação dos erros de previsão em função do passo de previsão são apresentadas

graficamente. Nota-se, ao analisar estes gráficos, que para os meses cujos coeficientes de

variação são mais elevados, o erro de previsão tende rapidamente para o limite superior.

Este fato indica que os modelos ajustados para estes meses apresentam uma capacidade

preditiva limitada a um horizonte de previsão máximo de três meses (h = 3). Para

os meses com coeficiente de variação menores, a capacidade preditiva dos modelos

pode chegar até h = 6 meses. Para horizontes de previsão superiores a seis meses,

os erros de previsão dos modelos tornam-se aproximadamente iguais ao desvio padrão

incondicional da série. Ou seja, para h ≥ 6, os modelos perdem quase toda capacidade

preditiva e comportam-se como se as vazões não apresentassem correlação temporal.

Apesar do reduzido erro de previsão para o passo de previsão de um mês (h = 1),

quando o valor absoluto deste erro é comparado com a MLT do mês para a qual a

vazão está sendo prevista, nota-se que a redução no erro de previsão só ocorre de forma

mais acentuada nos meses considerados secos, ou seja, entre junho e setembro. Nos

meses úmidos, novembro a abril, em geral, as relações entre o RMSE e a MLT do mês

são muito próximas.

Os resultados apresentados dão uma indicação de que é posśıvel que os modelos

de planejamento da operação de sistemas hidrelétricos, que utilizam os modelos es-

tocásticos das vazões de forma expĺıcita, não consigam se beneficiar destes modelos

devido à baixa capacidade preditiva dos mesmos, quando comparados ao horizonte de

planejamento (geralmente maior que um ano). Desta forma, é posśıvel que os mode-

los de planejamento da operação que se utilizam das previsões ou mesmo consideram

as vazões de forma determińısticas possam apresentar resultados muito próximos aos

modelos estocásticos, uma vez que para horizontes superiores a seis meses (h ≥ 6), os

erros de previsão tornam-se grandes e, consequentemente, a MLT fica muito próxima

das vazões previstas.

Em um segundo momento, foi utilizada a estimação bayesiana e, após, os parâme-

tros estimados foram utilizados nos procedimentos de previsão. Assim, este trabalho

abordou a aplicação da inferência bayesiana e dos métodos de Monte Carlo via Cadeias

de Markov para a previsão de vazões médias mensais. Os modelos autorregressivos pe-

riódicos foram ajustados para os reservatórios de Emborcação, Furnas e Sobradinho e,

posteriormente, foram estudadas as propriedades geradas pelas previsões. Em particu-

lar, os algoritmos MCMC têm desempenhado um papel essencial quando as densidades

a posteriori não apresentam uma forma padrão e, assim, estes são utilizados para a

obtenção de amostras dos parâmetros.

O procedimento de previsão é de grande importância para os estudos de planeja-

mento e operação de um sistema hidrelétrico e são os principais resultados práticos
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deste trabalho. Em particular, os estudos de previsão podem ser usados juntos como

um critério final para selecionar um método de estimação para o parâmetro. Pode-

se concluir que a metodologia obteve resultados significativos na previsão de vazões

afluentes naturais médias mensais h passos a frente para os reservatórios estudados.

Conclui-se, também, que os modelos apresentaram erros de previsão muito próximos

apesar do modelo Log-Normal apresentar menor MAPE e MSE. Recomenda-se o uso

do modelo Log-Normal por terem ordens bastante reduzidas o que facilita a utiliza-

ção do modelo, no contexto de otimização do planejamento e operação de sistemas

hidroelétricos.

Vale ressaltar que as análises bayesianas juntamente com algoritmos MCMC deram

mais flexibilidade ao processo de modelagem de séries temporais periódicas e durante

todas as etapas, tais como a estimativa de parâmetros, seleção de modelos e previsão.

E, por último, este trabalho apresentou os procedimentos de geração de séries sin-

téticas usando o modelo Log-Normal com três parâmetros multivariado, modelo Log-

Normal generalizado e avaliação das séries geradas. O modelo multivariado foi aplicado

a um conjunto de usinas do Sistema Elétrico Brasileiro. Os resultados para esses es-

tudos, quando comparados com o modelo GEVAZP, amplamente utilizado pelo SEB,

indicaram que esse modelo representa uma potencial abordagem para a geração de

séries sintéticas.

Vale destacar que, em geral, os valores médios obtidos das séries sintéticas quando

comparados aos valores reais das séries de vazões foram similares para todos os modelos

e todos os meses. Por outro lado, os modelos apresentaram dificuldades em replicar os

coeficientes de assimetria e curtose para alguns meses das séries de vazões. Os resulta-

dos forneceram evidências que apontam que os modelos utilizados são uma alternativa

para a geração de séries sintéticas de vazões mensais e que reproduzem as principais

caracteŕısticas estat́ısticas das séries observadas. Em relação ao modelo Log-Normal

generalizado desenvolvido neste estudo pode-se concluir que este apresenta uma alter-

nativa potencial para os procedimentos de geração univariada de séries sintéticas de

vazões médias mensais.

Como sugestões para trabalhos futuros, pode-se destacar: a utilização dos modelos

autorregressivos e de médias móveis periódicos (PARMA) em todos os procedimentos

de estimação, geração e previsão; comparação da abordagem proposta para geração e

previsão com outras técnicas comuns, tais como redes neurais artificiais e os algorit-

mos neuro-fuzzy; em relação à abordagem bayesiana, pode-se ressaltar a utilização de

diferentes modelos e distribuições a priori ; Desenvolvimento de novos critérios para

validação de séries sintéticas; Utilização de outros modelos para geração, além do mo-

delo Log-Normal com três parâmetros, que captem a assimetria dos dados de vazões
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médias mensais; Adoção de distribuições a priori informativas na estimação bayesiana

do modelo Log-Normal generalizado; Ampliação da abordagem do modelo Log-Normal

generalizado, utilizando um modelo PAR(pm) e desenvolvendo um modelo multivari-

ado.
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