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Resumo
Neste trabalho apresenta-se um novo esquema prátio tipo upwind de alta resolução, denomi-nado EPUS (Eight-degree Polynomial Upwind Sheme), para resolver numeriamente equaçõesde onservação não estaionárias dominadas por onveção. O esquema é baseado no ritériode estabilidade TVD e é implementado no ontexto do método das diferenças �nitas. O de-sempenho do esquema é investigado na resolução de sistemas hiperbólios de leis de onser-vação e esoamentos inompressíveis omplexos om superfíies livres. Os resultados numériosmostraram boa onordânia om outros resultados numérios e dados experimentais existentes.

Palavras-have: esquemas onvetivos, equações de Navier-Stokes, leis de onservação, esoa-mentos om superfíies livres móveis, upwinding, modelo κ− ε.
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Abstrat
In this work a new pratial high resolution upwinding sheme, alled EPUS (Eight-degreePolynomial Upwind Sheme), for the numerial solution of transient onvetion-dominatedonservation equations is presented. The sheme is based on TVD stability riterion and isimplemented in the ontext of the �nite di�erene methodology. The performane of the shemeis investigated by solving hyperboli systems of onservation laws and omplex inompressible�ows with free surfaes. The numerial results displayed good agreement with other existingnumerial and experimental data.

Key-words: onvetive shemes, Navier-Stokes equations, onservation laws, free surfae �ows,upwinding, κ− ε model.
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Capítulo
1Introdução

Esquemas de onveção de alta resolução são bastante empregados hoje em dia para resolverproblemas em dinâmia dos �uidos, espeialmente para a lasse de problemas de esoamentosinompressíveis não estaionários envolvendo superfíies livres móveis [12, 58℄ a altos valoresdo número de Reynolds. Embora muitos pesquisadores têm atentado para tais problemas, nãoé possível até o presente araterizá-los por ompleto. Conseguir soluções numérias represen-tativas para essa lasse de problemas tem sido difíil em virtude da forte in�uênia dos termosonvetivos (em geral não lineares) nas equações de transporte. Consequentemente, a esolhado método numério que leva em onta a veloidade de onveção loal do esoamento (usual-mente onheido omo esquema de onveção upwind - vide [34℄ ou [38℄) tem sido uma dasprinipais preoupações da omunidade ientí�a moderna em dinâmia dos �uidos omputa-ional, uma vez que esse tipo de aproximação afeta sobre maneira a estabilidade e a preisãoda solução.Por exemplo, ao se usar esquemas upwind de primeira ordem, tais omo FOU (First OrderUpwind) [13℄ e o método Híbrido [42, 53℄, a solução omputada sofre suavização, pois essesesquemas introduzem visosidade numéria amorteendo as osilações (físias e não físias).Por outro lado, ao se utilizar esquemas lássios de alta ordem (maior ou igual a 2), tais omoQUICK (Quadrati Upstream Interpolation for Convetive Kinematis) [29℄ ou Lax-Wendro�[28℄, a solução numéria geralmente apresenta osilações não físias, prinipalmente em deson-tinuidades (hoques) e regiões de altos gradientes, onde na maioria das vezes surgem instabili-dades numérias inevitáveis. De fato, pelo teorema de Godunov [48℄ nenhum esquema linear deordem maior que 1 é monot�nio (livre de osilações). Isso tem motivado o desenvolvimento deesquemas onvetivos upwind não lineares de alta ordem, os quais ajustam a ordem de preisãode aordo om a solução loal de modo a manter um omportamento limitado.Nas últimas déadas muitas tentativas têm sido feitas para derivar o esquema onvetivo1



Capítulo 1 Introduçãoupwind de alta resolução �perfeito�, isto é, aquele que satisfaz as seguintes propriedades: esta-bilidade, aptura de desontinuidades sem a presença de osilações numérias (osilações limi-tadas), simpliidade, eonomia omputaional, onvergênia e a resolução de uma variedade defen�menos omplexos. Entre elas destaam-se a proposta do esquema HLPA (Hybrid-LinearParaboli Approximation) de Zhu [69℄, do SMART (Sharp and Monotoni Algorithm for Re-alisti Transport) por Gaskell e Lau [21℄, do WACEB (Weighted-Average Coe�ient Ensur-ing Boundedness) por Song et al. [37℄, do VONOS (Variable-Order Non-Osillatory Sheme)de Varonos e Bergeles [63℄, do CUBISTA (Convergent and Universally Bounded InterpolationSheme for the Treatment of Advetion) de Alves et al. [1℄, do MUSCL (Monotone UpstreamSheme for Conservation Laws) por van Leer [61, 62℄ e, mais reentemente, a proposta do AD-BQUICKEST por Ferreira et al. [19℄ e TOPUS por Queiroz [15℄. Tais esquemas vêm sendomuito utilizados numa variedade de apliações prátias. No entanto, muitas di�uldades aindapersistem quando se deseja simular esoamentos inompressíveis em regime transitório, prini-palmente os efeitos da turbulênia, pois, nesse aso, os esoamentos tornam-se intrinsiamentetransientes, tridimensionais e om uma variedade de esalas envolvidas no movimento.Portanto, a neessidade de um esquema de onveção upwind simples, e�iente e robustopara aproximar termos onvetivos não lineares de leis de onservação e equações transientesda dinâmia dos �uidos ontinua a estimular a pesquisa na área de CFD. Esta é a prinipalmotivação para o estudo apresentado neste trabalho. Outra motivação para o desenvolvimentode um esquema upwind está no desejo da autora em desenvolver uma ténia numéria apazde simular uma variedade de problemas de interesse prátio.Há também outra lasse de esquemas de alta resolução so�stiados hamados ENO (Es-sentially Non-Osillatory) [50℄ e seus relaionados WENO (Weighted ENO) [4, 26℄, que sãoapropriados para apturar desontinuidades e pontos extremos om alta ordem de preisão.Nesses esquemas, alta ordem é alançada usando polin�mios interpoladores (por partes) degraus elevados que não garantem resultados não osilatórios. Seus ompromissos são relaxar asondições TVD/CBC e, ao invés de onsiderar moléulas omputaionais �xas, esolher moléu-las omputaionais variáveis. O preço a ser pago por esse proedimento é, além da di�uldadede implementação, o número muito elevado de operações aritmétias requeridas a ada passono tempo, sendo isso mais uma motivação para o presente trabalho de mestrado. A diferençaentre ENO/WENO e esquemas TVD/CBC é que os primeiros têm a propriedade de reter amesma ordem de preisão espaial em todo o domínio de solução, inlusive nas vizinhanças dedesontinuidades e pontos extremos, enquanto que os esquemas TVD/CBC ofereem primeiraordem de preisão nessas regiões rítias.No ontexto do método das diferenças �nitas (ver, por exemplo, [33℄) e fazendo o uso devariáveis normalizadas e/ou limitadores de �uxo e dos ritérios de limitação CBC e/ou TVD,apresenta-se no presente trabalho de mestrado o novo esquema de onveção EPUS, que temse mostrado simples, e�iente e robusto. O foo prinipal deste trabalho é, usando o esquema2



EPUS, a simulação numéria de problemas de esoamentos de �uidos não estaionários para osasos ompressível e inompressível.A ontribuição da pesquisa ientí�a aqui apresentada é inovadora, pois visa a análise, a im-plementação omputaional e a onstrução de um novo método numério apaz de simular umavariedade de problemas de esoamentos de �uidos, permitindo, no ontexto atual, melhoriasnas predições de problemas de engenharia.Vale menionar que o presente projeto de pesquisa é �naniado pela FAPESP (proessono 2008/07367-9 ) e ontempla objetivos do projeto temátio Solução numéria das equaçõesde Navier-Stokes � proesso no 2000/03385-0, já desenvolvido no ICMC-USP om o apoio daFAPESP. Contempla também um dos objetivos do projeto temátio Meânia dos �uidos nãoestaionária: apliações em aeronáutia e em reologia � proesso no 2004/16064-9, �naniadopela FAPESP e desenvolvido em onjunto om ICMC-USP, EESC-USP e IAE-CTA.O presente projeto de pesquisa ontempla os seguintes objetivos, a saber:� Desenvolver e implementar um novo esquema onvetivo de alta resolução para resolverproblemas não estaionários em dinâmia dos �uidos;� Corroborar a asserção de Arora e Roe [2℄ de que esquemas TVD, assoiados ao avançotemporal explíito de primeira ordem, têm méritos em problemas transientes;� Dispor de ódigos 2D/3D para simular numeriamente problemas de esoamentos inom-pressíveis om superfíies livres móveis a uma ampla faixa do número de Reynolds;� Forneer à literatura novas soluções numérios de EDPs não lineares que possam auxiliarpesquisadores da área de CFD.Os demais apítulos deste texto de dissertação estão dispostos omo segue:� No Capítulo 2 apresentam-se as equações básias utilizadas neste trabalho de mestrado,que são EDPs que apareem om frequênia em CFD;� O Capítulo 3 é reservado para uma apresentação da base teória para o desenvolvimento deesquemas upwind de alta resolução. Também apresentam-se alguns esquemas de alta resoluçãopresentes na literatura, os quais são utilizados neste trabalho para omparações. Apresentam-seainda estimativas para o erro ometido, bem omo o álulo da ordem de onvergênia obser-vada;� No Capítulo 4 desreve-se o desenvolvimento do novo esquema upwind polinomial de altaresolução EPUS, bem omo faz-se algumas onsiderações relevantes sobre esta nova ferramentanuméria;� O Capítulo 5 ontém a modelagem omputaional utilizada para a resolução numériadas leis de onservação e das equações de Navier-Stokes, bem omo suas disretizações destasequações, dando-se ênfase à disretização dos termos onvetivos. Desreve-se ainda a metodolo-gia numéria e omputaional utilizada para a simulação dos esoamentos inompressíveis la-minares e turbulentos;� No Capítulo 6 apresentam-se resultados numérios para leis de onservação hiperbólias3



Capítulo 1 Introdução1D obtidos pelo esquema EPUS (desrito no Capítulo 4) e também pelos demais esquemas dealta resolução apresentados no Capítulo 3;� No Capítulo 7 apresentam-se resultados numérios para leis de onservação hiperbólias2D, bem omo para as equações de Navier-Stokes 2D (ambos os asos laminar e turbulento) eaxissimétrias;� No Capítulo 8 apresentam-se resultados numérios de esoamentos inompressíveis lami-nares 3D, os quais são modelados pelas equações instantâneas de Navier-Stokes;� No Capítulo 9 apresentam-se as onsiderações �nais e os planos futuros;� Por �m, no Capítulo 10 lista-se a produção ientí�a assoiada ao presente trabalho demestrado.
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Capítulo
2Modelagem Matemátia

Neste apítulo desreve-se a formulação matemátia utilizada ao longo deste projetode mestrado, ou seja, as EDPs básias que apareem om frequênia em CFD, a saber: leisde onservação 1D (equação linear de adveção, equação de Burgers e equações de Euler),leis de onservação 2D (sistemas hiperbólios de Euler e águas rasas), equações instantânease médias de Navier-Stokes e modelagem κ − ε da turbulênia. O estudo destas equações é defundamental importânia para o entendimento do problema a ser modelado, bem omo parasua implementação omputaional.2.1 Leis de Conservação 1DEquações diferenias pariais podem ser usadas para modelar uma variedade de fen�menosda iênia e da engenharia (ver, por exemplo, [32℄). Em meânia dos �uidos, estas equações,também denominadas leis de onservação, são esritas em sua forma onservativa omo
∂φ

∂t
+
∂F (φ)

∂x
= 0, (2.1)em que φ = φ(x, t) é o vetor das quantidades onservadas e F (φ) = F (φ(x, t)) é o vetor querepresenta as funções �uxo. Apresenta-se nesta seção três leis de onservação 1D, a saber:equação linear de adveção, equação de Burgers e equações de Euler.2.1.1 Equação de Adveção 1DA equação linear de adveção 1D é um dos modelos mais simples de EDPs hiperbólias,sendo muito utilizada para o estudo de métodos numérios em leis de onservação. Ela modelao transporte de esalares através da Eq. (2.1) (ver, por exemplo, [32℄ e [59℄), onsiderando os5



Capítulo 2 Modelagem Matemátiavetores da propriedade onservada e da função �uxo dados, respetivamente, por
φ = u, (2.2)

F (u) = au, (2.3)sendo a > 0 (onstante) a veloidade de adveção da propriedade u = u(x, t) no tempo t. Asondições iniias e de ontorno onsideradas são, respetivamente,
u(x, 0) = u0(x), (2.4)

u(xL, t) = uL, u(xR, t) = uR, (2.5)om uL e uR ontantes, em que x ∈ [xL, xR]. A solução exata para este problema linear é dadapor (ver LeVeque [32℄)
u(x, t) = u0(x− at). (2.6)A equação (2.6) mostra que a solução para este problema é obtida a partir de translações(adveções) uniformes da ondição iniial om veloidade onstante a. Isso se deve ao fato deque suas urvas araterístias são dadas por x−at, ou seja, são semi-retas paralelas (ver [32℄).2.1.2 Equação de Burgers 1DA equação não linear de Burgers modela uma variedade de problemas em dinâmia dos �ui-dos (ver, por exemplo, [67℄), sendo propensa à formação de hoques, mesmo nos asos de dadosiniiais suaves. Ela serve, por exemplo, omo um modelo simpli�ado para o entendimento daturbulênia, ombinando onveção não linear e difusão linear, o que a leva, atualmente, a sertambém muito utilizada no desenvolvimento de métodos numérios (ver [32℄).A equação de Burgers é uma lei de onservação om �uxo quadrátio, dada, em sua formanão visosa, pela Eq. (2.1) om vetores da variável onservada e da função �uxo dados, respe-tivamente, por

φ = u, (2.7)
F (u) =

1

2
u2. (2.8)6



2.1 Leis de Conservação 1DNa forma quase-linear, a equação de Burgers invisida é dada por
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (2.9)onde é possível observar que esta lei de onservação representa o transporte da propriedade

u om veloidade u, assemelhando-se à equação de adveção, a menos do fato de que agoratemos uma veloidade de onveção não onstante u. Sendo assim, as araterístias não maisserão retas paralelas, podendo, em algum momento, se intereptarem, levando à formação dedesontinuidades (hoques), fen�meno araterístio de problemas não lineares.As ondições iniiais e de ontorno adotadas na resolução desta EDP são dadas, respetiva-mente, por
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [xL, xR], (2.10)

u(xL, t) = f(xL, t), u(xR, t) = g(xR, t). (2.11)2.1.3 Equações de Euler 1DEstas EDPs onstituem um sistema hiperbólio não linear de leis de onservação que mo-delam a dinâmia de um material ompressível, tais omo gases (ver [59℄). Os problemas maisrelevantes modelados por estas equações são os de tubo de hoque, em que se estuda a interaçãoentre diferentes gases.Este sistema de equações é dado pela Eq. (2.1), sendo agora os vetores das quantidadesonservadas e das funções �uxos dados, respetivamente, por
φ = (ρ, ρu, E)T , (2.12)

F (φ) = (ρu, ρu2 + p, u(E + p))T , (2.13)em que as variáveis onservadas ρ, u, ρu, E e p são, respetivamente, a massa espeí�a, aveloidade, a quantidade de movimento, a energia total e a pressão. Para fehar este sistema,onsidera-se também a equação do gás ideal
p = (γ − 1)(E − 1

2
ρu2), (2.14)sendo γ = 1.4 a razão do alor espeí�o. Ainda, tem-se que a energia interna e é dada por

e =
p

(γ − 1)ρ
. (2.15)7



Capítulo 2 Modelagem MatemátiaA ondição iniial onsiderada para a resolução deste sistema é dada por
(ρ0, u0, p0)

T =







(ρL, uL, pL)
T , x ≤ x0,

(ρR, uR, pR)
T , x > x0,

x ∈ [xL, xR]. (2.16)A ondição de ontorno adotada é a extrapolação de ordem zero (para mais detalhes, ver[32℄).2.2 Leis de Conservação 2DPara o aso de problemas em geometria 2D, as leis de onservação onsideradas neste tra-balho são dadas por
∂φ

∂t
+
∂F (φ)

∂x
+
∂G(φ)

∂y
= 0, (2.17)em que φ = φ(x, y, t) representa o vetor das variáveis onservadas, e F (φ) = F (φ(x, y, t))e G(φ) = G(φ(x, y, t)) são os vetores das funções �uxo nas direções x e y, respetivamente.Nesta seção são apresentadas duas leis de onservação 2D, a saber: equações não lineares deEuler e equações não lineares de águas rasas.2.2.1 Equações de Euler 2DAs equações de Euler 2D, as quais modelam prinipalmente a dinâmia em gases, são dadaspela Eq. (2.17) om vetores das variáveis onservadas e das funções �uxos dados por

φ = (ρ, ρu, ρv, E)T , (2.18)
F (φ) = (ρu, ρu2 + p, ρuv, u(E + p))T , (2.19)
G(φ) = (ρv, ρuv, ρv2 + p, v(E + p))T , (2.20)em que (u, v)T representa o vetor veloidade. Para fehar este sistema, onsidera-se a equaçãodo gás ideal

p = (γ − 1)(E − 1

2
ρ(u2 + v2)). (2.21)Estas equações são de�nidas neste trabalho em um domínio quadrado, o qual é dividido emquatro quadrantes pelas linhas x = x0 e y = y0. Esses quadrantes são de�nidos por estados8



2.2 Leis de Conservação 2Diniiais onstantes, de tal forma que
(ρ0, u0, v0, p0)

T =



























(ρ1, u1, v1, p1)
T , se x > x0 e y > y0,

(ρ2, u2, v2, p2)
T , se x < x0 e y > y0,

(ρ3, u3, v3, p3)
T , se x < x0 e y < y0,

(ρ4, u4, v4, p4)
T , se x > x0 e y < y0.

(2.22)
No ontorno, aplia-se a ondição de extrapolação de ordem zero (ver LeVeque [32℄).2.2.2 Equações de Águas Rasas 2DEstas equações modelam o movimento hidrostátio de um �uido inompressível om super-fíie livre (no aso água) em um anal de largura unitária, om veloidade horizontal u(x, t)e veloidade vertial desprezada (ver, por exemplo, [32℄). O sistema hiperbólio não linear deáguas rasas 2D é dado pela Eq. (2.17), om vetores das quantidades onservadas e das funções�uxos dados por

φ = (h, hu, hv)T , (2.23)
F (φ) = (hu, hu2 +

1

2
gh2, huv)T , (2.24)

G(φ) = (hu, huv, hv2 +
1

2
gh2)T , (2.25)em que h = h(x, y, t) é a altura da amada de água (profundidade do �uido no anal) e

g = 9.81m/s2 é a gravidade. Neste sistema, (u, v)T e (hu, hv)T representam, respetivamente,os vetores veloidade e vazão.As ondições iniias adotadas na resolução deste sistema são dadas por
u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y) e h(x, y, 0) = h0(x, y),em que x ∈ [xL, xR] e y ∈ [yL, yR]. As ondições de ontorno foram adotadas de aordo omLeVeque [32℄, omo extrapolação de ordem zero.2.3 Equações de Navier-StokesPara o aso em que o �uido é onsiderado um meio homogêneo inompressível (a massaespeí�a não varia durante o seu movimento) e as propriedades de transporte são onstantes,as equações matemátias das leis físias de onservação são as equações de Navier-Stokes e on-tinuidade, dadas, na forma adimensional, em oordenadas artesianas e na notação de Einstein,9



Capítulo 2 Modelagem Matemátiapor
∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(

∂ui
∂xj

)

+
1

Fr2
gi, i = 1, 2, 3, (2.26)

∂ui
∂xi

= 0, (2.27)em que ui são as omponentes do ampo de veloidade, t é o tempo e p é a pressão. Osparâmetros adimensionais são Re = L0U0/ν e Fr = U0/
√
L0g, os quais representam, respeti-vamente, os números de Reynolds e Froude, e gi são as omponentes do ampo gravitaional.O parâmetro ν = µ/ρ > 0 é o oe�iente de visosidade inemátia moleular (onstante) do�uido, em que µ é a visosidade dinâmia, e U0 e L0 são esalas de veloidade e omprimentoaraterístios, respetivamente.No aso de problemas om simetria radial (axissimétrios), as equações de Navier-Stokessão esritas em oordenadas ilíndrias, dadas, na forma adimensional, por

∂u

∂t
+

1

r

∂(ruu)

∂r
+
∂(uv)

∂z
= −∂p

∂r
+

1

Re

∂

∂z

(

∂u

∂z
− ∂v

∂r

)

+
gr
Fr2

, (2.28)
∂v

∂t
+

1

r

∂(rvu)

∂r
+
∂(vv)

∂z
= −∂p

∂z
+

1

Re

1

r

∂

∂r

(

r

(

∂u

∂z
− ∂v

∂r

))

+
gz
Fr2

, (2.29)
1

r

∂(ru)

∂r
+
∂v

∂z
= 0, (2.30)em que u = u(r, z, t) e v = v(r, z, t) são, respetivamente, as omponentes do vetor veloidadenas direções r e z, e g = (gr, gz)

T representa o ampo gravitaional.Para resolver as equações de Navier-Stokes (em oordenadas artesianas e ilíndrias) éneessário impor ondições de ontorno, as quais devem ser esolhidas de modo a respeitaro omportamento físio da solução. Neste trabalho, as ondições de ontorno adotadas pararesolver estas equações são desritas a seguir:� Entrada do �uido (injetor): onsidera-se ondição de ontorno presrita, dada por
un = U0, ut = 0, (2.31)em que un é a veloidade normal ao ontorno e ut é a veloidade tangenial a ele.� Saída do �uido (ejetor): onsidera-se que não há variação da veloidade na direção normalao ontorno, de forma que
∂un
∂n

=
∂ut
∂n

= 0. (2.32)
10



2.3 Equações de Navier-Stokes� Contorno rígido: aqui onsidera-se dois asos, a saber:
• No-slip (sem esorregamento): o �uido possui veloidade nula no ontorno, isto é,

un = 0, ut = 0. (2.33)
• Free-slip (om esorregamento): não há perda friional no ontorno, de forma que

un = 0,
∂ut
∂n

= 0. (2.34)� Superfíie livre: onsidera-se que o �uido está imerso num ambiente inerte, de forma que
n · (σ · n) = pext, (2.35)

m1 · (σ · n) = 0, (2.36)
m2 · (σ · n) = 0, (2.37)em que pext é a pressão externa (atmosféria), a qual foi assumida nula neste trabalho, e otensor das tensões totais é dado, para os asos 2D e 3D, por

σ = −pI + 2µ(▽u+ (▽u)T ),e para o aso axissimétrio por
σ = −pI + 1

Re
(▽u+ (▽u)T ),sendo I o tensor identidade. No aso 3D, onsideram-se os vetores tangeniais à superfíielivre m1 = (m1x, m1y, m1z) e m2 = (m2x, m2y, m2z) e n = (nx, ny, nz) o vetor normal externoà superfíie (no aso 2D tem-se m1 = (m1x, m1y) e n = (nx, ny)). No aso axissimétrio,onsidera-se m1 = (−nz , 0, nr) e n = (nr, 0, nz).2.4 Equações Médias de ReynoldsPara a simulação dos efeitos da turbulênia, as equações de onservação instantâneas (2.26)e (2.27) são transformadas nas equações médias de Reynolds, da forma

∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(

∂ui
∂xj

)

+
1

Fr2
gi −

1

Re

∂u
′

iu
′

j

∂xj
, i = 1, 2, (2.38)

∂ui
∂xi

= 0. (2.39)11



Capítulo 2 Modelagem MatemátiaNas Eqs. (2.38) e (2.39), ui é a i-ésima omponente da veloidade média, p é a pressãomédia e u′

iu
′

j é o tensor das tensões de Reynolds, este de�nido na seção seguinte.2.5 Modelagem κ− ε da TurbulêniaPara a simulação dos efeitos da turbulênia onsiderou-se a modelagem κ−ε, em que a ideiabásia é aoplar às equações médias de Navier-Stokes (2.38)-(2.39) duas EDPs de transporte:uma para κ, a energia inétia da turbulênia, e outra para ε, a dissipação da energia inétia
κ. O objetivo é desrever a evolução da visosidade adiional νt dada por (2.46). Em resumo,as variáveis turbulentas κ e ε são de�nidas, respetivamente, por

κ =
1

2
u

′

iu
′

i ε = ν

(

∂ui
∂xj

)2

, (2.40)em que u′

i é a omponente �utuante da veloidade ui.Conheidos κ, ε e νt, o tensor das tensões de Reynolds é de�nido por
u

′

iu
′

j = −νtDij +
2

3
κδij , i = 1, 2, (2.41)em que δij representa o delta de Kroneker e Dij, o tensor de deformações médio, dado por

Dij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

. (2.42)Em suma, as EDPs do modelo κ− ε da turbulênia são dadas por
∂κ

∂t
+
∂(κuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σκ

)

∂κ

∂xj

)

+ νtDij
∂ui
∂xj

− ε, (2.43)
∂ε

∂t
+
∂(εuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σε

)

∂ε

∂xj

)

+ (C1ενtDij
∂ui
∂xj

− C2εε)/Tt, (2.44)em que a esala de tempo do movimento turbulento e a visosidade turbulenta são de�nidas,respetivamente, por
Tt = κ/ε, (2.45)
νt = CµκTt. (2.46)Nas equações aima apresentadas tem-se que σκ = 1.0 e σε = 1.3 são oe�ientes de difusãoturbulentos, e C1ε = 1.44, C2ε = 1.92 e Cµ = 0.09 são onstantes empírias. Mais detalhessobre essa modelagem da turbulênia, pode-se reorrer a Ferreira [18℄.As ondições de ontorno adotadas na simulação deste modelo de turbulênia são as mesmasdesritas na Seção 2.3 para o aso laminar. Já as ondições iniiais aqui onsideradas são12



2.5 Modelagem κ− ε da Turbulêniade�nidas por Brandi [7℄, da forma
κ = 0.08Re, ε =

100κ

3

√

κ

Re
. (2.47)Para as variáveis turbulentas κ e ε, as ondições de ontorno na entrada também são dadaspor (2.47), enquanto que na saída são aluladas pela ondição de Neumann:

∂κ

∂n
= 0

∂ε

∂n
= 0. (2.48)No ontorno rígido são apliadas as leis lássias de parede desritas em [16, 52℄. Finalmente,as ondições de ontorno na superfíie livre são dadas por (ver [7, 18℄)

p+
2

3Re
κ− 2

Re
(1 + νt)

[

∂u

∂x
n2
x +

∂v

∂y
n2
y +

(

∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

nxny

]

= 0, (2.49)
1

Re
(1 + νt)

[

2
∂u

∂x
mxnx + 2

∂v

∂y
myny +

(

∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

(mxny +mynx)

]

= 0. (2.50)
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Capítulo
3Desenvolvimento de Esquemas Upwind

Neste apítulo apresenta-se um embasamento teório para o desenvolvimento de esque-mas onvetivos upwind de alta resolução TVD, inluindo oneitos e restrições no que dizrespeito à aproximação dos termos onvetivos.3.1 Aproximação dos Termos ConvetivosNos últimos anos, esforço onsiderável tem sido feito para se obter soluções numérias deboa qualidade para leis de onservação hiperbólias e equações de Navier-Stokes, as quais sãosigni�ativamente afetadas pela esolha do esquema de disretização para os termos onvetivos(em geral não lineares). A prinipal di�uldade é ontrolar o fen�meno da difusão numéria.A difusão numéria pode ser de duas formas (ver Figura 3.1 (a) e (b)): dissipativa e dis-persiva. A Figura 3.1 (a) ilustra o efeito dissipativo (suavização de gradientes) de esquemasde primeira ordem (por exemplo, o esquema FOU [13℄), e a Figura 3.1 (b) mostra o efeitodispersivo (surgimento de osilações não físias) de esquemas de alta ordem (por exemplo, ométodo de Lax-Wendro� [28℄). De fato, esses inonvenientes estão ontemplados no teorema deGodunov [48℄, o qual a�rma que nenhum esquema de alta ordem linear pode ser monot�nio.Neste ontexto surge a motivação pela busa de esquemas onvetivos upwind de alta ordemnão lineares, omo aquele apresentado na Figura 3.1 (), os quais ajustam a ordem de preisãode aordo om a solução loal de modo a manter omportamento limitado da solução.Uma aproximação para os termos onvetivos é obtida utilizando-se a estratégia upwind.Nessa estratégia, o termo onvetivo é aproximado de aordo om o sinal da veloidade deonveção loal. Para isso, onsideram-se três nós omputaionais adjaentes ao ponto dedisretização, isto é, o a jusante D (Downstream), o a montante U (Upstream) e o mais amontante R (Remote-upstream). A Figura (3.2) ilustra esta estratégia, onde pode-se observar15



Capítulo 3 Desenvolvimento de Esquemas Upwind(a) Esquema de primeira ordem (b) Esquema de segunda ordem
() Esquema de alta ordem

Figura 3.1: efeitos de difusão numéria: omparação entre o per�l araterístio de esquemasde primeira, segunda e alta ordem de preisão.que as posições de D, U e R são adotadas de aordo om o sinal da veloidade loal Vf , nafae f , de uma variável onvetada φf .PSfrag replaements DUR φf

Vf

PSfrag replaements D U Rφf

VfFigura 3.2: posição dos nós omputaionais D , U e R.Nesse ontexto, utilizando-se os três nós omputaionais D, U e R, é possível esrever umesquema de onveção upwind dependente destes três pontos para avaliar φf , através da seguinterelação:
φf = φf(φD, φU , φR). (3.1)3.2 Variáveis NormalizadasO oneito de variáveis normalizadas (NV -Normalized Variable) foi introduzido por Leonard[30℄ e é de grande importânia para o desenvolvimento de esquemas de alta resolução, pois, jun-tamente om o ritério TVD (ver Seção 3.5) introduzido por Harten [24℄, são apazes de obter16



3.2 Variáveis Normalizadasesquemas estáveis e resolver gradientes elevados om alta preisão. Sendo φ a variável onve-tada, a variável normalizada de Leonard é de�nida por
φ̂() =

φ() − φR

φD − φR

, (3.2)em que φD e φR são os valores não normalizados da propriedade φ nos pontos D e R, respe-tivamente.A partir desta de�nição observa-se que φ̂R = 0 e φ̂D = 1. Ainda, se φ̂U = 0 então φU = φR,e, se φ̂U = 1 então φU = φD. Assim, onlui-se que qualquer esquema de onveção upwind queutilize somente os valores de φ nos pontos D, U e R pode ser representado na forma funional
φ̂f = φ̂f(φ̂U). (3.3)Leonard [30℄ também prop�s o diagrama de variáveis normalizadas (NVD - NormalizedVariable Diagram) baseado na de�nição (3.2) e na relação funional (3.3) om o objetivo derepresentar uma relação entre as variáveis normalizadas φ̂f e φ̂U , sendo isso de grande valiana análise de um esquema onvetivo. Na Figura 3.3, por exemplo, os esquemas QUICK(Quadrati Upstream Interpolation for Convetive Kinematis), diferença entral (de segundaordem) e FOU são ilustrados em variáveis normalizadas.PSfrag replaements φ̂f

φ̂U1

1
P

Q

O

QUICK
Diferença Central

FOUFigura 3.3: diagrama de variáveis normalizadas mostrando os esquemas QUICK, diferençaentral e FOU.Utilizando-se deste diagrama, Leonard [30℄ mostrou que para se derivar um esquema mo-not�nio de alta ordem não linear (ou linear por partes) formulado em NV, om 0 ≤ φ̂U ≤ 1,as seguintes ondições devem ser satisfeitas: passar pelos pontos O(0, 0) e P (1, 1) (para sermonot�nio), passar pelo ponto Q(0.5, 0.75) (para atingir segunda ordem de preisão) e passarpelo ponto Q om inlinação 0.75 (para alançar tereira ordem de preisão).A expliação para o uso destas ondições está no fato de que esquemas em variáveis nor-17



Capítulo 3 Desenvolvimento de Esquemas Upwindmalizadas que têm interseção om o segundo quadrante podem produzir osilações numérias,assim omo passar pelo quarto quadrante pode ser altamente difusivo (por isso o esquema devepassar pela origem O); e também, experimentos numérios feitos por Leonard mostraram que osmétodos em NVD que intereptam a reta φ̂U = 1 aima de φ̂f = 1 geram soluções osilatórias,e os que intereptam a reta φ̂U = 1 abaixo de φ̂f = 1 geram dissipação numéria (por isso oesquema deve passar por P ).Leonard também reomenda que, para φ̂U < 0 e φ̂U > 1, seja utilizado o esquema FOU.3.3 Limitador de FluxoUma outra estratégia para derivar um esquema de alta resolução é o uso de limitadores de�uxo, os quais ombinam um método de primeira ordem om um de ordem superior por meiode uma função não linear (ver, por exemplo, Waterson e Deonink [65℄). O limitador de �uxopode ser obtido reesrevendo-se a equação do esquema em variáveis não normalizadas na forma
φf = φU +

1

2
ψ(rf)(φD − φU), (3.4)em que ψ(rf) = ψf é o limitador de �uxo e rf é a razão dos gradientes onseutivos (sensor),o qual em malhas uniformes é dado por

rf =

(

∂φ

∂x

)

g
(

∂φ

∂x

)

f

≈ φU − φR

φD − φU

. (3.5)Em variáveis normalizadas, as equações (3.4) e (3.5) são, respetivamente, da forma
φ̂f = φ̂U +

1

2
ψf (1− φ̂U), (3.6)

rf =
φ̂U

1− φ̂U

. (3.7)Nesse ontexto, Sweby [54℄ introduziu o seu prinípio de monotoniidade, dado por
rf → 0 −→ ψ

′

(rf ) = 2. (3.8)Outra ondição (neessária e su�iente), introduzida por Waterson e Deonink [65℄, a�rmaque para o limitador atingir segunda ordem de preisão em malhas uniformes é
ψ(1) = 1. (3.9)18



3.3 Limitador de FluxoAinda, de aordo om Zijlema [70℄, para o limitador alançar tereira ordem de preisão,uma ondição neessária e su�iente é que ele satisfaça
ψ

′

(1) =
1

4
. (3.10)3.4 Critério de Limitação CBCNo transporte de propriedades físias, é de grande importânia obter soluções numériaslimitadas, o que oorre quando o valor da solução em um ponto omputaional é limitado pelosvalores da solução nos pontos vizinhos. A partir disso, Gaskell e Lau [21℄ formularam o ritériode limitação CBC (Convetion Boundedness Criterion), o qual a�rma que um esquema de�nidopor uma função ontínua (ou ontínua por partes) φ̂f = φ̂f (φ̂U) tem solução limitada se

φ̂U ≤ φ̂f(φ̂U) ≤ 1, se φ̂U ∈ [0, 1], (3.11)
φ̂f(φ̂U) = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1], (3.12)

φ̂f(0) = 0 e φ̂f(1) = 1. (3.13)
PSfrag replaements
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10Figura 3.4: região CBC em variáveis normalizadas.3.5 Restrições TVDOutro requisito importante para um esquema de onveção é o oneito TVD (Total Vari-ation Diminishing) proposto por Harten [24℄. Esse oneito deu origem a restrições que, alémda estabilidade da solução numéria, garantem sua onvergênia.Considere uma sequênia de aproximações disretas φ(t) = φi(t)i∈Z. A variação total (TV19



Capítulo 3 Desenvolvimento de Esquemas Upwind- Total Variation) no tempo t desta sequênia é de�nida por
TV (φ(t)) =

∑

i∈Z
|φi+1(t)− φi(t)|. (3.14)E seja um esquema de diferença explíito envolvendo (2k + 1) pontos dado por

φn+1
i = H(φn

i−k, . . . , φ
n
i+k), ∀n ≥ 0, i ∈ Z, (3.15)em que H : R2k+1 −→ R é uma função ontínua e φn

i uma aproximação da solução exata φ nospontos de malha (xi, tn), om xi = iδx, tn = nδt, sendo δx e δt os espaçamentos (onstantes)espaial e temporal, respetivamente.Dentro desse ontexto, o esquema (3.15) é dito TVD se, para todo onjunto de dados φn,os valores φn+1 alulados pelo método satis�zerem
TV (φn+1) ≤ TV (φn). (3.16)É importante ressaltar que a variação total não preisa diminuir no sentido de dereser,pois ela pode manter-se onstante no tempo. O termo diminishing está se referindo ao fato deque a variação total não deve aumentar om o tempo.De aordo om LeVeque [32℄, se um esquema é TVD, então os dados que são iniialmentemonot�nios (φn

i ≥ φn
i+1, para todo i) permaneerão monot�nios em todos os passos de temposfuturos. Portanto, ao disretizar uma simples desontinuidade ela pode tornar-se suave duranteo avanço temporal, porém sem um omportamento osilatório. Essa propriedade leva a de�nirque um método é dito preservar monotoniidade se

φn
i ≥ φn

i+1, ∀i ⇒ φn+1
i ≥ φn+1

i+1 , ∀i.Pode-se demonstrar que todo método TVD preserva monotoniidade.Uma ferramenta fundamental para onseguir ondições algébrias explíitas para um es-quema ser TVD é o seguinte teorema, onheido omo ritério de Harten:Critério de Harten: onsidere um método geral da forma
φn+1
i = φn

i + Ci+1/2(φ
n
i+1 − φn

i )−Di−1/2(φ
n
i − φn

i−1), (3.17)em que os oe�ientes Ci+1/2 e Di−1/2 dependem das 2k variáveis φi−k+1, . . . , φi+k. Neste on-20



3.5 Restrições TVDtexto, se as seguintes ondições são satisfeitas
Ci+1/2 ≥ 0,

Di+1/2 ≥ 0,

Ci+1/2 +Di+1/2 ≤ 1,então o esquema é TVD.Vale ressaltar que esquemas TVD são muito atrativos do ponto de vista numério, uma vezque garantem onvergênia e são monot�nios.É possível visualizar o grá�o da região TVD para o limitador de �uxo usando o seguinteteorema (ver Sweby [54℄):Teorema 1 Se o limitador ψf satisfaz as ondições
{

0 ≤ ψ(rf) ≤ min(2rf , 2), se rf > 0,

ψ(rf ) = 0, se rf ≤ 0,
(3.18)então um esquema numério é TVD sob a ondição CFL (Courant-Friedrihs-Lewy) |θ = aδt
δx
| ≤

1, sendo a a veloidade de onveção.A Figura 3.5 ilustra as ondições (3.18) no plano ψf ⊥ rf , em que o grá�o do limitadordeve estar inteiramente ontido na região hahurada.
PSfrag replaements
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10Figura 3.5: região TVD para o limitador de �uxo.No ontexto de variáveis normalizadas, a relação funional entre φ̂U e φ̂f que satisfaz asrestrições TVD pode ser expressa utilizando (3.18), (3.6) e (3.7), e é dada por
{

φ̂U ≤ φ̂f ≤ min{1, 2φ̂U}, se 0 < φ̂U < 1,

φ̂f = φ̂U , se φ̂U ≤ 0 ou φ̂U ≥ 1.
(3.19)Finalmente, para que um esquema onvetivo φ̂f = φ̂f(φ̂U) seja TVD, o seu grá�o deveestar inteiramente ontido na região hahurada na Figura 3.6.21
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PSfrag replaements
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0Figura 3.6: região TVD em variáveis normalizadas.3.6 Alguns Esquemas de Alta ResoluçãoCom o objetivo de omparar o desempenho do esquema EPUS, nesta seção são apresentadosalguns esquemas de alta resolução bem estabeleidos na literatura, a saber: WACEB [37℄,CUBISTA [1℄, Superbee [47℄, van Leer [61℄, MC [62℄, ADBQUICKEST [19℄, TOPUS [15℄ eSDPUS-C1 [35℄. Neste trabalho, implementou-se estes esquemas nos ontextos de diferenças evolumes �nitos.3.6.1 WACEBDesenvolvido por Song et al. [37℄, o esquema WACEB (Weighted-Average Coe�ient En-suring Boundedness) é dado, em variáveis não normalizadas, por
φf =



















φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

2φU − φR, se 0 ≤ φ̂U < 3/10,
1
8
(3φD + 6φU − φR), se 3/10 ≤ φ̂U ≤ 5/6,

φD, se 5/6 < φ̂U ≤ 1.

(3.20)O limitador de �uxo deste esquema é dado por
ψ(rf) = max{0, min[2rf , 3 + rf

4
, 2

]}

. (3.21)3.6.2 CUBISTAO esquema CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation Sheme for Treat-ment of Advetion) foi desenvolvido por Alves et al. [1℄, sendo, em variáveis não normalizadas,22



3.6 Alguns Esquemas de Alta Resoluçãodado por
φf =



















φU , se φ̂U /∈ [0, 1],
1
4
(7φU − 3φR), se 0 < φ̂U < 3/8,

1
8
(3φD + 6φU − φR), se 3/8 ≤ φ̂U ≤ 3/4,

1
4
(3φD + φU), se 3/4 < φ̂U < 1.

(3.22)O limitador de �uxo deste esquema é dado por
ψ(rf ) = max{0, min[2rf(−1 + θ),

3 + rf
4

, 2(1− θ)

]}

. (3.23)3.6.3 SuperbeeEste método foi desenvolvido por Roe [47℄. Na forma de variáveis não normalizadas é dadopor
φf =































φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

2φU − φR, se 0 < φ̂U ≤ 1/3,
1
2
(φD + φU), se 1/3 < φ̂U ≤ 1/2,

1
2
(3φU − φR), se 1/2 < φ̂U ≤ 2/3

φD, se 2/3 < φ̂U < 1.

(3.24)
O limitador de �uxo é dado por

ψ(rf) = max {0,min(1, 2rf),min(2, rf)} . (3.25)3.6.4 van LeerDesenvolvido originalmente por van Leer [61℄, este esquema em variáveis não normalizadasé da forma
φf =

{

φU + (̺/12)(φD(3 + ̺) + φR(̺− 3)− 2̺φU), se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1],
(3.26)em que

̺ =
2(1− φ̂U)φ̂U

(1− φ̂U)2 + φ̂U

. (3.27)Seu limitador de �uxo pode ser esrito da forma
ψ(rf) =

rf + |rf |
1 + |rf |

. (3.28)23



Capítulo 3 Desenvolvimento de Esquemas Upwind3.6.5 Monotonized Central-di�erene (MC)Este método foi proposto por van Leer em [62℄ e é dado, na forma de limitador de �uxo,por
ψ(rf) = max{0,min(1 + rf

2
, 2, 2rf

)}

. (3.29)3.6.6 ADBQUICKESTO esquema ADaptative Bounded Quadrati Upstream for Convetive Kinematis with Esti-mated Streaming Terms, também denominado ADBQUICKEST, foi desenvolvido por Ferreiraet al. [19℄. Em variáveis não normalizadas é dado por
φf =



















φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

(2− θ)φU − (1− θ)φR, se 0 < φ̂U < a,

αDφD + αUφU − αRφR), se a ≤ φ̂U ≤ b,

(1− θ)φD + θφU , se b < φ̂U < 1,

(3.30)em que
αD =

1

6
(2− 3|θ|+ θ2),

αU =
1

6
(5 + 3|θ| − 2θ2),

αR =
1

6
(1− θ2).Ainda, a e b são dados por

a =
2− |θ|+ θ2

7− 6θ − 3|θ|+ 2θ2
e b =

−4 + 6θ − 3|θ|+ θ2

−5 + 6θ − 3|θ|+ 2θ2
.O limitador de �uxo deste esquema é dado por

ψ(rf) = max{0, min[2rf , 2 + θ2 − 3θ + (1− θ2)rf
3− 3θ

, 2

]}

. (3.31)3.6.7 TOPUSDesenvolvido por Queiroz [15℄, o esquema TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme)é de�nido, em variáveis não normalizadas, por
φf =

{

φR+(φD−φR)
[

αφ̂4
U+(−2α+ 1)φ̂3

U+
(

5α−10
4

)

φ̂2
U+
(−α+10

4

)

φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].
(3.32)24



3.6 Alguns Esquemas de Alta ResoluçãoO limitador de �uxo deste esquema é dado por
ψ(rf) = max{0, 0.5(|rf |+ rf)(−0.5α + 1)r2f + (α + 4)rf + (−0, 5α+ 3)

(1 + |rf |)3
}

. (3.33)Este esquema onsidera α ∈ [0, 2], no entanto Queiroz [15℄ ressalta que os melhores resul-tados são obtidos para α = 2, uma vez que para esse valor o limitador de �uxo, neste aso,apresenta omportamento suave (ver, por exemplo, [65℄). Em virtude disso, ao longo destetrabalho onsiderou-se α = 2.3.6.8 SDPUS-C1O esquema SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme - of C1 lass) foi introduzidopor Lima [35℄. Em variáveis não normalizadas é de�nido por
φf =











φR+(φD−φR)
[

(−24+4γ)φ̂6
U + (68−12γ)φ̂5

U+

+(−64+13γ)φ̂4
U+(20−6γ)φ̂3

U+γφ̂
2
U+φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].

(3.34)Seu limitador de �uxo é dado por
ψ(rf) = max{0, 0.5(|rf |+ rf)(−8 + 2γ)r3f + (40− 4γ)r2f + 2γrf

(1 + |rf |)5
}

. (3.35)De aordo om Lima [35℄, o esquema SDPUS-C1 pode atingir até tereira ordem de preisãoe, para γ ∈ [4, 13], o esquema está ontido na região TVD, sendo que os melhores resultadosforam obtidos para γ = 12. Assim, ao longo deste trabalho utilizou-se γ = 12.3.7 Estimativa de ErroPara uma melhor análise do desempenho dos esquemas numérios, em alguns testes reali-zados alulou-se os erros relativos utilizando-se as normas L1, L2 e L∞, os quais são dadospor
||Eh||1 =

∑N
i=1 |ui,exata − ui,numérica|
∑N

i=1 |ui,exata|
, (3.36)

||Eh||2 =

√

∑N
i=1(ui,exata − ui,numérica)

2

∑N
i=1(ui,exata)

2
, (3.37)

||Eh||∞ =
max1≤i≤N|ui,exata − ui,numérica|

max1≤i≤N|ui,exata|
, (3.38)25



Capítulo 3 Desenvolvimento de Esquemas Upwindonde N é o número de pontos da malha. Em alguns testes numérios alulou-se tambéma ordem de onvergênia observada p̃ dos métodos numérios. Considera-se uma estimativaassintótia para o erro relativo ||Eh||k, om k = 1, 2,∞, dada da seguinte forma
||Eh||k ≈ Chp̃, (3.39)em que C é uma onstante dependente dos dados.Ainda, pode-se esrever a partir de (3.39) que

||Eh

2

||k ≈ C

(

h

2

)p̃

. (3.40)Dividindo (3.39) por (3.40), obtém-se
||Eh||k
||Eh

2

||k
≈ hp̃
(

h
2

)p̃ = 2p̃. (3.41)Apliando o logaritmo na Eq. (3.41), obtém-se a ordem de onvergênia observada por
p̃ =

(

log ||Eh||k
||Eh

2

||k

)

log 2
. (3.42)Para mais detalhes sobre esta teoria, pode-se reorrer a [5℄.
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Capítulo
4O Esquema EPUS

Neste apítulo apresenta-se o desenvolvimento do novo esquema upwind polinomial de altaresolução EPUS. Este esquema foi desenvolvido a partir de um polin�mio de grau oito, esatisfaz as ondições de Leonard e as restrições TVD/CBC, além de ser uma função de lasse
C2 (propriedade esta adotada levando em onsideração as reomendações de Lin e Chieng [36℄).4.1 Derivação do Esquema EPUSPara o desenvolvimento do esquema EPUS, onsiderou-se um polin�mio de grau oito nointervalo [0, 1] e fora deste intervalo o esquema FOU, isto é
φ̂f(φ̂U) =

{

a8φ̂
8
U+a7φ̂

7
U+a6φ̂

6
U+a5φ̂

5
U+a4φ̂

4
U+a3φ̂

3
U+a2φ̂

2
U+a1φ̂U+a0, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].
(4.1)A determinação dos oe�ientes a0, ..., a8 foi feita impondo-se, primeiramente, as ondiçõesde Leonard [30℄, omo segue:� passar pelo ponto O(0, 0);� passar pelo ponto P (1, 1);� passar pelo ponto Q(0.5, 0.75) (ondição neessária e su�iente para atingir segunda ordemde preisão);� ter inlinação de 0.75 no ponto Q (ondição neessária e su�iente para alançar tereiraordem).Apliando tais ondições em (4.1), tem-se 27



Capítulo 4 O Esquema EPUS� φ̂f(0) = 0:
a0 = 0; (4.2)� φ̂f(1) = 1:

a8 + a7 + a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1 = 1; (4.3)� φ̂f(0.5) = 0.75:
a8 + 2a7 + 4a6 + 8a5 + 16a4 + 32a3 + 64a2 + 128a1 = 192; (4.4)� φ̂′

f(0.5) = 0.75:
8a8 + 14a7 + 24a6 + 40a5 + 64a4 + 96a3 + 128a2 + 128a1 = 96. (4.5)Em adição a isso, para fehar o sistema, onsiderou-se que a função dada em (4.1) seja delasse C2, isto é, deve possuir primeira e segunda derivadas ontínuas nos pontos (0, 0) e (1, 1).De aordo om Lin e Chieng [36℄, impor que o esquema seja de lasse C1 evita problemas deonvergênia em malhas grosseiras. Esta ideia foi utilizada por Lima [35℄ no desenvolvimentode seu esquema polinomial SDPUS-C1 (ver Subseção 3.6.8). Neste trabalho, a ontinuidadeda segunda derivada nos pontos (0, 0) e (1, 1) foi imposta na tentativa de se obter melhoresresultados em problemas não lineares, visto que os exemplos numérios on�rmaram a nossasuspeita. Para tanto, as seguintes ondições foram impostas:� φ̂′

f(0) = 1:
a1 = 1; (4.6)� φ̂′

f(1) = 1:
8a8 + 7a7 + 6a6 + 5a5 + 4a4 + 3a3 + 2a2 + a1 = 1; (4.7)� φ̂′′

f(0) = 0:
a2 = 0; (4.8)� φ̂′′

f(1) = 0:
56a8 + 42a7 + 30a6 + 20a5 + 12a4 + 6a3 + 2a2 = 0. (4.9)As duas primeiras ondições impõem que o esquema seja de lasse C1 e as duas últimas ondições28



4.1 Derivação do Esquema EPUSde lasse C2.Note que, impostas estas oito ondições, tem-se um sistema formado por 8 equações e9 inógnitas. Para o fehamento do sistema linear, onsiderou-se o oe�iente a3 sendo umparâmetro livre, digamos a3 = λ. Com a resolução do sistema formado por (4.2)-(4.9) viaWolframAlpha1, obtém-se
a8 = −4(λ− 24); a7 = 16(λ− 23); a6 = (528− 25λ); a5 = (19λ− 336);

a4 = (80− 7λ); a3 = λ; a2 = 0; a1 = 1; a0 = 0.Em resumo, o esquema EPUS em função do parâmetro livre λ e em variáveis normalizadasé dado por
φ̂f =











−4(λ− 24)φ̂8
U + 16(λ− 23)φ̂7

U + (528− 25λ)φ̂6
U+

+(19λ− 336)φ̂5
U + (80− 7λ)φ̂4

U + λφ̂3
U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(4.10)Utilizando a de�nição de variáveis normalizadas (NV) dada por (3.2), tem-se o esquemaEPUS em variáveis não normalizadas:
φf =











φR+(φD−φR)
[

− 4(λ−24)φ̂8
U+16(λ−23)φ̂7

U+(528− 25λ)φ̂6
U+

+(19λ−336)φ̂5
U+(80−7λ)φ̂4

U+λφ̂
3
U+φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].

(4.11)É importante observar que o novo esquema EPUS, apesar de ser um polin�mio de grau oitono intervalo [0, 1], é de fáil implementação, pois é dado por apenas duas ondiionais, ao passoque em outros esquemas, tais omo WACEB [37℄, CUBISTA [1℄ ou WENO [4, 26℄, há muitasondiionais.4.2 Limitador de Fluxo do Esquema EPUSDerivado o esquema EPUS, pode-se determinar também o seu limitador de �uxo utilizandoas seguintes equações:
φ̂f = φ̂U +

1

2
ψ(rf)(1− φ̂U), (4.12)

φ̂U =
rf

1 + rf
, (4.13)1http://www.wolframalpha.om/ 29



Capítulo 4 O Esquema EPUSonde rf é o sensor dado pela Eq. (3.7) e ψ(rf) é o limitador de �uxo. A expressão desselimitador é obtida na sequênia.Igualando (4.10) e (4.12), obtém-se, para a primeira sentença de (4.10)
−4(λ− 24)φ̂8

U + 16(λ− 23)φ̂7
U + (528− 25λ)φ̂6

U + (19λ− 336)φ̂5
U +

+(80− 7λ)φ̂4
U + λφ̂3

U + φ̂U = φ̂U +
1

2
ψ(rf)(1− φ̂U).A partir disso e utilizando a equação (4.13), tem-se

ψ(rf) =
(2λ− 32)r5f + (160− 4λ)r4f + 2λr3f

(1 + rf)7
. (4.14)Para a segunda sentença ondiional do esquema em (4.10), tem-se que quando φ̂f = φ̂U ,

ψ(rf ) = 0, o que é failmente obtido por meio de (4.12).Para se obter as ondições na forma de limitador de �uxo para (4.10), note que quando
ψ(rf ) = 0, tem-se que rf < 0. De fato

φ̂U /∈ [0, 1] ⇐⇒ φ̂U < 0 ou φ̂U > 1,

φ̂U < 0 ⇐⇒ rf
1 + rf

< 0 ⇐⇒ rf < 0,

φ̂U > 1 ⇐⇒ rf
1 + rf

> 1 ⇐⇒ absurdo.Finalmente, o limitador de �uxo do esquema EPUS é dado por
ψ(rf) =



















(2λ− 32)r5f + (160− 4λ)r4f + 2λr3f
(1 + rf)7

, se rf ≥ 0,

0, se rf < 0.

(4.15)Em uma notação mais usual (ver, por exemplo, Waterson e Deonink [65℄), o limitador de�uxo do esquema EPUS torna-se
ψ(rf) = max{0, 0.5(|rf |+ rf)[(2λ− 32)r4f + (160− 4λ)r3f + 2λr2f ]

(1 + |rf |)7
}

. (4.16)4.3 Considerações Relevantes sobre o Esquema EPUSA ordem formal do esquema EPUS é demonstrada omo segue.Utilizando a ondição (3.9), veri�a-se, para rf ≥ 0, que o esquema EPUS pode alançar30



4.3 Considerações Relevantes sobre o Esquema EPUSsegunda ordem de preisão. De fato, pois
ψ(1) =

2λ− 32 + 160− 4λ+ 2λ

27
= 1. (4.17)Ainda, utilizando a ondição (3.10), onlui-se também que o esquema EPUS pode atingiraté tereira ordem de preisão. De fato, a derivada do limitador de �uxo (4.15) para rf ≥ 0 é:

ψ
′

(rf)=
[5(2λ−32)r4f+4(160−4λ)r3f+6λr2f ](1+rf)

7−7[(2λ−32)r5f+(160−4λ)r4f+2λr3f ](1+rf)
6

(1+rf)14
.Substituindo rf por 1 na derivada aima, tem-se

ψ
′

(1) =
[5(2λ− 32) + 4(160− 4λ) + 6λ]27 − 7[(2λ− 32) + (160− 4λ) + 2λ]26

214

=
1

4
.Com isso, é possível onluir que o esquema EPUS pode alançar até tereira ordem depreisão.Em ontrapartida, o limitador de �uxo do esquema EPUS não satisfaz o prinípio de mono-toniidade de Sweby, de�nido por (3.8), já que ao substituir ψ′

(0) em (4.18), obtém-se ψ′

(0) = 0,não satisfazendo, assim, ψ′

(0) = 2. No entanto, essa propriedade não interfere na monotonii-dade do esquema EPUS, pois este é TVD.A propriedade TVD do esquema EPUS em função do parâmetro livre λ é disutida omosegue.Considerando que neste projeto busa-se um novo esquema TVD, demonstrou-se para quaisvalores do parâmetro livre λ o esquema EPUS satisfaz esta restrição para estabilidade. Ointervalo obtido foi λ ∈ [16, 95] (para mais detalhes, ver demonstração Apêndie A). A Figura4.1 mostra o esquema EPUS na região TVD para os limitantes inferior e superior deste intervalo,sendo a Figura 4.1 (a) no plano φ̂U ⊥ φ̂f e a Figura 4.1 (b) no plano rf ⊥ ψ(rf).Ainda, busou-se de�nir também a esolha do parâmetro livre de aordo om o problemaem questão. A partir de diversos testes numérios realizados ao longo do desenvolvimento doprojeto, observou-se que o limitante inferior do intervalo de parâmetros, isto é λ = 16, é oque onduz a um melhor desempenho do esquema EPUS em problemas om ondições iniiassuaves. Enquanto que para o limitante superior λ = 95, melhores resultados são obtidos peloesquema EPUS em problemas om desontinuidades, pontos extremos e altos gradientes.Finaliza-se este apítulo omentando que o esquema EPUS em variáveis não normalizadasdado pela Eq. (4.11) foi implementado no ambiente de simulação Free�ow e nos programasdesenvolvidos em linguagem C para resolver as equações de adveção e Burgers. O limitadorde �uxo para o esquema EPUS dado pela Eq. (4.16) foi inorporado ao ambiente de simulaçãoCLAWPACK. 31



Capítulo 4 O Esquema EPUS
(a)
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Figura 4.1: EPUS ontido na região TVD para λ = 16 e λ = 95 (a) em variáveis normalizadase (b) na forma de limitador de �uxo.
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Capítulo
5

Modelagem Computaional
Neste apítulo apresenta-se a modelagem omputaional das leis de onservação e dasequações instantâneas e médias de Navier-Stokes, uja formulação matemátia é desrita noCapítulo 2. A disretização dessas equações é feita no ontexto de diferenças �nitas, em queas derivadas espaiais são aproximadas por diferença entral de segunda ordem e a derivadatemporal é aproximada por métodos de Runge-Kutta explíitos (Euler [20℄ e TVD de tereiraordem [56℄).

5.1 Disretização das Leis de Conservação 1DAs leis de onservação 1D apresentadas na Eq. (2.1) são aproximadas, usando Euler explíitopara a marha no tempo, da seguinte forma
φn+1
i = φn

i −
δt

δx

(

F n
i+ 1

2

− F n
i− 1

2

)

, (5.1)em que φn
i representa a solução numéria da variável onservada φ no ponto (xi, tn) ≡ (iδx, nδt) ≡

(i, n). Os termos Fi+ 1

2

e Fi− 1

2

denotam, respetivamente, os �uxos numérios nas interfaes
f = i+ 1

2
e g = i− 1

2
das élulas omputaionais, os quais são aqui aproximados pelos esquemasupwind de alta ordem de resolução.No aso em que se usa o método Runge-Kutta TVD de tereira ordem para a disretização33



Capítulo 5 Modelagem Computaionaltemporal, a aproximação numéria da EDP (2.1) é feita da forma
φ(1) = φn

i −
δt

δx

(

F n
i+ 1

2

− F n
i− 1

2

) (5.2)
φ(2) =

3

4
φn
i +

1

4
φ(1) − 1

4

δt

δx

(

F
(1)

i+ 1

2

− F
(1)

i− 1

2

) (5.3)
φn+1
i =

1

3
φn
i +

2

3
φ(2) − 2

3

δt

δx

(

F
(2)

i+ 1

2

− F
(2)

i− 1

2

)

, (5.4)em que φ(1) e φ(2) são variáveis auxiliares do método de Runge-Kutta. F (1) e F (2) nestasfórmulas representam os �uxos numérios auxiliares alulados por algum esquema upwind dealta ordem de resolução. Doravante, o sobresrito n será omitido por simpliidade.5.1.1 Equação de AdveçãoComo visto na Seção 2.1.1, a função �uxo da equação de adveção é dada por au, em que
a é uma onstante (assumida igual a 1) que representa a veloidade advetiva. Considerandoisso, a aproximação para a diferença dos �uxos numérios (Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

) em (5.1) e (5.2) éfeita por
Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

= (au)|i+ 1

2

− (au)|i− 1

2

= ai+ 1

2

.ui+ 1

2

− ai− 1

2

.ui− 1

2

, (5.5)em que a variável onvetada u é aproximada pelos esquemas upwind de alta resolução nasfaes f e g. Nesta disretização onsidera-se o número de Courant θ = aδt
δx
, em que para aestabilidade deve-se satisfazer θ ≤ 1.5.1.2 Equação de BurgersPara esta equação tem-se um �uxo não linear onvexo, o qual, omo visto na Seção 2.1.2, édado por u2

2
. A aproximação para a diferença dos �uxos numérios (Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

) em (5.1) e(5.2) é dada por
Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

=

(

u2

2

)
∣

∣

∣

∣

i+ 1

2

−
(

u2

2

)
∣

∣

∣

∣

i− 1

2

=
1

2

(

ūi+ 1

2

.ui+ 1

2

− ūi− 1

2

.ui− 1

2

)

, (5.6)em que as veloidades onvetivas são dadas pelas médias
ūi− 1

2

=
1

2
(ui + ui−1) e ūi+ 1

2

=
1

2
(ui+1 + ui). (5.7)A variável onvetada u nas faes f e g é alulada de maneira inteiramente análoga àquela daequação de adveção. Nesta disretização onsidera-se o número de Courant θ = δt

δx
≤ 1.5.1.3 Sistemas Hiperbólios: Euler e Águas RasasEstes dois sistemas hiperbólios, os quais são desritos nas Seções 2.1.3, 2.2.1 e 2.2.2, sãoresolvidos numeriamente neste trabalho utilizando o ambiente de simulação omputaional34



5.1 Disretização das Leis de Conservação 1DCLAWPACK1 (Conservation LAW PACKage) de LeVeque [32℄. Este ambiente foi desenvolvidono ontexto de volumes �nitos e ontempla esquemas upwind de alta resolução na forma delimitadores de �uxo.Em resumo, esse software utiliza, a ritério do usuário, o método de Godunov de primeiraou de segunda ordem (sendo este último de primeira ordem om termo de orreção, o qual foiproposto por LeVeque [32℄). Para a utilização dos métodos de alta ordem de resolução, aplia-seneste termo de orreção o limitador de �uxo desejado. No Apêndie C faz-se uma desriçãosobre omo o CLAWPACK resolve as leis de onservação aqui apresentadas. Para mais detalhessobre esta resolução, ver LeVeque [32℄.5.2 Disretização das Leis de Conservação 2DOs sistemas hiperbólios 2D de Euler e águas rasas, os quais foram desritos nas Seções2.2.1 e 2.2.2, respetivamente, também foram resolvidos neste trabalho utilizando-se o softwareCLAWPACK. O método de resolução utilizado por este paote omputaional para o aso2D é análogo ao aso 1D, por isso omite-se aqui sua desrição. Assim omo a versão 1D doCLAWPACK, a versão 2D foi equipada om os esquemas de alta resolução aqui apresentados.Para mais detalhes, o leitor pode reorrer a LeVeque [32℄.5.3 Disretização das Equações de Navier-StokesNesta seção apresenta-se a disretização das equações de Navier-Stokes para os asos 2D,3D e axissimétrios. Para a simulação destes esoamentos inompressíveis não estaionáriosutiliza-se o ódigo Free�ow [10, 41℄. A metodologia numéria de álulo utilizado neste ódigoé a ténia GENSMAC (Generalized Simpli�ed MAC) [58℄, sendo uma variante do métodode projeção. Esta metodologia utiliza uma malha desloada (ver desrição Seção 5.3.1) para adisretização do domínio de solução. Ainda, neste método, a marha no tempo é feita usando-seo método de Euler explíito. Por �m, nos termos onvetivos aplia-se para os �uxos numériosos esquemas upwind de alta resolução apresentados na Seção 3.6.5.3.1 Malha ComputaionalConforme visto, o método GENSMAC é implementado utilizando uma malha desloada(ver Figura 5.1 para o aso 3D). Isso se deve ao fato de que, aso a malha não seja deslo-ada, a equação da quantidade de movimento na direção x, por exemplo, em um ponto (i, j),é in�ueniada pela diferença de pressão pi+1,j − pi−1,j; o valor da pressão no próprio ponto
(i, j) não in�uenia diretamente essa equação, o que não satisfaz o problema físio, levandoao apareimento de osilações não físias nas soluções (ver Fortuna [20℄). Este tipo de malhafoi apresentado por Harlow e Welh [23℄ e tem sido muito utlizado no álulo de esoamentosinompressíveis. A malha desloada, para o aso 3D, é omposta por élulas om arestas δx,1http://www.amath.washington.edu/∼law/ 35



Capítulo 5 Modelagem Computaional
δy e δz. As três omponentes da veloidade u, v e w são aluladas nas direções ilustradas naFigura 5.1.

PSfrag replaements
ui+ 1

2
,j,k

vi,j+ 1

2
,k

wi,j,k+ 1

2

pi,j,k

δx

δy

δz

x

y

z

Figura 5.1: loalização das omponentes da veloidade numa típia élula omputaional deuma malha desloada 3D.
5.3.2 Disretização dos Termos Convetivos - Caso LaminarAs disretizações dos termos onvetivos presentes nas equações instantâneas de Navier-Sto-kes são desritas neste trabalho apenas para o esquema EPUS, já que segue de maneira análogapara os demais esquemas de alta resolução. Considere, por exemplo, a propriedade onvetada
φ = u na equação de transporte de u, a qual é alulada na fae f utilizando a estratégiaupwind onforme ilustrado na Figura 5.2. Na fae g desta �gura os álulos são semelhantes.O termo onvetivo em questão, isto é,

∂uju

∂xj
=

(

∂(uu)

∂x
+
∂(vu)

∂y
+
∂(wu)

∂z

)

, (5.8)é avaliado na posição (i+ 1
2
, j, k) na Figura 5.1. Assim, a disretização é omo segue:

(

∂(uu)

∂x
+
∂(vu)

∂y
+
∂(wu)

∂z

)
∣

∣

∣

∣

i+ 1

2
,j,k

≈ ū1ui+1,j,k − ū2ui,j,k
δx

+
v̄1ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k − v̄2ui+ 1

2
,j− 1

2
,k

δy

+
w̄1ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

− w̄2ui+ 1

2
,j,k− 1

2

δz
, (5.9)36



5.3 Disretização das Equações de Navier-Stokes
PSfrag replaements
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Figura 5.2: representação esquemátia para aproximação dos termos onvetivos, em que P é oponto de disretização e φf e φg são as veloidades de onveção nas faes f e g, respetivamente.em que os termos representados om uma barra são dados pelas médias, omo por exemplo:
v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k ≈

1

2
(vi+1,j+ 1

2
,k + vi,j+ 1

2
,k), (5.10)

v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k ≈

1

2
(vi+1,j− 1

2
,k + vi,j− 1

2
,k). (5.11)Na Eq. (5.9), os valores da propriedade onvetada u nos pontos (i + 1, j, k), (i, j, k),

(i + 1
2
, j + 1

2
, k), (i + 1

2
, j − 1

2
, k), (i+ 1

2
, j, k + 1

2
) e (i + 1

2
, j, k − 1

2
) são aproximados pelo novoesquema upwind de alta resolução EPUS.Uma vez onheidas as direções das veloidades advetivas ū1, ū2, v̄1, v̄2, w̄1 e w̄2 nasfaes (i + 1, j, k), (i, j, k), (i + 1

2
, j + 1

2
, k), (i + 1

2
, j − 1

2
, k), (i + 1

2
, j, k + 1

2
) e (i + 1

2
, j, k − 1

2
),respetivamente, os pontos vizinhos a jusante D, a montante U e remoto a montante R, emada aso, �am automatiamente espei�ados. Assim, usando-se a de�nição (3.2) de variáveisnormalizadas de Leonard, seguem as aproximações para as veloidades onvetadas nessas faes:(1) Aproximação para ui+1,j,k:� Se ū1 = ui+1,j,k > 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

ui+ 3

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

então
ui+1,j,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que 37



Capítulo 5 Modelagem ComputaionalD = (i+ 3
2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i− 1

2
, j, k);� Se ū1 = ui+1,j,k < 0 e ûU =

ui+ 3

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

então
ui+1,j,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k), U = (i+ 3

2
, j, k), R = (i+ 5

2
, j, k);(2) Aproximação para ui,j,k:� Se ū2 = ui,j,k > 0 e ûU =

ui− 1

2
,j,k − ui− 3

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui− 3

2
,j,k

então
ui,j,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k), U = (i− 1

2
, j, k), R = (i− 3

2
, j, k);� Se ū2 = ui,j,k < 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 3

2
,j,k

ui− 1

2
,j,k − ui+ 3

2
,j,k

então
ui,j,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i− 1
2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 3

2
, j, k);(3) Aproximação para ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k:� Se v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k > 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−1,k

ui+ 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j−1,k

então
ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que 38



5.3 Disretização das Equações de Navier-StokesD = (i+ 1
2
, j + 1, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j − 1, k);� Se v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k < 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j+2,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j+2,k

então
ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j + 1, k), R = (i+ 1

2
, j + 2, k);(4) Aproximação para ui+ 1

2
,j− 1

2
,k:� Se v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k > 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j−1,k − ui+ 1

2
,j−2,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−2,k

então
ui+ 1

2
,j− 1

2
,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j − 1, k), R = (i+ 1

2
, j − 2, k);� Se v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k < 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j+1,k

ui+ 1

2
,j−1,k − ui+ 1

2
,j+1,k

então
ui+ 1

2
,j− 1

2
,k =











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j − 1, k), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j + 1, k);(5) Aproximação para ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

:� Se w̄1 = wi+ 1

2
,j,k+ 1

2

> 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−1

ui+ 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k−1

então
ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

=











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que 39



Capítulo 5 Modelagem ComputaionalD = (i+ 1
2
, j, k + 1), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j, k − 1);� Se w̄1 = wi+ 1

2
,j,k+ 1

2

< 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k+2

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k+2

então
ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

=











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k + 1), R = (i+ 1

2
, j, k + 2);(6) Aproximação para ui+ 1

2
,j,k− 1

2

:� Se w̄2 = wi+ 1

2
,j,k− 1

2

> 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k−1 − ui+ 1

2
,j,k−2

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−2

então
ui+ 1

2
,j,k− 1

2

=











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k), U = (i+ 1

2
, j, k − 1), R = (i+ 1

2
, j, k − 2);� Se w̄2 = wi+ 1

2
,j,k− 1

2

< 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k+1

ui+ 1

2
,j,k−1 − ui+ 1

2
,j,k+1

então
ui+ 1

2
,j,k− 1

2

=











uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8U+16(λ−23)û7U+(528− 25λ)û6U+

+(19λ−336)û5U+(80−7λ)û4U+λû
3
U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],

uU , se ûU 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1
2
, j, k − 1), U = (i+ 1

2
, j, k), R = (i+ 1

2
, j, k + 1);A aproximação dos demais termos onvetivos das equações instantâneas de Navier-Stokessegue de maneira análoga, assim omo as aproximações por meio dos demais esquemas upwindde alta resolução itados no Capítulo 3.5.3.3 Disretização dos Termos Convetivos - Caso TurbulentoAs disretizações dos termos onvetivos para as equações médias de Navier-Stokes ommodelagem κ−ε (aso turbulento) são feitas também apenas pelo esquema EPUS, já que seguede maneira análoga para os demais esquemas de alta resolução.40



5.3 Disretização das Equações de Navier-StokesPor simpliidade e sem perda de generalidade, onsidera-se apenas a propriedade trans-portada κ da Eq. (2.43). O termo onvetivo orrespondente é
∂ujκ

∂xj
=

(

∂(uκ)

∂x
+
∂(vκ)

∂y

)

, (5.12)que é avaliado na posição (i, j). Assim,
(

∂(uκ)

∂x
+
∂(vκ)

∂y
+

)
∣

∣

∣

∣

i,j

≈
ū1κi+ 1

2
,j − ū2κi− 1

2
,j

δx
+
v̄1κi,j+ 1

2

− v̄2κi,j− 1

2

δy
, (5.13)em que os termos representados om uma barra são dados por

ū1 = ui+ 1

2
,j , ū2 = ui− 1

2
,j, v̄1 = vi,j+ 1

2

e v̄2 = vi,j− 1

2

. (5.14)Na Eq. (5.13), os valores da propriedade turbulenta κ nos pontos (i + 1
2
, j), (i − 1

2
, j),

(i, j + 1
2
) e (i, j − 1

2
) são aproximados pelo novo esquema upwind de alta resolução EPUS.Uma vez onheidas as direções das veloidades advetivas ū1, ū2, v̄1 e v̄2 nas faes (i+ 1

2
, j),

(i + 1
2
, j), (i, j + 1

2
) e (i, j − 1

2
), respetivamente, os pontos vizinhos D, U e R, em ada aso,�am automatiamente espei�ados. Assim, usando-se a de�nição (3.2) de variáveis normali-zadas de Leonard, seguem as aproximações para as propriedades onvetadas nessas faes:(1) Aproximação para κi+ 1

2
,j:� Se ū1 = ui+ 1

2
,j > 0 e κ̂U =

κi,j − κi−1,j

κi+1,j − κi−1,j
então

κi+ 1

2
,j =











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i+ 1, j), U = (i, j), R = (i− 1, j);� Se ū1 = ui+ 1

2
,j < 0 e κ̂U =

κi+1,j − κi+2,j

κi,j − κi+2,j
então

κi+ 1

2
,j =











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i, j), U = (i+ 1, j), R = (i+ 2, j);41



Capítulo 5 Modelagem Computaional(2) Aproximação para κi− 1

2
,j:� Se ū2 = ui− 1

2
,j > 0 e κ̂U =

κi−1,j − κi−2,j

κi,j − κi−2,j
então

κi− 1

2
,j =











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i, j), U = (i− 1, j), R = (i− 2, j);� Se ū2 = ui− 1

2
,j < 0 e κ̂U =

κi,j − κi+1,j

κi−1,j − κi+1,j
então

κi− 1

2
,j =











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i− 1, j), U = (i, j), R = (i+ 1, j);(3) Aproximação para κi,j+ 1

2

:� Se v̄1 = vi,j+ 1

2

> 0 e κ̂U =
κi,j − κi,j−1

κi,j+1 − κi,j−1
então

κi,j+ 1

2

=











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i, j + 1), U = (i, j), R = (i, j − 1);� Se v̄1 = vi,j+ 1

2

< 0 e κ̂U =
κi,j+1 − κi,j+2

κi,j − κi,j+2
então

κi,j+ 1

2

=











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i, j), U = (i, j + 1), R = (i, j + 2);42



5.3 Disretização das Equações de Navier-Stokes(4) Aproximação para κi,j− 1

2

:� Se v̄2 = vi,j− 1

2

> 0 e κ̂U =
κi,j−1 − κi,j−2

κi,j − κi,j−2
então

κi,j− 1

2

=











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i, j), U = (i, j − 1), R = (i, j − 2);� Se v̄2 = vi,j− 1

2

< 0 e κ̂U =
κi,j − κi,j+1

κi,j−1 − κi,j+1
então

κi,j− 1

2

=











κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8U+16(λ−23)κ̂7U+(528− 25λ)κ̂6U+

+(19λ−336)κ̂5U+(80−7λ)κ̂4U+λκ̂
3
U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],

κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],em que D = (i, j − 1), U = (i, j), R = (i, j + 1);A aproximação dos demais termos onvetivos das equações médias de Navier-Stokes ommodelagem κ− ε segue de maneira análoga, assim omo as aproximações por meio dos demaisesquemas upwind de alta resolução itados no Capítulo 3.5.3.4 Metodologia Computaional para as Equações de Navier-StokesNo ontexto de variáveis primitivas veloidade-pressão, as equações de Navier-Stokes sãodisretizadas sobre malhas desloadas. Nessas malhas, variáveis esalares (tais omo pressão eenergia inétia da turbulênia) são avaliadas nos entros das élulas omputaionais, e variáveisvetoriais (veloidade, por exemplo) são avaliadas nas bordas das élulas omputaionais, omovisto na Figura 5.1 da Subseção 5.3.1. A metodologia numéria de solução utilizada nestetrabalho é a GENSMAC, que é uma variante do método de projeção de Chorin [11℄, propostooriginalmente por Harlow e Welh [23℄ (método MAC) e bem disutido por Peyret & Taylor[43℄. Baseado no MAC, este método utiliza formulações explíitas e semi-implíitas para asolução numéria de esoamentos inompressíveis não estaionários.O ambiente de simulação Free�ow (ver [10℄ e [41℄) foi o ambiente omputaional adotado paraas simulações omputaionais de problemas de esoamentos inompressíveis não estaionários.Essa tenologia numéria adaptada para simular esoamentos em ondições adversas foi validadae veri�ada utilizando-se dados numérios, experimentais e soluções analítias.43



Capítulo 5 Modelagem ComputaionalA metodologia omputaional utilizada na simulação das equações de Navier-Stokes para oaso laminar trata-se de um ilo omputaional que atualiza as variáveis disretas, a partir dotempo iniial t0 (ou de um tempo anterior tn) no tempo tn+1 = tn + δt, utilizando para isso osseguintes passos:� Passo 1: onsidera-se pn = p̃ um ampo de pressão que satisfaça as ondições de ontornona superfíie livre, onde a pressão é alulada por meio de (2.35) e o ampo de veloidade pormeio de (2.36) e (2.37);� Passo 2: onheendo-se a pressão, alula-se um ampo de veloidade intermediário ũidado por
ũi = ui + δt

[

−∂(uiuj)
∂xj

− ∂p̃

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(

∂ui
∂xj

)

+
1

Fr2
gi

]

, i = 1, 2, 3; (5.15)� Passo 3: resolve-se a equação de Poisson para o potenial auxiliar ϕ através de
∂

∂xi

(

∂ϕ

∂xi

)

=

(

∂ũi
∂xi

)

, i = 1, 2, 3, (5.16)utilizando-se ondição de ontorno homogênea de Dirihlet na superfíie livre e na saída (ϕ = 0),e de Neumann na entrada e no ontorno rígido (∂ϕ
∂n

= 0
). Vale ressaltar que o sistema linear(5.16) é resolvido pelo método dos gradientes onjugados (para mais detalhes ver [60℄);� Passo 4: atualiza-se o ampo de veloidade através de

ui = ũi −
∂ϕ

∂xi
, i = 1, 2, 3; (5.17)� Passo 5: onheendo-se o ampo de veloidade, atualiza-se o ampo de pressão por meiode

p = p̃+
ϕ

δt
; (5.18)� Passo 6: determina-se as novas posições das partíulas maradoras que representam o�uido (as quais permitem a visualização do esoamento e a orientação da superfíie livre) pormeio da resolução do sistema de EDOs

dxi
dt

= ui, i = 1, 2, 3 (5.19)utilizando-se o método de Euler explíito;� Passo 7: atualiza-se as ondições de ontorno neessárias e retorna-se ao Passo 1 paradar iníio a um novo ilo omputaional.Para o aso turbulento, o ilo omputaional onsiderado para a resolução das equações44



5.3 Disretização das Equações de Navier-Stokesmédias de Navier-Stokes 2D om modelagem κ−ε é análogo ao ilo omputaional apresentadoaima para o aso laminar. No entanto alguns passos são aresentados neste algoritmo parao álulo das variáveis turbulentas. Para isso, iniia-se o ilo omputaional aima desrito e,após exeutar o Passo 5, os seguintes passos são exeutados:� Passo I: alula-se a energia inétia turbulenta κ através de
κn+1 = κn + δt

[

−∂(κuj)
∂xj

+
1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σκ

)

∂κ

∂xj

)

+ νtDij
∂ui
∂xj

− ε

]

, (5.20)em que Dij é de�nido pela Eq. (2.42);� Passo II: alula-se a dissipação de energia ε através de
εn+1=εn+δt

[

−∂(εuj)
∂xj

+
1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σε

)

∂ε

∂xj

)

+
1

Tt

(

C1ενtDij
∂ui
∂xj

− C2εε

)]

, (5.21)em que Tt, C1ε e C2ε são de�nidos na Seção 2.5;� Passo III: atualiza-se a visosidade turbulenta por
νt = CµκTt, (5.22)onde Cµ é de�nido na Seção 2.5. Caluladas as variáveis κ e ε e a visosidade turbulenta νt,ompleta-se o ilo omputaional exeutando os passos �nais Passo 6 e Passo 7.
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Capítulo 5 Modelagem Computaional
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Capítulo
6Resultados Numérios 1D

Com o objetivo de investigar o desempenho do esquema EPUS em problemas 1D, nesteapítulo apresentam-se os resultados obtidos por ele na resolução de diversas leis de onservaçãohiperbólias 1D, a saber: equação de adveção, Burgers e Euler. Os resultados obtidos são entãoomparados om resultados de outros esquemas da literatura apresentados na Seção 3.6.6.1 Equação Linear de AdveçãoO problema de adveção de um esalar, desrito na Seção 2.1.1, é resolvido nesta seçãopara quatro diferentes testes numérios, a saber: no Teste-1 faz-se uma análise do EPUS paradiversos valores do parâmetro livre λ em problemas om ondições iniiais suaves e não suaves;no Teste-2 analisa-se a restrição TVD do novo esquema; e no Teste-3 alula-se a ordemde onvergênia observada do EPUS, a qual é omparada om a dos demais esquemas de altaresolução. Na disretização temporal, duas aproximações são onsideradas: Euler explíito eRunge-Kutta TVD de tereira ordem. Ainda neste mesmo teste, alula-se o tempo de CPU doEPUS para resolver o problema proposto, ujos valores são omparados om os obtidos pelosdemais esquemas.Teste-1: onforme demonstrado no Apêndie A, o esquema EPUS satisfaz a restrição de esta-bilidade TVD para todos os valores de λ no intervalo [16, 95]. Com o propósito de seleionaralguns destes parâmetros para determinados tipos de problemas, diversos testes numériosforam realizados (neste trabalho seguem apresentados apenas alguns deles) e uma propriedadeimportante do novo esquema foi observada: para λ = 16, o esquema EPUS apresenta bonsresultados em problemas suaves; enquanto que para λ = 95, melhor desempenho é obtido emproblemas om desontinuidades e altos gradientes (problemas não suaves). Para veri�ar estapropriedade, resolve-se neste teste dois diferentes problemas: Problema Suave e Problema47



Capítulo 6 Resultados Numérios 1DNão-Suave.� Problema Suave: neste teste avalia-se o esquema EPUS para diferentes valores do parâmetrolivre, a saber, λ = 16, 60 e 95, sendo estes valores os limitantes do intervalo para λ e o outroum valor aleatório no intervalo. Considera-se aqui a equação de adveção suplementada om aondição iniial u0 = sen(x). Na simulação utiliza-se uma malha om N = 100 élulas omputa-ionais, número de Courant θ = 0.5, tempo �nal de simulação t = 1.0 e domínio x ∈ [−π, π](δx = 0.06283). Os resultados obtidos seguem na Figura 6.1, onde pode-se observar que o novoesquema om λ = 16 aptura melhor a solução, enquanto que os resultados obtidos para λ = 95apresentam pior desempenho. Essas onlusões �am também evidentes analisando-se a Tabela6.1, a qual mostra os erros relativos obtidos pelo esquema EPUS para diversos os parâmetroslivres.
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PSfrag replaementsFigura 6.1: omparação para o Teste-1 - Problema Suave de alguns valores do parâmetrolivre λ para o aso de adveção de um esalar.
EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 1.491449e-02 1.912056e-02 5.468171e-02
λ = 60 1.542339e-02 2.060312e-02 6.170965e-02
λ = 95 1.594061e-02 2.146075e-02 6.792484e-02Tabela 6.1: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-1 - Problema Suave.� Problema Não-Suave: aqui avalia-se os parâmetros livres do esquema EPUS em umproblema não suave. Considera-se a equação de adveção de�nida em [0, 2] e suplementada48



6.1 Equação Linear de Adveçãoom a seguinte ondição iniial:
u0(x) =
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, 0 ≤ x < 0.2,

1, 0.3 < x < 0.4,

20x− 10, 0.5 < x < 0.55,

12− 20x, 0.55 ≤ x ≤ 0.6,
√

1−
(

x−0.75
0.05

)2
, 0.7 < x < 0.8,

0, aso ontrário. (6.1)
Nesta simulação utiliza-se uma malha om N = 100 élulas omputaionais (δx = 0.02),número de Courant θ = 0.5 e tempo �nal de simulação t = 0.5. Os resultados obtidos seguemna Figura 6.2, onde pode-se observar que o novo esquema om λ = 95 aptura om melhordesempenho os pios e as regiões de desontinuidades, ao passo que o EPUS om parâmetro

λ = 16 suaviza laramente a solução. Essas onlusões �am também evidentes analisando-se aTabela 6.2, a qual apresenta os erros relativos obtidos pelo EPUS para os diferentes parâmetroslivres.
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PSfrag replaementsFigura 6.2: omparação para o Teste-1 - Problema Não-Suave de alguns valores doparâmetro livre λ para o aso de adveção de um esalar.Teste-2: neste teste faz-se uma análise da restrição TVD (ver Qamar [45℄) para o novo esquema.Para isso, utiliza-se o EPUS om o parâmetro livre λ = 95 apliado à equação de adveçãode�nida em [−1, 5] om ondição iniial (problema de Riemann)
u0(x) =

{

1, se− 1
3
≤ x ≤ 1

3
,

0, aso ontrário. (6.2)49



Capítulo 6 Resultados Numérios 1DEPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 1.533644e-01 1.850316e-01 3.797700e-01
λ = 60 1.394310e-01 1.671179e-01 3.046600e-01
λ = 95 1.153989e-01 1.416574e-01 2.445100e-01Tabela 6.2: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-1 - Problema Não-Suave.Nesta simulação, onsidera-se três diferentes malhas, a saber, N = 50, 100 e 200 élulasomputaionais (δx = 0.12, 0.06 e 0.03), número de Courant θ = 0.8 e tempo �nal de simulação

t = 4.0. Os resultados obtidos para esta análise são apresentados na Figura 6.3, em que épossível observar que a TV do esquema EPUS não aumenta onforme avança-se no tempo,satisfazendo, assim, a restrição TVD para estabilidade. É importante ressaltar que, nestetrabalho, a estabilidade do esquema EPUS é aessada através de testes numérios omo este.Isso se deve ao fato de que pretende-se apliar o esquema em problemas não lineares, ujaestabilidade é veri�ada através de testes numérios (ver [45℄).(a) (b)
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Figura 6.3: análise da TV feita em Teste-2: (a) omparação entre as soluções exata e numériase (b) omportamento da TV do esquema EPUS em diferentes malhas.Teste-3: na busa de uma análise mais quantitativa do esquema EPUS, neste teste alula-se aordem de onvergênia observada, utilizando-se para isto duas aproximações temporais diferen-tes, a saber, Euler explíito e Runge-Kutta TVD de tereira ordem. Neste aso, a equação deadveção é suplementada om a ondição iniial u0 = sen(x). Nesta simulação onsidera-se ma-lhas om N = 20, 40, 80, 160 e 320 élulas omputaionais, número de Courant θ = 0.3, tempo�nal de simulação t = 1.0 e domínio x ∈ [−π, π] (δx = 0.31415, 0.15708, 0.07854, 0.03927 e50



6.1 Equação Linear de Adveção
0.01963). Os resultados obtidos para este teste seguem na Tabela 6.3, a qual ompara o esquemaEPUS om os demais esquemas de alta resolução. A partir de uma análise desta tabela infere-seque o novo esquema mostra-se ompetitivo om os demais métodos, apresentando maior ordemde onvergênia quando ombinado om Runge-Kutta para a marha temporal, assim omopara os demais esquemas.Esquema Euler Explíito Runge-Kutta

N L1 L∞ L1 L∞

Eh p̃ Eh p̃ Eh p̃ Eh p̃EPUS 20 0.129743 � 0.313360 � 0.032687 � 0.088860 �40 0.051988 1.319413 0.313340 0.000092 0.004237 2.947580 0.029940 1.56946080 0.012356 2.072989 0.249430 0.329094 0.000794 2.415378 0.016270 0.879859160 0.003579 1.787605 0.249820 -0.002254 0.000109 2.860303 0.008170 0.993808320 0.001505 1.249383 0.246570 0.018892 0.000020 2.431090 0.004010 1.026728SDPUS-C1 20 0.131333 � 0.325200 � 0.032989 � 0.075050 �40 0.055304 1.247787 0.309710 0.070409 0.005519 2.579637 0.031220 1.26538280 0.013098 2.077997 0.248910 0.315294 0.000779 2.824350 0.016120 0.953619160 0.003194 2.035910 0.249880 -0.005611 0.000144 2.438288 0.008090 0.994640320 0.001502 1.088688 0.247440 0.014157 0.000023 2.636047 0.003980 1.023371TOPUS 20 0.125627 � 0.300040 � 0.041857 � 0.092270 �40 0.049530 1.342779 0.250000 0.263227 0.007626 2.456376 0.035510 1.37763680 0.013048 1.924508 0.250000 0.000000 0.000964 2.984664 0.016110 1.140269160 0.002698 2.274025 0.250000 0.000000 0.000195 2.301580 0.008000 1.009885320 0.001252 1.107132 0.250000 0.000000 0.000027 2.860690 0.003950 1.018147ADB 20 0.023845 � 0.121090 � 0.129623 � 0.205110 �40 0.006465 1.882878 0.135750 -0.164872 0.036191 1.840599 0.111830 0.87509180 0.002068 1.644383 0.142170 -0.066665 0.009552 1.921738 0.058580 0.932828160 0.000974 1.086607 0.144460 -0.023053 0.002452 1.962065 0.030050 0.963043320 0.000458 1.087803 0.144820 -0.003591 0.000621 1.982272 0.015220 0.981396WACEB 20 0.139407 � 0.345490 � 0.033652 � 0.141521 �40 0.052389 1.411979 0.354650 -0.037752 0.004799 2.809938 0.055704 1.34515480 0.012282 2.092712 0.250000 0.504468 0.000906 2.404461 0.027775 1.004018160 0.003595 1.772582 0.250000 0.000000 0.000173 2.386474 0.013379 1.053760320 0.001374 1.387510 0.245540 0.025970 0.000036 2.274018 0.006373 1.069952CUBISTA 20 0.130729 � 0.317830 � 0.043900 � 0.162302 �40 0.067099 0.962211 0.330870 -0.058009 0.006595 2.734775 0.056310 1.52720980 0.010881 2.624474 0.249920 0.404798 0.001053 2.646613 0.028006 1.007677160 0.003380 1.686626 0.247480 0.014154 0.000204 2.365172 0.013475 1.055463320 0.001594 1.084309 0.238680 0.052234 0.000039 2.404677 0.006411 1.071564Tabela 6.3: erros relativos nas normas L1 e L∞ e ordem de onvergênia (p̃) alulados para oTeste-3 utilizando omo aproximação temporal Euler explíito e Runge-Kutta TVD de tereiraordem.Neste mesmo teste, faz-se uma outra análise quantitativa, em que se alula o tempo de CPUutilizado pelos esquemas para resolver o problema aqui proposto. Nesta simulação onsidera-seuma malha om N = 400 élulas omputaionais, número de Courant θ = 0.3 e 0.5, tempos�nais de simulação t = 10.0 e 20.0, no domínio x ∈ [−π, π] (δx = 0.01571). Os resultadosobtidos para este teste seguem apresentados na Tabela 6.4, em que é possível observar que o51



Capítulo 6 Resultados Numérios 1Desquema EPUS, omparado om os demais esquemas polinomiais (SDPUS-C1 e TOPUS), é umpouo mais aro omputaionalmente, omo era esperado, onsiderando que o novo esquemaé dado por um polin�mio de grau oito, enquanto os outros dois são dados por polin�mios degrau seis e quatro, respetivamente. No entanto, esse é o preço a se pagar para obter melhoresresultados (prinipalmente em malhas grosseiras, onde o EPUS mostrou-se melhor). Comparadoao esquema ADBQUICKEST, o EPUS é mais barato por apresentar menos ondiionais emsua formulação. Esquema t = 10 t = 20
θ = 0.3 θ = 0.5 θ = 0.3 θ = 0.5EPUS 2.14 1.22 3.46 2.00SDPUS-C1 2.07 1.18 3.38 1.95TOPUS 1.99 1.04 3.32 1.82ADBQUICKEST 2.26 1.31 3.58 2.08Tabela 6.4: tempo de CPU alulado para o Teste-3.6.2 Equação Não-Linear de BurgersNesta seção, a equação de Burgers, desrita na Seção 2.1.2, é soluionada em quatro situações(ondições iniiais) om o objetivo de veri�ar se o esquema EPUS é apropriado para esteproblema não linear. No Teste-4 faz-se uma análise para diversos valores do parâmetro livre

λ em problemas om ondições iniiais suaves e não suaves; no Teste-5 analisa-se a restriçãoTVD do esquema EPUS; no Teste-6, para melhor avaliar o novo esquema, alula-se suaordem de onvergênia, a qual é omparada om a dos demais esquemas de alta resolução; eno Teste-7 faz-se uma omparação qualitativa dos esquemas para um problema não suave, oqual foi implementado utilizando-se a ténia de orreção de entropia (ver [24, 55℄).Teste-4: a partir deste teste, faz-se uma análise do parâmetro livre λ, assim omo feito paraa equação de adveção, ilustrando novamente, agora para o aso não linear, que o EPUS omparâmetro livre λ = 16 apresenta os melhores resultados para problemas suaves, enquanto quepara o parâmetro λ = 95, melhores resultados são alançados em problemas não suaves.� Problema Suave: neste teste, a equação de Burgers é apliada à ondição iniial u0 = sen(x)para x ∈ [0, 2π]. A solução exata para este problema é dada por (ver Platzman [44℄)
u(x, t) = −2

∞
∑

n

Jn(−nt)
nt

sen(nx), (6.3)em que Jn é a função de Bessel de grau n. Considera-se a equação (6.3) trunada om n = 50052



6.2 Equação Não-Linear de Burgerstermos. Para a simulação, utiliza-se uma malha om N = 200 élulas omputaionais (δx =

0.03141), número de Courant θ = 0.5 e tempo �nal de simulação t = 1.0. Aqui, os valores
λ = 16, 60 e 95 são testados e, onforme esperado, os melhores resultados são obtidos pelo EPUSom λ = 16, omo mostra a Figura 6.4. Vê-se por essa �gura que menos osilações são formadasao apliar o esquema om este parâmetro. Com o objetivo de ilustrar quantitativamente estaanálise, apresenta-se a Tabela 6.5, a qual mostra o erro relativo obtido neste teste e omprovao bom desempenho do esquema EPUS om parâmetro λ = 16. Zoom
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Figura 6.4: omparação para o Teste-4 - Problema Suave de alguns valores do parâmetrolivre λ para o aso não linear.
EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 7.145545e-03 1.286337e-02 7.837454e-02
λ = 60 1.235676e-02 2.292389e-02 8.081938e-02
λ = 95 2.041206e-02 4.192552e-02 1.381012e-01Tabela 6.5: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-4 - Problema Suave.� Problema Não-Suave: agora, assim omo feito para a equação de adveção, ilustra-sea propriedade de o esquema EPUS apresentar melhor omportamento om o parâmetro livre

λ = 95 para problemas não suaves. Para isso, onsidera-se a equação de Burgers suplementada53



Capítulo 6 Resultados Numérios 1Dom ondição iniial
u0(x) =











1, se x ≤ 1.5,

2.5− x, se 1.5 < x ≤ 2.5,

0, se x > 2.5,

(6.4)uja solução exata é (ver Shin et al. [49℄):� Para t < 1:
u(x, t) =











1, se x ≤ 1.5 + t,
2.5−x
1−t

, se 1.5 + t < x ≤ 2.5,

0, se x > 2.5;

(6.5)� Para t > 1:
u(x, t) =

{

1, se x ≤ 2 + 0.5t,

0, se x > 2 + 0.5t.
(6.6)Neste teste, onsideram-se uma malha om N = 200 élulas omputaionais, número deCourant θ = 0.5, tempo �nal de simulação t = 1.0 e domínio x ∈ [1, 3.5] (δx = 0.0125).Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras 6.5 e 6.6, em que pode-se observar queo EPUS om parâmetro livre λ = 95 apresenta os melhores resultados neste problema omdesontinuidade. Com o objetivo de ilustrar quantitativamente esta análise, apresenta-se aTabela 6.6, a qual mostra o erro relativo obtido neste teste, omprovando que o esquema EPUSom parâmetro λ = 95 apresenta melhor desempenho neste aso não suave.
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Figura 6.5: omparação para o Teste-4 - Problema Não-Suave de alguns valores doparâmetro livre λ para o aso não linear. 54



6.2 Equação Não-Linear de BurgersZoom 1 Zoom 2
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Figura 6.6: regiões de ampliação da Figura 6.5.EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 1.548996e-04 1.559159e-03 1.701999e-02
λ = 60 3.426671e-04 3.275180e-03 3.555602e-02
λ = 95 6.784996e-05 7.129032e-04 7.803977e-03Tabela 6.6: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-4 - Problema Não-Suave.Teste-5: neste teste faz-se uma análise da propriedade TVD para o esquema EPUS, utilizandopara isto a equação de Burgers om ondição iniial e respetiva solução exata dadas por (verQamar [45℄ e Kumar [27℄)

u0(x) =







1, se |x| < 1
3
,
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e u(x, t) =
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(6.7)
Para a simulação deste teste, utiliza-se 3 malhas omputaionais, a saber, N = 50, 100 e 200,número de Courant θ = 0.5 e tempo �nal de simulação t = 0.6, no domínio x ∈ [−1, 1](δx = 0.04, 0.02 e 0.01). Os resultados aqui obtidos seguem apresentados na Figura 6.7, emque vê-se laramente que o esquema EPUS satisfaz a propriedade TVD de estabilidade. Empartiular, observa-se na Figura 6.7 (a) que houve onvergênia monótona da solução numéria.É importante ressaltar que, assim omo no aso da equação de adveção, aqui a estabilidade doesquema é aessada através de testes numérios, pelo fato de que pretende-se testar o esquema55



Capítulo 6 Resultados Numérios 1DEPUS em problemas não lineares.(a) (b)
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Figura 6.7: análise da TV feita no Teste-5: (a) omparação entre as soluções exata e numériase (b) omportamento da TV do esquema EPUS em diferentes malhas.Teste-6: na busa de uma análise quantitativa do esquema EPUS, neste teste aessa-se sua or-dem de onvergênia bem omo omparações om outros esquemas. Considera-se o mesmo pro-blema apresentado no Teste-1, utilizando-se os seguintes dados: malhas omputaionais N =

20, 40, 80, 160 e 320, θ = 0.5, t = 0.25 e domínio x ∈ [−π, π] (δx = 0.31415, 0.15708, 0.07854,

0.03927 e 0.01963). A omparação dos resultados é apresentada na Tabela 6.7, a partir daqual pode-se onluir que, em geral, os melhores resultados são obtidos om o esquema EPUS.Observa-se também que os esquemas ADBQUICKEST e SUPERBEE apresentam ordem deonvergênia inferiores àquelas dos demais esquemas, sendo que na norma in�nito a ordem ob-servada foi negativa. Analisando-se também os erros relativos, infere-se que o esquemaWACEB,apesar de não apresentar a maior ordem de onvergênia, é aquele que apresenta menor errorelativo. Já o esquema EPUS, dentre os esquemas polinomiais, é aquele que apresenta maiorerro relativo na primeira malha, mas om erro relativo menor na última malha, o que era de seesperar pelo fato de apresentar maior ordem de onvergênia.
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6.2 Equação Não-Linear de BurgersEsquema N L1 L∞

Eh p̃ Eh p̃EPUS 20 0.078897 � 0.033576 �40 0.017333 2.186443 0.011631 1.52945480 0.005186 1.740887 0.005483 1.084940160 0.000692 2.906027 0.001605 1.772381320 0.000314 1.139525 0.001578 0.024476SDPUS 20 0.072521 � 0.024405 �40 0.016754 2.113902 0.009341 1.38553380 0.004611 1.861411 0.005356 0.802423160 0.000653 2.820935 0.001615 1.729599320 0.000317 1.040141 0.001580 0.031646TOPUS 20 0.070807 � 0.026128 �40 0.017313 2.032027 0.008982 1.54049280 0.004611 1.908829 0.005398 0.734609160 0.000668 2.787919 0.001612 1.743591320 0.000317 1.075243 0.001579 0.029804ADBQUICKEST 20 4.485276 � 1.444864 �40 2.238254 1.002823 1.456373 -0.01144680 1.118915 1.000274 1.451798 0.004539160 0.559377 1.000207 1.455630 -0.003803320 0.279677 1.000059 1.456201 -0.000565WACEB 20 0.069035 � 0.021577 �40 0.016246 2.087238 0.009577 1.17184880 0.004453 1.867334 0.005334 0.844363160 0.000651 2.773919 0.001617 1.721902320 0.000315 1.047434 0.001580 0.033404SUPERBEE 20 4.487269 � 1.460789 �40 2.238511 1.003299 1.465684 -0.00482680 1.118840 1.000535 1.453763 0.011781160 0.559342 1.000202 1.456630 -0.002843320 0.279667 1.000020 1.456739 -0.000108Tabela 6.7: erros relativos nas normas L1 e L∞ e estimativa para ordem de onvergênia (p̃)alulados para o Teste-6.Teste-7: embora atenção espeial seja dada pela omunidade ientí�a em CFD para a apturada solução nas regiões de ondas de hoques e altos gradientes, di�uldades numérias apareemna presença de ondas de rarefação, sendo uma delas a impreisão no ponto s�nio (ponto emque a veloidade da onda muda de sinal), em que um máximo e/ou um mínimo loal são riadose a solução deixa de ser monótona ao longo da onda de expansão.Segundo Tang [55℄, esquemas TVD podem apresentar esses problemas próximo ao pontos�nio (que para a equação de Burgers é em u = 0). Ainda, este autor a�rma que isso tambémpode oorrer om esquemas que utilizam a estratégia upwind. Uma ténia e�iente para re-solver este fen�meno á apresentada por Tang [55℄, onheida omo orreção de entropia (no aso,é utilizada a orreção de entropia de Harten [24℄), a qual introduz uma visosidade numériano esquema de diferenças �nitas.Para a introdução desse efeito, onsidera-se um esquema geral de três pontos da forma57



Capítulo 6 Resultados Numérios 1D(expressão 5.1 om termo adiional):
φi = φi − θ(Fi+1 − Fi−1) +

Qi+ 1

2

2
(φi+1 − φi)−

Qi− 1

2

2
(φi − φi−1) , (6.8)em que o termo Qi+ 1

2

é dado, neste aso, pela orreção de entropia de Harten, da forma:
Q(x) =

{

|x|, |x| > ε,
x2+ε2

2ε
, |x| ≤ ε,

(6.9)onde ε é uma onstante positiva dada.Para ilustrar esse urioso fen�meno e mostrar omo ele é soluionado através da orreçãode entropia, suplementa-se a equação de Burgers om a ondição iniial
u0(x) =







1, se |x| < 1
3
,

−1, se 1
3
< |x| ≤ 1,

(6.10)uja solução exata é
u(x, t) =



























−1, se x < −t− 1
3
,

x+ 1

3

t
, se − t− 1

3
< x < t− 1

3
,

1, se t− 1
3
< x < 1

3
,

−1, se x > 1
3
.

(6.11)
Para a simulação deste problema, utiliza-se uma malha om N = 400 élulas omputa-ionais, θ = 0.5, t = 0.3, domínio omputaional x ∈ [−1, 1] (δx = 0.005) e onsidera-se omoesolha para a onstante positiva da orreção de entropia ε = 0.5 (esolha essa feita a partir dediversos testes numérios).Os resultados obtidos para este teste seguem apresentados na Figura 6.8 para vários esque-mas, a qual apresenta uma omparação entre as soluções analítia e numérias (estas aluladassem e om a orreção de entropia). Vê se laramente por esta �gura que os resultados numériosobtidos pelos esquemas sem a orreção de entropia apresentam efeito dispersivo (não monótono)próximo ao ponto s�nio, impreisão essa que é soluionada pela adição da orreção de entropiano esquema. Neste teste, observa-se que todos os esquemas apturam a solução quando há aorreção de entropia, mas pode-se inferir que os polinomiais apresentam melhor desempenhoom relação ao ADBQUICKEST, que é um esquema linear por partes.
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6.2 Equação Não-Linear de BurgersEPUS SDPUS-C1

-1 -0,5 0 0,5 1
x

-1

-0,5

0

0,5

1

u

PSfrag replaements
exatasem orreçãoom orreção

-1 -0,5 0 0,5 1
x

-1

-0,5

0

0,5

1

u

PSfrag replaements
exatasem orreçãoom orreção

TOPUS ADBQUICKEST

-1 -0,5 0 0,5 1
x

-1

-0,5

0

0,5

1

u

PSfrag replaements
exatasem orreçãoom orreção

-1 -0,5 0 0,5 1
x

-1

-0,5

0

0,5

1

u

PSfrag replaements
exatasem orreçãoom orreção

Figura 6.8: ilustração dos resultados obtidos sem e om orreção de entropia para o Teste-7.6.3 Equações Não-Lineares de EulerEste sistema de equações não lineares está desrito na Seção 2.1.3. Para estas equaçõesanalisou-se o desempenho do esquema EPUS em resolver problemas de tubos de hoques,omparando-o om o desempenho dos demais esquemas de alta resolução. Para esta análise,dois testes são apresentados, a saber: no Teste-8 resolve-se o famoso problema de tubo dehoque Two Interating Blast Waves (por Wood e Collela [68℄), onheido por apresentar fortesinterações de hoques. Ainda neste teste faz-se uma avaliação qualitativa de seu desempenho,omparando tempo de CPU, erro relativo e ordem de onvergênia; e no Teste-9 simula-se o59



Capítulo 6 Resultados Numérios 1Dproblema do tubo de hoque de Sod [51℄, em que analisa-se qualitativamente o desempenho dosesquemas.Teste-8: neste teste, simula-se o famoso problema Two Interating Blast Waves proposto porWood e Collela [68℄. É um problema muito interessante pelo fato de apresentar fortes interaçõesentre hoques, além de ondas de rarefações e ondas de ontato. Os dados iniiais onsistem emduas ondas de hoques fortes propagando em direções opostas e que olidem uma om a outra.Sua ondição iniial depende de três estados onstantes da forma
(ρ0, u0, p0)

T =











(1, 0, 1000)T , se 0 ≤ x ≤ 0.1,

(1, 0, 0.01)T , se 0.1 < x ≤ 0.9,

(1, 0, 100)T , se 0.9 < x ≤ 1.0.

(6.12)Para esta simulação onsidera-se uma malha om N = 1000 élulas omputaionais, númerode Courant θ = 0.9, tempo �nal t = 0.038 e domínio x ∈ [0, 1] (δx = 0.001). Para a soluçãode referênia, os valores são alulados om o limitador de �uxo MC em uma malha om
N = 2000 élulas omputaionais. Os resultados obtidos para este teste são mostrados nasFiguras 6.9, 6.10 e 6.11, em que pode-se observar que o esquema EPUS aptura o fen�menosatisfatoriamente, apresentando melhor desempenho que os demais esquemas polinomiais. Noentanto, em algumas regiões, o esquema ADBQUICKEST foi o que se omportou melhor.Considerando o quão reonheido é este problema, faz-se neste teste uma avaliação quanti-tativa do esquema EPUS. Para isso seu erro relativo e ordem de onvergênia são alulados, osquais são omparados om os obtidos pelos demais esquemas de alta resolução. Ainda, alula-seo tempo de CPU utilizado por ada esquema para resolver este problema. Foram onsideradas4 malhas omputaionais, a saber, N = 125, 250, 500 e 1000. Os resultados obtidos seguemapresentados na Tabela 6.8, em que observa-se que o novo esquema foi o que alançou maiorordem de onvergênia e também o menor erro relativo dentre todos os esquemas apresentados.No entanto, por ser derivado de um polin�mio de grau oito, não é o que apresenta menor tempode CPU para a exeução deste teste. Levando em onta que bons resultados foram obtidos peloEPUS, onsidera-se que o tempo de CPU utilizado por ele seja aeitável, sendo este o preço ase pagar para obter melhores resultados.
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6.3 Equações Não-Lineares de Euler
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Figura 6.9: soluções de referênia e numérias para a densidade no problema Two InteratingBlast Waves. 61
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Figura 6.11: soluções de referênia e numérias para a veloidade no problema Two InteratingBlast Waves. 63



Capítulo 6 Resultados Numérios 1DEsquema N ||Eh||1 p̃ Tempo de CPUEPUS 125 0.186900 � 0.044250 0.098291 0.927138 0.108500 0.041372 1.248393 0.3951000 0.012660 1.708353 1.360SDPUS 125 0.202030 � 0.058250 0.113256 0.834988 0.112500 0.052581 1.106972 0.4061000 0.019254 1.449361 1.322TOPUS 125 0.219149 � 0.044250 0.125732 0.801561 0.104500 0.061682 1.027422 0.3811000 0.024237 1.347674 1.271ADBQUICKEST 125 0.202354 � 0.048250 0.114087 0.826747 0.111500 0.054632 1.062314 0.4021000 0.022263 1.295119 1.273WACEB 125 0.185689 � 0.033250 0.104136 0.834427 0.117500 0.046806 1.153707 0.3671000 0.016414 1.511779 1.239Tabela 6.8: resultados obtidos para o Teste-8: erro relativo Eh e estimativa para a ordem deonvergênia p̃, ambos obtidos na norma L1, e tempo de CPU em ada malha.Teste-9: neste teste apresenta-se o problema onheido por tubo de hoque de Sod [51℄. NaFigura 6.12 é ilustrado as ondições iniiais para um tubo de hoque deste tipo, em que a Região1 está à esquerda do hoque e a Região 2 à direita dele. Nota-se que devem ser satisfeitas asseguintes ondições: pl > pr, ρl > ρr e ul = ur = 0 (o �uido está iniialmente em repouso).PSfrag replaements
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ul = 0 ur = 0Figura 6.12: modelo do tubo de hoque de Sod em t = 0.Neste teste, as ondições iniiais para o tubo de hoque de Sod são dadas por
(ρ0, u0, p0)

T =







(1, 0, 1)T , x ≤ 0.5,

(0.125, 0, 0.1)T , x > 0.5.
(6.13)64



6.3 Equações Não-Lineares de EulerPara esta simulação, onsidera-se uma malha om 500 élulas omputaionais, númerode Courant θ = 0.9, tempo �nal de simulação t = 0.1 e domínio omputaional x ∈ [0, 1](δx = 0.002). Para a solução de referênia, utiliza-se o limitador MC apliado a uma malhaom 2000 élulas omputaionais e número de Courant θ = 0.1. Os resultados obtidos seguemapresentados nas Figuras 6.13 e 6.14, em que são apresentados as soluções para densidade eenergia interna, respetivamente. A partir destas �guras, é possível onluir que o esquemaEPUS tem bom desempenho ao simular este problema de tubo de hoque (tanto para os re-sultados da densidade quanto para a energia interna), sendo, entre os esquemas polinomiais, omelhor deles. No entanto, em algumas regiões, o ADBQUICKEST mostrou apturar melhor asolução.
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Figura 6.13: soluções de referênia e numérias para a densidade no problema do tubo dehoque de Sod. 66
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Capítulo
7Resultados Numérios 2D e Axissimétrios

O desempenho do esquema EPUS é veri�ado neste apítulo em leis de onservação 2D(Euler e águas rasas) e nas equações 2D e axissimétrias de Navier-Stokes. Para as leis deonservação, os resultados obtidos pelo esquema EPUS são onfrontados om soluções de re-ferênia e também om os resultados obtidos por outros esquemas de alta resolução. Para osesoamentos inompressíveis modelados pelas equações de Navier-Stokes, os dados apresenta-dos pelo esquema EPUS são omparados om resultados analítios, experimentais, teórios enumérios presentes na literatura.7.1 Leis de Conservação 2DNesta seção, apresentam-se os resultados numérios obtidos pelo esquema EPUS para re-solver dois sistemas hiperbólios de leis de onservação 2D, a saber, Euler e águas rasas. Estesproblemas foram simulados no ambiente omputaional CLAWPACK1.7.1.1 Sistema Não-Linear de EulerO sistema hiperbólio não linear de Euler 2D, desrito na Seção 2.2.1, é utilizado aqui paramodelar dois problemas da dinâmia dos gases, a saber, Four-shoks e Four-ontats, os quaissão apresentados a seguir.Teste-1: neste teste resolve-se o fen�meno onheido por Four-shoks problem (ver [9, 32℄),que onsiste num problema de Riemann 2D om estados iniiais onstantes dados em quatroquadrantes, de�nidos no domínio [0, 1]×[0, 1] e om um ponto de ontato loalizado em (0.8, 0.8).1http://www.amath.washington.edu/∼law/ 69



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e AxissimétriosEste problema é araterizado pela interação de quatro ondas de hoque. Seus estados iniiaissão dados por
[ρ0, u0, v0, p0]

T =



















[1.5, 0, 0, 1.5]T , [0.8, 1]× [0.8, 1],

[0.13799, 1.2060454, 1.2060454, 0.0290323]T , [0, 0.8]× [0, 0.8],

[0.5322581, 1.2060454, 0, 0.3]T , [0, 0.8]× [0.8, 1],

[0.5322581, 0, 1.2060454, 0.3]T , [0.8, 1]× [0, 0.8].

(7.1)Para a simulação deste teste onsidera-se uma malha om 200×200 élulas omputaionais(δx = δy = 0.005), número de Courant θ = 0.8 e tempo �nal de simulação tf = 0.8. Os resul-tados obtidos para o per�l da densidade ρ no plano x ⊥ y são mostrados na Figura 7.1, em queé possível observar que todos os esquemas apresentados onseguiram simular satisfatoriamenteo fen�meno proposto, sendo que os melhores resultados foram obtidos pelo esquema EPUS, oqual aptura melhor a solução.A partir de uma melhor análise dos resultados obtidos neste teste, a qual é apresentada naFigura 7.2, avalia-se os valores de ρ sobre a reta y = x, plotando-os em relação a x. Analisandoesta �gura, onlui-se que, de fato, o esquema que melhor resolve este problema é o EPUS,apturando om bom desempenho as regiões de pios e vales, sem suavizá-las, omportamentoeste muito evideniado pelo esquema ADBQUICKEST.Ainda, om o objetivo de fazer uma análise do ponto de vista quantitativo, alula-se tam-bém a ordem de onvergênia observada. Os resultados obtidos seguem exibidos na Tabela 7.1.De um modo geral, todos os esquemas obtiveram resultados semelhantes, sendo que o esquemaEPUS apresenta, em sua maioria, os melhores resultados.Com o objetivo de fazer uma análise da solução om re�no da malha, prourando evideniarvantajosas propriedades do esquema EPUS, este mesmo problema é resolvido utilizando umamalha om 1000 × 1000 élulas omputaionais (ver Cada [9℄) (δx = δy = 0.001), θ = 0.8 e
tf = 0.8. Os resultados obtidos para o per�l da densidade ρ no plano x ⊥ y são apresentadosna Figura 7.3, em que pode-se observar que o esquema EPUS (om parâmetro livre λ = 95) é oque menos amortee as estruturas vortiais formadas no problema, mostrando ser um esquemaque introduz poua dissipação numéria. Observe ainda, nesta mesma �gura, mais um exemplode outra propriedade do esquema EPUS já apresentada anteriormente: os melhores resultadossão obtidos pelo novo esquema om parâmetro livre λ = 95 em problemas om hoques (que éo aso deste teste), enquanto om λ = 16 apresenta pior desempenho neste tipo de problema.
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7.1 Leis de Conservação 2D
EPUS SDPUS-C1

TOPUS ADBQUICKEST

Figura 7.1: per�l da densidade para o problema Four-shoks problem (Teste-1).
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Esquemas N tf = 0.2 tf = 0.4 tf = 0.6 tf = 0.8EPUS 16 � � � �32 2.802421 2.558469 1.989391 3.14871064 1.149728 1.468347 1.528174 0.655765128 1.452255 2.274759 1.606929 1.477884SDPUS-C1 16 � � � �32 2.786139 2.577962 1.983243 3.11933064 1.183948 1.446474 1.492269 0.675083128 1.433276 2.282586 1.614194 1.456111TOPUS 16 � � � �32 2.781235 2.592425 1.979919 3.09928064 1.206041 1.432068 1.474187 0.688797128 1.417527 2.281726 1.612432 1.426924ADBQUICKEST 16 � � � �32 2.766081 2.595229 1.983185 3.07930264 1.215765 1.402327 1.632650 0.701337128 1.418710 2.248497 1.564420 1.432594Tabela 7.1: ordem de onvergênia p̃ na norma L1 para o Teste-1 em diferentes tempos.72



7.1 Leis de Conservação 2DEPUS om λ = 95 EPUS om λ = 16

SDPUS-C1 TOPUS

Figura 7.3: per�l da densidade numa malha re�nada para o Four-shoks problem (Teste-1).
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Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e AxissimétriosADBQUICKEST van Leer

Figura 7.4: ontinuação da Figura 7.3.Teste-2: este teste também onsiste num problema de Riemann 2D, sendo onheido porFour-ontats problem (ver [9℄). A estrutura de sua solução é dada por um vórtie girandono sentido horário. Neste problema, duas ondas de hoque são geradas através das linhas deontato, as quais se propagam para fora em forma de espiral. A ondição iniial para esteproblema é:
[ρ0, u0, v0, p0]

T =



















[1, 0.75, −0.5, 1]T , [0.5, 1]× [0.5, 1],

[2, 0.75, 0.5, 1]T , [0, 0.5)× [0.5, 1],

[1, −0.75, 0.5, 1]T , [0, 0.5)× [0, 0.5),

[3, −0.75, −0.5, 1]T , [0.5, 1]× [0, 0.5).

(7.2)Nesta simulação, onsidera-se uma malha om 1500× 1500 élulas omputaionais, númerode Courant θ = 0.8, tempo �nal de simulação tf = 0.8 e domínio [0, 1] × [0, 1] (δx = δy =

0.00067). Os resultados obtidos para o per�l da densidade ρ seguem na Figura 7.5, onde pode-seobservar que, mais uma vez, o esquema EPUS é o que menos amortee as estruturas vortiaisque surgem neste fen�meno, mostrando ser, dentre os esquemas testados, o que introduz menordissipação numéria.
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7.1 Leis de Conservação 2DEPUS SDPUS-C1

TOPUS ADBQUICKEST

Figura 7.5: per�l da densidade numa malha re�nada para o Four-ontats problem (Teste-2).7.1.2 Sistema Não-Linear de Águas RasasO sistema hiperbólio não linear de águas rasas foi apresentado na Seção 2.2.2. Nestetrabalho, estas equações modelam o problema onheido omo radial dam-break (quebra debarreira radial) [32℄, o qual é desrito e resolvido numeriamente a seguir.75



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e AxissimétriosTeste-3: resolve-se aqui o problema onheido por radial dam-break problem (ver, por e-xemplo, [32℄), que onsiste numa porção de �uido irular iniialmente em repouso on�nadopor uma barreira (ver Figura 7.6 (a)). Esta barreira é removida instantaneamente, formandouma onda de hoque que se espalha radialmente para fora, enquanto uma onda de rarefação sepropaga para o interior (ver Figura 7.6 (b)). Iniialmente, a altura do �uido dentro da barreiraé h = 2 e h = 1 fora dela. De aordo om LeVeque [32℄, este problema é similar a estrutura doproblema de Riemann 1D de quebra de barreira. Levando em onta essa a�rmação, onsidera-sea solução deste problema 1D omo solução de referênia para este teste. Esta solução é aluladaresolvendo o seguinte sistema 1D de águas rasas om termo fonte:
ht + (hU)r = −hU

r
,

(hU)t +

(

hU2 +
1

2
gh2
)

r

= −hU
2

r
, (7.3)onde U(r, t) é a veloidade radial e h é a altura omo função de r (distânia a partir da origem).(a) t = 0 (b) t = 0.25

Figura 7.6: radial dam-break problem: omportamento da altura da porção de �uido nos ins-tantes (a) t = 0 e (b) t = 0.25 (�gura extraída de LeVeque [31℄).Para a simulação deste problema, onsidera-se, para as soluções numérias, uma malhaom 125 × 125 élulas omputaionais, número de Courant θ = 0.9, tempo �nal de simulação
tf = 1.5 e domínio omputaional [−2.5, 2.5]× [−2.5, 2.5] (δx = δy = 0.04). Para o álulo dasolução de referênia, utiliza-se o limitador de �uxo MC e uma malha om N = 2000 élulasomputaionais.Na Figura 7.7 apresenta-se o per�l da altura h no plano x ⊥ y, em que é possível onluirque todos os esquemas apturam satisfatoriamente o fen�meno. No entanto, para uma melhoranálise dos resultados obtidos, nas Figuras 7.8 e 7.9 plota-se os valores de h em função de xsobre a reta y = 0. Nestas �guras, as soluções numérias são omparadas om a solução de76



7.1 Leis de Conservação 2Dreferênia sugerida por LeVeque [32℄ (ver Eq. 7.3). Analisando-as é possível onluir que oesquema EPUS é o que aptura melhor o fen�meno na região apresentada no Zoom 1 (regiãoom desontinuidade e rarefação), enquanto que o esquema ADBQUICKEST é o que apresentamelhor desempenho em Zoom 2 (região om uma onda de hoque).EPUS SDPUS-C1

TOPUS ADBQUICKEST

Figura 7.7: per�l da altura para o problema radial dam-break problem (Teste-3).77
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Figura 7.9: regiões de ampliação da Figura 7.8.7.2 Esoamentos Inompressíveis Laminares 2DEsta seção onsiste em veri�ar o esquema EPUS na resolução de esoamentos inom-pressíveis laminares 2D om superfíies livres móveis, os quais são modelados pelas equações2D de Navier-Stokes desritas na Seção 2.3. Para isto, onsidera-se dois problemas diferentes,a saber, olapso de uma oluna de �uido [12℄ (onheido omo Broken-dam) e jato livre sobre78



7.2 Esoamentos Inompressíveis Laminares 2Duma superfíie rígida impermeável [66℄. Estes problemas são desritos e apresentados a seguir.Para a simulação numéria onsidera-se o esquema EPUS om parâmetro livre λ = 95. O valorpara λ = 95 foi onsiderado aqui em virtude de ter forneido bons resultados em problemasnão lineares omplexos envolvendo desontinuidades.7.2.1 Colapso de uma Coluna de FluidoEste problema é araterizado por ser um esoamento om superfíie livre móvel. Con-sidera-se uma oluna de �uido em equilíbrio hidrostátio on�nada entre paredes rígidas im-permeáveis e sob à ação da gravidade. No tempo t = 0 o �uido iniia seu movimento omoilustrado na Figura 7.10. Este problema foi estudado originalmente por Martin e Moye [39℄, osquais forneeram dados experimentais para o valor máximo do espalhamento horizontal (xmax).Reentemente, dados numérios, teórios e experimentais foram apresentados por Colagrossi eLandrini em [12℄.PSfrag replaements
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Figura 7.10: ilustração esquemátia do problema de olapso de uma oluna de �uido.Para veri�ar o desempenho do esquema EPUS neste problema, ompara-se o ompor-tamento do espalhamento horizontal (xmax) alulado om esse esquema om os resultadosapresentados por Colagrossi e Landrini [12℄ e também om o experimento de Martin e Moye[39℄. A ondição de ontorno apliada foi a free-slip e os dados utilizados foram:� Malha: 1000× 200 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005);� Domínio: 0.5m× 0.1m;� Dimensão da oluna de �uido: a = b = 0.057m;� Esala de omprimento: L0 = a = b = 0.057m;� Esala de veloidade: U0 =
√
gL0 = 0.74778m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−6m2/s;� Número de Reynolds: Re = 42623.27.A Figura 7.11 mostra uma omparação entre os dados experimentais, teórios e numérios(extraídos de Colagrossi e Landrini [12℄) e os resultados obtidos pelo esquema EPUS para o valor79



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e Axissimétrios
xmax. A partir desta omparação, pode-se onluir que o novo esquema EPUS fornee resultadosem onordânia om os dados disponíveis na literatura (numérios, teórios e experimentais).
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Figura 7.11: omparação das soluções para o problema do olapso de uma oluna de �uido.Para ilustrar a evolução do esoamento omo um todo e da superfíie livre, nas Figuras7.12, 7.13 e 7.14 apresentam-se, respetivamente, os resultados para pressão e veloidades nasdireções x e y nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s e t = 0.2s. Analisando essas �guras,nota-se que de fato o esquema EPUS aptura satisfatoriamente o fen�meno do olapso 2D.
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 7.12: ontorno da pressão para o problema do olapso de uma oluna de �uido emdiferentes tempos. 80



7.2 Esoamentos Inompressíveis Laminares 2D
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 7.13: ontorno da veloidade na direção x para o problema do olapso de uma olunade �uido em diferentes tempos.
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 7.14: ontorno da veloidade na direção y para o problema do olapso de uma olunade �uido em diferentes tempos.
7.2.2 Jato Livre sobre uma Superfíie Rígida ImpermeávelNesta seção, o esquema EPUS é veri�ado na resolução numéria do problema do jato livreinidindo perpendiularmente sobre uma superfíie rígida impermeável sob a ação da forçagravitaional (ver ilustração deste fen�meno na Figura 7.15). Foi proposto por Watson [66℄uma solução analítia para a altura H da superfíie livre, dada por

H(x) =

{

π√
3

ν(x+l)
Q

, x ≥ x0,

a+
(

1−2π
3
√
3c2

)

δ(x), x < x0,
(7.4)em que Q é a vazão, dada por Q = aU0, onsiderando a = L0/2 o raio do injetor e81
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. (7.7)Para a simulação deste problema, onsidera-se ondição de ontorno no-slip apliada nasparedes rígidas e os seguintes dados:� Malha I: 100× 25 élulas omputaionais (δx = δy = 0.001);� Malha II: 200× 50 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005);� Malha III: 400× 100 élulas omputaionais (δx = δy = 0.00025);� Malha IV: 800× 200 élulas omputaionais (δx = δy = 0.000125);� Raio do injetor: ri = 0.002m;� Domínio: 0.1m× 0.025m;� Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.004m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 2× 10−6m2/s;� Número de Reynolds: Re = 2000. 82



7.2 Esoamentos Inompressíveis Laminares 2DA Figura 7.25 apresenta uma omparação entre a solução analítia de Watson e as soluçõesaluladas pelo esquema EPUS nas quatro malhas I, II, III e IV. Analisando esta �gura, pode-seobservar que os resultados apresentados pelo novo esquema nas malhas mais �nas estão emonordânia om a solução analítia de Watson. Ainda, para ilustração deste esoamento omsuperfíie livre, as Figuras 7.17, 7.18 e 7.19 mostram a dinâmia do problema na Malha IV,respetivamente, para os per�s da pressão e das veloidades nas direções x e y. Observandoestas �guras, pode-se inferir que o esquema EPUS simula satisfatoriamente o problema do jatolivre sobre uma superfíie rígida impermeável.
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Figura 7.16: omparação das soluções para o problema do jato livre sobre uma superfíie rígidaimpermeável.
7.3 Esoamentos Inompressíveis Turbulentos 2DEsta seção é reservada para veri�ação do esquema EPUS na resolução de esoamentosinompressíveis 2D em regime turbulento om superfíies livres móveis, os quais são aqui mo-delados pelas equações médias de Reynolds aopladas ao modelo κ−ε de turbulênia (desritasnas Seções 2.4 e 2.5, respetivamente). Para tanto, resolve-se aqui o mesmo problema daSubseção 7.2.2 para o aso do regime turbulento.Uma solução analítia para este problema foi alulada por Watson [66℄, que apresenta umarelação para a altura H da superfíie livre, dada por
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t = 0.02s t = 0.03s

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.1s

Figura 7.17: ontorno da pressão para o problema do jato livre sobre uma superfíie rígidaimpermeável em diferentes tempos.
t = 0.02s t = 0.03s

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.1s

Figura 7.18: ontorno da veloidade na direção x para o problema do jato livre sobre umasuperfíie rígida impermeável em diferentes tempos.84



7.3 Esoamentos Inompressíveis Turbulentos 2D
t = 0.02s t = 0.03s

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.1s

Figura 7.19: ontorno da veloidade na direção y para o problema do jato livre sobre umasuperfíie rígida impermeável em diferentes tempos.em que A = 0.239 e k = 0.26. Ainda, tem-se que
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5 . (7.11)Para a simulação deste problema, onsidera-se ondição de ontorno no-slip apliada nasparedes rígidas e os seguintes dados:� Malha I: 200× 50 élulas omputaionais (δx = δy = 0.001);� Malha II: 400× 100 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005);� Malha III: 800× 200 élulas omputaionais (δx = δy = 0.00025);� Domínio: 0.2m× 0.05m;� Raio do injetor: ri = 0.005m;� Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.01m; 85



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e Axissimétrios� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 2× 10−7m2/s;� Número de Reynolds: Re = 50000.A Figura 7.20 mostra os resultados obtidos a partir da simulação feita om o esquemaEPUS nas malhas I, II e III, soluções estas que são omparadas om a solução analítia deWatson dada pela Eq. (7.8). O tempo �nal de simulação onsiderado é t = 1s (tempo em queo esoamento já atingiu o estado estaionário). Analisando esta �gura pode-se inferir que onovo esquema apresenta bom desempenho neste teste, mostrando resultados onsistentes om asolução analítia de Watson, sendo o melhor deles para a malha mais �na, onforme esperado.Zoom
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Figura 7.20: omparação das soluções para o problema do jato livre sobre uma superfíie rígidaimpermeável (aso turbulento).Neste teste também são apresentados os ontornos da pressão e das veloidades nas direções
x e y, os quais são mostrados nas Figuras 7.21, 7.22 e 7.23, respetivamente. A partir destasilustrações, observa-se laramente que o esquema EPUS aptura satisfatoriamente o fen�menosimulado.
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7.3 Esoamentos Inompressíveis Turbulentos 2D
t = 0.06s t = 0.08s

t = 0.1s t = 1.0s

Figura 7.21: ontorno da pressão para o problema do jato livre sobre uma superfíie rígidaimpermeável (aso turbulento).
t = 0.06s t = 0.08s

t = 0.1s t = 1.0s

Figura 7.22: ontorno da veloidade na direção x para o problema do jato livre sobre umasuperfíie rígida impermeável (aso turbulento).
t = 0.06s t = 0.08s

t = 0.1s t = 1.0s

Figura 7.23: ontorno da veloidade na direção y para o problema do jato livre sobre umasuperfíie rígida impermeável (aso turbulento).87



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e Axissimétrios7.4 Esoamentos Inompressíveis Laminares Axissimétri-osEsta seção onsiste em veri�ar o esquema EPUS na resolução de esoamentos inom-pressíveis axissimétrios om superfíies livres, os quais são modelados pelas equações axis-simétrias de Navier-Stokes, desritas na Seção 2.3. Para isto, onsidera-se dois problemasdiferentes, a saber, ressalto hidráulio irular [66, 6, 8℄ e experimento de Taylor [57℄, os quaissão desritos e apresentados a seguir, apliando-se em suas resoluções numérias o novo esquemaEPUS om parâmetro livre λ = 95.7.4.1 Ressalto Hidráulio CirularEste problema onsiste em um jato vertial livre inidindo perpendiularmente sobre umasuperfíie rígida impermeável (sob à ação do ampo gravitaional), levando à formação dourioso fen�meno observável na vida otidiana, o qual é onheido omo ressalto hidráulioirular (ver ilustração deste fen�meno na Figura 7.24).
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Figura 7.24: ilustração esquemátia do ressalto hidráulio irular.Uma solução analítia visosa para este problema foi alulada por Watson [66℄, e é dadapor
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7.4 Esoamentos Inompressíveis Laminares Axissimétriosalulada onsiderando o desenvolvimento iniial da amada limite. Vale ressaltar que estasolução analítia é válida somente na região do domínio depois que a superfíie livre enontroua amada limite e antes da formação do ressalto hidráulio (mais detalhes sobre esta soluçãover Watson [66℄).Para a simulação omputaional deste problema, utiliza-se ondição de ontorno no-slip eos seguintes dados:� Malha I: 800× 504 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0000625);� Malha II: 400× 252 élulas omputaionais (δx = δy = 0.000125);� Malha III: 200× 126 élulas omputaionais (δx = δy = 0.00025);� Domínio: 0.050m× 0.0315m;� Raio do injetor: ri = 0.004m;� Altura do injetor: hi = 0.00075m;� Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.008m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 0.375m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 1.2 · 10−5m2/s;� Número de Reynolds: Re = 250.A Figura 7.25 mostra os resultados para a altura H da superfíie livre obtidos om o EPUSnas três malhas I, II e III e a solução analítia de Watson no tempo t = 2.5s. Esta �guratambém apresenta, para ilustração, a espessura da amada limite δ alulada por Watson. Apartir desta �gura, pode-se inferir que as soluções obtidas pelo esquema EPUS estão em boaonordânia om a solução analítia de Watson (na região onde esta é válida).
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Figura 7.25: omparação das soluções para o problema do ressalto hidráulio irular.Neste teste ompara-se também a altura H obtida om o esquema EPUS na Malha II89



Capítulo 7 Resultados Numérios 2D e Axissimétriospara valores diferentes do espaçamento temporal δt. Objetiva-se observar a independênia dosresultados om a mudança do passo temporal. As soluções obtidas para esta omparação sãoapresentadas na Figura 7.26, a partir da qual é possível observar que os resultados obtidos omo esquema EPUS mantêm pratiamente o mesmo omportamento para diferentes valores de δt.
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Figura 7.26: omparação das soluções para o problema do ressalto hidráulio irular utilizandodiferentes valores para δt.Como omparação qualitativa, a Figura 7.27 mostra as visualizações do experimento apre-sentado em Rai [46℄ (Figura 7.27 (a)) e da simulação om o esquema EPUS (Figura 7.27 (b)).Vê-se laramente por essa �gura que o fen�meno do salto hidráulio irular foi simulado omsuesso pelo esquema EPUS.(a) (b)

Figura 7.27: ilustração do ressalto hidráulio irular: resultados (a) experimental e (b) simu-lado pelo esquema EPUS.Uma análise quantitativa é feita também neste teste. Para tanto, omparam-se os valoresdo raio do ressalto hidráulio irular alulados om o esquema EPUS e a aproximação teória90



7.4 Esoamentos Inompressíveis Laminares Axissimétriosde Brehet e Néda [8℄, dada por
R =

(

27g−1/4

21/435π
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Q2/3d−1/6ν−1/3, (7.14)em que d é a altura do domínio entre a superfíie rígida e o injetor. Os valores obtidos nestaanálise seguem apresentados na Tabela 7.2, a partir da qual é possível onluir que onformere�na-se a malha, o raio do ressalto alulado pelo esquema EPUS vai onvergindo para aaproximação teória. Raio do Ressalto (R)Malhas Aproximação Teória EPUSMalha-I 1.325158 e-2 1.783112 e-2Malha-II 1.325158 e-2 1.638573 e-2Malha-III 1.325158 e-2 1.414912 e-2Tabela 7.2: omparação dos valores obtidos para o raio do ressalto hidráulio irular.Finaliza-se este teste mostrando a ordem de onvergênia observada om o EPUS. Para issoutiliza-se as malhas I, II e III e a relação matemátia de Jameson e Martinelli [25℄. O valoralulado é
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∣

∣
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∣

∣
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= 1.90. (7.15)Nota-se que este valor da ordem observada neste problema omplexo está onsistente oma ordem de preisão formal do esquema EPUS.7.4.2 Experimento de TaylorEsse experimento onsiste num jato vertial inidindo perpendiularmente sobre um reipi-ente ontendo o mesmo �uido em repouso (ver esquema representativo deste problema na Figura7.28). Este fen�meno, realizado experimentalmente por Taylor [57℄, também é modelado pelasequações axissimétrias de Navier-Stokes. Na sequênia apresenta-se uma omparação qualita-tiva da simulação om o esquema EPUS e o experimento de Taylor.Nesta simulação onsidera-se que o injetor é posiionado a 0.1m do �uido em repouso. Alémdisso, utiliza-se ondição de ontorno no-slip e os seguintes dados:� Malha: 123× 403 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005);� Domínio: 0.0615m× 0.2015m;� Raio do injetor: ri = 0.002m;� Altura do injetor: hi = 0.03m; 91
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Eixo de simetriaFigura 7.28: ilustração esquemátia do experimento de Taylor.� Raio do reipiente ilíndrio: rr = 0.06m;� Altura do reipiente ilíndrio: hr = 0.17m;� Altura do �uido ontido no reipiente: hf = 0.16m;� Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.004m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 0.5m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−5m2/s;� Número de Reynolds: Re = 200.A Figura 7.29 apresenta os resultados obtidos por Taylor em seu experimento e os resultadosobtidos pelo esquema EPUS nos tempos t = 0.75s e t = 2.5s. A partir desta �gura observa-seque o novo esquema aptura satisfatoriamente o fen�meno (estrutura toroidal), mostrandoonordânia bastante razoável om o experimento de Taylor. Para simples ilustração, na Figura7.30 apresentam-se a solução obtida pelo EPUS no tempo t = 10s e um orte transversal damesma para visualização das estruturas vortiais. Na Figura 7.31 apresentam-se os resultadospara os ampos de pressão e veloidades nas direções r e z no tempo t = 10s.
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7.4 Esoamentos Inompressíveis Laminares Axissimétrios
t = 0.75s(a) (b)

t = 2.5s(a) (b)

Figura 7.29: ilustração do experimento de Taylor: resultados (a) experimental e (b) simuladopelo esquema EPUS em diferentes tempos.
t = 10s(a) (b)

Figura 7.30: ilustração dos resultados obtidos pelo esquema EPUS (orte transversal em (b)para mostrar a estrutura vortial). 93
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(a)

(b) ()

Figura 7.31: experimento de Taylor simulado pelo esquema EPUS: per�s de (a) pressão, (b)veloidade na direção x e () veloidade na direção y no tempo t = 10s.
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Capítulo
8Resultados Numérios 3D

Neste apítulo, o esquema EPUS é investigado na solução das equações de Navier-Stokespara a simulação direta de esoamentos inompressíveis 3D om superfíies livres móveis. Paraavaliar os resultados obtidos om o esquema, fazem-se omparações quantitativas e qualitativasontra resultados teórios, numérios e experimentais onsagrados na literatura. Para isto,onsideram-se os seguintes problemas: o do olapso de um bloo de �uido (Broken-dam), odo ressalto hidráulio irular e dos jatos osilantes (Jet Bukling) nas on�gurações irular eplanar. Na simulação destes problemas tridimensionais não estaionários e om superfíie livreutiliza-se o esquema EPUS om λ = 95.8.1 Colapso de um bloo de �uidoEste problema, já apresentado na Subseção 7.2.1 para o aso 2D, é resolvido aqui para oaso 3D. As soluções numérias obtidas om o esquema EPUS são omparadas om as soluçõesnumérias, teórias e experimentais apresentadas por Colagrossi e Landrini [12℄.Teste-1: neste teste, simula-se o problema do olapso de um bloo de �uido apresentadona Figura 8.1. Este problema é muito útil em engenharia para o entendimento do esoamentode água em barragens (ver, por exemplo, [3℄).Para esta simulação onsideram-se ondição de ontorno free-slip apliada nas paredes rígi-das e os seguintes dados:� Malha: 150× 50× 80 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.002);� Domínio: 0.3m× 0.1m× 0.16m;� Esala de omprimento: L0 = 0.1m; 95
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0.16m

0.1m

0.3m

0.05m

0.088m

Figura 8.1: ilustração esquemátia para o problema do olapso de um bloo de �uido.� Esala de veloidade: U0 =
√
gL0 = 0.99045444m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−6m2/s;� Número de Reynolds: Re = 99045.444.Na Figura 8.2, a solução numéria obtida om o esquema EPUS para o espalhamento ho-rizontal (xmax) é omparada om os dados apresentados por Colagrossi e Landrini [12℄. Apartir desta �gura, pode-se observar que o novo esquema apresenta resultados satisfatórios,mostrando onordânia om os dados da literatura. Em partiular, os dados numérios om oEPUS onordam muito bem om dados numérios de BEM e Level Set.
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Figura 8.2: omparação das soluções para o problema do olapso de um bloo de �uido.Para ilustração, nas Figuras 8.3, 8.4 e 8.5 são apresentados os ampos da pressão e dasveloidades nas direções x e z, mostrando a evolução da superfíie livre 3D.96



8.1 Colapso de um bloo de �uido
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 8.3: ampo da pressão para o problema do olapso de um bloo de �uido em diferentestempos.
t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 8.4: ampo da veloidade na direção x para o problema do olapso de um bloo de �uidoem diferentes tempos. 97
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t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 8.5: ampo da veloidade na direção z para o problema do olapso de um bloo de �uidoem diferentes tempos.8.2 Ressalto Hidráulio CirularNesta seção, o esquema EPUS é apliado para simular o fen�meno salto hidráulio irularjá disutido na Subseção 7.4.1. Para isso, dois testes diferentes são onsiderados.Teste-2: o ressalto hidráulio irular é simulado aqui para o número de Reynolds Re = 250,da mesma forma omo já apresentado na Subseção 7.4.1 para o aso axissimétrio, só que agorausando as equações de Navier-Stokes 3D. A solução obtida também é omparada om o expe-rimento apresentado em Rai [46℄. Para a simulação, utilizam-se a ondição de ontorno no-slipe os seguintes dados:� Malha: 100× 100× 35 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.001);� Domínio: 0.1× 0.1× 0.035;� Raio do injetor: ri = 0.004m;� Altura do injetor: hi = 0.00075m;� Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.008m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 0.375m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 1.2 · 10−5m2/s;� Número de Reynolds: Re = 250. 98



8.2 Ressalto Hidráulio CirularOs resultados obtidos nesta simulação são apresentados na Figura 8.6, onde faz-se umaomparação om resultados experimentais. A partir desta �gura, pode-se observar que, assimomo no aso axissimétrio, o esquema EPUS simula om suesso o fen�meno do ressaltohidráulio irular no aso tridimensional.(a) (b)
Figura 8.6: ilustração do ressalto hidráulio irular para Re = 250: resultados (a) experimentale (b) simulado pelo esquema EPUS.Teste-3: neste teste o fen�meno do ressalto hidráulio irular é simulado para o númerode Reynolds Re = 1000, em que a formação de instabilidades físias após o salto hidráulioé mais evidente que no Teste-2. A solução obtida pelo esquema EPUS é omparada aquiom o experimento de Ellegard [17℄. Para isso, utilizam-se a ondição de ontorno no-slip e osseguintes dados:� Malha: 120× 120× 10 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.005);� Domínio: 0.6× 0.6× 0.05;� Raio do injetor: ri = 0.025m;� Altura do injetor: hi = 0.001m;� Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.005m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 5 · 10−5m2/s;� Número de Reynolds: Re = 1000.A Figura 8.7 mostra os resultados numérios om o EPUS omparados om o experimentode Ellegard. A partir desta �gura, observa-se que o esquema EPUS simula satisfatoriamente ofen�meno do ressalto hidráulio irular tridimensional para o aso de um alto valor do númerode Reynolds.
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Capítulo 8 Resultados Numérios 3D(a) (b)
Figura 8.7: ilustração do ressalto hidráulio irular para Re = 1000: resultados (a) experi-mental e (b) simulado pelo esquema EPUS.8.3 Jato Cirular OsilanteO fen�meno do jato irular osilante é araterizado pela formação de osilações físias(instabilidades) do �uido ao longo de seu esoamento (para mais detalhes, ver Cruikshank [14℄e Ville [64℄). Essas osilações oorrem quando um �uido altamente visoso, e sob à ação dagravidade, inide perpendiularmente sobre uma superfíie rígida impermeável (ver esquemaFigura 8.8). Este fen�meno oorre om muita frequênia em apliações industriais, omo namoldagem por injeção de um propergol em avidades om geometrias omplexas. As insta-bilidades neste aso surgem durante a fase de enhimento do molde (ver, por exemplo, Ville[64℄).Nos últimos 40 anos, tem sido um grande desa�o para os pesquisadores entender este tipode esoamento (ver, por exemplo, [64℄). A partir de diversos experimentos foi possível observarque as instabilidades oorrem quando se obedeem determinadas relações de dois parâmetrosrítios. Uma delas é a razão H/d (omprimento da queda/diâmetro do injetor), a qual deve sermaior que o valor rítio (H/d)c = 7.2. A outra é o adimensional Re, que deve ser menor que ovalor rítio Rec = 1.2 (para mais detalhes, ver Cruikshank [14℄). É importante observar que,muito embora o esquema EPUS tenha sido planejado para simular problemas a altos Reynolds,ele também é útil para problemas a baixos Reynolds, omo é mostrado a seguir.Para a simulação deste fen�meno, onsideram-se dois testes diferentes, sendo que para ambosadota-se ondição de ontorno no-slip.Teste-4: neste teste, o problema do jato irular osilante é simulado utilizando-se osseguintes dados:� Malha: 50× 50× 63 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.02);� Domínio: 1m× 1m× 1.26m;� Diâmetro do injetor: d = 0.08m;� Altura do injetor: hi = 0.2m; 100



8.3 Jato Cirular Osilante
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Figura 8.8: ilustração esquemátia para problema do jato irular osilante.� Esala de omprimento: L0 = d = 0.08m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2/s;� Número de Reynolds: Re = 0.288.O valor da relação H/d é 12.5. Este valor, juntamente om o número de Reynolds, permiteveri�ar que as restrições para a formação das instabilidades (ondições de Cruikshank) estãosatisfeitas. A simulação do jato irular osilante referente a este teste é apresentada na Figura8.9, onde pode-se observar laramente que o esquema EPUS aptura om suesso o fen�meno.Teste-5: neste teste, o aso Teste-4 é simulado novamente diminuindo-se pela metade odiâmetro do injetor. Para tanto, utilizam-se os seguintes dados:� Malha: 100× 100× 123 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.01);� Domínio: 1m× 1m× 1.23m;� Diâmetro do injetor: d = 0.04m;� Altura do injetor: hi = 0.2m;� Esala de omprimento: L0 = 2d = 0.08m;� Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2/s;� Número de Reynolds: Re = 0.288.A razão H/d é 25, a qual, juntamente om o número de Reynolds satisfazem as ondições deCruikshank. A simulação deste teste está ilustrada na Figura 8.10, onde ompara-se a soluçãoalulada om o EPUS om resultados experimentais (ver [40℄). Mais uma vez, vê-se por essa101



Capítulo 8 Resultados Numérios 3D
t = 1s t = 2s t = 3s

t = 4s t = 5s t = 6s

t = 8s t = 12s t = 14s

Figura 8.9: ilustração dos resultados obtidos pelo EPUS para o fen�meno do jato irularosilante (Teste-4).
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8.3 Jato Cirular Osilanteomparação que, de fato, o esquema EPUS aptura o fen�meno. Vale ressaltar ainda o fato deque, diminuindo-se o diâmetro do injetor (ou seja, aumentando a razão H/d), surgem algumasde�iênias na formação das osilações irulares, diferentemente dos resultados apresentadosno Teste-4.
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Capítulo 8 Resultados Numérios 3Dt = 1.5s

t = 2.8s

t = 5.1s

t = 9.4s

Figura 8.10: ilustração do jato irular osilante para o Teste-5: resultados (a) experimentale (b) simulado om o esquema EPUS. 104



8.3 Jato Cirular Osilante8.4 Jato Planar OsilanteEste problema apresenta araterístias semelhantes ao jato irular osilante. Para esteaso, onsidera-se um injetor retangular (ver Figura 8.11), o qual proporiona a formação dedobras quando o �uido (altamente visoso) atinge a superfíie rígida (ver, por exemplo, [64℄).
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Figura 8.11: ilustração esquemátia para o problema do jato planar osilante.Simula-se aqui o seguinte teste, om ondição no-slip apliada ao ontorno rígido.Teste-6: neste teste, o problema do jato planar osilante é simulado om os seguintes dados:� Malha: 146× 66× 213 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.005);� Domínio: 0.73m× 0.33m× 1.065m;� Dimensões do injetor: d = 0.2m, Li = 0.02m e hi = 0.05m;� Esala de omprimento: L0 = d = 0.2m;� Esala de veloidade: U0 = 1m/s;� Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2/s;� Número de Reynolds: Re = 0.72.Os resultados obtidos nesta simulação são apresentados na Figura 8.12, a partir da qualpode-se inferir que o esquema EPUS aptura om bom desempenho o fen�meno do jato planarosilante, formando om suesso as dobras que surgem quando o �uido toa a superfíie rígida.
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Capítulo 8 Resultados Numérios 3Dt = 0.2s t = 0.4s t = 0.6s

t = 0.8s t = 1.0s t = 1.2s

t = 1.4s t = 1.6s t = 1.8s

Figura 8.12: ilustração dos resultados obtidos pelo EPUS para o fen�meno do jato planarosilante no Teste-6. 106



Capítulo
9Considerações Finais e Planos Futuros

No presente trabalho de mestrado desenvolveu-se, analisou-se e implementou-se um novoesquema onvetivo upwind de alta resolução para resolver leis de onservação e problemas dedinâmia dos �uidos relaionados. O novo esquema, então denominado EPUS, foi desenvolvidoa partir de um polin�mio de grau oito inserido nas regiões TVD/CBC. Ainda, este polin�miotrata-se de uma função pertenente a lasse de difereniabilidade C2 e satisfaz as ondições deLeonard, ou seja, passa pelos O(0, 0) e P (1, 1) (para monotoniidade), pelo ponto Q(0.5, 0.75)(para atingir segunda ordem de preisão) e ainda passa pelo ponto Q om inlinação 0.75(para alançar tereira ordem de preisão). Uma versão não osilatória do esquema EPUS parasimular problemas omplexos foi introduzida de�nindo o parâmetro livre λ = 95. Ademais,de aordo om o problema, o esquema EPUS pode também ser apliado em outras situaçõessegundo a variação de λ.Com o objetivo de investigar o desempenho do esquema EPUS, ele foi apliado na re-solução de leis de onservação hiperbólias, tais omo as equações de adveção 1D, Burgers1D, Euler 1D/2D e águas rasas 2D. E então, o EPUS foi apliado para simular esoamentosinompressíveis não estaionários om superfíies livres móveis 2D (nos regimes laminar e turbu-lento), axissimétrios e 3D. Em partiular, na simulação omputaional das leis de onservaçãohiperbólias foi utilizado o paote omputaional CLAWPACK1 desenvolvido por LeVeque (ver[32℄) e para a simulação dos esoamentos inompressíveis não estaionários utilizou-se o ódigoFree�ow de Castelo et al. [10℄.Conforme apresentado nos apítulos de resultados numérios (ver Capítulos 6, 7 e 8), oesquema EPUS teve bom desempenho nos testes numérios propostos, mostrando ser umaferramenta on�ável na solução de leis de onservação e esoamentos inompressíveis não esta-1http://www.amath.washington.edu/∼law/ 107



Capítulo 9 Considerações Finais e Planos Futurosionários om superfíies livres, e de fáil inorporação em paotes omputaionais disponíveisna literatura. Vale destaar que o esquema EPUS simulou om suesso dois fen�menos físiosomplexos: o salto hidráulio irular (no aso axissimétrio e tridimensional), o olapso de umbloo de �uido e as instabilidades físias em jatos altamente visosos (tridimensionais). Alémdisso, na simulação do salto hidráulio, os resultados obtidos om o esquema EPUS mostraramestar em boa onordânia om a solução analítia de Watson dada pela Eq. (7.12) e om aestimativa para o raio do ressalto de Brehet e Néda dada pela Eq. (7.14).Para o futuro, estão previstas as seguintes atividades de pesquisa:� Dar ontinuidade a este trabalho de mestrado. Para tanto, pretende-se desenvolver umametodologia numéria que ombine os reentes avanços alançados neste trabalho om novasferramentas já existentes na área de CFD, permitindo a utilização de programas omputaionaisa um usto otimizado;� Adaptar o esquema EPUS om o número de CFL. O objetivo aqui é melhorar a aproxi-mação dos termos onvetivos não lineares das equações de transporte e, onsequentemente,onseguir métodos numérios mais robustos, estáveis e om baixo usto omputaional;� Investigar o desempenho do esquema EPUS nas equações tridimensionais de Navier-Stokespara o regime turbulento;� Utilizar a metodologia Simulação de Grandes Esalas (Large Eddy Simulation - LES) as-soiada aos esquemas upwind desenvolvidos, a uma modelagem submalha (Subgrid Sale - SGS)e a uma relação algébria para a tensão na parede (Wall Stress Model - WSM) - metodologiaesta que tem adquirido popularidade resente na literatura espeializada (ver, por exemplo,[22℄). O objetivo é inorporar mais físia na modelagem global;� Reunir os prinipais resultados obtidos neste trabalho em um artigo para revista interna-ional.
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Capítulo
10Produção Cientí�a Assoiada

No deorrer deste trabalho de mestrado também voltou-se a atenção para a produção deartigos ientí�os, os quais seguem listados nas seções abaixo.10.1 Artigos e Resumos Publiados em Anais de Congres-sos
• Laís Corrêa, Magda Kimio Kaibara e Valdemir G. Ferreira, Leis de onservação: trata-mento teório e numério, DINCON 2009 - 8th Brazilian Conferene on Dynamis, Control andAppliations, 2009, Bauru-SP.Resumo: O prinipal objetivo deste artigo é a investigação das equações difereniais pariais hiper-bólias tanto do ponto de vista teório quanto numério. Estas equações modelam problemas queenvolvem onservação de propriedades físias, o que é de grande interesse na iênia e na engenharia.
• Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Rafael A. B. Queiroz, Miguel A. C. Candezano e LaísCorrêa, Development and evaluation of upwind shemes for onservation laws, COBEM2009- International Congress of Mehanial Engineering, 2009, Gramado-RS.Resumo: This work deals with a omputational evaluation of two new high resolution upwind shemes,namely ADBQUICKEST ( Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 60:1�26) and TOPUS (Comput. Fluids- Submitted), for solving general hyperboli onservation laws. By using the �nite di�erene method-ology, the shemes are analyzed and implemented in the ontext of normalized variables of Leonard(1988). In order to aess the performane of these shemes, a series of one-dimensional test problemsare examined beginning with lassial linear advetion of salars and ending with Riemann problems forBurgers, Bukley-Leverett, shallow water, and Euler equations. And, as appliation, the ADBQUICK-109



Capítulo 10 Produção Cientí�a AssoiadaEST and TOPUS shemes are used for the numerial simulation of 3D inompressible Navier-Stokesequations involving free surfae.
• Patríia Sartori, Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A.C. Candezano e Valdemir G.Ferreira, Avaliação omputaional de três esquemas upwind originais, SIMMEC 2010 - 9o Sim-pósio de Meânia Computaional, 2010, São João Del Rei-MG.Resumo: Resolver numeriamente problemas em dinâmia dos �uidos é uma tarefa difíil e desa�-adora, prinipalmente quando tais problemas são dominados por onveção. Isso requer o desenvolvi-mento de esquemas numérios tipo upwind que sejam preisos, monot�nios e robustos. O presentetrabalho é destinado à avaliação omputaional de três novos esquemas upwind de alta resolução,desenvolvidos no LCAD-ICMC/USP, denominados ADBQUICKEST (ADaptative Quikest), TOPUS(Third-Order Polynomial Upwind Sheme) e SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1Class). O desempenho desses esquemas é investigado a partir da simulação omputaional de proble-mas de leis de onservação hiperbólias, a saber, adveção e problemas de Riemann para aústia eEuler da dinâmia dos gases. E então, omo apliação, esses esquemas são utilizados na simulação deesoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes3D.
• Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Solving �uid dynamis problems us-ing a new polynomial upwind onvetion sheme, DINCON 2010 - 9th Brazilian Conferene onDynamis, Control and Their Appliations, 2010, Serra Negra-SP.Resumo: The purpose of this work is to present a new polynomial onvetion sheme for solving om-plex �uid dynamis problems. The sheme is evaluated in linear and nonlinear hyperboli onservationlaws and then is applied for simulating axisymmetri �ow with moving free surfaes. From the results,the sheme shows to be a good tool for CFD.
• Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Valdemir G. Ferreira, The new FDPUS-C1 sheme, 2010,Serra Negra-SP.Resumo: In this work, we present a new high resolution polynomial upwind sheme, namely FDPUS-C1.Numerial results are presented for 1D/2D hyperboli onservation laws. Then, as an appliation, theFDPUS-C1 sheme is used for solving of 2D inompressible �uid that involves moving free surfaes.The numerial results show that the new onvetive upwind sheme behaves well under several CFL.
• Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A.C. Candezano, Patríia Sartori e Valdemir G.Ferreira, A simple NVD/TVD-based upwinding sheme for onvetion term disretization, EC-COMAS CFD 2010 - Fifth European Conferene on Computational Fluid Dynamis, 2010,Lisboa-Portugal.Resumo: The orret modeling for proesses involving onvetion, without introduing exessive arti-�ial damping while retaining high auray, stability, boundedness and simpliity of implementationontinues being nowadays a hallenging task for the ienti� CFD ommunity. In this ontext, the110



10.1 Artigos e Resumos Publiados em Anais de Congressosobjetive of this study is to present and to evaluate the performane of a new TVD-based upwind-ing sheme, namely Six Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class (SDPUS-C1), for onvetionterm disretization. SDPUS-C1 satis�es the TVD priniple of Harten and is based on the NVD for-mulation of Leonard. Firstly, a desription of the sheme is done and then numerial results arepresented for three-dimensional hyperboli onservation laws, suh as aoustis, Burgers and Eulerequations. Finally, as appliation, the SDPUS-C1 sheme is used for the omputational simulation ofthree-dimensional inompressible �uid �ows involving moving free surfaes.
• Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A.C. Candezano, Patríia Sartori e Valdemir G.Ferreira, Two upwinding shemes for nonlinear problems in �uid dynamis, Dynamis DaysSouth Ameria-Internaional Conferene on Chaos and Nonlinear Dynamis, 2010, São Josédos Campos-SP.Resumo: The appropriated modeling of onvetion terms is a key point for reproduing omplex phys-ial phenomena in �uid dynamis problems, partiularly in hyperboli nonlinear onservation laws andrelated �uid �ow problems. In this ontext, the objetive of this work is to present/ompare two newhigh-order upwind shemes for approximating onvetive terms, namely the Six-Degree Polynomial Up-wind Sheme of C1 Class (SDPUS-C1) and the �Esquema teste� sheme. �Esquema teste� has the sameproperties of the SDPUS-C1 sheme, but it is of C2 lass. These shemes are based on normalized vari-able diagram of Leonard and the TVD priniple of Harten.
• Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Patríia Sartori, Miguel A.C. Candezano e Valdemir G.Ferreira, A new polynomial upwind onvetion sheme for �uid �ow simulations, CONEM 2010- VI Congresso Naional de Engenharia Meânia, 2010, Campina Grande-PB.Resumo: The simulation of �uid �ow problems involving strong onvetive harater is a di�ultproblem to solve and has atrated many researhers in the CFD ommunity. In this senario, wepresent in this work a new polynomial upwind sheme, alled SDPUS ("Six Degree Polynomial UpwindSheme of C1 Class"), for numerial solution of onservation laws and related �uid dynamis problems.The sheme is developed in the ontext of normalized variables of Leonard and satis�es the CBC andTVD stability riteria of Gaskell and Lau, and Harten, respetively. The numerial solutions obtainedwith this sheme an ahieve seond/third order of auray in smooth regions and �rst order nearto disontinuities (shoks). The performane of the SDPUS is assessed in the solution of nonlinearhyperboli systems, suh as shallow water, aoustis, and Euler equations of gas dynamis. As appli-ation, the sheme is then used in the solution of inompressible Navier-Stokes equations in ylindrialoordinates. From numerial results, one an learly see that the SDPUS-C1 sheme is a robust toolfor resolving both ompressible and inompressible omplex �ow problems.
• Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, A C2 lass-based upwinding shemefor aproximating terms, CNMAC 2010 - XXXIII Congresso Naional de Matemátia Apliadae Computaional, 2010, Águas de Lindóia-SP.111



Capítulo 10 Produção Cientí�a AssoiadaResumo: Numerial di�ulties are frequent when one intends to approximate onvetive terms (ingeneral nonlinear) of onservation laws and related �uid dynamis problems. In this senario, wepresent in this work a C2 lass TVD-based upwinding sheme for approximating onvetion terms. Ina more general way as was made by Lin and Chieng [2℄, this di�ereniability property is imposed toavoid onvergene problems when oarse meshes are employed.
• Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Valdemir G. Ferreira, Uma nova lasse de esquemas on-vetivos, V Enontro dos Pós-graduandos do IMECC, 2010, Campinas-SP.Resumo: A aproximação numéria orreta dos modelos matemátios onvetivos ontinua sendo umatarefa desa�adora para a omunidade ientí�a de CFD (Computational Fluid Dynamis). Essa aproxi-mação numéria orreta requer boa preisão, estabilidade, limitação e simpliidade de exeução. Nesteontexto, os objetivos desta pesquisa ientí�a são apresentar e avaliar o desempenho de uma novalasse de esquemas upwinding polinomiais de alta preisão, para a disretização de termos onvetivos,denominada SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class). Essa lasse de esque-mas é baseada na formulação NVD (Normalized Variable Diagram) de Leonard e satisfaz as restriçõesTVD (Total Variation Diminishing) de Harten. Para alançar esses objetivos, em primeiro lugar seráfeita uma desrição do desenvolvimento da lasse de esquemas SDPUS-C1. Em seguida, apresenta-seo esquema representante dessa lasse através de análise de alguns resultados numérios obtidos paraadveção de esalares. Logo depois, esse esquema é apliado na resolução de leis de onservação 2Dtais omo aústia e águas rasas. Finalmente, omo apliação, o esquema SDPUS-C1 é usado para asimulação omputaional de esoamentos inompressíveis bidimensionais e tridimensionais envolvendosuperfíies livres móveis à alto números de Reynolds.
• Miguel A. C. Candezano, Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Patríia sartori, Valdemir G.Ferreira, A omputational evaluation of two new high-resolution onvetive shemes for �uiddynamis problems, ENCIT 2010 - 13th Brazilian Congress of Thermal Senes and Engineer-ing, 2010, Uberlândia-MG.Resumo: It is well reognized that researhers fae many problems for numerially approximatingnonlinear onvetive terms in onservation laws and related �uid dynamis problems. One of the mainhallenges is to develop upwind shemes that apture well disontinuities (or shok waves) and allowhigh (at least seond order) auray solution. In this senario, the goal of this work is to present aomputational evaluation of two genuinely Brazilian high resolution onvetive upwind shemes, namelyADBQUICKEST and SDPUS-C1, for solving general �uid dynamis problems. Both shemes are devel-oped in the ontext of normalized variables (NV) of Leonard and satisfy the total-variation diminishing(TVD) onstraints of Harten. 112



10.2 Artigos Submetidos em Anais de Congressos10.2 Artigos Submetidos em Anais de Congressos
• Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Simulating ompressible and inom-pressible �ows using a new high resolution upwind onvetion sheme, submetido ao COBEM2011 - International Congress of Mehanial Engineering, Natal-RN.Resumo: Convetion shemes of high resolution are extensively used nowadays to solve �uid dynam-is problems, espeially the inompressible lass of �ows involving high values of Reynolds number withmoving free surfaes. Numerial solutions for this lass of problems are di�ult to �nd, beause ofthe strong in�uene of nonlinear onvetive terms in the transport equations. Consequently, the hoieof the numerial method that takes into aount the �ow diretion (upwinding) has atrated many re-searhers in the modern CFD ommunity. In this sense and with these motivations, we present in thiswork a new high resolution polynomial upwind onvetion sheme, alled EPUS (Eight-degree Poly-nomial Upwind Sheme), for the numerial solution of systems of onservation laws and related �uiddynamis problems. The new sheme is developed by using a polynomial of eight-degree in the ontext ofnormalized variables of Leonard, that satis�es the CBC (Convetion Boundedness Criterion) and TVD(Total Variation Diminishing) stability riteria. An important property of the high resolution EPUSsheme is to be as aurate as possible in smooth regions and with ontroled numerial dissipation inregions of high gradients and disontinuites. The performane of the EPUS sheme is assessed in thenumerial solution of ompressible Euler equations of the gas dynamis. As appliation, the shemeis then used for solving inompressible Navier-Stokes equations; in partiular, the numerial solutionsof the irular hydrauli jump and broken-dam problems are presented. The numerial results on�rmthat the EPUS sheme is a e�etive tool for resolving both ompressible and inompressible omplex�ow problems.10.3 Artigos Aeitos em Revistas Internaionais
• Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Valdemir G. Ferreira, Two upwinding shemes for nonlinearproblems in �uid dynamis, Journal of Phisis: Conferene Series.Resumo: The orret modeling for proesses involving onvetion, without introduing exessive arti-�ial damping while retaining high auray, stability, boundedness and simpliity of implementationontinues being nowadays a hallenging task for CFD pratitioners. The objetive of this study is topresent and evaluate the performane of two new upwinding shemes, namely SDPUS-C1 and EPUS,for nonlinear onvetion term disretization. Both SDPUS-C1 and EPUS shemes satisfy the TVDpriniple of Harten and are based on the NVD formulation of Leonard. Firstly, a desription of theshemes is presented and then the numerial results are provided for one- and two-dimensional hyper-boli onservation laws. Finally, as an appliation, the SDPUS-C1 and EPUS shemes are employedfor the simulation of two-dimensional inompressible �uid �ows involving moving free surfaes. Thenumerial experiments show that the proposed upwinding shemes perform very well.113



Capítulo 10 Produção Cientí�a Assoiada10.4 Cursos de Curta Duração Ministrados
• Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Valdemir G. Ferreira, Simulação omputaional de algunsproblemas em dinâmia dos �uidos, DINCON 2010 - 9th Brazilian Conferene on Dynamis,Control and Their Appliations, 2010, Serra Negra-SP.Resumo: O presente miniurso é direionado, prinipalmente, a alunos de graduação que tenhamalguma familiaridade om álulo avançado, álulo numério e físia elementar. A proposta do mini-urso é mostrar que dinâmia dos �uidos omputaional é a iênia de onstruir soluções numériaspara equações de onservação, avançando a solução no espaço e no tempo para obter uma desriçãonuméria do esoamento de interesse. O seu objetivo prinipal é mostrar ao aluno omo resolver, noontexto de diferenças �nitas, as equações de Navier-Stokes para o aso inompressível.
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Apêndie
AEPUS e a Propriedade TVD

Como visto no Capítulo 4, o esquema EPUS é dependente de um parâmetro livre λ. Noentanto, omo uma das prinipais propostas do novo esquema é que ele satisfaça a restriçãoTVD de estabilidade, deve-se determinar para quais parâmetros o novo esquema satisfaz essapropriedade. O intervalo de λ para o qual o EPUS é TVD foi apresentado no Capítulo 4 e édado por 16 ≤ λ ≤ 95. Neste apêndie demonstra-se omo este intervalo foi obtido.Considere o esquema EPUS esrito em variáveis normalizadas:
φ̂f =











−4(λ− 24)φ̂8
U + 16(λ− 23)φ̂7

U + (528− 25λ)φ̂6
U+

+(19λ− 336)φ̂5
U + (80− 7λ)φ̂4

U + λφ̂3
U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(A.1)Na seção 3.5 apresenta-se a seguinte relação entre variáveis normalizadas e a restrição TVD:
{

φ̂U ≤ φ̂f ≤ min{1, 2φ̂U}, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],
(A.2)em que dado um esquema em variáveis normalizadas, se a restrição aima for satisfeita, entãotem-se um esquema TVD. A partir destas relações, demonstra-se a seguir que de fato para osvalores de λ ∈ [16, 95] tem-se que o esquema EPUS é TVD.Demonstração:Claramente observa-se que a segunda ondiional de (A.2) é diretamente satisfeita pelasegunda ondiional de (A.1), em que φ̂f = φ̂U para φ̂U /∈ [0, 1].Com isso, falta demonstrar a primeira ondiional de (A.2). Para isso, demonstra-se as trêsseguintes ondições: 115



Capítulo A EPUS e a Propriedade TVD(1) φ̂f ≥ φ̂U para φ̂U ∈ [0, 1]:Considere r1 = φ̂f − φ̂U . Substituindo a primeira ondiional de (A.1) em r1, tem-se
r1=−4(λ−24)φ̂8

U+16(λ−23)φ̂7
U+(528−25λ)φ̂6

U+(19λ−336)φ̂5
U+(80−7λ)φ̂4

U+λφ̂
3
U .Com isso, tem-se que mostrar que r1 ≥ 0 para φ̂U ∈ [0, 1]. Para alular quais parâmetros λsatisfazem essa ondição, utilizou-se um programa em linguagem C, o qual varre valores inteirosde λ de 0 a 1000. A partir deste programa, obteve-se que os valores para os quais r1 ≥ 0 são

λ ∈ [16, 1000].(2) φ̂f ≤ 2φ̂U para φ̂U ∈ [0, 0.5]:Considere r2 = φ̂f − 2φ̂U . Substituindo a primeira ondiional de (A.1) em r2, tem-se
r2=−4(λ−24)φ̂8

U+16(λ−23)φ̂7
U+(528−25λ)φ̂6

U+(19λ−336)φ̂5
U+(80−7λ)φ̂4

U+λφ̂
3
U−φ̂U .Com isso, tem-se que mostrar que r2 ≤ 0 para φ̂U ∈ [0, 0.5]. Para alular quais parâme-tros λ satisfazem essa ondição, utilizou-se o mesmo programa do aso (1), a partir do qualobtiveram-se que os valores para os quais r2 ≤ 0 são λ ∈ [0, 95].(3) φ̂f ≤ 1 para φ̂U ∈ [0.5, 1]:Considere r3 = φ̂f − 1. Substituindo a primeira ondiional de (A.1) em r3, tem-se

r3=−4(λ−24)φ̂8
U+16(λ−23)φ̂7

U+(528−25λ)φ̂6
U+(19λ−336)φ̂5

U+(80−7λ)φ̂4
U+λφ̂

3
U+φ̂U−1.Com isso, tem-se que mostrar que r3 ≤ 0 para φ̂U ∈ [0.5, 1]. Utilizando o mesmo programados asos anteriores para varrer os valores de λ obteve-se que os valores para os quais r3 ≤ 0são λ ∈ [0, 1000].Para obter o intervalo �nal de valores de λ para os quais o esquema EPUS é TVD, faz-se ainterseção dos 3 intervalos obtidos nos asos (1), (2) e (3), resultando em λ ∈ [16, 95]. Comisso, onforme visto ao longo deste texto, apenas valores dentro deste intervalo foram utilizadospara apliar o esquema EPUS, já que um dos objetivos de desenvolver um novo método é aproposta de que este seja TVD.
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Apêndie
BEsquema Desenvolvido Sem Parâmetro Livre

Ao longo deste trabalho, desenvolveu-se também um outro esquema om as mesmas pro-priedades do esquema EPUS, no entanto sem a presença de um parâmetro livre. Este novoesquema foi testado em várias leis de onservação 1D e 2D, no entanto, omo o esquema EPUSapresentou melhores resultados em todos estes testes, o esquema sem parâmetro livre foi des-onsiderado omo nova proposta neste trabalho, sendo apresentado apenas omo apêndie.No desenvolvimento do esquema sem parâmetro livre foram impostas oito ondições parasua derivação. Sendo assim, para o desenvolvimento do esquema onsiderou-se um polin�miode grau sete, da forma
φ̂f(φ̂U) =

{

a7φ̂
7
U + a6φ̂

6
U + a5φ̂

5
U + a4φ̂

4
U + a3φ̂

3
U + a2φ̂

2
U + a1φ̂U + a0, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].
(B.1)Na determinação dos oe�ientes a0, ..., a7 foram impostas, primeiramente, as ondições deLeonard, omo segue:� passar pelo ponto O(0, 0);� passar pelo ponto P (1, 1);� passar pelo ponto Q(0.5, 0.75) (ondição neessária e su�iente para atingir segunda ordemde preisão);� ter inlinação de 0.75 no ponto Q (ondição neessária e su�iente para alançar tereiraordem).Apliando tais ondições em (B.1), tem-se� φ̂f(0) = 0:

a0 = 0; (B.2)117



Capítulo B Esquema Desenvolvido Sem Parâmetro Livre� φ̂f(1) = 1:
a7 + a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1 = 1; (B.3)� φ̂f(0.5) = 0.75:

a7 + 2a6 + 4a5 + 8a4 + 16a3 + 32a2 + 64a1 = 96; (B.4)� φ̂′

f(0.5) = 0.75:
7a7 + 12a6 + 20a5 + 32a4 + 48a3 + 64a2 + 64a1 = 48. (B.5)Em adição a isso, para fehar o sistema, onsiderou-se que o polin�mio de grau sete sejauma função de lasse C2, assim omo feito para o esquema EPUS.Para isso, as seguintes ondições devem ser satisfeitas, sendo que as duas primeiras determi-nam que ele seja de lasse C1 e as duas últimas que se estenda para lasse C2, as quais seguemapliadas em (B.1):� φ̂′

f(0) = 1:
a1 = 1; (B.6)� φ̂′

f(1) = 1:
7a7 + 6a6 + 5a5 + 4a4 + 3a3 + 2a2 + a1 = 1; (B.7)� φ̂′′

f(0) = 0:
a2 = 0; (B.8)� φ̂′′

f(1) = 0:
42a7 + 30a6 + 20a5 + 12a4 + 6a3 + 2a2 = 0. (B.9)Com a resolução do sistema formado por (B.2)-(B.9), obtém-se

a7 = 16; a6 = −72; a5 = 120; a4 = −88; a3 = 24; a2 = 0; a1 = 1; a0 = 0.Finalmente, o esquema sem parâmetro livre, em variáveis normalizadas, é dado por
φ̂f =

{

16φ̂7
U − 72φ̂6

U + 120φ̂5
U − 88φ̂4

U + 24φ̂3
U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].
(B.10)118



Utilizando a de�nição de variáveis normalizadas (NV), tem-se a equação do esquema semparâmetro livre em variáveis não-normalizadas:
φf =

{

φR+(φD−φR)
[

16φ̂7
U − 72φ̂6

U + 120φ̂5
U − 88φ̂4

U + 24φ̂3
U + φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].
(B.11)Ainda, pode-se reesrever o esquema na forma de limitador de �uxo, o qual é dado por

ψ(rf) =



















16r4f + 48r3f
(1 + rf)6

, se rf ≥ 0,

0, se rf < 0.

(B.12)
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Capítulo B Esquema Desenvolvido Sem Parâmetro Livre
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Apêndie
CSoftware CLAWPACK

Para resolver as leis de onservação 1D dadas pela Eq. (2.1), onsideram-se estas equaçõesesritas na forma quase-linear, a qual é dada por
φt + A(x, t)φx = 0, (C.1)em que A(x, t) é a matriz jaobiana F ′(φ(x, t)) = A(x, t).Para resolver (C.1) é empregado o algoritmo a seguir, o qual é onheido omo algoritmoREA (ver LeVeque [32℄):Passo 1: Substitui-se a solução pontual por uma distribuição onstante por partes;Passo 2: Resolve-se o problema de Riemann aproximado pelo método de Roe. O solu-ionador do problema de Riemann retorna, para quaisquer dois estados φi−1 e φi, um onjuntode M ondas de�nidas omo

M
∑

q=1

Wq

i− 1

2

= φi − φi− 1

2

= ∆φi− 1

2

, (C.2)e as �utuações
A−∆φi− 1

2

=
M
∑

q

(ŝq)−Wq

i− 1

2

, (C.3)
A+∆φi− 1

2

=
M
∑

q

(ŝq)+Wq

i− 1

2

, (C.4)onde (ŝq)− = min(λ̂, 0) e (ŝq)+ = max(λ̂, 0), em que λ̂ é o autovalor da matriz A.Passo 3: Aplia-se a fórmula de atualização, as quais são dadas utilizando-se o método de121



Capítulo C Software CLAWPACKGodunov de primeira ordem ou sua variante de segunda ordem om termo de orreção (propostapor LeVeque [32℄):- método de primeira ordem de Godunov:
φn+1
i = φn

i −
δt

δx

(

A+∆φi− 1

2

+A−∆φi+ 1

2

)

; (C.5)- método de primeira ordem de Godunov om termo de orreção:
φn+1
i = φn

i −
δt

δx

(

A+∆φi− 1

2

+A−∆φi+ 1

2

)

− δt

δx

(

F̃i+ 1

2

− F̃i− 1

2

)

, (C.6)em que
F̃i− 1

2

= A+φi +A−φi−1 +
1

2
|A|
(

I − δt

δx
|A|
)

(φi − φi−1), (C.7)om
φi − φi−1 =

M
∑

q

α̃i− 1

2

ŝq e α̃i− 1

2

= αi− 1

2

ψ(rq
i− 1

2

). (C.8)Ainda, α = R−1δ, R é a matriz dos autovetores, δ = φi−φi−1, ψ são as funções limitadoresde �uxo e rq
i− 1

2

é a razão dos gradientes onseutivos de�nida por
rq
i− 1

2

=
αq

I− 1

2

αq

i− 1

2

, em que I =







i− 1, λq ≤ 0,

i+ 1, λq > 0,
(C.9)om λq autovalores de R.É importante observar que qualquer esquema onvetivo pode ser implementado no soft-ware CLAWPACK, desde que se obtenha seu limitador de �uxo. Neste trabalho, todos osesquemas de alta resolução apresentados no Capítulo 2 foram implementados neste paoteomputaional.
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