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Resumo

Neste trabalho apresenta-se um novo esquema pratico tipo upwind de alta resolugao, denomi-
nado EPUS (FEight-degree Polynomial Upwind Scheme), para resolver numericamente equagoes
de conservacao nao estacionarias dominadas por conveccao. O esquema é baseado no critério
de estabilidade TVD e é implementado no contexto do método das diferencas finitas. O de-
sempenho do esquema é investigado na resolucao de sistemas hiperbolicos de leis de conser-
vacao e escoamentos incompressiveis complexos com superficies livres. Os resultados numéricos

mostraram boa concordancia com outros resultados numéricos e dados experimentais existentes.

Palavras-chave: esquemas convectivos, equacoes de Navier-Stokes, leis de conservacao, escoa-

mentos com superficies livres moveis, upwinding, modelo k — €.
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Abstract

In this work a new practical high resolution upwinding scheme, called EPUS (Eight-degree
Polynomial Upwind Scheme), for the numerical solution of transient convection-dominated
conservation equations is presented. The scheme is based on TVD stability criterion and is
implemented in the context of the finite difference methodology. The performance of the scheme
is investigated by solving hyperbolic systems of conservation laws and complex incompressible
flows with free surfaces. The numerical results displayed good agreement with other existing

numerical and experimental data.

Key-words: convective schemes, Navier-Stokes equations, conservation laws, free surface flows,

upwinding, k — & model.
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CAPITULO

1

Introducdo

Esquemas de conveccao de alta resolugao sao bastante empregados hoje em dia para resolver
problemas em dinamica dos fluidos, especialmente para a classe de problemas de escoamentos
incompressiveis nao estacionarios envolvendo superficies livres moveis [12, 58| a altos valores
do niimero de Reynolds. Embora muitos pesquisadores tém atentado para tais problemas, nao
é possivel até o presente caracteriza-los por completo. Conseguir solugoes numéricas represen-
tativas para essa classe de problemas tem sido dificil em virtude da forte influéncia dos termos
convectivos (em geral nao lineares) nas equagoes de transporte. Consequentemente, a escolha
do método numeérico que leva em conta a velocidade de convecgao local do escoamento (usual-
mente conhecido como esquema de convecgao upwind - vide [34] ou [38]|) tem sido uma das
principais preocupacoes da comunidade cientifica moderna em dinamica dos fluidos computa-
cional, uma vez que esse tipo de aproximacao afeta sobre maneira a estabilidade e a precisao
da solucao.

Por exemplo, ao se usar esquemas upwind de primeira ordem, tais como FOU (First Order
Upwind) [13] e o método Hibrido [42, 53|, a solu¢do computada sofre suavizacao, pois esses
esquemas introduzem viscosidade numérica amortecendo as oscilagoes (fisicas e nao fisicas).
Por outro lado, ao se utilizar esquemas classicos de alta ordem (maior ou igual a 2), tais como
QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics) [29] ou Lax-Wendroff
[28], a solugao numérica geralmente apresenta oscilagoes nao fisicas, principalmente em descon-
tinuidades (choques) e regioes de altos gradientes, onde na maioria das vezes surgem instabili-
dades numéricas inevitaveis. De fato, pelo teorema de Godunov [48] nenhum esquema linear de
ordem maior que 1 é monotonico (livre de oscilagoes). Isso tem motivado o desenvolvimento de
esquemas convectivos upwind nao lineares de alta ordem, os quais ajustam a ordem de precisao
de acordo com a solucao local de modo a manter um comportamento limitado.

Nas tltimas décadas muitas tentativas tém sido feitas para derivar o esquema convectivo



Capitulo 1 Introducdo

upwind de alta resolucao “perfeito”, isto é, aquele que satisfaz as seguintes propriedades: esta-
bilidade, captura de descontinuidades sem a presenga de oscilagoes numéricas (oscilagoes limi-
tadas), simplicidade, economia computacional, convergéncia e a resolu¢ao de uma variedade de
fenomenos complexos. Entre elas destacam-se a proposta do esquema HLPA (Hybrid-Linear
Parabolic Approzimation) de Zhu [69], do SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for Re-
alistic Transport) por Gaskell e Lau [21], do WACEB (Weighted-Average Coefficient Ensur-
ing Boundedness) por Song et al. [37], do VONOS (Variable-Order Non-Oscillatory Scheme)
de Varonos e Bergeles [63], do CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation
Scheme for the Treatment of Advection) de Alves et al. [1], do MUSCL (Monotone Upstream
Scheme for Conservation Laws) por van Leer [61, 62] e, mais recentemente, a proposta do AD-
BQUICKEST por Ferreira et al. [19] e TOPUS por Queiroz [15]. Tais esquemas vém sendo
muito utilizados numa variedade de aplicagoes praticas. No entanto, muitas dificuldades ainda
persistem quando se deseja simular escoamentos incompressiveis em regime transitorio, princi-
palmente os efeitos da turbuléncia, pois, nesse caso, os escoamentos tornam-se intrinsicamente

transientes, tridimensionais e com uma variedade de escalas envolvidas no movimento.

Portanto, a necessidade de um esquema de conveccao upwind simples, eficiente e robusto
para aproximar termos convectivos nao lineares de leis de conservacao e equacoes transientes
da dindmica dos fluidos continua a estimular a pesquisa na area de CFD. Esta é a principal
motivacao para o estudo apresentado neste trabalho. Outra motivacao para o desenvolvimento
de um esquema upwind esta no desejo da autora em desenvolver uma técnica numérica capaz

de simular uma variedade de problemas de interesse pratico.

Ha também outra classe de esquemas de alta resolugao sofisticados chamados ENO (FEs-
sentially Non-Oscillatory) |50] e seus relacionados WENO (Weighted ENO) [4, 26|, que sdo
apropriados para capturar descontinuidades e pontos extremos com alta ordem de precisao.
Nesses esquemas, alta ordem é alcangada usando polindmios interpoladores (por partes) de
graus elevados que nao garantem resultados nao oscilatorios. Seus compromissos sao relaxar as
condigbes TVD /CBC e, ao invés de considerar moléculas computacionais fixas, escolher molécu-
las computacionais varidaveis. O preco a ser pago por esse procedimento é, além da dificuldade
de implementacao, o niimero muito elevado de operacoes aritméticas requeridas a cada passo
no tempo, sendo isso mais uma motivacao para o presente trabalho de mestrado. A diferenca
entre ENO/WENO e esquemas TVD/CBC é que os primeiros tém a propriedade de reter a
mesma ordem de precisao espacial em todo o dominio de solucao, inclusive nas vizinhancas de
descontinuidades e pontos extremos, enquanto que os esquemas TVD/CBC oferecem primeira

ordem de precisao nessas regioes criticas.

No contexto do método das diferengas finitas (ver, por exemplo, [33]) e fazendo o uso de
variaveis normalizadas e/ou limitadores de fluxo e dos critérios de limitacao CBC e/ou TVD,
apresenta-se no presente trabalho de mestrado o novo esquema de conveccao EPUS, que tem

se mostrado simples, eficiente e robusto. O foco principal deste trabalho é, usando o esquema



EPUS, a simulacao numérica de problemas de escoamentos de fluidos nao estacionarios para os
casos compressivel e incompressivel.

A contribuicao da pesquisa cientifica aqui apresentada é inovadora, pois visa a anélise, a im-
plementacao computacional e a construcao de um novo método numeérico capaz de simular uma
variedade de problemas de escoamentos de fluidos, permitindo, no contexto atual, melhorias
nas predicoes de problemas de engenharia.

Vale mencionar que o presente projeto de pesquisa é financiado pela FAPESP (processo
n® 2008/07367-9) e contempla objetivos do projeto tematico Solu¢io numérica das equagoes
de Navier-Stokes — processo n° 2000/03385-0, ja desenvolvido no ICMC-USP com o apoio da
FAPESP. Contempla também um dos objetivos do projeto teméatico Mecanica dos fluidos nao
estaciondria: aplicagoes em aerondutica e em reologia — processo n° 2004/16064-9, financiado
pela FAPESP e desenvolvido em conjunto com ICMC-USP, EESC-USP e IAE-CTA.

O presente projeto de pesquisa contempla os seguintes objetivos, a saber:

— Desenvolver e implementar um novo esquema convectivo de alta resolucao para resolver
problemas nao estacionarios em dinamica dos fluidos;

— Corroborar a asser¢ao de Arora e Roe [2| de que esquemas TVD, associados ao avanco
temporal explicito de primeira ordem, tém méritos em problemas transientes;

— Dispor de codigos 2D /3D para simular numericamente problemas de escoamentos incom-
pressiveis com superficies livres méveis a uma ampla faixa do nimero de Reynolds;

— Fornecer a literatura novas solucoes numéricos de EDPs nao lineares que possam auxiliar
pesquisadores da area de CFD.

Os demais capitulos deste texto de dissertacao estao dispostos como segue:

— No Capitulo 2 apresentam-se as equacoes basicas utilizadas neste trabalho de mestrado,
que sao EDPs que aparecem com frequéncia em CFD;

— O Capitulo 3 é reservado para uma apresentacao da base teorica para o desenvolvimento de
esquemas upwind de alta resolucao. Também apresentam-se alguns esquemas de alta resolucao
presentes na literatura, os quais sao utilizados neste trabalho para comparacoes. Apresentam-se
ainda estimativas para o erro cometido, bem como o calculo da ordem de convergéncia obser-
vada;

— No Capitulo 4 descreve-se o desenvolvimento do novo esquema upwind polinomial de alta
resolucao EPUS, bem como faz-se algumas consideracoes relevantes sobre esta nova ferramenta
numeérica;

— O Capitulo 5 contém a modelagem computacional utilizada para a resolucao numérica
das leis de conservacao e das equacoes de Navier-Stokes, bem como suas discretizacoes destas
equagoes, dando-se énfase a discretizacao dos termos convectivos. Descreve-se ainda a metodolo-
gia numérica e computacional utilizada para a simulagao dos escoamentos incompressiveis la-
minares e turbulentos;

— No Capitulo 6 apresentam-se resultados numeéricos para leis de conservacao hiperbolicas
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1D obtidos pelo esquema EPUS (descrito no Capitulo 4) e também pelos demais esquemas de
alta resolucao apresentados no Capitulo 3;

— No Capitulo 7 apresentam-se resultados numeéricos para leis de conservacao hiperbolicas
2D, bem como para as equagoes de Navier-Stokes 2D (ambos os casos laminar e turbulento) e
axissimeétricas;

— No Capitulo 8 apresentam-se resultados numéricos de escoamentos incompressiveis lami-
nares 3D, os quais sao modelados pelas equacoes instantaneas de Navier-Stokes;

— No Capitulo 9 apresentam-se as consideracoes finais e os planos futuros;

— Por fim, no Capitulo 10 lista-se a producao cientifica associada ao presente trabalho de

mestrado.



CAPITULO

2

Modelagem Matematica

Neste capitulo descreve-se a formulacao matemaética utilizada ao longo deste projeto
de mestrado, ou seja, as EDPs basicas que aparecem com frequéncia em CFD, a saber: leis
de conservagao 1D (equagao linear de advecgdo, equagdo de Burgers e equagoes de Euler),
leis de conservagao 2D (sistemas hiperboélicos de Euler e adguas rasas), equagdes instantaneas
e médias de Navier-Stokes e modelagem x — ¢ da turbuléncia. O estudo destas equacoes é de
fundamental importancia para o entendimento do problema a ser modelado, bem como para

sua implementacao computacional.

2.1 Leis de Conservacao 1D

Equacoes diferencias parciais podem ser usadas para modelar uma variedade de fenomenos
da ciéncia e da engenharia (ver, por exemplo, [32]). Em mecanica dos fluidos, estas equagoes,
também denominadas leis de conservacao, sao escritas em sua forma conservativa como

dg  OF(9)

EJF or

—0, (2.1)

em que ¢ = ¢(x,t) é o vetor das quantidades conservadas e F(¢) = F(¢(z,t)) é o vetor que
representa as funcoes fluxo. Apresenta-se nesta secao trés leis de conservacao 1D, a saber:

equagao linear de advecgao, equacao de Burgers e equacoes de Fuler.

2.1.1 Equacao de Adveccao 1D

A equacao linear de adveccao 1D é um dos modelos mais simples de EDPs hiperbolicas,
sendo muito utilizada para o estudo de métodos numéricos em leis de conservacao. Ela modela

o transporte de escalares através da Eq. (2.1) (ver, por exemplo, [32] e [59]), considerando os
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vetores da propriedade conservada e da funcao fluxo dados, respectivamente, por

¢ = u, (2.2)

F(u) = au, (2.3)

sendo a > 0 (constante) a velocidade de advecgao da propriedade v = u(z,t) no tempo t. As

condicoes inicias e de contorno consideradas sao, respectivamente,

u(z,0) = ug(x), (2.4)

u(zp,t) =ur, u(zg,t) = ug, (2.5)

com uy, e ug contantes, em que x € [xr,xg|. A solu¢do exata para este problema linear é dada

por (ver LeVeque [32])

u(z,t) = uo(x — at). (2.6)

A equacgao (2.6) mostra que a solu¢ao para este problema é obtida a partir de translagoes
(advecgoes) uniformes da condicdo inicial com velocidade constante a. Isso se deve ao fato de

que suas curvas caracteristicas sdo dadas por x — at, ou seja, sdo semi-retas paralelas (ver [32]).

2.1.2 Equacao de Burgers 1D

A equagao nao linear de Burgers modela uma variedade de problemas em dinamica dos flui-
dos (ver, por exemplo, [67]), sendo propensa a formacao de choques, mesmo nos casos de dados
iniciais suaves. Ela serve, por exemplo, como um modelo simplificado para o entendimento da
turbuléncia, combinando conveccao nao linear e difusao linear, o que a leva, atualmente, a ser

também muito utilizada no desenvolvimento de métodos numéricos (ver [32]).

A equacao de Burgers é uma lei de conservacao com fluxo quadratico, dada, em sua forma
nao viscosa, pela Eq. (2.1) com vetores da variavel conservada e da fung¢ao fluxo dados, respec-

tivamente, por

¢ =u, (2.7)

F(u) = ~u*. (2.8)



2.1 Leis de Conservacido 1D

Na forma quase-linear, a equacao de Burgers inviscida é dada por
ou ou
— +u— =0, (2.9)
ot ox
onde é possivel observar que esta lei de conservagao representa o transporte da propriedade
u com velocidade u, assemelhando-se a equacao de adveccao, a menos do fato de que agora
temos uma velocidade de convecgao nao constante u. Sendo assim, as caracteristicas nao mais

serao retas paralelas, podendo, em algum momento, se interceptarem, levando a formacao de

descontinuidades (choques), fendmeno caracteristico de problemas nao lineares.

As condicoes iniciais e de contorno adotadas na resolucao desta EDP sao dadas, respectiva-

mente, por

u(z,0) =up(x), € [rL, xRl (2.10)

u(zp,t) = f(zp,t), u(zg,t) = g(xg,t). (2.11)

2.1.3 Equacdes de Euler 1D

Estas EDPs constituem um sistema hiperbdlico nao linear de leis de conservacao que mo-
delam a dindmica de um material compressivel, tais como gases (ver [59]). Os problemas mais
relevantes modelados por estas equacoes sao os de tubo de choque, em que se estuda a interacao

entre diferentes gases.

Este sistema de equagoes é dado pela Eq. (2.1), sendo agora os vetores das quantidades

conservadas e das fungoes fluxos dados, respectivamente, por

¢ = (p, pu, )", (2.12)

F(¢) = (pu, pu* + p,u(E + p))”, (2.13)

em que as variaveis conservadas p, u, pu, E e p sao, respectivamente, a massa especifica, a
velocidade, a quantidade de movimento, a energia total e a pressao. Para fechar este sistema,

considera-se também a equacao do gés ideal

1
p=(0 = D(E - 5pe2) (214
sendo v = 1.4 a razao do calor especifico. Ainda, tem-se que a energia interna e é dada por

e=—L (2.15)

(v —Dp
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A condicao inicial considerada para a resolucao deste sistema é dada por

(p[nuLapL)Ta X S Zo,
(po, o, po)" = T € [z, TRl (2.16)
(pRa uRapR)Ta T > Zo,

A condic¢ao de contorno adotada é a extrapolagdo de ordem zero (para mais detalhes, ver
[32]).

2.2 Leis de Conservacao 2D

Para o caso de problemas em geometria 2D, as leis de conservacao consideradas neste tra-

balho sao dadas por
99 OF(9)  0G(¢)
ot + ox + dy

em que ¢ = ¢(x,y,t) representa o vetor das variaveis conservadas, e F(¢) = F(¢(x,y,t))

—0, (2.17)

e G(¢) = G(¢(x,y,t)) sao os vetores das func¢oes fluxo nas diregbes x e y, respectivamente.
Nesta secao sao apresentadas duas leis de conservacao 2D, a saber: equagoes nao lineares de

Euler e equagoes nao lineares de aguas rasas.

2.2.1 Equacoes de Euler 2D

As equacoes de Euler 2D, as quais modelam principalmente a dindmica em gases, sao dadas

pela Eq. (2.17) com vetores das variaveis conservadas e das fungoes fluxos dados por

¢ = (p, pu, pv, E)', (2.18)
F(¢) = (pu, pu* + p, puv,u(E + p))", (2.19)
G(9) = (pv, puv, pv* + p,v(E +p))", (2.20)

em que (u,v)” representa o vetor velocidade. Para fechar este sistema, considera-se a equagio

do géas ideal
1
p=(r = 1(E - 5p(u? +2). (2.21)

Estas equacoes sao definidas neste trabalho em um dominio quadrado, o qual é dividido em

quatro quadrantes pelas linhas © = x5 e y = yo. Esses quadrantes sao definidos por estados
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iniciais constantes, de tal forma que

( T
plaulavl7p1) , Se $>$0 e y>y07
T
, Usg, Vg, , se x<xo e y> o,
(po, o, vo, po) " = o2,z 0 1) A (2.22)
), se < xy e y <o,
)

T

(
(
(p3, uz, v3, p3
(

(P4, Us,V4,P4)", S€E T >0 € Y < Yo.

No contorno, aplica-se a condigao de extrapolagdo de ordem zero (ver LeVeque [32]).

2.2.2 Equacdes de Aguas Rasas 2D

Estas equacoes modelam o movimento hidrostatico de um fluido incompressivel com super-
ficie livre (no caso 4gua) em um canal de largura unitéaria, com velocidade horizontal u(z,t)
e velocidade vertical desprezada (ver, por exemplo, [32]). O sistema hiperboélico ndo linear de
aguas rasas 2D é dado pela Eq. (2.17), com vetores das quantidades conservadas e das fun¢oes

fluxos dados por

¢ = (h, hu, hv)", (2.23)
F(¢) = (hu, hu® + %ghz, huv)T, (2.24)
G(9) = (hu, huv, hv* + %ghQ)T, (2.25)

em que h = h(z,y,t) é a altura da camada de &gua (profundidade do fluido no canal) e
g = 9.81m/s? é a gravidade. Neste sistema, (u,v)? e (hu, hv)T representam, respectivamente,
os vetores velocidade e vazao.

As condigoes inicias adotadas na resolugao deste sistema sao dadas por

U(:E,y,O):uO(:E,y), U(l‘,y,O) ZUO(xay) € h(l‘,y,O) :ho(l’,y),

em que x € [zp,xr] e y € [yr,yr). As condigoes de contorno foram adotadas de acordo com

LeVeque [32], como extrapolacdo de ordem zero.

2.3 Equacdes de Navier-Stokes

Para o caso em que o fluido é considerado um meio homogéneo incompressivel (a massa
especifica nao varia durante o seu movimento) e as propriedades de transporte sao constantes,
as equacoes matematicas das leis fisicas de conservacao sao as equacoes de Navier-Stokes e con-

tinuidade, dadas, na forma adimensional, em coordenadas cartesianas e na notacao de Einstein,
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por
- Re Oz —9i, 1=1,2 2.9
aui
N 2.2
o~ (227)

em que u; sao as componentes do campo de velocidade, ¢t é o tempo e p é a pressao. Os
parametros adimensionais sao Re = LoUy/v e Fr = Uy/+/Log, 0s quais representam, respecti-
vamente, os nimeros de Reynolds e Froude, e g; sao as componentes do campo gravitacional.
O parametro v = p/p > 0 é o coeficiente de viscosidade cinematica molecular (constante) do
fluido, em que p é a viscosidade dinamica, e Uy e L sao escalas de velocidade e comprimento
caracteristicos, respectivamente.

No caso de problemas com simetria radial (axissimétricos), as equagoes de Navier-Stokes

sao escritas em coordenadas cilindricas, dadas, na forma adimensional, por

ou 190(ruu) O(uwv)  Op 1 0 (Ou Ov 9r
ot - r or - dz  Or - Redz \ 0z Or - Fr?’ (2.28)
ov  190(rvu) 9Owv)  dp 110 ou Ov g.
ot i r or i 9= 0z * Reror \' \92  or Fr?’ (229)
10(ru) Ov
et = 0 (2.30)

em que u = u(r, z,t) e v = v(r, z,t) sdo, respectivamente, as componentes do vetor velocidade
nas direcdes r e z, e g = (g,,g.)" representa o campo gravitacional.

Para resolver as equagoes de Navier-Stokes (em coordenadas cartesianas e cilindricas) é
necessario impor condicoes de contorno, as quais devem ser escolhidas de modo a respeitar
o comportamento fisico da solucao. Neste trabalho, as condi¢oes de contorno adotadas para

resolver estas equacoes sao descritas a seguir:
— Entrada do fluido (injetor): considera-se condi¢ao de contorno prescrita, dada por

Up = U(], Uy = 0, (231)
em que u, ¢ a velocidade normal ao contorno e u; é a velocidade tangencial a ele.

— Saida do fluido (ejetor): considera-se que nao ha variacao da velocidade na dire¢do normal
ao contorno, de forma que
aun . 8Ut

L=t =0, (2.32)

10
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— Contorno rigido: aqui considera-se dois casos, a saber:

e No-slip (sem escorregamento): o fluido possui velocidade nula no contorno, isto é,
u, =0, u =0. (2.33)

e Free-slip (com escorregamento): nao héa perda friccional no contorno, de forma que

6ut

— Superficie livre: considera-se que o fluido estd imerso num ambiente inerte, de forma que

n- (U ’ n) = DPeat, (235)
my-(oc-n) = 0, (2.36)
my-(o-n) = 0, (2.37)

em que Py € a pressio externa (atmosférica), a qual foi assumida nula neste trabalho, e o

tensor das tensoes totais é dado, para os casos 2D e 3D, por

o= —pl +2u(vu+ (vu)"),

e para o caso axissimétrico por

1
0 =—pl+ - (Vu+ (vu)h),

sendo I o tensor identidade. No caso 3D, consideram-se os vetores tangenciais a superficie
livite my = (M, Miy, M1z) € My = (May, May, Ma,) € N = (ny, Ny, n,) 0 vetor normal externo
a superficie (no caso 2D tem-se m; = (miz, myy) € n = (ng,ny)). No caso axissimétrico,

considera-se m; = (—n.,0,n,) e n = (n,,0,n,).

2.4 Equacoes Médias de Reynolds

Para a simulacao dos efeitos da turbuléncia, as equagoes de conservacao instantaneas (2.26)

e (2.27) sao transformadas nas equag¢oes médias de Reynolds, da forma

_ N g =12, 2.38

ot + Oz, ox; + R, 0x; \ Oz; +Fr29 Re Ozx; ! ( )
ouy;

oz, 0. (2.39)

11
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Nas Eqs. (2.38) e (2.39), u; é a i-ésima componente da velocidade média, p é a pressiao

média e u;u; é o tensor das tensoes de Reynolds, este definido na secao seguinte.

2.5 Modelagem k — ¢ da Turbuléncia

Para a simulacao dos efeitos da turbuléncia considerou-se a modelagem s —¢, em que a ideia
bésica é acoplar as equagoes médias de Navier-Stokes (2.38)-(2.39) duas EDPs de transporte:
uma para k, a energia cinética da turbuléncia, e outra para €, a dissipacao da energia cinética
k. O objetivo é descrever a evolugao da viscosidade adicional v, dada por (2.46). Em resumo,

as variaveis turbulentas k e € sao definidas, respectivamente, por

2
R=guu; e=v (8;) ) (2.40)

o, .
em que u, ¢ a componente flutuante da velocidade wu;.

Conhecidos k, € e v, o tensor das tensoes de Reynolds é definido por

/ / 2 .
uguy; = —vpDij + §n5,~j, 1=1,2, (2.41)

em que J;; representa o delta de Kronecker e D;;, o tensor de deformacoes médio, dado por

_ OJu; | Ou,
D;; = o, + e (2.42)

Em suma, as EDPs do modelo k — ¢ da turbuléncia sao dadas por

Ok O(ku;) 1 0 v\ Ok O,
o " om;  R.ow ((1 i aﬁ> axj) TG e (2.43)
de  Oewy) 1 0 v\ Oe O,

E + 837] — Re al‘j ((1 —+ 0‘&.) a[L‘j) —+ (CleytDz] 837] CQgE‘)/CFt, (244)

em que a escala de tempo do movimento turbulento e a viscosidade turbulenta sao definidas,

respectivamente, por
T, = k/e, (2.45)

vy = CyrKT;. (2.46)
Nas equacoes acima apresentadas tem-se que o, = 1.0 e 0. = 1.3 sao coeficientes de difusao
turbulentos, e C1. = 1.44, C5. = 1.92 e €, = 0.09 sao constantes empiricas. Mais detalhes

sobre essa modelagem da turbuléncia, pode-se recorrer a Ferreira [18].

As condigoes de contorno adotadas na simulacao deste modelo de turbuléncia sao as mesmas

descritas na Secao 2.3 para o caso laminar. Ja as condicOes iniciais aqui consideradas sao

12
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definidas por Brandi [7], da forma

100k | kK
= 0.08R = — 2.47
" © T3 VERe (2.47)

Para as variaveis turbulentas x e ¢, as condi¢oes de contorno na entrada também sao dadas

por (2.47), enquanto que na saida sao calculadas pela condigao de Neumann:

oK Oe

No contorno rigido sao aplicadas as leis classicas de parede descritas em [16, 52|. Finalmente,

as condigoes de contorno na superficie livre sao dadas por (ver [7, 18])

p+ i@m — i(1 + 1) {@ni + Ov + (a—u + @) nmny} = 0, (249)

3R Re ox dy Y dy Ox
1 ou v ou  Ov
ﬁ(l + 1) Z%mwngc + Za—ymyny + (6_y + %) (mgny, + mynx)] = 0. (2.50)
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CAPITULO

3

Desenvolvimento de Esquemas Upwind

Neste capitulo apresenta-se um embasamento teérico para o desenvolvimento de esque-
mas convectivos upwind de alta resolucao TVD, incluindo conceitos e restricoes no que diz

respeito a aproximacao dos termos convectivos.

3.1 Aproximacao dos Termos Convectivos

Nos tltimos anos, esforco consideravel tem sido feito para se obter solu¢oes numéricas de
boa qualidade para leis de conservacao hiperbolicas e equacoes de Navier-Stokes, as quais sao
significativamente afetadas pela escolha do esquema de discretizacao para os termos convectivos
(em geral ndo lineares). A principal dificuldade é controlar o fenémeno da difusdo numérica.

A difusdo numérica pode ser de duas formas (ver Figura 3.1 (a) e (b)): dissipativa e dis-
persiva. A Figura 3.1 (a) ilustra o efeito dissipativo (suavizacao de gradientes) de esquemas
de primeira ordem (por exemplo, o esquema FOU [13]), e a Figura 3.1 (b) mostra o efeito
dispersivo (surgimento de oscilagbes nao fisicas) de esquemas de alta ordem (por exemplo, o
método de Lax-Wendroff [28|). De fato, esses inconvenientes estdo contemplados no teorema de
Godunov [48], o qual afirma que nenhum esquema de alta ordem linear pode ser monotonico.
Neste contexto surge a motivacao pela busca de esquemas convectivos upwind de alta ordem
nao lineares, como aquele apresentado na Figura 3.1 (¢), os quais ajustam a ordem de precisao
de acordo com a solucao local de modo a manter comportamento limitado da solucao.

Uma aproximagao para os termos convectivos ¢ obtida utilizando-se a estratégia upwind.
Nessa estratégia, o termo convectivo é aproximado de acordo com o sinal da velocidade de
conveccao local. Para isso, consideram-se trés nos computacionais adjacentes ao ponto de
discretizagao, isto é, o a jusante D (Downstream), o a montante U (Upstream) e o mais a

montante R (Remote-upstream). A Figura (3.2) ilustra esta estratégia, onde pode-se observar
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(a) Esquema de primeira ordem (b) Esquema de segunda ordem
3.0 3.0
25 25 +
2.0 20
15 i 15
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0

(c) Esquema de alta ordem
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Figura 3.1: efeitos de difusao numérica: comparacao entre o perfil caracteristico de esquemas
de primeira, segunda e alta ordem de precisao.

que as posi¢oes de D, U e R sao adotadas de acordo com o sinal da velocidade local Vy, na

face f, de uma variavel convectada ¢;.

of" oF

[ J=¢)
oC

D D
® ®

oC
| 2

Vi Vi |

Figura 3.2: posicao dos n6s computacionais D , U e R.

Nesse contexto, utilizando-se os trés noés computacionais D, U e R, é possivel escrever um
esquema de convecgao upwind dependente destes trés pontos para avaliar ¢, através da seguinte
relacao:

¢y = ¢5(dp, Ou, PR). (3.1)

3.2 Variaveis Normalizadas

O conceito de variaveis normalizadas (NV - Normalized Variable) foi introduzido por Leonard
[30] e é de grande importancia para o desenvolvimento de esquemas de alta resolugao, pois, jun-

tamente com o critério TVD (ver Secdo 3.5) introduzido por Harten [24], sdo capazes de obter
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3.2 Varidveis Normalizadas

esquemas estaveis e resolver gradientes elevados com alta precisao. Sendo ¢ a variavel convec-
tada, a variavel normalizada de Leonard é definida por
00— ¢r
(;5() = —, (32)
®p — PR
em que ¢p e ¢r sao os valores nao normalizados da propriedade ¢ nos pontos D e R, respec-
tivamente.
A partir desta defini¢cao observa-se que ngSR =0e ngSD = 1. Ainda, se ngSU = 0 entao ¢y = ¢,
e, se ngSU = 1 entao ¢y = ¢p. Assim, conclui-se que qualquer esquema de conveccao upwind que
utilize somente os valores de ¢ nos pontos D, U e R pode ser representado na forma funcional

or = o5(dv). (3.3)

Leonard [30] também propds o diagrama de varidveis normalizadas (NVD - Normalized
Variable Diagram) baseado na definigdo (3.2) e na relagao funcional (3.3) com o objetivo de
representar uma relacao entre as variaveis normalizadas ngSf e ngSU, sendo isso de grande valia
na andlise de um esquema convectivo. Na Figura 3.3, por exemplo, os esquemas QUICK
(Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics), diferenca central (de segunda

ordem) e FOU sao ilustrados em variaveis normalizadas.

o
QUICK
e TP
0 7
Diferenca Central i
~ |
\ |
\ R
O rou 1 Pu

Figura 3.3: diagrama de variaveis normalizadas mostrando os esquemas QUICK, diferenca
central e FOU.

Utilizando-se deste diagrama, Leonard [30] mostrou que para se derivar um esquema mo-
notonico de alta ordem néao linear (ou linear por partes) formulado em NV, com 0 < QZBU <1,
as seguintes condigdes devem ser satisfeitas: passar pelos pontos O(0,0) e P(1,1) (para ser
monotonico), passar pelo ponto Q(0.5,0.75) (para atingir segunda ordem de precisao) e passar
pelo ponto @ com inclinagao 0.75 (para alcangar terceira ordem de precisao).

A explicacao para o uso destas condic¢oes estd no fato de que esquemas em varidveis nor-
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malizadas que tém intersecao com o segundo quadrante podem produzir oscilacoes numéricas,
assim como passar pelo quarto quadrante pode ser altamente difusivo (por isso o esquema deve
passar pela origem O); e também, experimentos numéricos feitos por Leonard mostraram que os
métodos em NVD que interceptam a reta qBU = 1 acima de qg ¢ = 1 geram solugoes oscilatorias,
e 0s que interceptam a reta QZBU = 1 abaixo de éf = 1 geram dissipa¢ao numeérica (por isso o
esquema deve passar por P).

Leonard também recomenda que, para qBU <0e QZBU > 1, seja utilizado o esquema FOU.

3.3 Limitador de Fluxo

Uma outra estratégia para derivar um esquema de alta resolucao ¢ o uso de limitadores de
fluxo, os quais combinam um método de primeira ordem com um de ordem superior por meio
de uma fungdo nao linear (ver, por exemplo, Waterson e Deconink [65]). O limitador de fluxo

pode ser obtido reescrevendo-se a equacao do esquema em variaveis nao normalizadas na forma

b5 = b0+ (1) (0p — 0v), (34)

em que ¥ (ry) = 1)y é o limitador de fluxo e 7y é a razao dos gradientes consecutivos (sensor),

o qual em malhas uniformes é dado por

(2)
Or 9 ¢U_¢R

Ty = ~ . 3.5
i () "o (35)
ox f
Em variaveis normalizadas, as equagoes (3.4) e (3.5) sdo, respectivamente, da forma
~ N 1 ~
or = ou+ 5wf(1 — 9u), (3.6)
ry = v (3.7)
1 —¢u
Nesse contexto, Sweby [54] introduziu o seu principio de monotonicidade, dado por
Tf—>0—)’l7/)/(7“f):2. (38)

Outra condi¢ao (necessaria e suficiente), introduzida por Waterson e Deconinck [65], afirma

que para o limitador atingir segunda ordem de precisao em malhas uniformes é

(1) = 1. (3.9)
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3.3 Limitador de Fluxo

Ainda, de acordo com Zijlema [70|, para o limitador alcangar terceira ordem de precisao,

uma condicao necesséria e suficiente é que ele satisfaca

Y1) = - (3.10)

3.4 Critério de Limitacao CBC

No transporte de propriedades fisicas, é de grande importancia obter solu¢oes numéricas
limitadas, o que ocorre quando o valor da solugao em um ponto computacional é limitado pelos
valores da solugao nos pontos vizinhos. A partir disso, Gaskell e Lau [21]| formularam o critério
de limitacao CBC (Conwvection Boundedness Criterion), o qual afirma que um esquema definido

por uma fun¢do continua (ou continua por partes) gzgf = gzgf(qAﬁU) tem solucao limitada se

du < op(dy) <1, se ¢y € [0,1], (3.11)
ng(qu) = ¢A5U, se QASU ?é [0, 1], (3-12)
61(0)=0 e (1) =1, (3.13)

& CBC

T

7

Figura 3.4: regiao CBC em variaveis normalizadas.

3.5 Restricoes TVD

Outro requisito importante para um esquema de conveccao é o conceito TVD (Total Vari-
ation Diminisching) proposto por Harten [24]. Esse conceito deu origem a restrigoes que, além

da estabilidade da solucao numérica, garantem sua convergéncia.

Considere uma sequéncia de aproximagoes discretas ¢(t) = ¢;(t);ez. A variacdo total (TV
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Capitulo 3 Desenvolvimento de Esquemas Upwind

- Total Variation) no tempo ¢ desta sequéncia é definida por

TV(6(t) =Y |dira(t) — pi(t)]- (3.14)

1€Z
E seja um esquema de diferenca explicito envolvendo (2k + 1) pontos dado por

PP = H(¢" ..., ¢0,), Yn>0,i€Z, (3.15)

em que H : R?**1 — R é uma func¢io continua e ¢! uma aproximagao da solugio exata ¢ nos
pontos de malha (x;,t,), com z; = idx, t,, = ndt, sendo dx e ot os espagamentos (constantes)

espacial e temporal, respectivamente.

Dentro desse contexto, o esquema (3.15) é dito TVD se, para todo conjunto de dados ¢",

os valores ¢! calculados pelo método satisfizerem

TV(¢™™) < TV (¢™). (3.16)

E importante ressaltar que a variacao total nao precisa diminuir no sentido de decrescer,
pois ela pode manter-se constante no tempo. O termo diminisching esté se referindo ao fato de

que a variacao total nao deve aumentar com o tempo.

De acordo com LeVeque [32], se um esquema é TVD, entao os dados que sao inicialmente
monotonicos (¢} > ¢7, , para todo i) permanecerao monotonicos em todos os passos de tempos
futuros. Portanto, ao discretizar uma simples descontinuidade ela pode tornar-se suave durante
o avanco temporal, porém sem um comportamento oscilatorio. Essa propriedade leva a definir

que um método é dito preservar monotonicidade se

. 1 1 .
O Z Oha Vi = T = 1LV

Pode-se demonstrar que todo método TVD preserva monotonicidade.

Uma ferramenta fundamental para conseguir condicoes algébricas explicitas para um es-

quema ser TVD é o seguinte teorema, conhecido como critério de Harten:

Critério de Harten: considere um método geral da forma

Ot = 6} + Cipapp(@l1 = 0F) = Dica a6} = 071), (8.17)
em que os coeficientes Ci 179 € Do dependem das 2k varidveis ¢;_py1, ..., ¢irr. Neste con-
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3.5 Restricées TVD

texto, se as sequintes condig¢oes sao satisfeitas

Cit12 > 0,
Diy1/2 >0,
Cit1/2 + Dip12 < 1,

entao o esquema € TVD.

Vale ressaltar que esquemas TVD sao muito atrativos do ponto de vista numérico, uma vez
que garantem convergéncia e sa0 monotonicos.

E possivel visualizar o grafico da regido TVD para o limitador de fluxo usando o seguinte

teorema (ver Sweby [54]):

Teorema 1 Se o limitador 1y satisfaz as condigoes

{OstDSmm@Wﬂhsew>0’ (3.18)

U(ry) =0, se 1y <0,

entao um esquema numérico € TVD sob a condi¢ao CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) |6 = ‘g—‘zﬂ <

1, sendo a a velocidade de convecgao.

A Figura 3.5 ilustra as condigoes (3.18) no plano ¢y L r¢, em que o grafico do limitador
deve estar inteiramente contido na regiao hachurada.

Uy
207y !

Regiao TVD

0 1 Ty
Figura 3.5: regiao TVD para o limitador de fluxo.

No contexto de variaveis normalizadas, a relacao funcional entre ngSU e ngSf que satisfaz as
restrigoes TVD pode ser expressa utilizando (3.18), (3.6) e (3.7), e é dada por

(3.19)

du < &5 < minf{l,2¢y}, se 0< oy <1,
ng:i)U, se QZSUSO ou QASUZI.

Finalmente, para que um esquema convectivo gzgf = qgf(ngSU) seja TVD, o seu grafico deve

estar inteiramente contido na regiao hachurada na Figura 3.6.
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o
1 __________________
Regiao
TVD
| H
0 0.5 L gy

Figura 3.6: regiao TVD em varidveis normalizadas.

3.6 Alguns Esquemas de Alta Resolucao

Com o objetivo de comparar o desempenho do esquema EPUS, nesta secao sao apresentados
alguns esquemas de alta resolugdo bem estabelecidos na literatura, a saber: WACEB [37],
CUBISTA [1], Superbee [47|, van Leer [61|, MC [62], ADBQUICKEST [19], TOPUS [15] e
SDPUS-C1 [35]. Neste trabalho, implementou-se estes esquemas nos contextos de diferencas e

volumes finitos.

3.6.1 WACEB
Desenvolvido por Song et al. [37], o esquema WACEB ( Weighted-Average Coefficient En-

suring Boundedness) é dado, em variaveis ndo normalizadas, por

¢U7 se QEU ¢ [07 ]-]7
200 — < 1

by = 1<Z5U PR; se 0< ¢y < 3/10, (3.20)
§<3¢D + 6¢U - ¢R>7 se 3/10 < (bU < 5/67
¢p, se 5/6 <oy < 1.

O limitador de fluxo deste esquema é dado por
. 3 + T‘f
Y(ry) = max < 0, min |27y, 1 2] ¢ (3.21)

3.6.2 CUBISTA

O esquema CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for Treat-

ment of Advection) foi desenvolvido por Alves et al. [1], sendo, em variaveis ndo normalizadas,
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3.6 Alguns Esquemas de Alta Resolucdo

dado por
¢U7 se gbU ¢ [07 1]7
1 B .
(bf _ %<7¢U 3¢R>7 se 0< ¢UA< 3/8, (322)
§<3¢D + 6¢U - ¢R>7 se 3/8 < (bU < 3/47
2(3ép + du), se 3/4 < ¢y < 1.
O limitador de fluxo deste esquema é dado por
¥(r;) = max {o, min {zrf(—1 Lp),3 er ,2(1 — «9)] } . (3.23)

3.6.3 Superbee

Este método foi desenvolvido por Roe [47]. Na forma de variaveis nao normalizadas é dado

por
( ou, se ngSU ¢A[0,1]’
20y — g, se 0< oy <1/3,
dr =1 Lop+ou), se 1/3<¢y<1/2 (3.24)
3¢y — dr), se 1/2<<;:5U <2/3
[ ¢p, se 2/3 < ¢y < 1.

O limitador de fluxo é dado por

Y (ry) = max {0, min(1, 2r¢), min(2, )} . (3.25)

3.6.4 van Leer

Desenvolvido originalmente por van Leer [61], este esquema em variaveis ndo normalizadas

é da forma
by — o + (0/12)(¢p(3 + o) + ¢r(0 — 3) — 200v), se Q}U € [0,1], (3.26)
¢U, se ¢U ¢ [07 1]7
em que o
2(1 —
0= ( - ¢U)¢({ : (3.27)
(1= ¢v)* + du
Seu limitador de fluxo pode ser escrito da forma
ry+|ryl
= 3.28
vl = (3.25)
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3.6.5 Monotonized Central-difference (MC)

Este método foi proposto por van Leer em [62] e é dado, na forma de limitador de fluxo,

por

Y(ry) = max {O, min (1 J;Tf,Z, 2Tf) } ) (3.29)

3.6.6 ADBQUICKEST

O esquema, A Daptative Bounded Quadratic Upstream for Convective Kinemactics with Esti-
mated Streaming Terms, também denominado ADBQUICKEST, foi desenvolvido por Ferreira

et al. [19]. Em variaveis nao normalizadas é dado por

¢U7 se QEU ¢ [07 1]7
2—0)py — (1 —0 )
by = ( Jou — ( Jor, se 0< du < a, (3.30)
ap¢p + audy — ardr), se a < ¢y <b,
(1-0)pp + 0¢y, se b< oy <1,
em que
1 2
ap = 6<2 — 3|0 + 6%),
1
ay = 6(5 + 30| — 20%),
1
ap = 6<1 — 92)
Ainda, a e b sao dados por
L 2— 6] +6? b —4 4 660 — 3|6] + 6?
760 — 3|0 + 202 =5 +60 —3]0] + 202
O limitador de fluxo deste esquema é dado por
24+60%—-30+ (1 -6
Y(ry) = max {O, min [277, il §_+3((9 )rf,Q] } . (3.31)

3.6.7 TOPUS

Desenvolvido por Queiroz [15], o esquema TOPUS ( Third-Order Polynomial Upwind Scheme)

é definido, em variaveis nao normalizadas, por

by = {¢R+(¢D—¢R) [O‘QE4U+(_2Q+1)$%+(@)q§%+(%—m)$[]}’ se v € [0,1], (3.32)

ou, se oy ¢ [0,1].
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O limitador de fluxo deste esquema é dado por

(3.33)

0.5(|rs| 4+ rp)(=0.50c + 1)r7 + (a +4)ry + (=0, 5a + 3) }

vlry) = ma"{o’ T

Este esquema considera « € [0, 2], no entanto Queiroz [15] ressalta que os melhores resul-
tados sao obtidos para o = 2, uma vez que para esse valor o limitador de fluxo, neste caso,
apresenta comportamento suave (ver, por exemplo, [65]). Em virtude disso, ao longo deste

trabalho considerou-se a = 2.

3.6.8 SDPUS-C1

O esquema SDPUS-C1 (Siz-Degree Polynomial Upwind Scheme - of C' class) foi introduzido

por Lima [35]. Em variaveis nao normalizadas é definido por

Ort(Pp—op)(-24+47)00 + (68—127)op+ A
or = +(=64-+137)d+(20—6)df +7dF +oul. se du €(0,1],  (3.34)
¢U7 se gbU ¢ [Oa 1]

Seu limitador de fluxo é dado por

0.5(|r¢| +75) (=8 + 27)r + (40 — 47)r7 + 2777}

@+ 1) (3.55)

(ry) = max {0,

De acordo com Lima [35], o esquema SDPUS-C1 pode atingir até terceira ordem de precisao
e, para v € [4,13], o esquema esta contido na regido TVD, sendo que os melhores resultados

foram obtidos para v = 12. Assim, ao longo deste trabalho utilizou-se v = 12.

3.7 Estimativa de Erro

Para uma melhor anélise do desempenho dos esquemas numéricos, em alguns testes reali-
zados calculou-se os erros relativos utilizando-se as normas L;, Ly e L., 0s quais sao dados
por

Ziil |ui,exata - ui,numérica|

[Enllr = , (3.36)
Zﬁ\il |ui,exata|

N . J— . s 2
| |Eh| |2 _ \/Zzl (uz,}s\;(ata uunu;nerlca) : (337)
Zizl (ui,exata)

HEh| |oO _ maXlSiSN‘ui,exata - ui,numérica| (338)

)

maX1§i§N‘ui,exata|
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onde N é o nimero de pontos da malha. Em alguns testes numéricos calculou-se também
a ordem de convergéncia observada p dos métodos numéricos. Considera-se uma estimativa

assintotica para o erro relativo ||Ep||x, com k = 1,2, 00, dada da seguinte forma
|| En||k = ChP, (3.39)

em que C' é uma constante dependente dos dados.

Ainda, pode-se escrever a partir de (3.39) que

h P
1Byl ~ C (5) . (3.40)
Dividindo (3.39) por (3.40), obtém-se

1Bl 7" _ o5 (3.41)
1Enlls (&7

Aplicando o logaritmo na Eq. (3.41), obtém-se a ordem de convergéncia observada por

15|
(logEZHZ)
N (3.42)

log 2

p =

Para mais detalhes sobre esta teoria, pode-se recorrer a [5].
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CAPITULO

4

O Esquema EPUS

Neste capitulo apresenta-se o desenvolvimento do novo esquema upwind polinomial de alta
resolucao EPUS. Este esquema foi desenvolvido a partir de um polindémio de grau oito, e
satisfaz as condi¢oes de Leonard e as restrigoes TVD/CBC, além de ser uma funcdo de classe

C? (propriedade esta adotada levando em consideragao as recomendagoes de Lin e Chieng [36]).

4.1 Derivacao do Esquema EPUS

Para o desenvolvimento do esquema EPUS, considerou-se um polinomio de grau oito no

intervalo [0, 1] e fora deste intervalo o esquema FOU, isto é

a8Q§8U+a’7q§7U+a’6q§6U+a5¢g5U+a4§524]+a3¢g?()]+a2q§2U+alqu+a07 se oy € 0,1],

¢U7 se QZA)U §é [0, ]_] (41)

o1(dv) = {

A determinacao dos coeficientes aq, ..., ag foi feita impondo-se, primeiramente, as condi¢oes

de Leonard [30], como segue:

— passar pelo ponto O(0,0);

— passar pelo ponto P(1,1);

— passar pelo ponto Q(0.5,0.75) (condigao necessaria e suficiente para atingir segunda ordem
de precisao);

— ter inclinagao de 0.75 no ponto @ (condigao necessaria e suficiente para alcancar terceira
ordem).

Aplicando tais condigbes em (4.1), tem-se
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~¢5(0)=0
ag = 0; (4.2)
~ (1) =1
ag + ar + ag + as + ag + az + as + a; = 1; (4.3)
~ ¢;(0.5) = 0.75:
ag + 2a7 + 4ag + 8as + 16a4 + 32as + 64ay + 128a; = 192; (4.4)
- §7(0.5) = 0.75:
8ag + 14a; + 24a¢ + 40as + 64a4 + 96as + 128ay + 128a; = 96. (4.5)

Em adigao a isso, para fechar o sistema, considerou-se que a fun¢ao dada em (4.1) seja de
classe C?, isto é, deve possuir primeira e segunda derivadas continuas nos pontos (0,0) e (1,1).
De acordo com Lin e Chieng [36], impor que o esquema seja de classe C! evita problemas de
convergéncia em malhas grosseiras. Esta ideia foi utilizada por Lima [35] no desenvolvimento
de seu esquema polinomial SDPUS-C1 (ver Subsegdo 3.6.8). Neste trabalho, a continuidade
da segunda derivada nos pontos (0,0) e (1,1) foi imposta na tentativa de se obter melhores
resultados em problemas nao lineares, visto que os exemplos numéricos confirmaram a nossa

suspeita. Para tanto, as seguintes condi¢oes foram impostas:

-~ 6,(0) = 1:
a; = 1; (4.6)

G-t
8ag + Tay + 6ag + bas + 4ay + 3as + 2as + ay = 1; (4.7)

= 93(0) =0
as = 0; (4.8)

- 95(1)=0
56ag + 42a7 + 30ag + 20as + 12a4 + 6az + 2a, = 0. (4.9)

As duas primeiras condicoes impdem que o esquema seja de classe O e as duas tltimas condicoes
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de classe C?.

Note que, impostas estas oito condicoes, tem-se um sistema formado por 8 equacgoes e
9 incognitas. Para o fechamento do sistema linear, considerou-se o coeficiente a3 sendo um
parametro livre, digamos a3 = A. Com a resolucdo do sistema formado por (4.2)-(4.9) via
WolframAlpha', obtém-se

ag = —4(A —24); ay = 16(A — 23); ag = (528 — 25)); a5 = (19A — 336);
CL4:<80—7)\), a3:)\; CLQZO; a1:1; CLOIO.

Em resumo, o esquema EPUS em funcao do parametro livre A e em variaveis normalizadas

¢ dado por

—4(X — 24)%, + 16(\ — 23)07 + (528 — 25)) %+
¢r = (19X — 336)0% + (80 — TA)OY + AGS, + oy, se oy € [0,1], (4.10)
du, se oy ¢ 0,1].

Utilizando a defini¢ao de varidveis normalizadas (NV) dada por (3.2), tem-se o esquema

EPUS em varidveis nao normalizadas:

dr+(dp—r) [~ 4N —24) % +16(A—23) 7, + (528 — 25)) %+
¢ = H19A—336)07 + (80— TA\)f + b3+ o], se ou € [0,1],(4.11)
gbU’ se QEU ¢ [0’ 1]'

E importante observar que o novo esquema EPUS, apesar de ser um polinémio de grau oito
no intervalo [0, 1], é de facil implementagao, pois é dado por apenas duas condicionais, ao passo
que em outros esquemas, tais como WACEB [37], CUBISTA [1] ou WENO |4, 26], h4 muitas

condicionais.

4.2 Limitador de Fluxo do Esquema EPUS

Derivado o esquema EPUS, pode-se determinar também o seu limitador de fluxo utilizando

as seguintes equacoes:

. 1 .

¢or =y + ?W“f)(l — du), (4.12)
N . Tf
¢U - 1 +’I°f’ (413)

Thttp:/ /www.wolframalpha.com /
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onde ry é o sensor dado pela Eq. (3.7) e ¢(rf) é o limitador de fluxo. A expressao desse

limitador é obtida na sequéncia.

Igualando (4.10) e (4.12), obtém-se, para a primeira sentenga de (4.10)

—4(X = 24)¢F, 4+ 16(\ — 23)07, + (528 — 250)0% + (19X — 336)d7, —+
HEO— TN 4 A+ du = G+ 5lr)(1 - du).

A partir disso e utilizando a equagao (4.13), tem-se

(2 = 32)r% + (160 — 4\)r} + 275

Y(ry) = Axr,y

(4.14)

Para a segunda sentenca condicional do esquema em (4.10), tem-se que quando <;3f = <;A5U,
Y(rg) =0, o que ¢ facilmente obtido por meio de (4.12).

Para se obter as condigdes na forma de limitador de fluxo para (4.10), note que quando
(ry) = 0, tem-se que 7y < 0. De fato

du ¢ [0,1]< ¢y <0 ou ¢y >1,
by < 0=

<0 <= <0
1+Tf Tf ’
rr

> 1 <= absurdo.
1 -+ Tf

oy > 1<

Finalmente, o limitador de fluxo do esquema EPUS é dado por

(2 = 32)rF + (160 — 4\)r} + 27}
Axr) , se 1y >0,
P(ry) = (4.15)

0, se 1y <0.

Em uma notac¢ao mais usual (ver, por exemplo, Waterson e Deconink [65]), o limitador de
fluxo do esquema EPUS torna-se

(4.16)

@Z)(Tf) — max {O, 05<‘Tf| + Tf)[(Q)\ — 32)7?% + (160 - 4)\)7’? i 2)\7’?] } |

(L4 |re)T

4.3 Consideracoes Relevantes sobre o Esquema EPUS

A ordem formal do esquema EPUS é demonstrada como segue.

Utilizando a condicao (3.9), verifica-se, para ry > 0, que o esquema EPUS pode alcangar
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segunda ordem de precisao. De fato, pois

220 =32+ 160 — 4N + 27

$(1) >

=1 (4.17)

Ainda, utilizando a condigao (3.10), conclui-se também que o esquema EPUS pode atingir

até terceira ordem de precisao. De fato, a derivada do limitador de fluxo (4.15) para ry > 0 é:

()= [5(2)\—32)T§+4(160—4)\)7’?+6)\7’§](1+7‘f)7—7[(2>\—32)7’}5c+(160—4)\)7?—1—2)\7*?](14_”)6.
' (1‘|—T’f)14

Substituindo r por 1 na derivada acima, tem-se

S = [5(2)\ — 32) + 4(160 — 4)\) 4+ 6X]27 — 7[(2X — 32) + (160 — 4)) + 2)]26
o 914

1
7

Com isso, é possivel concluir que o esquema EPUS pode alcancar até terceira ordem de
precisao.

Em contrapartida, o limitador de fluxo do esquema EPUS nao satisfaz o principio de mono-
tonicidade de Sweby, definido por (3.8), ja que ao substituir ¢/’ (0) em (4.18), obtém-se 1’ (0) = 0,
nao satisfazendo, assim, w'(O) = 2. No entanto, essa propriedade nao interfere na monotonici-
dade do esquema EPUS, pois este é TVD.

A propriedade TVD do esquema EPUS em fun¢ao do parametro livre A\ é discutida como
segue.

Considerando que neste projeto busca-se um novo esquema TVD, demonstrou-se para quais
valores do parametro livre A o esquema EPUS satisfaz esta restricao para estabilidade. O
intervalo obtido foi A € [16,95] (para mais detalhes, ver demonstragdo Apéndice A). A Figura
4.1 mostra o esquema EPUS na regiao TVD para os limitantes inferior e superior deste intervalo,
sendo a Figura 4.1 (a) no plano ¢y L ¢; e a Figura 4.1 (b) no plano ry L ¢(ry).

Ainda, buscou-se definir também a escolha do parametro livre de acordo com o problema
em questao. A partir de diversos testes numéricos realizados ao longo do desenvolvimento do
projeto, observou-se que o limitante inferior do intervalo de parametros, isto é A = 16, é o
que conduz a um melhor desempenho do esquema EPUS em problemas com condi¢oes inicias
suaves. Enquanto que para o limitante superior A = 95, melhores resultados sao obtidos pelo
esquema EPUS em problemas com descontinuidades, pontos extremos e altos gradientes.

Finaliza-se este capitulo comentando que o esquema EPUS em varidveis nao normalizadas
dado pela Eq. (4.11) foi implementado no ambiente de simulac¢io Freeflow e nos programas
desenvolvidos em linguagem C para resolver as equacoes de adveccao e Burgers. O limitador

de fluxo para o esquema EPUS dado pela Eq. (4.16) foi incorporado ao ambiente de simulagao
CLAWPACK.
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08l
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—A=95
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Figura 4.1: EPUS contido na regiao TVD para A = 16 e A = 95 (a) em variaveis normalizadas
e (b) na forma de limitador de fluxo.
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CAPITULO

5

Modelagem Computacional

Neste capitulo apresenta-se a modelagem computacional das leis de conservagao e das
equacoes instantaneas e médias de Navier-Stokes, cuja formulacao matematica é descrita no
Capitulo 2. A discretizacao dessas equacoes é feita no contexto de diferencas finitas, em que
as derivadas espaciais sao aproximadas por diferenca central de segunda ordem e a derivada
temporal é aproximada por métodos de Runge-Kutta explicitos (Euler [20] e TVD de terceira
ordem [56]).

5.1 Discretizacao das Leis de Conservacao 1D

As leis de conservagao 1D apresentadas na Eq. (2.1) sdao aproximadas, usando Euler explicito

para a marcha no tempo, da seguinte forma

o = o — s (F, —Fr)), (5.1

em que ¢! representa a solu¢do numérica da variavel conservada ¢ no ponto (z;, t,,) = (id,, nd;) =

(i,n). Os termos F;, 1 e F, 1 denotam, respectivamente, os fluxos numéricos nas interfaces
2 2

. 1 . 1 L, . . . ~ . .
J =i+3eg=1i—3 das células computacionais, os quais sao aqui aproximados pelos esquemas
upwind de alta ordem de resolucao.

No caso em que se usa o método Runge-Kutta TVD de terceira ordem para a discretizacao
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temporal, a aproximagao numeérica da EDP (2.1) é feita da forma

w0t .
o = ot (Fr - ) (5.2)
3 1 16t
@ = Zgny g0 - (Fa) _Fu)) 53
¢ 4¢Z T 4¢ 48 \its i—1 (5.3)
1 2 2 ot
ntl . Zgny S0 2 (F@) _F<2>) 5 4
” 3% T390 ~ g5 Fy — ) (5-4)

em que ¢ e ¢ sdo varidveis auxiliares do método de Runge-Kutta. F(1) e F®) nestas
formulas representam os fluxos numéricos auxiliares calculados por algum esquema upwind de

alta ordem de resolucao. Doravante, o sobrescrito n sera omitido por simplicidade.

5.1.1 Equacao de Adveccao

Como visto na Secao 2.1.1, a funcao fluxo da equacao de adveccao é dada por au, em que
a &€ uma constante (assumida igual a 1) que representa a velocidade advectiva. Considerando
) em (5.1) e (5.2) é

K3 1—

isso, a aproximagao para a diferenca dos fluxos numéricos (F = F_1
2 2

feita por

Fz‘+% - F;f% = (a“)‘zur% - (a“)‘z‘f% =0y LU 1 —

U1 (5.5)

em que a variavel convectada u é aproximada pelos esquemas upwind de alta resolucao nas

faces f e g. Nesta discretizacao considera-se o niimero de Courant 6 = %—‘f, em que para a

estabilidade deve-se satisfazer § < 1.

5.1.2 Equacao de Burgers

Para esta equacao tem-se um fluxo nao linear convexo, o qual, como visto na Secao 2.1.2, é

u2

dado por %
(5.2) é dada por

. A aproximagao para a diferenca dos fluxos numéricos (F,Jr% — F; %> em (5.1) e

(3)
it 2

em que as velocidades convectivas sao dadas pelas médias

1/_ _
= 5 (uH%uH% - ui,l-ul’7%> ) (56)

2l

1 1
-1 = 5(% + Ui—1) € Uil = §(Uz‘+1 + ;). (5.7)

2

A variavel convectada u nas faces f e g é calculada de maneira inteiramente analoga aquela da

equacao de adveccao. Nesta discretizacao considera-se o niimero de Courant 6 = g—i <1

5.1.3 Sistemas Hiperbdlicos: Euler e Aguas Rasas

Estes dois sistemas hiperbolicos, os quais sao descritos nas Secoes 2.1.3, 2.2.1 e 2.2.2, sao

resolvidos numericamente neste trabalho utilizando o ambiente de simulacao computacional
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CLAWPACK' (Conservation LAW PACKage) de LeVeque [32]. Este ambiente foi desenvolvido
no contexto de volumes finitos e contempla esquemas upwind de alta resolucao na forma de
limitadores de fluxo.

Em resumo, esse software utiliza, a critério do usuario, o método de Godunov de primeira
ou de segunda ordem (sendo este tltimo de primeira ordem com termo de correcao, o qual foi
proposto por LeVeque [32]). Para a utilizacao dos métodos de alta ordem de resolugao, aplica-se
neste termo de corre¢dao o limitador de fluxo desejado. No Apéndice C faz-se uma descri¢ao
sobre como o CLAWPACK resolve as leis de conservacao aqui apresentadas. Para mais detalhes

sobre esta resolucao, ver LeVeque [32].

5.2 Discretizacao das Leis de Conservacao 2D

Os sistemas hiperbolicos 2D de Euler e dguas rasas, os quais foram descritos nas Secoes
2.2.1 e 2.2.2, respectivamente, também foram resolvidos neste trabalho utilizando-se o software
CLAWPACK. O método de resolucao utilizado por este pacote computacional para o caso
2D é anélogo ao caso 1D, por isso omite-se aqui sua descricao. Assim como a versao 1D do
CLAWPACK, a versao 2D foi equipada com os esquemas de alta resolucao aqui apresentados.

Para mais detalhes, o leitor pode recorrer a LeVeque [32].

5.3 Discretizacao das Equacoes de Navier-Stokes

Nesta secao apresenta-se a discretizacao das equacoes de Navier-Stokes para os casos 2D,
3D e axissimétricos. Para a simulacao destes escoamentos incompressiveis nao estacionérios
utiliza-se o codigo Freeflow [10, 41|. A metodologia numérica de célculo utilizado neste codigo
¢ a técnica GENSMAC (Generalized Simplified MAC) [58|, sendo uma variante do método
de projecao. Esta metodologia utiliza uma malha deslocada (ver descrigao Segao 5.3.1) para a
discretizacao do dominio de solucao. Ainda, neste método, a marcha no tempo é feita usando-se
o método de Euler explicito. Por fim, nos termos convectivos aplica-se para os fluxos numéricos

os esquemas upwind de alta resolucao apresentados na Secao 3.6.

5.3.1 Malha Computacional

Conforme visto, o método GENSMAC ¢é implementado utilizando uma malha deslocada
(ver Figura 5.1 para o caso 3D). Isso se deve ao fato de que, caso a malha ndo seja deslo-
cada, a equacdo da quantidade de movimento na dire¢do z, por exemplo, em um ponto (i, j),
¢ influenciada pela diferenca de pressao p;;1; — pi—1;; o valor da pressiao no proprio ponto
(7,7) nao influencia diretamente essa equagao, o que nao satisfaz o problema fisico, levando
ao aparecimento de oscila¢oes nao fisicas nas solugoes (ver Fortuna [20]). Este tipo de malha
foi apresentado por Harlow e Welch [23| e tem sido muito utlizado no calculo de escoamentos

incompressiveis. A malha deslocada, para o caso 3D, é composta por células com arestas Jx,

"http://www.amath.washington.edu/~claw /
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0y e dz. As trés componentes da velocidade u, v e w sao calculadas nas diregoes ilustradas na

Figura 5.1.

8 Wi jk+1
H
§ Vi j+4.k
H JCILEERLEREY EEEEEELE *————
; " Pigk

Oz i Ik e e
il %
oy y

X

Figura 5.1: localizacao das componentes da velocidade numa tipica célula computacional de
uma malha deslocada 3D.

5.3.2 Discretizacao dos Termos Convectivos - Caso Laminar

As discretizagoes dos termos convectivos presentes nas equacoes instantaneas de Navier-Sto-
kes sao descritas neste trabalho apenas para o esquema EPUS, ja que segue de maneira analoga
para os demais esquemas de alta resolucao. Considere, por exemplo, a propriedade convectada
¢ = u na equacao de transporte de u, a qual é calculada na face f utilizando a estratégia

upwind conforme ilustrado na Figura 5.2. Na face g desta figura os calculos sao semelhantes.
O termo convectivo em questao, isto é,

Ouju  (O(uu) = O(vu) = O(wu)
ox; _( or Jy o )’ (5:8)

¢ avaliado na posigao (i + %,j, k) na Figura 5.1. Assim, a discretiza¢ao é como segue:

duu) A(vu)  A(wu)
(% + %+ %)

Uik — UWi ik n U1yl i lg — V2l 1l 1k
i+3.5k ox 0y
W1tig 1 el — Wallby L g 1

0z ’

Ox Ay 0z

(5.9)
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| ox |
S
Vg : i Vi
— >
E By ¢ o5
—0 ‘! - ! ‘!

Figura 5.2: representacao esquematica para aproximacao dos termos convectivos, em que P é o
ponto de discretizacao e ¢ e ¢4 sao as velocidades de convecgao nas faces f e g, respectivamente.

em que os termos representados com uma barra sao dados pelas médias, como por exemplo:

_ 1
U= Vilgeda ® 5 Vngele HViade); (5.10)
_ 1

Na Eq. (5.9), os valores da propriedade convectada u nos pontos (i + 1,75, k), (i,7, k),
(1 + %,j + %, k), (i + %,j — %, k), (i + %,j, k + %) e (i+ %,j, k — %) sao aproximados pelo novo
esquema upwind de alta resolucao EPUS.

Uma vez conhecidas as direcoes das velocidades advectivas iy, s, vy, U2, W1 € Wy Nas
faces (i +1,5,k), (i,5.k), 1+ 3,5+ 3.k), (i+3,7—3k), i+Ljk+1)e(i+ijk-1),
respectivamente, os pontos vizinhos a jusante D, a montante U e remoto a montante R, em
cada caso, ficam automaticamente especificados. Assim, usando-se a definigao (3.2) de variaveis

normalizadas de Leonard, seguem as aproximacoes para as velocidades convectadas nessas faces:

(1) Aproximacao para u; 1

uz+%7]7k B ul_%vjvk

—Se 1y = WUit1,5k > Oeuy = entao

uz+%7]7k B ul_%vjvk

ug + (up — ug)[—4(A—24)4%,+16(\—23) a7+ (528 — 25\ )ad+
Uit1 k= HI9N—336) a7+ (80— TA) g, + A3+, se  dy € [0,1],

uy, se 7:LU ¢ [07 1]7

em que
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D=(i+3,jk), U=(i+1jk), R=(i—12%7k);

U, 3 - — U:, 5 -
— A~ Z+77]7k Z+77]7k ~
= Se Uy = U156 < 0edy = R 277 entao
Wit 3k — Y35k

up + (up — up)[—4(A—24)a%,+16(A—23)a],+ (528 — 25\ )uf+
se uy € 0,1],

Ui = HI9A—336)a3 + (80— TA)iid + A3 + i),
uy, se uy € [0,1],

em que
R = (Z + gaja k:)a

D:(l+%7jak)a U:(l+%7]7k)a
(2) Aproximacao para u;

U; 1 -7 — U;_3
— A Z_ivjvk“ Z_ivjvk; ~
—Se Uy = u;jr > 0ety = 2 27 entao
uz+%7]7k - ul_%vjvk;

ug + (up — up)[—4(A—24)0%,+16(A—23)af,+ (528 — 25\ )ad+
Wi j g = H19)\—336)ﬂ(5]+(80—7)\)ﬂ§4j+)\ﬂ3U+ﬂU], se ay € [0,1],
uy, se IaU ¢ [07 1]7
em que
—Se iy =u;j, <0ety= 3.0k a0k entao
Ui Lk — Wit3 ik

up + (up — ug)[—4(A—24)4%,+16(A—23)af,+ (528 — 25\ )ad+
Wi p = H19N—336) a7+ (80— TA) iy + N + i), se Ay € [0,1],
uy, s€ IaU ¢ [07 1]7

em que
R = ('L+ %uja k)a

D:('L—%ajak:)a U:(Z+%7jak)a
(3) Aproximagao para Uit jud i

Uiplje = Wigl j-1k entio

7sev1:vi+%7j+%7k>0eUU:uA1~ —U; ;1 ;
it+5,J+1.k it+5,0—Lk

up + (up — ug)[—4(A—24)0%,+16(A\—23) 0+ (528 — 25\ )ad+
se uy € [0,1],

Wit g j+3hk =
Uy,

em que
38
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Uip Lk = Wit d ik entiio

fSevlzvi+%7j+%7k<0qu: o u,

up + (up — ug)[—4(A—24)a5+16(A—23)a]+ (528 — 25\ )af +
Uiyl jpln = H19N—336) Y+ (80— TA) i + N +iy), se dy € [0,1],
uy, se ’aU € [07 1]7
em que
D=(i+34k), U=(@(+37+1Lk, R=(>+37+2k);
(4) Aproximagcao para U1 1
Uiplj1k — Wirljok entio

=Se vy =v; 1,51, >0edy =
2:J 72 Ue 1 o0 — U 1
Z+§7]7k Z+§7j_27k

ug + (up — ug)[—4(A—24)0%,+16(A—23) 0l + (528 — 25\ )ad+
H1I9N—336) g+ (80— TA) g, + N + i), se 4y € 0,1],
5€ ’aU ¢ [07 1]7

uy,

em que
R=(i+3,7—2k);

U=(i+3,7—1k),
WU; 1 7. — U; 1,
Z+77]7k“ Z+77j+17k ~
1.1, <0euy= 2 2 entao
e WUipd i1k = Yird ji1k

D= (l+ %ujak)a

ug + (up — ug)[—4(A\—24)0%,+16(A\—23) 0]+ (528 — 25\ )ad+
H1I9N—336) g+ (80— TA) g, + N + i), se 4y € [0,1],
5€ ’aU ¢ [07 1]7

uy,

em que
(5) Aproximagcao para Uip 1yl

Uiplje = Wigd je—1 entio

TS0 W = Wiy >0 €y = T
i+5,0,k+1 it+5,0,k—1

up + (up — ug)[—4(A—24)0%,+16(A—23) 0l + (528 — 25\ )ad+
HI9N—=336) a3+ (80— TA)dig, + A3, + ], se dy € [0,1],
5€ ’aU ¢ [07 1]7

itd jh+d
uy,

em que
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Ui d skl — Wigl jryo entiio

7sew1:wi+%’j’k+% <OGUU: U 1 7, — Uy 1
Z+§7]7k Z+§7]7k+2

up + (up — ug)[—4(A—24)a5+16(A—23) a7+ (528 — 25)\)af+

| = HI9N—336) a3+ (80— TA)if, +\ud +ay), se gy € [0,1],

Uitljh+d
uy, se fLU g [Oa ]-]a

em que
D=(i+3,4k), U=(@+i5k+1), R=(+34k+2);
(6) Aproximacao para Uipl jp—1:

Uiplje—1 " Wigl jr—2 entio

—Se Wy =w, 1.1 >0euy =
MEEa Uird ik = Wird jk—2
up + (up — ug)[—4(A—24)a5+16(A—23) a7+ (528 — 25)\)af+

= HI9N—=336)02 + (80— TA)dig + N3, +tiys], se dy € [0,1],

uy, se aU ¢ [07 1]7

em que

Uipljke = Yitd jk+1 entiio

~Sewy =w,;, 1., 1<0edty=
MR Uipdjk—1 7 Wipl el
up + (up — ug)[—4(A—24)0%,+16(A—23)af,+ (528 — 25\ )ad+

H19A—336)a, + (80 — TA) ik -+ Aad, +au ], se dy € [0, 1],
5€ 7:LU ¢ [07 1]7

Uitl k-1 =
Uy,
em que
D=(i+3,jk—1), U= (i+3,7k), R=(i+3,j,k+1);
A aproximacao dos demais termos convectivos das equacoes instantaneas de Navier-Stokes

segue de maneira analoga, assim como as aproximagoes por meio dos demais esquemas upwind

de alta resolucao citados no Capitulo 3.

5.3.3 Discretizacao dos Termos Convectivos - Caso Turbulento

As discretizagoes dos termos convectivos para as equagoes médias de Navier-Stokes com
modelagem r —¢ (caso turbulento) sdo feitas também apenas pelo esquema EPUS, ja que segue

de maneira analoga para os demais esquemas de alta resolucao.
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Por simplicidade e sem perda de generalidade, considera-se apenas a propriedade trans-

portada k da Eq. (2.43). O termo convectivo correspondente é

8;;;@ _ (821&;) N 8(;;))’ (5.12)

que é avaliado na posi¢ao (7, 7). Assim,

(6%;/-@) N 85{;};) +)

1727.] /Lv]*%
~ 5.13

/[:7.7

em que os termos representados com uma barra sao dados por

UL = Uu Uy = U U1 = ’Ui’jJr% (§] Uy = ,Ui,jfl . (514)

PR 1
5,57 1—5,77 2

Na Eq. (5.13), os valores da propriedade turbulenta s nos pontos (i + 1,7), (i — 3,7),

(1,7 + %) e (i,j — %) sao aproximados pelo novo esquema upwind de alta resolucao EPUS.
Uma vez conhecidas as dire¢oes das velocidades advectivas uy, U, U1 € U3 nas faces (i+ %, 7),

(14 %,j), (i, + %) e (i,5 — %), respectivamente, os pontos vizinhos D, U e R, em cada caso,

ficam automaticamente especificados. Assim, usando-se a defini¢do (3.2) de variaveis normali-

zadas de Leonard, seguem as aproximacoes para as propriedades convectadas nessas faces:

(1) Aproximacao para Rl

—Seuy=u;1;>0e Ry = entao

: Rit1,j — Ki-1,

ki + (kp — kg)[—4(A—24)RE,+16(A—23)R],+ (528 — 25\ ) A%+
iyl = H19A—336)&7+ (80—TA) R + A&} +Rul, se  ky € [0,1],
Ry, se ’%U ¢ [07 1]7

em que

D=(G+1,j), U= (i,7), R=(G—-1,j);

Rit1,j = Rit2,j

-Seu; =u 1, <0ehy= entao
27]

Kij = Rit2,j

kg + (kp — kR)[—4(A—24)i%,+16(A—23) A7+ (528 — 25\ RY+
Rivl; = H19A—336) &%+ (80— TA)if+ ARY + Ay, se Ay € 10,1],
Ry, se "%U € [07 1]7

em que

D = (i,7), U= (i+1,7), R =(i+2,j);
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(2) Aproximacao para Ril i

Ri—1,j — Ri-2,4 ~
= —L "2 entdo

—Setuy=wu;_1;,>0eky=
* Kij — Ki-2,j
kr+ (kp — kR)[—4(A—24)RE+16(\—23) AT+ (528 — 25M) &%+
Rioly = H19A—336)&7+ (80 —T\)At; )\/%(?’]Jr kol se hy € 1[0,1],
KU, se ’%U ¢ [07 1]7
em que
—Seuy=1u;_1; <0eRU:M entao
2 Ki—1,j — Kit1,j
kr+ (kp — kp)[—4(A—24)RE+16(\—23) AT+ (528 — 25M) &%+
Ri_l; = H19X—336)&7+ (80— TA) R, )\/%?,’JJr/%U] se Ry €[0,1],
KU, se ’%U ¢ [07 1]7
em que
D= (—1,j7), U = (i,7), R=(i+1,j);
(3) Aproximagao para Rijpl:
—Se v; = v, 41 >0eRU:M entao
Yo Kij+1 — Kij—1
kg + (kp — kR)[—4(A—=24)i%,+16(A—23) A+ (528 — 25\ kY +
Kijrl = H19A—336)i7+ (80— TA) R+ A&+ Ryl se  ky € [0,1],
Ry, se "%U € [07 1]7
em que
D=(i,j+1), U = (i,)), R=(ij—1)
~Se vy =v;;,1 <0ehy = Dol 7 M2 ot
Rij — Kij+2
kp+ (kp — kp)[—4(A—24)A% +16(A—23) A7+ (528 — 25\ kY +
Rijel = H19A—336)47+ (80— TN\)A; )\/%(?’]Jr kol se hy € 1[0,1],
KU, se Ay € [07 1]7
em que
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(4) Aproximacao para Rij1:

kg + (kp — kR)[—4(A—24)i%,+16(A—23) A7+ (528 — 25\ RY+
Kij1 = HI9N—336) 42+ (80— TN &fr + N&d + Ao, se Ay €10,1],

Ru, se "%U € [07 1]7

em que

D=(ij), U=(@j—1), R=(,j—2);

_ N Kij — Kij4+1 -
~Sely=v;; 1 <0eky =—2——"— entdo
’ 2

Rij—1 = Kij+1

kg + (kp — kR)[—4(A—24)i%,+16(A—23) A7+ (528 — 25\ RY+

K’ﬁj—% = HIQA—336)I%E&+(8O—7)\)/%24]+)\I%?[’]+I%U], se /A{U c [O, 1],
kU, se Ry €[0,1],
em que

D =(i,j—1), U = (i,j), R =(i,j+1);

A aproximagao dos demais termos convectivos das equagoes médias de Navier-Stokes com
modelagem k — € segue de maneira andloga, assim como as aproximacgoes por meio dos demais

esquemas upwind de alta resolucao citados no Capitulo 3.

5.3.4 Metodologia Computacional para as Equacdes de Navier-Stokes

No contexto de variaveis primitivas velocidade-pressao, as equacoes de Navier-Stokes sao
discretizadas sobre malhas deslocadas. Nessas malhas, variaveis escalares (tais como pressao e
energia cinética da turbuléncia) sdo avaliadas nos centros das células computacionais, e variaveis
vetoriais (velocidade, por exemplo) sao avaliadas nas bordas das células computacionais, como
visto na Figura 5.1 da Subsecao 5.3.1. A metodologia numérica de solugao utilizada neste
trabalho é a GENSMAC, que é uma variante do método de proje¢ao de Chorin [11], proposto
originalmente por Harlow e Welch [23] (método MAC) e bem discutido por Peyret & Taylor
[43]. Baseado no MAC, este método utiliza formulagoes explicitas e semi-implicitas para a
solucao numeérica de escoamentos incompressiveis nao estacionarios.

O ambiente de simulagao Freeflow (ver [10] e [41]) foi 0 ambiente computacional adotado para
as simulacoes computacionais de problemas de escoamentos incompressiveis nao estacionarios.
Essa tecnologia numérica adaptada para simular escoamentos em condigoes adversas foi validada

e verificada utilizando-se dados numéricos, experimentais e solugoes analiticas.
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A metodologia computacional utilizada na simulagao das equagoes de Navier-Stokes para o
caso laminar trata-se de um ciclo computacional que atualiza as variaveis discretas, a partir do
tempo inicial ¢y (ou de um tempo anterior t,) no tempo t,,1 = t, + dt, utilizando para isso os
seguintes passos:

— Passo 1: considera-se p” = p um campo de pressao que satisfaca as condi¢oes de contorno
na superficie livre, onde a pressao é calculada por meio de (2.35) e o campo de velocidade por
meio de (2.36) e (2.37);

— Passo 2: conhecendo-se a pressao, calcula-se um campo de velocidade intermediario u;
dado por

U; = u; + 0y [—a(uiuj) Op L9 (8Ui)+ 1

- — L i=1,2,3 5.15
Oz, Or; ReOdx; \ Ox; FTQQ] ! (5.15)

— Passo 3: resolve-se a equacgao de Poisson para o potencial auxiliar ¢ através de

o (op\ (0@ .
D) (M) i 510

utilizando-se condigao de contorno homogénea de Dirichlet na superficie livre e na saida (¢ = 0),

e de Neumann na entrada e no contorno rigido (%‘5 = 0). Vale ressaltar que o sistema linear
(5.16) é resolvido pelo método dos gradientes conjugados (para mais detalhes ver [60]);
— Passo 4: atualiza-se o campo de velocidade através de
Oy

=1 — —, i=1,2,3; 5.17
u; =1 o, i (5.17)

— Passo 5: conhecendo-se o campo de velocidade, atualiza-se o campo de pressao por meio
de

5. P

(5.18)
— Passo 6: determina-se as novas posicoes das particulas marcadoras que representam o
fluido (as quais permitem a visualizagdo do escoamento e a orientacdo da superficie livre) por

meio da resolucao do sistema de EDOs

dx i
dt

=, i=123 (5.19)

utilizando-se o método de Euler explicito;
— Passo 7: atualiza-se as condicoes de contorno necessarias e retorna-se ao Passo 1 para

dar inicio a um novo ciclo computacional.

Para o caso turbulento, o ciclo computacional considerado para a resolucao das equacoes
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5.3 Discretizacdo das Equacdes de Navier-Stokes

médias de Navier-Stokes 2D com modelagem x—¢ é analogo ao ciclo computacional apresentado
acima para o caso laminar. No entanto alguns passos sao acrescentados neste algoritmo para
o célculo das variaveis turbulentas. Para isso, inicia-se o ciclo computacional acima descrito e,
apo6s executar o Passo 5, os seguintes passos sao executados:

— Passo I: calcula-se a energia cinética turbulenta x através de

L ey Gy [_8(%) L L0 ((Hﬁ) ﬁ) + D, 2t g], (5.20)

oz, | Reor, o) o, S

em que D;; é definido pela Eq. (2.42);
— Passo II: calcula-se a dissipagao de energia € através de

oy g {_3(8%) L L0 ((1 n ”t) Oe ) +Ti (ClaytD Ou; _ nge)] . (5.21)
t

Oz, Re Ox; 0_5 8—% ”8—%

em que T3, Ci. e (5 sao definidos na Secao 2.5;

— Passo III: atualiza-se a viscosidade turbulenta por
v = C,KT4, (5.22)

onde C, é definido na Secao 2.5. Calculadas as varidveis k e € e a viscosidade turbulenta 1,

completa-se o ciclo computacional executando os passos finais Passo 6 e Passo 7.
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CAPITULO

6

Resultados Numéricos 1D

Com o objetivo de investigar o desempenho do esquema EPUS em problemas 1D, neste
capitulo apresentam-se os resultados obtidos por ele na resolucao de diversas leis de conservacao
hiperbélicas 1D, a saber: equacao de adveccao, Burgers e Euler. Os resultados obtidos sao entao

comparados com resultados de outros esquemas da literatura apresentados na Secao 3.6.

6.1 Equacao Linear de Adveccao

O problema de adveccao de um escalar, descrito na Segao 2.1.1, é resolvido nesta secao
para quatro diferentes testes numéricos, a saber: no Teste-1 faz-se uma anéalise do EPUS para
diversos valores do parametro livre A em problemas com condicoes iniciais suaves e nao suaves;
no Teste-2 analisa-se a restricao TVD do novo esquema; e no Teste-3 calcula-se a ordem
de convergéncia observada do EPUS, a qual é comparada com a dos demais esquemas de alta
resolucao. Na discretizacao temporal, duas aproximagoes sao consideradas: Euler explicito e
Runge-Kutta TVD de terceira ordem. Ainda neste mesmo teste, calcula-se o tempo de CPU do
EPUS para resolver o problema proposto, cujos valores sao comparados com os obtidos pelos

demais esquemas.

Teste-1: conforme demonstrado no Apéndice A, o esquema EPUS satisfaz a restricao de esta-
bilidade TVD para todos os valores de A no intervalo [16,95]. Com o proposito de selecionar
alguns destes parametros para determinados tipos de problemas, diversos testes numéricos
foram realizados (neste trabalho seguem apresentados apenas alguns deles) e uma propriedade
importante do novo esquema foi observada: para A = 16, o esquema EPUS apresenta bons
resultados em problemas suaves; enquanto que para A = 95, melhor desempenho é obtido em
problemas com descontinuidades e altos gradientes (problemas nao suaves). Para verificar esta

propriedade, resolve-se neste teste dois diferentes problemas: Problema Suave e Problema
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Nao-Suave.

— Problema Suave: neste teste avalia-se o esquema EPUS para diferentes valores do parametro
livre, a saber, A = 16,60 e 95, sendo estes valores os limitantes do intervalo para A e o outro
um valor aleatorio no intervalo. Considera-se aqui a equacao de adveccao suplementada com a
condigao inicial ug = sen(z). Na simulagao utiliza-se uma malha com N = 100 células computa-
cionais, niimero de Courant 6 = 0.5, tempo final de simulac¢ao ¢ = 1.0 e dominio x € [, 7]
(0x = 0.06283). Os resultados obtidos seguem na Figura 6.1, onde pode-se observar que o novo
esquema com A = 16 captura melhor a solucao, enquanto que os resultados obtidos para A = 95
apresentam pior desempenho. Essas conclusoes ficam também evidentes analisando-se a Tabela
6.1, a qual mostra os erros relativos obtidos pelo esquema EPUS para diversos os parametros

livres.

Figura 6.1: comparacao para o Teste-1 - Problema Suave de alguns valores do parametro
livre A para o caso de adveccao de um escalar.

EPUS WEN | 1B | 1Bl

A =16 | 1.491449e-02 1.912056e-02 5.468171e-02
A =060 1.542339e-02 2.060312e-02 6.170965e-02
A =951 1.594061e-02 2.146075e-02 6.792484e-02

Tabela 6.1: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-1 - Problema Suave.

— Problema Nao-Suave: aqui avalia-se os parametros livres do esquema EPUS em um

problema nao suave. Considera-se a equagao de advecgdo definida em [0, 2] e suplementada
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com a seguinte condicao inicial:

p

exp | ~log(50) (55522)°], 0 <@ <02,
1, 0.3<z<04,
20x — 10, 0.5 <z <0.55,
uo(w) = (6.1)
12 — 20z, 0.55 < 2 < 0.6,
1 — (25015)7 0.7<x <08,
\ 0, caso contrario.

Nesta simulagao utiliza-se uma malha com N = 100 células computacionais (dz = 0.02),
nimero de Courant 8 = 0.5 e tempo final de simulacao ¢ = 0.5. Os resultados obtidos seguem
na Figura 6.2, onde pode-se observar que o novo esquema com A = 95 captura com melhor
desempenho os picos e as regioes de descontinuidades, ao passo que o EPUS com parametro
A = 16 suaviza claramente a solucao. Essas conclusoes ficam também evidentes analisando-se a

Tabela 6.2, a qual apresenta os erros relativos obtidos pelo EPUS para os diferentes parametros
livres.

Figura 6.2: comparacao para o Teste-1 - Problema Nao-Suave de alguns valores do
parametro livre \ para o caso de adveccao de um escalar.

Teste-2: neste teste faz-se uma anéalise da restricao TVD (ver Qamar [45]) para o novo esquema.
Para isso, utiliza-se o EPUS com o parametro livre A = 95 aplicado & equacao de adveccao
definida em [—1, 5] com condi¢ao inicial (problema de Riemann)

1, se—i<zg<li
ug(x) = ' 3= = 6.2
o) { 0, caso contrario. (6.2)
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EPUS UEW: | B | Ewl

A =16 | 1.533644e-01 1.850316e-01 3.797700e-01
A =060 | 1.394310e-01 1.671179e-01 3.046600e-01
A =095 11.153989¢-01 1.416574e-01 2.445100e-01

Tabela 6.2: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-1 - Problema Nao-Suave.

Nesta simulagao, considera-se trés diferentes malhas, a saber, N = 50,100 e 200 células
computacionais (dx = 0.12, 0.06 e 0.03), nimero de Courant 6 = 0.8 e tempo final de simulacao
t = 4.0. Os resultados obtidos para esta anélise sao apresentados na Figura 6.3, em que é
possivel observar que a TV do esquema EPUS nao aumenta conforme avanca-se no tempo,
satisfazendo, assim, a restricio TVD para estabilidade. E importante ressaltar que, neste
trabalho, a estabilidade do esquema EPUS é acessada através de testes numéricos como este.
Isso se deve ao fato de que pretende-se aplicar o esquema em problemas nao lineares, cuja

estabilidade é verificada através de testes numeéricos (ver [45]).

(2) (b)

201
1+ P ’P’fr-vo__,..g ..... ‘5'--».3* — Exata
' ’,’? ':_‘w" oo N=50 2 5 Cacac Liackessa e
g 4 e N=100 %00,
08l ¥ [ N=20
v [ o
‘ i 19} *00,
I OO
\.'_ GOO
06 ". S 00.00
o = 198 %0,
3 L NI
[ > %
04k ' & %
1971 °a,
G.O
- Exata Oovs
02l 00 N = 50 900
b b 1% oo N=100
~+ N=200
H AL %co
0 PR il 1,95+ 0
o
\ \ \ \ \ \ %
1 05 0 05 1 0 1 2 3 4
T t

Figura 6.3: andlise da TV feita em Teste-2: (a) comparagao entre as solugdes exata e numeéricas
e (b) comportamento da TV do esquema EPUS em diferentes malhas.

Teste-3: na busca de uma anéalise mais quantitativa do esquema EPUS, neste teste calcula-se a
ordem de convergéncia observada, utilizando-se para isto duas aproximagcoes temporais diferen-
tes, a saber, Euler explicito e Runge-Kutta TVD de terceira ordem. Neste caso, a equacao de
adveccao é suplementada com a condicao inicial ug = sen(x). Nesta simulagao considera-se ma-
lhas com N = 20,40, 80, 160 e 320 células computacionais, numero de Courant 6 = 0.3, tempo
final de simulagao t = 1.0 e dominio x € [—m, 7] (6x = 0.31415, 0.15708, 0.07854, 0.03927 e
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6.1 Equacdo Linear de Adveccdo

0.01963). Os resultados obtidos para este teste seguem na Tabela 6.3, a qual compara o esquema
EPUS com os demais esquemas de alta resolucao. A partir de uma analise desta tabela infere-se
que o novo esquema mostra-se competitivo com os demais métodos, apresentando maior ordem

de convergéncia quando combinado com Runge-Kutta para a marcha temporal, assim como

para os demais esquemas.

Esquema Euler Explicito Runge-Kutta
N I Lo Iy Lo
En | D En ] P En ] P E, P
EPUS 20 | 0.129743 — 0.313360 — 0.032687 — 0.088860 —
40 | 0.051988 1.319413 0.313340 0.000092 | 0.004237 2.947580 0.029940 1.569460
80 | 0.012356 2.072989 0.249430 0.329094 | 0.000794 2.415378 0.016270 0.879859
160 | 0.003579 1.787605 0.249820 -0.002254 | 0.000109 2.860303 0.008170 0.993808
320 | 0.001505 1.249383 0.246570 0.018892 | 0.000020 2.431090 0.004010 1.026728
SDPUS-C1| 20 | 0.131333 — 0.325200 — 0.032989 — 0.075050 —
40 | 0.055304 1.247787 0.309710 0.070409 | 0.005519 2.579637 0.031220 1.265382
80 | 0.013098 2.077997 0.248910 0.315294 | 0.000779 2.824350 0.016120 0.953619
160 | 0.003194 2.035910 0.249880 -0.005611 | 0.000144 2.438288 0.008090 0.994640
320 | 0.001502 1.088688 0.247440 0.014157 | 0.000023 2.636047 0.003980 1.023371
TOPUS 20 | 0.125627 — 0.300040 — 0.041857 — 0.092270 —
40 | 0.049530 1.342779 0.250000 0.263227 | 0.007626 2.456376 0.035510 1.377636
80 | 0.013048 1.924508 0.250000  0.000000 | 0.000964 2.984664 0.016110 1.140269
160 | 0.002698 2.274025 0.250000 0.000000 | 0.000195 2.301580 0.008000 1.009885
320 | 0.001252 1.107132 0.250000 0.000000 | 0.000027 2.860690 0.003950 1.018147
ADB 20 | 0.023845 — 0.121090 — 0.129623 — 0.205110 —
40 | 0.006465 1.882878 0.135750 -0.164872 | 0.036191 1.840599 0.111830 0.875091
80 | 0.002068 1.644383 0.142170 -0.066665 | 0.009552 1.921738 0.058580 0.932828
160 | 0.000974 1.086607 0.144460 -0.023053 | 0.002452 1.962065 0.030050 0.963043
320 | 0.000458 1.087803 0.144820 -0.003591 | 0.000621 1.982272 0.015220 0.981396
WACEB 20 | 0.139407 — 0.345490 — 0.033652 — 0.141521 —
40 | 0.052389 1.411979 0.354650 -0.037752 | 0.004799 2.809938 0.055704 1.345154
80 | 0.012282 2.092712 0.250000 0.504468 | 0.000906 2.404461 0.027775 1.004018
160 | 0.003595 1.772582 0.250000 0.000000 | 0.000173 2.386474 0.013379 1.053760
320 | 0.001374 1.387510 0.245540 0.025970 | 0.000036 2.274018 0.006373 1.069952
CUBISTA | 20 | 0.130729 — 0.317830 — 0.043900 — 0.162302 —
40 | 0.067099 0.962211 0.330870 -0.058009 | 0.006595 2.734775 0.056310 1.527209
80 | 0.010881 2.624474 0.249920 0.404798 | 0.001053 2.646613 0.028006 1.007677
160 | 0.003380 1.686626 0.247480 0.014154 | 0.000204 2.365172 0.013475 1.055463
320 | 0.001594 1.084309 0.238680 0.052234 | 0.000039 2.404677 0.006411 1.071564

Tabela 6.3: erros relativos nas normas Ly e L., e ordem de convergéncia (p) calculados para o
Teste-3 utilizando como aproximacao temporal Euler explicito e Runge-Kutta TVD de terceira
ordem.

Neste mesmo teste, faz-se uma outra analise quantitativa, em que se calcula o tempo de CPU
utilizado pelos esquemas para resolver o problema aqui proposto. Nesta simulacao considera-se
uma malha com N = 400 células computacionais, nimero de Courant # = 0.3 e 0.5, tempos
finais de simulagdo ¢ = 10.0 e 20.0, no dominio x € [—m, 7| (dx = 0.01571). Os resultados

obtidos para este teste seguem apresentados na Tabela 6.4, em que é possivel observar que o
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esquema EPUS, comparado com os demais esquemas polinomiais (SDPUS-C1 e TOPUS), é um
pouco mais caro computacionalmente, como era esperado, considerando que o novo esquema
¢ dado por um polinomio de grau oito, enquanto os outros dois sao dados por polinomios de
grau seis e quatro, respectivamente. No entanto, esse é o preco a se pagar para obter melhores
resultados (principalmente em malhas grosseiras, onde o EPUS mostrou-se melhor). Comparado
ao esquema ADBQUICKEST, o EPUS é mais barato por apresentar menos condicionais em

sua formulacao.

Esquema t=10 t =20
9:().3‘(9:0.5 9:().3‘(9:0.5
EPUS 2,14 1.22 3.46 2.00
SDPUS-C1 2.07 1.18 3.38 1.95
TOPUS 1.99 1.04 3.32 1.82
ADBQUICKEST 226 1.31 3.58 2.08

Tabela 6.4: tempo de CPU calculado para o Teste-3.

6.2 Equacao Nao-Linear de Burgers

Nesta secao, a equacao de Burgers, descrita na Secao 2.1.2, é solucionada em quatro situagoes
(condigoes iniciais) com o objetivo de verificar se o esquema EPUS é apropriado para este
problema nao linear. No Teste-4 faz-se uma anéalise para diversos valores do parametro livre
A em problemas com condigoes iniciais suaves e nao suaves; no Teste-5 analisa-se a restricao
TVD do esquema EPUS; no Teste-6, para melhor avaliar o novo esquema, calcula-se sua
ordem de convergéncia, a qual é comparada com a dos demais esquemas de alta resolucao; e
no Teste-7 faz-se uma comparacao qualitativa dos esquemas para um problema nao suave, o

qual foi implementado utilizando-se a técnica de corregao de entropia (ver [24, 55]).

Teste-4: a partir deste teste, faz-se uma andlise do parametro livre )\, assim como feito para
a equacao de adveccao, ilustrando novamente, agora para o caso nao linear, que o EPUS com
parametro livre A\ = 16 apresenta os melhores resultados para problemas suaves, enquanto que

para o parametro A = 95, melhores resultados sao alcancados em problemas nao suaves.

— Problema Suave: neste teste, a equagao de Burgers é aplicada a condicao inicial uyg = sen(x)

para z € [0, 27]. A solugao exata para este problema é dada por (ver Platzman [44])
0o (—nt
u(z,t) = —2 Z %sen(nw), (6.3)

em que J,, é a fungao de Bessel de grau n. Considera-se a equagao (6.3) truncada com n = 500
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termos. Para a simulacao, utiliza-se uma malha com N = 200 células computacionais (dx =
0.03141), namero de Courant 8 = 0.5 e tempo final de simula¢ao ¢t = 1.0. Aqui, os valores
A = 16,60 e 95 sao testados e, conforme esperado, os melhores resultados sao obtidos pelo EPUS
com A = 16, como mostra a Figura 6.4. Vé-se por essa figura que menos oscilacoes sao formadas
ao aplicar o esquema com este parametro. Com o objetivo de ilustrar quantitativamente esta
andlise, apresenta-se a Tabela 6.5, a qual mostra o erro relativo obtido neste teste e comprova

o bom desempenho do esquema EPUS com parametro A = 16.

Zoom
— exaa !

216

- 60

- 95

.0’5,
= ?
i
| | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 18 2 22 24
T X

Figura 6.4: comparacao para o Teste-4 - Problema Suave de alguns valores do parametro
livre A para o caso nao linear.

EPUS UE: | Bl | Bl

A =16 | 7.145545e-03 1.286337e-02 7.837454e-02
A =060 | 1.235676e-02 2.292389¢-02 8.081938e-02
A =951 2.041206e-02 4.192552e-02 1.381012e-01

Tabela 6.5: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-4 - Problema Suave.

— Problema Nao-Suave: agora, assim como feito para a equacao de adveccao, ilustra-se
a propriedade de o esquema EPUS apresentar melhor comportamento com o parametro livre

A = 95 para problemas nao suaves. Para isso, considera-se a equacao de Burgers suplementada
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com condicao inicial

1, se r < 1.5,
up(z) =¢ 25 —xz, se 1.5 <z <25, (6.4)
0, se x> 2.5,

cuja solugao exata é (ver Shin et al. [49]):

—Parat < 1:
1, se r < 1.5+1,
u(r,t) = ¢ 22, se 1.5+t <x <25, (6.5)
0, se T > 2.5;
— Parat > 1:
1 <24 0.5t
w(z,t) = 5 rS 2T (6.6)
0, se x> 2+ 0.52.

Neste teste, consideram-se uma malha com N = 200 células computacionais, niimero de
Courant ¢ = 0.5, tempo final de simulacdo ¢ = 1.0 e dominio = € [1,3.5] (dz = 0.0125).
Os resultados obtidos sao apresentados nas Figuras 6.5 e 6.6, em que pode-se observar que
o EPUS com parametro livre A = 95 apresenta os melhores resultados neste problema com
descontinuidade. Com o objetivo de ilustrar quantitativamente esta analise, apresenta-se a
Tabela 6.6, a qual mostra o erro relativo obtido neste teste, comprovando que o esquema EPUS

com parametro A = 95 apresenta melhor desempenho neste caso nao suave.

1 T | — exata
Ll oo 16
Zoom 1 B
08— )
0,6
3
041
02}
Zoom 2
0 -
\ \ \ \
1 15 2 25 3 35
T

Figura 6.5: comparacao para o Teste-4 - Problema Nao-Suave de alguns valores do
parametro livre A para o caso nao linear.
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Figura 6.6: regioes de ampliacao da Figura 6.5.

EPUS B | 1Bl

|| Enlloo

A =16 | 1.548996e-04 1.559159e-03 1.701999e-02

A =60 | 3.426671e-04 3.275180e-03 3.555602e-02

A =95 | 6.784996e-05 7.129032e-04 7.803977e-03

Tabela 6.6: erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-4 - Problema Nao-Suave.

Teste-5: neste teste faz-se uma anéalise da propriedade TVD para o esquema EPUS, utilizando

para isto a equagao de Burgers com condigao inicial e respectiva solucao exata dadas por (ver
Qamar [45] e Kumar [27])

L
0,

uo(z) =

se |z| < 3,

se 3 < |z] <1,

1
se x < —3,

1 1
se —s<r<t—z3
31 1 3’1 (6'7)
set—5 <x<3l+3,

1 1
se:c>§t—|—§.

Para a simulacao deste teste, utiliza-se 3 malhas computacionais, a saber, N = 50, 100 e 200,
niamero de Courant § = 0.5 e tempo final de simulacdo t = 0.6, no dominio z € [—1,1]

(0x = 0.04,0.02 e 0.01). Os resultados aqui obtidos seguem apresentados na Figura 6.7, em
que vé-se claramente que o esquema EPUS satisfaz a propriedade TVD de estabilidade. Em

particular, observa-se na Figura 6.7 (a) que houve convergéncia monétona da solugao numérica.

E importante ressaltar que, assim como no caso da equacao de adveccio, aqui a estabilidade do

esquema é acessada através de testes numéricos, pelo fato de que pretende-se testar o esquema
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EPUS em problemas nao lineares.
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Figura 6.7: andlise da TV feita no Teste-5: (a) comparagao entre as solu¢oes exata e numéricas
e (b) comportamento da TV do esquema EPUS em diferentes malhas.

Teste-6: na busca de uma analise quantitativa do esquema EPUS, neste teste acessa-se sua or-
dem de convergéncia bem como comparacoes com outros esquemas. Considera-se o mesmo pro-
blema apresentado no Teste-1, utilizando-se os seguintes dados: malhas computacionais N =
20, 40,80, 160 e 320, # = 0.5, t = 0.25 e dominio x € [—m, 7] (dz = 0.31415, 0.15708, 0.07854,
0.03927 e 0.01963). A comparagao dos resultados é apresentada na Tabela 6.7, a partir da
qual pode-se concluir que, em geral, os melhores resultados sao obtidos com o esquema EPUS.
Observa-se também que os esquemas ADBQUICKEST e SUPERBEE apresentam ordem de
convergéncia inferiores aquelas dos demais esquemas, sendo que na norma infinito a ordem ob-
servada foi negativa. Analisando-se também os erros relativos, infere-se que o esquema WACEB,
apesar de nao apresentar a maior ordem de convergéncia, é aquele que apresenta menor erro
relativo. Ja o esquema EPUS, dentre os esquemas polinomiais, é aquele que apresenta maior
erro relativo na primeira malha, mas com erro relativo menor na tltima malha, o que era de se

esperar pelo fato de apresentar maior ordem de convergéncia.
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Esquema N Ly Lo
En | p En ] p
EPUS 20 | 0.078897 — 0.033576 —

40 | 0.017333 2.186443 0.011631 1.529454

80 | 0.005186 1.740887 0.005483  1.084940
160 | 0.000692 2.906027 0.001605 1.772381
320 | 0.000314 1.139525 0.001578 0.024476
SDPUS 20 | 0.072521 — 0.024405 —

40 | 0.016754 2.113902 0.009341 1.385533

80 | 0.004611 1.861411 0.005356 0.802423
160 | 0.000653 2.820935 0.001615 1.729599
320 | 0.000317 1.040141 0.001580 0.031646
TOPUS 20 | 0.070807 — 0.026128 —

40 | 0.017313 2.032027 0.008982  1.540492

80 | 0.004611 1.908829 0.005398 0.734609
160 | 0.000668 2.787919 0.001612  1.743591
320 | 0.000317 1.075243 0.001579 0.029804
ADBQUICKEST 20 | 4.485276 — 1.444864 —

40 | 2.238254 1.002823 1.456373 -0.011446

80 | 1.118915 1.000274 1.451798 0.004539
160 | 0.559377 1.000207 1.455630 -0.003803
320 | 0.279677 1.000059 1.456201 -0.000565
WACEB 20 | 0.069035 — 0.021577 —

40 | 0.016246 2.087238 0.009577 1.171848

80 | 0.004453 1.867334 0.005334 0.844363
160 | 0.000651 2.773919 0.001617  1.721902
320 | 0.000315 1.047434 0.001580 0.033404
SUPERBEE 20 | 4.487269 — 1.460789 —

40 | 2.238511 1.003299 1.465684 -0.004826

80 | 1.118840 1.000535 1.453763 0.011781
160 | 0.559342 1.000202 1.456630 -0.002843
320 | 0.279667 1.000020 1.456739 -0.000108

Tabela 6.7: erros relativos nas normas L; e L., e estimativa para ordem de convergéncia (p)
calculados para o Teste-6.

Teste-7: embora atencao especial seja dada pela comunidade cientifica em CFD para a captura
da solucao nas regioes de ondas de choques e altos gradientes, dificuldades numéricas aparecem
na presencga de ondas de rarefacao, sendo uma delas a imprecisao no ponto sénico (ponto em
que a velocidade da onda muda de sinal), em que um maximo e/ou um minimo local sao criados
e a solucao deixa de ser monodtona ao longo da onda de expansao.

Segundo Tang [55], esquemas TVD podem apresentar esses problemas proximo ao ponto
sonico (que para a equacao de Burgers é em v = 0). Ainda, este autor afirma que isso também
pode ocorrer com esquemas que utilizam a estratégia upwind. Uma técnica eficiente para re-
solver este fendmeno & apresentada por Tang [55], conhecida como corregao de entropia (no caso,
é utilizada a corre¢ao de entropia de Harten [24]), a qual introduz uma viscosidade numeérica
no esquema de diferencas finitas.

Para a introducao desse efeito, considera-se um esquema geral de trés pontos da forma
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(expressao 5.1 com termo adicional):

Qi 1 Qi_l
5 (B = 6) =~ (0= dima). (6.8)

i = ¢ — 9(Fi+1 - Fz‘—1) +

em que o termo @, 1 é dado, neste caso, pela corre¢ao de entropia de Harten, da forma:
2

Q) :{ e, e (69)
2e

, z] <,

onde € é uma constante positiva dada.
Para ilustrar esse curioso fenomeno e mostrar como ele é solucionado através da correcao

de entropia, suplementa-se a equacao de Burgers com a condigao inicial

1, selz| <3,

up(z) = ) (6.10)
=1, segz <|z] <1,
cuja solucao exata é
( 1
-1, sex < —t — 3,
oty 1 1
, se —t—zs <z <it—z3,
u(z,t) =14 X 3 : 3 (6.11)
1, set—3 <x<g,
1
(— 1, se x> 3.

Para a simulacao deste problema, utiliza-se uma malha com N = 400 células computa-
cionais, § = 0.5, t = 0.3, dominio computacional = € [—1,1] (dz = 0.005) e considera-se como
escolha para a constante positiva da corregao de entropia ¢ = 0.5 (escolha essa feita a partir de
diversos testes numéricos).

Os resultados obtidos para este teste seguem apresentados na Figura 6.8 para varios esque-
mas, a qual apresenta uma comparagao entre as solugoes analitica e numéricas (estas calculadas
sem e com a corregao de entropia). Vé se claramente por esta figura que os resultados numeéricos
obtidos pelos esquemas sem a corre¢ao de entropia apresentam efeito dispersivo (ndo monédtono)
préoximo ao ponto s6nico, imprecisao essa que é solucionada pela adicao da correcao de entropia
no esquema. Neste teste, observa-se que todos os esquemas capturam a solucao quando ha a
correcao de entropia, mas pode-se inferir que os polinomiais apresentam melhor desempenho

com relacao ao ADBQUICKEST, que é um esquema linear por partes.
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6.2 Equacdo Nio-Linear de Burgers

EPUS SDPUS-C1

— exata .
oo sem CcorTecao
== COM COITe¢A0

. — exata N
oo Sem Corregao
=--0 COIM COITECA0

05 1 1 05 0 05 1
x
ADBQUICKEST

— exata -
oo Sem COIre¢ao
e-- COI COITeGA0

. — exata 5
oo Sem COIreGao
=--0 COIN COITEeCA0

Figura 6.8: ilustracao dos resultados obtidos sem e com correcao de entropia para o Teste-7.

6.3 Equacoes Nao-Lineares de Euler

Este sistema de equacgoes nao lineares estd descrito na Secao 2.1.3. Para estas equagoes
analisou-se o desempenho do esquema EPUS em resolver problemas de tubos de choques,
comparando-o com o desempenho dos demais esquemas de alta resolucao. Para esta analise,
dois testes sao apresentados, a saber: no Teste-8 resolve-se o famoso problema de tubo de
choque Two Interacting Blast Waves (por Wood e Collela [68]), conhecido por apresentar fortes
interacoes de choques. Ainda neste teste faz-se uma avaliacao qualitativa de seu desempenho,

comparando tempo de CPU, erro relativo e ordem de convergéncia; e no Teste-9 simula-se o
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problema do tubo de choque de Sod [51], em que analisa-se qualitativamente o desempenho dos

esquemas.

Teste-8: neste teste, simula-se o famoso problema Two Interacting Blast Waves proposto por
Wood e Collela [68]. E um problema muito interessante pelo fato de apresentar fortes interacoes
entre choques, além de ondas de rarefacoes e ondas de contato. Os dados iniciais consistem em
duas ondas de choques fortes propagando em direcoes opostas e que colidem uma com a outra.

Sua condicao inicial depende de trés estados constantes da forma

(1, 0, 1000)T, se 0<x<0.1,
(po, uo, Po)" =% (1, 0, 0.01)T, se 0.1 <z <0.09, (6.12)
(1, 0, 100)%, se 09 <z <1.0.

Para esta simulacao considera-se uma malha com N = 1000 células computacionais, niimero
de Courant 6 = 0.9, tempo final ¢ = 0.038 e dominio = € [0, 1] (dz = 0.001). Para a solucao
de referéncia, os valores sao calculados com o limitador de fluxo MC em uma malha com
N = 2000 células computacionais. Os resultados obtidos para este teste sao mostrados nas
Figuras 6.9, 6.10 e 6.11, em que pode-se observar que o esquema EPUS captura o fen6meno
satisfatoriamente, apresentando melhor desempenho que os demais esquemas polinomiais. No
entanto, em algumas regioes, o esquema ADBQUICKEST foi o que se comportou melhor.

Considerando o quao reconhecido é este problema, faz-se neste teste uma avaliacao quanti-
tativa do esquema EPUS. Para isso seu erro relativo e ordem de convergéncia sao calculados, os
quais sao comparados com os obtidos pelos demais esquemas de alta resolucao. Ainda, calcula-se
o tempo de CPU utilizado por cada esquema para resolver este problema. Foram consideradas
4 malhas computacionais, a saber, N = 125,250,500 e 1000. Os resultados obtidos seguem
apresentados na Tabela 6.8, em que observa-se que o novo esquema foi o que alcangou maior
ordem de convergéncia e também o menor erro relativo dentre todos os esquemas apresentados.
No entanto, por ser derivado de um polinomio de grau oito, nao é o que apresenta menor tempo
de CPU para a execucao deste teste. Levando em conta que bons resultados foram obtidos pelo
EPUS, considera-se que o tempo de CPU utilizado por ele seja aceitavel, sendo este o preco a

se pagar para obter melhores resultados.
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Figura 6.9: solucoes de referéncia e numéricas para a densidade no problema Two Interacting
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Figura 6.10: solucoes de referéncia e numéricas para a energia total no problema Two Interacting
Blast Waves.
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Figura 6.11: solucoes de referéncia e numéricas para a velocidade no problema Two Interacting
Blast Waves.
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Esquema N ||Ew| D Tempo de CPU
EPUS 125 0.186900 — 0.044
250 0.098291 0.927138 0.108
500 0.041372 1.248393 0.395
1000 0.012660 1.708353 1.360
SDPUS 125 0.202030 — 0.058
250 0.113256 0.834988 0.112
500 0.052581 1.106972 0.406
1000 0.019254 1.449361 1.322
TOPUS 125 0.219149 — 0.044
250 0.125732 0.801561 0.104
500 0.061682 1.027422 0.381
1000 0.024237 1.347674 1.271
ADBQUICKEST 125 0.202354 — 0.048
250 0.114087 0.826747 0.111
500 0.054632 1.062314 0.402
1000 0.022263 1.295119 1.273
WACEB 125  0.185689 — 0.033
250 0.104136 0.834427 0.117
500 0.046806 1.153707 0.367
1000 0.016414 1.511779 1.239

Tabela 6.8: resultados obtidos para o Teste-8: erro relativo £} e estimativa para a ordem de
convergéncia p, ambos obtidos na norma L4, e tempo de CPU em cada malha.

Teste-9: neste teste apresenta-se o problema conhecido por tubo de choque de Sod [51]. Na
Figura 6.12 é ilustrado as condigoes iniciais para um tubo de choque deste tipo, em que a Regiao
1 esta a esquerda do choque e a Regiao 2 a direita dele. Nota-se que devem ser satisfeitas as

seguintes condigoes: p; > p,, pr > pr € u; = u, = 0 (o fluido estéd inicialmente em repouso).

Regiao 1 Regiao 2
Y2
Pl
br
pr
u =0 U, =0
Lo

Figura 6.12: modelo do tubo de choque de Sod em ¢ = 0.

Neste teste, as condi¢oes iniciais para o tubo de choque de Sod sao dadas por

(po. ti0, p )T B (1,0, 1)T, z < 0.5, (6.13)
0, %0, O - .
(0.125,0,0.1)7, 2> 0.5.
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Para esta simulacao, considera-se uma malha com 500 células computacionais, nimero
de Courant # = 0.9, tempo final de simulagiao t = 0.1 e dominio computacional z € [0, 1]
(0x = 0.002). Para a solugao de referéncia, utiliza-se o limitador MC aplicado a uma malha
com 2000 células computacionais e nimero de Courant # = 0.1. Os resultados obtidos seguem
apresentados nas Figuras 6.13 e 6.14, em que sao apresentados as solucoes para densidade e
energia interna, respectivamente. A partir destas figuras, é possivel concluir que o esquema
EPUS tem bom desempenho ao simular este problema de tubo de choque (tanto para os re-
sultados da densidade quanto para a energia interna), sendo, entre os esquemas polinomiais, o
melhor deles. No entanto, em algumas regioes, o ADBQUICKEST mostrou capturar melhor a

solucao.
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Figura 6.13: solucoes de referéncia e numeéricas para a densidade no problema do tubo de
choque de Sod.
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Figura 6.14: solugoes de referéncia e numeéricas para a energia interna no problema do tubo de

choque de Sod.
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CAPITULO

7

Resultados Numéricos 2D e Axissimétricos

O desempenho do esquema EPUS é verificado neste capitulo em leis de conservacao 2D
(Euler e 4dguas rasas) e nas equagoes 2D e axissimétricas de Navier-Stokes. Para as leis de
conservacao, os resultados obtidos pelo esquema EPUS sao confrontados com solugoes de re-
feréncia e também com os resultados obtidos por outros esquemas de alta resolucao. Para os
escoamentos incompressiveis modelados pelas equacoes de Navier-Stokes, os dados apresenta-
dos pelo esquema EPUS sao comparados com resultados analiticos, experimentais, teéricos e

numéricos presentes na literatura.

7.1 Leis de Conservacao 2D

Nesta secao, apresentam-se os resultados numéricos obtidos pelo esquema EPUS para re-
solver dois sistemas hiperbolicos de leis de conservacao 2D, a saber, Euler e dguas rasas. Estes

problemas foram simulados no ambiente computacional CLAWPACK!.

7.1.1 Sistema N3ao-Linear de Euler

O sistema hiperbolico nao linear de Euler 2D, descrito na Secao 2.2.1, é utilizado aqui para
modelar dois problemas da dinamica dos gases, a saber, Four-shocks e Four-contacts, os quais

sao apresentados a seguir.

Teste-1: neste teste resolve-se o fenémeno conhecido por Four-shocks problem (ver 9, 32]),
que consiste num problema de Riemann 2D com estados iniciais constantes dados em quatro

quadrantes, definidos no dominio [0, 1]x[0, 1] e com um ponto de contato localizado em (0.8, 0.8).

"http://www.amath.washington.edu/~claw /
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Este problema é caracterizado pela interacao de quatro ondas de choque. Seus estados iniciais

sao dados por

1.5, 0, 0, 1.5, 0.8, 1] x [0.8, 1],
~ | [0.13799, 1.2060454, 1.2060454, 0.0200323]7, [0,0.8] x [0, 0.8,
[p(]u Ug, o, pO] = T (7 1)
05322581, 1.2060454, 0, 0.3]7, [0,0.8] x [0.8, 1],
[0.5322581, 0, 1.2060454, 0.3]7, 0.8, 1] x [0,0.8].

Para a simulagao deste teste considera-se uma malha com 200 x 200 células computacionais
(0x = dy = 0.005), nimero de Courant # = 0.8 e tempo final de simulagao tf = 0.8. Os resul-
tados obtidos para o perfil da densidade p no plano x L y sao mostrados na Figura 7.1, em que
é possivel observar que todos os esquemas apresentados conseguiram simular satisfatoriamente
o fendbmeno proposto, sendo que os melhores resultados foram obtidos pelo esquema EPUS, o
qual captura melhor a solucao.

A partir de uma melhor analise dos resultados obtidos neste teste, a qual é apresentada na
Figura 7.2, avalia-se os valores de p sobre a reta y = x, plotando-os em relagao a x. Analisando
esta figura, conclui-se que, de fato, o esquema que melhor resolve este problema é o EPUS,
capturando com bom desempenho as regides de picos e vales, sem suavizéi-las, comportamento
este muito evidenciado pelo esquema ADBQUICKEST.

Ainda, com o objetivo de fazer uma anélise do ponto de vista quantitativo, calcula-se tam-
bém a ordem de convergéncia observada. Os resultados obtidos seguem exibidos na Tabela 7.1.
De um modo geral, todos os esquemas obtiveram resultados semelhantes, sendo que o esquema
EPUS apresenta, em sua maioria, os melhores resultados.

Com o objetivo de fazer uma analise da solugao com refino da malha, procurando evidenciar
vantajosas propriedades do esquema EPUS, este mesmo problema é resolvido utilizando uma,
malha com 1000 x 1000 células computacionais (ver Cada [9]) (dz = dy = 0.001), § = 0.8 e
tf = 0.8. Os resultados obtidos para o perfil da densidade p no plano x L y sao apresentados
na Figura 7.3, em que pode-se observar que o esquema EPUS (com parametro livre A = 95) é o
que menos amortece as estruturas vorticais formadas no problema, mostrando ser um esquema,
que introduz pouca dissipacao numérica. Observe ainda, nesta mesma figura, mais um exemplo
de outra propriedade do esquema EPUS j& apresentada anteriormente: os melhores resultados
sao obtidos pelo novo esquema com parametro livre A = 95 em problemas com choques (que é

o caso deste teste), enquanto com A = 16 apresenta pior desempenho neste tipo de problema.
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SDPUS-C1

T
0.‘10 0.‘20 0.{‘10 0.!4() 0.‘50 0.50
X
BT e |
02846 04319 0.5792 07265 08738 1.021 1168 1310 1463 1.010 02851 04328 05805 0728 0.87% 1024 1171 1319 1407 1014

TOPUS ADBQUICKEST

1
02851 04330 05808 07287 08766 1.024 1172 1320 1468 1610

Figura 7.1: perfil da densidade para o problema Four-shocks problem (Teste-1).
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Zoom
2
98
— | !
to 1 | e 4
15+ LR :‘ ”e?f'?gi?@ gAf\\i\vfl
f ,f //*X
: g
: W LErve
< i RN Bd/ ¥
S 081 # TV g
boosi
IRRN
o EPUS i LS eoERUS
o5k SDPUS-C1 i Lo SDPUS-C1
’ +-«TOPUS 06 ] IRy v +-«TOPUS
+ ADBQUICKEST i L - ADBQUICKEST
i
0 \ \ \ \ i \ | |
0 02 04 06 08 1 03 04 05
T x

Figura 7.2: comportamento da densidade sobre a reta y = x para o problema Four-shocks

problem (Teste-1).

Esquemas

N [tf=02]tf=04[tf=06]tf=08

EPUS

16
32
64
128

2.802421
1.149728
1.452255

2.558469
1.468347
2.274759

1.989391
1.528174
1.606929

3.148710
0.655765
1.477884

SDPUS-C1

16
32
64
128

2.786139
1.183948
1.433276

2.577962
1.446474
2.282586

1.983243
1.492269
1.614194

3.119330
0.675083
1.456111

TOPUS

16
32
64
128

2.781235
1.206041
1.417527

2.592425
1.432068
2.281726

1.979919
1.474187
1.612432

3.099280
0.688797
1.426924

ADBQUICKEST

16
32
64
128

2.766081
1.215765
1.418710

2.595229
1.402327
2.248497

1.983185
1.632650
1.564420

3.079302
0.701337
1.432594

Tabela 7.1: ordem de convergéncia p na norma L, para o Teste-1 em diferentes tempos.
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EPUS com A = 95 EPUS com A = 16

0.90 5 0.90

0.80

0.70 5 0.70]

0.60 3 0.60]

0.50

0.50
y

0.40 0.404

0.30

0.30

0.20 0.20

0.10 0.10

0.00 T T T T T T T T
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
X
| |
02826 04287 05747 07208 0.8568 1.013 1159 1305 1451 1.597 02845 04315 0.5785 07254 0.8724 1.019 1165 1313 1480 1.807

'SDPUS-C1

A
0.90 5 0.90
0.80 0.80
0.70 5 0.70 5
0.60 0.60
0.50 0.50
Y y
0.40 5 0.40 5
0.30 0.30
0.20 0.20
0.10 0.10
T T T T T T T
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
X
I I
02839 04345 0.5831 072318 08804 1.029 1.178 1320 1475 1.424 02826 04283 0.5741 07199 08557 1.011 1157 1303 1449 1.393

Figura 7.3: perfil da densidade numa malha refinada para o Four-shocks problem (Teste-1).
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ADBQUICKEST van Leer

0.90 0.90

0.80 0.80

0.70 0.704

0.60 0.604

0.50]
y
0.404

0.30 -

0.20+

0.104 0.104

I U
02845 04322 05799 07276 0.6753 1.023 1171 1.318 14060 1.014 02835 04299 05703 07227 0.8091 1016 1.162 1.308 1435 1.001

Figura 7.4: continuacao da Figura 7.3.

Teste-2: este teste também consiste num problema de Riemann 2D, sendo conhecido por
Four-contacts problem (ver [9]). A estrutura de sua solu¢do é dada por um vortice girando
no sentido horario. Neste problema, duas ondas de choque sao geradas através das linhas de
contato, as quais se propagam para fora em forma de espiral. A condicao inicial para este

problema é:

1, 0.75, —0.5, 117, [0.5,1] x [0.5,1],
2, 0.75, 0.5, 17, [0,0.5) x [0.5, 1]
, U, Vo, po)’ = 2, 0.7, 0.3, 1, ’ o 7.2
[P0, o, vo, P [, —0.75, 0.5, 17,  [0,0.5) x [0,0.5), (7.2)
3, —0.75, —0.5, 1|7, [0.5,1] x [0,0.5).

Nesta simulacao, considera-se uma malha com 1500 x 1500 células computacionais, niimero
de Courant # = 0.8, tempo final de simulacao ¢f = 0.8 e dominio [0,1] x [0,1] (dz = dy =
0.00067). Os resultados obtidos para o perfil da densidade p seguem na Figura 7.5, onde pode-se
observar que, mais uma vez, o esquema EPUS é o que menos amortece as estruturas vorticais
que surgem neste fendmeno, mostrando ser, dentre os esquemas testados, o que introduz menor

dissipacao numérica.
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EPUS SDPUS-C1

T T T T T T T T T T T T T T T T
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
X X

| 1
03205 05345 07484 09624 1176 1,390 1004 1.816 2032 2240 03242 05372 07502 09631 1176 1,389 1lol2 1815 2028 224

TOPUS ADBQUICKEST

0.50
y
0.40

0.30

0.10

0.00 -

T T T T T T T T T
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

X X
T N e L L B B

03252 05378 0.7304 09030 1176 1.388 1001 1813 2020 22% 03321 05440 07558 09070 1179 1,391 1603 1.815 2027 223

T T T T T T T T T
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

Figura 7.5: perfil da densidade numa malha refinada para o Four-contacts problem (Teste-2).

7.1.2 Sistema N3&o-Linear de Aguas Rasas

O sistema hiperbdlico nao linear de aguas rasas foi apresentado na Secao 2.2.2. Neste
trabalho, estas equagoes modelam o problema conhecido como radial dam-break (quebra de

barreira radial) [32], o qual é descrito e resolvido numericamente a seguir.
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Teste-3: resolve-se aqui o problema conhecido por radial dam-break problem (ver, por e-
xemplo, [32]), que consiste numa porcao de fluido circular inicialmente em repouso confinado
por uma barreira (ver Figura 7.6 (a)). Esta barreira é removida instantaneamente, formando
uma onda de choque que se espalha radialmente para fora, enquanto uma onda de rarefacao se
propaga para o interior (ver Figura 7.6 (b)). Inicialmente, a altura do fluido dentro da barreira
& h =2 e h =1 fora dela. De acordo com LeVeque [32], este problema é similar a estrutura do
problema de Riemann 1D de quebra de barreira. Levando em conta essa afirmacao, considera-se
a solucao deste problema 1D como solucao de referéncia para este teste. Esta solucao é calculada

resolvendo o seguinte sistema 1D de dguas rasas com termo fonte:

hU
b+ (WD), = ==,
1 hU?

onde U(r,t) é a velocidade radial e h é a altura como fun¢ao de r (distancia a partir da origem).

,*9!‘-“5‘-. S
i

|
.‘j!l .‘!«Lg

Figura 7.6: radial dam-break problem: comportamento da altura da porcao de fluido nos ins-
tantes (a) t =0 e (b) t = 0.25 (figura extraida de LeVeque [31]).

Para a simulacao deste problema, considera-se, para as solu¢oes numeéricas, uma malha
com 125 x 125 células computacionais, nimero de Courant 6§ = 0.9, tempo final de simulacao
tf = 1.5 e dominio computacional [—2.5,2.5] x [-2.5,2.5] (0 = dy = 0.04). Para o calculo da
solucao de referéncia, utiliza-se o limitador de fluxo MC e uma malha com N = 2000 células
computacionais.

Na Figura 7.7 apresenta-se o perfil da altura h no plano x L y, em que é possivel concluir
que todos os esquemas capturam satisfatoriamente o fen6meno. No entanto, para uma melhor
anélise dos resultados obtidos, nas Figuras 7.8 e 7.9 plota-se os valores de h em funcao de x

sobre a reta y = 0. Nestas figuras, as solu¢oes numéricas sao comparadas com a solugao de
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referéncia sugerida por LeVeque [32| (ver Eq. 7.3). Analisando-as é possivel concluir que o
esquema EPUS é o que captura melhor o fenomeno na regiao apresentada no Zoom 1 (regiao
com descontinuidade e rarefacdo), enquanto que o esquema ADBQUICKEST é o que apresenta

melhor desempenho em Zoom 2 (regido com uma onda de choque).

SDPUS-C1

2.0

1.0

0.0+

y
-1.04
-2.04
T T T T T
2.0 1.0 0.0 1.0 2.0
X
I
0.8379 0.875¢ 09137 09520 05700 1.028 1.0% 1104 1142 1.180
2.0+
1.0
0.04
Yy
-1.04
-2.07
T T T T T T T T
2.0 1.0 0.0 Lo 2.0 2.0 1.0 0.0 1.0 2.0
X X
I I
0.8362 08701 09139 09317 0980 1.027 1085 1103 1141 1179 0.8376 087535 09135 09315 09895 1026 1.066 1104 1742 1180

Figura 7.7: perfil da altura para o problema radial dam-break problem (Teste-3).
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14

13 Zoom 2
121 ‘ :

11

1 ; M‘ﬁ

Q Gy .~" ,,,,,,,,,,,

09 |

3 i — Referéncia
08 ‘,,,,,,,,,,,J -0 EPUS
SDPUS-C1
07 <+ TOPUS
+--+ ADBQUICKEST
06
05 | \ \ \
0 05 1 15 2 25
X

Figura 7.8: comportamento da altura sobre a reta y = 0 para o problema radial dam-break
problem (ver Teste-3).

Zoom 1 Zoom 2

— Referéncia
e-o EPUS \
SDPUS-C1 Y
» TOPUS kY
: +-+ ADBQUICKEST A
09 W \
) \\
= ) =11
\\\, \k\ﬁ\
085 *\\ — Referéncia X
\\“‘* e-o EPUS
. SDPUS-C1 AN
- TOPUS y
08l «--+ ADBQUICKEST

04 05 0,6 22 23 24

Figura 7.9: regioes de ampliacao da Figura 7.8.

7.2 Escoamentos Incompressiveis Laminares 2D

Esta secao consiste em verificar o esquema EPUS na resolucao de escoamentos incom-
pressiveis laminares 2D com superficies livres moveis, os quais sao modelados pelas equacoes
2D de Navier-Stokes descritas na Secao 2.3. Para isto, considera-se dois problemas diferentes,

a saber, colapso de uma coluna de fluido [12] (conhecido como Broken-dam) e jato livre sobre
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uma superficie rigida impermeavel [66]. Estes problemas sao descritos e apresentados a seguir.
Para a simulacao numérica considera-se o esquema EPUS com parametro livre A = 95. O valor
para A = 95 foi considerado aqui em virtude de ter fornecido bons resultados em problemas

nao lineares complexos envolvendo descontinuidades.

7.2.1 Colapso de uma Coluna de Fluido

Este problema é caracterizado por ser um escoamento com superficie livre movel. Con-
sidera-se uma coluna de fluido em equilibrio hidrostatico confinada entre paredes rigidas im-
permeéaveis e sob a acao da gravidade. No tempo ¢t = 0 o fluido inicia seu movimento como
ilustrado na Figura 7.10. Este problema foi estudado originalmente por Martin e Moyce [39], os
quais forneceram dados experimentais para o valor maximo do espalhamento horizontal (2,4, ).
Recentemente, dados numeéricos, tedricos e experimentais foram apresentados por Colagrossi e

Landrini em [12].

Bloco de fluido

ymax 3 ', . .
1 Superficie livre

Figura 7.10: ilustracao esquematica do problema de colapso de uma coluna de fluido.

Para verificar o desempenho do esquema EPUS neste problema, compara-se o compor-
tamento do espalhamento horizontal (x,,..) calculado com esse esquema com os resultados
apresentados por Colagrossi e Landrini [12| e também com o experimento de Martin e Moyce

[39]. A condicao de contorno aplicada foi a free-slip e os dados utilizados foram:

— Malha: 1000 x 200 células computacionais (dz = dy = 0.0005);
— Dominio: 0.5m x 0.1m;

— Dimensao da coluna de fluido: a = b = 0.057m;

— Escala de comprimento: Ly =a = b= 0.057Tm;

— Escala de velocidade: Uy = /gLy = 0.74778m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 10~%m?/s;

— Namero de Reynolds: Re = 42623.27.

A Figura 7.11 mostra uma comparacao entre os dados experimentais, tericos e numéricos

(extraidos de Colagrossi e Landrini [12]) e os resultados obtidos pelo esquema EPUS para o valor
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Tmaz- A partir desta comparacao, pode-se concluir que o novo esquema EPUS fornece resultados

em concordancia com os dados disponiveis na literatura (numéricos, teoricos e experimentais).

-+ EPUS
-9 Sol. Num. SPH
@2 Sol. Num. BEM
— Sol. Num. Level Set
--- Sol. Teo. Ritter
oo Exp. Martin e Moyce

! ! ! !
0 15 2 25
t\/g/a

Figura 7.11: comparacgao das solucoes para o problema do colapso de uma coluna de fluido.

Para ilustrar a evolugao do escoamento como um todo e da superficie livre, nas Figuras
7.12, 7.13 e 7.14 apresentam-se, respectivamente, os resultados para pressao e velocidades nas
direcoes = e y nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s e t = 0.2s. Analisando essas figuras,

nota-se que de fato o esquema EPUS captura satisfatoriamente o fenémeno do colapso 2D.

t = 0.05s t=20.1s

0.869 -0.001

-0.001 0.084 0.170 0.256 0.341 0427 0513 0.598 -0.001 0.083 0.128 0.192 0.257 0.321 0.385 0.450

Figura 7.12: contorno da pressao para o problema do colapso de uma coluna de fluido em
diferentes tempos.
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t = 0.05s t=20.1s

-0.001 0.168 0.337 0.506 0675 0.845 1.014 1.183 -0.001 0.230 0461 0.692 0.923 1.153 1.384 1.615

t =0.15s t=0.2s

-0.001 0.2863 . . 054 1.317 B 1.845 .0.001 0.279 0.580 0.840 1.a21 1.401 1.682 1.962

Figura 7.13: contorno da velocidade na direcao x para o problema do colapso de uma coluna
de fluido em diferentes tempos.

t = 0.05s t=20.1s

-0.645 -0.541 -0.437 -0.333 -0.229 -0.125 -0.021 0.083 -0454 -0.383 -0.311 -0.240 -0.169 -0.098 -0.026 0.045

t=0.15s t=10.2s

.022 0.019 -0.204 -0.172 . . .077 -0.0: 0.018

-0.265 -0.225 . . 103 -0.06.

Figura 7.14: contorno da velocidade na dire¢ao y para o problema do colapso de uma coluna
de fluido em diferentes tempos.

7.2.2 Jato Livre sobre uma Superficie Rigida Impermeavel

Nesta secao, o esquema EPUS é verificado na resolucao numérica do problema do jato livre
incidindo perpendicularmente sobre uma superficie rigida impermeavel sob a acao da forca
gravitacional (ver ilustracao deste fenomeno na Figura 7.15). Foi proposto por Watson [66]

uma solucao analitica para a altura H da superficie livre, dada por

Lu(x—f—l)
H@)={ V* 2 "= o (7.4)
a+ (;&g;)ﬂx), x < Zo,

em que @) é a vazdo, dada por @) = aly, considerando a = Ly/2 o raio do injetor e
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Injetor

Superficie livre

y

Ejetor Ejetor

Superficie rigida

Figura 7.15: ilustracao esquemética de um jato livre incidindo perpendicularmente sobre uma
superficie rigida impermeavel.

Ty = (3\/§C(W _ C)\/§> a Re, (7.5)

272

[ = (3\/30(2\/§C - W)> a Re, (7.6)

272

3V3c  wx

() = 2(m — ¢V/3) Uy’

(7.7)

Para a simulagao deste problema, considera-se condicao de contorno no-slip aplicada nas

paredes rigidas e os seguintes dados:

— Malha I: 100 x 25 células computacionais (dx = dy = 0.001);

— Malha IT: 200 x 50 células computacionais (dx = dy = 0.0005);

— Malha IIT: 400 x 100 células computacionais (6x = dy = 0.00025);
— Malha TV: 800 x 200 células computacionais (6x = dy = 0.000125);
— Raio do injetor: r; = 0.002m;

— Dominio: 0.1m x 0.025m;

— Escala de comprimento: Lo = 2r; = 0.004m;

— Escala de velocidade (velocidade de inje¢ao): Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 2 x 107%m?/s;

— Nimero de Reynolds: Re = 2000.
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A Figura 7.25 apresenta uma comparacao entre a solucao analitica de Watson e as solucoes
calculadas pelo esquema EPUS nas quatro malhas I, II, III e IV. Analisando esta figura, pode-se
observar que os resultados apresentados pelo novo esquema nas malhas mais finas estao em
concordancia com a solucao analitica de Watson. Ainda, para ilustracao deste escoamento com
superficie livre, as Figuras 7.17, 7.18 e 7.19 mostram a dinamica do problema na Malha IV,
respectivamente, para os perfis da pressao e das velocidades nas direcoes x e y. Observando
estas figuras, pode-se inferir que o esquema EPUS simula satisfatoriamente o problema do jato

livre sobre uma superficie rigida impermeével.

— Analitica Watson
— EPUS - Malha I

3l — EPUS - Malha II
— EPUS - Malha III
— EPUS - Malha IV

\ !
0,005 0,01 0,015 0,02
x/(0.5- L - Re)

Figura 7.16: comparacao das solucoes para o problema do jato livre sobre uma superficie rigida
impermeéavel.

7.3 Escoamentos Incompressiveis Turbulentos 2D

Esta secao é reservada para verificacao do esquema EPUS na resolucao de escoamentos
incompressiveis 2D em regime turbulento com superficies livres moéveis, os quais sao aqui mo-
delados pelas equagoes médias de Reynolds acopladas ao modelo k —e de turbuléncia (descritas
nas Segoes 2.4 e 2.5, respectivamente). Para tanto, resolve-se aqui o mesmo problema da

Subsecao 7.2.2 para o caso do regime turbulento.

Uma solugao analitica para este problema foi calculada por Watson [66], que apresenta uma

relacao para a altura H da superficie livre, dada por

1 1
81(TA)4k (v \4
o[ 2B () w0, o2

7.8
a+(1_%)5($)7 x < @, 7
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t=0.02s t=0.03s

-0.014 . . X 0.797 -0.014 . E . 0.679

-0.014 0.085 0.184 0.282 0.381 0479 0.578 0.677 -0.014 0.084 0.182 0.280 0.378 0476 0.574 0672

t=0.1s

-0.014 0.084 0.182 0.280 0.378 0476 0.574 0672

Figura 7.17: contorno da pressao para o problema do jato livre sobre uma superficie rigida
impermeével em diferentes tempos.

t =0.02s t =0.03s

-1.837 -1.309 -0.782 -0.254 0273 0.800 1.328 1.855 -1.615 -1.157 -0.699 -0.240 0.218 0.676 1.134 1.593

t =0.04s t = 0.06s

-1.392 -0.994 -0.597 -0.199 0.199 0.597 0.995 1.393 -1.245 -0.890 -0.534 -0178 0178 0.533 0.889 1.245

t=0.1s

-1.154 -0.824 -0.495 -0.165 0.165 0.495 0.824 1.154

Figura 7.18: contorno da velocidade na direcao x para o problema do jato livre sobre uma
superficie rigida impermeavel em diferentes tempos.
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t=0.02s t=0.03s

0.058 -1.127 -0.964

-1.126 -0.962 -0.798 -0.635 -0471 -0.308 -0.144 0.020 -1.125 -0.961 -0.7986 -0.631 -0467 -0.302 -0.137 0.027

t=20.1s

-1.125 -0.960 -0.30 5 0.030

Figura 7.19: contorno da velocidade na direcao y para o problema do jato livre sobre uma
superficie rigida impermeavel em diferentes tempos.

em que A =0.239 e k = 0.26. Ainda, tem-se que

32004 —2)

g = ————a Ret, 7.9

07 81 x Ti AL (7.9)
1 1—2A 1

l = MG Rei, (710)
9 x 71 A1

5(z) = (%) % 75k (%)éxs (7.11)

Para a simulacao deste problema, considera-se condi¢cao de contorno no-slip aplicada nas

paredes rigidas e os seguintes dados:

— Malha I: 200 x 50 células computacionais (dx = dy = 0.001);

— Malha II: 400 x 100 células computacionais (dz = dy = 0.0005);
— Malha IIT: 800 x 200 células computacionais (6x = dy = 0.00025);
— Dominio: 0.2m x 0.05m;

— Raio do injetor: r; = 0.005m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.01m;
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— Escala de velocidade (velocidade de inje¢ao): Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinematica: v =2 x 10~"m?/s;

— Nimero de Reynolds: Re = 50000.

A Figura 7.20 mostra os resultados obtidos a partir da simulacao feita com o esquema

EPUS nas malhas I, IT e III, solugoes estas que sao comparadas com a solucao analitica de

Watson dada pela Eq. (7.8). O tempo final de simulagao considerado é ¢t = 1s (tempo em que

o escoamento ja atingiu o estado estacionario). Analisando esta figura pode-se inferir que o

novo esquema apresenta bom desempenho neste teste, mostrando resultados consistentes com a

solucao analitica de Watson, sendo o melhor deles para a malha mais fina, conforme esperado.

— Analitica Watson
— EPUS - Malha I

— EPUS - Malha II
— EPUS - Malha ITI

Zoom
1 N
05
\ \ \ \ \ \ \
025 05 075 1, 1> 15 1,75
% T1
g5l

14

13

09

Zoom

— Analitica Watson
— EPUS - Malha I

- — EPUS - Malha II

— EPUS - Malha III

03 04 . 05
N 1
gsr e

06

Figura 7.20: comparacao das solucoes para o problema do jato livre sobre uma superficie rigida
impermeével (caso turbulento).

Neste teste também sao apresentados os contornos da pressao e das velocidades nas direcoes

x e y, os quais sao mostrados nas Figuras 7.21, 7.22 e 7.23, respectivamente. A partir destas

ilustracoes, observa-se claramente que o esquema EPUS captura satisfatoriamente o fen6meno

simulado.
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t = 0.06s

-0.002 0.100 0.203 0.305 0407 0.509 08612 0.714 -0.002 0.100 0.203 0.305 0407 0.509 08612 0.714

0.714 -0.002

Figura 7.21: contorno da pressao para o problema do jato livre sobre uma superficie rigida
impermeével (caso turbulento).

t = 0.06s t = 0.08s

-2.057 - . . K 2.043 -1.535 . . 1.532

-2.057 -1.471 -0.885 -0.300 0.286 0.872 1.457 2.043 -1.159 -0.828 -0497 -0.166 0.166 0497 0.828 1.159

Figura 7.22: contorno da velocidade na direcao = para o problema do jato livre sobre uma
superficie rigida impermeavel (caso turbulento).

-1.036 -0.882 -0.727 -0.572 0418 -0.263 -0.108 0.046 -1.036 -0.883 -0.731 -0.578 -0.426 -0.273 -0.121 0.032

-1.036 -0.882 -0.727 -0.572 0418 -0.263 -0.108 0.046 -1.036 -0.888 -0.740 -0.591 -0.443 -0.295 -0.147 0.001

Figura 7.23: contorno da velocidade na direcao y para o problema do jato livre sobre uma
superficie rigida impermeavel (caso turbulento).
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7.4 Escoamentos Incompressiveis Laminares Axissimétri-

COSs

Esta secao consiste em verificar o esquema EPUS na resolucao de escoamentos incom-
pressiveis axissimétricos com superficies livres, os quais sao modelados pelas equagoes axis-
simétricas de Navier-Stokes, descritas na Secao 2.3. Para isto, considera-se dois problemas
diferentes, a saber, ressalto hidraulico circular [66, 6, 8] e experimento de Taylor [57|, os quais
sao descritos e apresentados a seguir, aplicando-se em suas resolucoes numéricas o novo esquema

EPUS com parametro livre A = 95.

7.4.1 Ressalto Hidraulico Circular

Este problema consiste em um jato vertical livre incidindo perpendicularmente sobre uma
superficie rigida impermeavel (sob a acao do campo gravitacional), levando a formagao do
curioso fenomeno observavel na vida cotidiana, o qual é conhecido como ressalto hidraulico

circular (ver ilustracdo deste fendmeno na Figura 7.24).

a .
= Fluido incidente Ressalto hidraulico

N

Uy Superficie livre .
| b /
J L

Eixo de simetria

Superficie rigida

Figura 7.24: ilustracao esquematica do ressalto hidraulico circular.

Uma solucao analitica viscosa para este problema foi calculada por Watson [66], e é dada

por
2
<4 1——2”>5, r <o,
H(r)=1 7, V(TQHQ) BVae? ’ (7.12)

33 ar r 2 To,
em que

52— /33 vra? (7.13)

T—cV/3 Q7 '

onde ¢ = 1.402, ry = 0.3155aRes e | = 0.567aRes é uma constante arbitraria, a qual é
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calculada considerando o desenvolvimento inicial da camada limite. Vale ressaltar que esta
solucao analitica é valida somente na regiao do dominio depois que a superficie livre encontrou
a camada limite e antes da formagdo do ressalto hidraulico (mais detalhes sobre esta solucao
ver Watson [66]).

Para a simulacao computacional deste problema, utiliza-se condicao de contorno no-slip e
os seguintes dados:

— Malha I: 800 x 504 células computacionais (dx = dy = 0.0000625);
— Malha II: 400 x 252 células computacionais (dx = dy = 0.000125);
— Malha IIT: 200 x 126 células computacionais (dx = dy = 0.00025);
— Dominio: 0.050m x 0.0315m;

— Raio do injetor: r; = 0.004m;

— Altura do injetor: h; = 0.00075m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.008m;

— Escala de velocidade (velocidade de inje¢ao): Uy = 0.375m/s;

— Coeficiente de viscosidade cineméatica: v = 1.2 - 107°m?/s;

— Nimero de Reynolds: Re = 250.

A Figura 7.25 mostra os resultados para a altura H da superficie livre obtidos com o EPUS
nas trés malhas I, Il e III e a solugcao analitica de Watson no tempo ¢t = 2.5s. Esta figura
também apresenta, para ilustraciao, a espessura da camada limite § calculada por Watson. A
partir desta figura, pode-se inferir que as solucoes obtidas pelo esquema EPUS estao em boa

concordancia com a solucao analitica de Watson (na regido onde esta ¢ valida).

10

— Viscosa Watson
— EPUS - Malha [
751 — EPUS - Malha II
' — EPUS - Malha III
~
w| 3
< sl
~
TS
25| —
0
00 0‘,2 0‘4 ‘ 0‘8 Z‘I. 1,2

Figura 7.25: comparacao das solugoes para o problema do ressalto hidraulico circular.

Neste teste compara-se também a altura H obtida com o esquema EPUS na Malha IT
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para valores diferentes do espacamento temporal dt. Objetiva-se observar a independéncia dos
resultados com a mudanca do passo temporal. As solugoes obtidas para esta comparacao sao
apresentadas na Figura 7.26, a partir da qual é possivel observar que os resultados obtidos com

o esquema EPUS mantém praticamente o mesmo comportamento para diferentes valores de dt.

10

75~

R
T

25—

0 02 04 06 08 1 1,2
“Re™

Wl

Figura 7.26: comparagao das solucoes para o problema do ressalto hidraulico circular utilizando
diferentes valores para ot.

Como comparacao qualitativa, a Figura 7.27 mostra as visualizacoes do experimento apre-
sentado em Rai [46] (Figura 7.27 (a)) e da simulagao com o esquema EPUS (Figura 7.27 (b)).
Vé-se claramente por essa figura que o fenémeno do salto hidraulico circular foi simulado com

sucesso pelo esquema EPUS.

(b)

Figura 7.27: ilustragao do ressalto hidraulico circular: resultados (a) experimental e (b) simu-
lado pelo esquema EPUS.

Uma analise quantitativa é feita também neste teste. Para tanto, comparam-se os valores

do raio do ressalto hidraulico circular calculados com o esquema EPUS e a aproximacao teorica
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de Brechet e Néda [8], dada por

2
27g—1/4 3
R= (=) Q¥3q /6,713 7.14

(21/43571' @ ' (7.14)
em que d é a altura do dominio entre a superficie rigida e o injetor. Os valores obtidos nesta
andlise seguem apresentados na Tabela 7.2, a partir da qual é possivel concluir que conforme
refina-se a malha, o raio do ressalto calculado pelo esquema EPUS vai convergindo para a

aproximacao teorica.

Raio do Ressalto (R)
Malhas  Aproximacao Tedrica EPUS

Malha-I 1.325158 e-2 1.783112 e-2
Malha-II 1.325158 e-2 1.638573 e-2
Malha-III 1.325158 e-2 1.414912 e-2

Tabela 7.2: comparacao dos valores obtidos para o raio do ressalto hidraulico circular.

Finaliza-se este teste mostrando a ordem de convergéncia observada com o EPUS. Para isso
utiliza-se as malhas I, IT e III e a relacdo matematica de Jameson e Martinelli [25]. O valor

calculado é

R alha _R alha
log, |——athal = “*MathaIl | _ 1 g, (7.15)

RMalhaII - RMalhaIII

Nota-se que este valor da ordem observada neste problema complexo esta consistente com

a ordem de precisao formal do esquema EPUS.

7.4.2 Experimento de Taylor

Esse experimento consiste num jato vertical incidindo perpendicularmente sobre um recipi-
ente contendo o mesmo fluido em repouso (ver esquema representativo deste problema na Figura
7.28). Este fenomeno, realizado experimentalmente por Taylor [57], também é modelado pelas
equagoes axissimétricas de Navier-Stokes. Na sequéncia apresenta-se uma comparagao qualita-
tiva da simulagao com o esquema EPUS e o experimento de Taylor.

Nesta simulagao considera-se que o injetor é posicionado a 0.1m do fluido em repouso. Além

disso, utiliza-se condi¢ao de contorno no-slip e os seguintes dados:

— Malha: 123 x 403 células computacionais (dz = dy = 0.0005);
— Dominio: 0.0615m x 0.2015m;

— Raio do injetor: r; = 0.002m;

— Altura do injetor: h; = 0.03m;
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T

h; 14 Parede
| Fluido incidgnte

1 h,

Fluido em repouso

L- Parede

— Eixo de simetria

Figura 7.28: ilustracao esqueméatica do experimento de Taylor.

— Raio do recipiente cilindrico: 7, = 0.06m;

— Altura do recipiente cilindrico: h, = 0.17m;

— Altura do fluido contido no recipiente: hy = 0.16m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.004m;

— Escala de velocidade (velocidade de injecao): Uy = 0.5m/s;
— Coeficiente de viscosidade cineméatica: v = 107°m?/s;

— Namero de Reynolds: Re = 200.

A Figura 7.29 apresenta os resultados obtidos por Taylor em seu experimento e os resultados
obtidos pelo esquema EPUS nos tempos ¢t = 0.75s e t = 2.5s. A partir desta figura observa-se
que 0 novo esquema captura satisfatoriamente o fenomeno (estrutura toroidal), mostrando
concordancia bastante razoavel com o experimento de Taylor. Para simples ilustracao, na Figura
7.30 apresentam-se a solucao obtida pelo EPUS no tempo ¢t = 10s e um corte transversal da
mesma para visualizacao das estruturas vorticais. Na Figura 7.31 apresentam-se os resultados

para os campos de pressao e velocidades nas direcoes r e z no tempo t = 10s.
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t =0.75s

|
l

Figura 7.29: ilustragao do experimento de Taylor: resultados (a) experimental e (b) simulado

pelo esquema EPUS em diferentes tempos.

Figura 7.30: ilustracdo dos resultados obtidos pelo esquema EPUS (corte transversal em (b)
para mostrar a estrutura vortical).

t = 10s
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-0.031 0919 1.868 2.818 3.768 4.717 5.667 6816

-0.080 -0.035 0.010 0.055 0.100 0.144 0.189 0.234 -1 -0.948 -0.121 0.044

Figura 7.31: experimento de Taylor simulado pelo esquema EPUS: perfis de (a) pressdo, (b)
velocidade na dire¢ao x e (c) velocidade na dire¢ao y no tempo t = 10s.
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CAPITULO

8

Resultados Numéricos 3D

Neste capitulo, o esquema EPUS é investigado na solucao das equacoes de Navier-Stokes
para a simulacao direta de escoamentos incompressiveis 3D com superficies livres moveis. Para
avaliar os resultados obtidos com o esquema, fazem-se comparacoes quantitativas e qualitativas
contra resultados teéricos, numéricos e experimentais consagrados na literatura. Para isto,
consideram-se os seguintes problemas: o do colapso de um bloco de fluido (Broken-dam), o
do ressalto hidraulico circular e dos jatos oscilantes (Jet Buckling) nas configuragoes circular e
planar. Na simulagao destes problemas tridimensionais nao estacionarios e com superficie livre

utiliza-se o esquema EPUS com A\ = 95.

8.1 Colapso de um bloco de fluido

Este problema, ja apresentado na Subsecao 7.2.1 para o caso 2D, é resolvido aqui para o
caso 3D. As solu¢oes numéricas obtidas com o esquema EPUS sao comparadas com as solucoes

numéricas, teoricas e experimentais apresentadas por Colagrossi e Landrini [12].

Teste-1: neste teste, simula-se o problema do colapso de um bloco de fluido apresentado
na Figura 8.1. Este problema é muito til em engenharia para o entendimento do escoamento
de 4gua em barragens (ver, por exemplo, [3]).

Para esta simulagao consideram-se condi¢ao de contorno free-slip aplicada nas paredes rigi-

das e os seguintes dados:

— Malha: 150 x 50 x 80 células computacionais (dx = dy = dz = 0.002);
— Dominio: 0.3m x 0.1m x 0.16m;

— Escala de comprimento: Ly = 0.1m;
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0.16m

0.088

0.1m

0.3m

Figura 8.1: ilustracao esquematica para o problema do colapso de um bloco de fluido.

— Escala de velocidade: Uy = /gLy = 0.99045444m/s;
— Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 107m?/s;
— Nimero de Reynolds: Re = 99045.444.

Na Figura 8.2, a solucao numérica obtida com o esquema EPUS para o espalhamento ho-
rizontal (2,,.,) € comparada com os dados apresentados por Colagrossi e Landrini [12]. A
partir desta figura, pode-se observar que o novo esquema apresenta resultados satisfatorios,
mostrando concordancia com os dados da literatura. Em particular, os dados numéricos com o

EPUS concordam muito bem com dados numéricos de BEM e Level Set.

»—x EPUS
o-o Sol. Num. SPH
@a Sol. Num. BEM
Sol. Num. Level Set
--- Sol. Teo. Ritter
oo Exp. Martin e Moyce

0 \ \ \ \

15 2 25
t\/g/a

Figura 8.2: comparacao das solucoes para o problema do colapso de um bloco de fluido.

Para ilustracao, nas Figuras 8.3, 8.4 e 8.5 sao apresentados os campos da pressao e das

velocidades nas direcoes x e z, mostrando a evolucao da superficie livre 3D.
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t = 0.05s t=20.1s

t =0.15s t=10.2s

-0.000 N . . 0.451 0526 -0.000 . . . 0.303 0.354

Figura 8.3: campo da pressao para o problema do colapso de um bloco de fluido em diferentes
tempos.

t = 0.05s t=0.1s

-0.002 0127 0257 0.386 0516 0645 0.775 0.904 -0.002 0.184 0.371 0.557 0.743 0.929 1.115 1.301

t =0.15s t=0.2s

-0.016 0.210 0436 0.663 0.889 1.115 1.342 1.568 -0.005 0.244 0.494 0.744 0.994 1.244 1494 1.744

Figura 8.4: campo da velocidade na direcao x para o problema do colapso de um bloco de fluido
em diferentes tempos.
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t=0.1s

-0.491 -0418 -0.345 -0.272 -0.199 -0.126 -0.053 0.019 -0.884 -0.744 -0.604 -0.464 -0.324 -0.184 -0.043 0.097

t =0.15s t=0.2s

.160 -0.087 -0.014

0.060 -0.313 -0.263 -0. 113 -0.063 -0.013 0.037

-0.453 -0.380 -0.

Figura 8.5: campo da velocidade na direcao z para o problema do colapso de um bloco de fluido
em diferentes tempos.

8.2 Ressalto Hidraulico Circular

Nesta secao, o esquema EPUS é aplicado para simular o fendémeno salto hidraulico circular

j& discutido na Subsecao 7.4.1. Para isso, dois testes diferentes sao considerados.

Teste-2: o ressalto hidraulico circular é simulado aqui para o nimero de Reynolds Re = 250,
da mesma forma como ja apresentado na Subsecao 7.4.1 para o caso axissimétrico, s6 que agora
usando as equagoes de Navier-Stokes 3D. A solucao obtida também é comparada com o expe-
rimento apresentado em Rai [46]. Para a simulagao, utilizam-se a condigao de contorno no-slip

e os seguintes dados:

— Malha: 100 x 100 x 35 células computacionais (dx = dy = 6z = 0.001);
— Dominio: 0.1 x 0.1 x 0.035;

— Raio do injetor: r; = 0.004m;

— Altura do injetor: h; = 0.00075m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.008m;

— Escala de velocidade (velocidade de inje¢ao): Uy = 0.375m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 1.2 -1075m?/s;

— Nimero de Reynolds: Re = 250.
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Os resultados obtidos nesta simulacao sao apresentados na Figura 8.6, onde faz-se uma
comparacao com resultados experimentais. A partir desta figura, pode-se observar que, assim
como no caso axissimétrico, o esquema EPUS simula com sucesso o fendmeno do ressalto

hidréaulico circular no caso tridimensional.

(b)

Figura 8.6: ilustracao do ressalto hidraulico circular para Re = 250: resultados (a) experimental
e (b) simulado pelo esquema EPUS.

Teste-3: neste teste o fenomeno do ressalto hidraulico circular é simulado para o ntimero
de Reynolds Re = 1000, em que a formacao de instabilidades fisicas apos o salto hidraulico
¢ mais evidente que no Teste-2. A solucao obtida pelo esquema EPUS é comparada aqui
com o experimento de Ellegard [17]. Para isso, utilizam-se a condi¢do de contorno no-slip e os

seguintes dados:

— Malha: 120 x 120 x 10 células computacionais (dx = dy = dz = 0.005);
— Dominio: 0.6 x 0.6 x 0.05;

— Raio do injetor: r; = 0.025m;

— Altura do injetor: h; = 0.001m;

— Escala de comprimento: Ly = 2r; = 0.005m;

— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinemética: v =5 - 107°m?/s;

— Namero de Reynolds: Re = 1000.

A Figura 8.7 mostra os resultados numéricos com o EPUS comparados com o experimento
de Ellegard. A partir desta figura, observa-se que o esquema EPUS simula satisfatoriamente o
fendomeno do ressalto hidraulico circular tridimensional para o caso de um alto valor do niimero

de Reynolds.
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Figura 8.7: ilustracdo do ressalto hidraulico circular para Re = 1000: resultados (a) experi-
mental e (b) simulado pelo esquema EPUS.

8.3 Jato Circular Oscilante

O fenomeno do jato circular oscilante é caracterizado pela formacao de oscilagoes fisicas
(instabilidades) do fluido ao longo de seu escoamento (para mais detalhes, ver Cruickshank [14]
e Ville [64]). Essas oscilagoes ocorrem quando um fluido altamente viscoso, e sob & agao da
gravidade, incide perpendicularmente sobre uma superficie rigida impermeavel (ver esquema
Figura 8.8). Este fenomeno ocorre com muita frequéncia em aplicagoes industriais, como na
moldagem por injecao de um propergol em cavidades com geometrias complexas. As insta-
bilidades neste caso surgem durante a fase de enchimento do molde (ver, por exemplo, Ville
[64]).

Nos ultimos 40 anos, tem sido um grande desafio para os pesquisadores entender este tipo
de escoamento (ver, por exemplo, [64]). A partir de diversos experimentos foi possivel observar
que as instabilidades ocorrem quando se obedecem determinadas relacoes de dois parametros
criticos. Uma delas é a razao H/d (comprimento da queda/didmetro do injetor), a qual deve ser
maior que o valor critico (H/d). = 7.2. A outra é o adimensional Re, que deve ser menor que o
valor critico Re, = 1.2 (para mais detalhes, ver Cruickshank [14]). E importante observar que,
muito embora o esquema EPUS tenha sido planejado para simular problemas a altos Reynolds,

ele também é util para problemas a baixos Reynolds, como é mostrado a seguir.

Para a simulagao deste fenomeno, consideram-se dois testes diferentes, sendo que para ambos

adota-se condicao de contorno no-slip.

Teste-4: neste teste, o problema do jato circular oscilante é simulado utilizando-se os

seguintes dados:

— Malha: 50 x 50 x 63 células computacionais (6x = dy = 0z = 0.02);
— Dominio: 1m X 1m x 1.26m;
— Diametro do injetor: d = 0.08m;

— Altura do injetor: h; = 0.2m;
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=¥
Injetor <—4—J l h;

Superficie rigida

Figura 8.8: ilustracao esquemética para problema do jato circular oscilante.

— Escala de comprimento: Ly = d = 0.08m;

— Escala de velocidade (velocidade de injecao): Uy = 1m/s;
— Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 0.278m?/s;

— Ntmero de Reynolds: Re = 0.288.

O valor da relacado H/d é 12.5. Este valor, juntamente com o nimero de Reynolds, permite
verificar que as restrigdes para a formagao das instabilidades (condigoes de Cruickshank) estao
satisfeitas. A simulacao do jato circular oscilante referente a este teste é apresentada na Figura

8.9, onde pode-se observar claramente que o esquema EPUS captura com sucesso o fenomeno.

Teste-5: neste teste, o caso Teste-4 é simulado novamente diminuindo-se pela metade o

diametro do injetor. Para tanto, utilizam-se os seguintes dados:

— Malha: 100 x 100 x 123 células computacionais (dx = dy = 0z = 0.01);
— Dominio: 1m X 1m x 1.23m;

— Diametro do injetor: d = 0.04m;

— Altura do injetor: h; = 0.2m;

— Escala de comprimento: Ly = 2d = 0.08m;

— Escala de velocidade (velocidade de injegao): Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinematica: v = 0.278m?/s;

— Ntmero de Reynolds: Re = 0.288.

A razdo H/d é 25, a qual, juntamente com o nimero de Reynolds satisfazem as condig¢oes de
Cruickshank. A simulacgao deste teste esta ilustrada na Figura 8.10, onde compara-se a solugao

calculada com o EPUS com resultados experimentais (ver [40]). Mais uma vez, vé-se por essa
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t = 12s t = 14s

Figura 8.9: ilustragao dos resultados obtidos pelo EPUS para o fendmeno do jato circular
oscilante (Teste-4).
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8.3 Jato Circular Oscilante

comparacao que, de fato, o esquema EPUS captura o fenomeno. Vale ressaltar ainda o fato de
que, diminuindo-se o didmetro do injetor (ou seja, aumentando a razao H/d), surgem algumas
deficiéncias na formacao das oscilagoes circulares, diferentemente dos resultados apresentados

no Teste-4.
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t — 1.58

t — 2.8s

t — 5.1s

t — 9.4s

Figura 8.10: ilustracdo do jato circular oscilante para o Teste-5: resultados (a) experimental
e (b) simulado com o esquema EPUS.
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8.3 Jato Circular Oscilante

8.4 Jato Planar Oscilante

Este problema apresenta caracteristicas semelhantes ao jato circular oscilante. Para este
caso, considera-se um injetor retangular (ver Figura 8.11), o qual proporciona a formagao de

dobras quando o fluido (altamente viscoso) atinge a superficie rigida (ver, por exemplo, [64]).

Injetor

Superficie rigida

Figura 8.11: ilustracao esquemética para o problema do jato planar oscilante.

Simula-se aqui o seguinte teste, com condicao no-slip aplicada ao contorno rigido.

Teste-6: neste teste, o problema do jato planar oscilante ¢ simulado com os seguintes dados:

— Malha: 146 x 66 x 213 células computacionais (dx = dy = dz = 0.005);
— Dominio: 0.73m x 0.33m x 1.065m;

— Dimensoes do injetor: d = 0.2m, L; = 0.02m e h; = 0.05m;

— Escala de comprimento: Lo = d = 0.2m;

— Escala de velocidade: Uy = 1m/s;

— Coeficiente de viscosidade cinemética: v = 0.278m?/s;

— Nimero de Reynolds: Re = 0.72.

Os resultados obtidos nesta simulagao sao apresentados na Figura 8.12, a partir da qual

pode-se inferir que o esquema EPUS captura com bom desempenho o fendémeno do jato planar

oscilante, formando com sucesso as dobras que surgem quando o fluido toca a superficie rigida.
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t — 0.2s t — 0.4s t — 0.6s
t — 0.8s t — 1.0s t — 1.2s

t — 1.4s t — 1.6s t — 1.8s

L1

Figura 8.12: ilustracao dos resultados obtidos pelo EPUS para o fenomeno do jato planar
oscilante no Teste-6.
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CAPITULO

9

Consideracées Finais e Planos Futuros

No presente trabalho de mestrado desenvolveu-se, analisou-se e implementou-se um novo
esquema convectivo upwind de alta resolucao para resolver leis de conservacao e problemas de
dinamica dos fluidos relacionados. O novo esquema, entao denominado EPUS, foi desenvolvido
a partir de um polindémio de grau oito inserido nas regices TVD/CBC. Ainda, este polinémio
trata-se de uma funcio pertencente a classe de diferenciabilidade C? e satisfaz as condi¢oes de
Leonard, ou seja, passa pelos O(0,0) e P(1,1) (para monotonicidade), pelo ponto (0.5,0.75)
(para atingir segunda ordem de precisdo) e ainda passa pelo ponto ) com inclinagao 0.75
(para alcancar terceira ordem de precisao). Uma versao nao oscilatoria do esquema EPUS para
simular problemas complexos foi introduzida definindo o parametro livre A = 95. Ademais,
de acordo com o problema, o esquema EPUS pode também ser aplicado em outras situacoes
segundo a variacao de .

Com o objetivo de investigar o desempenho do esquema EPUS, ele foi aplicado na re-
solucao de leis de conservacao hiperbodlicas, tais como as equacgoes de adveccao 1D, Burgers
1D, Euler 1D/2D e 4guas rasas 2D. E entao, o EPUS foi aplicado para simular escoamentos
incompressiveis nao estacionarios com superficies livres moveis 2D (nos regimes laminar e turbu-
lento), axissimétricos e 3D. Em particular, na simulagao computacional das leis de conservagao
hiperbolicas foi utilizado o pacote computacional CLAWPACK! desenvolvido por LeVeque (ver
[32]) e para a simulagio dos escoamentos incompressiveis ndo estacionarios utilizou-se o codigo
Freeflow de Castelo et al. [10].

Conforme apresentado nos capitulos de resultados numeéricos (ver Capitulos 6, 7 e 8), o
esquema EPUS teve bom desempenho nos testes numéricos propostos, mostrando ser uma

ferramenta confiavel na solucao de leis de conservagao e escoamentos incompressiveis nao esta-

"http://www.amath.washington.edu/~claw /
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cionarios com superficies livres, e de facil incorporacao em pacotes computacionais disponiveis
na literatura. Vale destacar que o esquema EPUS simulou com sucesso dois fené6menos fisicos
complexos: o salto hidraulico circular (no caso axissimétrico e tridimensional), o colapso de um
bloco de fluido e as instabilidades fisicas em jatos altamente viscosos (tridimensionais). Além
disso, na simulacao do salto hidraulico, os resultados obtidos com o esquema EPUS mostraram
estar em boa concordancia com a solugao analitica de Watson dada pela Eq. (7.12) e com a
estimativa para o raio do ressalto de Brechet e Néda dada pela Eq. (7.14).

Para o futuro, estao previstas as seguintes atividades de pesquisa:

— Dar continuidade a este trabalho de mestrado. Para tanto, pretende-se desenvolver uma
metodologia numérica que combine os recentes avancos alcancados neste trabalho com novas
ferramentas ja existentes na area de CFD, permitindo a utilizacao de programas computacionais
a um custo otimizado;

— Adaptar o esquema EPUS com o nimero de CFL. O objetivo aqui é melhorar a aproxi-
macao dos termos convectivos nao lineares das equacgoes de transporte e, consequentemente,
conseguir métodos numéricos mais robustos, estaveis e com baixo custo computacional;

— Investigar o desempenho do esquema EPUS nas equacoes tridimensionais de Navier-Stokes
para o regime turbulento;

— Utilizar a metodologia Simulacdo de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation - LES) as-
sociada aos esquemas upwind desenvolvidos, a uma modelagem submalha (Subgrid Scale - SGS)
e a uma relacao algébrica para a tensao na parede (Wall Stress Model - WSM) - metodologia
esta que tem adquirido popularidade crescente na literatura especializada (ver, por exemplo,
[22]). O objetivo é incorporar mais fisica na modelagem global,

— Reunir os principais resultados obtidos neste trabalho em um artigo para revista interna-

cional.
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CAPITULO

10

Producdo Cientifica Associada

No decorrer deste trabalho de mestrado também voltou-se a atencao para a producao de

artigos cientificos, os quais seguem listados nas secoes abaixo.

10.1 Artigos e Resumos Publicados em Anais de Congres-
Sos

e Lais Corréa, Magda Kimico Kaibara e Valdemir G. Ferreira, Leis de conservacao: trata-
mento tedrico e numérico, DINCON 2009 - 8th Brazilian Conference on Dynamics, Control and
Applications, 2009, Bauru-SP.

Resumo: O principal objetivo deste artigo é a investigacao das equagoes diferenciais parciais hiper-
boélicas tanto do ponto de vista tedrico quanto numérico. Estas equacoes modelam problemas que

envolvem conservagao de propriedades fisicas, o que é de grande interesse na ciéncia e na engenharia.

e Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Rafael A. B. Queiroz, Miguel A. C. Candezano e Lais
Corréa, Development and evaluation of upwind schemes for conservation laws, COBEM2009
- International Congress of Mechanical Engineering, 2009, Gramado-RS.

Resumo: This work deals with a computational evaluation of two new high resolution upwind schemes,
namely ADBQUICKEST ( Int. J. Numer. Meth. Fluids 2009; 60:1-26) and TOPUS (Comput. Fluids
- Submitted), for solving general hyperbolic conservation laws. By using the finite difference method-
ology, the schemes are analyzed and implemented in the context of normalized variables of Leonard
(1988). In order to access the performance of these schemes, a series of one-dimensional test problems
are examined beginning with classical linear advection of scalars and ending with Riemann problems for

Burgers, Buckley-Leverett, shallow water, and Euler equations. And, as application, the ADBQUICK-
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EST and TOPUS schemes are used for the numerical simulation of 3D incompressible Navier-Stokes
equations involving free surface.

e Patricia Sartori, Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Miguel A.C. Candezano e Valdemir G.
Ferreira, Avaliacao computacional de trés esquemas upwind originais, SIMMEC 2010 - 9° Sim-
posio de Mecanica Computacional, 2010, Sao Joao Del Rei-MG.

Resumo: Resolver numericamente problemas em dinamica dos fluidos é uma tarefa dificil e desafi-
adora, principalmente quando tais problemas sao dominados por conveccao. Isso requer o desenvolvi-
mento de esquemas numéricos tipo upwind que sejam precisos, monotonicos e robustos. O presente
trabalho é destinado a avaliacdo computacional de trés novos esquemas upwind de alta resolucao,
desenvolvidos no LCAD-ICMC/USP, denominados ADBQUICKEST (A Daptative Quickest), TOPUS
(Third-Order Polynomial Upwind Scheme) e SDPUS-C1 (Siz-Degree Polynomial Upwind Scheme of C'1
Class). O desempenho desses esquemas ¢ investigado a partir da simula¢do computacional de proble-
mas de leis de conservacao hiperbolicas, a saber, adveccao e problemas de Riemann para actustica e
Euler da dinamica dos gases. E entdo, como aplicacdo, esses esquemas sdo utilizados na simulacao de
escoamentos incompressiveis com superficies livres méveis modelados pelas equacoes de Navier-Stokes

3D.

e Lais Corréa, Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Solving fluid dynamics problems us-
ing a new polynomial upwind convection scheme, DINCON 2010 - 9th Brazilian Conference on
Dynamics, Control and Their Applications, 2010, Serra Negra-SP.

Resumo: The purpose of this work is to present a new polynomial convection scheme for solving com-
plex flurd dynamics problems. The scheme is evaluated in linear and nonlinear hyperbolic conservation
laws and then is applied for simulating axisymmeltric flow with moving free surfaces. From the results,

the scheme shows to be a good tool for CFD.

e Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Valdemir G. Ferreira, The new FDPUS-C1 scheme, 2010,

Serra Negra-SP.

Resumo: In this work, we present a new high resolution polynomial upwind scheme, namely FDPUS-C1.
Numerical results are presented for 1D/2D hyperbolic conservation laws. Then, as an application, the

FDPUS-C1 scheme is used for solving of 2D incompressible fluid that involves moving free surfaces.

The numerical results show that the new convective upwind scheme behaves well under several CFL.

e Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Miguel A.C. Candezano, Patricia Sartori e Valdemir G.
Ferreira, A simple NVD/TVD-based upwinding scheme for convection term discretization, EC-
COMAS CFD 2010 - Fifth Furopean Conference on Computational Fluid Dynamics, 2010,
Lisboa-Portugal.

Resumo: The correct modeling for processes involving convection, without introducing excessive arti-
ficial damping while retaining high accuracy, stability, boundedness and simplicity of implementation

continues being nowadays a challenging task for the cientific CFD community. In this context, the
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objective of this study is to present and to evaluate the performance of a new TVD-based upwind-
ing scheme, namely Siz Degree Polynomial Upwind Scheme of C1 Class (SDPUS-C1), for convection
term discretization. SDPUS-C1 satisfies the TVD principle of Harten and is based on the NVD for-
mulation of Leonard. Firstly, a description of the scheme is done and then numerical results are
presented for three-dimensional hyperbolic conservation laws, such as acoustics, Burgers and Euler
equations. Finally, as application, the SDPUS-C1 scheme is used for the computational simulation of

three-dimensional incompressible fluid flows involving moving free surfaces.

e Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Miguel A.C. Candezano, Patricia Sartori e Valdemir G.
Ferreira, Two upwinding schemes for nonlinear problems in fluid dynamics, Dynamics Days
South America-Internacional Conference on Chaos and Nonlinear Dynamics, 2010, Sao José
dos Campos-SP.

Resumo: The appropriated modeling of convection terms is a key point for reproducing complex phys-
tcal phenomena in fluid dynamics problems, particularly in hyperbolic nonlinear conservation laws and
related fluid flow problems. In this context, the objective of this work is to present/compare two new
high-order upwind schemes for approzimating convective terms, namely the Siz-Degree Polynomial Up-
wind Scheme of C1 Class (SDPUS-C1) and the “Esquema teste” scheme. “Esquema teste” has the same
properties of the SDPUS-C1 scheme, but it is of C2 class. These schemes are based on normalized vari-

able diagram of Leonard and the TVD principle of Harten.

e Lais Corréa, Giseli A. B. Lima, Patricia Sartori, Miguel A.C. Candezano e Valdemir G.
Ferreira, A new polynomial upwind convection scheme for fluid flow simulations, CONEM 2010
- VI Congresso Nacional de Engenharia Mecanica, 2010, Campina Grande-PB.

Resumo: The simulation of flutd flow problems involving strong convective character is a difficult
problem to solve and has atracted many researchers in the CFD community. In this scenario, we
present in this work a new polynomial upwind scheme, called SDPUS ("Siz Degree Polynomial Upwind
Scheme of C1 Class"), for numerical solution of conservation laws and related fluid dynamics problems.
The scheme is developed in the context of normalized variables of Leonard and satisfies the CBC and
TVD stability criteria of Gaskell and Lau, and Harten, respectively. The numerical solutions obtained
with this scheme can achieve second/third order of accuracy in smooth regions and first order near
to discontinuities (shocks). The performance of the SDPUS is assessed in the solution of nonlinear
hyperbolic systems, such as shallow water, acoustics, and Euler equations of gas dynamics. As appli-
cation, the scheme is then used in the solution of incompressible Navier-Stokes equations in cylindrical
coordinates. From numerical results, one can clearly see that the SDPUS-C1 scheme is a robust tool

for resolving both compressible and incompressible complex flow problems.

e Lais Corréa, Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, A C? class-based upwinding scheme
for aprozimating terms, CNMAC 2010 - XXXIIT Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional, 2010, Aguas de Lindéia-SP.
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Resumo: Numerical difficulties are frequent when one intends to approximate convective terms (in
general nonlinear) of conservation laws and related fluid dynamics problems. In this scenario, we
present in this work a C? class TVD-based upwinding scheme for approzimating convection terms. In
a more general way as was made by Lin and Chieng [2], this differenciability property is imposed to

avoid convergence problems when coarse meshes are employed.

e Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Valdemir G. Ferreira, Uma nova classe de esquemas con-
vectivos, V Encontro dos Pos-graduandos do IMECC, 2010, Campinas-SP.

Resumo: A aproximacao numérica correta dos modelos mateméticos convectivos continua sendo uma
tarefa desafiadora para a comunidade cientifica de CED (Computational Fluid Dynamics). Essa aproxi-
magcao numeérica correta requer boa precisao, estabilidade, limitacao e simplicidade de execucao. Neste
contexto, os objetivos desta pesquisa cientifica sao apresentar e avaliar o desempenho de uma nova
classe de esquemas upwinding polinomiais de alta precisao, para a discretizacao de termos convectivos,
denominada SDPUS-C1 (Siz-Degree Polynomial Upwind Scheme of C' Class). Essa classe de esque-
mas é baseada na formulacao NVD (Normalized Variable Diagram) de Leonard e satisfaz as restrigoes
TVD (Total Variation Diminishing) de Harten. Para alcancar esses objetivos, em primeiro lugar seré
feita uma descricao do desenvolvimento da classe de esquemas SDPUS-C1. Em seguida, apresenta-se
o esquema representante dessa classe através de andlise de alguns resultados numeéricos obtidos para
adveccao de escalares. Logo depois, esse esquema é aplicado na resolucao de leis de conservacao 2D
tais como acustica e dguas rasas. Finalmente, como aplicagdo, o esquema SDPUS-C1 ¢é usado para a
simulacao computacional de escoamentos incompressiveis bidimensionais e tridimensionais envolvendo

superficies livres moéveis & alto numeros de Reynolds.

e Miguel A. C. Candezano, Lais Corréa, Giseli A. B. Lima, Patricia sartori, Valdemir G.
Ferreira, A computational evaluation of two new high-resolution convective schemes for fluid
dynamics problems, ENCIT 2010 - 15th Brazilian Congress of Thermal Scences and Engineer-
ing, 2010, Uberlandia-MG.

Resumo: [t is well recognized that researchers face many problems for numerically approrimating
nonlinear convective terms in conservation laws and related fluid dynamics problems. One of the main
challenges is to develop upwind schemes that capture well discontinuities (or shock waves) and allow
high (at least second order) accuracy solution. In this scenario, the goal of this work is to present a
computational evaluation of two genuinely Brazilian high resolution convective upwind schemes, namely
ADBQUICKEST and SDPUS-C1, for solving general fluid dynamics problems. Both schemes are devel-
oped in the context of normalized variables (NV) of Leonard and satisfy the total-variation diminishing
(TVD) constraints of Harten.
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10.2 Artigos Submetidos em Anais de Congressos

e Lais Corréa, Giseli A. B. Lima, Valdemir G. Ferreira, Simulating compressible and incom-
pressible flows using a new high resolution upwind convection scheme, submetido ao COBEM
2011 - International Congress of Mechanical Engineering, Natal-RN.

Resumo: Convection schemes of high resolution are extensively used nowadays to solve fluid dynam-
ics problems, especially the incompressible class of flows involving high values of Reynolds number with
moving free surfaces. Numerical solutions for this class of problems are difficult to find, because of
the strong influence of nonlinear convective terms in the transport equations. Consequently, the choice
of the numerical method that takes into account the flow direction (upwinding) has atracted many re-
searchers in the modern CFD community. In this sense and with these motivations, we present in this
work a new high resolution polynomial upwind convection scheme, called EPUS (Eight-degree Poly-
nomial Upwind Scheme), for the numerical solution of systems of conservation laws and related fluid
dynamics problems. The new scheme is developed by using a polynomial of eight-degree in the context of
normalized variables of Leonard, that satisfies the CBC (Convection Boundedness Criterion) and TVD
(Total Variation Diminishing) stability criteria. An important property of the high resolution EPUS
scheme 1s to be as accurate as possible in smooth regions and with controled numerical dissipation in
regions of high gradients and discontinuites. The performance of the EPUS scheme is assessed in the
numerical solution of compressible Euler equations of the gas dynamics. As application, the scheme
1s then used for solving incompressible Navier-Stokes equations; in particular, the numerical solutions
of the circular hydraulic jump and broken-dam problems are presented. The numerical results confirm
that the EPUS scheme is a effective tool for resolving both compressible and incompressible complex

flow problems.

10.3 Artigos Aceitos em Revistas Internacionais

e Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Valdemir G. Ferreira, Two upwinding schemes for nonlinear
problems in fluid dynamics, Journal of Phisics: Conference Series.

Resumo: The correct modeling for processes involving convection, without introducing excessive arti-
ficial damping while retaining high accuracy, stability, boundedness and simplicity of implementation
continues being nowadays a challenging task for CFD practitioners. The objective of this study is to
present and evaluate the performance of two new upwinding schemes, namely SDPUS-C1 and EPUS,
for nonlinear convection term discretization. Both SDPUS-C1 and EPUS schemes satisfy the TVD
principle of Harten and are based on the NVD formulation of Leonard. Firstly, a description of the
schemes is presented and then the numerical results are provided for one- and two-dimensional hyper-
bolic conservation laws. Finally, as an application, the SDPUS-C1 and EPUS schemes are employed
for the simulation of two-dimensional incompressible fluid flows involving moving free surfaces. The

numerical experiments show that the proposed upwinding schemes perform very well.

113



Capitulo 10 Producdo Cientifica Associada

10.4 Cursos de Curta Duracao Ministrados

e Giseli A. B. Lima, Lais Corréa, Valdemir G. Ferreira, Simulagao computacional de alguns
problemas em dinamica dos fluidos, DINCON 2010 - 9th Brazilian Conference on Dynamics,
Control and Their Applications, 2010, Serra Negra-SP.

Resumo: O presente minicurso é direcionado, principalmente, a alunos de graduacao que tenham
alguma familiaridade com célculo avangado, célculo numérico e fisica elementar. A proposta do mini-
curso & mostrar que dindmica dos fluidos computacional é a ciéncia de construir solucdes numéricas
para equacoes de conservacao, avancando a solug¢ao no espaco e no tempo para obter uma descri¢ao
numérica do escoamento de interesse. O seu objetivo principal é mostrar ao aluno como resolver, no

contexto de diferencas finitas, as equacoes de Navier-Stokes para o caso incompressivel.

114



APENDICE

A

EPUS e a Propriedade TVD

Como visto no Capitulo 4, o esquema EPUS é dependente de um parametro livre A. No
entanto, como uma das principais propostas do novo esquema é que ele satisfaca a restricao
TVD de estabilidade, deve-se determinar para quais parametros o novo esquema satisfaz essa
propriedade. O intervalo de A\ para o qual o EPUS é TVD foi apresentado no Capitulo 4 e é
dado por 16 < A < 95. Neste apéndice demonstra-se como este intervalo foi obtido.

Considere o esquema EPUS escrito em variaveis normalizadas:

—4(X — 24)¢8 + 16(\ — 23)07, + (528 — 25))¢ +
O = (19X — 336)0% + (80 — TA)dY + AdS, + oy, se oy €[0,1], (A.1)
v, se oy ¢ [0,1].

Na secao 3.5 apresenta-se a seguinte relacao entre variaveis normalizadas e a restricao TVD:

{ q%U < iﬁf < min{l,QéU}, se <;:5U € [0,1], (A2)

¢y = ou, se ¢y ¢ [0,1],

em que dado um esquema em variaveis normalizadas, se a restricao acima for satisfeita, entao
tem-se um esquema TVD. A partir destas relagoes, demonstra-se a seguir que de fato para os
valores de A € [16,95] tem-se que o esquema EPUS é TVD.

Demonstracgao:

Claramente observa-se que a segunda condicional de (A.2) é diretamente satisfeita pela
segunda condicional de (A.1), em que ¢ = ¢y para ¢y ¢ [0, 1].

Com isso, falta demonstrar a primeira condicional de (A.2). Para isso, demonstra-se as trés

seguintes condicoes:
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(1) ¢y > ¢y para oy € [0,1]:
Considere 71 = ¢y — ¢y. Substituindo a primeira condicional de (A.1) em ry, tem-se

r=—4(A—24)% +16(A\—23) 1+ (528 —250) 0%, + (19A —336) 67, + (80— TA) b+ A3

Com isso, tem-se que mostrar que r; > 0 para (;AﬁU € [0, 1]. Para calcular quais parametros A
satisfazem essa condigao, utilizou-se um programa em linguagem C, o qual varre valores inteiros
de A de 0 a 1000. A partir deste programa, obteve-se que os valores para os quais r; > 0 sao
A € [16,1000].

(2) 6 < 2¢y para ¢y € [0,0.5]:
Considere 7o = ¢y — 2¢y. Substituindo a primeira condicional de (A.1) em ry, tem-se

ro=—4(A—24) % +16(A—23) o7 4 (528 —250) d% 4 (19N — 336) 07, + (80— TA) b 4+ A, — o

Com isso, tem-se que mostrar que 7o < 0 para QZBU € [0,0.5]. Para calcular quais parame-
tros A satisfazem essa condigao, utilizou-se o mesmo programa do caso (1), a partir do qual

obtiveram-se que os valores para os quais r, < 0 sdo A € [0, 95].

(3) 5 <1 para ¢y € [0.5,1]:
Considere 73 = ¢ — 1. Substituindo a primeira condicional de (A.1) em 75, tem-se

rg=—4(A—24) 05 +16(A—23)d + (528 — 25)) 3%+ (19X —336) o+ (80 — TA) b+ A+ — 1.

Com isso, tem-se que mostrar que r3 < 0 para ngSU € [0.5,1]. Utilizando o mesmo programa
dos casos anteriores para varrer os valores de \ obteve-se que os valores para os quais 73 < 0
sao A € [0,1000].

Para obter o intervalo final de valores de \ para os quais o esquema EPUS é TVD, faz-se a
interse¢ao dos 3 intervalos obtidos nos casos (1), (2) e (3), resultando em A € [16,95]. Com
isso, conforme visto ao longo deste texto, apenas valores dentro deste intervalo foram utilizados
para aplicar o esquema EPUS, ja que um dos objetivos de desenvolver um novo método é a

proposta de que este seja TVD.
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APENDICE

B

Esquema Desenvolvido Sem Pardmetro Livre

Ao longo deste trabalho, desenvolveu-se também um outro esquema com as mesmas pro-
priedades do esquema EPUS, no entanto sem a presenca de um parametro livre. Este novo
esquema foi testado em varias leis de conservacao 1D e 2D, no entanto, como o esquema EPUS
apresentou melhores resultados em todos estes testes, o esquema sem parametro livre foi des-
considerado como nova proposta neste trabalho, sendo apresentado apenas como apéndice.

No desenvolvimento do esquema sem parametro livre foram impostas oito condigoes para
sua derivagao. Sendo assim, para o desenvolvimento do esquema considerou-se um polinémio

de grau sete, da forma

~o { a7¢37U + GJGQAS(G] + a5¢§?f + a4¢§4U + a3¢;?fj + G'QQASIQJ + G1QA5U + ap, se QASU € [0,1], (B.1)

or(dv) = bo s by [0.1].

Na determinacao dos coeficientes ag, ..., a7 foram impostas, primeiramente, as condicoes de
Leonard, como segue:
— passar pelo ponto O(0,0);
— passar pelo ponto P(1,1);
— passar pelo ponto Q(0.5,0.75) (condigao necessaria e suficiente para atingir segunda ordem
de precisdo);
— ter inclina¢ado de 0.75 no ponto () (condigdo necessaria e suficiente para alcancar terceira
ordem).

Aplicando tais condigbes em (B.1), tem-se

— $4(0) = 0:
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~op(l) =1
a7+ ag + as +ayg +as +ag +a; = 1; (B.3)
~ $4(0.5) = 0.75:
a7 + 2ag + 4as + 8ay + 16as + 32as + 64a; = 96; (B.4)
- §7(0.5) = 0.75:
Tar + 12a¢ + 20as + 32a4 + 48as + 64ay + 64a, = 48. (B.5)

Em adicao a isso, para fechar o sistema, considerou-se que o polindmio de grau sete seja
uma funcao de classe C?, assim como feito para o esquema EPUS.

Para isso, as seguintes condicoes devem ser satisfeitas, sendo que as duas primeiras determi-
nam que ele seja de classe C! e as duas tltimas que se estenda para classe C?, as quais seguem

aplicadas em (B.1):

-~ 6,(0) = 1:
a; = 1; (B.6)

O
Tar + 6ag + bas + 4ay + 3as + 2as + ay = 1; (B.7)

~95(0) =0
as = 0; (B.8)

~dp(1) =0
42a7 4 30ag + 20a5 + 12a4 + 6az + 2a, = 0. (B.9)

Com a resolugao do sistema formado por (B.2)-(B.9), obtém-se
ar = 16; ag = —72; a5 = 120; ay = —88; a3 =24; a; =0; a; = 1; a9 = 0.

Finalmente, o esquema sem parametro livre, em variaveis normalizadas, ¢ dado por

(B.10)

5 = 1667, — 7207, + 1200 — 886 + 2467, + du, se ou € [0,1],
! du, se oy ¢ [0,1].
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Utilizando a definigao de variaveis normalizadas (NV), tem-se a equac¢ao do esquema sem

parametro livre em variaveis nao-normalizadas:

| rt(dp—0r)[166] — T20% + 12007 — 886 + 2463 + du], se du € [0,1],
¢f = (B.11)

ou, se ¢y ¢ [0,1].
Ainda, pode-se reescrever o esquema na forma de limitador de fluxo, o qual é dado por
4 3

167} + 487

—, se 1y >0,
v =4 U (B.12)

0, se 1y <0.
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APENDICE

C

Software CLAWPACK

Para resolver as leis de conservagao 1D dadas pela Eq. (2.1), consideram-se estas equagoes

escritas na forma quase-linear, a qual é dada por

em que A(x,t) é a matriz jacobiana F'(¢(x,t)) = A(z,t).

Para resolver (C.1) é empregado o algoritmo a seguir, o qual é conhecido como algoritmo
REA (ver LeVeque [32]):

Passo 1: Substitui-se a solucao pontual por uma distribuicao constante por partes;

Passo 2: Resolve-se o problema de Riemann aproximado pelo método de Roe. O solu-
cionador do problema de Riemann retorna, para quaisquer dois estados ¢; 1 e ¢;, um conjunto

de M ondas definidas como

M
S W =6i— 61 =Ae, (C.2)
q=1 ’
e as flutuagoes
M
ATAG s = (37 WE (C.3)
q
M
ATAG, = (3)W (C.4)
q
onde (87)~ = min(},0) e (87)* = max(\,0), em que A é o autovalor da matriz A.

Passo 3: Aplica-se a formula de atualizacao, as quais sao dadas utilizando-se o método de
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Software CLAWPACK

Godunov de primeira ordem ou sua variante de segunda ordem com termo de corregao (proposta

por LeVeque [32]):

- método de primeira ordem de Godunov:
n+1 n ot + _
oI = @, _E<A A@_%Jr/l AQZ)H%);

- método de primeira ordem de Godunov com termo de corregao:

ot ot / ~
n+l _ n 7% + o - ) = — 1
Gt = g == (ATAGy + A DGy ) == (B
em que
=~ + _ 1 5t
F,1=A"¢; + A ¢i_1 + §|A| I— 5—|A| (i — Pi1),
2 X
com

2

M
Gi—di=) @18 e di=a1(r!
q

(C.7)

(C.8)

Ainda, o = R716, R é a matriz dos autovetores, § = ¢;—®;_1, 1 sao as funcoes limitadores

de fluxo e r?fl é a razao dos gradientes consecutivos definida por
2

o7 4 i—1, A<,
rly=—7=, emque [=
2 4 1+1, A >0,

com M\ autovalores de R.

(C.9)

E importante observar que qualquer esquema convectivo pode ser implementado no soft-
ware CLAWPACK, desde que se obtenha seu limitador de fluxo. Neste trabalho, todos os

esquemas de alta resolucao apresentados no Capitulo 2 foram implementados neste pacote

computacional.
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