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RESUMO 

Neste trabalho é apresentado o Método de Diferenças Finitas Geralizadas (MDFG), co-

mo uma alternativa de método meshless para solucionar equações diferenciais parciais. 

Este método está baseado na aproximação local por mínimos quadrados a partir de nós 

espalhados sobre o domínio. E proposto um critério de seleção dos nós utilizados na apro-

ximação, garantindo que o erro de truncamento gerado pelo MDFG é baixo. Demonstra-se 

teoricamente a convergência do método em certos problemas elípticos e parabólicos, e al-

guns exemplos são apresentados para comprovar este fato. A aplicação do método na 

solução de EDP em domínios de alta complexidade é mostrada num exemplo de escoa-

mento de fluido numa artéria. 



ABSTRACT 

A Generalized Finite-Difference Method (GFDM) is proposed in this work as a new mesh-

less method to solve partial differential equations. The method is based on moving least 

square approximations of an arrangement of nodes distributed in a domain. The con-

vergence of some elliptic and parabolic problems is theoretically prove and examples are 

also presented. The flexibility of ability GFDM to solving PDE in complex domains is 

ilustrated though the simulation of the blood flow into an artery. 
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Introdução 

O método de diferenças finitas generalizadas (MDFG) proposto neste trabalho é desen-

volvido a partir do método de aproximações por mínimos quadrados localizados (MLS)1, 

introduzido por Sherpard [31]; o qual fornece uma alternativa às interpolações clássicas de 

aproximação de funções a partir de seus valores dados em uma série de pontos distribuídos 

irregularmente. Recentemente, o MLS para a solução numérica de equações diferenciais 

tem recibido grande destaque, especialmente na literatura de engenharia mecânica, geran-

do uma série de métodos chamados meshless, os quais possibilitam uma aproximação 

numérica a partir de um conjunto de pontos que podem não ter como suporte uma malha 

ou triangulação. A classificação de um método como sendo do tipo meshless ainda não 

está estabelecido na literatura. Neste trabalho é utilizada a definição dada por Krysl e 

Belytschko [4], na qual um método é considerado meshless se as bases da aproximação são 

construídas a partir de um suporte arbitrário gerado por uma coleção de nós distribuídos 

irregularmente. 

Uma característica atrativa dos métodos meshless é sua facilidade de adaptação em 

espaços arbitrários, e a flexibilidade na implementação de esquemas adaptativos. 

Os métodos meshless podem ser divididos em duas categorias: os métodos baseados 

sob princípios variacionais e métodos que atuam diretamente nas equações diferenciais 

governantes. Na primeira categoria pode-se ter os seguintes métodos: smooth particle 

hydrodinamics (SPH), por Gingold e Monaghan [13][23]; diffuse element methods (DEM), 

por Nayroles et ai. [24]; element free Galerkin (EFG), por Belytschko et al. [5]; repro-

ducing Kernel particle (RKP), por Liu et al. [20]; h-p cloud method por Duarte et al [9]; 

partition of unit finite element method (PUFEM) por Babuska e Melenk [3]; meshless local 

Petro-Galerkin (MLPG) e local boundary integral equation (LBIE) por Atluri e Zhu [2]. 

lmoving least square 
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Tais métodos têm como característica comum a utilização de uma integração numérica 

para o estabelecimento das equações discretas do sistema. Integrações numéricas tem 

efeitos sob a precisão e convergência da solução destes métodos meshless, mas apresentam 

dificuldades devido às seguintes razões: as integrações numéricas geralmente são com-

plexas devido à complexidade da forma da função; é muito difícil escolher uma ordem 

de integração com todos os fatores considerados; além disso, uma baixa ordem de inte-

gração gera soluções de baixa precisão, em quanto integrações de alta ordem incrementam 

excessivamente o custo computacional. 

Na segunda categoria de métodos meshless é considerado o método de diferenças fini-

tas generalizadas (MDFG), no qual um conjunto de equações discretas são estabelecidas 

diretamente a partir das equações diferenciais. Uma vantagem deste método está na não 

utilização de integrações numéricas. A idéia de utilizar nós postos irregularmente num 

domínio para a obtenção das aproximações das diferenças finitas não é nova, Jensen [16] 

no final dos anos 60, apresenta um método de diferenças finitas o qual utiliza células (ou 

estrelas) irregulares com seis pontos. Utilizando a expanssão de séries de Taylor ele obtém 

uma formulação de diferenças finitas a qual aproxima derivadas até de segunda ordem. 

A principal desvantagem deste método é que apresenta frequentes singularidades ou mau 

condicionamento da célula. Perrone e Kao [28] sugerem a adição de mais nós na célula 

e a aplicação de uma média para a geração dos coeficientes das diferenças finitas. Liska 

e Orkisz [19] tem feito uma interessante contribuição ao desenvolvimento do método no 

que se refere à seleção de células na tentativa de eliminar os problemas indicados acima, 

aplicando o método na solução de problemas lineares e não-lineares. Recentemente os tra-

balhos de Luo e Hiissler-Combe [21], Benito et al. [32], Marshall e Grand [22], e Gossler 

[14] fazem uso do método na construção de esquemas de diferenças finitas, expandido 

suas aplicações para a solução de diferentes problemas. A pesar das vantagens oferecidas 

por este método, como sua facilidade de implementação, flexibilidade e pouco custo, esta 

categoria de métodos meshless tem recebido pouca atenção comparada com os métodos 

variacionais da primeira categoria. 

Embora o MDFG seja um método meshless (o qual utiliza um conjunto de nós espalha-

dos no domínio, os quais podem não ter nenhuma conectividade entre eles), é interessante 

utilizar malhas (estruturadas ou não estruturadas) como suporte dos nós, com a qual, 
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pode-se garantir uma melhor distribuição dos nós sobre o domínio rápida busca de vizi-

nhança. O objetivo principal deste trabalho é estudar a convêrgencia do MDFG, quando 

aplicado na solução de problemas de equações diferenciais parciais. Uma análise do erro 

que o método introduz, dependendo das posições dos nós utilizados nas aproximações e 

um estudo sobre consitência e estabilidade também é apresentado. 

0 trabalho é organizado da seguinte forma: No primeiro capítulo são definidas dife-

rentes tipos de células baseadas nas propriedades intrínsecas das malhas (por ex: relações 

entre nós por arestas). Além disso, é definido o MDFG como um método diferencial 

para solucionar problemas d-dimensionais, e é feito um estudo analítico da consistência 

e estabilidade do método. No segundo capítulo, se estuda numericamente os erros de 

truncamento gerados pelo MDFG, para diferentes tipos de células bi-dimensionais, com 

respeito a suas formas e tamanhos. Também é apresentado um critério de escolha de 

células. Finalmente, no terceiro capítulo, são apresentadas algumas aplicações do MD-

FG na solução numérica de equações diferenciais parciais bi-dimensionais, avaliando a 

convergência do método. 
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Capítulo 1 

MDFG por aproximação local de 

polinómios. 

A natureza dos fenómenos físicos geralmente pode ser modelada mediante relações mate-

máticas conhecidas como equações diferenciais parciais (EDP). Nas EDP uma ou várias 

funções sob um domínio contínuo são obrigadas a satisfazer uma série de condicionamen-

tos nos quais estão envolvidas as derivadas das próprias funções, além de condições nas 

fronteiras do domínio. Algumas vezes, tais equações diferenciais podem ser solucionadas 

analiticamente, encontrando uma ou um conjunto de funções solução das EDP. Lamen-

tavelmente, na maioria dos problemas é impossível obter uma solução analítica para uma 

EDP, ou então, tal solução pode ser muito complexa para ser trabalhada. Nestas situações, 

a solução da EDP geralmente é calculada utilizando métodos numéricos que aproximam a 

solução a partir de uma discretização do domínio. Os métodos numéricos para a solução 

de EDP mais conhecidos são: Elementos Finitos (EF), Volumes Finitos (VF) e Diferenças 

Finitas (DF). Nos métodos de DF, uma EDP é definida sob um domínio contínuo é a-

proximada por um sistema de equações algébricas geradas a partir de uma discretização 

de tal domínio. A partir das equações algébricas calcula-se uma solução numérica que 

aproxima a EDP original. 

Este trabalho pretende estudar o método de diferenças finitas generalizadas, utilizando 

qualquer tipo de discretização regular ou irregular do domínio. As discretizações regulares 

são utilizadas no métodos clássicos de DF, e elas são construídas a partir de malhas 

regulares, nas quais todos os nós possuem uma mesma relação topológica com seus vi-
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zinhos (a exceção dos nós da fronteira); comumente são utilizadas malhas retangulares, 

hexagonais, tetraédricas, etc. 

Neste capítulo inicialmente é introduzido o conceito de célula computacional; para 

posteriormente apresentar o método de aproximações de diferenças finitas generaliza-

das, que utiliza polinómios de aproximação local, ajustados por mínimos quadrados. Os 

coeficientes dos polinómios obtidos por este esquema darão informações das derivadas das 

funções requeridas nas soluções numéricas da EDP. A consistência e a estabilidade do 

método são apresentadas com o propósito de estudar a convergência do método. 

1.1 Célula computacional associada a um nó. 

Seja um domínio D C e um conjunto de nós V = {t>i, . . . , vHv} tais que V C D. A 

célula computacional (ou simplesmente célula) do nó Vi £ V, denotada C,, é definida como 

o conjunto de nós vk £ V, que são utilizados no cálculo dos valores aproximados das 

derivadas de uma função contínua no nó V{. As células dos nós são também conhecidas 

na literatura como estrelas de nó [10] [19] ou moléculas computacionais quando é incluído 

o nó principal [11]. 

A seguir serão apresentados alguns exemplos de células computacionais regulares de 

esquemas clássicos de DF: 

Exemplo 1.1. Seja um problema uni-dimensional, onde o domínio D C K de uma função 

f tem um comprimento L. O domínio D pode ser discretizado por uma coleção de N nós 

associados aos pontos Xi distribuídos uniformetemente sob D. Seja o ponto x0 £ D tal 

que XQ < x, para "ix £ D, chamado ponto inicial. Para qualquer ponto x, da discretização 

, tem-se que x^ = x0 4- iAx, onde Ax = L/(N — 1) e i = 0 , . . . , N. 

As aproximações das derivadas de primeira ordem da função f podem ser obtidas 

mediante diferenças progressivas, centradas ou regressivas, como: 

Diferença progressiva: —— 
ox 

/Qeí+i) ~ fixi) 
Ax 

+ 0( Ax) 

Diferença centrada: 
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Diferença regressiva: 
ox 

f ( x j ) - / Q g , - - i ) 

Ax + 0{ Ax) 

onde O(-) indica a ordem do erro de truncamento que induz a diferença na aproximação. 

No caso do cálculo das aproximações da segunda derivada, pode ser utilizado as diferenças 

centradas: 

Diferença centrada: 
dx2 

/ ( s i + 1 ) - 2 / ( a ; 0 + / f a - 1 ) 
Ax2 

+ 0(Ax2) 

Outras aproximações de diferenças finitas podem ser empregadas, onde se utiliza mais 

de dois nós vizinhos, ou só os nós que ficam de um mesmo lado do nó principal, como os 

esquemas diferenciais de Leonard, Petro-Galerkin, etc [17]. Para o caso das diferenças 

centradas, a célula do nó Xi é dada por: Cí = {rcj-i, Xí+i}, como é apresentado na figura 

l.l(a); para a diferença progressiva as células são dadas por Ci = {rrj+i}, ver figura 

l.l(b); e para a diferença regressiva, as células são: Ci — ver figura l.l(c). 

X i JCi+i 
• • O —o • • 

X , Xi+i 

Xi-, 
• • 0— 

X, 
— • — 

Figura 1.1: Nós das células (representados pelo círculo vazio) do nó Xi para: (a) diferenças 

centradas, (b) diferenças progressivas, e (c) diferenças regressivas. 

Exemplo 1.2. Para um problema bi-dimensional com um domínio D C l 2 retangular, 

pode-se fazer um tratamento análogo ao anterior, discretizando o domínio D por uma 

malha regular de elementos retangulares, onde cada um dos nós pode ser associado aos 

vértices dos elementos da malha, tal como se observa na figura 1.2. Para calcular as 
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derivadas de segunda ordem de uma função sob um nó XÍJ pode-se utilizar diferenças 

centradas como: 

d 2 / = / f a + i j ) ~ 2 ffaj) + f(xi-ij) 
dx2 Ax2 Xij 

d2/ = fixi,j+1) ~ 2 f{xi:j) + /(gj,j-i) 
<V . Ay2 

+ 0{ Ax2) 

+ 0(Ay2) 

Para o cálculo destas diferenças finitas tem-se uma única célula para um nó XÍJ dada 

como Cíj = {xi+\j, Xí-ij, Xíj-i}, tal como é apresentado na figura 1.2. 

- ij+l 

Hj-1 

Figura 1.2: Nós das células (representados pelo círculo vazio) do nó Xij para diferenças 

centradas bi-dimensionais. 

Exemplo 1.3. Analogamente quando são utilizadas diferenças finitas centradas num caso 

tri-dimensional, num domínio que possa ser discretizado por uma malha regular cúbica, 

a célula do nó Xij^ (ver figura 1.3) estará composta por: CÍJ^ = {x^ij^, Xí-xj^, xi,j+i,k, 

xi,j-l,ki xi,j,k+l, xi,j,k~l}-

Os métodos de DF mencionados acima, que utilizam discretizações regulares, são muito 

eficazes pois permitem um controle robusto do erro na aproximação e são muito rápidos, 

já que a busca das células dos nós é imediata. 

Quando a discretização do domínio não pode ser regular, devido a fatores como uma 

geometria complexa do domínio ou refinamento local da malha, se faz necessário utilizar 
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Figura 1.3: Nós da célula (representados pelo círculo vazio) do nó para diferenças 

centradas tri-dimensionais. 

outros métodos de aproximação, como o MDFG que apresentaremos aqui, nos quais a 

busca e escolha dos nós que compõem uma célula não é tão imediata como no caso 

regular. 

Diferentes critérios para a escolha dos nós de uma célula no caso bi-dimensional tem 

sido propostos na literatura, um dos primeiros foi dado por Jensen [16], onde os nós da 

célula são selecionados de acordo com a distância do nó central. Este critério é simples mas 

tem problemas quando os nós são dispersos irregularmente (Fig. 1.4a). Perrone e Kao [28] 

propõem o critério "dos oito segmentos", onde o plano é dividido em oito segmentos iguais, 

escolhendo só um nó por segmento (Fig. 1.4b), obtendo uma boa escolha da célula, mas 

tornando-se muito rigoroso, complexo e com grande consumo de tempo computacional. 

Um critério análogo e mais simples é proposto por Liszka e Orkisz [19], no qual, o plano 

é dividido em quatro segmentos (quadrantes), e são escolhidos os dois nós mais próximos 

do nó central de cada segmento (Fig. 1.4c). 

O critério utilizado neste trabalho difere dos anteriores por empregar como suporte uma 

malha não estruturada formada por elementos triangulares num domínio bi-dimensional 

(se o domínio é tri-dimensional os elementos são tetraedros), assim, as relações de vizi-

nhança podem ser obtidas rapidamente utilizando uma estrutura de dados apropriada. 

Na implementação do critério proposto neste trabalho, quando os nós são identificados 

pelos vértices da malha, utilizamos três tipos de células: 

• Célula C(I) : Neste tipo de célula, os nós que compõem a célula de um nó i 
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o 

TT 

(a) (b) (c) 

Figura 1.4: Seleção da célula: (a) critério da distância, (b) critério dos oito segmentos, e 

(c) critério dos quatro quadrantes. 

correspondem aos vértices que compartilham uma aresta com Vj, tal como pode ser 

observado na figura 1.5a. Na implementação do MDFG, deve-se ter muito cuidado 

com este tipo de célula, já que o método precisa de uma quantidade mínima de nós 

(tal como será visto na seção 1.2), e podem existir células com uma quantidade de 

nós inferior ao exigido pelo método. Geralmente, este problema ocorre para células 

C(I) de nós no bordo do domínio. Não obstante, este tipo de célula é a que gera 

menos erros ao implementar o MDFG, como será visto na seção 2.3. 

• Célula C(II) : Para um nó Uj, este tipo de célula é composto pelos nós da célula C(I) 

mais os vértices opostos a por arestas cujos extremos estão em C(I); a figura 1.5b 

apresenta um exemplo destas células. Por possuir mais nós, C(II) por geral evita 

o problema de possuir menos nós que o mínimo exigido pelo método MDFG, mas 

apresenta a desvantagem de gerar maiores erros de aproximação. 

• Célula C(III) : Este tipo de célula é composto pelos nós da célula C(I) relacionada a 

Vi, mais os vértices que compartilham uma aresta como os nós em C(I), com exceção 

de Vi. Um exemplo da célula tipo C(III) é apresentado na figura 1.5c. A ultilização 

destas células seá restrita unicamente a casos excepcionais, onde células C(II) não 

possuam uma quantidade mínima de nós exigida pelo MDFG. Um caso típico onde 

se apresenta este problema são as células dos nós que estão nos "cantos" das malhas. 
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(c) C(II) (d) C(IV) 

Figura 1.5: Diferentes tipos de célula de nó. 

No caso onde os nós devem ser posicionados no baricentro dos elementos triangulares, 

uma célula tipo C(IV) é utilizada, definida como: 

• Célula C(IV) : Os nós que compõem a célula tipo C(IV) para um nó bi no baricentro 

de um elemento triangular, são dados pelos nós que estão nos elementos triangulares 

que intersectam o triângulo do nó bi. Na figura 1.5d é apresentado um exemplo deste 

tipo de célula. 

Para cada nó Vi G V situado na posição r,- = (xj,.. - jxf),1 pode-se definir um novo 

sistema de coordenadas cuja origem está situada em r;, com o qual, uma posição qualquer 

'x j = {Vi,ej), onde ej são os elementos da base canónica. 
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r — (a;1 , . . . , xd) é expressa neste novo sistema de coordenadas como r = ( x 1 , . . . , ôcd) com 

seus componentes dados por: 

rp3 •• • • /yj 
J/ — tt> «X/ para j = 1 , . . . , d (1.1) 

assim, as posições dos nós vk £ C*, podem ser expressos como rk = (xl,..., xf). 

Em um problema bi ou tri-dimensional, pode ser utilizado por comodidade, a no-

tação por letras (x k ,y k ) ou (xk,yk, zk), em vez da notação de supra-índices (x^x^) ou 

(x l ,x k ,x l ) , para designar posições. Neste trabalho serão utilizadas ambas notações, es-

pecialmente a notação por letras para os exemplos. 

Como uma medida do tamanho cada célula Cj, se define o raio da célula pi, como 

pi — min pi:k , onde pijk são as distâncias euclidianas de cada um dos nós vk da célula com 

o nó principal Vi, assim, pitk — ||rfc||eucí (comprimento da aresta ViVk). Portanto, pode-se 

introduzir um parâmetro de comprimento global da malha h como: 

o qual simplesmente, é igual ao comprimento da mínima aresta da malha. Com a ajuda 

deste parâmetro, podemos qualificar uma malha, pelo tamanho dos elementos que ela 

possui; assim, podemos dizer que uma malha é fina,2 se h é muito pequeno. Nos algoritmos 

de geração de malhas, o usuário inclui um parâmetro relacionado a h, para poder fazer 

o ajuste da densidade de elementos no domínio, como pode ser observado a partir dos 

algoritmos dados no apêndice A. É importante esclarecer que a definição dada de h não é 

única, já que poderia ser utilizado outros parâmetros para indicar o tamanho dos elementos 

da malha, por exemplo: o comprimento da máxima aresta ou a média dos comprimentos 

das arestas. 

O vetor posição rk de um nó vk de uma célula Cj, pode ser normalizado respeito ao 

parâmetro h, como rk/h = ífc, onde ík = rk(alk,..., af). Portanto, as componentes de rfc 

serão dadas por: 
2Na literatura de geometria computacional, é denominada uma malha grossa quando ela tem uma 

baixa densidade de elementos, e é chamada uma malha fina quando a densidade de elementos é grande. 

keCi 

h — min pi 
VÍÍV^ 

(1.2) 
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xk — hoPk para j — l,...,d (1-3) 

Uma célula C? está caracterizada geometricamente por sua forma (dados pelos termos 

ak, com j = 1,... ,d, e dos € Ci) e seu tamanho (relacionado a h). Nas malhas da 

figura 1.6 pode-se contemplar este fato, onde células tipo C(I) na malha da esquerda tem 

aproximadamente o mesmo tamanho, mas com diferente forma (um exemplo são as duas 

células Ci e C2); e na malha da direita são apresentadas células tipo C(I) com a mesma 

forma (só variando por um ângulo de rotação), mas de tamanhos diferentes, como é o 

caso das células C\ e Ci- Na análise dos erros do MDFG (capítulo 2) serão estudadas com 

mais detalhe as relações da forma e o tamanho das células e como elas afetam o método. 

Finalmente, é definida uma célula irregular C,- com n,- nós como uma célula regular 

(obviamente com n* nós), onde perturbações foram aplicadas nas posições de seus nós. 

Assim, pode-se criar uma célula irregular a partir de uma regular, adicionando uma série 

de perturbações (ÔXk, àyk) a cada um dos nós da célula, tal que satisfaçam (5x k ) 2 +{5y k ) 2 < 

{pi5s)2 para k = 1 ,...,71*, onde (5s indica a ordem da perturbação. Na figura 1.7 é 

apresentado um exemplo de uma malha irregular hexagonal C(I) gerada a partir de uma 

célula regular, e de perturbações de ordem Ss. Assim, uma célula irregular tende a ser 

uma célula regular quando ôs —> 0. 
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y 

Figura 1.7: Malha irregular hexagonal gerada a partir de uma célula regular, e de pertur-

bações de ordem 5s. 

1.2 Aproximação por mínimos quadrados. 

Seja / : D —> R uma função de classe Cq definida em D C Md e um conjunto de nós 

V C D. Suponha que para qualquer nó vQ e V é definida uma célula C0, e o valor de 

/ ( r 0 ) é conhecido. 

Procura-se uma função f0 que aproxime / na vizinhança de v0 e cujas derivadas de 

grau menor ou igual a s < q sejam fáceis de calcular. Uma boa alternativa é utilizar um 

polinómio de grau s > 0 ajustado por mínimos quadrados com os valores da função / nos 

nós de C0. Suponha que 

f0(r) = f(r0) + W0(T), (1.4) 

onde W0 é um polinómio de aproximação de grau s dado por: 

Wo(f) = X ; C j p W ( f ) (i.5) 
j = l 

onde Po^{r) expressam os elementos de uma base do espaço polinomial Vf e Cj são os 
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coeficientes correspondentes. 0 polinómio de aproximação W0(f) deve ser nulo sob o nó v0. 

Cada um dos elementos Pj^ (r) da base polinomial é um monómio de grau menor ou igual 

a s, com exceção do monómio de grau 0, que pode ser desconsiderado3. Por simplicidade, 

identificaremos r) como W0(f) como W0, e P^\rk) como Pfc(í) quando rk é o 

vetor posição do nó wjt, deixando implícito que estes elementos estão relacionados ao nó 

va. 

Exemplo 1.4. Ao utilizar um polinómio de primeiro grau (s — 1) numa função de apro-

ximação f0, para um problema uni-dimensional, W0 será dado como: 

W0(x) = ClP(1) = Clx 

assim, f é aproximado no ponto xQ por f0 que será uma linha reta em K2; (ver figura 

1.8a). Para um problema bi-dimensional, W0 será dado por: 

W0{x, y) = CIP (1) + C2P ( 2 ) = CIÍ + c2y 

com o qual a função de aproximação fa e um plano em M3. 

Exemplo 1.5. Utilizando um polinómio de segundo grau (s = 2) como uma função de 

aproximação num problema uni-dimensional, W0 será dado por: 

W0(x) = CI P ( 1 ) + C2P{2) = cxx + c2x2 

assim, f0 corresponde a uma parábola em R2, (ver figura 1.8b). Para um problema bi-

dimensional, Wa será: 

W0(x, y) = C I P ( 1 ) + C 2 P { 2 ) + C 3 P ( 3 ) + C4P (4) + c5P { 5 ) = cxx + c2y + c3x2 + c^xy + c5y2 

sendo f0 um parabolóide em E3. 

3Por definição, o espaço polinomial Vf é composto por todos os polinómios d-dimemsionais de grau 

menor ou igual a s, incluindo os monómios de grau zero. Neste trabalho o espaço T f corresponde 

ao conjunto de todos os polinómios cZ-dirnernsionais de grau s', onde 0 < s' < s. Em problemas de 

interpolação, o espaço Vf deve incluir os polinómios de grau zero [31]. 
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Figura 1.8: Função de aproximação f0: (a) uma linha reta com s = 1, e (b) uma parábola 

com s = 2 

Os coeficientes c, do polinómio Wa aproximam as derivadas de / sob o nó v0. No 

seguite exemplo pode ser apreciado este fato: 

Exemplo 1.6. Suponha uma função f : D C R2 -> R a qual é aproximada por f0 sobre 

o nó v0 a partir de um polinómio de aproximação 

W0(x, y) = cix + c2y + czx2 + cAxy + c5y2 

As derivadas f f , §£, g , 0 podem ser estimadas de devido 

a que r0 = (0,0) de (1-4) se obtém: 

dfo = dWa 

dx dx 
dfo = dW0 

dy dy 
d2f0 = d2W0 

dx2 dx2 

d2f0 = d2W0 

dxdy dxdy 
d2 fo = d2W0 

dy2 dy2 

= ci + 2c3a; + c^y = c\ 

= c2 + c4.x + 2 c5y = c2 

= 2C 3 

= c4 

= 2C5 
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Cada problema necessita de uma base . . . , P ^ } para formar o espaço polinomial 

Vf (tal como se observa nos exemplos 1.4 e 1.5). Cada um dos elementos da base P^) ê 

definido como um monómio de grau scom 0 < s' < s, que é expresso como: 

PU) = ( í ^ i W ^ j w t i ) _ _ _ ( x d Y ^ (1.6) 

onde fJ,k(j) é um número inteiro, com k = l,... ,d, satisfazendo com as seguintes restrições: 

d 
o < M j ) < s ' e = (1.7) 

fc=i 

Cada monómio P^ pode ser representado como uma cí-upla (fii (j),.. •,/J-d(j)) no es-

paço dos inteiros positivos Ed de dimensão rf, definido como: 

E'd = E + x • • • x E + 
v V ' 

d 

Ao satisfazer com as restrições (1.7) todos os monómios de grau s', serão representados 

no espaço Ed como uma coleção de pontos formando uma espécie de "camada". Na figura 

1.9 são apresentados exemplos destes pontos, suas respectivas camadas (representadas 

pelas caixas pontilhadas) e o grau que as caracterizam. 

A base do espaço polinomial Vd é composta pelos monómios representados por todos 

os pontos das camadas de grau menor ou igual a s; assim, os primeiros elementos da base 

possuem os monómios da camada de grau 1, em seguida os monómios da camada de grau 

2, e assim até completar todos os monómios de grau s, tal como é apresentado na tabela 

1.1, para os espaços polinomiais V3, Pf e V\. A ordenação entre monómios de um mesmo 

grau é de livre escolha. Neste trabalho isto é feito seguindo o caminho das setas entre 

pontos de uma mesma camada nas figuras 1.9b e 1.9c. Assim, por notação, um ponto do 

espaço Ed é chamado o j-ésimo ponto de Ed se ele corresponde ao elemento 
O próximo lema nos mostra como obter o grau de um monómio P ^ a partir de j. 

Lema 1.1. Se P^ o j-ésimo elemento de Vd, então o grau de P ( j ) é dado por 

Nd{j) - min lk 
k ' d 

X ( r - l ) + d > , 
i—1 
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i 

0 1 2 3 : r t t 
grau 1 grau 2 grau 3 

(a) 

M'! 

\ 2' 

\ 1 \ 2 .'< 3 : 
\ - x ' ' " X 

grau 1 grau 2 grau 3 ^ 

(b) 
(c) 

Figura 1.9: Representação dos monómios base do espaço polinomial como pontos no 

espaço com suas respectivas camadas de grau s. 

Demonstração. A prova é uma consequência imediata do fato que o número de monómios 

de grau r no espaço de dimenção d é 

(2) X 

• 

Corolário 1.1. Se quisermos que W0 seja um polinómio de grau s então a numeração 

dos monómios vai de 1 até (2) x (« — 1) + d , isto é 

n 
ur) = / ( r 0 ) + W0 = / ( r 0 ) + £ ctP« 

t=1 
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(a) 

(b) 

d = 2 

monómio Ml M 2 grau 
p( i) = f 1 0 1 

P ( 2) = y 0 1 1 
p(3) = j.2 2 0 2 
p( 4) = ^ 1 1 2 
p( 5) _ y2 0 2 2 
p( 6) = 3 0 3 
p(7) = y 2 1 3 
p( 8) = xt f 1 2 3 
p(9) _ y3 0 3 3 

d--= 1 

monómio Ml grau 

PM = X 1 1 
p( 2) = ^2 2 2 
p(3) = á3 3 3 

(c) 

d = = 3 

monómio Ml M2 M 3 grau 
p( D = ^ 1 0 0 1 
P(2) = y 0 1 0 1 
p( 3) = ^ 0 0 1 1 
p(4) = £2 2 0 0 2 

P<5) = xy 1 1 0 2 

p(6) = XZ 1 0 1 2 
p(7) = 2̂ 0 2 0 2 

P<8> = yz 0 1 1 2 
p(9) = 0 0 2 2 

Tabela 1.1: Bases dos espaços polinomiales (a) V\, (b) , e (c) "P|. 

Conhecendo os monómios P^ o problema de calcular W0 se resume em obter os coe-

ficientes Ci,..., cn, que aproximem a função f0 na região da célula C0. Utilizamos para 

isto um ajuste de mínimos quadrados para calcular tais coeficientes; obtendo o seguinte 

sistema linear, onde os coeficientes c, estarão contidos no vetor das incógnitas: 

Ac = b (1.8) 

onde A é a matriz composta pelos elementos a,̂ - dados por, 

a = J2 pk)pk)u}* com iJ = h--.,n, (1.9) 
Vk€C0 
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o vetor de incógnitas c = [ci, . . . , cn ] r , e b = [61,..., bn]T onde bi denotam os produtos 

escalares, 

b3 = £ ( / ( r * ) - fco))^ (1.10) 

Vk^Co 

avaliados sobre os nós vk G Ca . A função peso ujk foi introduzida, e geralmente, depende 

das posições entre os nós va e vk- Algumas vezes, a função peso LJk é utilizada para privi-

legiar nós numa dada direção (por exemplo na direção das camadas de um escoamento). 

Neste trabaho utilizamos funções peso isotrópicas, onde o valor depende unicamente da 

distância de um ponto qualquer ao nó vQ: 

onde va,vb E V; assim, os nós mais distantes do nó central v0, têm menos influência na 

aproximação que os nós mais próximos a v0. Na formulação de aproximação por mínimos 

quadrados, é assumido que a função peso tem um suporte limitado a uma bola finita de 

raio R: 

^a{po,a) = 0 Po,a > R 

Um exemplo de função peso é a dada por Duarte [8], definida mediante a seguinte função 

contínua: 

Wfc = U)k(p0,k) (1.11) 

A função peso não deve incrementar-se com seu argumento; isto é, 

LOa > U}b p0ía < p0ib 

Para evitar que o sistema (1.8) seja indeterminado, é importante que qualquer célula 

computacional C0l tenha uma quantidade de nós igual ou maior a n (número de monómios). 
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1.3 Consistência do método. 
21 

A solução de uma EDP obtida pela utilização do MDFG é uma aproximação da solução 

real da EDP, devido à aproximação feita para o problema contínuo em um domínio discreto 

e finito. Esta aproximação é feita a partir de uma representação do domínio contínuo 

D C por um conjunto finito V de nós espalhados sobre ele. O MDFG será consistente 

se quando a discretização tende para o domínio contínuo, V D, a. solução obtida tende 

à solução real da EDP. Podemos dizer que uma discretização do domínio tende ao domínio 

contínuo quando para V vértice Vj e Ve > 0 a bola de raio e centrada em Vi possuí pelo 

menos outro vértice Vj ^ em seu interior. Nesta seção é estudada a consistência das 

aproximações das derivadas obtidas pelo MDFG, analisando a dependência dos termos 

do erro de truncamento de cada uma delas com o parâmetro de comprimento global da 

malha h. 

Seja um nó qualquer v0 £ V. Supondo que o polinómio de aproximação W0 G Pf, 

a função / é dada por (1.4). Supondo que a matriz A do sistema linear (1.8) utilizada 

no ajuste por mínimos quadrados de / não é singular, então, seu determinante pode ser 

expresso mediante a regra de Laplace como, 

onde A^j] é a matriz de ordem n — l obtida ao eliminar a í-ésima coluna e a j-ésima linha 

da matriz A . Aplicando a regra de Cramer para solucionar o sistema (1.8), cada um dos 

coeficientes c* do vetor c, será dado por: 

n 
(1.12) 

n 
(1.13) 

onde o elemento S^ é dado por: 

.(<) = d e t ( A M ) 
j det(A) 

(1.14) 
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Utilizando a definição dos elementos bj dada em (1.10) no sistema de coordenadas próprio 

do nó v0, e substituindo em (1.13) obtemos: 

= [/(**) - / ( O ^ S f W (1-15) 
3=1 vkeca 

onde a função / avaliada em qualquer nó V/. é equivalente a: 

/(rfc) = f(xl + 4, x20 + xl..., xdQ + xí) = /(xl + p£\ x2 + l f \ ...,xd0 + P f ) 

assim, ao expandir por séries de Taylor a função / ao redor do r0, se obtém: 

fl^ÊFiíÉ^ãlO /('•) ("6> 
l'= 0 ' \m—l / 

Utilizando o teorema multinomial4, expressamos os termos entre parênteses como: 

onde o somatório do lado direito da expressão é dado sobre cada uma das combinações dos 

inteiros não negativos fim cuja soma é V. Cada uma destas combinações pode ser associada 

às coordenadas de um ponto na camada de grau l' > 0 do espaço £d, introduzido na seção 

1.2. Ao incluir (1.17) em (1.16), os elementos l'\ são anulados, e os somatórios sob l' 

(equivalente à soma das camada de grau V = 1 , . . . , oo do espaço Ed) e o somatório sob as 

combinações de fj,m{l') (equivalentes às coordenadas dos pontos na camada l' no espaço £d) 

podem ser simplificados como um único somatório sob um índice l o qual estará associado 

ao l-ésimo ponto do espaço SD com coordenadas (/J,i(1), ..., /jd(l)), assim, o somatório 

será sobre todos os pontos deste espaço, seguindo a numeração discutida na seção 1.2. 

Portanto a série de Taylor (1.16) é expressa como: 

4 O teorema multinomial diz que: í y ^ a i | = y ^ f — ^ — TTa?' onde rii são inteiros não 
\ét ) MnUnó f j y 

negativos cuja soma é n 
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00 i d í , x a \ ^^ 
^ r ^ ) fM (1.18) 

i = l v ' m = l v ' 

com 7r(í) = rim=i MmíO' • Expressando o produtório como: 

d , . . x
 d / d \ 

n ^ r - n í f r n t 
m = l x ' m = l m = l v 

e lembrando que = x™ para m = 1 , . . . , d , utilizamos a definição de P^ dada em 

(1.6): 

m—l 

e definindo o operador diferencial Di como: 

A / g GND( l) 

m= 1 V dxm) [dxlY^1) • • • (dxd)i*(i) 
(1.19) 

(1.18) pode ser escrito como: 

/ (r*) = /(To) + E ( ^ y p k ] D ^ j / ( r 0 ) (1.20) 

Substituindo (1.20) na equaçao (1.15) obtemos: 

n 00 1 

W s j V i a / M I (1.21) 

separando em (1.21) os termos com parâmetro l maiores que n e fatorando os termos que 

são menores ou iguais a n, obtemos: 
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« = Ê £ ( Ê ^ W ^ i a / M ) 
j=i vkeca \i=1 w / 

n / oo -. \ + E E E í k W s } " * » W / M (1.22) 

= Ê ( 4 [ A / M Ê E +Tf.„ 
onde o termo Ti:n portanto, contém os elementos de ordem superior (l > n). Lembrando 

o produto definido em (1.9), a expressão (1-22) é simplificada, obtendo: 

= è ( ^ y w(ro)] £ 5 f + ( L 2 3 ) 

onde ãjti são os elementos da matriz A . 

Proposição 1.1. 

n 
- ôiti , com i,l = l,...,n (1-24) 

onde Sij é a função delta de Kronecker (5^ = 1 se i = l e i = O se i ^ l). 

Demonstração. Inicialmente tomemos o caso quando os parâmetros i e l são iguais. 

Utilizando a definição de S ^ dada em (1-14), obtemos: 

n 1 n 

= det(Ã) Ç d e t ( A ^ 

aplicando (1.12), a primeira relação é satisfeita: 

3 3' det(A) 

Sejam os parâmetros i e l diferentes. Por tanto temos: 
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Er,U) 1 . / a \ detíA') 
j = 1 s ' ^ = = d ^ x y 

onde a matriz A ' é formada por todos os elementos matriciais de A com exceção da i-

ésima coluna, que é igual à í-ésima coluna de A, assim, A ' terá duas colunas iguais, então, 

det(A') = 0, portanto: 

V S{i)a- - det(A° - 0 
^ b* M ~ det(A) " U 

• 
Aplicando (1-24) na equação (1.23), obtemos: 

= È ( ~ m ÍA/ (r« ) ] k i ) +Ti,n = W ^ o ) ] + T h n (1.25) 

Portanto, como já era esperado, obtemos que o coeficiente c, do polinómio de aproxi-

mação W0 é igual ao valor da derivada D* da função / no ponto r0), mais um termo extra 

Ti)71 (este termo extra é formado por elementos de ordem superior, e dele depende o erro 

de truncamento do método). Por definição, o termo Ti>n é dado como: 

oo 
Ti,n = £ Thn+l (1.26) 

í=í 
onde, 

Ti,n+i = z t - V t v [Dn+lf(r0)}± ^ P^P^SfW 
n n + ' j=i vkec„ 

A fim de concluir o estudo da consistência do método, estudaremos a ordem de erro 

que introduz cada um dos elementos Titn+i para l = 1 , 2 , . . . . 

Lema 1.2. Cada um dos elementos TijTl+i é dado como: 

T-< = ÍÔTfõ Wí l D " M (L2T> 
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onde Kj é uma matriz com elementos matriciais iguais aos da matriz A, com exceção dos 

elementos da i-ésima coluna, os quais são formados pelos elementos j3j dados por: 

Pj = E Pt+l)PÍj) <** (1-28) 
Vk£Cd 

Demonstração. Utilizando a definição de S ^ em cada um dos elementos de (1.26), 

obtemos: 

7W = ^7) d^Ã) è («MAM) £ Ptl)Pl3) o* ) (1-29) 
j— 1 \ VfcÇzCo / 

substituindo o último somatório de (1.29) por /3j e aplicando a regra de Laplace: 

= ) d̂ Ã) = ̂ 7) Siy 1^0/ 
• 

A matriz quadrada A[„xn], foi definida pelo sistema linear (1.8), onde cada um de seus 

elementos matriciais foi definido pelo produto (1.9). Esta matriz pode ser expressa como 

o produto das matrizes P[nXn0]i (lembrando que n0 é a quantidade de nós na célula CD), 

e sua transposta P T . Assim, a matriz P que satisfaz P P r = A, é dada como: 

v^T p[x) s/ã~2 P (1) 1 Pno-1 V^nõ 
ff. p(2) f f - p(2) 

(1) 

(2) 

^JlP[n-l) y/uHR (n-l) 

V^T^I 
(n) 

ff. p{n-l) f-— p(n-1) 

y^Tio 'rio \Mio-l 

(1.30) 

Cada um dos elementos yõJ^ F^' da matriz anterior pode ser expresso utilizando as 

relações (1.6) e (1.3) como: 
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^ PfcW = y/uFk (xl)»M ... (^)MJ) = ^ (hal)nW • • • ( h a ^ 

= y/UTk • • • ( a f ) ^ = hNujtk 

(1.31) 

onde Ujth = • • • Podemos observar que a matriz P se decompoe co-

mo o produto de uma matriz diagonal quadrada HrnXni com diag(H) = {hN d^\ . . . , kN*W} 

e uma matriz P[nxno] composta pelos elementos Ujtk, ou seja: 

P = H P ' 

Então, a matriz A , é expressa como, A = P P T = (HP ' ) (HP ' ) T = H P ' P ' r H ; portanto 

o determinante de A é dado por: 

det(A) = det(HP'P H) = det(H) det(P'P'T ) det(H) = (det(H))2 det (P 'P" ) 

Como H é diagonal e quadrada, seu determinante é igual ao produto dos elementos de 

sua diagonal, assim: 

det(A) = /i7 det(A) com 7 = 2 (1-32) 
3=1 

onde Ã = P ' P ' T 

Um procedimento semelhante é utilizado com a matriz K,, expressando-a como: 

K, = 

«1,1 «1,2 

^2,1 «2,2 

On-1,1 an-l,2 ' ' 

O l . i - 1 P l a l , i + l 

a2,i-l 02 °>2,i+l 

Q"n,i—1 fin ^riji+l 

al,n 

a2,n 

O-n-l,í—1 Ai-1 Qn—l,t'+l ' ' ' 0>n—l,T> 

ín,n 

(1.33) 

onde os elementos matriciais a^ estão definidos em (1.9), e os elementos (3j em (1.28). 

Esta matriz pode ser decomposta como o produto de duas matrizes P[nXn0) e r^[n0x?i]) 

onde a matriz P é igual à utilizada no caso da decomposição da matriz A , e definida em 

(1.30). Então, R ; é a matriz que cumpre a relação PR,- = Kj, logo 
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• v^Ã Pt -1) v^r PÍn+l) • v ^ pi 

• V ^ p t -1) p t l ) • P{2 

• Pt -1) v^ pin+l) • V^ ps 

r r r - p(!) ÍTT- P^"1) r r r - P ^ rrr~ P^+V / r r~ P ( n ) 
Vun» " ' ' V ™o n° \J n0 *n0 Vwn0 r«o ' ' ' V ' n o ' " o 

(1.34) 

Utilizando as relações (1.31), temos que os elementos y/cJk Pjf ^ = hNd^Ujjk, para j ^ i 

(ou seja, os elementos em colunas diferentes à i-esima coluna), e os elementos na i-ésima 

coluna são expressos como: 

^ p ^ D = ^ ( n + O v ^ ( a l ) / . i ( n + 0 . . . ( a - ) « ( n + í ) = h N ^ U n + l , k (1.35) 

Então, a matriz R* pode ser escrita como o produto da matriz RÍ[noX„], composta pelos 

elementos Uj>k para j ^ e un+itk para i = j, com uma matriz diagonal quadrada H[nxnj, 

cujos elementos na diagonal são dados por: diag(H') = ..., hNd^l~l\ hNd<<n+l\ 

Assim: 

R j = R-H' 

Portanto, K, = PR* = (HP') (R-H') = HP'R^H', e calculando seu determinante 

teremos, 

det(Kj) = det(HP'R-H') = det(H) det(P'R^) det(H') 

como H e H' são matrizes diagonais quadradas, seus determinantes podem ser facilmente 

calculados como o produto dos elementos das diagonais. Como a matriz H' é diferente 

da matriz H em 1 só elemento, o determinante da matriz K, torna-se 

71 
det(Kj) = d e t Ç P ' ^ com 1 = 2 ^ N d { p ) (1.36) 

P=í 
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Portanto temos a seguinte proposição: 

Proposição 1.2. Os elementos Ti>n+i podem ser escritos como: 

hNd(n+l)-Nd(i) 

Ti'n+l = n(n + l) P í n + o / W ] (1-37) 

onde é definida como: 

e ( n + 0 = det(P'RQ 
det(A) 

Demonstração. A partir da expressão (1.32) e (1.36), obtemos, ao substituir na equação 

(1.29) do lema 1.2: 

(1.38) 

• 

Corolário 1.2. Devido ao fato que as matrizes A e P'R'j tem todos seus termos matriciais 

iguais, com exceção dos termos da i-ésima coluna de P'R^ onde cada um deles é dado 

como = Yli'=iuj,i'un+i,i'> os Qua'i's podem compor um novo vetor Assim, o 

vetor = ..., pode ser calculado, solucionando o sistema linear: 

Ã e ( n + = g ( n + í ) 

Para que q seja uma aproximação consistente, os termos do erro de truncamento 

devem se anular quando o parâmetro de comprimento h da malha tender a zero, ou seja: 

l i m T i n — 0 = > Ci é consistente. 

Ti i,n+l 

l h-y-Nd(iHNd(n+i) det(P'R0 

7r (n + l) h^ det(A) 
[D(n+l)f(To)} 

hNd(n+l)-Nd(i) det(p/R/) 

7T(n + 0 det(Ã) 
[D{n+l)f(r0)} 
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então, da relação (1.37) na proposição 1.2, deve-se cumprir: 

Nd{i) < Nd{n + l) V Z = 1 , . . . , oo (1.39) 

Exemplo 1.7. Seja uma malha estruturada bi-dimensional, onde um nó v0 na posição 

(0,0) tem uma célula C0 = {t>jv, VS, VW, v E } , TAL como é apresentado na figura 1.10a, onde 

—7r/2 < 9 < 7r/2, p0jN = p0:W — Po,s = p0,E = h, e o nó vN está fixo na posição (0, h). 

VK, 

• 

(0,h) 

V E . . - -

w 

\ 
\ 

w ^ 
0 \ „ 

\ Vc Q S 

(0,3) 

•x 

(0,2) 

(0,1) 

„/=9 
e2 

i'=2 , j=4 i j=7 

i=6 

(M) 

H l k . i=6 

(a) 

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) 

(b) 

Mi 

Figura 1.10: (a) Célula do nó vD. (b) Representação do espaço £2. 

Suponhamos que estamos interesados em calcular as derivadas de segunda ordem d2f/dx2 

e d2f/dy2 de uma função f sob nó v0 (utilizados por exemplo para solucionar a equação 

de Laplace). Utilizando a numeração dos monómios e dos operadores diferenciais dados 

pela representação no espaço E2, tal como se apresenta na figura 1.10b; assim mediante 

(1.19j serão definidos os operadores diferenciais: 

QN2{ 3) Q2 QN2(3) Q2 

D s = {dxY^){dyy^) = dtf 6 D r ° = ( d z ) ^ ( 5 ) ( d ? y H 5 ) = ( V 

onde (pi(3),//2(3)) = (2,0) e (^(5) , / í2 (5)) = (0,2), N2{3) = N2{5) = 2. Aplicando 

o MDFG com um polinómio de aproximação W0 ajustado por mínimos quadrados; pela 

equação (1.25) obtemos: 

c3 = ^ 3 / ( 0 , 0 ) +T 3 , n ,e c5 - I d 5 / ( 0 , 0 ) +T 5 , n 
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onde ^y = 2fõ] — 2 > e í(5) ~ õÍ2! = ^5 erros de truncamento T3;n e T^ das aproxi-

mações anteriores dependerão do polinómio Wa utilizado. Como a célula é composta por 

quatro nós, podemos utilizar no máximo quatro monómios PU) para criar W0, nos quais 

devem estar os monómios P^ e P(5\ 

a. Seja o polinómio de aproximação dado por: 

W 0 = C 3 P ( 3 ) + C 5 P ( 5 ) 

Assim, ao aplicar mínimos quadrados para ajustar a função f , o sistema linear que solu-

ciona (1.8), será de 2 ordem. As soluções deste sistema linear sáo dadas por: 

c3 = ^ 3 / ( 0 , 0 ) + T3i1 + r3 ,2 + T3,4 + T3,6 + T3i7 + • • • 

c5 = ^£>5/(0,0) + T5)i + T5,2 + T5, 4 + T5, 6 + T5, 7 + • • • 

da proposição 1.2 obtemos 

C3 = ^ 3 / + ^ « A / + 1 4 2 ) D * F + 4 4 W + H / ? D * F + ^ R / + 0 ( / I ) 

C5 = l-D5f + \e^Dlf + \efD2f + ef^/ + \efD,f + + 0(h) 

onde f é avaliado no ponto (0.0), e os elementos e^ e e^ são apre-

sentados na figura 1.11 como fução de 9. 

b. Se o polinómio de aproximação é dado por: 

W0 = C L ? W + C 2 P ( 2 ) + C 3 P ( 3 ) + c5P^ 

então aplicando mínimos quadrados para ajustar a função f , o sistema linear que solu-

ciona (1.8), é de 4 ordem. As soluções para os termos c3 e C5 deste sistema linear são 

dados por, 

c3 = ^ 3 / ( 0 , 0 ) + T3, 4 + T3, 6 + T3)7 + T3>8 + T3j9 + • • • 

c5 = ^ 5 / ( 0 , 0 ) + T5i4 + T5,6 + T5,7 + r5,8 + r5,9 + • • • 

da proposição 1.2 obtemos 



32 CAPÍTULO 1. MDFG POR APROXIMAÇÃO LOCAL DE POLINÓMIOS. 

(a) (b) 

Figura 1.11: (a) Curvas dos elementos e ^ , e ^ e e34̂  para c3.(b)Curvas dos elementos 
(1) (2) (4) e\ el' e ey para c5 . 

C3 = \d,Í + 44)A/ + \efD,f + ^ D 7 f + ^ D s f + ^ D 9 f + 0(h2) 

c5 = f + 44)D4/ + ~efD,f + íei7)D7f + ^ D8f + ^ Dgf + 0{h2) 

substituindo os valores de e34^ e e^ e aplicando o limite em ambas expressões, obtemos: 

lim c3 = ^ 3 / + e^DJ = lD3f - « " W 1 * " » , , 
2 3J 3 i J 2 3J sin2(0) - c o s ( 0 ) - c os 2 ( 0 ) 

r 1 n / i W n e 1 r> t . sin(0) cos(0) hm c5 = -Dsf + e5 DJ = -D5f + . 2 -— 2 d 2 snr(0) - cos(0) - cos2(6>) 

portanto, as aproximações c3 e c5 íêm consistência somente quando e^ = e ^ = 0, ou 

seja, para um ângulo 9 = 0, com um erro 0(h2) (já que e3^ = e ^ = 0, para j = 6,7, 8,9). 

Os resutados obtidos no exemplo anterior nos indica que para 0 ^ 0 a aplicação do 

método não é boa, devido a que o polinómio de aproximação W0 não utiliza todos os 

monómios da base do espaço V2. No seguinte exemplo é apresentada uma aproximação 

consistente utilizando um polinómio de aproximação W0 € Vás. 
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x 

Figura 1.12: Malha triangular regular bi-dimensional (onde todas as arestas tem compri-

mento h) com uma rotação num ângulo 9. 

Exemplo 1.8. Suponha agora um problema bi-dimensional onde é utilizada uma malha 

triangular regular (ver figura 1.12) para discretizar o domínio. 

Pelo MDFG pode-se por exemplo, encontrar os valores das derivadas df/dx, d2f/dxdy, 

e d2f/dy2 de uma função f , utilizando uma célula Ca tipo C(I) para um nó qualquer va, 

composta por 6 nós. Utilizando-se um polinómio de aproximação W0 G : 

W0 = C1PW + C2P (2> + C3P{3) + + C 5 P ( 5 ) 

A partir da proposição 1.2, obtemos as aproximações das derivadas: 

Ci = DJ + ^e?D6f + ppD7f + !Çe?DBf + + 0{h>) 

C4 = DJ + ^ D t f + \e?D7f + \efD,f + D9f + 0(h2) 

c5 = \D5f + krfDef + U?D7f + k-efD8f + \&D9f + 0{h2) 

onde 

e(6) = [ 3/4 , 0 , 0 , 0 , 0 ] r e<7> = [ 0 , 1/4 , 0 , 0 , 0 ] r 

e<8) = [ 1/4 , 0 , 0 , 0 , 0 f e(9> = [ 0 , 3/4 , 0 , 0 , 0 ]T 

para qualquer ângulo de rotação 9. Ao aplicar o limite para h —> 0; obtemos: 
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( h2 h2 \ df 
lim Cl = lim DJ + - D e / + -Dsf + 0(h3) = DJ = / 
h-yO ĥ O \ 8 8 j OX 

d2f 
lim c4 = lim (DJ + 0(h2)) = DAf = j r j -
/»->•o /i->ov ' dxdy 

/ 1 \ 1 1 d2 f 
W s = Hm -DBf + 0(h2) = -Dsf = 
/i->o /i->o \ 2 / 2 2 dy2 

Portanto, estas aproximações têm consistência, e um erro de ordem 0{h2). 

1.4 Estabilidade do método. 

Nesta seção será estudada a estabilidade do MDFG através do método de Von Neumann, 

em EDP lineares de segunda ordem. Por simplicidade vamos trabalhar somente com 

problemas bi-dimensionais de equações diferenciais hiperbólicas e parabólicas. Seja / = 

f(x, y, t) uma função, e uma EDP linear homogénea definida como: 

a* / a i d i < m = 0 ( 1 4 0 ) 

\ dt' dt2 ' dx' dy' dx2' dxdy' dxj1 J 

a qual não depende dos termos x,y,t,f. Considerando unicamente as EDP com de-

pendência temporal de primeira ordem, e cp linear, podemos escrever (1.40) como: 

^l-X ^ + A — + A — + A + A í t (I Al) 
dt 1 dx 2 dy 3 dx2 4 dydx 5 dy2 

Substituindo as diferenças finitas num nó v0 pelas aproximações do MDFG dadas por 

(1.15) utilizando polinómios de aproximação W0 e V2 (compostos por 5 monómios base 

P ^ ) , e utilizando diferença progressiva para o termo temporal, com um esquema explícito, 

obtemos: 

= í>c< = È è Í E ifi - v f (i.42) 
i=i i=i i=i \vkec0 } 
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Suponhamos que a função / " é perturbada por um pequeno erro e0. Portanto, dizemos 

que o valor da função perturbada / " é composto pela solução exata mais o erro, = 

•fo + eo- Substituindo a função / " na equação (1.42), e fatorando obtemos: 

fn+1 _ fn fn+1 _ ,n 5 5 / \ 

+ ^ Ã Í ^ = £ £ £ [/* - ^+cz - ) A ,sf 
Í=1 j = l \vk£C0 

È E (E w - ff]^) A<sf+E E í E K -
i=i j = i WêC„ / (=i j=i Wec0 / 

(1.43) 

de (1.42), obtemos: 

e"+ 1 - ^ ^ ' v ^ , „ ^(j) , t , ç(0 o o 
£ £ A ^ f (1.44) At 
í=i j=\ \vkec, 

Decompondo o erro em modos de Fourier e supondo que o domínio é periódico, obtemos: 

a^xxl+Tyxl) 
f V xi ' yj' 

Tx Ty 

podemos tomar cada modo (rx, ry) separadamente já que (1.44) é linear e os modos (rx, ry) 

são independentes uns dos outros. Assim, para o nó v0 podemos escrever: 

,n _ n pi(rxx*+rvx%) 
co — °oc 

onde e" é a amplitude do modo (r x , rp ) (por simplicidade notamos Sg(rx,ry) como e"). 

Então os erros nos G C0 são escritos como: 

6™ — ^^(rxxl+ryxD^irxalh+ryalh) 

sustituindo em (1.44) e eliminando os termos e%(rxX°+TvX°) em ambas partes da expressão, 

obtemos: 
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rn+l _ _n 5 5 
g° g° = ^ E E E [ei(r.«i/.+r,a2fc) _ ^ p O ) ^ j ^ j O (j 45) 

1=1 j=i \vkec0 

expressando a relação dependendo da magnitude dos erros temos, 

~ = 1 + A * E E ( E [ei(r*alh+ryalh) _ X jpO)^ j A { 5 (0 ( L 4 6 ) 
'o /=i j=i \vkec0 

O segundo termo da expressão acima pode ser escrito utilizando a regra de Laplace e 

de Cramer, como: 

A ' E E f E - A í 5 f = ^ E A i d e t ( A C ) ) (1.47) 
1=1 j=1 \vk£Co / \ ' 1=1 

onde os elementos da matriz A são dados em (1.9), e os elementos da matriz A ^ são 

iguais aos da matriz A exceto pela í-ésima coluna, assim, os elementos da matriz A ^ são 

dados como: 

4'i = E p{"] + píq) t1 - M) (L48) 
keca 

onde 8gíi é a função delta de Kronecker, e Çk 0i(rxa\h+rya\h) _ ^ Como todos os termos 

matriciais de A ^ são compostos por uma soma sobre os vértices vizinhos a v0, a matriz 

pode ser expressj 

vk da célula C0, 

pode ser expressa como a soma de diferentes matrizes A ^ , cada uma relativa a um vértice 

A«> = £ A ? , (1.49) 
vkec0 

cada uma das matrizes A ^ pode ser decomposta como o produto A ^ = M ^ N ^ , onde a 

matriz Mfc [5x5] é diagonal, formada por diag(M f c)= {P^y /cJ^ , . . . , P^y/tõ^}, e a matriz 

N « [ 5 x 5 ] tem como componentes aos elementos N ^ ^ = + Pkq\ 1 ~~ õq,Ò) P a r a 

p,q = 1 , . . . , 5 . Utilizando as relações (1-31) a matriz M^ pode ser expressa como o 



1.4. ESTABILIDADE DO MÉTODO. 37 

produto de duas matrizes diagonais HM^, formadas por diag(H)={/iJv^1\ . . . , / i ^ 5 ' } , e 

diagíM^) = {« í ,* ; , . . . , W5,fc}; e a matriz N ^ é formada pelo produto onde 

as componentes da matriz N ' ^ são dadas como N'® = + uq,k(^ ~ ôq,d), e 

a matriz H" ( i ) é diagonal, formada pelos elementos diag(H" ( 0 ) = . . . , 1, 

Em resumo, para um dado nó G C0, temos que a matriz A .̂ pode 

ser descomposta como: 

A « = M f c N « = ( H M Í ) ( N ' « H " ( i ) ) 

como as matrizes H e H"® são independentes do nó da célula, ao somar todas as matrizes 

A ^ para todos os nós da célula, obtemos: 

AW - £ H M i N f ' H " ( l ) = H ( J 2 M ' f c N f H " í 0 = H S « H " ( i ) 

vkeca \vkec0 / 

onde a matriz 

= £ M'kNf 
vk£C0 

Portanto, o determinante da matriz A ^ é dado como: 

de t (A^) - d e t ( H $ « H " W ) = det(H) d e t ( $ w ) det(H" { 0 ) (1.50) 

onde det(H) = e det(H" ( í )) = com 7 definida em (1.32). Então, da 

expressão (1.50) obtemos: 

det (A^) = det(^W) 

utilizando o resultado do determinante da matriz A dado em (1.32), subtituimos em (1.47) 

e (1.46) obtendo: 

^ = 1 + A , ± -.= 1 + A t ± ( l .5 l ) 
en0 det(A) t í det(A) 

Seja o sistema linear dado a partir da matriz A : 
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A s = g ' ( 1 . 52 ) 

onde s = [su . . . , s5]T, e g ' = [g[,..., g'b\T, com g'- = ^ P a r a 3 = 1, • • •, 5. 
kec„ 

Aplicando a regra de Cramer para solucionar este sistema linear, cada um dos elementos 

Sj do vetor incógnita s será dado pela relação entre os determinantes das matrizes A , e a 

matriz com todos os elementos iguais à matriz A, exceto os elementos da j-ésima coluna, 

os quais são substituídos pelos elementos do vetor g'. Esta última matriz corresponde à 

matriz portanto o elemento Sj é dado como: 

_ d e t ( $ ^ ) 

S j ~ det(Ã) 

assim, ao subtituir na equação (1.51), teremos: 

Fn+1 5 \ 

= Í 1 - 5 3 ) 

Quando o método numérico é estável, o erro diminui do passo n ao n + 1, ou seja 

e"+1 < £•". Definindo como o fator de amplificação G o valor absoluto da relação G — 

ko+1/e"l> ° método numérico é estável se G < 1. Podemos escrever (1.53) a partir do 

fator de amplificação, ficando como: 

(1.54) 

Exemplo 1.9. Analisar a estabilidade do MDFG num problema advectivo utilizando 

células hexagonais regulares tipo C(I), numa malha triangular regular (como a dada no 

exemplo 1.8, com 9 = 0), e como uma função peso Uk = 1. 

A equação linear advectiva é dada como: 

G = 1 + A A / si 
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assim, temos que Ai = —Ux, X2 = —Uy, A3 = O, A4 = O e A5 = 0. Calculando o vetor g' 

numa célula hexagonal regular teremos: 

g = 

f \ 2i ^sin(ra;) + sin(|rx) c o s ( ^ r „ ) ) 

2\/3 icos(\rx) s i n ( ~ r y ) 

2 cos(rx) — 3 + cos(\rx) c o s ( ^ r y ) 

- \ / 3 s i n ( i r x ) s i n ( ^ r y ) 

^ 3cos(|rx) cos(^~ry) - 3 

(1.55) 

Solucionando o sistema linear (1.52), e pegando os dois termos si e s2, dados como: 

S\ — —i | s i n ^ ) + sin ( -rx I cos 
\/3 

s2 = -icosy-rx j sin ^ — ry 
'n/3 

o fator de amplificação é: 

G = 
2 At 

1 ~ 3 l T 
Ux ( sin(rx) + sin ( cos f ~ry j J + Uy cos Q O sin í ^ ^ 

do qual podemos concluir, que para qualquer modo (rx,ry), o fator de amplificação G 

nunca será menor que um. Portanto o sistema é incondicionalmente instável. 

Exemplo 1.10. Estudar a estabilidade do MDFG numa equação difusiva, utilizando uma 

malha como a do exemplo anterior, e uma função peso uk = 1. 

A equação linear de difusão é dada por: 
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assim, Ai = 0, A2 = 0, A3 = 2u, A4 = 0 e A5 = 2u. Aproveitando os resultados do exemplo 

anterior, devido á matriz P'P'T e ao vetor g' dependerem unicamente das posições dos 

nós da célula. Os elementos s3 e s5 são dados como: 

, X , 4 / i \ ( y / z \ 1 ( V ã \ 
s3 = cos(rx) - 1 , s5 = - cos I -rx I cos I — ry I - - cos I — rx I - 1 

então, o fator de amplificação é dado como: 

G 
2Atu ( . . 4 (1 \ (y/3 

1 + I cos(rx) + - cos I -rx I cos I — ry 
1 V3 - - c o s l — r x - 2 (1.56) 

Chamando a função : 

r){rx, ry) = cos(rx) + ^ cos cos 

com seus valores máximos e mínimos dados como: 

i (Vã 3 cos T r x 

Vmin = -3.123 , f]max = -0.007 

para que o MDFG seja estável, o fator de amplificação G deve ser menor que um, portanto, 

tem que satisfazer as seguintes condições: 

, , 2Atu . . 2Atu 
(1) Vmax < 0 (2) - 2 < 

a primeira condição é sempre válida ao ser At, u, h2 > 0. Para satisfazer a segunda 

condição, devemos ter: 

A t V < 1 ~ 0 32 
h2 Vmin 

assim, a solução da equação é condicionalmente estável para células C(I). 

Nestes exemplos foi utilizada a função peso uniforme ÍÚ = 1. Acreditamos que uti-

lizando funções peso que não sejam isotrópicas, dando preferencia aos nós que estão em 
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direções privilegiadas, o método pode apresentar estabilidade na solução de problemas 

como os hiperbólicos. Este estudo pretende-se realizar num trabalho posterior. 
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Capítulo 2 

Implementação do MDFG 

Este capítulo tem como objetivo apresentar uma implementação do MDFG como método 

numérico para solucionar EDP's. A implementação do MDFG é constituída pelos seguintes 

passos: 1. Análise da EDP a ser solucionada, e a escolha do espaço dos polinómios de 

aproximação mais conveniente; 2. criação de uma boa distribuição de nós sob o domínio 

(geração de uma malha), e escolha das células apropriadas para cada nó; 3. obtenção das 

aproximações e solução dos sistemas de equações discretas. Destes aspectos da implemen-

tação, os dois primeiros passos são analisados neste capítulo, e o terceiro será apresentado 

no capítulo 3, aplicado na solução de equações diferenciais específicas. 

2.1 Análise das EDP em duas dimensões. 

Por simplicidade vamos considerar problemas bi-dimensionais, assim, as EDP serão equações 

envolvendo duas variáveis independentes x e y e derivadas parciais de uma função real 

/ = f(x,y). A forma mais geral de uma EDP bi-dimensional de ordem s é: 

= U 

É bastante comum o caso de problemas práticos importantes onde a equação diferencial 

parcial é de ordem s = 2 e linear nas derivadas de ordem 2, portanto: 

= 0 
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Além disso, uma equação diferencial que representa um modelo de um problema físico, 

terá adicionalmente condições de fronteira e condições iniciais (se for um problema de 

propagação ). Geralmente, as condições iniciais e as condições de fronteira são funções 

que envolvem a função / e suas derivadas de primeira ordem no domínio D e na fronteira 

d D respectivamente. 

Ao solucionar numericamente uma equação como a (2.1), o domínio D deve inicialmente 

ser representado por um conjunto de nós V, sobre tais pontos utilizamos o MDFG para 

discretizar as EDP, as quais são solucionadas utilizando as condições iniciais e as condições 

de fronteira. 

Para cada nó v0 € V, devemos procurar um polinómio de aproximação W0 a partir 

do qual, possamos obter os elementos ct associados às derivadas Di. Uma boa opção é 

utilizar um polinómio W0 que pertença ao espaço polinomial V2, onde s' > s — 2. Por 

exemplo, considere os polinómios W2 € V2 e No primeiro caso, ao utilizar W2, 

teremos de (1.37) que a ordem do erro de truncamento das aproximações das derivadas 

de primeira e segunda ordens são 0(h2) e 0{h) respectivamente (quando e\n+l) ± 0), 

enquanto ao utilizar W3 , a ordem do erro de truncamento das derivadas de primeira e 

segunda ordens serão de 0(h3) e 0(h2), respectivamente. Portanto as aproximações das 

derivadas utilizando o polinómio de aproximação W 3 são muito melhores que as obtidas 

pelo polinómio W2. A ordem de complexidade do MDFG é 0(n3nv), onde nv é o número 

total de nós do conjunto V, e n é a dimensão do espaço polinomial Vás. Tal complexidade 

é fácil de ser demostrada pois devemos solucionar para cada nó de o sistema linear 

dado por (1.8), para o qual pode ser utilizado um método como o LU que tem ordem 

0(n3). Assim, as complexidades do método ao utilizar os polinómios de aproximação W2 

(com n = 5) e W3 (com n = 9) em cada um dos nós de V são 0 ( 1 2 5 ^ ) e 0(729n„) 

respectivamente; ou seja, o método terá um custo computacional quase seis vezes maior 

ao utilizar como polinómio de aproximação W3 que ao utilizar W2. Portanto, a escolha 

do espaço dos polinómios de aproximação são sujeitas aos critérios de aproximação da 

solução vs custo computacional. Ao longo deste trabalho, utilizaremos como polinómios 

de aproximação , os pertecentes ao espaço V2. 
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Na implemetação do MDFG, o domínio do problema deve ser discretizado por um conjunto 

de nós espalhados pelo domínio. Utilizamos malhas triangulares como suporte deste 

conjunto de nós, os quais têm a vantagem de que as relações entre um nó e seus vizinhos 

são imediatas, quando uma estrutura de dados apropriada é utilizada . 

As malhas são classificadas como estruturadas e não-estruturadas. Quando uma malha 

estruturada é utilizada, o método clássico de diferenças finitas é recomendado para ser 

utilizado (por exemplo, diferenças centradas), devido ao fato de obter imediatamente as 

diferenças finitas. Geralmente, as malhas estruturadas estão formadas por um reticulado 

representando um domínio com geometria simples. Para domínios com geometria com-

plexa, onde a utilização de malhas estruturadas é muito complexa, a utilização de malhas 

não-estruturadas se faz mais conveniente. 

Uma das malhas não estruturadas mais utilizadas que é dada por elementos triangu-

lares é a triangulação de Delaunay (ver apêndice I). Uma vantagen deste tipo de malha é 

que existem algoritmos eficientes para construí-la, como por exemplo, o algoritmo incre-

mental. Estas malhas triangulares podem ser refinadas utilizando algoritmos iterativos 

tais como o algoritmo de Chew e o algoritmo de Rupert (uma descrição destes algorit-

mos de refinamento é apresentada no apêndice I). Nas malhas geradas pelo algoritmo de 

Chew, o tamanho dos elementos é praticamente igual, tendendo a triângulos equiláteros, 

diferentes das malhas geradas pelo algoritmo de Rupert, onde a gama dos tamanhos e 

variedade de formas dos elementos triangulares é muito amplo. Estas diferenças entre as 

malhas feitas por estes dois algoritmos podem ser apreciadas na figura 2.1. 

Cada um destes algoritmos tem vantagens e desvantagens. Malhas geradas pelo algo-

ritmo de Chew tem como vantagem elementos de excelente qualidade geométrica, embora, 

em grande quantidade, elevando portanto o custo de memória e o tempo computacional. 

As malhas geradas pelo algoritmo de Rupert têm a vantagem de possuir menos elementos, 

com variação de tamanhos em regiões distintas do domínio, tal como pode observar-se 

na figura (2.7). As malhas geradas pelo algoritmo de Rupert apresentam a desvantagem 

de possuir elementos triangulares de diferentes formas, o que pode gerar erros maiores 

na utilização de métodos numéricos, precisando portanto, de uma maior atenção na sua 

manipulação. 
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Algoritmo de Chew Algoritmo de Rupert 

h =0.01 , nv = 5823 h =0.01 , nv = 692 

h =0.05 , nv = 282 h =0.05 , nv = 112 

h =0.1 , nv = 82 h =0.1 , nv = 48 

Figura 2.1: Malhas triangulares num rectângulo com diferentes tamanhos de aresta mini-

ma h, obtidos pelos métodos de refinamento de Chew e Rupert. 

Ao ser utilizado um ajuste por mínimos quadrados no MDFG (tal como foi estudado na 

seção 1.2, solucionando o sistema linear (1.8) de n equações e n incógnitas), é necessário 

que todas as células C; possuam um mínimo de n nós. Utilizando uma malha como suporte 

dos nós (os quais estão fixos nos vértices da malha) precisamos conhecer a quantidade de 

nós pertencentes aos distintos tipos de célula C(I), C(II), C(III) e C(IV), para poder criar 

um critério de escolha das melhores células para cada um dos nós. Iniciaremos estudando 

a dependência da quantidade de nós das células C(I), utilizando seis malhas com três 

parâmetros de comprimento h diferentes, geradas pelos algoritmos de refinamento de 

Chew e Rupert, sob um mesmo domínio retangular. Estas malhas com h = 0.01,0.05 e 

0.1 podem ser vistas na figura 2.1. Nas tabelas 2.2 encontra-se a porcentagem de nós que 



2.2. MALHAS NAO-ESTRUTURADAS. 

Nós do interior do domínio 

47 

B0%-
55» 
SO<Sk-
4S» 
40*-
3S«-
30',»-
ZS9r 
EQgr 
15?*-
1 OUr 
SSÍr 
0* 

P h-D.01 
• h-0.05 
• h-D.t 

; ( ( | p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

(a) Método de Chew 

- j n - j n 
--

l n J 
! í . . . J l . í l . ! í 1 

Hh-0.01 • h-0-05 • h-ai 

1 2 3 S E 7 8 9 10 

Nós do bordo do domínio 
1 0 0 % 

8 0 » -

70%-
6 0 * 

50» 
40'V 
30-St-
20%-
lOKr 
0«lr 

55Tfr 
S O t r 

35%-
30'S' 
ZWTr. 
Z0*»r 
15%-
lOlfr 
5»-

• h-0.05 • h-0.1. 

1 I Z 3 1 5 B 7 8 9 10 

(b) Método de Chew 

• 
h-aOT h-0.05 h-0.1 

1 1 1 1 6 7 8 9 10 

(c) Método de Rupert (d) Método de Rupert 

Figura 2.2: Distribuição do número de vértices das células C( l ) dos vértices das figuras 

anteriores. 

possuem as células dos nós do interior e do bordo do domínio. Destas tabelas podemos 

concluir que quase todas as células C(I) do interior do domínio possuem entre 5, 6, 7 ou 8 

nós nas malhas geradas por ambos algoritmos; portanto, a princípio podemos implementar 

as células C(I) na maioria dos nós do interior, e as células C(II) no restantes das células 

com quantidade de nós inferiores a 5 nós. Além disso, pode ser observado que a maioria 

das células cujos nós estão sob o bordo do domínio, possuem 4 nós para malhas geradas 

pelo algoritmo de Chew, e entre 3 e 4 nós para malhas geradas pelo algoritmo de Rupert; 

então, deverão ser implementadas células tipo C(II) nos nós cujas células C(I) possuem 

4 nós, e células C(III) nos nós com C(I) possuindo 3 ou 2 nós. Portanto, ao utilizar 

o algoritmo de Chew, os nós do bordo terão em sua maioria células C(II) possuindo 6 

ou 7 nós. Nestas discretizações do domínio, os nós que estão nos cantos do retângulo 
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são os únicos que podem contribuir com células C(I) de 2 nós, nos quais tem que ser 

implementadas células C(III) com 5 nós. E aconselhável utilizar sempre células C(III) 

nos nós sob o bordo quando a malha foi gerada pelo algoritmo de Rupert. 

Dos resultados da seção seguinte podemos concluir que não é aconselhável utilizar 

células C(I) que possuam somente 5 nós, assim, é preferível fazer a implementação de 

células tipo C(II) onde 5 nós são encontrados. 

2.3 Erro de truncamento do MDFG. 

Um dos pontos principais na implementação de um método numérico é a redução dos 

erros. O principal erro que o MDFG introduz é o erro de truncamento (ET), ao efetuar 

a discretização das EDPs. As aproximações das derivadas obtidas pelo MDFG para 

qualquer nó v0 E V são dadas apartir dos resultados da seção 1.3 como: 

A / ~ Ciir(i) 

onde os termos c* são expressos a partir da equação (1.25) como 

o* = 4 - [ A / ] + T i j n 

onde Dif expressa o valor exato da i-ésima derivada de uma função / avaliada em v0 = 

Voi^o), n é a dimensão do espaço dos polinómios de aproximação (i < n), e o termo TiiTi 

é o erro truncamento do método, expressado apartir da proposição 1.3 como: 

_ ^ hN(nM)-N(i) 

^ = £ "-^rr « M J W I 
i = I 

Da expressão acima podemos concluir que o ET depende diretamente das derivadas de 

ordem superior Dn+if da função / avaliada em v0 e de termos relacionados com a geome-

tria da célula Ca. 

Na implementação do MDFG deve-se ter muito cuidado ao discretizar regiões do 

domínio onde a função solução / apresenta altos valores em suas derivadas de ordem 
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superior, para controlar o ET. Portanto, neste tipo de funções, o ET deve ser controlado 

minimizando os termos relacionados com a geometria das células. Uma das opções para 

solucionar este problema consiste em minimizar o parâmetro global da malha h, inserindo 

mais nós no domínio (o qual equivale a utilizar uma malha mais fina como suporte dos 

nós); o que implica um aumento do custo computacional do método. Outra opção é ten-

tar minimizar os termos e\n+l̂  fazendo-se refinamentos locais, deixando fixo o parâmetro 

h. Por este motivo, devemos estudar melhor o comportamento dos termos e\n+l^ a partir 

de fatores tais como o tamanho relativo das células, quantidade de nós que ela possui 

irregularidades nas posições dos nós e tipo de célula. 

2.3.1 Dependência do ET com a forma da célula. 

A relação existente entre o ET do MDFG com a forma geométrica das células, será 

analisado em diferentes tipos de células (regulares e irregulares) de um mesmo tamanho, 

ou seja, com o raio de cada uma delas é igual a h. Para fazer esta análise, precisamos 

ter uma estimativa da magnitude dos ET introduzidos nas aproximações das derivadas 

calculadas pelo MDFG. 

No problema bi-dimensional, utilizando polinómios de aproximação do espaço V2, os 

termos TÍj5 correspondentes aos ET das aproximações das derivadas Dxf — df/dx e 

D2f = df jdy, são dadas por: 

((6) (7) (8) (9) \ 

è ) W ] + [ D r f i + ê a + k ) l D a , ] ) + 0(ft3) (2-2) 
para i = 1,2; e para as aproximações das derivadas D3f = d2f/dx2, D±f = d2f/dxdy e 

D2f = d2f/dy2 

((6) (7) (8) (9) \ 

W ) l D s f ] + ^ ) l D 7 f ] + m [ D ' f ] + W } i D s , T 

((10) (11) (12) (13) (14) \ 

í(iõ) i ^ i + è i j [ 0 u / ] + 1 C i 2 / ) + p i 3 / 1 + é * ) l D i i f ] ) + 
(2.3) 

para i = 3,4, 5. 
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Devido que lim^oo 1/7r(s) = 0, e supondo que / i < l , podem ser desprezados os termos 

de ordem 0(h3). Definindo D\f como: 

D U = max{|Dj/|} 

onde o conjunto = {j \ N2(j) — N2(i) = r} . 

Então, a magnitude dos ET das derivadas de primeira e segunda ordem calculadas pelo 

MDFG, cumpriram as seguintes relações 

\TiA < h2 [A2/] e|6) + 4 7 ) + e j 8 ) + e, (9) para « = 1,2 (2.4) 

\Ti,s| < h [D}f] 

h2 [D2f] 

e f ) + e f ) + e(«) + e f ) + 

e f 0 ) + e ? 1 ' + e ! 1 2 ) + e f 3> + e f 4 ) 

(2.5) 

para i = 3,4, 5 

Finalmente, definindo o termo Ej dado como ^ ^ e ^ , obtemos uma estimativa do 
jeov 

ET nas aproximações das derivadas de primeira ordem: 

|Tiin+t| < h2[D2f]E2, parai = 1,2 

e para as aproximações das derivadas de segunda ordem: 

(2.6) 

Thn+l\ KhlD^jEl + h^fjE2, para i = 3,4, 5. (2.7) 

Erro em células C(I). 

Para estudar a dependencia do ET do MDFG com respeito à forma geométrica das células, 

é feito uma analise estatística através das medias dos termos El e Ef para i = 1 , . . . , 5 (uti-

lizando uma função peso uniforme ui = 1), para uma série de 200 células irregulares com 

um correspondente Ss (isto feito para cada 5s = 0.0, 0 .1, . . . , 1.0), cuja escolha é aleatória. 

Os valores estimados dos termos El e Ef são representados pelas curvas apresentadas na 

figura 2.3 para células possuindo 5, 6, 7 e 8 nós. 
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Quando as células são "quase" regulares (ou seja, para células com ós « 0), os termos 

£3, E\ e E\ são muito pequenos, e podem em alguns casos ser desprezados (ver figuras 

2.3c, 2.3e e 2.3g), exceto nas células com 5 nós (ver figura 2.3a). Portanto, quando a malha 

é formada por células quase regulares (cada célula com 6 ou mais nós), as aproximações 

das derivadas de segunda ordem têm um ET aproximada de ordem quadratica 0(h2). 

Pode-se observar que os valores dos termos E- e Ef são muito semalhantes para todas 

as células, exceto nas células de 5 nós, as quais, apresentam uma aumento drástico em 

seus valores quando tem perturbações maiores que ós ~ 0.6 são empregadas. Podemos 

concluir, que a utilização de células tipo C(I) devem ser aplicadas somente quando elas 

possuem 6 ou mais nós, apresentando a vantagen de ter os ET de ordem quadráticas em 

células quase regulares. Quando as células forem irregulares, os valores dos termos E} e 

E2 tendem a ser em média menores que 6. 

Nas curvas das figura 2.4 são comparadas os valores dos termos E\ e Ej correspondentes 

ao ET das aproximação C4 (que é a aproximação que tem erro mais alto, portanto teremos 

uma estimativa dos erros das outras aproximações) nos diferentes tipos de célula C(I), 

C(II), e C(III), possuindo 5, 10 e 15 nós respectivamente. Deste resultado concluimos, que 

ao utilizar células C(II) ou C(III) no nós cuja célula C(I) possui só 5 nós, os termos E] 

e E2 mantêm valores baixos (;$ 5), mesmo com grau de perturbação ôs > 0.6. Portanto 

numa boa implemetação, inicialmente todos os nós do interior do domínio terão células 

tipo C(I) como foi estudado na seção 2.2, e posteriormente, todos os nós com células 

que possuam menos de 6 nós são trocadas por células tipo C(II), e se ainda a célula não 

completa o mínimo de nós, é trocada por uma célula tipo C(III). 

Erro em células C(II) e C(III). 

Como foi estudado anteriormente na seção anterior e na seção 2.2, as células C(II) e 

C(III) são implemetadas nos nós que estão sobre o bordo d D e alguns outros do interior 

do domínio D. Precisamos portanto analisar como o ET do MDFG se comportar sob os 

nós que se encontram sobre o bordo dD. Nas figuras 2.5a e 2.5b são apresentadas dois 

exemplos de células C(II) e C(III) de nós sobre o bordo d(D). 

Por exemplo estudemos o comportamento dos ET das aproximações das derivadas 

D3 = d2f/dx2 e D5 = d2f/dy2 utilizando as células C(II) e C(III). Suponhamos como 
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(a) 

(c) 

(e) 

(g) 

Figura 2.3: Valores das estimativas dos termos E} e E} em células de 5 nós (a,b), 6 nós 

(c,d), 7 nós (e,f), e 8 nós (g,h), respeito à ordem de perturbação Ss. 
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Figura 2.4: Valores das estimativas dos termos E\ e E\ em células tipo C(I), C(II), e 

C(III), possuindo 5, 10 e 15 nós respectivamente. 

suporte dos nós, uma malha cujos elementos são triângulos equiláteros quando ôs — 0 

como nas figuras 2.5; onde a linha do bordo d D está alinhado com o eixo x. Nas figuras 

2.6a e 2.6b são apresentadas os termos E\ e El correspondente ao ET da aproximação 

das derivadas D3, e os termos e correspondente ao ET da aproximação do D5 

respectivamente, quando os diferentes nós são perturbados. 

Com estes resultados podemos ver que valores do ET para ambas células não diferem 

muito, sendo o ET para as aproximações de D5 ligeramente maior que os ET de D3. 

Portanto, para ter um menor custo computacional, são sempre implementadas células 

C(II) nos nós do bordo dD, a excepção dos nós que estão nos cantos do domínio. Para 

os nós que estão nos cantos, é aconselhável utilizar células C(III) na sua implementação. 

2.3.2 ET relacionado ao tamanho relativo das células. 

Os tamanhos das células de diferentes nós de V (tamanho medido pelo raio da célula) 

podem geralmente variar em diferentes regiões do domínio, especialmente quando são 

utilizadas malhas não estruturadas como suporte dos nós; embora, em algumas malhas 

estruturadas como da figura 1.6b este problema pode aparecer. Em algumas malhas não 

estruturadas o tamanho dos elementos (e portanto das células) pode variar apreciavel-

mente, como por exemplo a malha gerada pelo algoritmo de Rupert da figura 2.7. 



54 CAPÍTULO 2. IMPLEMENTAÇÃO DO MDFG. 

Bordo da malha 

(a) (b) 

Figura 2.5: Células tipo C(I) (a) e do tipo C(III) (b), para um nó no bordo dD do domínio 

D. 

Para examinar a relação existente entre o tamanho de células de diferentes nós com 

o ET, é introduzido o termo h,, chamado "tamanho relativo da célula C*", o qual está 

definido como hi = Pi/h, quando h é fixo. Por exemplo, as duas células Ci e C2 da figura 

2.7 tem uma tamanho relativo h\ = 1.1 eh2 = 11.3 respectivamente, ou seja, a célula C2 

tem um tamanho quase 11 vezes maior que a célula C\. 

Chamando como aos termos do ET dependentes da forma geometrica da célula, 

quando ela pode ter um tamanho relativo maior que 1; e deve cumprir com 

lim êíB+0 = e{B+,) 

Nos seguintes exemplos são calculados os termos em diferentes células: 

Exemplo 2.1. Seja uma distribuição de nós que possuam somente células pentagonais e 

hexagonais regulares de diferentes tamanhos. Sejam as células C\ (pentagonal, com 5 nós) 

e C2 (hexagonal, com 6 nós) com seus respectivos tamanhos relativos hx e h2, tal como são 

dadas na figura 2.8. Os termos eJ-n+í' obtidos ao utilizar um polinómio de aproximação 

Vl para estas duas células são dados nas tabelas 2.1 e 2.2. 

Exemplo 2.2. Suponha-se uma malha composta por células hexagonais irregulares C(I). 

Por exemplo, seja a célula C3 do nó u3 6 V, mostrada na figura 2.9, a qual tem um,a ordem, 
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0.2 0.3 0.4 0.S 0.6 ordem da perturbação ds 02 03 0 4 O S 0 6 0 7 0 B 0.9 ordern da perturbação, 5s 
(a) (b) 

Figura 2.6: Valores das estimativas dos termos .£3, E 2 associados à aproximação do 

d2f /dx2 (a), e dos termos E\, E2 associados à aproximação do d2f/dy2 (b), para células 

C(II) e C(III) de um nó v0 € d D 

i _(6) 
e , ei e18) 

-(10) 
ei 

-(11) ej =(12) 
ci 

_(14) 
ei 

1 0.75/n2 0 0.25/TI 2 0 0.125/TI3 0 -0.125/Ti3 0 0.125/Ti3 

2 0 0.25/Ti 2 0 0.75/ii2 0 -0.125/Ti3 0 0.125/Ti3 0 

3 0.25/Ti 0 -0.25/t i 0 0.875/íi 2 0 0.125/TI 2 0 —0.125/TI 2 

4 0 -0 .5 / í i 0 0.5/íi 0 0.5/íi 2 0 0.5/T]2 0 

5 0.25/TI 0 0.25/TI 0 —0.125/m 2 0 0.125/iâ 2 0 0.875/TI2 

Tabela 2.1: Elementos da célula pentagonal regular Ci obtidos a partir de um 

polinómio de aproximação "P|. 

i -(6) e ' i 
"(9) 
e, 

_(10) 
ei 

-(11) e. ' 1 
-(12) 
ei 

-(13) 
ei 

g(14) 

1 0.75/T22 0 O.25/T22 0 0 0 0 0 0 

2 0 0.25 /T22 0 0.75/T22 0 0 0 0 0 

3 0 0 0 0 h,2 0 0 0 0 

4 0 0 0 0 0 0.25/T22 0 0.75/T22 0 

5 0 0 0 0 -0.25/T22 0 0.25/T22 0 0.75/T22 

Tabela 2.2: Elementos da célula hexagonal regular C2 obtidos a partir de um 

polinómio de aproximação V2 . 
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h = 11.3 

Figura 2.7: Malha com duas células Cy e C2 tipo C(I) de diferentes forma e tamanho. 

•o, 

D - (3 

• ' C, \ 
Ò.: 

C2 \ 

- — V 

-•a' 

Figura 2.8: Células C(I) regulares: C\ pentagonal e C2 hexagonal. 

de perturbação ós = 0.2. Os elementos e\n+l), gerados pela célula C3 são apresentadas na 

tabela 2.3. 

2.4 ET devido a função peso. 

Na seção 1.2 foi introduzido a função peso u, que é uma função que depende das posições 

dos nós de uma célula. Nos resultados obtidos anteriormente, foi utilizada uma função 

peso uniforme, dada por UJ = 1, para todos os nós da célula. O objetivo desta seção é 

observar como é afectado o ET do MDFG para uma função peso que privilegie os nós de 
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Figura 2.9: Célula C(I) hexagonal irregular C3 do exemplo 2.2. 

i -(6) e- ê<8> e f ) ,(10) - ( l i ) 
e , 

-(12) 
e . 

-(13) - ( 1 4 ) 
ei 

1 0.756/Í32 -0.il/t~32 0.258/13 2 0.088/(3 2 -0.206/Í33 0.029/r33 0.047/Í33 -0.049/Í33 -0.042/í33 

2 -0 .004/ í 3 2 0.274/iV 0.828^3 2 O.68/Í32 -0.082/Í33 0.057h33 0.023/í33 —0.038/i3 3 -0.134/Í33 

3 -0.32/t~3 0.073/Í3 O.OI/Í3 —O.OI4/13 1.064/i3 2 -0.112/Í32 0.005/Í32 0.094/Í32 - 0 . 09 h 3 2 

4 -0.224/Í3 O.212/13 -O.O26/Í3 -0.114/13 0.132/Í32 0.307h32 -O.il/T32 0.671/r32 0.09/Í32 

5 O.2/Í3 — 0.005/13 -0.034/13 -0.188/13 -0.307/132 0.007h32 0.269/13 2 -0 .008/ í 3 2 O.722/T3 2 

Tabela 2.3: Elementos da célula hexagonal irregular C3 obtidos a partir de um 

polinómio de aproximação 

uma célula que estão mais próximos ao nó principal. 

Introduzimos uma nova função peso, expressa como: 

1 
w = 7 T7 

(Po,k)4 

Por exemplo, é calculado os termos El e El do ET das aproximações das derivadas D3 e 

utilizando uma célula C(II), em um nó do interior do domínio. Os valores dos termos 

El e El dependentes das perturbações 5s, são apresentados nas curvas da figura 2.10. 

Pode-se concluir, que quando é utilizada uma função peso que privilegia os nós mais 

proximos do nó principal, o ET das aproximações se reduzem, em ~ 30% a ~ 40% do 

valor do ET obtido quando é utilizado uma função peso que não privilegia nenhum dos 

nós, tal como a função peso uniforme. 
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-

1 r i i 
E 2

3 com to=1 —-x—-

E 2
3 com (o=1/p

4 --•*-

I 
-

-
E 2

5 c o m i o = 1 g-

E 2
5 com co=1/pU) --•••-

. E -

-

B" ' 
.... -O 
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D "' O"'""" B " 
B" ' 

* 
" 

-

O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

ordem da perturbação, 5s 

Figura 2.10: Termos de e E\ para duas diferentes funções peso LJ. 

2.5 Teste Numérico 

Para finalizar este capítulo é feito um experimento numérico para comprovar as propiedades 

do MDFG introduzidas nas seções anteriores. Para isto.é calculado utilizando o MDFG, 

as derivadas de uma função g(x,y) cujas derivadas são conhecidas. 

E utilizado como erro da solução numérica a seguinte expressão: 

E 
\ 

nv 
_ Y^ JF(reai){fj) - F^num){fj)\ (2.8) 

onde Tly 6 cl quantidade de nós utilizados na discretização do domínio, F^real^(fj) e 

p ( n u m e x p r e s s a m os valores da solução real e numérica do problema em f3. Para 

nosso problema, a função real e numérica correspondem à derivada Dt da função g(x, y), 

e aos valores numéricos (calculados pelo MDFG), desta derivada. Neste caso, chamaremos 

E - i n -

utilizando a seguinte função teste: 

g{x, y) = c exp(a((x - 0.2)2 + (y - 0.2)2)) (2.9) 
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definida no domínio quadrado D = [0,1] x [0,1]. 

São calculados os erros EDi para i = 1 , . . . , 5 , utilizando discretizações do domínio 

D, para diferentes valores de h. Estas discretizações são feitas a partir de malhas criadas 

pelo algoritmo de Chew, o qual nos garante células quase regulares. Os erro Eu^ Ep3 , e 

EDs da função teste são apresentados na figura 2.11, para c = l e a = 0.25. 

0 . 1 -

0.001 
0.001 

inclinação < 2 

JP 

t' 

inclinação = 2 

0.1 

erro Dt + 
erro D3 • 
erro D, • 

Figura 2.11: Valores do erro para as aproximações de D1? D3, e D5 da função (2.9), para 

c = 1 e a = 0.25 

Observando a inclinações das curvas (escala logarítmica), se comprova o caracter linear 

dos erros das aproximações de D3 e D4, e quadrático para a aproximação de Di, tal como 

foi visto em (2.6), utilizando um polinómio de aproximação 
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Capítulo 3 

Aplicações do MDFG 

Neste capítulo utilizaremos o MDFG na solução de diferentes tipos de EDP. Serão es-

tudadas as aplicações do MDFG na solução de alguns modelos de problemas elípticos, 

problemas parabólicos, e finialmente na solução de problemas mistos como as equações de 

Navier-Stokes. Em cada um destes casos serão apresentados exemplos, onde se utilizou a 

estrutura de dados singular handle edge (SHE'), para manipular as malhas utilizadas na 

discretização do domínio (os detalhes do funcionamento da estrutura de dados SHE são 

apresentados no apêndice B). 

3.1 MDFG para problemas elípticos. 

Uma das mais comuns classes de equações diferenciais parciais são as equações parci-

ais elípticas. As EDP elípticas são fundamentalmente diferentes das EDP hiperbólicas 

e parabólicas, e os esquemas numéricos para a aproximação de soluções de problemas 

elípticos são essencialmente diferentes dos esquemas de solução de problemas parabólicos 

e hiperbólicos. 

0 modelo mais comum de equação diferencial parcial linear elípticas é a equação de 

Poisson. Para um problema bi-dimensional ela é dada como: 

- V 2 / ( r ) = F(r) , r G D (3.1) 

Problemas que requerem a solução da equação de Poisson (ou equação de Laplace, 

quando F(r) = 0), estão sujeitas a diferentes tipos de condições de fronteira. No problema 
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de Dirichlet, os valores da solução da equação de Poisson nas fronteiras estão condicionadas 

a valores prescritos, 

/ - g(r) , redD (3.2) 

No problema de Neumann, a derivada normal de f é especificada sob dD, ou seja, 

= h(r) , r € dD (3.3) 
on 

3.1.1 Representação da equação de Poisson pelo MDFG. 

A partir da equação (3.1), onde / e F são definidos em subconjuntos de R2 num problema 

bi-dimensional, e o operador V2 é expresso como: 

2 d2 d2 
V 2 = 1 dx2 dy2 

Os "métodos" de solução de uma equação de Poisson utilizando as diferenças finitas 

clássicas e o MDFG, requerem solucionar um sistema linear de equações algébricas. 

Utilizando as aproximações c3 e c5 para as derivadas de segunda ordem de / em um 

nó Vi (obtidas pelo MDFG a partir da solução do sistema linear (1-8)), a equação (3.1) 

será discretizada como: 

2 c3 + 2 c5 = F{tí) , Vi = Ví{tí) e V (3.4) 

onde V é o conjunto de nós que estão discretizando o domínio D. 

Cada um dos termos c3 e c5 pode ser expresso como uma relação linear dos valores de 

/ no nó Vi e nos nós vk £ Cj, 

C3 = W l f { T i ) + ™ l k f ( n ) , 
vk£Ci 

<* = < < / ( * ) + £ u>?ifc/(rt). (3.5) 
vkíCi 

Então, o operador V 2 / ( r , ) , aplicado no nó Vj, pode ser escrito por: 
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V2 / (r t) = 2(<Dji + « i y / ( r < ) + £ 2(wlk + wlk)f(vk) 

f( ST V)T\ 
vkeCi 

onde w^j = 2 [w3 - + para j — i, k. 

Proposição 3.1. Os termos w^i e a,itk associados a v^ e Vvk € Ci, cumprem a seguinte 

desigualdade: 

\wí,Í\ < £ |iUilfc| (3.7) 

Vk&Ci 

Demonstração. Para qualquer nó Vi G Va, OS compoentes c3 e c5 são obtidos do sistema 

linear (1.8), cuja matriz A pode ser expressa como A = HAH, então o vetor c é dado 

por: 

c = H ^ Ã ^ H ^ b 

onde a matriz A " 1 é composta pelos elementos matriciais iijik, e b é um vetor definido 

em (1.10), que pode ser escrito como o produto Hb', onde o j-ésimo compoente de b' é 

b'j = £ (/(rfc) - /(rOKvfcV^ifc 
«fceCi 

então, teremos que c = H _ 1A~ 1b' . Calculando os termos c3 e c5 se obtém: 

c 3 = £ / ( r k ) -f{ii) £ Í ^ Ç w a j M W w f c 
vkeCi \ j=i ) vkeCi \ j=i ) 

e 

C5 = £ / ( T K ) Í ^ ~ F ( T I ) £ ( 

vkeCi \ j=i J vkeCi V j-i ) 

assim, o operador V2 será escrito como: 

V 2 = 2 C3 + 2 C 5 = £ / ( T K ) Í ^ + Ú 5 J ) U J , K Y / U I ; J - / F O ) £ Í ^ + « 5 J ) « 
vkeCi \ j—i / Vk^Ci \ j-í 

Portanto, de (3.6) obtemos: 
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(3.8) 

E f e + (3.9) 

ou seja: 

Wí,Í = - E Wi'k 
VkZCt 

aplicando o valor absoluto se obtém inmediatamente a relação (3.7). • 
Exemplo 3.1. Os termos w^j obtidos por uma célula regular C(I) de 6 nós, utilizando 

um polinómio de aproximação P22, são dados por: u>itk = 2/3, para Vvk £ Ci, e Wi^ = —4, 

para o nó . 

Sucessivamente, se calcula para cada um dos nós de V, obtendo-se um problema si-

multâneo de nv equações algébricas com nv desconhecidos valores de /(?;,). Matemática-

mente, nosso problema (3.1) pode ser expresso como: 

onde rriii = —Wij, miik = —wijk para vk e C,, e os demais elementos matriciais serão 

nulos. Este sistema linear pode ser escrito compactamente como M f = F. 

No caso de um problema com condições de fronteira de Dirichlet, temos que: 

portanto, podem ser eliminados de (3.10) as equações algébricas relacionadas com Vj G 

d D, ficando um novo sistema linear dado como 

mi,i /(ri) +m1 ;2 /(r2) + ••• + mhnJ(rnv) = F(rL) 
m2,i / ( r i ) + m2,2 /(r2) + • • • + m 2 ) f^/(rnJ = F(r2) 

(3.10) 

/(ri) + mi,2 /(r2) + ••• + mhnJ{rnJ = F{rn) 

f{rj)=g(Tj), VjedD (3.11) 

M' f ' = y (3.12) 

onde f ' é um vetor com os valores desconhecidos da função / sobre os nós do interior do 

domínio D, ou seja f ' = { / ( r f ) | Vuj e (D — d D)}; e y é um vetor dado por: 
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yi = 

F ( r i ) , se Vi não é adjacente a d D, 

F(ti) + wljkg(rk) , caso contrário. 
vk£(C,C\dD) 

Definição 3.1. A matriz G £ E" x P é monotónica se e só se 

Gu < Gv u < v Vu,v eW1 

denotando "< " como: 

u<v <=>• ul < v% , « = 1 , 2 , . . . , n . 

Definição 3.2. A matriz G = («faj) de um sistema linear 

Tl 

^ ^ 9i,jxj ~ fi > 2 = 1, 2, . . . , 77, 
j=1 

é irredutível se e só se não existe nenhuma transformação linear 

n 

xi = 'y ] J 
j=1 

tal que o sistema sistema de equações equivalente 

n 

E = i = 1 , 2 , . . . , n, 
i 

possa ser substituído por dois sistemas independentes 

^dljXj = fí , i = 1 , 2 , . . . , A;, 
j=í 
n 

(3.13) 

E 9iJx'i = íi ' » = + 

O seguinte teorema é dado para nossa exposição: 

Teorema 3.1. Se cada um dos termos Wiik são não negativos e a matriz M ' é irredutível, 

então M ' é monotónica. 
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Demonstração. As seguintes condições tem que ser validadas [27] : 

(i) m'id< 0 ViJ = l,...,N, , 
(ii) m'iti > 0 W = 1 , . . . , 7V , 
(iii) Vi = 1 , . . . , i V , 

(iv) £ ^ > 0 . 

No seguinte teorema é formulada uma estimação da convergência do MDFG aplicada 

a problemas elípticos: 

Teorema 3.2. Se a matriz M' é monotónica, então o MDFG converge linearmente, isto 

e: 

max|/ (rO-ZírOI (3.15) 
Viev 

onde C é uma constante positiva independente do parâmetro de comprimento da malha h 

e f denota o valor calculado da solução f. 

Demonstração. A prova deste teorema é feita no trabalho de Demkowicz [10]. • 

Portanto, para solucionar o problema (3.1) pelo MDFG, todas as células tem que 

cumprir as condições (3.14) para garantir a convergência. 

3.1.2 Exemplo numérico. 

Para testar o que foi visto anteriormente, utilizamos uma equação de Poisson cuja solução 

é conhecida, e posteriormente é estudada a convergência do método. Utilizamos para isto 

a seguinte equação: 

V2f(x, y) = 6 xy(x2 + y2 - 2), (x, y) e D = [—1,1] x [—1,1] 

com condição de Dirichlet na fronteira: 

f{x,y) = 0, {x,y)edD 

(3.14) 

• 

cuja solução analítica é: 
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f{x,y) = xy(x2-l)(y2-l) 

Para solucionar o sistema linear (3.12) é utilizado o método iterativo Gauss-Seidel. Com 

uma condição de suficiência para garantimos que o método Gauss-Seidel é convergente, 

exigimos que o sistema seja irredutível e que os elementos matriciais m ^ da matriz M ' 

cumpram com: 

n 

K * l > E K J ( 3 - 1 6 ) 

para todos os i, e que para pelo menos um i, 

n 

\ < i \ > E ( 3 - 1 7 ) 

Então, se pudermos garantir que para todos os nós v^ € V, os termos a ^ dados em 

(3.9), são não negativos, ou seja, ocurre a igualdade na equação (3.7), a relação (3.16) 

é cumprida, e para qualquer i-ésima linha associada à solução num nó Vi adjacente à 

fronteira dD, cumprirá inmediatamente (3.17). 

São utilizadas discretizações do domínio criadas a partir de malhas geradas pelo algo-

ritmo de Chew, com diferentes valores de h\ garantindo que as células cumpram com a 

não negatividade dos termos Na figura 3.1 é apresentado o erro, o qual é calculado 

utilizando (2.8). A convergência neste exemplo concorda com o resultado teóricos dado 

no teorema 3.1. Na figura 3.2 é apresentada a solução analítica do problema e a solução 

calculada pelo MDFG correspondente a h = 0.117648. 

3.2 MDFG para problemas parabólicos. 

Na física alguns problemas tais como de difusão, a função / que representa, dependendo 

do caso, a temperatura, concentração de uma substàcia, etc; é expressa pelas variáveis 

espaciais r (por exemplo num problema tri-dimensional podem ser utilizadas as variáveis 

cartesianas x, y e z) e a variavel temporal t. Esta função / é submetida a uma equação 

diferencial da forma: 
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Figura 3.1: Resultado do teste de convergência do MDFG num problema elíptico. 

MDFG + 
Analítico 

Figura 3.2: Solução analítica e calculada pelo MDFG (h = 0.117648) 
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(3.18) 

cuja condição inicial é dada como 

/ ( r , í ) U = / M ) = /0(r) (3.19) 

e suas condições de fronteira 

f(r,t)=g(r), r e dD (3.20) 

para um problema de Dirichlet; e num problema com condições de fronteira de Neumann: 

onde n é o vetor normal unitário à fronteira dD. No decorrer desta seção será estudada 

a equação do calor por ser este um exemplo característico das equações parabólicas. 

3.2.1 Solução da equação de calor pelo MDFG. 

Num problema bi-dimensional, a equação do calor expressa a partir de (3.18) é dada por: 

onde T(x, y, t) representa um campo escalar de temperaturas num determinado tempo í, e 

/ té a difusividade térmica (neste exemplo a difusividade térmica é considerada constante 

em qualquer lugar do domínio D). 

A partir de um esquema explícito, utilizamos as diferenças progressivas para repre-

sentar a derivada temporal e as aproximações calculadas pelo MDFG para as diferenças 

espaciais em um nó Vi, calculadas a partir de um polinómio de aproximação do espaço 

Vi- Representamos discretamente a equação (3.22) como: 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

onde as aproximações C3 e C5 são calculadas no tempo n. 

Como: 
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rpl Tl+1 _ rjvfl 

At 
m 
dt 

dT\ 
dt 

+ 
t=n 

t=n 

At 
2f dt2 

O (At) 

+ 
í = n 

(At)2 d3Ti 
3! dt3 

t=n 
(3.24) 

a partir das expressões (1.25), (1.26) e (1.37) calculadas na seção 1.3, temos que c3 pode 

ser expresso como: 

c3 = 
h h (7) 

dx2 6 3 dx3 2 3 dx2dy 
d3% h {8) d3Tt 

+ —e 

d2T 
dx2 

e igualmente para c5: 

+ 0{h) 

dxdy2 

h {9) 

6 3 9y3 + 
(3.25) 

d2Ti h (6) d3Ti h m d3Ti 
C5 dy2 

—e 
dx3 

-e (7) h 
dx2dy 

d3Ti h (9) d3T% 
+ - er—^ + + 265 dxdy2 ^ 6 dy3 

d2T 

Substituindo (3.24), (3.25) e (3.26) em (3.23) se obtém: 

(3.26) 

dT (d2T d2T\ „ „ A , , 

portanto o esquema de aproximação é consistente, já que quando h 0 e Aí —>• 0, a 

solução calculada tende à solução real do problema. 

Por exemplo, se o domínio é discretizado utilizando uma malha regular cujas células 

C(I) são hexagonais, a partir dos resultados da seção 1.4, sabemos que o MDFG aplicado 

na solução de um problema difusivo é condicionalmente estável (ver exemplo 1.10), quando 

se cumpre, 

Aí ^ 
K~~r < 0.32 

h2 ~ (3.28) 

A partir destes resultados de consistência e estabilidade, demonstramos que o MDFG 

é convegente, utilizando o teorema de equivalência de Lax: 

Teorema 3.3. Dado um problema com valores iniciais, uma aproximação por diferenças 

finitas satisfaz as condições de consistência e estabilidade, então ela é convergente. 
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3.2.2 Exemplo numérico. 

Como exemplo numérico é solucionado o sistema (3.22), para K = 0.1, num domínio 

quadrado D = [—1,1] x [—1,1], com condições de fronteira de Dirichlet, T(r, t) = 0 para 

qualquer í > 0 e r G dD\ utilizando como condição inicial a: 

T(r, 0) = cos (x cos ( z r G D 

cuja solução analítica é 

T(r, 0) = exp cos (x | j cos (x , r e D 

Utilizando um passo temporal Aí = 0.001, e diferentes malhas não estruturadas (var-

iando h em cada uma delas), tais que cada uma de suas células sejam estáveis, é calculado 

a solução para t = 2.0, calculando posteriormente o erro da solução numérica utilizando 

(2.8). Estes erros são apresentados na figura 3.3, mostrando que o MDFG utilizando como 

polinómios de aproximação do espaço "P|, possui convergência linear com respeito a h. 

Figura 3.3: Resultado do teste de convergência do MDFG num problema parabólico. 

3.3 MDFG para problemas de Navier-Stokes. 

A partir dos esquemas apresentados nas seções anteriores, vamos construir um método 

numérico para a solução das equações de Navier-Stokes. Suponnhamos um fluido Newto-
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niano e incompreensível, sem presença de forças externas. As equações de Navier-Stokes 

em duas dimensões na forma adimensional podem ser escritas como: 

duj | ^ duj _ dp | 1 d2Uj 
dt 3 duj d%i Re dxjdxj 

Ou; 

onde p, Re e M, (com i = 1,2) definem a pressão, número de Reynolds e o campo de 

velocidades do fluido. 

Implementa-se uma disposição co-localizada para as variáveis sobre a malha não es-

truturada, na qual os valores da velocidade e a pressão são armazenadas nos vértices da 

malha. O cálculo das variáveis para tempos posteriores são obtidos utilizando um esque-

ma explícito para os termos não lineare e viscoso, seguido de uma correção implícita da 

pressão ao impôr a condição de incompressivilidade. 

Fazendo a discretização com o método explícito de Euler para um tempo posterior 

n + 1, tem-se, 

.n+l _ , rrn V 

onde Hi inclui os termos advectivo e viscoso, 

1 52Ui ôui 
He òXjòXj òxj 

O campo de velocidade no tempo n + l tem que satisfazer a equação de continuidade, 

assim: 

- T — = 0 3.33 
OXi 

Para o cumprimento de (3.33), toma-se a divergência numérica na equação (3.31) 

Su?+1 A 
= A í 

5xí 5XÍ \ 1 5XÍ 
(3.34) 

SXÍ 

O primeiro termo é a divergência para o novo campo de velocidade, o qual desejamos 

que seja zero. O termo 6u™/õxi é zero se a continuidade for garantida no tempo n. 

Portanto, o termo da direita tem que ser zero, resultando: 
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ÕXi (ÕXi ) ÕXi ^ ^ 

o operador 5/SXÍ fora do parêntese é o operador divergência inerente na equação de con-

tinuidade, quando 5p/ôxi é o gradiente da pressão da equação de momento. Com a pressão 

satisfazendo a equação (3.35), a velocidade no tempo n + 1 terá divergência nula. 

Condições para a velocidade e pressão são aplicadas aos contornos do domínio. Assim, 

apresentam-se quatro casos particulares: 

• Parede fixa. As componentes da velocidade são nulas: 

Un = Uf = 0 , (3.36) 

onde h e i são os vetores normais e tranversais ao bordo do domínio (à parede) 

respectivamente. Para a pressão, sua derivada na direção normal h é igual a zero: 

% = 0 . (3.37) 
on 

Parede deslizando. Para uma parede deslizando com uma velocidade f/o, as 

compoentes da velocidade são: 

Un = 0 , ut- = Utí (3.38) 

A pressão no contorno apresenta o mesmo tipo de condição que no caso anterior, 

equação (3.37). 

• Entrada de fluxo. No caso de uma região do bordo do domínio pela qual existe 

uma entrada de fluido com uma velocidade Ui, as compoentes da velocidades serão: 

u ^ U t , ut = 0 (3.39) 

A pressão cumprirá com a equação (3.37). 

• Saida de fluxo. Para as regiões do bordo do domínio pela qual sai fluido livremente, 

as compoentes da velocidade são dadas por: 
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dh 

e a pressão será nula, 

d U h 0 , « , = 0 (3.40) 

p = 0 . (3.41) 

Com a implementação do MDFG obtém-se de forma imediata o termo H a partir da 

equação (3.32), utilizando as aproximações geradas a partir dos campos escalares das 

componentes da velocidade Ui(x,y) e «2(x, y). Igualmente procede-se para calcular a 

pressão p, utilizando as aproximações obtidas pelo MDFG do campo da pressão p(x, y) e 

o campo de H(x,y), ao resolver o sistema (3.35). 

Assim, tem-se o siguinte algoritmo de resolução para as equações de Navier-Stokes: 

1. Inicialize com um campo de velocidade u" no tempo tn o qual é assumido ter di-

vergência nula, e cumpram as condições de contorno para a velocidade. 

2. Calcula-se a componente H" , dos termos advectivos e viscosos e suas divergências. 

3. Resolve-se o sistema (3.35), obtendo a pressão pn, garantindo as condições de con-

torno para a pressão. 

4. Calcula-se o campo de velocidade para um novo tempo tn+í. Ele deve ter divergência 

zero. 

5. retorna-se ao passo 2, até alcançar um tempo final. 

3.3.1 Problema da cavidade. 

Inicialmente trabalhou-se com a simulação do escoamento dentro de uma cavidade quadra-

da com fluido, onde sua parede superior desliza com velocidade constante. Para a geração 

de malha se utilizou o algoritmo de Chew. 

A figura (3.4) mostra a malha utilizada na simulação e o campo de velocidades para 

um número de Reynolds Re = 10. E importante notar que o resultado é muito similar às 

simulações descritas na literatura [15] 
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(a) (b) 

Figura 3.4: (a) malha não estruturada da cavidade (malha 2), (b) campo de velocidade 

no regime permanente. 

Para este problema, a validade quantitativa verificar-se comparando os valores ex-

tremos das componentes da velocidade no estado estacionário. Como parâmetro de re-

ferência calculamos os valores extremos utilizando o método MDFG proposto na seção 1.2, 

comparando-os com valores de referência obtidos por o método de Diferenças Finitas com 

malhas estruturadas, utilizando duas malhas cartesianas finas (Ax = 0.01 e Ax = 0.05). 

Na tabela 3.3.1 são mostrados os valores obtidos usando-se três diferentes malhas não 

estruturadas: malha 1, com o comprimento da máxima aresta hmax — 0.077, malha 2 com 

h m a x — 0.040, e a malha 3 com h m a x = 0.034; com os valores de referência. 

Malha 1 
h m a x = 0.077 

Malha 2 
h m a x = 0.040 

Malha 3 
h m a x = 0.034 

Malha Ref.l 
Ax = 0.01 

Malha Ref.2 
A s = 0.05 

ux max 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 
Ux min -0.193458 -0.203028 -0.204136 -0.208160 -0.203127 
U y max 0.357710 0.355756 0.348211 0.363490 0.323435 
U y min -0.312526 -0.345987 -0.356363 -0.395921 -0.358723 

Tabela 3.1: Comparação das velocidades extremas da cavidade. 

Os valores de ux max são sempre iguais à velocidade da parede superior ux — 1, assim 

não são revelantes para a comparação. As outras velocidades obtidas com as malhas 1, 

2 e 3 são muito próximas aos valores das soluções de referência. Pode-se observar que os 

erros do MDFG são da mesma ordem que os erros no método de Diferenças Finitas sobre 



76 CAPÍTULO 3. APLICAÇÕES DO MDFG. 

uma malha uniforme cartesiana (o qual é um método de precisão de segunda ordem) com 

malhas de tamanho comparáveis. 

3.3.2 Escoamento numa artéria. 

0 segundo exemplo apresenta a flexibilidade do método MDFG para geometrias com-

plexas. Uma das aplicações na qual estamos interessados é o escoamento de fluidos em 

estruturas orgânicas. A modelagem de estruturas orgânicas são feitas através de técnicas 

de processamento de imagens em combinação com métodos de geração de malhas [25]. 

A figura 3.5 mostra a imagem microscópica de uma artéria, a partir da qual a malha 

da figura 3.6 foi gerada. O número de Reynolds do escoamento é Re = 10, baseado no 

diâmetro da artéria e na velocidade do escoamento entrando nela. A figura 3.7 mostra o 

campo vetorial de velocidade gerado pelo MDFG. Note que o método numérico cria uma 

simulação bastante séria do escoamento na geometria complexa da artéria. 

Figura 3.5: Imagem microscópica de uma artéria. 
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Figura 3.6: Malha da artéria 

Figura 3.7: Campo de velocidade de um escoamento dentro da artéria. 
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Conclusões. 

Neste trabalho foi estudado um Método de Diferenças Finitas Generalizadas (MDFG) o 

qual é clasificado dentre o grupo de métodos meshless, já que permite calcular as derivadas 

de uma função / numa coleção de nós espalhados sob um domínio. Os principais resultados 

obtidos com este trabalho são: 

• O MDFG é rápido e fácil de implementar, mostrando ser muito robusto e flexível. 

• E demonstrado que as aproximações das derivadas calculadas pelo MDFG são consis-

tentes quando é utilizado um polinómio de aproximação completo (ou seja, é formado 

por todos os monómios base de grau igual ou menor ao grau do polinómio). Assim, 

quando é utilizado um polinómio não completo, as aproximações das derivadas po-

dem ser inconsitentes. 

• Um critério eficiente de seleção dos nós de uma células de um nó é proposto, basea-

do nas relações implícitas de conectividade que possui uma malha utilizada como 

suporte dos nós no domínio. Aplicando algoritmos eficientes de geração de ma-

lhas, pode-se garantir uma boa distribuição dos nós, permitindo reduzir os erros da 

aproximação. 

• A geometria de células bi-dimensionais não afetam significativamente o ET, quando 

a célula possui mais de n nós (onde né a quantidade de monómios base que compõem 

o polinómio de aproximação ) e a distribuição desses nós têm baixa irregularidade. 

• O MDFG aplicado na solução de problemas elípticos com condições de fronteira de 

Dirichlet são convergêntes. Além disso, o erro do método é linear para problemas 

bi-dimensionais utilizando um polinómio de aproximação de segundo grau. 



• A convergência do MDFG aplicado na solução de equações diferenciais parciais com 

dependença temporal é dada quando o esquema utilizado é estável e consistente 

(Teorema de Lax). E demostrado que problemas advectivos (hiperbólicos) são in-

estáveis (quando UJ = 1). Em problemas difusivos, o MDFG converge para células 

C(I) hexagonais regulares, uma vez são condicionalmente estáveis. 

Para futuros trabalhos se propõe fazer a implementação do MDFG para ambientes tri-

dimensionais; estudar mais a convergência do método com respeito às características geo-

métricas das células, e para diferentes classes de função peso UJ (isotrópicas e anisotrópicas), 

e utilizar esquemas deslocados para solucionar diferentes tipos problemas (por exemplo: 

escoamento de fluidos). 



Apêndice A 

Geração de Malhas 

Não-Estruturadas. 

A. l Triangulação de Delaunay. 

Uma construção bem conhecida para geração de malhas triangulares é a Triangulação 

de Delaunay (TD). A triangulação de Delaunay é uma estrutura geométrica de grande 

importância na geração de malhas, já que ela simultaneamente otimiza parâmetros de 

qualidade dos elementos. Por exemplo, em i?2, de todas as triangulações geradas a partir 

de um conjunto de pontos no plano, a TD é a única triangulação que maximiza o mínimo 

ângulo dos elementos da malha. 

Seja P = pi,... ,pn um conjuto de pontos em posição geral em Rd. O simplexo definido 

por (d + 1) pontos de P 1 é um simplexo de Delaunay se a circunsfera do simplexo 

não contém pontos de P em seu interior (figura A.la). A união de todos os simplexos 

de Delaunay formam a Triangulação de Delaunay DT(P). Na figura A. lb se mostra o 

diagrama de Voronoi, que é o dual geométrico da Triangulação de Delaunay. O diagrama 

de Voronoi consiste de um conjunto de poliédros V\,...,Vn associados a cada um dos 

pontos de P. Vi é chamada a célula de Voronoi de pi, e pi é chamado o centro de Vi. 

Geometricamente, Vi é formado pelo conjunto de pontos em Rd cuja distância a pi é 

menor ou igual a distância a qualquer outro ponto de P (figura A.lb). 

1Um conjunto P de n pontos em Rd é dito estar em posição geral se nenhum subespaço afim de Rd 

contém P, e se não há uma esfera Sd~l passando através de d + k pontos de P, com k > 1. 
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(a) (b) 

Figura A.l: (a) Nenhuma das circunsferas dos triângulos da TD contém pontos no seu 

interior, (b) TD e seu diagrama de Voronoi (linhas pontilhadas.) 

Vários algoritmos são conhecidos para o criação da triangulação de Delaunay a partir 

de um conjunto de pontos, como o algoritmo de fecho convexo, o dividir-e-conquistar, o 

algoritmo sweep-line, e o algoritmo incremental. Este último é uns dos mais populares 

devido a sua simplicidade. Uma das vantagens do algoritmo incremental é que ele permite 

a inserção progressiva de pontos com ajustes locais. 

A.2 Algoritmos de Refinamento. 

Um dos principais temas de investigação no ramo da geometria computacional é referente a 

implementação de algoritmos que desenvolvam refinamento de malhas. Estes refinamentos 

utilizam a introdução de novos vértices ou da modificam a malha mediante a translação 

de vértices já existentes nela. 

Os algoritmos do tipo iterativo como os propostos por Chew [7] e Rupert [29], utilizam 

inserção de pontos na triangulação de Delaunay. 

A.2.1 Algoritmo de Chew. 

Paul Chew [7] criou um algoritmo de refinamento de Delaunay de grande interesse, o qual 

gera uma triangulação de densidade uniforme de elementos. 

Dada uma triangulação de Delaunay cuja menor aresta tenha comprimento /im,„, o 

algoritmo de Chew quebra todos os triângulos cujos circunraios são maiores que hmin, in-
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traduzindo um novo vértice no circuncentro de cada um destes triângulos. A inclusão do 

circuncentro causa uma re-triangulação local que refina a malha original. Pode ser mostra-

do que o algoritmo nunca introduz arestas com comprimento menor que hmin, assim, dois 

vértices quaisquer são separados por uma distância maior ou igual a hmin. O algoritmo 

terminará inevitavelmente quando os vértices da triangulação estiverem suficientemente 

próximos. 

O algoritmo inicialmente deve subdividir a fronteira inicial (que é composta de seg-

mentos de reta), antes de começar o refinamento. Ao fazer esta subdivisão evita-se a 

presença de triângulos de baixa qualidade na fronteira da triangulação, os quais poderiam 

ter seu circunentro fora do domínio da triangulação. Assim, garante-se que todos os novos 

triângulos gerados pelo algoritmo ficarão dentro do domínio original. 

Em geral, o usuário escolhe um parâmetro h a partir do qual todos os segmentos 

da fronteira são subdivididos, de modo que cada sub-segmentos possua comprimento no 

intervalo [h, Vh]. O parâmetro h tem que ser escolhido de tal forma que não existam 

arestas na fronteira com menor comprimento que h. Devido a não existência de sub-

segmentos com comprimento maior que y/h, pode ser mostrado que o circuncentro de 

qualquer triângulo cujo circunraio exceda h ficará na triangulação a uma distância mínima 

h/2 de qualquer sub-segmento, isto garante que os circuncentros dos triângulos sempre 

estão no interior do domínio. 

Outro fato mostrado por Chew é que no final do processo, nenhum triângulo possui o 

circunraio maior que h e nenhuma aresta tem comprimento menor que h (ou maior que 

2h), assim, a triangulação não contém triângulos com ângulos menores que 30°. 

Na figura A.2 é apresentado um exemplo de refinamento de Chew, sob um domínio. 

A figura A.2a mostra a entrada original. A triangulação de Delaunay do contorno orig-

inal mais os novos vértices adicionados na fronteira são mostrados em A.2b. Na figura 

A.2c, os elementos externos da triangulação são eliminados, além disso, é mostrado um 

dos triângulos de baixa qualidade (o triângulo com linhas pontilhadas) com seu respec-

tivo circuncentro (indicado por um "x"). Depois de inserserir um novo ponto steiner no 

circuncentro e refazendo a triangulação localmente se obtém uma malha como a apresen-

tada na figura A.2d. A figura A.2e mostra a malha depois de inserir 15 novos pontos e 

finalmente a figura A.2f mostra a malha refinada, depois de inserir 95 novos vértices. 
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(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 

Figura A.2: Algoritmo de Chew. (a) Entrada original, (b) Triangulação de Delaunay do 

contorno original mais novos vértices na fronteira, (c) Eliminação dos elementos externos 

da triangulação. O "x" indica o circuncentro do triângulo de baixa qualidade, (d) inserção 

do ponto steiner no circuncentro e correspondente triangulação, (e) Malha depois de 

inserir 15 novos pontos e (f) triangulação final. 

A.2.2 Algoritmo de Rupert. 

O algoritmo de refinamento criado por Rupert [29], apresenta, em geral, melhores resulta-

dos que o algoritmo de Chew, pois as malhas geradas possuim elementos de boa qualidade, 

que podem variar rapidamente de tamanho. Estas vantagens fazem este método muito 

apropriado para geração de malhas voltadas a problemas de simulação numérica, já que 

ele gera maior quantidade de triângulos em regiões onde a precisão dos cálculos deve ser 

maior, aumentando assim a velocidade dos cálculos. 

O algoritmo de Rupert pode refinar qualquer triangulação de Delaunay com ou sem 

restrições. O algoritmo trata os segmentos iniciais de forma única, utilizando apenas os 

vértices para o calculo da triangulação de Delaunay. Os segmentos da entrada original 

são garantidos como uma consequência natural do algoritmo. 

O algoritmo de Rupert refina a malha mediante a inserção de novos vértices (os quais 
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(a) (b) 

Figura A.3: (a) Aresta violada, (b) duas novas arestas geradas pela inserção do novo 

vértice no meio da aresta anterior. 

cumprem com as propriedades de Delaunay), até que os triângulos cumpram um critério 

de qualidade. Como no algoritmo de Chew, o algoritmo de Rupert pode dividir cada 

segmento original em sub-segmentos mesmo que não seja no primeiro passo do algorit-

mo, isto é, a subdivisão é permitida no decorrer do programa. A inserção de vértices é 

governada pelas seguintes regras: 

• O círculo diametral de um segmento é o (único) menor círculo que contém o segmen-

to. Um segmento é dito violado se um vértice está dentro do seu círculo diametral ou 

se o segmento não aparece como uma aresta da triangulação de Delaunay. Qualquer 

segmento violado é imediatamente dividido em dois segmentos inserindo um novo 

vértice no seu ponto médio (como exemplo a figura A.3a mostra uma semi-aresta vi-

olada, e a divisão da aresta em duas novas arestas pela inserção de um novo vértice, 

figura A.3b). Estes sub-segmentos têm círculos diametrais menores, e podem ou não 

ser sub-segmentos violados. Quando os sub-segmentos gerados são violados, estes 

são divididos novamente até que não existam sub-segmentos violados. 

• Qualquer triângulo cuja relação entre seu circunraio dividido pelo comprimento da 

menor aresta é maior que um valor limite B (ex: B ta y/2), é eliminado pela 

triangulação ao inserir um novo vértice em seu circuncentro. Se um novo vértice 

viola algum segmento da triangulação, então ele não é inserido, em vez disso, todos 

os segmentos que seriam violados são subdividos. 

Pode ser visto que no algoritmo de Rupert, segmentos violados tem prioridade sobre 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Figura A.4: (a) Entrada inicial, (b) triangulação de Delaunay, (c) triangulação após 

o refinamento de Rupert, com um ângulo mínimo de 5o, (d) triangulação com ângulo 

mínimo de 25°. [30] 
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triângulos de baixa qualidade. Rupert demonstra em seu trabalho [29] que este algoritmo 

sempre finaliza em um número finito de passos. Além disso, os triângulos gerados apresen-

tam boa qualidade em sua forma, pode não se garantir que os triângulos não tem ângulos 

menores que 20.7° (este ângulo depende do parâmetro B). Na figura A.4 é apresentado 

um exemplo de malha refinada com o algoritmo de Rupert, para diferentes valores de B. 
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Apêndice B 

Estrutura de Dados. 

No desenvolvimento deste trabalho foi utilizada a estrutura de dados Singular Handle-

Edge (SHE) [26], para a representação de malhas não estruturadas em duas dimensões. Ela 

tem a habilidade de representar vértices singulares e curvas do contorno. A introdução de 

vértices singulares é comum nos processos de inserção e remoção de triângulos nas malhas 

não estruturadas. Por exemplo, é inevitável a presença de vértices singulares durante a 

geração de malhas triangulares com buracos. Em aplicações numéricas as condições dos 

contornos associados à uma equação diferencial podem ser manipuládas mais facilmente 

por uma representação explícita dos elementos de fronteira. 

B.l A estrutura Singular Handle-Edge. 

A Singular Handle-Edge é organizada em termos de sete entidades representadas explici-

tamente, os quais são: 

• Malha: Representa cada componente conexa da malha. 

• Vértice: Representa os vértices da malha. 

• Semi-aresta: Representa uma aresta contida em um triângulo. 

• Estrela do Vértice: Representa cada componente singular incidente a um vértice 

• Face: Representa as faces ou células da malha. 

• Curva de Contorno: Representa a curva do contorno da malha. 
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• Aresta de Contorno: Representa as arestas contidas na curva do contorno. 

As entidades Semi-aresta, Estrela de Vértice e Arestas de Contorno são armazenadas 

em listas circulares dinâmicas, enquanto o resto dos elementos são armazenados em listas 

não circulares. 

B. l . l O elemento Malha. 

Cada elemento malha aponta para a lista de seus vértices, faces e curvas de contorno (fig 

B.l)1 . 

Figura B.l: Relações do elemento Malha. 

B.1.2 O elemento Vértice. 

Cada elemento vértice aponta para sua lista Estrela de Vértices e volta ao elemento Malha 

o qual o contém (fig B.2). 

Vertice 

fir i 
! a " i Malha ^Vertice J — 

Figura B.2: Relações do elemento Vértice. 

1 Neste e nos próximos diagramas, as entidades que estão numa caixa quadrada contínua represen-

tam listas não circulares, em caixas quadradas pontilhadas representam ponteiros e em caixas circulares 

representam listas circulares. 
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O elemento Semi-aresta. 

0 elemento Semi-aresta deve ser sempre orientado, e aponta o vértice que está em seu 

extremo inicial (fig B.3). O elemento também aponta o elemento Semi-aresta da face 

adjacente se não é uma aresta de contorno. A aresta apontada recebe o nome de "Semi-

aresta Mate". Se a Semi-aresta pertence ao contorno, então ela aponta para o elemento 

Aresta de Contorno (fig B.4). 

Figura B.3: Exemplo de Semi-aresta, Semi-aresta mate e Aresta de Contorno. O ponto 

preto representa o vértice ao qual a Semi-aresta aponta. 

Semi-aresta 

i Vertice : 
Aresta de 
contorno 

Figura B.4: Relações do elemento Semi-aresta. 

B.l .3 O elemento Estrela do Vértice. 

Cada elemento Estrela do Vértice aponta para um elemento Semi-aresta que está associada 

ao vértice. Se o vértice é singular, ele tem uma lista circular de Estrela de Vértice, e cada 

um dos elementos desta lista apontará para um elemento Semi-aresta no contorno de cada 

componente que forma a singularidade (fig B.5). 
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Estrela do 
, Vertice j 

Ca) 

: Semi-aresta: i _ j 

0>) 

Figura B.5: (a) Exemplo da Estrela do Vértice com uma singularidade, (b) relações do 

elemento Estrela do Vértice. 

B.1.4 O elemento Face. 

Cada elemento Face aponta para uma lista circular de Semi-arestas que define sua orien-

tação (fig B.6). 

Face 

(a) fl>) 

Figura B.6: (a) Exemplo de Face orientada, (b) relações do elemento Face. 

B.1.5 Os elementos Curva de Contorno e Arestas de Contorno. 

O elemento Curva de Contorno aponta para uma lista circular de suas Arestas de Con-

torno. Cada elemento Aresta de contorno aponta o elemento Curva de Contorno na qual 

ele está contido e o elemento Semi-aresta que o representa (fig B.7) 

B.2 Implementação. 

A estrutura de dados SHE e o completo conjunto de métodos para manipular a ar-

mazenagem das informações estão implementados em C++. 
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Figura B.7: Relações dos elementos Curva de Contorno e Arestas de Contorno. 

Um mecanismo chamado iterator foi implementado para percorrer os elementos do 

SHE, o qual permite a exploração de listas com um simples FOR. Métodos BeginC) e 

E n d O definidos para cada classe são responsáveis por iniciar e finalizar o iterator. Por 

exemplo, o seguinte código pode ser empregado para imprimir as coordenadas de todos 

os vértices na malha ao percorrer a lista de Vértice: 

Iterator<SHE_Vertiex> iv; 

for (iv = m -> Begin_vertex(); iv != m->End_vertex() ; ++iv) 

cout « iv~>Get_x() « iv->Get_y(); 

onde m é um ponteiro para o elemento Malha. A principal vantagem do iterator é que 

ele encapsula as listas e padroniza o acesso a elas. 
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