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Resumo
Este trabalho de pesquisa é dediado ao desenvolvimento, análise e implementação de umnovo esquema upwind de alta resolução (denominado PFDPUS) para aproximação de termosonvetivos em leis de onservação e problemas relaionados em meânia dos �uidos. Usandovariáveis normalizadas de Leonard, o esquema PFDPUS é baseado em uma função polinomialpor partes que satisfaz os ritérios de estabilidade CBC e TVD. O desempenho do esquemaPFDPUS é investigado na solução das equações de adveção de esalares, Burgers, Euler eMHD. O novo esquema é então apliado para simular esoamentos inompressíveis envolvendosuperfíies livres móveis. Para tanto, o esquema PFDPUS é implementado dentro do softwareCLAWPACK para problemas ompressíveis, e no ódigo Free�ow para problemas inompressí-veis. Os resultados numérios são omparados om dados experimentais, numérios e analítios.Palavras-have: esquemas upwind de alta resolução; esquemas CBC/TVD; transporte on-vetivo; esoamentos inompressíveis; equações de Navier-Stokes; simulação numéria.
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Abstrat
This work is dediated to the development, analysis and implementation of a new high-resolution upwind sheme (alled PFDPUS) for approximation of onvetive terms in onserva-tion laws and related �uid mehanis problems. By using the normalized variables of Leonard,the PFDPUS sheme is based on a pieewise polynomial funtion that satis�es the CBC andTVD stability riteria. The performane of the PFDPUS sheme is assessed by solving adve-tion of salars, Burgers, Euler and MHD equations. Then the new sheme is applied to simulateinompressible �ows involving moving free surfaes. The PFDPUS sheme is implemented intothe CLAWPACK software for ompressible problems, and in the Free�ow ode for inompressi-ble problems. The numerial results are ompared with experimental, numerial and analytialdata.Key-works: high resolution upwind sheme; CBC/TVD shemes; onvetive transport;inompressible �ows; Navier-Stokes equations; numerial simulation.
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Capítulo
1Introdução

A meânia dos �uidos omputaional representa uma das áreas de estudo mais importantesem diversos ramos da engenharia. Na maioria das vezes, suas apliações são araterizadas porenvolver esoamentos om elevados números de Reynolds, espeialmente aqueles om superfíieslivres móveis. Nos últimos anos, as simulações numérias vêm se destaando em relação aosmétodos analítios e experimentais para analisar esses problemas. De fato, em muito dos asos,a solução de esoamentos de �uidos om propriedades físias omplexas só pode ser realizadaanalitiamente quando muitas simpli�ações são onsideradas, o que pode desaraterizar aanálise. Por outro lado, testes de laboratório não são su�ientes por razões de omplexidade,usto e/ou tempo, para possibilitar o entendimento adequado dos fen�menos físios envolvidos.Uma das prinipais di�uldades enontradas no proesso de obtenção de soluções numériasestá assoiada ao tratamento dos termos onvetivos presentes nas equações de transporte quedesrevem o problema. Consequentemente, a esolha do esquema numério empregado paradisretizar esses termos onstitui uma tarefa que pode in�ueniar diretamente na estabilidade eonvergênia da solução. Isso requer a utilização de esquemas onvetivos que levem em ontaa informação físia do esoamento (mais onheidos omo esquemas upwind) e que possuam, si-multaneamente, araterístias omo alta preisão, estabilidade, ausênia de osilações espúriase simpliidade de implementação.Em busa dessas araterístias, os estudos nessa área têm se expandido substanialmentee vários esquemas upwind para aproximar termos onvetivos estão propostos na literatura.De um lado há os esquemas upwind lássios de primeira ordem, tais omo FOU (First-OrderUpwinding) [54℄ e seu relaionado HDS (Hybrid Di�erening Sheme) [63℄, os quais são alta-mente estáveis mas possuem araterístias dissipativas indesejáveis (suavização de gradientes).Por outro lado, para remediar os efeitos da dissipação, os esquemas onvenionais de alta or-dem não limitados, tais omo SOU (Seond Order Upwind) [76℄, diferenças entrais e QUICK1



Capítulo 1 Introdução(Quadrati-Upstream Interpolation for Convetive Kinematis) [40℄, são frequentemente utiliza-dos na prátia. No entanto, sob ondições severas de onveção esses esquemas são vulneráveisa osilações não físias e na maioria das vezes oasionam instabilidades numérias.Com o objetivo de superar os problemas numérios ausados pelos esquemas de primeiraordem e os não limitados de alta ordem, atualmente estão sendo desenvolvidos (ver, por exem-plo, [32℄) esquemas upwind de alta resolução limitados e om poua introdução de visosidadearti�ial. Para tanto, uma estratégia bastante omum é ombinar variáveis normalizadas deLeonard [41℄, ou limitadores de �uxo, om os ritérios de limitação CBC (Convetion Bounded-ness Criterion) de Gaskell e Lau [22℄ e TVD (Total Variation Diminishing) de Harten [26℄. Aondição TVD assegura variação limitada om o tempo de propriedades físias e onvergênia.O ritério CBC produz solução limitada.Como exemplo de esquemas limitados de alta resolução, podem-se itar os esquemas VO-NOS (Variable-Order Non-Osillatory Sheme) [75℄, WACEB (Weighted Average Coe�ientEnsuring Boundedness) [62℄, CUBISTA (Convergent and Universally Bounded InterpolationSheme for Treatment of Advetion) [1℄, a versão limitada do esquema QUICKEST, hamadaADBQUICKEST (Adaptative Bounded QUICK with Estimated Streaming Terms) [20℄, e maisreentemente os esquemas TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme) [53℄ e SDPUS-C1(Six-Dregree Polinomial Upwind Sheme of C1 Class) [15℄. Pode-se aresentar a esta lista opioneiro MUSCL (Monotone Upstream Sheme for Conservation Laws) [74℄ e seus relaionadosSuperbee [57℄, van Albada [73℄ e MC (Monotonized Central-di�erene limiter) [39℄. A ideiabásia no desenvolvimento desses esquemas é usar um esquema numério tão preiso quantopossível em regiões suaves e, ao mesmo tempo, introduzir dissipação numéria ontrolada nasregiões de altos gradientes. Embora a maioria desses esquemas apresentem bons resultadospara uma variedade de problemas, alguns deles ainda têm limitações em situações envolvendodesontinuidades (hoques) em esoamentos ompressíveis (ver [34℄ e [46℄). Outro exemplo apa-ree em Alves et al. [1℄, em que os autores ao testar uma variedade de esquemas upwind de altaresolução na simulação de esoamentos visoelástios onstataram di�uldades de onvergêniaem malha re�nadas e forte tendênia a osilar.É importante observar também que existe a lasse dos so�stiados esquemas ENO (EssentiallyNon-Osillatory) [30℄ (e seus relaionados WENO (Weighted Essentially Non-Osillatory) [4℄),que são apropriados para apturar desontinuidades e pontos extremos om alta ordem de prei-são. A ideia entral desses esquemas onsiste na utilização de moléulas de álulos adaptativasque são esolhidas a partir da suavidade da solução loal. No entanto, eles também apresentamalgumas desvantagens, uma vez que exigem um elevado número de operações aritmétias paraseleionar ou onstruir uma moléula omputaional adequada, o que torna sua implementaçãoara e difíil.Nesse ontexto, a neessidade de novos esquemas upwind de alta resolução robustos quepossuam, simultaneamente, alta preisão, limitação, estabilidade e simpliidade de implemen-2



tação tem sido uma das prinipais preoupações da omunidade ientí�a moderna em CFD(Computational Fluids Dynamis). Isto onstitui a motivação entral deste trabalho de mes-trado. Outra motivação é dispor de tenologias ompetitivas para a simulação de esoamentosinompressíveis om superfíies livres móveis a altos valores do número de Reynolds que ofe-reçam soluções mais on�áveis, proporionando melhorias em problemas de interesse prátio.Pretende-se também apresentar à literatura espeializada dados de simulações para leis deonservação e problemas omplexos em dinâmia dos �uidos.Em partiular, este projeto é voltado para a solução numéria de leis de onservação gerais eproblemas de esoamentos inompressíveis em regime transitório om superfíies livres móveis.A atenção espeial é voltada à derivação de algoritmos upwind de onveção para essa lassede problemas. E os seus prinipais objetivos são o desenvolvimento, análise e implementaçãode um novo esquema upwind de alta resolução PFDPUS (Pieewise Fourth Degree PolynomialUpwind Sheme) para a aproximação de termos onvetivos (em geral não lineares) de equaçõesde onservação. O novo esquema é uma função polinomial por partes que satisfaz os ritériosde estabilidade CBC de Gaskell e Lau [22℄ e TVD de Harten [26℄.Vários testes numérios são realizados para aessar o desempenho do novo esquema upwindde alta resolução. Dentre eles pode-se itar a simulação de leis de onservação 1D (adveção,Burgers sem visosidade, Euler e MHD) e 2D (sistemas hiperbólios de águas rasas, Euler eMHD), e esoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis 2D, 3D e axissimétrios.A partir dos resultados numérios apresentados onstata-se que o novo esquema PFDPUS éuma boa alternativa para simular numeriamente leis de onservação gerais e problemas emmeânia dos �uidos.1.1 Estrutura do trabalhoO restante do texto está estruturado da seguinte forma:� O próximo apítulo apresenta as equações básias utilizadas nesse trabalho;� No Capítulo 3, desreve-se a base teória neessária para o desenvolvimento de um es-quema upwind de alta resolução, juntamente om os esquemas numérios que serão utili-zados nas simulações;� O Capítulo 4 é reservado para o desenvolvimento do novo esquema upwind PFDPUS dealta resolução;� A disretização das equações básias e o algoritmo omputaional para simulação deesoamentos inompressíveis om superfíies livres são apresentados no Capítulo 5;� O Capítulo 6 engloba os resultados numérios de leis de onservação 1D;� Os resultados numérios para leis de onservação 2D e para esoamentos inompressíveis2D e axissimétrios om superfíies livres móveis são apresentados no Capítulo 7;3



Capítulo 1 Introdução� No Capítulo 8, são mostrados os resultados para a simulação de esoamentos inompres-síveis 3D om superfíies livres móveis laminares;� As onlusões e as propostas para os trabalhos futuros são desritas no Capítulo 9;� No Capítulo 10, são listados os artigos publiados e relaionados om a pesquisa apresen-tada nesse trabalho;� E, �nalmente, nos Apêndies A e B apresentam-se, respetivamente, uma breve desriçãode omo são determinados os parâmetros livres α e β que tornam o esquema PFDPUSTVD e uma síntese do algoritmo de resolução utilizado no software CLAWPACK.
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Capítulo
2Formulação matemátia

Neste apítulo são desritas as equações básias esseniais para o desenvolvimento eapliação dos esquemas numérios estudados nesse trabalho. Em seguida, apresenta-se umabreve desrição da modelagem κ − ε para simular os efeitos da turbulênia. São tambémapresentados o álulo dos erros e estimativas para a ordem de onvergênia.2.1 Leis de onservação hiperbólias 1DAs leis de onservação são uma lasse de equações difereniais pariais muito importantesque modelam leis de onservação da físia omo massa, momento, energia, et. Em geral, elassão não lineares, o que afeta fortemente o proedimento numério da solução. Segundo Toro[72℄, no aso 1D, essas leis de onservação são um sistema de equações difereniais pariais quepodem ser esritas da forma
φt + F (φ)x = 0, (2.1)onde
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. (2.2)
φ é hamado de vetor das variáveis onservadas, F = F (φ) é o vetor das funções �uxo e adauma de suas omponentes fi é uma função de omponentes φj de φ.Nesta seção, apresentam-se asos partiulares das leis de onservação (2.2), tais omo, asequações de adveção, Burgers sem visosidade, Euler e MHD. Para ada uma dessas equações,as ondições iniais e de ontorno também são desritas.5



Capítulo 2 Formulação matemátia2.1.1 Equação de adveção 1DA equação linear de adveção é um dos problemas mais simples deorrentes das leis (2.1) (ver,por exemplo, [50℄). Embora seja bastante simples, ela está longe de ser um problema trivial,pois apresenta di�uldades semelhantes àquelas enontradas em sistemas mais omplexos. Deaordo om (2.1), a equação de adveção é dada tomando-se
φ = u (2.3)e

F (φ) = au, (2.4)onde a é a veloidade de onveção e u é a variável onvetada. Nesse trabalho a é onstante eigual a 1 em todo o domínio omputaional.As ondições iniiais e de ontorno onsideradas são, respetivamente, da forma
u(x, 0) = u0(x), (2.5)

u(xL, t) = uL e u(xR, t) = uR, (2.6)em que x ∈ [xL, xR].A solução geral para esta equação é
u(x, t) = u0(x− at), (2.7)que onsiste simplesmente na translação da ondição iniial para direita, sem pertubações, omveloidade de propagação a > 0 (ou para esquerda se a < 0).2.1.2 Equação de Burgers 1D - sem visosidadeA equação de Burgers sem visosidade é uma das mais populares equações não lineares quefornee um simples exemplo das leis (2.1) para apturar o fen�meno ruial da formação dohoque. Esse modelo de equação pode apresentar formação do hoque mesmo om dados iniiassuaves (ver em [29℄ e [45℄). As desontinuidades apareem na solução após um tempo �nito, e,em seguida, se propagam de maneira de irregular fazendo om que a onda, que é iniialmentesuave, vá se tornando mais íngreme e aentuada até formar um salto de desontinuidade � ohoque.De aordo om (2.1), a equação de Burgers sem visosidade é dada esolhendo-se

φ = u (2.8)6



2.1 Leis de onservação hiperbólias 1De
F (φ) =

1

2
u2, (2.9)onde u é a variável dependente semelhante a veloidade em um esoamento inompressível.As ondições iniiais e de ontorno adotadas são, respetivamente,

u(x, 0) = u0(x), (2.10)
u(xL, t) = f(xL, t) e u(xR, t) = g(xR, t), (2.11)om x ∈ [xL, xR].2.1.3 Equações de Euler 1DAs equações de Euler onstituem um sistema de equações hiperbólias não lineares quegovernam o esoamento de um �uido ompressível e invisida [21℄. Entre outros problemas,desreve o esoamento de um gás em um tubo de hoque que tem sido muito investigado emdiversos fen�menos físios, tais omo reações químias e aerodinâmia de veíulos supers�niose hipers�nios.Neste aso, o sistema de equações é obtido onsiderando, em (2.1), o vetor de variáveisonservadas e o vetor das funções �uxo dados, respetivamente, omo

φ = [u, ρu, E]T (2.12)e
F (φ) = [ρu, ρu2 + P, u(E + P )]T . (2.13)Aqui, ρ, u, ρu, P e E são, respetivamente, a densidade, a veloidade, o momento, a pressãoe energia total. Além disso, para obter um sistema fehado de equações, deve-se onsiderar aequação de gás ideal

P = (γ − 1)(E − 1

2
ρu2), (2.14)em que γ = 1.4 é a razão do alor espeí�o (Harten [27℄).As ondições iniiais adotadas para essas equações são

[ρ0, u0, P0]
T =

{

[ρL, uL, PL]T , se x ≤ x0,

[ρR, uR, PR]T , se x > x0,
(2.15)e as ondições de ontorno são dadas por re�exão/extrapolação de ordem zero (ver [43℄).7



Capítulo 2 Formulação matemátia2.1.4 Equações MHD 1DAs equações MHD (Magnetohydrodynami) formam um sistema de equações hiperbóliasnão lineares que modelam esoamentos de �uidos na presença de ampo magnétio. Elas repre-sentam o aoplamento das equações da dinâmia om as equações de Maxwell da eletrodinâmia(ver, por exemplo, em [7℄ e [45℄).Essas equações são obtidas tomando em (2.1) o vetor de variáveis onservadas e das funções�uxo omo
φ = [ρ, ρu, ρv, ρw,B2, B3, E]T (2.16)e

F (φ) = [ρu, ρu2 + P ∗, ρuv − B1B2, ρuw − B1B3,

uB2 − vB1, uB3 − wB1, u(E + P ∗) − B1(uB1 + vB2 + wB3)]
T . (2.17)Além disso, assume-se ▽ · B = 0. Nessas expressões, v = [u, v, w]T é o vetor veloidade eB = [B1, B2, B3]

T é vetor ampo magnétio. A energia total é dada por
E =

1

2
ρ||v||2 +

P

γ − 1
+

1

2
||B||2 (2.18)e

P ∗ = P +
1

2
||B||2. (2.19)Para esse problema, a razão do alor espeí�o é γ = 2.As ondições iniiais são

[ρ0, u0, v0, w0, B
0
2 , B

0
3 , P0]

T =

{

[

ρL, uL, vL, wL, B
L
2 , B

L
3 , PL

]T
, se x ≤ x0,

[

ρR, uR, vR, wR, B
R
2 , B

R
3 , PR

]T
, se x > x0,

(2.20)e as ondições de ontorno são dadas por extrapolação de ordem zero (ver [43℄).2.2 Leis de onservação hiperbólias 2DEm duas dimensões, as leis de onservação hiperbólias têm a forma
φt + F (φ)x +G(φ)y = 0, (2.21)8



2.2 Leis de onservação hiperbólias 2Donde
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φ é hamado de vetor das variáveis onservadas, e, F = F (φ) e G = G(φ) são os vetores dasfunções �uxo nas direções x e y, respetivamente (ver [43℄).Neste trabalho, as leis de onservação 2D onsideradas são as equações de águas rasas, Eulere MHD. Essas equações e suas respetivas ondições iniiais e de ontorno são apresentadasabaixo.2.2.1 Equações de águas rasas 2DAs equações de águas rasas formam um onjunto de equações hiperbólias não lineares quedesrevem esoamentos om superfíies livres, tais omo, a ruptura de barragens e os efeitosdas ressaas devido a tempestades tropiais e furaões, entre outros (ver [14℄).Em duas dimensões, essas equações podem ser esritas tomando em (2.21) o vetor de va-riáveis onservadas e das funções �uxo dados, respetivamente, por (ver, por exemplo, [43℄ e[72℄)

φ = [h, hu, hv]T , (2.23)
F (φ) = [hu, hu2 +

1

2
gh, huv]T (2.24)e

G(φ) = [hv, huv, hv2 +
1

2
gh2]T , (2.25)em que h, v = [u, v]T e g são a altura da amada de água, o vetor veloidade e a onstantegravitaional, respetivamente.Neste trabalho, essas equações são suplementadas om ondições iniiais da forma

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y) e h(x, y, 0) = h0(x, y), (2.26)e ondições de ontorno dadas por extrapolação de ordem zero (ver [43℄).2.2.2 Equações de Euler 2DEm duas dimensões, o sistema de equações de Euler da dinâmia dos gases pode ser esritode aordo om (2.21), tomando
φ = [ρ, ρu, ρv, E]T , (2.27)

F (φ) = [ρu, ρu2 + P, ρuv, u(E + P )]T (2.28)9



Capítulo 2 Formulação matemátiae
G(φ) = [ρv, ρuv, ρv2 + P, v(E + P )]T . (2.29)A equação de gás ideal, que é utilizada para fehamento das equações, é
P = (γ − 1)

[

E − 1

2
ρ(u2 + v2)

]

, (2.30)onde γ = 1.4 é a razão do alor espeí�o.Este problema é resolvido em um domínio quadrado dividido em quatro quadrantes pelaslinhas x = x0 e y = y0. Em ada um desses quadrantes são de�nidos estados onstantes que,resumidamente, são da forma (ver mais detalhes em [36℄ e [59℄)
[ρ0, u0, v0, P0]

T =



















[ρ1, u1, v1, P1]
T , se x > x0 e y > y0,

[ρ2, u2, v2, P2]
T , se x < x0 e y > y0,

[ρ3, u3, v3, P3]
T , se x < x0 e y < y0,

[ρ4, u4, v4, P4]
T , se x > x0 e y < y0,

(2.31)onde [ρi, ui, vi, Pi]
T é o vetor de propriedades presrito nos quadrantes i = 1, 2, 3, 4.As ondições de ontorno são dadas por extrapolação de ordem zero (ver [43℄).2.2.3 Equações MHD 2DO sistema de equações MHD, em duas dimensões, admite em (2.21) (ver [3℄)

φ = [ρ, ρu, ρv, ρw,B1, B2, B3, E]T , (2.32)
F (φ) = [ρu, ρu2 + P ∗ − B2

1 , ρuv − B1B2, ρuw −B1B3,

0, uB2 − vB1, uB3 − wB1, u(E + P ∗) −B1(uB1 + vB2 + wB3)]
T (2.33)e

G(φ) = [ρv, ρvu− B2B1, ρv
2 + P ∗ − B2

2 , ρvw − B2B3, vB1 − uB2,

0, vB3 − wB2, v(E + P ∗) − B2(uB1 + vB2 + wB3)]
T , (2.34)em que P ∗ = P + 1

2
||B||2. Em adição, a energia total é da forma

E =
1

2
ρ||v||2 +

P

γ − 1
+

1

2
||B||2, (2.35)onde γ = 5

3
.As ondições de ontorno são periódias (ver [43℄).10



2.3 Equações de Navier-Stokes2.3 Equações de Navier-StokesAs equações de Navier-Stokes são equações difereniais pariais que modelam esoamentosnos regimes laminar e turbulento. Em oordenadas artesianas 3D e na notação de Einstein,essas equações são
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gi, i = 1, 2, 3, (2.36)
∂ui

∂xi

= 0, (2.37)onde t é o tempo, ui são os omponentes do vetor veloidade, P é a pressão e gi são osomponentes do ampo gravitaional. Os parâmetros adimensionais Re = U0L0

ν
e Fr = U0√

(L0/g)representam os números de Reynolds e Froude, respetivamente, sendo ν = µ
ρ
(µ é o oe�ientede visosidade dinâmia e ρ a massa espeí�a) o oe�iente de visosidade inemátia moleulardo �uido. U0 e L0 são, respetivamente, as esalas de veloidade e de omprimento.Para os asos om simetria radial (axissimétrios), as equações de Navier-Stokes são dadasem oordenadas ilíndrias da forma
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1

r

∂(ru)

∂r
+
∂v

∂z
= 0, (2.40)em que u = u(r, z, t) e v = v(r, z, t) são as omponentes do vetor veloidade nas direções r e z,respetivamente, e g = [gr, gz]

T representa o ampo gravitaional.As equações de Navier-Stokes são suplementadas om ondições iniiais e de ontorno (verdetalhes em Tomé e MKee [69℄). Nos esoamentos inompressíveis, que são de interesse nessetrabalho, os seguintes tipos de ondições de ontorno são adotados:� Na entrada do �uido (injetor): as ondições de ontorno são
un = U0 e ut = 0, (2.41)em que un e ut são as veloidades normal e tangenial ao ontorno, respetivamente;� Na saída do �uido (ejetor): as ondições de ontorno são
∂un

∂n
= 0 e ∂ut

∂n
= 0; (2.42)� No ontorno rígido: são onsiderados dois asos:11



Capítulo 2 Formulação matemátia- no-slip: ondição de ontorno sem esorregamento dadas por
ut = 0 e un = 0; (2.43)- free-slip: ondições de ontorno om esorregamento dada por
un = 0 e ∂ut

∂n
= 0; (2.44)� Na superfíie livre: as ondições de ontorno são

n · (σ · n) = Pext, (2.45)
m1 · (σ · n) = 0, (2.46)
m2 · (σ · n) = 0, (2.47)em que Pext é a pressão externa (atmosféria loal), que é assumida zero neste trabalho. Parao aso 3D, m1 = (m1x, m1y, m1z) e m2 = (m2x, m2y, m2z) são os vetores tangentes à superfíielivre, e, n = (nx, ny, nz) é o vetor unitário normal exterior à superfíie livre. Para o aso 2D,

m1 = (m1x, m1y) e n = (nx, ny), e para o aso axissimétrio, m1 = (−nz , 0, nr) e n = (nr, 0, nz).Aqui σ é o tensor de tensões total, que em 2D e 3D é da forma
σ = −PI + 2µ(▽u+ (▽u)T ), (2.48)sendo I o tensor identidade. Para o aso axissimétrio o tensor é
σ = −PI +

1

Re
(▽u+ (▽u)T ). (2.49)2.4 Modelagem da turbulêniaNeste trabalho, para a modelagem da turbulênia são onsideradas as equações médias deReynolds e adota-se a modelagem κ−ε, a qual é baseada no oneito de visosidade turbulentade Boussinesq [5℄. Uma breve introdução à esses oneitos é apresentada nesta seção.2.4.1 Equações médias de ReynoldsPara a simulação dos efeitos da turbulênia, as leis físias de onservação (2.36) e (2.37), noaso 2D, são transformadas nas equações médias de Reynolds
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∂u′iu
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, i = 1, 2, (2.50)

∂ui

∂xi
= 0, (2.51)12



2.4 Modelagem da turbulêniaonde ui é a i-ésima omponente da veloidade média e P é a pressão média. O tensor de tensões
u′iu

′
j pode ser expresso pela aproximação de Boussinesq [5℄ omo

u′iu
′
j = −νtDij +

2

3
κδij , i = 1, 2, (2.52)em que

νt = Cµ
κ2

ε
e Dij =

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
, (2.53)sendo δij o operador delta de Kroneher, νt a visosidade turbulenta loal e Cµ uma onstanteempíria. A energia inétia da turbulênia κ e a dissipação de energia inétia (κ) ε sãode�nidos, respetivamente, da forma

κ =
1

2
u′iu

′
i e ε = ν

(

∂ui

∂xj

)2

, (2.54)em que u′i é a omponente �utuante da veloidade ui.É importante observar que as equações (2.50) e (2.51) onstituem um sistema de equaçõesdiferenias pariais inompleto e, portanto, neessitam de mais uma hipótese para o fehamento.Assim, para o fehamento das equação médias de Reynolds é preiso enontrar uma equaçãopara νt que depende da posição e do tempo. Para tanto, é utilizado o hamado modelo κ − εque permite o onheimento das variáveis κ e ε para a avaliação da visosidade turbulenta νt(ver detalhes em Brandi [6℄ e Kurokawa [38℄).2.4.2 Modelo κ− εA ideia prinipal desse modelo é aoplar às equações médias de Reynolds duas equações dife-reniais de transporte para desrever a visosidade turbulenta νt. Dessa forma, a determinaçãodas variáveis κ e ε é feita pela resolução das equações
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− C2εε
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, (2.56)em que σκ = 1.0 e σε = 1.3 são os oe�ientes de difusão turbulentos, C1ε = 1.44, C2ε = 1.92 e
Cµ = 0.09 são as onstantes empírias.Neste trabalho, as ondições iniiais e de ontorno adotadas para as variáveis médias develoidade e pressão são as mesmas que as apresentadas na Seção 2.3. Já para as variáveisturbulentas, as ondições iniiais e de ontorno adotadas são apresentadas a seguir.13



Capítulo 2 Formulação matemátiaAs ondições iniiais são (ver Brandi [6℄)
κ = 0.08Re e ε =

100κ

3

√

κ

Re
, (2.57)e as ondições de ontorno são dadas por:� Na entrada do �uido (injetor): as ondições de ontorno para κ e ε oinidem om (2.57);� Na saída do �uido (ejetor): para o álulo das variáveis turbulentas são apliadas asondições de Neumann homogênea

∂κ

∂n
= 0 e ∂ε

∂n
= 0; (2.58)� Na superfíie rígida: próximo ao ontorno rígido, κ e ε são alulados apliando-se umamodi�ação das leis lássias de parede (ver [18℄, [61℄, e [6℄);� Na superfíie livre do �uido: as ondições de ontorno são
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= 0. (2.60)2.5 Estimativas para o erro e ordem de onvergêniaCom o objetivo de veri�ar a preisão dos esquemas utilizados nesse trabalho, apresentam-seaqui as maneiras de alular os erros e ordens de onvergênia.Considerando que a solução exata (ou numéria de referênia) é onheida, os erros absolutosem uma malha de espaçamento h, nas normas L1 e L2, são respetivamente de�nidos por
||Eh||1 = ||u− û||1 = h

N
∑

i=1

|ui − ûi|, (2.61)
||Eh||2 = ||u− û||2 =
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√h
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∑
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(ui − ûi)2, (2.62)onde u é a solução numéria e û é a solução exata avaliada nos mesmos pontos de malha. Noaso partiular das equações de Euler 1D, os erros nas normas L1 e L2 são obtidos na formarelativa, respetivamente por
||Eh||1 =

||u− û||1
||û||1

= h

∑N
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, (2.63)14



2.5 Estimativas para o erro e ordem de onvergênia
||Eh||2 =

||u− û||2
||û||2
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√

√
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√h

∑N
i=1

(ui − ûi)2

∑N
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(ûi)2
. (2.64)Por simpliidade, a partir de agora os subíndies referentes as normas utilizadas para oálulo dos erros são omitidos.Assumindo que o erro se omporta assintotiamente e que o método tem ordem p de preisãoentão, espera-se, que

||Eh|| = Chp +O(hp), quando h −→ 0, (2.65)e se h é su�ientemente pequeno então (ver Thomas [68℄)
||Eh|| ≈ Chp. (2.66)Ao re�nar a malha usando um fator 2, obtém-se
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2

|| ≈ C

(

h

2

)p

, (2.67)e então, dividindo-se (2.66) por (2.67), segue
||Eh||
||Eh

2

|| ≈ 2p. (2.68)Agora, apliando log em ambos os membros de (2.68), obtém-se
p ≈

log
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||Eh||
||E h

2

||

)

log 2
. (2.69)No aso em que a solução exata não é onheida, uma estimativa para ordem de onvergêniapode ser alulada om base em três soluções numérias obtidas em malhas om espaçamentos

h, h/2 e h/4 por
p ≈

log

(

||Eh||
||E h

2

||

)

log 2
=

log
(

||uh−uh/2||
||uh/2−uh/4||

)

log 2
, (2.70)em que uh, uh/2 e uh/4 são, respetivamente, a solução numéria em uma malha mais grossa, asolução numéria em uma malha intermediária e a solução numéria em uma malha mais �na.
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Capítulo
3Coneitos básios para o desenvolvimento deesquemas upwind de alta resolução

Este apítulo trata dos prinípios fundamentais para o desenvolvimento de esquemas upwindde alta resolução. Iniialmente, apresentam-se o oneito de variáveis normalizadas de Leonard[41℄, o ritério CBC de Gaskell e Lau [22℄ e as restrições TVD de Harten [26℄. Em seguida,desrevem-se os prinipais oneitos para a derivação dos limitadores de �uxo e os esquemasnumérios de alta resolução utilizados neste trabalho.3.1 Variáveis normalizadasAs variáveis normalizadas foram introduzidas por Leonard [41℄ e têm omo objetivo reduziro número explíito de variáveis na representação de uma propriedade físia genéria φ em umainterfae f da élula omputaional.Neste trabalho, a propriedade φ é interpolada usando valores vizinhos dessa propriedade einformação físia do problema, isto é, de maneira upwind. Para tanto, onsidera-se uma mo-léula omputaional de três pontos: D (Downstream), U (Upstream) e R (Remote-upstream),que são, respetivamente, as posições a jusante, a montante e mais a montante da interfae fonde se deseja estimar a propriedade φ. Esses pontos, ilustrados na Figura 3.1, são pré-de�nidosde aordo om o sinal da veloidade (de onveção) Vf da variável onvetada φ em f , φf .Dessa forma, a aproximação upwind (esquema onvetivo) que faz uso dos pontos D, U e Rpara avaliar φf pode ser representada na forma não normalizada por
φf = φf(φD, φU , φR), (3.1)17
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Figura 3.1: Posição dos nós omputaionais D, U e R onforme o sinal da veloidade Vf davariável onvetada φ.e na forma normalizada, devido à Leonard [41℄, omo
φ̂f = φ̂f(φ̂U), (3.2)onde a variável normalizada φ̂() é dada da forma
φ̂() =

φ() − φR

φD − φR
. (3.3)Note que em (3.2) φ̂f depende somente de φ̂U (informação upwind), desde que φ̂R = 0 e φ̂D = 1.Para representar a relação funional entre φ̂f e φ̂U , a partir da de�nição (3.3) e da relação(3.2), Leonard [41℄ onstruiu o hamado diagrama de variáveis normalizadas (NVD - NormalizedVariable Diagram), que é um oneito útil para a derivação de esquemas de onveção. Paraexempli�ar, na Figura 3.2 os esquemas FOU [54℄, diferença entral de segunda ordem e QUICK[40℄ estão representados nesse diagrama.Nesse ontexto, Leonard [41℄ a�rma que os esquemas em variáveis normalizadas que têminterseção om o segundo quadrante podem produzir osilações numérias não físias e osque intereptam o quarto quadrante podem apresentar difusividade arti�ial. Assim, para queum esquema seja livre desses problemas, faz-se neessário de�nir a relação funional (3.2) noponto O = (0, 0). Experimentos numérios mostram também que os esquemas em NVD queintereptam a reta φ̂U = 1 aima de φ̂f = 1 geram osilações e aqueles que intereptam a reta

φ̂U = 1 abaixo de φ̂f = 1 adiionam visosidade numéria. Então, uma ondição neessáriapara que um esquema em NVD não apresente esse tipo de problema é que este esteja de�nidono ponto P = (1, 1). Leonard [41℄ (ver também Waterson e Deonink [77℄ e Lin e Chieng [47℄)demostrou também, por meio de seus estudos, que uma ondição neessária e su�iente paraque um esquema apresente segunda ordem de preisão é que a relação funional (3.2) estejade�nida no ponto Q = (1
2
, 3

4
); e mais, se a inlinação no ponto Q é 3

4
, então o esquema é de18



3.1 Variáveis normalizadas
PSfrag replaements
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Figura 3.2: Diagrama de variáveis normalizadas.tereira ordem.Resumindo: para se onseguir um esquema upwind no ontexto NVD (não linear) que sejamonot�nio e que alane tereira ordem, a relação funional (3.2) deve satisfazer as seguintesondições:� estar de�nida em O = (0, 0) (ondição neessária);� estar de�nida em P = (1, 1) (ondição neessária);� estar de�nida em Q = (1
2
, 3

4
) (ondição neessária e su�iente para segunda ordem);� estar de�nida em Q om inlinação 3

4
(ondição neessária e su�iente para tereira ordem).Leonard ainda reomenda que, para φ̂U /∈ [0, 1], os esquemas devem ser estendidos de ma-neira ontínua pelo esquema FOU [54℄. Além disso, para se evitar problemas de onvergêniaem malhas grosseiras, Lin e Cheing [47℄ reomendam que a relação funional (3.2) seja onti-nuamente difereniável em todo domínio omputaional.3.2 Critério de limitação CBCO ritério de limitação CBC (Convetion Boundedness Criterion) foi proposto por Gaskell eLau [22℄ e sua importânia é forneer uma ondição neessária e su�iente para que as soluçõesnumérias obtidas om o uso de um esquema onvetivo sejam limitadas. Uma solução élimitada se o seu valor em um ponto omputaional não ultrapassa os valores da solução nospontos vizinhos inerentes ao proesso físio.Dessa forma, um esquema de�nido por uma função ontínua ou ontínua por partes φ̂f =19
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φ̂f (φ̂U) é limitado se as seguintes ondições são umpridas:



















φ̂f ∈ [φ̂U , 1], se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = 0, se φ̂U = 0,

φ̂f = 1, se φ̂U = 1,

φ̂f = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(3.4)A Figura 3.3 ilustra geometriamente a região CBC de�nida por (3.4). De aordo omGaskell e Lau [22℄, o grá�o que de�ne o esquema limitado φ̂f(φ̂U) deve estar inteiramenteontido nessa região (a reíproa é verdadeira).
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0Figura 3.3: Região CBC em variáveis normalizadas.É importante ressaltar que o ritério CBC, apesar de garantir soluções limitadas, não ofereenenhuma garantia de onvergênia. A onvergênia é garantida pelas restrições TVD que estãodesritas na próxima seção.3.3 Restrições TVDAo se falar dos oneitos fundamentais para o desenvolvimento de esquemas upwind de altaresolução é essenial disutir o prinípio TVD (Total Variation Diminishing) introduzido porHarten [26℄. Métodos que possuem essa araterístia ombinam monotoniidade e alta ordemde preisão.Considerando uma sequênia de aproximações disretas
φ(t) = φi(t)i∈Z

, (3.5)20



3.3 Restrições TVDa Variação Total (TV - Total Variation) de uma solução disreta no tempo t é dada por
TV (φ(t)) =

∑

i∈Z

|φi+1(t) − φi(t)|. (3.6)Seja o esquema de diferenças explíito om (2k + 1) pontos da forma
φn+1

i = H(φn
i−k, . . . , φ

n
i+k), ∀n ≥ 0, i ∈ Z, (3.7)onde H : R

2k+1 −→ R é uma função ontínua e φn
i é a aproximação da solução exata Φ nospontos de malha (uniforme) (xi, tn), om xi = iδx e tn = nδt (δx o passo espaial e δt a marhano tempo). O esquema (3.7) é dito TVD se

TV (φn+1) ≤ TV (φn). (3.8)De aordo om Harten, um esquema TVD apresenta as seguintes propriedades: um novoextremo loal (máximo ou mínimo) não pode ser riado; o valor do mínimo loal não pode serdiminuído; e o valor do máximo loal não pode ser aumentado. Esses são prinípios básiosde esquemas que requerem preservação de monotoniidade. Em resumo, para esquemas TVDa variação total da solução não deve aumentar. Nesse ontexto, LeVeque [43℄ a�rma que seo método é TVD, então em partiular dados que são iniialmente monot�nios permaneerãoom essa araterístia nos passos temporais futuros. Dessa maneira, se uma desontinuidadefor detetada, a solução numéria não apresentará osilações nas suas proximidades.Os oneitos introduzidos por Harten [26℄ foram reinterpretados por Sweby [64℄ no ontextoNVD. Isso deu origem ao onjunto de restrições TVD
{

φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],
(3.9)as quais de�nem a região mostrada na Figura 3.4. Em suma, para que um esquema de�nidopela relação funional φ̂f = φ̂f(φ̂U) seja TVD ele deve estar inteiramente ontido nessa região(a reíproa é verdadeira).3.4 Formulação dos limitadores de �uxoConluída a derivação do esquema em NVD, a orrespondente formulação do limitador de�uxo pode ser obtida reesrevendo o esquema em variáveis normalizadas (ver Sweby [64℄ eWaterson e Deonink [77℄) da seguinte forma

φ̂f = φ̂U +
1

2
ψ(r)(1 − φ̂U), (3.10)21
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Figura 3.4: Região TVD em variáveis normalizadas.onde ψ(r) é hamado limitador de �uxo e r é a razão dos gradientes onseutivos (uma espéiede sensor que deteta a variação dos gradientes) dado por (ver Figura 3.5)
r =

(

∂φ

∂x

)

g
(

∂φ

∂x

)

f

. (3.11)A equação (3.11) em malhas uniformes pode ser aproximada
r =

φU − φR

φD − φU

, (3.12)e sua normalização torna-se
r =

φ̂U

1 − φ̂U

. (3.13)A ideia básia dessa abordagem é ombinar métodos de primeira ordem e de ordem superiorom um limitador de �uxo ψ(r) que age omo uma função de troa e tem a �nalidade deorrigir o �uxo quando houver neessidade. Ou seja, essa estratégia tem omo prinipal objetivoreuperar soluções suaves e, ao mesmo tempo, melhorar a ordem de onvergênia.Algumas propriedades podem ser impostas para a onstrução dos limitadores. Uma delas, deaordo omWaterson e Deonink [77℄, é que um esquema onvetivo deve respeitar exatamentea variação linear da solução, isto é
ψ(1) = 1. (3.14)22



3.4 Formulação dos limitadores de �uxo
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Figura 3.5: Representação esquemátia dos gradientes onseutivos.Em uma malha uniforme essa ondição implia em segunda ordem de preisão.Zijlema [81℄ prop�s um ritério sobre o limitador que é ondição neessária e su�iente paraque o esquema onvetivo alane tereira ordem de preisão. A ondição é
ψ

′

(1) =
1

4
. (3.15)Zilema [81℄ ainda a�rma que se o limitador ψ(r) é uma função suave de r, então o esquematem melhor omportamento om respeito a onvergênia no deorrer do proesso numério.Além disso, as restrições TVD também podem ser impostas para a onstrução dos limita-dores de �uxo. Isso é possível, pois Sweby [64℄ também transformou os oneitos introduzidospor Harten [26℄ em um onjunto de limitações para o omportamento dos limitadores de �uxo.Essas ondições dão origem a região TVD no plano ψ ⊥ r (Diagrama de Sweby) e são de�nidaspor

{

0 ≤ ψ(r) ≤ min(2r, 2), se r ≥ 0,

ψ(r) = 0, se r < 0.
(3.16)A Figura 3.6 ilustra a região de�nida por (3.16). Segundo Sweby, se um esquema é TVDentão seu limitador de �uxo deve estar ontido inteiramente nessa região (a reíproa é verda-deira).Outra propriedade proposta por Sweby [64℄ é o hamado prinípio de monotoniidade deSweby. Essa propriedade determina uma ondição su�iente, porém não neessária, para que olimitador de �uxo preserve monotoniidade. Esta ondição é de�nida por

r −→ 0 =⇒ ψ
′

(r) = 2. (3.17)Neste trabalho, o novo esquema desenvolvido possui uma relação funional da forma (3.2)de�nida por uma função polinomial por partes em [0, 1]. De aordo om Zijlema [81℄, usarfunções suaves proporiona melhor omportamento om respeito a onvergênia em malhasgrosseiras, o que justi�a o desenvolvimento do novo esquema apresentado neste trabalho.23
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Figura 3.6: Região TVD - diagrama de Sweby.Mais detalhes do desenvolvimento do novo esquema são disutidos no próximo apítulo.3.5 Esquemas onvetivos relevantesNesta seção são listados os esquemas upwind de alta resolução que são utilizados nessetrabalho.3.5.1 ADBQUICKESTO esquema denominado ADBQUICKEST (ADaptative Bounded Quadrati Upstream forConvetive Kinematis with Estimated Streaming Terms) foi desenvolvido por Ferreira et al.[20℄. Em variáveis normalizadas é dado da forma
φ̂f =



















(2 − θ)φ̂U , se 0 ≤ φU < a,

φ̂U + 1
2
(1 − |θ|)(1 − φ̂U) − 1

6
(1 − θ2)(1 − 2φ̂U), se a ≤ φ̂U ≤ b,

1 − θ + θφ̂U , se b < φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],

(3.18)em que a e b são
a =

2 − 3|θ| + θ2

7 − 6θ − 3|θ| + 2θ2
e b =

−4 + 6θ − 3|θ| + θ2

−5 + 6θ − 3|θ| + 2θ2
,om θ o número de Courant. O limitador de �uxo orrespondente desse esquema é

ψ(r) = max

{

0,min

[

2r,
2 + θ2 − 3|θ| + (1 − θ2)r

3 − 3|θ| , 2

]}

. (3.19)24



3.5 Esquemas onvetivos relevantes3.5.2 TOPUSO esquema TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme) foi desenvolvido por Queiroz[53℄ e, segundo o autor, ele pode ser visto omo uma generalização do esquema SMARTER deWaterson e Deonink [77℄. Usando variáveis normalizadas, esse esquema é esrito omo
φ̂f =

{

λφ̂4
U + (−2λ+ 1)φ̂3

U +
(

5λ−10
4

)

φ̂2
U +

(−λ+10
4

)

φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],
(3.20)om orrespondente limitador de �uxo

ψ(r) = max

{

0,
0.5(|r| + r)[(−0.5λ+ 1)r2 + (λ+ 4)r + (−0.5λ+ 3)]

(1 + |r|)3

}

. (3.21)Os melhores resultados om esse esquema (ver [53℄) são obtidos om λ = 2, e portantoadota-se esse valor nas simulações realizadas neste trabalho.3.5.3 SDPUS-C1O esquema de lasse C1 denominado SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Sheme -of C1 lass) foi desenvolvido por Lima [15℄. Sua representação em variáveis normalizadas é
φ̂f =











(−24 + 4γ)φ̂6
U + (68 − 12γ)φ̂5

U + (−64 + 13γ)φ̂4
U+

+(20 − 6γ)φ̂3
U + γφ̂2

U + φ̂U , se 0 ≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],

(3.22)om limitador de �uxo dado pela expressão
ψ(r) = max

{

0,
0.5(|r|+ r)[(−8 + 2γ)r3 + (40 − 4γ)r2 + 2γr]

(1 + |r|)5

}

. (3.23)Para γ ∈ [4, 13] esse esquema está ontido na região TVD e pode atingir tereira ordem depreisão. Os melhores resultados são alançados om γ = 12 (ver [15℄) e, por isso, esse valorfoi adotado nas simulações feitas nesse trabalho.3.5.4 WACEBO esquema de alta ordem WACEB (Weighted-Average Coe�ient Ensuring Boundedness)foi desenvolvido por Song et al. [62℄. Em variáveis normalizadas, ele é da forma
φ̂f =



















2φ̂U , se 0 ≤ φ̂U < 3/10,
3
4
φ̂U + 3

8
, se 3/10 ≤ φ̂U ≤ 5/6,

1, se 5/6 < φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],

(3.24)25



Capítulo 3 Coneitos básios para o desenvolvimento de esquemas upwind de alta resoluçãoujo limitador de �uxo é de�nido por
ψ(r) = max

{

0,min

[

2r,
3

4
+
r

4
, 2

]}

. (3.25)3.5.5 van AlbadaEsse esquema foi proposto por van Albada et al. [73℄ e em variáveis normalizadas é dadoomo
φ̂f =

φ̂U(4φ̂2
U − 5φ̂U + 3)

(4φ̂2
U − 4φ̂U + 2)

. (3.26)Seu limitador de �uxo é
ψ(r) =

r(r + 1)

r2 + 1
. (3.27)3.5.6 SuperbeeO esquema de segunda ordem de preisão Superbee foi introduzido por Roe [57℄, e emvariáveis normalizadas é da forma

φ̂f =































2φ̂U , se 0 ≤ φ̂U < 1
3
,

1
2
(1 + φ̂U), se 1

3
≤ φ̂U < 1

2
,

3
2
φ̂U , se 1

2
≤ φ̂U < 2

3
,

1, se 2
3
≤ φ̂U ≤ 1,

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(3.28)
Expressando-o na forma de limitador de �uxo obtém-se

ψ(r) = max {0,min (1, 2r) ,min (2, r)} . (3.29)3.5.7 MCO esquema popular MC (Monotonized Central-di�erene limiter) foi proposto por van Leer[39℄. Seu limitador de �uxo é
ψ(r) = max

{

0,min

[

1 + r

2
, 2, 2r

]}

. (3.30)
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Capítulo
4O esquema PFDPUS

Neste apítulo apresenta-se o desenvolvimento do esquema upwind de alta resoluçãoPFDPUS que é fruto desse trabalho.4.1 PFDPUS em variáveis normalizadasA derivação do esquema PFDPUS é baseada em uma função polinomial φ̂f(φ̂U), de�nidano intervalo [0, 1], que é onstituída de duas sentenças (φ̂f é um polin�mio por partes). Paraderivar essas sentenças, onsideram-se dois polin�mios de grau quatro da forma
φ̂f1(φ̂U) = a4φ̂

4
U + a3φ̂

3
U + a2φ̂

2
U + a1φ̂U + a0, φ̂U ∈ [0,

1

2
], (4.1)e

φ̂f2(φ̂U) = b4φ̂
4
U + b3φ̂

3
U + b2φ̂

2
U + b1φ̂U + b0, φ̂U ∈ [

1

2
, 1], (4.2)onde são impostas as ondições de Leonard [41℄ para monotoniidade e tereira ordem depreisão (ver Seção 3.1). Além disso, para evitar problemas em malhas grosseiras, impõe-se quea expressão global do esquema seja ontinuamente difereniável em todo domínio omputaional(ver Lin e Cheing [47℄). Pode-se observar a partir de (4.1) e (4.2), que φ̂f1 e φ̂f2 estão de�nidosem φ̂U = 1

2
, mas ao impor as ondições de Leonard [41℄ estes polin�mios tem valores iguaisnesse ponto.Formalmente, o novo esquema PFDPUS no intervalo [0, 1] assume a forma

φ̂f =

{

φ̂f1, se φ̂U ∈ [0, 1
2
),

φ̂f2, se φ̂U ∈ [1
2
, 1],

(4.3)27



Capítulo 4 O esquema PFDPUSe omo reomendado por Leonard [41℄, para φ̂U /∈ [0, 1], onsidera-se o esquema FOU [54℄ dadopor
φ̂f = φ̂U . (4.4)Para enontrar φ̂f1 deve-se determinar os oe�ientes ai, i = 0, 1, 2, 3, 4, presentes na equação(4.1). Para tanto, o polin�mio φ̂f1 deve:� passar por O = (0, 0), o que implia φ̂f1(0) = 0;� passar por Q = (1

2
, 3

4
), o que implia φ̂f1(

1
2
) = 3

4
;� passar por Q om inlinação de 3

4
, o que implia φ̂′

f1(
1
2
) = 3

4
.Além disso, impõe-se também, que φ̂f seja ontinuamente difereniável em todo domínio,ou seja, φ̂f1 deve satisfazer

φ̂′
f1(0) = 1. (4.5)Como pode ser observado na expressão de φ̂f1, há ino oe�ientes que preisam ser deter-minados e há somente quatro ondições impostas. Para fehar o sistema, o oe�iente a2 = α éesolhido omo parâmetro livre. Essa esolha torna o esquema PFDPUS �exível, fazendo omque o usuário tenha a liberdade de esolher o parâmetro livre que melhor se adeque ao seuproblema.Impostas as ondições aima, o sistema resultante é



















a0 = 0,

a4 + 2a3 + 8a1 + 16a0 = 12 − 4α,

2a4 + 3a3 + 4a1 = 3 − 4α,

a1 = 1,

(4.6)e sua resolução aarreta
a0 = 0, a1 = 1, a2 = α, a3 = 9 − 4α e a4 = −14 + 4α. (4.7)Substituindo esses oe�ientes em (4.1), obtém-se

φ̂f1(φ̂U) = (−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φ̂U . (4.8)A determinação do polin�mio φ̂f2 é feita de maneira análoga. Os oe�ientes bi, i =

0, 1, 2, 3, 4, de (4.2) devem ser enontrados impondo-se para φ̂f2 as ondições� passar por Q = (1
2
, 3

4
), o que implia φ̂f2(

1
2
) = 3

4
;� passar por Q om inlinação de 3

4
, o que implia φ̂′

f2(
1
2
) = 3

4
;� passar por P = (1, 1), o que implia φ̂f2(1) = 1.28



4.1 PFDPUS em variáveis normalizadasEm adição, φ̂f tem que ser ontinuamente difereniável em todo domínio, o que implia
φ̂′

f2(1) = 1. (4.9)O sistema resultante após impor as ondições aima e onsiderar o oe�iente b2 = β omoparâmetro livre é


















b4 + 2b3 + 8b1 + 16b0 = 12 − 4β,

2b4 + 3b3 + 4b1 = 3 − 4β,

b4 + b3 + b1 + b0 = 1 − β,

4b4 + 3b3 + b1 = 1 − 2β.

(4.10)A solução do sistema (4.10) resulta
b0 =

1

13
β, b1 = 2 − 6

13
β, b2 = β, b3 = −3 − 12

13
β e b4 = 2 +

4

13
β. (4.11)Substituindo esses oe�ientes em (4.2), segue

φ̂f2(φ̂U) =

(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

2 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β

)

. (4.12)Em resumo, o novo esquema onvetivo PFDPUS em variáveis normalizadas para o álulodos �uxos numérios nas interfaes das élulas omputaionais é dado por
φ̂f =



















(−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1

2
),

(

2 + 4
13
β
)

φ̂4
U +

(

−3 − 12
13
β
)

φ̂3
U + βφ̂2

U +
(

2 − 6
13
β
)

φ̂U +
(

1
13
β
)

, se φ̂U ∈ [1
2
, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].(4.13)A justi�ativa para denominar o novo esquema omo PFDPUS (Pieewise Fourth DegreePolynomial Upwind Sheme), vem de que sua expressão global φ̂f , em [0, 1], é de�nida porum polin�mio por partes, onde ada uma dessas partes é omposta por um polin�mio de grauquatro.4.2 PFDPUS em variáveis não normalizadasPara obter o esquema PFDPUS em variáveis não normalizadas, aplia-se a de�nição devariáveis normalizadas (3.3) em (4.13). Segue que:� para φ̂U ∈ [0, 1
2
)

φf − φR

φD − φR

= (−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φ̂U , (4.14)29



Capítulo 4 O esquema PFDPUSo que implia em
φf = φR + (φD − φR)

[

(−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φ̂U

]

; (4.15)� para φ̂U ∈ [1
2
, 1]

φf − φR

φD − φR

=

(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

2 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β

)

, (4.16)o que dá omo resultado
φf = φR + (φD − φR)

[(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

2 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β

)]

;(4.17)� para φ̂U /∈ [0, 1]
φf − φR

φD − φR

=
φU − φR

φD − φR

, (4.18)o que resulta em
φf = φU . (4.19)Resumindo, o esquema onvetivo PFDPUS em variáveis não normalizadas tem a seguinteexpressão

φf =







































φR + (φD − φR)
[

(−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1
2
),

φR + (φD − φR)
[

(

2 + 4
13
β
)

φ̂4
U +

(

−3 − 12
13
β
)

φ̂3
U + βφ̂2

U+

+
(

2 − 6
13
β
)

φ̂U +
(

1
13
β
)

]

, se φ̂U ∈ [1
2
, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].

(4.20)
4.3 Limitador de �uxo do esquema PFDPUSO limitador de �uxo orrespondente ao esquema PFDPUS é obtido substituindo (4.13) naformulação de Waterson e Deonink (3.10). Em seguida, a partir da relação (3.13), reesreve-se
φ̂U em função de r, substituindo-o na expressão anteriormente onheida. Com efeito:� para φ̂U ∈ [0, 1

2
)

(−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φ̂U = φ̂U +

1

2
ψ(r)(1 − φ̂U), (4.21)30



4.3 Limitador de �uxo do esquema PFDPUSe fazendo as transformações matemátias onvenientes, segue
ψ(r) =

(2α− 10)r4 + (18 − 4α)r3 + 2αr2

(1 + r)3
; (4.22)� para φ̂U ∈ [1

2
, 1]

(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

2 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β

)

= φ̂U +
1

2
ψ(r)(1 − φ̂U),(4.23)que aarreta

ψ(r) =
1
13

[(2β + 78)r2 + (26 − 4β)r + 2β]

(1 + r)3
; (4.24)� para φ̂U /∈ [0, 1]

φ̂U = φ̂U +
1

2
ψ(r)(1 − φ̂U), (4.25)o que dá omo resultado

ψ(r) = 0. (4.26)Em resumo, o limitador de �uxo do esquema PFDPUS é
ψ(r) =























(2α−10)r4+(18−4α)r3+2αr2

(1+r)3
, se 0 ≤ r < 1,

1

13
[(2β+78)r2+(26−4β)r+2β]

(1+r)3
, se r ≥ 1,

0, se r < 0.

(4.27)
Para se evitar as ondiionais na implementação omputaional, as sentenças em (4.27)podem ser reesritas na forma

ψ(r) =
0.5(|r| + r)[(2α− 10)r3 + (18 − 4α)r2 + 2αr]

(1 + |r|)3
, se 0 ≤ r < 1 (4.28)e

ψ(r) =

0.5(|r|+r)[(2β+78)r+(26−4β)+2βr−1]
13

(1 + |r|)3
, se r ≥ 1. (4.29)Na notação mais usual (ver LeVeque [43℄), o limitador de �uxo de esquema PFDPUS é esritoomo

ψ(r)= max







0,min





0.5(|r|+r)[(2α−10)r3 + (18−4α)r2 + 2αr]

(1 + |r|)3 ,

0.5(|r|+r)[(2β+78)r+(26−4β)+2βr−1]
13

(1 + |r|)3











.(4.30)31



Capítulo 4 O esquema PFDPUSÉ importante ressaltar que o esquema PFDPUS é monot�nio e de segunda ordem pois,para r ≥ 0 e ∀α, β, satisfaz (3.14). Com efeito,
ψ(1) =

1
13

[(2β + 78) + (26 − 4β) + 2β]

8
= 1. (4.31)Derivando a segunda sentença de (4.27), obtém-se

ψ′(r) =
−2[β(r2 − 6r + 5) + 13(3r2 − 4r − 1)]

13(r + 1)4
, (4.32)o que resulta em

ψ′(1) =
−2[β(1 − 6 + 5) + 13(3 − 4 − 1)]

13(1 + 1)4
=

1

4
. (4.33)A partir desse resultado, pode-se onstatar que o esquema PFDPUS pode atingir tereira ordemde preisão, uma vez que seu limitador de �uxo (4.27) satisfaz, para r ≥ 0 e ∀α, β, a ondição(3.15) proposta por Zijlema [81℄.Vale lembrar, que o limitador de �uxo do esquema PFDPUS não satisfaz o prinípio demonotoniidade de Sweby (3.17), o que não implia que esse esquema não seja monot�nio,uma vez que (3.17) é uma ondição su�iente, porém não neessária para monotoniidade (essapropriedade é garantida pelas ondições de Leonard [41℄).Em partiular, o esquema PFDPUS é TVD para α ∈ [0, 10] e para uma variedade de βentre -38 e 100. Dentre estes, quatro ombinações entre os parâmetros livres α e β apresentamresultados satisfatórios nos testes numérios realizados om as equações 1D de adveção ede Burgers e, então, são empregados nos testes numérios apresentados nesse trabalho. Asombinações são: α = 0 e β = −38, α = 3 e β = 100, α = 9 e β = 88, e, α = 10 e β = 100. Aforma omo esses parâmetros livres foram enontrados pode ser vista no Apêndie A.Para ilustrar que o esquema PFDPUS é TVD, a Figura 4.1 mostra este esquema nos planos

φ̂f ⊥ φ̂U e ψ ⊥ r para as quatro ombinações adotadas para α e β.

32



4.3 Limitador de �uxo do esquema PFDPUS
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(a) φ̂f ⊥ φ̂U (b) ψ ⊥ rFigura 4.1: Esquema PFDPUS na região TVD nos planos φ̂f ⊥ φ̂U e ψ ⊥ r.
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Capítulo
5Formulação numéria

Este apítulo dá ênfase à disretização dos termos onvetivos presentes nas leis de on-servação 1D e 2D de�nidas, respetivamente, por (2.1) e (2.21); nas equações de Navier-Stokes(2.38), (2.39) e (2.36); e nas equações do modelo κ − ε desritas por (2.50), (2.55) e (2.56)que modelam os efeitos da turbulênia. Em seguida, apresentam-se os algoritmos base para asolução omputaional de esoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis laminarese turbulentos.5.1 Disretização das leis de onservação 1DNeste trabalho, as leis de onservação 1D (2.1), em partiular as equações de adveção e deBurgers são aproximadas de duas formas. Uma das aproximações, onde onsidera-se o métodode Euler explíito para a marha no tempo, é dada da forma
φn+1

i = φn
i − δt

δx

(

F (φ)n
i+ 1

2

− F (φ)n
i− 1

2

)

, (5.1)onde φn
i é a solução numéria no ponto de malha (i, n) ≡ (iδx, nδt), sendo δx e δt os espaça-mentos da malha (uniforme) nas direções x e t, respetivamente. δt

δx
= θ é hamado de númerode Courant-Friedrihs-Lewy (CFL). Os termos F (φ)n

i+ 1

2

e F (φ)n
i− 1

2

denotam, respetivamente,os �uxos numérios nas interfaes f = i + 1
2
e g = i − 1

2
das élulas omputaionais e sãoalulados através dos esquemas upwind de alta resolução.No aso em que usa-se o método de Runge-Kutta TVD de tereira ordem (RK-3) (ver em35



Capítulo 5 Formulação numéria[24℄ e [23℄) para a disretização temporal, a aproximação é
φ(1) = φn

i − δt

δx

(

F (φ)n
i+ 1

2

− F (φ)n
i− 1

2

)

, (5.2)
φ(2) =

3

4
φn

i +
1

4
φ(1) − 1

4

δt

δx

(

F (φ)
(1)

i+ 1

2

− F (φ)
(1)

i− 1

2

)

, (5.3)
φn+1

i =
1

3
φn

i +
2

3
φ(2) − 2

3

δt

δx

(

F (φ)
(2)

i+ 1

2

− F (φ)
(2)

i− 1

2

)

, (5.4)em que φ(1) e φ(2) são variáveis auxiliares para o álulo �nal de φn+1
i . F (φ)

(1)

i+ 1

2

é o �uxona interfae f alulado a partir dos esquemas upwind de alta resolução om o valor de φ(1)previamente enontrado. As demais notações em (5.3) e (5.4) para os �uxos numérios sãoanálogas. Por simpliidade, o sobresrito n é omitido nas demais disretizações.Os sistemas de equações hiperbólias 1D de Euler e MHD são simulados om o auxílio dopaote omputaional CLAWPACK 1 (ver LeVeque [43℄), equipado om os esquemas upwindde alta resolução estudados nesse trabalho. Mais detalhes das disretizações estão desritosabaixo.5.1.1 Equação de adveção 1DA equação de adveção tem variável onservada e função �uxo de�nidos por (2.3) e (2.4),respetivamente. Com efeito, no ponto (i, n) da malha o �uxo é aproximado por
F (φ)i+ 1

2

− F (φ)i− 1
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, (5.5)em que a é a veloidade onvetiva, que neste trabalho é onsiderada onstante e igual a 1em todo domínio omputaional. As aproximações para ui+ 1
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e ui− 1

2

usando, por exemplo, oesquema PFDPUS são apresentadas na Seção 5.3 que trata da disretização das equações deNavier-Stokes 2D, 3D e axissimétrias.5.1.2 Equação de Burgers 1D - sem visosidadeNa equação de Burgers, a variável onservada e função �uxo são dados, respetivamente,por (2.8) e (2.9). Assim, o �uxo em (i, n) é aproximado da forma
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∣
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, (5.6)onde as veloidades onvetivas são aluladas omo
ūi− 1

2

=
1

2
(ui + ui−1) e ūi+ 1

2

=
1

2
(ui+1 + ui). (5.7)1http://www.amath.washington.edu/∼law/ 36



5.1 Disretização das leis de onservação 1DDa mesma forma omo foi feito na disretização da equação de adveção 1D, as aproximaçõespara ui+ 1

2

e ui− 1

2

usando, por exemplo, o esquema PFDPUS são apresentadas na Seção 5.3.5.1.3 Equações de Euler 1D e MHD 1DPara as equações de Euler, o vetor de variáveis onservadas e função �uxo são dados, res-petivamente, por (2.12) e (2.13). Já para as equações MHD, o vetor de variáveis onservadase função �uxo são de�nidos por (2.16) e (2.17), respetivamente. As soluções numérias paraessas equações são aluladas usando-se o paote omputaional CLAWPACK (ConservationLAW PACKage) de LeVeque [43℄ equipado om os limitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS,ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, van Albada e Superbee. Esse paote omputaionalsimula leis de onservação hiperbólias 1D, 2D e 3D fazendo o uso do método de volumes �nitos.As soluções são omputadas através do método de primeira ordem de Godunov [43℄ ou por suavariante de segunda ordem de preisão, o método de primeira ordem de Godunov om termo deorreção [43℄. Vale ressaltar que, a partir do método de primeira ordem de Godunov om termode orreção, é possível aresentar no CLAWPACK uma variedade de métodos numérios ompequenas modi�ações nas rotinas que implementam os limitadores de �uxo. Essas modi�açõestêm por objetivo aresentar os limitadores �uxos de outros esquemas desejados. Mais detalhessobre o CLAWPACK e do algoritmo empregado para resolução do aso 1D pode ser enontradono Apêndie B.5.2 Disretização das leis de onservação 2DAs simulações dos sistemas hiperbólios 2D de águas rasas (que tem vetor de variáveisonservadas (2.23) e funções �uxo (2.24) e (2.25), respetivamente), Euler (que tem vetor devariáveis onservadas (2.27) e funções �uxo (2.28) e (2.29), respetivamente) e MHD (quetem vetor de variáveis onservadas (2.32) e funções �uxo (2.33) e (2.34), respetivamente)são também simulados om o auxílio do paote omputaional CLAWPACK equipado omos limitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS, ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1. Ométodo de solução utilizado no CLAWPACK pode ser enontrado no Apêndie B e mais detalhespara o aso 2D em LeVeque [43℄.5.3 Disretização das equações de Navier-StokesAs equações de Navier-Stokes 2D, 3D e axissimétrias para a simulação de esoamentosinompressíveis om superfíies livres móveis (om ou sem modelagem da turbulênia) sãodisretizadas pelo método de diferenças �nitas em uma malha desloada (staggered grid) [2℄.Nesse tipo de malha, as variáveis são armazenadas em posições diferentes, isto é, as veloidadessão aluladas nas faes das élulas omputaionais e os esalares omo a pressão e as variáveisturbulentas κ, ε e νt são aproximadas no entro da élula omputaional. Aqui, todas asderivadas temporais são aproximadas pelo método de Euler explíito [21℄ e as derivadas espaiais37



Capítulo 5 Formulação numériapor diferença entral de segunda ordem de preisão.O sistema disreto resultante é implementado no ambiente de simulação Free�ow de Casteloet al. [9℄, que é um sistema para modelagem, simulação e visualização de esoamentos inom-pressíveis om superfíies livres. Este ambiente omputaional resolve as equações de transportee ontinuidade baseado em uma variante do método da projeção, o método GENSMAC (Ge-neralized Simpli�ed Marker and Cell) de Tomé e MaKee [69℄. Esse método é uma téniade solução em diferenças �nitas apliada sobre uma malha desloada que utiliza partíulasmaradoras para a visualização do esoamento e loalização da superfíie livre do �uido.A aproximação para os termos onvetivos nas equações (2.38), (2.39), (2.36), (2.50), (2.55)e (2.56) é feita omo segue. Por simpliidade, onsidera-se no aso 2D um termo onvetivotípio avaliado num ponto B da malha omputaional da forma
∂(ujφ)
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∣
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∣
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, (5.8)onde φ é a variável onvetada (por exemplo u, v, w, κ e ε) e uj a veloidade de onveção (queno aso da equação (5.8) é dado por u e v). O ponto B em (5.8) representa a posição em queo termo onvetivo é avaliado.Para exempli�ar a aproximação, onsidera-se na equação (5.8) φ = u e B = (i+ 1
2
, j) (verFigura 5.1). Nesse aso, o segundo termo do lado direito de (5.8) é aproximado omo
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δy
, (5.9)onde f = j + 1

2
e g = j − 1

2
. Os valores das veloidades onvetivas vf e vg são estimados pelasmédias
vf = vi+ 1
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,j+ 1
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≈
vi+1,j+ 1
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+ vi,j+ 1
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2
, (5.10)

vg = vi+ 1
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,j− 1
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+ vi,j− 1
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2
, (5.11)e os valores ui+ 1

2
,j+ 1

2

e ui+ 1

2
,j− 1

2

são determinados por meio do esquema upwind de alta resoluçãoPFDPUS em variáveis não normalizadas pela equação (4.20). Esses valores são interpoladosusando-se os valores da propriedade onvetada u nos pontos vizinhos D, U e R, os quais sãoautomatiamente espei�ados de aordo om os sinais de vf e vg (ver Seção 3.1). Na sequêniadetalham-se as aproximações dos termos ui+ 1
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.
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5.3 Disretização das equações de Navier-Stokes
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Figura 5.1: Célula omputaional ilustrando o ponto B de disretização dos termos onvetivos,bem omo, seus vizinhos, as faes f e g para a aproximação e a direção das veloidades vf e vgde onveção.(1) Aproximações para ui+ 1
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û4
U+

+
(

−3 − 12
13β
)

û3
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5.3 Disretização das equações de Navier-Stokesonde
ûU = ûi+ 1

2
,j =

ui+ 1
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2
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.A aproximação upwind, usando o esquema PFDPUS, para o primeiro termo do lado direitoda equação (5.8) é feita de maneira análoga.Considera-se agora a aproximação upwind para o aso de uma propriedade onvetada φ noentro da élula omputaional. Por exemplo, onsidera-se φ omo sendo a variável turbulenta
κ (energia inétia da turbulênia) e a veloidade de onveção omo sendo u na direção x, ouseja, φ = κ no primeiro termo do lado direito da equação (5.8). Nesse aso, B = (i, j) e aderivada onvetiva orrespondente é aproximada por
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5.3 Disretização das equações de Navier-StokesPode-se notar que o esquema PFDPUS utiliza três pontos vizinhos D, U e R para aproximaras derivadas. Dessa forma, podem surgir pontos fora do domínio de solução para as élulasomputaionais próximas às fronteiras. Quando isso oorre, o esquema híbrido (uma ombina-ção do esquema FOU e diferenças entradas) (ver [21℄) é empregado. Para simular esoamentosom superfíies livres móveis, os parâmetros livres α e β do esquema PFDPUS são adotadosomo 10 e 100, respetivamente.5.3.1 Algoritmo omputaionalNesta subseção é apresentado o algoritmo omputaional para simular esoamentos inom-pressíveis om superfíies livres móveis om e sem a modelagem da turbulênia.Para simular esoamentos de �uidos sem a modelagem da turbulênia, onsidera-se quenum dado instante de tempo t0 (ou tn) as variáveis dependentes são onheidas (as ondiçõesiniiais) e as ondições de ontorno para a veloidade e pressão estão espei�adas. Um iloomputaional onsiste na atualização das variáveis disretas a partir de um tempo iniial t0(ou um tempo anterior tn) no tempo t1 = t0 + δt (ou tn+1 = tn + δt) usando-se uma série depassos inter-relaionados, que neste trabalho, são baseados no método GENSMAC [69℄. Dessaforma, o ampo de veloidade atualizado é alulado através dos seguintes passos:Passo 1: Atualizam-se as ondições de ontorno nas regiões de entrada e saída de �uido, e nasparedes rígidas. Calula-se o ampo de veloidade na superfíie livre por meio das equações(2.45) e (2.46). A pressão na superfíie livre é alulada usando-se a equação (2.47) [69℄;Passo 2: Determina-se um ampo de veloidade intermediário ũi por meio de
ũi = ui + δt
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i = 1, 2, 3, (5.16)em que P̃ é uma pressão arbitrária (tentativa);Passo 3: Resolve-se a equação de Poisson para o potenial auxiliar ϕ através de
∂
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, i = 1, 2, 3, (5.17)om a ondição homogênea de Dirihlet (ϕ = 0) na superfíie livre e saída, e om ondiçãohomogênea de Neumann (∂ϕ
∂n

= 0) nos ontornos rígidos e na entrada. Para resolver o sistemade equação lineares resultante, o método dos gradientes onjugados [28℄ é utilizado;Passo 4: Atualiza-se o ampo de veloidade por (ver detalhes em Denaro [17℄)
ui = ũi −

∂ϕ

∂xi
, i = 1, 2, 3; (5.18)43



Capítulo 5 Formulação numériaPasso 5: Atualiza-se a pressão omo (ver detalhes em Tomé e MKee [69℄)
P = P̃ +

ϕ

δt
; (5.19)Passo 6: Determina-se as novas posições das partíulas maradoras que representam o �uido.Essas partíulas permitem a visualização do esoamento e a orientação da superfíie livre. Asposições são atualizadas resolvendo

dxi

dt
= ui, i = 1, 2, 3, (5.20)pelo método de Euler explíito [21℄.Por �m, retorna-se ao passo iniial dando iníio ao novo ilo omputaional.Para desrever o algoritmo base para a simulação de esoamentos inompressíveis turbulen-tos e alular as variáveis u, v, κ e ε de (2.50), (2.51), (2.55) e (2.56), também são onsideradasque no instante t0 as variáveis dependentes são onheidas e as ondições de fronteira asso-iadas estão espei�adas. As equações médias de Reynolds e as equações que desrevem asaraterístias da turbulênia são resolvidas de maneira desaoplada (método de projeção deChorin [10℄) omo foi feito na seção anterior: primeiramente as equações médias do movimentoe ontinuidade são resolvidas, mantendo-se todas as grandezas turbulentas �ongeladas�; emseguida, resolve-se as equações para as variáveis turbulentas. A sequênia de passos é desritaomo segue:Passo 1: Com a visosidade turbulenta νt onheida no tempo iniial t0, ou num ilo prévio,omputa-se um ampo de veloidade tentativo ũi em t1 = t0 + δt da forma

ũi = ui + δt

{
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}

, i = 1, 2. (5.21)O tensor de tensões uiuj é alulado pelo modelo κ− ε;Passo 2: Resolve-se a equação de Poisson para o potenial ϕ da forma
∂

∂xi

(

∂ϕ

∂xi

)

=

(

∂ũi

∂xi

)

, i = 1, 2, (5.22)adotando-se as mesmas ondições do passo 3 aima desrito;Passo 3: Atualiza-se o ampo de veloidade por
ui = ũi −

∂ϕ

∂xi
, i = 1, 2; (5.23)Passo 4: Atualiza-se a pressão da forma

P = P̃ +
ϕ

δt
; (5.24)44



5.3 Disretização das equações de Navier-StokesPasso 5: Calula-se a energia inétia turbulenta κ a partir de
κn+1 = κn + δt

{

− ∂(κuj)
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+
1
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[(

1 +
νt

σκ

)

∂κ

∂xj

]

+ νtDij
∂ui

∂xj

− ε

}

, i = 1, 2; (5.25)onde Dij é dado por (2.53) e n + 1 denota o passo de tempo atual;Passo 6: Calula-se a dissipação de energia ε a partir de
εn+1 = εn+δt

{
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)}

, i = 1, 2;(5.26)Passo 7: Calula-se a visosidade turbulenta νt através de
νt = Cµ

κ2

ε
; (5.27)Passo 8: Atualiza-se a posição das partíulas maradoras que representam o �uido por meioda apliação do método de Euler [21℄ ao sistema de equações difereniais ordinárias (EDOs)

dxi

dt
= ui, i = 1, 2; (5.28)Passo 9: Atualizam-se as ondições de ontorno neessárias para o próximo ilo omputaio-nal.Mais detalhes sobre algoritmo omputaional para simulação de esoamentos inompressí-veis om superfíies livres podem ser enontrados em Kurokawa [38℄, Brandi [6℄ e Bambozzi[16℄.
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Capítulo 5 Formulação numéria
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Capítulo
6Resultados numérios 1D

Este apítulo relata os experimentos numérios realizados para as leis de onservação 1Dpresentes no Capítulo 2, bem omo, as observações e veri�ações feitas om base nos resultadosnumérios obtidos nestes experimentos. Em partiular, resolve-se uma variedade de problemasmodelados pelas equações de adveção, Burgers sem visosidade, Euler e MHD. O objetivo éanalisar o omportamento do esquema PFDPUS e determinar para quais pares de parâmetroslivres α e β os melhores resultados são obtidos, e, a partir daí, onstatar que seu desempenhopode ser omparado om os esquemas presentes no estado da arte atual.6.1 Equação de adveçãoAqui, são apresentados os resultados numérios obtidos pela lei de onservação 1D (2.1), quetem variável onservada (2.3) e �uxo numério (2.4). São realizados testes para três ondiçõesiniiais diferentes, uma suave e duas om desontinuidades na solução iniial. Nos testes, assoluções numérias om esquema PFDPUS são obtidas pela ombinação dos parâmetros αe β (isto é, α = 0 e β = −38, α = 3 e β = 100, α = 9 e β = 88, e, α = 10 e β =

100). Essas soluções são onfrontadas om as soluções exatas e as soluções numérias geradaspelos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB e van Albada. Além disso,analisa-se a restrição TVD e alula-se estimativas para a ordem de onvergênia. O avançotemporal é feito usando Euler explíito (ver (5.1)) e o método de Runge-Kutta TVD de tereiraordem (RK-3)(ver (5.2)-(5.4)).
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Capítulo 6 Resultados numérios 1DProblema 1: (Condição iniial suave)Este teste é seleionado para hear a ordem de onvergênia na norma L1 para ada umdos esquemas onsiderados nessa seção. A ondição iniial é dada da forma
u(x, 0) = sen(πx). (6.1)O domínio omputaional é [−1, 1] e as ondições de ontorno são periódias. Para a simulaçãosão onsideradas malhas de 20, 40, 80, 160, 320 e 640 élulas omputaionais, θ = 0.4 e t = 10.A Tabela 6.1 mostra a ordem de onvergênia para o esquema PFDPUS usando os diferentespares de parâmetros livres α e β om marha temporal dada por Euler explíito e RK-3.A Tabela 6.2 mostra a ordem de onvergênia para os esquemas ADBQUICKEST, TOPUS,SDPUS-C1, WACEB e van Albada.Observa-se por essas tabelas que, no geral, a ordem de onvergênia alançada om o es-quema PFDPUS, assoiado ao método de Euler explíito, é superior às ordens atingidas pelosoutros esquemas também assoiados om Euler explíito (ver Tabela 6.2). Em partiular, naTabela 6.1 o esquema PFDPUS atinge nas malhas mais �nas (om os parâmetros α = 9 e

β = 88, e, α = 10 e β = 100) segunda ordem de preisão. Quando RK-3 é apliado noavanço temporal, o esquema PFDPUS apresenta pouas melhoras, mas os esquemas TOPUS,SDPUS-C1, WACEB e van Albada ofereem melhoras bastante signi�ativas. Nota-se que oesquema ADBQUICKEST, interessantemente, tem desempenho muito pobre quando usa-se ométodo de RK-3. Salienta-se que, no geral, o esquema PFDPUS apresenta ordem onvergêniasuperior às ordens apresentadas pelos outros esquemas onsiderados nesse teste.A Figura 6.1 ilustra os resultados gerados pelos esquemas PFDPUS (α = 10 e β = 100),ABDQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB e van Albada utilizando malha de 320 élulasomputaionais e avanços temporais por Euler explíito e RK-3. A partir dessa �gura, pode-seobservar que, om exeção do esquema ADBQUICKEST, todos os esquemas geram resultadosbastante semelhantes, apresentando uma melhora signi�ativa quando o método de RK-3 é uti-lizado na marha no tempo. Com o método de RK-3 empregado no avanço temporal, o esquemaADBQUICKEST mostra-se bastante dissipativo, mas tem resultados em boa onordânia oma solução exata quando Euler explíito é apliado.Problema 2: (Problema de Zalesak)Este problema tem a �nalidade de testar a preisão dos esquemas estudados em ondiçõesbastante severas de adveção. O problema foi estudado por Zalesak [80℄ e mais tarde foi usadopor Jiang and Shu [30℄ para veri�ar o desempenho dos esquemas WENO. A ondição iniialontém uma gaussiana, uma onda quadrada, uma onda triangular aguda e uma meia elipse no48



6.1 Equação de adveção
α e β N Euler RK-3

||Eh||1 p ||Eh||1 p0 e -38 20 0.272189 � 0.861933 �40 0.107984 1.333789 0.313535 1.45895080 0.035864 1.590194 0.127802 1.294709160 0.010190 1.815372 0.039182 1.705636320 0.002876 1.825089 0.010266 1.932336640 0.000808 1.830930 0.002650 1.9539843 e 100 20 0.168311 � 0.501253 �40 0.063522 1.405791 0.173533 1.53032780 0.018754 1.760087 0.054323 1.675582160 0.005256 1.835231 0.014703 1.885484320 0.001452 1.855553 0.003902 1.913723640 0.000421 1.785370 0.001071 1.8648859 e 88 20 0.110077 � 0.266199 �40 0.038791 1.504712 0.067533 1.97883580 0.010347 1.906549 0.024373 1.470320160 0.002544 2.023774 0.006365 1.936941320 0.000610 2.060291 0.001622 1.972106640 0.000147 2.049669 0.000411 1.98145210 e 100 20 0.098432 � 0.237489 �40 0.036614 1.426723 0.058259 2.02729580 0.009889 1.888497 0.024028 1.277803160 0.002426 2.027099 0.006431 1.901595320 0.000583 2.056766 0.001647 1.965189640 0.000141 2.052616 0.000416 1.984726Tabela 6.1: Teste de onvergênia para o problema da ondição suave usando-se o esquemaPFDPUS om os parâmetros α e β em t = 10.
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Capítulo 6 Resultados numérios 1D
Esquemas N Euler RK-3

||Eh||1 p ||Eh||1 pADBQUICKEST 20 0.244765 � 1.047407 �40 0.098444 1.314020 0.786763 0.41282080 0.044492 1.145762 0.511646 0.620784160 0.021248 1.066242 0.300716 0.766745320 0.010380 1.033538 0.166049 0.856792640 0.005127 1.017461 0.088286 0.911356TOPUS 20 0.342753 � 0.534726 �40 0.469017 -0.452469 0.184147 1.53794380 0.238222 0.977333 0.065636 1.488298160 0.111950 1.089446 0.026353 1.316511320 0.058087 0.946566 0.011507 1.195402640 0.029976 0.954408 0.005361 1.102027SDPUS-C1 20 0.406838 � 0.393993 �40 0.532575 -0.388528 0.137525 1.518479800 0.288005 0.886892 0.050453 1.446680160 0.119386 1.270457 0.022241 1.181745320 0.056778 1.072229 0.010491 1.084004640 0.030001 0.920337 0.005110 1.037842WACEB 20 0.492638 � 0.280319 �40 0.363976 0.436687 0.091247 1.61922880 0.176467 1.044442 0.026406 1.788904160 0.084492 1.062514 0.007276 1.859613320 0.052460 0.687605 0.001914 1.926448640 0.027995 0.906033 0.000493 1.956194van Albada 20 0.355149 � 0.600431 �40 0.508640 -0.518219 0.230468 1.38143680 0.329642 0.625743 0.096817 1.251236160 0.140964 1.225579 0.038734 1.321657320 0.069004 1.030570 0.015729 1.300137640 0.040179 0.780253 0.006845 1.200360Tabela 6.2: Teste de onvergênia para o problema da ondição suave usando-se os esquemasABDQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB e van Albada em t = 10.
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6.1 Equação de adveção
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Capítulo 6 Resultados numérios 1Dintervalo [−1, 1]. Em resumo, a ondição iniial é
u(x, 0) =































1
6 (G(x, β1, z − δ) +G(x, β1, z + δ1) + 4G(x, β1, z)), se −0.8 ≤ x ≤ −0.6,

1, se −0.4 ≤ x ≤ −0.2,

1 − |10(x − 0.1)|, se 0 ≤ x ≤ 0.2,
1
6 (F (x, α1, c− δ1) + F (x, α1, c+ δ1) + 4F (x, α1, c)), se 0.4 ≤ x ≤ 0.6,

0, se x /∈ [−0.8, 0.6],

(6.2)onde
G(x, β1, z) = e−β1(x−z)2 e F (x, α1, c) =

√

max(1 − α2
1(x− c)2, 0).As onstantes usadas são c = 0.5, z = −0.7, δ1 = 0.005, α1 = 10 e β1 = log 2

36δ2

1

. Esse problemaontém várias estruturas que são difíeis de transportar om �delidade, o que permite testarvárias araterístias importantes dos esquemas estudados, tais omo a preisão em regiõessuaves, a resolução próxima às desontinuidades e a forma om que os pios e vales são aptu-rados. As ondições de ontorno apliadas são periódias. Para simulação, malhas 200, 400,800 e 1600 élulas omputaionais, θ = 0.4 e t = 1 são adotados.A Tabela 6.3 mostra os erros na norma L1 e a ordem de onvergênia para o esquemaPFDPUS om os diferentes pares de parâmetros livres α e β. A Tabela 6.4 é similar a Tabela 6.3,mas om o uso dos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB e van Albada.Pode-se observar nessas tabelas, que quando o avanço temporal dá-se pela apliação do métodode Euler explíito podem apareer ordens de onvergênia negativas, omo aonteeu om osesquemas PFDPUS (om parâmetros α = 0 e β = −38) e van Albada na malha 400. As tabelastambém mostram que ao empregar o método de RK-3, em geral, as estimativas para a ordemde onvergênia melhoram, om exeção do esquema ADBQUICKEST.No aso partiular do esquema PFDPUS, vê-se a partir da Tabela 6.3 que a ombinação
α = 10 e β = 100, assoiada om Euler explíito, apresenta uma melhor estimativa para aordem de onvergênia. No entanto, a ombinação α = 0 e β = −38 quando assoiada aoRK-3 fornee os melhores resultados. Vale ressaltar que para ondições desontínuas omo asquais são onsideradas nesse problema, a ordem de onvergênia esperada é 1, uma vez que emregiões om altos gradientes os esquemas onsiderados apliam baixa ordem.A Figura 6.2 apresenta os resultados numérios obtidos om o esquema PFDPUS (paraos diferentes pares de parâmetros livres α e β) quando o avanço temporal é dado por Eulerexplíito. Pode-se notar por esta �gura que o esquema PFDPUS om o par de parâmetros
α = 10 e β = 100 fornee a melhor aproximação, ao passo que o esquema om α = 0 e β = −38gera uma solução bastante dissipativa (ver Ampliação 1 e 2). No entanto, om qualquer umadas ombinações dos parâmetros, o esquema PFDPUS apresenta bons resultados na aptura daonda quadrada (ver Ampliação 1), na solução dos vales e regiões suaves. Além disso, nota-seque todos os resultados apresentam o fen�meno squaring e�et nos pios da gaussiana, da ondatriangular aguda e na meia elipse. Em síntese, para esse problema, o esquema PFDPUS omparâmetros α = 10 e β = 100 apresenta os melhores resultados.52



6.1 Equação de adveção
α e β N Euler RK-3

||Eh||1 p ||Eh||1 p0 e -38 200 0.080317 � 0.234321 �400 0.094017 -0.227215 0.106048 1.143767800 0.071172 0.401607 0.054034 0.9727691600 0.046465 0.615189 0.026533 1.0260723 e 100 200 0.099124 � 0.126977 �400 0.078527 0.336043 0.062701 1.017992800 0.043580 0.849538 0.030097 1.0588551600 0.019567 1.155238 0.015241 0.9817299 e 88 200 0.107022 � 0.078764 �400 0.083693 0.354736 0.042309 0.896550800 0.041713 1.004599 0.019795 1.0958361600 0.019661 1.085199 0.010091 0.97204210 e 100 200 0.109219 � 0.074044 �400 0.080712 0.436368 0.040394 0.874254800 0.038480 1.068674 0.019073 1.0825951600 0.019679 0.967433 0.009680 0.978514Tabela 6.3: Teste de onvergênia para o problema de Zalesak usando-se o esquema PFDPUSom os parâmetros α e β em t = 1.A Figura 6.3 mostra os resultados numérios obtidos om os esquemas PFDPUS (α = 10e β = 100), ADBQUICKSET, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB e van Albada. Nessas simula-ções a marha no tempo é feita pelo método de Euler explíito. Observa-se que o esquemaADBQUICKEST é bastante dissipativo e então suaviza as regiões de altos gradientes. Osdemais esquemas têm omportamentos bem semelhantes, mas vale ressaltar que os esquemasPFDPUS e WACEB apresentam os melhores resultados na aptura da onda quadrada.
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Capítulo 6 Resultados numérios 1D

Esquema N Euler RK-3
||Eh||1 p ||Eh||1 pADBQUICKEST 200 0.077340 � 0.409942 �400 0.039963 0.952569 0.287658 0.511064800 0.021217 0.913423 0.191205 0.5892341600 0.011613 0.869526 0.122456 0.642858TOPUS 200 0.092642 � 0.140457 �400 0.069985 0.404631 0.069592 1.013145800 0.035873 0.964122 0.035740 0.9613761600 0.018526 0.953347 0.019089 0.904765SDPUS-C1 200 0.100919 � 0.110713 �400 0.071497 0.497253 0.058173 0.928409800 0.035170 1.023544 0.029986 0.9560591600 0.019214 0.872206 0.016479 0.863700WACEB 200 0.111046 � 0.091451 �400 0.063497 0.806381 0.049265 0.892436800 0.026035 1.286243 0.025423 0.9544551600 0.015329 0.764182 0.013815 0.879922van Albada 200 0.095356 � 0.161156 �400 0.110007 -0.206201 0.077684 1.052773800 0.046295 1.248652 0.040556 0.9376901600 0.025602 0.854632 0.021951 0.885618Tabela 6.4: Teste de onvergênia para o problema de Zalesak usando-se os esquemas ADB-QUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB e van Albada em t = 1.
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6.1 Equação de adveção
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Capítulo 6 Resultados numérios 1D
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6.1 Equação de adveçãoProblema 3: (Onda quadrada)Este teste analisa o desempenho dos esquemas estudados na aptura de desontinuidades.A ondição iniial onsiste em uma onda quadrada no domínio [−1, 1] dada por
u(x, 0) =

{

1, se −1
5
≤ x ≤ 1

5
,

0, se x /∈ [−1
5
, 1

5
].

(6.3)As ondições de ontorno apliadas são periódias e o avanço temporal dá-se pela apliaçãodo método de Euler explíito. Os resultados numérios obtidos numa malha de 320 élulasomputaionais, θ = 0.6 e t = 2.8 são mostrados na Figura 6.4, onde pode-se observar queos resultados obtidos om os esquemas TOPUS, WACEB e SDPUS-C1 apresentam severasosilações à esquerda das desontinuidades. Em ontraste, os esquemas PFDPUS (α = 10e β = 100), ADBQUICKEST e van Albada resolvem bem a onda quadrada, sem osilaçõesespúrias e exessiva dissipação. Em partiular, os resultados om PFDPUS ompetem bemom os resultados de van Albada.Neste problema, também é feita a análise da restrição TVD para o esquema PFDPUS omo par de parâmetros α = 10 e β = 100. Para tanto, alula-se a TV, dada por (3.6), a adapasso de tempo, om 100, 200 e 400 élulas omputaionais, θ = 0.6 e t = 4. Os resultadossão plotados no plano TV (u(t)) ⊥ t. Para que o esquema PFDPUS satisfaça as restriçõesTVD, este deve apresentar a TV onstante, onstante por partes ou deresente. Também éimportante onstatar se a TV numéria onverge para a TV exata, que é dada pela função
TV (u(t)) = 2. Os resultados são ilustrados na Figura 6.5. Observa-se que as aproximações sãosatisfatórias e que o esquema PFDPUS om parâmetros α = 10 e β = 100 satisfaz as restriçõesTVD, uma vez que as TVs numérias aluladas apresentam um omportamento deresente ouonstante. Além disso, nota-se laramente que, om o re�namento da malha, as TVs numériasobtidas onvergem para a TV exata.6.2 Equação de Burgers - sem visosidadeNesta seção, resolve-se a equação de Burgers sem visosidade que é formulada pela lei deonservação 1D (2.1), admitindo variável onservada (2.8) e �uxo numério (2.9). Para as si-mulações, três ondições iniiais são adotadas. As soluções numérias geradas pelo esquemaPFDPUS om diferentes pares de parâmetros livres (α = 0 e β = −38, α = 3 e β = 100, α = 9e β = 88, e, α = 10 e β = 100) são onfrontadas om soluções exatas e soluções numérias gera-das pelos esquemas ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1, WACEB, van Albada e Superbee.Também analisa-se a restrição TVD e alula-se estimativas para ordem de onvergênia. Paraa marha no tempo, ambos os métodos de Euler explíito (ver (5.1)) e RK-3 (ver (5.2)-(5.4))são utilizados. 57
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6.2 Equação de Burgers - sem visosidade
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u(x, 0) = 1 +
1

2
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Capítulo 6 Resultados numérios 1D
α e β N Euler RK-3

||Eh||1 p ||Eh||1 p0 e -38 40 0.010589 1.844457 0.008902 2.07914880 0.005926 1.842440 0.003865 2.037533160 0.003313 1.841277 0.001751 2.112922320 0.001677 1.980483 0.000829 2.0613403 e 100 40 0.014215 1.486933 0.007861 2.14085580 0.009634 1.402558 0.003891 2.119497160 0.005363 1.590231 0.001683 2.133333320 0.002653 1.914255 0.000809 2.0700399 e 88 40 0.013040 1.613282 0.007560 2.15337880 0.009106 1.621053 0.003743 2.131662160 0.004462 1.939367 0.001665 2.119349320 0.002989 1.691429 0.000802 2.06337010 e 100 40 0.013631 1.655543 0.008056 2.10851380 0.009442 1.626706 0.003808 2.165263160 0.005145 1.837564 0.001679 2.134228320 0.003088 1.746930 0.000807 2.068174Tabela 6.5: Teste de onvergênia para o problema da ondição suave usando-se o esquemaPFDPUS om os parâmetros α e β em t = 0.32.
Esquemas N Euler RK-3

||Eh||1 p ||Eh||1 pADBQUICKEST 40 0.004223 1.602871 0.007628 2.01232880 0.002504 1.766410 0.003746 1.932096160 0.001389 1.867078 0.001866 1.965324320 0.000723 1.926219 0.000936 1.978984SDPUS-C1 40 0.014503 1.133535 0.006579 1.98910480 0.006230 2.199303 0.003329 2.036667160 0.006059 1.451869 0.001615 2.031190320 0.002864 1.893271 0.000790 2.024446van Albada 40 0.011278 1.350497 0.007020 1.95626380 0.006377 1.798802 0.003652 1.983515160 0.003694 1.800378 0.001695 2.049593320 0.002050 1.782804 0.000824 2.043367Tabela 6.6: Teste de onvergênia para o problema da ondição suave usando-se os esquemasABDQUICKEST, SDPUS-C1 e van Albada em t = 0.32.60
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θ = 0.4.Problema 5: (Ponto s�nio)Neste teste a atenção é voltada a análise dos esquemas na aptura do ponto s�nio. Aondição iniial e a solução exata para esse teste são (ver [35℄), respetivamente, dadas por
u(x, 0) =

{

1, se |x| < 1
3
,

−1, se 1
3
< |x| ≤ 1,

e u(x, t) =























−1, se x < −t− 1
3
,

x+ 1

3

t
, se −t− 1

3
< x < t− 1

3
,

1, se t− 1
3
< x < 1

3
,

−1, se x > 1
3
,

(6.5)e as ondições de ontorno são periódias. Essa ondição iniial desreve uma onda quadrada61



Capítulo 6 Resultados numérios 1Dque onsiste em um salto de -1 a 1, em x = −1
3
, que produz uma onda de rarefação, enquantoo salto de 1 a -1, em x = 1

3
, ria uma onda de hoque. O ponto s�nio aparee quando

F ′(u) = u = 0, ou seja, quando a veloidade u da onda muda de sinal (u varia de -1 a 1). Nestaregião di�uldades numérias podem surgir em que um extremo loal é riado e a solução não émonótona ao longo da onda rarefação. Para soluionar esse problema e forneer uma transiçãosuave em torno do ponto s�nio, uma orreção de entropia adequada é usada para adiionarmais visosidade numéria no esquema de diferença �nita (5.1), isto é,
φn+1

i = φn
i − θ(F (φ)n

i+1 − F (φ)n
i−1) +

Qi+ 1

2

2

(

φn
i+1 − φn

i

)

−
Qi− 1

2

2

(

φn
i − φn

i−1

)

, (6.6)em que o termo Qi+ 1

2

é dado pela orreção de entropia de Harten [26℄ da forma
Q(x) =

{

|x|, |x| > ε,
x2+ε2

2ε
, |x| ≤ ε,

(6.7)sendo ε = 0.5 uma onstante positiva.Para a simulação desse problema são usados uma malha de 200 élulas omputaionais,
θ = 0.7 e t = 0.3. A Figura 6.7 mostra a omparação entre a solução exata e as soluçõesnumérias geradas pelo esquema PFDPUS (para diferentes pares de parâmetros livres α e β).Pode-se notar, que tanto om ou sem orreção de entropia o hoque é perfeitamente apturadopelo esquema PFDPUS om qualquer um dos parâmetros livres esolhidos. No entanto, esteesquema falha na aptura da onda de rarefação gerando uma expansão não físia da ondaquando a orreção de entropia não é apliada. Ao implementar a orreção de entropia, oesquema PFDPUS apresenta resultados semelhantes para qualquer um dos pares de parâmetroslivres, obtendo soluções suaves e em boa onordânia om a solução exata na região onde oponto s�nio se enontra.A Figura 6.8 mostra a omparação entre a solução exata e as soluções numérias geradaspelos esquemas PFDPUS (α = 10 e β = 100), ADBQUICKEST, SDPUS-C1 e Superbee.Observa-se que todos os esquemas geram uma expansão não físia da onda rarefação quandonão se aplia a orreção de entropia. Em ompensação, ao apliar a orreção, os esquemasapresentam boa onordânia om a solução exata, onseguindo apturar bem a solução nasvizinhanças do ponto s�nio. Observa-se laramente que os esquemas PFDPUS e SDPUS-C1geram os melhores resultados. Além disso, vê-se que o esquema ADBQUICKEST introduzonsiderável dissipação numéria por volta das quinas, no omeço e no �m da onda rarefação.Problema 6: (Problema de Platzman)Neste teste não linear analisa-se as restrições TVD para o esquema PFDPUS (om os paresde parâmetros livres α = 0 e β = −38, α = 3 e β = 100, α = 9 e β = 88, e, α = 10 e β = 100)62



6.2 Equação de Burgers - sem visosidade
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u(x, 0) = sen(x), (6.8)e as ondições de ontorno são periódias. Esse problema tem solução exata dada da forma(ver Platzman [52℄)

u(x, t) = −2

∞
∑

m

Jm(−mt)
mt

sen(mx), (6.9)em que Jm é função de Bessel. Esta solução é válida para os tempos anteriores ao hoque,63



Capítulo 6 Resultados numérios 1Dque oorre em t = 1. Para alular a solução exata, a série (6.9) é trunada em m = 200.Para analisar a restrição TVD, alula-se a ada passo de tempo, a TV dada por (3.6) eplotam-se os resultados no plano TV (u(t)) ⊥ t. Para isso, onsideram-se 300, 600 e 900 élulasomputaionais, θ = 0.4 e t = 0.25 (antes do hoque).A Figura 6.9 mostra a TV exata (TV (u(t)) = 4) e as TVs numérias obtidas usando oesquema PFDPUS (om os diferentes pares de parâmetros livres α e β). Nota-se laramentepor essa �gura que as TVs assoiadas ao esquema PFDPUS satisfazem a restrição TVD, paraqualquer par de parâmetros livres, uma vez que todas as TVs numérias apresentam ompor-tamentos deresentes. Além disso, observa-se que ao se re�nar a malha as TVs numériasaproximam-se ada vez mais da TV exata. Os melhores resultados obtidos om o esquemaPFDPUS nesse problema não linear oorrem om a esolha dos parâmetros α = 10 e β = 100.
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6.2 Equação de Burgers - sem visosidade6.3 Equações de EulerNesta seção são apresentados resultados numérios para as equações de Euler que são for-muladas pela lei de onservação 1D (2.1), om vetor de variáveis onservadas (2.12) e vetorda função �uxo (2.13). As simulações numérias são realizadas om o auxílio do paote om-putaional CLAWPACK 1 equipado om os limitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS (omtodos os pares de parâmetros livres α e β adotados), ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1 evan Albada. As omparações entre os resultados numérios são feitas om base em soluções dereferênia geradas no CLAWPACK por meio do método de Godunov de primeira ordem, omtermo de orreção, onde o limitador de �uxo do esquema MC é implementado. Mais detalhessobre esse paote omputaional podem ser enontrados no Apêndie B e em LeVeque [43℄.Problema 7: (Problema do tubo de hoque de Sod)Este problema onsiste de um tubo unidimensional ontendo dois gases, om diferentesdensidades e pressões, separados por uma membrana na posição x = 0.4. As duas regiõesestão em estado onstante e os gases estão iniialmente em repouso. Em t = 0 a membrana équebrada e os dois gases se interagem, gerando uma onda de rarefação que se propaga para aesquerda, uma desontinuidade de ontato e uma onda de hoque viajando para a direita (verdetalhes em Sod [60℄ e LeVeque et al. [45℄). Em resumo, os dados iniiais são de�nidos em [0, 1]da forma
[ρ0, u0, P0]

T =

{

[1, 0, 1]T , se x < 0.4,

[0.125, 0, 0.1]T , se x ≥ 0.4,
(6.10)e as ondições ontorno são dadas por extrapolação de ordem zero. Os dados utilizados nassimulações são malha de 400 élulas omputaionais, θ = 0.8 e t = 0.2. O álulo das solu-ções numérias são feitos usando-se o método de Godunov de primeira ordem, om termo deorreção, apliando-se os limitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS (om os diferentes paresde parâmetros livres α e β adotados), ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1 e van Albada.Para a solução de referênia onsidera-se o método de Godunov de primeira ordem om termode orreção, em que adota-se o limitador de �uxo MC, malha de 2000 élulas omputaionaise θ = 0.1.A Figura 6.10 mostra as omparações entre as soluções de referênia e numérias obtidasom o esquema PFDPUS (om os diferentes pares de parâmetros livres α e β) para a densidade,veloidade e pressão. Observa-se que os resultados numérios obtidos om o esquema PFDPUS,em geral, são satisfatórios quando omparados om a solução de referênia. Além disso, a partirdas ampliações, onstata-se que o par de parâmetros livres α = 10 e β = 100 apresenta a melhoraproximação.As Figuras 6.11 e 6.12 mostram, respetivamente, os resultados numérios (e suas amplia-ções) om os esquemas PFDPUS (α = 10 e β = 100), ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C11http://www.amath.washington.edu/∼law/ 65
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6.3 Equações de Euler
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[ρ0, u0, P0]
T =











[1, 0, 1000]T , se 0 ≤ x ≤ 0.1,

[1, 0, 0.01]T , se 0.1 < x ≤ 0.9,

[1, 0, 100]T , se 0.9 < x ≤ 1,

(6.11)67



Capítulo 6 Resultados numérios 1De as ondições de ontorno adotadas são re�exivas.Iniialmente, om o objetivo de veri�ar a preisão dos esquemas PFDPUS (α = 10 e β =

100), ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1 neste problema não linear omplexo, é aluladaa ordem de onvergênia para a densidade. Para tanto, as soluções numérias são omputadaspelo método de primeira ordem de Godunov om termo de orreção, apliando-se os limitadoresdos esquemas onsiderados, om malhas de 125, 250, 500 e 1000 élulas omputaionais, θ = 0.8e t = 0.038. A solução de referênia onsiderada aqui usa o limitador de �uxo MC no termo deorreção om θ = 0.3 e 2000 élulas omputaionais.Os resultados obtidos para os erros, nas normas L1 e L2, e as ordens de onvergênia estãomostrados na Tabela 6.7. Pode-se observar que, tanto para a norma L1 quanto para a norma
L2, o esquema PFDPUS (α = 10 e β = 100) apresenta ordem superior às ordens obtidaspelos demais esquemas. Em partiular, na malha mais �na (N = 1000) a ordem do esquemaPFDPUS é mais próxima de 2 que os outros esquemas. Além disso, nota-se que os esquemasADBQUICKEST e SDPUS-C1 apresentam ordens semelhantes, sendo que o TOPUS fornee,no geral, a ordem mais baixa.Esquemas N L1 L2

||Eh||1 p ||Eh||2 pPFDPUS 125 0.218804 � 0.690462 �250 0.080430 1.443839 0.286873 1.267151500 0.029475 1.448253 0.124104 1.2088591000 0.008434 1.805133 0.037223 1.737274ADBQUICKEST 125 0.237193 � 0.668218 �250 0.103213 1.200440 0.323595 1.046131500 0.046190 1.159978 0.174496 0.8909911000 0.016250 1.507161 0.069611 1.325816TOPUS 125 0.260854 � 0.754506 �250 0.117346 1.152473 0.380290 0.988432500 0.055640 1.076562 0.210927 0.8503541000 0.020468 1.442732 0.088034 1.260610SDPUS-C1 125 0.247468 � 0.746562 �250 0.105050 1.236174 0.357689 1.061559500 0.046787 1.166902 0.188455 0.9244861000 0.016156 1.533999 0.073112 1.366034Tabela 6.7: Teste de onvergênia para o problema das ondas om fortes olisões em t = 0.038.As Figuras 6.13 e 6.14 mostram as omparações entre as soluções numérias, obtidas om osesquemas PFDPUS (α = 10 e β = 100), ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1, e de referêniapara densidade e pressão, respetivamente. Nessas �guras, todas as soluções numérias sãoomparadas também entre si em um únio grá�o (ver Figuras 6.13-(e)/(f) para densidade e a68



6.3 Equações de EulerFigura 6.14-(e)/(f) para a pressão). As soluções numérias são geradas em uma malha de 500élulas omputaionais e a de referênia om 2000 élulas. Pode-se pereber que os resultadossão bastante satisfatórios. Em partiular, o esquema PFDPUS apresenta uma solução maispróxima da solução de referênia.6.4 Equações MHDAs equações MHD são formuladas pela lei de onservação 1D (2.1), om vetor de variáveisonservadas e função �uxo dados, respetivamente, por (2.16) e (2.17). As simulações numé-rias são omputadas om o auxílio do paote omputaional CLAWPACK, equipado om oslimitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS (α = 10 e β = 100), ADBQUICKEST, TOPUS,SDPUS-C1 e van Albada. Os resultados numérios são omparados om soluções de referêniageradas também om o CLAWPACK, onde no termo de orreção o limitador de �uxo do es-quema MC é apliado. Para mais detalhes do paote omputaional CLAWPACK ver ApêndieB e LeVeque [43℄.Problema 9: (Problema de Riemann por Brio e Wu)Para o estudo das equações MHD é esolhido um problema de Riemann, omo desrito emBrio e Wu [7℄. Esse é um problema omposto por dados iniiais que onsistem em dois estadosonstantes onde a desontinuidade é loalizada no meio do intervalo omputaional. Os dadosiniiais são de�nidos em [−1, 1] da forma
[

ρ0, u0, v0, w0, B
0
2 , B

0
3 , P0

]T
=

{

[1, 0, 0, 0, 1, 0, 1]T , se x < 0,

[0.125, 0, 0, 0,−1, 0, 0.1]T , se x ≥ 0,
(6.12)e as ondições de ontorno são dadas por extrapolação de ordem zero. Além disso é onsi-derado B1 ≡ 0.75, em virtude da ondição de divergênia livre para o ampo magnétio (verSeção (2.1.4)). Este problema onstitui um teste interessante para veri�ar o desempenho deesquemas numérios, uma vez que sua solução apresenta rias estruturas que envolvem ondas dehoque, ondas de rarefação e ondas ompostas (hoque imediato seguido por uma rarefação). Assoluções numérias são obtidas em t = 0.2 numa malha de 500 élulas omputaionais, θ = 0.8,pelo método de primeira ordem de Godunov om termo de orreção, em que os limitadoresde �uxo dos esquemas PFDPUS (α = 10 e β = 100), ADBQUICKEST, TOPUS, SDPUS-C1e van Albada são implementados. A solução de referênia é gerada em uma malha om 2000élulas omputaionais também usando o método de primeira ordem de Godunov, om termode orreção, adotando-se limitador de �uxo MC e θ = 0.3.A Figura 6.15 apresenta os resultados numérios obtidos para densidade, veloidade nadireção x e pressão, respetivamente. Pode-se notar que, apesar das estruturas omplexas quesão formadas na solução, os esquemas estudados são livres de osilações não físias, mostrandoboa onordânia om a solução de referênia. E ainda mais, a partir das ampliações vê-se que o69
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6.4 Equações MHD
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Capítulo 6 Resultados numérios 1Desquema PFDPUS apresenta desempenho igual ou superior aos demais esquemas onsiderados.
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β = 100, α = 9 e β = 88, e, α = 10 e β = 100 foi utilizado om suesso para resolvernumeriamente uma variedade de ondições iniiais diferentes para as equações de adveçõese de Burgers, e problemas de Riemann 1D para as equações de Euler e MHD. De maneirageral, os resultados numérios mostram que esse novo esquema uwpind de alta resolução tem72



6.5 Comentários adiionaisdesempenho omparável om os demais esquemas estudados, mostrando ser apaz de ontrolarosilações numérias próximas as desontinuidades e introduzir poua dissipação numéria. Éimportante ressaltar que, em geral, o esquema PFDPUS om parâmetros livres α = 10 e β = 100apresentou melhores resultados. Por essa razão, esse par de parâmetros livres foi esolhido parasimular problemas multidimensionais presentes nos próximos apítulos.
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Capítulo
7Resultados numérios 2D e axissimétrios

Este apítulo apresenta os resultados numérios para problemas 2D e axissimétrios omobjetivo de investigar o desempenho do esquema PFDPUS em problemas mais omplexos.Resolve-se leis de onservação 2D tais omo as equações de águas rasas, Euler e MHD. Emseguida, apresentam-se resultados numérios para esoamentos inompressíveis om superfíieslivres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes. Para simulação de leis de onserva-ção 2D e esoamentos inompressíveis são utilizados, respetivamente, o paote omputaionalCLAWPACK [43℄ e o ambiente de simulação Free�ow [9℄. Vale ressaltar que, nesse apítulo,os resultados numérios obtidos om o esquema PFDPUS são gerados adotando-se o par deparâmetros livres α = 10 e β = 100.7.1 Leis de onservação 2DNessa seção são apresentados os resultados numérios para as leis de onservação 2D omoas equações de águas rasas, Euler e MHD. Para tanto, o paote omputaional CLAWPACK deLeVeque [43℄ é equipado om os limitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS, ADBQUICKEST,TOPUS e SDPUS-C1.7.1.1 Equações de águas rasasO sistema de equações de águas rasas é formulado pela lei de onservação 2D (2.21), pos-suindo vetor de variáveis onservadas (2.23) e funções �uxo (2.24) e (2.25).Problema 1: (Cirular dam-break �ow)Este problema simula o olapso de uma barreira irular e é útil para testar o desempenhode esquemas numérios na resolução de desontinuidades simétrias om superfíies livres 2D.A ondição iniial onsiste em duas regiões om água separadas por uma barreira ilíndria75



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétriosde raio r entrada no meio do domínio omputaional. A profundidade da água no interiorda barreira é h1 e fora da barreira é h2. Quando a barreira é removida uma onda de hoquetranslada radialmente, enquanto uma onda de rarefação se move para o interior [43℄. A Figura7.1 ilustra esse problema em t = 0 (antes do olapso) e em t > 0 (depois do olapso).

PSfrag replaements PSfrag replaements(a) Antes do olapso (b) Depois do olapsoFigura 7.1: Ilustração do problema irular dam-break �ow.Para a simulação desse problema, onsidera-se um domínio [−2.5, 2.5]× [−2.5, 2.5], θ = 0.9e uma malha de 125 × 125 élulas omputaionais. Iniialmente, a barreira ilíndria temraio r = 1, profundidade de água dentro da barreira igual a 2 e fora da barreira igual a 1.As ondições de ontorno onsideradas são extrapolação de ordem zero nas direções x e y.De aordo om LeVeque [43℄ e Toro [71℄, uma boa aproximação para a solução exata desseproblema (onsiderada omo solução de referênia na Figura 7.4) é obtida a partir da resoluçãoda equação 1D dada por
(

h

hU

)

t

+

(

hU

hU2 + 1
2
gh2

)

r

=

(

−hU
r

−hU2

r

)

, (7.1)onde U = U(x, t) é a veloidade radial. Esta foi resolvida no CLAWPACK pelo método deGodunov de primeira ordem om termo de orreção, empregando-se o limitador de �uxo MCom malha de 2000 élulas omputaionais e θ = 0.9.As Figuras 7.2 e 7.3 mostram os resultados numérios obtidos em t = 1.5 para o ontornoda profundidade h no plano x ⊥ y e a elevação da superfíie de água em 3D para os esquemasPFDPUS, ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1. É possível notar a partir das �guras quemostram o ontorno da profundidade h no plano x ⊥ y que todos os esquemas estudadospreservam bem a simetria irular, omo esperado, sem o apareimento de ondas irregulares.Além disso, as �guras que ilustram a elevação da superfíie de água em 3D mostram que háuma onda de hoque irular propagando-se para fora e uma onda de rarefação irular para76



7.1 Leis de onservação 2Ddentro omo foi dito na desrição do problema. Como pode-se notar, em geral, os resultadosapresentam um omportamento om simetria e onordam muito bem om aqueles enontradosnas referênias [43℄ e [71℄.

(a) PFDPUS

(b) ADBQUICKESTFigura 7.2: Resultados numérios para o problema irular dam-break �ow om respeito aoontorno da profundidade h no plano x ⊥ y e a elevação da superfíie de água em 3D em
t = 1.5 usando uma malha de 125 × 125 e θ = 0.9.Para omplementar a análise, a Figura 7.4 apresenta a omparação entre a solução dereferênia dada por (7.1) e os resultados gerados pelos esquemas PFDPUS, ADBQUICKEST,TOPUS e SDPUS-C1 onsiderando a variação da profundidade h em função da distânia aolongo do orte y = 0 (x ∈ [0, 2.5]). Pode-se notar através das ampliações que, próximo a onda77



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétrios

() TOPUS

(d) SDPUS-C1Figura 7.3: Resultados numérios para o problema irular dam-break �ow om respeito aoontorno da profundidade h no plano x ⊥ y e a elevação da superfíie de água em 3D em
t = 1.5 usando uma malha de 125 × 125 e θ = 0.9.
de hoque, todos os esquemas apresentam omportamentos semelhantes. No entanto, valesalientar, que na onda de rarefação o esquema PFDPUS apresenta ligeiramente os melhoresresultados, sendo que o pior omportamento é obtido pelo esquema ADBQUICKEST (maisdissipativo). 78



7.1 Leis de onservação 2D
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h em função da distânia ao longo de y = 0 para o problema irular dam-break �ow.7.1.2 Equações de EulerO sistema de equações de Euler é formulado pela lei de onservação 2D (2.21), possuindovetor de variáveis onservadas (2.27) e funções �uxo (2.28) e (2.29). Aqui, apresentam-seresultados numérios para dois problemas modelados por essas equações, denominados quatroondas de hoque e two non-neighbouring slip lines.Problema 2: (Quatro ondas de hoque)Este teste tem por objetivo investigar o desempenho de esquemas numérios na resoluçãode desontinuidades. Os dados onsistem em quatro valores onstantes em quatro quadrantesde modo que ada par de dados gera uma únia onda de hoque na solução (ver detalhes em[42℄ e [59℄). Com o passar do tempo, a interação entre as ondas levam à estruturas de ondasmais omplexas. Os dados iniiais são de�nidos em um quadrado [0, 1] × [0, 1] da forma

[ρ0, u0, v0, P0]
T =



















[1.5, 0, 0, 1.5]T , se x ≥ 0.8 e y ≥ 0.8,

[0.5323, 1.206, 0, 0.3]T , se x < 0.8 e y ≥ 0.8,

[0.138, 1.206, 1.206, 0.029]T , se x < 0.8 e y < 0.8,

[0.5323, 0, 1.206, 0.3]T , se x ≥ 0.8 e y < 0.8,

(7.2)e as ondições de ontorno utilizadas são as de extrapolação de ordem zero em ambas direções
x e y. Os resultados numérios são alulados no paote omputaional CLAWPACK pormeio do método de Godunov de primeira ordem, om termo de orreção, onde os limitadoresde �uxo dos esquemas PFDPUS, ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1 são aresentados.Para simulação, malha de 1000 × 1000 élulas omputaionais e θ = 0.8 são onsiderados.Nas Figuras 7.5 e 7.6, são apresentados os resultados numérios obtidos em t = 0.8 om79



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétriosrespeito aos ontornos da densidade e pressão, respetivamente. Primeiramente, pode-se notar,que todos os esquemas estão de aordo om a estrutura básia da solução na região ondeos quatro hoques interagem, mostrando boa onordânia om os resultados enontrados emRihiuto et al. [55℄, LeVeque [42℄ e Cada e Torrilhon [8℄. Além disso, tanto para o ontorno dadensidade quanto para ontorno da pressão, todos os esquemas apresentam uma nítida resoluçãodos quatro hoques que separam as quatro regiões de estados onstantes. No entanto, pode-seobservar laramente que o esquema PFDPUS apresenta resultados om mais detalhes para oontorno da densidade (ver Figura 7.5-(a)) e pressão (ver Figura 7.6-(a)), om o apareimentode pequenos vórties na região das linhas de ontato deslizantes (região entral e topo direito).Os esquemas TOPUS e SDPUS-C1 apresentam resultados mais ompressíveis (om suavização).Problema 3: (Two non-neighbouring slip lines)Os dados iniiais para este teste onsistem, omo no Problema 2, em quatro valores ons-tantes em quatro quadrantes de modo que ada par de dados gera somente um tipo de onda nasolução. A diferença é que os dados geram duas linhas deslizantes (entre os quadrantes 1 e 2 eos quadrantes 3 e 4), uma onda de hoque (entre os quadrantes 3 e 2) e uma onda de rarefação(entre os quadrantes 4 e 1). As duas linhas deslizantes, que dividem a solução em duas partes,juntam-se em um vórtie dentro da área subs�nia. Um hoque viaja do quadrante 3 para oquadrante 2 e termina na linha deslizante situada entre os quadrantes 3 e 4. Abaixo da ondade rarefação, que se move do quadrante 1 para o quadrante 4, a área subs�nia é parialmentedelimitada por uma onda de hoque (ver detalhes em [59℄ e [58℄). Em geral, a estrutura dasolução é araterizada por um vórtie que gira no sentido horário. Resumidamente, os dadosiniias são de�nidos em [0, 1] × [0, 1] da forma
[ρ0, u0, v0, P0]

T =



















[1, 0,−0.4, 1]T , se x ≥ 0.5 e y ≥ 0.5,

[2, 0,−0.3, 2]T , se x < 0.5 e y ≥ 0.5,

[1.0625, 0, 0.2145, 0.4]T , se x < 0.5 e y < 0.5,

[0.5197, 0,−1.1259, 0.4]T , se x ≥ 0.5 e y < 0.5,

(7.3)e as ondições de ontorno são de extrapolação de ordem zero em ambas direções x e y. Nova-mente, os resultados numérios são alulados om o auxílio do paote omputaional CLAW-PACK através do método de Godunov de primeira ordem om termo de orreção onde osesquemas PFDPUS, ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1 são implementados. Para simu-lação, malha de 400 × 400 élulas omputaionais e θ = 0.8 são onsiderados.Os resultados das simulações numérias para ontorno da densidade, em t = 0.3, são apre-sentados na Figura 7.7. Em geral, os esquemas apturam bem as linhas deslizantes, a ondade hoque e de rarefação, mostrando om nitidez a formação do vórtie. Além disso, todos osesquemas forneem resultados omparáveis om os enontrados em [59℄ e [58℄.80



7.1 Leis de onservação 2D

(a) PFDPUS (b) ADBQUICKEST

() TOPUS (d) SDPUS-C1Figura 7.5: Resultados numérios para o problema das quatro ondas de hoque em t = 0.8 omrespeito ao ontorno da densidade usando 1000 × 1000 élulas omputaionais e θ = 0.8.7.1.3 Equações MHDEsse sistema de equações MHD é formulado pela lei de onservação 2D (2.21), adotando-sevetor de variáveis onservadas (2.32) e funções �uxo (2.33) e (2.34). Um dos vários problemasmodelados por esse sistema de equações e estudado nesse trabalho é o problema de Orszag-Tang.Problema 4: (Problema de Orszag-Tang)Este problema modela a evolução de um sistema de vórties ompressíveis que envolveinterações entre várias ondas de hoque viajando om diferentes veloidades, o que o tornabastante atrativo do ponto de vista numério (ver Balbás et al. [3℄ e Jiang e Wu [31℄). No81
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(a) PFDPUS (b) ADBQUICKEST

() TOPUS (d) SDPUS-C1Figura 7.6: Resultados numérios para o problema das quatro ondas de hoque em t = 0.8 omrespeito ao ontorno da pressão usando 1000 × 1000 élulas omputaionais e θ = 0.8.iníio os dados são suaves, mas gradualmente o �uxo se torna mais omplexo a partir datransição para a turbulênia.O vórtie iniial é dado por
ρ = γ2 u = −sen(y) B1 = −sen(y),

P = γ v = sen(x) B2 = sen(y),

w = 0 B3 = 0.

(7.4)O domínio omputaional onsiderado é [0, 2π]×[0, 2π] e as ondições de ontorno são periódias82



7.1 Leis de onservação 2D

(a) PFDPUS (b) ADBQUICKEST

() TOPUS (d) SDPUS-C1Figura 7.7: Resultados numérios para o problema two non-neighbouring slip lines em t = 0.3om respeito ao ontorno da densidade usando 400 × 400 élulas omputaionais e θ = 0.8.nas direções x e y. As soluções numérias são obtidas om o auxílio do CLAWPACK ondeos limitadores de �uxo dos esquemas PFDPUS, ADBQUICKEST, TOPUS e SDPUS-C1 sãoimplementados no termo de orreção.Nas Figuras 7.8 e 7.9 são apresentados, respetivamente, os resultados numérios para osontornos da densidade e pressão, em t = 3, onsiderando-se 192 × 192 élulas omputaionaise θ = 0.8. Pode-se ver que os resultados numérios obtidos om todos os esquemas onor-dam om aqueles apresentados por Jiang e Wu [31℄ e que a evolução do sistema de vórties émuito omplexa e muitos hoques de todas as formas são formados. Além disso, os esquemasonsiderados não apresentam osilações espúrias e portanto são apazes de resolver estruturas83



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétriosbastante omplexas omo as apresentadas pelas equações MHD 2D.

(a) PFDPUS (b) ADBQUICKEST

() TOPUS (d) SDPUS-C1Figura 7.8: Resultados numérios para o problema Orszag-Tang em t = 3 om respeito aoontorno da densidade usando 192 × 192 élulas omputaionais e θ = 0.8.A distribuição da pressão ao longo do orte y = 0.625π é mostrada na Figura 7.10. Asolução apresentada por Balbás et al. [3℄ é onsiderada omo referênia para omparação dosresultados obtidos. Pode-se ver que os resultados são onsistentes om a solução de referêniaonsiderada.Para omplementar a análise, a Tabela 7.1 mostra os erros e as ordens de onvergênia em
t = 0.2 para a densidade onsiderando as normas L1 e L2. É importante ressaltar que os erros84



7.1 Leis de onservação 2D

(a) PFDPUS (b) ADBQUICKEST

() TOPUS (d) SDPUS-C1Figura 7.9: Resultados numérios para o problema Orszag-Tang em t = 3 om respeito aoontorno de pressão usando 192 × 192 élulas omputaionais e θ = 0.8.são obtidos da forma (ver Jiang e Wu [31℄)
||Eh|| = ||uh − u512||h2, (7.5)onde uh e u512 são as soluções numérias obtidas por um mesmo esquema em uma malhaN×N eem uma malha 512×512 (onsiderada omo solução de referênia), respetivamente. A ordem deonvergênia é alulada de aordo om (2.69), ujos resultados são apresentados na Tabela 7.1.Por essa tabela, observa-se que todos os esquemas apresentam ordem de onvergênia similartanto na norma L1 quanto na norma L2. Além disso, é possível notar que todos os esquemas85
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Figura 7.10: Comparação entre os resultados de Balbás et al. [3℄ e os numérios obtidos paraa distribuição da pressão ao longo do orte y = 0.625π para o problema de Orszag-Tang em
t = 3.apresentam ordem de onvergênia maior que dois na norma L1 para todas as malhas, e, nanorma L2 alançam segunda ordem somente na malha 256 × 256.7.2 Esoamentos inompressíveis laminares 2DNesta seção, são apresentados resultados numérios para problemas de esoamentos in-ompressíveis 2D, om superfíies livres móveis, no regime laminar. Para a simulação dessesproblemas, é utilizado o ambiente de simulação Free�ow 2D de Castelo et al. [9℄, adaptado omo esquema PFDPUS. Em partiular, o seu desempenho é testado na solução do olapso de umaoluna de �uido e do jato livre sobre uma superfíie rígida impermeável.7.2.1 Colapso de uma oluna de �uidoEsse problema onsiste em uma oluna de �uido em equilíbrio hidrostátio on�nado entreduas paredes rígidas que, instantaneamente, é oloada à ação da gravidade, sofrendo umolapso e deslizando na direção horizontal (ver representação esquemátia na Figura 7.11).Conheido na literatura omo problema de Broken Dam, esse tipo de esoamento foi estudadoexperimentalmente no passado por Martin e Moye [48℄, om o objetivo de investigar o espa-lhamento horizontal do �uido (posição frontal do �uido) e a taxa de deaimento (altura) daoluna de �uido om o tempo. Mais tarde, Koshizuka e Oka [33℄ repetiram esse experimentoom o intuito de validar um ódigo semi-implíito de simulação. Reentemente, Colagrossi eLandrini [11℄ apresentaram dados numérios, teório e experimental para esse problema. Desdeentão, esse problema vem sendo utilizado om frequênia para testar métodos numérios paraesoamentos om superfíies livres móveis (ver, por exemplo, [53℄ e [15℄).Para a simulação omputaional, a oluna de �uido é onsiderada um quadrado de lados86



7.2 Esoamentos inompressíveis laminares 2DEsquemas N ×N L1 L2

||Eh||1 p ||Eh||2 pPFDPUS 16 × 16 0.168777 � 0.119679 �
32 × 32 0.033510 2.332440 0.037171 1.686911
64 × 64 0.008014 2.064031 0.012024 1.628303

128 × 128 0.001641 2.287975 0.003595 1.741995
256 × 256 0.000268 2.612466 0.000846 2.087177ADBQUICKEST 16 × 16 0.168517 � 0.118948 �
32 × 32 0.033852 2.315583 0.037173 1.677983
64 × 64 0.007958 2.088810 0.011986 1.632937

128 × 128 0.001642 2.277120 0.003594 1.737687
256 × 256 0.000269 2.609641 0.000845 2.088428TOPUS 16 × 16 0.171168 � 0.122563 �
32 × 32 0.034658 2.304135 0.038706 1.662886
64 × 64 0.008013 2.112767 0.011942 1.696464

128 × 128 0.001669 2.263529 0.003629 1.718594
256 × 256 0.000271 2.624604 0.000849 2.095341SDPUS-C1 16 × 16 0.170659 � 0.121556 �
32 × 32 0.034301 2.314782 0.038163 1.671362
64 × 64 0.007985 2.102908 0.011914 1.679478

128 × 128 0.001657 2.269027 0.003610 1.722791
256 × 256 0.000270 2.617620 0.000848 2.089802Tabela 7.1: Teste de onvergênia para o problema de Orszag-Tang em t = 0.2.
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Figura 7.11: Representação esquemátia do problema do olapso de uma oluna de �uido.
a = b = 0.057m. Para isso, o ódigo Free�ow 2D [9℄, equipado om o esquema PFDPUS, éempregado nos álulos. A ondição free-splip é adotada nas paredes rígidas e os demais dadosutilizados na simulação são:- Malha: 1000 × 200 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005m);- Dimensão do domínio: 0.5m× 0.1m;- Esala de omprimento: L0 = a = b = 0.057m;87



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétrios- Esala de veloidade: U0 =
√
gL0 = 0.74778m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−6m2/s;- Número de Reynolds: Re = 42623.27.Para omparar os resultados obtidos om o esquema PFDPUS onsideram-se om os dadosnumérios, teório e experimental de Colagrossi e Landrini [11℄, para o espalhamento horizontal(xmax) em função do tempo. Os resultados numérios apresentados por [11℄ são gerados omas formulações SPH (Smoothed Partile Hydordynamis method) de Colagrossi e Landrini [11℄,BEM (Bondary Element Method) de Greo et al. [25℄, Level Set de Colihio et al. [12℄; odado experimental é de Martin Moye [48℄ e o teório é de Ritter [56℄. Essas omparações sãoapresentadas na Figura 7.12. Observa-se que os resultados estão em boa onordânia om assoluções enontradas em [11℄, espeialmente quando omparados om os resultados numériosobtidos om as formulações SPH, BEM e Level Set, o que proporiona on�abilidade no ódigoFree�ow 2D quando adaptado om o esquema PFDPUS.
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Figura 7.12: Comparação entre os dados numérios, teório e experimental de Colagrossi eLandrini [11℄ e o esquema PFDPUS para xmax em função do tempo obtido para o problema doolapso de �uido.Para ilustração da evolução da superfíie livre do �uido, as Figuras 7.13, 7.14 e 7.15 mostram,respetivamente, os resultados numérios do esquema PFDPUS para os ampos de pressão eveloidade (nas direções x e y) nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s e t = 0.2s.7.2.2 Jato livre sobre uma superfíie rígida impermeávelO problema onsiderado aqui onsiste no esoamento de um jato livre, em regime laminar,que inide perpendiularmente sobre uma superfíie rígida impermeável sob o efeito do ampogravitaional. A geometria do problema está ilustrada na Figura 7.16.
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7.2 Esoamentos inompressíveis laminares 2D
Campo de pressão

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2sFigura 7.13: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre do�uido e ampo de pressão nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s e t = 0.2s para o problemado olapso de �uido.
Campo de veloidade na direção x

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2sFigura 7.14: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre do�uido e ampo de veloidade na direção x nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s e t = 0.2spara o problema do olapso de �uido.
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Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétrios
Campo de veloidade na direção y

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2sFigura 7.15: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre do�uido e ampo de veloidade na direção y nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s e t = 0.2spara o problema do olapso de �uido.
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Figura 7.16: Representação esquemátia do problema do jato livre sobre uma superfíie rígidaimpermeável.
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7.2 Esoamentos inompressíveis laminares 2DDesprezando os efeitos da tensão super�ial e admitindo que o esoamento está no estadoestaionário, Watson [78℄ prop�s uma solução analítia para a altura H entre a superfíie rígidae a superfíie livre do �uido. Em resumo, a solução de Watson é
H(x) =

{

π√
3

ν(x+l)
Q

, se x ≥ x0,

a +
(

1−2π
3
√

3c2

)

δ(x), se x < x0,
(7.6)em que Q = aU0 é a vazão, om a o raio do injetor. Os parâmetros x0, l e δ são alulados por
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aRe, (7.8)e
δ2(x) =

3
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3c3

2(π − c
√

3)

νx

U0
, (7.9)onde a onstante c = 1.402 e U0 é a veloidade de injeção.Nesse problema, os resultados obtidos om o esquema PFDPUS, implementado no ódigoFree�ow 2D [9℄, para a altura H entre a superfíie rígida e a superfíie livre do �uido sãoomparados om a solução analítia de Watson [78℄ dada por (7.6). Para simulação, a ondiçãono-slip é a adota na superfíie rígida e os seguintes dados são empregados:- Malha 1: 100 × 25 élulas omputaionais (δx = δy = 0.001m);- Malha 2: 200 × 50 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005m);- Malha 3: 400 × 100 élulas omputaionais (δx = δy = 0.00025m);- Dimensão do domínio: 0.1m× 0.025m;- Diâmetro do injetor: L = 0.004m;- Esala de omprimento: L0 = L = 0.004m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 2 × 10−6m2/s;- Número de Reynolds: Re = 2000.Além disso, a distânia entre o injetor e superfíie rígida é 0.019m. A Figura 7.17 mostra aomparação entre a solução analítia de Watson [78℄ e os resultados numérios obtidos om oesquema PFDPUS nas três malhas adotadas. Como pode ser visto nessa �gura, os resultadosnumérios onordam satisfatoriamente om a solução de Watson [78℄ e, om o re�namento damalha, as soluções numérias obtidas se aproximam da solução analítia.Nas Figuras 7.18, 7.19 e 7.20 são mostrados, respetivamente, as soluções numérias obtidas91
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x/(0.5 · L · Re)Figura 7.17: Comparação entre a solução analítia de Watson [78℄ e os resultados numériosdo esquema PFDPUS para a altura H entre a superfíie rígida e a superfíie livre do �uidoobtidos para o problema do jato livre.pelo esquema PFDPUS (em uma malha de 400 × 100 élulas omputaionais) para a evoluçãoda superfíie livre om respeito aos ampos de pressão e veloidade (nas direções x e y) nostempos t = 0.03s, t = 0.04s, t = 0.05s e t = 0.1s.Campo de pressão
t = 0.03s t = 0.04s

t = 0.05s t = 0.1sFigura 7.18: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre eampo de pressão nos tempos t = 0.03s, t = 0.04s, t = 0.05s e t = 0.1s para o problema dojato livre.
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7.2 Esoamentos inompressíveis laminares 2DCampo de veloidade na direção x
t = 0.03s t = 0.04s

t = 0.05s t = 0.1sFigura 7.19: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre eampo de veloidade na direção x nos tempos t = 0.03s, t = 0.04s, t = 0.05s e t = 0.1s para oproblema do jato livre. Campo de veloidade na direção y
t = 0.03s t = 0.04s

t = 0.05s t = 0.1sFigura 7.20: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre eampo de veloidade na direção y nos tempos t = 0.03s, t = 0.04s, t = 0.05s e t = 0.1s para oproblema do jato livre.7.3 Esoamentos inompressíveis turbulentos 2DNesta seção apresenta-se resultados numérios para esoamentos de �uidos inompressíveisom superfíies livres móveis em regime turbulento. O problema onsiderado é o jato livre sobreuma superfíie rígida impermeável, omo está desrito na Subseção 7.2.2. Os resultados sãogerados no ambiente de simulação Free�ow 2D [9℄, om a modelagem κ− ε da turbulênia e oesquema PFDPUS implementados.Para o aso de um jato livre em regime turbulento, Watson [78℄ também apresenta umasolução analítia para a altura H entre a superfíie rígida e a superfíie livre do �uido, a qual93



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétriosé usada para analisar o desempenho do esquema PFDPUS. A solução de Watson nesse aso édada por (ver representação esquemátia na Figura 7.16)
H(x) =
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δ(x), x < x0,
(7.10)em que Q = aU0 é a vazão, sendo a o raio do injetor, A = 0.239 e k = 0.26. Ainda, tem-se que
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5 . (7.13)Para simulação desse problema, a ondição de ontorno no-slip é apliada na superfíierígida e os demais dados utilizados são:- Malha 1: 200 × 50 élulas omputaionais (δx = δy = 0.001m);- Malha 2: 400 × 100 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005m);- Malha 3: 800 × 200 élulas omputaionais (δx = δy = 0.00025m);- Dimensão do domínio: 0.2m× 0.05m;- Diâmetro do injetor: L = 0.01m;- Esala de omprimento: L0 = L = 0.01m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 2 × 10−7m2/s;- Número de Reynolds: Re = 50000.A distânia entre o injetor e a superfíie rígida é 0.015m. A Figura 7.21 mostra as om-parações das soluções numérias obtidas om as três malhas adotadas e a solução analítia deWatson em t = 1.5s. Observa-se que os resultados numérios são satisfatórios e, om o re�na-mento da malha, que as soluções numérias se aproximam ada vez mais da solução analítia,não apresentando quaisquer vestígios de osilações em nenhuma das três malhas.Para ilustração da evolução da superfíie livre do �uido, as Figuras 7.22, 7.23 e 7.24 mostramas soluções numérias obtidas pelo esquema PFDPUS (em uma malha de 800 × 200 élulasomputaionais) om respeito aos ampos de pressão e veloidade (nas direções x e y) nostempos t = 0.04s, t = 0.06s, t = 0.08s e t = 0.15s.94



7.3 Esoamentos inompressíveis turbulentos 2D
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4 )/(0.5 · L)Figura 7.21: Comparação entre a solução analítia de Watson [78℄ e os resultados numériosdo esquema PFDPUS para a altura H entre a superfíie rígida e a superfíie livre do �uidoobtidos para o problema turbulento do jato livre.
Campo de pressão

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.08s t = 0.15sFigura 7.22: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livree ampo de pressão nos tempos t = 0.04s, t = 0.06s, t = 0.08s e t = 0.15s para o problematurbulento do jato livre.
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Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétriosCampo de veloidade na direção x
t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.08s t = 0.15sFigura 7.23: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre eampo de veloidade na direção x nos tempos t = 0.04s, t = 0.06s, t = 0.08s e t = 0.15s parao problema turbulento do jato livre.Campo de veloidade na direção y
t = 0.03s t = 0.04s

t = 0.05s t = 0.1sFigura 7.24: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livre eampo de veloidade na direção y nos tempos t = 0.04s, t = 0.06s, t = 0.08s e t = 0.15s parao problema turbulento do jato livre.7.4 Esoamentos inompressíveis axissimétriosNessa seção, estão ontidos os resultados numérios para esoamentos de �uidos inompres-síveis laminares om superfíies livres móveis axissimétrios. As simulações são realizadas noambiente de simulação Free�ow 2D [9℄ om simetria radial (ver mais detalhes Oliveira [16℄), ondeo esquema PFDPUS é implementado. Os problemas abordados nessa seção são o experimentode Taylor e o ressalto hidráulio irular.7.4.1 Experimento de TaylorEsse problema, estudado experimentalmente por Taylor [66℄, onsiste em um jato de �uidoque inide perpendiularmente sobre um reipiente ontendo o mesmo �uido em repouso. O96



7.4 Esoamentos inompressíveis axissimétriosexperimento de Taylor é utilizado aqui para uma omparação qualitativa om os resultadosnumérios obtidos om o esquema PFPDPUS. A representação esquemátia desse problemaestá ilustrada na Figura 7.25.
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Figura 7.25: Representação esquemátia do experimento de Taylor.Para simulação utilizou-se o ódigo Free�ow 2D [9℄ para problemas om simetria radial,equipado om o esquema PFDPUS. Além disso, adota-se a ondição de ontorno no-slip edemais dados para simulação:- Malha: 123 × 403 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0005m);- Dimensão do domínio: 0.0615m× 0.2015m;- Raio do injetor: ri = 0.002m;- Altura do injetor: hi = 0.03m;- Raio do reipiente ilindrio: rr = 0.06m;- Altura do reipiente ilindrio: hr = 0.17m;- Altura do �uido dentro do reipiente: hf = 0.16m;- Esala de omprimento: L = 2ri = 0.004m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 0.5m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 10−5m2/s;- Número de Reynolds: Re = 200.O injetor está loalizado a 0.1m do �uido. A Figura 7.26 mostra a omparação entre oexperimento de Taylor e os resultados numérios obtidos om o esquema PFDPUS nos tempos
t = 0.25s e t = 2.5s, respetivamente. Observa-se que quando o jato de �uido atinge asuperfíie rígida (t = 2.5s) este forma uma estrutura toroidal, revelando uma ótima oerêniados resultados numérios om os dados experimentais apresentados por Taylor [66℄.97
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t = 0.75s

t = 2.5sFigura 7.26: Comparação entre os resultados experimentais e numérios para o experimento deTaylor obtidos om o esquema PFDPUS nos tempos t = 0.75s e t = 2.5s, respetivamente.Para omplementar, a Figura 7.27 ilustra os resultados numérios obtidos om o esquemaPFDPUS em t = 10s. Essa �gura apresenta a estrutura ompleta simulada pelo esquema(Figura 7.27-(a)) e, também, um orte (Figura 7.27-(b)) em que possível observar em detalhesa formação dos vórties apturados na simulação. Os resultados numérios para os ampos depressão e veloidade (nas direções r e z) estão mostrados na Figura 7.28.7.4.2 Ressalto hidráulio irularUm fen�meno bastante visto no dia-a dia, o ressalto hidráulio irular oorre quando umjato irular de água inide perpendiularmente numa superfíie rígida e se espalha radialmentea partir do ponto de impato. Segundo a literatura (veja, por exemplo, [37℄ e [65℄), durante oespalhamento a espessura derese e, então, a uma erta distânia rese repentinamente sobà ação de um gradiente de pressão adverso. Esse gradiente pode ausar separação da pelíulaem alguma distânia radial, levando à formação de um fen�meno interessante onheido omoressalto hidráulio irular. A Figura 7.29 mostra a representação esquemátia desse fen�meno.Uma solução analítia para a espessura da amada de �uido foi proposta por Watson [78℄ e98



7.4 Esoamentos inompressíveis axissimétrios

(a) Estrutura ompleta (b) Estrutura om orteFigura 7.27: Resultados numérios do esquema PFDPUS para o experimento de Taylor em
t = 10s.é dada da forma
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, (7.15)onde c = 1.402, r0 = 0.3155aRe
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3 e l é uma onstante arbitrária, a qual é alulada onsiderandoo desenvolvimento iniial da amada limite δ, sendo l = 0.567aRe
1

3 . Vale ressaltar que estasolução analítia é válida somente na região do domínio em que o �uido já atingiu a superfíierígida, longe do ponto de impato e antes da formação do ressalto hidráulio.Para a simulação, o ódigo Free�ow 2D [9℄ para problemas om simetria radial, equipadoom o esquema PFDPUS, é empregado. Os resultados numérios obtidos são omparados oma solução analítia de Watson [78℄ dada por (7.14) e om dados experimentais (ver Middleman[49℄). Utiliza-se ondição de ontorno no-slip e os seguintes dados para a simulação:- Malha 1: 200 × 126 élulas omputaionais (δx = δy = 0.00025m);- Malha 2: 400 × 252 élulas omputaionais (δx = δy = 0.000125m);- Malha 3: 800 × 504 élulas omputaionais (δx = δy = 0.0000625m);- Dimensão do domínio: 0.05m× 0.0315m;- Raio do injetor: ri = 0.004m;- Altura do injetor: hi = 0.00075m; 99



Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétriosCampo de pressão

Campo de veloidade na direção r Campo de veloidade na direção z

Figura 7.28: Resultados numérios do esquema PFDPUS para a evolução da superfíie livree ampos de pressão e veloidade (na direção r e z) no tempo t = 10s para o problema doexperimento de Taylor.- Esala de omprimento: L0 = 2ri = 0.008m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 0.375m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 1.2 × 10−5m2/s;- Número de Reynolds: Re = 250.Aqui, o injetor está posiionado a uma distânia 0.03075m da superfíie rígida. A ompara-100



7.4 Esoamentos inompressíveis axissimétrios
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Figura 7.29: Representação esquemátia do ressalto hidráulio irular.ção entre a solução analítia de Watson [78℄ e os resultados numérios om o esquema PFDPUS,nas três malhas adotadas, para a espessura da amada de �uido é mostrada na Figura 7.30 em
t = 2.5s. É possível notar que as soluções numérias estão em boa onordânia om a soluçãode Watson na região onde a solução analítia é válida.
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Capítulo 7 Resultados numérios 2D e axissimétrios

(a) Experimento (b) PFDPUSFigura 7.31: Comparação entre o resultados experimental e o numério obtido om o esquemaPFDPUS para o ressalto hidráulio irular em t = 2.5s.
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Capítulo
8Resultados numérios 3D

Este apítulo engloba resultados numérios para esoamentos inompressíveis om super-fíies livres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes 3D. Usando-se o ambiente desimulação Free�ow 3D de Castelo et al. [9℄, equipado om o esquema PFDPUS, apresentam-seresultados numérios para os fen�menos onheidos omo jato osilante e ressalto hidráulioirular. É bom lembrar que os testes apresentados aqui são simulados om o esquema PFDPUSom o par de parâmetros α = 10 e β = 100.8.1 Jatos osilantesA ompreensão dos fen�menos de jatos osilantes (jet bukling) tem sido um dos prinipaistemas de pesquisa em dinâmia dos �uidos nos últimos 40 anos (ver, por exemplo, [70℄). Esseproblema é onstantemente observado no otidiano e tem várias apliações industriais taisomo na indústria de alimentos e proessamento de polímeros, entre outras. O fen�meno éaraterizado prinipalmente por instabilidades físias que surgem quando um jato de �uidoaltamente visoso olide ontra uma superfíie rígida impermeável. Ao aderirem à superfíierígida, esses jatos formam dobras ou espirais e, por essa razão, são denominados jatos osilantes.Cruikshank [13℄, por meio de seus estudos experimentais, tentou determinar os parâmetrosorientadores do surgimento desse fen�meno. Ele observou que o jato osilante irular oorrepara determinados valores rítios de dois parâmetros (demonstrados posteriormente por Tomée MKee [70℄), os quais são de�nidos pelas ondições
Re ≤ 1.2 e H

d
> 7.2, (8.1)onde H é a distânia entre o injetor e a superfíie rígida e d é o diâmetro do injetor.O objetivo aqui é mostrar que o Free�ow 3D atual (equipado om o esquema PFDPUS)103



Capítulo 8 Resultados numérios 3Dé também apaz de simular om suesso essas instabilidades físias em jatos a baixo númerode Reynolds. É importante observar nesse ponto que, muito embora o esquema PFDPUS foiproposto para problemas em que a onveção é dominante, ele também é útil para simularproblemas a Reynolds menor que 1. Uma representação esquemátia do problema para osasos irular e planar está ilustrada na Figura 8.1.
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(a) Cirular (b)PlanarFigura 8.1: Representação esquemátia dos jatos osilantes irular e planar.Problema 1: (Jato osilante irular)Para este problema onsideram-se dois asos, os quais estão desritos a seguir.Caso 1: Para este teste é utilizado o ódigo Free�ow 3D [9℄ onde o esquema PFDPUS éimplementado. A ondição no-slip é apliada na superfíie rígida e demais dados para simulaçãosão empregados:- Malha: 50 × 50 × 63 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.02m);- Dimensão do domínio: 1m× 1m× 1.26m;- Diâmetro do injetor d = 0.08m;- Altura do injetor: Hi = 0.2m;- Distânia entre o injetor e a superfíie rígida: H = 1m;- Esala de omprimento: L0 = d = 0.08m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2/s;- Número de Reynolds: Re = 0.288.É importante observar que as ondições de Cruikshank (8.1) para a formação do fen�meno(bukling) estão satisfeitas, uma vez que, Re = 0.288 e H
d

= 12.5. Os resultados obtidos om104



8.1 Jatos osilanteso esquema PFDPUS em diferentes tempos (t = 1s, t = 3s, t = 5s, t = 7s, t = 9s, t = 10s,
t = 12s, t = 15s e t = 17s) podem ser vistos na Figura 8.2. Observa-se laramente por essas�guras que o fen�meno do jato osilante irular é simulado om suesso ao se usar o esquemaPFDPUS.Caso 2: Este teste é também realizado no ódigo Free�ow 3D [9℄ no qual o esquema PFDPUSé implementado. Aqui, onsidera-se o diâmetro do injetor omo a metade do esolhido noaso anterior. Considera-se a ondição no-slip na superfíie rígida e os seguintes dados parasimulação:- Malha: 100 × 100 × 123 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.01m);- Dimensão do domínio: 1m× 1m× 1.23m;- Diâmetro do injetor d = 0.04m;- Altura do injetor: Hi = 0.2m;- Distânia entre o injetor e a superfíie rígida: H = 1m;- Esala de omprimento: L0 = 2d = 0.08m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2/s;- Número de Reynolds: Re = 0.288.Nota-se também nesse aso que as ondições de Cruikshank (8.1) estão satisfeitas, pois
Re = 0.288 e H

d
= 25. A Figura 8.3 mostra a omparação qualitativa entre os resultadosexperimentais (ver Nóbrega et al. [51℄) e os resultados numérios obtidos om o esquemaFPDPUS em quatro tempos (t = 1.5s, t = 2.8s, t = 4.7s e t = 9.4s). Pode-se observar que,mesmo tomando o diâmetro do injetor mais �no, o esquema PFDPUS aptura muito bem ofen�meno do jato osilante irular e apresenta boa onordânia om os dados experimentais.Problema 2: (Jato osilante planar)Neste segundo problema, uma geometria retangular é adotada para o injetor (ver Figura8.1). O objetivo é veri�ar o desempenho do esquema PFDPUS na aptura da formação dasdobras no deorrer do esoamento. A ondição no-slip é apliada na superfíie rígida e osparâmetros envolvidos na simulação são:- Malha: 146 × 66 × 213 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.005m);- Dimensão do domínio: 0.73m× 0.33m× 1.065m;- Dimensões injetor: d = 0.2m, Li = 0.02m e Hi = 0.05m;- Distânia entre o injetor e a superfíie rígida: H = 1m;- Esala de omprimento: L0 = d = 0.2m;- Esala de veloidade (veloidade de injeção): U0 = 1m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 0.278m2/s;- Número de Reynolds: Re = 0.72. 105



Capítulo 8 Resultados numérios 3D

t = 1s t = 3s t = 5s

t = 7s t = 9s t = 11s

t = 13s t = 15s t = 17sFigura 8.2: Resultados numérios para o jato osilante irular obtidos om o esquema PFDPUSnos tempos t = 1s, t = 3s, t = 5s, t = 7s, t = 9s, t = 11s, t = 15s e t = 17s.106



8.1 Jatos osilantes

t = 1.5s

t = 2.8s

t = 4.7s

t = 9.4sFigura 8.3: Comparação entre os resultados experimentais e numérios para o jato osilanteirular obtidos om o esquema PFDPUS nos tempos t = 1.5s, t = 2.8s, t = 4.7s e t = 9.4s.107



Capítulo 8 Resultados numérios 3DA Figura 8.4 ilustra os resultados obtidos om o esquema PFDPUS em seis tempos (t = 0.3s,
t = 0.6s, t = 0.9s, t = 1.2s, t = 1.5s e t = 1.8s). A partir das �guras é possível ver que asdobras que surgem no esoamento quando o �uido toa a superfíie rígida são bem apturadas,o que mais uma vez on�rma que o esquema PFDPUS é apropriado também para simularesoamentos de �uidos altamente visosos.8.2 Ressalto hidráulio irularPara �nalizar, nesta seção apresenta-se a simulação do ressalto hidráulio irular no aso3D (já simulado anteriormente no aso axissimétrio). No aso em que o número de Reynoldsé su�ientemente alto, a forma mais omum do esoamento aparee quando a pelíula de �uidoé suave antes do ressalto e instável após ele (ver experimento de Ellegard et al. [19℄ na Figura8.5-(a)).Para a simulação do problema é utilizado o ódigo Free�ow 3D [9℄ equipado om o esquemaPFDPUS proposto. A ondição no-slip é adotada na superfíie rígida e os seguintes dados paraa simulação são:- Malha: 120 × 120 × 10 élulas omputaionais (δx = δy = δz = 0.005m);- Dimensão do domínio: 0.6m× 0.6m× 0.05m;- Diâmetro do injetor: d = 0.05m;- Esala de omprimento: L0 = d = 0.05m;- Esala de veloidade: U0 = 1m/s;- Coe�iente de visosidade inemátia: ν = 5 × 10−5m2/s;- Número de Reynolds: Re = 1000.Além disso, o injetor está posiionado a uma distânia H = 0.001m da superfíie rígida. Oresultado numério obtido em t = 1.8s está omparado, na Figura 8.5, om o experimento deEllegard et al. [19℄. Nota-se que o esquema PFDPUS simula om suesso esse experimento.
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8.2 Ressalto hidráulio irular

t = 0.3s t = 0.6s

t = 0.9s t = 1.2s

t = 1.5s t = 1.8sFigura 8.4: Resultados numérios para o jato osilante planar obtidos om o esquema PFDPUSnos tempos t = 0.3s, t = 0.6s, t = 0.9s, t = 1.2s, t = 1.5s e t = 1.8s.109



Capítulo 8 Resultados numérios 3D

(a) Experimento de Ellegard et al. [19℄ (b) PFDPUSFigura 8.5: Comparação entre o resultados experimental de Ellegard et al. [19℄ e o numérioobtido om o esquema PFDPUS para o ressalto hidráulio irular em t = 1.8s.
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Capítulo
9Conlusões e trabalhos futuros

A pesquisa ientí�a desrita nesse texto apresentou o desenvolvimento, análise e implemen-tação de um novo esquema upwind de alta resolução, denominado PFDPUS, para a disretizaçãode termos onvetivos de leis de onservação gerais e das equações de Navier-Stokes na formula-ção inompressível. Esse esquema, uma função polinomial por partes, resulta da apliação dosritérios de estabilidade TVD/CBC ombinados om as quatro ondições de Leonard. O es-quema PFDPUS é apresentado em variáveis normalizadas de Leonard e na ténia de limitadorde �uxo, mostrando possuir duas araterístias importantes: simpliidade e robustez. Váriasversões não osilatórias do esquema para simulação de problemas omplexos foram introduzidasimpondo os seguintes pares de parâmetros livres: α = 0 e β = −38; α = 3 e β = 100; α = 9e β = 88; α = 10 e β = 100. Com esses pares de parâmetros, o desempenho do novo esquemafoi avaliado em uma variedade de problemas de leis de onservação 1D e 2D. Como apliação,o esquema PFDPUS om o par de parâmetros α = 10 e β = 100 foi usado para a simulação deesoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis 2D, 3D e axissimétrios. As simula-ções foram feitas usando software CLAWPACK para problemas ompressíveis e o ambiente desimulação Free�ow para esoamentos inompressíveis.De maneira geral, os resultados numérios 1D apontam que esse novo esquema upwind dealta resolução tem desempenho omparável om os demais esquemas estudados, mostrando serapaz de ontrolar osilações numérias próximas as desontinuidades e introduzir poua dissi-pação numéria. Além disso, a partir das omparações realizadas quanto ao avanço temporalexplíito por Euler e Runge-Kutta TVD de tereira ordem, �ou onstatado que o desempenhodo esquema PFDPUS melhora signi�ativamente quando alta ordem no tempo é empregada.Vale ressaltar que os melhores resultados om o esquema PFDPUS foram alançados quando opar de parâmetros livres α = 10 e β = 100 foi utilizado.Em partiular, om o suesso obtido nas simulações 1D, o esquema PFDPUS foi então111



Capítulo 9 Conlusões e trabalhos futurosapliado na resolução de leis onservação 2D e esoamentos inompressíveis om superfíieslivres móveis (para uma ampla faixa do número de Reynolds). Os resultados numérios foramomparados om dados experimentais, numérios e analítios. A partir dos resultados �oularo que o novo esquema PFDPUS pode ser usado om on�ança quando pretende-se simularequações hiperbólias 2D e esoamentos de �uidos om superfíies livres móveis altamenteomplexos.Em síntese, esta pesquisa, além de dispor de um esquema upwind de alta resolução alterna-tivo, fornee também uma variedade de dados numérios preisos de simulações om esse novoesquema, o que permitirá, no futuro, que outros pesquisadores omparem seus dados om osaqui apresentados.A ontinuidade do trabalho pode se dar de muitas maneiras omo, por exemplo, analisaro desempenho do esquema PFDPUS om outros parâmetros livres α e β que não foram on-templados nesse estudo. Além disso, a ombinação do esquema PFDPUS om modelagensda turbulênia pode ser apliada para resolver numeriamente uma variedade de problemasde esoamentos inompressíveis om superfíies livres móveis envolvendo: tensão super�ial,transferênia de alor, fen�menos de onveção/difusão em �uidos não newtonianos e fen�me-nos interfaiais em esoamentos multifásios.
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Capítulo
10Produção ientí�a

Neste apítulo são listados os artigos publiados/submetidos originados dessa dissertação.10.1 Artigos publiados� Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A. C. Candezano, Patríia Sartori e ValdemirG. Ferreira, A simple NVD/TVD-based upwinding sheme for onvetion term disretization,ECCOMAS CFD 2010-Fifth European Conferene on Computational Fluid Dynamis, 2010,Lisboa/Portugal.Abstrat: The orret modeling for proesses involving onvetion, without introduingexessive arti�ial damping while retaining high auray, stability, boundedness and simpliityof implementation ontinues being nowadays a hallenging task for the ienti� CFD ommu-nity (see [1,2,5℄). In this ontext, the objetive of this study is to present and to evaluate theperformane of a new TVD-based upwinding sheme, namely Six-Degree Polynomial UpwindSheme of C1 Class (SDPUS-C1), for onvetion term disretization. SDPUS-C1 satis�es theTVD priniple of Harten [3℄ and is based on the NVD formulation of Leonard [4℄. Firstly, adesription of the sheme is done and then numerial results are presented for three-dimensionalhyperboli onservation laws, suh as aoustis, Burgers and Euler equations. Finally, asappliation, the SDPUS-C1 sheme is used for the omputational simulation of three-dimensionalinompressible �uid �ows involving moving free surfaes.� Patríia Sartori, Giseli A. B. Lima, Laís Corrêa, Miguel A. C. Candezano e Valdemir G. Fer-reira, Avaliação omputaional de três esquemas upwind originais, SIMMEC 2010 - 9o Simpósiode Meânia Computaional, 2010, São João Del Rei/MG.Resumo: Resolver numeriamente problemas em dinâmia dos �uidos é uma tarefa difíil edesa�adora, prinipalmente quando tais problemas são dominados por onveção. Isso requer113



Capítulo 10 Produção ientí�ao desenvolvimento de esquemas numérios tipo upwind que sejam preisos, monot�nios e ro-bustos. O presente trabalho é destinado à avaliação omputaional de três novos esquemasupwind de alta resolução, desenvolvidos no LCAD-ICMC/USP, denominados ADBQUICKEST(ADaptative Quikest), TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme) e SDPUS-C1(Six-Degree Polynomial Upwind Sheme of C1 Class). O desempenho desses esquemas é inves-tigado a partir da simulação omputaional de problemas de leis de onservação hiperbólias, asaber, adveção e problemas de Riemann para aústia e Euler da dinâmia dos gases. E então,omo apliação, esses esquemas são utilizados na simulação de esoamentos inompressíveisom superfíies livres móveis modelados pelas equações de Navier-Stokes 3D.� Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Patríia Sartori, Miguel A. C. Candezano e Valdemir G.Ferreira, A new polynomial upwind onvetion sheme for �uid �ow simulations, CONEM 2010- VI Congresso Naional de Engenharia Meânia, 2010, Campina Grande/PB.Abstrat: The simulation of �uid �ow problems involving strong onvetive harater is adi�ult problem to solve and has atrated many researhers in the CFD ommunity. In thissenario, we present in this work a new polynomial upwind sheme, alled SDPUS ("Six-DegreePolynomial Upwind Sheme of C1 Class"), for numerial solution of onservation laws andrelated �uid dynamis problems. The sheme is developed in the ontext of normalized variablesof Leonard and satis�es the CBC and TVD stability riteria of Gaskell and Lau, and Harten,respetively. The numerial solutions obtained with this sheme an ahieve seond/third orderof auray in smooth regions and �rst order near to disontinuities (shoks). The performaneof the SDPUS is assessed in the solution of nonlinear hyperboli systems, suh as shallowwater, aoustis, and Euler equations of gas dynamis. As appliation, the sheme is thenused in the solution of inompressible Navier-Stokes equations in ylindrial oordinates. Fromnumerial results, one an learly see that the SDPUS-C1 sheme is a robust tool for resolvingboth ompressible and inompressible omplex �ow problems.� Miguel A. C. Candezano, Patríia Sartori e Valdemir G. Ferreira, An upwind implementationof some onservation laws, DINCON'10 - 9th Brazilian Conferene on Dynamis, Control andtheir Appliations, 2010, Serra Negra/SP.Abstrat: This work provides a omputational assessment of three high-resolution upwindshemes namely ADBQUICKEST, TOPUS and CUBISTA for solving some �uid dynamis pro-blems. These shemes are developed in the ontext of the normalized variables (NV) of Leonardand in TVD onstraints of Harten, and implemented using the �nite di�erenemethodology. We onsider the appliation of these shemes to systems of onservation laws,1D and 2D, to demonstrate their performane in modeling suh problems.� Miguel A. C. Candezano, Patríia Sartori, Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima e Valdemir G.Ferreira, A omputational evaluation of two high-resolution onvetive shemes for problems in114



10.1 Artigos publiados�uid dynamis, ENCIT 2010 - XIII Brazilian Congress of Thermal Sienes and Engineering,2010, Uberlândia/MG.Abstrat: It is well reognized that researhers fae many problems for numeriallyapproximating nonlinear onvetive terms in onservation laws and related �uid dynamisproblems. One of the main hallenges is to develop upwind shemes that apture welldisontinuities (or shok waves) and allow high (at least seond order) auray solution. In thissenario, the goal of this work is to present a omputational evaluation of two genuinely Bra-zilian high resolution onvetive upwind shemes, namely ADBQUICKEST and SDPUS-C1,for solving general �uid dynamis problems. Both shemes are developed in the ontext ofnormalized variables (NV) of Leonard and satisfy the total-variation diminishing (TVD)onstraints of Harten.� Patríia Sartori, Miguel A. C. Candezano e Valdemir G. Ferreira, Avaliação de dois esquemaspara a aptura de hoque para leis de onservação nas formas onservativa e não-onservativa,CNMAC 2010 - XXXIII Congresso Naional de Matemátia e Apliada e Computaional, 2010,Águas de Lindóia/SP.Resumo: Nos últimos anos, novos esquemas upwind para aptura de hoque vem sendo de-senvolvidos para aproximar termos onvetivos (em geral não lineares) de leis de onservação;omo exemplos pode-se itar os esquemas ADBQUICKEST (ADaptative Bounded QUICKEST )[1℄ e TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind Sheme) [2℄, originalmente desenvolvidos noLCAD-ICMC-USP. Objetiva-se om esses esquemas resolver bem desontinuidades (ou ho-ques) usando uma forma adequada da equao modelo. Para tanto, prope-se neste trabalhomostrar a importânia da modelagem numéria na forma onservativa e onstatar, por meiode exemplos numérios, que a forma não-onservativa pode levar a resultados que pareemrazoáveis no hoque mas são, na maioria das vezes, inorretos. Isso pode oorrer pois a formanão-onservativa pode forneer o álulo inorreto das veloidades nas vizinhanças das deson-tinuidades.10.2 Artigos submetidos� Miguel A. C. Candezano, Patríia Sartori, Laís Corrêa, Giseli A. B. Lima, Rodolfo Perez eValdemir G. Ferreira, A numerial study of some reently introdued TVD upwinding shemeswith appliations in �uid dynamis problems, COBEM 2011 - 21st International Congress ofMehanial Engineering, 2011, Natal/RN.Abstrat: An important issue in omputational �uid dynamis is the appropriate appro-ximation of the onvetion phe nomena. For this, the TVD shemes are alternatives to theENO/WENO tehniques due to the robustness, low ost and simpliity of implementation.Within this senario, the aim of the our work is to present a numerial study of some reentlyintrodued polynomial TVD upwinding shemes - namely TOPUS and SDPUS - with appli-115



Capítulo 10 Produção ientí�aations in �uid dynamis problems. By using these new upwind shemes, numerial resultsfor nononvex nonlinear problem, 2D advetion of salars and 2D Euler equations are presen-ted. Comparison with the well reognized CFL-dependent ARORA-ROE and ADBQUICKESTshemes and the onventional SUPERBEE and MC shemes are assessed. The TOPUS andSDPUS upwind shemes are developed in the ontext of normalized variables (NV) of Leonardand satisfy TVD onstraints of Harten.
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Apêndie
AO esquema PFDPUS e os parâmetros livres α e β

Este apêndie apresenta uma breve desrição de omo são determinados os parâmetros livres
α e β do esquema PFDPUS que o tornam TVD. Para isso, onsidera-se o esquema PFDPUSem variáveis normalizadas da forma
φ̂f =
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)

φ̂U +
(

1
13
β
)

, se φ̂U ∈ [1
2
, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],(A.1)e as restrições TVD de Harten [26℄ de�nidas por (ver Figura 3.4)
{

φ̂f ∈ [φ̂U , 2φ̂U ] e φ̂f ≤ 1, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].
(A.2)Para que o esquema PFDPUS seja TVD, onstata-se a partir de (A.2) que as seguintesondições devem ser satisfeitas:i) φ̂f ≥ φ̂U para 0 ≤ φ̂U < 1

2
.Seja h = φ̂f − φ̂U . Substituindo a primeira sentença de (A.1) em h, obtém-se
h = (−14 + 4α)φ̂4

U + (9 − 4α)φ̂3
U + αφ̂2

U . (A.3)Assim, h ≥ 0 para 0 < φ̂U ≤ 1
2
.ii) φ̂f ≤ 2φ̂U para 0 ≤ φ̂U < 1

2
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Capítulo A O esquema PFDPUS e os parâmetros livres α e βConsidere g = φ̂f − 2φ̂U . Substituindo a primeira sentença de (A.1) em g, obtém-se
g = (−14 + 4α)φ̂4

U + (9 − 4α)φ̂3
U + αφ̂2

U − φU . (A.4)Logo, g ≤ 0 para 0 ≤ φ̂U < 1
2
.iii) 0 < φ̂f ≤ 1 para 0 ≤ φ̂U < 1

2
.Seja s = φ̂f − 1

2
. Substituindo a primeira sentença de (A.1) em s, obtém-se

s = (−14 + 4α)φ̂4
U + (9 − 4α)φ̂3

U + αφ̂2
U + φU − 1. (A.5)Assim, s ≤ 0 para 0 ≤ φ̂U < 1

2
.iv) φ̂f ≥ φ̂U para 1

2
≤ φ̂U ≤ 1.Seja p = φ̂f − φ̂U . Substituindo a segunda sentença de (A.1) em p, segue

p =

(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

1 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β

)

. (A.6)Dessa forma, p ≥ 0 para 1
2
≤ φ̂U ≤ 1.v) 1

2
≤ φ̂f < 1 para 1

2
≤ φ̂U ≤ 1.Considera-se agora r1 = φ̂f − 1

2
e r2 = φ̂f − 1. Substituindo a segunda sentença de (A.1)em r1 e r2, segue

r1 =

(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

1 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β − 1

2

)

, (A.7)
r2 =

(

2 +
4

13
β

)

φ̂4
U +

(

−3 − 12

13
β

)

φ̂3
U + βφ̂2

U +

(

1 − 6

13
β

)

φ̂U +

(

1

13
β − 1

)

. (A.8)Dessa forma, deve-se ter r1 ≥ 0 e r2 ≤ 0 para 1
2
< φ̂U ≤ 1.Para determinar os parâmetros livres α e β que satisfaçam todas as ondições aima, umprograma esrito na linguagemC, que varre valores inteiros para α e β, é utilizado. Os resultadosobtidos mostram que para α ∈ [0, 10] o esquema é TVD para φ̂U ∈ [0, 1

2
). Já para β, osresultados apresentam inúmeros valores entre -38 e 100. Dentre eles, β = −38, β = 88 e

β = 100 são alguns dos valores que tornam o esquema PFDPUS TVD para φ̂U ∈ [1
2
, 1].Em resumo, as ombinações entre os parâmetros livres α e β que tornam o esquema PFDPUSTVD e que são utilizados nesse trabalho são: α = 0 e β = −38, α = 3 e β = 100, α = 9 e

β = 88, e, α = 10 e β = 100. A Figura 4.1 do Capítulo 4 mostra, respetivamente, o esquemaPFDPUS nos planos φ̂f ⊥ φ̂U e ψ ⊥ r para as quatro ombinações esolhidas para α e β. Comopode-se notar, este esquema está inteiramente ontido na região TVD.
118



Apêndie
BCLAWPACK

Este apêndie apresenta uma breve desrição do paote omputaional CLAWPACK (Con-servation LAW PACKage). Esse paote omputaional foi desenvolvido por Leveque et al. [44℄e, no ontexto do método de volumes �nitos, simula leis de onservação hiperbólias 1D, 2D e3D. Como visto no Capítulo 2, as leis de onservação 1D podem ser esritas da forma
φt + F (φ)x = 0, (B.1)onde φ é hamado de vetor das variáveis onservadas e F = F (φ) é o vetor da função �uxo.Em uma dimensão, para a solução de (B.1) é empregado a forma quasi-linear das equações

φt + A(x, t)φx = 0, (B.2)em que A(x, t) é a matriz jaobiana F ′(φ(x, t)) = A(x, t).Para a resolução das leis de onservação 1D é empregado o algoritmo:Passo 1: Substitui-se a solução pontual por uma distribuição onstante por partes;Passo 2: Resolve-se o problema de Riemann aproximado pelo método de Roe (ver detalhesem Leveque [43℄ e Toro [72℄). O soluionador do problema de Riemann retorna, para quaisquerdois estados φi−1 e φi, um onjunto de M ondas de�nidas omo
M
∑

q=1

Wq

i− 1

2

= φi − φi−1 = ∆φi− 1

2

(B.3)e as �utuações
A−∆φi− 1

2

=

M
∑

q

(ŝq)−Wq

i− 1

2

(B.4)119



Capítulo B CLAWPACK
A+∆φi− 1

2

=

M
∑

q

(ŝq)+Wq

i− 1

2

, (B.5)onde (ŝq)− = min(λ̂, 0) e (ŝq)+ = max(λ̂, 0), em que λ̂ é o outovalor da matriz A.Passo 3: Aplia-se a fórmula de atualização. As soluções são omputadas usando método deprimeira ordem de Godunov ou por sua variante de segunda ordem de preisão proposto porLeVeque [43℄, o método de primeira ordem de Godunov om termo de orreção:� Método de primeira ordem de Godunov:
φn+1

i = φn
i − δt

δx

(

A+∆φi− 1

2

+ A−∆φi+ 1

2

)

; (B.6)� Método de primeira ordem de Godunov om termo de orreção:
φn+1

i = φn
i − δt

δx

(

A+∆φi− 1

2

+ A−∆φi+ 1

2

)

− δt

δx

(

F̃i+ 1

2

− F̃i− 1

2

)

, (B.7)onde
F̃i− 1

2

= A+φi + A−φi−1 +
1

2
|A|
(

I − δt

δx
|A|
)

(φi − φi−1), (B.8)om
φi − φi−1 =

M
∑

q

α̃i− 1

2

ŝq e α̃i− 1

2

= αi− 1

2

ψ(rq

i− 1

2

), (B.9)em que α = R−1δ, R é a matriz dos autovetores, δ = φi − φi−1, ψ são as funções limitadores de�uxo e rq

1− 1

2

é a razão dos gradientes onseutivos de�nida por
rq

i− 1

2

=
αq

I− 1

2

αq

i− 1

2

em que I =

{

i− 1, se λq ≤ 0,

i+ 1, se λq > 0,
(B.10)om λq autovalores.Vale ressaltar, que a partir do método de primeira ordem de Godunov om termo de orreçãodado por (B.7), é possível implementar no CLAWPACK uma variedade de métodos numériosa partir de pequenas modi�ações nas rotinas que implementam os limitadores de �uxo. Essasmodi�ações tem o objetivo de aresentar os limitadores �uxos de outros esquemas desejados.
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