Abordagem classica e bayesiana para os
modelos de séries temporais da
familia GARMA com aplicagoes para
dados de contagem

Adriana Strieder Philippsen




SERVICO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Abordagem classica e bayesiana para os
modelos de séries temporais da
familia GARMA com aplicagoes para
dados de contagem

Adriana Strieder Philippsen

Orientador: Prof. Dr. Marinho Gomes de Andrade Filho

Dissertagcdo apresentada ao Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computagdo - ICMC-USP, como parte dos requisitos para
obtencdo do titulo de Mestre em Ciéncias - Ciéncias de
Computagdo e Matematica Computacional. VERSAO
REVISADA.

USP — Sao Carlos
Maio/2011



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi

e Secdao Técnica de Informatica, ICMC/USP,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

P551a

Phi | i ppsen, Adriana Strieder

Abor dagem cl assi ca e bayesi ana para os npdel os de
séries tenporais da familia GARVA com aplicagbes para
dados de contagem/ Adriana Strieder Philippsen;
ori entador Marinho Gonmes de Andrade Filho -- S&o
Carl os, 2011.

105 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Programa de POs- Graduacgdo en
C énci as de Comput acdo e Mateméti ca Conputacional) --
Instituto de G éncias Matenmaticas e de Conputacgao,
Uni ver si dade de Sdo Paul o, 2011.

1. Séries Tenporais. 2. Inferéncia Bayesiana. 3.
Inferéncia O éassica. |I. Filho, Marinho Gones de
Andrade, orient. IIl. Titulo.

=




Aos meus pais e amigos, Carlito e Melita.
As minhas irmés e sobrinho Gisele, Juliana e Gabriel.

Pelo amor e carinho.



Agradecimentos

Primeiramente agradeco aos meus pais, Carlito e Melita, que me deram nao somente
a vida, mas principalmente a minha educagao e condigoes de estudo, os mais profundos
agradecimentos. As minhas irmas e ao meu sobrinho, Gisele, Juliana e Gabriel, que sempre
estiveram carinhosamente presentes, pelas criticas e for¢a para superar obstéculos todos os

dias na dificil tarefa de estudar.

Ao meu namorado, companheiro e amigo Marcos, por aguentar meus momentos de

ansiedade e estresse, pelo amor, paciéncia, total apoio e horas de estudo compartilhadas.

Agradego ao meu orientador, Marinho Gomes de Andrade Filho, pela paciente toleran-
cia e oportunidade que a mim foi confiada, pelas excelentes aulas ministradas e por estar
sempre tao solicito para dirimir toda e qualquer duvida, pela orientacao e incentivo na

elaboracao e condugao deste trabalho.

A todos os meus amigos e amigas que sempre se preocuparam comigo, pela amizade e

por todos os momentos divertidos.

Aos professores Maria Silvia de Assis Moura e Ricardo Sandes Ehlers, membros da banca

do exame de qualificagao, pelas sugestoes feitas.

Aos diversos professores do Departamento de Estatistica da Universidade Estadual de
Maringa, em especial aos professores Josmar Mazucheli, Rosangela Getirana Santana e

Isolde Terezinha S. Previdelli pelo incentivo que me levaram a fazer pds-graduacao.

A todas as pessoas que, direta ou indiretamente, contribuiram para a execucao dessa

dissertacao.

Finalmente, agradego ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico

(CNPq) pelo auxilio concedido para este trabalho.



Resumo

Nesta dissertacao estudou-se o modelo GARMA para modelar séries temporais de dados
de contagem com as distribuigoes condicionais de Poisson, binomial e binomial negativa. A
principal finalidade foi analisar no contexto classico e bayesiano, o desempenho e a qualidade
do ajuste dos modelos de interesse, bem como o desempenho dos percentis de cobertura
dos intervalos de confianca dos parametros para os modelos adotados. Para atingir tal
finalidade considerou-se a andlise dos estimadores pontuais bayesianos e foram analisados
intervalos de credibilidade. Neste estudo é proposta uma distribui¢ao a priori conjugada
para os parametros dos modelos e busca-se a distribuicao a posteriori, a qual associada
a certas funcgoes de perda permite encontrar estimativas bayesianas para os parametros.
Na abordagem classica foram calculados estimadores de maxima verossimilhanga, usando-
se o método de score de Fisher e verificou-se por meio de simulagao a consisténcia dos
mesmos. Com os estudos desenvolvidos pode-se observar que, tanto a inferéncia classica
quanto a inferéncia bayesiana para os parametros dos modelos em questao, apresentou boas
propriedades analisadas por meio das propriedades dos estimadores pontuais. A tltima
etapa do trabalho consiste na analise de um conjunto de dados reais, sendo uma série
real correspondente ao nimero de internagoes por causa da dengue em Campina Grande.
Estes resultados mostram que tanto o estudo classico, quanto o bayesiano, sao capazes de

descrever bem o comportamento da série.

Palavras-chave: Modelo GARMA, Distribuigao de Poisson, Distribuicao Binomial,

Distribui¢ao Binomial Negativa, Inferéncia Cléssica, Inferéncia Bayesiana.



Abstract

In this work, it was studied the GARMA model to model time series count data with
Poisson, binomial and negative binomial discrete conditional distributions. The main goal is
to analyze, in the bayesian and classic context, the performance and the quality of fit of the
corresponding models, as well as the coverage percentages performance to these models.
To achieve this purpose we considered the analysis of Bayesian estimators and credible
intervals were analyzed. To the Bayesian study it was proposed a priori distribution joined
to the models parameters and sought a posteriori distribution, which one associate with
to certain loss functions allows finding out Bayesian estimates to the parameters. In the
classical approach, it was calculated the maximum likelihood estimators using the method
of Fisher scoring, whose interest was to verify, by simulation, the consistence. With the
studies developed we can notice that, both classical and inference Bayesian inference for
the parameters of those models, presented good properties analysed through the properties
of the punctual estimators. The last stage of the work consisted of the analysis of one real
data set, being a real serie corresponding to the admission number because of dengue in
the city of Campina Grande. These results show that both the classic and the Bayesian

studies are able to describe well the behavior of the serie.

Keywords: GARMA model, Poisson distribution, Binomial distribution, Negative Bi-

nomial distribution, Classic Inference, Bayesian Inference.
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Capitulo 1

Introducao

A anélise de séries temporais é uma area da estatistica dedicada ao estudo de observa-
¢oes que apresentam dependéncia no tempo. Uma série temporal pode ser definida como um
conjunto de observagoes de uma variével disposta ao longo do tempo. Este ramo da estatis-
tica surge nas mais variadas areas de aplicacao, como: epidemiologia, financas, econometria,

redes neurais, meteorologia, ciéncias sociais, fisica, geofisica, medicina, entre outras.

Na analise do comportamento de uma série temporal sem tendéncia e sazonalidade po-
dem ser utilizados modelos autorregressivos (AR) ou que incorporem médias moveis (MA).
Quando ha tendéncia, utilizam-se os modelos autorregressivos integrados de médias mo-
veis (ARIMA) e, para incorporar o componente de sazonalidade, utilizam-se os modelos
SARIMA. Dentre os modelos de séries temporais citados, destacamos o modelo autorre-
gressivo e de médias moveis ARMA (p, ¢) (Box et al., 2008), pois 0 mesmo forma uma classe
de modelos muito 1til e parcimoniosa para descrever dados de séries temporais. Porém este
modelo é apropriado para séries temporais estacionarias, mas na pratica, muitas delas nao
sao. Assim, para ajustar estes modelos a uma série temporal observada é necessério retirar
as fontes de variagao nao estacionarias. Uma maneira de remover a nao estacionariedade
consiste em diferenciar a série até que ela se torne estacionaria. Qutro inconveniente é que
muitas séries nao apresentam distribui¢gao normal, dificultando o uso dos modelos ARMA.
Tendo em vista este fato foram propostos os modelos GARMA (Benjamin et al., 2003)

como uma alternativa.
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Os modelos GARMA s@o uma extensao dos Modelos Lineares Generalizados (MLG) de

McCullagh & Nelder (1989) para situac¢oes de dados dependentes, caracterizando-se pela
adicao de um termo extra ao preditor linear, no qual este passa a incorporar termos autor-
regressivos (AR) e de médias moveis (MA). Ou seja, se considerarmos uma extensao dos
modelos ARMA, para uma série nao gaussiana, teremos que garantir que a distribui¢ao
condicional da variavel resposta utilizada pertenca a familia exponencial e com isso, pode-
remos tratar o modelo de forma muito semelhante ao tratamento dado aos MLGs, mas com
algumas diferencas que serao citadas no decorrer do texto. Estes modelos sao indicados
quando as variaveis em estudo nao tém aderéncia a distribuicao normal, principalmente

pelo fato de serem processos de contagem.

Os Modelos Lineares Generalizados foram introduzidos primeiramente por Nelder &
Wedderburn (1972), sendo baseados em distribuigdes que sao modelos de dispersao expo-
nencial. Os MLGs podem ser estendidos para séries temporais e varios autores apresentam
casos especiais de MLGs para anélise de série temporal. Veja, por exemplo, Li (1994); Foki-
anos & Kedem (2004), nos quais os modelos GARMA Poisson, binomial logistica, binomial

negativa e gamma sao discutidos e aplicados a conjunto de dados de série temporal real.

Esta dissertacao aborda o modelo GARMA com distribui¢gdes condicionais discretas
pertencentes a familia exponencial (distribui¢oes Poisson, binomial e binomial negativa)
em que o objetivo principal é analisar, nos contextos classico e bayesiano, o desempenho e
a qualidade do ajuste dos modelos de interesse, tais como o desempenho dos percentis de
cobertura para os modelos adotados e os intervalos de credibilidade no estudo bayesiano

para as trés distribuicoes.

A distribui¢ao binomial conta o ntimero de sucessos em um ndmero fixo de ensaios
de Bernoulli independentes, a distribui¢ao Poisson conta o ntimero de ocorréncias de um
evento durante um intervalo de tempo e a distribui¢ao binomial negativa conta o ntimero
de ensaios de Bernoulli necessarios para se obter um nimero de sucessos fixos (Casella &

Berger (2002)).

Visto que na literatura ainda nao se encontram resultados da teoria assintotica para os

modelos GARMA, adicionalmente este trabalho também se propoe a verificar, por meio
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do estudo de simulacao, se os estimadores de maxima verossimilhanca sao consistentes, e

também é calculado o viés e o erro quadratico médio dos mesmos.

A qualidade do procedimento bayesiano é analisada no contexto frequentista, isto é,
amostras foram simuladas para a construgao dos intervalos de credibilidade. Esse mesmo

procedimento foi considerado para os intervalos de confianca.

1.1 Organizacao dos capitulos

No Capitulo 2 é explanado rapidamente o modelo ARMA(p, ¢), citando as condiges de

estacionariedade e invertibilidade para o modelo.

No Capitulo 3 é definido o modelo GARMA que é uma extensao dos MLGs de McCullagh
e Nelder (1989) para situagoes de dados dependentes, caracterizando-se pela adi¢ao de um
termo extra ao preditor linear, que passa a incorporar termos autorregressivos e de médias
moveis. Também sao abordados os casos discretos desse modelo atribuindo distribuicoes

discretas pertencentes a familia exponencial: Poisson, Binomial e Binomial Negativa.

O foco principal do Capitulo 4 é mostrar o algoritmo de estimagao classico dos paréa-
metros dos modelos estudados, bem como apresentar a funcao desvio para cada um deles.
Também sao apresentados os critérios de selecao de modelo, a analise de residuos e a

previsao.

No Capitulo 5, é explorada a inferéncia bayesiana usando uma distribuicdo a priori
conjugada para os modelos GARMA em questao, sendo também desenvolvido um estudo
bayesiano para os estimadores do modelo ARMA. Para a estimacao dos parametros de
ambos os modelos, utilizou-se métodos de Monte Carlo com Cadeias de Markov, como

Metropolis e Gibbs Sampling.

A verificagao do percentil de cobertura dos intervalos de confianca sera desenvolvida
no Capitulo 6, no qual sao apresentados os resultados do estudo de simulacao cléssico
mencionados nos Capitulos 4. Neste capitulo, também sao exploradas a consisténcia, o viés

e o erro quadratico médio dos estimadores pontuais gerados no estudo de simulagao.
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No Capitulo 7 foi feita a ultima etapa do trabalho. Neste capitulo, sao apresentados
resultados obtidos pelos métodos classico e bayesiano para um conjunto de dados reais que

representa o numero de internag¢oes por causa da dengue em Campina Grande.



Capitulo 2

Modelo Autorregressivo e de Médias

Moéveis ARMA (p,q)

Seja {y,t = 1,2,...} uma série temporal. Box et al. (2008) definem o modelo autor-
regressivo e de médias moveis de ordem (p, q), denominado ARMA(p, q), como sendo um
modelo constituido de um processo autorregressivo de ordem p, denotado por AR(p) e um

processo de médias moveis de ordem ¢, MA(q). De maneira geral,

Y = P1Yi—1 + Qalp—2 + oo + Oplp—p + ap — 0101 — 02042 — ... — Oqa4—
ou
Y — PrYi—1 — P2Yp—2 + ... — ¢pyt—p =a; — O1a,—1 — 02049 — ... — eqat—q
ou ainda
¢(B)y: = 0(B)ay (2.1)

em que a; ¢ um ruido branco, ¢(B) e §( B) sao fungoes polindmiais do operador de defasagem

B de ordem p e ¢, respectivamente e tém a seguinte forma:

$(B)=1—¢B— B> — ... — ¢,B"

Q(B)zl—elB—Hng——Qqu

e o operador B & tal que B*y, = ;.

10
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Uma das suposi¢oes mais comuns feitas quando se trabalha com uma série temporal
¢ a de que ela seja estacionaria. Porém, grande parte das séries que sao encontradas na
pratica, apresentam alguma forma de nao estacionariedade, como por exemplo as séries
econdmicas e financeiras que apresentam em geral tendéncias crescentes ou decrescentes ou
variancia que muda ao longo do tempo. Séries que nao apresentam estacionariedade podem
apresentar as formas ditas de nao estacionariedade explosiva e aquelas que nao apresentam
comportamento explosivo. Este tiltimo tipo de nao estacionariedade ¢ chamado homogéneo;
a série pode ser estacionaria, flutuando ao redor de um nivel, por certo tempo, depois mudar
de nivel e flutuar ao redor de outro, e assim por diante, ou entao mudar de inclinagao, ou
ambas as coisas. Uma série pode ser estacionaria durante um periodo muito longo ou
pode ser estacionéria apenas em periodos muito curtos, mudando de nivel e/ou inclinagao.
Esta é apenas uma ideia intuitiva de estacionariedade e agora serao apresentadas algumas

definigbes: estacionariedade fraca (ou ampla ou de segunda ordem) e forte (ou estrita).

Definigao 2.1 Um processo estocdstico {y;;t € T}, € estaciondrio no sentido forte (ou
estritamente estaciondrio) se Fy, .y, (Y1, Yn) = Fy vy +r(U1, -+, Yn), para todo
th<ty<...<t,€T,n>1¢epara todo T €T, ou seja, se todas as distribui¢oes finito-
dimensionais Fy, |y (Y1, Yn) = Pys (W) < y1y- oy, (w) < ), (fungdo distribuicdao

de probabilidade conjunta), permanecem as mesmas sob translagoes do tempo.

Na pratica ¢ muito dificil usar esta definicao e costuma-se definir estacionariedade de

uma forma menos restrita, como segue:

Definicao 2.2 Um processo estocdstico {y;t € T}, € fracamente estaciondrio (ou esta-
ciondrio de sequnda ordem) se E(y;) = p (média constante), var(y;) = o (varidncia
constante) e cov(yg, yirr) = V(k) (covaridncia entre y; e yix € uma fungao que sé depende

de k), para todot € T e k € N.

Definigao 2.3 Um processo estocdastico {y;;t € T}, € Gaussiano se, para qualquer conjunto
L <ty<...<t,eT,n>1, as varidveis aleatorias y,, ...,y tém uma distribuicao

Normal n-variada.

Para definir a estacionariedade para modelos lineares estacionarios precisaremos do Te-

orema de Wald.
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Teorema 2.1 (Teorema de Wald) Se y, é um processo estocdstico, entao existe um pro-

cesso estocdastico {a;,t =1,2,...} tal que
ye=n+ Y Va ;= p+ (b
=0

em que W(b) € um polinémio definido por W(B) = Wy + ¥ B + WyB? + ..., com ¥y = 1,
E(a;) =0, Vt e E(aias) = 0 para todo s #t e E(a?) = 02, em que o2 denota a varidncia

constante de a;.

Se a;, com t =1,2,...,n sao variaveis aleatorias, independentes e identicamente distri-
) . . 1 e C L iid .
buidas (iid), normais com média zero e variancia constante o2 | isto ¢, a; ~ N (0,02), entao

neste caso, {a;,t > 0} recebe o nome de ruido branco.

O processo y; = 1 (B)a; ¢ estacionério no sentido fraco se as raizes do polinémio ¢(B) =
0 estao todas dentro ou sobre o circulo de raio unitario. Se a; é um processo i.i.d. N(0,c2),
esta condigao das raizes de 1)(B) = 0 garantem a estacionariedade no sentido forte para o

Processo.

Se {y;,t € T C Y} é uma série temporal, o modelo linear estacionério para y;, dado o

Teorema de Wald, ¢é estacionario se [¢/(B)| < oo para [B| < 1. Também, > 72 [¢;]| < oo,
o = 1.

O modelo ARMA(p, q), dado em (2.1), é estacionario se sua componente AR(p) é es-
tacionario, ou seja, as raizes de ¢(B) = 0 estao fora do circulo de raio unitario. De fato:

Para verificar a estacionariedade precisamos reescrever (2.1) na forma y; = ¢(B)a;, em que
W(B) = ¢(B)7'0(B). Mas ¢(B) = ¢(B)~'0(B) = (I[;_;(1 - G:B)7'0(B)), com ¢(B) = 0
tem raizes G; ', i=1,2,...,pe ¢(B) =[["_,(1 — G;B), entdo
U(B) = <i ci(l— Gi3)1> 0(B) = |[4(B)] < (Z jeif - (1 = Gi3)1!> 6(B)]
i=1
para |B| < 1.
Mas,

(1-G;B)™ | < 1+|Gi|B+|Gi|*’B*+

IN

ZG{ < o0, se |Gy <1

J=0

Portanto, [¢(B)| < oo para |B| <1 se |G| < 1.
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Definigao 2.4 Um processo linear serd invertivel se w(B) convergir para |B| <1, em que

n(B) = ¢(B)(B)~".

O modelo ARMA (p, q), dado em (2.1), é invertivel se sua componente MA(q) é invertivel,
ou seja, as raizes de #(B) = 0 estdo fora do circulo de raio unitario. De fato: Para
verificar a invertibilidade precisamos reescrever (2.1) na forma 7(B)y; = a;, em que 7(B) =
o(B)0(B)~t. Mas m(B) = ¢(B)0(B)™* = ([IL,(1 — H;B)"'¢(B)), em que H; ' sdo as
raizes de §(B) =0,1=1,2,...,q. Temos

7(B) = (Zci(l—HiB)‘l> ¢(B)

=1

sendo |¢(B)| < oo para |B| < 1. Tem-se |7(B)| < oo para |B| <1 se |H;| < 1.

Neste trabalho considera-se que as condicoes de estacionariedade e invertibilidade sao
garantidas, ou seja, as solugoes de ¢(B) = 0 e 0(B) = 0 estao todas fora do circulo de raio

unitario e que os valores de (p, ¢) sao fixos, mas desconhecidos.

Este modelo é muito utilizado na modelagem de série temporal, pois é um modelo com
um numero nao muito grande de parametros. Na literatura existe uma grande quantidade de
trabalhos a respeito do problema de estimacao dos parametros deste modelo considerando
as abordagens classica ou bayesiana (ver, por exemplo, Monahan (1983); Marriott et al.
(1996); Barnett et al. (1996); Barnett et al. (1997); Box et al. (2008);Brockwell & Davis
(2009)).



Capitulo 3

Modelos Generalizados ARMA

Séries temporais para dados de contagem sao registros da frequéncia relativa de ocor-
réncia de certos eventos em sucessivos intervalos de tempo, em geral igualmente espagados.
Podem ser citados como exemplos o ntimero mensal de sinistros de carros associados a uma
seguradora, o nimero diario de internacoes hospitalares em uma cidade em consequéncia

de dengue, entre outros.

Como pode-se observar, dados de contagem sao necessariamente nimeros inteiros nao
negativos, o que elimina a possibilidade do processo gerador de dados ser gaussiano, tor-
nando, a principio, inadequada a utilizacdo de modelos ARIMA (Box et al., 2008). Os
modelos apropriados para dados de contagem devem utilizar distribui¢oes de probabilidade
cujo dominio seja formado apenas pelos niimeros inteiros nao-negativos como é o caso das

distribui¢oes Poisson, binomial e binomial negativa.

Os modelos GARMA s@o uma extensao dos Modelos Lineares Generalizados (MLG)
de McCullagh & Nelder (1989) para situagdes de dados dependentes, caracterizando-se
pela adicao de um termo extra ao preditor linear, no qual este passa a incorporar termos
autoregressivos (AR) e de médias moveis (MA). Assim sendo, é conveniente introduzir uma

pequena descri¢gao dos MLG, antes de abordarmos os modelos GARMA.

14
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3.1 Modelos Lineares Generalizados

Nelder e Wedderburn propuseram, em 1972, os MLGs como uma extensao dos modelos
lineares normais. A ideia béasica consiste em abrir o leque de opc¢oes para a distribuicao
da variavel resposta, permitindo que a mesma pertenca a familia exponencial, bem como
dar maior flexibilidade para a relagao funcional entre a média da variavel resposta (u) e o

preditor linear (7).

Suponha que Y tem distribui¢ao na familia exponencial se

yb — b(0)

0,0) =
fr(ylo, ¢) exp{ -

+C(y,so)},

sendo 0 e ¢ > 0 os pardmetros canonico e de dispersao, respectivamente e b(-) e ¢(-) fungoes

conhecidas. A média e varidncia sao dadas por
EY)=p=0(0) e Var(Y)=¢'(0) = oV(p),

em que V(u) = b"(0) ¢ denominada funcao variancia sendo expressa em termos da média

L.

Os MLG podem ser usados quando se tem uma observacao do vetor Y com elementos
independentes e um vetor de médias p, com E(Y;) = u; = Z?Zl zi;B;,1=1,2,...,n, sendo
que p <n, 3= (01,5,...,0,)" € o vetor de coeficientes desconhecidos e x1, Za, ...,z sdo

as covariaveis.

Em forma matricial, p,x1 = XpxpBpx1, em que X é uma matriz de posto igual a p,

chamada de matriz modelo. X 3 é chamado preditor linear, sendo denotado por n, isto é,
n = Xg.

Um MLG envolve trés componentes:

e Componente aleatério: ¢é representado por um conjunto de variaveis aleatorias
independentes pertencentes a uma mesma distribuicao, que faca parte da familia

exponencial, com média F(Y;) = p;, i =1,...,n.

e Componente sisteméatico: as variaveis explicativas 1, 29, . . ., x, fornecem o predi-

tor linear n = X 3.
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e Funcao de Ligacao: ¢ uma fun¢ao que relaciona o componente aleatério ao compo-

nente sistemaético, ou seja, a média ao preditor linear

g(p;)) =mi, i=1,...,n. (3.1)

em que ¢(-) uma fun¢do mondtona e diferenciavel.

Agora, com os conceitos iniciais de MLG definidos, daremos inicio & explanacao dos

modelos GARMA.

3.2 Modelo GARMA

Esta segao é baseada no artigo de Benjamin et al. (2003). Neste artigo os autores
consideram uma extensao dos modelos ARMA com distribuigao condicional gaussiana para
distribuicoes condicionais nao-gaussianas. Porém, essa nova abordagem faz necessaria que
uma condig¢ao seja satisfeita: a distribuicao utilizada deve pertencer a familia exponencial
e assim, o modelo pode ser tratado de maneira analoga, mas com algumas diferencas, aos
Modelos Lineares Generalizados (MLG). A diferenca fundamental entre as duas abordagens
é que, enquanto em McCullagh e Nelder a distribuicao definida é a marginal, nos modelos
GARMA a parte aleatéria do modelo é especificada pela distribuicao condicional, tornando

possivel o tratamento de dados dependentes.

Em um modelo GARMA a distribui¢ao condicional de cada observagao y;, para cada

t=1,...,n, dado H; que representa o conjunto de informacoes passadas, denotado por

Ht:{mt,---,3317%—1,---»ylyllt—ly---a,ul}

¢é considerada pertencer a familia exponencial se

.0, — b(0;)

F([H) = exp{ -

T c<yt,so>} (3.2)

em que 0; e ¢ sdo os parametros canonico e de dispersao, respectivamente. As fungoes b(+)

e ¢(+) definem uma familia exponencial especifica e x é o vetor de variaveis explicativas.

Assim como nos modelos lineares generalizados, a média condicional do processo u; esta
relacionada com o preditor 7; pela fungao de ligagao g(-), isto &, g(p) = m4, sendo g(-) uma

funcao monoétona e diferenciavel.
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Como mencionado anteriormente, a diferenca dos modelos GARMA para os MLG esté
no preditor, pois aqui sera incluido um componente adicional, chamado 7;, que fornece a
parte relativa aos termos autoregressivos e de médias moveis, além de incluir no preditor

valores passados das varidveis explicativas presentes no modelo. Assim, podemos escrever

g() = =xiB+7, t=1,...,n (3.3)

em que
P a
Tt = Z G5 AYe—j, e—j, B) + Z ;M (ys—j, pe—;)
j=1 Jj=1
com A e M fungoes que representam os termos autorregressivos e de médias moéveis, respecti-

vamente, com ¢’ = (¢1,...,¢,) e 0 = (0y,...,0,) os vetores de parametros autorregressivos

e de médias moveis, respectivamente.

O modelo apresentado em (3.3) é muito geral e pode ser reescrito em uma forma mais
simples, ou seja, fazendo as devidas mudangas no termo 74, o preditor linear pode ser escrito
da seguinte maneira

p q
gm) =m=z8 + > éilo—y) — = B+ > 0{g(y—y) — m—j}
j=1 j=1
Entao combinando essa equagao a equagao de f(y;|H;), o modelo GARMA (p,q) fica definido
por:

Yy — b(et)

e, w} (3.4)

FllH,) = exp {

g) =mn =z,8 + Z bi{9(ye—y) — x,_;B} + Z 0{9(yi—j) —m—;}  (3.5)

Assim como nos modelos lineares generalizados, a média e variancia condicionais do modelo

GARMA(p,q) sao dadas por

E(yt|Ht) = b/(9t>:,ut>
Var(yH;) = @b"(0:) = oV ().

em que V é chamada de fungao variancia dependendo apenas da média ;.
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Uma das vantagens dos modelos GARMA para séries temporais ¢ devido ao fato de
que o componente aleatéorio do modelo pode assumir vérias distribuicoes, desde que esta

pertenca a familia exponencial, podendo ser utilizado inclusive para dados de contagem.

Na proxima segao serao explanados alguns modelos GARMA para dados de contagem.

3.3 Alguns modelos GARMA

Nesta secao serao explanados trés casos particulares do modelo GARMA, atribuindo as
distribuicoes Poisson, Binomial e Binomial Negativa, sendo estas as distribuigoes discretas

mais comuns.

3.3.1 Modelo Poisson GARMA

Supondo que y;|H; possui distribuigao de Poisson(z,), entao

— e, Yt
FlypH) = 2 =1 n,
yt!
que pode ser reescrita como
f(y|Hy) = exp {y: log(p) — pe — log(y:!) } (3.6)

Note que ¢ = 1 e 0, = log(u,), donde segue que j; = €. Reescrevendo a equacao (3.6),

temos
F(yeHy) = exp {16 — e — log(y:!) } (3.7)
Logo, y¢|H; pertence & familia exponencial com
p =1, 0, =log(u), b(0:) = e, c(ye, 0) = —log(y), pe = exp(0;) e V() = pu.

Para este modelo a funcao de ligacao é a funcao logaritmica, pois a mesma fornece valores
a i = g1 a0 1 d 1 ibuid Assi
nao negativos para p; = ¢ '(n;) nao importando os valores atribuidos a 7. Assim, o

preditor linear fica

log(p) = @B+ Y ¢;{log(y;_;) — =, _;8} + > 0;{log(y;_;/m—;)}
j=1 j=1
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e, sem perda de generalidade, podemos desconsiderar as variaveis x;, pois sao variaveis

exOgenas ao processo e escrever oy = ;3 e assim reescrevendo a equagao acima como
p q
log() = a0 + > ¢ilog(yi—;) + Y 0;{log(yi_;/pe—;)} (3.8)
=1 j=1
com y;_; = maz(y;—j,¢), 0 <ec< 1.

Portanto, o modelo Poisson GARMA fica definido por (3.7) e (3.8).

3.3.2 Modelo Binomial GARMA

Supondo que y;|H; segue distribuigdo de binomial, ou seja, y;|H; ~ B(m, p;) entao

B IF(m+1) " _—
[y He) = T(y; + DD(m — y, + 1)pt (1 —p)

— exp {yt log (1f—tpt) +mlos(l = p) +log <r<yt +111)(17“n(?7+1 i)yt + 1>)}

mas ji; = mp;, entao p, = £t Logo

) e (5 o))

que pertence a familia exponencial com

etzlog< e >,b((9t):—mlog<m7;ut>,<p:1,

m = f

I'(m+1) > ~ mexp(6;)

Ht
= — 1% ="—(m — ).
ye + DH)0(m —ye + 1) 1 + exp(6;) e Vim) m(m )

c(ye, ) = log (F(

As equagoes (3.8) e (3.9) definem o modelo binomial GARMA.

3.3.3 Modelo Binomial Negativo GARMA

No modelo binomial negativo GARMA consideramos a distribui¢ao de probabilidade
condicional como sendo a distribui¢ao binomial negativa, ou seja, y;|H; ~ BN (k,p;) com
funcao de probabilidade

L(k+y:)

T+ or” "

[y Hy) =
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comy, =0,1,2,....

y

k(l—Pt)

o entdo p; = —— e assim

witk

Tt = Féﬁf/ﬁzk) (Ntu‘r‘k‘>yt <Mtlj'k>k

— exp {kzlog <utk+k:> +y log <uﬁ k) + log (M)} (3.10)

que pertence a familia exponencial com

_q B kexp(6;)
=14 = 1—6Xp(9t>

Mas p; =

e Viwm) = %(k + )

As equagoes (3.8) e (3.10) definem o modelo binomial negativo GARMA.

As informagoes descritas acima podem ser resumidas na seguinte tabela:

Tabela 3.1: Caracteristicas das distribuigoes discretas na familia exponencial.

Poisson binomial binomial negativa
Notagao P(u) B(m, p;) BN (k,p;)
Parametro de dispersao: ¢ 1 1 1
Funcao cumulante: b(6;) exp(6;) —mlog (Z=4) —klog (ﬁut)
(41, 9) —log(w!) log (i) log (mhtii)
pe(0:) = E(Y;0;) exp(6;) ﬁiii((%tt)) llie;cpp((eét))
Funcao de ligacao log () log <m‘fm> log ( kfm>

Funcao de variancia: V(p) Lt Bt (m — ) EE(K A+ pue)




Capitulo 4

Inferéncia Classica

4.1 O algoritmo de estimacao

Neste capitulo considera-se o método de méxima verossimilhanca (MV) para estimar os
parametros do modelo. O vetor escore é formado pelas derivadas parciais de primeira ordem
do logaritmo da funcgao de verossimilhanca. O logaritmo da fungao de verossimilhanga é
escrito como func¢do apenas do vetor de parametros v = (8',¢',0'). Considerando o
parametro de dispersao conhecido e usando a expressao (3.2) tem-se, aproximando nas
r = max(p, ¢) primeiras observagoes

n

(v, 9) —% S - b0+ S clu ). (4.1)

t=r+1 t=r+1

em que iz = g (1) e 0y = q(j1¢), q ¢ uma fungao conhecida.

Considere as matrizes A e B definidas abaixo cujos elementos sao fungdes dos parame-

tros do modelo.

9(yr) — 2,8 o 9(Yrop) — Trr1pB
A — 9(Yri1) = 1B g(Yri2—p) — Trio—pO
L 9(Yn-1) =B - g(yn—p) — Tp—pB 4 (n—r)xp

21
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9y) = 9(Yriig) — Mg
g | 9Wr) =l 9(rra-a) = 2
L g(yn—l) —Mn-1 " g(yn—q) — Nn—q 1 (n—r)xq

O componente sistematico do modelo GARMA escrito em forma matricial correspon-

dente as observagoes Y11, ..., Yn €
B
0
em que X é a matriz do modelo formada pelas linhas x;, t =r+1,...,n. Pode-se também

denotar o componente sistemético reduzindo-o a apenas n = M~y, em que M = [X A B| ¢

a matriz modelo de ordem (n —7r) x (m+p+ q).

Seja 4, N = K/I\'y e ¢ os estimadores de méaxima verossimilhanca (EMV) de v, n e ¢
respectivamente. Uma caracteristica importante no processo de estimacao dos parametros
¢ que a estimacao do vetor de parametros 4 nao depende de . Os EMV’s 4 podem
ser obtidos através do ajuste dos modelos (3.2) e (3.3) para y pelo método de minimos

quadrados ponderados reiterados, dado por
k1) _ (ﬁ/(k) W ﬁ(k))l N W) 50 (4.2)

com k sendo o passo da iteragao, em que W = diag{w,,1,...,w,} é a matriz de pesos,

-2
_ d .. ,
com w;, = V; ! (49ue) e a variavel z; é dada por
t t dg t

dg (i)
dpy

zp =+ (Y — 1)

O procedimento iterativo usando a equacdo (4.2) parte de um valor inicial V) e calcula
M®, W ¢ 2D usados para obter a proxima estimativa 72 em (4.2). Este procedimento

é realizado até que a convergéncia seja observada.

As estimativas 7;, parat =r + 1,...,n sdo obtidas de

=B+ Y 05 {9-s) — @By + D0 {gluy) — s}
j=1 Jj=1
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e as médias ajustadas sdo obtidas através da inversa da funcao g, isto é, iy = ¢~ (7;), com

t=r+1,...,n.

Para estimar ¢ basta derivar a log-verossimilhanca em relagao a ¢. Fazendo isso obtemos
n

D P LR SR ST,

t=r+1 d(p ’¢:$ t=r+1

em que 0, = q(g_l(a:tg)) e dada a func¢do de variancia V(x), podemos obter ¢(x) =

J V().

Intervalo de Confianca

A estimacao intervalar consiste na determinacao de um intervalo onde, com uma certa
confianga (probabilidade), esteja o parametro A desconhecido, levando-se em conta o seu
estimador, ou seja, em vez de estimar o parametro por um tnico valor, é dado um intervalo
de estimativas provaveis. Quao provaveis sao estas estimativas é determinado pelo coefici-
ente de confianca e quanto maior a probabilidade do intervalo conter o parametro, maior

seréd o intervalo.

Assim, P(L; < A < Ls) = 1 — « significa que a probabilidade do intervalo aleatério

(Ly, Ly) conter o valor exato A é 1 — alpha.

O intervalo (Lj, L) é designado por intervalo de confianga para o parametro A\, com um
nivel de confianca 1-a. Estes intervalos sao usados para indicar a confiabilidade de uma

estimativa.

Considerando uma confiabilidade de 95%, um intervalo de confianca para os parametros

dos modelos GARMA discretos é dado por
P(B—1.96-Var(3) < B < B+ 1.96-Var(3)) = 0,95

com (3 sendo a estimativa do vetor de parametros § do modelo e Var((), sua variancia.

Para maiores detalhes ver Cordeiro & Andrade (2009).
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Funcao Desvio

A funcao desvio D para o modelo GARMA ¢

sendo que 5? = q(y;). Assim a fungao desvio pode ser reescrita na seguinte forma

D=2 {yaly) —blaye))} =2 > {ya(ie) — bla(fir))}

t=r+1 t=r+1

e a estimativa de maxima verossimilhanga parcial de  pode ser escrita como

=3 elw) -3, (4.3

=%  t=r+1

n

A dc(yt 80)

2 )

¥ —
2.

t=r+1
com e(z) = xq(z) — b(q(z)). A equagdo (4.3) é em geral ndo linear.
Quanto melhor for o ajuste do modelo aos dados tanto menor sera o valor do desvio D.

Assim, um modelo bem ajustado aos dados, juntamente com uma verossimilhanga grande,

tem um pequeno desvio.

Modelo Poisson GARMA

No modelo Poisson GARMA temos que q(zi;) = log(pi) e b(q(pir)) = exp(log(iiy)) = i,

logo a funcao desvio é dada por

D = 2 {w(log(y) —log(fir)) + fir — yi} (4.4)
t=r+1
= 2 n ¢ lo % +At_ t(- (45)
t;l{y g(#t) : y}

Se y; = 0, deve-se tomar o limite de D quando y; — 0, donde segue que D = 2/i;.
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Modelo Binomial GARMA

Para o modelo binomial GARMA tem-se que ¢(j1;) = log <mﬁTzﬁf> e blq(pe)) =

mlog (#), logo a func¢ao desvio é dada por

m— [t

< 23 foloe (525 ve (2)] e () o (25)
tr—i—l m — Yt m — U m — p m—Yt

= 2 Z {ytlog( ) (m — yﬁlog(Z_%i)}. (4.6)

t=r+1

Esta expressao é valida para 0 < y; < m. Se y; = 0 ou y; = m, o t-ésimo termo de D

deve ser substituido por 2m log <ﬁﬁz> ou 2mlog (%), respectivamente, ver Paula (2004).

Modelo Binomial Negativa GARMA

Para o modelo binomial negativa GARMA tem-se que ¢(fi;) = log ( kf’@) e blq(py)) =
—klog ( ) logo a func¢ao desvio é

1 k k
D = 2 E | | — —kl — | + £kl
tr+1{yt [Og (k Z/) o (k+ﬂt>] o (k+ﬂt> o (k+yt)}

— 22 {yﬂog( ) (yt+k)log(k—;m)}. (4.7)

t=r+1

4.2 Selecao de Modelos

Para decidir qual é o modelo mais apropriado dentre um conjunto de modelos candidatos
sao utilizados critérios de selecao. A idéia bésica dos critérios de selecao de modelos consiste
em decidir qual é o modelo mais adequado quando comparamos diversos modelos com quan-
tidades diferentes de parametros, isto é, selecionar um modelo que seja parcimonioso, ou
em outras palavras, que esteja bem ajustado com um ntimero reduzido ou suficiente de pa-
rametros. Dentre os critérios mais conhecidos e utilizados estao o AIC (Akaike Information

Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion).
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Akaike (1974) mostrou que o viés é dado assintoticamente por d, em que d é o namero

de parametros a serem estimados no modelo e definiu seu critério de informagao como
AIC = =20(v) + 2d,

em que /() denota o méximo da fung¢ao de log-verossimilhanga e d é o nimero de parame-
tros a serem estimados do modelo. O critério BIC, proposto por Schwarz (1978), penaliza

o modelo a ser escolhido mais fortemente do que o AIC e é definido por
BIC = —=2((~) + dlog(n),

com n sendo o nimero de observacoes da série.
O modelo escolhido deve ser aquele que apresenta menor valor de AIC e BIC.

Para verificar se o modelo ajustado é adequado para descrever o comportamento dos
dados, foram usados os critérios MSE (do inglés Mean Square Error) e o MAPE (do inglés

Mean Absolute Percentile Error) dados respectivamente por

100% ~
MSE = =23 (y — i) (4.8)
no,
e
100 — I
mapp = 2004 Yo (4.9)
no 4 Yt
em que o2 é a variancia amostral de y.

Yy

Quanto menor for o MSE e o MAPE, mais proximo do real sao os valores estimados.

4.3 Analise de Residuos

Para o modelo selecionado, o diagnostico para a varidvel resposta é realizado através de
uma analise de residuos, visto que a normalidade dos residuos é uma suposi¢ao essencial
para que os resultados do ajuste do modelo sejam confidveis. Os residuos sao definidos
como

Tt = Y — [t

com Ji; s@o os valores da média estimada para cadatet=r-+1,...,n.
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No modelo de regressao assume-se que os residuos satisfazem os seguintes pressupostos:
devem ser independentes e seguir uma distribuicao normal com média zero e variancia
constante (homocedasticidade). Como era de se esperar nos modelos GARMA discretos em

questao, os residuos podem nao ser normalmente distribuidos para dados de contagem.

Dunn & Smyth (1996) apresentam uma definigdo que produz residuos que apresentam
normalidade: em primeiro lugar, a estimativa da funcao de densidade acumulada implicita
no modelo é usada para transformar as observagoes em variaveis aleatorias aproximada-
mente independentes distribuidas uniformemente; por outro lado, o inverso da funcao de
densidade acumulada da distribuicao normal padrao é usado para obter as varidveis que

sao aproximadamente independentes com distribui¢ao normal padrao.

Seja F'(y; i, ¢) a funcao de distribuigdo acumulada de uma distribuigao discreta citada
anteriormente no texto. De acordo com Dunn & Smyth (1996), para a funcao de distribuigao

discreta, o residuo quantil normalizado ¢ definido por
re = & ()

em que ®! é a inversa da distribuicao acumulada de uma variidvel normal padrao e u; é um

valor aleatorio obtido de uma distribuigao uniforme no intervalo [F'(y;—1, [i, QAﬁ), F(y, 1y, &5)],

~

com F'(y, Jir, ) é a fungao de distribuigdo acumulada condicional ajustada.
Desta maneira os residuos seguem exatamente uma distribui¢ao normal padrao.

Apos a selecao de modelos e analise de residuos, o ultimo passo da analise do modelo

GARMA ¢ a previsao.

4.4 Previsao para o modelo GARMA

Muitos estudos envolvendo séries temporais tém como objetivo fazer previsoes: prever
valores futuros da série com base em valores passados da mesma, ou seja, uma das formas
de utilizagao de um modelo ajustado é para prever um valor y;.,, h > 1, supondo que as

observagoes ..., Y92, Y;_1, Y sao conhecidas.

O método de previsao abordado nesta dissertagao foi o método de previsao Naive, uma

referéncia comum encontrada na literatura (Lawrence et al., 2000), que se baseia no conceito
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de que a melhor previsao para o instante seguinte seré o valor observado no instante atual,
isto é, se um valor da série estiver em uma tendéncia de alta, a previsao é de que ele

continuara em alta e vice-versa. A previsao Naive é definida por

gt+h = Yt

em que Y., ¢ a previsao feita h passos a frente e y; € o valor do retorno observado no

mstante t.

Como sao conhecidas todas as componentes do preditor linear dos modelos GARMA, a
previsao é feita de maneira simplificada usando o preditor, ou seja, a previsao h passos a
frente é dada por

p q
[i+n = exp | Qo + Z¢j log(yryn—j) + Zﬁj{log Yisn—j/Hern—j)} (4.10)

j=1 Jj=1
Faz-se necessario o uso de algumas técnicas para avaliar a qualidade dos valores pre-
vistos, ou seja, é preciso verificar se estes valores previstos estao ou nao coerentes com o
conjunto de dados. Um método amplamente utilizado na literatura, consiste na retirada
dos valores finais da série e calcular os mesmos através da equagao (4.10) e, em seguida,
compara-los com os valores que foram retirados anteriormente. A quantidade de observa-
¢oes retiradas depende do tamanho do passo da previsao, ou seja, se o passo for de tamanho

3 entao deve-se retirar 3 observacoes da amostra.



Capitulo 5

Inferéncia Bayesiana

O rapido crescimento do uso do paradigma bayesiano em ciéncias aplicadas ao longo
das ultimas décadas, foi facilitado pelo surgimento e disponibilidade de varios algoritmos

computacionais usados no calculo de integrais que sao necessarias em uma analise bayesiana.

Na perspectiva bayesiana, a inferéncia estatistica sobre qualquer quantidade de interesse
é descrita como a modificacao que se processa nas incertezas & medida que sao observados
novos dados ou novos resultados. E o Teorema de Bayes que permite quantificar esta

modificacao.

A inferéncia estatistica se compde de dois elementos: estimagao (pontual e por intervalo)
de parametros desconhecidos e testes de hipoteses sobre estes parametros. Existe, nessa
abordagem, uma grande quantidade de testes estatisticos especialmente desenvolvidos para
as diferentes situagoes. Estes encontram-se agrupados em extensos manuais de métodos,
para maior detalhes ver Zar (1996) e Snedecor & Cochran (1989). Muitas vezes a dificuldade
que o usuario encontra é escolher, entre as muitas opcoes disponiveis, o método adequado
para uma situacao especifica e, se nao bastasse isto, em muitos casos os diferentes métodos
disponiveis nao sao diretamente comparaveis entre si, dando a impressao de que a escolha
¢é arbitréria.

Na inferéncia bayesiana a questao resume-se a construcao de uma distribuicao de pro-
babilidade a posteriori via o Teorema de Bayes. Esta distribuicao resulta da combinacao

de informacoes prévias, sumarizadas em uma distribuicao denominada priori, com dados

29
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estatisticos descritos por algum modelo probabilistico e resumidos na funcao de verossi-
milhanca. A distribuicdo a posteriori representa todo o conhecimento existente sobre o
problema investigado. Toda pergunta especifica é respondida a partir da analise da dis-
tribuicao posteriori, pois é ela que contém toda a informacao necessaria para a inferéncia.
A distribuicao a posteriori é o elemento chave de toda analise bayesiana de dados, pois
podemos examinar qualquer aspecto do parametro de interesse, como a média, mediana,

moda, variancia, percentis, etc.

A anélise bayesiana de decisao pode ser utilizada como critério na escolha de estimadores
e, dessa forma, compor a inferéncia bayesiana. No enfoque bayesiano, inferéncia nada mais

é que uma forma particular de analise de decisao em presenga de incerteza.

Defini¢ao 5.1 O estimador de Bayes do pardmetro 0, denotado por dg(x), € o valor

que minimiza a perda esperada com relacao a distribuicao a posteriori

dp(z) = rg%imgl/[/(é’, 6(0))m(0]x)do = E7l) [L(8,0(x))]

em que L(0,6(0)) € a fungao que determina o cdlculo de perda e w(0|x) € a distribuicao a

posteriort.

Esta definigao indica que o estimador de Bayes dependera das incertezas (resumidas na
posteriori) e da fun¢ao de perda que quantifica as consequéncias. As fungoes mais utilizadas
sao:

a. Perda quadratica: L(0,6(x)) = [0 — §(z)]?
Neste caso, pode-se mostrar que ao resolver a equacao apresentada na definicao 5.1,
o estimador de Bayes ¢ 65(x) = E™?)[f], ou seja, a média da distribuicdo a posteriori.
b. Perda absoluta: L(6,0(x)) = |0 — (x)|
Aqui a solucao para o estimador de Bayes é a mediana da distribuicao a posteriori.

c. Perda O - 1:

1(6.6(6)) = 0, se 0=d(x)

1, caso contrario

Neste caso o estimador de Bayes ¢ a maior moda da distribui¢ao a posteriori.
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Na anélise bayesiana, a definicao da variancia a posteriori do estimador é

Vs(a) = B™9((0 - 6(x))] = V(0lz) + [E™[0]2] - 6(x)].

Uma alternativa bayesiana ao intervalo de confianga (IC) empregado na estatistica con-

vencional, é o intervalo de credibilidade (ICr).

Definicao 5.2 O intervalo de credibilidade de 95% (ICrgs) para 6 é o intervalo delimita-
do pelos percentis 2,5% (Oa,5%)) € 97,5% (Oo7,5%)) da distribuicao a posteriori w(0|x) para
6.

O ICrgsy € entao o intervalo de valores mais provaveis de 6, que soma probabilidade de

0,95.

Como resultado final das analises, costuma-se apresentar um resumo descritivo das
distribui¢coes marginais a posteriori dos parametros de interesse, incluindo valores da média,
desvio padrao, mediana, moda e intervalos de credibilidade dessas distribuigoes, bem como

seus graficos.

5.1 Distribuicoes a priori

A distribuicao a priori constitui-se no tnico elemento novo na analise bayesiana em
relacao a analise classica. A premissa desta distribuicao é que ela reflita a incerteza sobre
os possiveis valores dos parametros antes da coleta dos dados. Nesta se¢ao, serao discutidas

algumas formas de especificacao da distribuigao a priori.

5.1.1 Priori nao informativa

Existem situacoes em que o conhecimento sobre determinado fendmeno é vago ou ine-
xistente. Nestes casos, a distribui¢ao a priori é dita vaga, difusa ou nao informativa, nao
precisa ou de variancia alta, significando que a densidade a priori reflete ignorancia (Jef-
freys, 1998), sendo caracterizada pela auséncia total ou quantidade minima de informagao,

pois nao privilegia nenhum valor do parametro sobre qualquer outro. Também utiliza-se
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esse tipo de priori quando se espera que os dados transmitam toda a informacao necesséria,

isto é, a informacao dos dados seja dominante.

Método de Bayes-Laplace

A primeira ideia intuitiva para gerar distribui¢cdes nao informativas foi o Principio da
Razao Insuficente devido a Bayes e Laplace. De acordo com este principio, na auséncia de
razao suficiente para privilegiar umas possibilidades em detrimento a outras, decorrente da

escassez informativa a priori, deve-se optar pela equiprobabilidade.

No caso em que O é finito, digamos © = {6;,0s,...,0;}, a distribuigao nao informativa

gerada por este argumento é a distribuicao Uniforme Discreta

m(f) xc, 0O

No entanto, se © for um conjunto infinito enumerével, entao a distribuicao a priori é im-

proépria, ou seja,

/@ (0)d6 = oo

pois nao fica garantida a equiprobabilidade de todos os valores de 6.

No caso em que © ¢ infinito e nao enumeravel, o Principio da Razao Insuficente é inter-
pretado de modo a conduzir & distribui¢ao Uniforme Continua, que é, novamente impropria

se © nao é limitado.

Sendo assim, faz-se necessério verificar se a distribuigao a posteriori obtida com densida-
des a priori improprias é propria antes de se fazer qualquer inferéncia. Uma outra objecao
que veio a se levantar quanto & ideia de representar a falta de informacao por distribui-
¢oes uniformes é a sua inconsisténcia no sentido em que se 1) = ¥(6) é uma transformagao
injetiva de um parametro 0, que assume uma gama continua de valores possiveis, as dis-
tribuigdes uniformes para 6 e 1 nao sao compatives. De fato, seja h(f) uma distribuigao a
priori para 6, entao

) = HiBw)] |57 (51)

deve ser a correspondente distribuicao para a reparametrizagao injetiva 1, que nao é neces-

sariamente uniforme quando h(f) o é ( considere transformagoes nao lineares).
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Método de Jeffreys

A critica da inconcisténcia da distribui¢ao uniforme na representacao formal da igno-
rancia implica que esta deve ser invariante sob transformagoes injetivas. Entre os procedi-
mentos que asseguram esta invariancia esté aquele proposto por Jeffreys, sendo baseado no

uso da informagao esperada de Fisher sobre 6 € R

16)=E [<aloga[,0(x|9))2‘9] . [321o§§2<x|9>‘9}

Seja 1 = g(0) e 0 = g~ (¢), entao

I(¥) = —E {32102—52(‘”“/’)}
R {32 igL(wg’e; gw»] ‘aga;fw ’

Extraindo raiz quadrada nesta tultima igualdade e, em seguida comparando com 5.1, tem-se
h(6) oc |1(0)]2

e assim pode-se enunciar a priori de Jeffreys para o caso uniparamétrico.

Definicao 5.3 Seja uma observagao X com funcgao densidade de probabilidade h(x|0). A
priori de Jeffreys tem funcao densidade de probabilidade dada por

h(6) o< |1(8)]Y2.

Se © for um vetor com multiplos parametros, digamos 6 = {0, 6,,...,0;}, entdo a matriz
[1(0) 15(0) - I(©)

de informagcao de Fisher ¢ 1(0) = e Cee e e entdo a priori nao
I1(©) Ie(©) -+ I(O)

informativa de Jeffreys ¢ 7(0) o [| det I(®)]]"?.

Uma simplificagao geralmente adotada para modelos multiparamétricos é supor a inde-
pendéncia a priori entre os parametros #;, @ = 1,2, ..., k. Neste caso, a densidade a priori

nao informativa de Jeffreys é

h(0) = [IIE, |diagI (O)[]2.



5.1. Distribuigoes a priori 34

5.1.2 Priori conjugada

Existem situagoes praticas em que ha informagao a priori mais ou menos substancial
sobre os parametros do modelo, quer por parte do pesquisador ou por parte de outros
individuos que o pesquisador pode acorrer. A questao de como obter e quantificar essa
informagao de modo a transforma-la em uma distribuicao a priori que possa ser utilizada
para prosseguir com a metodologia bayesiana ¢ um tema que vem sendo amplamente tratado
na literatura cientifica. A escolha da densidade a priori de um parametro # € © deve ser
baseada em questoes relacionadas diretamente a ele e isso depende do tipo de parametro,

dos conhecimentos do pesquisador, entre outros.

Uma densidade a priori é dita conjugada com a funcao de verossimilhanca se a distri-

buicao a posteriori resultante é da mesma familia de distribui¢oes da priori.

Uma vantagem do uso de priori conjugadas é que, em geral, facilita a anélise visto que
as distribuigoes a priori e a posteriori estao em uma mesma familia de distribui¢coes e uma

desvantagem, é que nem sempre a distribuigao utilizada representa bem a incerteza a priori.

Definicao 5.4 Se F' = {p(z|0),0 € ©} é uma classe de distribui¢ées amostrais, entdo uma

classe de distribuicoes P é conjugada a F se

Vp(x|f) € F ep(d) € P = p(f|x) € P.

Uma familia de distribui¢oes conjugadas pode ser obtida considerando:

a. Identificar a classe P de distribuigoes para 6 tal que £(0;x) seja proporcional a um

membro desta classe,
b. Verificar se P é fechada por amostragem, isto é, se V p1,ps € P 3k tal que kpips € P.

Se além disso existir uma constante k tal que k= = [£(0;z)df < oo e todo p € P é
definido como p(#) = kl(0;x) entdao P é a familia conjugada natural ao modelo amostral

gerador de ¢(0; x).

Existe também uma outra forma de conjugacao de priori, que sao as priori conjugadas na
familia exponencial, bastante utilizadas por incluir grande parte das distribui¢oes continuas

e discretas. Para maiores detalhes desta forma de conjugagao, ver Ehlers (2007).
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5.2 Abordagem bayesiana para o modelo ARMA

Para o desenvolvimento desta se¢do ¢ conveniente referir-se ao parametro 7 = 1/02,
definido como sendo o inverso da varidncia, chamado de precisao. Observe que quanto
maior a variancia, menor sera a precisao e vice-versa. Portanto no restante desta secao
uma distribuicao normal serd identificada pela sua precisao e nao pelo desvio padrao: a
densidade de uma variavel aleatéria Y com distribuicao normal com média p e precisao 7,
N ~ (u,T), seré
7 o[-0

flylp, ) = o OXP 5

Considere n observagoes correspondentes ao processo dado pela equagao (2.1) e seja
S = (1,42, ...,yn) 0 vetor de observagoes. Podemos reescrever (2.1) condicionando nas

r = max(p, ¢) primeiras observagoes e obter os ultimos n — r erros, ou seja

p q
ay = Yt — Z OiYi—i + Z O;a;—;
i=1 =1

comt=r+1,r4+2,...,n. Assuma que a, = Gp_1 = Ap_2 = ... = a1_4 = 0.

Assumindo que a; sdo independentes e identicamente distribuidos com N (0, 7), temos
. e~ iid
uma amostra aleatoria de tamanho n — r de uma distribui¢ao normal, a; ~ N (0,7) e, sob

essa suposicao, constroi-se a funcao de verossimilhanca aproximada

L(¢,0,7|S) = ﬁ %exp{—za?}

2 2
t=r+1
n—r T i 2
X T 2 exp{—§Zat}
t=r+1
B ;D p q 2
X T 2 exp D) t:;l Yy — ,Z1 Oil—i + ]Zl Oja;—;

O modelo escrito na forma vetorial é
Yt = W;QS + ay + b;‘g

em que ¢ = (¢1,¢Pa,...,¢,) € 8 = (01,04,...,0,) sdo os vetores de parametros do modelo,

W, = (Y1, Y12, Yrp) eby=(ar_1,a2,...,a4;4), parat=r-+1,... n.
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A funcao de verossimilhanca aproximada fica

t=r+1

n—r T -~ / / 2
L(,0,7|W,, b;) oc 73 exp{—5 3 [yt—wtqs—bte} } (5.2)
em que

(4 — Wip—b8)° = (y— W, —b,6) (1 — W, — b,0)
= [y — W;9) — (,0) (. — W, — b,0)
= (y— ¢ W, —0'b)(y, — W, — b,0)
=y — W, —yb,0 — ¢ Wiy, + ¢ W W, + ¢ W,b,60 —
— O0'by, +0b,W,p+6Db,b,6

Para fazer um estudo bayesiano precisamos de uma distribuicao a priori para os vetores
de parametros ¢, 6 e 7 do modelo ARMA(p, q) descrito na equagao (2.1). Poderiamos
utilizar densidades a priori informativas, da classe conjugada. No entanto, iremos utilizar
priori nao-informativas assumindo que ¢, 6 e 7 sdo independentes de modo que 7y(¢) x
constante, my(0) o< constante e my(T) o< 771 (priori de Jeffrey’s). Assim, a priori conjunta

pra ¢, @ e é

mo(@,0,7) = mo(@)m0(0)mo(T)
o< 7'_1 (53)

A distribuigao a posteriori é obtida combinando-se a fungao de verossimilhanga do modelo,

dada em (5.2) e a priori conjunta, dada por (5.3), ou seja

m(¢,0,7) Tnzr_lexp{—g i [yt—W;qﬁ—Fa;Or} (5.4)

t=r+1

Encontrada a distribuicao a posteriori, o passo seguinte ¢ encontrar as densidades condi-
cionais dos parametros do modelo, para que assim possamos gerar amostras a posteriori de
cada parametro usando algum método iterativo, como por exemplo o método de simulacao
de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC). Comumente usa-se este método, pois,
em geral, calcular estimativas a posteriori com as densidades a posteriori desconhecidas, s6

pode ser feito numericamente. As distribui¢oes condicionais para cada parametro sao:

e Densidade condicional para 7
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n-—r " / ’ 2
7|, 0, Wy, b, ~ Gama (T,0.5 Z [yt - W,¢ + ate] )

t=r+1

e Densidade condicional para ¢

Counsidere a forma
(¢ — 119) S — 115) = &' Sp — & Sty — 11,5 + prypi (5.5)
e seja

S*(¢l0) x —yW,p— ¢ Wiy, + ¢ W, W, + ¢ W,b,0 + 0'b,W,¢
x ¢ W, W,pp— ¢ (Wyy — Wb0) — (y;W, — 0b,W,) ¢

Comparando S?(¢|0) com (5.5) tem-se que

o %5 =31 ... (WW,), de ordem p x p,

® [y = (Z?:rH(WtW;))_I (Z?:r+1(wtyt - Wtb;0)), de ordem p x 1.

Portanto,

d)le? T, Wt7 bt X Np(:u¢7 E;1>

em que [V, denota a densidade Normal p-variada.
e Densidade condicional para @

Procedendo de maneira analoga a densidade condicional para ¢, obtém-se
0|, 7, Wy, b, x Ny(pg, 55 ")
em que IV, denota a densidade Normal g-variada e
o Sp=>1 . (bb,), deordem g x g,

o po= (31, (bby)) "t (C1, 1 (b — b W), de ordem g x 1.
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5.3 Abordagem bayesiana para o modelo GARMA

A fungao de verossimilhanga para o modelo é dada por
0, — b(6;) "
L(‘:ba 07a0’yt7Ht X exp{ Z yt ¢ t + Z yt; }
t=r+l t=r+1

Nesta abordagem, serao consideradas distribui¢oes a priori normais com média zero e
variancia o para ¢;, 0; e ag, i =1,...,pej=1,...,q, isto &, ¢; ~ N(0,0?), 6; ~ N(0,0?)
e aqg ~ 0“). Sendo assim, supondo independéncia entre os parametros, a distribuicao

o~ N(0,0?). Send , do independ t tros, a distrib

a priori conjunta é
1 n n
70($. 0. a0) o —5 (a% +> T+ Y 0?) (5.6)
i=p Jj=q

Para nao confundir a notacao, observe que ¢; é o vetor de parametros e ¢, ¢ o parametro

canonico do modelo.

Portanto, a distribuicao a posterior: para o modelo

7T(¢7 07 a0|yt7 Ht) X 'EJ(¢7 67 040|?/t7 Ht)ﬂ0(¢7 07 a0|yt7 Ht)

A seguir sao dados com maiores detalhes as distribuigbes a posteriori para as distribui-

¢oes condicionais Poisson, Binomial e Binomial Negativa.

Modelo Poisson GARMA

A fungao de verossimilhanca aproximada para o modelo Poisson GARMA é dada por

n

Ly Hy) =[] explyelog(u) — pe —log(y))}
t=r+1
= exp{ Z Y log ()] Z f — Z log(yt!)}. (5.7)
t=r+1 t=r+1 t=r+1

De (3.8) tem-se que

pe = explao + ) ¢ilog(yes) + Y 0;108(ye/ o)) (5-8)

i=1 j=1
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e substituindo este resultado em (5.7) temos que a fungao de verossimilhanga aproximada

¢
n

P q
L(puelye, Hy) o< exp { Z Yt (Oéo + Z ¢ilog(yi—i) + Z 0; 10g(ytj/ﬂtj)>]
t=r+1 i=1 j=1

— Z (ao + Z ¢ilog(ye—i) + Z 0; IOg(yt—j/Mt—j)> } . (5.9)

t=r+1 i=1

Entao, a densidade a posteriori para o modelo Poisson GARMA ¢é dada pela combinacao
de (5.6) e (5.9), isto é

n

(¢, 05, olys, He) oc exp { Z [yt (040 + Z i log(yi—i) + Zej IOg(ytj/Mtj)>] - Z

t=r+1 i=1 j=1 t=r+1

p q n n
(Oéo +) " dilog(yr—i) + > 0; log(ytj/utj)> - % (ag + Z@z + Z 9?) } - (5.10)
1=p J=q

i=1 j=1

Modelo Binomial GARMA

A funcao de verossimilhanga aproximada para o modelo binomial GARMA é dada por

L(pelye, Hy) = ﬁ exp{ytlog (mlfut>+mlog (m;m)ﬂog (F(yt+1;)(gﬂtl—)yt+1)>}

t=r+1

X exp {til [ytlog <m‘fut)] +til [mlog (mmﬂtﬂ }

Usando (5.8), temos a func¢ao de verossimilhanca aproximada escrita na forma

u l ( explag + 20—y ilog(yi—i) + >0_, 05 108(yi—; /1)) )]
yt log

L H.
(pelye, Hy) o< exp {t;rl m — explag + D27, ¢ilog(yi—i) + D5, 0 log(ye—j/ pr1—5)]

N z”: [m log (m — explag + 375, ¢ilog(ye—s) + 3251 0 log(yt—j/ut—j)}ﬂ } G

m
t=r+1

Entao, a densidade a posteriori para o modelo binomial GARMA ¢é dada pela combinagao

de (5.6) e (5.11), ou seja

u explag + 307_, ¢ilog(yi—i) + 32— 05108 (ye—j/1e—;)]
(s, 05, olys, Hy) oc exp { Z |jUt log (m —explag + Y7, ¢ilog(yi—;) + 23:1 0 log(ys—j/1e—5)]

t=r+1
. Z [m log <m — explag + 0, dilog(ye—i) + 30—, 05 1og(ye—j /)] )]

m
t=r+1

_ﬁ (ag +Y ot + 29]2.) } . (5.12)
1=p Jj=q



5.4. Monte Carlo com Cadeias de Markov 40

Modelo Binomial Negativa GARMA

A funcao de verossimilhanca aproximada para o modelo binomial negativa GARMA é

dada por

flplHy) = ﬁ exp{’“‘)g (utik> e log (uﬁ k) +log (F(Zt(i—%)}

t=r+1

- k - He
k E 1 + E 1
B eXp{ t=r+1 o <Nt +k) t=r+1 <yt Og (’ut T k)>}

e substituindo (5.8) na equagao acima, a fungao de verossimilhanga aproximada fica escrita

na forma

n
k
L JHy) xexpl k E lo +
(el He) {t_M g<k+exp[ao+zz’_1¢ilog<yt_i>+Z§_19jlog<yt_j/ut_j>1>

z": o explag + 20, ¢ilog(ye—i) + D7, 05108(ye—j/111—)] (5.13)
S R explag + > ¢ilog(ye—i) + 2271 05 1og(ye—;/pi—;)] o

Entao, a densidade a posteriori para o modelo binomial negativa GARMA é dada pela

combinagao de (5.6) e (5.13), ou seja

n k n
T JHy) xexpl k lo +
(ptelye, Hy) oc exp { > log (k +explag + Y0y ¢ilog(yi—i) + >0_, 0 log(yt_j/ut_j)]> >

t=r+1 t=r+1

exp[ag + szl d)l log(yt,i) —+ Zq=1 9] log(ytij/lutij)] 1 n n
! z < — 5 | o 245702 b 5.
" <k el 3Ty i logi ) + STy ol e ) ) T30 BT AT 0 ) - (510

Em geral calcular estimativas a posteriori com as densidades apresentadas, s6 pode ser
feito numericamente. Para isso comumente usa-se algum método de simulacao de Monte

Carlo com Cadeia de Markov (MCMC).

5.4 Monte Carlo com Cadeias de Markov

Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg (1995)) é um método iterativo

usado para gerar amostras de uma densidade de forma indireta, quando nao se sabe gerar
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diretamente dessa densidade. O algoritmo consiste em escolher um nicleo ¢(-|f), e gerar
deste niicleo, usando um critério de aceitacao do valor gerado para garantir que a amostra

obtida é representativa da amostra gerada.

Seja m(#) a densidade de probabilidade conjunta de interesse com @ = (0y,...,6;) e
suponha que as densidades condicionais completas a posteriori m;(0;) = m;(6;]0_;), i =

1,2,...,k, estejam disponiveis.

O algoritmo é dado por:

Passo 1: Inicialize o contador de iteracoes da cadeia em j = 1 e escolha os valores iniciais

6 — (6,....0");

Passo 2: Gere um novo valor 6* da distribuigao ¢(-|);
Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitagao a(6,6*) e gere u ~ U(0, 1);

Passo 4: Se u < « aceite o novo valor e faca 8Y+Y = @*, caso contrario rejeite e faca

Ut = 9.

Passo 5: Atualizar o contador de j para j + 1 e repetir o passo 2 até a convergéncia,

no qual o novo valor #* é aceito com probabilidade

o o T(09)a(6]67)
a(6,0 )_mm{l,W}. (5.15)

O conhecimento da densidade de probabilidade 7(#) pode ser parcial, isto é, a menos
de uma constante a probabilidade em (5.15) nao se altera. A cadeia pode permanecer no
mesmo estado por muitas iteragoes e na pratica ¢ comum monitorar a porcentagem das

iteragoes para as quais novos valores sao aceitos.

Para verificar a convergéncia da cadeia, pode-se utilizar técnicas gréaficas como: gréficos
de séries temporais, em que a série deve estar em uma faixa, sem apresentar tendéncias nem
oscilagoes bruscas; graficos de autocorrelagao dos parametros, sendo esperado que a primeira
correlagao seja alta e as demais préximas de zero, indicando que a amostra simulada é nao
correlacionada. Uma outra avaliagao de convergéncia é feita usando-se técnicas numéricas.

Os diagnosticos de convergéncia mais utilizados sdo descritos por Gelman & Rubin (1992),
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em que consideram a analise de variancia para verificar a convergéncia de cadeias paralelas
(com valores iniciais super dispersos) e o critério Geweke (1992), que é baseado em métodos
de séries temporais. Neste trabalho, os métodos de MCMC apresentados sao utilizados na

obtengao de estimativas para quantidades de interesse do modelo.

Para o caso em que as matrizes de transi¢ao (matriz de transigdo é um processo estocas-
tico utilizado para estudar fendmenos que passam, a partir de um estado inicial, por uma
sequéncia de ensaios, onde a transi¢ao de um determinado estado ocorre segundo uma certa
probabilidade) sao simétricas pode-se simplificar o algoritmo de Metropolis-Hastings para
o algoritmo de Metropolis, em que a tnica diferenca é que a probabilidade de aceitacao é

dada por

a(6,6*) = min {1, %} . (5.16)

A utilizacao da distribui¢do uniforme para servir como matriz de transi¢ao é apenas

uma entre muitas opgoes. A distribui¢cao normal centrada em #; é uma outra alternativa

que pode ser usada.

Amostrador de Gibbs

Em muitas situagoes a geragao de uma amostra pode ser complicada ou simplesmente
impossivel, no entanto, se as condicionais apresentam formas conhecidas (normal, gama,
beta, etc.), entdo o método de Gibbs Sampling (Casella & George, 1992) é uma alternativa
de geragao de amostras. O Gibbs Sampling ¢ um esquema iterativo de amostragem de
uma cadeia de Markov cuja matriz de transicao é constituido das distribuigoes condicionais
completas, fornecendo, entao, uma alternativa de geracao baseada em sucessivas geracoes

das distribui¢oes condicionais completas.

Seja 7(6) a densidade de probabilidade conjunta de interesse com 6 = (64,...,6;) ¢
suponha que as densidades condicionais completas a posteriori m;(6;) = m;(0;|0_;), 1 =
1,2, ..., k, sejam conhecidas.

O algoritmo é dado por:

Passo 1: Inicialize o contador de iteracoes da cadeia em 7 = 1 e escolha os valores iniciais
6 = (01”,....0);
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Passo 2: Obtenha um novo valor ) = (69 ) ,Ql(cj )> a partir de U1 através de suces-

sivas geracoes de valores

o ~ (00800870, 00Y)

o ~ (0:]07,0570,.. 00"

o ~ (ol 6, 00,);
Passo 3: Atualizar o contador de j para j + 1 e repetir o passo 2 até a convergéncia.

A medida que o nimero de iteragbes aumenta, a cadeia se aproxima de sua condicao
de equilibrio. Podemos assumir que a convergéncia é atingida em uma iteracao quando a
Cadeia de Markov possui propriedades de regularidade, tais como, reversibilidade e pode-se

garantir que o processo iterativo converge para a distribui¢ao de equilibrio 7(#).

5.5 Selecao de modelos

Assim como na metodologia classica, a metodologia bayesiana também possui ferra-
mentas para selecionar modelos ou ainda, a sua ordem. O critério BIC, definido na Secao
4.2, pode ser usado, usando algumas modificacoes, para tal feito, porém hé critérios mais

especificos e que se enquadram melhor nessa abordagem.

Raftery et al. (2006) propuseram o BICM (ou BIC-Monte Carlo), que é uma forma
alternativa ao critério proposto por Schwarz. Essa proposta tem como objetivo incrementar

as estimativas de Monte Carlo de cada parametro no critério BIC ((Schwarz, 1978)).

O BICM, definido por (Raftery et al., 2006), é dado por

M
BICM = {20(4") + klog(n)}, (5.17)

i=1
em que M é o tamanho do vetor de amostras selecionadas pelo processo de aceitagao/rejeigao
do método MCMC em uso, £(4?) ¢ a log-verossimilhanca avaliada em cada estimativa dos

parametros, k£ ¢ o nimero de parametros do modelo e n é o nimero de observagoes da série.
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O modelo que deve ser escolhido de acordo com o menor valor de (5.17), analogamente

ao BIC usual.

5.6 Previsao para o modelo GARMA

Analogamente a previsao para a inferéncia classica (Segao 4.4), no estudo bayesiano, a
previsao bayesiana também é feita utilizando o preditor linear, porém com algumas mu-

dancas.

Ao longo do processo de simulaggo MCMC sao geradas amostras para os parametros
do modelos, as quais sao rejeitadas ou nao (Metropolis ou Metropolis-Hastings), ou entao
nunca sao rejeitadas (Gibbs sampling). Neste trabalho o método utilizado é o de Metropolis
e, portanto, sao guardadas amostras dos valores nao rejeitados dos parametros, ¢ dado um
salto para poder retirar a correlacao e, com os valores finais guardados, sao calculadas a

média, moda ou mediana para obter as estimativas dos parametros.

Dessa forma, nao faz muito sentido calcular a previsao como na forma classica, onde
sao utilizadas as estimativas dos parametros, neste caso a média, moda ou mediana. Na
amostra final guardada, cada estimativa do parametro produzira uma previsao diferente,
sendo necessario, entao, utilizar a média da previsao calculada para cada estimativa como

a previsao obtida. Ou seja, as previsoes h-passos a frente é dada por

M P a

. 1 R N N

Hitn = i Z exp <050,i + Z ¢j.ilog(Yern—j) + Z 0;ilog(Yrrn—j — Nt+h—j)>
i=1

= j=1 Jj=1



Capitulo 6

Aplicacao com dados simulados

Neste capitulo é apresentado o método de geracao de dados e para facilitar o entendi-
mento, foi conduzido um estudo de simulagao para o modelo GARMA (p,q), com as distri-

bui¢oes Poisson, Binomial e Binomial Negativa.

O uso de dados simulados, em geral, tem como objetivo verificar a viabilidade do modelo
proposto, a qualidade do ajuste, a qualidade das estimativas calculadas (visto que é pos-
sivel comparar os verdadeiros valores dos parametros com os valores estimados) e estudar

propriedades de estimadores, como consisténcia e vicio.

A teoria de MLG diz que para cada observacao da variavel resposta tem-se uma dis-
tribuicao com uma determinada média e variancia, sendo que a média é referente a cada
observacao e a variancia é dada pela funcao de varidncia. Para exemplificar, suponha que
temos um conjunto de observagoes y;, t = 1,...,n, e que esses dados sao provenientes de

uma distribui¢ao de Poisson com média p;. Entao y; ~ P(p), t =1,...,n.

De maneira analoga, nos modelos GARMA tem-se que cada observacao terd média
1y variando no tempo e como visto no Capitulo 3, u; esta associada a um preditor linear,
definido por (3.3), e através deste sao geradas médias ji;, tornando possivel gerar observagoes

y; de acordo com a distribuicao desejada.

Suponha por exemplo, o modelo Poisson GARMA com p =2 e ¢ = 2. O preditor linear
é dado por p; = ag + ¢1log(yi—1) + d2log(yi—2) + 61 log(ye—1/pu—1) + 02 log(ys—2/1i—2), ou
generalizando, g(u;) = 1 = a0+ 25—y ¢;9(ui—;) + X5 0;l9(vi—;) — 9(iu—y)], em que g(-)
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é a funcao de ligacao conhecida. As médias sao gerados atribuindo valores iniciais, neste
caso, para i1, M2, Y2, Y1, g, P1, P2, 01 e B5. Com o valor das médias geradas, uma nova
observagao é gerada de uma distribuicao Poisson de média p, calculada anteriormente, ou
seja, yz ~ P(us), com pz = ag + ¢1log(yz) + d2log(y1) + 011og(ya/p2) + b2 log(y1 /),
Yy ~ P(pq), com py = o + ¢1log(ys) + @2 log(yz) + 61 log(ys/ps) + 02 log(ya/e) e assim

sucessivamente até y,.

O algoritmo abaixo exemplifica o processo de simulagao de dados que foi descrito para
um modelo GARMA (p,q) mais geral. Todo o processo de simulagao e aplicagao foi realizado

no software livre R Development Core Team (2010).

1. Atribua valores para os parametros ¢, ag, ¢ e 8, e também para observagoes iniciais

yie i, it =1,...,max(p,q);

q

p
2. Calcular a média usando g(uy) = ap + Z 0i9(ye—i) + Z 0; (9(yr—j) — g(pe—5));

i=1 j=1
3. Gerar y; ~ U(u, ), em que ¥ é uma distribui¢do pertencente a familia exponencial

dada em (3.2);

4. Repetir os passos acima até que o nimero desejado de observagoes seja atingido.

Uma dificuldade encontrada, neste trabalho foi que, no estudo cléssico, nao foi possivel
implementar a parte MA do modelo, pois a matriz M' W M (ver a equagao 4.2) mostrou-se
singular, além de terem sido encontrados problemas com a convergéncia dos parametros,
que nao foi alcancada usando o método Escore de Fisher. Para os conjuntos de dados reais
o problema persistiu e nao foi possivel ajustar aos dados um modelo que incorporasse os
termos de médias moveis. Em virtude desses problemas encontrados, as aplicagoes nesse
trabalho contam apenas com os parametros autorregressivos do modelo. Os problemas aqui

encontrados, precisam ser estudados com maiores detalhes.
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6.1 Estudo de simulacao

O interesse desta secao é analisar o desempenho do percentil de cobertura gerado por
intervalos de confianca e confirmar, por meio de simulagao, a consisténcia e calcular o viés

e o erro quadratico médio dos estimadores pontuais classicos.

O percentil de cobertura descreve a proporcao de intervalos gerados que contém o ver-
dadeiro valor do parametro, o qual é fixado ao realizar o estudo de simulacao. O ideal
é que esta taxa de cobertura dos intervalos de confianca estejam muito préxima do nivel

estipulado, 100(1 — )%, independente do valor do parametro.

Para atingir este objetivo foram simuladas 10.000 réplicas dos processos GAR(p), para
valores de p variando entre 1, 2 e 3, com as distribui¢oes Poisson, binomial e binomial
negativa com tamanho amostral igual a 30, 300 e 1000. No caso da distribui¢ao binomial,
a simulacao foi repetida para valores de m = 10, 30 e 100; e para a distribuicao binomial
negativa, k = 15, 20 e 30. O nivel de confianga fixado para a construgao dos intervalos foi

de 95%.

Para cada amostra gerada, ajustou-se o modelo e calculou-se os intervalos de confianca
estimados para os parametros do modelo e entao, contamos o nimero de tais intervalos que

continham o verdadeiro valor do parametros para obter o percentil de cobertura.

As Tabelas 6.15 a 6.35 apresentam os percentis de cobertura para intervalos de confianga
de 95% com base no método de maxima verossimilhanga proposto no Capitulo 4, Se¢ao 4.1.
Pode-se dizer que com o estudo de simulacao desenvolvido, ha evidéncias de que os intervalos
de confianga possuem boas propriedades. Também observa-se que os valores dos parametros
estimados tornam-se préoximos do valor real a medida em que se aumenta o tamanho da
amostra. Ainda, como o vicio e o MSE dos estimadores tendem a zero, ha indicios de que

os EMV sao assintoticamente nao viesados e consistentes para os modelos em questao.

Usualmente quando o tamanho da amostra aumenta, o percentil de cobertura para os
parametros tende a ser proximo dos intervalos de confianca de 95%, de acordo com a teoria
assintotica. Nota-se que o método utilizado é robusto, pois quando a ordem dos modelos

¢é pequena, os percentis variam pouco com o tamanho da amostra, e para ordem maiores,
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como por exemplo nas tabelas 6.17 e 6.23, verifica-se que estes percentuais chegam a valores

proximos de 95% somente para n=300.

Tabela 6.1: Estudo de simulagao para o modelo Poisson GAR(1), com o = 2.0 e ¢, = —0.4.

n Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.9785 0.1733 0.0214  0.0304 95.72

01 -0.3896 0.1268 -0.0103  0.0158 95.56

300 o) 1.9975 0.0467 0.0024  0.0021 95.43
?1 -0.3975 0.0341 -0.0024 0.0011 95.60

1000 o) 1.9988 0.0252 0.0011  0.0006 94.57
01 -0.3981 0.0185 -0.0018  0.0003 94.95

Tabela 6.2: Estudo de simulag¢ao para o modelo Poisson GAR(2), com oy = 1.5, ¢; = 0.7
(§ ng = —0.2.

n Parametros Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.7612 0.5520 -0.2612  0.4463 94.57
01 0.6523 0.1936 0.0476  0.0808 94.01

P2 -0.2412 0.1886 0.0412  0.0475 95.60

300 oy 15.293 0.1508 -0.0293  0.0235 94.78
01 0.6945 0.0562 0.0054  0.0032 94.34

P2 -0.2045 0.0543 0.0045  0.0029 95.09

1000 %) 1.5070 0.0816 -0.0070  0.0068 94.89
01 0.6990 0.0306 0.0009  0.0009 94.73

b2 -0.2014 0.0296 0.0014  0.0008 94.77
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Tabela 6.3: Estudo de simulagao para o modelo Poisson GAR(3), com «y = 2.0, ¢; = 0.4,

(bg =—02e¢ ¢3 = —0.6.
n Parametros Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.7124 0.1917 0.2875 1.8649 87.47
o1 0.5568 0.1150 -0.1568  0.6537 85.98

P2 -0.2944 0.1147 0.6944  0.4086 85.88

@3 -0.6023 0.1042 1.0023  0.2129 87.66

300 o) 2.0128 0.0469 -0.0128 0.0023 94.28
01 0.3940 0.0281 0.0059  0.0008 94.74

P2 -0.1968 0.0280 0.5968  0.0008 94.96

o3 -0.5937 0.0257 0.9937  0.0006 95.3

1000 o) 2.0141 0.0253 -0.0141  0.0008 91.82
01 0.3939 0.0151 0.0060  0.0002 93.40

P2 -0.1962 0.0150 0.5962  0.0002 94.69

@3 -0.5943 0.0138 0.9943  0.0002 93.79

Tabela 6.4: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(1), com m = 10, oy = 2.0
e §b1 = —0.4.
n Parametros  Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.9855 0.1852 0.0144  0.0258 97.94
01 -0.3933 0.1340 -0.0066  0.0149 96.95
300 o 1.9972 0.0514 0.0027  0.0016 98.40
¢ -0.3974 0.0373 -0.0025 0.0009 97.44
1000 o’y 1.9986 0.0278 0.0013  0.0004 98.56

¢ -0.3984 0.0202 -0.0015  0.0002 97.77
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Tabela 6.5: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(1), com m = 30, oy = 2.0
e ¢1 = —0.4.
n Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.9815 0.1830 0.0184  0.0302 97.00
o1 -0.3914 0.1343 -0.0085 0.0167 96.45

300 %) 1.9968 0.0517 0.0031  0.0023 96.19
1 -0.3966 0.0380 -0.0033  0.0013 96.04

1000 o) 1.9985 0.0280 0.0014  0.0007 96.25
01 -0.3976 0.0206 -0.0023  0.0003 96.04

Tabela 6.6: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(1), com m = 100, oy = 2.0
(S ¢1 =—04.
n Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.9804 0.1830 0.0195  0.0327 96.04

01 -0.3895 0.1349 -0.0104 0.0173 95.98

300 o 1.9985 0.0517 0.0014  0.0025 95.73
01 -0.3975 0.0382 -0.0024 0.0013 95.70

1000 o) 1.9984 0.0281 0.0015  0.0007 95.19

01 -0.3973 0.0207 -0.0026  0.0004 95.32
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Tabela 6.7: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(2), com m = 10, o = 1.0,
(bl =05e ¢2 =—0.3.

n  Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qo 1.0619 0.2306 -0.0619  0.0547 94.91
01 0.4543 0.1733 0.0456  0.0304 94.54
b2 -0.3118 0.1547 0.0118 0.0187 97.33
300 Qg 1.0192 0.0652 -0.0192  0.0046 94.24
01 0.4828 0.0502 0.0171  0.0027 93.87
o)) -0.2954 0.0652 -0.0045 0.0016 96.12
1000 Qg 1.0153 0.0354 -0.0153 0.0014 92.33
b1 0.4857 0.0273 0.0142  0.0009 91.66
o2 -0.2945 0.0237 -0.0054  0.0005 96.00

Tabela 6.8: Estudo de simulagdo para o modelo binomial GAR(2), com m = 30, ap = 1.0,
(bl =05e €Z§2 = —0.3.

n  ParAmetros Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 o) 1.0644 0.1574 -0.0644  0.0568 94.88
01 0.4527 0.1757 0.0472  0.0309 94.61
b2 -0.3125 0.2340 0.0125  0.0211 96.31
300 Qg 1.0204 0.0674 -0.0204  0.0046 94.83
o1 0.4821 0.0514 0.0178  0.0027 94.57
o2 -0.2944 0.0452 -0.0055 0.0019 95.87
1000 o 1.0194 0.0367 -0.0194 0.0016 92.34
b1 0.4829 0.0280 0.0170  0.0010 91.30
o)) -0.2931 0.0245 -0.0068 0.0005 95.06
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Tabela 6.9: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(2), com m = 100, o = 1.0,
(bl =0be ¢2 = —0.3.

n  Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qo 1.0611 0.1588 -0.0611 0.0545 95.39
01 0.4538 0.1769 0.0461  0.0298 94.89
b2 -0.3137 0.2352  0.0137 0.0208 96.64
300 Qg 1.0232 0.0682 -0.0232 0.0047 95.07
01 0.4807 0.0518 0.0192  0.0028 94.16
o)) -0.2946 0.0456 -0.0053 0.0019 95.74
1000 Qg 1.0202 0.0371 -0.0202 0.0016 92.28
b1 0.4821 0.0282  0.0178  0.0010 91.43
o2 -0.2921 0.0248 -0.0078 0.0006 94.69

Tabela 6.10: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(3), com m = 10, oy = 1.0,
(bl = 0.4, ¢2 =—-02e¢ ¢3 = —0.4.

n  ParAmetros Meédia D.P. Médio Vicio MSE % Cobertura
30 o) 1.0304 0.2024 -0.0304 0.0339 96.37
01 0.3593 0.1862 0.0406 0.0287 95.79
b2 -0.2039 0.1837 0.0039 0.0243 97.77
b3 -0.3753 0.1706 -0.0246  0.0216 97.48
300 g 1.0302 0.0559 -0.0302  0.0036 92.39
b1 0.3700 0.0512 0.0299 0.0030 92.22
o)) -0.1864 0.0506 -0.0135 0.0022 95.93
o3 -0.3806 0.0464 -0.0193  0.0020 95.21
1000 Qg 1.0311 0.0304 -0.0311  0.0018 93.58
01 0.3704 0.0278 0.0295 0.0015 94.20
b2 -0.1855 0.0275 -0.0144  0.0008 93.84
b3 -0.3813 0.0252 -0.0186  0.0008 93.70
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Tabela 6.11: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(3), com m = 30, ag = 1.0,
¢ =04, ¢y =—02¢e ¢3 =—0.4.

n  Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qo 1.0353 0.1785 -0.0353  0.0389 96.17
01 0.3538 0.1900 0.0461  0.0310 96.04
b2 -0.2017 0.1906 0.0017  0.0275 97.69
b3 -0.3715 0.2116 -0.0284  0.0252 97.35
300 g 1.0331 0.0590 -0.0331 0.0041 92.68
o1 0.3694 0.0526 0.0305 0.0032 92.13
o2 -0.1859 0.0527 -0.0140  0.0025 95.88
@3 -0.3776 0.0490 -0.0223  0.0025 94.65
1000 Qg 1.0339 0.0320 -0.0339  0.0020 92.56
01 0.3702 0.0285 0.0297  0.0015 93.39
o)) -0.1858 0.0286 -0.0141  0.0009 93.80
b3 -0.3779 0.0266 -0.0220 0.0011 94.79

Tabela 6.12: Estudo de simulagao para o modelo binomial GAR(3), com m = 100, oy = 1.0,
1 =04, ¢ =—-02e g3 =—0.4.

n  ParAmetros Meédia D.P. Médio Vicio MSE % Cobertura
30 Qg 1.0310 0.1817 -0.0310 0.0404 95.90
d1 0.3573 0.1921 0.0426  0.0318 95.91
b2 -0.2066 0.1918 0.0066 0.0286 97.47
b3 -0.3704 0.2133 -0.0295 0.0264 97.33
300 g 1.0338 0.0599 -0.0338  0.0043 92.45
b1 0.3695 0.0530 0.0304 0.0033 92.34
o)) -0.1864 0.0533 -0.0135  0.0026 95.76
o3 -0.3758 0.0499 -0.0241  0.0026 94.33
1000 o) 1.0345 0.0325 -0.0345 0.0021 93.77
01 0.3700 0.0287 0.0299 0.0015 96.34
P2 -0.1853 0.0289 -0.0146  0.0009 95.72
b3 -0.3767 0.0270 -0.0232  0.0011 94.88
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Tabela 6.13: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(1), com k = 15,
ag=2.0e ¢ =—0.4.
n Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.9761 0.1835 0.0238  0.0378 94.16
o1 -0.3872 0.1369 -0.0127  0.0194 94.93

300 %) 1.9971 0.0526 0.0028  0.0030 93.90
1 -0.3958 0.0393 -0.0041  0.0016 94.47

1000 o) 1.9987 0.0286 0.0012  0.0009 93.12
o1 -0.3962 0.0213 -0.0037  0.0004 94.17

Tabela 6.14: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(1), com k = 20,
Qp — 2.0e (bl =—04.
n Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 o) 1.9787 0.1829 0.0212  0.0353 95.08
01 -0.3883 0.1360 -0.0116  0.0185 95.81

300 o 1.9976 0.0524 0.0023  0.0030 93.53
01 -0.3956 0.0390 -0.0043  0.0016 94.37

1000 o) 1.9986 0.0284 0.0013  0.0009 93.55
01 -0.3966 0.0212 -0.0033  0.0004 93.97

Tabela 6.15: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(1), com k = 30,
g = 2.0e qbl = —0.4.
n Parametros Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura

30 oy 1.9789 0.1828 0.0210  0.0353 95.02
¢1 -0.3892 0.1358 -0.0107  0.0182 95.78

300 o 1.9964 0.0522 0.0035 0.0029 94.38
?1 -0.3957 0.0388 -0.0042  0.0015 94.79

1000 o 1.9988 0.0283 0.0011  0.0008 93.70

¢ -0.3968 0.0211 -0.0031  0.0004 94.48
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Tabela 6.16: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(2), com k = 15,
Qp = 20, le =006e (ﬁg = —0.2.

n  Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qo 2.2321 0.6516 -0.2321  2.8450 93.87
01 0.5834 0.1930 0.0165 0.5379 93.85
b2 -0.2598 0.1874 0.0598  0.1881 94.98
300 g 2.0250 0.1816 -0.0250 0.0333 94.68
01 0.5958 0.0563 0.0041  0.0032 93.94
o)) -0.2036 0.0543 0.0036  0.0029 94.68
1000 Qg 2.0082 0.0984 -0.0082  0.0098 94.67
d1 0.5983 0.0306 0.0016  0.0009 94.65
o2 -0.2008 0.0294 0.0008  0.0009 93.78

Tabela 6.17: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(2), com k = 20,
Qp — 20, le =06e (bg = —0.2.

n  ParAmetros Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 o) 2.2702 0.6551 -0.2702  1.6245 94.52
P1 0.5577 0.1931 0.0422  0.1303 94.11
b2 -0.2429 0.1881 0.0429  0.0663 95.63
300 Qg 2.0302 0.1827 -0.0302 0.0338 94.85
01 0.5952 0.0564 0.0047  0.0032 94.84
o2 -0.2046 0.0545 0.0046  0.0029 94.45
1000 g 2.0068 0.0990 -0.0068 0.0094 95.22
b1 0.5989 0.0306 0.0010  0.0009 94.94
P2 -0.2009 0.0296 0.0009  0.0008 94.60
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Tabela 6.18: Estudo de simulagdo para o modelo binomial negativa GAR(2), com k = 30,
Qp = 20, le =006e (ﬁg = —0.2.

n  Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qo 2.2952 0.6630 -0.2952  0.5663 94.16
01 0.5502 0.1942 0.0497  0.0758 94.57
b2 -0.2414 0.1899 0.0414  0.0479 95.33
300 g 2.0258 0.1836 -0.0258  0.0337 95.22
01 0.5952 0.0564 0.0047  0.0031 95.13
o)) -0.2031 0.0548 0.0031  0.0030 94.77
1000 g 2.0089 0.0298 -0.0089  0.0097 95.14
d1 0.5983 0.0306 0.0016  0.0009 94.92
b2 -0.2011 0.0995 0.0011  0.0008 94.62

Tabela 6.19: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(3), com k = 15,
Qp — 20, QZ51 = 05, Q§2 =—-02e ¢3 = —0.4.

n  ParAmetros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qg 2.0047 0.3427 -0.0047  0.1160 94.97
o1 0.4747 0.1740 0.0252  0.0300 94.52
b2 -0.2015 0.1779 0.0015 0.03017 95.19
O3 -0.3830 0.1512 -0.0169  0.0241 93.90
300 g 2.0073 0.0884 -0.0073  0.0084 93.59
o1 0.4929 0.0466 0.0070  0.0023 93.50
P2 -0.1979 0.0475 -0.0020  0.0025 93.04
o3 -0.3979 0.0389 -0.0020  0.0018 92.35
1000 g 2.0056 0.0475 -0.0056  0.0025 93.01
01 0.4952 0.0251 0.0047  0.0007 92.59
D2 -0.1979 0.0256 -0.0020  0.0007 92.54
o3 -0.3987 0.0209 -0.0012  0.0005 91.50
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Tabela 6.20: Estudo de simulagdo para o modelo binomial negativa GAR(3), com k = 20,
ag = 2.0, 1 = 0.5, ¢y = —0.2 ¢ p3 = —0.4.

n  Parametros Meédia D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qo 2.0047 0.3429 -0.0047  0.1156 95.06
01 0.4782 0.1737 0.0217  0.0291 95.41
b2 -0.2057 0.1773 0.0057  0.0292 95.65
b3 -0.3812 0.1508 -0.0187  0.0236 94.66
300 g 2.0026 0.0875 -0.0026  0.0081 94.00
b1 0.4945 0.0464 0.0054  0.0023 93.95
b2 -0.1978 0.0472 -0.0021  0.0024 93.44
@3 -0.3971 0.0385 -0.0028 0.0017 92.74
1000 Qg 2.0047 0.0472 -0.0047  0.0023 94.07
01 0.4957 0.0251 0.0042  0.0006 93.81
o)) -0.1979 0.0255 -0.0020  0.0007 92.83
b3 -0.3990 0.0208 -0.0009 0.0005 92.69

Tabela 6.21: Estudo de simulagao para o modelo binomial negativa GAR(3), com k = 30,
g = 20, ¢1 = 05, ¢2 =—-02e (bg = —0.4.

n  ParAmetros Média D.P. Médio  Vicio MSE % Cobertura
30 Qg 2.0061 0.3415 -0.0061 0.1107 95.63
b1 0.4769 0.1730 0.0230  0.0277 95.46
b2 -0.2036 0.1767 0.0036  0.0277 96.34
b3 -0.3829 0.1503 -0.0170 0.0216 95.27
300 g 2.0051 0.0869 -0.0051 0.0078 94.44
b1 0.4937 0.0461 0.0062  0.0022 94.41
o)) -0.1973 0.0470 -0.0026  0.0023 94.08
o3 -0.3984 0.0382 -0.0015 0.0016 93.70
1000 Qg 2.0049 0.0469 -0.0049 0.0024 93.69
01 0.4954 0.0250 -0.0045 0.0006 93.93
b2 -0.1977 0.0254 -0.0022  0.0006 93.91
b3 -0.3990 0.0206 0.0090  0.0004 93.58




Capitulo 7

Aplicacao com dados reais

Neste capitulo segue uma aplicacao com um conjunto de dados reais para ilustrar o
uso dos modelos abordados durante este texto. O proposito geral deste capitulo é mostrar
a viabilidade e a precisao dos modelos GARMA na modelagem de séries temporais reais

usando as abordagens classica e bayesiana.

7.1 Numero de internacoes com dengue em Campina

Grande

Como aplicagao dos modelos GARMA é proposto analisar a série temporal do ntmero
de internacoes com dengue em Campina Grande, Paraiba, Brasil, no periodo de janeiro de

1998 a outubro de 2003. Esta série tem 70 observagoes.

Dengue é uma doenca infecciosa aguda de curta duragao, de gravidade variavel, causada
por um arbovirus, do género Flavivirus (sorotipos: 1,2,3 e 4), transmitida principalmente
pelo mosquito Aedes aegypti infectado, mas também pelo Aedes albopictus. No Brasil
circulam os tipos 1, 2 e 3. O virus 3 esté presente desde dezembro de 2000 e foi isolado em

janeiro de 2001, no Rio de Janeiro.

O Aedes aegypti é encontrado principalmente em &areas tropicais e subtropicais do

mundo, inclusive no Brasil, pois as condi¢oes do meio ambiente favorecem seu desenvol-
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vimento e proliferacao. Esses mosquitos picam durante o dia, ao contrario do mosquito

comum (Culex) que pica durante a noite.

As epidemias geralmente ocorrem no verao, durante ou imediatamente apos periodos
chuvosos. A dengue esta se expandindo rapidamente e a grande preocupacao é que nos
proximos anos a transmissao aumente por todas as areas tropicais do mundo, se medidas

eficientes nao forem tomadas para a conten¢ao das mesmas.

A transmissao se da pela picada do mosquito Aedes aegypti que ficou infectado porque
picou uma pessoa doente. Esse mosquito infectado picando uma pessoa sadia, passa o
virus da dengue e a mesma adoece. A doenca s6 acomete a populacao humana. Nao hé
contagio direto entre pessoas sadias e doentes, e também nao hé transmissao pela agua,

por alimentos ou por quaisquer objetos.

Geralmente a dengue inicia-se de uma hora para outra e dura entre 5 a 7 dias. A
pessoa infectada tem febre alta (39° a 40°C), dores de cabega, cansago, dor muscular e
nas articulagoes, indisposicao, enjoos, vomitos, manchas vermelhas na pele, dor abdominal

(principalmente em criangas), entre outros sintomas.

Em alguns casos (a minoria), nos trés primeiros dias depois que a febre comega a ceder,
pode ocorrer diminuicao acentuada da pressao sanguinea. Esta queda da pressao caracteriza
a forma mais grave da doenga, chamada de dengue “hemorragica”. Este nome pode fazer
com que se pense (ue sempre ocorrem sangramentos, o que nao é verdadeiro. A gravidade
esta relacionada, principalmente, & diminuicao da pressao sanguinea, que deve ser tratada

rapidamente, uma vez que pode levar ao 6bito.

O melhor método para se combater a dengue é evitando a procriacao do mosquito Aedes
aegypti, que é feita em ambientes timidos em agua parada, seja ela limpa ou suja. O combate
ao mosquito, entao, deve ser feito de duas maneiras: eliminando os mosquitos adultos e,
principalmente, acabando com os criadouros de larvas. Para eliminacao dos criadouros
é importante que nao deixar objetos que possam acumular agua expostos a chuva. Os
recipientes de dgua devem ser cuidadosamente limpos e tampados. Nao adianta apenas
trocar a agua, pois os ovos do mosquito ficam aderidos as paredes dos recipientes. Para

isso, deve-se tampar cuidadosamente caixas d’agua, filtros, barris, tambores, cisternas etc,



7.1. Numero de internagdes com dengue em Campina Grande 60

e nao deixar expostos a chuva pneus velhos ou objetos (latas, garrafas, cacos de vidro) que

possam acumular agua.

Para maiores informacoes, visitar o site:

http:/ /www. cetesb.sp.gov.br/institucional /dengue/dengue. asp

Abordagem Classica

Os graficos na Figura 7.1 sao a série, o histograma, a funcao de autocorrelacao e o
normal plot. Pode-se observar desses graficos que o nimero de internagoes com dengue
em Campina Grande nao segue a distribuicao normal e ha evidéncia de que existe uma

tendéncia crescente na série.
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Figura 7.1: Série temporal do niimero de internagoes com dengue em Campina Grande de

janeiro de 1998 a outubro de 2003.

Para este conjunto de dados foi ajustado o processo Poisson GARMA e binomial negativa

GARMA, de ordem q= 0 e p= 1,2 e 3. Para a escolha da ordem do modelo foram utilizados
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os critérios AIC e BIC e comparamos os modelos usando a estatistica MSE, todos definidos
no Capitulo 4, se¢ao 4.2 e a fungao desvio, definida no Capitulo 4, se¢ao 4.1. Seguem na
tabela seguinte os valores para AIC, BIC e MSE dos modelos adotados. O modelo binomial

GARMA nao apresentou ajuste ao conjunto de dados.

Tabela 7.1: Resultados dos critérios AIC, BIC e MSE para a série do nimero de internagoes

por causa da dengue em Campina Grande.

(p,a) Poisson Binomial Negativa

AIC BIC MSE(%) AIC BIC MSE(%)
(1,0) 558.3165 562.7847  3.2e-25 515.0517 519.5199 0.0811
(2,0) 534.3672 541.0258  5.1e-25 498.9999 505.6585  0.2558
(3,0) 530.6130 539.4318  1.1e-25 495.4838 504.3026  0.1681

Entao de acordo com a Tabela 7.1, fica evidente que pelos dois critérios utilizados, que a
estrutura do modelo que deveria ser escolhido é o modelo binomial negativa GARMA(3,0),
pois este foi o modelo que apresentou menor AIC e BIC. Na Tabela 7.2 seguem as estimativas
de maxima verossimilhanga (EMV), desvio padrao (D.P.) e o intervalo de confianca de 95%

(I1Cy5%) para os parametros deste modelo.

Tabela 7.2: Resumo descritivo para o modelo binomial negativa GARMA(3,0) para a série
do ntimero de internacoes por causa da dengue em Campina Grande.
EMV  D.P. 1 Cy59
ap 0.8611 0.1304 ]0.6054, 1.1168]
¢1 09188 0.0733  [0.7750, 1.0625]
¢o  -0.1967 0.0788 [-0.3512, -0.0422]
¢3 -0.0234 0.0491 [-0.1198, 0.0729|

Observa-se que a estimativa do parametro ¢3 é nao significativo, visto seu intervalo de
confianca. Logo, sugere-se o uso de outra ordem do modelo, como o modelo binomial nega-
tiva GARMA(2,0). A Tabela 7.2 traz as estimativas de maxima verossimilhan¢a (EMV),
desvio padrao (D.P.) e o intervalo de confianca de 95% (ICys) para os parametros do

modelo escolhido: o modelo binomial negativa GARMA(2,0).
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Tabela 7.3: Resumo descritivo para o modelo binomial negativa GARMA(2,0) para a série
do ntimero de internagoes por causa da dengue em Campina Grande.
EMV  D.P. ICys59
ap  0.8897 0.1250 ]0.6446, 1.1349]
¢1 09135 0.0695 [0.7771, 1.0499]
¢o -0.2226 0.0543 [-0.3292, -0.1161]

Apesar deste modelo nao ter o menor para o MSE, o mesmo apresentou um baixo valor
(0.2558%), visto que quanto menor for seu valor mais proximo do real esté a estimativa dos
parametros do modelo selecionado. Abaixo estao alguns graficos referentes & estimativa da
série pelo modelo escolhido. A Figura 7.2 mostra o grafico de dispersao da série e a série
real versus série ajustada. A Figura 7.3 apresenta o grafico dos residuos, o histograma, a

funcao de autocorrelagao e autocorrelacao parcial e o normal plot.
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Figura 7.2: Série de casos de dengue em Campina Grande versus média estimada e dispersao

da série.
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Figura 7.3: Residuo, histograma, fun¢ao de autocorrelacao e autocorrelagao parcial, normal
plot do modelo binomial negativa GARMA(2,0) ajustado a série do ntmero de internagoes

por causa da dengue em Campina Grande.

Observa-se da Figura 7.3 que ha evidéncias de que os residuos nao seguem a distribuicao
normal, o que era de se esperar, assim como a nao evidéncia de correlacao dos mesmos.
Entao, procedendo da mesma forma que na Secao 4.3, Capitulo 4, foi realizada a norma-
lizagdo dos residuos. A Figura 7.4 apresenta o histograma dos residuos normalizados, a
funcao de autocorrelacao e autocorrelagao parcial, o normal plot e o grafico dos residuos

normalizados versus o tempo.
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Figura 7.4: Residuo normalizado, histograma, fungao de autocorrelacao e normal plot do

modelo GARMA Binomial Negativa(2,0) aplicado a série.

Da Figura 7.4 nao ha nenhuma evidéncia de qualquer correlagao entre os residuos, o
que pode ser confirmado pela estatistica de Box-Ljung, (Morettin & Toloi, 2004), de 11.92
com base em 15 lags (porque X%3,0.05 = 22.36). Também traz o normal plot, onde ha
evidéncias de que os residuos parecem ter distribuicao aproximadamente normal conforme
o esperado. Ainda, o gréafico dos residuos normalizados versus o tempo indicando uma

dispersao aleatoria dos mesmos.

Finalmente sera apresentada a previsao da série ajustada, conforme apresentado na
Secao 4.4, Capitulo 4. Assim sendo, utilizando o modelo binomial negativa GARMA(2,0),
que foi o modelo que melhor se ajustou a série e, tomando o passo da previsao igual a 3,
ou seja, h = 3, serao previstos os 3 ultimos valores da série, os quais foram retirados do
conjunto de dados. Foi calculado o MAPE, dado em (4.9), para verificar a qualidade da

previsao.
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Tabela 7.4: Previsao para h= 3 meses.

Ntimero da observagao Valor original Valor ajustado Valor previsto

68 53 37,75 30,32
69 29 38,30 30,31
70 28 21,79 24,40

A Tabela 7.4 traz os trés ultimos valores da série original, juntamente com seus valores

ajustados e os previstos. Nota-se que os valores previstos tendem a manter uma média,

sem a variancia que os valores retirados possuem, o que é de se esperar dado que os valores

calculados sdo os ji; dados no preditor linear. O MAPE calculado para avaliar a previsao

ficou em torno de 35%, que é um valor relativamente alto. Este fato pode ser justificado

devido a grande variacao dos dados da série. A figura 7.5 mostra os valores observados e

previstos.
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Figura 7.5: Previsao 3 meses a frente.
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Diante do exposto, conclui-se que o modelo binomial negativa GARMA(2,0) descreve
bem a série temporal do ntimero de internagoes com dengue em Campina Grande, no

periodo de janeiro de 1998 a outubro de 2003.

Abordagem Bayesiana

Na abordagem bayesiana para este conjunto de dados, foram analisados os modelos
Poisson e binomial negativa GARMA, de ordem com q= 0,1,2 e p= 0,1,2. Para a escolha
da ordem do modelo foi utilizado o critério BICM, citado no Capitulo 5, Se¢ao 5.5. Segue na
tabela seguinte os valores da estatistica BICM para os modelos Poisson e binomial negativa

GARMA(p,q). O modelo binomial GARMA néo apresentou ajuste ao conjunto de dados.

Tabela 7.5: Valores do critério BICM para a série do nimero de internacoes por causa da

dengue em Campina Grande.

)

Poisson Binomial Negativa
(p,q) BICM (p,q) BICM
(0,1) * (0,1) 18,47
(1,0) 562,79 (1,0) 15,65
(0,2) 1068,60 (0,2) 12,75
(2,0) 541,04 (2,0) 12,65
(1,1) 566,39 (1,1) 12,70
(1,2) 572,56 (1,2) 524,73
(2,1) 545,21 (2,1) 16,87
(2,2) 550,98 (2,2) 514,44

Na Tabela 7.5 o simbolo * indica que nao houve convergéncia no parametro do modelo.
Ainda, de acordo com a mesma tabela, ha evidéncias de que a estrutura do modelo a ser
escolhido é o0 modelo binomial negativa GARMA(2,0), pois este foi o modelo que apresentou
menor valor de BICM. Na Tabela 7.6 segue um resumo descritivo das estimativas bayesi-
anas para os parametros do modelo escolhido como: média, desvio padrao (D.P.), moda,

mediana, intervalo de credibilidade de 95% (IC7rg5%) € a estatistica de Geweke (z,). Obser-
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vando os resultados na Tabela 7.6, nota-se que o modelo produziu resultados condizentes,

pois nenhum dos valores estimados para os parametros sao nao significativos.

Tabela 7.6: Resumo descritivo para o modelo binomial negativa GARMA(2,0).
Média Mediana Moda  D.P. 1Crgs9 2g
ap 0.8780  0.8793  0.8322 0.1255 [0,6237; 1,1139] -0.6726
¢ 09130 09120 0.9114 0.0690 [0.7807; 1,0487]  0.4439
¢y -0.2178 -0.2184 -0.2261 0.0547 [-0,3255; -0,1042] -0.4532

A escolha do modelo binomial negativa GARMA(2,0) parece ser apropriada visto que o
mesmo apresenta um ajuste adequado da série. A Figura 7.6 mostra o gréafico de dispersao

da série e a série real versus série ajustada.
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Figura 7.6: Série de casos de dengue em Campina Grande versus média estimada e dispersao

da série.

Finalmente serda apresentada a previsao da série ajustada, conforme apresentado na
Segao 5.6, Capitulo 5. Assim sendo, utilizando o modelo binomial negativa GARMA(2,0),
que foi o modelo que melhor se ajustou a série e, tomando o passo da previsao igual a 3,
ou seja, h = 3, serao previstos os 3 tultimos valores da série, os quais foram retirados do
conjunto de dados. Foi calculado o MAPE, dado em (4.9), para verificar a qualidade da

previsao.



7.1.

Numero de internagoes com dengue em Campina Grande 68

Tabela 7.7: Previsao para h= 3 meses.

Ntimero da observagao Valor original Valor ajustado Valor previsto

68 53 13,5 35,66
69 29 28,46 37,94
70 28 35,66 38,50

A Tabela 7.7 traz os trés ultimos valores da série original, juntamente com seus valores

ajustados e os previstos. Nota-se que os valores previstos tendem a manter uma média,

sem a variancia que os valores retirados possuem, o que é de se esperar dado que os valores

calculados sdo os ji; dados no preditor linear. O MAPE calculado para avaliar a previsao

ficou em torno de 33%, que é um valor relativamente alto. Este fato pode ser justificado

devido a grande variacao dos dados na série. A figura 7.7 mostra os valores observados e

previstos.
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Figura 7.7: Previsao 3 meses a frente.
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Diante do exposto, conclui-se que o modelo binomial negativa GARMA(2,0) descreve
bem a série temporal do ntimero de internagoes com dengue em Campina Grande, no

periodo de janeiro de 1998 a outubro de 2003.



Capitulo 8

Consideracoes Finais

As ideias propostas no inicio desse texto foram exploradas e os resultados encontrados
foram bastante interessantes. Com os estudos desenvolvidos pode-se observar que a Inferén-
cia Classica para os modelos GARMA discretos apresentaram boas propriedades, analisadas
a partir do desempenho do percentil de cobertura dos intervalos de confianca, dos quais
ainda foram explorados a consisténcia, o viés e o erro quadratico médio dos estimadores

pontuais.

Quanto ao estudo bayesiano, usando método de simulagao de Monte Carlo via Cadeia
de Markov, os resultados evidenciam que as inferéncias obtidas sao bastante precisas e
apresentou-se como uma excelente alternativa para estimacao dos parametros, pois per-
mite a obtencao de estimativas apuradas e com maior flexibilidade, devido ao fato das

distribui¢coes marginais a posterior gerarem inferéncias mais precisas.

As estimativas pontuais fornecidas por ambas as abordagens sao proximas para a parte
AR dos modelos, mas o modelo Bayesiano apresentou a vantagem de trazer também a parte
MA dos modelos e os intervalos de credibilidade como medidas da variabilidade amostral
dos parametros estimados. Pode-se dizer entao que o modelo GARMA consegue, em ambos

os ajustes, descrever bem o comportamento da série.

Tendo em vista os resultados encontrados, algumas questoes podem vir a serem res-
pondidas e despertam o interesse mais profundo no estudo dos modelos GARMA. Como

proposta futura pretende-se comparar o desempenho dos modelos GARMA discretos com o
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desempenho de outros modelos nao lineares e nao gaussianos e implementar outros modelos

GARMA com diferentes distribui¢oes condicionais para a média.

Na etapa final do trabalho observou-se que as séries reais nao estacionarias de dengue
ficam bem ajustadas utilizando os modelos GARMA, o que mostra a viabilidade e a precisao

dos mesmos na modelagem, usando as abordagens cléssica e bayesiana.
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