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Resumo

O objetivo deste trabalho é desenvolver um método numérico capaz de simular escoamen-
tos viscoelasticos com superficies livres governados pela equagao constitutiva nao-linear PTT
(Phan-Thien-Tanner). Neste trabalho foram apresentados trés métodos numéricos para simular
escoamentos viscoelasticos modelados pela equacao PTT. Dois desses métodos foram desen-
volvidos para simular escoamentos viscoelasticos bidimensionais enquanto o terceiro método foi
desenvolvido para simular escoamentos viscoelasticos tridimensionais. Estes métodos numéri-
cos foram incorporados aos ambientes de simulagao Freeflow2D e Freeflow3D, extendendo estes
ambientes para escoamentos viscoelasticos descritos por uma equacao constitutiva nao-linear.
Inicialmente, uma descricao de Freeflow2D e Freeflow3D é apresentada. As equagoes go-
vernantes para escoamentos descritos pelo modelo PTT sao dadas na forma de tensorial e
as formulacoes matematicas para obtencao dos métodos numéricos sao apresentadas. As
equacoes que descrevem os métodos numéricos sao resolvidas pela técnica de diferencas finitas
numa malha deslocada e o fluido é representado por particulas marcadoras usando o método
Marker-and-Cell. As condic¢oes de contorno para cada tipo de contorno sao descritas em deta-
lhes e o calculo do tensor extra-tensao no contorno rigido é obtido utilizando as idéias de Tomé
et al. [84] para o modelo Oldroyd-B. Seguindo a metodologia de Alves et al. [2], a solucao
analitica do modelo PTT para escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal bidimen-
sional é apresentada em detalhes. Esta solucao analitica é entao usada para validar o método
numérico desenvolvido neste trabalho. Os métodos numéricos desenvolvidos nesse trabalho
foram aplicados para simular os seguintes problemas: um jato de fluido viscoeléstico incidindo
numa placa rigida; o inchamento do extrudado e o problema de uma gota esférica de fluido

viscoelastico incidindo perpendicularmente contra uma superficie rigida plana.

palavras-chaves: escoamento viscoeléstico, modelo PT'T, superficie livre, técnica de diferenca

finita, solugao analitica.






Abstract

The aim of this work is to develop a numerical method capable of simulating viscoelastic free
surface flows governed by the non-linear constitutive equation PTT (Phan-Thien-Tanner). In
this work three numerical methods to simulate vicoelastic flows of fluids modelled by the PTT
equation are presented. Two of these methods were developed to simulate two-dimensional vis-
coelastic flows while the third method was developed to simulate three-dimensional viscoelastic
flows. These numerical methods were incorporated into the codes Freeflow2D and Freeflow3D,
extending these codes to viscoelastic flows described by the non-linear constitutive equation
PTT. Initially, a description of Freeflow2D and Freeflow3D is presented. The governing equa-
tions for flows described by the PTT model are given in index form and the mathematical
formulations for obtaining the numerical methods are presented. The equations describing the
numerical methods are solved by the finite difference method on a staggered grid and the fluid
is modelled using a Marker-and-Cell type method. The boundary conditions for each type of
boundary are described in details and the calculation of the extra-stress tensor on rigid boun-
daries is performed using the ideas of Tomé et al. [84] for an Oldroyd-B fluid. Following the
methodology presented by Alves et al. [2], the analytic solution of the PTT model for fully
developed flows in a two-dimensional channel is presented in details. This analytic solution
is then used to validate the numerical method developed in this work. Finally, the numerical
methods developed in this work were applied to simulate viscoelastic flows such as a viscoelastic
jet flowing onto a rigid plate, the extrudate swell of viscoelastic fluids and the simulation of a

viscoelastic drop hitting a rigid plate.

keywords: viscoelastic flows, PTT model, free surface, finite difference technique, analytic

solution.






Nomenclatura

vetor velocidade : u; = (u,v,w) — componentes caso 3D
vetor espacial : x; = (z,y, z) — componentes caso 3D
campo gravitacional : g; = (¢, gy, g.) — componentes caso 3D

tensor total

tensor extra-stress ou tensor nao-Newtoniano

tensor taxa de deformacao

tensor gradiente

variavel temporal

pressao

densidade do fluido

tempo de relaxacao do fluido

viscosidade do fluido

viscosidade do fluido de contribuigao polimérica (ou nao-Newtoniana)
viscosidade do fluido de contribuicao Newtoniana

viscosidade total do fluido

viscosidade extensional do fluido

funcao,dependente do traco de 7, que determina a forma do modelo PTT
parametros positivos do modelo PTT

unidade escalar de comprimento

unidade escalar de velocidade

nimero de Reynolds

nimero de Weissemberg

nimero de Froud

vetor unitario normal & superficie livre : n;, = (ng, ny,n,)

vetor unitario tangencial a superficie livre

passo temporal

tamanho espacial da malha nas direcoes z, y e 2

variacao da pressao na direcao x e z

X



Nomenclatura

E(SolNum) erro relativo da solu¢ao numérica na norma Lg
H altura do injetor até a superficie rigida
D diametro do injetor
Subescritos
m, n direcao tangencial e normal, respectivamente
1,7,k ponto na malha, localizacao nas direcoes x, y e z
max mAaximo
Superescritos
- solucao intermediaria auxiliar
n+1 nivel temporal
* nivel temporal entre n e n + 1
Simbolos
U derivada convectiva
\Y operador gradiente
V. operador divergente
\% operador laplaciano
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Introducao

H& muitos séculos o homem vem pesquisando as propriedades dos fluidos em movimento.
Através da compreensao dos mecanismos que governam o escoamento de fluidos vem sendo
possivel o desenvolvimento tecnologico em muitas areas da ciéncia. Como por exemplo, o enchi-
mento de um pote de margarina sem que o produto final contenha bolhas de ar, garantindo
que o peso do produto que o consumidor estd levando para casa serd realmente o especificado
na embalagem. Atualmemente, além desse estudo poder ser realizado combinando-se conside-
racoes teoricas sobre o escoamento de fluidos com os ensaios experimentais, esse estudo pode
também ser feito através da simulacao numérica. A simulagao numeérica s6 tornou-se possivel a
partir da década de 50 com o surgimento do computador digital e nesta época surgiu um novo
ramo da ciéncia: Dinamica de fluidos computacional (DFC). A dinamica de fluidos computa-
cional é a drea da computacgao cientifica que estuda métodos computacionais para simulacao de
fenomenos que envolvem fluidos em movimento com ou sem trocas de calor. De forma alguma
o uso desses métodos computacionais deixa de lado a pratica dos estudos experimentais e das
analises teoricas. Para um ensaio experimental pode-se usar dados ja previstos numa simulacao
numérica e/ou numa anélise tedrica. No mesmo sentido, a analise tedrica e o ensaio experi-
mental podem validar e dar confiabilidade a uma determinada técnica numérica. E também, é
através da observagao nos ensaios experimentais e/ou nos resultados numéricos que despertam
a curiosidade para uma nova investigacao teorica. Portanto, pode-se dizer que esses trés ramos:

experimental, teérico e computacional se complementam.

A dinamica de fluidos computacional é uma area muito recente, e por isso, hd muitos proble-
mas para serem investigados. Entre os diversos problemas surgidos nessa area esti o tratamento
da superficie livre do fluido durante o escoamento. Esse tipo de problema tem se tornado um
grande desafio nessa area pois a maioria das aplicacoes industriais envolvem escoamentos com
superficies livres movimentando-se constantemente, tais como, extrusao e moldagem por in-
jecao de plasticos e ligas metéalicas; a injecao de fluidos utilizados na industria alimenticia; etc.
Portanto, existe um grande interesse em desenvolver métodos numeéricos capazes de simular
escoamentos de fluidos com superficies livres em movimento para assim poder prever, a custos

bem mais baixos e com bons resultados, o comportamento do escoamento de um fluido durante
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o processo industrial. Porém, essa nao é uma tarefa facil pois nestes problemas a superficie livre
do fluido muda continuamente sua posicao no tempo e no espaco tomando diferentes formas.
Além disso, outra dificuldade é a aplicagao das condig¢oes de contorno que devem ser satisfeitas
na superficie livre cujo o formato nao é conhecido e adicionalemte, muitos problemas envolvem
escoamentos em geometrias altamente complexas. Diante de tantos desafios, que uma vez solu-
cionados, podem refletir em bons resultados para a indistria. Portanto, o desenvolvimento de
técnicas numéricas para simular escoamentos envolvendo superficies livres tem sido uma area

de intensa pesquisa nas ultimas décadas.

Trabalhos correlatos

Uma das primeiras técnicas desenvolvidas para a simulacao de escoamentos de fluidos com
superficies livres foi o método MAC (Marker-and-Cell) [33], [89] que foi introduzido por Harlow
& Welch, em Los Alamos no comeco da década de 60. MAC é uma técnica de diferencas fini-
tas que emprega variaveis primitivas velocidade e pressao. Uma das caracteristicas do método
MAC é o uso de particulas marcadoras que descrevem o fluido o que permite a visualizagao
do escoamento. A partir do método MAC outros métodos numéricos foram desenvolvidos,
entre eles estd o método SMAC (Simplified-Marker-and-Cell) [3| cuja caracteristica principal
é a divisao do ciclo computacional em duas partes: velocidade e pressao, ou seja, nao existe
um processo iterativo envolvendo velocidade e pressao, fazendo assim com que algumas dificul-
dades do método MAC original sejam evitadas. Nos ultimos anos, os método MAC e SMAC
tem sido investigados por muitos pesquisadores e existem muitos trabalhos publicados baseados
nos métodos MAC e SMAC e os livros de Shyy [71] e Griebel [30] abordam de forma ampla as
extensoes destas técnicas numéricas. Uma extensao destas técnicas numéricas que abordaremos
nesse trabalho ¢ o método GENSMAC (Generalized-Simplified-Marker-and-Cell) desenvolvido
por Tomé & McKee [85]. GENSMAC estéa voltado para o cilculo de escoamentos transientes
bidimensionais com superficies livres em um dominio arbitrario com condic¢oes de contorno do
tipo nao-escorregamento e escorregamento onde varios injetores e ejetores podem ser especifica-
dos e, assim como no método SMAC, este codigo utiliza particulas marcadoras para descrever o
fluido, as quais fornecem a localizacao e a visualizacao da superficie livre do fluido. A principio,
Tomé & McKee desenvolveram o c6digo GENSMAC para simular escoamentos Newtonianos
bidimensionais envolvendo superficies livres. GENSMAC foi aplicado para simular o enchi-
mento de contéineres e com o objetivo de validar GENSMAC, um estudo experimental desses
problemas foi realizado pela empresa Unilever no fim dos anos 90. A Figura 1(a) mostra um
resultado experimental de um jato Newtoniano que apresenta o fendémeno conhecido como “jet
buckling” e a Figura 1(b) mostra um resultado numérico gerado pelo codigo GENSMAC uti-
lizando os dados do experimento realizado. Um estudo detalhado da comparacao entre o jato
experimental e o resultado numérico obtido por GENSMAC pode ser encontrado no trabalho de
Tomé et al., 1999 (ver [87]). Mais tarde, o codigo GENSMAC foi expandido para o tratamento

de escoamentos de fluidos Newtonianos Generalizados na forma bidimensional [85] e Grossi et
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(a) (b)

Figura 1: (a) Jato experimental, (b) Simulacao do “jet buckling” com fluido Newtoniano obtido
pelo codigo GENSMAC.

al. [31] desenvolveram uma versao do codigo para tratamento de escoamentos axissimétricos de
fluidos Newtonianos Generalizados onde o modelo Cross ¢é utilizado para modelar a viscosidade.
A partir de 2001, GENSMAC passou a simular escoamentos bidimensionais turbulentos através

da contribuigdo de Ferreira |28].

Motivados em obter uma técnica numérica para simular escoamentos incompressiveis tridi-
mensionais de fluidos Newtonianos isotérmicos, Tomé et al. [80] desenvolveram o método
GENSMAC3D. GENSMAC3D foi desenvolvido para simular escoamentos com superficies livres
em trés dimensoes e resolve as equacoes governantes pelo método de diferencas finitas numa
malha deslocada tridimensional. O método GENSMAC3D foi implementado computacional-
mente em um ambiente de simula¢do denominado Freeflow3D (ver [16]). O ambiente Freeflow3D
é um software construido especificamente para simular escoamentos Newtonianos incompressiveis
com superficies livres em 3 dimensoes. Esse ambiente é constituido de 3 moédulos independentes:
Modflow3D, Simflow3D e Visflow3D. O moédulo Modflow3D é responsavel pela modelagem de
objetos geométricos tais como containers e injetores, especificagdo do dominio, atribuicao das
constantes adimensionais e inicializacao de variaveis. O moédulo Simflow3D é a parte central
do ambiente Freeflow3D. Esse modulo implementa a discretizacao das equagoes governantes
para um fluido Newtoniano incompressivel utilizando a técnica GENSMAC3D [80]. O mo6dulo
Visflow3D disponibiliza a visualizacao dos dados gerados pelo modulo Simflow3D utilizando
ferramentas de computacgao gréafica. Este sistema foi estruturado para permitir futuras exten-
soes nos trés modulos. Em particular, tem-se em funcionamento o movimento de contéineres
[57], escoamento de fluidos nao-isotérmicos [69], escoamentos multifasicos e inclusao de efeitos

de tensdo superficial |76] e escoamentos de fluidos Newtonianos generalizados [79].

Na pratica muitos problemas podem ser modelados como escoamentos bidimensionais e,
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portanto, uma versao bidimensional denominada Freeflow2D foi desenvolvida por Oliveira |52].
O ambiente Freeflow2D é uma versao obtida de Freeflow3D pela supressao de uma coorde-
nada cartesiana; assim como em Freeflow3D, Freeflow2D também possui 3 modulos distintos:
Modflow2D, Simflow2D e Visflow2D. Inicialmente, Freeflow2D foi desenvolvido para simular
escoamentos bidimensionais incompressiveis, isotérmicos e Newtonianos com superficies livres
(ver [52]). Com o objetivo de expandir a aplicabilidade do sistema Freeflow2D, foram introduzi-
dos a simulagao de escoamentos multifasicos [70], escoamentos axissimétricos [53], escoamentos
nao-isotérmicos [73], inclusao de fluidos Newtonianos Generalizados [75], escoamentos turbulen-
tos [19]. Recentemente, Oishi [51] desenvolveu um método implicito para resolver as equagoes
governantes para escoamentos Newtonianos, o que até entao era realizado utilizando métodos

explicitos.

Essencialmente tratamos aqui de escoamentos de fluidos Newtonianos os quais possuem uma,
viscosidade constante durante todo o escoamento, salvo a excessao dos escoamentos de fluidos
Newtonianos Generalizados onde a viscosidade pode ser modelada, por exemplo, pelos modelos
de Cross, Ellis, Power Law ou Carreau-Yasuda, os quais permitem calcular a viscosidade como
funcao da taxa de cizalhamento. Assim, a simulacao de escoamentos de fluidos Newtonianos
Generalizados foi o primeiro passo para tratar escoamentos nao-Newtonianos, que com certeza
sao predominantes na natureza. H& décadas, as industrias vem desenvolvendo produtos a
base de material polimérico, fluido viscoelastico - surgindo a famosa frase que sempre se ouve:
“Hoje em dia, tudo é feito de plastico”; isso se da através de processos tecnoldgicos como:
extrusao de polimeros, injecao de moldes, enchimento de contéineres, entre outros. Desta
forma, o interesse em estudar escoamentos de fluidos viscoelasticos vem crescendo em todas
as areas que abrangem esse tOpico, tais como, estudos tedricos na tentativa de obter uma
equacao matematica capaz de descrever o escoamento de um fluido viscoelastico muito préximo
do real - as equacoes constitutivas; estudos experimentais submetendo um determinado fluido
viscoelastico a certas condicoes para estudar o seu comportamento; e estudos de simulacao
numérica que podem prever, a custos bem mais baixos dos ensaios experimentais, como o
fluido viscoelastico ird se comportar. Assim, estudos para desenvolver métodos numéricos que
simulem escoamentos viscoelasticos vem tomando propor¢ao cada vez maior, nao s6 motivados
pela aplicacao industrial mas também pelo fato de vencer as dificuldades inerentes das equacoes
constitutivas, justamente por serem equacoes matemaéticas complexas e de dificil tratamento

em contornos do dominio computacional.

Na literatura pode-se encontrar uma vasta quantidade de artigos que tratam dos modelos
viscoelasticos diferenciais de Maxwell (e.g. [6], [50]), dos modelos Oldroyd-B (|50], [63], [11],
[62]), PTT (Phan-Thien-Tanner) (|60], [63], |2], [54], [92], [93]) e também de modelos integrais
como por exemplo o modelo K-BKZ ([45], [44], [56], [55],[35]). O modelo de Maxwell foi uma
das primeiras tentativas de descrever o efeito da viscoelasticidade de um determinado fluido.
Esse modelo incorpora a idéia de um fluido que apresenta caracteristicas tanto de um soélido

elastico Hookeano, como de um fluido viscoso Newtoniano. Entre as diversas técnicas numéricas
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utilizadas para resolver esses modelos viscoelasticos podemos citar o trabalho [95] que utilizou o
método de diferengas finitas; os trabalhos de [47|, [13], [11] utilizando elementos finitos; [34], [50],
[61] com volumes finitos; [6] empregando métodos espectrais; e [27] com métodos integrais de
fronteira (‘boundary integral methods’). Um fato que tem atraido a atencao dos pesquisadores
nos escoamentos de fluidos viscoelasticos é o problema para altos ntumeros de Weissenberg.
Entre os pesquisadores que estao realizando trabalhos sobre esses problemas podemos citar o
Prof. Crochet e seu grupo de colaboradores em Louvain, Amstrong e Brown do MIT e os
professores Tanner e Phan-Thien em Sidney. Apesar dos esforcos nesta area, pouco ainda se
tem feito em trés dimensoes mas ndo se pode deixar de citar os trabalhos significativos [91], [92]
e [93] e, também o trabalho [43] que foi um dos principais trabalhos que apresentou um estudo
numérico do fendémeno classico conhecido como ‘rod-climbing’. Este trabalho é realizado em

duas dimensoes (escoamentos axissimétricos).

Em trés dimensoes, devido a complexidade dos escoamentos de fluidos viscoelasticos, so-
mente problemas em que a superficie livre nao sofre grandes deformacoes ou problemas confi-
nados tem sido tratados, como por exemplo, a simulacao numeérica do problema da contracao
que tem sido estudado em 2 e 3 dimensoes (|40], [50], [63], [92], [95], [61]) e a simulacao
numérica do escoamento totalmente desenvolvido em um canal (2D) ou tubo (3D) (|91], [54],
[2]). Escoamentos viscoelasticos envolvendo superficies livres em movimento sao importantes,
mas poucos resultados tém sido publicados na literatura. Os primeiros trabalhos nesse sentido
foram apresentados por Tanner [77] e Ryan & Dutta [68]. Nestes trabalhos, eles simulam o
inchamento do extrudado para o modelo Maxwell. Crochet [21] apresenta uma metodologia
para resolver o problema do escoamento de um fluido Oldroyd-B para o caso do inchamento
do extrudado circular e extrudado planar. Keunings, Bousfield, e co-autores ([38], [10], [39],
[9]) escreveram varios artigos no final da década de oitenta (1986 e 1987) os quais tratam de
escoamentos viscoelasticos com superficies livres. Kolte et al. [42| apresentaram um estudo e
os resultados da simulacdo ‘transient filament stretching rheometer’, e Yao & McKinley [94]
tratam a deformacao extensional transiente em ‘filament stretching devices’. Cormenzana et al.
[18] estenderam o codigo CONNFESSITT para escoamentos com superficies livres e apresen-
taram uma comparacao dos seus resultados numéricos com os resultados obtidos pelo codigo
POLYFLOW |20].

Atualmente, no laboratorio LCAD/ICMC, tém-se implementado os codigos GENSMAC |
Freeflow2D e Freeflow3D. O grupo de pesquisa em Mateméatica Computacional do LCAD tem
procurado expandir esses codigos para o tratamento de escoamentos mais gerais. Grande parte
dessas extensoes tem sido temas de dissertacoes de mestrado e teses de doutorado orientadas
pelos pesquisadores desse grupo. Com relacao as extensoes para escoamentos viscoelasticos ha
varios trabalhos realizados, como por exemplo, Tomé et al. [84| que apresentaram o método
GENSMACVISCO para simular escoamentos viscoelasticos com superficies livres modelados
pela equacao constitutiva Oldroyd-B. GENSMACVISCO foi a primeira técnica numérica a si-

mular escoamentos viscoelasticos bidimensionais com superficies livres dentro do c6digo GENS-
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MAC [85], ou seja, GENSMACVISCO foi a primeira extensao do codigo GENSMAC para es-
coamentos viscoelasticos bidimensionais envolvendo superficies livres. Outra contribuicao para
o codigo GENSMAC foi o trabalho de doutorado de Luciane Grossi [32]. Neste trabalho, o
codigo GENSMAC é extendido para escoamentos viscoelasticos axissimétricos com superficies
livres modelados pela equacgao constitutiva Oldroyd-B. Também, foram temas de dissertagoes
de mestrado as seguintes extensoes no sistema Freeflow2D: escoamentos viscoeldsticos bidimen-
sionais e também axissimétricos, ambos envolvendo superficies livres e modelados pela equacao
constitutiva Oldroyd-B ([72], [74]), e os escoamentos viscoelasticos bidimensionais com super-
ficies livres modelados pela equacdo constitutiva ‘Upper Convected Maxwell (UCM)’ [14] e
fluido de segunda ordem [83]. Recentemente, Aratjo [4] desenvolveu uma técnica de diferencas
finitas para simular escoamentos viscoelasticos bidimensionais com superficies livres usando a
equacao integral nao-linear K-BKZ através do sistema Freeflow2D. A mais recente extensao
é a inclusao do modelo nao-linear PTT neste sistema, cuja metodologia e resultados obtidos
serao apresentados em detalhes neste trabalho. Quanto as extensoes no sistema Freeflow3D
para escoamentos de fluidos ndo-Newtonianos temos como marco o trabalho de Grossi [32] (ver
também Tomé et al. [79]) que desenvolveu uma técnica numérica para simular escoamentos
Newtonianos Generalizados tridimensionais envolvendo superficies livres e utiliza o modelo de
Cross para calcular a viscosidade. Recentemente, Tomé et al. |82] apresentaram um trabalho
que trata de escoamentos viscoelédsticos tridimensionais modelados pela equacao constitutiva
Oldroyd-B, sendo esta mais uma extensao do sistema Freeflow3D. Neste trabalho, sera mostrado
o desenvolvimento de uma técnica numérica para resolver escoamentos viscoelasticos tridimen-
sionais com superficies livres em movimento usando a equacao constitutiva nao-linear PTT,
tornando assim a aplicabilidade do sistema Freeflow3D cada vez mais ampla.

Portanto, o objetivo desse trabalho ¢ expandir a aplicabilidade da simulacao numérica
de escoamentos viscoelasticos com superficies livres. A equacao constitutiva nao-linear PTT
(Phan-Thien-Tanner) ([60] e [58]) tem sido considerada um modelo realistico para polimeros
fundidos e concentrados. A dificuldade em produzir um método numeérico estavel e robusto
para resolver escoamentos viscoelésticos envolvendo superficies livres existe até mesmo usando
os modelos lineares. Portanto, é importante desenvolver um método numérico capaz de simular

escoamentos viscoelasticos com superficies livres usando o modelo PTT.

Organizacao da tese

Esta tese esta organizada como segue.

e Capitulo 1: Apresenta as equacoes governantes para escoamentos viscoelasticos modela-
dos pela equacao constitutiva PTT. Descreve a primeira formulacao matematica para o
desenvolvimento de um método numérico capaz de simular escoamentos viscoelasticos bi-
dimensionais envolvendo superficies livres. Apresenta as equacoes envolvidas na forma
adimensional, as condigoes de contorno e os célculos do tensor extra-tensao nos contornos.

Descreve passo-a-passo o método numérico desenvolvido e também a forma de como obter
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a solucao analitica para escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal bidimensional
usando as equacoes resultantes da formulacao matemaética. Apresenta os resultados de
validacao bem como os resultados numéricos dos seguintes problemas: simul¢ao numérica
do jato oscilante e do impacto de uma gota contra uma superficie rigida plana. Este
capitulo nao apresenta a discretizacao das equacoes por meio da técnica de diferencas

finitas. Isto serd apresentado no Capitulo 2.

Capitulo 2: Esse capitulo, descreve a segunda formulagao matemaética para o desenvolvi-
mento de um método numérico para resolver escoamentos viscoelasticos bidimensionais
envolvendo superficies livres. Esta formulacao é mais adequada porque envolve apenas os
parametros constantes existentes no modelo PTT e nao introduz parametros adicionais.
Este capitulo apresenta as equagoes na forma adimensional, as condi¢oes de contorno e os
calculos do tensor extra-tensao nos contornos. Descreve o método numérico desenvolvido
e também a aproximacao das equacoes numa malha diferenciada aplicando a técnica de
diferencas finitas. Apresenta os resultados de validagao bem como os resultados numéricos
dos seguintes problemas: simulacao numérica do jato oscilante, simulacao do inchamento

do extrudado e simulagao do impacto de uma gota contra uma superficie rigida plana.

Capitulo 3: Esse capitulo descreve uma formulacao matematica para o desenvolvimento
de um método numeérico para simular escoamentos viscoelasticos tridimensionais com
superficies livres em movimento. Apresenta as equacoes na forma adimensional, as
condicoes de contorno e os calculos do tensor extra-tensao nos contornos. Descreve o
método numeérico desenvolvido e a aproximacao das equacgoes seguindo as idéias da té-
cnica Marker-And-Cell discretizando as equacoes pela técnica de diferencas finitas numa
malha diferenciada (como em [81]). Por ultimo, este capitulo apresenta os resultados
numéricos dos seguintes problemas: simuacao numérica do jato oscilante e do inchamento

do extrudado.

Capitulo 4: Constitui-se da conclusao ressaltando as dificuldades e os éxitos encontrados

durante o trabalho. Também apresenta sugestoes para trabalhos futuros.
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CAPITULO

1

Resultados Preliminares

Este capitulo tem por objetivo apresentar a formulacao matematica adotada inicialmente
nesse projeto para a obtencao de um método numérico capaz de simular escoamentos viscoelas-
ticos bidimensionais com superficies livres usando a equacao constitutiva PTT (Phan-Thien--
Tanner). Essa formulagdo matemaética é baseada na formulacao apresentada por Xue et al.
(|92] e [93]) e consiste em introduzir um novo parametro ao problema a ser resolvido. Este capi-
tulo descreve as equacoes basicas que governam escoamentos bidimensionais incompressiveis e
isotérmicos descritos pelo modelo PTT. Em seguida, é abordado uma formulagao matemética
do problema para obtencao do método numérico bidimensional. Para a adimensionalizacao
das equagoes serao adotados os seguintes numeros adimensionais: nimero de Reynolds (Re),
numero de Weissenberg (We) e o nimero de Froude (Fr). Os célculos das condi¢oes de con-
torno e o calculo do tensor extra-tensao em contornos rigidos nao serao apresentados visto

que o tratamento dessas equacoes serd apresentado em detalhes no Capitulo 2.

1.1 O modelo PTT

As equacoOes basicas que governam escoamentos incompressiveis, isotérmicos descritos pelo
modelo PTT sdo: a equagdo da continuidade (conservacao de massa), equagdo da conservacao

de quantidade de movimento e a equacao constitutiva PTT que em notacao tensorial sao dadas

por
(9ui
=0 1.1
ou; ouu; Op Ot

_ . 1.2
"ot VP om T 0w  omy Y (1-2)

|
f(Tkk)Tij + A Tij: 277pDij . (13)

9



Capitulo 1 Resultados Preliminares

onde t ¢ o tempo, x; é o vetor espacial, u; é o vetor velocidade, p é a pressao, p ¢ a densidade
do fluido, g; ¢ o campo gravitacional, 7;; é o tensor extra-stress, o qual se relaciona com as

quantidades cinematicas através da equagao constitutiva (1.3),

1 Guz an
Dij = 2 (ij * &vi)

é o tensor taxa de deformacao, A é o tempo de relaxacao do fluido, np é um parametro do

modelo PTT conhecido como viscosidade do fluido.

A funcao f, dependente do traco de 7;;, determina qual a forma do modelo PTT:

(i) forma linear: f(mix) =1+ n_ETkk
P

Ae 1 /[ )e 2
(ii) forma quadrdtica: f(mgr) =1+ —Tpr + = <_Tkk)
T/P 2 T]P

. Ae

(iii) forma exponencial: f(Ty) = exp (—Tkk)
np
A forma linear foi a forma proposta no paper original de Phan-Thien e Tanner [60]. Neste
trabalho, vamos considerar o modelo PTT na forma linear, ou seja, a fungao f sera dada por
(i).
0 . . .
O simbolo (-) representa a seguinte derivada convectiva:
d - 87'2']' a(“sz‘j)

Tij= Y + Er — (Lit — &Dig) Ty — (Lji — EDji) Tha

onde L;; = Ou;/0x; ¢ o tensor gradiente, a diferenca L;; — {D;; é chamada gradiente efe-
tivo de velocidade [58], € e £ sdo parametros positivos do modelo PTT. O modelo SPTT
(Simplified Phan-Thien-Tanner) é obtido fazendo £ = 0 [60] e obtém-se o modelo UCM
(Upper-Convected-Maxwell) fazendo £ =0e ¢ =0 [7].

1.2 Formulacao do problema bidimensional |

Para resolver as equagoes (1.1)—(1.3) empregamos a transformagao EVSS (Elastic-Viscous
Stress-Splitting) [64] juntamente com as idéias de Xue et al. ([92] e [93]). Essa formulagao con-
siste em separar o tensor 7;; em duas componentes, uma componente chamada de contribuicao
Newtoniana do fluido e a outra conhecida como contribuicao nao-Newtoniana e também in-
troduz um novo parametro 3 que relaciona dois tipos de viscosidades, uma relacionada com a
parte Newtoniana do fluido e a outra representa a contribuicao da parte nao -Newtoniana do

fluido. A decomposicao de 7;; é dada pela equacao (1.4).

Tij = 277NDz'j + Slj, (14)

10



1.2 Formulacdo do problema bidimensional |

onde ny é a viscosidade da contribuicao-Newtoniana, S5 é o tensor extra-tensao nao -Newtoniano
associado a contribuicao polimérica do fluido.

Seja 3 o parametro de razao de retardacao definido por:

527713/770

onde 19 = nn + np € a viscosidade total do fluido. Dessa maneira, np = g e ny = (1 — B)ne.

E interessante observar que o modelo Oldroyd-B e o modelo Maxwell(UCM) podem ser
obtidos como modelos particulares do modelo PTT. Se fizermos £ =0, =0e Ay = (1 — )\
entdo obtemos o modelo Oldroyd-B; além disso, se f = 1 obtemos o modelo Maxwell (UCM)
[7].

Substituindo a equagdo (1.4) em (1.2) e (1.3) obtém-se:

ou; ou; dp 0 [ Ou; 05S;
Py TP 8; =5, T~ ﬁ)noaxk<a$k) + @x: + i, (1.5)
v v
J(Ski)Sij + A Sij=2n0 [B — (1 = B) f(Skx)] Dij — 2M(1 — B)no Dyj (1.6)
AE
co Sik) =14+ —Sh .
m f( kkz) 5770 kk

Portanto, resolveremos as equagoes (1.1), (1.5) and (1.6) para as variaveis dependentes u;,
P and SZ]
1.3 Adimensionalizacao

Considere o sistema de coordenadas cartesiano bidimensional x; = (z,y) e sejam L e U va-

lores de referéncia para comprimento e velocidade. Introduzimos a seguinte adimensionalizagao

v=L1 , u=Ut, g=g3, , t=gt, S =pU*5™,
y=Ly , v=Uv, g,=g9g, , p=pU%p , S% =pU?5™, (1.7)
Sw — g

Introduzindo essas variaveis adimensionais nas equagoes (1.1), (1.5) e (1.6) obtemos as
seguintes equacoes adimensionais em coordenadas cartesianas bidimensionais (as barras sao

omitidas por conveniéncia):

ou Ov
5ty (1.8)
ou ou*  O(vu) Op 1 [(0*u O%u o5 958w 1

gu _ v AU P (1 g)— .
ot ox oy 8x+( B)Re <8m2+8y2)+ Ox * oy +Fr29x’ (1.9)
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ov _ Ouv) w*  Op 1 (0% % dS™  9SY 1
5o o (G T e (10
5™ 1y OS™) 0(wsS™) [(€ € 0u
ot __f(tr(skk))WeS ox dy [(2 1)8x+2£s
¢ du o . L 1 @ @
- [(5_1) - +2£s (1= B (tr(Si))] 7y (af ax)
1 [0 Ou O A(uD™) _O(vD™)
=5 [6%(8 +%)+2 or T2 gy
ou 0v\ Ou
35
o5™ L, 0(us™) 9(wS™) .
ot ——f(tT(Skk)>WeS T or dy 26~ 1) S
ou ~ Ov| .. 1 ou
- (€25 gt sl - DS 7y o
110 [Ou) O(uD*™) 0J(vD*) ou
—200)g a<a—)+ or T oy *2@—)(395)
§ 19 ou Ov Ou
(5 G (5) e ”axay] 1)
0SvY 1 A(uSY%) O(vSY 0
i =—f<tr<skk>>Wesw— L) ) _s(e-1) 3w
o0, ] g Vo
- [l reg | s420-0 - D) er(Su] gz o
1|9 (ov\ O(uDw) d(vD¥W) v\’
200 |5 () e (5)
€ (ou\® [¢ v\’ Ov Ou
5(5) G (5) *“‘”a—xa—y] | 1)
onde Re = p;]—OL, We = )\TU e F'r = \/% sao os nimeros de Reynolds, Weissenberg e Froude,
respectivamente.

1.4 Condicoes de contorno

Para resolver as equagoes (1.8)—(1.13), deve-se impor condigoes de contorno apropriadas
para u; = (u,v) e efetuar o calculo das componentes do tensor extra-tensao S;; nos contornos

do dominio computacional.

12



1.4 Condicdes de contorno

1.4.1 Contornos de entrada e saida de fluido

Nesses contornos os valores de u, v, S*, 5™ e S¥ sao especificados como segue.
Contorno de entrada de fluido: Na entrada de fluido as componentes do vetor velocidade
sao especificadas por

u,=U e u,=0.

Para as componentes do tensor extra-tensao S;; adota-se a estratégia empregada por Cro-
chet & Marchal [47] e Mompean & Deville [50], ou seja,

ST — G — QYUY — ()

Contorno de saida de fluido: Na saida de fluido impoem-se condi¢oes de Neumann ho-
mogéneas tanto para as componentes do vetor velocidade quanto para as componentes do tensor

extra-tensao , ou seja

Ou, Oy,
on 0, on 0,
o8™ 05" 0S8V

on on on

Nas equagoes acima, os subscritos n e m denotam dire¢oes normal e tangencial ao contorno,

0.

respectivamente.

1.4.2 Condicoes de contorno na superficie livre

Considera-se escoamentos viscosos nao-estacionarios com superficies livres em contato com
uma atmosfera passiva (na qual pode-se assumir pressao nula). Na auséncia de tensoes super-
ficiais, as componentes do tensor tensao total o;; devem ser continuas nas interfaces entre dois

fluidos, de maneira que na superficie livre do fluido as condi¢oes de contorno sao (ver |5]).
n; - (Uij . nj) =0 [§] my; - (Uij : n]’) =0 y (]_]_4)
1
e

Utilizando coordenadas cartesianas bidimensionais a equacao (1.14) pode ser escrita na

forma adimensional

2(1— 0 ou 0 0

(1-03) Oou Ov ou  Ov\, , ) )
2 I _ T QYY Ty _ _ '
Re ox Oy Myt 8y+ax ( y ng)|+HS S¥)ngny,+S (ny ni) 0, (1.16)

onde ny = (ng, ny) e my = (n,, —n,) sao vetores unitarios normal e tangencial a superficie

13
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livre, respectivamente.

As equagoes (1.15) e (1.16) representam as condigdes de contorno apropriadas na superficie

livre.

1.5 Calculo do tensor nao-Newtoniano em contornos rigi-

dos

No contorno rigido a velocidade obedece a condi¢ao de nao-escorregamento, u;; = 0. Para
o calculo do tensor extra-tensao adota-se uma mudanca de variavel introduzida por Tomé et
al. [84]

1 ~

Sij = €7W5tSij. (]_]_7)

Substituindo a equacao (1.17) nas equagoes (1.11)—(1.13) pode-se determinar o tensor extra-tensao

em contornos rigidos paralelos ao eixo = e ao eixo y, como segue.

1.5.1 Contorno rigido paralelo ao eixo-z

. . ) ou ov
Nesse caso, a condicao de nao-escorregamento para a velocidade conduz a — =0e — = 0.

ox ox

v
Conseqiientemente pela equagao da continuidade obtém-se 0= 0.
Y

Dessa forma, com a mudanga de variavel dada pela equagao (1.17) e as simplificagoes dadas
acima obtém-se equagoes para as componentes S*Y, §%% e S através das equacdes (1.11)—(1.13).
Resolve-se as equacgoes para as componentes gxy’ S g gyy, integrando-as no intervalo [t, t+dt].
Aplica-se a regra dos trapézios, o teorema do valor médio e integracao por partes. Desta forma,
obtém-se um sistema 3 X 3 para as componentes Szy, S ¢ Suv. Usando a mudanca de variavel
dada pela equacao (1.17) obtém-se um sistema para as componentes S, S™ e S¥. Resolve-se
esse sistema 3 X 3 e obtém-se as seguintes equacoes para o calculo das componentes do tensor
extra-tensao em contornos rigidos paralelos ao eixo x.

SH( @y, t+6t) =e WL (x y, ) — (1—3)

< &[w( T, y, t+00)+ S (@, y, t+01)

B2 0y
ot D) ()] - 5 [P e
+emwedt 0u<g’yy’ - S, y, t)] - (g - 1) % {8“(’”’;’;*5t)_5yy($’y’t+5t)
et P g, )| 25 1) (1 - ey PSS
_(1_5)é {W_Q_e—vﬁ“)%ﬁ—e_vﬁ&%ﬁ : (1.18)
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1.5 Calculo do tensor ndo-Newtoniano em contornos rigidos

S (2, y, t+0t) = e WS (zy 1) — (£ — 2)=

ot |:8U<I .Y, t+01) S,y t0)

2 dy
L Ou(z,y,t) o, W SN LA
¢ bl - o (G

Y, y, t+0t) = e W Sz, y, 1)~ £

ot |:6U($,y,t+5t)s$y(x g t451)

2 oy
N efwiétﬁu(x,y,t)sxy(x nl - _5)%5(1—6’%&) Ou(z,y,t") 2 120
—ay 'Y, Re ay ’ )

onde t* € (t, t+ 0t).

1.5.2 Contorno rigido paralelo ao eixo-y

O célculo das componentes do tensor extra-tensao em contornos rigidos paralelos ao eixo y
segue as mesmas idéias utilizadas em contornos rigidos paralelos ao eixo x. Nesse caso, pode-se

mostrar que sao dadas por

§V(a,y, 1401) = NGy, @_(1_5)%%[6@&%;3’%% 0.0+5.5.1)

(%

ox (9
N av(xjg,xt +5t)Sm( .y ,t—|—5t)} _g_(;t[ — ot (‘g’xy’t)Syy(x,y,t)
O ),y 4.5) 05 1) et PUBIRE)
—(1—ﬂ)é€ L [ L 5t81}(x é/;t—l—ét) (GVé‘f&t—l)av(xa’j’t*)_81}(2’579} ’ (1.21)

7 .t b1) = e ) - 6 e P s

Ov(x,y,t+0t
+v(fvy+)

We 14, 1 v,y t\”
Ty A" — 0t —0t _ \[Z XTI )
e S (x,y,t—i—ét)} (1 ﬁ)Rege weo (ew 1)( pe > , (1.22)

SY (@, y, t40t) = e W S g,y f) — (5—2)% [e_vée&tws‘”y(w,y,t)
X

9 5 ! Ove )\’

onde t* € (t, t+ Ot).
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Capitulo 1 Resultados Preliminares

1.6 Meétodo de solucao

O método numérico empregado para resolver as equagoes (1.8)—(1.13) foi baseado no método
GENSMACVISCO introduzido por Tomé et al. [84| como segue.

Assumimos que num dado instante de tempo ¢, o vetor velocidade u;(x;,t,) e o tensor
extra-stress S;;(x;,t,) sdo conhecidos e sao dadas as condigoes de contorno para a velocidade
e a pressao. Para calcular o vetor velocidade, o campo de pressao e o tensor extra-stress no

tempo t,41 = t, + dt, ou seja, u;(z;,tnt1), P(zj,tht1) € Sij(xj, tny1) procedemos como segue:

Passo 1: Seja p(xj,t,) um campo de pressao arbitrario que satisfaz a condi¢ao (1.15) na su-

perficie livre.

Passo 2: Calcular o campo de velocidade intermediario @;(z;,t,+1) por meio de

ot n 8a:k 8@ + <1 B 6)§ 8xk 8£Ck 63:k + FTQgi ’

com u;(z;,t,) = u;(z;,t,) e utilizando as mesmas condigoes de contorno da velocidade

ui(xj,t,). Pode-se mostrar que u;(z;,t,+1) tem a vorticidade correta no tempo t,41.

Passo 3: Resolver a equacao de Poisson
V%/J(SL']', tn+1) =V ﬁi(xj, tn+1). (125)

Passo 4: Calcular a velocidade final dada por

8¢(Ijv tni1)

o (1.26)

Ui (25, tny1) = Wi (25, tpsr) —

Passo 5: Calcular a pressao :

~ x'7tn
p(flfj, tn—i—l) - p(Ij, tn) + % . (127)

Passo 6: Calcular o tensor extra-stress S;;(z;, t,+1)

(a) calcule o tensor extra-stress nos contornos: entrada de fluido, saida de fluido e con-

tornos rigidos conforme especificado na Se¢ao 1.4 e Secao 1.5.

(b) calcule S;j(xj,tn41) de

f(Skr)Sij + We gij: 2 (8 — (1= B)f(Skr)] Dij — 2(1 = )

Re Re

onde f(Skx) =1+ % ReWe Sk, ou seja, por meio das equagoes (1.11)—(1.13).
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1.6 Método de solucio

Passo 7: Atualizar as posicoes das particulas marcadoras: o tltimo passo no ciclo computa-
cional é mover as particulas marcadoras para as suas novas posicoes . KEsse passo é

efetuado resolvendo a equagao

dl‘l‘
= Uyg, 1.2
i (1.28)

para cada particula marcadora. A superficie livre do fluido é entao definida por uma
lista contendo as coordenadas dessas particulas marcadoras. A visualizacao da superficie

livre é obtida conectando, localmente, essas particulas por retas.

1.7  Solucao analitica para escoamentos totalmente de-

senvolvidos em um canal bidimensional

\/

Figura 1.1: Definicao do dominio de dependéncia das variaveis para o escoamento totalmente
desenvolvido em um canal bidimensional.

Se considerarmos escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal bidimensional temos

0S;; 0S8y . . P
E E . A p— p— —_— = A
T 5 0, onde S;; é uma propriedade do fluido, v =0, u =u(y) e e Px
(constante).

Consideramos um sistema de coordenadas que é centrado no eixo de simetria y = 0 (ver
figura 1.1) e assumimos que a velocidade u(y) obedece a condigao de nao-escorregamento em
y = %1, ou seja, u(—1) = u(1) = 0. Além disso, impomos que a solu¢ao u(y) satisfaz

du
7,0 =0 (1.29)

Neste caso, a equacao de conservacao de massa é automaticamente satisfeita e equacao

(1.9)—(1.13) reduz a
0S™ 1 d*u
= Ap, — (1 _6)§d_y2 ;

(1.30)
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g]; + ag:y =0, (1.31)

_%f@kwsm L 6) Szy +(1-8)2- 7 ! (f;;) =0, (1.32)

i F (S5 —gfl—;‘Sw (s (Z—Z) 0, (1.33)
—%f(skk)sw gflusm - (g - 1) %SW + (6= (1= 5)f(Sm)] Relwe% =0, (1.34)

onde Sgr = S + SY ¢ o traco do tensor extra-tensao e a fun¢ao f(Skx) é dada por

F(Sm) =1+ ReWe 6(5%’” + 5wy (1.35)

Para resolver o sistema de equagoes (1.30)—(1.35) procedemos como segue. Primeiro, inte-

gramos a equagao (1.30) no intervalo [0, y] para obter

S™(y) — S™(0) = Apxy — (1~ ﬁ)é [dz(yy) — dz(yo)] : (1.36)

Da equagao (1.29) temos d—u(O) = 0 e neste caso pode-se ver que a solu¢ao das equagao
constitutiva (1.32)—(1.34) em y = 0 & S™(0) = S™(0) = S*(0) = 0. Assim, a equagao (1.36)

d
reduz a 1 du(y)

S™(y) = Apxy — (1 — ﬁ)Re a0

(1.37)

As componentes do tensor extra-tensao S**(y), S¥¥(y) e serao obtidas das equacoes

(1.32)—(1.34), como segue.

Eliminando S™ das equagoes (1.32) e (1.33) provém, depois de algumas manipulagoes al-

dy

gébricas, a relagao
§

v o _
S -

i (1.38)

Agora,
f(S™F 4 8%) =1+ AS™ (1.39)
onde
2ReWee (£ —1)
B(&—2)

e substituindo a equagao (1.39) na equagao (1.32) resulta a expressao quadratica para S

A:

(1.40)

2ReWee (€ —
B(E—2)

D (5702 1 57— We (2 g | v 4 L Bl duf du

=0 1.41
Re dy| dy ’ (1.41)

quando We # 0. A equagdo (1.41) fornece duas solugbes para S™. Usando o fato de que
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1.7 Solucdo analitica para escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal bidimensional

d
d_u = 0e S" = 0 no meio do canal, pode-se facilmente ver que a solucao procurada da equacao
Y
(1.41) é dada por:
d
L\ [ 8 Re(/8)(E - DA By
e 4. (1.42)

2A
O parametro ¢ da equacdo (1.42) é em geral pequeno sendo assumido sempre £ < 1. Pre-
cisamos impor um gradiente de pressao negativo Ap, < 0 e a condicao de nao-escorregamento

juntamente com a equagao (1.29) implica que

du
20,V —1. 1
ydy<, y € [-1, 1]

permitindo que S* seja determinada da equacao (1.42) para quaisquer constantes dadas
€,0,Re,WeeO< &< 1.

Agora, voltamos nossa atencao para a equagao (1.34). Eliminamos S**, S*™ e S¥ usando

d
(1.42), (1.37) e (1.38) respectivamente para obter uma equagao quadratica para d_u Depois de
Y

du\* [ du\’®
algumas manipulagoes algébricas, pode-se mostrar que os coeficientes de (d_u) e (d_u> Sa0
Y Y
. . - . U
nulos. Assim, obtemos a seguinte equagao quadratica em d—:
Y
N (MY Lo, =0 (1.43)
ap | — a | — as = .
0 dy 1 dy 2
onde
ap = ag(y) = —ReWe?B*E(€ —2)*Apyy (1.44)

m = arly) = —ARGWEPEE —1)(€ - 2)(ApoPy? — B Re(€ — 1) — £ (€~ 2)] ,(1.45)
a; = as(y) = —4Re*We?e*(€ — 1)*(Apy)*y® — B2 Re Apy [2¢(1 — &) + £(2 — €)] y (1.46)

Resolvendo a equagao (1.43), obtemos

(%)1 — (_al T W) /2aq (1.47)
() (o =t (9

Das equagoes (1.44)—(1.46) pode-se ver que em y = 0 temos ao(0) = a2(0) = 0 enquanto
a1(0) = =% 2e(€ —1) —£(€ —2)] # 0 em geral. Claramente (1.48) ¢ ilimitada em y = 0 e

ou

u
portanto deve ser descartada. Além do mais, pode-se mostrar que liH(l) (d_ = (0. Portanto,
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du
podemos afirmar que <d—) é a solucao procurada. Apos algumas manipulacdes podemos
1

y
escrever
d_u _d_u__QRBApX 1 1— 1_(ay)2
(dy)1 I iy VT awe —6)an. (1+2/x) ( J ) (1.49)
onde
_£2-¢)
X=1—¢ (1.50)
[§]

= —2—We\/ €)Apy . (1.51)

Integrando a equacao (1.49) obtém-se

uly) = R;ip" (1)

1
ToWe2 —O)A

V1-={(ay)*
1+vVi-a?

) o

A componente S™ do tensor extra-stress ¢ calculada facilmente de (1.37), sendo

ST — (1 + 2(15; ﬁ)) Apyxy — 2R6W€(21§E2ﬁ—) Ay (1+2/x) (1 — 1y— (ay)2> (Ls3)

5 (1—!—2/)(){\/1—@2 V1—(ay)? +1n

d
Para calcular S* substituimos a equacao (1.52) (d_u) na equagao (1.42) e apos algumas
Y

manipulacoes algébricas, obtemos

o ghen f

4ReWee(€ —
Re s oaeic (-5 22048 (12N (1 A
+\/1—87We (¢ 1)(1+2 g >(Apx) P (1+ ><1 1—(ay) }(1.54)

X

e conseqiientemente S¥Y pode ser calculada utilizando a equacao

Yy 5 Tz
SYY — (2 é_)S (1.55)

Portanto, a solucao analitica para as componentes do tensor extra-tensao S*Y, S* e S
e para a velocidade u nos escoamentos cartesianos bidimensionais em estado esticionario sao
dadas pelas equagoes (1.37), (1.52), (1.54), (1.55), respectivamente.
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1.7 Solucdo analitica para escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal bidimensional

1.8 Validacao do método numérico

10 L

Figura 1.2: Esbo¢o do dominio computacional para simular o escoamento em um canal bidi-
mensional.

Para validarmos o método numérico apresentado na Secao 1.6, simulamos o escoamento
em um canal bidimensional governado pelo modelo PTT e comparamos os resultados numéricos
com a solucao analitica obtida na Secao 1.7, como segue.

Consideramos um canal bidimensional formado por duas placas paralelas a uma distancia
L do eixo de simetria y = 0 tendo o comprimento de 10L. Na entrada do canal impomos os
perfis analiticos para as componentes do tensor extra-tensao 5™, S e SYY, e para a velocidade
u obtidas na Segao 1.7 (conforme as equagoes (1.37), (1.52), (1.54) e (1.55)).

No tempo t = 0 o canal estd complementamente vazio; o fluido é injetado na entrada do
canal a uma velocidade prescrita até atingir a saida do canal; apés ¢ = 100s de simulacao o
escoamento atinge o estado estacionario. No estado estacionario os valores da velocidade e das
componentes do tensor extra-tensao sao o0s mesmos que os impostos na entrada do canal.
Para verificar este fato e comparar os resultados numéricos com a solucao analitica, dada pelas
equagoes (1.37), (1.52), (1.54) e (1.55), foram feitas trés simulagoes utilizando malhas diferentes:

Malha 1 (M1) : 80 x 400 celdlas,
Malha 2 (M2) : 40 x 200 celilas,
Malha 3 (M3) : 20 x 100 celulas.

Nessas simulagoes, os seguintes dados de entrada foram utilizados:

L=10m, U =Umax = 1273341654 ms~!, v = 1.273341654 m?s~', X = 0.314134073 s,
e=0.01, (=01, =07 Ap,=-16, Re=10 e We=0.4.

Os resultados dessas simulagoes estao mostrados na figura 1.3. Os valores da solucao
numérica obtidos para a velocidade u e para as componentes do tensor extra-tenao S™, S** e
SY nas malhas (M1), (M2) e (M3) no meio do canal estao sendo representados por simbolos
na figura 1.3, enquanto as solugoes analiticas estao sendo representadas por linhas continuas.

Como pode-se observar na figura 1.3, existe uma 6tima concordancia entre a solu¢ao numeérica
e a solucao exata.

Os erros relativos entre a solu¢ao analitica e a solugdo numérica, representadas por SolEx e
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Figura 1.3: Solugoes numéricas e solucoes analiticas de u, S*™, S* e SY em trés malhas

diferentes no tempo t=100 s para z = 5.

y

| Malha | E(u) | E(E™) | E(X™) | EXEw) |
M1 [24.40107° [ 18.56107° [ 16.0610° | 16.96 103
M2 [3225107% | 23.08107% | 29.311077 | 29.30 10"
M3 | 37211077 [ 24.991077 | 48.53107% | 48.26 1075

Tabela 1.1: Erro relativo da solu¢ao numérica, dado pela norma Lo, em cada malha considerada.

SolNum respectivamente, dados por

E(SolNum) = \/Z (SolEx(y;) — SolNumyy, (y;))” . (1.56)

sao apresentados na Tabela 1.1 na qual pode-se observar que o erro decresce a medida em
que a malha é refinada. Isso mostra que o método numérico desenvolvido nesse trabalho é

convergente.
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1.9 Simulacao numérica de escoamentos viscoelasticos

com superficies livres

Nesta secao pretende-se demonstrar que o sistema Freeflow2D pode simular escoamentos
viscoelasticos com superficies livres em movimento governados pela equacao constitutiva nao
-linear PTT. Consideramos o problema de um jato de fluido viscoelastico que ao incidir numa
placa rigida pode apresentar um fénomeno conhecido como flambagem ou jato oscilante (‘jet
buckling’) e o problema de uma gota de fluido viscoelastico incidindo perpendicularmente contra

uma superficie rigida plana - problema ‘impacting drop’.

1.9.1 Simulacao numérica do jato oscilante

No momento em que um jato a baixo nimero de Reynolds incide numa superficie rigida
plana, pode ocorrer o fénomeno conhecido como flambagem ou jato oscilante. Esse fénomeno
tem atraido um grande ntimero de pesquisadores e tem sido estudado tanto experimentalmente
quanto numericamente. Cruickshank & Munson [23] e Cruicksanck [22] (ver também [67], [66],
[8]) apresentaram resultados tedricos e experimentais para jatos Newtonianos e obtiveram uma
estimativa para quando o fendmeno do jato oscilante ocorre. A estimativa encontrada mostra
uma relag¢ao entre o numéro de Reynolds e a razao H/D (H é a altura do injetor até a superficie
rigida e D é o diametro do injetor). Cruickshank e Munson mostraram que um jato Newtoniano

bidimensional sofrera oscila¢oes se a condigao (1.57) for satisfeita:

Re <056 e H/D > 3m. (1.57)
Para o caso do jato Newtoniano axissimétrico eles mostraram que se a condigao (1.58)

Re <12 e H/D>2m. (1.58)

for satisfeita entao o jato oscilard. Tomé & McKee [86] investigaram este problema numérica-
mente realizando simulagoes com jatos bidimensionais. As simula¢des numéricas para o caso
tridimensional foram feitas por Castelo et al. [15] e recentemente por Tomé et al. [79]. Nesse
caso, os autores simularam o escoamento de um jato tridimensional de um fluido Newtoniano
através de um injetor no formato de um paralelepipedo. Considerando fluidos viscoelésticos,
a primeira investigacao do grupo de pesquisa do LCAD (Laboratério Computacional de Alto
Desempenho) do ICMC/USP com fluidos viscoelésticos foi feita por Tomé et al. [84] onde
os autores estudaram o escoamento de um jato de fluido viscoelastico modelado pela equacao
constitutiva Oldroyd-B. Com o intuito de expandir a aplicabilidade do sistema Freeflow2D para
escoamentos viscoelasticos vamos demonstrar nesta secao que o método numérico é capaz de
tratar o problema do jato oscilante para fluidos viscoelasticos governados pelo modelo PTT.
O numero de Reynolds tem um caracter importante que prediz o comportamento do es-

coamento de um jato Newtoniano quanto ao fendmeno do jato oscilante. Entretanto, para um
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jato com fluido viscoeléstico modelado pela equacao constitutiva PTT o nimero de Reynolds
nao é constante durante o escoamento pois o valor da viscosidade varia com o valor da taxa de
deformacao local e com o tempo. Para ilustrar que a viscoelasticidade tem uma forte influéncia
no fenomeno oscilatorio do jato apresentamos duas simulacoes : uma usando fluido Newtoniano
e a outra empregando o modelo PTT. Os dados geométricos utilizados nessas simulacoes estao
dispostos na Tabela 1.2 e os dados que caracterizam os fluidos, tanto os Newtonianos quanto

os viscoelasticos, estao dispostos na Tabela 1.3.

espacamento da malha ox =0y =1mm
H: altura do injetor até a placa rigida | 9 cm
D: diametro do injetor 7 mm

Tabela 1.2: Modelagem do problema. Dados geométricos para as simulacoes de um jato in-
cidindo contra uma placa rigida.

Pode-se observar na Tabela 1.2 que H/D = 12.85 > 37. Dessa forma, escolhemos Re =
U D/v = 0.7 para as simulagoes , ou seja, escolhemos o ntimero de Reynolds de forma que a

condi¢ao (1.57) ndo seja satisfeita.

‘ Newtoniano e PTT ‘ Simulacoes com Re = 0.7 ‘
U: velocidade no injetor | 0.7 ms™!
g.: forca gravitacional | -9.81 ms™2
v=no/p 0.007 m?s~!
Re 0.7
Fr 2.671250
modelo PTT
A 0.02s
€ 0.5
¢ 0.1
I} 0.9
We 2.0

Tabela 1.3: Dados que caracterizam os escoamentos dos fluidos Newtonianos e viscoelasticos.

Logo, temos que H/D > 3w e Re = 0.7 > 0.56 e portanto, pela teoria de Cruickshank
o jato Newtoniano nao apresentard o fendmeno oscilatorio. Os resultados dessas simulagoes
sao mostrados na figura 1.4. De fato, como era esperado pela teoria de Cruickshank o jato
Newtoniano nao sofreu nenhuma oscilagao ao atingir a placa rigida. Porém, o jato viscoelastico
apresentou o fénomeno oscilatorio, ou seja, a teoria de Cruickshank nao se aplica ao jato
bidimensional de fluido viscoelastico. Isso se deve ao fato de que a viscosidade do jato contendo
o fluido viscoelastico nao ¢ constante durante o escoamento e varia com o valor da taxa de
deformacao local.

Com efeito, em escoamentos na direcao y puramente extensional planar, a viscosidade do
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) t=0.09s
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Figura 1.4: Simulagao numérica do jato oscilante. Visualizacao do escoamento em diferentes
tempos. Jato Newtoniano (coluna a esquerda) e jato PTT (coluna a direita) - Re = 0.7 e
We = 2.0.
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jato viscoelastico pode ser calculada pela equacao (1.59) (ver [46])

1_
T = (1.59)

Essa viscosidade varia no decorrer do escoamento com o tempo e com o valor da taxa de
deformacao local. Para mostrar esse fato, consideramos um ponto fixo ao longo do eixo de
simetria do jato e calculamos a viscosidade pela equagao (1.59) durante a descida do jato.
Escolhemos o ponto mostrado na figura 1.5 situado na célula (i,j) = (51,77) e calculamos a
viscosidade no intervalo de tempo [0.09s, 0.11s]. Esse intervalo de tempo é uma vizinhanga
do tempo em que o jato atinge a placa rigida e durante esse tempo podemos dizer que o
escoamento é puramente elongacional. Apds o jato atingir a placa rigida teremos entao um

escoamento complexo, envolvendo também cisalhamento.

@

T igs]

B
(i,J)

Figura 1.5: Calculo da viscosidade extensional: o ponto em destaque representa a célula (i, 7) =
(51,77) do dominio computacional. Esta célula esta localizada no eixo de simetria do jato.

Os valores da viscosidade extensional calculados em fungdo do tempo na célula (i,j5) =
(51,77) sao mostrados na figura 1.6. Podemos observar no grafico 1.6 que a viscosidade do

fluido Newtoniano é constante durante todo o intervalo de tempo considerado. Além disso, o

valor da viscosidade n' para o fluido Newtoniano pode ser verificado pela definigao 7;; = R—Dij
e
e pela equacao de conservacao de massa:

T 20v_ 2 0u 4 4
77127 T _ Redy Redx % * _5oi98

Dvy % Re 0.7
Y

Por outro lado, a viscosidade do fluido viscoelastico esta crescendo durante todo o intervalo de
tempo considerado e toma valores superiores ao da viscosidade Newtoniana apos o jato atingir

a placa rigida. Isso faz com que o jato fique mais viscoso reduzindo o niimero de Reynolds local
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t

Figura 1.6: Simulagao do jato oscilante: valores da viscosidade n' no ponto (i, j) = (51,77) em
relacao ao tempo .

0 que torna o escoamento mais lento fazendo com que o jato oscile.

Para mostrar a influéncia do parametro 3 no escoamento, realizamos duas simulagoes do
enchimento de um contéiner com fluido viscoelastico governado pelo modelo PTT onde em cada
uma dessas simulacgoes utilizamos diferentes valores para o parametro 3 e mantivemos fixos os
demais parametros do problema. A Tabela 1.4 apresenta os dados geométricos utilizados em
ambas as simulacoes . Os dados que caracterizam os fluidos viscoelésticos governados pelo
modelo PTT, estao dispostos na Tabela 1.5. A figura 1.7 mostra os resultados obtidos nessas
simulagoes nos tempos t = 0.12, 0.14, 0.30, 0.44 ¢ 0.62s. No tempo ¢t = 0.12s as duas simulacoes
ainda nao atingiram o contéiner e aparentemente mostram o mesmo comportamento. No tempo
t = 0.14s ambos os fluidos atingiram o contéiner e entdo pode-se notar uma pequena diferenca
nos jatos. O jato com o parametro § = 0.1 apresenta uma leve assimetria enquanto o jato
com o parametro § = 0.9 mantém-se simétrico. No entanto, a partir do tempo ¢t = 0.30s
podemos observar que ambos os jatos apresentam o fendémeno oscilatorio e podemos notar que
o jato com 3 = 0.9 apresenta um efeito mais viscoso que o jato com # = 0.1. Acreditamos
que esse efeito é devido a alta viscoelasticidade do fluido porque pela definicao do parametro

0 temos: 3 = L
N 1P o : o o :
para 3 = 0.9, o parametro viscosidade predominante é a viscosidade polimérica np assim os

temos que 3 — 1 quando ny — 0 e 8 — 0 quando ny — oco. Portanto,

efeitos viscoelasticos sao mais fortes no escoamento e o jato apresenta efeitos provenientes da
elasticidade do fluido.
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espacamento da malha ox =0y =1mm
H: altura do injetor até a placa rigida | 5 cm
D: diametro do injetor 6 mm

Tabela 1.4: Modelagem do problema. Dados geométricos para as simulagoes do enchimento de
um contéiner.

Dados que caracterizam os escoamentos dos fluidos viscoelasticos

U: velocidade no injetor | 0.25 ms™*

g.: forca gravitacional | -9.81 ms™2
v=no/p 0.006 m? s ~*
Re 0.25

Fr 1.030457

A 0.036 s

We 1.5

€ 0.01

¢ 0.2

I} 0.1 ¢ 0.9

Tabela 1.5: Dados que caracterizam os escoamentos dos fluidos Newtonianos e viscoelasticos.
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_ W _ _ DHE _

- - - - t=0.12s

- W - - I - t =0.14s

_ L _ ; i .
% t =0.62s

Figura 1.7: Simulacao numérica do enchimento de um contéiner em diferentes tempos do es-
coamento. Re = 0.25, We = 1.5, £ = 0.2, ¢ = 0.01. (a esquerda) Modelo PTT - 5 = 0.1. (a
direita) Modelo PTT - 5= 0.9
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1.9.2 Simulaciao numeérica do impacto de uma gota contra uma su-
perficie rigida

O impacto de uma gota de fluido contra uma superficie rigida é um fato presente em muitas
aplicagoes industriais, tais como, impressoras a jato de tinta, pinturas, camadas por spray, etc..
Worthington foi um dos primeiros a investigar impactos sistematicamente, seu livro [90] contém
fascinantes fotografias de fendmenos do imapcto de uma gota soélida e liquida em tanques
liquidos. Estes fenomenos também atraem o publico em geral, motivando os consumidores
através de comerciais na TV que abusam desses fenomenos, como por exemplo, comerciais onde
uma gota de detergente cai sobre uma louca; uma gota de hidratante ou shampoo caindo sobre
a palma da mao , entre outros. Ha mais de um século estes fenomenos vem sendo estudados e
ainda hoje eles estao longe de serem compreendidos na sua totalidade por isso eles continuam
atraindo muitos pesquisadores.

Motivados por esses fatos, nesta secao apresentamos resultados numeéricos da simulacao de
uma gota de fluido incidindo perpendicularmente numa superficie plana rigida.

Os efeitos que podem ocorrem durante o impacto de uma gota com fluido contra uma
superficie plana rigida sao conhecidos como ‘bouncing’, ‘spreading’ e ‘splashing’. Um esboco

desses fenomenos é mostrado na figura 1.8.

S
= = = =
(@ (b) (©)

Figura 1.8: Tipos de fenomenos do impacto de uma gota com fluido contra uma superficie
plana rigida: (a) ‘bouncing’; (b) ‘spreading’; (c) ‘splashing’

Para mostrar que o método numérico apresentado nesse trabalho é capaz de simular o im-
pacto de uma gota em uma placa rigida, foram realizadas varias simula¢oes de uma gota esférica
de fluido viscoelastico incidindo contra uma placa rigida e os resultados obtidos foram com-
parados com os resultados de uma gota esférica Newtoniana. Nessas simulacoes serd adotada
a mesma geometria e os dados utilizados estao dispostos na tabela 1.6.

Além de mostrar a diferenca do escoamento produzido por uma gota viscoelastica e uma
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gota Newtoniana vamos também mostrar as diferencas no escoamento de duas gotas viscoelas-
ticas. Desta forma, vamos variar o nimero de Weissenberg We e observar a sua influéncia
no escoamento produzido por duas gotas viscoelasticas. Os dados utilizados nessas simulagoes

estao dispostos na Tabela 1.7.

dominio Scm X 5 cm
malha 100 x 100 células
altura do centro da gota até a placa rigida | 3 cm

diametro da gota 2 cm

Tabela 1.6: Modelagem do problema. Dados geométricos.

‘ Newtoniano e PTT: Re =5 ‘ We =1 ‘ We =3
U: velocidade inicial da gota | -1 ms™* -1 ms!
g.: forca gravitacional -9.81 ms? |-9.81 ms~?
v="mn0/p 0.004 m?s~! | 0.004 m?s~*
Fr 2.2576 2.2576
Re 5 D
apenas para o modelo PTT
A 0.02 s 0.06
We 1 3
€ 0.005 0.005
13 0.01 0.01
I} 0.8 0.8

Tabela 1.7: Dados utilizados na simulagao do impacto normal das gotas esféricas de fluido
Newtoniano e viscoelastico.

Os resultados dessas simulagoes sdo apresentados na figura 1.9. Na figura 1.9 a), podemos
observar que a gota Newtoniana atinge a placa rigida e escoa radialmente mantendo sua forma
concava enquanto que as figuras 1.9 b) e 1.9 ¢) mostram que as gotas viscoelasticas apresentam
o fenomeno ‘bouncing’. No escoamento produzido pela gota viscoelastica com We = 1 pode ser
observado trés fases distintas. A primeira fase, entre o tempo que a gota atinge a placa rigida
e o tempo t = 0.042 s, o escoamento estd associado a um valor positivo da velocidade radial w.
Nesta fase o escoamento apresenta uma maior facilidade para escoar radialmente do que a gota
Newtoniana. Na segunda fase ocorre no intervalo de tempo [0.042. 0.073], onde a velocidade
radial v tém uma inversao de sinal e a gota apresenta o efeito de uma contracao. A partir
do tempo ¢t = 0.073s podemos notar que a gota passa por uma terceira fase caracterizada por
uma nova inversao de sinal da velocidade radial v o que faz com que a gota escoe radialmente
adquirindo um formato semelhante ao formato da gota Newtoniana. O escoamento da gota
com We = 3 apresenta efeitos semelhantes aos efeitos produzidos pela gota com We = 1 com
a diferenca que os efeitos sao mais visiveis, isto é, o efeito da contragao faz com que a gota

adquira o formato proximo do esférico. A mudanca de sinal na velocidade u acontece varias
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vezes havendo uma diminuicao na intensidade da velocidade o que faz com que o efeito da

contracao seja diminuido.
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— 0.035s, 1 = 0.042s,
= 5, Coluna b)

0.027s, t

fluido Newtoniano: Re

Figura 1.9: Perfil de velocidade u em diferentes tempo: ¢

fluido

)

Coluna a
PTT: We =1, e Coluna ¢) fluido PTT: We = 3.

.t = 0.055s, t = 0.060s.

t = 0.047s
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Figura 1.9. Continuacao. Perfil de velocidade u em diferentes tempos: ¢ = 0.073s, ¢t = 0.080s,

=5, Coluna

= 0.108s, t = 0.112s. Coluna a) fluido Newtoniano: Re
e Coluna c) fluido PTT: We
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CAPITULO

2

GENSMAC2D-PTT

Este capitulo apresenta um método numérico para simular escoamentos viscoelasticos bidi-
mensionais com superficies livres em movimento usando a equagao constitutiva PTT (Phan--
Thien—Tanner). Inicialmente, descreve-se as equagoes bésicas que governam escoamentos bidi-
mensionais incompressiveis e isotérmicos descritos pelo modelo PTT. Em seguida, aborda-se a
formulacao matematica do problema para obtencao do método numérico GENSMAC2D-PTT.
Para a adimensionalizagao das equacoes adota-se os seguintes niimeros adimensionais: nimero
de Reynolds (Re), namero de Weissenberg (We) e o nimero de Froude (Fr). O tratamento
das condicoes de contorno é apresentado em detalhes e o método de solucao, denominado
GENSMAC2D-PTT, é discutido passo-a-passo. Finalmente, apresentam-se as aproximacoes

das equacoes que descrevem o método numérico utilizando a técnica de diferencas finitas.

2.1 O modelo PTT

As equacgoes basicas que governam escoamentos incompressieis, isotérmicos descritos pelo
modelo PTT sdo: equagao da continuidade (conserva¢ao de massa), equagao da conservacao de

quantidade de movimento e a equacao constitutiva PTT que em notagao tensorial sao dadas

por
8ui
=0 2.1
ou; ouu; Op Ot
_ . 2.2
"ot VP om T 0w  om Y (2.2)
O
f(Tkk:)Tij —+ )\ Tij: 277DZJ . (23)

onde t é o tempo, x; é o vetor espacial, u; é o vetor velocidade, p é a pressao, p é a massa

especifica do fluido, g; é o campo gravitacional, 7;; é o tensor extra-stress, o qual se relaciona
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com as quantidades cineméticas através da equagao constitutiva (2.3),

Di =3 (amj * 8xi)

é o tensor taxa de deformacao, A é o tempo de relaxacao do fluido, n é um parametro do modelo

PTT conhecido como viscosidade do fluido a baixas taxas de cizalhamento.
A funcao f, dependente do traco de 7;;, determina qual a forma do modelo PTT. Usual-

mente, a funcao f assume uma das seguintes formas:

A
(1) Linear: f(m) =1+ kak

. . Ae 1/ e )
(ii) Quadrdtica: f(mi) =1+ FTkk + 3 ;Tkk

A
(iii) Ezponencial: f(Tkx) = exp (fﬂck)

A forma linear foi a forma proposta no paper original de Phan-Thien and Tanner [60] e portanto,
neste trabalho vamos considerar o modelo PTT na forma linear, ou seja, a funcao f sera dada
por (i).

O simbolo (D) representa a seguinte derivada convectiva:

7E_J”: @Tij 8(ukn~j)

Yot or. (Lir = &Dik) Thj — (Lijr — EDjn) Thi

onde L;; = Ou;/0x; é o tensor gradiente, a diferenca L;; — £D;; é chamada gradiente efe-
tivo de velocidade [58], € e £ sdo parametros positivos do modelo PTT. O modelo SPTT
(Simplified Phan-Thien-Tanner) é obtido fazendo £ = 0 [60] e obtém-se o modelo UCM
(Upper-Convected-Maxwell) fazendo € =0 e e =0 (ver [7]).

2.2 Formulacao do problema bidimensional Il

Para resolver as equagoes (2.1)—(2.3) empregamos a transformagao EVSS (Elastic-Viscous
Stress-Splitting) [64]. Essa formulagao consiste em separar o tensor 7;; em duas componentes,
uma componente chamada de contribuicao Newtoniana do fluido e a outra conhecida como
contribui¢do ndo-Newtoniana. A decomposi¢do de 7,5, dada pela equacdo (2.4), serd muito
importante para o desenvolvimento do método numérico porque adiciona na equacao de con-
servagao de quantidade de movimento (2.2) um termo difusivo que contribui para a convergéncia

e estabilidade do método numérico a ser obtido. Assim, temos
Ti; = 20Dy + Sij (2.4)

onde S;; é o tensor nao-Newtoniano, usualmente chamado de contribuicao nao-Newtoniana do

tensor 7;; e D;; € o tensor taxa de deformacao.

36



2.2 Formulacdo do problema bidimensional Il

Substituindo a equagao (2.4) nas equagoes (2.2) e (2.3) obtém-se:

ou; OQugu;  Op 0 [ Ou; 0Six
0 0
J(Skr)Sij + A Si=2n[1 — f(Skk)] Dij — 2An D5, (2.6)

A
onde f(Sk) =1+ %Skk-

Portanto, deve-se resolver as equagoes (2.1), (2.5) e (2.6) para as variaveis dependentes u;,

pe Sl]

2.3 Adimensionalizacao

Nesse trabalho vamos considerar escoamentos cartesianos bidimensionais com z; = (z,vy),
u; = (u,v), onde as componentes nas dire¢oes z e y serao denominadas u e v, respectivamente.
Com o intuito de simplificar a notacao, muitas vezes denotaremos apenas, por exempo, u ao

invés de u(z,y,t). O tensor nao-Newtoniano S;; sera representado por

SgzT QTY
Si; =
STy Gy
Os problemas de mecanica dos fluidos, em geral, sao caracterizados por grandezas especificas,
como velocidade, viscosidade, massa especifica do escoamento, diamétro de um tubo, etc. Essas
grandezas dimensionais podem ser agrupadas em parametros adimensionais, que passam a

caracterizar o escoamento. Neste trabalho, usaremos os seguintes parametros adimensionais:

numero de Reynolds, ntimero de Weissenberg e niimero de Froude.

Para a adimensionalizacao das equacoes, as unidades escalares de comprimento, velocidade
e massa especifica serao denotadas por L, U e p, respectivamente. A adimensionalizacao pode

ser feita a partir das seguintes varidveis adimensionais:

r=L7 | u=Uu , S =pU%S* | g,=gG,,
y:Lg , v=U7 , STy ZPUQSW s gy:ggz,m

t=(L/U)t , p=pU°p , S¥ =pU?S™W,

Introduzindo essas variaveis adimensionais nas equagoes (2.1), (2.5) e (2.6) obtemos as seguintes
equacoes adimensionais:
ou  Ov

—+=—=0 2.7

Ox + Ay ’ (27)
ou ou* Owu) 9p 1 [0*u  O%u o5 9s™ 1
= = A, a. " a. + + + gz

ox?  0y? ox y Fr?

o~ 0r 0y or @ Re (28)
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v Ow) w? dp 1 (9% o\ 0Sw  9Sw 1
% or oy oy E(@*a?,z) o Yoy Tt Y
B = s - A A (1) e S| 5
5 s]omen- g
_%{%D:pua( an““y) +a(vaD;y) N [(% 1) g;ﬁg_ﬂ pee
+ Kg_l) o " ggﬂ DY } : (2.10)
O a%ff” - {(5—2)2—5% ]sw
~2( — 1355 + 1~ f(Su)] oD
2 { 9 ey D) a(v@lj“) + 26 — 1D
+ [(é = 2)2—; +§%] D‘”y} : (2.11)
~2(6 - >§”syy U= F(Si)] gy D™
—% {%Dyy + 8%2%) - a(vazzyy) +2(¢ - 1))(Dw)?
{(f— )%%‘ }D“’} : (2.12)

onde f(Skx) =1+ eReWe(Sk); Re = pUL/n, We = AU/L and Fr = U/+/L g denotam os

numeros de Reynolds, de Weissenberg e de Froude, respectivamente.

2.4 Condicoes de contorno

Para resolver as equagoes (2.7)—(2.12) é necesséario impor condigoes iniciais e de contorno.

A condicao inicial para o escoamento é a distribuicao espacial das varidveis dependentes
no tempo t = 0, enquanto a condicao de contorno contém informagoes fisicas das variaveis

dependentes em todo tempo .

As condic¢oes iniciais do escoamento para as componentes da velocidade u; e para as com-
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2.4 Condicdes de contorno

ponentes do tensor nao-Newtoniano S;; foram impostas como sendo nulas:
Ui:O, Tij:O € SZZO, Z,j:172,3

Neste trabalho deve-se considerar condicoes de contorno para as variaveis dependentes nos

seguintes tipos de contornos:

e contorno rigido: é a parede rigida do dominio do escoamento, ou seja, € uma geometria

como contéiner, tubo, placa rigida, etc.;
e injetor: é a regiao do dominio do escoamento onde héa entrada de fluido;
e ejetor: é a regiao do dominio do escoamento onde ha saida de fluido;
e superficie livre: é a interface entre o fluido e a atmosfera.
Detalhes sobre cada uma dessas condig¢oes de contorno sao dados a seguir.

2.4.1 Contornos de entrada e saida de fluido

Entende-se por contorno de injecao, ou simplesmente injetor, como a regiao do dominio do
escoamento onde ha entrada de fluido, e por contorno de ejecao, ou simplesmente ejetor, como
a regiao do dominio do escoamento onde hé saida de fluido. O célculo da velocidade e do tensor

extra-tensao sobre estes contornos sao tratados como segue.

» Contorno de injecao
Na figura 2.1, I representa o contorno de injecao; n representa a dire¢cao normal ao contorno

de entrada de fluido; m representa a direcao tangencial ao contorno de entrada de fluido.

Figura 2.1: Esboco do contorno de entrada de fluido.
No injetor assume-se que as componentes da velocidade sao dadas por
u, =U, e u,=0,

ou seja, a componente normal da velocidade tem um valor nao nulo prescrito no injetor, en-

quanto a componente tangencial da velocidade tem valor nulo.
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Para as componentes do tensor nao-Newtoniano ;; foi empregada a estratégia adotada por
Crochet [47] e Mompean & Deville [50], a qual impoe-se o valor nulo para todas as componentes

do tensor nao-Newtoniano no injetor:

S =0, S%=0 e S=0.

» Contorno de ejecao

Na figura 2.2, F representa o contorno de ejecao; n representa a direcao normal ao contorno

de saida de fluido; m representa a direcao tangencial ao contorno de saida de fluido.

E

Figura 2.2: Esboco do contorno de saida de fluido.

No ejetor considera-se que nao hé variacao nem da velocidade e nem das componentes
do tensor nao-Newtoniano na direcao normal ao contorno. Entao, impoem-se a condicao ho-
mogénea de Neumann para as componentes da velocidade e do tensor nao-Newtoniano neste

contorno, ou seja,

ou,, Oy
on =" on
e

95*r  9SW
on  On  On

0.

2.4.2 Condicoes na superficie livre

Neste trabalho, considera-se escoamentos transientes com superficies livres de um fluido
viscoelastico movimentando-se numa atmosfera passiva, na qual pode-se tomar a pressao como
sendo nula. Na auséncia de efeitos de tensao superficial as componentes de tensao normal e
tangencial devem ser continuas sobre tais superficies (ver [5]|) e portanto,

ni~(0ij-nj) =0 3

2.13
ml(g’un]):o7 ivj:1a27 ( )
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2.4 Condicdes de contorno

onde n; denota o vetor unitério normal & superficie livre e m; denota o vetor unitario tangencial

a superficie livre (ver a figura 2.3) e 0;; é o tensor total dado por

oij = —poij + 20Dy + Sy, i, j=1, 2.

Figura 2.3: Exemplo de superficie livre do fluido e vetor normal e tangencial.

Usando coordenadas cartesianas bidimensionais e fazendo n; = (ng,ny) e m; = (n,, —ny)

a condicao (2.13) pode ser escrita na forma adimensional como

2 [[0 ou 0 0
P=7 Ka—znx2+(a—z+a—z> nxny+a—Zny2)}+(S”nx2+2sxynxny+syyny2) : (2.14)

ou Ov ou Ov - -
2 <(9_a:_8_y) nwny+(6’_y+8_x) (n,* — n.2)+ ™ = S¥n,n, + 5 n,> —n,) =0.  (2.15)
As equagoes (2.14) e (2.15) representam a condi¢ao de contorno para as tensoes na superficie

livre.

2.5 Calculo do tensor nao-Newtoniano em contornos rigi-

dos

Ao calcular as componentes do tensor nao-Newtoniano S;; por meio das equagoes (2.10)—(2.12),
vamos utilizar um método ‘upwind’ de alta ordem denominado CUBISTA (Convergent Univer-
sally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection), desenvolvido por Alves
et al. [1| para aproximar os termos convectivos. Este método necessita que os valores das
variaveis sejam definidos em até dois nos vizinhos. Logo, para calculos em pontos proximos
aos contornos ha a necessidade de se conhecer o valor do tensor nao-Newtoniano nos contornos
rigidos.

As componentes do tensor nao-Newtoniano sao calculadas no contorno rigido a partir
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das equagoes (2.11)—(2.10) seguindo as idéias de Tomé et al., 2002 [84]. Fazendo a mudanca de

variavel
Sy = e we'S,;
as equacgoes (2.11)—(2.10) reduzem-se a
5™ Sy (Gan  awy) Gay  OwS™)  O(vS™)
o= —Rese W7 (5§ 5 § = 5

5 éau Qrx 5 fa’U QYy
B {(5_1) 8x+28y}5 B {(5_1> 8y+2ax}s

e (504 59)
L Ty Ty
_emti{aDmy+8(uD )+8(UD )+[(§_1)8 +§8u}D

Re | 0t ox oy 2 x 20y
£ ou £ 0v
S_ 1) 22220 pwy
* {(2 ) Dy e 7
o E-wet [~ ~ N\ A(uS™)  O(vS™)
— = TT Yy T .
ot Ree (S +5 ) S ox oy

0 ou ¢
- {(5 -2)3, +§8“] § = 2(§ = 1) 5"

“pe (54 6w) D
. {QD” y Q™) | WD) 2(¢ - 1)(D™)*

Re | Ot ox dy
ou ov
_9 Dy
v |e-05 v o)

OSY i (cer ) Gy OuSY)  9(vS™)
= —Reze <S 35 )S - 5
[ ov

(€-2)5 +&5 ]S“y—%f 158
. gpyw+sw>pw

v, 2 [0 d(uD¥¥ d(vD¥Y
Aot 2 L Lo Q2D KDY o 1))y

0 0
v |€- 25+ e v}

42



2.5 Calculo do tensor ndo-Newtoniano em contornos rigidos

2.5.1 Contorno rigido paralelo ao eixo-z

rigid boudary

X
Figura 2.4: Esboc¢o do contorno rigido paralelo ao eixo—z.

C e ov ou |
Da condicao nao-escorregamento vem — = 0 = = 0. Assim, somente o termo 30 ¢
Y

ox ay

nao-nulo. Logo, as equagoes (2.16)—(2.18) reduzem-se a

(05w, T R L ¢ ou g,
e WeRes(S 1+ 3 )s 28ys - (5-1 ays

—c <§mm+gyy>@_6W6 Y (%) ’

dy Re 0t dy
3 , (2.19)
65’51335 — — Lt Qxx Qyy \ Qrzx a Ty Lt 1 au
5 = ¢ ™ Ree(S +S5 )S — (& — 2) S — ewe 6(5—2) 3
osw con e Gy Many a1 (0w
. o € ER%(S +5 >S a7 T RS By

Os termos (S** + S¥¥)S™ geram um sistema ndo-linear 3 x 3 (2.19). Esse sistema
nao-linear deve ser resolvido ao longo dos contornos rigidos paralelos ao eixo-r em cada ci-
clo computacional. Isto faz com que esse novo método numérico para calcular o tensor nos
contornos rigidos “custe muito caro computacionalmente”. Portanto, como cemwel << 1, des-
prezaremos os termos (S** +§yy)5’m”56_ﬁt do sistema (2.19) obtendo assim um sistema linear

3 X 3 como segue.

Qry - - ~ 1
aS :_§%Smc_ (§_1) %Syy_{f(s’l’x Syy> au €Wet 1 a (au> (2 20)

ot 2y 2 Y dy Re Ot \ 0y
o ou ~ 1 ou\’
= — — —_Sry et — -
DSvY ou ~ , ou\?
= —F— Ty _ et o
T §ay8 ew 65 (6y> ) (2.22)

As equagdes (2.20)-(2.22) sdo resolvidas para as componentes S*¥, S** e S¥. Para obter

expressoes para essas componentes integra-se as equagoes (2.20)—(2.22) no intervalo [t,t + 0t]
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como segue.

t+ot 85‘”?/(:6,34, 3) f rrot 8u(:5,y,s) QTT
/; T dS = _5 } a—ys (‘/L‘?y’ S) dS
_ 5 — /t+6t au(x7y7$) ~yy o 1 ot L.S 8 au(aj’y’S)
(3-1) [ H e - g [ e (HE2E) @
t+ot N 3u(:v Yy S)
—& S*(x,y,8)+SY(x,y,s) ) ———"= ds, 2.23
/t ( (z,y,5)+5%(z,y )) dy (223)

46t agzz(x y 8) 46t 8u(:1: y 5) R
= TR = _—(£-2 DT gry
/t 5s 5= )/t oy © @) ds

1 L (Ou(r,y,s)
_5(5_2)1 ewe ( o ) ds , (2.24)

t+0t ~yy t-+ot
/ oS (xy,) £/ ou(z,y, s )Sxy(xy,)d
t t dy

t+6t ulx 2
5/ (a 8yy7 )> ds . (2.25)

rot aU(ZE, Y, S) O

Para resolver as integrais da forma / S™(x,y,s) ds usaremos a regra dos

t Ay
trapézios:
O Qu(x, y, ) - ot (Ou(x,y,t) ~ ou(z,y,t+0t)
Y, - _ ot , Y, mn IR mn t
[P ) ds= (PG g gy 4 PG, 1)

(2.26)
e pelo Teorema do valor médio para integrais tem-se:

t+ot 8U($ Yy, ) 2 Ly, L5t 8u(:€,y,t*) ?
/t e (8—3/) ds =We ewe"(ewe" — 1) (8—y> ) (2.27)

e utilizando integracao por partes obtém-se

t+0t *
R TR W AL T R YL BT
‘ 0s dy oy dy 8y( )
2.28

onde t* € (t, t+ 6t).
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Desta forma, resolvendo as integrais (2.23)—(2.25) usando (2.26)—(2.28) obtemos as equagoes

% ot (Ou ~ Juth) £ 5t [ Ou Aum+l) _
zy(n+1) Ty §_ - T zx(n+1) . S yy yy(n+1)
S =S (@ys + oy S ) (2 1) <8yS 3y S )

_LGWC [ & &M (evéedt_l\au(x,yat*)_8u(x,y,t)]

Re dy T Oy dy
ot (5% + S’yy)% (St 4 Guy(n1)y O
2 oy dy ’
(2.29)
. « 5t (Ou 5, Ou"tD - We oulx,y, t*)\>
xx(n—i—l): wr_ (¢ o\ [ ZZgwy g 7 zy(n+1) | 92— St eét_l YIS )
e g () (G5 2 g ) (g et etetioy ( PUEEE)
(2.30)

_ S5t [ Ou oun ) . We 1 ou(z,y,t*) 2
yy(n+1) vy zy(nt+1) | _ Wet(ewedt _ 1 Y, .
S = SW _¢— (8ys + o S ) £ ewe'(e ) (—83/
(2.31)

As equacoes (2.29)-(2.31) produzem um sistema 3 x 3 para as componenetes S+ Mul-

t-+5t)

tiplicando as equacgoes (2.29)—(2.31) por e —we vamos obter equacoes para as componentes

Smn(nH) como segue.

ot ! ou ) 13 ot (Ou
zy(n+l) _ — W ot Qry __ f — w0t Qzx zx(n+l)) _ [ > _ 1 — e 5tsyy
S =e S (83/6 ST 4 3y S ) (2 ) (8y€

n 1 3
N O+ )Syy(n+1)) s [@u(m,y,t—l—&) - eiﬁ&)au(x,y,t ) _ewleﬁau(x,y,t)}

—&Tﬁ e We&(S:ca} Syy)% + (Sx:c(n-H) +Syy (n+1 )8 (n+1)
(2.32)
1 ot [ Ou 1 8u(n+1)
zx(n+l) —mét T —_nZ= (== —mét ay . Y cay(n+1)
S e S (€ )2 (0ye STy 4 5 IS )
(2.33)
We i Ou(z, y, t*) 2
—(£ —2)— (1 — e~ we — NI
TR AT ( Ay ) ’
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Qu+h)

Suy(ntl) — o= a0t Guy _5ﬁ (@GWIE&SW +
2

Sry(n+1)
dy dy )

(2.34)
A 2
_5%(1 - 67ﬁ5t) 8u(x,y,t ) )
Re oy

Note que, ambas as componentes S™ e S¥¥ dependem da componente S™ em t + dt (ver

equagoes (2.33) e (2.34)), enquanto a componente S™ depende das componentes S™ e S¥ em
t + dt (ver equacdo (2.32)).

Portanto, substituindo as equagoes (2.33) e (2.34) na equacao (2.32) obtém-se uma expressao

para a componente S™ que nao depende das componentes S™ e S¥ em t + dt como vemos a

seguir:
L a0t [[€ £ ou
Ty _ — 0t Qzy _ e Ot > iz > _ Yy
S (x,y,t—i—ét)-{e welt ST (x Yy, t) — e W 5 [<2+5)S —1—(2-1—5 1)5 } 3

1 [Qu(z,y, t+0t) a5 0ulwy,t) s 0ulr,y ) oy
Re{ o (1 —e we) o e we o DenS™,
(2.35)

2 " 2
onde DenS””yz1—[8—%%(5—1)4%(aU(xhgth)) |

Logo, primeiramente calcula-se S™ usando a equacao (2.35) e depois calcula~se S™ e S¥Y

das equagoes (2.33) e (2.34), respectivamente.

2.5.2 Contorno rigido paralelo ao eixo-y

X

rigid boudary

Figura 2.5: Esboc¢o do contorno rigido paralelo ao eixo—y.

ou ov |

Da condigao nao-escorregamento vem — = 0 = 9 0. Assim, somente o termo e é
x x

dy
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2.5 Calculo do tensor ndo-Newtoniano em contornos rigidos

nao-nulo e as equacgoes (2.16)—(2.18) reduzem-se a

a5 ., cor 1 G oy (& e SOV g,
= eWeRea(S +3 )s S 1) g -2t gm,
~ ~ ov 1 0 [0ov
_ aw yy) 27 et et
e (5 + ) or " Reor (ax) ’
93 ) n 2 (2.36)
xx ~ 1 v

— _ St TT Yy TT _U TY V‘}Et s
ot ¢ e He (S 5 ) S g@xs Reg (ax)
5% B L Cax | Quy\ Quy _ (¢ _ @Uﬁy _ ot 1 _ @ i
= —e e Res (5 +3 )s (§-2)5-57 et — (e =2) (=) -

O calculo de ™, 5% SY em contornos rigidos paralelos ao eixo—y segue analogo ao caso
de contornos rigidos paralelos ao eixo . Nesse caso, pode-se mostrar que as componentes do

tensor nao-Newtoniano em contornos rigidos paralelos ao eixo y sao dadas por:

_ 1 _ 1 ot f 5 ov
Ty S0t Qzy S0t Tx Yy
S (z,y,t+0t) = {e weOt ST (x,y,t) — e W 5 [(—2 + e 1) STT <—2 —|—5> S } "

1 [Ov(z,y,t+0t) s vy, ) 0,y Y) -
- e {—ax —(1—ewe >—8x — e We o DenS™ |

(2.37)

n * 2
Szz(nJrl) — e—ﬁétsxm_ 6@ (@e— Weétsxy + 81)(; ) S:ch(nJrl) 5%(1 — e~ Weét) (8v(x,y,t )) 7
T €

2 \Ox o
(2.38)
Guy(n+1) — o= 70t Gy _(§_2)(5t v —ﬁdtszuav("ﬂ) p——

o ox

(2.39)
We —L 6t av($7y7t*> 2
(g 2) Re (1 e e ) ( 81: ,
2 2
onde Dens™ = 1~ [ = 26 + 2(¢ - 1)e] - (L)

47



Capitulo 2 GENSMAC2D-PTT

2.6 Meétodo de solucao

Para resolver as equagoes (2.7)-(2.12) empregamos o seguinte procedimento. Assumimos
que num dado instante de tempo t, o vetor velocidade u;(xy,t,) e o tensor nao-Newtoniano
Sij(zk, t,) sao conhecidos e sao dadas condigoes de contorno para a velocidade e pressao. Para
calcular o vetor velocidade, o campo de pressao e o tensor nao-Newtoniano no tempo t,,1 =

tn + 6t, ou seja, wi(Tg, tny1), P(Tk, tnt1) € Sij(xk, tht1), procedemos como segue:

Passo 1: Seja p(x,t,) um campo de pressao arbitrario que satisfaz a condigao (2.13) na su-

perficie livre.

Passo 2: Calcular o campo de velocidade intermediario w;(xy, t,41) por meio de

(2.40)

du; O (ugu;) _Op 1 0 [0y N OSik N I
ot Oxy, Ox; Redxi \ Oxy Oz, FTQg“

com U;(xy, t,) = ui(xg, t,) e utilizando as mesmas condi¢oes de contorno da velocidade

wi(g, ty). Pode-se mostrar que u;(xy, t,41) tem a vorticidade correta no tempo ¢, 1.

Passo 3: Resolver a equacao de Poisson

V(@ tngr) = V- W@, togr).- (2.41)

Passo 4: Calcular a velocidade final dada por

(g, tny1)

o (2.42)

Ui (Tgy tpgr) = Ui Xg, tngr) —

Passo 5: Calcular a pressao:

Qﬁ@k, thrl) )

5 (2.43)

P(Tk, tng1) = P(ok, tn) +

Passo 6: Calcular o tensor nao-Newtoniano S;;(zg, tn+1)
(a) calcule o the tensor nao-Newtoniano nos contornos: injetor, ejetor e contornos rigidos
conforme especificado nas Secoes 1.4 e 1.5 .
(b) calcule S;j(xk, t,4+1) por meio da equagao

2 We O
— 1 — f(Skk)| Dij — 2—— Dy,

O
f(Skk)Si; + We Sij= e e

onde f(Skx) =1+ e ReWeSk, ou seja, por meio das equagoes (2.10)—(2.12).
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Passo 7: Atualizar as posicoes das particulas marcadoras: o tltimo passo no ciclo computa-
cional € mover as particulas marcadoras para as suas novas posicoes. esse passo é efetuado

resolvendo a equacao
dxl-

dt
para cada particula marcadora. A superficie livre do fluido é entao definida por uma lista

= u;, (2.44)

contendo as coordenadas dessas particulas marcadoras. A visualizacao da superficie livre

é obtida conectando, localmente, essas particulas por retas.

2.7 Aproximacao das equacoes por diferencas finitas

As equacgoes que descrevem o método numérico apresentado na secao 2.6 serao resolvidas
pela técnica de diferencas finitas. A célula computacional adotada tem dimensoes dz x dy e
compoe uma malha conhecida como malha deslocada. As variaveis do problema estao locali-
zadas nesta malha da seguinte forma: a pressao p, a funcao potencial ¥, as componentes do
tensor nao-Newtoniano S**, S¥¥ e S*™ e as componentes do tensor taxa de deformacao D™,
DY e D™ sao calculadas no centro da célula computacional, ou seja, no ponto (7, j) enquanto
as componentes da velocidade u e v sao célculadas no centro das seguintes arestas da célula

computacional, isto é, nos pontos: (i + 3,7), e (i,j + 3), respectivamente (ver figura 2.6).

Figura 2.6: Célula computacional utilizada em GENSMAC2D-PTT.

2.7.1 Classificacao das Células

Como o fluido esta em movimento é necessario fazer uma classificacao das células da malha
para identificar se as mesmas contém fluido, estao no contorno rigido ou sao células da superficie
livre. Como o fluido estd continuamente em movimento, um procedimento para identificar a
regiao que contém fluido e a regiao da superficie livre é empregado. A figura 2.7 ilustra a
classificacao das células em um dado instante para um escoamento em um canal bidimensional.

As células na malha sdo nomeadas como segue.
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0wl 0| O v
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Figura 2.7: Tipos de células do dominio computacional.

> células vazias (E): sdo células que nao contém fluido;

>> células cheias (F): sdo células cheias de fluido e ndo possuem nenhuma face em contato com

células vazias;

> células de superfiie (S): sdo células que contém fluido e possuem pelo menos uma face em

contato com células vazias;

> células de contorno rigido (B): sao células que definem um contorno rigido de maneira que

as condigoes de contorno possam ser impostas;
> células de injetor (I): sdo células que definem a entrada de fluido;

> células de ejetor (O): sao células que definem a saida de fluido.

2.7.2 Aproximacao das equacoes basicas

A derivada temporal na equagao (2.40) é aproximada pelo método de Euler explicito, o qual
é de primeira ordem. O gradiente de pressao e os termos lineares da equacao de quantidade
de movimento sao aproximados por diferencas centrais. Para os termos convectivos emprega-se
o método ‘upwind’ de alta ordem CUBISTA [1]- Convergent and Universally Bounded Inter-
polation Scheme for the Treatment of Advecion. Os termos envolvendo o divergente do tensor
nao-Newtoniano sao aproximados por diferencas centrais. Segue abaixo as aproximacgoes das

equacgoes béasicas.

Dt s — D s W, 3 —2U; 1 AU 1
~ 1 ~ p p 1 i+5,] 1+35,] =357
u@[).:uﬂr; —conv(u?),, 1 ,—conv(pu),, 1 — LT 4 2 5 2
+35,] 2+J R 2] (Sx Re or
wy y
Uipd g~ 2t iy ST ST Pl T Pidgoy 1
5 + + +—=50., (2.45)
oy oz dy Fr
D 11— D s Vg inl —20, . 14V, {1
~(nt)  ~ . . _pz,]—l—l Dij 1 +1,5+35 1,]+5 i—1,j+5
U 1= Vi conv(uv)m% conv(vQ)i’j% oy +_Re 5
R, T y S, =8, Yy vy
Vigrj+3 ~ Vi i1 L ety z—%,a+%+5¢,j+1—5i,j_1 1 g (2.46)
5y° ox oy Fr2? '
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Y

onde os temos como S’ , sao obtidos pela média dos quatro valores mais proximos, ou seja,

’L+%,j+§
Y Ty Ty Y
oy (S5 + S+ Sije + S e)
S = . (2.47)
itadts 4
os termos conv(u?). .1 -, --- ,conv(®?. . 1 representam os termos convectivos da equacao (2.40).
1+35,7 ? 1,J+
27 % 2

Logo, a discretizacao da equacao de conservacao de quantidade de movimento é de segunda

ordem no espago e primeira ordem no tempo.

A equagdo de Poisson, equacao (2.41), é discretizada no centro da célula utilizando-se o

operador Laplaciano discreto com 5 pontos, a qual fornece a seguinte equagao de diferencas

Vit1,; — 20 + Vi1 N Vigir = 20i5 + Pij1 _ Yirgg — Mg n Vij+t = Vij—1
ox? oy? ox oy

(2.48)

A equagao (2.48) gera um sistema linear para 1); ; cuja matriz é simétrica e definida positiva.

Para resolver esse sistema linear, empregamos o método dos gradientes conjugados.

A velocidade final é obtida discretizando as equagoes nos respectivos nos, ou seja

n+tl Vi1 —ij
Wil = Uiddy P
ntl o 5 _ Vg

Vgrs T Vit by

A pressao é calculada aplicando a equagao (2.43) no centro da célula,

-ty
Pij = Pij T 5—; :

As componentes do tensor nao-Newtoniano, conforme equagoes (2.10)—(2.12), sdo aproxi-
madas pela técnica de diferencas finitas como segue: a derivada temporal é aproximada ex-
plicitamente pelo método de Euler, os temos convectivos sao calculados através do método

‘upwind’ de alta ordem CUBISTA e as derivadas espaciais de primeira ordem sao aproximadas
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por diferencas centrais. Assim, temos:

1
z]W

5 UH‘%»J i 53 VAP lJ % xT
[(2 ! ox oy 5

L e
2
§ Yiprg™ Yij—5 f 30”3 | oy 2
_ > AR 2w 2 QY 1 — i | =——D
[(2 dy 2 oz Sig 1= (Sl ReWe "7
2 {ngwl) Dy

Sij("ﬂ) = Si/ 4ot {—f(Skk) — S — conv(uS™); ; — convpS™);

l

57 2 + conv(uD™); ; + convpD™); ; (2.49)

£ Vard 7Vt | Wi Wi
S _q) M2l e S W W pas
i [(2 dx * 2 oy I

§ Ui~ Ui Vil Vil
S ) M W S Y e pyy
i [(2 dy 3 oz N

Sl = Sg;uat{—f(skk)

— 57§ — conv(us™); ; — convpS™); ;

“We
iy~ Uiy | VegaT Vi
o -9 2 2 2 2 S:By
|:(§ ) 5y + 5 61’ :| 2,7
Uird i~ Yig 2
96— 1) —=d _Tedger |y N 2.
(5 ) 51, SZ] +[ f(Skk)z,]] ReWe ( 50)

= i sz v z zx\2
— { — “L + conv(D™); ; + conv(pD™); ; + 2(¢ — 1)(D;5)

Wigrg™ Y3 | Vg Vi
-9 2 2 2 2 DY
' [(5 ) T } }} ’

1
Slyj?/(”“) = S+t {—f(Skk)U e — S5} — conv(uS™); ; — conv(S™);
,H_l '_,U’L 17]' uz7j+l_ul7]_l
_ _9 2 2 2| g™
{(5 e } i
R 2 yy
—2(§£ - 1) Tsi,j + [1 = f(Skr)i ;] WDM (2.51)

o [ Dyunt) _ puy
e K 57 L+ conv(uD¥); ; + convuD™); ; +2(£ — 1)) (DY)

UHJ7 '_/Ui_l, i ui,j—)—l_ui, il z
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pw = (D8 U g f(Su)i = 1+ eReWe(SEE 4+ S
ij St kk)ij — i,j i,/

Os termos conv(usS™), ;,--- ,convuSY); ; representam os termos convectivos das equagoes
(2.10)—(2.12) e sao aproximados pelo método CUBISTA.

Nas equagoes (2.49)—(2.51), os termos que nao estao na posi¢ao definida sdo obtidos fazendo-se
a seguinte média
Uipl g T Up Ly T U1+ U150 Vijal T Vi1 4l 0,5 1+ ;4

-1
7]75

u

= 1 =

s .01 . A
7’7]+§ 4 ) Z+§7] 4

2.7.3 Aproximacao das equacdes nos contornos

Vimos anteriormente que nos contornos rigidos adota-se a condigao nao-escorregamento
para as componentes de velocidade, ou seja, u = 0 e v = 0. Nos contornos de injecao assume-se
que u, = U, u,, =0, 5% =0, S™ =0e SY = 0 e em contornos de ejecao assume-se a condi¢ao
de Neumann homogeénea, isto €,

ou,  Ouy, osTr  9s™  9sv 0

o Y e T an T o

Os subscritos n e m denotam as dire¢oes normais e tangenciais aos contornos.

» Aproximacao das equacoes no contorno de entrada de fluido

Vij+1/2

()
N

S)I’)J/ i+1,j
I ~ FIS

N o
Vij-1/2 :

Figura 2.8: Célula do "inflow"com a face direita em contato com célula do interior do dominio.

Assim como no caso do contorno rigido, temos também quatro possiveis configuragoes de
células do contorno de entrada de fluido. Para ilustrar a discretizacao das variaveis neste tipo
de contorno adotaremos a configuracao mostrada na figura 2.8.

Adotando as condi¢oes de contorno apresentadas nas Secoes anteriores, a discretizacao das

componentes da velocidade e do tensor nao-Newtoniano sao dadas por

ui—i—%,j:U’ Ui,j—i—%:_vi—}—l,j—i-%'
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Tr __ _ QIT Ty __ _ Qry Yy _ _ QYY
Sij =Sy Siy = —Siny,; and 5= -57;

Para as outras configuracoes de células do contorno de entrada de fluido as aproximacoes

sao obtidas de maneira anéloga.

» Aproximacao das equagoes no contorno de saida de fluido
Neste tipo de contorno, para ilustrar a discretizagao das variavies adotaremos a configuracao

de célula mostrada na figura 2.9.

Viegjr2

()
N

Si Si

1] gy
FIS O

N\
Victj-1/2

Figura 2.9: Célula do "outflow"com a face direita em contato com célula do interior do dominio.

Assim, adotando as condigoes de contorno apresentadas nas Secoes anteriores, a discretiza-
¢ao das componentes da velocidade e do tensor nao-Newtoniano sao dadas por

U 1. =U: 3 - V: .1 = V. L1,
7‘757] 7'757]’ Z?]+§ 2717]“’»5

T __ QIT Ty __ QTY gy _ QYY
SrT = S S =S5 and SY =S .

7/_17]" Z7j Z_l’.j

Para as outras configuracoes de células do contorno de entrada de fluido as aproximagoes

sao obtidas de maneira anéaloga.

» Aproximacao das equagoes no contorno rigido

A figura 2.10 apresenta as quatro possiveis configuragoes de células do contorno rigido. Com
relagdo a figura 2.10(a), a condi¢do ndo-escorregamento aplicada nas componentes da velocidade
resulta nas equacoes,

e v.. 1=0.

u = Uil -1 ij—%

i+1.,7
Para as outras configuracoes de células de contorno, o célculo da velocidade de acordo com a

condigao nao-escorregamento, segue de maneira analoga. O céalculo do tensor nao-Newtoniano

em contornos rigidos sera apresentado na secao 2.7.4.
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B FIS
) ) ij+l ) )
Ui-112,i[ ] . [] Uiz Ui—1/2j+1[ ] . [] Uisazj+1
i
-------------------- j-1/z e 4112
Vij-1/2 Vij+1/2
Uiz -1 ] . L] usizj U-ar2,l] . L1 Ui
- ij
EIS R _..B
(a) (b)
Uij+1/2 Uis1 j+1/2 Uetjsrz @ Uijrar2
1 1 1 : 1
| | | |
Vi+1/2j Vi-1/2j
° ° L e °
e L i-1,j s
ij i+1, ij
B — FIs FIS — — B
; (. . (. R ; (. . (. f
Uj-12 = Uisgj-12 U-1j-12 = Uij-12
i+1/2 i~1/2
(c) (d)

Figura 2.10: Configuragoes das células do contorno rigido (B).

2.7.4 Aproximacao do tensor nao-Newtoniano em contornos rigidos

Neste trabalho, os termos convectivos presentes nas equacoes das componentes do tensor
nao-Newtoniano (2.49)—(2.51) sao aproximados pelo método ‘upwind’ de alta ordem CUBISTA.
A equacoes do tensor nao-Newtoniano sao discretizadas no centro da face da célula do contorno
rigido (B) a qual est4 em contato com uma célula do interior do dominio. Os valores de S*,
S e SY nas células do contorno sao obtidos através das equagoes derivadas na Sec¢ao 2.5. A

discretizacao em contornos paralelos ao eixo-x e paralelos ao eixo-y sao considerados a seguir.
» Contornos rigidos paralelos ao eixo-z

Nestes contornos ha dois casos a serem considerados, as células de contorno rigido (B) com
apenas a face superior ou inferior em contato com uma célula do interior do dominio. Para
ilustrar a discretizacao das equagoes derivadas na Secao 2.5 nesses contornos adota-se o caso
representado na figura 2.11.

Considerando a configuracdo de célula mostrada na figura 2.11 e as equagoes (2.33)—(2.35),
que foram derivadas especialmente para esses tipos de contornos, os valores das componentes

do tensor nao-Newtoniano sao dados por
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,,,,,,,,,, FIS

Figura 2.11: Célula do contorno rigido com a face inferior em contato com uma célula do
interior do dominio.

i 7 \2 Li=3| Qy i1
(n+1) ()
_ i du _(1 _ e—w}eét) du ) efw}eét @ :

Re | Jy |, 1 Ay |1 Y| 1

) ’ ) 2
(2.52)

n 5t [0 oun 1) n
w(tl) _ o-gedtger (¢ _ )= ot emwedtgm “ Gay ()
WJ T2 R 2 (9y ij—1 LIT3 (9y ij—1 R
I 2 b
W oul i
(& 1 u
—(—2)—=—(1—e %) | ——
(€25 ) ( - ) ,
(2.53)
(n+1)
L [ R Y L Sov(rtD)
LI—3 LI 3 2 oy |, -1 LI—3 dy 1 b7 3

hi—3 4,73

(2.54)
W Hu) ?
(& 1 u
_— 1 [ 551: _— .
Ou®
onde o valor de 5 é obtido pela média entre —(z;, Yi-1s t) nos tempos t, e t,.1, ou
Yy i,j—%
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seja,
Ou(t*) 1 lau ou+1) ]
ay i,j—% 2 8y i,j—% ay i,j—%
e essas derivadas sao aproximadas como segue,

n n n n+1 n+1
du _ Uiy Ui Qu+ _ uy 7 —
8y ij—l 63/ 7 ay Z'j_l 5y ’

P 2 ’ 2
562 Quir i
e DenS™| . 1 =1—[62 —264+2(6 — 1)e] — .
oy =122 0T (S|
’ 2
As velocidades nas posigoes (i,7) e (i,7 — 1) sao dadas por
Ui = +3 5 27 o Ui jo1 = t371 5 2 1, respectivamente.

Finalmente, os valores de 7, S7% e S}§ sdo obtidos pela interpolagao linear usando os nos

1
(1,7 — 5) e (4,7 — 1), respectivamente, como vé-se na figura 2.11.

» Contornos rigidos paralelos ao eixo-y

Neste caso, (ver figura 2.12) assume-se que as células de contorno rigido possuem apenas
a face direita (ou esquerda) em contato com uma célula do interior do dominio. Para ilustrar
a discretizacao das equacgoes derivadas na Secao 2.5 para esses contornos, considera-se o caso

representado na figura 2.12.

Vij+1/2

()
o

SY S¥
1) 1)
S?,Y@'iﬂ,j

B A F/S

: ) .

Vij-12 : :

i+1/2

Figura 2.12: Célula do contorno rigido com a face direita em contato com célula do interior do
dominio.

Considerando a figura 2.12, os valores das componentes do tensor nao-Newtoniano sao
obtidos através das equacdes (2.37)—(2.39) aplicadas nos nos (i + 3,j), as quais fornecem as

seguintes equagoes
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wy(n+1) 1 — et Qry _%étﬁ § _ zx § vy v
S 10 = Dengev] y|+ {e W Sz‘+%,j e~ w 5 2+6 1 Sz‘+%,j+ 2+6 Sz+2,] e )
279 +35.7
(n+1) ()
_i v _(1_6—ﬁ5t) v e ﬁdt@ ]} ’
Re 890 i-‘r%,] 6x i-‘r%,] 0m i+%,j
(2.55)
n+1
Sz n+1) efi&f T 5@ @ e ﬁ&ts@yl (91)( 1) a;y(nJlrl?
z+2, z+2,J 2 \ Oz il i+35,] ox iyl i+3,7
w AOv™) \? } (2:56)
_6_6(1 — e 16&) ( v ) ,
Re ox i+l
(n+1)
yy(nt1) WG, (e ot (v —astcay | OV ay (1)
1+5,] 1+5,7
(2.57)
%% O™ ?
(& 1 (%
—(5—2)—(1—6‘%‘”)( ) ,
Re ox i+1
v ) ) . v
onde o valor de é obtido pela média entre —(z,, 1, y;, t) nos tempos ¢, e t,11, ou
ox i+%,j ox 2
seja,
ov™*) 1| ov Jv( D)
ox i+1 2 | Ox i+1 ox i+1
e essas derivadas sao aproximadas como segue,
v Vi~V OutmtY vty ey
81‘ 1 ox ox i+ ox
2
) 52 [ Ov(tnyr)
e DenS®Y|. 1= 11— 2 —26+2(6—1)e] — | ———= :
g 4 2 P
27
As velocidades nas posigoes (i + 1, ) e (7, 7) sao dadas por
Vip1,j+3 T Vig1-1 Vijpl T U1
Vig1,j = 5 e V= f respectivamente.

Finalmente, os valores de S;, S7% e S} sdo obtidos pela interpolagao linear usando os nos

1
(1 + 5,]’) e (i + 1,7), respectivamente, como vé-se na figura 2.12.
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2.7.5 Aproximacao das equacoes na superficie livre

As equagoes (2.14)—(2.15) representam as condiges apropriadas para a velocidade e pressao na

superficie livre. Para aplicar estas condi¢des procedemos como segue.

Assume-se uma malha uniforme dz = dy e que o espacamento na malha é suficientemente
pequeno de forma que a superficie livre intercepta a célula apenas em duas faces. Dessa maneira,

as condicoes (2.14) e (2.15) podem ser aplicadas de acordo com os trés casos seguintes.

» Células de superficie com apenas uma face em contato com células vazias

Nessas células considera-se que a superficie é horizontal ou vertical de acordo com qual
das faces estd em contato com uma célula vazia (E). Neste caso tem-se que o vetor normal a

superficie é da seguinte forma n = (n,,0) ou n = (0,n,). Considerando o caso mostrado na

e +(312)

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr j+1
Vi+1,j+1/2
.......... /\ e j(12)
"""""""" ® """"D'Ui;i/é{j””' B B
- ‘
.......... :S E i~(1/2)
i~(1/2) i H(12) 1 +(32)

Figura 2.13: Células de superficie com apenas uma face em contato com células vazias.

figura 2.13 tem-se n = (1,0). Neste caso as condi¢oes (2.14) e (2.15) reduzem-se a

_ 1 Ou -
P = QEa—x + S (258)
1 (Ou Ov
i B T Ty _
e (ay + m) + S =0, (2.59)

Quando a velocidade ¢é calculada pelas equagoes (2.45) e (2.46), os valores de p; ;, Uit s Uiy gl

sao requeridos. Estes valores podem ser obtidos como segue.

Discretizando a equacao da continuidade no centro da célula obtém-se

(2.60)

Uirgg =4
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Agora, aproximando a condi¢do (2.59) na posi¢do (i + 3,7 + 1) vem,

5 (Uit 1 jy1 — Uiy )
— 2 2" §xReS™

v

O valor de Sﬁ/%,ﬂ% é obtido fazendo uma interpolacao usando S;?Jr% = 0.5(577 + Sij1) e

ST = 0.5(S7); + Si¥1 j41). Assim, tendo calculado as velocidades por meio das equagdes
’ 2
(2.60) e (2.61), a pressao p;; segue da equacao (2.58) aplicando-a no centro da célula. Logo,

tem-se
2 Uy ly — U

ﬁi7A —_
7 Re ox
Ha trés outras configuracoes possiveis de células de superficie com apenas uma face em contato

1
27 T
+ 577 -

com uma célula vazia. As velocidades e pressao para essas células sao calculadas de maneira

semelhante.

» Células de superficie com duas faces adjacentes em contato com células vazias

Para estes tipos de células assume-se que o vetor normal faz um angulo de 45° entre as duas

faces adjacentes em contato com as células vazias e considera-se o vetor normal como sendo

n-— (:I:Q, :i:ﬁ

5 ) Neste caso, as condigoes (2.14) e (2.15) reduzem-se a

2
1 [Ou Ov 1
o4 |- (dv oY 2 (qax Yy zy 2.62
p [Re(8y+6x>+2(s TS ST (2.62)
1 [Ou Ov 1
=22 Z(QrT _ Qyy) —
Toe (891: 8y) + 2(8 S¥W) =0, (2.63)
respectivamente.
.......... E § E +(312)
,,,,,,,,, J'+1
Vi,j+l/2
.......... O s JH(112)

BNV 7Y j

-(112) i 1) L +ER)

Figura 2.14: Célula de superficie com duas faces adjacentes em contato com células vazias.
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Considerando a figura 2.14, observa-se que os valores p; ;, Uiyl j € V1 SA0 Necessarios

quando calcula-se as velocidade intermediérias e o tensor nao-Newtoniano. Esses valores sao

obtidos como segue. As velocidades u,;, 1 ; e v;;,1 sdo obtidas discretizando a equagao da
27 ’ 2

continuidade e a condigao (2.63) sdao no centro da célula resultando em

U¢+§,j5_ Ui1j n Yij+d 5_ Yii-3 _ 0
t 1 Y Re \ons o (2.64)
— (uij — ui1) — 5 (vig = vij1) = == (S5 = 57))

ox

O sistema 2 X 2 (2.64) é resolvido para as velocidades w1 ; e v; ;.1 e obtém-se
27 ’ 2

dxRe
1. —
2] 4

u (857 =815

i+35.J
oy Re
Vigry T Vig-1 T T

(577~ 1),

Sendo conhecidas as velocidades u; 1 ; € v; ; 1, a pressao é avaliada no centro da célula pela
’ 2

1 .
57] ?

equagao (2.62) produzindo,

o A e e e e T
Pij = +

- V-3 + l(sw + S¥) + S
Re oy ox N i, ij

Existem outros trés tipos de células de superficie com duas faces adjacentes em contato com

células vazias. O célculo das velocidades e da pressao para essas células é efetuado de maneira

andloga.

» Células de superficie com duas faces opostas em contato com células vazias
Para essas células nao obtém-se uma aproximacao para o vetor normal. A velocidade é

ajustada de forma qua a equacao da continuidade seja satisfeita. A pressao e as componentes do

tensor nao-Newtoniano sao definidos como nulos Se essas células aparecem durante a execucao

de um dado problema, a malha devera ser refinada para minimizar o aparecimento das mesmas.
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2.8 Verificacao do método numeérico

As equacgoes de diferencas finitas que descrevem o método numeérico desenvolvido nesse
trabalho, nomeado GENSMAC2D-PTT, foram incorporadas ao sistema Freeflow2D [52]| para
simular escoamentos governados pela equacao constitutiva PTT.

Para validar GENSMAC2D-PTT, consideramos o escoamento totalmente desenvolvido em
um canal bidimensional. Recentemente, Oliveira & Pinho [54| e Alves et al. |2] encontraram a
solucao analitica deste problema para os modelos SPTT e PTT, respectivamente. Para obter a
solucao analitica para este problema foram impostas as hipoteses do escoamento totalmente de-
senvolvido em um canal bidimensional e o sistema de equagoes resultante foi resolvido analitica-
mente afim de obter expressoes para as componentes da velocidade e do tensor nao-Newtoniano.
Ressaltamos que nos trabalhos [54] e [2] , Oliveira & Pinho e Alves et al. consideraram o pro-
blema e todas as equacoes envolvidas, na forma dimensional. Detalhes de como obter a solucao
analitica dos modelos SPTT e PTT para escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal
bidimensional sao encontrados em [54] e |2].

Vale a pena ressaltar que o tensor nao-Newtoniano S;; é uma variavel auxiliar resultante da
formulagao do método numérico desenvolvido nesse trabalho. Logo, seguindo a notacao deste
trabalho, a variavel presente na equagao constitutiva do modelo PTT ¢ o tensor extra-tensao
7;; (ver equacao (2.3)). Portanto, procuraremos sempre apresentar os resultados teoricos e

numeéricos em fungao do tensor 7;;.

2.8.1 Solucdao analitica do modelo PTT em um escoamento total-

mente desenvolvido em um canal bidimensional

Figura 2.15: Esboco de um corte vertical em um canal bidimensional. Dominio de dependéncia
das variaveis do problema.

Considere o escoamento totalmente desenvolvido em um canal bidimensional conforme
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mostrado na figura 2.15. Nesse caso, as seguintes hipoteses sao validas

g 0 B - dp
praiEet 0, v=0,u=uy) e i Apy (constante) . (2.65)

O sistema de coordenadas considerado é centrado no eixo de simetria y = 0 (ver figura

2.15). Assume-se que a velocidade u(y) obedece a condi¢do nao-escorregamento em y = +1, ou

d
seja, u(—1) = u(1) = 0 e que a solucao u(y) deve satisfazer d—u(O) = 0 . Neste caso, a equacao
Y

de conservacao de massa ¢ satisfeita e as equagoes (2.2)—(2.3) reduzem-se a

(O™
a Apx
@ B aTyy B
dy dy
L I C R LS G o
Ted (Thk)T dyT ) = (2.66)

1 1 [du\?
vy Y - J— =
Wef(Tkk)T +€ 7' +£ <dy) O

1 & du 19 du 1 du
il ey ¢ ST ax S 1) 2wy 1 = bk
AL i (2 ) o = M)l e

Ao resolver esse sistema, Alves et al. [2] obtiveram as seguintes expressoes para a compo-
nente u da velocidade e para as componentes 7%, 7% e 7YY do tensor extra-tensao, as quais

escrevemos na forma adimensional:

u(y) = % Apy (1 —y?) (2.67)

Ly = (ay)® (N (1+W)]

1
RV E(2 — &) Apy (HE)

1++v1 — a?

T(y) = Apx ¥ , (2.68)

T (y) = —2R€1W€§ (1 — /10— (ay)2) ,ay <1, (2.69)
Yy 5 T

™ (y) = 29 () (2.70)
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_2-¢
A1-¢)

O conjunto de equagoes (2.67)—(2.70) representa a solugdo exata, no estado estacionério,

onde a= —2ReWeAp\/E2—-&), <2 e

para o problema do escoamento totalmente desenvolvido em um canal bidimensional.
O tensor 7;; e o tensor nao-Newtoniano S;; estdo relacionados pela formulagao EVSS (ver

equagao (2.4)), a qual sob as hipoteses acima reduz-se a equagao:

0 du
Tx Ty 1 - Srr qry
(T ! >:— P +< ) (2.71)
TTY 7YY Re | 44 Sy Sy
dy
Logo, podemos validar o método numérico desenvolvido comparando as solugoes exatas
(2.67)—(2.70) com as solu¢oes numeéricas obtidas com o0 GENSMAC2D-PTT. Observamos que a
componente 7% do tensor extra-tensao nao depende do parametro € presente no modelo PTT

(ver equagao (2.69)). Desta forma, uma outra verificagdo é variar o parametro € nas simulagoes

e constatar que a solucao numeérica da componente 7°* nao varia com e.

2.8.2 Comparacao da solucao numérica com a solucao analitica

10 L

Figura 2.16: Definicao do dominio para a simulacao do escoamento em um canal bidimensional.

Para efeito de verificacao do método GENSMAC2D-PTT, simulamos o problema do escoa-
mento de fluidos viscoelaticos em um canal bidimensional como segue.

Considere o escoamento em um canal bidimensional formado por duas placas paralelas que
estao a uma distancia L do eixo de simetria y = 0 e possuem comprimento de 10L, como
ilustrado na figure 2.16. No contorno de entrada de fluido impomos os valores exatos da
velocidade u(y) e das componentes do tensor extra-tensao 7¥(y), 7% (y) e 7°*(y) dados pelas
equagoes (2.67)—(2.70) enquanto que no contorno de saida e nas paredes do canal seguem as
condicoes estabelecidas nas Secoes anteriores.

A simulacao é iniciada com o canal vazio e o fluido é injetado na entrada do canal e o canal
é entao gradualmente preenchido com o fluido. Logo, inicialmente ha uma superficie livre em
movimento nessa simulacao. Na superficie livre do fluido adota-se as condicoes para o tensor

extra-tensao descritas nas Secoes anteriores.
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Para simular esse problema. os seguintes dados que especificam o fluido foram considerados:

e=05 =001, Apy, =—-1.0, Re=1.0 e We=1.25

Com estes dados, os parametros de escalas empregados sao:

L =1.0 m (metade da largura do canal), U = Umaxz = 0.911874 ms™" (calculado usando a
equacao (2.67)), v = 0.911874 m?s™! (valor usado para que Re = 1) e A = 1.370803 s (escolhido
de forma que We = 1.25).

Para analisar a convergéncia de GENSMAC2D-PTT simulamos esse problema utilizando
trés diferentes malhas:

Malha 1 (M1) : 10 x 50 células (0x = oy = 0.2),
Malha 2 (M2) : 20 x 100 células (éx = oy = 0.1),
Malha 3 (M3) : 40 x 200 células (6x = oy = 0.05) .

Os resultados dessas simulagoes sao mostrados e analisados a seguir.

No tempo t = 0 o canal estd vazio e um fluido com as caracteristicas citadas acima é injetado
a partir do contorno de entrada de fluido até que o canal esteja completamente cheio e que o
escoamento atinja o estado estacionario. A figura 2.17 mostra os perfis da componente u da
velocidade e das componentes do tensor extra-tensao no tempo ¢t = 7s e a figura 2.18 mostra
estes perfis no tempo t = 100s. Esses resultados sao provenientes das simulagoes utilizando
a malha M3. Observe na figura 2.17 que o escoamento ainda estd em desenvolvimento: as
isolinhas nao estao paralelas o que mostra o estado transiente do escoamento. Entretanto, em
t = 100s, a figura 2.18 mostra o canal completamente cheio e as isolinhas das variaveis estao
paralelas indicando o estado estacionario do escoamento.

Como o estado estado estacionario foi atingido, a solug¢ao no interior do canal, mais especi-
ficamente em qualquer corte na vertical do canal, os valores numéricos devem ser concordar
com os valores exatos que foram impostos no contorno de entrada do canal. Para verificar este
fato, consideramos os valores numeéricos das variaveis u, 7, 7°% e 7*¥ no meio do canal (z = 5)
nas trés malhas e comparamos com a solugao analitica dada pelas equagoes (2.67)—(2.70). De
fato, a figura 2.19 mostra a comparagao da solucao analitica com a solugao numérica obtida no
meio do canal utilizando as trés malhas. Pode-se notar na figura 2.19 que as solu¢oes numeéricas
obtidas nas trés malhas possuem uma boa concordancia com a solucao analitica. Além disso, a
figura 2.19 mostra que quando a malha é refinada a solu¢cao numérica converge para a solucao
analitica.

Para demonstrar a convergéncia de GENSMAC2D-PTT calculamos o erro relativo da solucao

numérica (E(SolNum)) na norma L em cada malha através da equagao

E(SolNum) = \/Z (SolEx(y;) — SolNumyy, (y;))* (2.72)

os quais sao mostrados na Tabela 2.1. Podemos observar na Tabela 2.1 que os erros de-

crescem quando a malha é refinada. Estes resultados demonstram que método numérico
GENSMAC2D-PTT converge quando a malha é refinada.
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Figura 2.17: Simula¢ao numérica do escoamento em um canal bidimensional em ¢ = 7s. Iso-
linhas das variaveis: (a) u, (b)7*, (¢) 7" e (d) 7%¥. Dados de entrada: Re =1, We = 1.25, { =
0.01, e = 0.5, Ap, = —1.0.
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Figura 2.18: Simulagao numérica do escoamento em um canal bidimensional em ¢ 100s.
Isolinhas das variaveis: (a) u, (b)7™, (¢) 7" e (d) 7%. Dados de entrada: Re = 1, We =
1.25, £ =0.01, e = 0.5, Apx = —1.0.
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do canal no tempo ¢t = 100s. Coluna (a) M1, Coluna (b) M2, Coluna (¢) M3 - Re =1,We =

1.25.

Como a solucao analitica da componente 7°% do tensor extra-tensao nao depende do para-

metro € presente no modelo PTT (ver equagdo (2.69)), uma segunda forma de verficagdo do

método numeérico desenvolvido nesta tese pode ser obtida fazendo a simulagao do escoamento no

canal utilizando dois valores diferentes da variavel € e comparar os resultados numéricos obtidos

para a variavel 7 com a solucao analitica. Com esse objetivo, apresentamos duas simulagoes

com diferentes valores para € e comparamos estas solucoes com a expressao analitica de 7%

obtida com um terceiro valor para €. Os resultados dessas simulagoes sao mostrados na figura

2.20.
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|Malha| E(w) | E(r™) | E(F™) | E@%wW) |
M1 | 19641072 | 2.240107! | 7.174 1072 | 1.245107°
M2 | 1.3821072 | 6.547 1072 | 1.623 102 | 3.458 10~*
M3 |[3.175 1073 | 1.0751072 | 2.106 103 | 5.239 10—

Tabela 2.1: Erro relativo da solu¢ao numérica, dado pela norma L, em cada malha considerada.

APO ——
e=0.10 +

Tauxx

0 1
-1 -0.5

Figura 2.20: Componente 7. Solucao analitica: APO. Solu¢ao numérica: ¢ = 0.1; e e = 0.2.
Re=1, We =125 £ =001, Ap, = —1.0 .

A figura 2.20 apresenta o grafico da solugao analitica da componente 7% do tensor extra-ten-
sao juntamente com os valores numéricos: um com € = 0.1 e o outro com € = 0.2. Podemos
observar na figura 2.20 que a solugao numérica independe de €, e mais uma vez mostra que a

solugao numérica concorda com a solugao analitica.
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2.9 Simulacao numeérica de escoamentos viscoelasticos

bidimensionais com superficires livres

Nesta Secao pretende-se demonstrar que o sistema Freeflow2D é capaz de simular escoa-
mentos viscoelasticos com superficies livres em movimento governados pela equacgao constitutiva
nao-linear PTT. A exemplo disso, consideramos o problema de um jato de fluido viscoelastico
que ao incidir numa placa rigida pode apresentar o fénomeno conhecido como flambagem ou
jato oscilante (‘jet buckling’) e o problema de um jato de fluido viscoelastico que ao ser expelido

na atmosfera apresenta o fénomeno conhecido como inchamento do extrudado (‘dieswell’).

2.9.1 Simulacdo numérica do jato oscilante

No momento em que um jato incide sobre uma superficie rigida, se o nimero de Reynolds
empregado for menor que um valor de referéncia entao pode ocorrer o fénomeno conhecido como
flambagem ou jato oscilante. Portanto, o nimero de Reynolds tem um caracter importante
no comportamento do escoamento de um jato Newtoniano com relacao ao fénomeno do jato
oscilante. Entretanto, para um jato com fluido viscoelastico modelado pela equacao constitutiva
PTT, o nimero de Reynolds nao é constante durante o escoamento pois o valor da viscosidade
varia com o valor da taxa de deformacao e com o tempo.

O fénomeno do jato oscilante tem atraido um grande nimero de pesquisadores e tem sido es-
tudado tanto experimentalmente quanto numericamente. Cruickshank & Munson [23] e Cruick-
sanck [22] apresentaram resultados tedricos e numéricos para jatos Newtonianos e obtiveram
uma estimativa para quando o fendémeno do jato oscilante ocorre. A estimativa encontrada
mostra uma rela¢ao entre o numéro de Reynolds e a razdo H/D onde H é a altura do injetor
até a superficie rigida e D é o diametro do injetor. Esses autores demonstraram que um jato

Newtoniano bidimensional sofrera oscilagoes se as seguintes condigoes (2.73) forem satisfeitas:
Re <056 e H/D>3m. (2.73)

Para jatos Newtonianos axissimétricos Cruickshank & Munson mostraram que se as condig¢oes
(2.74)
Re<12 e H/D>2m. (2.74)

forem satisfeitas entdo o jato oscilard. Tomé & McKee [86] investigaram este problema numéri-
camente realizando simulagoes de jatos oscilantes bidimensionais. As simulagoes numéricas
para o caso tridimensional foram feitas por Castelo et al. [15] (ver também Tomé et al.
[79]). Neste caso, os autores simularam o escoamento de um jato tridimensional de um flu-
ido Newtoniano utilizando um injetor com o formato de um paralelepipedo. Considerando
fluidos viscoelasticos, a primeira investigagao do grupo de pesquisa do LCAD (Laboratorio
Computacional de Alto Desempenho) do ICMC/USP com fluidos viscoelasticos foi feita por

Tomé et al. [84] onde os autores estudaram o escoamento de um jato de fluido viscoelastico
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modelado pela equacao constitutiva Oldroyd-B. Com o intuito de expandir a aplicabilidade
do sistema Freeflow2D para escoamentos viscoelasticos vamos demonstrar nesta Secao que o
método numérico GENSMAC2D-PTT é capaz de tratar o problema do jato oscilante para
fluidos viscoelésticos governados pelo modelo PTT.

Para demonstrar esse fato vamos apresentar dois problemas onde ambos possuem a mesma
geometria (ver figura 2.21) mas diferentes nimeros de Reynolds. Os dados geométricos do

problema do jato oscilante estao dispostos na Tabela 2.2 para melhor compreensao.

Figura 2.21: Dominio geométrico: 5.6 X 9.6 cm; 56 x 96 células. Placa rigida de 5.6 cm. Injetor
de 7 mm

Dados geométricos

dominio 5.6cm x 9.6 cm
malha 56 X 96 células
H: altura do injetor até a placa rigida | 9 cm
D: diametro do injetor 7 mm

Tabela 2.2: Modelagem do problema. Geometria utilizada para o problema I e problema II .

Pode-se observar na Tabela 2.2 que H/D = 12.85 > 3w. Dessa forma, escolhemos Re = 0.1

para o problema I a ser simulado e Re = 0.7 para o problema II, ou seja, escolhemos niimeros
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de Reynolds de forma que para um problema a condigdo (2.73) esté satisfeita (problema I)
e para o outro (problema II) a condigao (2.73) nao é satisfeita. Cada problema consiste no
estudo de duas simulacoes, uma caracterizada por um fluido Newtoniano e a outra por um
fluido viscoelastico. Os dados que caracterizam os fluidos, tanto os Newtonianos quanto os

viscoelasticos em cada problema, estao dispostos na Tabela 2.3.

Dados que caracterizam os escoamentos dos fluidos Newtoniano e PTT

‘ Newtoniano e PTT ‘ Problema I (Re = 0.1) ‘ Problema IT (Re = 0.7) ‘
U: velocidade de injecao | 0.1ms™! 0.7ms*
g.: forca gravitacional | -9.81 ms™> -9.81 ms™?
v=n/p 0.007 m?s~! 0.007 m2s~!
Re 0.1 0.7
Fr 0.381607 2.67125
modelo PTT
A 0.035s 0.005s
€ 0.01 0.01
13 0.01 0.01
We 0.5 0.5

Tabela 2.3: Simulacao numérica do jato oscilante. Dados utilizados nas simulacoes com jatos
Newtonianos e viscoelasticos.

Os resultados provenientes do problema I, ou seja, das simulacoes do jato Newtoniano e do
jato viscoeléstico onde Re = (.1, sao apresentados na figura 2.22 em diferentes tempo. Podemos
observar na figura 2.22 que ambos os jatos oscilam e o jato Newtoniano confirma a teoria de
Cruickshank. Porém, o jato viscoelastico apresenta muito mais dobras que o jato Newtoniano.

Os resultados referentes ao problema II, ou seja, das simulacdes do jato Newtoniano e
do jato viscoelastico com Re = 0.7, sao apresentados na figura 2.23 em diferentes tempos.
Como podemos observar na figura 2.23, o jato Newtoniano nao sofre nenhuma oscilacao ao
atingir a placa rigida, confirmando mais uma vez a teoria de Cruickshank. Entretanto, o jato
viscoelastico continua apresentando o fénomeno da oscilagao e portanto podemos concluir que
a teoria apresentada por Cruickshank nao se aplica ao jato contendo fluido viscoeléstico.

Acreditamos que o jato viscoelastico apresentou o efeito jato oscilante devido ao crescimento
da viscosidade extensional a partir do momento em que o jato atinje a placa rigida. Com
o objetivo de confirmar esse fato, na préoxima secao realizamos varias simulacoes nas quais

analizamos o efeito do niimero de Weissenberg no jato oscilante.
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t = 0.30s

t= 0.408 [

I
I

t = 0.80s mmmmitissm

Figura 2.22: Simulacao numeérica do jato oscilante em diferentes tempos. Visualizagao do fluido.
Coluna a esquerda — Jato Newtoniano, Coluna a direita — Jato PTT: Re = 0.1, We = 0.5,
£§=0.0leec=0.01
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t = 0.10s

t=0.11s == ==

|
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Figura 2.23: Simulacao numérica do jato oscilante em diferentes tempos. Visualizacao do fluido.
Coluna a esquerda — Jato Newtoniano, Coluna a direita — Jato PTT: Re = 0.7, We = 0.5,
£ =0.01leec=0.01

t=033ksce —
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2.9.1.1 Efeito da viscoelasticidade no jato oscilante

Para demonstrar que a viscoelasticidade, representada pelo nimero de Weissenberg, tem um
efeito importante no problema do jato oscilante, realizamos varias simulacoes onde constatamos
que para um dado ntumero de Reynolds, se o nimero de Weissenberg for grande o suficiente
entao o jato ao incidir sobre uma placa rigida apresenta o fendmeno do jato oscilante. Além
disso, vamos mostrar que para jatos viscoelasticos, a viscosidade extensional apresenta uma

contribui¢ao importante no efeito do jato oscilante.

Com relacao aos problemas I e II, se considerarmos o jato escoando na direcao da placa
rigida, entao, a viscosidade extensional pode ser calculada pela equagao (conforme consta no
livro de Makosko [46], ver também [12])

vy __ Trxr
T T
= (2.75)
a qual varia no decorrer do escoamento com o valor da taxa de deformacao local e primeira

diferenca de tensoes normais.

Observamos que entre o intervalo de tempo em que o jato é injetado até o tempo em que o
mesmo atinge a placa rigida, temos um escoamento puramente extensional e a viscosidade do

fluido pode ser calculada pela equacao (2.75).

Para constatarmos que a viscosidade extensional assume valores elevados apés o jato atingir
a placa rigida, consideramos os problemas I e II novamente e calculamos a viscosidade exten-
sional em um pouco especifico no jato. Consideramos o eixo de simetrica do jato e fixamos
uma altura como mostra a figura 2.24 e calculamos os valores da viscosidade extensional dada
pela equagao (2.75) em relagdo ao tempo t. O intervalo de tempo escolhido é uma vizinhanca
do tempo em que o jato atinge a placa rigida. Apods o jato atingir a placa rigida temos entao
um escoamento complexo, envolvendo também cizalhamento. No problema I o jato atinge a
placa rigida em ¢ = 38s aproximadamente e no problema II em aproximadamente ¢t = 0.11s.
Os valores obtidos para a viscosidade extensional sdo mostrados nas figuras 2.25(b) e 2.26(b)
durante os intervalos de tempos considerados para cada problema.

As figuras 2.25(a) e 2.26(a) também mostram a viscosidade dos fluidos Newtonianos nos
intervalos de tempo considerados. A viscosidade n' dos fluidos Newtonianos pode ser calculada

. . I 2 . . :
utilizando a equacao constitutiva T = R_D e a equacao de conservagao de massa, as quais
e

fornecem:

(2.76)

L TW—1"  Redy Redr 4 40 se Re=0.1
"= T hw T v Re 571428 se Re=0.7

Os valores numéricos obtidos para as viscosidades Newtonianas sao mostradas nas figuras

2.25(a) e 2.26(a) e concordam com valores exatos fornecidos pela equagao (2.76).
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Em resumo, podemos observar nas figuras 2.25(b) e 2.26(b), que a viscosidade dos fluidos
viscoelasticos esta variando durante o intervalo de tempo considerado e portanto, a teoria de
Cruickshank nao pode ser aplicada aos jatos viscoelésticos. Podemos observar também que a
viscosidade extensional aumenta apods o jato atingir a placa rigida o que faz com que o niimero

de Reynolds local diminua dificultando a mobilidade do fluido e consequentemente o jato oscila.

w

IHNERNENERNE

(i.1)

Figura 2.24: Calculo da viscosidade extensional: o ponto em destaque representa a célula
(7,7) = (31,80) do dominio computacional. Esta célula esta localizada no eixo de simetria do
jato.

: : : : : : : 72 = T T T : T T
[ Newtoniano - L
404 + p 70 - 1
68
402 t 1 66 1
64 .
o L ..'
o AQ leeeeeccccsscscssscccctcccccssessssccccccccscsssssecnee . S
60r e
58 fa -
398 .
56 = .
54 | .I "
396 1 50 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
L L L L L L L 028 03 032 034 036 038 04 042
028 03 032 034 036 038 04 042 t

t
(b)
(a)

Figura 2.25: Grafico da viscosidade n' no ponto (i,5) = (31,80) em fun¢io do tempo t. Re =
0.1, We=10.5, £ =0.01 e e =0.01. (a) Fluido Newtoniano. (b) Fluido viscoelastico (modelo
PTT).
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5.74 | 1 76 |
5.72 i
g P 2 72t
57 o
6.8 |
568 | 1 66",
6.4 |
5.66 L L L L L L L L 6.2 L L Pl L L L L
0.07 008 009 01 011 012 013 014 015 007 008 009 01 011 012 013 014 0.15
t t
(a) (b)

Figura 2.26: Gréfico da viscosidade n' no ponto (i,7) = (31,80) em fungao do tempo t. Re =
0.7, We =0.5, £ =0.01 e ¢ = 0.01. (a) Fluido Newtoniano. (b) Fluido viscoelastico (modelo
PTT).

Dando continuidade aos estudos do fénomeno do jato oscilante, foram realizadas véarias
simulagoes com o objetivo de encontrar um valor de referéncia do nimero de Reynolds para
o qual o jato com fluido viscoelastico nao apresenta o efeito oscilatério. Nessas simulacoes
foram utilizadas a mesma geometria empregada nos problemas I e II e foram mantidos fixos
os parametros €, £ e We = 0.5. Trés simulagoes foram realizadas para os seguintes valores do
numero de Reynolds: Re = 0.8,0.9,1.0. Os dados utilizados nessas simulagoes sao os mesmos
da Tabela 2.3, exceto a velocidade de escala (U) que foi ajustada para termos os niimeros de
Reynolds 0.8,0.9,1.0 e a constante temporal A foi calculada para que o nimero de Weissenberg
permanecesse fixo em We = 0.5. O resultados dessas simulacoes para t = 0.25s sao mostrados

na figura 2.27.

(a) ‘ (b) (c)

Figura 2.27: Simulacao numeérica do jato oscilante no tempo t = 0.25s: We = 0.5, £ = 0.01 e
e =0.01. (a) Re=0.8 (b) Re =0.9 (c) Re =1.
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11 T T T

Re=0.9 ~

Re=0.8 =«
Re=1.0 .

10 r

np

Figura 2.28: Graficos da viscosidade n' no ponto (i, 7) = (31,80) em relagdo ao tempo ¢ para
os jatos viscoeléasticos com Re = 0.8, Re =0.9e Re=1: We =0.5, £ =0.01 e ¢ = 0.01 fixos.

Podemos observar na figura 2.27(a) que o jato com Re = 0.8 apresentou o efeito do jato
oscilante enquanto que o jato com Re = 0.9 (ver figura 2.27(b)) apresentou uma leve assimetria
e o jato com Re = 1 (ver figura 2.27(c)) ndo apresentou nenhum sinal de assimetria. Estes
resultados mostram que a inclusao de inércia no escoamento permite que o fluido escoe com
maior mobilidade e pode suprimir o efeito do jato oscilante em fluidos viscoelésticos. Para
constatar essa afirmacao calculamos os valores da viscosidade extensional, dada pela equacao
(2.75) em fungao do tempo ¢ na célula mostrada na figura 2.24 para as trés simulagoes. Nestas
simulagoes os jatos atingem a placa rigida nos tempos ¢t = 0.75s e t = 0.95s aproximadamente e
os valores de n' sdo mostrados na figura 2.28 no intervalo de tempo ¢ € [0.02, 0.13]. Da figura
2.28, podemos observar que quanto maior é o nimero de Reynolds nas simulacdes, menor é o
valor da viscosidade. Esse resultado concorda com os mostrados na figura 2.27.

Vimos anteriormente (ver figura 2.27) que para a geometria adotada nos problemas I e II e
para We = 0.5, o jato oscila sempre que Re < 1. Com o objetivo de investigar o efeito da vis-
coelasticidade no problema do jato oscilante, realizamos varias simulacoes onde mantivemos o
numero de Reynolds constante e variamos o nimero de Weissenberg. Empregamos a mesma ge-
ometria utilizada nos problemas I e II, fixamos o nimero de Reynolds em Re = 1 e fizemos varias
simulagoes aumentando continuamente o niimero de Weissenberg até os resultados mostrarem
o efeito do jato oscilante. Os dados utilizados no modelo PTT foram os mesmos utilizados nos
resultados mostrados na figura 2.27, ou seja, € = 0.01 e £ = 0.01. A constante temporal \ foi
ajustada de modo a obtermos os niimeros de Weissenberg We = 0.6,0.7,0.8,0.9,1.0,1.2,1.3. No
total foram realizadas sete simulacgoes e os resultados correspondentes a We = 1.3 mostraram
que o jato apo6s incidir sobre a placa rigida apresenta o efeito do jato oscilante. De fato, a figura
2.29 mostra a configuragao do fluido em ¢t = 0.24s para We = 0.8.1.2,1.3 e podemos observar
na figura 2.29a, para We = 0.8 o jato escoa lateralmente e nao apresenta o efeito jato oscilante

e na figura 2.29b, correspondente a We = 1.2, o0 jato sofre uma pequena assimetria e na figura
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2.29c¢, correspondente a We = 1.3, o jato apresentou o efeito do jato oscilante. Esses resultados
demonstram que o aumento da viscoelasticidade tem um efeito importante no problema do jato

oscilante.

(a) (b) (c)

Figura 2.29: Jatos de fluidos viscoelédsticos no tempo t = 0.24s: Re = 1.0, £ = 0.01 e ¢ = 0.01
nos trés casos. (a) We=0.9 (b) We=12 (c¢) We=13 .
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2.9.1.2 Teste de convergéncia: refinamento da malha

Para analisar a convergéncia de GENSMAC2D-PTT no problema do jato oscilante, simula-

mos esse problema em trés diferentes malhas. Os dados utilizados nessas trés simulacoes estao

dispostos na Tabela 2.4.

Dados geométricos

dominio | 5.6cm x 10.6 cm

H 10 cm

D 5 mm

Dados que caracterizam o fluido
| modelo PTT | Re=0.25e We=1|

U: velocidade de injecao | 0.5ms™*
g.: forca -9.81 ms—?
v=mn/p 0.01 m?s~!
Re 0.25
Fr 2.257618
A 0.01s
€ 0.1
19 0.1
w 1

Malhas utilizadas

Malha 0 (MO) | 56 x 106 | 0z = dy = 0.00100 | 5 células no injetor
Malha 1 (M1) | 112 x 212 | 6z = dy = 0.00050 | 10 células no injetor
Malha 2 (M2) | 224 x 424 | 6x = dy = 0.00025 | 20 células no injetor

Tabela 2.4: Dados utilizados na simulacao do jato oscilante em diferentes malhas.

Utilizando os dados da Tabela 2.4, o problema do jato oscilante foi simulado nas malhas

MO, M1 e M2 e a figura 2.30 mostra a configuracao da superficie livre do jato em diferentes
tempos. Podemos observar nas figuras 2.30(a), 2.30(b) e 2.30(c) uma boa concordancia entre

os resultados numéricos obtidos nas trés malhas. Em particular, a figura 2.30(d) mostra que a

solucao obtida na malha mais grossa MO apresenta uma oscilagao um pouco mais acentuada

que acreditamos seja devido aos erros de arredondamento. Em geral, podemos afirmar que

esses resultados demonstram que o método GENSMAC2D-PTT converge quando a malha é

refinada.
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0.12 . T 0.12 :
MO MO
M1 M1
M2 —— M2 ——
0.1 [ﬂ] - 01+
0.08 | 1 0.08 |
0.06 | 1 0.06 |
0.04 | 1 0.04 |
002 | ] 002 |
0 . . [ . 0 . . [ .
0 002 004 006 008 O0.1 0O 002 004 006 008 0.1
(a) t=0.12s (b) t=0.165
0.12 w w - - 0.12 ;
MO MO
M1 M1
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01l ] 01l ﬂ]
0.08 | ] 0.08 |
0.06 | : 0.06 |
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(c) t=0.18s (d) t=0.21s

Figura 2.30: Simulagao numérica do jato oscilante nas malhas M0, M1 e M2. Dados utilizados:
Re =025, We =1, £ =0.1eec=0.1. Configuragao da superficie livre do jato em diferentes
tempos: (a) t =0.12s, (b) t =0.16s, (c) t =0.18s, (d) ¢t = 0.21s.
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2.9.2 Simulacao numérica do inchamento do extrudado

No momento em que um jato é expelido na atmosfera pode ocorrer um fénomeno conhecido
como inchamento do extrudado, que é caracterizado pelo aumento do diametro do extrudado
em relacdo ao didmetro interno do tubo do qual o jato é expelido (ver figura 2.31). Esse
fenomeno aparece em muitas atividades didrias, por exemplo, quando pressiona-se um frasco
de shampoo, um tubo de creme dental, um frasco de detergente, etc. Nesses casos, pode ocorrer
que o diametro do jato expelido é maior do que o orificio do frasco por onde o fluido foi expelido.
Usando agua ao invés dos componentes citados acima, o inchamento é tao pequeno que nao é
perceptivel ao olho humano. Embora este fendmeno seja comum no dia-a-dia, o inchamento do
extrudado é um fenomeno complexo e dificil de se descrever teoricamente e numericamente. Em
geral, esse fénomeno ocorre devido a uma associacao de efeitos que incluem relaxacao da tensao
normal na saida de fluido e gradientes de temperatura ao longo do tubo. Devido a aplicagao
em problemas industriais, o problema do inchamento do extrudado tem atraido a atencao de
varios pesquisadores e varias técnicas numéricas para simular este problema tem sido propostas
(ver por exemplo, [77, 68, 21, 38, 39, 84]).

O inchamento do extrudado é calculado pela relacao entre a dilatacao sofrida pelo jato

ap6s emergir na atmosfera e a largura do canal que o fluido ocupava (ver figura 2.31). Assim,

max

define-se a taxa de inchamento S, como sendo S, = . Esse problema tem sido investigado
experimentalmente e sabe-se que para jatos de fluidos viscoelasticos, o inchamento do extrudado

pode atingir altas taxas de inchamento, por exemplo, S, > 100%.

Entrada de fluido

p Fluido

2L=D D max

4L

10L

Figura 2.31: Definicado do dominio computacional para a simulacao numeérica do inchamento
do extrudado

Com o objetivo de demonstrar que GENSMAC2D-PTT pode simular escoamentos de fluidos
altamente viscoelasticos, o problema do inchamento do extrudado foi simulado utilizando vérios
nimeros de Weissenberg. Para simular esse problema, considere um jato escoando dentro de
um canal bidimensional sendo expelido para a atmosfera conforme mostrado na figura 2.31. Na
entrada do canal impomos as solucoes analiticas do modelo PT'T para escoamentos totalmente
desenvolvidos em um canal bidimensional. Essas solugoes analiticas sao fornecidas na Segao

anterior pelas equagoes (2.67)—(2.70). Nas paredes do canal a condigdo nao-escorregamento é

82



2.9 Simula¢do numérica de escoamentos viscoelasticos bidimensionais com superficires livres

imposta e na superficie livre do fluido impomos as condi¢oes de contorno conforme as equacoes
(2.14) e (2.15). Os dados geométricos do problema estao dispostos na Tabela 2.5 e o dominio

computacional é ilustrado na figura 2.32.

Figura 2.32: Simulagao numérica do inchamento do extrudado. Dominio geométrico: 14.75m x
8.0m; 118 x 64 células.

Os parametros de escala nessas simulagoes foram L, U, v e A\, e os valores utilizados sao
mostrados nas Tabelas 2.6 e 2.7. Foram realizadas simulagoes para os nimeros de Reynolds
Re = 0.1 e Re = 1, e em cada caso foram adotados diferentes nimeros de Weissenberg.
Utilizando Re = 1 foram obtidas simulacoes para os seguintes nimeros de Weissenberg, We =
0.1,0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5 e para Re = 0.1 foram obtidas simulacoes para os seguintes
numeros de Weissenberg, We = 0.1,0.5,1.0,1.5,2.0,2.5. Os nimeros de Weissenberg méximos
obtidos para esse problema foram We = 3.5 para Re =1 e We = 2.5 para Re = 0.1. Os dados
que caracterizam os escoamentos dos fluidos viscoelasticos para cada uma das simulacoes estao
dispostos nsa Tabelas 2.6 e 2.7. Os seguintes parametros foram mantidos constante em todas
as simulagoes, ¢ = £ = 0.01 e Apy = dp/dx = —0.65.

Dados geométricos

dominio 10.75cm x 8.0 m
malha 86 x 64 células
injetor D = 2L 2 m

ejetor 8 m

distancia do injetor ao ejetor 50 = 10L | 10 m

Tabela 2.5: Simulagao numérica do inchamento do extrudado. Modelagem do problema.

A figura 2.33 mostra os resultados das simulagoes do inchamento do extrudado com Re =1
e We = 0.1, 2.0, 3.0 nos tempos t = 40s, 60s, 75s, 125s, 250s e t = 800s. No tempo t = 40s
a maior parte dos jatos mantém-se dentro do canal, nao sendo possivel observar as diferencas

oriundas da variagao do nimero de Weissenberg, apenas o fato de U,,,, variar um pouco em
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| We 01 o5 [ 1 [ 15 ] 2 |25 ] 3 | 35|
U = Unag[ms™"] [ 0.325 [ 0.325 [ 0.327 [ 0.331 [ 0.336 | 0.343 | 0.352 | 0.364
v=rnp [m’s~] ]0.325 [ 0.325 | 0.327 | 0.331 | 0.336 [ 0.343 [ 0.352 [ 0.364

As] 0.307 | 1.535 [ 3.051 | 4.527 [ 5.944 | 7.280 [ 8.512 | 9.611

Tabela 2.6: Simulacao numérica do inchamento do extrudado. Dados utilizados nas simulagoes
com Re =1.0.

| We 01 [ o5 [ 1 [ 15 ] 2 | 25 |
U = Unag|ms~ '] [ 0.500 [ 0.502 [ 0.510 [ 0.523 [ 0.544 [ 0.575

v=mnp [m*~! | 5.000 | 5.024 | 5.101 | 5.237 | 5.446 | 5.757
A s] 0.199 | 0.995 | 1.960 | 2.863 | 3.671 | 4.342

Tabela 2.7: Simulacao numérica do inchamento do extrudado. Dados utilizados nas simulagoes
com Re =0.1.

cada caso. Porém, a partir do tempo ¢ = 60s podemos observar uma variacao no inchamento

do jato em relacao ao nimero de Weissenberg.
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‘ E We=0.1
‘ % We=2.0
‘ % We =3.0

t = 40s t = 60s

Figura 2.33: Simulacao do inchamento do extrudado: Re =1e We = 0.1, 2.0, 3.0. Visualiza-
¢ao do escoamento em diferentes tempos da simulacao.
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| o
| g
| o

t = T5s t = 125s
Figura 2.33.Continuacao.

We=0.1
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t = 250s t = 800s
Figura 2.33. Continuagao.
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O gréfico mostrado na figura 2.34 mostra a variacao da taxa de inchamento do extrudado
obtida na simulagoes com Re = 1 para cada valor de We. O grafico mostra que a razao de

inchamento S, varia de aproximandamente 30%, no caso em que We = 0.1 até 52%, no caso

em que We = 3.5.

Sr (%)

Figura 2.34: Razao de inchamento. Re = 1.

A figura 2.35 mostra os resultados obtidos nas simulag¢oes do inchamento do extrudado com
Re = 0.1 e We = 0.1, 1.0, 2.0 nos tempos t = 25s, 45s, 75s e t = 500s. No tempo t = 25s
os jatos ja foram expelidos para a atmosfera, mas ainda nao é possivel observar as diferencas
oriundas da variacao do niamero de Weissenberg, apenas o fato do U,,,, variar um pouco em
cada caso. A partir do tempo ¢ = 45s podemos notar uma variacao no inchamento do jato em

relagao ao numero de Weissenberg. Os valores da taxa de inchamento obtidos para cada We

sao mostrados na figura 2.36.
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|
| N
| o

t = 25s t = 45s

We=2.0

Figura 2.35: Simulacao do inchamento do extrudado: Re = 0.1 e We = 0.1, 1.0, 2.0. Visual-
izacao do escoamento em diferentes tempos da simulacao.
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ol o
|
|

t = T75s t = 500s
Figura 2.35. Continuagao.
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A figura 2.36 mostra que a taxa de inchamento S, varia de aproximandamente 30.55%, no

caso em que We = 0.1 até 52.77%, no caso em que We = 2.5 no caso em que Re = 0.1.

55

50

45

40

35

30+
254

Sr (%)

20+
15+
10+

0.1 0.5 1 1.5 2 2.5
We

Figura 2.36: Razao de inchamento. Re = 0.1.

Os resultados obtidos para a taxa de inchamento para Re =1 e Re = 0.1 sao apresentados
na figura 2.37 onde podemos observar que as simulagoes com Re = (.1 apresentam uma taxa

de inchamento maior que as taxas obtidas com Re = 1.

55

50

] Coluna B
Il Coluna C

0
0105 1 15 2 25 3 35
We

Figura 2.37: Razao de inchamento. Coluna B: Re = 1. Coluna C: Re = 0.1
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2.9.3 Simulacdo numérica do impacto de uma gota contra uma su-
perficie rigida

O impacto de uma gota de fluido contra uma superficie rigida é um fato presente em muitas
aplicagoes industriais, tais como, impressao a jato de tinta, pinturas e camadas por spray, etc..
Worthington [90]| foi um dos primeiros a investigar impactos sistematicamente e seus livros
contém fascinantes fotografias de fenomenos do impacto de uma esfera solida e liquida caindo
em tanques com liquidos. Estes fendmenos também atraem o publico em geral, motivando os
consumidores através de comerciais na TV que abusam desses fendmenos, como por exemplo,
comerciais onde uma gota de detergente cai sobre uma louca; uma gota de hidrantante ou
shampoo cai sobre a palma da mao, entre outros. H& mais de um século estes fenomenos
vem sendo estudados e ainda nao sao compreendidos na sua totalidade e por isso continuam
atraindo muitos pesquisadores. Motivados por esses fatos, nesta secao apresentamos resultados
numéricos da simulagao de uma gota de fluido incidindo perpendicularmente numa superficie
plana rigida. Os efeitos que podem ocorrem durante o impacto de uma gota de fluido contra
uma superficie plana rigida sao conhecidos como ‘bouncing’, ‘spreading’ e ‘splashing’. Um

esboco desses fenomenos é mostrado na figura 2.38.

i
O sl
W . = - %Z )
@ () (©

Figura 2.38: Tipos de fenomenos do impacto de uma gota com fluido contra uma superficie
plana rigida: (a) ‘bouncing’; (b) ‘spreading’; (¢) ‘splashing’

Para mostrar que o método numérico apresentado nesse trabalho é capaz de simular escoa-
mentos viscoelasticos com superficies livres, a simulacao de uma gota esférica contendo fluido
viscoelastico incindindo sobre uma placa rigida é apresentada. Os resultados obtidos sao com-
parados com os resultados obtidos na simulacdao de uma gota contendo fluido Newtoniano. A
geometria adotada nessas simulagoes é mostrada na figura 2.39 e os dados geométricos utilizados

nessas simulacoes sao apresentados na Tabela 2.8. Nas simulacoes escolhemos Re = 5, We = 2,
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e =& = 0.01. Estas simulagoes consistem no estudo do comportamento da deformacao de duas
gotas de fluidos diferentes que ao incidirem contra uma superficie plana rigida sob as mesmas
condicoes apresentam efeitos distintos. Os dados para estas simulagoes que caracterizam os
fluidos estao dispostos na Tabela 2.9. Os resultados dessas simulacoes sao apresentados nas

figuras 2.40 e 2.41 em diferentes tempos.

Figura 2.39: Dominio geométrico: 10x3.5 cm; 100X 35 células. Placa rigida de 10 cm. Diametro
da gota 2 cm. Altura do centro da gota até a placa rigida 1.2 cm

Dados geométricos

dominio 10cm x 3.5 cm
malha 100 x 35 células
altura do centro da gota até a placa rigida | 1.2 cm
diametro da gota 7 mm

Tabela 2.8: Simulacao numérica do impacto de uma gota esférica numa placa rigida: Modelagem
do problema.

Dados que caracterizam os escoamentos dos fluidos Newtoniano e PTT

] Newtoniano e PTT \ Re=5eWe=2 ‘
U: velocidade inicial da gota | -2 ms™!
g.: forca -9.81 ms—2
v=mn/p 0.008 m?s~!
Fr 4.515236
modelo PTT
A 0.02 s
€ 0.01
§ 0.01

Tabela 2.9: Simulagao numérica do impacto de uma gota esférica numa placa rigida: Dados
utilizados para simular as gotas de fluido Newtoniano e viscoelastico.
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Podemos observar nas figuras 2.40 e 2.41 que a diferenca no comportamento da gota do
fluido viscoelastico e da gota do fluido Newtoniano é caracterizada pela mudanca na defor-
macao das gotas no decorrer do escoamento. A gota de fluido Newtoniano apresenta o efeito
‘spreading’ (definido na figura 2.38 (b)), pois ha uma redugao continua de velocidade até a gota
alcancar sua forma final deformada (ver figura 2.41). A gota contendo o fluido viscoelastico
inicialmente apresenta o efeito ‘spreading’, mas entre os tempos 0.015s e 0.030s, as compo-
nentes da velocidade da gota mudam de sinal, indicando um movimento de contracao da gota.
Portanto, nessa fase a gota viscoelastica apresenta o efeito chamado ‘bouncing’ (definido na
figura 2.38 (a)). A deformac¢do méaxima diminui e a gota se aproxima da sua forma deformada
final com o decorrer do tempo.

As taxas de deformacao e as velocidades diminuem com o passar do tempo até o fluido
viscoelastico parar. A figura 2.42 mostra as componentes do tensor nao-Newtoniano em diversos
tempos, t = 0.002, 0.005, 0.007, 0.009, 0.012, 0.040, 0.342s. Na figura 2.42 vemos que o
comportamento das componentes do tensor 7 revelam a competicao existente entre os processos
de crescimento/relaxagao de tensdes. Se houver ainda alguma tensdo no fluido, o fluido passa
a relaxar essa tensao, aumentando a taxa de deformacao e as velocidades, iniciando um novo
ciclo de deformacao na direcao oposta.

A figura 2.43(a) mostra a superficie livre da gota viscoelastica em quatro diferentes tempos
do escoamento, t = 0.002, 0.005, 0.009, 0.015 s. Nesta figura pode-se notar uma diminui¢ao
na amplitude da gota a cada tempo. Entretanto, na figura 2.43(b) nota-se que ha uma leve
contracao na superfice lateral da gota aumentando a amplitude local da gota a cada tempo. Os
tempos destacados na figura 2.43(b) sdao t = 0.015, 0.020, 0.030 s. Na figura 2.43(c) nota-se que
a amplitude da gota volta a diminuir a cada tempo, ou seja, vimos que do tempo ¢ = 0.20 para
o tempo ¢t = 0.30 ha uma diminuicao e ja do tempo ¢ = 0.30 em diante a gota volta a escoar
lateralmente diminuindo assim a sua amplitude (ver figura 2.43(d)). Acreditamos que este
fendmeno ocorre por causa do aspecto elastico da deformacao da gota do fluido viscoelastico.

Para enfatizar o efeito viscoeldstico mostrado na figura 2.40, observamos a variacao da
amplitude da gota viscoelastica no decorrer do escoamento através da figura 2.43. A figura 2.43

mostra a amplitude da gota em diversos tempos.
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= ¢t = 0.009s E=E

-0.071 0,054 -0.036 -0.019 0,002 0.018 0.033 0.051 -0.026 0,010 0.008 0,022 0.033 0,055 0.071 0.087

m ¢ = 0012

-0.014 -0.011 -0.008 -0.005 -0.002 0.001 0.003 0,003 -0.003 -0.006 -0.003 -0.000 0.003 0.006 0.003 0012

-0.007 -0.005 -0.003 -0.001 0.001 0.003 0.005 0.007 -0.004 -0.004 -0.003 -0.003 -0.002 -0.001 -0.001 0,000

(a) (b)

Figura 2.40: Simulacao do impacto de uma gota esférica com fluidoPT'T contra uma placa rigida
em diferentes tempos. (a) Perfil da componente u de velocidade. (b) Perfil da componente v
de velocidade.
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ey = 00128 T
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(a) (b)

Figura 2.41: Simulacao do impacto de uma gota esférica de fluido Newtoniano contra uma
placa rigida em diferentes tempos. (a) Perfil da componente u de velocidade. (b) Perfil da
componente v de velocidade.
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0.049 0473 0.996 1518 2,041 2563 3.085 3608 0752 0541 -0330 0120 0,091 0.302 0512 0723 0352 0074 0.204 0482 0.759 1,037 1315 1593

0,077 0419 0316 1412 1,808 2405 2301 3338 0742 0535 -0329 0123 0,084 0.230 0438 0702 -0332 0073 0173 0426 0679 0931 1184 1437
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Figura 2.42: Modelo PTT: simulacao do impacto de uma gota esférica de fluido viscoelastico
contra uma placa rigida em diferentes tempos. (a) Perfil da componete 7%% do tensor. (b)
Perfil da componente 7% do tensor. (c¢) Perfil da componente 7% do tensor.
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Figura 2.43: Graficos da superficie livre da gota viscoelastica em diversos tempos da simulagao.
(a) t =0.002, 0.005, 0.009, 0.015s. (b) ¢t =0.015, 0.020, 0.030 s. (¢) t = 0.030, 0.080 s. (d)
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t = 0.080, 0.100, 0.150, 0.250, 0.348 s. Re =5,We =2,£ =0.01 e ¢ = 0.01.
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CAPITULO

3

GENSMAC3D-PTT

Nesse capitulo vamos apresentar um método numérico para simular escoamentos viscoelasticos
tridimensionais governados pela equacgao constitutiva PTT. O método numérico proposto ¢ uma
extensao da técnica apresentada no capitulo 2, para simular escoamentos bidimensionais, para
escoamentos tridimensionais. As equagoes bésicas que governam escoamentos incompressiveis
tridimensionais, isotérmicos, descritos pelo modelo PTT sao apresentadas. O tratamento do
tensor nao-Newtoniano em contorno rigidos tridimensionais é apresentado em detalhes bem
como o calculo das condi¢oes de contorno na superficie livre. As equagOes governantes sao
resolvidas pelo método de diferencas finitas utilizando uma malha deslocada tridimensional.
O fluido é modelado pelo método Marker-and-Cell e tratado como uma superficie linear por
partes. O método desenvolvido nesse trabalho foi implementado no sistema FreeFlow3D e
resultados numéricos obtidos na simulacao de escoamentos tridimensionais governados pela
equacao constitutiva PTT sao apresentados. Os resultados numéricos incluem: simulacao do

jato oscilante tridimensional e inchamento do extrudado.

3.1 Formulaciao do problema tridimensional

As equagdes que governam escoamentos incompressiveis governados pelo modelo PTT sao a
equacao de conservacao de massa, equacao de conservacao de quantidade de movimento e a
equagao constitutiva PTT que sdo dadas por (conforme visto no capitulo 3, as quais repetimos

aqui por conveniéncia):

8ui
P 0, (3.1)
ot TP o ~ or,  "ox, (axk) t on, P9 (32)
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0 0
F(Skk)Sij + A Sij=2n[1 — f(Skk)] Dij — 2An Dyj, (3.3)

onde o tensor das tensoes é dado por
Tij = 2nD;; + Sij, (3.4)

em que 2nD;; é o tensor de contribuicao Newtoniana, .S;; é tensor de contribuicao nao-Newtoniana.

Portanto, devemos resolver as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) para as variaveis p, u; e S;;.

3.2 Adimensionalizacao

Nesse trabalho vamos adotar escoamentos tridimensionais cartesianos com z; = (z,y,z). As
componentes do vetor velocidade u; nas direcoes =, y e z serao denominadas u, v e w, respec-

tivamente. O tensor nao-Newtoniano S;; serd representado por:

Sxa: Swy Swz
S; ;= Sy Qyy  Quz
sz Syz Szz

Com objetivo de simplificar a notacao, as vezes denotaremos apenas u, v e w ao invés de
u(‘/’n? y? t)) /U(x7 y’ t)? w(x7 y7 t)'

Os problemas de mecanica dos fluidos, em geral, sao caracterizados por grandezas especifi-
cas, como velocidade, viscosidade, massa especifica do escoamento e também o diamétro de um
tubo, por exemplo. Essas grandezas dimensionais podem ser agrupadas em parametros adimen-
sionais, que passam a caracterizar o escoamento. Neste trabalho, usaremos os seguintes niimeros
admensionais: Reynolds, Weissenberg e Froude. Para a adimensionalizagao das equagoes, as
unidades escalares de comprimento, velocidade, viscosidade e densidade serao denotadas por L,

U, n e p, respectivamente. A adimensionalizacao pode ser feita a partir das seguintes grandezas

adimensionais:
r=L7% , u=Uu , S* =pU%S™ | S™ =pU?S™ .| ¢,=q0,,
y=Lgy , v=Uv , SW =pU2S%W | S =pU%5** | g,=gg,,
2=Lz , w=Uw , 8% =pU?S*, S¥ =pU%SY* | ¢.=g37.,

t=(L/U)t , p=pU?p ,

Introduzindo essa adimensionalizacdo nas equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) e utilizando coordenadas

cartesianas, obtemos as equagoes adimensionais (as barras foram omitidas por conveniéncia):

ou Ov Ow
oyt =0 (3.5)
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ot

ov
ot

ow
ot

oSz
ot

o0Svy
ot

aSZZ
ot

ox oy 0z _%—'—ﬁ

ou*  O(vu) IA(wu) Ip 1 (82u 0%u 02u)+85m+85’wy

0x? + Oy? * 022 ox dy
0S** 1
o: e 9 (36)
O(uwv) v* I(wv) Ip 1 [(0*v O*v ™ a8® QS
- e [ + +
ox oy 0z Jdy Re \0x® 0y? 022 ox oy
0SY* 1
0. T FR% (3.7)
Oluw)  Ovw Ow*> 9p 1 [(Pw Pw  Pw 05%=  DSY*
i +— + + +
ox dy Jz 0z Re\o0oz? 0y*> 022 ox dy
05 1
0 T FR% (38)
1 o OuS™)  0(wS™)  O(wS™) .
—f(Skk)WeS B T i +2(1-¢)D™S

ou _
0z

-0 -2 s |- 1 (S0

ow| ..
5%] 5 +R€W€

Re { o " or Yy T A=
ou ol oy nOu Ow|
[(2 ~ 93, éa—x] D [(2 65, ¢ ax} D } : (3.9)
1 IuSvy A(vSvY O(wSvY
_f(Skk)WeSyy a <ng1: ) B <U3y | N (u(;z ) 2L =D

9 ] g 0 2]
205 - | s+ |- 05 - ¢5r s

ReWe (1= f(Sk)1 D™

{(2—5)%—52—;} D — [(2—6)%—%—2}} Dyz} : (3.10)

2 (0D* 9J(uD*) 0(wD*) J(wD*?) -
{5+ A 22 ST - g0y
ow ou| .. ow Jv .
{(2 —85 —fg} D™ — [(2_@8_3; —55] D? } : (3.11)
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05"
ot

957
ot

0SY*
ot

We Oz oy 0z

ReWe[l_f(Skk”ny

oD™ n O(uD™) n d(vD™) n O(wD™)
ot ox dy 0z

E\Ov Eow] . ou Eow .
7 L (S g (312)
1 .. 0S™) 09(wsS*™) 9J(wS*) . 2o o
_f(Skk)WeS T T oy o: + (1 =&)(D™ + D*)S
[(1—5)%—55]5 +[<1—§>&‘§a—x}5

6 ow 581} Ty _§ @_§@ Yz L — Tz
Kl—a)a—y—@}s +K1 2) 7y gax}s T Rewe L/ Sw)ID
E{ ot o+ S 2 (- (0 + DD

£\ ow  Eou| . £\ Ou Eow]| ..
[(1—5)%—55]]3 {(1—5)&—5%}1?

E\ ow Eov]| ., E\ Ju &£ 0v .
(-3) % 5] - 10-3) 5 55 >} (313
f(Skk)VéeSyz B a(zéiw) B a(tgzyz) B ﬁ(lgjyz) 4 (1= €)(DW + D*)s¥*

E\ Ow  €£0v &\ ov  Eow] .,
{(1_5)@_5515@94_{(1_5)5_55]5
2

SO L P [ (O L 1 P
(-5)% 58] (-9 - 53]
(9% [0-9%- 1) o

onde f(Sgx) = 1 + ReWee(Ski); Re = pUL/n, We = AU/L e Fr = U/+/L|g| denotam os
numeros de Reynolds, de Weissenberg e de Froude, respectivamente.
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3.3 Condicoes de contorno

Para resolver as equagoes (3.6)—(3.14) é necessario impor condi¢oes fisicamente adequadas para
que o problema, representado por estas equacgoes, possua solucao. Essas condigoes sao chamadas
de condicoes iniciais e de contorno. As condi¢oes iniciais do escoamento para as componentes

de u;, 7;; e S;; foram adotas como sendo nulas:
UiZO, TijZO (S SZZO, Z,j:1,2,3

Neste trabalho devemos considerar condig¢oes de contorno para as varidveis dependentes nos

seguintes tipos de contornos:
e contorno rigido: representa uma parede rigida do dominio do escoamento, como por

exemplo a parede container, um tubo, uma placa rigida, etc.;
e injetor: ¢ a regiao do dominio do escoamento onde héa entrada de fluido;
e ejetor: ¢ a regiao do dominio do escoamento onde héa saida de fluido;
e superficie livre: é a interface entre o fluido e a atmosfera.

Detalhes sobre cada condi¢ao de contorno nos contornos citados acima sao dados a seguir.

3.3.1 Contornos de injecao e ejecao

Nesses contornos, a velocidade e as componentes do tensor nao-Newtoniano sao obtidos como
segue:
e Contornos de injecao

No injetor assume-se que as componentes da velocidade sao dadas por
Up=U, Up, =0 € up,=0,

ou seja, a componente normal da velocidade tem um valor nao nulo prescrito no injetor, en-
quanto que as componentes tangenciais da velocidade tém valor nulo.
Para as componentes do tensor nao-Newtoniano adotamos a estratégia de apresentada por

Mompean [50], que impoe um valor nulo para as componentes do tensor no injetor:
S* =0, S¥=0, S*=0, S%=0, S¥=0 e S¥=0.

e Contornos de ejegao
No ejetor impoem-se a condigao homogénea de Neumann para as componentes da velocidade

e do tensor nao-Newtoniano, ou seja:

ou,, Oy,

ou
=0 =0 2
on ’ ¢

on on =0
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05T 9SW 95T 9S™ 99T gsvr

0

on on on on on on

O subescrito n denota a direcao normal ao contorno e os subescritos m; e ms denotam as

dire¢oes tangenciais ao contorno.

3.3.2 Condicao de contorno na superficie livre

Neste trabalho consideramos escoamentos transientes com superficies livres de um fluido viscoso
numa atmosfera passiva, na qual pode-se tomar a pressao como sendo nula. Na auséncia de
efeitos de tensao superficial, as componentes de tensao normal e tangencial devem ser continuas

sobre tais superficies (ver Batchelor |5]):
ni'(aij~nj) =0 >
my; - (Uij : nj) =0 s (315)
m21(01]n])207 7;7].:17 27 37

onde n; denota o vetor unitario normal & superficie livre e m1;, mo; denotam os vetores unitéarios

Figura 3.1: Esboco da superficie livre do fluido; n;: vetor unitario normal; m1;, m2;: vetores
unitarios tangenciais a superficie livre do fluido.

tangenciais & superficie livre, (ver a figura 3.1); 0;; ¢ o tensor total dado por

O'ij = —pé,-j + 27’]D” + Sij, i, j = 1, 2, 3

Usando coordenadas cartesianas tridimensionais e tomando n; = (ng, ny, n;), mi; = (Mg, M1, M)

e My; = (May, May, Ma,), a condicdo (3.15) pode ser escrita na forma como

= i@n2—|—@nz—|—a—wn2—|— @—i—@ nn+%+8—w nn+@—|—a—w Nyn
p_Re&Uxﬁyy 0z > \oy 0x) "V \0z ox) "7 \0z oy) V"~

+ S%n,2 + Syyny2 + 5%n,% + 25"ngn, + 25" n,n, + 25 n,n, , (3.16)
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1] 0u ov ow ou Ov
T 2%nxm1x + 2a—ynym1y + 2$nzmlz + 8_y+% (namay, + nyma,)

ou  Ow v Oow -
+($+%) (nmmlz+nzm1z)+ (&—i_a_y) (nym1z+nzm1y):| +S nxm1x+syynym1y

+ 8% n.my, +S™ (nymyy, +nyma, ) + 57 (nama, +n.my,) +SY* (nymi,+n.my,) =0, (3.17)

1. 0u ov ow ou Ov
e 2%7155771236 + 26—ynymgy + 2§nzmgz + a—y+% (namay + nyma,)

ou Ow ov  Ow -
<$+%) (ngmao,+n,mo,)+ (a—i_@_y) (nymgz—l—nzmgy)] +5" nymy, +SYn,my,

+ 57 nama, +5 (nemay +1yma, ) +5 (nema, +1.ma,) + 5% (nyma. +n.ms,) = 0. (3.18)

3.4 Calculo do tensor nao-Newtoniano em contornos rigi-

dos

Em contornos rigidos estacionérios é suficiente aplicar a condi¢ao de nao-escorregamento para

as componentes da velocidade:

Ao calcular as componentes do tensor nao-Newtoniano S;; por meio das equagoes (3.9-(3.14),
os termos convectivos serao aproximados utilizando um método ‘upwind’ de alta ordem. Nesse
trabalho vamos utilizar o método CUBISTA [1], o qual requer os valores ajusante e a montante
da variavel que esté sendo aproximada. Isso faz com que os valores das variaveis nos contornos
rigidos sejam necessarios (ver capitulo 3, se¢ao 2.5). As componentes do tensor nao-Newtoniano
Si; sao calculadas no contorno rigido a partir das equagoes (3.9)-(3.14) seguindo as idéias

apresentadas para o caso bidimensional, como segue. Fazendo a mudanca de variavel

__1
Si' =€ WEtSij
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as equacoes (3.9)-(3.14) reduzem-se a

agf — _ Rese- 4§ 4+ §w 4 §o)Go — ?(l(;i”) N 3(@5”) i 3(125”)
+2(1— ) D8 4 [(2 - s)g—;‘ - g%_ g {@ —g ot g
_2€<g£m+§yy+§zz)Dmx_%em}Et _\3(2& )+8(U8Dx ) (9(1181; )Jr 8(“(;127 )
—201 -0 - =95t - c0t| pv - [e- g%t <2 o ]
(3.19)
agjy = —Rege~wet(§o +_5’yy + §5) 8w _ ?(Uiyy) _ a(1)531”’) _ 8(125”)
v - 9omsw + |- 93 - 5] vk |2 gt - 58 5w
—21-9omy - |e- 9% -5 pv - |- o5 - 58| o} |
- ~ ~ R (3.20)
O Rezei(ge R 6_9(156 ) 8(1(;?“) s
+2(1 = §)D=5% + _(2 - 5)2—: — 5%_ 5% 4 (2 — g)g—j - g% S
_2€(gxr+gyy+§zz_)pzz_ %e“}et{a(g)t ), 3(1:91; ) | 3(1)61; ) . 8(106127 )
-21- 90 - [2- 052 -5t - |2 - 950 -5t oo}
(3.21)
3; — Rece el (850 4 §W 4 §) 5 8(15% B a%iw) B @(f@)
+(1—&)(D™ + Dw)S™ + [(1 - g % - gg—;‘] g
| G
w(1-% ? - 52—:_ s 9e(S7 4 §w 4 G2\ D
—%ew{“?j) +‘9%2 ) +8<"‘§; D WP (1) (pe s DD
S [ L PR | O L 4 PR
2) 0z 20y 2) 0z 20«
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agt  Rece- v (G0 4 G 4 GG a(zgim _ a(gim ~ a(zgfm

+(1 — &)(D* 4 D*)5% 4 K1 — g) g—z — g% Sy

(-9 - [0-5) -]

wl(1-% g_‘y” S0 G e(§e 4 5w 4 5 D

_%6 oy {a(gt”) n 8(%12“) N 0(1}52) N a(walz?“) (1 )(D™ + D) D

(3.23)

O i g g L) 2057y

+(1 — &)(D¥ 4+ D*)Sv* + [(1 — g) % — gg—ﬂ S22

- -sale (-9 -5

+1({1- g % - gg—; S#2 — 2¢(S% 4 Swv  §#%) Dv*

—%e—&et a(g)t“) + a(gi *) - 8(”8‘?2) + 8(2‘?2) — (1 = &)(DY + D**)8v*

(3.24)
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3.4.1 Contornos rigidos paralelos ao plano—zxy

7Y

TI-Xy

// X
0

Figura 3.2: Plano—zy (7 — zy).

Da condigao nao-escorregamento obtemos:

0 0 ow

P oy =0= 5 0.
Assim, somente os termos % e % sao nao-nulos. Nesse caso, as equagdes (3.19)-(3.24)
reduzem-se a
3§:x ——Reee™ we! (577 + §W 4 §22)§7% 4 (2 5) S“ Rlet (2 —¢) <gz>2 , (3.25)
8§jy =5 4 (2 - g)%éyz + e;i;t@ —¢) <ZZ> , (3.26)
ag;z = —Rece™ we'(§7% 4 Swv 4 SZZ)SZZ—g%SW—g%SW— e}f:g (gl‘) 2+ (g;’) 2] , (3.27)
agzzy =—Reee™ we'(§% 4 §W 4 §22)§ 4 <1 - g) %S‘yz + <1 - g) %S”
B S (3.25)
@g:z — —Rese wel (5% 4 SV 4 §2%)§%% — gg:Sm ( - g) a—:S’“ - gggsxv
bt O O Gy gy 5 g 2 (gu) , (3.29)
05 Recehet(3ee 4 G4 §5)30 g ( _ g) Ouges 0 gy
4 éeﬁt% _ g%(éw bW 4§ - e]fjgt <gz> . (3.30)

Os termos e~ we! (§%% 4 §% 4 §7%) §Im nag equacoes (3.25)—(3.30) fazem com que essas equacoes

formem um sistema nao-linear 6 x 6. Para evitar esse sistema nao-linear, observamos que o
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3.4 Calculo do tensor ndo-Newtoniano em contornos rigidos

1
termo e~ we!

<< 1 e portanto esses termos sao desprezados fazendo com que essas equagoes

resultem no seguinte sistema linear 6 x 6:

) Svmc
ot
HSvY
ot
) szz
ot
052
ot
) Szz
ot

0Sv*
ot

1

2-925 4+ g (a—) , (3.31)
e-g%er+ g (%) (3.3
—5%5‘“—5%5‘@/2—% (%)1(?)2] : (3.33)
(Yo (- o o2
e (1 S o
1y

e i (%) | (335
o

ege % (%) . (3.36)

Para obtermos expressoes para as componentes 5%, SY S** S™_ S¥* e SY% vamos integrar as

equagoes (3.31)—(3.36) no intervalo [t,t 4 dt] como segue.

As integrais da forma

ou
0z

ov
0z

t+5t t+ot
/ ( Slm) (x,y,2,8) ds e / (
t t

Slm> (x,y,2,8) ds

em que [ e m representa x ou y, sao aproximadas pela “formula dos trapézios’, ou seja:

ou
0z

ov
0z

e
[

enquanto as

ot

2 |(

2

5t K
u(z,y, z, )

t+ot L 8 (
integrais da forma / ewe? p)
z

ou
0z

ov
0z

Slm) (z,y,2,s) ds Slm) (r,y,2,t)+ (?S’Zm) (x,y,2,t+ 5t)} ,
z

Slm> (x,y,2,8) ds Slm) (,y,2,t) + <%§lm) (x,y,z,t+ (575)} ,

t+ot ov(x,y,z,s
ds e / eﬁs—( Y, %9)
¢ 0z

ds sao

resolvidas utilizando o “teorema do valor médio pra integrais’, ou seja,

t+0t .
J A R L L
t 82 az

0 *
Www ds = ettt _ 1w dt@ Y )
t 82 82
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sao resolvidas por “integrac¢ao por partes’,

t+6t
/ e 0 (8u(x,y,z,s)) ds = eitt {ew} s:0u(z,y, z,t + 60t)
t

L 0 (Ou(z,y,z,8) ot 9 (Ov(x,y, 2, 8)
83( 0z ) ds e /t " Bs 0z ds

t+0t
e as integrais da forma / ewe
t

isto é:

8u(9c,y, z,t)
0z 0z
_(eﬁét o 1)au(xa€;y; z,1 )] 7
t+dt
./ oies 0 (0@ y 2 8)\ Lo | a0y 2t 4 0t)  Ou(z,y,z,t)
; 0z 0z
_(eﬁét _ 1>av(xvag/;zvt ):| :

onde

ou(z,y, z,t*)
0z
ov(x,y, z,t*)
0z

ou(z,y, z,t)

[ 0z +
1 ou(z,y, z,t)

2 0z

ou(x,y, z,t + ot)
0z ’

+3M%%%t+&q.
0z

N | —

Dessa maneira, integrando as equagoes (3.31)—(3.36) no intervalo [t,t + dt] obtemos:

n ot “1 n
Gran D) L <8USM 6u = (n+1)

S*:Z/y(nJrl):gyy ( 5) (575((91} Syz

Gyt _ Gy <1 - é) 3 (

+8u(n+1) 5 (n+1))

+_

ov (n+1)

0z

Syz n+1))+ (2_5)%6‘/‘}67&(6“}6& .

Swz

5t [Ov ~ vt )
_ £ Yz - z
52 ( vz 4 SY )

0z 0z 0z

1 ou(t* ov(t*)\ >
e e (e ) [( . )) +(M2) ] | (3:39)
ou ~ ou™t) oy Ov - ov D
yz z —__ Qzz Tz
azS 0z S + 823 + 0z 5 )
t(ew}eét 1)au(t )av(t ) (340)
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=4z, 0L (Ou g, Ju+h) = ) | Ov s Qv+ 7y (D)
S =5 22 (azs + 0z S +@ZS + 0z 5
£ 575 ou ~ ou Y~ (g
1—= 5% Ge=
* ( 0z - 0z
ot [Ou ~ ~ ourt) ~ (n+1) (n+1)
o~ T yy zZ xrxr 24
62{(%(5 + 54 57 ) 4 = — (S + 5w 4 g )}
Ly (n+1) *
ewet [ 1 5, 0u ou 1 Ju(t*)
- R ) L | 41
Re [ew 0z 0z (e™ ) 2z |’ (3.41)
(n+1) = 6t (Ov ~ ot iy Ou ou™t) - i)
Syz =Qvz _ > [ ZZgqvy Syy —_ 8%y Sy
22 <8z i 0z M 0z * 0z
£\ ot [Ov ~ ou™ D iy
1 > _ _ zZZ - zz
i ( 2) 2 828 * 0z 5
t @ 8 (n+1) ~ n e n n
—e= | = (Sm + w4 SZZ) = (Sm( g™ g “))
2 |0z 0z
1 4 (n+1) *
ewe 15,0V v L s Ov(t*)
— 0~ 7 0t 1 ) 42
Re ev 0z 0z (ev ) 0z (342)
As equagoes (3.37)—(3.42) produzem um sistema 6 x 6 para as componentes 5in ™Y\l
tiplicando as equagoes (3.37)—(3.42) por e~ we (38 ohtemos as equacoes para as componentes
S omo segue.
ot (Ou _ Ju+h)
zz(n+l) _ eét T 9 _ ) — | == — 32 0t Qa2 zz(n+1)
S =e WS 4+ 5)2<826W S + S )
We s (Ot
Suy(ntl) _ e*ﬁétgyy + (2 é) 81} *m}eétgyz + MSW(HH)
0z 0z
We 1, (Ou(t\
2 &) (1—ewedt) 222 44
R = (3.44)

0z 0z

ot (v —L 5t qyz 8U(n+1) yz(n+1)
_62 (aze ST 0z 5

ey [(@)2 s (@)1 | (3.45)
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Sy (n+1)

s v _§ ot [ Ou
emilg Q ) (&

n+1
—ww+@Lgmm)
0z

g (5t a’U 1 s av("‘H) (n+1)
1) 22 e we zz | 29 qxz(n
* ( 2) 2 \0:° ST 0z 5
We 1 g Ou(t™) Ou(t*)
2 — &) —(1—ewe 4
+2-9) Re (1=ew=™) 0z 0z (3.46)
(n+1)
zz(n+1) —%515 Tz §ﬁ 8_“ —%& TT du zx(n+1)
S e weS 22(8z6w S +—8z S
81} — L6t qay av(n-i-l) zy(n+1) f 6t u —L st oz au(n+1) zz(n+1)
+ (9,2 ST+ 92 S +(1-— 826 S* + 92 S
ot | du — 6t [ qux Yy 2z au(n+1 zz(n+1) yy(n+1) zz(n+1)
- &3 {ae W (577 4 W 4 §7) 4 (s +5 + 8 )
1 [Quntd) 1 s, 0u 1 s Ou(t”)
- = ~We — (1= weot) I 7 4
Re [ 0z o, ( ) 0z } ’ (3:47)
Syz(n+l) efﬁﬁtsyz . av(n-i-l)

ot 1
—e5 [%ew O (S5 4 S 4 §%) 4
1 [ovtD 500 B
—@{ g ¢ g Lo

fét a/U 7%(% Yy

22 \g.¢ A
u ot a:y 8u(n+1) zy(n+1)

+826 WS 0z S *

8U(n+1)

@%M] ‘

Gyy(n+1)

EN\ Ot [Ov _ 1y Oum Y (n+1)
1—2) == - 2z e qzz(n
2) o \az¢ " ST 0z o

0z

<Szm(n+1) + Syy(nJrl) +Szz(n+1))1

o (3.48)

As equagoes (3.43)—(3.48) formam um sistema linear para as componente do tensor ndo-New-

toniano no tempo (n+ 1). Esse sistema pode ser resolvido analiticamente, como segue. Substi-

tuindo as equagoes (3.43)—(3.46) nas equagoes (3.47)

e (3.48) obtemos um sistema linear 2 x 2

para as variaveis ("1 e 592"t o qual ¢ dado por (3.49)

alX + bly
as X + bY

:Cl

_ (3.49)

onde X = §z=(+1) oy = Guz(n+l) g5 a9 incognitas do sistema e ay, by, c1, as, by e ¢y sdo0 as

constantes do sistema dadas por
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2 [ oulr+1) ? * (vt :
ay :1+[§(2_§)+2e(1—€)](52t> <8 92 > +(2_§)§1<52t> (aaz )

3 5\ 2 gu(nt1) gy(n+l)
ho=|Ee-gree-0- (3) M T

2
_ ==t ) qzr § ﬁau(nJrl) T _ g@ Tz _ % L5t au(t*)
cp =e We {S <2+5> 5 5, ST 4(2 g)z st +(2-¢) Re(ew‘ 1)
5 ot 8u(n+1) 2z ﬁ@ Tz ﬁ@ Yz % L st 8u(t*) 2 8U(t*) 2
+<1_2 _€> 2 0z -4 2 8735 ¢ 2 6zS 5Re (ewe"—1) 0z * 0z

_ §ﬁw [Suq_(l_g) &&uqu_(l_g) g@s%_,_(g_g)%(eﬁét_ 1)8u(t*) 8”(’5*)]

22 0z 2) 20z 2) 20z Re 0z 0z

3 56\ 2 oulntD) gy(nt1)
@ = |Fe-gree-0-«| () 2525

2 [ gy(n+1) 2 2 [ oulntl) ’
by =1+4[6(2—¢6)+2e(1—¢)] <52t> (a 92 > +(2_£)§ <52t> (8 0z >

1 (n+1) | *\\ 2
¢ = e—ch“{SW— <§+5> ot lsyy+(2 o2 vy g W etert ) <av(t )> ]

2 2 0z 2 02 Re 0z

13 stovm V| §tou v OOV o We 15 ou(t)\? [Ov(t*)\?
+<1‘2‘5)2 PP MY re i L G | (vl B

§otdum ¢\ 0t du €\ ot v We, 15
o> - x >\ - z _ 2| 277 Qxz 2 &)— 0l _ 1
22 0z ST 1 2 28zS 1 2 2825 *H g)Re(eW ) 0z 0z

* 2
ST 4 (2 - g)%%sm + (2—5)%@%51&_ 1) (87“(‘;; )> ]

1—2>) === — ¢ (Sxac+5yy+szz)

2) 20z 2 0z

_Eotov,, E£0tdug,,
2282’3 22325 +

5) 61ov..  Stdv

0z

1 (TL+1) 1 *
L LR SN [ >] }
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Pode ser facilmente verificado que a solugao do sistema (3.49) é dada por

c by (ascy — agc
x = O _bhlea - (3.50)
ap ap (a2bl - G1bz)
(a201 - Cl102)
Y = ——= 3.51
(a2bl - alb2) ( )
desde que a; # 0 e (agby — aiby) # 0.
Assim, as componentes do tensor nao-Newtoniano nos contornos rigidos paralelos ao plano-zy
sdo obtidas usando as equagoes (3.50) e (3.51), para o cilculo das componentes Grz(ntl) o
Sv=(" D) regpectivamente. Em seguida, as componentes Grz(ntl) - quy(n+l) - gzz(ntl) o Gay(ntl)

sao obtidas utilizando as equagoes (3.43)—(3.46), respectivamente.
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3.4.2 Contornos rigidos paralelos ao plano—zxz

7Y

A 1
X
0

Figura 3.3: Plano—xzz (7 — z2).

Nesses contornos, a condi¢ao no-slip fornece:

% = % =0= g—z =0.
Assim, somente os termos a—Z e g—z) sao nao-nulos. Dessa maneira, as equagoes (3.19)—(3.24)
reduzem-se a
8§:$ = —Reee_ﬁt(gm + SY 4+ §5) S5 4 (2 — §) Sxy + £ oo (2 €) <8u> 7 (3.52)
o = a5 s g - i s S (S (5] oo
aagtzz = —Reee_ﬁt(gm + SW + §%%) 8% 4 (2 — §)gw§yz + e]‘j;t (2-9) (?;)2 , (3.54)
8§:y — _Rese wel(§5 4 W 4+ §5) 5% — gg:S +<1 - 5) gzsyy g?;gzz%evéetgz
+ éeeéﬁtgz - SgZ(S’“ + 5% 4 5%) — eg:gt <ZZ> : (3.55)
- ezvz;j( >§§ ?91; (3.56)
8?;;/2' = —Rese™ we!(§7® 4 §v¥ 4 §72)G¥= — g?;gzﬂl — g) Eg;gyy _ ggzwa%ewletng
+ é véetgl; _EZZ(ngrgnyrgz,Z) B 6;55; (?)Z) ' (357

As equages (3.52)(3.57) formam um sistema 6 x 6 para as incognitas 5%, S¥¥, §#, §*v §@z Gv2,

Para resolvermos esse sistema, procedemos de maneira analoga ao procedimento empregado
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para calcular as componentes do tensor nao-Newtoniano em contornos rigidos paralelos ao

plano-zy. Para detalhes, ver secao 3.4.1.

3.4.3 Contornos rigidos paralelos ao plano—yz

V4

7Y

0 X

Figura 3.4: Plano—yz (7 — yz2).

Nesses contornos, a condi¢ao na0-escorregamentp fornece

0 0 ou
ov Ow _
Assim, somente os termos 9z ¢ 95 520 nao-nulos. Logo, as equagoes (3.19)—(3.24) reduzem-se
a
89” o _Regefwit(gmz_i_gyy_'_gzz)gxm_é—@gxy_é-a_wS@Z_ we! il 2_|_ a_w ’ (3 58)
ot Ox Ox Ox T
agyy _ — Lt/ Sz Qyy Jzz\ Quy v a:y v ?
T Rege™ we'(S™ 4 S%W + §%%)SY 4 (2 5)8 S (2-¢) E , (3.59)
agzz _ —#t QT QY Qzz sz Tz ow ?
% —Rece (S + S 4 §%%)S% + (2 5) S (2-¢) (%) , (3.60)
DSy _ &l dv -~ £ [dv 1 1,00
— P T vy zz\ Qry _ > = _> Yy N e
T Rece™we t(STT45W45%%) S +{1 } (%S [axs +— S ]+R€ew .
13 0v 00 aon | ayy, co ewet 9 (v
85%9: _ —t Gax | Syy , Szz\ Szz 6 ow & TT 6 ow & QYz I taw
T Rege™ we'(S**45Y949%%) %4 {1 5| 2 —— G2 o S Reew e
L o3 0w 00 aor | Gy | Gos ewet 9 [ Ow
+ Re* Oz Ox (57 + 5% +57) Re 0Ot \ Ox (3.62)
agyz _ — ity Gax QY Jz2\ QYz 5 ow & wy 4 v & z
e Rece™ We' (S 4 S¥ + S5*)S¥* + (1 — 2 &vs %S
ewet Ov Ow
T R 980 (3.63)
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As equagoes(3.63)—(3.63) formam um sistema para o calculo das componentes do tensor ndo-Newto-

niano S;;. Esse sistema é resolvido usando as idéias apresentadas na secao 3.4.1.

3.5 Meétodo de solucao

Para resolver as equagoes (3.6)—(3.14) empregamos o mesmo procedimento apresentado no
capitulo 3 para simular escoamentos bidimensionais, o qual, para maior clareza, apresentamos
novamente a seguir.

Assumimos que num dado instante de tempo t, o vetor velocidade w;(zx,t,) e o ten-
sor nao-Newtoniano Sij<xk7tn) sao conhecidos e sao dadas as condicoes de contorno para a
velocidade e a pressao. Para calcular o vetor velocidade, o campo de pressao e o tensor

nao-Newtoniano no tempo t,,1 = t, + dt, procedemos como segue:

Passo 1: Seja p(xy,t,) um campo de pressao arbitrario que satisfaz a condigao (3.15) na su-

perficie livre.

Passo 3: Calcular o campo de velocidade intermediério w;(z, t,+1) por meio de

(3.64)

Ox,  Fr? Jio

ot Oxy Or; Redx; \ Ox;

com u;(xg,t,) = w;i(zk,t,) e utilizando as mesmas condiges de contorno da velocidade

w;(Tg, t,). Pode-se mostrar que u;(xy, t,41) tem a vorticidade correta no tempo ¢, 1.

Passo 4: Resolver a equacao de Poisson

V2 (g, tngr) = V- Ui (T, togr)- (3.65)

Passo 5: Calcular a velocidade final dada por

OV (T, trtr)

" (3.66)

Wi, thg) = Wi(Thy 1) —

Passo 6: Calcular a pressao:

(T, trin) .

- (3.67)

p(l’k, tn+1) = ﬁ('rkv tn) +

Passo 7: Calcular o tensor ndo-Newtoniano S;;(z, tpt1)

(a) calcular o tensor nao-Newtoniano nos contornos rigidos, injetor e ejetor, conforme

especificado na Secgao 4.

(b) calcule S;;(z, tn41) por meio das equagoes (3.9)—(3.14).
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Passo 8: Atualizar as posicoes das particulas marcadoras resolvendo a equacao

dflfi
dt

= u;, (3.68)

para cada particula marcadora. A superficie livre do fluido é representada por uma
superficie linear por partes composta por triangulos e quadrilateros em cujos vértices

estao as particulas marcadoras.

3.6 Aproximacao por diferencas finitas

Para resolver as equacoes que descrevem o método numérico apresentado na secao 3.5 va-
mos utilizar o método de diferencas finitas numa malha deslocada tridimensional. A célula
computacional adotada tem dimensoes dx x dy X dz e as componentes do vetor velocidade
estao localizados nas faces da célula enquanto que a pressao p, a funcao potencial ¥, o tensor
nao-Newtoniano e o tensor taxa de deformagao sao calculados no centro da célula. A figura 3.5
ilustra o tipo de célula utilizada em GENSMAC3D-PTT. Os tipos de células na malha sao os

z

Figura 3.5: Célula tridimensional utilizada em GENSMAC3D-PTT.

mesmos utilizados em GENSMAC2D-PTT, ou seja,

> células vazias (E): sdo células que nao contém fluido;

> células cheias (F): sdo células cheias de fluido e ndo possuem nenhuma face em contato com

células vazias;

> células de superfiie (S): sdo células que contém fluido e possuem pelo menos uma face em

contato com células vazias;
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> células de contorno rigido (B): sdo células que definem um contorno rigido de maneira que

as condicoes de contorno possam ser impostas;
> células de injetor (I): sdo células que definem a entrada de fluido;

> células de ejetor (O): sdo células que definem a saia de fluido.

3.6.1 Aproximacao das equacoes basicas

No célculo das componentes da velocidade intermediaria u; a derivada temporal na equacao
(3.64) é aproximada pelo método de Euler explicito. O gradiente de pressao e os termos lineares
sao aproximados por diferencas centrais enquanto os termos convectivos sao aproximados pelo
método ‘upwind’ de alta ordem CUBISTA [1]. Os termos envolvendo o divergente do tensor
nao-Newtoniano sao aproximados por diferencas centrais. Logo, as componentes da velocidade

intermediaria (3.64) sao calculados pelas equagoes:

Pitljk —Pijk
oz

N 1 uiJr%,j,k_2ui+%,j,k+ui7%,j,k+ui+%,j+1,k_2ui+%,j,k+ui+%,jfl,k

e 2 oa . i
P S Uit 3k T Wit ] k-1 N Stk =Sk

2
0z ox

Sxy _Swy sz _ Qzz

it gtik Titdg-ik i+5gkts Titsak—3 1

+ +—59|
oy 0z Fr

N;”érlj)k = Uiy 15 + 0t {—conv(uu) —conv (vu) —conv(wu) —

(3.69)

+

ﬁi,j—)—l,k_ﬁi,j,k
9. 5y
N 1 Uz‘+1,j+§,k_ZUi,j+§,k+Uz‘—1,j+§,k+Ui,j+%,k_2Uz',j+é,k+“v:,j—§,k

Re e 5y
. — . . . S, =S
| igri ke 20; 541 kT V0511 k1 L Drgatph Ptk

2
0z ox
Syy _Syy SZ/Z 1 1~ yz 1 1 1
i,j+1,k i,k i,j+5,k+35 i,j+5,k—3
+ +—==9|

oy 0z Fr

61(71;1;1@ = U; jy1p 101 [—conv(uv) —conv (vv) —conv (wv) —

(3.70)

+

. . gt —Di.
wl(ﬁi% = W; iyt Ot {—conv(uw)—conv(vw)—conv(ww)—%zwk

N 1 Wiy jhpl = 2Wi gy L HWi g gy 1 N Wi j1 g d = 2W, gy LFW; 5 gy L
Re 5z 5y
Tz _ Qxz
Wi j k1 = 2W; oy 1 Wi k-1 N SZ-JF%J,H% Si—%,j,k—i—% (3.71)
2 1)
0z T
Yz _Syz 2z 2z
witgkiy Pii-yktg | Sien =S5 1

)

oy 0z N Fr? =1

onde os termos conv(+) representam os termos convectivos e estes sao discretizados pelo método

CUBISTA. Nas equacoes acima, termos como por exemplo, 7Y sao obtidos pela média

i+t 5.k
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dos quatro valores mais préximos como segue:

Ty Ty Ty Ty
2y Skt Sk T 0k T Stk
i+3g+ik 4 :

(3.72)

A equagao de Poisson (3.65) é discretizada no centro da célula usando o Laplaciano de sete

pontos

Yiv1k — 2Vijk + Vic1jk " Vi1 — 20k + i1k n Yijrkr1 — 20k + Yijr - D..
ox? oy? 022 bk
(3.73)

onde

. ox * 5y + 0z '

A equagdo (3.73) conduz a um sistema linear para ;;, cuja matriz associada é simétrica

e positiva definida. Para resolver este sistema linear empregamos o método dos gradientes
conjugados.
As componentes da velocidade, u, v e w, no tempo ¢, 1 sao obtidas discretizando a equacao

(3.66) nos seus respectivos nos,

( . L ..
un—i—l _ /&/ 1 _ wl+17]7k wlmjvk
itigk  itgdk St )
ot g Pk = Yk (3.74)
ij+5.k bitgk Sy ’ '
Wl Yk = Vg
igk+i T Thhktg 5z )

e a pressao p é dada por:
Vi gk
ot

As componentes do tensor nao-Newtoniano, dadas pelas equagoes (3.9)— (3.14), sdo aproximadas

Dijk = Dijk +

por diferencas finitas da seguinte forma: as derivadas temporais sao aproximadas pelo método
de Euler explicito, os termos convectivos sao calculados usando o método ‘upwind’ de alta

ordem “CUBISTA” e as derivadas espacias de primeira e segunda ordem sao aproximadas por
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diferencas centrais. Logo, as equagbes (3.9)— (3.14) sdo aproximadas por:

1
Sﬁk(”ﬂ) = S ot {—% (f(Ska); jx 57k — conv(uS™) — conv(vS*™) — conv(wS™)
Ui jplp — Ui 1k _ §Ui+§,j,k TUi-L5k | cay
ox

(53/ 1,5,k
igktt — Wigk—1 Witlik — Wimlik | ops 2 vz
+le-9° e | St50t e (1= Sl D

o1 - 6D mr+k2—a

i,5,k~ 1,7,k

= B9,k T T T
oo 5 + conv(uD*) + conv(vD*) + conv(wD™™)

U gl = Ui 1 Vipljk — Vil
— 21 - )(DE) - [(2 R k} e
y ,I‘ 2
Ui g+l = Wijp—1 Wit lje = Wiljk
N 9 _ J 2 2 2 2 Dz
(3.75)

1
sy = svY 4 ot { e FS))li Sijx — conv(uS*) — conv(vS*) — conv(wS*)

),

R R S oY
Yy

1,7, k 61,. i:jak
i k+s — Vijk—1 Wijtdk — Wij—Llk| oys 2 vy
+ [(2—5) 252 2 ¢ : 5 : ] SiikT RelWe [1 f(Skk)’”k} D5k
9 DYY (ntl) _ vy
- e LIk 5 SR 4 conv(uD™) + conv(vDY) 4 conv(w DY)
e

ox

Vi g+t = U1 Ui i1 — Uy i
- 2(1 - g)(D%k) |:(2 — f) Jkts Jk—3 _f 7J+27k5 »J— 27 :| Dz?
y ) ’
Vijk+l = Vijr—1 Wiyl — Wi 1y .
_ |:(2 - f) 2 5 2 g 2 5y 2 1 ngk) } ’

(3.76)
1
fjk = 57, + 6t {_% (f(Sk)); jx S5 — conv(uS*) — conv(vS**) — conv(wS*)
+2(1 = &) D75 .55, + {(2 &) +2J7k5 Lo £ sk 5 2 2} ik
x z w7
Wigtgh ~ Wig—3 b  Viikty " Vigkg | que 2
2 ij k‘( Y — D’ijvk D D= D#*
- 5 + conv(uD?*?) 4+ conv(vD?**) 4+ conv(w D)
21— (D7) - [(2 R = } D
x Z 1
Wil — Wi lp  Vijppd — Vg1
(@ gttt Thimak Tkt ks | e
(2-gmoe gt )t
(3.77)
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1
Sﬁ.”k(m&) Side+ ot {— . (f(Skr))i i Sigx — conv(uS™) — conv(vS™) — conv(wS™)

W 1,5,k
- - N Vitdgk ~Vi-dgk  EWigrik — Wig-lrl| ..

+(1 = (D75, + DY) S + [(1 3 : 5z 3 : 5y : irjok

[ f) Uijple — W1k EViplik —Vinljk
+ (1 S 2 20 S 2 2 SYY

I 2 oy 2 ox ik
N (1 B é) Vightt ~ Vigh-1  EWij+ik T wi,j—;,k] :

2 0z 2 ) >

I 1 é’ ul,j,k+% - ul,],k*% §wl+%y.]yk _y wi*%aj’k Syz 2 S Dzy
A 5 ) 5z ik T Ree 1= (Sl DI

2

+ conv(uD™) + conv(vD") + conv(wD™)

2 (DI - D,
Re ot

N\ Vitlik — Vi-Lgk  §Wijg+lr — Wij—Lk

TT Yy Ty 3 o
—(1=8)(Df5 + DY) D5y — [( 2 ox 2 2 2 oy — | Dijx
&

L& Yigade T Witk EVilgk T Vieljk pw —|(1- &\ Yigk+i ~ Vigk—1
2 y 2 ox b3k 2 0z
_ §wi,j+%,k W1k Des _ 1_§ igkty — Yigk-3 EWirl ik — Wil jk e
2 oy 2 6z 2 o Wk
(3.78)
1
szk = Si% 4ot { . — (f(Ser))|ijx S5 — conv(uS™) — conv(vS™) — conv(wS™)
- §\ Witljre —Wisljk  EWijr+dt — Yigh-L 1| ..
+(%_§)(Dz]k+Dz]k> zyk+|:(1_§ : St : _5 252: : Si,j,k
(- § Ui jerl = Uijp—1 B §wi+%,j,k Wil ik -
| 2 0z 2 ox bk
| E\ Wirlpe —Wij 1k EVijkidl —Vijp1
+ 12 2 27 S 2 2 | goy
( 2 oy 2 0z Lk
L g ui’j_i_l’k — ui,j—l,k‘ gvi—l-l,j,k - /Ui_ld"k . 2 o
" (1 2 2 oy - 2 2 ox 2 Szy’j’k+ReWe [1_ f(Skk””k} bk

9 D:cz (nl) _ sz
SR 4 conv(uD*) 4 conv(vD®) + conv(wD®?)

" Re ot
o . §\ Wirdgk — Wiljk  §Wijh+d — Yigre-L|
(1 6)(Djk+Dz]sz]k |:< _5 * St : _5 252 : DJ»k
18 Uijrtd — Yigh—3  §Wirdjk ~ Wicljk p= (1 &\ Wij+ik ~ Wij—1k
0z 2 ox LIk 2 oy
§Vijk+d ~ Vigh—1| ay §\ Yigtyk ~ Yig—gk  EVirgak T Vimgak| oy
- 2> Dy, —1(1-2 -2 D" ) e,
2 52 > 2 5y 2 5$ (2%

(3.79)
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sz ) =Skt (5t{ ( (Ska))l; jx Si5 — conv(uS¥?) — conv(vS¥?) — conv(wS?)

"7
D sk~ Wig—tk  EVigktl T Vigk—1| Ly
+(1_£)(ngk z]k jk+|:(1 > : 5y : _§ 2(52: :|S,],

i — W, _1
+ 1— § igk+s T 7]7k—* f 7J+27k i,j—5.k 2z
Sz 4,5,k

2 2
[ £\ Witlk J— Wi 1k & Ui, k+f U; j k-1
1—2 _2> 2| Y
+ _( 2 ox 2 0z bk

| 5 Vitljk — Viclik fuivj‘f‘lvk ~ U1k xz 2 z
i (1_5 e 2 8y | ST Retwe [1 f(S’“k”wk}Dm

9 Dyz k(n—H) Dyz 3
ol 222+ conv(uDY?) 4+ conv(vDY?) + conv(wDY?)

" Re ot
. Wi jple = Wi L1k Uigktl = Vijk-1
_(1_5)(Dy3k+ kaDka < 6 ]+2 5 2 _g ’ +25 . : sz;k
B {( B §) Yigk+i = Vijk-1 _é ,j+2,k wi,j—;,k:| D {(1 B §> Witl k] = Wil g
2 oz 2 ik 2 o
R e (1-9 Vit dgk ~ Yimlik € Yigrle T Wij-] 9 pes
2 0z Disa = ox 2 oy GIR)

(3.80)

onde,

Dee <ui+;,j,k - “z‘—;,m) pov L[ Yk T Yigod k L Vithik — Vinhi
ik = 5  Higk = )
x 2 oy ox
gk Sy ’ Lik 9 5z ox ’
DZZ o wl7j7k+% - wly]ykfé Dyz o 1 Ul7j7k+% - ,U/L’]’kié wl7]+%7k - wzvjiéJg
i.g.k — ) ijk T o + )
7 0z 0 2 0z oy

e f(Skk)|”k =1+ cReWe(SFs, + Szyé/,c + S5k -
Nas equagoes (3.75)-(3.80) os termos que nao sdo avaliados nos seus respectivos nos sao

obtidos pela média aritmética dos nds vizinhos, por exemplo:

Wikl T Wing el + W50 1+ Wiy g1

wi—l—%,j,k = 4
3.6.2 Aproximacao do tensor nao-Newtoniano em contornos rigidos

Os valores de S**, S S%* S* S%* e SY* nas células do contorno rigido sao obtidos através
das equacgoes derivadas na Secao 3.4 as quais sao discretizadas no centro das faces das células
do contorno rigido (B) que estdo em contato com células do interior do dominio.

A seguir consideramos a discretizagao em contornos paralelos ao plano—zy. Nestes con-
tornos dois casos sao considerados: células B com apenas a face superior e células B com apenas
a face inferior em contato com uma célula do interior do dominio. Por exemplo, para a configu-

racao mostrada na figura 3.6, as equagoes derivadas na Se¢ao 3.4 (ver equagoes (3.43)—(3.46),
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(3.50) e (3.51))) sao discretizadas como segue:

F/IS
(i, j-1/2, k$1)
(i-1/2, j, k+1) O (}"J’-k+') O (4112, k+1;
(i, j K51/2) @
//(i,.'r.kﬁ *******
B

Figura 3.6: Célula do contorno rigido com a face superior em contato com uma célula do interior
do dominio.

(n+1)
zx(n+1) — =6t Qzx ot [Ou — L0t quz u 2z (n+1)
N =e we”S + (2=&)= | = e"wet ST+ ST
’L7.77k+% 7k+% ( £>2 (aZ l:j:k+% Z7]7k+% aZ Z,],k+% 7/7.7,k+%
2
We 1 ou(t")
Q)= (1—ewedt , 3.82
2 2
ot [ Ov 1 vt
quuntl) ot gyy g_a) 2t Y — a0t gy2 yz(n+1)
ikt = © ijktg +(2-¢) 2\ 0z|, ,Jﬁ%e ijk+3 0z | ipan ij k3
2
We 1 Ov(t*)
2 €)——(1—ewe 3.83
+ @9 Re( ‘ >< 0z i,j,k+;> ’ ( )
ot [ Ou ! Ju+h)
I LU P e g o0t G v zz(n+1)
bkt bkt 52 02|, jps wikty T g kel Rt
n+1
—fﬁ oy ewellgvE ov y2(ntl)
2 aZ i7j,k+% 17]7k+§ 82 zj,k:-i—% Z:]7k+§

.
— , (3.84)
ig,k+3



3.6 Aproximacdo por diferencas finitas

6t [ Ou ! Ou+h)
Sxy('@+l) — —ﬁétsﬂ'} 1 — § e Ml —métsyz' Syz(,n,+l)
ig.k+3 ¢ ig.k+3 + 2/ 92\ 9z . € ijk+3 Oz kL ig.k+3
+(1—-=2) = — e~ welt §grz 4+ ——- ST
( 2 2 32 i,j,k+% Z’]’k—i_% aZ i,j,kJr% l’]’k+%
w Ou(t* dvu(t*
12— o)e (1 ety 2T v(t’) 7 (3.85)
Re 0z i,j,k+% 0z i’j,kJr%
bl (CLQCl — (1102)
S:cz('nfl) — ﬂ _ L - a7 3.86
u],k‘f‘% a aq ((lle — ale) i7j7k+% ( )
gurmth <—<a201 — alCZ)) 3.87
ig.k+3 (a2b1 — albz) ijok+ L ( )

desde que a1|ijk+; # 0 e (agh — a1b2)|ijk+; # 0. As constantes ay, by, ¢, as, by e ¢y estao
sJy 2 sy 2
definidas na Sec¢ao 3.4.

Ju(t*) ov(t*) - . T
Os valores de 3 e 3 sao obtidos pelas médias entre os tempos t, e
Z o ligk+d Z ligkt+d
tnt1, OU S€jQ,
ou(t*) 1| 0u N Oum+h)
— 5|3, )
07 lijary 2 [ 9%lijnsd 0z ijnel
Jv(t*) 1] 0v N v+l
=35 a_ Y
0z lijney 2| 9%ligaet 0z |ijnri
e essas derivadas sao aproximadas como segue,
n _an (n+1) _  (n+1)
ou Wiger1 = Wy L Ju+b) igk+1 T i kel
a_ = ) = ;
0z ijk+3 5_2 ay Qg+ 5_3
2 2
n _n (n+1) _ (n+1)
ov Yijk+1 = Yij el Juth) igktl T Ykl
_ p— y p—
0% ket 9z 0z |ijnrs 0z
2 2

As velocidades na posicao (i, 7, k + %) sao nulas pela condi¢ao de nao-escorregamento e as
velocidades na posigao (i, 7,k + 1) sao dadas por

Ui L jhtt T Ui jkp Vgt a1 T VgL k1
Ui gk+1 = 9 € Vijk+1 = B

, respectivamente.

Finalmente, os valores de S75,, S}%,, S5, S5y, S5y e S5, sdo obtidos pela interpolagao

linear usando os nos (i, j, k + 5) e (4,7, k + 1), respectivamente.

125



Capitulo 3 GENSMAC3D-PTT

3.6.3 Condicao de contorno na superficie livre

As condigoes de contorno na superficie livre dadas pelas equagoes (3.16)—(3.18) sao aproximadas
pelo método de diferengas finitas seguindo as idéias de Tomé et al. [80].

Supomos que a malha tenha um espacamento suficientemente pequeno de maneira que,
localmente, a superficie livre pode ser aproximada por uma superficie plana. Nesse trabalho,
consideramos trés tipos de superficies planas: superficies-1D, superficies-2D e superficies-3D.
Superficies-1D sao as superficies que sao paralelas aos planos formados pelos eixos z,y ou z, 2
ou z,y enquanto as superficies-2D e superficies-3D sao superficies que fazem um angulo de 45° e
60°, com os eixos coordenados, respectivamente. (ver figura 3.7). Detalhes dessas aproximagoes

sao apresentados a seguir.

a) Lz b) ¢)

Figura 3.7: Tipos de superficies planas. a) superficie-1D; b) superficie-2D; ¢) superficie-3D

i) superficies-1D: Essas superficies sao identificadas por células de superficie (S) que pos-

suem apenas uma face em contato com uma face de células vazias (E). Nessas superficies,

I |
I |
| :
E ® s O
u 0 |~
EAr ' i+1/2,j,k+1 By ﬂ
1 . X
=== =-- A’S’ ”””””””
// : i .’k
7 : A ! lJ
S Wigkel/2 Wi k-1/2
T I
s o %O / E I Vijs1zk1 g ikl
"D |
1 Tk |
LR R B
Lo Pigk
a) L b) L

Figura 3.8: Células de superficies (S) com apenas uma face em contato com uma face de célula
vazia (E). a) face (k — 1) da célula (S) em contato com uma face da célula (E); b) face (k+ 3)
da célula (S) em contato com uma face da célula (E).

assumimos que o vetor normal aponta para um dos eixos coordenados: x, y ou z. Logo,
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3.6 Aproximacdo por diferencas finitas

o vetor normal pode ser escrito como: (+1,0,0), (0,£1,0) ou (0,0,£1). Se uma célula
de superficie tem a face (k+ 3) ou a face (k— 1) em contato com uma face de uma célula
vazia (ver figura 3.8) entdao assumimos que a superficie livre esta paralela ao plano-zy e o
vetor normal aponta para a dire¢ao z. Assim, o vetor normal tem a forma n= (0,0, £1) e
os vetores tangenciais sao tomados como sendo m; = (0,1,0) e my = (1,0,0). Portanto,

as condigdes para o contorno na superficie livre (3.16)—(3.18) reduzem-se a:

_ 2 0w v
e g, (3.89)
1 (Ov Ow
=z Yz _
c (aer ay) + 5 : (3.89)
1 (Ou Ow _—

Por exemplo, adotando a configuracao de célula mostrada na figura 3.8a, o valor da
pressao p; ;. € os valores das velocidades Wijhrds Wiyl jhe1 © Vijylpy1 S0 requeridos.
Esses valores sao obtidos como segue. Impondo conservacao de massa no centro da célula

de superficie obtém-se:

+ =0. (3.91)
ox oy 0z
Agora, discretizando a equagdo (3.90) na posigao (i + 3,7,k + 1) vem:
Uit gk+1 — Wird gk Witrje+d = Wigk+l -
+ = Re S 11 (392)
0z ox rydkty

e de forma similar discretizando a equagao (3.89) no ponto (4, j + 3,k + 3) tem-se:

Yij+3k+1 — Yij+lk L Wij+1k+3 — Wigk+l Re §¥°
- P 1 1 -
0z oy bitgkts

(3.93)

As equagoes (3.91)~(3.93) constituem um sistema linear 3 X 3 para as incognitas w; ;. 1,

Uis L jke1 € Vijyl gy1, qUe uma vez resolvido, fornece:

0z 0z
Wijk+i = Wijk-1 — %(uﬂ-%,j,k - ui—%,j,k) - 5—y(vi,j+§,k - Ui,j—%,k) (3.94)
0z s
Uil e+l = Uil ik — @(wi+1,j,k+% - wi,j,lﬂr%) - 52R65¢+%7J;k+% (3.95)
0z -
Vijelhl = Vigyle — @(wi’jJrLH% — wi7j7k+%) — 52ReSi7j+%,k+% : (3.96)

Tendo obtido as velocidades através das equagoes (3.94)—(3.96) podemos calcular a pressao
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discretizando a equacdo (3.88) no centro da célula de superficie:

_ 2 Wikl = Wijp-1
e — — + 5%, =0. 3.97
Pijk Re 5z 3,9,k ( )

Se a célula de superficie tem somente a face (k — ) em contato com uma face de uma

célula vazia (ver figura 3.8b, os valores das velocidades e pressao sao obtidos de maneira

analoga e sao dados por:

Wijk—1 = Wijppl T g_;(uzur;,j,k - ui—%,j,k) - g_zwi,jﬂ,k — U@j_%,k) (3.98)
0z s

Uipljk—1 = Uil ik — E(wzﬂrl,j,kf% - wi,j,kfé) - 52R€Si+%,j,k_% (3.99)
0z -

Vigtla—1 = Vijplp @(wm“’k% — wi’j’k%) — 6ZReSi,j+%,k7% . (3.100)

A aplicacao das condic¢oes de contorno na superficie livre nos outros casos de superficies-1D

é feita de maneira anéloga aos casos acima.

ii) Superficies-2D: Estas superficies sao identificadas por células de superficie (S) que pos-
suem duas faces adjacentes em contato com faces de células vazias (E) e assume-se que
essas superficies fazem um angulo de 45° com dois eixos coordenados. Logo, o vetor
normal nessas superficies toma a forma: n = (i%i,j:‘/?i,O), n = (i%i,o,j:‘/?i) ou
n=(0,+%2,+2).

Para ilustrarmos a aplicacao das condi¢oes do contorno na superficie livre nessas superfi-
cies, considere uma célula de superficie que tem as faces (i + %) e (k+ %) em contato com

faces de células vazias (ver figura 3.9). Neste caso, tomamos o vetor normal como sendo

E
/'- __________
71 I
L0 A 1
7 Wig,k+1 |
T T
"".. u- .
:I)hbk " |l+1ﬁhhk £
)_)(__.____/J. _____ - = =
7
o Pk |
/// S //

Figura 3.9: Células de superficies (S) com duas faces em contato com faces de célula vazia (E).

S

n= (\/75,0, */75) e os vetores tangencias dados por m; = (‘/75,0, —¥2) e my = (0,1,0).
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iii)

Introduzindo esses vetores nas equagoes (3.16)—(3.17) obtemos

; (au+a—w+a_“+a—w> 55 4 5W) 45 =0, (3.101)

P= Re \Ox 0z 0z Ox
1 [Ou Ow
(== Ty Yz _
e (835 82)+S + 8 =0, (3.102)

respectivamente. Com referéncia a figura 3.9, os valores de u; 1 ;,, w; ;.1 nas faces das
27 I 2 2

células vazias e a pressao p; ;i sao requeridas. Esses valores sao obtidos discretizando a

equagao (3.102) e a equagao de conservacao de massa no centro da célula computacional

como segue.

Re 5 — 5 +Sijk‘+Sz‘jk:O7 (3.103)
e €T z sy 2Js
o 4] B 4] '
T z Y

Resolvendo (3.103) e (3.104) para u; 1 ;, € w; ;1 obtemos as seguintes expressoes:

1dx ox 1, . .

Uiplje = Wiljk— éa(vi,j#%,k - Ui,jfé,k) + ZE(SZ% - Szy,j,k) , (3.105)
10z o0z 1, . .

Wijk+rl = Wijp- 1 — 5@(”1‘,34%,1{ - vi,jfé,k) + ZE( i,?,k — SZj,k) . (3.106)

Tendo calculado as velocidades nas faces das células vazias, a pressao no centro da célula

de superficie é obtida usando a equagao (3.101) aplicada no centro da célula,

Wikl = Wijp-1  Ujppdl = Uijp 1
+ +
ox 0z 0z

Witljk — Wi

1 .
Z_§7J7k 1 TT Yy
Z (8% S’
51. ) + 2 ( 1,9,k +

e = 1 [ Wiglje = Wisljk
Z7 7 -
/ Re

W)+ ST (3.107)
Para outras configuragoes de superficies-2D, a aplicacao das condicoes de contorno na

superficie livre é feita de maneira analoga ao caso acima.

Superficies-3D: Essas superficies sdo classificadas como células de superficie (S) que
possuem trés faces adjacentes em contato com faces de células vazias (E). Nessas super-
ficies, o vetor normal unitario faz um angulo de 60° com os eixos coordenados e pode ser
escrito na forma: n = (i‘/?g, i\?, ﬂ:‘?) Por exemplo, se considerarmos uma célula de

superficie com as faces (i + 3), (j + %) e (k+ 3) em contato com faces de células vazias

(ver figura 3.10) tomamos n = (\/?g, \/?g’\/?g)’ m; = (‘/75,—\/75,0) e My = (%6,%6,—2%6).

Substituindo n, m; e my nas equacoes (3.16)—(3.17) obtemos
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1 E
I
1 -
I 71
v E
1 7
R et
//I .. /2|k |
L7 1 A L] 1L :
[ B\
. Wi k+1/2. | J*
T T
| /// ’u'i+1/2,],k
kx| P o
’ ~ 7
o Pijr |7
7
// S // E

Figura 3.10: Células de superficies (S) com duas faces em contato com faces de célula vazia

(E).

2(8u ov 8u8w@8_w

P=3Re\oy "0z "9 Tar o T oy

1 2
- T Yy 74 - Ty Tz Yz
T )+3w S 4 7)o (ST + 57+ 57

(3.108
1 ou Ov ou Ow v  Ow
— A T i Tt R i Bt TT _ QYy Tz Qyr _
e {2 <ax+ay>+ (az+ ax> (8z+ ay)}jts S 4 5% -8 0, (3.109

1 ow ou Ov ou Ow v  Ow
= _ R - - _ - s _ _ _ T yy_ ZZ_ wZ_ Yyz —
Re{ 68z+2<8y+8x> (8z+8x> (aeray)}JrS 1 SYY 987 g GuE ()

(3.110)

respectivamente. Neste caso, os valores de Uis Lk Vigalk © Wijkyl sao requeridos. Esses

)
)

valores sdo obtidos discretizando as equagoes (3.109), (3.110) e a equagao da conservacao
de massa no centro da célula computacional obtendo assim um sistema linear 3 X 3 para
as incognitas Uit L jaoVijyth © Wiyl Esse sistema linear é resolvido pelo método de
eliminacao de Gauss. Depois de calculadas as velocidades nas faces das células de super-
ficies calculs-se a pressdo discretizando a equacdo (3.108) no centro da célula. Detalhes
dos calculos podem ser encontrados em Tomé et al. [82]. A outras configuracoes de

superficies-3D sao tratadas de maneira analoga.

Detalhes sobre o tratamento de superficies-1D, 2D e 3D podem ser encontrados em Tomé
et al. [82].

3.6.4 Calculo do Passo no tempo

Em cada ciclo de célculo, o método GENSMAC3D (80| determina o tamanho do passo no

tempo 0t que é calculado segundo as seguintes restricoes de estabilidade:

ox ) 0z
5t < 2% 5t < 24 5t < 22 (3.111)
Jul |v] |w]
Esta restricao garante que nenhuma particula pode cruzar mais do que uma célula em um dado
intervalo de tempo.

Devido a discretizacao explicita da equacao de quantidade de movimento, adota-se a seguinte
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restricao de estabilidade que envolve o nimero de Reynolds e a viscosidade:

- dx20y?02> Re
0x20y? + 612022 + 0y2022% 2

ot (3.112)
A implementacao dessas restri¢oes para o tamanho do passo no tempo seguem as mesma idéias
de Tomé & McKee. [85]. Detalhes sobre a implementacao do célculo do passo no tempo pode

ser encontrado em Tomé et al. [80].

3.7 Simulacao numérica de escoamentos viscoelasticos

tridimensionais com superficies livres

As equacoes de diferencas finitas desenvolvidas nas secoes anteriores foram incorporadas no
ambiente de simulagao Freeflow3D aumentando assim a aplicabilidade desse ambiente para
escoamentos viscoelasticos governados pela equacao constitutiva PTT. No capitulo 3, foram
considerados o problema do jato oscilante e o problema do inchamento do extrudado, os quais
foram estudados utilizando o codigo Freeflow2D. Nessa se¢ao, vamos mostrar que Freeflow3D
pode simular escoamentos tridimensionais com superficies livres modelados pela equacao PTT

e aplica-lo ao problema do jato oscilante e inchamento do extrudado.

3.7.1 Simulacao numérica do jato oscilante

No Capitulo 2, Secao 2.9.1 vimos que no momento em que um jato incide em uma super-
ficie rigida plana, se o nimero de Reynolds for suficientemente pequeno entao pode ocorrer o
fénomeno conhecido como flambagem ou jato oscilante. Também foi mostrado que se a vis-
coelasticidade, representada pelo niimero de Weissenberg, for grande o suficiente, entao o jato
apresentara o fendomeno do jato oscilante.

Cruickshank & Munson [23] realizaram uma série de experimentos com jatos Newtonianos e
obtiveram condicoes para a ocorréncia do jato oscilante. Essas condigoes envolvem o nimero de
Reynolds, o diametro do jato e a altura do injetor até a placa rigida. Em particular, Cruickshank
& Munson [23] mostraram experimentalmente que um jato Newtoniano axissimétrico apresenta

o fendmeno do jato oscilante se as seguintes condicoes forem satisfeitas:
a) Re < 1.2, b) H/D >7.2. (3.113)

Para demonstrar esse fato, realizamos duas simulacoes de um jato incindindo em uma placa
rigida em que as condicoes (3.113) sdo satisfeitas (Problema I). Em uma simulagdo empre-
gamos um jato Newtoniano e a outra utilizamos um jato modelado pela equacao constitutiva
PTT. O dominio computacional adotado nessas simulacoes é apresentado na figura 3.11 e os
dados geométricos utilizados estao dispostos na Tabela 3.1.

Da Tabela 3.1 vemos que H/D = 20.0 > 7.2 de modo que a condi¢ao 3.113b esté satisfeita.

Para que a condicao 3.113a seja satisfeita, escolhemos Re = 0.5 para ambos os jatos. Os

131



Capitulo 3 GENSMAC3D-PTT

Figura 3.11: Dominio computacional: 7cm X 7cm x 12.8 cm; 70 x 70 x 128 células. Placa rigida
de 7cm x 7cm x 3mm. Injetor de 6 mm de diametro. Altura do injetor até a placa rigida de
12 cm.

Dados geométricos

dominio Tcm X 7Tem X 12.8 cm
malha 70 x 70 x 128 células
H: altura do injetor até a placa rigida | 12 cm
D: diametro do injetor 6 mm

Tabela 3.1: Modelagem do problema. Geometria para o Problema I e Problema II .

dados utilizados nessas simulagoes estao dispostos na Tabela 3.2 na coluna correspondente
ao Problema I. Com esses dados o codigo FreeFlow3d simulou esse problema até o tempo
t = 0.575s. Os resultados obtidos das simulacao do jato Newtoniano e da simulacao do jato
com o fluido PTT onde Re = 0.5, sao apresentados na figura 3.12. Como podemos observar na
figura 3.12, o jato Newtoniano apos atingir a placa rigida (¢ = 0.175s) sofre um aumento do
diametro devido a acao da condigao nao-escorregamento enquanto o jato modelado pela equacao
PTT parece nao apresentar esse efeito. No tempo t = 0.35s ambos os jatos ja apresentam o
fenomeno do jato oscilante e podemos observar com maior clareza o aumento do diametro do
jato Newtoniano. Esse efeito foi observado nos experimentos de Cruickshank & Munson [23]
e também por Unilever Research [87]. O jato com o fluido PTT néo apresenta esse efeito e
o fenébmeno do jato oscilante é mais acentuado. Nos tempos subsequentes, vemos que o jato
com o fluido PTT apresenta um comportamento bem diferente daquele apresentado pelo fluido
Newtoniano. Acreditamos que o comportamento do jato PTT seja devido a viscoelasticidade
do fluido.

Para demonstrar que o efeito da viscoelasticidade pode fazer com que um jato tridimen-

sional oscile, realizamos duas outras simulagoes utilizando um jato Newtoniano e um jato com

132



3.7 Simula¢do numérica de escoamentos viscoelasticos tridimensionais com superficies livres

fluido PTT, em que a condicao 3.113a nao é satisfeita por ambos os jatos. Nessas simulacoes
utilizamos a mesma geometria apresentada na Tabela 3.1 e os restantes dos dados sao apresen-
tados na Tabela 3.2 embaixo da coluna Problema II. Nessas simulagoes utilizamos o ntimero
de Reynolds Re = 1.3 > 1.2 e portanto a condicao 3.113a nao é satisfeita. Com esses dados, o
codigo FreeFlow3D simulou esse problema para ambos os jatos até o tempo ¢t = 1.15s.

Como era esperado pela teoria de Cruickshank, o jato Newtoniano nao sofre nenhuma
oscilacao ao atingir a placa rigida; o nimero de Reynolds é grande o suficiente para que a inércia
domine o efeito viscoso o que faz com que o jato escoe continuamente na direcao radial. Porém,
o jato com o fluido PTT ao atingir a placa rigida sofre o efeito da condi¢ao nao-escorregamento
e o aumento da viscosidade no jato faz com o nimero de Reynolds local seja pequeno, fato
esse que desacelera o fluido, fazendo com que o jato apresente o efeito do jato oscilante. Essas
conclusoes sao baseadas nos resultados obtidos no capitulo 3 para jatos bidimensionais. Para
jatos tridimensionais é necessario ainda fazer um estudo numérico mais aprofundado e obter
resultados experimentais para validar os resultados numéricos. Os resultados experimentais
estao sendo elaborados pelo Departamento de Engenharia de Polimeros da Universidade do
Minho - Guimaraes - Portugal e durante a elaboracao desse trabalho nao obtivemos acesso a
esses resultados.

Dados que caracterizam os escoamentos dos fluidos Newtoniano e PTT

‘ Newtoniano e PTT ‘ Problema I Re =0.5 ‘ Problema IT Re =1.3 ‘
U: velocidade de injecio | 1.0 ms™* 0.5 ms~!
g.: forca gravitacional -9.81 ms™? -9.81 ms—?
n 12 Pass 2.3076 Pa.s
P 1000 kgm ™ 1000 kgm 3
Re 0.5 1.3
Fr 0.242611 0.485222
Definicao do modelo PTT
A 0.006 s 0.012 s
€ 0.01 0.01
13 0.01 0.01
We 1.0 1.0

Tabela 3.2: Simulagao numérica do jato oscilante: Dados do fluido Newtoniano e viscoelasticos.
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t=0.05s "

t=0.175s"

t=035s"

Figura 3.12: Simulacao numérica do jato oscilante. Configuragao do fluido em diferentes tem-
pos. Coluna a esquerda — jato Newtoniano; coluna a direita — jato PTT. Re = 0.5, We =1,
£ =0.01ee=0.01.
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t=0425s

t=05s"

t = 0575 s (i

Figura 3.12. Continuacao. Configuracao do fluido em diferentes tempos. Coluna a esquerda —
jato Newtoniano e coluna a direita — jato PTT. Re = 0.5, We =1, £ =0.01 e € = 0.01.
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t=0175s"

t=035s"

t=0.625s"

Figura 3.13: Simulacao numérica do jato oscilante. Configuragao do fluido em diferentes tem-
pos. Coluna a esquerda — jato Newtoniano; coluna a direita — jato PTT. Re = 1.3, We = 1,
£ =0.01ee=0.01.
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t=105s
t=110s *
t=1.15s "

Figura 3.13. Continuacao. Configuracao do fluido em diferentes tempos. Coluna a esquerda —
jato Newtoniano; coluna a direita — jato PTT. Re =1.3, We =1, £ =0.01 e ¢ = 0.01.
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3.7.2 Simulacao numérica do inchamento do extrudado

No momento em que um jato é expelido na atmosfera pode ocorrer um fénomeno conhecido
como inchamento do extrudado, que é caracterizado pelo aumento do diametro do extrudado
em relagdo ao diametro interno do tubo pelo qual o jato é expelido (ver figura 3.14). O
inchamento do extrudado é calculado pela relagao entre a dilatacao sofrida pelo jato apoés

emergir a atmosfera (D,,..) € o diametro do tubo (D) que o fluido ocupava (ver figura 3.14).

max

Assim, define-se a taxa de inchamento S, como sendo S, = . Esse fenomeno aparece em
muitas aplicacoes industriais e tem atraido a atencao de varios pesquisadores e varias técnicas
para simular o inchamento do extrudado tem sido propostas, por exemplo [77], [68], [21], [38],
[39] e [84].

Para simular esse problema, vamos considerar o escoamento de um fluido viscoelastico dentro
de um tubo circular onde ao final do tubo o fluido é expelido para a atmosfera. Os dados
geométricos do problema estao dispostos na Tabela 3.3 e o dominio computacional é ilustrado
na figura 3.14. Na entrada do tubo, a velocidade foi definida utilizando a solugao analitica

apresentada por Alves et al. [2] dada por:

mE L () fu [
W = S I parae—om T\ v e

VI /1— (ar)2} (3.114)

onde

r= 142, a:_gReWe% £2-9), XZHQ—:O

e na parede do tubo foi imposta a condi¢cao nao-escorregamento.
Os valores das componentes do tensor nao-Newtoniano S;; na parede do tubo formam calcu-
ladas pelas expressoes derivadas na Secao 3.4 enquanto que na entrada do tubo as componentes

do tensor ndao-Newtoniano S;; foram calculadas por (ver Tomé et al. [82])

ST =0, S =0, S™ =0, (3.115)
1 ow 1 Ow We | (0w’ ow\’
vz _ - 7 yz . _— 2z _ 9 "~ et et 11
o Re 0z’ Re 0y’ Re <0x> +<8y) ] (3-116)

Foram realizadas varias simulacoes onde fixamos o niimero de Reynolds Re = 1 e foram
adotados diferentes nimeros de Weissenberg. Os dados que caracterizam os escoamentos dos
fluidos viscoelasticos estao dispostos na tabela 3.4. Os parametros do modelo PTT foram

mantidos fixos em todas as simulagoes, € = 0.15, £ = 0.05 e Ap, = dp/0z = —0.25.
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am

Figura 3.14: Dominio geométrico: 4.6 x 4.6 x 14.6 m; Raio do injetor: 1 m; compimento do
tubo: 4 m; Distancia da extremidade do tudo até o ejetor: 10 m. Malha utilizada: 46 x 46 x 146
células (z = dy = dz = 0.1m).

Dados geométricos

dominio 4.6m x 4.6m x 14.6 m
malha 46 x 46 x 146 células
diametro do injetor D = 2R (R - raio) 2m

diametro do ejetor 4.6 m

comprimento do tudo 4m

distancia do final do tubo ao ejetor: 5D = 10R | 10 m

Tabela 3.3: Modelagem do problema.

A figura 3.16 mostra a visualizagao tridimensional dos resultados obtidos nas simulacoes do
inchamento do extrudado para Re =1 e We = 0.1, 1, 3 nos tempos t = 8s, t = 15s, t = 30s.
A visualizagao frontal desses resultados é mostradas na figura 3.17.

Na figura 3.16 podemos observar que no tempo t = 8s os jatos mantém-se dentro do tubo,
nao sendo possivel observar grandes diferencgas oriundas da variagao do niimero de Weissenberg;
apenas o fato de W,,,, variar o que causa o jato correspondente a We = 3 estar um pouco

mais avangado com rela¢do aos jatos com We = 0.1 e We = 1 (ver figura 3.17). Porém, no
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| We | 01 [ 05 | 1 | 2 | 3 |
Wnaz|ms™'] | 1.02647 | 1.02719 | 1.02945 | 1.0388 | 1.05553
n [Pas| | 1026.47 | 1027.19 | 1029.45 | 1038.80 | 1055.53
plkgm™®] [ 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000
Fr 0.3277 | 0.3279 | 0.3286 | 0.3316 | 0.3370
A s 0.0974 | 0.4867 | 0.9713 | 1.9252 | 2.8421

Tabela 3.4: Dados utilizados na simulacao do inchamento do extrudado para Re = 1.

tempo ¢t = 15s podemos notar uma expressiva variacao no inchamento extrudado a medida
que o numero de Weissenberg aumenta e no tempo ¢t = 30s podemos observar que o jato
correspondente ao numero de Weissenberg We = 3 apresenta o maior inchamento. O gréfico
mostrado na figura 3.15 mostra a variacao do inchamento em fun¢ao do niimero de Weissenberg
We. O inchamento foi medido a partir de um corte no plano YZ passando pelo centro do jato.
O grafico mostra que a razao de inchamento S, obtida foi 8.1% para We = 0.1, 18.8% para
We =1 e 29.20% para We = 3. Esses resultados mostram que o método numérico apresentado

nesse capitulo é capaz de simular escoamentos com alta viscoelasticidade.

0.1 1 3
We

Figura 3.15: Razao de inchamento obtida no tempo ¢t = 30s. Re =1e We =0.1, 1 e 3.
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t=15s

Figura 3.16: Simulacao do inchamento do extrudado. Visualizacao tridimensional do in-
chamento do extrudado em diferentes tempos. Re=1e We =0.1, 1, 3.
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t=230s

Figura 3.16. Continuacao. Visualizacao do fluido em diferentes tempos. Re =1 e
We=0.1, 1, 3.

Figura 3.17: Simulagao do inchamento do extrudado. Visualizagao pela face direita do in-
chamento do extrudado em diferentes tempos. Re =1e We =0.1, 1, 3.
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t=230s

Figura 3.17. Continuacao. Visualizacao pelo face direita do inchamento do extrudado em
diferentes tempos. Re =1e We=0.1, 1, 3.
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CAPITULO

Comentarios finais e conclusées

Esta tese apresentou os desenvolvimentos realizados para a obtencao de métodos numéri-
cos para simular escoamentos incompressiveis com superficies livres governados pela equagao
constitutiva PTT (Phan-Thien-Tanner). Esse trabalho constituiu-se de duas partes principais:
escoamentos bidimensionais e escoamentos tridimensionais. Para a primeira parte foram desen-
volvidos dois métodos numéricos conforme apresentados nos Capitulos 1 e 2 dessa tese. Esse
trabalho, podemos classificar como uma dificuldade inicial da pesquisa que nos trouxe muito
aprendizado na modelagem matemaética dos modelos viscoeldsticos. Para obter um método
estavel e consistente usamos a formulacao EVSS (Elastic-Viscous Stress-Splitting) [64] que con-
siste em separar o tensor 7;; em duas componentes, uma componente chamada de contribuicao
Newtoniana do fluido e a outra conhecida como contribuicao nao-Newtoniana. Basicamente,
a diferenca entre os dois métodos numeéricos bidimensionais estd na maneira de como foi apli-
cada a formulacao EVSS. Para o primeiro método bidimensional definiu-se um parametro 3
o qual relaciona a viscosidade da contribuicao Newtoniana 7y e a viscosidade polimérica np.
Em seguida aplicou-se a formulacao EVSS. Nesta fase, inicialmente seguimos as idéias apresen-
tadas por Xue et al. [92] onde a formulacdo EVSS ¢é aplicada duas vezes: uma primeira vez
onde o tensor extra-tensao, 7;;, € escrito como uma soma de um tensor Newtoniano D;; e um
tensor nao-Newtoniano 5;; e essa transformacao é utilizada para se obter um termo difusivo
na equacao de conservacao de quantidade de movimento; uma segunda vez, em que o tensor
nao-Newtoniano S;; é escrito novamente como como uma soma de um tensor nao-Newtoniano
2;; e um tensor Newtoniano, o qual é substituido na equacao constitutiva para se obter uma
equacdo para o tensor ;. Xue et al. [92] utilizaram um método de volume finitos baseado no
algoritmo SIMPLEST [91] e apresentaram resultados para escoamentos tridimensionais em uma
contracao planar. No nosso caso, o emprego dessas duas transformacoes nao resultou em bons

resultados e resolvemos entao empregar somente a primeira transformacao e introduzi-la simul-
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taneamente na equacao de conservacao de quantidade de movimento e na equacao constitutiva
obtendo assim o termo difusivo e também uma equacao para o tensor nao-Newtoniano S;;.
Esse método numérico esta descrito no Capitulo 2, foi implementado no sistema FreeFlow2D e
obtivemos resultados numéricos da simulacao do jato oscilante e também do impacto de uma
gota contra uma superficie rigida. Ainda no Capitulo 1, seguindo as idéias de Alves et al. [2]
obtivemos a solucao analitica do escoamento totalmente desenvolvido em um canal bidimen-
sional. Assim, para validar o tratamento das componentes do tensor extra-tensao nos contornos
rigidos e no interior do dominio computacional simulamos o escoamento de um fluido PTT em
um canal bidimensional até atingir o estado estacionario e comparamos os resultados numéricos
obtidos com a solucao analitica deste problema (ver equagoes (1.37), (1.52), (1.54) e (1.55), do
Capitulo 1. Os resultados mostraram uma boa concordancia entre as solu¢cao numeérica e a
solucao analitica e o erro relativo entre essas solucoes, calculados em trés diferentes malhas,

demonstrou a convergéncia do método numérico desenvolvido no Capitulo 1).

No entanto, a formulacao adotada no Capitulo 1 introduz um parametro adicional ny que
nao esta relacionado com a equagao constitutiva PTT. Dessa maneira, refizemos a formulacao
EVSS utilizando somente a viscosidade polimérica 7p, reescrevemos novamente as equacgoes go-
vernantes e refizemos o método numérico. Dessa maneira, obtivemos um novo método numérico,
que denominamos GENSMAC2D-PTT, que também foi implementado no sistema FreeFlow2D.
O método GENSMAC2D-PTT foi desenvolvido especificamente para o tratamento de escoa-
mentos incompressiveis com superficies livres modelados pela equacao constitutiva PTT. O
Capitulo 2 apresenta uma descri¢ao detalhada dos items principais de GENSMAC2D-PTT tais
como: calculo do tensor nao-Newtoniano nos contornos rigidos, aplicacao das condigoes de
contorno na superficie livre, descricao do algoritmo computacional, aplicacao do método de
diferencas finitas. Alves et. al [2] mostraram que a solu¢ao exata para o modelo PTT para
um escoamento no estado estacionario ¢ dada pelas equagoes (2.67)—(2.70). Assim, a vali-
dacao de GENSMAC2D-PTT seguiu-se de maneira andloga ao primeiro caso e os resultados
mostraram boa concordancia com a soluc¢ao analitica e também foi mostrado a convergéncia
de GENSMAC2D-PTT. A solucao analitica apresentada por Alves et. al [2]| para a compo-
nente 7% do tensor extra-tensao nao depende do parametro ¢ presente no modelo PTT (ver
equagdo (2.69)). Portanto, uma validagdo adicional para GENSMAC2D-PTT foi realizada
fazendo duas simulagoes com diferentes valores da constante € e comparamos estas solucoes

¥ ¢ novamente obtivemos uma boa concordancia

numéricas com a expressao analitica de 7
entre as solucoes numeéricas com ¢ = 0.1, ¢ = 0.25 e a solucao analitica. No Capitulo 2
foram apresentados os resultados numéricos da simulagao de escoamentos viscoelasticos obtidos
por GENSMAC2D-PTT. Em particular, foram apresentados a simulacao do jato oscilante, in-
chamento do extrudado e o impacto de uma gota em uma, superficie rigida. O primeiro exemplo
de escoamentos viscoelasticos bidimensionais com superficies livres apresentado neste trabalho,
para ambos os métodos numéricos bidimensionais desenvolvidos, foi a simulacao de um jato

de fluido viscoelastico incidindo numa placa plana. Nas simulac¢oes realizadas com o primeiro
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método numérico foi mostrado que o parametro 3 estd intimamente ligado a viscosidade n,
presente no modelo PTT. Para ambos os métodos numéricos, comparamos o comportamento
do jato Newtoniano com o comportamento do jato com fluido viscoelastico seguindo a teoria de
Cruickshank & Munson [23] , [22]. Os resultados obtidos com o jato com o fluido Newtoniano
estiveram de acordo com a teoria de Cruickshanck & Munson. Entretanto, a teoria de Cruick-
shanck & Munson nao se aplica a fluidos viscoelasticos visto que o jato viscoelastico apresentou
o fenomeno oscilante em situagoes em que o jato Newtoniano nao apresentou o fenémeno do
jato oscilante. Também, foi mostrado que o jato viscoelastico oscila devido ao aumento da
viscosidade no momento em que o jato atinge a placa rigida e foi realizado um estudo onde foi
mostrado que a viscoelasticidade e o nimero de Reynolds sao fatores importantes no problema
do jato oscilante. Para analisar a convergéncia de GENSMAC2D-PTT no problema do jato vis-
coelastico, foi realizado um refinamento de malha e os resultados mostraram a convergéncia de
GENSMAC2D-PTT para o problema do jato oscilante. Os resultados numéricos apresentados
neste trabalho, de ambos os métodos bidimensionais, demostraram que as técnicas numéricas
desenvolvidas sao capazes de simular escoamentos com superficies livres governados pelo modelo
PTT. Outro exemplo numérico de escoamentos viscoelasticos bidimensionais com superficies
livres simulados com ambos os métodos numéricos, foi a simulagao do impacto de uma gota
com fluido viscoeléstico incidindo contra uma placa rigida plana. Aplicando o primeiro método
numeérico, variou-se o nimero de Weissenberg e observou-se a sua influéncia no escoamento.
Enquanto que o escoamento da gota viscoelastica com We = 1 apresentou trés fases, o es-
coamento da gota viscoelastica com We = 3 apresentou cinco fases. Ainda, comparou-se o
comportamento da gota de fluido viscoelastico com o da gota de fluido Newtoniano. O tltimo
exemplo numérico de escoamentos viscoelasticos bidimensionais com superficies livres apresen-
tado nesta tese foi a simulagao numérica do inchamento do extrudado. O primeiro método
nao foi capaz de simular esse problema enquanto que GENSMAC2D-PTT obteve resultados
satisfatorios. Foram obtidos resultados para diversos niimeros de Weissenberg e niimeros de
Reynolds Re = 0.1 e Re = 1. Os resultados obtidos com Re = 0.1 mostraram um maior

inchamento do que os resultados obtidos com Re = 1.

O Capitulo 3 apresenta o trabalho desenvolvido para a obtencao de um método numérico
para simular escoamentos viscoelasticos tridimensionais. O método GENSMAC2D-PTT foi ex-
tendido para escoamentos tridimensionais obtendo assim o método GENSMAC3D-PTT. Neste
capitulo sao apresentadas as equagoes governantes para escoamentos cartesianos tridimension-
ais descritos pelo modelo PTT. As condi¢oes de contorno para cada tipo de contorno, o célculo
do tensor extra-tensao no contorno rigido e as condicoes na superficie livre do fluido foram
apresentadas em detalhes. As equagoes governantes sao resolvidas pelo método de diferencas
finitas usando uma malha diferenciada tridimensional. GENSMAC3D-PTT foi implementado
no ambiente de simulacao FreeFlow3D e foi utilizado para simular de escoamentos viscoelasti-
cos tridimensionais com superficies livres. Em particular, GENSMAC3D-PTT foi aplicado aos

seguintes problemas: simulacao de um jato de fluido viscoelastico incidindo numa placa rigida
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plana e simulagao numérica do inchamento do extrudado. Esses resultados sao originais visto
que na literatura pode-se encontrar poucos resultados sobre simulagao numérica de escoamentos

viscoelasticos tridimensionais com superficies livres.

Como proposta de trabalho futuro temos alguns exemplos numéricos de escoamentos de
fluidos viscoelasticos que podem ser simulados pelos codigos desenvolvidos nessa tese. Dentre
esses modelos podemos citar os problemas conhecidos como: contracao 4:1, ‘filament stretching’,
‘squeeze flow’ e ‘delayed swell’. O problema da contracao 4:1 caracteriza-se pelo escoamento de
um fluido através de um canal de diAmetro D que passa a escoar em um canal de diametro menor
Dy = D/4. Neste problema estuda-se o aparecimento de vortices no canto anterior a contragao
(192], [63], [40], [95], [61]). Para que seja possivel a visualizagdo e o célculo do comprimento
dos vortices utilizando esses métodos numéricos deve-se acrescentar uma rotina para efetuar o
calculo da funcao corrente. O problema do ‘filament stretching’ caracteriza-se pelo estiramento
de um bloco de fluido que encontra-se entre duas placas paralelas (|78], [48], [88], |29], |65]).
Inicialmente, as placas encontram-se em repouso e no instante ¢ = 0 passam a movimentar-se
com uma velocidade exponencial. Para simular esse problema serd necessario a implementacao
do movimento de fronteira rigida em funcao do deslocamento da placa no sistema Freeflow2D
para resolver o problema bidimensional e no sistema Freeflow3D para resolver o problema
tridmensional. Com estas alteracoes nos sistemas, acredita-se que seja possivel o tratamento
do ‘squeeze flow’ que aparece em muitas aplicacoes industriais. Neste problema o fluido é
colocado entre duas placas e estas movimentam-se de forma a comprimir o fluido entre elas
([26], [24], [59], [49], [25]). O outro problema possivel de simular é o ‘delayed swell’ no qual
estuda-se o retardo do inchamento do extrudado. Ha poucos resultados numéricos na literatura
tratando deste problema ([36], [37], [41] , [17]); ainda é necessario um melhor entendimento do

comportamento fisico e reolégico deste fenomeno.
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