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RESUMO

Uma grande variedade de materiais sao produzidos e estocados
em grandes unidades que posteriormente sao cortadas em unidades
menores encomendadas por clientes., Evidentemente os processos de
corte estao restritos pela natureza das méquinas utilizadas.

O Problema do Corte de Estoque EBidimensional consiste em
cortar em funggo de um dado obietivo grandes placas de estoque em
determinadas pecas menores satisfazendo a dgmanda dos clientes.
Associado a este problema, aparece um importante sub-problema que
consiste em gerar um bom padrgo de corte para cortar um certo
numero de pecas encomendadas de uma anica placa de estoque.

Este estudo revisa algumas tecnicas que tém sida aplicadas
para estes preblemas incluindo algumas modificagaes. Tambem e
sugerida uma nova representaggo do sub-problema em um grafe-e-ou

que possibilitara outras abordagens para a solucao.

ABSTRACT

A wide varisety of materials are produced and supplied in
large units, that will be cut into smaller order units. Evidently,
cutting processes are constrained by the nature of the machinery
being used.

Two-Dimensional Cutting-Stock Problem consists in cutting the
stock plates into required smaller pieces to satisfy an order
book, in such a way to optimize a given Dbjectivé. Associated to
this problem, there is an important sub-problerm which consists to
generate a good cutting pattern to cut a number of smaller pileces
from a single stock plate.

Thie study reviews the techniques that have been applied to
these problems including some modifications. Also, it sugests a
new and-or—graph representation for the sub-problem which may

provide other approaches to the selution.
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COoRTE DE ESTOQUE BIDIMENSIONAL

INTRODUCAO

PROBLEMA GERAL

A economia de escala faz com que certos produtos sejam
produzidos em grandes lotes, o que torna geralmente mais ecnnamico
a produggn e provisgo de alguns materiais em determinadas unidades
(unidades de estoque).

FPosteriormente, estas unidades de estoque sao cortadas em
diversas unidades menores (unidades de encomenda) em conformidade

com a demanda dos clientes.

~
Considerando-se um processo de producao com estas duas
etapas, aparecem dois problemas distintos associados

respectivamente a cada uma delas.

D primeirb refere—se ao. dimensionamento de unidades
ecnnamicas de estoque, ou seja, gquais os melhores tamanhos em que
as unidades de estoque deveriam ser produzidas? Este problema e
conhecide na literatura como Froblema da Classificagzo (Assortment

Problem), © nao sera tratado neste estudo.

0 segundo problema refere-se a seleggn dos melhores padrges
de corte destas unidades de estogque, ou seja, quais as melhores

formas de se cortar as unidades de estogque para satisfazer a



demanda de unidades de encomenda requerida pelos clientes? Este
problema e conhecido como Froblema do Corte de Estoque
(Cutting—-Stock Problem).

CLASSIFICAQ&G DOS PROBLEMAS

D Problema do Corte de Estoque tem sido categorizado pela
di mensao. Fortanto, o problema unidimensional e aquele em que
apenas uma das dimensaes das unidades de estoque e unidades de
encomenda e relevante. Esta situagzn ocorre, por exemplo, no corte
de barras de aco em qué apenas o comprimento das barras sera
relevante.

Kéntarovich [19391 1inicialmente propos uma formulaggo
matematica do problema unidimensional, sendc publicada em ingles
somente vinte-e—um anos depois. Eisemann [19571 +tratou-o como
Froblema da Apara (Trie Problem), e posteriarmente GBGilmore-~-Gomory
[1961]1 [1963]) como Froblema do Corte de Estogue.

Inumeraos autores, desde entgo, tem estudado o taso
unidimensional e sua aplicagso estende-se ao corte de rolos de
papel, de tecidos, de celofanes, de carpetes, e barras de acao,
tubos metélicos, tibra-de-vidro. Arcaro [1988B1 recentemente

abordou o caso unidimensional sugerindo alternativas aplicaveis a

indistria do papel.

D caso bidimensional similarmente e aguele em que duas das
dimensaes das unidades de estogque e unidades de encomenda sao
significantes na determinaggo da saluggo.

Aplica-se ar corte de vidro, chapas de aco, grafite, +filme
fntogréfico, plésticu, papel, madeira. Tambem pode ser utilizado
como parte do Froblema do Corte de Estogque Tridimensional, por

exemplo na producao de crepe-rubber conforme Schneider [19881].
Uma observacao interessante e certa analogia existente entre
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o Problema do Empacotamento (Packing Problem) e o Problema do
Corte de Estoque: cortar uma unidade de estoque em diversas
unidades de encomenda pode ser visto como anélogo a empacotar
diversas unidades de encomenda dentro de uma unidade de estoque.
Isto aplica—-se, por exemplo no caso tridimensional, ao transporte
de carga ferroviaria e ao empacotamento de corntainers, nao tendo

sido explorado pela literatura como observaram George—Robinson
[19801.

CASO BIDIMENSIONAL

0 FProblema do Corte de Estoque Bidimensional (Twoe—-Dimensional
Cutting—Stock Problem) consiste em cortar em fungzo de um objetivo
grandes ret;ngulcs (placas de estoque ((¥,L)) em determinados
ret;ngulus menores (pecas de encomenda (w,1)) satisfazendo a
demanda dos clientes.

Asseciado a este problema, aparece um importante sub-problema
que consiste em gerar um bom padrgo de corte para cortar um certao

’ P4
numero de pecas de encomenda de uma unica placa de estoque.

0 caso bidimensional ocorre, por esxemplo, no corte de placas

e
de madeira para produzir moveis, no corte de chapas de aco para
fabricacaoc de vigas metalicas, no corte de laminas de vidro em

pecas menores encomendadas.

Alguns autores, como Albano-Sapuppo [19801 e Farley [19881,
estudaram o caso bidimensional aplicado a pecas de encomenda
irregulares (ngo—retangulares). Exemplaos disto ocorrem na
indOstria t;xtil, na construggo naval, e no corte de courgo; e nac
serao tratados neste estudo.

0 material a ser cortado pode ser anisotropico implicando



numa orientaggo das pecas de encomenda dentro dos padraes de
corte, ou isotrépicn nao implicando em nenhuma Drientaggo. Por
exemplo, uma porta ao ser cortada de uma placa de madeira devera
ter suas fibras na direggc longitudinal. For outro lado, a
orientagsn de pequenas chapas de aco encomendadas poderé ser

gqualguer dentro da chapa de estoqgue.

As diregaes dos cortes sobre as placas de estogue seraon
csempre ortogonais; o que reduz a Drientagsn das pecas de encomenda
dentro dos padraes de corte. 0Ou seja, caso o material seja
anisotrépico, a peca de encomenda devera ser cortada na mesma
crientaggu da placa de estoque. Caso o material seja isotrépico
(ou Drtotrépico), a peca de encomenda pnderé ser cortada na mesma
Drientaggc ou na Drientaggn ortogonal a da placa de estoque.

De Cani [19781 cbhservou que ha situa;Ees particulares em gque
2 restriggn de cortes ortogonais acima descrita pode produzir uma
pior solugza para materiais isatrépicos, E DFDPEE um modelo que
permite rutagaes para as pecas de encomenda dentro dos padraes de
corte. Cansiderando—se a particularidade destas situagaes e as
restrigaes dos equipamentos de corte, os cortes nzo—ortognnais naa

L]
serao tratados neste estudo.

0 padrzn pode estar restrito ainda ao numero maximo de vezes
que cada peca de encomenda pode ser produzida de uma unica placa
de estoque. Por exemplo, poderiamos na fig.1l impor um limite de

-

2-vezes para a peca de encomenda 8 que aparece 3-vezes.

CLASSIFICACAD DOS FADRUES DE CORTE

A grande maioria dos processos de corte possuem uma
caracteristica comum; o corte inicia-se de um lado da placa de

scstogue e atravessa em linha reta ate o lado oposto. Este tipo de



corte e devido em grande parte a simplicidade e a restrigaes
tecnicas dos equipamentos.

Um exemplo dele ocorre na industria do papel onde as folhas
sao cortadas com uma guilhotina; por causa distg este tipo de

corte foi denominadop guilhotinado,

Rasicamente os padraes de corte podem ser classificados como
guilhotinados ou nSD—guilhntinadns. Num padrgo de corte
ngn—guilhotinado (fig.1) as pecas de encomenda assumem qualquer
posiczo dentro da place de estoque. As regiaes hachuriadas

representam as perdas de material.

L
S
1 ?
v
L 3
i 2
9
-] 8 8 8
fig.1 - PAbRAO DE CORTE NAO-QUILHOTINADO

Ds pad;oes de carte guilhotinados ainda podem ser

clascificados como segue:

(i)Padrao de Corte Multi-Estagios (ou Nac-Estagiado)

Os cortes sao produzidos em diversos estégios, sendo que o
numero destes nao e limitado.

Num primeiro estégio sac feitos cortes sabre a placa de
estogque em uma determinada direggo de tal forma gque sao produzidos

retangulos intermediarios, por sua vez cortados em direcoes



perpendiculares a direcao do estagio anterior, e assim

sucessivamente ate produzir as pecas de encomenda. Em todos os
Ve . ~ ~ .

estagios, os cortes sobre um retangulo qualquer deverao ir de uma

de suas extremidades ate a sua outra oposta (fig.2).

L]

2

fig.2- PADRAO DE CORTE 8-ESTAGIOS GUILHOTINADO

(ii)Padrao de Corte N—Estégios {(ou Estagiado)

Os cortes sao produzidos em N—estégios.

Temos o caso exato (fig.3.a) e o caso nao-exato ($ig.Z.b)
quando e permitido um estégin posteriaor somente para fazer a

Id ~ . - -~
ultima apara na direcao perpendicular a direcao dos cortes do

estagio anterior.
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fig.3 - PADRAO DE CORTE 2-ESTAGIOS GUILHOTINADO



HISTORICO

Alguns autores estudaram o Froblema do Corte de Estogue
Bidimensional conforme definido anteriormente; outros estudaram
apenas o sub-praoblema associado da geraggo de padraes de corte

bidimensional.

Gilmore—-Gomory [19&65] inicialmente estudaram o caso
bidimensional e o multidimensional com prugrama;go linear,
minimizando o nimero de placas de estoque a serem cortadas e
atendendo a uma demanda minima de pecas de encomenda. Apresentaram
um algoritmo iterativo atraves de programagzo dinamica para gerar
padraes de corte irrestrito em 2(3)—estégius guilhotinada.

Herz [1972]1 apresentou um algoritmo recursivao de busca em
grafo para gerar padrEes de corte irrestrito em multi—estégios
guilhotinado. A tecnica utilizou discretizagaes e limitantes para
a busca no grafo. Comparagaes foram feitas entre o algoritmo
recursivo e dois algoritmos iterativos.

Dyson—-Gregory [1974] estudaram o caso bidimensional aplicado
a produ;go de vidro com prngramagzu linear, minimizando a perda no
corte do material e atendendo a uma demanda minima. Apresentaram
uma heuristica para sequenciamento dos padrEes de corte com o
objietivo de minimizar a descontinuidade no atendimente das
encomendas. Concluiram que os resultados da implementagso com o

~ ~ . ~
sequenciamento de padroes nao foram satisfatorios para aplicacan.

Christofides-Whitelock [1977] apresentaram um algoritmo  de
busce em arvore para gerar padraes de corte restrito em
multi—estégios guilhotinado. Utilizaram programagzo dinamica e o
Problema do Transporte (Trarnspoertation Problem) para produzir
limitantes superiores durante a busca na arvore.

Dutros autores como Ademowicz—Albano [1976&61 propuseram
apruximagEEE para o caso da placa de estoque ter o comprimento bem
maior do gue a largura, e De Cani [19781 estudou particularmente

os cortes n§0~crtngonais. Hinxman [19B0} +ez um exame completo



apresentando uma taxonomia dos problemas e revisando as técnicas
utilizadas para a soluggo.

Wang [1983]1 apresentou dois metodos combinatoriais para gerar
padrEes de corte restrito em multi—estégios guilhotinado e
Farley[ 19821 apresentou dois procedimentos com uma restriggo
adicional no problema dirigido a industria do vidro.
Israni-Sanders [1984]1 estudaram algumas heuristicas e o efeito da
intervengSD humana, e Beasley [19B51 apresentou um algoritmo de
busca em arvore para gerar padraeg de corte restrito
ngo—-guilhctinado=

Reasley [19851 utilizou pngramagEo dinamica em formul as
recursivas para gerar padraes de corte irrestrito em n—estégios e
multi—estégins guilhotinado. Apresentou um algoritmo heuristico

para problemas de tamanho grande.

OBJETO DESTE ESTUDO

Este presente estudo esta dirigido para o Prablema do Corte

de Estoque Ridimensional.

No segundo capitulo serao revistos a formulacao matematica do
problema adaptada a um intervalo de demanda dos clientes que
melhor representa os casos reais, € um metodo de solucao atraves

de programacac linear.

Fara resolver o sub-problema da geraggo de padrges de corte
irrestrito em 2(3)—estégios guilhotinado, no terceiro capitulo
serac analisados algoritmos gque utilizam programagzo dinamica e
metodos enumerativos.

Sera sugerida uma heuristica para gerar o terceiro estégio a

partir do padrao de corte em 2-estagios.
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No quarto cap{tulo sera revisto um algoritmo recursivo para o
sub—-problerma de gerar padraes de corte irrestrito em
multi—estégias guilhotinado, com discretizagEes geradas atraves de
prugramaggo dinamica e limitantes para a busca no grafo.

Sera sugerida uma nova representaggo deste sub—problera em um
grafo-e—-ou (arnd-or—-graph) gue possibilitaré outras abordagens para

a solucao.

No quinto capitula serao apresentados alguns resultados

(o] ~
computacionais das implementacoes, e as conclusoes finais.



FORMULACAO DO PROBLEMA

FORMULACAO INICIAL

0 problema consiste em selecionar © conjunto dos melhores

padrges de corte das placas de estoque de forma a atender a

demanda de pecas de encomenda. Suponha que placas de estoque com

dimensoes (W,.L) deverao ser cortadas em » pecas menores (pecas de

encomenda) com dimensoes (& ,I ) e uma demanda b .
13 1 18

- -~
Define-se= um padrao de corte A coma um vetor

’ ’

fa ,28 ,8 4.-2,2 FJ, onde a e o numero de pecas (w ,1) que
13 2y 9 m) L3 ‘ LY

ocorrem em (H.L).

For exemplo, a placa de estogue ilustrada na +fig.1 Foi

cortada num padrgu onde ccorrem: 1 peca (N1’11)’ Z pecas (ms,lal,
i ) 2 . . 3 }:

1 peca lw4,1‘), 1 peca (NG,Iq;, pecas (N7.17)‘ pecas (“e’la K

se m = 10, logo temos o padrac de corte Af[l,O,E,l,O,I,E,S,0,0J.

Inicialmente entenderemos comc melhores padraes agueles que
nos levam a uma solugsn cuja perda f (pu todas as sobras de
material de todos o5 cortes) seja minima. Define-se a perda
unitaria do padrzo de corte Ajcomo:

c = H.k — L a «(wm.l) {2.1)
3 vy v L

t=41,m

Id ~o . 4 .
Seja r o numero de padroes de corte e ¥ um vetor—de-variaveis

EX oX oX vucssX 5-:23x 17 temos:
177277 g’ j n

[
]



minimizar f = c.x (2.2)
sujeito az: A.x = b
coms x 2 0 , inteiro

onde, ¢ e o vetor-de-perda-unitaria [ci,cz,ca,,..,c,,...,c 7
J n
rd
e o vetor—de-demanda [b1‘bz’b3""’%3""’bm}

e a matriz-—de—padroes [Ax’Az’Aa""’Aj""’An]

b S~

A matriz—de—padraes A tem dimensac m x n, DU seja, ® linhas
correspondendo a » diferentes pecas encomendadas, e nr colunas
correspondendo a n possiveis padraes de corte distintos.

Considerando a grandeza de ®m e as dimensoes das pecas de
encomenda € placas de estoque , a grandeza de r pode chegar a
ordem de milhoes de colunas na matriz A, sendo impraticével gerar
todos estes padraes e resolver este problema de programagso

inteira.

Gilmore—-Gomory [1265] sugeriram a relaxaggn da restrigzo de
integralidade de (2.2), e analisaram o problema atraves de
prngramagsn linear justificando que as solucoes nao—-inteiras
arredondadas poderiam ser satisfatorias. Fropuseram tambem uma
tecnica de geraggo de colunas para a matriz A, que sera vista a

seguir.

GERACAO DE PADROES DE CORTE BIDIMENSIONAL

Froblemas de programaggo linear podem ser, em geral,
resclvidos pelo Metodo Simplex. '
Suponha que se tenha uma snlugga basica factivel para o

problema (2.2) relaxado da restriggc de integralidade, cujio valor

14



da funcao objetivo e dado por:

onde, cg ©0 vetor—-de—perda das variaveis basicas

_1 4 . . ’ .
B e a inversa da matriz—-basica de A

Uma solucao geral do sistema A.x = b pode ser escrita por:

x =B'bp-©TB'A.x (2.4
B J J

JEN

‘< . 4 . .7 . ~ 4 .
onde, N e o conjunto de indices de variaveis nao-hbasicas

Substituindo (2.3) e (2.4) na expresssc da funggn obietivo

f=c.x , obtemos a seqguinte expressgo para todo x / A.x = b:

-1 -1
f = c .B .b— c .B .A.x* c X, =TT =Y (n,A—- cl.x (2.5
B ~ 2 o) L rJ 3 o L J CJ *J
JEN JEN jeN

onde, nt = ca.B1 e o vetor—-multiplicador—-de-Lagrange [ni,nz,..,nm]

A condigzo de otimalidade do Metodo Simplex testa as
variaveis nao-basicas para avaliar se e vantajoso substituir
alguma delas por uma variavel bAsica.

Desde que se quer minimizar ¥, deduz-se de (2.3) a seguinte
condiggo para que uma variavel nao-basica x5 substitua uma

rd rd
variavel basica:

-3f/8x = n.A — < * 0O (2. 6)
J



Substituindo (2.1) em (2.6), temos:

T rr',_..a,Lj - (H.L -} aij.(nt.ﬁ}) = ¥ ((ft,L + wthﬁ).au) - H.L > O
L=1,m i=1,m L=4,m

Seja II. =n + m.] ; temos:
t A9 t 19

H.Aj-— H.L > 0 (2.7)

Como o termo H.L € constante e estritamente positivao, a
estratégia para gerar um padrgo de corte quue satisfaga (2.7) e

maxieizar I1.A.
J

Foi proposto como gerador de padraes de corte o Problema da

Mochila Generalizado (Generalized Knapsack Problem).
maximize g =M .a #M .3 + ... + 1 .a (2.8)
1 1 2 2 m m

sujeito a condicao de que [at,az,...,a J corresponda a um
4 m .
padrao de corte, onde pecas (N,,IL) preencher uma placa de
s 1

estoque (H,L).

FORMULACAO RELAXADA

A formulaggo relaxada do Froblema de Corte de Estoque
Bidimensional e basicamente a formulaggo (2.2) com a restriggo de
integralidade relaxada.

No entanto, algumas alteragaes serao feitas neste modelo
inicial. Alguns clientes ao encomendar determinados produtos

toleram uma certa varia;go na gquantidade final b. Ou tambem pode

16



acontecer de se desejar para determinados produtos uma produ:go
estrategica dentro de um 1limite inferior b! e superior b2
previstos de demanda. Portanto, a producac sera canalizada no

intervalo bl b2 I, como segue:

b1 < A.x £ b2 = A.x + s = b2 = s

bi =< b2 - = $ 5

|
o

(2. 9)

1A
>
Ly
]
o
LA

onde, bl e o vetor-de—denanda-inferior [bli,blz,bfg,...,bi 7
m

~

b2 e o vetor-de-demanda-superiaor [b?t,b22,b28,...,b2m1

~

r'd
s e o vetor-de-variaveis—-de—folga [51’52’53""’5 7
m

Existem algumas vantagens adicionais na inclusao das
variaveis de folga alem de permitir o intervalo de demanda. Sem o
uso delas como em (2.2), qualquer salugzo otima para o praoblema
sera em geral em termos de » padrses de corte, enquanto que com o
uso delas a scluggo otima sera provavelmente em termos de um

numerc menor do que m» padroes de corte.

Gilmore-Gomory [1942] discutiram para o caso unidimensional a
mudanca da funggo objetivo no caso da quantidade produzida paoder
variar dentro de um intervalo [b1,b27, ao inves de ser fixada num
valor b.

Ao produzir-se qguantidades maiores, a perda total pode
aumentar enguanto que a perda percentual, indicadora de eficiencia
técnica, pade diminuir. Foi sugerida uma fungEo objetivo racional
de minimizacap da perda percentual, definida em termos da perda

unitéria (2.1):

pirnimizar ¢ = § (cj.xf) /' xj

j=1.,n j=1,n

17



Foi mostrado que a estrategia Simplex pode ser utilizada para
encontrar a solucao otima neste problema com funcao objetivo

racional.

Alguns autores propuseram ainda a mininizagso de placas
cortadas, ou a ninimizag;o do custo associado as placas cortadas.
Arcaro [19881 propos a substituiggn da fungga objetivo lini:izagzo
da perda percentual pela maxinizag;o do lucre, mais adequada do
ponto de vista economico. Todas estas fungses podem ser adaptadas

para o caso bidimensional.

18



PADRAO DE CORTE 2(3)-ESTAGIOS GUILHOTINADO

2-ESTAGIOS

A maior parte dos casos préticos pertencem a sub-classes mais
particulares do padrgn de corte bidimensional. Do ponto de vista
industrial, uma das sub-classes mais importantes e a gque envolve
apenas cortes guitlhotinados em 2—estégins.

Reescrevendao a expressao (2.8), temos:

masimize g =MN.a +M0.a + ... 1 .a 3.1)
1 1 2 2 m m
- - 3 ~
sujeito a condicao de que fai.az,...,a 1l corresponda a um
7 M - m
~ Ed
padraoe de corte Z2-estagios guilhotinade, onde pecas (w ,1 )
- 9 1

preenchem uma placa de estoque (H,L[L).

Considerando-se inicialmente ¢ caso nao-exato, o material
anisotropico, e o0os cortes do primeiro estagio paralelos ao
comprimento £ da placa de estoque (fig.4.a), a expressao (Z.1) sem

perda de generalidade paode ser resolvida em duas etapas:

(i1} wmaximizar I'I'.L =T Hk.yk s I=1,m (3.2)
kes.
t
\ - -
sujeito a: Y Ik.yk <t
kes
1
CORE y 2 0, inteiro
onde, S =L &k / w £ nw , k=1i,m 7
L k L

19



(ii) maximizar g =Yy n .z

sujeito a: Y Wz = H

i=1,m

cop: z 2 0O, Iinteiro

Dbserve que cada um dos valores l'l',L de 4i) sao obtidos
resol vendo um Froblema da Mochila (Knapsack Problem)
unidimensional onde sac selecionadas apenas as pecas (Nk,lk) cuja
largura W, & menor ou igual a largura da peca (wi,ﬂ}.

Portanto, em (1) tratam—se de » Problemas da Mochila
correspondendoc a uma primeira etapa,; quando » faixas (”t’L) sao
preenchidas com as pecas (Mk,Ik) tal que W < Wy Ao longao do
comprimento L.

Sao calculados » valores I'l',L respectivamente a cada faixa,
que a seguir serac utilizados no Problema da Mochila da segunda
etapa. Ou seja, em (ii) a placa de estoque sera preenchida com as
faixas (”UL) ao longo da largura H. Note que o padrgc de corte

gerado A tem a seguinte expressao:
J

A = fa,a axrgd
. 1!’ 2" k4

cega I = (3.3)
J m

k’

(& iy (@S] <L)

= £ zyi .z,L_. }:yz .zL,..., ):yk .z.‘,..._. ry .z 1

i=g,m i=1,m i=41,m i1=1,m

aonde, @a representa o k—esimo elemento do conjunto Aj

(4 %) 4 . L, ™~ ~
representa a k—esima posicao do vetor-solucao y do

i—ésimo Froblema da Mochila de (i)

%]

d ~ ~
a I—esime posicac do vetor-soclucao =

S
bt



{a) (b))

fig. 4 - PRIMEIRO E SEGUNDO ESTAGIOS

Na proxima secac serao analisados alguns algoritmos para a
L . - . . - . .
solucao de (i) e (ii) e, em particular, uma tecnica que permite

resolver juntos os » Froblemas da Mochila de (i).

PROBLEMA DA MOCHILA

Uma variedade de tecnicas tem <=sido desenvolvidas para
resalver o Problema de Mochila (unidimensionall. Sslkin-Kluyver

{1975] classificaram os metodos nas sequintes categorias:

~ ~ -~
(a) programacac dinamica e variacoes

+

~

(b} programacao ira; branch % bound, algoritmos enumerativos

-~

inte
{(c) busca heuristica, metodos lagrangeanos

(d) aproximacoes em redes

)

Esta classificacao e arbitraria, uma vez que um determinado
algoritmo pode utilizar-se de mais de uma categoria. A tecnica
mais utilizada e programacao dinamica. Bellman [19571 apresentou a

~
seguinte expressao:



FH1(X) = max {r.ﬂui + Fk(x~r.1“1)} ) (3.4)

F (0} = 0O
1
onde, < r = Ix/1 1
L+
1 £ i <nm
0 < x < (L

Gilmore-Gomory [1246%] descreveram um metoda lexicogréfico com
algumas vantagens sobre (3.4), e paosteriormente Gilmore-Gomory
{19651 apresentaram um refinamento de (2.4), envolvendo menos
aritmética, e comparativamente tao velo:z quanto (u} método
lexicogréficc.

Supondo as pecas (w,; 1) ordenadas em relagso a largura w da
forma: u1$ W = wss PR, By seja Ft(t) definido como o resultado

2
de cada um dos m» Problemas da Mochila de (i) em (Z.2):

F(x) = pax {N. » F (x-12, F. (x)}, 1 < I =@ (3.5
1 t | S 1 t-1

1A
]

Fi(O) = 0, 1 =i

Fx) =T .x /17
1 1 1 1

onde, 0 < x < L

Observe que ﬂfx) fepresenta o valor da melhor combinaggo dos
comprimentos ! preenchidos ao longo de um comprimento x < L,
usando apenas as primeiras I pecas (w,Il1), ou seja, com a ordenagSO
das larguras w, entao St = [k / k=1,11 em {i).

Desta forma,; o calculo de Fm(L) implica no calculo de cada
FL(L) para todo i, 0 £ § < m, que por sua ver implica no calculo
de cada Fk(x) para todo x, ©0 =< x =< (. FPortanto, o calculo

recursivo de Fm(L) resulta em cada um dos valaores 1'1‘,L de (i).



Resta ainda dbter-se os valores de y de (i) que serao
utilizados em (3.3). Para isto, faz-se m backtrackings na recursao
(2.5). Asspocia—se inicialmente a F;(x) o indice 1 se x 2 11, e
caso contrario o indice 0. Assim que FJAJ, i>1e computado para
cada x, associa-se o indice i se F}(x)=ﬂ{+Fb1(x—IL), e caso
contrario o indice associadao a Fp4(X)'

Consequentemente, o indice associado a Ft(X)’ qualquer que
seja I e x, e o maior indice r para a qual yiu} 0 na combinagso
dos caomprimentos ao longo de x resultante em F;(x). Finalmente,
para encontrar a Ecmbinaggn resultante em FL(L} procura-se
primeiroc o seu indice associado; se ele for r e r > 0 entan a
peca (wr,lr) pertence a cambinagga e y‘“z 1. |

r
g

Repete—-se em Fl(L-Ir); se 0 seu indice associado for r° (r'=r
s I [ ~
e possivel) e r° > 0, entao a peca (w ,1 ) pertence a combinacao
. P r’ r’ 7
(%N . . ~
e yr*Z 1. Continuando o processo, obtem-se toda combinagac de

comprimentos f” de (3.3).

A segunda etapa (ii) de (%.2) consiste no Problema da Mochila
convencional. Dreyfus [19771 apresentou uma fun;go de programagED
dinamica eficiente para valores relativamente peguenos de N, e
Akink [19832]) descreveu um algoritmo enumerativo permitindo tratar
valares relativamente grandes de H.

Sera utilizado o primeiro metodo, a sequir:

F(x} = max {ﬂ',L + F(x—mi)} ’ I = 1,m= (3.8)
Fi(x} = 0 , x = 1,(m1—1)

onde, 0= x = H
Dhserve que F(x? agora representa o valor da mel hor

comhinag;c de larguras w preenchidas ao longo de uma largura x =
4, usando todas as pecas (w,l). Desta forma, o calcula de F(x)

implica nos calculos de F(x'2, x < X Fortanto, o calculo



recursivp de F(H) resulta no valor ¢ de (ii).
Fara se obter os valores de g’de {ii) que seraoc utilizados

em (Z.3), far-se apenas um backtracking na recursao (Z.6)

Ve 4
comecando com o indice associado a F(K), de forma analoga ao que

foi feito anteriormente.

CDNSIDERAQ&ES GERAIS

Algumas consideracoes serao feitas com o cbjetivo de melhorar

a eficiencia da implementacac dos dois algoritmos descritos.
~y
< 0 poderan

Dentro de uma iteracao as pecas (w ,1 ) cujo 1 =<
i - Q’ a a
ser eliminadas.

Da mesma forma, dadas duas pecas (NQ,IQ) e (w ,Ib) em (171, a

-

segunda peca poderé ser eliminada se IQ < Ib e ﬂa P ﬂb
Analogamente, dadas duas faixas (MQ,L) e (Nb,L) em (ii), a segunda

faixa podera ser eliminada se w = W oe n =1
a (=4

’

Como os algoritmos manipulam numeros inteiros, e conveniente
o uso do maximo divisor comum (mdc) transformando o problema num

outro equivalente com dimensoes possivelmente menores.

Fara evitar mﬁltiplas smlugaes, ou sela, diferentes cahinhos
conduzindo a uma mesma solug;o étima, e conveniente designar ume
ordem arbitraria na qual as pecas sac escolhidas. For exempla, as
pecas serao escalhidas na ordem nao-decrescente de seus

respectivos Il.

Convem ressaltar que o resultado em (Z.2) e funcao da ordem
dos dois estagios definidos nas etapas (1) e (ii), ou seja, se ao

4 . . ’ . .
contrarioc, os cortes no primeiro estagio forem produzidos



paralelos a largura H da placa de estoque (a primeira etapa (i)
produzindo » faixas (H,IJ ), e em seguida, os cortes do segundo
estagio forem produzidos paralelos ao comprimento L da placa de
estoque (a segunda etapae (ii) combinando as faixas (H’Ii) ao longo
de L), entao o resultado possivelmente nao sera o mesmo do gque foi
inicialmente proposto em (Z.2). Note que isto nao é vélidc se a

placa de estoque e as pecas de encomenda forem quadradas.

D caso exato e um caso particular do caso nao—exata. Fara ser
resolvido basta substituir na expressaoc S =0k / wks w, k=l,ml de
t t

(1) em (3.2) a cnndiggo wk= NU

Se o material for isatrépicu, em cada padrzo de corte as
pecas (w,1) nac precisargn mais estar orientadas com a placa de
estoque. A etapa (1) consistira em 2% Problemas da Mochila com
dimensao 2w, correspondendo a » faixas (w,L) mais m» Ffaixas (1,L)
que deverao ser preenchidas com m pecas (w,l) mais m pecas (1,wm)
ao longo do comprimento L.

A segunda etapa (ii), portanto, consistira em mais um
Froblema da Mochila com dimensao 2m, carrespondendo an
preenchimento das 2r» faixas ac longo da largura H. 0Os algoritmos e
as cunsideragaes descritos para o material anisotrépicn sao

' ”
validos para o material isotropico.

TERCEIRO ESTAGIO

Outra sub-classe importante dao padrgc de corte bidimensiaonal
do ponto de vista préticn e a gue envolve cortes guilhotinados em
3—estégins. Problemas deste tipo aparecem na produggg de. papel e

de vidro.

)
U



No primeiro estégio a placa de estoque e cortada na direggo
paralela ao comprimento L resultando em faixas (p,L)

No segundo estag1o cada faixa e cartada na dlrecao paralela a
largura # resultando em retangulos intermediarios (p,q.).

Finalmente no terceiro estaglo cada retanguln e cortado
novamente na direggo paralela ao comprimento L[ resultando em
nﬂ,qf, que apés uma apara {(caso nan—exato) resultam nas pecas
(ﬂfli). Um exemplo desta sequéncia de cortes esta ilustrada na

fig. 5.

L
a 2
(w, L)
p 9 'y
w 1 1
2
fig.5 ~ CORTES EM 3-ESTAGIOS

~ 4
Seja a um vetor com ® inteiros nao—negativos. Um numero
finito destes vetores satisfazem a condicao ao.m = H. Seija P
definido como todas as possiveis discretizacoes p = a.w em H, ou

seja, P = L p / p £ H *.

Anal ogamente a 2—estégios,'para se resolver um problema de
3—estégios basta resolver numa primeira etapa um problema de
2—estégios para cada faixa (p,i) obtendo-se para cada uma um valor
associado I1°.

Resta entgo, numa segunda etapa, resolver um Froblema da

Mochila igual a (11) com dimensao igual a P, e cujas larguras «
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correspondem as discretizacoes p.

4 ~ e
Observe que dependendo do numero de discretizacoes possiveis,
a tecnica descrita acima pode ser muito dispendiosa. A seguir sera

discutida como alternativa uma heuristica para o terceiro estagio.

TERCEIRD ESTAGID HEURISTICO

A heuristica a ser descrita permite encontrar uma solucao
sub—otima bem economica do problema de 3F-estagios fazendo algumas
pequenas alteracoes nas duas etapas (i) e (ii) do problema de

2-estagios.

SupSe~se da mesma forma, que para cada faixa (Nt’L)’ um
conjunto de pecas (Nk,lk) tal que mks M sao selecionadas para
cada I de uma primeira etapa.

A heuristica consiste em supor que para uma determinada peca
(ww,lw) com fwtlwkl = ¥y entac esta poderé preencher a faixa
U%,L) sobrepondo-se y vezes ao longo de Moy conforme ilustrado na

fig. 6.
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(w_ ,L
k k
vi? < L 3
1 w. o,
k k
9
1 1§
2
fi.g.6 - TERCEIRO ESTAGIO HEURISTICO

Fortanto, para cada pece (mk,lk) temos:

m

nk'[”t/”k] (3.7)

;k y - Lm /T (3.8)

Substituindo ﬁk em (i) de (3.2) e ;k em (3.3), temos
novamente o problema de 2~estégios para ser resolvido em duas
etapas com os novos valores de (3.7) e (3.8).

Sem perda de generalidade, se W < W L .ea = B entaco
tratam-se de » Problemas da Mochila (com dimensao variavel i=1,=)}
na primeira etapa e mais um na segunda etapa {(com dimensag = =)
que pndergo ser resolvidos atraves do algoritmo da expressgo

3.6) =



PADRAO DE CORTE MULTI~ESTAGIOS GUILHOTINADO

Os padraes de corte multi—estégics guilhotinado podem ser
gerados resolvendo-se um Froblema da Mochila Generalizado.

Reezscrevendo a expressac (2.8}, temos:

maxImizZe =MN.a *N.a +* ... 0 .a (4,
. g 1°% 2" %2 m” % 1
sujeita a condicae de gque [al,az,.,,.a ] corresponda a um
’ ) Tom
padrac de corte wulti-estagies guilhotinade, onde pecas

u%,zt) preencher uma placa de estoque (H,L).

Ds metodos para a solugga de (4.1) nao sao ecnnamicos
comparados com os do problema (3:.1) no capitulo anterior.
Gilmore-Gomory [19&6]1 apresentaram dpois algoritmos atraves de
pragramaggo dinamica para o problema (4.1); um algoritmo basico e
um refinamento dele. Os algoritmos sa0 iterativos, nao utilizam
limitantes na busca da soluggu otima e ocupam grande espaco de

memoria.

Herz [19721 apresentou um procedimentc recursivoc e comparou—o
com ps dois algoritmos anteriores. Mostrou a desvantagem do
algoritmo bésicn no némero de leoopings 1internos, e que o
refinamento nao leva a uma scluggu corrata. Alem disso,
transformou o procedimento recursivo em um i1terativo similar e
comparcu—-os. 0 recursivo foi de ordem de 204 mais répido que o

iterativo nas implementacoes.
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REPRESENTACAO EM GRAFO-E-OU

Certos processos de busca consistem em percorrer caminhos num
grafo direcionado cujos nos representam um estado do problema e
cada arco representa a relagga entre os estados por ele
conectados. )

Considere a placa de estogque como um estado inicial e as
pecas de encomenda como estados finais. Considere ainda um
processo de busca que devera procurar um caminho atraves de um
grato, partindo do estado inicial e terminando em um ou mais

estados finais.

Um conjunto de cortes horizontais e verticais do tipo
guilhotinado pode ser produzido sobre a placa de estoque ((0) da
fig.7) correspondendo ao grau de ramificagsg ~do estado inicial.
Para cada um dos cortes resultam dois reténgulos sucessores (AR e B
da fig.7) correspondendo aos estados intermediarios. Observe gue
cada um destes cortes representam um movimento (cu arce) do estado
inicial ate estados intermediarios ((1) da +ig.7).

Assaciadas a cada movimento existem algumas regras, tais como
diregSD do corte, restriggu de simetria, Qrdenaggg dos cortes. Um
sub—conjunto de cortes pode entac ser produzido sobre cada um dos
ret;ngulas resultantes, e assim sucessivamente, ate encontrar uma
ou mais pecas de encomenda como estados finais.

Note que neste processo frequentemente resulta o mesmo estado
{ou reténgulo) gerado através de diferentes sequéncias de cortes,
O gque evidencia o fato de nao se tratar de uma busca em arvore (C
da fig.7).

Uma representa;go do processo descrito e o grafo—e—ou
{and—or—graph) ilustrado na fig.7. Um grafo-e—-ou e um tipo de
estrutura usada para representar solugaes de problemas que podem

ser resolvidos decompondo—-os num conjunto de problemas menores,

i
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todos os quais devendo ser resolvidos.

Esta decomposiggo (ou reduggo) gera arcos chamados arcos—e
(and—arcs) que neste caso serao aos pares correspondendo aos dois
ret;ngulas praduzidos por um corte sobre o estado antecessor.

For outro lado, em cada estado podem suceder diversos
arcos-ou  (er—arcs) indicando uma variedade de caminhaos (ou

ossiveis cortes) atraves de um dos uais O roblema original
$

podera ser resolvido.

Um caminho completo neste grafo representa uma sequ;ncia de
cortes sabre um estado inicial resultando em um ou mais estados
finais.

D caminho a ser escolhido sera aguele cujo wvalor g de (1)
associado a todas as pecas de encomenda geradas neste for maiar.
Este caminho representa o©o wmelhor padrge de corte do estado

inicial.

(O)

1)

— ~
L]

fig.? - GRAFO-E-OU



Este grafo-e-ou a ser percorrido, em principio, deve ser
construido através de regras que definam os movimentos permitidos
no espaco do problema.

Na prética, o grafo paode Sér muito grande e uma parte dele
pode nao precisar ser explorada. Ao inves de construi-lo
explicitamente e depois expluré—lo, um programa de busca pode
representé—lo implicitamente nas regras e gerar explicitamente

apenas as partes que ele decidir explorar.

PROCEDIMENTO RECURSIVO

Seja a um vetor com ®» i1nteiros nao—-negativos. Um numero

’

finito destes vetores satisfazem a condicao a.w <= p e o mesmo e

verdadeiro para a.l! £ g. Sejam P e A definidos como todas as

possiveis discretizacoes num retangulo (p,q’, tais que:

P
Q

IA

[ a.a0 / O

L a.l /7 a.l <

(4.2

Herz [1972] demonstrou que para qualquer padrgu de corte
sabre (p,q?, existe um padrgc de corte com valor maior ou igual ao
primeiro e com todos os cortes em £ e @&,

Isto reduz os exames envolvidos no algoritmo para o processo
finito de percorrer P e &. Um padrgn de corte com todos os cortes

r ~o ~
em P e & sera chamado padrao de corte caronico.

Lim padrgn de corte cananicn particular e aquele que envolve
apenas uma peca de encomenda (Nt’lt" s cortes pertencem ao
sub—coniunteo [ﬁfih%,Zwu..gJ de P e ao sub—conijunto
flt’ZIt’zlt"“J de Q. Este padrgg e chamado padrzo de corte

ROBOGEREO .



SIMETRIA

Para um ret;ngulo (p,q?, san possiveis p-1 cortes ao longo da
largura p e ¢—1 cortes ao longo do comprimento g. Partanta, o no
correspondente ao retangulo (p.q? produziré p+g-2 ramificagses,
gerando duplicaggo de ret;ngulcz nos nOs sucessores por causa do
efeito de simetria. Estas duplicagaes podem ser facilmente
eliminadas.

Suponha um corte horizontal p° sobre (p,q), produzindo dois
ret;ngulas {p',q) e (p—p’',q). Obviamente, estes dais ret;ngulos
tambem podem ser produzidos por outro corte horizontal p-p’,
simetricamente oposto ao primeiro corte com relaggn a (p,q).

Isto pode ser evitado sem perder a generalidade, simplesmente
limitando os cortes horizontais em [p/2]7 e os cortes verticais em
Lg/27.

EXCLUSAD

Observe gue as consideragaes de simetria aplicadas a um
padrgo de corte cananicn reduzem o processo de percorrer P e @&.
Foi assumido implicitamente para qualquer peca (ﬁ,li) que nks H e
IL < L. No entanto, alguns dos retaagulos intermediarios (p,q?
gerados durante as recursoes podem ser menores gue determinadas

pecas . Reescrevendo (4.2) temos:

= L a.mw / (1 2> q=>a=0) e (.0 < p/2) 7 (4.3
£q t 18

P
AR = f a.l / (w > p =>a0=0) e (a.l £ g/2) 7
Pq i i

Os conjuntos de (4.73) podem ser reescritos de uma forma mais
pratica para a geracao deles. Tomemos inicialmente qu. Seja uma

funggo f () = max(l.L /<ﬂ}0) y D 2 i £ m», Define-se:
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F(x) = mIin{ f'(a) / o.mn = x), Vxebf (4.4)

qu = x5/ x £ pl2, F(x) £ g 1

Similarmente para qu sy SEja a funggo g’ ' (a) = nax(Nt / at>OJ,
0 < i < m». Define—-se:
G(y} = min{ g'(a) / a.l = vy2, Y ve@

qu =Ly /vy £q/2, G(y) <p 1

Como F e G nao dependem de p e ¢, elas podem ser computadas no
inicio. Christofides—ﬂﬁitlnck [19771 apresentaram uma fungED
recursiva Fk(x) tom 1 = i < pe O =< x £ p/2 que resolve (4.4),

Uma pequena alteracao foi feita sobre a funcao original com o
obijetivo de facilitar a implementagzu. Assuma que as ® pecas estao

~
na ordem nao—decrescente de suas larguras u :
L

F (x) = pin( F (x), max{( 1 , min(F (x—k.w )} ) ) (4,5)
1 -1 1o L 1
onde, 1 2 & = [x/nf], £ Inteiro s X = W
F (x) = F (x) s 1 £ x <
L 1-1 1
F (O) = 0O s I 20
L
FO(x) = Iinfinito s ¥V x

Note em (4.5) que se F (x?2 £ q , entac x pertence a qu e
m
representa a soma das larguras wm de uma combinacao de pecas
A9
(w o1 2, cujos respectivos comprimentos I sao todos menores ou
[ L

iguais a g- A funggg G(y) e o conjunto qu podem ser gerados de

maneira similar.



ESTRATEGIA BRANCH & BOUND

A estrategia branch & bound consiste em gerar caminhos
completos durante a busca, e retornar o melhor caminho encontrado.
Cada caminho deve ser explorado verificando se o seu valor parcial

~ . . / ~
nao o torna pior do que o melhor caminho encontrado ate entao.

~
A recursan a ser descrita gera ps caminhos de busca a partir

do ret;ngulo (p,q). Os pnssiveis padrBes de corte em (p,q’ sao:

(a) a padrgo de corte cananico homog;neo.

(t) qualguer padrgo de corte canonico cujo primeiro corte e
horizontal e os cortes restantes tém gqual guer direggg para cada um
dos ret;ngulos resultantes.

(c}) gualquer padrgo de corte cananico culjo primeiro corte e
vertical e os cortes restantes tém qualquer diregEo para cada um

dos ret;ngulos resultantes.

0 padrgn de corte otimo para o problema (4.1} e escolhido
comparando-se os valores g de todaos os padraeg gerados nos  itens
anteriores. As recursoes ocorrem obviamente nos itens (b) e (c).

Considerando—-se que a busca percorre um grafto, um mesmno
ret;ngulo (p,q} pode aparecer em diferentes caminhos durante as
recursoes ((C) da fig.7). E aconselhavel armazenar o seu valor ao

inves de recomputa-lo em cada vez que aparecer. Define-se:

= pax( x / x £ p, x € P) (4. 6)

1A

po
9,7 gax{ y [/ vy Gy, ¥ € &)

" Como os padraes de corte de (p,q) e (po,qo) tém o mesmo
valor, entao basta memorizar os valores somente para os elementos
de P e Q.

Convem ressaltar gue a memorizagzo e fundamental para a

performance geral da algoritmo recursivo.
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LIMITANTES SUPERIORES

Un limitante superior para um ret;ngulo (p,q) pode ser usado

para reduzir o espaco de busca sem perder a soluggo otima. Seja:

uip,q) = (p.g) . aax(ni/(w‘.hﬁ) . com I = 1,.m (4.7

Ac se procurar o padrgn de corte otimo para (p,q} atraves de
todos os padrSes possiveis para (p,q), a busca deve interromper
assim gue se tenha encontrado algum padrga de corte cujo wvalor
sejia igual & ulp,qgl em (4.7).

Suponha que em determinado momento, o melhor valor encontrado
ate entao para (p,q?} seja v, e que apés um corte horizontal em r,

o valor étimo computado para o ret;ngulo (r,q) e w. Sejar

Note que se voZ uip-r.q’ e inutil investigar o outro
ret;ngulo (p-r.ql.

Suponha novamente gue v e o melhor valor encontrado ate entac
para (p,q’, € Que v < Yoo EntED9 sera inotil investigar (p-r,gq) se
V,~ @ z uip-r,ql. Como consequéncia, =1=) voz uir.qgql? + ulp-r,.q’),

sy o F I'd -~
entao tambem sera inutil investigar o retangulo (r.gl-

Em alguns casos o grafo pode ser muito grande e o tempo
associado a busca excessivo. D uso de limitantes arbitrarios pode
tornar pnssivel obter snlugaes sub-ptimas mais répidaE‘ Nestes
casos, deve-se definir limitantes atraves de alguma heuristica que

conduza a solucoes bgas.



ALGORITMO RECURSIVO

0 algoritmo recursivo sera descrito abaixo em pseudo

linguagem estruturada.

0 tracado da snluggc otima e uma simples fungga recursiva
para retornar da memaria o vetor—solugga a de (4.1). Para ista, a
{unggm percorre somente o caminho otimo desde (H,L} armazenado na
memoria pela rotina de recursao.

Extensivamente, pode fornecer a sequ;ncia dos cortes e

desenhar o padrao de corte otimo.

{ ipicio do algoritmo recursivo 2

r

i parametros g, H, L, Wy It' ﬂt, com I=1l,m %

construa F, G, P, @ para (H,L) (4.4) (4,5}

compute g¢g = recursga(ﬁ, L, (4.1

compute @& tracado da sclugzc otima (4.1}

r

{ fim do algoritmo recursivao 2

{ inicio da rotina de recursao 2

{ parametros p, q;, Yo ¥

ulp,q’ (4.7)

o retorne sem solu;ao

se v =z
°~

enta
caso contrario

inicio

compute (4.6)

p Py qo
se o retagulo (po, qo) existe na memoria

. P rd _
entaoc retorne com solucao da memoria
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caso contrario
inicio
{ cortes homngéneos }
enquanto a solu;ED nao for otima faca para cada padrzo
inicio
compute um padrgo de corte homagéneo

armazene a melhor solucao v

fim

{ cortes horizontais 2}

enquanto a solucao nao for otima faca para cada re P
P

.
inicio

compute recursaofl{r, q, max(v,vo) ~ ulp-r,ql
compute ¢ = w + recursaol(p-r, Q. aax(v,vo)—w))
armazene a melhor solucao v

fim

{ cortes verticais 2}

enquanto a solucao nao for otima faca para cada re Qp

s
inicio

L}

compute recursac(r, q, max(v,vo) - ulp,qg-rJiJj
compute ¢ = w + recursao(p, q-r, nax(v,vo)—w))
armazene a melhor solucao v

fim

armazene na memoria a melhor solug’éo v de (po,qo)
retorne com melhor solugso v
fim

fim

{ fim da rotina de recursaoc 2



ORDENACAO DOS CORTES

Suponha que num determinado no um ret;ngulo (p,q) sofre um
corte horizontal r produzindo daois ret;ngulos (ro,q) e (p—-r,ql.
Suponha ainda gue num no sucessor o retanguln resultante (p-r,q)
sofre um corte horizontal s, r £ 5 £ [(p-r)/217 produzindo mais
dois ret;ngulos (s,q) e (p-r-s,q).

Observe que estes tres ret;ngulos (r,q), (s,q) e (p-r-s,q)
paderiam ter sido produzidos fazendo-se primeiro o corte
horizontal s saobre (p,q), € em seguida o corte horizontal r sobre

(p—s,q7, conforme ilustrado na fig.B.

Este tipo de duplicaggo paode ser evitado sem perder a
generalidade simplesmente introduzindeo uma ordem arbitraria nos
cortes.

For exemplao, se& um ret;ngulo sofre um corte horizontal ¢,
entao todos os cortes horizontais subsequentes scbre os dois
ret;ngulas resul tantes deverao ser maiores ou iguais a t. Esta

restricao impoe limitantes inferiores para os cortes subsequentes.

Para implementé—la na algoritmoc recursivo acima descrito,
basta substituir para os cortes horizontais a condigzn "faca para
cada r € qu"-por "faca para cada r tal que r € qu e r =z t "y
onde t representa o corte horizontal produzido no no antecessor. O
valor de +t pode ser passado do né antecessor para os nés
sucessores atraves de um simples par;metro de valor na rotina de

recursan.

Observe que a nrdenaggo dos cortes descrita reduz o
grafo—e-ou da fig.8 numa arvore-e-ou {and—or—tree), mas nao altera
o grafo-e-ou da fig.7.

Portanto, a representaggm do problema continua sendo um
grafo-e—ou com tamanho reduzido. Frocede-se de maneira similar

para os cortes verticais.
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P
R
q
N
L |
r | q
x
p-r p-s
<+ D
q
L a4
s q
N
p-r-&
fi,g.ﬂ - SEM ORDENACAO NOS CORTES HORIZONTAIS

HEURISTICA PARA PROBLEMAS GRANDES

Beasley [19851 sugeriu uma heuristica para reduzir o custo
computacional de problemas com os caonjuntos P e Q@ grandes.

Redefine-se P e 2 de (4.2) de +orma que eles se tornem
menores. Sera ilustrado a redefiniggo de P (note que a redefinigzo

de @ e similar).

Seja M um limitante da dimensac de P s tal que die (P} = H. H
pode ser determinado considerando—-se o numero de operagaes (ou

capacidade de armazenagem) requerido pela rotina de recursao, e
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escolhendo—se o maximo numero de operacoes (ou maxima capacidade
de armazenagem) que se considere computacionalmente viavel. Para

se redefinir P usa-se o seguinte procedimento:

(1) Seja N = [1,2,...,1 , onde N representa as pecas de
encomenda.

(2 P =T x/x

T OB 1 = x =KW - min(mj/jeﬁ), a,Lz o fnt. e ieN7

ieN
(Z) Se dJdim(P) < H , entao pare com FP; caso contrario faca (4)

(4) Defina: mj = min( ”i / I N )

N =HK-[(il e faca (2)

BRasicamente, este procedimento descrito vai éliminando a peca
de encomenda I com menor largura w,L do conjunto N até que o
conjunto P tenha a dimensac desejada M. Obviamente, com esta
redefiniggo de P e @ nao se pode garantir que a suluggn sera

otima.

CONSIDERACOES GERAIS

0 procedimento recursivo e valido para gerar padraes de corte
irrestrito, ou seja, guando nao ha limitantes para o numero de
Dccrr;ncias de cada peca de encomenda na soluggu. Esta suposiggo
torna possivel considerar material isotrépico e anisctrépicn {com
diregaes ortogonais) ao mesmo tempo.

Suponha que algumas pecas devem ter uma orientagzu

horizontal, enquanto que outras podem ter orientacao horizontal ou
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vertical. Portanto, basta duplicar as ultimas com as dimensoes
trocadas, e tratar o problema como se todas as pecas fossem

- L) ~ 3
diferentes e devessem ter uma orientacao horizontal.

0 procedimento recursivo utiliza basicamente busca em
profundidade primeiro (depth-first-search), que pode ser visto
claramente atraves de uma representaggo do problema em grafo—-e-ou.

Existem outras alternativas a serem exploradas para uma busca

mais eficiente.

ALGORITMO AD*

Rich [1982] descreveu o algoritmo AO* de busca heuristica em

grafto-e—ou.

Em sintese, percorre—se o grafo partindo do no iniciel e
seguindo o melhor caminho, e acumula—-se o conjunto de nos deste
caminho gue nao foram ainda expandidos.

Escolhe-se um deles e o expande. Adiciona—-se ao grafo os seus
sucessores e se computa um valor para cada um deles atraves de uma
funggo de avaliaggu. -

Altera-se o valor do no recentemente expandido, para refletir
a nova informaggo proveniente dos seus sucessores. FPropaga-se
estas alteragaes regressivamente (backward) atraves do grafo. Em
cada no visitado durante esta prqpagagzo, decide—-se qual dos seus
arcos sucessores e o mais promissor e se marca-o como parte do
melhor caminho atual. Isto deve causar alteragza no melhor caminho
atual. Os nos expandidos devem ser re-examinados para que o melhor
caminho seja selecionado. E importante que os seus valores estejam

bem estimados, o que implica na necessidade de uma boa escolha da

funcao de avaliacao.



A adaptaggo deste algoritmo aoc Problema do Corte de Estoque
Bidimensional depende de uma boa escolha da funggo de avaliaggn.
Melhores resultados tem sido encontrados ao experimentar—-se uma
busca hibrida, ou seja, combinando-se gutras buscas dentro do
algoritmo AOx.

Uma tecnica que tem se mostrado eficaz e a busca estagiada
(staged search) descrita em Pearl [1984]1 que basicamente combina
duas estratégias diferentes: "subindo-morrao" (hill climsbing) com

"busca—o-melhor—-primeiro" (best—first-search).

iz trabalhos ainda estao em andamento, e nao serao analisados

neste estudao.



RESULTADOS COMPUTACIONAIS E CONCLUSOES

Os algoritmos foram caodificados na linguagem de prugramaggo
PASCAL e os tempos de execuggo referem-se a utilizaggu de um
micro—computador do tipo IBM-PC.

0 material sera suposto anisotrépico, ou seja, nao se permite
rctagEes das pecas (thh) dentro da placa (W,L). Os cartes serao
do tipo guilhotinado e a direcaoc dos cortes do primeiro estégia

pcderé ser paralela a largura H ou ao comprimento L.

Nas tabelas 2 e 5, o0s resultados exibidos correspondem a
solugges arredondadas. A Ultima coluna refere-se ao tempo de
execugso de todas as iteragaes do algoritmo Simplex.

Foi implementado uma heuristica de corte da maneira descrita
por Gilmore-Gomory [12631 que interrompe o algoritmo Simplex caso
a converg;ncia torne-se lenta. 0O criterio utilizado foi parar
quando em 10 iteragaes a perda nac se reduzir em O.1%.

Adotou-se tambem uma tolerancia de 0.1% para a :Dndiggo de

otimalidade discutida no segundo capituio.

Os tres problemas A,BR,e C da tabela.l possuem respectivamente
B = 58 = 10,e p = 20; e um intervalo de demanda [b1,b2]1. A placa
de estoque (M, L) esta dispnnfvel para cada um dos prablemas em

quantidade supostamente ilimitada.

A tabela.? mostra os resultados computacionais da SDlu;;D dos
problemas A,B,e € utilizando os algoritmos para carte em
2—estégins, 3—estégios heuristicu, e multi—estégios. Dmax
representa, apenas para o corte em multi—estégios, o0 nGmero maximo
de discretizagses, ou seja, 0 maior nimero de elementos dos

conjuntos P e Q.
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A B C demanda

] 1 ] I & 1 b1 b2
30 60 X0 &0 30 60 100 100
60 &0 60 &0 60 60 100 100
20 45 20 45 20 45 200 200
45 135 45 135 45 135 100 150
&0 45 &0 45 60 45 100 200

50 100 S0 100 100 100

79 50 75 S0 100 100

75 75 75 75 180 220

S0 120 30 120 200 200

100 115 100 115 108 132

50 60 100 100

75 60 100 100

100 45 200 200

45 115 160 150

60 120 100 200

S0 {0 10G 100

g0 75 100 100

30 75 180 220

o0 135 200 200

45 30 108 132

placa disponivel (H,L) = (170,230)
TABELA & ~ PROBLEMAS A,B,C

numero dmax perda ’ placas numero numero tempo
estagios %) cortadas padroes itteracoes (min}

B =035

2 - 1.5 6é6 S 13 0.1

3 - 10.4 65 4 12 0.1
multi 12 9.8 65 4 14 0.4
® 10

2 - 7.5 185 10 30 0.6

3 - 7.1 182 9 27 0.6
multi 30 6.6 181 10 39 4.3
r = 20

2 - 4.0 352 i8 2?1 5.7

=z - 3.8 348 20 119 7.5
multi 35 3.3 351 18 154 42.9

TABELA 2 - RESULTADOS COMPUTACIONAIS (prob.A,B,C)
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Observe que na solucao do problema A a perda em
multi—estégios e inferior a perda em 3—estégios, apesar do namero
de placas cortadas ser o mesmo.

Isto indica que a soluggo em multi—estégios produziu mais
pecas do que a outra, obtendo assim um melhor aproveitamento da
mesma area representada pelas placas cortadas. Evidentemente, este

~ - -
aumento de producac respeita o intervalo de demanda de cada peca.

Observe ainda que na soluggu do problema C o namero de placas
cortadas em 3—estégias e inferior ao multi—estégios; o que nao
implica numa perda global menor.

Uma vez que estamos minimizando a perda de material e nao o
numerc de placas cortadas, basta verificar que:

0.038 * Z48 > 0.02% * Z51

Uma nutré observaggo e o aumento sensivel do nimero de
iteragaes em fungso do aumento do n&mern de pecas =.

Nestes tres hrublemas, a perda percentual decresce conforme

se aumenta o numero maximo de estagios permitidos.

BRealey [1985] gerou sub-problemas aleatorios restringindo as

dimensoes das pecas I da seguinte forma:

0.25 # W <= W <= 0.75 * H (5. 1)
0.25 * L <=1 <= 0.75 % [

Conforme os séus resul tados, alem do numero de discretizagaes
associado a cada sub—-problema gerado ter sido relativamente
pequenc, as solugaes N-estagiadas comparadas com as
mul ti-estagiadas resultaram pouco diferentes.

=

Sera proposto um outro intervalo para substituir (5.1) que
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dificulta a solucao do sub—-problema, mas representa melhor casos

reais:

0.15 * H <= . <= 0.60 * H (5.2)

0.15 * L <= .I,L {= 0,65 * L

Usando (5.2) {foram gerados 7 prablemas aleatérias comm = 10
e demanda 100 <= b,L <= 1000. Os problemas 1,2,e I aparecem na

tabela.¥ e os problemas 4,5,e 6 na tabela.é4.

1 2 3

H L o L H L

100 156 2052 294 318 473
i 1 b W 1 b (] 1 b
27 32 704 130 130 566 141 128 - 336
16 50 435 49 134 363 109 151 489
47 &6 164 45 o2 178 76 142 187
37 44 797 64 134 77 204 124 192
31 51 246 I8 100 ~74 110 145 750
47 51 322 121 144 44 142 148 Q20
48 44 234 48 123 851 g2 238 383
49 45 899 83 79 939 169 75 920
o2 78 109 42 187 769 165 185 378
21 87 713 112 92 409 162 184 ?81

TABELA 3 - PROBLEMAS 1,2,3

A tabela.S mostra os resultados computacionais dos problemas
1,2,3,4,9,6,7 com cortes em 2—estégios, 3—estégios heuristico e

” .
multi-estagios, conforme anteriormente.

Com o objetivo de testar a heuristica sugerida por Beasley
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[1985] e descrita no capftuln anterior, dmax foi inicialmente
limitado em # = 100 para os cortes em multi—estégios.

Observe que nos problemas 2,3,e 7 estas snlugaes sub-otimas
resultaram em perdas maiores do que as encontradas sem limitar

dmax. E inclusive maiores do que as solucoes em 2(3)-estagios.

4 ] &

K L H 4 W L

501 S56 750 806 507 999
w 1 b w 1 b # 1 b
136 113 513 205 163 704 116 488 225
81 177 420 121 257 435 108 176 715
237 237 193 356 343 1464 182 332 656
184 1673 ?11 276 236 797 275 5BB3 199
153 182 351 230 2464 2446 229 449 487
233 183Z 441 I50 264 322 20 619 151
241 155 183 I61 225 234 238 979 750
246 140 225 36 232 899 179 360 824
294 278 161 445 404 109 10X Go1 436
103 310 999 155 449 713 192 396 135

TABELA 4 - PROBLEMAS 4,5,06
Ds tempos de execuggo (vide tabela.S) dos cortes em

multi—estégios sac bem maiores que as 2(3)—estégius; o que tambem
verifica-se nos tempos medios por iteragED.

E de se esperar que nos cortes em multi—estégias o custa por
iteraggm esteja relacionado com drax. No entanto, nos problemas 2
e 3, apesar dos dmax associados serem aproximadamente iguais, o
tempo medio par itera;;n nos dois problemas foi bem diferente. 0O

~
que caracteriza uma certa imprevisao da busca no grafo.
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numero

dmax

perda

placas

numero numero tempo
estagios %) cortadas padroes tteracoes (min)
1 (W, L) = (100,156)
2 - 11.7 &01 10 8 0.2
3 - 11.1 S99 10 10 0.3
multi &3 8.5 280 10 16 9.2
2 (H, L) = (2537,294)
2 - 6.7 849 10 22 0.9
3 - &.7 B49 10 22 0.9
multi 100 7.0 849 10 16 S.1
multi 131 6.9 846 10 21 31.6
= (W, L) = (318,473)
2 — 14.8 QOO0 10 21 0.6
! - 14. 4 897 10 27 0.8
multi 100 16.4 ?16 10 27 6.5
mul ti 139 12.9 880 10 23 7.6
4 (H,L) = (501,598)
2 —— 11.3 63I5 10 8 0.2
3 — 10.9 632 10 11 0.4
mutti 100 10.1 625 10 11 4.4
multi 111 ?.0 616 10 16 11.0
5 (H,L) = (7350,806)
2 Bt 13.1 608 10 13 0.4
3 - 11.9 o999 10 16 0.5
multi 100 11.8 9?2 10 11 5.4
multi 114 7.9 5846 10 30 21.7
& (H,L) = (506,999)
2 —— 14.2 794 10 22 0.6
3 — 12.8 781 10 16 0.5
roulti 160 12.8 782 10 16 4.9
multi 156 12.8 781 10 i3 9.3
7 . 1) = (7B5,B82)
2 - 1%.2 837 ? 19 0.8
3 — 13.2 837 9 19 0.8
multi 100 17.8 886 10 20 13.2
mutlti 164 11.9 825 10 27 42.6
TABELA 5 -~ RESULTADOS COMPUTACIONAIS
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Nos praoblemas 2 e 7, as solugBes encontradas em 2-estagios e
3—estégios foram idénticas, ou seja, todos os padrges de corte da
snlu;gu otima em 3—estégias sEo, na verdade, padrEes de corte em
2—estégios.

Observe que os tempos de Execugso destas solugBes sao iguais,
o que mostra que a inclusao do terceiro estégia heuristico nao
implice num aumento de custo consideravel com rela;go aos cortes

em Z2-estagios.

CONCLUSOES

0 modelo proposto por Gilmore-Gomory [19&5] para o Problema
do Corte de Estoque Bidimensional mostrou-se eficiente atraves do
Hetodo Simplex, e da programagzo dinamica vtilizada para resolver
0 sub-praoblema da geragsa de padrBes de caorte guilhotinado e
irrestrito em 2—estégios.

0 terceiro estégio heuristico agqui proposto tambem mostrou-se
eficiente. A sua implementagsu a partir do modelo anterior e
simples, envolvendo um pequeno aumento de custo computacional por
iteraggo.

Os resultados mostraram o decrescimo significativo da perda

de material ao utilizar-se o terceiro estagio.

0D procedimente recursivo propostoc por Herz [19721 para o
sub-problema da geragso de padraes de corte guilhotinado e
irrestrito em multi-estégias, com algumas modificagaes e adaptado
ao Hetodo Simplex, mostrou-se eficiente para resolver problemas de
tamanho moderado.

A medida que o numero de discretizagaes aumenta, o grafo pode

ultrapassar dezenas de mmilhares de nos tornando sua busca
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exaustiva em cada iteracao do Metodo Simplex.
Entretanto, os resultados mostraram que em certos problemas o
corte em multi-estagios pode encontrar solucoes com perdas

consideravelmente menores do que os cortes 2(3)-estagios.

Beasley [1985] generalizou os sub-problemas N-estagiados e
multi-estagiados (nzo—estagiados) atraves de formulas recursivas e
sugeriu uma heuristica para sub-problemas grandes.

Os resultados aqui encontrados mostraram que esta heuristica
deve ser usada com cautela, uma vez que ela pode levar a sulugaes
sensivelmente inferiores a snluggn otima. Ha casos em que o uso da

e ’
heuristica levou a perdas inferiores aos caortes em 2(Z)-estagios.

Uma nova representaggu do sub-problema da geraggo de padraes
de corte em multi—estégius foi aqui sugerida atraves de um
grafo—e—-ou. Esta nava representagao permite visualizar o
procedimento recursivo proposto por Herz [1972]1 como uma busca em
profundidade primeiro.

Alem disto, abre espaco para a pesquisa de outras buscas em
grafo—-e—ou possivelmente mais eficientes para a solugso. Por
exemplo, o algoritee AG% descrito em Rich [1983 ou & busca
estagiada descrita em Pearl [19841].

Desta forma, o Problema do Corte de Estogue Bidimensional que
tem sido mais explorado pelas tecnicas da Pesquisa Operacional,
poderia tambem beneficiar-se de tecnicas mais exploradas dentro da

Inteligencia Artificial.
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