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RESUMO

BARBOSA, A. O. Visualizacao, kernels e subespagos: um estudo pratico. 2017. 89 p.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Ciéncias de Computacao e Matematica Computacional) — Insti-
tuto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos— SP,
2017.

Dados de ata dimensdo sio tipicamente tratados como pertencentes a um Unico subespago do
espaco onde estdo imersos. Entretanto, dados utilizados em aplicagdes reais estdo usualmente
distribuidos entre subespacos independentes e com dimensdes distintas. Um objeto de estudo
surge a partir dessa afirmacdo: como essa distribuicdo em subespacos independentes pode
auxiliar tarefas de visualizacéo?

Por outro lado, se 0 dado parece estar embaralhado nesse espaco de alta dimensdo, como
visualizar seus padroes e redlizar tarefas como classificacdo? Podemos, por exemplo, mapear
esse dado num outro espaco utilizando uma funcéo capaz de o desembaralhar, de modo que
os padrées intrinsecos fiqguem mais claros e, assim, facilitando nossa tarefa de visualizacdo ou
classificagao.

Essa Tese apresenta dois estudos que abordam ambos os problemas. Para o primeiro, utilizamos
técnicas de subspace clustering para definir, quando existente, a estrutura de subespacos do
dado e estudamos como essa informagéo pode auxiliar em visualizagdes utilizando projecoes
multidimensionais. Para o segundo problema, métodos de kernel, bastante conhecidos na
literatura, sdo as ferramentas a nos auxiliar. Utilizamos a medida de similaridade do kernel para
desenvolver uma nova técnica de projecéo multidimensional capaz de lidar com dados imersos
no espaco de caracteristicas induzido implicitamente pelo kernel.

Palavras-chave: kernel, subspace clustering, projecéo multidimensional, visualizacéo.






ABSTRACT

BARBOSA, A. O. Visualization, kernels and subspaces: a practical study. 2017. 89 p.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Ciéncias de Computacao e Matematica Computacional) — Insti-
tuto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de S&o Paulo, Sdo Carlos— SP,
2017.

High-dimensiona data are typically handled aslaying in a single subspace of the origina space.
However, datainvolved in rea gpplications are usually spread around in distinct subspaces which
may have different dimensions. We would like to study how the subspace structure information
can be used to improve visuaization tasks.

On the other hand, what if the datais tangled in this high-dimensiona space, how to visuaize
it's patterns or how to accomplish classification tasks? One could, for example, map the data
in another high-dimensional space using a mapping capable of untangle the data making the
patterns clear, rendering the visualization or classification an easy task.

This dissertation presents an study for both problems pointed out above. For the former, we use
subspace clustering techniques to define, when it exists, a subspace structure, studying how this
information can be used to support visualization tasks based on multidimensional projections.
For the latter problem we employ kernel methods, well known in the literature, as atool to assist
visualization tasks. We use a similarity measure given by the kernel to develop a completely new
multidimensional projection technique capable of dealing with data embedded in the implicit
feature space defined by the kernel.

Keywords: kernel methods, subspace clustering, multidimensional projection, visuaization.
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1

INTRODUCAO

Dados de alta dimensao podem ser coletados de vérias fontes, incluindo pesquisa de
campo, experimentos fisicos e colecdes de imagens. Esse tipo de dado é usualmente descrito
em termos de coordenadas em um espaco cartesiano de alta dimensdo (R" com n grande).
Como ndo conseguimos visualizar esse espaco diretamente, utilizamos ferramentas mateméticas
e computacionais, como projecdo multidimensional, que tem a capacidade de processar e
apresentar esse tipo de dado de uma forma compreensivel.

Algumas técnicas de projecdo multidimensional assumem que os dados estédo contidos
ou proximo a um Unico subespaco ou variedade de dimensdo menor que o espaco cuja dimensao
€ dada pel o numero de atributos dos dados. Entretanto, ndo ha razéo para que essa suposi¢ao sgja
sempre verdade. Suponha que as instancias de dado estao imersas em subespacos i ndependentes.
Essa suposicao nos leva diretamente para um problema de segmentagéo de subespacos (subspace
clustering), cujo objetivo é segmentar as instancias em grupos, cada um pertencendo a um subes-
paco. Técnicas de subspace clustering sdo capazes de detectar estrutura de subespacos, mesmo
que a quantidade e dimensao dos subespacos segja desconhecida. A Figura 1 ilustra o funciona-
mento de uma técnica de subspace clustering onde o dado € composto por instancias pertencentes
aum pedaco de plano e a um segmento de reta ndo paralelos, ambos com ruido e imersos no
espaco tridimensional. As instancias sdo identificadas como pertencentes a um dos subespagos.
Tais técnicas mostram suaimportancia em vérias areas como visao computaciona (COSTEIRA;
KANADE, 1998; KANATANI, 2001; ZELNIK-MANOR; IRANI, 2003), processamento de ima-
gem (YANG et al., 2008; HONG et al., 2006) e sistemas de identificagdo (ZHANG; BITMEAD,
2005)

Técnicas de projecéo multidimensional s3o ferramentas importantes por conseguir lidar
com um grande nimero de atributos e instancias (PAULOVICH et al., 2011), tornando-as
ideais para visualizacdo de dados de alta dimensio. Uma vez que deteccdo de subespaco tem
se mostrado Util em diversos contextos, seria possivel empregé-|as em conjunto com projecoes
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Figura 1 — llustracéo da aplicagdo de uma técnica de subspace clustering: dados contidos em subespacos
de dimens3o 1 e 2 imersos em R® so classificados.

multidimensiona afim de gerar visualizagdes ainda mais informativas?

No Capitulo 3 agpresentaremos um estudo (BARBOSA; SADLO; NONATO, 2015)
sobre efeito da aplicagdo de técnicas de subspace clustering, como a Low-Rank Representa-
tion (ZHANG et al., 2014) (LRR), no auxilio a projegdes multidimensionais. Utilizamos a
segmentacao em subespacos gerada pela LRR como rétulo para asinstancias de dado e efetua-
mos reducdo de dimensionalidade com Linear Discriminant Analysis (BISHOP, 2006) (LDA).
Comparamos a qualidade dessas projecées com técnicas bastante conhecidas naliteratura como a
Local Affine Multidimensional Projection (JOIA et al., 2011) (LAMP) et-Distributed Sochastic
Neighbor Embedding (MAATEN; HINTON, 2008) (t-SNE). Esse € um primeiro estudo no
sentido de aplicar técnicas de subspace clustering combinadas com técnicas de visualizagdo e
reducéo de dimensionalidade. Além disso, propomos uma mudanca na LAMP para que possa
fazer uso dainformagéo de subespacos do dado durante o processo de projecéo.

Qutra grande ferramenta que surge para auxiliar no estudo de projegdes multidimensio-
nais envolvetécnicas de kernel. O crescenteinteresse nesses métodos € motivado pel os resultados
positivos obtidos em aplicacdes de agrupamento e classificagio (SCHOLKOPF; SMOLA, 2001).
Fungdes kernel podem ser vistas como medidas de similaridade entre instancias de dados e
fornecem uma maneira de transformar dados para um novo espaco de caracteristicas (espaco de
Hilbert H ), permitindo que estruturas e padrdes presentes no dado sejam melhor caracterizados
neste espaco. Dessa forma, tarefas de classificacdo e agrupamento podem ser efetuadas com
mais facilidade e eficiéncia.

Associado a uma funco kernel existe uma mapeamento implicito ¢ responsavel por
levar 0 dado do seu espaco origina para o espaco de caracteristicas H (dado kernelizado).
Esse mapeamento é geralmente dificil de ser encontrado, tornando complexo o entendimento de
estruturas intrinsecas dos dados, como vizinhanga. A Figura 2 ilustra o mapeamento ¢ associado
auma funcéo kernel transformando uma estrutura n&o linear no espago origina numa estrutura
linear no espaco de caracteristicas.

Entender como um kernel realiza 0 mapeamento dos dados no espaco de caracteristicas
€ muito importante, principalmente para auxiliar a confeccao de kernels com propriedades
especificas e entender como as relagdes de vizinhanca sdo af etadas.
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Figura 2 — Imerséo dos dados X no espaco de dtadimensdo H transformando um padrédo n&o linear
numa estrutura linear.

\/

No Capitulo 4 propomos uma técnica de visualizagdo de informagdo chamada Kernel-
based Linear Projection (BARBOSA et al., 2016) (Kelp) capaz de lidar com dados kernelizados,
mesmo sem conhecer suas coordenadas. A Kelp permite visualizar como aimersao realizada por
um kernel no espaco de caracteristicas afeta a estrutura de vizinhanga dos dados. Nossa técnica é
composta por dois passos principais. Primeiramente, um subconjunto pequeno de instancias —
pontos de controle — é projetado no espaco visual através de uma estratégia de forcas que busca
minimizar uma funcdo de energia. Em seguida, todo o conjunto de dados é projetado tomando
como referéncia o posicionamento dos pontos de controle. Fazemos também uma comparacéo
entre os resultados obtidos pela Kelp e técnicas de projecdo multidimensional que utilizam
distancia como dado de entrada.

A ideia do método € assumir que conhecemos a imerséo ¢ dos dados no espaco de
caracteristicas associada a fungéo kernel, ou sgja, sua imagem nesse espago. Com base na
posicdo dos pontos de controle no espaco visual, definimos uma transformacéo linear que
interpolatal posicionamento e projeta o conjunto de dados utilizando essa transformacéo linear.
As contribuicdes desse traba ho incluem uma nova técnica de projegédo multidimensiona com
base matemética sdlida capaz de visuaizar dados kernelizados. Além disso, combinamos a
Kelp com uma versdo kernelizada das coordenadas diferenciais (LIPMAN et al., 2004) afim de
entender como a estrutura de vizinhanca dos dados € af etada durante o mapeamento da funcéo ¢
associada ao kernel.

As principais contribuicdes desta tese sio:

[Z0tilizamos técnicas de subspace clustering combinadas com técnicas de visualizagdo para
reducéo de dimensionalidade;

[Zdim estudo da eficicia da segmentacio em subespacos nas tarefas de visualizacdo compa-
rando técnicas que necessitam da informacao de classe;

[Zlima modificagdo na LAMP para que possa utilizar ainformagao de classe;
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[Z2dima nova técnica de projegdo multidimensional chamda Kelp capaz de lidar com dados
kernelizados;

uso da Kelp, como ferramenta de visualizagao, para auxiliar em aplicacdes baseadas em
kernel; por exempl o, classificacdo e segmentacdo de imagem;

[Edima versdo kernelizada das coordenadas diferenciais combinada com a Kelp a fim de
entender como o kernel afeta as estruturas de vizinhanca do dado durante o mapeamento
para o espaco de caracteristicas.

Esta tese esta estruturada da seguinte forma:

Capitulo 2: fazemos uma revisdo bibliografica dos principais trabalhos das areas de
subspace clustering e projecao multidimensional, incluindo alguns trabalhos que utilizam
técnicas de kerndl;

Capitulo 3: descrevemos nosso estudo sobre o efeito do uso das técnicas de subspace
clustering no auxilio de projecdes multidimensionais (BARBOSA ; SADLO; NONATO,
2015);

Capitulo 4: descrevemos atécnica Kelp (BARBOSA et al., 2016), principal resultado do
doutorado;

Capitulo 5: conclusdes sobre os traba hos e sobre suas contribuicoes;

Apéndice: contém as demonstracdes dos resultados mais rel evantes utilizados na funda-
mentacao tedrica dos problemas tratados na tese.
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2

TRABALHOS RELACIONADOS

Apresentaremos trabal hos relevantes na érea de subspace clustering e visualizacdo, tanto
no que diz respeito a projegdes multidimensionais quanto na utilizacgo da teoria de kernel para
fins de visualizagdo. Os trabal hos discutidos neste capitulo foram escolhidos por se tratarem de
estudos classicos da érea ou por representarem o estado da arte no contexto da tese. Astécnicas
discutidas possuem uma caracteristica em comum: possibilidade do usuario intervir na projecao,
0u sgja, so técnicas assistidas pelo usuario.

2.1 Subspace clustering

Em varios problemas, o dado é representado como instancias imersas em um espaco
de alta dimenséo, frequentemente na vizinhanca de subespacos independentes desse espaco.
Motivado por esse fato, uma série de técnicas vém sendo desenvolvidas para detectar tal estrutura
de subespaco. Por exemplo, Principal Component Analysis (BISHOP, 2006) (PCA) assume que
0 dado pertence a um Unico subespaco e busca as diregdes de maior variancia dos dados para
formar a base do subespaco procurado. Entretanto, supor que o dado pode estar contido num
Unico subespaco é bem restritivo. Técnicas de subspace clustering assumem que o dado pode
estar distribuido proximo a vérios subespacos independentes, mesmo sem saber a quantidade
desses subespacos ou a qual subespaco cada instancia de dado pertence. Quando 0 nimero
de subespacos é igual a1, o problema se reduz ao PCA. O objetivo das técnicas de subspace
clustering € estimar, caso exista, a estrutura de subespacos, 0 nimero e a dimensio de cada
subespaco para, em seguida, determinar aqual subespaco cada instancia pertence.

Alguns problemas principais surgem quando tentamos estimar a estrutura de subespacos
presente nos dados:

distribuicéo dos dados nos subespacos € gera mente desconhecida. Se os dados em cada
subespaco estéo distribuidos em grupos e esses grupos sdo distantes entre si, o problema
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se torna mais simples. Por outro lado, se a distribuicdo dos dados se da de modo que
as instancias estdo proximas da intersecdo dos subespacos, entdo o problema acaba se
tornando mais dificil ;

[£0s dados podem estar corrompidos, conter ruido e outliers, por exemplo. Esse problema
pode fazer com que a estimativa dos subespacos seja completamente errada;

[ZEscolha do modelo de estimativa: no PCA, basta saber a dimensdo do subespaco (que
pode ser encontrada buscando o0 subespaco de menor dimensao que comporta os dados).
Por outro lado, no caso de multiplos subespacos, podemos encaixar os dados desde n
subespacos de dimensao 1 a um Unico subespaco de dimensao d. A dificuldade esta em
definir a combinacdo do nimero de subespagos e suas dimensoes.

Técnicas de subspace clustering podem ser dividas em quatro tipos: algébricas (GEAR,
1998; COSTEIRA; KANADE, 1998; BOULT; BROWN, 1991), as quais estdo interessadas em
obter a separacéo do dado a partir da fatoragcdo da matriz do mesmo em matrizes de posto baixo;
iterativas (AGARWAL; MUSTAFA, 2004; BRADLEY; MANGASARIAN; PARDALOS, 2000;
TSENG, 2000), concebidas para melhorar os resultados obtidos pelos algoritmos algébricos em
dados com ruido — utilizam a segmentacao obtida pelos algoritmos algébricos e aplicam PCA
para cada subespaco, iterando entre esse dois passos e refinando o resultado de segmentagdo do
dado em subespacos. Enquanto as técnicas acima utilizam propriedades al gébricas e geométricas,
nao estao preocupadas com a distribuicdo do dado (ou do ruido) nos subespagos. Para preencher
essa lacuna, surgem as técnicas denominadas estatisticas (TIPPING; BISHOP, 1999; DERKSEN
et al., 2007). A classe de métodos espectrais (ELHAMIFAR; VIDAL, 2009; ZHANG €t al.,
2014) gera uma matriz de afinidade cuja entrada i j mede a similaridade entre as instancias i
e j. Idealmente, entradas com valor 1 significam que asinstanciasi e j pertencem ao mesmo
subespaco. De posse de uma matriz desse tipo, a segmentacao do dado nos seus respectivos
subespacos pode ser obtida aplicando o algoritmo k-means aos autovetores da matriz Laplaciana
associada a matriz de afinidade.

Um bom tutorial sobre subspace clustering pode ser encontrado em (VIDAL, 2010). A
técnica Low-Rank Representation (LRR) (Capitulo 3) busca, como o nome diz, uma representacdo
(decomposi¢ao) em fungdo de uma matriz de posto baixo através de um processo de otimizacéo
com restricdo. A LRR é capaz de resolver os trés principais problemas descritos aci ma, estimando
0 numero de subespacos e gerando uma correspondéncia entre as instancias de dado e os
subespacos. Estafoi atécnica utilizada no estudo descrito no Capitulo 3.

Um trabalho envolvendo subspace clustering e visualizacdo pode ser encontrado em (LI1U
et al., 2015), onde a base e a dimensao dos subespacos sdo estimados utilizando a distancia
Grassmanniana, permitindo uma exploracéo visual interativa do dado através de projecdes
dindmicas.
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2.2 ProjecOes Multidimensionais

Sammon (1969) desenvolveu uma técnica cujo objetivo é criar uma projecdo dos dados
multidimensionais de forma que as distancias no espaco original sejam preservadas da melhor
forma possivel, baseado na medida de stress

1 ¢ (Bi-d)?
2i<0i i<21 i

E =

ondedij representaadistanciaentreainstanciai eainstancia j no espago original e d;j adistancia
entre as mesmas instancias no espaco visual. Inicialmente as instancias séo mapeadas no espaco
visual (podendo ser posicionados al eatoriamente) e em seguida o stress dessa configuragcao é
calculado. A partir dai, 0 posicionamento dos pontos no espaco visua € alterado em pequenos
passos de modo a melhorar o resultado da funcéo de erro dado pelo stress. Esse procedimento é
repetido até que seja encontrado um minimo da fungéo de erro.

Dois problemas sdo inerentes a técnica de Sammon: a complexidade do algoritmo —
pois o cdculo da funcdo de stress tem complexidade O(n?), onde n indica a quantidade de pontos
a serem projetados — e o fato de ser necessario refazer todo 0 processo caso um novo ponto
precise ser projetado.

Para contornar as dificuldades inerentes a0 Sammon Mapping, Pekalska et al. (1999)
apresentou uma generalizagdo da técnica de Sammon. Primeiramente, foi realizado um estudo
sobre 0s a goritmos que poderiam ser utilizados para ef etuar a minimizacdo do stress. Em seguida
foi proposta uma forma de efetuar a projecdo em fungdo de um subconjunto dos dados. Na
proposta de Pekal ska, um subconjunto dos dados seria projetado seguindo o algoritmo original e
apartir do posicionamento deles o resto dos dados seria posicionado de modo a evitar distorcoes
no stress.

Trés maneiras de posicionar as instancias restantes foram estudadas: triangulagéo, redes
neurais e mapeamento de distancia. A primeira utiliza dois pontos ja projetados como guia para
a projecao de cada novo ponto como ilustrado na Figura 3.

A abordagem por redes neurais utiliza como conjunto de treinamento o dado origina
e a saida produzida é a projegao no espaco visual. Desejamos que a saida produzida possa ser
ilimitada,[entretanto negsg tipo de abordagem € comum o uso de fungdes de ativagdo como a
sigmoide f(x) = %erx que retorna valores no intervalo [0[3]. Para contornar essa dificuldade,
pode-se utilizar outra fungéo de ativagao, como uma funcéo linear, por exemplo. Por outro lado,
funcdes de ativagdo lineares tornam o treino mais complexo, uma vez que é mais dificil encontrar

um minimo para a fungéo de erro.

A Ultima proposta é definir umatransformagao linear T que atua na matriz de distancias
de uma amostra dos dados no espaco original, Ds, resultando no posicionamento dos pontos
no espaco visua Ys. Para um conjunto de dados n dimensional com N insténcias, toma-se uma
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Figura3— A posicdo do novo ponto Xy € dada pela intersecéo dos circulos definidos pelos pontos ja
projetados, x; e Xj, e com raio igual a distancia entre o ponto projetado e o novo ponto no

espaco original.
(c) x« € posicionado apos fazer
(a) Escolhe-se um dos pontos uma média ponderada que
x|1 ou xﬁ como aposiciodo  (b) xk € o ponto de intersegéo tem como pesos os raios dos
ponto X entre os circulos circulos

(s

amostracom k (k < N) instancias e define-se a transformagao linear:

ToxkDse. = Y5,

e utiliza-se essa transformacao linear para mapear as instancias restantes

Tox kDy (N-k) = pr (N=K)
resultando na projecdo dos N — k pontos restantes.

Paulovich et al. (2008) apresenta a técnica chamada Least Square Projection (PAULO-
VICH et al., 2008) (LSP), a qual é baseada em aproximagcoes feitas por minimos quadrados.
A partir da projecao de pontos de controle ({ p1EZEEEb}} ) por um método de Multidimensional
Scaling (JOURDAN; MELANCON, 2004) (MDS), sdo calculadas vizinhancas ({ V[THERY]} )
de cada ponto e a partir de cada uma € definida uma matriz que da origem a um conjunto de
sistemas lineares:

Lx; = Ok, = O[ITHHAl] q=0
ondeL éumamatriz nx n com entradas

H
16 i=
lij = ggg=ildpy €V
0] caso contrério.

Os parémetros aj acima sdo tais que

Bi — aiipj=0 (2.1)
1 p;/i 1M
06 qjj6 1; Zaij= 1
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e sdo as coordenadas de p; no espago visual .

Problemas com o posto das matrizes levaram Paulovich et al. (2008) a acoplar linhas
que representam pontos de controle ao sistemalinear, tornando o sistema sobredeterminado e
resolvendo-o utilizando 0 método dos minimos quadrados. Dessaforma, o sistemaaser resolvido
é

Ax=Db

onde A tem dimensdes (n+ nc) x n e édaforma
! (
aAc Y o i = ke p; é umlponto de controle

0l kaso contrério

e
5 ol i6 n
i =

Xp, N < 16 N+ nc
onde X, € uma das coordenadas do ponto de controle pg. A Figura4 ilustraa construgdo do

sistema para um conjunto de seis pontos. As solucdes dos sistemas, dadas pelo método dos
minimos quadrados, retornam as projegoes.

Figura4 —Matriz A com pontos de controle ps e ps. Figuraretirada de (PAULOVICH et al., 2008)

Vi = (P3P %)
.3 Vo={P5P %}
V3:{P1psp6}

o (7]
e {papzpﬁ}

V6 { P Py Py P}

_ L -
I 0 -1/3 -1/3 0 -1/3
0 1 0 -1/3 -1/3 -1/3
=113 0 1 0 -1/13 -1/3
A= -172 0 0 1 0 -12
0 -1/13 =113 0 1 -1/3
—1/4 -1/4 0 -1/4 -1/4 1
0 0 1 0 0 0 ‘
0 0 0 0 0 1
C

O agoritmo possui complexidade computacional O(k?+ n?), onde k é o nimero de
pontos de controle e n a cardinalidade do conjunto de dados.

Qutra técnica que faz projecdo multidimensiona € a Part-Linear Multidimensional
Projection (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010) (PLMP). O trabaho apresenta uma técnica
que tenta preservar a distancia entre instancias de dado no espago origina: matematicamente
falando, a projecéo ® deve %tlsfazer @

®= agmin d d(D(x) [(x;))
deL (RMRh) D% I J
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ondeD = yigr(x[¥]))2eL (R™EN) éo espago das fungdes lineares de R™ em R".

Para isso, 0 método utiliza algumas amostras dos dados X = {x'1 Bﬂiﬂ;}} ,k<n,ja
projetadas de modo a preservar distancia da melhor forma possivel. Dai, a projecéo @ deve
satisfazer

O(x) = % (22)
paratodo i = 1[HEEK] onde %, & aprojecio de x; no espaco visual.

Paracadai, aequacéo (2.2) nos diz que

GiXqi+ "+ QmXyy = Xit
@iXg+ 7 GmXoy = Xi2

S (23)
P1Xg + "+ Gm¥Xey, = Xik

onde@; éaentradadamatriz® nalinhai ecoluna j. Reescrevendo o sistema (2.3) como L@ = X;,
com Ly, m, € assumindo que k é maior que m, Paulovich, Silva e Nonato (2010) resolvem o
sistema através da solucéo da equagao normal

LTLg = LTx; (2.4)

Visto que a projegéo final depende da escolha dos pontos de controle, Paulovich, Silva
e Nonato (2010) fazem uma comparacdo entre duas formas de escolhé-los, agrupando ou
escolhendo aeatoriamente. A Figura 5 mostra que a medida de stress estabiliza tanto quando se
utilizauma Iha aleatéria quanto utilizando agrupamento quando a quantidade de amostras €
préximade n.

Figura 5 — Comparacdo entre escolha por agrupamento e aleatéria testada em dois conjuntos de dados
diferentes. Figuraretiradade (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010)

\ W Random W Random
\1. B Cluster \ B Cluster

Stress
Stress

# Representatives # Representatives vn

Paulovich, Silvae Nonato (2010) fazem uma analise de custo computaciona e o nimero
deamostrask =  n se gpresenta uma boa escolha, pois gera projecoes de qualidade adequada e
fazem o custo computacional do algoritmo ser linear (apds o calculo datransformagéo L) com
relacdo a quantidade de instancias de dado.

A PLMP apresenta as mesmas limitacdes que a L SP, pois se trata de uma projecéo de
natureza global.
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Uma técnica cujo ponto forte € a interatividade é a Piece-wise Laplacian-based Pro-
jection (PAULOVICH et al., 2011) (PLP). Ela é desenvolvida em trés passos: amostragem,
construgdo do grafo de vizinhanga e solugéo do sistema linear Laplaciano. A escolha dos pontos
de controle pode ser feita de acordo com a aplicagdo. Essa escolha funciona de forma semelhante
afeitana PLMP (aleatoriamente ou agrupamento, por exemplo). Essas amostras sdo utilizadas
paradividir o conjunto de dados em subconjuntos que irdo gerar o grafo de vizinhanga que da
origem ao sistema Laplaciano. Sejam p; uma instancia de dado que pertence ao subconjunto
Di eViz(p) = { pi; [ﬁ[ﬂﬂk} o conjunto de nés conectados a p; no grafo de vizinhanca de D;.
Analogamente a LSP, a PL P assume a hip6tese da combinacdo convexa (equagéo (2.1)), dessa
forma:

b= (xpldh) = 5 aij(x )
pi; €Viz(pi)
ondeaij > 0,y aij = 1e(xp, @ij) s20 as coordenadas de pi; no espago visual.
Dai sdo derivados dois sistemas lineares:
Lx=0ely=0
onde E
1E sei=j
lij = @—aij@i*i 6 jepi, €Vizp)
o]  caso contrario
eq; = Zpi,- eViz(p) @ij- Resolver os sistemas resulta em encontrar a projecéo.

Outra contribui¢éo do trabalho foi 0 desenvolvimento de um mecanismo para definir
vizinhanga no espago de alta dimensdo a partir da vizinhanga no espago visual. A interatividade
é utilizada no gjuste dos pontos projetados a fim de melhorar a projecdo. Entretanto, esses
gjustes fazem o custo computaciona datécnica ser elevado. A Figura 6 gpresenta um resultado
acangado pela PLP.

A técnica Local Affine Multidimensional Projection (LAMP) (JOIA et al., 2011) focana
flexibilidade e interatividade com o usuario. O método calcula, para cada ponto, uma aplicacdo
afim

f: R" -—— R?
p #— f(p)=Mp+t
que mapeia 0s pontos No espaco visual obedecendo arestricilo MMT = |. A translacdot é escrita
em fungdo damatriz M e, com isso, para cacular atransformacéo f é suficiente calcular amatriz
M. A restricdo garante projecdes com melhor quaidade. O calculo damatriz M éfeito através
de um processo de otimizagéo idéntico ao Problema de Procrustes (GOWER; DIUKSTERHUIS,
2004), cuja solucéo € dada por
M= UV(EATB= UDV

onde UDV é a decomposicdo em valores singulares de ATB. As matrizes A e B sdo matrizes
construidas durante o processo de minimizagdo. A grande vantagem da técnica se deve ao fato de
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Figura6 — (a) Swiss Roll. (b) PLP usando Force Scheme e distancia euclidiana para posicionar os pontos
de controle. (c) PLP usando |somap para posicionar os pontos de controle. (d) PLMP usando
| somap para posicionar os pontos de controle. Figuraretiradade (PAULOVICH et al., 2011)

(a) (b)

tiedsn

(c) (d)

utilizar pouquissimos pontos de controle quando comparado as demais e ainda assim conseguir
apresentar resultados muito bons com a métrica de stress, como ilutrado na Figura 7.

Figura 7 — Medida de stress da LAMP com rel agéo a quantidade de pontos de controle tomados para gerar
aprojecdo. Figuraretiradade (JOIA et al., 2011)
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Em consequéncia da grande possibilidade de aplicacdes, Joia et al. (2012) desenvolveu a
Class-Spoecific Multidimensional Projection (JOIA et al., 2012) (CSMP), umatécnicainterativa
e que tem a capacidade de ef etuar buscas multiobjetivas (multi-objective searches) e é aplicada
no contexto de Content-Based Image Retrieval (CBIR). O método usa métricas especificas e
projecdo multidimensional naclassificagdo e visualizagdo das imagens. Primeiramente éfeita
extracdo de caracteristicas das imagens e em seguida, com base nos objetivos da pesquisa, é
criada uma métrica especifica para cada um deles. Uma grande vantagem da metodol ogia € poder
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escolher visualmente a qual classe pertence cada imagem dada como entrada na pesquisa como
ilutrado na Figura 8.

Figura 8 — Manipulagdo do usuario para escolher as classes de cadaimagem. Figuraretirada de (JOIA et

al., 2012)
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Sejam Q; um subconjunto das imagens de pesquisa que pertencem a mesma classe e
lq = {i+(HHE} os indices das caracteristicas que melhor representam as imagens em Q;. A
métrica da classe é definida por

do(aB) = 3 (aj-B))°
Q J'EZoi i i

onde aj e3; sdo as j-ésimas coordenadas das imagens a e 3, respectivamente.

Essa métrica tem como base que imagens de um mesmo grupo tenham distancia menor
entre elas do que quando comparadas com imagens de outro grupo. Com base na dissimilaridade
calculada pelas métricas de cada grupo € feita a projecao no espaco visual. A técnica gpresenta
bons resultados tanto no contexto de projecao multidimensional quanto no contexto de CBIR. As
Figuras 9a e 9b mostram um comparativo da CSM P com outras técnicas no contexto de projegéo
multidimensiona e CBIR, respectivamente.

Figura 9 — Resultados da técnica CSMP. Figuraretiradade (JOIA et al., 2012)

(a) Comparacédo da CSMP com outrastécnicas  (b) Comparagdo da CSMP com atécnica
de projegdo através da silhueta FIRE no contexto de CBIR
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Um trabalho que tem despertado cada vez mais interesse da comunidade de visualizagcdo
€ descrito por Maaten e Hinton (2008) devido a sua capacidade de manter a estruturalocal dos
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dados e revelar importantes estruturas globais como agrupamento. A t-Distributed Sochastic
Neighbor Embedding (t-SNE) € umatécnicanéo linear de reducéo de dimensionalidade composta
por dois estagios principais. Inicialmente uma medida de similaridade é construida baseada
em uma distribuicdo de probabilidades de modo que a probabilidade de que uma instancia
Xj seja escolhida como vizinha de umainstancia x; seja alta se essas instancias sio similares.
Matematicamente, a t-SNE calcula as probabilidades pj; entre asinstancias x; e x; por

oij = pj|l;npl|1
onde n é o nUmero de instancias e

exp(— kx — xjk?[2b?)

Pili= Y ke i €XP(— kxi — xck2[2b2)

com a; sendo a variancia da gaussiana centradaem x;.

Em seguida, outra medida de similaridade baseada em uma distribuicdo de probabilidades
€ construida, mas dessa vez utilizando as instancias de dado mapeadas no espago visual. Como
0 objetivo é encontrar um mapeamendo No espago visual que preserve a medida pij da melhor
forma possivel, define-se a medida de similaridade g;j entre y; e y; (projeges de x; e x;j) da
seguinte forma
(I kyi-ykd)

el (1+ ky— yik?) ™

A posicao das instancias no espago visual € determinada minimizando a divergénciade
Kullback-Leibler entre as distribuicoes P € Q acima, isto é
Pij
KL(P||Q) = $ pijlog 2
i; P ay

Gij

Para efetuar a minimizacao, utiliza-se o gradiente
aC 1

v = 42 (P = G (Y= i) (1+ kyi = yjK?)
o4

2.3 ProjecoOes utilizando dados kernelizados

A extensdo natural do PCA (BISHOP, 2006) para dados kernelizados foi feita por SchOl-
kopf, Smolae MUller (1998), chamada de Kernel PCA (SCHOLKOPF; SMOLA; MULLER,
1998) (KPCA). Os autores utilizam a mesma metodologia do PCA, mas aplicada aos dados
imersos no espaco de caracteristicas. Dado um conjunto X = { x;[J[IHEBE} , a funcdo kernel

k:Xx X -—— R
xB) 72— k) = o(x)To(x) (2.5)

define um mapeamento ndo linear ¢ : X - H  do conjunto X num espaco de Hilbert H . A
aplicacao ¢ € definidaimplicitamente pela fungado kernel.
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Uma vez que os dados foram imersos no espaco de caracteristicasH , digamos @(X) =
{ @(x1)plx2) ETEkDY )} , queremos encontrar uma diregdo w € H  tal que a variancia dos
dados projetados nessa diregdo seja a maxima possivel. Matematicamente,

argmax{ var(w' ¢(X))} = argmax{ w' Cw}

ondeC= 3N 1 (@(x) - k) (@(x) - )T ep = N, 0(x).

Isso equiva e aresolver o problema de autovetores e autovalores
Cw=Aw

e 0 autovetor associado a0 maior autovalor é adiregdo que maximiza a variancia. SchOlkopf,
Smolae MUIller (1998) mostram ainda que resolver o problema acima é equivalente a resolver o

seguinte problema
Kv= yEtomK = k(x[])

onde os autovetores e autovaloresde C (w, y) e K (v, A ) obedecem a seguinte relagcéo
N =
y=NA ew= ZVi(P(Xi)
i=

Por fim, a projegdo de uma instancia de dado ¢(x;) sobre a i-ésima diregdo principal w; €
calculada como

W o(x)) = v K Bom K = [ k(x¢[X]) [ER(xn[E0) |7

Ham et al. (2004) utiliza a teoria de kernel learning para fazer a interpretacdo de
trés algoritmos de reducao de dimensionalidade, | somap, Laplacian Eigenmap, Locally Linear
Embedding (LLE), utilizando uma abordagem por kernel. A abordagem constr6i um mapeamento
implicito do conjunto de treinamento no espaco de caracteristicas que preserva as propriedades
importantes do dado. Esse mapeamento é descrito pela matriz do kernel que representa o produto
interno do espaco de caracteristicas.

Para acancar resultados semelhantes aos da Isomap, Ham et al. (2004) utilizam o kernel

que retorna a matriz

Kiamap = — 5(1 — 661 - <)

onde Sé amatriz das distancias ao quadrado e e = (1 HIHHEH).

A técnica Laplacian e genmap utiliza uma matriz de adjacéncias W, onde

(

" > 0llsei évizinhodej (i ~ j)
1j =

= 0Llcaso contrério.
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Além disso, o grafo Laplaciano L definido em termos da matriz de adjacéncias W étal
que
Ty i WHEsei = j
Lij = @ —VV,J' sei évizinho de |
o]  caso contrério
onde a matriz do kernel é dada pela matriz dos autovetores associados aos maiores autovalores
da matriz pseudo-inversade L.

Por fim, como o agoritmo Locally Linear Embedding (HAM et al., 2004) (LLE) constréi
uma matriz de pesos W que leva em consideracéo os vizinhos de cada instancia de dado, Ham et
al. (2004) definem a matriz

M= (1-WT)(-W)

cujo maior autovalor € chamado Amax. Dai, a matriz do kernel utilizada € dada por
K = )\maxl - M

A Figura 10 apresenta o resultado das técnicas de reducéo de dimensionalidade aplicadas
avariedade S.

Figura 10 — Técnicas | somap (B), Laplacian Eigenmap (C) e LLE (D) aplicadas avariedade S(A). Figura
retiradade (HAM et al., 2004)
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Uma proposta para interpol acdo para novas instancias baseado em combinacdes lineares
deinstancias ja mapeadas é feita por Inaba, Salles e Rauber (2011). Os autores utilizam ateoria
de kernel para mapear os dados num espaco de Hilbert e a partir desses dados aplicar uma
metodologia similar afeita por Sammon (1969). A distancia utilizada no espago de Hilbert é
dada por

D = k(%) - @(x;)k?
@) TO(x) = 20(x) " P(x]) + P(x;
k(xi(5%) — 2k(6B) + k(x; %)

e é escritaem fungdo do kernel. A Figura 11 ilustra o pipeline datécnica.

)T ) o(xj)

Uma contribuicéo de Inaba, Salles e Rauber (2011) é aformulacdo de uma medidade
stress definida em func&o de distancia baseada em kernel no espaco de caracteristicas

" (Djj- i)’ =
En = E({y: (R} ) = Z(JDJ"'J)
i<] !
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Figura 11 — Pipeline da técnica Kernel Sammon Map. Figuraretiradade (INABA; SALLES; RAUBER,
2011)

ﬁi’/* B(x;) _\z
. Phy: = y(o(x:))
) };j =y(o(x;))
y = y(p(x))
X >
Y% Y1

Além disso, Inaba, Salles e Rauber (2011) apresentam uma metodologia para mapear
novas instancias de dados a projecao sem a necessidade de recalcular todo mapeamento e de
modo ando piorar o erro, pois paracalcular o erro

Eni1= En+
i

0 (Diffd 1 — Al 1)°
; DilE 1

SO € necessario estimar a segunda parcela.

Em (ALZATE; SUYKENS, 2008) é feita uma extensdo da formulagdo least squares
support vector machine para o Kernel PCA (KPCA) utilizando uma generalizacdo da funcéo de
perda, L:R— R

N
ifo((ETE] = 15 L(@) - pwTw
onde, g = W @(x) + b.

Qutro trabalho que apresenta uma revisao do algoritmo Isomap utilizando a teoriade
kernel é devido a Choi e Choi (2004). Dada a matriz de distancias geodési cas (aproximadas) D?,

é construida a matriz 1

_ 2
SHD?H

K(D?) =
onde H é amatriz de centralizagéo, dada por

H = I- | oo (8- (1A' (E]

A partir dai, é calculado o maior autovalor ¢ da matriz

" #
0 2K(D?)
~1 —4K(D)

e por fim, é calculada a matriz do kernel

K = K(D?) + 2cK(D) + ;_CZHIEI

As técnicas apresentadas nesse capitulo séo o estado da arte no tocante a projecdes de
dados multidimensionais (dados euclidianos). Entretanto, so limitadas ao lidar com dados que



44 Capitulo 2. Trabalhos relacionados

nao estdo imersos num espaco com coordenadas, sgja pela falta de interatividade com o usuério
ou pelaincapacidade de lidar com dados kernelizados. Uma maneira de contornar essa limitagcao
é utilizar técnicas capazes de explorar propriamente esse novo paradigma de dados e que ainda
permita ainteracéo do usudrio no processo de visualizagado como a Kelp (Capitulo 4).
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3

UM ESTUDO SOBRE SUBSPACE
CLUSTERING E PROJECOES
MULTIDIMENSIONAIS

Neste capitulo, apresentaremos um estudo sobre o efeito de técnicas de subspace cluste-
ring no auxilio atécnicas de projecéo multidimensional. Faremos inicia mente umaintroducéo
as técnicas de subspace clustering e em seguida os resultados obtidos no estudo. Esse trabalho
foi primeiramente descrito em (BARBOSA ; SADLO; NONATO, 2015).

3.1 Low-Rank Representation

Nesta secao apresentaremos brevemente alguns detal hes da técnica de subspace cluste-
ring denominada Low-Rank Representation (LRR) (ZHANG €t al., 2014). Sgjam um conjunto
de dados { x; (XJLHHER]} , x; € RY, onde n é o nlimero de instancias de dado no espaco cartesiano
d-dimensional e X sua representacdo matricial, onde cada instanciax; € disposta como coluna de
X. Suponha que o dado possa ser decomposto daforma X = D + E, onde D € o dado obtido de
subespacos independentes e E é 0 “erro” no dado devido a outliers, ruido ou falhas na col eta,
por exemplo. O objetivo datécnica LRR é encontrar uma matriz D de posto baixo a partir da
matriz X com erro E.

Podemos escrever a questdo acima como o seguinte problema de minimizacdo com
regul arizagéo:
migposto(D) + AKEk; [t queX = D+ E (3.1)

ondeA > 0 éum parametro ek - k; € a estratégia de regularizacao a ser escolhida. Entretanto,
para conseguir uma flexibilidade maior, reescrevemos (3.1) como:

minposto(Z) + AKEk; [t queX = AZ+ E (3.2)
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com A sendo um “diciondrio” que gera o espaco dos dados. De posse da solugdo (Z*[EF) do
problema (3.2), temos amatriz D = AZ*, que pode ser interpretada como o dado limpo, isto
é, sem a interferéncia do erro originalmente presente em X. Note que, como posto(AZ*) <
min(posto(A)[pbsto(Z*)) = posto(Z*), o produto AZ* também é uma matriz de posto baixo,
satisfazendo as condi go&c necessarias paraD.

Para resolver o problema (3.2), Zhang et al. iniciaram o estudo por problemas mais
simples e construiram a solugéo geral a partir deles. Suponha entdo que o dado ndo possuli
influéncia de erro algum, ou seja, amatriz E = 0. Dessa forma, o problema (3.2) se torna

mzinposto(Z)El queX = AZ (3.3)

cuja solucéo pode ndo ser Unica. Assim, como de costume para problemas de otimizacdo
envolvendo o posto de matrizes, o problema (3.3) foi reescrito como

mj nkZk.[th que X = AZ (3.4)

ondek k. €anormanuclear (somados vaores singulares damatriz). O teorema abaixo agpresenta
uma forma fechada para a solugéo do problema (3.4):

Teorema 1. Se A6 0eX = AZ possui solucdo para X e A dados, entdo Z* = ATX éaUnica
soluco do problema (3.4), onde AT é a pseudo inversa da matriz A.

Vale também o resultado abaixo que faz a ponte entre as solucdes de (3.3) e (3.4)

Corolario 1. SuponhaAé 0equeX = AZ possui solugdo para X e A dados. SejaZ* a solucéo
do problema (3.4), entdo posto(Z*) = posto(X) e Z* é também solucdo do problema (3.3).

A prova desses resultados pode ser encontrada no Apéndice.
Figura 12 — Exemplos de erros comuns presentes no dado: (a) o dado possui perturbacdes; (b) o dado

contém entradas com erros, falta de informagéo, por exemplo; () instancias de dado (colunas)
estéo distantes. (ZHANG et al., 2014)

(c) Erros de amostragem (e ou-

(a) Dado com ruido (b) Dado com erros aleatorios tliers)
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Sabendo que a norma nuclear € adequada para substituir a fungéo posto, Zhang et al.
seguiram o estudo do problema analisando o efeito do termo de regul arizacdo

inkZk. + AKEkoglithl que X = AZ+ E (3.5)
T

onde kEkaql= Y KE( (ko & uma norma capaz de capturar outliers e erros de amostragem
(sample-specific corruptions), Figura 12c. Para ruido Gaussiano pequeno, Figura 12a, anorma
kEkE (Frobenius ao quadrado) deve ser a estratégia de regularizacéo escolhida e para erros
aeatorios, Figura 12b, a normakEk+ € a escolha apropriada.

O problema (3.5) pode ser resolvido por varios métodos e, por questéo de €ficiéncia,
Zhang et a. optaram por resolvé-lo utilizando Augmented Lagrange Multiplier (LIN et al., 2009)
(ALM). Primeiramente, o problema (3.5) é convertido no seguinte problema equivalente

mipkJk. + AKEkoalithl queX = AZ+ ECZ = J (3.6)

o qual éresolvido pelo ALM através da seguinte funcéo de Lagrange

L = kdk«+ AKEkm+ tr Yy (X=AZ-E) +1tr Y5 (Z-J)

N , i (37)
+ %5 KX- AZ- EKE+ kZ- JK?

O problema acima ndo possui restri¢ao, logo pode ser minimizado com respeito auma
das variaveis por vez — fixando as demais — e entdo atualizando os multiplicadores Yy e Yo. O
Algoritmo 1 descreve o procedimento utilizado pararesolver o problema.

O passo 1 do Algoritmo 1 pode ser resolvido através do operador Sngular Value Th-
resholding (SVT) (CAl; CANDES; SHEN, 2010), enquanto que o passo 3 é resolvido pelo
seguinte Lema:

Lema1. (YANG et al., 2009) Dada umamatriz Q, se W* € a solugdo 6tima de
. 1
minakWhkami+ 5KkW - Qk2

entdo ai-ésimacolunade W* é

( war
W*(:lﬂz %Zi—-}kﬁ;j@(sekcxlﬂ(2> a

o] caso contrario

Umaimplementacdo do Algoritmo 1 pode ser encontrada online (L1U, 2016).

De posse da solugdo (Z*[EF) do problema (3.5), Zhang et al. descrevem, através do
Algoritmo 2, um método para segmentar o dado D = AZ, inspirado pelo método de Shape
Interaction Matrix (SIM) (COSTEIRA; KANADE, 1998). O processo consiste em determinar
aqua subespaco cada instancia do dado pertence baseado no espaco linha da matriz do dado
limpo, sem ainfluéncia de erro.
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Algoritmo 1 — Solucéo do problema (3.6) (ZHANG et al., 2014)

entrada :Matriz do dado X, parametro A

inicialize:Z=J=0,E=0,Yy=0,Y2= 0, u = 1078, upe = 106, p = 1[ike = 10-8
enquanto nao convergir faca

fixe as demais varidveis e atualize J pela equagao

J= argmin;kdk*+

fixe as demais varidveis e atualize Z pela equacéo
[E]
Z=(1+ATA)7" AT(X—E)+Js 21772

fixe as demais variaveis e atualize E pela equacao

. A 1
E= argmlnHkEkgﬂ >

EhiliE

atualize os multiplicadores
Yi = Y+ p(X- AZ- E)E]
Yo= Yo+ u(Z-J)
atualize o parémetro U pela equacédo
u = min(puliha)
verifique a convergéncia

kX- AZ- EKw < € ekZ- JKw < €

Algoritmo 2 — Segmentacdo do dado em subespacos

entrada:Matriz do dado X, nUmero de subespagos k, solugdo Z* do problema (3.5)

calcule adecomposicdo SVD Z* = UzVT

construa a matriz de afinidade W = [w;j], comw;j = Uij -, onde Uij sfo as entradas da matriz
U= (Us2)(Us2)T

aplique Normalized Cuts (SHI; MALIK, 2000) e segmente o dado em k grupos

Além disso, um estimador para o nimero de subespacos € apresentado no Algoritmo 3 e
tem como base o fato da matriz de afinidade ter a estrutura de bloco diagonal. A estimativa é
feita contando o numero de valores singulares ndo nulos da matriz Laplaciana L da matriz de
afinidade. Na pratica, a matriz de afinidade é aproximadamente bloco diagonal. Dessaforma, o
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estimador utiliza um threshold para retornar o nimero de ;sub&epagos:
) .
k= n-int Z f: (o) (3.8)
i=
onde, n € 0 numero de instancias do dado, 0; sdo 0s valores singulares damatriz L, int(-) retorna
o inteiro mais préximo, f;(-) édado por

fT(0)= 2 PO T
log, 1+ % [ caso contrério

e0< 1 < 1 éum parémetro.

Algoritmo 3 — Estimativa para 0 nimero de subespacos
entrada:Matriz do dado X, matriz de afinidade W do a goritmo 2

galcue a  mariz_ Laplad L = | - D:WD?, onde D =
diag y ; W(1E) G, w25y TR, w(nl)

estime 0 nimero de subespacos k pela equagao (3.8)

3.2 Linear Discriminant Analysis

Apresentamos agora uma explicagdo do funcionamento do método Linear Discriminant
Analysis (LDA), que consiste em encontrar uma combinagéo linear dos atributos capaz de
separar o dado em classes. A LDA é comumente utilizada em estatistica, reconhecimento de
padroes e aprendizado de méaguina funcionando como um classificador linear ou para reducéo de
dimensionalidade.

Estamos interessados em encontrar um subespaco onde as classes do dado fiquem

separadas da melhor forma possivel. Sejam { (x4 (1) [, (1)} o conjunto de dados
e suas respectivas classes, onde x; € RP e |; e {1[2IHIIK]. Cada instancia de dado x; foi
classificada em uma das k classes e essa classificagao recebeu o rétulo |;. Denotando o centroide
(média) de cada classe por %, i = 1[2IHHEK] e por X o centroide de todo o dado, temos X; =
& ¥x,eG; Xj, Onde n; é 0 nlimero de instancias de dado pertencentes aclasse Gi, e X = 1 YL 4.

Denotemos

Sy=

#

Ec (= %) (= %¢) "+ oot %(Xj— %) (X = %) "

Te
- > nj(%=X)(%) - NHE
j=1
Assm S,[§) e M (Dx D) (matrizesD x D). Entéo,
k N
tr(Sy) = :] Z Z kx; — X;k? (variancia das instancias em cada classe)
j=1i=

S| =

S, =

tr(S) =

k
> njks; - %k (variancia dos centroides)
=1

S| —=
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Note que, se aprojegdo das instancias de dado num subespaco resulta em poucavariancia
dos elementos em cada classe e muita variancia dos centroides, entdo existe grande probabilidade
de que as classes estejam bem separadas. Se P é a matriz cujas colunas formam uma base do
subespaco onde queremos projetar o dado, entdo

< i3 E1
Sw -r( ")-

z;
Z | PT(xJ- — %) (X} - xi)TPi

= PTS,P

e, anadlogamente, §, = PTS,P. Portanto, queremos encontrar P tal que tr(Sy) seja minimo e
tr(S,) sejamaximo. P deve entdo satisfazer:
tr(S) tr(PTS,P)

Popt = argmax — = arg ax
P

tr(Sw) tr(PTSyP) (39)

Mas como o problema (3.9) édedificil resolugéo, resolveremos um problema semel hante:

h i

argmaxtr (PTS,P)(PTS,P)” (3.10)
P

cuja solucdo é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2. (BISHOP, 2006) Sejam A e B matrizes simétricas nx n onde B é definida positiva.
Sejam ainda A = Ao = -+- 2 A e u([LB[HHHREL) os autovalores e autovetores do problema de
autovalor generalizado

Ax = ABx[Z]

Entdo h

max tr (XTAX)(XTBX)~ Z)\.
XeM (nx p)
Dessa forma, a solucéo do problema (3.10) é dada pelos autovetores associados aos
mai ores autoval ores do problema de autoval ores generalizado S,P = SyPA\, onde as colunas de P
s80 0s autovetores associados aos autovalores formando a matriz diagona A. Para visualizacéo,
utilizaremos p= 2.

3.3 Estudando o efeito de subspace clustering em proje-
coes multidimensionais

Apresentaremos agora um estudo do efeito da aplicacéo de técnicas de subspace cluste-
ring, como aLRR, no auxilio a projegdes multidimensionais. Utilizamos a divisao em subespagos
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gerado pela LRR como entrada para as classes na LDA e comparamos a qualidade dessas pro-
jecbes com técnicas bastante conhecidas na literatura como a LAMP (JOIA et al., 2011) e
t-SNE (MAATEN; HINTON, 2008). Além disso, propomos uma mudanga simplesna LAMP
para que possa fazer uso da informacéo de classes do dado.

As principais contribui¢des desse trabalho so listadas abaixo:

[E:Utili zamos técnicas de subspace clustering combinadas com técnicas de visualizagdo para
reducéo de dimensionalidade;

[EEstudamos a eficacia da classe dos dados nas visualizagdes comparando com técnicas que
necessitem da informacéo de classe;

[E)ma modificagdo simples na LAMP para que possa utilizar a informagso de classe do
dado.

Considere um conjunto de dados de alta dimensdo, queremos visualizar padroes e
estruturas intrinsecas pertencentes a esse dado. Supondo que as instancias do dado foram obtidas
de subespacos independentes, utilizamos a LRR para estimar a quantidade de subespacos e a
qual subespaco cada instancia pertence. Tomamos cada subespaco definido pela LRR como uma
classe e asinstancias pertencentes a cada subespago como pertencentes agquel a classe. Por fim,
utilizamos essa informacdo de classes na LDA para efetuar a projegéo no espago visual (p= 2).
A Figura 13ilustra o pipeline do nosso método.

Figura 13 — Pipeline do método: (a) dado sem informagdo de classes; (b) dado com a informagcéo de
classes gerada pelo subspace clustering; (c) visualizac&o do dado utilizando LDA.

3.3.1 Experimentos

Para validar o método, geramos um dado artificial composto por 50 instancias perten-
centes a R3, 50 pertencentes a R’, 50 pertencentes a R'? e mergulhamos todas as 150 instancias
desse dado em R3°. O resultado da LRR com parametro A igual a 0[Blé mostrado na Figura 14.
Observe que a representacéo da matriz E estd em branco denotando que os va ores da mesma
sdo todos zero; ou sgja, a LRR, como esperavamos, ndo detectou nenhuma instancia contendo
erro (ruido nem outlier).
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Figura 14 — Resultado da L RR no dado artificial.
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A Figura 15 mostra o resultado da projecao do dado artificial usando a LDA com classes
geradas pela LRR. Como a L RR classificou o dado perfeitamente, a projegéo coloridacom as
classes da LRR e com as classes reais sdo idénticas.

Figura 15 — Projegcdo com LDA do dado artificial.
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Como segundo teste, utilizamos o conjunto de dados da flor iris (FRANK; ASUNCION,
2010). O dado é composto por 150 instancias de dimensao 4 divididas em 3 classes, as espécies
daflor iris. O resultado da LRR com parametro A igual a 0[5lé exibido na Figura 16. Observe
que uma das classes pode ser identificada facilmente, enquanto que as outras duas sdo mais
dificeis de distinguir. A matriz E é nuladevido a natureza do dado e ao fato de termos utilizado
anormak - ko[giem nosso teste, aqual € sensivel aoutliers.

Damesma forma que no experimento anterior, projetamos o conjunto de dados utilizando
aLDA e colorimos com ainformagao de classes gerada pela LRR e com as classes reais do
dado (Figura 17). Aqui podemos ver onde a LRR conseguiu classificar melhor o dado em cada

subespaco.



3.3. Estudando o efeito de subspace clustering em projegdes multidimensionais 53

Figura 16 — Resultado da L RR aplicado ao Iris.

(a) MatrizZ (b) MatrizE

Figura 17 — Projecdo com LDA do Iris.
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3.3.2 Resultados e discussao

Avaliamos nosso método comparando as projecdes obtidas pela LDA com classes ge-
radas pela LRR com outras trés técnicas: LAMP, t-SNE e LAMP modificada. Primeiramente
explicaremos a modificacdo feitana LAMP para que possa utilizar informacao das classes do

dado no processo de projecao. Originalmente, utilizamos pesos dados por a; = m ondex é

ainstanciaa ser projetada e x; € um ponto de controle. Nossa modificagdo consiste em calcular

0s pesos da seguinte forma:
1
aj = — kx— xk2
o]  caso contrario.

[£] se x e x; tém a mesma classe

Avaliamos também a qualidade das projegdes geradas por nosso método segundo quatro
métricas: stress, preservacdo de vizinhanga e duas métricas de silhueta. A funcdo de stress
utilizada € dada por

1 (dj - dij)®
Yijdhj 0 di2j

stress =
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onde d;j € adistancia medida no espago original ed-ij € adistancia no espaco visua. A métrica
de preservagao de vizinhanga conta, para cada instancia de dado, quantos dos seus k vizinhos
mais préximos no espago original estdo entre os k vizinhos mais préximos no espaco visua. A
silhueta mede coeséo e separacdo das classes e € dada por

. 1 bi— dj

onde g; (coesdo) € a média das distancias entre a projecao y; (projecdo de x;) e todas as outras
instancias projetadas que estdo na mesma classe que y; e b (separacdo) € a menor distancia
entre y; e todas as outras projecdes pertencentes as outras classes. Como podemos ver, para
calcular a silhueta, precisamos da informagao das classes do dado. Dessa forma, utilizamos
ambas informagdes de classe para avaiar as projecdes: classe rea do dado (silh1) e classes
geradas pelaLRR (silh2).

Tabela 1 — Conjuntos de dado utilizados. Da esquerda para direita, as colunas correspondem a: nome do
conjunto de dados, nimero de instancias, dimensdo (nimero de atributos) e fonte.

Nome  Tamanho Dim Fonte
Iris 150 4 (FRANK; ASUNCION, 2010)
Sintético 150 4 (GUYON, 2003)
Artificial 150 30 *
Wine 178 13  (FRANK; ASUNCION, 2010)

Mammas 1000 72  (FRANK; ASUNCION, 2010)

A Tabela 1 contém os conjuntos de dados utilizados e a Tabela 2 resume os resultados
obtidos. Comparada com a LAMP, a versao modificada da LAMP obtém resultado melhor paraa
silh2 (classes dadas pela LRR) e com pequena diferenca em termos de stress. Enquanto o stress
da LDA émaior que o daLAMP e o daLAMP modificada (o que é esperado, pois 0 objetivo da
LDA é encontrar o subespaco com melhor separabilidade entre as classes), ela acaba obtendo
resultados melhores quanto a silh2. Os resultados da L DA indicam que a combinagéo com aLRR
pode ser uma escolha valida para reducdo de dimensionalidade ou problemas de classificacdo
sem supervisdo onde a classe real das instancias de dado séo desconhecidas.

3.3.3 Limitacoes

Técnicas de subspace clustering assumem que o dado esta distribuido em subespacos
independentes. Nos casos onde ndo for possivel recuperar uma estrutura de subespacos nos
dados, mesmo variando todos os parametros extensivamente, € razoavel assumir que tal estrutura
€ inexistente e, portanto, ndo faz sentido aplicar o método.
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Tabela 2 — Resultados obtidos. Da esquerda para direita as colunas correspondem a conjunto de dado,
técnica e métricas: stress, preservacdo de vizinhanga e silhuetas. Valores em negrito sdo os
mel hores para cada conjunto de dado e métrica.

Dado Técnica stress PV (%) silh1  silh2

LAMP 0.0418 818 0.6371 0.3437
s LAMP(M) 00791  77.8  0.6032 0.4221
LDA 03095 636 0.6889 0.6758
t-SNE 171e+6 869 0.7633 0.3392
LAMP 0.0597 809 0.8584 0.8584
Syntheic LAMP(M) 00521 820 0.9045 0.9045
LDA 0.0862 857 09299 0.9299
t-SNE 62266 894 09956 0.9956
LAMP 0.0539 854 06770 0.6770
Artifia AMP(M) 00749 860 07787 07787
LDA 03749 812 09492 0.9492
t-SNE 02962 909 0.8961 0.8961
LAMP 0.0383 907 02174 0.3629
Wine LAMP(M) 0.1371 869 0.2269 0.4491
LDA 09802 533 02694 05314
t-SNE 09312 943 03139 0.4262
LAMP 00112 879 09825 09825
Manmgs CAMP(M) 00172 855 09924 09924
LDA 1.0000 814 0.9311 09311

t-SNE 0.3829 87.7 09653 0.9653
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4

KERNEL BASED LINEAR PROJECTION

Neste Capitul o, gpresentamos uma nova técnica de projecdo multidimensional baseada
em kernel capaz de lidar com dados i mersos no espaco de caracteristicas implicitamente induzido
por um kernel. Este trabaho foi descrito primeiramente em (BARBOSA et al., 2016). As
contribuicdes do mesmo sdo listadas a baixo:

[Z:)ma nova técnica de projecao multidimensional chamada Kelp capaz de lidar com dados
kernelizados;

uso da Kelp como ferramenta de visualizagdo para auxiliar em aplicactes baseadas em
kernel como classificacéo e segmentacéo de imagem;

ma versdo kernelizada das coordenadas diferenciais (LIPMAN et al., 2004) combinada
com a Kelp a fim de entender como o kernel afeta as estruturas de vizinhanga do dado
durante 0 mapeamento para o espaco de caracteristicas.

4.1 Fundamentacdo matematica

Seja X = {x¢[3HHEBE]} o conjunto de dado ek : X x X — R uma funcgo real que,
para cada par x[¥] € X, associa o vaor de similaridade k(xiEJ)tas instancias x; e xj. A
fungdo k € uma fungo kernel (ou apenaskernel) ssamatrizK = kj; (matriz do kernel), onde
kij = k(xi[]), é simétrica e positiva definida.

Associada a cada kernel existe umaaplicagédo ¢ : X — H tal que

k(x[Y) = @(x) T o(x;) (]

onde H éum espaco de caracteristicas com ata dimensado (possivel mente de dimensdo infinita)
onde os dados sdo mapeados pela aplicacdo ¢. Dessa forma, o kernel € um produto interno
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no espaco de caracteristicasH e amatriz K é umamatriz de Gram (SCHOLKOPF; SMOLA,
2001).

Observe o seguinte exemplo: se X ¢ R?, temos que k(xi) = (xiij)‘2 éum kernel e
0 mapeamento ¢ associado a ele é dado por ¢(x) = @(x[3) = (x2EALYEAL), que leva cada
instncia de X para o espaco de caracteristicas, que nesse caso é o R*. De fato,

o(x) " o(x)) = o(xT o(x 1)

- (CREE < TFEYEX)
2 2 £ y2y 2 4 xyxY + yxy'X
00) 2+ 200<) (yy ) + (yy)?

Gaussiano: k(x[i]) = e 22
Polinomial: k(x &) = (xTx))°

Sigmoide: k(x[&]) = tanh(y(x/x;) + ©)

ondeo, vy, d e0 sio parametros.

Supondo que aimagem de X por ¢ esteja centrada no espaco de caracteristicas (a Se-
¢ao0 4.3 tem os detal hes sobre como centralizar o dado quando necessario), ou sgja, 1m STLe(x) =
0, sua matriz de covariancia € dada por

c- :niiw(xn(p(xif (41)

onde @(x;) " é o transposto de @(x;). Como ¢ é uma aplicagio definida implicitamente pelo
kernel, ndo podemos, em geral, calcular amatriz C diretamente. Para superar essa dificuldade,
utilizamos o kernel trick, que consiste em utilizar ainformagdo do produto interno definido pelo
kernel no espago de caracteristicas, evitando o uso explicito das coordenadas do dado mapeado

nesse espago.
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Denotando por u; um autovetor de C e Aj seu autovalor correspondente, da equagao (4.1)
edeCu; = Aju;j, segue-se que

1 m
b~ Z QX)) @(xj) Tui = A
j=1

= U= > o) @(x) u
» ) 5 2
= U= ZI ﬁl (P(Xj)Tui (p(Xj)

1
= =Y ajo(x)Lcom aj= WCP(Xj)TUi
j=1 !

Chamando de g = (a{(Il&],) " o vetor cujas coordenadas sio dadas pelos coeficientes g; i
mostraremos que a; € um autovetor da matriz K do kernel. De fato, substituindo u; naprimeira
igualdade de (4.2) e multiplicando por (X )T temos:

:n(P(XI) > 0(x)0(xp) " Y aij®(x;) = Nig(x) Zaucp X;)
p=1 J=1 1=
1o AL
= Y o(x) 0(xp) Y aij@(xp) @(x)) = A S a00x) o(x)
p=1 j=1 j=1 43)
= LS k) 3 aukxplE]) = A Y k() TR 4TI
p=1 j=1 j=1
= K% = m\iKg
= Ka = vial]

mostrando que a; é autovetor de K com autovalor associado y;. Fica entdo demonstrada uma
importante relacéo entre os autovetores de u; de C e os autovetores g de K

= Zaijq)(xj) (4.4)
1=

Além disso, a equacdo (4.3) também nosda arelacdo y; = mA; entre os autovalores y; de K e os
autovalores A; deC.

4.2 A Kelp

Nossa técnica utiliza um subconjunto dos dados (pontos de controle) como guia parao
posicionamento das demais instancias. SejaXs = { xs, (%, [THIBY } ¢ X o conjunto desses pontos
de controle (note que m denota o nimero de instancias de X e n 0 nimero de pontos de controle)
eYs= {ys [, [IIER } aimagem de Xs no espago visual (Ys é resultado da aplicacdo da técnica
Force Scheme a X). Va ﬁ denotaﬁﬂ)r Ks amatriz do kernel construida gpenas com os pontos
de controle, isto &, Ks = k(xg[XJ)
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Supondo que conhecemos a fungao ¢ associada ao kernel k, queremos encontrar uma
transformacao linear M : H — R? (R? serd nosso espaco visua) tal que

Mo(xs) = ve 5 = 1CZITHHILE

(4.5)

Ou sgja, queremos uma transformag&o linear que leve aimagem de cada ponto de controle @(Xs)
do espago de caracteristicas para sua posi¢do ys Nno espago visual. Esperamos com isso que a
estrutura de vizinhanca de @(Xs,) seja preservada por M, por conta da linearidade.

Podemos escrever a equacéo (4.5) em formamatricial como
Mo = (4.6)

onde ] B

b= %x& . Xsn 'l : st

tém dimensdeshx ne2x n respectivamente, e h é adimenso de span{ ¢(xs, ) TTHKp(xs, )} .

Multiplicando a equac&o (4.6) por ®T, temos
MODT = YOI = nMCg= YP'[] (4.7)

onde Cs € a matriz de covariancia definida na equacao (4.1), mas cal culada apenas nos pontos
de controle. Como Cs é simétrica, pode ser decompostadaformaCgs= UDUT, onde as colunas
de U sdo ortonormais compostas pelos autovetores u; de Cs e D é matriz diagonal contendo
os autovalores A associados aos autovalores u;. Entdo, a pseudo-inversa de Cs € dada por
Csf = UD-'UT, sendo D~ ainversade D considerando apenas os elementos ndo nulos da
diagonal. Multiplicando ambos os lados de (4.7) por Cs'

. i
M = :]YCDTCST = :]Y(DT ub- 1uT
Assim, a projecdo daimagem de umainstancia qualquer ¢@(x) é dada por

M(x) = :]YCDTU D~ U T p(x)[E] (4.8)

Seja A a matriz cujas colunas sao dadas pelos autovetores a; de Kg (equacao (4.4)) e,
abusando da notacéo, U sera a partir de agora a matriz contendo apenas os autovetores de Cg
cujo autovalor associado seja ndo nulo. Da equagéo (4.4), tem-se

U=z ®PA=d'U= OTDA= dTU = KA (4.9)

UTp(x) = (PA) To(x) = ATOTp(x) = ATk (] (4.10)
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onde ky = (k(x(xd,) (KIxCx, ) (TEERx(&] )T

Utilizando arelacao entre os autovalores y; de Kg e os autovalores A; de Cs, dada por

Vi = DA u 4.2)), escrevemos
(equagao (4.2)), m- EI

D-1= =n — =nl"' 4.11
)\. y (4.11)

onde " é amatriz diagonal com entradas y;. A equagdo (4.11) juntamente com as equagoes (4.9)
e (4.10) nos déo que

Mo(x) = YKAM ATk, [E] (4.12)

Dessa forma, escrevemos a projecao M@(x) da imagem de uma instancia x qualquer
no espago de caracteristicas em fungéo apenas de quantidades conhecidas: Y é amatriz com a
posi¢ao dos pontos de controle no espago visual, Kg € a matriz do kernel calculada nos pontos de
controle, as colunas de A sdo os autovetores de Kg, adiagonal del” sdo os autovalores de Kg e
0 vetor ky € a medida de similaridade dada pelo kernel entre ainstancia x a ser projetada e os
pontos de controle xs. Maisainda, Y, Ks, A el” precisam ser cal culados apenas uma vez, pois
nao dependem da instancia a ser projetada, apenas do kernel e dos pontos de controle.

4.3 Centralizagdao no espaco de caracteristicas

Na secdo 4.1 supomos que o dado estaria centrado no espaco de caracteristicas. Nessa
secdo explicaremos como centrar 0 dado quando necessario. Como ndo temos acesso as coorde-
nadas do dado no espaco de caracteristicas, faremos a centralizagdo utilizando amatriz Ks e o
vetor K.

O procedimento para centralizar uma matriz de kernel K ja é conhecido da literaturade
aprendizado de maguina (SCHOLKOPF; SMOLA; MULLER, 1998). Suponha ¢ n&o necessari-
amente centrada no espaco de caracteristicas, logo

. 1 m
O(xi) “m Z

estara centrada no espaco de caracteristicas. Dessa forma, toda teoria desenvolvida na Secéo 4.1
valepara®. SgjaK amatriz do kernel associado afuncio ¢, temos que K = ¢(X) " ¢(X). Logo,
aentradakij de K é escritacomo

ki = 904)" (x)) "
{1 m #r {1 m #
= Q(x)- m; o(xp)  @(xj) - mq; ®(Xq)
10 18 1 &
= @(x) @(x) - mpz1(|)(xp) o(xj) - mq=1(P(X|) O(Xq) + mgpé1(l>(xp) O(Xq)
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Se chamarmos de 1, amatriz mx m cujas entradas sdo todas iguais a 1m conseguimos
escrever
K=K-1nK- Klm+ 1mKIm (4.13)
obtendo a centralizacgo K damatriz K.

|dealizamos a centralizagdo do vetor ky inspirados na centralizagéo da matriz K. Com a
notacdo da Secdo 4.2, temos que

#0) = 00a) - 1 3 0l0c)
J:

a centrada entre o pontosgﬂ controle, ou sgja, %ZF=1(|3(XS) = 0. Denotando por ky =

k(x(5d, ) (RIx[],) (FRER(x(%] ) ", onde k & 0 kernel associado afungéo @, podemos escrever as
coordenadas de ky como

kX)) = @(x0) " P(xs)
" #r" #

n2 .
=1 =1 jlBE
paratodoi = 1[2M¥ER] Escrevendo na forma matricial, temos

ke = ke— Ksln— Tpky+ TpKsTn (4.14)

onde 1,, é o vetor com de tamanho n com todas as coordenadas iguais a %

4.4 Projecao dos pontos de controle

Nossa técnica, efetua no primeiro passo, a projegao dos pontos de controle utilizando
o Force Scheme (TEJADA; MINGHIM; NONATO, 2003). Como o Force Scheme utiliza a
informacao de distancia, precisamos das distancias no espaco de caracteristicas para poder
efetuar essa projecédo inicial. Entretanto, toda informacéo que temos sobre o dado no espaco
de caracteristicas € a medida de similaridade dada pelo kernel. Dado um produto interno no
espaco de caracteristicas, temos automati camente uma medida de distancia proveniente desse
produto interno: d(X i[Xl ) = P =X Xi-Xjip, WiX;eH ,ondehlEl denota
um produto interno no espaco de caracteristicasH . Como o kernel define um produto interno
no espago de caracteristicas, temos uma medida de distancia definida pel o kernel dada por

o0 B = “006) = 9(xj) T (x) - B(x))
= (%) ") - 20(x) @(x}) + ®(x}) T P(x)) (4.15)

q
= kOaBe) - 2K(xilE) + k(x;5)E
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A distancia dada pela equacéo (4.15) € utilizada no célculo da posicéo Ys dos pontos
de controle no espaco visual pelo Force Scheme. O Force Scheme calcula, para cada y; no
espago visual, o vetor v = yj - y; e move yj na diregdo em que v aponta por uma fragao
A= %}D:w - d(yi@) de seu comprimento, com D e d sendo as medidas de distancia no
espaco original e no espaco visual, respectivamente. Como M € linear, tem que levar aorigem do
espaco de caracteristicas na origem do espaco visual. Portanto, para preservar essa propriedade,
apos calcular o posicionamento dos pontos de controle pelo Force Scheme, centralizamos Y de

modo que seu centroide coincida com a origem do espago visual.

4.5 Aspectos computacionais

Na construcdo da Kelp (Secdo 4.2), assumimos que a matriz de covariancia C possui
colunas u; ortonormais. Entdo, pela equacao (4.4), temos

n
1= uTu= pé aipaigP(Xs,) ' P(Xs)) = &' Ksai = viai' &
1

mostrando que os autovetores de Ky definidos na equacéo (4.4) sdo ortogonais, mas nao sao
unitérios. Porém, como as bibliotecas numéricas usualmente retornam autovetores unitérios,
paragarantir que kuiks = 1, temos que multiplicar os autovetores unitarios de K (dados pelas
bibliotecas numéricas) por ...

A parte mais custosa computaci onal mente da nossa técnica € o calculo dos autovetores
e autovalores da matriz Ks, cuja complexidade computacional é O(n®), onde n é o nimero de
pontos de controle. Entretanto, esse calculo éfeito apenas uma vez e geralmente para um nimero
pequeno de pontos de controle. O Algoritmo 4 exibe 0s passos para projecao utilizando a Kelp.

Algoritmo 4 — O algoritmo da Kelp

entrada: Conjunto de dados X e pontos de controle Xs

Projete X usando o Force Scheme com a medida de distéancia definida na equagao (4.15). Calcule
ocentroidey = 1 3"_,ys ecentralizeY por Y = (ys, — IR - y)

Calcule amatriz Kg para X e centralize usando a equagéo (4.13)

Calcule os autovetores a{[IIEIR,) de K e seus autoval ores associados v

Crie amatriz Anx p com colunas %@Eﬁﬁ% ondey 6 0, Vi = 1[{THE]

Criaamatriz diagonal I"p. o~ ' com entradas o, i = 1[E]

CalculeamatrizP = YK,AI AT

paracadax € X faca

Calcule ky e centralize utilizando a equagéo (4.14)
Calcule aprojecéo y = Pky
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4.6 Resultados e comparacoes

Os resultados apresentados nessa segao, foram gerados utilizando pontos de controle
escol hidos aeatoriamente e em quantidaden=~ m, onde m é o tamanho de todo o conjunto de
dado (uma discussado sobre 0 tamanho do conjunto de pontos de controle pode ser encontrada
em (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010)). Alguns experimentos utilizam uma estratégia
diferente para a escolha dos pontos de controle, deixaremos esses casos claros no decorrer do
texto.

Comegaremos avaliando a Kelp quanto a sua precisdo e tempo de execucao. Comparamos
nossa técnica com outras cinco e em oito conjuntos de dados dif erentes com variabilidade na
quantidade de instancias e dimensao do dado (Tabela 3). As técnicas utilizadas na comparacao
foram escolhidas por conta de suas similaridades com a Kelp; mais especificamente: precisam
de um conjunto de pontos de controle e sdo capazes de lidar com a informagao de um kernel.
Além disso, essas técnicas sdo bem conhecidas por seu desempenho em termos de precisao e/ou
tempo computacional, garantindo que as comparagdes s30 justas e se equiparam aos métodos
que caracterizam o estado da arte. As técnicas escolhidas foram: Fastmap (FALOUTSOS; LIN,
1995), Hybrid (JOURDAN; MELANCON, 2004), Landmark MDS (SILVA; TENENBAUM,
2004), Pekalska (PEKALSKA et al., 1999) e PLP (PAULOVICH et al., 2011). Todas apresentam
bom desempenho quanto ao stress e tempo. Quanto aimplementacdo, Pekalska e PLP resolvem
um sistema linear e precisam de bibliotecas numeéricas para tal. Landmark MDS requer uma
implementacao eficiente da decomposicdo SVD, como o agoritmo LAS2 (BERRY, 1992).
Fastmap e Hybrid podem ser implementadas diretamente. Assim como a Kelp, PLP e Pekalska
permitem que o usuario manipule interativamente os pontos de controle no espago visual.

Tabela 3 — Conjuntos de dados utilizados nas comparacdes, da esquerda para direita as colunas correspon-
dem ao nome do conjunto de dados, tamanho, dimenso e fonte.

Nome Tamanho Dim Fonte
wdbc 569 30 (FRANK; ASUNCION, 2010)
diabetes 768 8 (FRANK; ASUNCION, 2010)

segmentation 2.100 19 (FRANK; ASUNCION, 2010)
us-countries 3.028 14 (SHNEIDERMAN; SEQO, 2008)

wine 4.898 11 (FRANK; ASUNCION, 2010)
letter ren 20.000 16 (FRANK; ASUNCION, 2010)
mammals 50.000 72 (FRANK; ASUNCION, 2010)

viscontest 200.000 10  (WHALEN; NORMAN, 2008)

dij—dij)°
:

dij = d((P(Xi)Xj)) € adistancia dada pela equagao (4.15) ed-ij ¢ adistancia Euclidianaentre as

, onde

Para medir a precisgo, utilizamos a funcéo de stress dada por zij1d” Yij (
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imagens de x; e xj no espago visua. As projegdes da Kelp foram produzidas utilizando o kernel
Gaussiano com parametro o igual a média da variancia dos dados e a distanciafoi calculada
usando a equagdo (4.15).

O box plot azul na Figura 18 mostra os valores de stress obtidos nas projecoes da Kelp
e das demais técnicas para cada conjunto de dados da Tabela 3. Podemos facilmente dizer
que a Kelp é umadas técnicas mais precisas, sendo comparavel as técnicas atamente precisas
como Landmark MDS e Pekalska. O box plot amarelo mostra que a Kelp também obtém bons
resultados em termos de tempo de execucao, sendo comparavel a Fastmap, aqual é conhecida por
sua eficiéncia computacional. Observe que a Kelp € quase uma ordem de magnitude mais rdpida
que Landmark MDS e Pekalska, ambas técnicas semel hantes a Kelp em termos de preciséo.

Figura 18 — Box plot do stress e tempo em cada conjunto de dado.
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Os gréficos de distancia original x distancia projetada apresentados na Figura 19
atestam a precisdo visual da Kelp. Observe que o formato dos gréficos da Kelp estéo proximos
dalinha de 45° em quase todos os testes, atestando que a vizinhanca dos pontos € preservada
no espaco visual. O mesmo ndo é verdadeiro para outras técnicas como Hybrid e PLP, cujo
resultado esta espalhado na diregéo da diagonal.

Os conjuntos de dados utilizados nas comparagdes sao compostos por instancias contidas
em espacos vetoriais reais, permitindo assim o0 uso de técnicas atamente precisas como a
LAMP (JOIA et al., 2011). Entretanto, a Figura 20 diz que nossa técnica n&o € desnecessdria
para esse tipo de dado, pois as projegdes da Kelp tém grupos melhor definidos que os gerados
por projegdes que tomam os dados no seu espago original. As Figuras 20a e 20b mostram que as
projecoes resultantes da aplicacdo da Kelp e daLAMP no conjunto de dados Segmentation e as
Figuras 20c e 20d mostram os resultados num conjunto de dados com 574 artigos cientificos
composto por trés topicos diferentes (PAULOVICH et al., 2008). As projecdes da Kelp na
Figura 20 foram produzidas kernelizando o dado utilizando o kernel Gaussiano com parémetro o
igual a média da variancia dos dados (bag-of-words do conjunto de dados de artigos cientificos).
O layout produzido pela Kelp € mais bem definido, evidenciando os grupos e instancias similares.
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Figura 19 — Gréfico de distanciaorigina x distancia projetada. Os nimeros no canto superior significam
stress e tempo de execucdo (em segundos). Valores em negrito sdo os melhores para cada

conjunto de dado.
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Os resultados da Kelp quanto a silhueta corroboram essa afirmacéo. A silhueta foi calculada
segundo S= 1mzi r@% como na Secdo 3.3.2. A silhuetavariano intervalo [- 1] e, quanto
maior o valor de S melhor € a coesdo e a separagéo dos grupos.

A sensibilidade da Kelp quanto a intervengdo do usuario é analisada na Figura21. A
figura no canto superior direito mostra a posi¢éo dos pontos de controle, enquanto que aimagem
maior mostra a projecéo resultante; a Figura 21a mostra a projecéo produzida pela Kelp com o
posicionamento dos pontos de controle dados pelo Force Scheme. As Figuras 21b, 21c e 21d
mostram as projegdes da Kelp, PLMP e LAMP apds a manipulagéo do usuério nos pontos de
controle, que agrupou o dado segundo suas classes. Observe que a Kelp obtém novamente o
mel hor resultado quanto a silhueta, sendo superior inclusive a LAMP, que é conhecida por ser
bem sensivel aintervencéo do usuério.

A Figura 22 apresenta o comportamento da Kelp quanto a variagado no nimero de pontos
de controle. O serrilhado no gréfico € devido a selecdo al eatdria dos pontos de control e, fendbmeno
ja conhecido naliteratura (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010). Observe que a amplitude da
oscilagdo é pequena, perto de 0L06. Na prética, observamos que a Kelp produz bons resultados
mesmo quando utilizamos uma quantidade reduzida de pontos de controle, 0 que nos permitiu
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Figura 20 — Melhorando a coesdo e separabilidade dos grupos usando a Kelp. A silhueta (S) é maior para
as projecdes da Kelp comparada com técnicas baseadas em distancia Euclidiana.

(c) Kelp S= o@g (d) LAI\;IPS= o411

tomar - m nos Nossos experimentos.

Analisamos também a Kelp segundo alguns artefatos que podem aparecer em projecdes
multidimensionais, denominados tears e falsos vizinhos, seguindo a metodologia CheckViz
desenvolvidaem (LESPINATS; AUPETIT, 2011). Tears aparecem quando instancias vizinhas no
espago original sdo mapeadas distantes no espaco visual, enquanto que fal sos vizinhos, como o
nome induz, sdo instancias que foram mapeadas prdximas no espaco visua mas que sdo distantes
no espaco original. Esses artefatos podem ser detectados através de duas medidas de stress:

oo,
% |dij — dij|“F (dj) (4.16)
o
% |dij — dij|“F (dkj) (4.17)

ondedij e d-ij representam as medidas de distancia no espaco original e no espaco visua eF é
uma fung&o de peso. Supondo dij grande e d-ij pequeno, asinstanciasi e j sdo falsos vizinhos.
Como na equago (4.16) F depende apenas de d , podemos escolher F de modo que o resultado
da soma sgja pequeno, fazendo assim com que a equagao (4.16) aponte tears quando seu valor
for alto. Analogamente, se dij € pequeno e d-ij € grande, temos que as instancias i e j sdo
tears e podemos utilizar a equacéo (4.17) para gpontar falsos vizinhos quando seu vaor for
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Figura21 — Comparando a sensibilidade da Kelp quanto aintervengéo do usuério. Canto superior direito
mostra a posi¢éo dos pontos de controle.

b) Kelp ap6s manipulacio S=
(a) Kelp origindl S= o33 | )o@ﬁ;p pUla=0

(c) PLMP ap6s manipulagéo (d) LAMi3 ap6s manipulagdo

S= ol29 S= o4d2
Figura 22 — Variando o nimero de pontos de controle: o stress estabiliza proximo dos 5% do nimero de
instancias.
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ato. Lespinats e Aupetit (2011) recomendam a escolhade F como a fungéo de peso Heaviside:

(
1[flsex< o

Fs(x) = _
o) 0t caso contrério

Utilizamos o seguinte codigo de cores para representar essas distorgoes: roxo paraindicar
os falsos vizinhos, verde indicando tears, preto indica que a instancia sofre de ambas distorges
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simultaneamente e branco representando as instancias sem distor¢des. Definindo, para cada
instancia x;, o par ordenado ( f;[fJ, onde

-
fi= Y Idij— dijl?F (dhj)
]
- -
ti=) Idij— dijl?F(dij)
]
podemos visualizar 0 codigo de cor que descreve os tipos de distorcdo no plano e, mais ainda,
quantificar a intensidade dessas cores (Figura 23).

Figura 23 — Espaco de cores utilizado na andlise de tears e fal sos vizinhos.

no false
distortion neighbor

Lespinats e Aupetit (2011) se baseiam em duas regras para analisar os resultados:

[ZRegra da separacdo: se vérias instancias roxas sdo disjuntas, entéo o espago entre elas é
verdadeiro no espago original. Pois, caso contrario, essas instancias corresponderiam a
tears e deveriam assumir a cor verde ou preto.

[©:Regra da sobreposicao: se vérias instancias verdes estdo préximas umas das outras ou
se sobrepde, entdo estdo |ocalizadas proximas umas das outras no espaco original. Caso
contrario, deveriam assumir a cor roxa ou preta.

A Figura 24 mostra o resultado obtido pela Kelp nametodologia CheckViz. Asinstancias
interiores aos grupos indicam a presenca de tears, mas fal sos vizinhos séo observados apenas para
pontos posicionados na fronteira dos grupos (entre os grupos). Pel as regras acima, temos amel hor
configuracdo possivel, pois dentro dos grupos a metodol ogia i ndica uma verdadei ra sobreposicao
e na fronteira dos grupos as instancias sdo apontadas como falsos vizinhos indicando uma
verdadeira separagcdo no espaco visual.

4.7 Aplicacoes

Nesta secdo ilustramos a utilidade de Kelp em trés aplicacbes distintas. A primeira gplica-
cao € motivada pel a discussdo feita no inicio deste capitul o: queremos entender o comportamento
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Figura 24 — Verificando a qualidade da projecéo segundo a metodologia CheckViz: (a) projegao de um
conjunto de dados artificial com 150 instancias e quatro dimensdes (GUYON, 2003); (b)
regioes roxas indicam falsos vizinhos e regides indicam tears.
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(a) Projecdo daKelp (b) Andlise CheckViz

dafuncéo ¢ definida implicitamente pelo kernel. Mais especificamente, utilizamos a Kelp como
ferramenta para analisar o efeito do kernel nas relagdes de vizinhanga do dado. A segunda apli-
cacao explora ainteratividade da Kelp para auxiliar tarefas de classificagéo utilizando Support
Veector Machine (SCHOLKOPF; SMOLA, 2001) (SVM). A Ultima aplicagio mostra como o
processo de visualizagao pode tirar proveito de técnicas baseadas em kernel como a Kelp.

4.7.1 Mudancga de vizinhanca induzidas pelo kernel

Como motivado no inicio do Capitulo, entender o efeito de um kernel nas estruturas de
vizinhanga do dado é de fundamental importancia para uma escol ha apropriada, construcéo e
aprimoramento de um kernel para uma tarefa especifica.

Nossa abordagem utiliza umamétrica paracomparar as estruturas de vizinhanca definidas
no espaco origina (usua mente Cartesiano), onde o dado se encontra, e suaimagem no espaco
de caracteristicas induzido pelo kernel. A métrica é definida da seguinte forma: sgja & =
Xj — #i,\li ¥ jeN; Xj acoordenadadiferencia de x;, onde N; denota os indices dos k vizinhos mais
préoximos de x; e #N; € a cardinalidade do conjunto N;. Assim, a normakd;k mede 0 quéo longe
X; estado centroide dos seus vizinhos. A norma da coordenada diferencial 8, de @ = @(xi) no
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q__
espago de caracteristicas é dada por kdgk = O, T% .Logo
1 T 1 |
kdgk’= @ - i
1
=@ @- (4.18)

- K(x{E) - #ﬁ % ) + 2 _[gN k<XJ@> 5
e 1) Jlsel

A equacdo (4.18) mostra que a norma da coordenada diferencial no espaco de caracteris-
ticas pode ser obtida a partir do kernel, tornando possivel medir quéo longe cada instancia esta
do centroide de seus vizinhos nesse espago, mesmo sem saber as coordenadas da instancia nem
dos vizinhos.

As cores nas Figuras 25a e 25b representam os val ores correspondentes de kdik e kdg k
calculados em cadainstancia (no conjunto de dados artificial (GUY ON, 2003)). O layout dos
pontos foi gerado pela PLMP e pela Kelp, respectivamente. Regides em vermelho correspondem
avalores altos de kdik e kdg k, enquanto que regides em azul correspondem a valores baixos e
regioes em verde sdo valores intermediarios. Escolhemos PLMP para projetar o dado a partir do
espaco original, porque, como a Kelp, a PLMP faz uso de uma transformagao linear, tornando a
comparacdo mais justa. Observe que, mais uma vez, a projecao baseada em kernel fez os grupos
ficarem melhor definidos.

A razédo k& k@&n k mede a mudanca na vizinhanga quando o dado € levado no espaco
de caracteristicas pela ¢ definidaimplicitamente pelo kernel. Valores préximos de 1 indicam
que a estrutura da vizinhanga ndo mudou, valores proximos de 0 indicam que as instancias
ficaram mais distantes dos seus vizinhos e valores maiores que 1 significa que as instancias
ficaram centralizadas com relagéo a seus vizinhos quando n&o eram centradas no espaco original .
Utilizando uma funcao de transferéncia como da Figura 26, podemos visualizar as regides onde
avizinhanca € mais af etada pelo kernel. O fundo da Figura 25 foi colorido interpolando o valor
da coordenada diferencial (ou de suarazao) de cada instancia para uma grade regular no fundo.
Figura 25b nos diz que o kernel Gaussiano posiciona melhor os pontos em termos dos vizinhos
que estdo intragrupo; ou seja, o kernel Gaussiano tende a posicionar instancias mais proximas do
centroide do seu grupo. Entretanto, a Figura 25c claramente mostra que, analisando arazéo entre
as normas das coordenadas diferenciais, as regides em vermelho (valores proximos de zero e
maiores que um) gparecem no interior dos grupos. Como kg k € pequeno no interior de grupos
bem definidos (Figura 25b) e os grupos ndo se espalharam pela acdo do kernel, concluimos
que os atos valores da razdo séo devidos a um agrupamento mais apertado feito pelo kernel
Gaussiano. Portanto, como esperado, o kernel Gaussiano tende a criar grupos melhor definidos.

A mesma andlise pode ser feita com outros kernels além do Gaussiano, como ilustrado
nas Figuras 25d e 25e. A Figura 25d descreve kdgk quando o kernel polinomial dado por
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Figura 25 — Visuaizando como o kernel afeta as estruturas de vizinhanga: magnitude das coordenadas
diferenciais com layout gerado pela PLMP com distancia Euclidiana em (a), pela Kelp com
kernel Gaussiano em (b) e kernel polinomial em (d); magnitude da razéo com Kelp-Gaussiano
em (c) e Kelp-Polinomial em (e).
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(a) kdk (PLMP) (b) kb, k (Kelp-Gauss.)

(c) %ﬁkk (KelrrGahss) (d) kdgk (Kelp-hliF)  (6) g5 (Kelp-hLEiP)

Figura 26 — Fung&o de transferéncia.
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k(xi@) = (xiij)2 € usado. Kernels polinomiais sdo menos intuitivos que o kernel Gaussiano,
dificultando seu uso em aplicagdes praticas. Usando nossa ferramenta visual, podemos ver que
o kernel polinomial acima se comporta quase que da mesma forma que o kernel Gaussiano,
evitando acriagéo de “outliers” préximos dos grupos enquanto que aperta as instancias dentro
dos mesmos.

Como podemos ver claramente, coordenadas diferenciais sdo bastante efetivas para
visuaizagdo das mudancas na estrutura de vizinhanga induzidas por um kernel. Vae mencionar
que, até onde sabemos, essa é a primeira vez que coordenadas diferenciais foram utilizadas para
medir a variagdo da vizinhanga no contexto de dados envolvendo kernel, sendo essa mais uma
contribuicdo do nosso trabal ho.
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4.7.2 Visualizacdo de SVM

Support Vector Machine (SVM) € um classificador linear que opera no espaco de caracte-
risticas onde o hiperplano de separagéo tem margem méxima. Intuitivamente, instancias distantes
da margem no espago de caracteristicas sdo classificadas com um grau de confiabilidade maior
do queinstancias mais proximas das margens. A Figura 27 ilustra 0 que acontece no espaco de
caracteristicas durante o processo de classificagédo do SVM.

Figura27 — Modelo intuitivo da separacéo feita no espaco de caracteristicas quando aplicamos SVM.
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N&s tiramos proveito da interatividade da Kelp para mudar a posicao dos pontos de
controle no espaco visua de modo a separar os dados como no modelo intuitivo que temos
do SVM. A Figura 28 apresenta a projecéo do conjunto de dados wdbc (Tabela 3) usando
kernel Gaussiano. O mesmo kernel Gaussiano foi usado no SVM. Utilizando a biblioteca
LIBSVM (CHANG; LIN, 2011) para executar a classificagdo com SVM, nds obtemos, para
cada instancia, a probabilidade dela pertencer a cada uma das classes. Cores mais escuras na
Figura 28 indicam maior probabilidade da instancia realmente pertencer aquela classe, enquanto
que cores mais claras indicam instancias cuja classificagado ndo é tao confiante. A linha preta
corresponde a regido onde a probabilidade interpolada é igual a 50%. Observe na Figura 28a que
as regi 6es de confiabilidade ndo podem ser determinadas quando os pontos de controle ndo estao
separados no espaco visual. Como o conjunto de dados utilizado possui um nimero pequeno de
instancias, nés utilizamos 10% das instancias para compor o conjunto dos pontos de controle.

Entretanto, quando organizamos os pontos de controle interativamente separando as
classes, como na Figura 28b, o layout resultante claramente tem a forma do model o intuitivo
do SVM, tornando fécil interpretar o comportamento do classificador. Observe que inclusive
amargem onde o classificador fica em duvida é exibida corretamente. O fundo da Figura28 é
colorido interpolando a probabilidade (dada pelo SVM) de cada instancia pertencer aumadas
classes.

E importante salientar que outros métodos capazes de visualizar o resultado do SVM (HA-
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Figura 28 — Realizando o model o intuitivo do SVM: (a) projecao inicial onde alinha de separagdo nédo €
clarae (b) projecdo apds a manipulacio dos pontos de controle. A figurano canto superior
apresenta o posicionamento dos pontos de controle.

MEL, 2006; JAKULIN et al., 2005) assumem que o dado pode ser imerso num espaco cartesiano
e o kernel é utilizado apenas no classificador, enquanto que a Kelp utiliza exclusivamente a
informacéo do kernel.

4.7.3 Segmentagédo de imagem baseada em kernel

I nteracéo com usuario € uma caracteristica que define uma classe importante dos métodos
de segmentacdo. Nesse contexto, técnicas que permitem que o usuario intergja no espaco da
imagem guiando o processo de segmentacao sdo maioria (CASACA et al., 2013). Entretanto,
técnicas que operam no espaco de caracteristicas ndo sdo comuns, gpesar de trabal hos recentes
mostrarem vantagem em tarefas como coloragao eretrieval (CASACA et al., 2012; MAMANI
et al., 2013).

A seguir, mostraremos como a Kelp pode ser utilizada para auxiliar num processo intera-
tivo de segmentacdo que opera diretamente no espaco de caracteristicas. Mais especificamente,
construimos um kernel baseado na filtragem bilatera (TOMASI; MANDUCHI, 1998) que
permite utilizar a Kelp como ferramenta para que o usuério intergja diretamente no espago de
caracteristicas.

Segjam | aimagem original (dado de entrada) e | aimagem resultante da filtragem

bilateral:
1
o= > 16Go, Klp= Igk Go (kp- gk)
qe

P

comW = Go, Klp— gk Go, (kp- gk) [l

q€Np
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x2
onde Gg(x) = e 202. Osvaores|p el  sio acor no sistema CIE-Lab do pixel p daimagem

| el , respectivamente, 02 é avariancia tipicamente utilizada em filtros Gaussianose N, é a
vizinhanga quadrada ao redor do pixel p.

Definimos o kernel k como
(7]
k(p@ = Go kl p-1I qk (4.19)

A Figura29b mostra a projecéo resultante da Kelp utilizando o kernel definido naequagéo (4.19),
onde cada pixel daimagem na Figura 29a é uma instancia de dado. A cor de cada ponto na
projecdo é a cor do pixel correspondente. Observe na projecéo gerada pela Kelp que o amarelo
da banana é claramente separado do amarel o do fundo da imagem (Figuras 29¢ e 29d). Além
disso, 0 usuario pode definir os grupos da segmentacao interativamente na projecao, o que é
equivalente a definir essas regides no espaco de caracteristicas e, consequentemente, no espaco
original, como mostrado nas Figuras 29e e 29f.

4.8 Discussao e limitacoes

Os resultados e comparacoes apresentados na Secéo 4.6 claramente mostram a eficiéncia
da Kelp, que apresenta um bom bal anco entre precisao e tempo de execugdo. A formulagdo ma-
tematica sdlida e a facilidade de implementacéo (requer essencia mente o calculo de autovetores
e autovalores) s3o aspectos que mostram aforca da Kelp. Um outro ponto interessante da técnica
se deve ao fato de ser facilmente paralelizavel: apds o calculo damatriz YKSAM~ AT, a projecdo
das instancias de dado podem ser feitas de formaindependente.

Uma limitag&o que néo esta propriamente na formulagéo da Kelp, mas que afeta seu
funcionamento é o kernel utilizado na aplicacéo e seus parametros. O kernel Gaussiano, por
exemplo, depende do par@metro o e esse valor afeta o resultado da classificacdo do SVM, a
reducdo de dimensionalidade do KPCA e da Kelp, pois todas essas técnicas dependem dos
valores do kernel. Encontrar o valor correto para cada parametro do kernel € umatarefadificil.
Em nossos testes utilizamos a média da variancia do dado, mas ndo ha garantia que isso ira
funcionar paratodo conjunto de dados. Acreditamos que, devido as suas capacidades, a Kelp
pode ser uma ferramenta bastante Util para auxiliar no entendimento do efeito de um kernel
permitindo uma melhor escolha desses parametros, bem como a criagdo de um novo kernel
através de kernels ja conhecidos.
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Figura 29 — Nosso pipeline de segmentagdo: a imagem de entrada € projetada, onde cada pixel € uma
instancia de dado, em seguida os grupos sao definidos na projecdo e o resultado desse
agrupamento € exibido como umaimagem segmentada.
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5

CONCLUSAO

Estatese gpresentou estudos praticos sobre a utilizagdo de técnicas de subspace clustering
e métodos de kernel para auxiliar projecoes multidimensionais e a criagdo de uma técnica
completamente nova baseada em kernel que possui capacidades até entdo ndo exploradas.

Técnicas de subspace clustering se mostram ferramentas promissoras para a andlise da
estrutura de subespaco intrinseca do dado. Por outro lado, quando o dado ndo possui tal estrutura,
as técnicas ndo podem ser aplicadas. A informacéo de classe gerada pela LRR nos permite
utilizar técnicas como a LDA em tarefas como classificacdo e reducéo de dimensionalidade com
uma boa qualidade em termos das métricas que testamos.

Estimar a dimensdo e uma base para esses subespacos sao tarefas que pretendemos
executar em trabalhos futuros, além de estudar o efeito e a eficiéncia dessas novas informacoes
em tarefas de reducéo de dimensionalidade.

Do lado dos métodos de kernel, propomos uma nova técnica de projecdo multidimensio-
nal, chamada Kelp, que possui uma base matematica solida e com desempenho, em termos de
precisdo e tempo de execucao, comparavel e até melhores do que o das técnicas que séo 0 estado
daarte. A Kelp apresentou 6timos resultados em tarefas baseadas em kernel e, por conta disso,
possui um grande potencial em tarefas gerais, bastando que um kernel préprio paratal aplicacéo
sgjautilizado. Além disso, suaflexibilidade, eficiéncia e facilidade de implementacdo atornauma
técnica de projecdo multidimensional muito atrativa para aplicacdes em geral, particularmente,
para aplicacdes que possam tirar proveito de métodos de kernel. Um trabalho sobre a construgéo
de novos kernels através da combinacéo de kernels conhecidos ja estd em andamento.
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APENDICE

A

DEMONSTRACOES

Mostraremos aqui agumas das demonstracdes referentes ao trabalho de Zhang et al.
(2014). Para provar o Teorema 1 precisamos dos seguintes resultados:

Lema 2. Sgam U, V e M matrizes com dimensdes compativeis. SuponhaU eV ortogonais,
entao
kMk. = UMV Tk,

Prova: Tomea mposig?ﬁﬁm Valores Singulares (BISHOP, 2006) (SVD) deM = UyZuVu',
logoUMVT = U UmEmVT VT = (UUm) Zm(VVi) " Como (UUm) T (UUwm) = UMTUTUUY =
UMTUM = | e(VVM)T(VVM) = VMTVTVVM = VMTVM = |, assim (U UM)Z|\/|(V|\/|V)T € adecom-
posicdo SVD deUMV . E peladefinicio da norma nuclear, temoskMk, = tr(Zy) = KUMV k..
i

onde aigualdade acontece se, e somentese,C= 0,D= 0eF = 0.

Prova: Como kIMNk. = kMk. ek[M;N]k. = kMKk. , o resultado segue diretamente, onde a
igualdade acontece quando N = 0. |

Lema4. SgiamU, V e M matrizes com dimensdes compativeis e suponhal eV com colunas
ortogonais, entdo
mZinka* queUTzv=M

tem uma solucdo Unica, Z* = UMVT.
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Prova: Mostraremos iniciamente que kMk.. € o valor minimo da fungéo objetivo e Z* =
UMVT éuma soluczo. Para uma solugéo Z, tome sua decomposicao SVD Z = Uz3zV~". Sejam
B=UTUzeC= VZTV. Assim, arestricdo do problema pode ser reescrita como

T T T
U'zv=U" UzzzVz' V=BZzC=M

Além disso,

E1

BB"=UTU; U'Uy =UTUzU,"U=UTU = |
B
C'C-= vav-vav = VIV, = VTV = | [E]

Tomando os complementos ortogonais B+ e C+, construimos as matrizes ortogonais [B; B4] e
[CICH] (caso B = @ouCt = & aoargumento ainda é valido). Assim,

#
Bz,C BXzCt
1 Bt¥,C B*zzC*

i He

kZk. = kZzk. = k[B;B*]=z[C[E} k. = > kBZzCk. = kMk,

Portanto, kMk.. & o valor minimo da fungdo objetivo. Pelo Lema 2, temos kZ*k. =
KUMV Tk, = kMk.. Entdo, Z* = UMV T é uma soluco do problema.

Para mostrar que asolucdo Z* = UMV T é(inica, suponhaqueZy = UMVT + H éoutra
solugdo. Assim, UTZ;V = M eUTHV = 0. De modo andogo a primeira parte da demonstracéo,
podemos construir matrizes ortogonais[U;U+] e [V, logo

kMk, = kZik. = kUMVT + Hk, o ;UL(UMVT + H)[VIEH 1k
M UTHV<

A yLTHY ULTHVL

Pelo Lema 3, aigualdade acima é valida se, e somente se,
UTHV = ULTHV = ULTHV: = 0

e portanto, H = 0, provando a unicidade da solucéo. |

Demonstremos entdo o Teorema 1:

Prova: Como X € span(A), temos posto([X[A]) = posto(A). Calculando a decomposicio SVD
damatriz [X[&] = UZVT, chameV = [Vx;Va], onde X = UZVx" e A= UZVAT. Dessaforma,
temos que VAT tem posto de linhas completo, ou seja, se denotarmos a decomposicio SVD de
VAT = U1Z4V4T, Uy serd uma matriz ortogonal. Dessa forma,

(7] H []
Va vATvA.1 = ViZTU;T U1z1v1Tv1z1Tu1TE|‘ = ViZ U T umzﬁuﬁm‘

-1 e 1y e - _
= Vi TUT(UOD) T (24T 50 = iU = vy Uy TE
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Além disso,
X=AZ=>USW =USVATZ= VW' =VaATZ= W' = UiZ4V4'Z
= 57U Twe T = vy T ZE]

Assim, o problema (3.4) pode ser escrito como

mzinka,EH queViTZ = 241U TV TLE]

Pelo Lema 4, o problema acima tem solugéo tnicaZ* = VX1~ U1 TVx T = VA(VATVA)‘1VXT.
ComoVa' = T-UTAeVxT = - 1UTx, temos entdo
Z = ATUT-(z-UTAATUS- 1) '5- U TX

- ATU(UTAATU) 'UTX

- (UTA)TUTX

= (ZaVaT)TUTX

= (UZaVAT)TX

= ATXE

Partimos agora para a demonstragéo do Corolario:
Prova: Como X e span(A), temos posto(ATX) = posto(X). Dessaforma, posto(Z*) = posto(X).

Além disso, para qualquer solugdo Z de (3.4), temos posto(Z) = posto(AZ) = posto(X). Portanto,
Z* também é solucéo de (3.3). |



