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RESUM O

BARBOSA, A. O. Visualização, kernels e subespaços: um estudo prático. 2017. 89 p.
Tese (Doutorado em Ciências – Ciências deComputação eMatemáticaComputacional) – Insti-
tuto deCiências Matemáticase deComputação, UniversidadedeSão Paulo, São Carlos – SP,
2017.

Dadosdealtadimensão são tipicamente tratadoscomo pertencentes aum único subespaço do

espaço ondeestão imersos. Entretanto, dadosutilizadosem aplicações reais estão usualmente

distribuídosentresubespaços independentesecom dimensõesdistintas. Um objeto deestudo

surge a partir dessa afirmação: como essa distribuição em subespaços independentes pode

auxiliar tarefas devisualização?

Por outro lado, se o dado parece estar embaralhado nesse espaço de alta dimensão, como

visualizar seuspadrõese realizar tarefascomo classificação? Podemos, por exemplo, mapear

esse dado num outro espaço utilizando uma função capaz de o desembaralhar, de modo que

ospadrões intrínsecosfiquem maisclarose, assim, facilitando nossa tarefadevisualização ou

classificação.

EssaTeseapresenta doisestudosque abordam ambososproblemas. Parao primeiro, utilizamos

técnicas de subspace clustering para definir, quando existente, a estrutura de subespaços do

dado eestudamoscomo essa informação podeauxiliar em visualizaçõesutilizando projeções

multidimensionais. Para o segundo problema, métodos de kernel, bastante conhecidos na

literatura, são as ferramentas a nosauxiliar. Utilizamosa medida de similaridade do kernel para

desenvolver umanova técnicadeprojeção multidimensional capaz de lidar com dados imersos

no espaço decaracterísticas induzido implicitamentepelo kernel.

Palavras-chave: kernel, subspaceclustering, projeçãomultidimensional, visualização.





ABSTRACT

BARBOSA, A. O. Visualization, kernels and subspaces: a practical study. 2017. 89 p.
Tese (Doutorado em Ciências – Ciências deComputação eMatemáticaComputacional) – Insti-
tuto deCiênciasMatemáticase deComputação, UniversidadedeSão Paulo, São Carlos– SP,
2017.

High-dimensional data are typically handled as laying in asingle subspace of the original space.

However, data involved in real applicationsareusually spread around in distinct subspaceswhich

may have different dimensions. We would like to study how thesubspacestructure information

can beused to improvevisualization tasks.

On theother hand, what if thedata is tangled in thishigh-dimensional space, how to visualize

it’s patterns or how to accomplish classification tasks? One could, for example, map the data

in another high-dimensional space using a mapping capable of untangle the data making the

patternsclear, rendering thevisualization or classification an easy task.

Thisdissertation presentsan study for both problems pointed out above. For the former, weuse

subspace clustering techniques to define, when it exists, asubspace structure, studying how this

information can beused to support visualization tasks based on multidimensional projections.

For the latter problem weemploy kernel methods, well known in the literature, as a tool to assist

visualization tasks. Weusea similarity measuregiven by thekernel to develop acompletely new

multidimensional projection techniquecapable of dealing with dataembedded in the implicit

feature space defined by the kernel.

Keywords: kernel methods, subspace clustering, multidimensional projection, visualization.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Dados de alta dimensão podem ser coletados de várias fontes, incluindo pesquisa de

campo, experimentos físicos e coleções de imagens. Esse tipo de dado é usualmente descrito

em termos de coordenadas em um espaço cartesiano de alta dimensão (Rn com n grande).

Como não conseguimos visualizar esse espaço diretamente, utilizamos ferramentas matemáticas

e computacionais, como projeção multidimensional, que tem a capacidade de processar e

apresentar esse tipo dedado de umaformacompreensível.

Algumastécnicasdeprojeção multidimensional assumem queos dados estão contidos

ou próximo aum único subespaço ou variedadede dimensão menor queo espaço cujadimensão

édadapelo número deatributosdosdados. Entretanto, não hárazão paraqueessasuposição seja

sempreverdade. Suponhaqueas instâncias de dado estão imersas em subespaços independentes.

Essasuposição nos levadiretamenteparaum problemadesegmentação desubespaços (subspace

clustering), cujo objetivo ésegmentar as instânciasem grupos, cadaum pertencendo aum subes-

paço. Técnicas desubspace clustering são capazes dedetectar estruturadesubespaços, mesmo

quea quantidadee dimensão dos subespaçossejadesconhecida. A Figura1 ilustra o funciona-

mento deumatécnicadesubspaceclustering ondeo dado écomposto por instânciaspertencentes

a um pedaço de plano e a um segmento de reta não paralelos, ambos com ruído e imersos no

espaço tridimensional. As instânciassão identificadascomo pertencentesa um dos subespaços.

Tais técnicas mostram sua importância em várias áreas como visão computacional (COSTEIRA;

KANADE, 1998; KANATANI, 2001; ZELNIK-MANOR; IRANI, 2003), processamento de ima-

gem (YANG et al., 2008; HONG et al., 2006) e sistemasde identificação (ZHANG; BITMEAD,

2005)

Técnicasdeprojeção multidimensional são ferramentas importantespor conseguir lidar

com um grande número de atributos e instâncias (PAULOVICH et al., 2011), tornando-as

ideais para visualização dedados de alta dimensão. Uma vez que detecção de subespaço tem

se mostrado útil em diversos contextos, seriapossível empregá-lasem conjunto com projeções
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Figura1 – Ilustração da aplicação deumatécnicadesubspace clustering: dados contidos em subespaços
de dimensão 1 e 2 imersosem R3 são classificados.

multidimensional afim degerar visualizações aindamais informativas?

No Capítulo 3 apresentaremos um estudo (BARBOSA; SADLO; NONATO, 2015)

sobre efeito da aplicação de técnicas de subspace clustering, como a Low-Rank Representa-

tion (ZHANG et al., 2014) (LRR), no auxílio a projeções multidimensionais. Utilizamos a

segmentação em subespaçosgeradapela LRR como rótulo para as instânciasdedado e efetua-

mosredução dedimensionalidadecom Linear Discriminant Analysis (BISHOP, 2006) (LDA).

Comparamosaqualidadedessasprojeçõescom técnicasbastanteconhecidasna literaturacomo a

Local AffineMultidimensional Projection (JOIA et al., 2011) (LAMP) e t-Distributed Stochastic

Neighbor Embedding (MAATEN; HINTON, 2008) (t-SNE). Esse é um primeiro estudo no

sentido deaplicar técnicasdesubspaceclustering combinadascom técnicas devisualização e

redução dedimensionalidade. Além disso, propomosumamudançanaLAMP paraquepossa

fazer uso da informação desubespaços do dado duranteo processo de projeção.

Outragrande ferramentaquesurgeparaauxiliar no estudo deprojeçõesmultidimensio-

naisenvolvetécnicasdekernel. O crescenteinteressenessesmétodosémotivado pelosresultados

positivos obtidosem aplicações de agrupamento e classificação (SCHÖLKOPF; SMOLA, 2001).

Funções kernel podem ser vistas como medidas de similaridade entre instâncias de dados e

fornecem umamaneirade transformar dados paraum novo espaço decaracterísticas (espaço de

Hilbert H ), permitindo queestruturasepadrõespresentesno dado sejam melhor caracterizados

neste espaço. Dessa forma, tarefas de classificação e agrupamento podem ser efetuadas com

mais facilidadee eficiência.

Associado a uma função kernel existe uma mapeamento implícito φ responsável por

levar o dado do seu espaço original para o espaço de características H (dado kernelizado).

Esse mapeamento égeralmente difícil deser encontrado, tornando complexo o entendimento de

estruturas intrínsecas dos dados, como vizinhança. A Figura2 ilustrao mapeamento φ associado

auma função kernel transformando umaestruturanão linear no espaço original numaestrutura

linear no espaço decaracterísticas.

Entender como um kernel realizao mapeamento dosdados no espaço decaracterísticas

é muito importante, principalmente para auxiliar a confecção de kernels com propriedades

específicas eentender como as relações de vizinhançasão afetadas.
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Figura 2 – Imersão dos dados X no espaço de alta dimensão H transformando um padrão não linear
numa estrutura linear.

No Capítulo 4 propomosumatécnicadevisualização de informação chamadaKernel-

based Linear Projection (BARBOSA et al., 2016) (Kelp) capaz de lidar com dadoskernelizados,

mesmo sem conhecer suas coordenadas. A Kelp permitevisualizar como a imersão realizadapor

um kernel no espaço decaracterísticas afetaa estruturadevizinhançados dados. Nossa técnicaé

compostapor dois passosprincipais. Primeiramente, um subconjunto pequeno de instâncias –

pontosdecontrole– éprojetado no espaço visual através deumaestratégiade forças quebusca

minimizar uma função de energia. Em seguida, todo o conjunto dedadosé projetado tomando

como referência o posicionamento dospontosdecontrole. Fazemos também umacomparação

entre os resultados obtidos pela Kelp e técnicas de projeção multidimensional que utilizam

distânciacomo dado deentrada.

A ideia do método é assumir que conhecemos a imersão φ dos dados no espaço de

características associada a função kernel, ou seja, sua imagem nesse espaço. Com base na

posição dos pontos de controle no espaço visual, definimos uma transformação linear que

interpola tal posicionamento e projetao conjunto dedadosutilizando essa transformação linear.

Ascontribuiçõesdesse trabalho incluem umanova técnicadeprojeção multidimensional com

base matemática sólida capaz de visualizar dados kernelizados. Além disso, combinamos a

Kelp com uma versão kernelizada das coordenadas diferenciais (LIPMAN et al., 2004) a fim de

entender como a estrutura devizinhança dos dadosé afetadaduranteo mapeamento da funçãoφ

associadaao kernel.

As principais contribuiçõesdesta tesesão:

utilizamos técnicas desubspace clustering combinadas com técnicas de visualização para

redução dedimensionalidade;

um estudo daeficáciadasegmentação em subespaçosnas tarefasdevisualização compa-

rando técnicasquenecessitam da informação declasse;

umamodificação naLAMPparaquepossautilizar a informação declasse;
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umanova técnicadeprojeção multidimensional chamdaKelp capaz de lidar com dados

kernelizados;

o uso daKelp, como ferramentadevisualização, para auxiliar em aplicações baseadas em

kernel; por exemplo, classificação esegmentação de imagem;

uma versão kernelizada das coordenadas diferenciais combinada com a Kelp a fim de

entender como o kernel afetaasestruturasde vizinhança do dado duranteo mapeamento

parao espaço decaracterísticas.

Esta teseestáestruturadadaseguinte forma:

Capítulo 2: fazemos uma revisão bibliográfica dos principais trabalhos das áreas de

subspace clustering eprojeção multidimensional, incluindo alguns trabalhos que utilizam

técnicasdekernel;

Capítulo 3: descrevemos nosso estudo sobre o efeito do uso das técnicas de subspace

clustering no auxílio deprojeçõesmultidimensionais (BARBOSA; SADLO; NONATO,

2015);

Capítulo 4: descrevemosa técnica Kelp (BARBOSA et al., 2016), principal resultado do

doutorado;

Capítulo 5: conclusões sobreos trabalhose sobresuas contribuições;

Apêndice: contém as demonstraçõesdos resultados mais relevantesutilizadosna funda-

mentação teóricadosproblemas tratados na tese.
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2
TRABALHOS RELACIONADOS

Apresentaremos trabalhos relevantes naáreadesubspaceclustering evisualização, tanto

no quediz respeito aprojeções multidimensionais quanto nautilização da teoriadekernel para

finsdevisualização. Os trabalhosdiscutidosnestecapítulo foram escolhidospor se tratarem de

estudos clássicos daáreaou por representarem o estado daarte no contexto da tese. As técnicas

discutidas possuem umacaracterísticaem comum: possibilidadedo usuário intervir naprojeção,

ou seja, são técnicas assistidas pelo usuário.

2.1 Subspace clustering

Em vários problemas, o dado é representado como instâncias imersas em um espaço

de alta dimensão, frequentemente na vizinhança de subespaços independentes desse espaço.

Motivado por essefato, umasériedetécnicasvêm sendo desenvolvidasparadetectar tal estrutura

de subespaço. Por exemplo, Principal Component Analysis (BISHOP, 2006) (PCA) assumeque

o dado pertence aum único subespaço e buscaas direções de maior variância dos dados para

formar a base do subespaço procurado. Entretanto, supor que o dado pode estar contido num

único subespaço ébem restritivo. Técnicasdesubspaceclustering assumem queo dado pode

estar distribuido próximo a vários subespaços independentes, mesmo sem saber a quantidade

desses subespaços ou a qual subespaço cada instância de dado pertence. Quando o número

de subespaços é igual a 1, o problema se reduz ao PCA. O objetivo das técnicas de subspace

clustering é estimar, caso exista, a estrutura de subespaços, o número e a dimensão de cada

subespaço para, em seguida, determinar aqual subespaço cada instânciapertence.

Algunsproblemas principais surgem quando tentamos estimar aestruturadesubespaços

presentenos dados:

A distribuição dos dados nossubespaços é geralmentedesconhecida. Seos dados em cada

subespaço estão distribuidosem grupos eessesgrupossão distantesentresi, o problema
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se torna mais simples. Por outro lado, se a distribuição dos dados se dá de modo que

as instâncias estão próximas da interseção dos subespaços, então o problema acaba se

tornando mais difícil;

Osdadospodem estar corrompidos, conter ruído eoutliers, por exemplo. Esseproblema

pode fazer com queaestimativadossubespaçossejacompletamenteerrada;

Escolha do modelo de estimativa: no PCA, basta saber a dimensão do subespaço (que

podeser encontradabuscando o subespaço demenor dimensão quecomportaosdados).

Por outro lado, no caso de múltiplos subespaços, podemos encaixar os dados desde n

subespaços dedimensão 1 aum único subespaço dedimensão d. A dificuldadeestá em

definir a combinação do número desubespaços esuas dimensões.

Técnicasdesubspaceclustering podem ser dividasem quatro tipos: algébricas (GEAR,

1998; COSTEIRA; KANADE, 1998; BOULT; BROWN, 1991), asquaisestão interessadasem

obter aseparação do dado a partir da fatoração da matriz do mesmo em matrizes deposto baixo;

iterativas (AGARWAL; MUSTAFA, 2004; BRADLEY; MANGASARIAN; PARDALOS, 2000;

TSENG, 2000), concebidas paramelhorar os resultadosobtidospelosalgoritmos algébricosem

dadoscom ruído — utilizam asegmentação obtida pelosalgoritmosalgébricoseaplicam PCA

paracada subespaço, iterando entreessedoispassose refinando o resultado desegmentação do

dado em subespaços. Enquanto as técnicasacimautilizam propriedadesalgébricasegeométricas,

não estão preocupadas com a distribuição do dado (ou do ruído) nossubespaços. Para preencher

essa lacuna, surgem as técnicasdenominadasestatísticas (TIPPING; BISHOP, 1999; DERKSEN

et al., 2007). A classe de métodos espectrais (ELHAMIFAR; VIDAL, 2009; ZHANG et al.,

2014) gera uma matriz de afinidade cuja entrada i j mede a similaridade entre as instâncias i

e j. Idealmente, entradas com valor 1 significam que as instâncias i e j pertencem ao mesmo

subespaço. De posse de uma matriz desse tipo, a segmentação do dado nos seus respectivos

subespaços pode ser obtidaaplicando o algoritmo k-meansaosautovetores da matriz Laplaciana

associadaamatriz deafinidade.

Um bom tutorial sobresubspace clustering pode ser encontrado em (VIDAL, 2010). A

técnicaLow-Rank Representation (LRR) (Capítulo3) busca, comoo nomediz, umarepresentação

(decomposição) em função de umamatriz de posto baixo através de um processo de otimização

com restrição. A LRR écapaz deresolver ostrêsprincipaisproblemasdescritosacima, estimando

o número de subespaços e gerando uma correspondência entre as instâncias de dado e os

subespaços. Esta foi a técnica utilizada no estudo descrito no Capítulo 3.

Um trabalho envolvendo subspaceclustering evisualização podeser encontrado em (LIU

et al., 2015), onde a base e a dimensão dos subespaços são estimados utilizando a distância

Grassmanniana, permitindo uma exploração visual interativa do dado através de projeções

dinâmicas.
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2.2 Projeções M ult idimensionais

Sammon (1969) desenvolveu umatécnicacujo objetivo écriar umaprojeção dosdados

multidimensionaisde formaqueasdistânciasno espaço original sejam preservadasdamelhor

forma possível, baseado na medida de stress

E =
1

∑i< j δi j
∑
i< j

(δi j − di j)
2

δi j

ondedi j representaadistânciaentreainstânciai eainstância j no espaçooriginal eδi j adistância

entre as mesmas instâncias no espaço visual. Inicialmente as instâncias são mapeadas no espaço

visual (podendo ser posicionados aleatoriamente) e em seguida o stress dessa configuração é

calculado. A partir daí, o posicionamento dospontosno espaço visual éalterado em pequenos

passosdemodo amelhorar o resultado da função deerro dado pelo stress. Esse procedimento é

repetido até que seja encontrado um mínimo da função de erro.

Dois problemas são inerentes à técnica de Sammon: a complexidade do algoritmo —

poiso cálculo dafunção destresstem complexidadeO(n2), onden indicaaquantidadedepontos

a serem projetados — e o fato de ser necessário refazer todo o processo caso um novo ponto

precise ser projetado.

Para contornar as dificuldades inerentes ao Sammon Mapping, Pekalska et al. (1999)

apresentou umageneralização da técnicadeSammon. Primeiramente, foi realizado um estudo

sobreosalgoritmosquepoderiam ser utilizadosparaefetuar aminimização do stress. Em seguida

foi proposta uma forma de efetuar a projeção em função de um subconjunto dos dados. Na

proposta dePekalska, um subconjunto dos dados seriaprojetado seguindo o algoritmo original e

a partir do posicionamento deleso resto dos dados seriaposicionado demodo aevitar distorções

no stress.

Trêsmaneiras de posicionar as instâncias restantes foram estudadas: triangulação, redes

neuraisemapeamento de distância. A primeirautiliza dois pontos jáprojetados como guia para

a projeção de cada novo ponto como ilustrado na Figura 3.

A abordagem por redes neurais utiliza como conjunto de treinamento o dado original

ea saídaproduzidaéaprojeção no espaço visual. Desejamos queasaídaproduzidapossaser

ilimitada, entretanto nesse tipo de abordagem é comum o uso de funções de ativação como a

sigmoide f (x) = 1
1+ e− x queretornavaloresno intervalo [0 1]. Paracontornar essadificuldade,

pode-se utilizar outra função deativação, como uma função linear, por exemplo. Por outro lado,

funçõesdeativação linearestornam o treino maiscomplexo, umavez queémaisdifícil encontrar

um mínimo para a função deerro.

A últimaproposta édefinir uma transformação linear T queatua na matriz de distâncias

de uma amostra dos dados no espaço original, DS, resultando no posicionamento dos pontos

no espaço visual YS. Paraum conjunto dedadosn dimensional com N instâncias, toma-seuma
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Figura 3 – A posição do novo ponto xk é dada pela interseção dos círculos definidos pelos pontos já
projetados, xi e x j , e com raio igual a distância entre o ponto projetado e o novo ponto no
espaço original.

(a) Escolhe-se um dos pontos
x1

k ou x2
k como aposição do

ponto xk

(b) xk é o ponto de interseção
entre os círculos

(c) xk é posicionado após fazer
uma média ponderada que
tem como pesososraiosdos
círculos

amostra com k (k < N) instânciasedefine-se a transformação linear:

Tp× kDSk× k = YSp× k

e utiliza-se essa transformação linear para mapear as instâncias restantes

Tp× kD
′

k× (N− k) = Y
′

p× (N− k)

resultando na projeção dos N − k pontos restantes.

Paulovich et al. (2008) apresentaa técnicachamadaLeast SquareProjection (PAULO-

VICH et al., 2008) (LSP), a qual é baseada em aproximações feitas por mínimos quadrados.

A partir daprojeção depontos decontrole ({ p1 pn} ) por um método deMultidimensional

Scaling (JOURDAN; MELANCON, 2004) (MDS), são calculadas vizinhanças ({V1 Vn} )

de cada ponto e a partir de cada uma é definida uma matriz que dá origem a um conjunto de

sistemas lineares:

Lx1 = 0 Lx2 = 0 Lxd = 0

ondeL é uma matriz n× n com entradas

l i j =
1 i = j

− α i j p j ∈Vi

0 caso contrário.

Osparâmetrosα i j acima são taisque

p̃i − ∑
p j∈Vi

α i j p̃ j = 0 (2.1)

0 6 α i j 6 1; ∑α i j = 1
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e p̃i são as coordenadas de pi no espaço visual.

Problemas com o posto das matrizes levaram Paulovich et al. (2008) a acoplar linhas

que representam pontosdecontroleao sistema linear, tornando o sistemasobredeterminado e

resolvendo-o utilizando o método dosmínimosquadrados. Dessaforma, o sistemaaser resolvido

é

Ax = b

onde A tem dimensões (n+ nc) × n e é da forma

A =

 
L

C

!

com ci j =

(
1 se p j é um ponto de controle

0 caso contrário

e

bi =

(
0 i 6 n

xpci
n < i 6 n+ nc

onde xpci
éuma das coordenadas do ponto decontrole pci . A Figura 4 ilustraa construção do

sistema para um conjunto de seis pontos. As soluções dos sistemas, dadas pelo método dos

mínimos quadrados, retornam as projeções.

Figura 4 – Matriz A com pontos de controle p3 e p6. Figura retirada de (PAULOVICH et al., 2008)

O algoritmo possui complexidade computacional O(k2 + n2), onde k é o número de

pontos de controle e n a cardinalidade do conjunto de dados.

Outra técnica que faz projeção multidimensional é a Part-Linear Multidimensional

Projection (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010) (PLMP). O trabalho apresenta uma técnica

que tenta preservar a distância entre instâncias de dado no espaço original: matematicamente

falando, a projeçãoΦ deve satisfazer

Φ = argmin
Φ̂∈L (Rm Rn)

(
1
D∑i j

d(xi x j ) − d(Φ̂(xi) Φ̂(x j ))
2

)
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ondeD = ∑i j d(xi x j )2 e L (Rm Rn) é o espaço das funções lineares de Rm em Rn.

Para isso, o método utiliza algumas amostras dos dados X
′
= { x

′

1 x
′

k} , k < n, já

projetadas de modo a preservar distância da melhor forma possível. Daí, a projeção Φ deve

satisfazer

Φ(x
′

i) = x̄
′

i (2.2)

para todo i = 1 k, onde x̄
′

i é a projeção de x
′

i no espaço visual.

Para cada i, a equação (2.2) nos diz que

φi1x
′

1i + · · · + φimx
′

1m = x̄i1

φi1x
′

2i + · · · + φimx
′

2m = x̄i2
...

...

φi1x
′

ki + · · · + φimx
′

km = x̄ik

(2.3)

ondeφi j éaentradadamatrizΦnalinhai ecoluna j. Reescrevendoo sistema(2.3) como Lφi = x̄i ,

com Lk× m, e assumindo que k é maior que m, Paulovich, Silva e Nonato (2010) resolvem o

sistema atravésda solução da equação normal

LTLφi = LT x̄i (2.4)

Visto queaprojeção final dependedaescolhadospontosdecontrole, Paulovich, Silva

e Nonato (2010) fazem uma comparação entre duas formas de escolhê-los, agrupando ou

escolhendo aleatoriamente. A Figura 5 mostra quea medida destress estabiliza tanto quando se

utiliza uma escolha aleatóriaquanto utilizando agrupamento quando aquantidade deamostras é

próxima de
√

n.

Figura 5 – Comparação entre escolha por agrupamento e aleatória testada em dois conjuntos de dados
diferentes. Figura retirada de (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010)

Paulovich, Silvae Nonato (2010) fazem uma análisede custo computacional e o número

deamostras k =
√

n seapresentaumaboaescolha, pois gera projeções de qualidade adequada e

fazem o custo computacional do algoritmo ser linear (apóso cálculo da transformação L) com

relação a quantidade de instânciasde dado.

A PLMP apresenta asmesmas limitações que aLSP, pois se trata de uma projeção de

natureza global.
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Uma técnica cujo ponto forte é a interatividade é a Piece-wise Laplacian-based Pro-

jection (PAULOVICH et al., 2011) (PLP). Ela é desenvolvida em três passos: amostragem,

construção do grafo de vizinhançaesolução do sistema linear Laplaciano. A escolhados pontos

decontrolepodeser feitadeacordo com aaplicação. Essaescolhafuncionadeformasemelhante

à feitanaPLMP(aleatoriamenteou agrupamento, por exemplo). Essasamostrassão utilizadas

paradividir o conjunto dedadosem subconjuntos que irão gerar o grafo devizinhançaquedá

origem ao sistema Laplaciano. Sejam pi uma instância de dado que pertence ao subconjunto

Di eViz( pi) = { pi1 pik} o conjunto de nós conectados a pi no grafo de vizinhança de Di.

AnalogamenteaLSP, aPLPassumeahipótesedacombinação convexa(equação (2.1)), dessa

forma:

p̄i = (xpi ypi ) = ∑
pi j∈Viz(pi)

α i j (xpi j
ypi j

)

ondeαi j > 0, ∑α i j = 1 e (xpi j
ypi j

) são as coordenadas de pi j no espaço visual.

Daí são derivados dois sistemas lineares:

Lx = 0 e Ly = 0

onde

l i j =

1 se i = j

− α i j α ∗i se i 6= j e pi j ∈Viz(pi)

0 caso contrário

eα ∗i = ∑pi j∈Viz(pi) α i j . Resolver os sistemas resulta em encontrar a projeção.

Outra contribuição do trabalho foi o desenvolvimento de um mecanismo para definir

vizinhança no espaço dealtadimensão a partir da vizinhançano espaço visual. A interatividade

é utilizada no ajuste dos pontos projetados a fim de melhorar a projeção. Entretanto, esses

ajustes fazem o custo computacional da técnica ser elevado. A Figura 6 apresenta um resultado

alcançado pela PLP.

A técnicaLocal AffineMultidimensional Projection (LAMP) (JOIA et al., 2011) focana

flexibilidade e interatividade com o usuário. O método calcula, para cadaponto, uma aplicação

afim
f : Rn −→ R2

p 7−→ f ( p) = Mp+ t

quemapeiaos pontosno espaço visual obedecendo a restrição MMT = I. A translação t éescrita

em função damatriz M e, com isso, paracalcular a transformação f ésuficientecalcular amatriz

M. A restrição garanteprojeções com melhor qualidade. O cálculo damatriz M é feito através

de um processo de otimização idêntico ao Problema deProcrustes (GOWER; DIJKSTERHUIS,

2004), cuja solução é dada por

M = UV ATB = UDV

ondeUDV é a decomposição em valores singulares de ATB. As matrizes A e B são matrizes

construídasduranteo processo deminimização. A grandevantagem datécnicasedeveao fato de
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Figura 6 – (a) SwissRoll. (b) PLPusando ForceSchemeedistânciaeuclidianaparaposicionar os pontos
decontrole. (c) PLP usando Isomap paraposicionar ospontosdecontrole. (d) PLMPusando
Isomap paraposicionar os pontos decontrole. Figura retiradade (PAULOVICH et al., 2011)

utilizar pouquíssimospontos decontrole quando comparado as demaise ainda assim conseguir

apresentar resultados muito bonscom a métrica de stress, como ilutrado na Figura 7.

Figura7 – MedidadestressdaLAMPcom relação aquantidadedepontosdecontrole tomadosparagerar
aprojeção. Figura retiradade (JOIA et al., 2011)

Em consequênciadagrande possibilidadede aplicações, Joiaet al. (2012) desenvolveu a

Class-Specific Multidimensional Projection (JOIA et al., 2012) (CSMP), uma técnica interativa

eque tem acapacidadedeefetuar buscasmultiobjetivas (multi-objectivesearches) eéaplicada

no contexto de Content-Based Image Retrieval (CBIR). O método usa métricas específicas e

projeção multidimensional naclassificação evisualização das imagens. Primeiramenteé feita

extração de características das imagens e em seguida, com base nos objetivos da pesquisa, é

criadaumamétricaespecíficaparacadaum deles. Umagrandevantagem dametodologiaépoder
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escolher visualmentea qual classe pertence cada imagem dadacomo entrada na pesquisacomo

ilutrado na Figura 8.

Figura8 – Manipulação do usuário paraescolher asclasses de cada imagem. Figura retirada de(JOIA et
al., 2012)

Sejam Qi um subconjunto das imagens de pesquisa que pertencem a mesma classe e

IQi = { i1 ir } os índices das características que melhor representam as imagens em Qi. A

métrica da classe é definida por

dQi (α β) = ∑
j∈IQi

(α j − β j)
2

ondeα j eβ j são as j-ésimascoordenadas das imagensα eβ , respectivamente.

Essa métrica tem como base que imagensde um mesmo grupo tenham distância menor

entreelasdo quequando comparadascom imagensdeoutro grupo. Com basenadissimilaridade

calculadapelasmétricasdecadagrupo é feitaaprojeção no espaço visual. A técnicaapresenta

bons resultados tanto no contexto deprojeção multidimensional quanto no contexto deCBIR. As

Figuras9ae9b mostram um comparativo da CSMPcom outras técnicas no contexto deprojeção

multidimensional e CBIR, respectivamente.

Figura 9 – Resultados da técnica CSMP. Figura retirada de (JOIA et al., 2012)

(a) Comparação daCSMP com outras técnicas
de projeção através dasilhueta

(b) Comparação da CSMP com a técnica
FIRE no contexto de CBIR

Um trabalho que tem despertado cadavez mais interesse da comunidadedevisualização

édescrito por Maaten eHinton (2008) devido asuacapacidadedemanter aestrutura local dos
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dados e revelar importantes estruturas globais como agrupamento. A t-Distributed Stochastic

Neighbor Embedding (t-SNE) éumatécnicanão linear deredução dedimensionalidadecomposta

por dois estágios principais. Inicialmente uma medida de similaridade é construída baseada

em uma distribuição de probabilidades de modo que a probabilidade de que uma instância

x j seja escolhida como vizinha de uma instância xi seja alta se essas instâncias são similares.

Matematicamente, a t-SNE calculaasprobabilidades pi j entre as instâncias xi e x j por

pi j =
p j |i + pi| j

2n

onden é o número de instâncias e

p j |i =
exp(− kxi − x jk2 2σ2

i )

∑k6= i exp(− kxi − xkk2 2σ2
i )

com σi sendo a variância da gaussiana centrada em xi .

Em seguida, outramedidadesimilaridadebaseadaem umadistribuição deprobabilidades

é construída, mas dessa vez utilizando as instânciasde dado mapeadasno espaço visual. Como

o objetivo éencontrar um mapeamendo no espaço visual quepreserveamedida pi j damelhor

forma possível, define-se a medida de similaridade qi j entre yi e y j (projeções de xi e x j ) da

seguinte forma

qi j =
(1+ kyi − y jk2)− 1

∑k6= l (1+ kyk − yl k2)− 1

A posição das instâncias no espaço visual é determinada minimizando a divergência de

Kullback-Leibler entre as distribuiçõesP e Q acima, isto é

KL(P||Q) = ∑
i6= j

pi j log
pi j

qi j

Paraefetuar a minimização, utiliza-se o gradiente

∂C
∂yi

= 4∑
j

(pi j − qi j)(yi − y j )(1+ kyi − y jk2)
− 1

2.3 Projeções ut ilizando dados kernelizados

A extensão natural do PCA (BISHOP, 2006) paradadoskernelizados foi feitapor SchÖl-

kopf, Smola eMÜller (1998), chamadade Kernel PCA (SCHÖLKOPF; SMOLA; MÜLLER,

1998) (KPCA). Os autores utilizam a mesma metodologia do PCA, mas aplicada aos dados

imersosno espaço de características. Dado um conjunto X = { x1 x2 xN} , a função kernel

k : X × X −→ R

(xi xj ) 7−→ k(xi x j ) = φ(xi)
Tφ(xj ) (2.5)

define um mapeamento não linear φ : X → H do conjunto X num espaço de Hilbert H . A

aplicação φ é definida implicitamente pela função kernel.
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Umavez que osdados foram imersosno espaço de característicasH , digamosφ(X) =

{φ(x1) φ(x2) φ(xN)} , queremos encontrar uma direção w ∈ H tal que a variância dos

dadosprojetadosnessa direção seja a máxima possível. Matematicamente,

argmax
w

{ var(wTφ(X))} = argmax
w

{ wTCw}

ondeC = 1
N∑

N
i= 1(φ(xi) − µ)(φ(xi) − µ)T e µ = ∑N

i= 1φ(xi).

Isso equivale a resolver o problema de autovetores eautovalores

Cw = λw

e o autovetor associado ao maior autovalor é adireção que maximiza avariância. SchÖlkopf,

Smolae MÜller (1998) mostram ainda que resolver o problemaacima éequivalente a resolver o

seguinte problema

Kv = γv com K = k(xi x j )

onde os autovetorese autovalores deC (w, γ) e K (v, λ ) obedecem a seguinte relação

γ = Nλ e w =
N

∑
i= 1

viφ(xi)

Por fim, a projeção de uma instância de dado φ(x j) sobre a i-ésima direção principal wi é

calculada como

wT
i φ(x j ) = vT

i K j com K j = [ k(x1 x j) k(xN x j ) ]T

Ham et al. (2004) utiliza a teoria de kernel learning para fazer a interpretação de

trêsalgoritmosde redução dedimensionalidade, Isomap, Laplacian Eigenmap, Locally Linear

Embedding (LLE), utilizando umaabordagem por kernel. A abordagem constrói um mapeamento

implícito do conjunto de treinamento no espaço de característicasque preserva as propriedades

importantesdo dado. Essemapeamento édescrito pelamatriz do kernel querepresentao produto

interno do espaço de características.

Para alcançar resultados semelhantes aos da Isomap, Ham et al. (2004) utilizam o kernel

que retorna a matriz

KIsomap = −
1
2

(I − eeT)S(I − eeT)

onde Sé a matriz das distânciasao quadrado e e= (1 1 1).

A técnica Laplacian eigenmap utiliza uma matriz deadjacênciasW, onde

Wi j =

(
> 0 se i é vizinho de j (i ∼ j)

= 0 caso contrário.
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Além disso, o grafo Laplaciano L definido em termosdamatriz deadjacênciasW étal

que

Li j =
∑ j∼ i Wi j se i = j

− Wi j se i é vizinho de j

0 caso contrário

ondeamatriz do kernel édadapelamatriz dosautovetoresassociadosaos maioresautovalores

da matriz pseudo-inversa de L.

Por fim, como o algoritmo Locally Linear Embedding (HAM et al., 2004) (LLE) constrói

umamatriz de pesosW que levaem consideração os vizinhos decada instância dedado, Ham et

al. (2004) definem a matriz

M = (I − WT )(I − W)

cujo maior autovalor é chamado λmax. Daí, a matriz do kernel utilizada é dada por

K = λmaxI − M

A Figura10 apresentao resultado das técnicasderedução dedimensionalidadeaplicadas

à variedade S.

Figura 10 – Técnicas Isomap (B), Laplacian Eigenmap (C) e LLE (D) aplicadas avariedadeS(A). Figura
retirada de (HAM et al., 2004)

Uma propostapara interpolação para novas instâncias baseado em combinações lineares

de instâncias jámapeadasé feitapor Inaba, Salles eRauber (2011). Osautoresutilizam ateoria

de kernel para mapear os dados num espaço de Hilbert e a partir desses dados aplicar uma

metodologia similar à feita por Sammon (1969). A distância utilizada no espaço de Hilbert é

dada por

D2
i j = kφ(xi) − φ(x j )k2

= φ(xi)
Tφ(xi) − 2φ(xi)

Tφ(x j) + φ(xj )
Tφ(x j )

= k(xi xi) − 2k(xi x j ) + k(x j x j )

e é escrita em função do kernel. A Figura 11 ilustra o pipeline da técnica.

Umacontribuição de Inaba, Sallese Rauber (2011) é a formulação deumamedidade

stress definida em função de distância baseada em kernel no espaço de características

En = E({ y1 yn} ) =
n

∑
i< j

(Di j − di j )
2

Di j
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Figura 11 – Pipelineda técnica Kernel Sammon Map. Figura retirada de (INABA; SALLES; RAUBER,
2011)

Além disso, Inaba, Salles e Rauber (2011) apresentam uma metodologia para mapear

novas instâncias de dados a projeção sem a necessidade de recalcular todo mapeamento e de

modo a não piorar o erro, pois para calcular o erro

En+ 1 = En +
n

∑
i= 1

(Di n+ 1 − di n+ 1)2

Di n+ 1

só é necessário estimar a segunda parcela.

Em (ALZATE; SUYKENS, 2008) é feita uma extensão da formulação least squares

support vector machineparao Kernel PCA (KPCA) utilizando uma generalização da função de

perda, L : R→ R

min
wei b

Jp(w ei b) =
γ
2

N

∑
i= 1

L(ei) −
1
2

wTw

onde, ei = wTφ(xi) + b.

Outro trabalho que apresenta uma revisão do algoritmo Isomap utilizando a teoria de

kernel é devido aChoi e Choi (2004). Dada a matriz dedistâncias geodésicas (aproximadas) D2,

é construída a matriz

K(D2) = −
1
2

HD2H

onde H é a matriz de centralização, dada por

H = I −
1
N

eeT e= [1 1 1]T

A partir daí, é calculado o maior autovalor c da matriz
"

0 2K(D2)

− I − 4K(D)

#

e por fim, é calculada a matriz do kernel

K = K(D2) + 2cK(D) +
1
2

c2H

As técnicasapresentadas nesse capítulo são o estado daarteno tocanteaprojeçõesde

dados multidimensionais (dadoseuclidianos). Entretanto, são limitadas ao lidar com dadosque
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não estão imersos num espaço com coordenadas, sejapela falta de interatividade com o usuário

ou pela incapacidadede lidar com dados kernelizados. Uma maneira decontornar essa limitação

éutilizar técnicascapazesdeexplorar propriamenteessenovo paradigmadedadosequeainda

permita a interação do usuário no processo de visualização como a Kelp (Capítulo 4).
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CAPÍTULO

3
UM ESTUDO SOBRE SUBSPACE

CLUSTERING E PROJEÇÕES

M ULTIDIM ENSIONAIS

Nestecapítulo, apresentaremosum estudo sobre o efeito de técnicasde subspace cluste-

ring no auxílio a técnicasdeprojeção multidimensional. Faremos inicialmenteuma introdução

às técnicasdesubspaceclustering eem seguidaos resultadosobtidos no estudo. Esse trabalho

foi primeiramente descrito em (BARBOSA; SADLO; NONATO, 2015).

3.1 Low-Rank Representat ion

Nestaseção apresentaremosbrevementealgunsdetalhesda técnicadesubspacecluste-

ring denominadaLow-Rank Representation (LRR) (ZHANG et al., 2014). Sejam um conjunto

de dados { x1 x2 xn} , xi ∈Rd, onden é o número de instâncias de dado no espaço cartesiano

d-dimensional eX sua representação matricial, ondecada instânciaxi édispostacomo colunade

X. Suponhaqueo dado possaser decomposto da formaX = D + E, ondeD éo dado obtido de

subespaços independentes eE éo “erro” no dado devido aoutliers, ruído ou falhas nacoleta,

por exemplo. O objetivo da técnica LRR é encontrar uma matriz D de posto baixo a partir da

matriz X com erro E.

Podemos escrever a questão acima como o seguinte problema de minimização com

regularização:

min
D E

posto(D) + λ kEkℓ tal que X = D + E (3.1)

ondeλ > 0 é um parâmetro ek · kℓ é a estratégia de regularização a ser escolhida. Entretanto,

para conseguir uma flexibilidade maior, reescrevemos (3.1) como:

min
Z E

posto(Z) + λ kEkℓ tal que X = AZ + E (3.2)
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com A sendo um “dicionário” que gera o espaço dos dados. De posse da solução (Z∗ E∗) do

problema (3.2), temos a matriz D = AZ∗, que pode ser interpretada como o dado limpo, isto

é, sem a interferência do erro originalmente presente em X. Note que, como posto(AZ∗) ≤

min(posto(A) posto(Z∗)) = posto(Z∗), o produto AZ∗ também é uma matriz de posto baixo,

satisfazendo as condições necessáriaspara D.

Para resolver o problema (3.2), Zhang et al. iniciaram o estudo por problemas mais

simples e construíram a solução geral a partir deles. Suponha então que o dado não possui

influência de erro algum, ou seja, amatriz E = 0. Dessa forma, o problema (3.2) se torna

min
Z

posto(Z) tal que X = AZ (3.3)

cuja solução pode não ser única. Assim, como de costume para problemas de otimização

envolvendo o posto de matrizes, o problema (3.3) foi reescrito como

min
Z

kZk∗ tal que X = AZ (3.4)

ondek·k∗ éanormanuclear (somadosvaloressingularesdamatriz). O teoremaabaixo apresenta

umaforma fechada para a solução do problema (3.4):

Teorema 1. Se A 6= 0 e X = AZ possui solução para X e A dados, então Z∗ = A†X é a única

solução do problema (3.4), onde A† é a pseudo inversa da matriz A.

Vale também o resultado abaixo que faz a ponte entre as soluções de (3.3) e (3.4)

Corolár io 1. Suponha A 6= 0 equeX = AZ possui solução para X eA dados. Seja Z∗ a solução

do problema (3.4), então posto(Z∗) = posto(X) e Z∗ é também solução do problema (3.3).

A prova desses resultados pode ser encontrada no Apêndice.

Figura 12 – Exemplos de erros comuns presentes no dado: (a) o dado possui perturbações; (b) o dado
contém entradascom erros, faltade informação, por exemplo; (c) instânciasdedado (colunas)
estão distantes. (ZHANG et al., 2014)

(a) Dado com ruído (b) Dado com erros aleatórios
(c) Errosdeamostragem (eou-

tliers)
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Sabendo que a norma nuclear é adequada para substituir a função posto, Zhang et al.

seguiram o estudo do problema analisando o efeito do termo de regularização

min
Z E

kZk∗+ λ kEk2 1 tal que X = AZ + E (3.5)

onde kEk2 1 = ∑i kE(: i)k2 é uma norma capaz de capturar outliers e erros de amostragem

(sample-specific corruptions), Figura12c. Para ruído Gaussiano pequeno, Figura12a, anorma

kEk2
F (Frobenius ao quadrado) deve ser a estratégia de regularização escolhida e para erros

aleatórios, Figura 12b, a norma kEk1 é a escolha apropriada.

O problema (3.5) pode ser resolvido por vários métodos e, por questão de eficiência,

Zhang et al. optaram por resolvê-lo utilizando Augmented LagrangeMultiplier (LIN et al., 2009)

(ALM). Primeiramente, o problema (3.5) é convertido no seguinte problema equivalente

min
Z E J

kJk∗+ λ kEk2 1 tal que X = AZ+ E Z = J (3.6)

o qual é resolvido pelo ALM através da seguinte função deLagrange

L = kJk∗+ λ kEk2 1 + tr YT
1 (X − AZ− E) + tr YT

2 (Z− J)

+
µ
2

kX − AZ− Ek2
F + kZ− Jk2

F

(3.7)

O problemaacimanão possui restrição, logo podeser minimizado com respeito auma

das variáveis por vez — fixando asdemais — e então atualizando os multiplicadoresY1 eY2. O

Algoritmo 1 descreve o procedimento utilizado para resolver o problema.

O passo 1 do Algoritmo 1 pode ser resolvido através do operador Singular Value Th-

resholding (SVT) (CAI; CANDÈS; SHEN, 2010), enquanto que o passo 3 é resolvido pelo

seguinte Lema:

Lema 1. (YANG et al., 2009) Dada uma matriz Q, seW∗ éa solução ótima de

min
W
αkWk2 1 +

1
2

kW − Qk2
F

então a i-ésima coluna deW∗ é

W∗(: i) =

(
kQ(: i)k2− α

kQ(: i)k2
Q(: i) se kQ(: i)k2 > α

0 caso contrário

Uma implementação do Algoritmo 1 pode ser encontrada online (LIU, 2016).

De posse da solução (Z∗ E∗) do problema (3.5), Zhang et al. descrevem, através do

Algoritmo 2, um método para segmentar o dado D = AZ, inspirado pelo método de Shape

Interaction Matrix (SIM) (COSTEIRA; KANADE, 1998). O processo consisteem determinar

a qual subespaço cada instânciado dado pertence baseado no espaço linha da matriz do dado

limpo, sem a influência de erro.
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Algor itmo 1 – Solução do problema (3.6) (ZHANG et al., 2014)
entrada :Matriz do dado X, parâmetro λ
inicialize:Z = J = 0, E = 0, Y1 = 0, Y2 = 0, µ = 10− 6, µmax = 106, ρ = 1 1 e ε = 10− 8

enquanto não convergir faça
1 fixe as demais variáveis e atualize J pela equação

J = argmin
1
µ

kJk∗+
1
2

J− Z+
Y2

µ

2

F

2 fixe as demais variáveis e atualize Z pela equação

Z = (I + ATA)
− 1

AT(X − E) + J+
ATY1 − Y2

µ

3 fixe as demais variáveis e atualize E pela equação

E = argmin
λ
µ

kEk2 1 +
1
2

E − X − AZ+
Y1

µ

2

F

4 atualize osmultiplicadores

Y1 = Y1 + µ(X − AZ − E)

Y2 = Y2 + µ(Z− J)

5 atualize o parâmetro µ pela equação

µ = min(ρµ µmax)

6 verifique a convergência

kX − AZ− Ek∞ < ε e kZ− Jk∞ < ε

Algor itmo 2 – Segmentação do dado em subespaços
entrada:Matriz do dado X, número de subespaçosk, solução Z∗ do problema (3.5)

1 calcule a decomposição SVD Z∗ = UΣVT

2 construaamatriz deafinidadeW = [wi j ], com wi j = ũi j
2, ondeũi j são asentradasdamatriz

Ũ = (UΣ
1
2 )(UΣ

1
2 )T

3 aplique Normalized Cuts (SHI; MALIK, 2000) e segmente o dado em k grupos

Além disso, um estimador parao número de subespaços éapresentado no Algoritmo 3 e

tem como base o fato da matriz de afinidade ter a estrutura de bloco diagonal. A estimativa é

feita contando o número de valores singulares não nulos da matriz LaplacianaL da matriz de

afinidade. Na prática, amatriz de afinidade é aproximadamente bloco diagonal. Dessa forma, o
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estimador utiliza um threshold para retornar o número de subespaços:

k = n− int

 
n

∑
i= 1

fτ (σi)

!

(3.8)

onde, n éo número de instânciasdo dado, σi são os valores singularesdamatriz L, int(·) retorna

o inteiro mais próximo, fτ (·) é dado por

fτ (σ) =

(
1 seσ ≥ τ

log2 1+ σ2

τ2 caso contrário

e 0 < τ < 1 é um parâmetro.

Algor itmo 3 – Estimativa para o número de subespaços
entrada:Matriz do dado X, matriz de afinidadeW do algoritmo 2

1 calcule a matriz Laplaciana L = I − D
1
2WD

1
2 , onde D =

diag ∑ j W(1 j) ∑ j W(2 j) ∑ j W(n j)
2 estime o número de subespaços k pela equação (3.8)

3.2 Linear Discriminant Analysis

Apresentamosagora uma explicação do funcionamento do método Linear Discriminant

Analysis (LDA), que consiste em encontrar uma combinação linear dos atributos capaz de

separar o dado em classes. A LDA é comumente utilizada em estatística, reconhecimento de

padrõeseaprendizado demáquina funcionando como um classificador linear ou para redução de

dimensionalidade.

Estamos interessados em encontrar um subespaço onde as classes do dado fiquem

separadas da melhor forma possível. Sejam { (x1 l1) (x2 l2) (xn ln)} o conjunto de dados

e suas respectivas classes, onde xi ∈ RD e l i ∈ { 1 2 k} . Cada instância de dado xi foi

classificadaem umadas k classes e essa classificação recebeu o rótulo l i . Denotando o centroide

(média) de cada classe por x̄i , i = 1 2 k, e por x̄ o centroide de todo o dado, temos x̄i =
1
ni
∑x j∈Ci

x j , onde ni é o número de instâncias de dado pertencentes a classeCi, e x̄ = 1
n∑

n
i= 1xi .

Denotemos

Sw =
1
n

"

∑
x j∈C1

(x j − x̄1)(x j − x̄1)T + ·· · + ∑
x j∈Ck

(x j − x̄k)(x j − x̄k)
T

#

Sb =
1
n

k

∑
j= 1

n j (x̄ j − x̄)(x̄ j − x̄)T

Assim Sw Sb ∈M (D× D) (matrizes D× D). Então,

tr(Sw) =
1
n

k

∑
j= 1

nj

∑
i= 1

kxi − x̄ jk2 (variância das instâncias em cada classe)

tr(Sb) =
1
n

k

∑
j= 1

njkx̄ j − x̄k2 (variância doscentroides)
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Noteque, seaprojeção das instânciasdedado num subespaço resultaem poucavariância

doselementosem cadaclasseemuitavariânciadoscentroides, então existegrandeprobabilidade

de que as classes estejam bem separadas. Se P é a matriz cujas colunas formam uma base do

subespaço onde queremos projetar o dado, então

S̃w =
1
n

k

∑
i= 1
∑

x j∈Ci

PT(x j − x̄i) PT(x j − x̄i)
T

=
k

∑
i= 1
∑
j∈Ci

h
PT(x j − x̄i)(x j − x̄i)

TP
i

= PTSwP

e, analogamente, S̃b = PTSbP. Portanto, queremos encontrar P tal que tr(S̃w) seja mínimo e

tr(S̃b) seja máximo. P deve então satisfazer:

Popt = argmax
P

tr(S̃b)
tr(S̃w)

= argmax
P

tr(PTSbP)
tr(PTSwP)

(3.9)

Mascomo o problema(3.9) édedifícil resolução, resolveremosum problemasemelhante:

argmax
P

tr
h
(PTSbP)(PTSwP)

− 1
i

(3.10)

cujasolução é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2. (BISHOP, 2006) Sejam A e B matrizes simétricas n× n onde B é definida positiva.

Sejam ainda λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn e u1 u2 un os autovalores e autovetores do problema de

autovalor generalizado

Ax = λBx

Então

max
X∈M (n× p)

tr
h
(XTAX)(XTBX)

− 1
i

=
p

∑
i= 1
λ i

Dessa forma, a solução do problema (3.10) é dada pelos autovetores associados aos

maioresautovaloresdo problemadeautovaloresgeneralizado SbP = SwPΛ, ondeascolunasdeP

são osautovetores associadosaosautovalores formando a matriz diagonal Λ. Para visualização,

utilizaremos p = 2.

3.3 Estudando o efeito de subspace clustering em proje-

ções mult idimensionais

Apresentaremos agora um estudo do efeito da aplicação de técnicas desubspace cluste-

ring, como aLRR, no auxílio aprojeçõesmultidimensionais. Utilizamosadivisão em subespaços
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gerado pelaLRR como entradaparaasclassesnaLDA ecomparamos aqualidadedessas pro-

jeções com técnicas bastante conhecidas na literatura como a LAMP (JOIA et al., 2011) e

t-SNE (MAATEN; HINTON, 2008). Além disso, propomosuma mudançasimplesnaLAMP

para que possa fazer uso da informação de classes do dado.

As principais contribuiçõesdesse trabalho são listadas abaixo:

Utilizamos técnicasdesubspaceclustering combinadas com técnicas devisualização para

redução de dimensionalidade;

Estudamos aeficácia daclassedos dados nasvisualizações comparando com técnicas que

necessitem da informação de classe;

Uma modificação simples na LAMP para que possa utilizar a informação de classe do

dado.

Considere um conjunto de dados de alta dimensão, queremos visualizar padrões e

estruturas intrínsecaspertencentesaessedado. Supondo queas instânciasdo dado foram obtidas

de subespaços independentes, utilizamos a LRR para estimar a quantidade de subespaços e a

qual subespaço cada instânciapertence. Tomamoscadasubespaço definido pelaLRR como uma

classeeas instânciaspertencentesacadasubespaço como pertencentesàquelaclasse. Por fim,

utilizamosessa informação de classes na LDA paraefetuar aprojeção no espaço visual (p = 2).

A Figura 13 ilustra o pipelinedo nosso método.

Figura 13 – Pipeline do método: (a) dado sem informação de classes; (b) dado com a informação de
classes gerada pelo subspace clustering; (c) visualização do dado utilizando LDA.

3.3.1 Experimentos

Para validar o método, geramos um dado artificial composto por 50 instâncias perten-

centes aR3, 50 pertencentes aR7, 50 pertencentes a R10 e mergulhamos todas as 150 instâncias

desse dado em R30. O resultado da LRR com parâmetro λ igual a0 5 émostrado na Figura 14.

Observequea representação damatriz E estáem branco denotando que os valores damesma

são todoszero; ou seja, aLRR, como esperávamos, não detectou nenhuma instânciacontendo

erro (ruído nem outlier).
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Figura 14 – Resultado da LRR no dado artificial.

(a) Matriz Z (b) Matriz E

A Figura 15 mostrao resultado da projeção do dado artificial usando a LDA com classes

geradaspelaLRR. Como aLRR classificou o dado perfeitamente, aprojeção coloridacom as

classes da LRR e com asclasses reais são idênticas.

Figura 15 – Projeção com LDA do dado artificial.

(a) Coloração dada pela LRR (b) Cor dada pelasclasses reais do dado

Como segundo teste, utilizamos o conjunto de dados da flor iris (FRANK; ASUNCION,

2010). O dado é composto por 150 instânciasdedimensão 4 divididas em 3 classes, asespécies

daflor iris. O resultado daLRR com parâmetro λ igual a0 5 éexibido naFigura16. Observe

que uma das classes pode ser identificada facilmente, enquanto que as outras duas são mais

difíceis de distinguir. A matriz E énula devido à natureza do dado e ao fato de termosutilizado

a norma k ·k2 1 em nosso teste, a qual é sensível a outliers.

Damesmaformaqueno experimento anterior, projetamoso conjunto dedadosutilizando

a LDA e colorimos com a informação de classes gerada pela LRR e com as classes reais do

dado (Figura17). Aqui podemosver ondeaLRR conseguiu classificar melhor o dado em cada

subespaço.
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Figura 16 – Resultado da LRR aplicado ao Iris.

(a) Matriz Z (b) Matriz E

Figura 17 – Projeção com LDA do Iris.

(a) Coloração dada pela LRR (b) Cor dadapelas classes reais do dado

3.3.2 Resultados e discussão

Avaliamos nosso método comparando as projeções obtidas pela LDA com classes ge-

radas pela LRR com outras três técnicas: LAMP, t-SNE e LAMP modificada. Primeiramente

explicaremosamodificação feitanaLAMP paraquepossa utilizar informação dasclasses do

dado no processo deprojeção. Originalmente, utilizamos pesos dados por α i = 1
kx− xik2 , onde x é

a instânciaaser projetadaexi éum ponto decontrole. Nossamodificação consisteem calcular

ospesos da seguinte forma:

α i =

1
kx− xik2 se x e xi têm a mesma classe

0 caso contrário.

Avaliamos também a qualidadedas projeções geradas por nosso método segundo quatro

métricas: stress, preservação de vizinhança e duas métricas de silhueta. A função de stress

utilizada é dada por

stress=
1

∑i j di j
∑
i j

(di j − d̄i j )
2

d2
i j
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ondedi j éadistânciamedidano espaço original e d̄i j éadistânciano espaço visual. A métrica

depreservação devizinhança conta, para cada instânciadedado, quantos dosseus k vizinhos

maispróximosno espaço original estão entreosk vizinhosmais próximosno espaço visual. A

silhueta mede coesão e separação das classese é dada por

silhueta=
1
n∑i

bi − ai

maxai bi

ondeai (coesão) éamédia dasdistâncias entrea projeção yi (projeção dexi) e todasas outras

instâncias projetadas que estão na mesma classe que yi e bi (separação) é a menor distância

entre yi e todas as outras projeções pertencentes as outras classes. Como podemos ver, para

calcular a silhueta, precisamos da informação das classes do dado. Dessa forma, utilizamos

ambas informações de classe para avaliar as projeções: classe real do dado (silh1) e classes

geradas pela LRR (silh2).

Tabela 1 – Conjuntos dedado utilizados. Daesquerdaparadireita, as colunascorrespondem a: nomedo
conjunto de dados, número de instâncias, dimensão (número de atributos) e fonte.

Nome Tamanho Dim Fonte

Iris 150 4 (FRANK; ASUNCION, 2010)

Sintético 150 4 (GUYON, 2003)

Artificial 150 30 *

Wine 178 13 (FRANK; ASUNCION, 2010)

Mammals 1000 72 (FRANK; ASUNCION, 2010)

A Tabela1 contém osconjuntosdedados utilizados eaTabela2 resumeos resultados

obtidos. Comparadacom aLAMP, aversão modificadadaLAMPobtém resultado melhor paraa

silh2 (classes dadas pelaLRR) ecom pequenadiferença em termos de stress. Enquanto o stress

da LDA émaior que o daLAMP eo daLAMP modificada (o que é esperado, pois o objetivo da

LDA éencontrar o subespaço com melhor separabilidadeentreasclasses), elaacabaobtendo

resultadosmelhoresquanto asilh2. OsresultadosdaLDA indicam queacombinação com aLRR

podeser uma escolhaválidapara redução dedimensionalidadeou problemasdeclassificação

sem supervisão onde a classe real das instânciasde dado são desconhecidas.

3.3.3 Limitações

Técnicas de subspace clustering assumem que o dado está distribuído em subespaços

independentes. Nos casos onde não for possível recuperar uma estrutura de subespaços nos

dados, mesmo variando todososparâmetros extensivamente, é razoável assumir que tal estrutura

é inexistente e, portanto, não faz sentido aplicar o método.
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Tabela 2 – Resultados obtidos. Da esquerda para direita as colunas correspondem a conjunto de dado,
técnica e métricas: stress, preservação de vizinhança e silhuetas. Valores em negrito são os
melhores para cada conjunto de dado e métrica.

Dado Técnica stress PV (%) silh1 silh2

Iris

LAMP 0.0418 81.8 0.6371 0.3437
LAMP (M) 0.0791 77.8 0.6032 0.4221
LDA 0.3095 63.6 0.6889 0.6758
t-SNE 1.71e+6 86.9 0.7633 0.3392

Synthetic

LAMP 0.0597 80.9 0.8584 0.8584
LAMP (M) 0.0521 82.0 0.9045 0.9045
LDA 0.0862 85.7 0.9299 0.9299
t-SNE 6.2266 89.4 0.9956 0.9956

Artificial

LAMP 0.0539 85.4 0.6770 0.6770
LAMP (M) 0.0749 86.0 0.7787 0.7787
LDA 0.3749 81.2 0.9492 0.9492
t-SNE 0.2962 90.9 0.8961 0.8961

Wine

LAMP 0.0383 90.7 0.2174 0.3629
LAMP (M) 0.1371 86.9 0.2269 0.4491
LDA 0.9802 53.3 0.2694 0.5314
t-SNE 0.9312 94.3 0.3139 0.4262

Mammals

LAMP 0.0112 87.9 0.9825 0.9825
LAMP (M) 0.0172 85.5 0.9924 0.9924
LDA 1.0000 81.4 0.9311 0.9311
t-SNE 0.3829 87.7 0.9653 0.9653
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CAPÍTULO

4
KERNEL BASED LINEAR PROJECTION

NesteCapítulo, apresentamosumanova técnicadeprojeção multidimensional baseada

em kernel capaz de lidar com dadosimersosno espaço decaracterísticas implicitamente induzido

por um kernel. Este trabalho foi descrito primeiramente em (BARBOSA et al., 2016). As

contribuições do mesmo são listadas a baixo:

Uma nova técnica de projeção multidimensional chamada Kelp capaz de lidar com dados

kernelizados;

O uso da Kelp como ferramenta de visualização para auxiliar em aplicações baseadas em

kernel como classificação e segmentação de imagem;

Uma versão kernelizada dascoordenadasdiferenciais (LIPMAN et al., 2004) combinada

com a Kelp a fim de entender como o kernel afeta as estruturas de vizinhança do dado

durante o mapeamento para o espaço de características.

4.1 Fundamentação matemát ica

Seja X = { x1 x2 xm} o conjunto de dado e k : X × X → R uma função real que,

para cada par xi x j ∈X, associa o valor de similaridade k(xi x j ) entre as instâncias xi e x j . A

função k é uma função kernel (ou apenaskernel) se a matriz K = ki j (matriz do kernel), onde

ki j = k(xi x j), é simétrica e positiva definida.

Associada a cada kernel existe uma aplicação φ : X→ H tal que

k(xi x j ) = φ(xi)
Tφ(x j )

onde H éum espaço de características com alta dimensão (possivelmentede dimensão infinita)

onde os dados são mapeados pela aplicação φ. Dessa forma, o kernel é um produto interno
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no espaço decaracterísticasH eamatriz K éumamatriz deGram (SCHÖLKOPF; SMOLA,

2001).

Observe o seguinte exemplo: se X ⊂ R2, temos que k(xi x j ) = (xT
i x j )

2 é um kernel e

o mapeamento φ associado a ele é dado por φ(xi) = φ(x y) = (x2 y2 xy yx), que leva cada

instância de X para o espaço de características, que nesse caso é o R4. De fato,

φ(xi)
Tφ(x j) = φ(x y)Tφ(x′ y′ )

= (x2 y2 xy yx)
T

(x′2 y′2 x′y′ y′x′ )

= x2x′2 + y2y′2 + xyx′y′ + yxy′x′

= (xx′ )2 + 2(xx′ )(yy′ ) + (yy′ )2

= (xx′ + yy′ )2

= ((x y)T(x′ y′ ))
2

= (xi
Tx j )

2

= k(xi x j )

Oskernels mais comuns na literatura são:

Gaussiano: k(xi x j ) = e−
kxi − xj k

2

2σ2

Polinomial: k(xi x j ) = (xi
Tx j )

d

Sigmoide: k(xi x j ) = tanh(γ(xT
i x j ) + θ)

ondeσ , γ, d eθ são parâmetros.

Supondo que a imagem de X por φ esteja centrada no espaço de características (a Se-

ção4.3 temosdetalhessobrecomocentralizar odado quandonecessário), ouseja, 1
m∑

m
i= 1φ(xi) =

0, sua matriz de covariância é dada por

C =
1
m

m

∑
i= 1
φ(xi)φ(xi)

T (4.1)

onde φ(xi)
T é o transposto de φ(xi). Como φ é uma aplicação definida implicitamente pelo

kernel, não podemos, em geral, calcular amatrizC diretamente. Parasuperar essadificuldade,

utilizamos o kernel trick, que consisteem utilizar a informação do produto interno definido pelo

kernel no espaço decaracterísticas, evitando o uso explícito dascoordenadas do dado mapeado

nesse espaço.
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Denotando por ui um autovetor deC eλi seu autovalor correspondente, daequação (4.1)

e deCui = λ iui , segue-se que

1
m

m

∑
j= 1
φ(x j )φ(x j)

Tui = λiui

⇒ ui =
1

mλi

m

∑
j= 1
φ(x j ) φ(x j )

Tui

⇒ ui =
m

∑
j= 1

1
mλi

φ(x j )
Tui φ(x j)

⇒ ui =
m

∑
j= 1

ai jφ(x j ) com ai j =
1

mλ i
φ(x j )

Tui

(4.2)

Chamando de ai = (ai1 aim)T o vetor cujas coordenadas são dadas pelos coeficientes ai j ,

mostraremosqueai éum autovetor damatriz K do kernel. De fato, substituindo ui naprimeira

igualdade de (4.2) e multiplicando por φ(xl )
T temos:

1
m
φ(xl )

T
m

∑
p= 1
φ(xp)φ(xp)T

m

∑
j= 1

ai jφ(x j ) = λ iφ(xl )
T

m

∑
j= 1

ai jφ(x j )

⇒
1
m

m

∑
p= 1
φ(xl )

Tφ(xp)
m

∑
j= 1

ai jφ(xp)Tφ(x j ) = λ i

m

∑
j= 1

ai jφ(xl )
Tφ(x j)

⇒
1
m

m

∑
p= 1

k(xl xp)
m

∑
j= 1

ai jk(xp x j ) = λ i

m

∑
j= 1

ai jk(xl x j) ∀i l = 1 m

⇒ K2ai = mλ iKai

⇒ Kai = γiai

(4.3)

mostrando que ai é autovetor de K com autovalor associado γi. Fica então demonstrada uma

importante relação entre os autovetores de ui deC e os autovetores ai de K

ui =
m

∑
j= 1

ai jφ(x j) (4.4)

Além disso, a equação (4.3) também nosdá a relação γi = mλ i entre osautovaloresγi de K e os

autovaloresλ i deC.

4.2 A Kelp

Nossa técnicautilizaum subconjunto dosdados (pontosdecontrole) como guiaparao

posicionamento dasdemais instâncias. SejaXs = { xs1 xs2 xsn} ⊂ X o conjunto dessespontos

de controle (noteque mdenotao número de instâncias de X en o número de pontos decontrole)

eYs = { ys1 ys2 ysn} a imagem deXs no espaço visual (Ys é resultado daaplicação da técnica

ForceSchemeaXs). Vamosdenotar por Ks amatriz do kernel construídaapenascom ospontos

de controle, isto é, Ks = k(xsi xsj ) .
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Supondo queconhecemos a função φ associada ao kernel k, queremos encontrar uma

transformação linear M : H → R2 (R2 será nosso espaço visual) tal que

Mφ(xsi ) = ysi ∀i = 1 2 n (4.5)

Ou seja, queremos uma transformação linear que levea imagem decadaponto decontroleφ(xsi )

do espaço de características para sua posição ysi no espaço visual. Esperamos com isso que a

estrutura de vizinhança deφ(xs1) seja preservada por M, por conta da linearidade.

Podemos escrever a equação (4.5) em forma matricial como

MΦ = Y (4.6)

onde

Φ =

...
...

φ(xs1) · · · φ(xsn)...
...

Y =

...
...

ys1 · · · ysn...
...

têm dimensõesh× n e 2× n respectivamente, e h é a dimensão despan{φ(xs1) φ(xsn)} .

Multiplicando a equação (4.6) por ΦT , temos

MΦΦT = YΦT
⇒ nMCs = YΦT (4.7)

ondeCs éamatriz decovariânciadefinidanaequação (4.1), mascalculadaapenas nospontos

de controle. Como Cs ésimétrica, pode ser decomposta da formaCs = UDUT , onde as colunas

de U são ortonormais compostas pelos autovetores ui de Cs e D é matriz diagonal contendo

os autovalores λ i associados aos autovalores ui. Então, a pseudo-inversa de Cs é dada por

Cs
† = UD̃− 1UT , sendo D̃− 1 a inversa de D considerando apenas os elementos não nulos da

diagonal. Multiplicando ambos os lados de (4.7) por Cs
†

M =
1
n
YΦTCs

† =
1
n
YΦT UD̃− 1UT

Assim, a projeção da imagem de uma instância qualquer φ(x) é dada por

Mφ(x) =
1
n
YΦTUD̃− 1UTφ(x) (4.8)

Seja A a matriz cujas colunas são dadas pelos autovetores ai de Ks (equação (4.4)) e,

abusando da notação, U será a partir de agora a matriz contendo apenas os autovetores deCs

cujo autovalor associado seja não nulo. Da equação (4.4), tem-se

U = ΦA⇒ ΦTU = ΦTΦA⇒ ΦTU = KsA (4.9)

e

UTφ(x) = (ΦA)Tφ(x) = ATΦTφ(x) = ATkx (4.10)
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onde kx = (k(x xs1) k(x xs2) k(x xsn))
T .

Utilizando a relação entre os autovalores γi de Ks e os autovalores λ i deCs, dada por

γi = nλ i (equação (4.2)), escrevemos

D̃− 1 =
1
λ i

= n
1
γi

= nΓ− 1 (4.11)

ondeΓ é amatriz diagonal com entradasγi . A equação (4.11) juntamentecom as equações (4.9)

e (4.10) nos dão que

Mφ(x) = YKsAΓ− 1ATkx (4.12)

Dessa forma, escrevemos a projeção Mφ(x) da imagem de uma instância x qualquer

no espaço decaracterísticas em função apenasdequantidadesconhecidas: Y éamatriz com a

posição dos pontos decontroleno espaço visual, Ks éa matriz do kernel calculadanos pontos de

controle, as colunas deA são os autovetores de Ks, a diagonal deΓ são os autovaloresdeKs e

o vetor kx é a medida de similaridade dada pelo kernel entre a instância x a ser projetada e os

pontos decontrolexsi . Mais ainda, Y, Ks, A eΓ precisam ser calculadosapenasuma vez, pois

não dependem da instância aser projetada, apenas do kernel e dos pontos de controle.

4.3 Cent ralização no espaço de característ icas

Naseção 4.1 supomosqueo dado estariacentrado no espaço decaracterísticas. Nessa

seção explicaremos como centrar o dado quando necessário. Como não temosacesso as coorde-

nadasdo dado no espaço decaracterísticas, faremosacentralização utilizando amatriz Ks eo

vetor kx.

O procedimento para centralizar umamatriz de kernel K já é conhecido da literatura de

aprendizado demáquina (SCHÖLKOPF; SMOLA; MÜLLER, 1998). Suponhaφ não necessari-

amente centrada no espaço de características, logo

φ̃(xi) = φ(xi) −
1
m

m

∑
j= 1
φ(xj )

estará centradano espaço de características. Dessa forma, toda teoriadesenvolvidana Seção 4.1

vale para φ̃. Seja K̃ amatriz do kernel associado à função φ̃, temosqueK̃ = φ̃(X)T φ̃(X). Logo,

a entrada k̃i j de K̃ é escrita como

k̃i j = φ̃(xi)
Tφ̃(x j)

=

"

φ(xi) −
1
m

m

∑
p= 1
φ(xp)

#T "

φ(x j ) −
1
m

m

∑
q= 1
φ(xq)

#

= φ(xi)
Tφ(x j) −

1
m

m

∑
p= 1
φ(xp)Tφ(x j) −

1
m

m

∑
q= 1
φ(xi)

Tφ(xq) +
1

m2

m

∑
p q= 1

φ(xp)Tφ(xq)

= ki j −
1
m

m

∑
p= 1

kpj −
1
m

m

∑
q= 1

kiq +
1

m2

m

∑
p q= 1

kpq
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Se chamarmosde m a matriz m× m cujas entradas são todas iguais a 1
m, conseguimos

escrever

K̃ = K − mK − K m+ mK m (4.13)

obtendo a centralização K̃ da matriz K.

Idealizamos a centralização do vetor kx inspirados na centralização damatriz K. Com a

notação da Seção 4.2, temosque

φ̃(xsi ) = φ(xsi ) −
1
n

n

∑
j= 1
φ(xsj )

será centrada entre o pontos de controle, ou seja, 1
n∑

n
i= 1 φ̃(xsi ) = 0. Denotando por k̃x =

k̃(x xs1) k̃(x xs2) k̃(x xsn)
T , onde k̃ éo kernel associado a função φ̃, podemosescrever as

coordenadasde k̃x como

k̃x(x xsi ) = φ̃(xx)
Tφ̃(xsi )

=

"

φ(x) −
1
n

n

∑
j= 1
φ(xsj )

#T "

φ(xsi ) −
1
n

n

∑
p= 1
φ(xsp)

#

= φ(x)Tφ(xsi ) −
1
n

n

∑
p= 1
φ(x)Tφ(xsp) −

1
n

n

∑
j= 1
φ(xsj )

Tφ(xsi ) +
1
n2

n

∑
j p= 1

φ(xsj )
Tφ(xsp)

= k(x xsi ) −
1
n

n

∑
p= 1

k(x xsp) −
1
n

n

∑
j= 1

k(xsj xsi ) +
1
n2

n

∑
j p= 1

k(xsj xsp)

para todo i = 1 2 n. Escrevendo na forma matricial, temos

k̃x = kx − Ks1n − nkx + nKs1n (4.14)

onde1n é o vetor com de tamanho n com todasas coordenadas iguais a 1
n.

4.4 Projeção dos pontos de cont role

Nossa técnica, efetuano primeiro passo, a projeção dos pontos de controle utilizando

o Force Scheme (TEJADA; MINGHIM; NONATO, 2003). Como o Force Scheme utiliza a

informação de distância, precisamos das distâncias no espaço de características para poder

efetuar essa projeção inicial. Entretanto, toda informação que temos sobre o dado no espaço

de características é a medida de similaridade dada pelo kernel. Dado um produto interno no

espaço decaracterísticas, temosautomaticamenteumamedidadedistânciaprovenientedesse

produto interno: d(X i X j ) =
p

hX i − X j X i − X j i H , ∀X i X j ∈H , onde h· ·i H denota

um produto interno no espaço decaracterísticasH . Como o kernel defineum produto interno

no espaço de características, temosuma medida de distância definida pelo kernel dada por

d(φ(xi) φ(x j )) =
q
φ(xi) − φ(x j )

T φ(xi) − φ(x j )

=
q
φ(xi)

Tφ(xi) − 2φ(xi)
Tφ(x j) + φ(x j )

Tφ(x j )

=
q

k(xi xi) − 2k(xi x j) + k(x j x j)

(4.15)
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A distância dada pela equação (4.15) é utilizada no cálculo da posição Ys dos pontos

de controle no espaço visual pelo Force Scheme. O Force Scheme calcula, para cada yi no

espaço visual, o vetor v = y j − yi e move y j na direção em que v aponta por uma fração

∆ = D(xi x j )− Dmin
Dmax− Dmin

− d(yi y j ) deseu comprimento, com D ed sendo asmedidas dedistânciano

espaço original eno espaço visual, respectivamente. Como M élinear, tem que levar aorigem do

espaço decaracterísticas naorigem do espaço visual. Portanto, para preservar essa propriedade,

após calcular o posicionamento dos pontos de controle pelo Force Scheme, centralizamosYs de

modo que seu centroide coincida com a origem do espaço visual.

4.5 Aspectos computacionais

Na construção da Kelp (Seção 4.2), assumimos que a matriz de covariânciaC possui

colunasui ortonormais. Então, pela equação (4.4), temos

1 = ui
Tui =

n

∑
p q= 1

ai paiqφ(xsp)
Tφ(xsq) = ai

TKsai = γiai
Tai

mostrando que os autovetores de Ks definidos na equação (4.4) são ortogonais, mas não são

unitários. Porém, como as bibliotecas numéricas usualmente retornam autovetores unitários,

paragarantir quekuik2 = 1, temosquemultiplicar osautovetoresunitáriosdeKs (dadospelas

bibliotecas numéricas) por 1√
γi

.

A partemaiscustosacomputacionalmentedanossa técnicaéo cálculo dosautovetores

e autovalores da matriz Ks, cuja complexidade computacional é O(n3), onde n é o número de

pontosdecontrole. Entretanto, essecálculo é feito apenasumavez egeralmenteparaum número

pequeno de pontos decontrole. O Algoritmo 4 exibe os passos paraprojeção utilizando a Kelp.

Algor itmo 4 – O algoritmo da Kelp
entrada:Conjunto de dadosX e pontos de controle Xs

1 ProjeteXs usando o ForceSchemecom amedidadedistânciadefinidanaequação (4.15). Calcule
o centroide ȳ = 1

n∑
n
j= 1ysj e centralizeY por Y = (ys1 − ȳ ysn − ȳ)

2 Calcule a matriz Ks para Xs ecentralize usando a equação (4.13)
3 Calcule os autovetores a1 an de Ks e seusautovalores associadosγ1 γn
4 Crie a matriz An× p com colunas a1√

γ1
ap√
γp

, ondeγi 6= 0,∀i = 1 p

5 Cria a matriz diagonal Γp× p
− 1 com entradas 1

γi
, i = 1 p

6 Calcule a matriz P = YKsAΓ− 1AT

para cada x∈X faça
7 Calcule kx e centralize utilizando a equação (4.14)
8 Calcule a projeção y = Pkx
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4.6 Resultados e comparações

Os resultados apresentados nessa seção foram gerados utilizando pontos de controle

escolhidos aleatoriamente e em quantidade n =
√

m, onde mé o tamanho de todo o conjunto de

dado (uma discussão sobreo tamanho do conjunto depontos decontrolepodeser encontrada

em (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010)). Alguns experimentos utilizam uma estratégia

diferente paraaescolha dospontosdecontrole, deixaremos essescasosclarosno decorrer do

texto.

Começaremosavaliando aKelp quanto àsuaprecisão etempo deexecução. Comparamos

nossa técnica com outras cinco e em oito conjuntos de dados diferentes com variabilidade na

quantidadede instânciasedimensão do dado (Tabela3). As técnicasutilizadasnacomparação

foram escolhidaspor contadesuassimilaridadescom aKelp; maisespecificamente: precisam

de um conjunto de pontos de controle e são capazes de lidar com a informação de um kernel.

Além disso, essas técnicas são bem conhecidas por seu desempenho em termos deprecisão e/ou

tempo computacional, garantindo queascomparações são justas eseequiparam aosmétodos

que caracterizam o estado daarte. As técnicasescolhidas foram: Fastmap (FALOUTSOS; LIN,

1995), Hybrid (JOURDAN; MELANCON, 2004), Landmark MDS(SILVA; TENENBAUM,

2004), Pekalska(PEKALSKA et al., 1999) ePLP(PAULOVICH et al., 2011). Todasapresentam

bom desempenho quanto ao stress e tempo. Quanto a implementação, Pekalskae PLPresolvem

um sistema linear e precisam de bibliotecas numéricas para tal. Landmark MDSrequer uma

implementação eficiente da decomposição SVD, como o algoritmo LAS2 (BERRY, 1992).

Fastmap eHybrid podem ser implementadas diretamente. Assim como a Kelp, PLP e Pekalska

permitem que o usuário manipule interativamente os pontos de controle no espaço visual.

Tabela 3 – Conjuntos de dados utilizados nascomparações, da esquerda para direitaas colunas correspon-
dem ao nome do conjunto de dados, tamanho, dimensão e fonte.

Nome Tamanho Dim Fonte

wdbc 569 30 (FRANK; ASUNCION, 2010)

diabetes 768 8 (FRANK; ASUNCION, 2010)

segmentation 2.100 19 (FRANK; ASUNCION, 2010)

us-countries 3.028 14 (SHNEIDERMAN; SEO, 2008)

wine 4.898 11 (FRANK; ASUNCION, 2010)

letter rcn 20.000 16 (FRANK; ASUNCION, 2010)

mammals 50.000 72 (FRANK; ASUNCION, 2010)

viscontest 200.000 10 (WHALEN; NORMAN, 2008)

Para medir a precisão, utilizamos a função de stress dada por 1
∑i j di j

∑i j
(di j− di j )

2

d2
i j

, onde

di j = d(φ(xi) φ(x j )) éadistânciadadapelaequação (4.15) e d̄i j éadistânciaEuclidianaentreas
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imagens de xi e x j no espaço visual. As projeçõesda Kelp foram produzidas utilizando o kernel

Gaussiano com parâmetro σ igual a média da variância dos dados e a distância foi calculada

usando a equação (4.15).

O box plot azul naFigura18 mostraosvaloresdestressobtidosnas projeçõesdaKelp

e das demais técnicas para cada conjunto de dados da Tabela 3. Podemos facilmente dizer

queaKelp éumadas técnicasmaisprecisas, sendo comparável às técnicas altamenteprecisas

como Landmark MDSePekalska. O box plot amarelo mostraqueaKelp também obtém bons

resultadosem termosdetempo deexecução, sendo comparável àFastmap, aqual éconhecidapor

sua eficiênciacomputacional. Observequea Kelp é quaseumaordem demagnitudemais rápida

que Landmark MDSe Pekalska, ambas técnicassemelhantes à Kelp em termos de precisão.

Figura 18 – Box plot do stress e tempo em cada conjunto de dado.
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Os gráficos de distância original × distância projetada apresentados na Figura 19

atestam aprecisão visual daKelp. Observequeo formato dosgráficosdaKelp estão próximos

da linhade 45° em quase todos os testes, atestando quea vizinhança dos pontos é preservada

no espaço visual. O mesmo não é verdadeiro para outras técnicas como Hybrid e PLP, cujo

resultado está espalhado na direção da diagonal.

Osconjuntosdedadosutilizadosnascomparaçõessão compostospor instânciascontidas

em espaços vetoriais reais, permitindo assim o uso de técnicas altamente precisas como a

LAMP (JOIA et al., 2011). Entretanto, a Figura20 diz que nossa técnicanão é desnecessária

paraesse tipo dedado, poisasprojeçõesdaKelp têm gruposmelhor definidosqueosgerados

por projeções que tomam os dados no seu espaço original. As Figuras 20ae20b mostram que as

projeções resultantesda aplicação daKelp e daLAMP no conjunto de dadosSegmentation e as

Figuras 20c e 20d mostram os resultados num conjunto de dados com 574 artigos científicos

composto por três tópicos diferentes (PAULOVICH et al., 2008). As projeções da Kelp na

Figura20 foram produzidaskernelizando o dado utilizando o kernel Gaussiano com parâmetroσ

igual a médiada variância dos dados (bag-of-words do conjunto de dados de artigos científicos).

O layout produzido pelaKelp émaisbem definido, evidenciando osgrupose instânciassimilares.
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Figura 19 – Gráfico dedistância original × distânciaprojetada. Os númerosno canto superior significam
stress e tempo de execução (em segundos). Valores em negrito são os melhores para cada
conjunto de dado.

Os resultados da Kelp quanto à silhueta corroboram essa afirmação. A silhueta foi calculada

segundo S= 1
m∑i

(bi− ai)
max{ ai bi }

como na Seção 3.3.2. A silhuetavariano intervalo [− 1 1] e, quanto

maior o valor de S, melhor é a coesão e a separação dos grupos.

A sensibilidade da Kelp quanto a intervenção do usuário é analisada na Figura 21. A

figura no canto superior direito mostra aposição dos pontos decontrole, enquanto que a imagem

maior mostraaprojeção resultante; aFigura21amostraaprojeção produzidapelaKelp com o

posicionamento dos pontos de controle dados pelo Force Scheme. As Figuras 21b, 21c e 21d

mostram asprojeções daKelp, PLMPe LAMPapós a manipulação do usuário nos pontos de

controle, que agrupou o dado segundo suas classes. Observe que a Kelp obtém novamente o

melhor resultado quanto àsilhueta, sendo superior inclusiveàLAMP, queéconhecidapor ser

bem sensível à intervenção do usuário.

A Figura 22 apresentao comportamento daKelp quanto àvariação no número depontos

decontrole. O serrilhado no gráfico édevido aseleção aleatóriadospontosdecontrole, fenômeno

já conhecido na literatura (PAULOVICH; SILVA; NONATO, 2010). Observeque aamplitude da

oscilação épequena, perto de0 05. Naprática, observamosqueaKelp produz bonsresultados

mesmo quando utilizamos umaquantidade reduzidadepontosdecontrole, o quenos permitiu
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Figura 20 – Melhorando a coesão eseparabilidade dos grupos usando aKelp. A silhueta (S) é maior para
as projeções da Kelp comparada com técnicas baseadas em distância Euclidiana.

(a) Kelp S= 0 323 (b) LAMP S= 0 203

(c) Kelp S= 0 599 (d) LAMP S= 0 411

tomar
√

m nosnossos experimentos.

Analisamos também a Kelp segundo algunsartefatosquepodem aparecer em projeções

multidimensionais, denominados tears e falsos vizinhos, seguindo a metodologia CheckViz

desenvolvidaem (LESPINATS; AUPETIT, 2011). Tearsaparecem quando instânciasvizinhasno

espaço original são mapeadas distantesno espaço visual, enquanto que falsosvizinhos, como o

nomeinduz, são instânciasque foram mapeadaspróximasno espaço visual masquesão distantes

no espaço original. Esses artefatos podem ser detectadosatravésde duas medidas de stress:

∑
i j

|di j − d̄i j |2F(di j ) (4.16)

∑
i j

|di j − d̄i j |2F(d̄i j ) (4.17)

ondedi j e d̄i j representam as medidasdedistânciano espaço original eno espaço visual eF é

umafunção de peso. Supondo di j grandee d̄i j pequeno, as instâncias i e j são falsos vizinhos.

Como na equação (4.16) F dependeapenasdedi j , podemos escolher F de modo que o resultado

dasomasejapequeno, fazendo assim com queaequação (4.16) aponte tearsquando seu valor

for alto. Analogamente, se di j é pequeno e d̄i j é grande, temos que as instâncias i e j são

tears e podemos utilizar a equação (4.17) para apontar falsos vizinhos quando seu valor for
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Figura 21 – Comparando asensibilidade da Kelp quanto a intervenção do usuário. Canto superior direito
mostra a posição dos pontos de controle.

(a) Kelp original S= 0 323
(b) Kelp após manipulação S=

0 449

(c) PLMP após manipulação
S= 0 129

(d) LAMP após manipulação
S= 0 422

Figura 22 – Variando o número depontosde controle: o stress estabilizapróximo dos5% do número de
instâncias.

alto. Lespinats e Aupetit (2011) recomendam aescolhade F como a função de peso Heaviside:

Fσ (x) =

(
1 se x < σ

0 caso contrário

Utilizamoso seguintecódigo decorespararepresentar essasdistorções: roxo paraindicar

os falsos vizinhos, verde indicando tears, preto indicaquea instânciasofre de ambas distorções
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simultaneamente e branco representando as instâncias sem distorções. Definindo, para cada

instância xi , o par ordenado ( fi ti), onde

fi = ∑
j

|di j − d̄i j |2F(di j )

ti = ∑
j

|di j − d̄i j |2F(d̄i j )

podemosvisualizar o código decor quedescreve os tiposdedistorção no plano e, mais ainda,

quantificar a intensidade dessascores (Figura 23).

Figura 23 – Espaço de cores utilizado na análise de tears e falsos vizinhos.

Lespinats e Aupetit (2011) se baseiam em duas regras para analisar os resultados:

Regra da separação: sevárias instâncias roxas são disjuntas, então o espaço entreelasé

verdadeiro no espaço original. Pois, caso contrário, essas instâncias corresponderiam a

tears e deveriam assumir a cor verde ou preto.

Regra da sobreposição: se várias instâncias verdes estão próximas umas das outras ou

sesobrepõe, então estão localizadas próximasumasdasoutrasno espaço original. Caso

contrário, deveriam assumir a cor roxa ou preta.

A Figura24 mostrao resultado obtido pelaKelp nametodologiaCheckViz. As instâncias

interioresaosgruposindicam apresençadetears, masfalsosvizinhossão observadosapenaspara

pontosposicionadosnafronteiradosgrupos(entreosgrupos). Pelasregrasacima, temosamelhor

configuração possível, poisdentro dosgruposametodologia indicaumaverdadeirasobreposição

e na fronteira dos grupos as instâncias são apontadas como falsos vizinhos indicando uma

verdadeira separação no espaço visual.

4.7 Aplicações

Nestaseção ilustramosautilidadedeKelp em trêsaplicaçõesdistintas. A primeiraaplica-

ção émotivadapeladiscussão feitano início destecapítulo: queremosentender o comportamento
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Figura 24 – Verificando aqualidadedaprojeção segundo ametodologiaCheckViz: (a) projeção deum
conjunto de dados artificial com 150 instâncias e quatro dimensões (GUYON, 2003); (b)
regiões roxas indicam falsos vizinhos e regiões indicam tears.

(a) Projeção da Kelp

σ

(b) Análise CheckViz

da funçãoφ definida implicitamente pelo kernel. Mais especificamente, utilizamos aKelp como

ferramenta para analisar o efeito do kernel nas relações de vizinhança do dado. A segunda apli-

cação exploraa interatividadedaKelp paraauxiliar tarefasdeclassificação utilizando Support

Vector Machine (SCHÖLKOPF; SMOLA, 2001) (SVM). A última aplicação mostra como o

processo de visualização pode tirar proveito de técnicas baseadasem kernel como a Kelp.

4.7.1 M udança de vizinhança induzidas pelo kernel

Como motivado no início do Capítulo, entender o efeito deum kernel nasestruturasde

vizinhança do dado é de fundamental importânciapara umaescolhaapropriada, construção e

aprimoramento de um kernel para uma tarefa específica.

Nossaabordagem utilizaumamétricaparacomparar asestruturasdevizinhançadefinidas

no espaço original (usualmenteCartesiano), ondeo dado seencontra, esua imagem no espaço

de características induzido pelo kernel. A métrica é definida da seguinte forma: seja δi =

xi − 1
#Ni
∑ j∈Ni

x j acoordenadadiferencial dexi, ondeNi denotaos índicesdosk vizinhos mais

próximosde xi e #Ni é a cardinalidadedo conjunto Ni . Assim, anormakδik mede o quão longe

xi estádo centroidedosseusvizinhos. A normadacoordenadadiferencial δφi deφi = φ(xi) no
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espaço de característicasé dada por kδφi k =
q
δφi

Tδφi . Logo

kδφi k
2 =

 

φi −
1

#Ni
∑
j∈Ni

φj

! T  

φi −
1

#Ni
∑
j∈Ni

φj

!

= φT
i φi −

1
#Ni
∑
j∈Ni

φT
i φj −

1
#Ni
∑
j∈Ni

φT
j φi +

1

(#Ni)
2 ∑

j s∈Ni

φT
j φs

= k(xi xi) −
2

#Ni
∑
j∈Ni

k(xi x j) +
1

(#Ni)
2 ∑

j s∈Ni

k(x j xs)

(4.18)

A equação (4.18) mostra que anormada coordenadadiferencial no espaço decaracterís-

ticaspodeser obtidaapartir do kernel, tornando possível medir quão longecada instânciaestá

do centroide deseus vizinhos nesse espaço, mesmo sem saber as coordenadas da instância nem

dosvizinhos.

As cores nasFiguras25a e 25b representam osvalores correspondentes de kδik e kδφi k

calculadosem cada instância (no conjunto dedadosartificial (GUYON, 2003)). O layout dos

pontos foi gerado pelaPLMPepela Kelp, respectivamente. Regiõesem vermelho correspondem

avaloresaltos dekδik ekδφi k, enquanto que regiões em azul correspondem avaloresbaixose

regiões em verdesão valores intermediários. Escolhemos PLMP para projetar o dado a partir do

espaço original, porque, como aKelp, aPLMP faz uso deuma transformação linear, tornando a

comparação mais justa. Observe que, mais uma vez, aprojeção baseadaem kernel fez os grupos

ficarem melhor definidos.

A razão kδik kδφi k medeamudançanavizinhançaquando o dado é levado no espaço

de características pelaφ definida implicitamente pelo kernel. Valores próximos de 1 indicam

que a estrutura da vizinhança não mudou, valores próximos de 0 indicam que as instâncias

ficaram mais distantes dos seus vizinhos e valores maiores que 1 significa que as instâncias

ficaram centralizadas com relação aseusvizinhosquando não eram centradas no espaço original.

Utilizando umafunção de transferência como da Figura26, podemosvisualizar as regiões onde

avizinhança émaisafetadapelo kernel. O fundo da Figura 25 foi colorido interpolando o valor

da coordenada diferencial (ou de sua razão) de cada instância para uma grade regular no fundo.

Figura 25b nos diz que o kernel Gaussiano posiciona melhor os pontosem termos dos vizinhos

queestão intragrupo; ou seja, o kernel Gaussiano tendeaposicionar instânciasmaispróximas do

centroidedo seu grupo. Entretanto, aFigura25c claramentemostraque, analisando a razão entre

as normas das coordenadas diferenciais, as regiões em vermelho (valores próximos de zero e

maiores que um) aparecem no interior dos grupos. Como kδφi k épequeno no interior de grupos

bem definidos (Figura 25b) e os grupos não se espalharam pela ação do kernel, concluímos

que os altos valores da razão são devidos a um agrupamento mais apertado feito pelo kernel

Gaussiano. Portanto, como esperado, o kernel Gaussiano tendeacriar gruposmelhor definidos.

A mesmaanálisepodeser feitacom outroskernels além do Gaussiano, como ilustrado

nas Figuras 25d e 25e. A Figura 25d descreve kδφi k quando o kernel polinomial dado por
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Figura 25 – Visualizando como o kernel afetaas estruturasde vizinhança: magnitudedascoordenadas
diferenciaiscom layout gerado pelaPLMPcom distância Euclidianaem (a), pelaKelp com
kernel Gaussiano em (b) ekernel polinomial em (d); magnitudedarazão com Kelp-Gaussiano
em (c) e Kelp-Polinomial em (e).

(a) kδik (PLMP) (b) kδφi k (Kelp-Gauss.)

(c) kδik
kδφi k

(Kelp-Gauss.) (d) kδφi k (Kelp-h· ·i 2) (e) kδik
kδφi k

(Kelp-h· ·i 2)

Figura 26 – Função de transferência.

kδik kδφi k
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k(xi x j ) = (xi
Tx j )

2 éusado. Kernelspolinomiaissão menos intuitivosqueo kernel Gaussiano,

dificultando seu uso em aplicaçõespráticas. Usando nossa ferramentavisual, podemos ver que

o kernel polinomial acima se comporta quase que da mesma forma que o kernel Gaussiano,

evitando acriação de“outliers” próximosdosgruposenquanto queapertaas instâncias dentro

dos mesmos.

Como podemos ver claramente, coordenadas diferenciais são bastante efetivas para

visualização dasmudançasna estrutura devizinhança induzidaspor um kernel. Vale mencionar

que, atéondesabemos, essa éa primeira vez quecoordenadas diferenciais foram utilizadas para

medir avariação davizinhançano contexto dedados envolvendo kernel, sendo essamais uma

contribuição do nosso trabalho.
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4.7.2 Visualização de SVM

Support Vector Machine (SVM) éum classificador linear queoperano espaço decaracte-

rísticasondeo hiperplano deseparação tem margem máxima. Intuitivamente, instânciasdistantes

damargem no espaço decaracterísticassão classificadas com um grau deconfiabilidademaior

do que instânciasmaispróximasdasmargens. A Figura27 ilustrao queaconteceno espaço de

característicasdurante o processo de classificação do SVM.

Figura 27 – Modelo intuitivo da separação feita no espaço de características quando aplicamos SVM.

Nós tiramos proveito da interatividade da Kelp para mudar a posição dos pontos de

controle no espaço visual de modo a separar os dados como no modelo intuitivo que temos

do SVM. A Figura 28 apresenta a projeção do conjunto de dados wdbc (Tabela 3) usando

kernel Gaussiano. O mesmo kernel Gaussiano foi usado no SVM. Utilizando a biblioteca

LIBSVM (CHANG; LIN, 2011) para executar a classificação com SVM, nós obtemos, para

cada instância, a probabilidade dela pertencer a cada uma das classes. Cores mais escuras na

Figura 28 indicam maior probabilidadeda instância realmentepertencer aquelaclasse, enquanto

que cores mais claras indicam instâncias cuja classificação não é tão confiante. A linha preta

correspondea região ondeaprobabilidade interpoladaé igual a50%. ObservenaFigura28aque

as regiõesdeconfiabilidadenão podem ser determinadasquando ospontosde controlenão estão

separadosno espaço visual. Como o conjunto de dadosutilizado possui um número pequeno de

instâncias, nós utilizamos 10% das instânciaspara compor o conjunto dos pontosde controle.

Entretanto, quando organizamos os pontos de controle interativamente separando as

classes, como na Figura 28b, o layout resultante claramente tem a forma do modelo intuitivo

do SVM, tornando fácil interpretar o comportamento do classificador. Observe que inclusive

amargem ondeo classificador ficaem dúvidaéexibidacorretamente. O fundo daFigura28 é

colorido interpolando aprobabilidade(dadapelo SVM) decada instânciapertencer aumadas

classes.

É importantesalientar queoutrosmétodoscapazesdevisualizar o resultado do SVM (HA-
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Figura 28 – Realizando o modelo intuitivo do SVM: (a) projeção inicial ondea linha deseparação não é
clarae (b) projeção apósamanipulação dospontosdecontrole. A figurano canto superior
apresentao posicionamento dos pontos decontrole.

(a) (b)

MEL, 2006; JAKULIN et al., 2005) assumem queo dado podeser imerso num espaço cartesiano

e o kernel é utilizado apenas no classificador, enquanto que a Kelp utiliza exclusivamente a

informação do kernel.

4.7.3 Segmentação de imagem baseada em kernel

Interação com usuário éumacaracterísticaquedefineumaclasseimportantedosmétodos

de segmentação. Nesse contexto, técnicas que permitem que o usuário interaja no espaço da

imagem guiando o processo desegmentação são maioria (CASACA et al., 2013). Entretanto,

técnicasqueoperam no espaço decaracterísticasnão são comuns, apesar de trabalhos recentes

mostrarem vantagem em tarefascomo coloração eretrieval (CASACA et al., 2012; MAMANI

et al., 2013).

A seguir, mostraremos como a Kelp podeser utilizada para auxiliar num processo intera-

tivo desegmentação queoperadiretamenteno espaço decaracterísticas. Maisespecificamente,

construímos um kernel baseado na filtragem bilateral (TOMASI; MANDUCHI, 1998) que

permiteutilizar aKelp como ferramentaparaqueo usuário interajadiretamenteno espaço de

características.

Sejam I a imagem original (dado de entrada) e I a imagem resultante da filtragem

bilateral:

I p =
1
W ∑

q∈Np

IpGσ1 kIp − Iqk Gσ2 (kp− qk)

com W = ∑
q∈Np

Gσ1 kIp − Iqk Gσ2 (kp− qk)
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onde Gσ (x) = e− x2

2σ2 . Os valores Ip e I p são a cor no sistema CIE-Lab do pixel p da imagem

I e I , respectivamente, σ2 é a variância tipicamente utilizada em filtros Gaussianos e Np é a

vizinhança quadrada ao redor do pixel p.

Definimoso kernel k como

k(p q) = Gσ kI p − I qk (4.19)

A Figura29b mostraaprojeção resultantedaKelp utilizando o kernel definido naequação (4.19),

onde cada pixel da imagem na Figura 29a é uma instância de dado. A cor de cada ponto na

projeção éacor do pixel correspondente. Observenaprojeção geradapelaKelp queo amarelo

da bananaé claramente separado do amarelo do fundo da imagem (Figuras 29c e 29d). Além

disso, o usuário pode definir os grupos da segmentação interativamente na projeção, o que é

equivalente a definir essas regiões no espaço de característicase, consequentemente, no espaço

original, como mostrado nasFiguras29e e 29f.

4.8 Discussão e limitações

Os resultados ecomparações apresentados naSeção 4.6 claramente mostram aeficiência

da Kelp, que apresentaum bom balanço entreprecisão e tempo deexecução. A formulação ma-

temáticasólida ea facilidadede implementação (requer essencialmente o cálculo de autovetores

eautovalores) são aspectosquemostram aforçadaKelp. Um outro ponto interessanteda técnica

sedeveao fato de ser facilmenteparalelizável: após o cálculo damatrizYKsAΓ− 1AT , a projeção

das instâncias de dado podem ser feitas de forma independente.

Uma limitação que não está propriamente na formulação da Kelp, mas que afeta seu

funcionamento é o kernel utilizado na aplicação e seus parâmetros. O kernel Gaussiano, por

exemplo, depende do parâmetro σ e esse valor afeta o resultado da classificação do SVM, a

redução de dimensionalidade do KPCA e da Kelp, pois todas essas técnicas dependem dos

valoresdo kernel. Encontrar o valor correto paracadaparâmetro do kernel éumatarefadifícil.

Em nossos testes utilizamos a média da variância do dado, mas não há garantia que isso irá

funcionar para todo conjunto dedados. Acreditamos que, devido às suas capacidades, a Kelp

pode ser uma ferramenta bastante útil para auxiliar no entendimento do efeito de um kernel

permitindo uma melhor escolha desses parâmetros, bem como a criação de um novo kernel

através de kernels já conhecidos.
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Figura29 – Nosso pipeline de segmentação: a imagem de entrada é projetada, onde cada pixel é uma
instância de dado, em seguida os grupos são definidos na projeção e o resultado desse
agrupamento éexibido como uma imagem segmentada.

(a) Imagem original

(b) Projeção daKelp

(c) Segmentação em 2 grupos

(d) Imagem segmentada

(e) Segmentação em 3 grupos

(f) Imagem segmentada
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CAPÍTULO

5
CONCLUSÃO

Estateseapresentouestudospráticossobreautilização detécnicasdesubspaceclustering

e métodos de kernel para auxiliar projeções multidimensionais e a criação de uma técnica

completamente nova baseada em kernel que possui capacidades até então não exploradas.

Técnicasdesubspaceclustering semostram ferramentaspromissorasparaaanáliseda

estruturadesubespaço intrínsecado dado. Por outro lado, quando o dado não possui tal estrutura,

as técnicas não podem ser aplicadas. A informação de classe gerada pela LRR nos permite

utilizar técnicas como a LDA em tarefascomo classificação e redução de dimensionalidade com

uma boa qualidade em termosdas métricasque testamos.

Estimar a dimensão e uma base para esses subespaços são tarefas que pretendemos

executar em trabalhos futuros, além deestudar o efeito eaeficiênciadessasnovas informações

em tarefas de redução de dimensionalidade.

Do lado dos métodos dekernel, propomos umanova técnicadeprojeção multidimensio-

nal, chamadaKelp, quepossui umabasematemáticasólidaecom desempenho, em termosde

precisão e tempo deexecução, comparável eatémelhores do queo das técnicasquesão o estado

daarte. A Kelp apresentou ótimos resultadosem tarefasbaseadasem kernel e, por contadisso,

possui um grande potencial em tarefas gerais, bastando que um kernel próprio para tal aplicação

sejautilizado. Além disso, suaflexibilidade, eficiênciaefacilidadedeimplementação atornauma

técnicadeprojeção multidimensional muito atrativaparaaplicaçõesem geral, particularmente,

para aplicaçõesquepossam tirar proveito demétodos de kernel. Um trabalho sobre aconstrução

de novoskernels através da combinação de kernels conhecidos já está em andamento.
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APÊNDICE

A
DEM ONSTRAÇÕES

Mostraremos aqui algumas das demonstrações referentes ao trabalho de Zhang et al.

(2014). Para provar o Teorema 1 precisamosdos seguintes resultados:

Lema 2. Sejam U, V e M matrizes com dimensões compatíveis. SuponhaU eV ortogonais,

então

kMk∗ = kUMVTk∗

Prova: TomeaDecomposiçãoemValoresSingulares(BISHOP, 2006) (SVD) deM = UMΣMVM
T ,

logoUMVT = U UMΣMVM
T VT = (UUM)ΣM(VVM)T . Como(UUM)T (UUM) = UM

TUTUUM =

UM
TUM = I e(VVM)T(VVM) = VM

TVTVVM = VM
TVM = I , assim (UUM)ΣM(VMV)T éadecom-

posição SVD deUMVT . E peladefinição danormanuclear, temoskMk∗ = tr(ΣM) = kUMVTk∗.

Lema 3. Se B, C, D e F são matrizes com dimensões compatíveis, então
"

B C

D F

#

∗

≥ kBk∗

onde a igualdade acontece se, e somente se, C = 0, D = 0 eF = 0.

Prova: Como k[M N]k∗ ≥ kMk∗ e k[M;N]k∗ ≥ kMk∗ , o resultado segue diretamente, ondea

igualdade acontece quando N = 0.

Lema 4. SejamU, V eM matrizescom dimensõescompatíveisesuponhaU eV com colunas

ortogonais, então

min
Z

kZk∗ tal queUTZV = M

tem uma solução única, Z∗ = UMVT .



88 APÊNDICE A. Demonstrações

Prova: Mostraremos inicialmente que kMk∗ é o valor mínimo da função objetivo e Z∗ =

UMVT éuma solução. Para umasolução Z, tome sua decomposição SVD Z = UZΣZVZ
T . Sejam

B = UTUZ eC = VT
Z V. Assim, a restrição do problema pode ser reescrita como

UTZV = UT UZΣZVZ
T V = BΣZC = M

Além disso,

BBT = UTUZ UTUZ
T

= UTUZUZ
TU = UTU = I

CTC = VZ
TV

T
VZ

TV = VTVZVZ
TV = VTV = I

Tomando oscomplementos ortogonaisB⊥ eC⊥, construímos asmatrizesortogonais [B;B⊥] e

[C C⊥] (caso B⊥ = ∅ou C⊥ = ∅, a o argumento ainda é válido). Assim,

kZk∗ = kΣZk∗ = k[B;B⊥]ΣZ[C C⊥]k∗ =

"
BΣZC BΣZC⊥

B⊥ΣZC B⊥ΣZC⊥

#

∗

≥ kBΣZCk∗ = kMk∗

Portanto, kMk∗ é o valor mínimo da função objetivo. Pelo Lema 2, temos kZ∗k∗ =

kUMVTk∗ = kMk∗. Então, Z∗ = UMVT é uma solução do problema.

Paramostrar quea solução Z∗ = UMVT é única, suponha queZ1 = UMVT + H éoutra

solução. Assim, UTZ1V = M eUTHV = 0. De modo análogo aprimeira partedademonstração,

podemosconstruir matrizes ortogonais [U;U⊥] e [V V⊥], logo

kMk∗ = kZ1k∗ = kUMVT + Hk∗ = k[U;U⊥](UMVT + H)[V V⊥]k

=

"
M UTHV⊥

U⊥T
HV U⊥T

HV⊥

#

∗

≥ kMk∗

Pelo Lema 3, a igualdade acima é válida se, e somente se,

UTHV⊥ = U⊥T
HV = U⊥T

HV⊥ = 0

e portanto, H = 0, provando a unicidade da solução.

Demonstremos então o Teorema 1:

Prova: Como X ∈ span(A), temosposto([X A]) = posto(A). Calculando adecomposição SVD

da matriz [X A] = UΣVT , chameV = [VX;VA], onde X = UΣVX
T e A = UΣVA

T . Dessa forma,

temosqueVA
T tem posto de linhascompleto, ou seja, sedenotarmos adecomposição SVD de

VA
T = U1Σ1V1

T , U1 será uma matriz ortogonal. Dessa forma,

VA VA
TVA

− 1
= V1Σ1

TU1
T U1Σ1V1

TV1Σ1
TU1

T − 1
= V1Σ1

TU1
T U1Σ1Σ1

TU1
T − 1

= V1Σ1
TU1

T(U1
T)

− 1
(Σ1

T)
− 1
Σ1

− 1U1
− 1 = V1Σ1

− 1U1
− 1 = V1Σ1

− 1U1
T
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Além disso,

X = AZ⇒ UΣVX
T = UΣVA

TZ⇒ VX
T = VA

TZ⇒ VX
T = U1Σ1V1

TZ

⇒ Σ1
− 1U1

TVX
T = V1

TZ

Assim, o problema (3.4) podeser escrito como

min
Z

kZk∗ tal queV1
TZ = Σ1

− 1U1
TVX

T

Pelo Lema 4, o problema acima tem solução única Z∗ = V1Σ1
− 1U1

TVX
T = VA(VA

TVA)− 1VX
T .

Como VA
T = Σ− 1UTA eVX

T = Σ− 1UTx, temos então

Z∗ = ATUΣ− 1(Σ− 1UTAATUΣ− 1)
− 1
Σ− 1UTX

= ATU(UTAATU)
− 1

UTX

= (UTA)
†
UTX

= (ΣAVA
T)

†
UTX

= (UΣAVA
T)

†
X

= A†X

Partimos agora para a demonstração do Corolário:

Prova: ComoX∈span(A), temosposto(A†X) = posto(X). Dessaforma, posto(Z∗) = posto(X).

Além disso, paraqualquer solução Z de(3.4), temosposto(Z) ≥ posto(AZ) = posto(X). Portanto,

Z∗ também é solução de (3.3).


