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Resumo 

Os modelos do volatilidade estocástiea (MVE) são bastante utilizados pela sua .seme-

lhança com os modelos habitualmente usados na Teoria Financeira. Nos MVE a volatilidade 

independe dos retornos passados e é modelada como uma variável latente não observada, 

através de uma componente preditível e outra aleatória. A função de verossimilhança desses 

modelos é dilíeil de ser obtida e maximizada. Neste trabalho descrevemos as suposições 

em que os modelos do difusão para séries de retornos se baseiam, assim como as suposições 

tomadas pela modelagem discreta. Apresentamos os MVE e alguns de seus métodos de es-

timação. Tratamos de dois modelos contínuos, do algumas do suas propriedades e também do 

dois MVE discretos que convergem para tais contínuos. Trabalhamos com uma aproximação 

linear de um deles, apresentando o filtro de Kalman, e sua verossimilhança obtida depois da 

filtragem. O algoritmo de Metropolis-llastmgs foi empregado na abordagem da verossimi-

lhança, assim como na ba/yesiana do caso linear. Utilizamos o filtro estendido do Kalman 

combinado com a aproximação do Laplace na construção da função do verossimilhança dos 

dois MVE a,bordados neste trabalho. 



Abstract 

The stoehastic volatility models (SVM) are quite habitually used by their siinilaritv witli 

the models used in the Financial Theory. In tliem the volatility is described through their 

last values and it does not depend 011 the last returns. The likelihood function of SV is 

diffieult of beirig obtained and maximizecl. In this papei-, we have described the hypothesis 

in which the diffusion models for series of returns are based, as well as the suppositions 

t.aken by the discrete niodelling. We presenteei SVM and some of their estimate methods. 

We I rcated of two contiiiuous models , of some of their properties and also of two discrete 

SVM tliat converge for the contiiiuous ones. We worked witli a linear approach of one of 

tliem, presenting the Kalinan filter, and it.s likelihood obtained alter the filtration. The 

Met.ropolis-Ha.st.ings algorithm was used in the approach of the likelihood, as well as in the 

Bayesian of the lmear case. We used t.he extended Kahnan filter combined wit.h the Laplace 

approxiniation in the construction of the likelihood function of the two SVM approached in 

tliis work. 
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CAPÍTULO 

1 
Introdução 

OH primeiros estudos dedicados a descrever o comportamento do retorno ou log-retorno 

de urna ação, (veja, na seção 1.1, a definição dos termos financeiros utilizados neste trabalho), 

enfocavam apenas o primeiro momento do modelo. Momentos de ordem mais alta, como 

por exemplo a variância, eram ignorados pois eram considerados constantes. No entanto, 

na prática, isto não ocorre. Um exemplo simples desse fato é notar que em dias com maior 

números de transações o segundo momento é, em geral, maior do que em dias não comerciais. 

A confirmação da presença de lieterocedasficidade nas séries financeiras incentivou as 

pesquisas na modelagem da volatilidade, nome dado em finanças a variância condicional 

de uma variável. Uma. das técnicas capaz de caracterizar o comportamento da volatilidade 

do retorno foi introduzida, por Engle (1982) e é chamada de processo auto-regressivo com 

heterocedasticidade, ou simplesmente ARCH. São modelos a tempo discreto fundamentados 

na ideia de que a volatilidade é caracterizada por valores passados dos retornos. Outros 

modelos discretos foram desenvolvidos a partir do ARCH, como por exemplo GARCH pro-

posto por Bollcrslev (1986), EGARCH apresentado por Nelson (1991), IGARCH por Engle 

k Bollerslev (1986), entre outros (veja p.ex. Hamilton, 1994). Uma ampla revisão das pro-

1 



2 CA PÍTULO 1. INTROD UÇÀ O 

priedades desses modelos pode sei- encontrada cm Bollerslev, Cliou & Kroner (1992) o uma 

breve descrição desses modelos c encontrada. 110 apêndice B. 

A importância dos modelos ARCH veio de cei ta forma da sua direta associação entre 

variância e risco e da fundamental relação entre risco e retomo (110 comércio de compra). 

Uma aplicação desse modelo em séries financeiras brasileiras pode ser vista em Issler (1999). 

Três das mais proeminentes teorias de prcciíieação de ação são fundamentadas nos mode-

los ARCH: Capital Assei Pricing Modal (CAPM), Comum,ption-Basad CA PM e Arbitrage 

Pncing Theory (APT). 

Existem também os modelos de volatilidade estocástica. (MVE) propostos originalmente 

por Taylor (1982) . A fundamental diferença entre esses modelos e os modelos do tipo ARCH 

é que, nos MVE, a volatilidade; é modelada como uma variável latente não observada, através 

de uma componente preditível e outra aleatória. 

Há ainda os modelos a tempo contínuo que se propõem a estimar a volatilidade. Esses 

modelos são baseados cm sistemas de equações diferenciais estocásticas e também são MVE, 

ou seja, modelam a. volatilidade por uni processo ruão observado. Como as observações podem 

ser feitas apenas a tempo discreto, existe 11111 grande interesse em aproximar um modelo de 

difusão por um modelo a tempo discreto e vice-versa, (veja p.cx. Nelson, 1990a). 

A verossimilhança de sistemas de equações diferencias estocásticas não lineares observa-

dos em tempos discretos pode ser muito difícil de; ser calculada, especialmente; 110 caso dos 

MVE que são descritos por variáveis do estado não observadas. Mais detalhes a respeito das 

dificuldades e das vantagens deste tipo de modelo serão dados nas seções 1.3 e 1.4. 

Este trabalho está organizado da, seguinte forma: nas seções seguintes introduziremos 

alguns termos financeiros necessários para seu entendimento, apresentaremos as suposições 

em que os modelos de difusão para séries do retornos se baseiam, assim como as suposições 

tomadas pela modelagem discreta. Na seção 1.3 introduziremos os modelos de volatilidade 

estocástica. e, em seguida, alguns de seus métodos do estimação. No capítulo 2 apresentare-

mos os modelos contínuos tratados neste trabalho, algumas de suas propriedades e também 

aproximações discretas que convergem para os contínuos. Para facilitar a compreensão da 

metodologia aplicada aos modelos abordados neste trabalho, trabalharemos primeiramente 

com uma aproximação linear 110 capítulo 3, apresentando o filtro de Kalman, e a, verossimi-

lhança obtida depois da filtragem. No capítulo 4 consta uma extensão do filtro de Kalman, 
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e uma, forma de usá-lo na construção da função de verossimilhança dos modelos aqui trata-

dos. Finalmente 110 capítulo 5 apresentaremos os resultados empíricos referentes ao terceiro 

capítulo. No apêndice A consta a descrição dos métodos numéricos utilizados neste trabalho. 

Já, no apêndice B há uma breve apresentação dos modelos discretos aqui citados. 

1.1 Terminologia em F inanças 

Nesta, seção, apresentamos uma breve explicação de certos termos comuns em finanças 

que são usados neste trabalho. Para mais detalhes sugerimos (p.ex. Hull, 1996). 

1.1.1 Retorno 

Seja SL o preço de uma ação 110 instante t, o retorno da ação no intervalo (t — 1, L), A,S't, 

é 

(1.1) 

ou seja, retorno é a variação do preço de um ativo (no caso consideramos uma ação). Já 

variação relativa de preços de uni ativo é chamada de retorno líquido simples e é dada por 

^ = = (1-2) 

Normalmente Ri é expresso em porcentagem sendo também chamado de taxa de retomo. A 

fracão .S^/.SVJ damos o nome de retomo bruto simples. 

E muito comum enfocarmos o retomo composto continuamente ou simplesmente loçj-

retomo de uma ação definido por 

/•/,. = l o g = log S , . - l o g (1.3) 

•J/.-1 

A série de retornos tem características mais tratáveis do que as séries financeiras, pois os 

retornos raramente apresentam tendências ou sazonalidades; são cm geral não-corrclacionados; 

os quadrados dos retornos são auto-correlaeionaclos; as séries de retornos apresentam agru-

pamento de volatilidade ao longo do tempo; além disso a distribuição não condicional dos 

retornos tem caudas mais pesadas comparadas com as da normal e é leptocúrtica, embora, 

quase simétrica. Algumas dessas considerações podem ser observadas comparando os gráficos 

das séries de retorno e log-retorno do índice de fechamento da Telebras dados 11a figura 1.1.1. 
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Figura 1.1: Série; <1<; retorno e série de; log-retorno da Tel obras (02/01/92 a 05/01 / % ) . 

Uma das explicações a respeito do comportamento leptocúrtieo das distribuições dos 

retornos dada em finanças é baseada na maneira como as informações chegam ao mercado 

financeiro. Com frequência várias informações ou "notícias" chegam em um mesmo intervalo 

de tempo. A chegada de novas informações é que impulsiona o comércio de ações fazendo com 

que os preços sofram muitas mudanças. Do contrário, ou seja, quando poucas informações 

chegam ao mercado financeiro, o valor das ações varia pouco. E devido aos extremos pouca 

ou muita mudança, que a, distribuição tem caudas mais pesadas e picos mais agudos em 

relação aos da distribuição normal. 

1.1.2 Opção 

Suponha que Lenhamos um título, chamado opção, no tempo t = 0 que nos dá o direito 

de comprar ou vender uma ação antes do ou no tempo T, tempo de maturidade ou tempo 

de vencimento da opção. Se pudermos exercer essa opção, ou seja, exercer o direito de 

compra ou de venda da ação a um determinado preço K, chamado de preço de. exercício 

da opção, somente no tempo de vencimento T, teremos uma opção europeia (de compra ou 

de venda). Caso possamos exercer a opção antes do tempo de exercício, temos uma opção 

americana. No mercado financeiro existem outros tipos de opções, no entanto o descrito 

acima é suficiente pa,ra que se; entenda o conteúdo deste trabalho. 

O titular de uma opção não é obrigado a exercê-la. Por exemplo, se no tempo T o preço 

da ação Sr mais o preço da opção é menor do que A" (no caso de opção de compra), a opção 

não será exercida, pois pode-se obter a ação pelo preço S r no mercado financeiro. 
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Saber qual será o prego de urna ação é muito importante para se estudar o preço de 

exercício e mesmo o preço da opção. Um dos primeiros modelos de precificação de opção 

surgiu 110 trabalho de Black & Seholes (1973) e se restringe, a modelar o valor das opções de 

compra europeia. Já as publicações Engle (1982) e Bollersiev (1986) modelam o retorno de 

uma. ação e se baseiam em premissas diferentes das de Black & Seholes. 

1.1.3 Volatilidade ern Mercados Financeiros 

Volatilidade é o nome genérico dado à variância condicional de unia variável aleatória. 

Em finanças, o termo é habitualmente usado para denotar a variância, condicional dos retor-

nos de uma, ação. Portanto, a volatilidade do preço de uma ação é a, medida da incerteza, 

quanto à,s oscilações futuras em seu preço. Quanto maior a volatilidade, maior a possibilidade 

de a ação ter um desempenho tanto muito bom quanto muito ruim. 

Se o comportamento dos retornos fosse homocedástico e normalmente distribuído, uma 

estimativa para a volatilidade seria 

y N - 1 A S , 2 

= ^ r — • /. = /V, /V + 1,. . . , (1.4) 

em que A S , é o retorno de uma ação no tempo j, veja, (Issler, 1999, veja). 

Neste trabalho tratamos por volatilidade a chamada volatilidade cstalísliai. Existe 

também a, volatilidade implícita que está associada a mudança, que o preço de uma opção 

(não o cie uma ação) sofre no mercado. A volatilidade implícita, que também considera 

homocedástico o comportamento fios retornos, é dada pela solução da fórmula de Black k 

Seholes. Nessa, é assumido que o preço de uma ação tem distribuição log-normal, apesar das 

evidências empíricas mostrarem o contrário, (veja, p.ex. Fama, 1965; Hsieli, 1989; Lee k Tse, 

1991). O trabalho Black k Seholes (1973) é um ponto de referência para o estudo das noções 

de volatilidade, mesmo porque osso modelo se baseia eiu um processo estocástieo a, tempo 

contínuo, e tal tipo de processo é amplamente utilizado para descrever o comportamento dos 

preços de ações. 

Nas séries de retornos são observados aglomerados do volatilidade1 (volatility clustervng). 

São episódios de alta ou baixa volatilidade que estão intimamente ligados com as caudas 

densas da distribuição dos retornos. A modelagem dessas séries é essencialmente construída 

para descrever esse comportamento. Além disso pode-se notar o chamado "efeito alavanca", 
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ou seja, a resposta da volatilidade é mais rápida a retornos negativos do que a retornos 

positivos. 

1.2 D i n â m i c a do P r e ç o do At ivo 

Parti modelar o preço tias ações por processos de difusão são necessárias algumas su-

posições iniciais. Vamos considerar um ativo financeiro, por exemplo uma. ação, com cotação 

diária denotada por St. Seja íí t o conjunto de informações obtidas até o instante l e consi-

dere a distribuição condicional do retorno »S't+/,/.S'í da ação sobre o período |/, / I- //) dado 

Vamos assumir que os retornos do ativo têm esperança condicional finita, ou seja, 

E(Sl+h/St\nt) = S^EiSt+nin,) < Too (1.5) 

e também, variância condicional finita 

V a i - ( W S t | í 2 t ) = S[2WaiiSt, h\nL) < + 0 0 . (1.6) 

A taxa de retorno continuamente ajustada é caracterizada por 

/ r M o K E ^ / ^ i a ) . (1.7) 

Então podemos formular as hipóteses acima como segue. 

H i p ó t e s e 1.1. A taxa de retorno esperada continuamente ajusta,da converge quase certa-

mente para valores finitos, /í.s(í2t), quando h tende a zero pela, direita. Temos então que 

E(S\+h\í%) ~ S ^ híis(í\)St, (1.8) 

o que na, nota,cão diferencial é o mesmo que 

d 
, -E(SV|n,.) 

(ÍT 
= fis(ttt)Sh quase certamente. (1.9) 

t—L 

H i p ó t e s e 1.2. A variância condicional do retorno h~1 Vav(5 t+/ t/6'(|í2 t) converge quase certa-

mente para um valor finito <r|(í2t) quando h tende a zero pela direita. Na notação diferencial 

temos 
,1 

= as(Sli)Sf, quase certamente. (1 .10) ~Var (5 ' r | í í í ) 
a r 

T = t 
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As hipóteses 1.1 e 1.2 nos levam a representar a dinâmica do preço do ativo da seguinte 

forma 

dSt = iisWStdt + as(nt)StdWt, (1.11) 

em que Wt é um movimento browniano. Logo, temos definido o chamado processo de vola-

tilidade instantânea a,s(fli) que pode ser escrito, seguindo a notação acima, na forma 

a s ( n t ) = ^ l i r n h - ^ i S t + u / S ^ y . (1.12) 

O uso do movimento browniano na precificação de ação se justifica devido aos retornos 

dos ativos não serem totalmente previsíveis. Isto se dá pela eficiente e quase que instantânea 

chegada de informações ao mercado financeiro provenientes, afualmcnte, do mundo inteiro. 

A demanda de informações que chegam ao mercado justifica também a suposição de que os 

retornos em períodos regulares de tempo, [t + k,t + k + l],k — 0, 2, .../i — 1, são independentes 

e identicamente distribuídos. 

Vale notar que a formula de Black & Seholes foi baseada num processo com pisfòt) = Us 

e cr5(í2t) = as constantes para todo t, ou seja, baseada na idéia de que o preço da ação segue 

um movimento browniano geométrico. 

Agora consideremos que a dinâmica do preço do ativo é governada por variáveis de estado 

não observadas, como feito, de forma simplificada, no modelo de Hull &; White (1987). Assim, 

assumimos que um processo de difusão Ut descreve a variável de estado como 

dSt = nLSLdt + atStdWt 

dUt = 7 tdí + StdWy (1-13) 

Cov(dWt, dWV) = p,dt 

em que Ht,<Jt,lt e Pt são como na hipótese a seguir. 

H i p ó t e s e 1.3. FI^a^ji e pt são — [UT,T < /.] adaptados. 

A hipótese 1.3 nos dá que o processo U identifica a dinâmica do preço cio ativo S. E 

implica que, dada uma trajetória das variáveis de estado (UT)o<r <R, os retornos consecutivos 

Stk, n/SLk, 0 < t]_ < t'i < • • • < tk são estocasticamente independentes e com distribuição 

log-normal. 
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1.2.1 Modelos Discretos 

Nesta seção trataremos de modelar a dinâmica de um ativo por um processo discreto 

no tempo análogo ao processo descrito em (1.13). Isto também justifica a utilização da 

aproximação de Euler neste trabalho. Para maiores detalhes veja capítulo 2. 

Um modelo discreto baseado no modelo (1.13) é dado por 

Como feito na modelagem contínua, devemos impor algumas hipóteses plausíveis capazes de 

assegurar a descrição das características das séries financeiras. 

H i p ó t e s e 1.4. O processo e t é independente e identicamente distribuído (i.i.d.) e também 

independente da variável de estado do processo. 

Considerando esta hipótese, podemos interpretar estatisticamente as funções /.I(UL) e 

A(UL) como coeficiente de tendência e coeficiente de volatilidade, respectivamente. De fato, 

já que E[e- t+1 |(U t ,ET ,T < /,)] = E[e í+1 |e/,,r <£] = () devido a não influência de (/( em e, de 

acordo com a hipótese acima. Da mesma forma mostramos que 

V a r [ l o g ( W S t ) - KUt) 1^] = E[[log(S t + 1 /S t) - - [E[log(S t+1/S t) - M ^ ) ^ ] ] 2 
' 

LOG^+I/SI) = /;([/,.) + A{U,)EL+1 . (1.14) 

E [ l o g ( W ^ ) N = E[E[log(^ + 1 A5 t ) | ( f / T ,e T , r < t)}\í\} 

= E[/1([/ t)|í2 í], 
(1.15) 

=o 

E[pog( W S ) - K U t ) m 2 } = E[[cr(í/ t)e t+i]2] 

E i a ^ U ^ E l ^ l t t ^ E l a 2 ^ ) ^ } , 

(1.16) 

em que a penúltima passagem se dá pela hipótese acima. 

H i p ó t e s e 1.5. Seja = a[ST/ST-i : r = 0,1, . . . , t-1, t] a a- álgebra gerada pelo conjunto 

de retornos passados. Suponhamos, então, /i(f/,,) seja uma função Qt
R- mensurável. 
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Incluindo essa última hipótese nas equações (1.15) e (1.16) concluímos que 

9 

E[ log(5 t + 1 /5 t ) | í í f ] = ^(í / t) (1.17) 

e 

Var[log(5t+ i /S t) - n{Ut)|í2f] = E[a\Ut)\Çlf}. (1.18) 

O trabalho Ghysels, Harvey & Renault (1995) aborda a questão da dinâmica dos preços 

de ativos, destacando o caso de o ativo ser uma opção. 

1.3 Mode los de Vola t i l idade Es tocás t i ca 

Os modelos de volatilidade estocástica (MVE) são bastante usados pela sua semelhança 

com os modelos habitualmente usados na teoria financeira. Comparados com os modelos 

do tipo ARCH, os MVE são capazes de descrever de forma mais adequada as propriedades 

observadas nas séries diárias de ativos financeiros, (veja p.ex. Carnero, Pena & Ruiz, 2004). 

Além disso, na classe ARCH é suposto que a variância condicional depende dos retornos 

passados. Já no modelo proposto inicialmente por Taylor (1982), a volatilidade é descrita 

através de seus valores passados e independe dos retornos passados. 

Consideremos agora um processo descrito por 

Ht+i = Vt + 0t£t+i, (1-19) 

em que /it é uma função mensurável pelo conjunto de observações IIT E f < t. Pela 

equação (1.18) temos que 

V a r [ f / m | Q f ] = E [ a M , (1.20) 

sugerindo que 

1. os aglomerados de volatilidade podem ser capturados por um processo com esperança 

condicional descrita por um modelo auto-regressivo; e 

2. as caudas densas podem ser obtidas através de erros et com distribuição de caudas 

pesadas ou por características estoc.ásticas da E[(7t
2|í7f]. 
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Geralmente um processo que detém as características dadas em (1) e (2) é um processo 

auto-regressivo de ordem 1, AR(1), para alguma função não-linear de a t . Em suma, assume-

se que a volatilidade segue um processo de Markov de ordem um, não necessariamente linear 

em <Tt. Foi isso que motivou o trabalho de Andersen (1994) a introduzir a classe de modelos 

auto-regressivo de volatilidade estocástica (MARVE). 

Essa classe engloba vários modelos já conhecidos na literatura, como é o caso do proposto 

por Taylor (1982), um modelo auto-regressivo de variância aleatória descrito por 

Vi = VtEt (1-21) 

log (Ti = a + 4> log at-i + r)t, (1.22) 

sendo rjt um ruído branco. 

A forma canónica de Kim, Kim, Shcphard k Chib (1998), também faz parte da classe 

MARVE e é descrita por 

Vi = (1.23) 

ul+1 - a = (3(ul - a ) + avt]t, (1-24) 

em que e t e r/t são normalmente distribuídos com média zero e variância unitária. 

O MVE mais popular na literatura dentro desse contexto é também um MARVE. E é 

dado por 

yt = ^ t + a * e ^ 2 e t (1.25) 

vt = <pvt„i + arii]t, ( 1 . 2 6 ) 

em que ut — ln(írt
2/cr*2). Mais detalhes a respeito deste tipo de modelo serão dados na seção 

2.3.1. 

As propriedades dos MARVE tem sido estudadas cm vários trabalhos (veja p.ex. Taylor, 

1994; Barndorff-Nielsen & Shephard, 2001). Há também trabalhos que, ao invés de tomarem 

erros et com distribuição Normal, assumem erros com distribuições de caudas pesadas, (veja 

p.ex. Harvey, Ruiz & Shephard, 1994; Sandmann k Koopman, 1998; Watanabe & Asai, 

2001). No entanto, vale ressaltar que os trabalhos Andersen, Bollerslev, Diebold k Labys 

(2001) e Andersen, Bollerslev, Diebold k Labys (2003) mostram que a log-volatilidacle pode 

ser aproximada por uma distribuição normal, ou seja, considerar erros gaussianos é adequado. 
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A importância dos MARVE também se dá por poder incorporar o efeito alavanca (comen-

tado na, seção ] .1.3). Para isso, o trabalho Harvey Sz Shephard (199C) propõe que os erros 

et o '/'/(.1.1 do MARVE sejam negativamente correlacionados. Para o mesmo fim, o trabalho 

de Jacquier, Polson & Rossi (2002) sugere que os erros et e v/t sejam correlacionados. 

1.4 M é t o d o s de Es t imação 

Ao contrário do que ocorre com os modelos ARCH, a função de verossimilhança dos MVE 

é difícil de ser obtida e maximizada. Nos últimos anos, vária,s técnicas de estimação foram 

estudadas a fim de suprir estas dificuldades e permitir as aplicações empíricas dos MVE. 

Basicamente, tais técnicas se dividem em dois grupos: métodos que visam a construção 

da verossimilhança exat.a e métodos que buscam aproximá-la ou simplesmente a evitam. 

Trabalhos como Kim et ai (1998) c Sandmann & Koopman (1998) se encaixam no primeiro 

grupo. O método da quase-verossimilhança usado por Harvey et al. (1991), assim como o 

método dos momentos originalmente proposto por Taylor (198ti) são exemplos de técnicas 

do segundo grupo. 

Um dos principais objetivos da, modelagem de uma, série; financeira é a estimação de sua 

volatilidade. Nos MVE a volatilidade é descrita por um processo não observado, o que requer 

o uso de filtros para sua estimação. Nos modelos lineares com relação a variável de estado 

em que a va.riável observada é descrita por equações cujo ruído não depende da, variável de 

estado, o uso do filtro de Kalman (FK) cumpre o objetivo em questão. Os MVE não possuem 

essa, característica, pois caso tivessem, pela equação (1.14), deveríamos ter cr(l/t) uma função 

constante, ou ao menos, independente da. variável de estado, isto implicaria, pela equação 

(l.ltí), em um modelo homocedástieo, ou condicionalmente homocedástico (com relaçã.o a,o 

conjunto de observações passadas). No entanto, neste trabalho, propomos uma, aproximação 

linear em que o PK se adequa, veja seção 3.2. 

Quando não temos modelos lineares mas ainda que tenham ruído independeute da variável 

de estado, podemos aplicar o filtro estendido de Kalman (PEK). .Sua construção está feita 

110 capítulo 4. No entanto, nos modelos tratados neste trabalho, além da linearidade não 

ser atendida, o ruído está multiplicado por uma função da, variável não-observada. Nesse 

caso, não é possível o uso completo do FEK, usaremos apenas seu primeiro estágio. O 
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inconveniente dessa abordagem 6 que; ela, não nos fornece um filtro capaz de estimar os 

estados, e sim apenas nos permite estimar os parâmetros do modelo, (veja seção 4.3). 

O desenvolvimento de métodos de integração numérica como por exemplo os métodos de 

integração de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) c os métodos de re-amostragem 

por importância, veja apêndice A.l, permitem a obtenção das estimativas do máxima ve-

rossimilhança para os parâmetros dos MVE. A re-amostragem por importância, comparada 

com os algoritmos MCMC, é menos custosa computaeionalmente e evita problemas do con-

vergência,. Além disso, suas estimativas podem ficai1 mais exatas aumentando o número 

do iterações. Já os algoritmos MCMC são mais flexíveis e capazes de dividir problemas 

de dimensões altas em casos cie menor dimensão. 0 trabalho de Sandmann & Koopman 

(L998) é um exemplo do emprego do MCMC dentro desse contexto. Esse utiliza, unia trans-

formação na equação das observações de um MVE básico, fazendo com que esta, seja linear 

na dependência dos estados e tenha ruído log qui-quadrado. No caso de modelos com média 

estocástica, essa linearização não é possível. Mas há outras formas de abordagens desses 

modelos. Uma, delas é da,da, por Koopman & Uspensky (2002) que faz uso do MCMC para, 

se obterem as estimativas de máxima vcrossimilhança. 

Para conhecer outros métodos de estimação recomendamos Pelegrín (2004) assim como 

os trabalhos nele citados e Ghysels et al. (1995). 



C A P Í T U L O 

2 
Modelos I e II 

Apresentaremos aqui os dois modelos enfocados neste trabalho, juntamente com suas 

aproximações discretas que seguem primeiramente, pois algumas de suas propriedades de-

pendem delas. Antes disso, introduzimos alguns conceitos básicos para o entendimento do 

capítulo, baseados em Morettm & Toloi (2004), Çinlar (1975) e 0ksendal (1998). 

2.1 P r e l i m i n a r e s 

Def in i ção 2.1 ( P r o c e s s o E s t o c á s t i c o ) . Seja T um conjunto arbitrário. Um p r o c e s s o 

e s t o c á s t i c o c uma família Z = {Z(1:), t G T], tal que, para cacla t G T, Z{t) é uma variável 

aleatória. 

informalmente podemos dizer que um processo estocástico é o conjunto de todas as 

possíveis trajetórias de urn certo processo. Da definição formal concluímos que processo 

estocástico é urna família de variáveis aleatórias. 

13 
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Def in ição 2.2 (cr-álgebra). Seja Q um conjunto qualquer. Então a t r -á lgebra T com 

relação a ÍL é uma família F de subconjuntos de FL com as seguintes propriedades 

(i) 0 e T-

(ii) F G T FC G T, em que F° denota o conjunto complementar de F em fi; 

(iii) AUA2,... e J7 A = Ai e T. 

Def in ição 2.3 ( P r o c e s s o M e n s u r á v e l ) . Considere o espaço de probabilidades [Vt^T, P). 

Dizemos que X : fi R é um p roces so m e n s u r á v e l com relação a T , ou simplesmente 

.7-"-mensurável, se e somente se {to : X(u>) < a} G T, para todo a G R. 

Def in i ção 2.4 ( P r o c e s s o A d a p t a d o ) . Seja A4t uma família crescente de cr-álgebras de 

subconjuntos de Í1 Um processo Bt(u>) G R, para t > 0 e to G íl, é um p roces so a d a p t a d o 

com relação a A4, chamado «M t-adaptado, se para cada L > 0 a função u> —»• Bt(u) é Air 

mensurável. 

De maneira simples, podemos dizer que um processo Bt(uj) é A1£-adaptado quando as 

informações "contidas" na cr-álgebra referente são suficientes para "descrevê-lo". 

De f in i ção 2.5 ( P r o c e s s o d e M a r k o v ) . Um processo estocástico {Xn,n G N} é um pro -

cesso d e M a r k o v com espaço de estado E enumerável e finito se 

P(Xn+l = j\X0 = i0, X, =«!,..., Xn = tn) = P{Xn+1 = j\Xn = in), (2.1) 

para todo n 6 N e ?'o, ÍI, . . . , in G E. 

De maneira informal, podemos dizer que um processo estocástico é um processo de Mar-

kov se a probabilidade de movimento para j depende apenas do estágio imediatamente 

anterior, i„, ou seja, não importa a trajetória, e sim o "tamanho" do passo. 

Def in i ção 2.6 ( P r o c e s s o de W i e n e r ) . 0 p roces so de W i e n e r ou m o v i m e n t o b row-

n i a n o \V = {WL, T. > 0} 6 um processo estocástico com as seguintes propriedades 

(i) Wo = 0; 
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(ii) os incrementos WL - Ws são estacionários e independentes; 

(iii) para todo í > 0, Wt ~ M(Q, t); 

(iv) as trajetórias são contínuas quase certamente (q.c.). 

O b s e r v a ç ã o 2.7. A condição de estacionariedade junto com o fato de Wt ter distribuição 

normal implicam que Wt — Ws, para t > s tem distribuição normal com média zero e variância 

t - s. 

Def in ição 2.8 ( E q u a ç ã o Di fe renc ia l E s t o c á s t i c a ) . Unia e q u a ç ã o d i fe renc ia l e s tocás t i c a 

(EDE) dada por 

dXt = a(Xu t)dt + b(Xu t)dWt , (2.2) 

em que a(Xt, l) e b(Xt,l) são funções conhecidas, é apenas uma forma abreviada de repre-

sentar a equação integral estocástica 

Xt = AA
0 + / a(Xa, s)ds + / b(Xs, s)dWs. (2.3) 

J o J o 

A equação (2.2) não faz sentido ixiatcinático, já que cia envolve a derivada de um processo 

cie Wiener que não tem derivada em quase todo ponto (exceto como processo generalizado). 

Representando a EDE na fonna (2.3) damos sentido a ela, pois sua solução pode ser dada 

explicitamente. Sobre certas condições impostas às equações a(Xt, t) e b(Xt, t) é possível 

mostrar que a EDE tem uma única solução Xt) veja 0ksendal (1998). Tal solução é um 

processo estocástico e não uma solução determinística. 

Def in i ção 2.9 ( A p r o x i m a ç ã o de E u l e r ) . Seja Xt, í0 < t < T um processo de Itô tal 

como em (2.42) e com condição inicial Xto = X0. Tomemos uma discretização to < h < 

... < /..„.... < LN = T d o intervalo cie tempo [0,T]. Seja Y = Y(L) para £0 < í < T um 

processo estocástico contínuo no tempo com condição inicial Vó = XQ, e tal que 

Kn + 1 = Yn + a(tn, Yn)(tn+1 - tn) + 6(ín, Yn)(Wln l , - Wn), (2.4) 

para n = 0 , 1 , . . . , VV - 1, em que Yn = Y(Ln). O processo Y é o que chamamos de ap ro -

x i m a ç ã o d e Eu le r , ou seja, a aproximação de Euler é uma técnica básica cie discretização 

de um processo de Itô. 
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2.2 M o d e l o d i sc re to p o r mode lo de d i fusão 

A modelagem contínua é capaz de representar as premissas teóricas da preeificação 

de ativos. No entanto, a coleta dos ciados somente pode ser feita ern intervalos discretos 

de tempo. Temos então de um lado um modelo teórico contínuo e de outro dados reais 

discretos. Uma possibilidade de unir a teoria à prática é procurar um processo limite para 

um processo discreto, ou seja, mostrar que a prática pode se aproximar da teoria. Nesta 

seção apresentaremos condições gerais sob as quais uma sequência de processos de Markov 

discretos no tempo converge fracamente para um processo de Itô. 

Primeiramente vamos construir um processo contínuo no tempo a partir de um processo 

de Markov discreto 110 tempo. Dado h > 0 arbitrário, considere o processo de Markov 

discreto no tempo Xo, A^,, .. ., X^h denotado por { X ^ } , ern que X ^ toma valores no 

M" para todo k. Assuma que sejam conhecidas as probabilidades de transição de e 

a distribuição cia variável inicial XQ. 0 processo contínuo no tempo { X ^ } é construído 

através do processo discreto {X*/,} fazendo uma função step com saltos nos tempos 

h, 2/t, . . ., e tal que x[h= X^ quase certamente para kh < t < (k + l)/í. Sejam 

M * ) = / ^ E p f i - A f ) | A f } = X] (2.5) 

e 

£ , ( * ) = l ^ C a v K X ™ - A ' í ' l ) ) |Af } , ,;]. (2.6) 

Considere também que Fh{X(
0

h)) denota a função distribuição acumulada de X{
0

h). 

T e o r e m a 2.10 (S t roock e V a r a d h a n (1979)) . Seja {Xt} um processo governado pela 

seguinte equação integral estocástica 

Xt = X0+ í v{Xs)ds + /' £ 1/2(Xs)dWs, (2.7) 
7o J o 

em que Wt é um movimento browniano padrão, //,(•) é uma função contínua do espaço das 

matrizes reais N x N. Suponha que a integral em (2.7) tenha solução fraca única. Se 

1- Fh{m) quando h j 0 para todo ponto de continuidade de F(-); 

2. /í/,(-) —> /i(-) uniformemente para todo conjunto limitado de x quando h j 0; 
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3. £/,,(•) --•> £(•) uniformemente para todo conjunto limitado de x quando li | 0; 

4. 3 S > 0 tal que Ir 'E[|| X ^ - Af l ) [ | 2 + ( 5 | x f 0 - x] -> 0 unifonneniente para todo 

conjunto limita,do de x quando h J, 0. (||/l|| [Lra(:(AA')]^2) . 

Então {A',." } converge fracamente para {V,.} quando h j 0. 

As hipóteses acima equivalem a dizer que 

]. é necessário que as medidas de probabilidades Fjí das variáveis iniciais X^ convirjam 

para uma medida limite F quando h J 0 ; 

2. a tendência do processo {A'/}, /t/í; e a matriz de difusão, E/m devem convergir unifor-

memente cm conjuntos compactos para funções contínuas e bem comportadas //, e E, 

res])ectivainente; 

3. As diferenças do processo Xjj'^ devem ter pelo menos um dos momentos absolutos 

de ordem maior que dois, por unidade de tempo, convergindo para zero a uma taxa 

apropriada quando li. J, 0 . 

O modelo I é uui processo de difusão descrito pelas equações (2.8)-(2.10) da,das a, seguir. 

2.2.1 Modelo I 

diJ( = - iy,)dt + jd]'Vt , com = ln a\ .2 
l i (2.9) 

cm que !1/
/ e \ VL sao processos de Wiener com ma,triz de variâncias 

(2 .10 ) 

Agora considere o processo a tempo discreto dado por 

(2.11) 

vt+h = "t 4- vi) + M-/i , 



18 CAPÍTULO '2. MODELOS I E II 

para t = h, 2h, 3h,. . com IIQ c //() valores iniciais fixados e conhecidos, e (ZhZt) tem 

distribuição normal bivariacla independente e identicamente distribuída (i.i.d.) com vetor de 

médias (0.0) e matriz de variância 

/ 
Var 1 P 

P 1 

Definamos os processos contínuos no tempo / / ^ e /yj'1' por 

/ / f> - f f t e IÁk] - Uh para /. < r < /, h. 

Seja Mi a <r-álgebra gerada por {IIT, vT,0 < r < /,}. Desta forma 

\ 
/ r 1 E 

u,+h - Hl 

h - Vl 
M, Ir1 E 

h (/i -

v HK >• - V,) 

h ( / t - f ) ^ 
h.fi(a - lJl) / 

7 \ 

' M h J 
Mt 

M, 
eyt 

/':i(a' — vL) 

Além disso, a. matriz de variância, por unida,de de tempo é obtida, como a seguir 

h l ^ Z t + h \ 
M, 

M> 

/ r ' v ai 

(2.14) 

(2.15) 

y 7pe 7 

Como //(> e uo são fixos e conhecidos então a hipótese 1 do teorema 2.10 é satisfeita. Os 

cálculos em (2.11) e (2.1 ti) mostram que 

PÁUh^,)) 

M i f h ^ t ) ) 
( e"1 7 fjc"1-

\ ijí>c"' r 
>.18) 
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E isto noa dá que ntl((Hui/t)) e Eh((Ht,i/L)) não dependem de h, portanto convergem uni-

formemente em qualquer conjunto limitado de (IIL) vt) quando h J. 0. Logo são satisfeitas as 

condições 2 e 3 do teorema 2.10. E fácil, embora trabalhoso mostrar que 

(2.19) 

(2.20) 

E[hr2(IIt+h - HrflMt} = h3 ^ - Ç ) 4 + <íh2 - Ç^j eUt + 3/ie2"' 

/ eVt \ 2 

+ 2 h2 [fM - — ) e"' — • 0 
v 2 J hio 

e 

E [ h - \ u t + h - vt)A\Mt\ = - uL) + h2fl272(a - ^ t)2 + 4/i2/?2(a - t/t)2 

+h2fJ2
1
2(a - + 3/í74 —* 0 . íii o 

A hipótese 4 é então satisfeita com 5 = 2 

Ainda resta provar que o processo {XL} tem solução fraca única. O trabalho Nelson 

(1991) resume algumas condições suficientes para a existência e unicidade de um processo 

de difusão limite. Tomemos como exemplo o caso enunciado a seguir. 

P r o p o s i ç ã o 2 .11. Consideremos a notação apresentada no teorema 2.10. Assegurando que 

Hh.(x) e £/i(x) sejam funções contínuas tanto em x quanto em h e também garantindo que as 

derivadas parciais de primeira e segunda ordens com relação a x sejam contínuas, teremos 

definido unicamente um processo de difusão limite. 

Pela equação (2.14) ternos que ^ é contínua tanto em Ht como em uu as derivadas 

de primeira e segunda ordens são nulas e, portanto, contínuas. As derivadas parciais com 

relação a v, também são contínuas como podemos notar 

I G-21> 
e 

§((».,*))-("T2!. ("2) 
A continuidade da função E/t nas duas variáveis é facilmente notada pela equação (2.18). As 

derivadas parciais com relação a Ht e a vt são iguais a zero. Já as derivadas parciais com 

relação a vt são dadas por 

PV / PUt IPpVt/2 

„ 2 ) (2-23) 8ut \ 3Revt/2 0 
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= /2
 4 (2-24) 

Ovf l Q 

c portanto são contínuas. Isto implica a unicidade da solução. 

Finalmente podemos concluir que (2.11)-(2.13), conhecida como aproximação de Euler 

do modelo I, converge fracamente para o processo de difusão definido por (2.8)-(2.10), que 

nada mais é do que o modelo f na sua forma matricial. 

No entanto essa aproximação de Euler não é um processo ARCII. Para termos uma 

aproximação ARCH para o processo de difusão em questão, substituímos a equação (2.12) 

do sistema discreto por 

vl+k = Vi + hfí(a - V,) + hlll<j{Zl+h) , (2.25) 

em que g(-) é uma função mensurável corri E[|g>(Zí)|2+í] < oo para algum 5 > 0 e 

Var f Z l U 1 9 (2.26) 
V <ÁZt) ) \ p 1 ) 

Para que o sistema definido pelas equações (2.11), (2.25) e (2.2G) corresponda a um pro-

cesso EGARCH, como feito em Bollerslev, Engle & Nelson (1994) e em Nelson (1990a), 

consideramos a função g(-) como 

1/21 
, 1 " P2 X V 2 

9 (Zi) = Plzi + 7 IZ.I - I í 
TT 

(2.27) 
1 - 2/tt 

já que E(|Z, |) = (2/tt)1/2 , E{Z,}Zt}) = 0 e Vai-(|Zt|) = 1 - 2/tt. Este modelo discreto 6 

valorizado pois incorpora as propriedades dos modelos ARCH, como a fácil obtenção da 

verossimilhança e sua inferência. Neste trabalho enfocaremos no capítulo 4 urna outra forma 

de inferência, que não utiliza a aproximação ARCH, e sim a aproximação de Euler. 

2.2.2 Modelo II 

Chamaremos de modelo II o processo de difusão descrito a seguir. 

dllt = (V - Y )
 (U + a>dW> (2-28) 

daf = 5(X - af)dt + ÇertdWt, (2.29) 
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cm que 1 Vi e 1K, são processos de Wiener com matriz de variâncias 

Seja o processo a tempo discreto dado por 

Ht+h = Ih + h ( /i - y ) + h^Zt+u 

a2 = a2
L + hS(A - af) + L+h 

(2.30) 

(2.32) 

paxa, /. = h, 2h, 3h,..., com IlQ e ;/0 valores iniciais fixados e conhecidos, e (ZhZt) tem 

distribuição normal bi variada i.i.d. com vet-or de médias (0,0) o matriz do variância 

Var 
\P l ) 

(2.33) 

Sejanr os processos contínuos no tempo H^ e a^ definidos por 

IIÍ'l) = II, e ,2( '0 af, para /. < r < /, + h.. (2.34) 

Análogo à seção anterior, Mt denota a a-álgobra gerada por {llT,a*,0 < t < /,}. Desta 

fornia 

hô(X - a~) + kl^aLZl+ll 

/r'E / / í+/I M / r ' E M 

/r 
hô(X - a f ) 

Mt 

(2.35) 

5(A - <r,2) 

Vamos agora calcular a matriz de variância por unidade de tempo, 

I r Var 

Var 

Mt 

Mt 

h~1 Var 
h 

aL 0 

0 ) 

°2t ÍP°2t 

hl''20iZt+h 

l.+h 

Z, 

Zt 

Mt 

\ ( 
Var 

\ 

at 0 

V 0 ícj,. 
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As equações (2.35) e (2.36) nos dão respectivamente as funções fih((IIh a f ) ) e T,h((JJh //,)). 

Novamente temos que a tendência e a matriz de difusão não dependem de h e então temos 

satisfeitas as condições 2 e 3 do teorema 2.10. O mesmo ocorre corri a, hipótese 1, pois 

consideramos as condições iniciais, Ho e <rjj conhecidas e íixas. Pela equação (2.19) concluímos 

diretaniente que 

E [ / r 1 ( / / t + , l - / / , .y l |M] = h ( / ' - " ) ' + (/,. - ^ ) rr2 + 3ha 

e não é difícil mostrar que 

V?+/t - af)4\Mt] = h"54(A - a2) + 4h262f{\ - a2)2 + 3/^V 

+2h2ò2(2(X - a2)2 » 0 . 
/Mo 

Logo, para d = 2, a hipótese 4 é satisfeita. 

Como feito para o modelo I, analisaremos a continuidade das funções e das derivadas 

parciais de primeira e segunda ordem de //,/,. e E/t. Pelas equações (2.35) c (2.36) são contínuas 

tanto em //, como em af . Ambas as funções têm derivadas parciais de primeira e segunda 

ordens com relação a JIL nulas. As derivadas parciais com relação a, a2 são dadas por 

De acordo com a proposição 2.11 íica provada a unicidade da solução. 

Concluímos que a aproximação de Euler dadas pelas equações (2.31)-(2.33) converge fra-

camente para o processo descrito pov (2.28)-(2.30), que 6 o modelo TI descrito matrieialmente. 

2.3 C o n h e c e n d o os Mode los 

O sistema, descrito em (1.13) atende às hipóteses em que se baseiam um modelo de 

difusão para precilieação de ativos. Nos casos a serem tratados neste trabalho, consideramos 
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a Junção i-t-s constante e igual a //,, c a função as igual a volatilidade 110 tempo t, at obtendo 

a. seguinte equação 

dSr = jiSiclt + n:S:d\\) , (2.41) 

em que Wt é um movimento browniano. Isso significa que a taxa. de retorno esperada conti-

nuamente ajustada é considerada proporcional ao valor passado do ativo, e que a variância 

condicional do retorno é dada pela volatilidade no tempo a que o retorno é condicionado, 

veja hipóteses (1.1) e (1.2). 

Ao invés de trabalharmos com série des retornos, trataremos de séries de log-retonios, 

pois, como foi dito 11a seção 1.1.1, estas últimas apresentam propriedades vantajosas com-

paradas às séries de retornos. Para chegarmos ao processo descrito em (2.8) e também em 

(2.28) aplicamos o lema de Itô à equação (2.41) enunciado após a definição dada a seguir. 

Def in ição 2.12 (Processo de I tô ) . Chamamos de p rocesso de I t ô 11111 processo XL 

definido 110 espaço de probabilida.de (íi, B, P) que satisfaça a equação diferencial 

dX, = «(/., X,)di + 6(í, Xt)dWh V w e í i , (2.42) 

em que \/\õ] 0. b pertencem ao espaço L2. 

L e m a 2.13 (Lema de I tô) . Sejam Xt um processo de Itô e / : [O, T] x IR —> IR uma função 

cujas derivadas parciais são contínuas. Considere o processo Yt = /'(£, Xt) para 
ai ax ox-

0 <t<T. Então 

df(t, XL) = A',) + «(/, X L ) X t ) I X,) dl 

+ b(t!Xl)^(i!Xl)dWi (2/13) 

com probabilidade 1 para O < /; < T. (veja p.ex. 0ksendal, 1D(J8, p. 44). 

O processo S,. descrito em (2.4 I) é um processo de Itô pois 6 representado na forma (2.42) 

com 

a( í ,S t ) = / ^ t « b{L,St) = atSt. 

Seja, / / = In S. Tomando f{l,x) — In .7; temos 
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Podemos aplicar o lema de Itô ao processo II = In S e obtemos 

dH, dl + a ^ À d W t . (2.40) 
Si 

E finalmente 

dlh =(/' - ^)dí + atdWl. (2.47) 

Usamos dois tipos de modelos, um que descreve a log-volatilidade e outro que descreve 

a volatilidade. Ambos atendem às hipóteses base e são descritos a seguir. 

2.3.1 Modelo I 

Vamos relembrar que o modelo I é descrito como a seguir 

dlit = (V - y ^ dl. + - dW ) 

duí+h = /J(a - ut)d,L + jd.VV, , 

cm que H'"t e Wt são processos de Wiener com matriz de variâncias dada por (2.10). E sua 

aproximação de Euler é dada por 

ní+h = ih + h - Ç ) + / ^ V ^ z , , , 

Vt+h = Vi. + h(1(a - v,) + Jí/2-fZ,+h , 

para I. — /;., 2/;,, 3/i, . . ., em que (Zh ZL) tem distribuição normal bivariada i.i.d. com vetor de 

médias (0,0) e matriz de variâncias descrita em (2.13). 

E conveniente usarmos uma transformação nos parâmetros para descrevermos algumas 

propriedades deste; processo. Esta transformação é dada por 

<r* = exp{o'/2} e 0 = 1 - / 3 . (2.48) 

Denotemos por uL = In Considerando intervalos de tempo unitário, ou seja, h = 1, 

temos que o modelo descrito por (2.11) e (2.12) equivale ao modelo a seguir 

//,.+ . = 11, + - + a \ ^ ' 2 Z , . + [ (2.49) 

vi-w = (j)vt + jZ,+l . (2.50) 
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As equações (2.49) e (2.50) definem um MARVE e t ratam de uma aproximação discreta no 

tempo do processo de Ornstein-Uhlenbeck, um processo de difusão contínuo no tempo usado 

na precificação de opção. Este MARVE é chamado de modelo de volatilidade estocástica na 

média (M.VEM), pois a média do processo depende da componente estocástica do modelo, 

a volatilidade, enquanto a, variância é descrita pelos passados de seus próprios valores. Vale 

ressaltar que o MVEM c para a classe MVE o que o ARCH-M, proposto por Engle, Lilien 

& Robins (1987), é para a classe ARC1I. 

O parâmetro de escala a* elimina a, necessidade da inclusão de um termo constante 

na equação da log-volatilidade, anteriormente dado por /3a. A persistência na volatilidade 

passada é descrita pelo parâmetro ç6. Para termos uni processo estacionário r/> deve ser 

positivo e menor que um. E sendo assim, a variância não-condicional deste modelo é dada 

por 

Já a variação da log-volatilidade é capturada pelo parâmetro 7. 

O trabalho Koopnian Uspensky (2002) compara 1.1111 MARVE mais geral do que o 

descrito nesta subseção com um ARCH-M, e conclui que o primeiro pode ser considerado 

uma, alternativa mais competitiva frente ao ARCíl, não somente nas questões teórica,s como 

(.milhem nas pesquisas empíricas. 

Relembrando que o modelo II e sua aproximação de Euler sao ciados respectivamente 

por 

(2.51) 

2.3.2 Modelo 11 

daf = 5(X - af)dl + ÇatdWt, 

em que ]Vt e \Vt são processos de Wiener com matriz de variâncias dada, em (2.30). E 

af+l = af + ò"(A - a f ) + ^crtZí+l , 

em que os intervalos de tempo foram tomados unitários, e (Zh Zt) tem distribuição normal 

bi variada i.i.d. com vetor de médias (0,0) e matriz de variância, descrita em (2.33). 
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O modelo II c um modelo de difusão raiz quadrática e como o modelo I também é um 

MVEM. Nele a. persistência na volatilidade passada é descrita pelo parâmetro ip — 1 — ò\ 

Para termos um processo estacionário ip deve ser positivo e menor que um. 

A fundamental diferença entre esse modelo e o modelo I é que nesse a variação na vola-

tilidade é heterocedástica, igual a £2crt
2. 

2.4 Conc lusão 

Os teoremas que provam a convergência da aproximação de Euler têm como hipótese as 

condições globais de Lipscbitz, (veja Nelson, 1990a). Essas condições não são satisfeitas pelos 

modelos aqui tratados. No entanto, apresentamos hipóteses que garantem a convergência 

fraca, de certos processos, e mostramos que estas são satisfeitas pelas aproximações de Euler 

dos modelos I e II. Portanto ao tratarmos dos modelos discreteados, não estamos, por 

completo, abandonando as premissas estabelecidas pela modelagem contínua. Além disso, 

algumas características de ambos os modelos foram dadas. 
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3 
Modelo Linear 

A seguir apresentaremos considerações preliminares e depois daremos a idéia básica do 

filtro de Kalman (FK). Além disso deduziremos a forma uni variada da filtragem, ou seja, 

as equações recursivas para um modelo univariado. Para maiores detalhes e para o caso 

multivariaclo recomendamos Harvey (1989) ou Davis & Vinter (1985). 

3.1 F i l t ro de K a l m a n 

Seja xt um processo não-observado descrito por combinações de seus valores passados 

acrescido de uma componente aleatória. E seja y, um processo observado descrito por xL 

mais um ruído. Um problema de filtragem tem como objetivo estimar xt através de; yL. 

0 FK é um algoritmo recursivo que objetiva calcular o estimador ótimo do estado xt no 

tempo /, baseado nas informações obtidas até o tempo t. Essas informações consistem no 

27 
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conjunto cio observações y, = (yo,iji, • • • ,lJt.)• O modelo 6 descrito por 

yt — a,xt + bt -I- Et (observação) (3.1) 

= i -I- d, + r,'ih (estado) , (3.2) 

cm que os coeficientes a,, c(, c r( e os termos 6,. e dt, para L = 1 , 2 , . . . ,T , podem ser variantes 

no tempo como indica a notação. Além disso, et e rjt, são não-correlacionados, com médias 

zero e variâncias iguais a a2 c o?, respectivamente, ou seja, 

E(etrh) = 0 , . / 0 . 1 . . . , 7 (3.3) 

e 

Var(e t) = a£
2 e V a r ^ ) = a\ . (3.4) 

A equação (3.2) é chamada de equação de transição. Para termos a descrição completa 

do modelo, devemos conhecer as condições iniciais do sistema e assumir que a.s perturbações 

St e rjt sejam não-correlacionadas com o valor inicial. Podemos resumir estas últimas consi-

derações da seguinte forma 

E(xo) = xq e Var(xo) = Po, ^o e Po conhecidos, (3.5) 

e 

E(Vlx0) = 0 e E(stx{)) = 0 V/ 0.1 T. (3.6) 

3.1.1 Obtendo o Filtro de Kalman 

O FK provem de urna propriedade cia. distribuição normal, tal propriedade permite 

calcular de fornia recursiva a distribuição de xt condicionada ao conjunto de informações 

obtidas até o tempo t, V 1 < l < T. Essas distribuições condicionais são gaussianas e 

portanto são especificadas por sua média e variância,. São estas duas informações que o FK 

obtém como veremos a seguir. 

O esta,do para, 1 = 1 íica descrito como 

xx = ci,t0 + di 4- / | • (3.7) 

Logo Ti é uma combinação linear de duas variáveis normais independentes. Então é também 

uma variável normal com média, condicional 

^i|o = r-iXa + d̂  (3.8) 
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e variância condicional 

P ii r2 p , 2 2 <1 ' o + l | cr,, . (3.9) 

A notaça.o jq c P||o st: reiere a media o a variância da distribuição do condicionada às 

iníorniaçõcs cm /. — 0. 

Queremos a distribuição de x\\y\. Para isso escrevemos 

Xi = x^o + (:/;-i - :t'x|o) (3.10) 

V\ = «í^iio + - i'j|o) + bi + £i 

E então temos que o vetor (x{ y\) tem distribuição conjunta normal bivariada com vetor 

de medias (ãFj|0 ajXijo + bi), e matriz de variância 

/'i|o «i/^lo 

flj Pi|o n\P\\a + 

L e m a 3.1. Se (x y) tem distribuição normal conjunta bivariada com vetor de médias 

/i. = ( jtv fi ) e matriz de variância dada por 

£ ^ 4y 

Então a distribuição de x condicionada a y é também normal com média 

(3.13) 

e variancia 

P rova . Por hipótese temos que 

?'(•'•> v) = Ti T̂ TTTõ exp nr ily Í<K Ib í'y 

Vamos calcular a distribuição de x condicionada a y por 

P(:r|?y) 
p{x, y) 2tt isi1/2 exi;) > V P-x py P,: Py ) 

P(y) (2*y/*ay
 exl} -^y-t^y2 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 
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E conveniente utilizai' a, .seguinte fórmula, 

1 - 4 K ) " 1 

0 1 

pois facilita, concluir que 

- o L t â ) - 1 1 

- ( O V r 1 o ^ 
o 

(3.18) 

E" 1 = 
1 0 

o "O 
(3.19) 

:ao em 

( /'•* fíy Ih. fly )' 

e denotando por A = a 2 - ( a ^ ) 2 ^ ) - 1 chegamos a, 

(3.20) 

( , - /t:,:)2/l - 2(x - ,,.)(?/ - f ^ a l y i ^ A + (y - ^ ( a ^ A + (y - /t„)2(a 

= A[x - (,,, + ( y - + {v~ HvfiTy1) • 

Finalmente 

1>(*\V) 
2Tra2 

• exp 
2a Av 

- / H J 

em que /i,.\y e í t ^ são como nas equações (3.14) e (3.15), respectivamente. 

Pelo lema 3.1 concluímos então que 

em que 

Xí - .x']|o + o,j [ o / j 1 (;í/f - - M 

(3.22) 

(3.23) 

ri = Pilo - « íP i jo / r 1 

/1 = «1 /JL|0 + of . 

Seguindo o mesmo raciocínio para / = 2 , 3 . . . , obtemos que 

= ci.%I • ] + d. (3.26) 
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e 

/ V , = + r j c j l (3.27) 

e concluímos que xL\yi tem distribuição normal com média c variância dadas respectivamente 

por 

x,. = ã t | t- i + a f P ^ f ^ i V i ~ - Ih) (3.28) 

e 

/• / - I :./; (3.29) 

em que 

As equações (3.28) c (3.29) são chamadas de equações de aí/ucútzaçáo. E as equações 

(3.26) e (3.27) são as equações de predição do FIv. 

Além disso, foi mostrado que a média da distribuição condicional de; xt é um estimador 

étimo para :rt, no sentido que ele minimiza o quadrado do erro médio, (veja p.ex. Harvey, 

1989). 

3.2 M o d e l o Invar ian te no T e m p o 

Consideremos o modelo discreto dado por (2.1I)-(2.13) com h — 1 e p = 0. Aproximemos 

este modelo por um modelo línea,r utilizando a expansão em série de Taylor de primeira ordem 

em torno da origem. A equação (2.11) fica aproximada por 

IIt+] = íu + / t - I + Q + l-zt+l j ut + l-Zt+l. (3.31) 

Este processo é condicionalmente gaussiano. Para simplificá-lo, consideramos que o termo 

1/2 — Zi+1/2 é constante igual a a, obtendo que 

llt+i = HL + /' ~ ~ + + , (3-32) 

em que e,. ~ A/"(0,1/4). 

Sejam 

b = c = l - p , d = pa o v = 7
2 . (3.33) 
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Além elisão, tomando 

yl+l = 1^-11,, = 1 e er£2 = 1/4, (3.34) 

para /. = 1 , 2 , . . . , ficamos com um modelo linear invariante no tempo da forma 

y, = nv, 4- b 4- £t. (observação) (3.3>r 

ut = cui-1 4- d + rrji (esta,do). 

E também, e, e sao independentes para, todo /,, e independentes do valor inicial u(]. Assu-

mimos que 

va ~ P0), uq e P0 conhecidos. (3.37) 

Como feito na obtenção do FK, o estado para t = 1 íica descrito como 

vi — cvo + d + 7"r/j . (3.38) 

Diretamente concluímos que 

Vf \uQ ~ A/"(Pj |o, Pj|o) (3.39) 

em que 

í/j|o = cu o 4- d 

I\\i) = cio + r'V2. 

Como na seção anterior, F||0 se refere; a média da distribuição de u\ condicionada às in-

formações até L = 0. Escrevendo 

v\ = Pj|o 4- (uí - u v p ) (3.42) 

!Ji = «'-41o + a(ui ~ + b + Et 

concluímos que o vetor (;/j ;//i) tem distribuição conjunta normal bivariada, com vetor ele 

médias (F||0 a-Vi\o + b) e matriz de variâncias 

î|o al\o ^ 

aP,|n «2-P]|o 4- ex2 y 
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Do lema 3.1. segue que 

PI) (3.45) 

em que 

= + « Pi|o/rJ (yi - a77i|o - b) , (3 .46) 

P = P j | o - a 2 / 5 , V r ] (3-47) 

e 

/ [ = « 2 P i | o + ^ (3.48) 

Analogamente para L = 1 , 2 , . . . , T, obtemos que i/,|j/t tem distribuição normal eom média 

e variância dadas respectivamente por 

t7/ = 4" a r ^ J r ^ V t " a l?i\i-\ ' h) > (3- / [ 9) 

^ = ' V i (3.50) 

e 

/« = a V i + ff
E

2 (3-5 1) 

em que í7t+1|t e PI+I\I. são obtidos como nas equações (3.8) e (3.9), ou seja, 

i7tH-i = ÍU?I-I+íi (3-52) 

e 
+ (3.53) 

3.2.1 Verossimilhança 

Agora c|ue encontramos a distribuição de »/t| yu para i = 1 , 2 . . . , n, podemos calcu-

lar a verossiniilliança do vetor y\6, sendo y — (;i/n, yl,. . . , yn) o vetor de observações e 

0 = («, b, c, d, 72) o vetor de parâmetros. Levando em consideração a estrutura temporal 

das observações, podemos íatorar a verossimilhança em um produtório tomando sucessivas 

condicionais a 
L(0) = p(y\e) = p{ya\e)^p(yl\yL_l,e), (3.54) 

em que yl_l - {yo,yi, • • • ,'Ui-i), ou seja, denota o conjunto de informações obtidas até o 

instante L — 1. 
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Pela equação (3.35) temos que 

•//o = (Wq + b + £{), (3.55) 

logo y{) é combinação linear de uma variável normal, vq, mais uma constante, b, adicionado 

uni ruído normal, er0. Portanto é normalmente distribuído com média, o variância dados 

respectivamente por 

y0 — hV o + b (3.56) 

c 

o ' (3.57) 

Para / — 1 ,2 , . . . , escrevemos a equação (3.35) na fornia 

Vi = + o{xL - X/,|/ 1) + b + et . (3.58) 

Isto nos permite concluir diretamente que 

VlVJL-I ~ A f { y t , a f ) 

com 

Vi. = + b 

= (3.6.1) 

Substituindo as informações acima na equação (3.54) obtemos 

= . (3.62) 
/=0 \AI J L ZRJI. J 

Devemos maximizar a equação (3.62) ou, equivalentemente, maximizar seu logaritmo, a, 

log-verossimilhança 

1(0) = In 
2 

2 /—J 2 — ar 
t=.o í=0 1 

que é uma função não-linear em 6. Uma solução possível c utilizar o algoritmo de Newton-

Raphson sucessivas vezos, até que o máximo seja encontrado. O esquema do processo de 

estimação é dado a seguir. 
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1. inicia com valores e contador de iteração j = 0; 

2. utiliza o FK e o vetor inicial; para obter o conjunto de esperanças e variâncias, 

3. executa uma iteração do algoritmo de Newton-Raphson utilizando os valores obtidos 

no passo 2 e obtendo um novo conjunto de estimativas, 0. 

4. faz j = j + 1 e volta ao passo 2 até que a estimativa ou a log-verossimilhança estabilize, 

ou seja, até que 

||0(.rH) _ 0(,)|| < ^ o u I^Cv+l)) _ /(6,(.,))| < ^ ; (3.64) 

para £ > 0 dado. 

A distribuição assinlótica do estimador de máxima verossimilhança c dada pelo resultado 

enunciado a seguir. 

T e o r e m a 3.2. Sob condições gerais, seja o estimador de máxima verossimilhança de 6, 

obtido maximizando a expressão (3.63). Então, quando N —> oo, 

V7v"(0N - 0) A/"(0,/(6>)-]), (3.65) 

em que 1(0) é a matriz de informaçao assintófica dada. por 

o2i(ey 
1(6) = lim N' 1E 

N-> oo aode' 
(3.66) 

Prova . (Veja p.ex. Carnes, 1988). 

No passo 3 do esquema, apenas uma. iteração do processo de Newton-Raphson é utili-

zada pois, ao monos teoricamente, a cada iteração, a estimativa se aproxima do valor a ser 

estimado. Tendo um vetor de parâmetros mais próximo do exato, as informações fornecidas 

polo FK devem ser atualizadas. Feita a atualização, novamente buscamos a proximidade do 

valor exalo. 

Esse tipo de solução requer o uso de árdua programação computacional, pois os termos a 

serem derivados no algoritmo de Newton-Raphson são recursivos. Muitos softwares, usados 
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primeiramente na área cio engeuharia, propõem-,se a solucionar' numericamente o problema 

da diferenciação. 

Uma maneira aproximada de encontrar o conjunto de parâmetros que maximiza a função 

de vcrossin\ilhauça, evitando o cálculo das derivadas, é através da amostragem por im-

portância. Trata-se do mesmo método usado na abordagem bayesiana relatada na. próxima 

subseção. A idéia é construir uma amostra de estimativas dos parâmetros que represente 

candidatos a maximizar a verossirnilhança. As amostras são geradas a partir de urna dis-

tribuição que represente as características de cada parâmetro. Por exemplo, se um deles 

está restrito a ser positivo e menor que um, devemos usar urna, distribuição bota, ou então, 

utilizar uma transformação cujo domínio permita a amostragem por uma distribuição nor-

mal. Então é usado um critério de seleção e, a partir desses candidatos pré-selecionados, 

estimamos os parâmetros. 

3.2.2 Abordagem Bayesiana 

A abordagem bayesiana se adequa a, situações em que, por exemplo, modelos comple-

xos são necessários. Geralmente nesses casos, a verossirnilhança é intratável analiticamente. 

Outro exemplo, é a possibilidade de inserir conhecimentos prévios a respeito do comporta-

mento dos parâmetros do modelo. Em ambas situações os métodos analíticos de aproximação 

não são convenientes, sendo necessários métodos de aproximação numérica. Duas aborda-

gens bastante difundidas nesse contexto são o método de Laplace, Tierney, Kass &: Kadane 

(1989), e a integração de Monte Carlo via amostragem por importância, (veja p. ex. Ripley, 

1987). Nesse trabalho utilizaremos a segunda, técnica,, mais especificamente, os métodos de 

Monte Carlo via, cadeias de Markov (MCMC). E um método de simples implementação e 

está descrito com mais deta]hc:s no apêndice A.l. 

Vamos relembrar que nosso objetivo é estimar o vetor de parâmetros d = (a, b, c, d, 72) 

dadas as observações até o tempo L, ou seja, y = (y0} yl}. . . , yn). Notemos que a função den-

sidade de probabilidade (fdp) conjunta pode ser fatorada no produto da, fdp dos parâmetros, 

p(0), chamada de priori na inferência bayesiana, e na fdp condicional das observações dados 

os parâmetros, p(y\0), chamada de verossirnilhança. Eui resumo 

p(0,y)=p(y\0)p(6) (3.67) 
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Depois de coletar os ciados, atualizamos o conhecimento a priori pelo teorema de Bayes, o 

que resulta na posteriori, p(9\y), 

0.68) 

em que p(y) — J p(y\d)p(6)d9 é a ídp marginal de y. 

Como alguns parâmetros têm algumas restrições de domínio, é conveniente utilizar uma 

transformação destes no processo de estimação. O parâmetro c está restrito a assumir valores 

entre 0 e I , já 72* a assumir valores positivos, por isso trabalharemos com 

c expie*) 
c = log t , ou seja, c: = - i - L - L - 3 6 9 1 — c 1 + exp(c+J 

e com 

72 ' = exp(7
2), ou seja 7

2 - log(7
2*). (3.70) 

Consideremos que os parâmetros são independentes e que tenham ídp a priori normais tais 

que 

a ^ A f ( / l n , a 2 ) , b ^ M { Í M „ o l ) , (3.71) 

d ~ J\f(p,fi, CTf
2) e 7

2 * ~ A A ( / V % a 2 , . ) . (3.72) 

Então 

M = p(a)„(t)Kc-)p(i)r('<> ) 

' (3.73) 
1 Va

 1 / V 1 r À — exp i - > —(•;• - /.ir) > • 

.271-/ aa(Tbac,(Tdcr7'2* ^
 v J 

Multiplicando as equações (3.62) e (3.73) obtemos que a posteriori é proporcional a 

Mv) « í [ í X 1 exp f - £ 1 (r -
(3.74) 

a mesma expressão pode ser escrita como 

já que y, e af , i = 0, 1, . . . , n, dependem do vetor de parâmetros 8. 
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Denotemos por 0. o vetor 0 sem o parâmetro r, para r = a,b,ct*,d, j2*. As clensidacles 

condicionais a posteriori são proporcionais a 

p(r\y, 0-r) Oí C X P \ -
t=o 

(ih - Vtf _ (r - f í r ) 2 
1/2 

r = a, b, c*, ti, 72+ . 

(3.76) 

Portanto não são densidades fechadas, ou seja, não são densidades conhecidas como a Nor-

mal, a Gania, a Beta, entre outras. Isto justifica o uso dos métodos MCMC com o al-

goritmo de Metropolis-Hastings desenvolvido por Metropolis, Rosenbluth, Teller & Teller 

(1953) e generalizado por Hastings (1970). Por estarmos considerando independência entre; 

os parâmetros, vamos gerar candidatos para cada um deles separadamente, no lugar de usar 

uma distribuição multivariada. O esquema do processo usado segue. 

1. inicia com valor 6 ^ e contador de iteração j = 0; 

2. toma r = a e gera um candidato r* de acordo com o núcleo de transição q(r^\r*)'t 

3. atualiza r ^ por = r* com probabilidade 

ou seja, permanece com r^ com probabilidade l—p ; 

4. toma r = b e repete os passos 2 e 3; 

5. toma r = c* e repete os passos 2 e 3; 

6. toma r = d e repete os passos 2 e 3; 

7. toma r = -y'2* e repete os passos 2 e 3; 

8. faz j = j + 1 e repete os passos de 2 a 6 até conseguir uma distribuição estacionária. 

Esse processo nos fornece um conjunto de estimativas usadas na inferência dos parâmetros. 

Algumas aplicações podem ser vistas no capítulo 5. 

(3.77) 
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3.3 Conclusão 

Neste capítulo apresentamos a construção cio FI\, assim como a funçã.o cie verossimi-

lliança de um processo de estado. Tratamos de um modelo invariante no tempo, apresen-

tando sua verossimilhança. Devido a sua não-linearidade e a presença de termos recursivos, 

a obtenção de seu máximo é intratável analiticamente. Sugerimos uma técnica numérica, 

bastante usada na inferência bayesiana, para estimá-lo. A abordagem bayesiana foi apontada 

como uma maneira de suprir a dificuldade da abordagem clássica. 
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CAPÍTULO 

4 
Inferência para o Modelo I 

No capítulo anterior vimos que casos lineares pocleiu ser solucionados com o uso do 

FK. No entanto, a aproximação discreta do modelo I é não-linear e apresenta dependência 

do estado na variância. Para a inferência deste tipo de modelo sugerimos o uso do filtro 

estendido de Kalrnan (FEK) descrito na primeira seção deste capítulo. 

4.1 F i l t ro E s t e n d i d o de K a l m a n 

Considere o seguinte modelo não-linear cm estado cie espaço 

yL = AI,(XL) + £t (observação) (4.1) 

•xt = C\(xt.L) + /U*t-i)'//£ (estado) (4.2) 

em que A,(xt) e G't(.Tt_i) não são necessariamente funções lineares cios elementos do estado, 

corno são na equação (3.1), e fít(xt-\) pode depender do vetor de estado enquanto rt cm (3.2) 

não pode. Aqui também consideraremos a hipótese de que et e r/t são não-correlacionados, 

com médias zero e variâncias iguais a a~t e respectivamente. 

41 
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Uma das fornias do obter um filtro ót.imo, que na verdade 6 um filtro aproximado, para 

o caso não-linear ó considerar uma aproximação linear do modelo, e então fazer algumas 

modificações nas equações do FK original. Para isso devemos ter funções /b(.r,), C,.(:/;,_1) e 

/í.t(xt_x) suíicionteniente suaves, tais que sejam possíveis de serem expandidas em séries de 

Taylor em torno de suas médias condicionais e médias, xf\i. i e x£„j 

c) 4 
At(xt) ~ At{xt\,~i) + T r ~ ~ 1 ) ( : í ; / - % - i ) , (4.3) 

àxL 

AC 
C t i x ^ ) ~ C t ( z t - i ) + "7r~(^í-i)( : t :í-J - (4.4) 

àxt 

e 

^ ( . T ^ O ~ / ^ O ;) . (4.5) 

Desta forma, aproximamos o modelo original não-lincar por 

9A l 9 At 
Vi - -I- /l/.(:í:t|,._i J - -J—(:í'í.|t-1 ):<4|í.-i 4- (4.6) 

UX( OXI 

9Ct. \ , dCt Xt. - -77— (.Ti-l).Tt-J + Ct(Zl--l) - -r—(.T,._i):r;,.-i + Rl(xt-[)•!], , (4.7) 
oxj i Kr, 

que ainda pode ser reescrito considerando 

dx 

8C 
Ih 

d A 
«I =-7^(^/1/ . -1) , (4.8) 

dCt , V 
ct = - = - % i - i ) , (4.9) 

na, forma 

Ih = A t , { x t - ^ ( x ^ x q t - . ! , (4.10) 

dC 
dt = Ctixt.i) - • '(.<•» i j.r, . (4.11) 

v,.= /?(*,_,) (4.12) 

'// "" ",x, + bt + eL (4.13) 

.Tt ~ í:t.'/:t_, 4- dL + r,:i]t. (4.14) 

Isto resulta num modelo análogo ao modelo descrito pelas equações (3.2) e (3.1). Então 

aplicamos o FIv ao modelo aproximado, obtendo como equações de predição 

•<u ! (',(>, i) (4.15) 
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e 

Pt\t-i = <?tPt-\ + rfa; ,2 2 (4.16) 

e como equações de atualizaçao 

(4.18) 

(4.17) 

e 

St = a%Pt\t-i + cr2 
(4.19) 

Em síntese, aplicamos o FK a uma aproximação linear do modelo original, dada pelas 

equações (4.13) e (4.14), e obtemos o mesmo filtro descrito no capítulo anterior utilizando, no 

lugar das equações (3.26) e (3.28), as equações (4.15) e (4.17). Essas duas últimas equações 

servem apenas para evitar a soma e subtração de termos que se cancelam quando utilizamos 

as equações do FK obtidas no capítulo anterior. 

O objetivo do FEK é análogo ao objetivo do FK, ou seja, é estimar a distribuição do 

estado no instante t condicionado às observações obtidas até /;. Nesse caso ela é aproximada 

por uma normal com média (4.17) e variância (4.18), a qual denotaremos por p(xt\yt,d). 

O b s e r v a ç ã o 4.1. Em geral não há uma trajetória de referência em torno da qual o sistema 

evolui. O FK adota como trajetória de referência os valores estimados. Este é o motivo de 

tomar as expansões em Taylor em torno das médias condicionais. 

Como agora estamos tratando de um caso linear, mesmo sendo este uma aproximação 

a um outro, o procedimento para a obtenção da verossirnilhança é análogo ao do capítulo 

anterior. Se o processo é invariante no tempo, sua verossirnilhança pode ser descrita pela 

equação (3.62), considerando as mudanças nas equações cie predição e de atualizaçao dadas 

acima. 

4.2 Mode los Cond ic iona lmen te Gauss ianos 

Aqui apenas mostramos que os modelos podem ser um pouco mais abrangentes. Mui-

tas vezes os coeficientes do processo não dependem somente do tempo, mas também das 

observações obtidas até o instante anterior, t - 1. Condicionando o modelo ao conjunto de 
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informações obtidas até t — l, ficamos com um modelo condicionalmete gaussiano. Esse pode 

ser escrito explicitamente por 

yL = at{Yt_})xt + b^Yi-i) + et (observação) (4.20) 

xL = r,iY, ,)./•.. , + í4(y,._j) + r,{Yt ,)/;, (estado), (4.21) 

em que £ £ | 1 V i ~ J\í{0, aet(Yt-i)), rjt\Yt^ ~ JV(0, aVt(Yt^)) c .t0 ~ A/^xo, P0). O sistema 

deve ser considerado fixo, já que estamos no tempo /. Por isso, as equações do FK e as do 

FEK são obtidas como anteriormente. 

4.3 M V E M 

Lembremos que os MVEM tratados neste trabalho têm equação de observação dada por 

Ht+h = Ht + h - y ) + hl'2atZt+h . (4.22) 

Notemos que o ruído presente na equação das observações está multiplicado por uma função 

dos estados. Isto impossibilita a aplicação completa do FEK, já que não temos mais a 

condição de normalidade do ruído satisfeita. Vale ressaltar que, mesmo condicionando esse 

modelo ao conjunto de observações passadas, a hipótese de normalidade do erro é corrompida. 

Usaremos então apenas o primeiro estágio do FEK. Esse estágio nos fornece a fdp da 

variável latente no tempo t condicionada ao conjunto de informações até t, — f. Como já 

foi dito anteriormente, o inconveniente disso é que apenas podemos estimar os parâmetros 

do modelo, não tendo um filtro capaz de estimar o estado. Na próxima seção obteremos a 

verossimilhança de um processo geral, que atende às condições dos MVEM. 

4.3.1 Verossimilhança 

Obter a verossimilhança condicionada às variáveis de estado de um MVEM não é tão 

simples como no caso linear ou como no caso aproximadamente linear. Nos MVEM a veros-

similhança não é dada por uma forma fechada e requer uma integração «-dimensional sobre 

o vetor de estados x = (.T, , x2}..., xn) como vemos 

L{B) = J p(y, x\6)dx = J p(y\x,9)p(x\e)dx (4.23) 
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Levando em consideração a estrutura temporal das observações fatoramos a verossirnilhança 

através de sucessivas condicionais obtendo 

n 

m = p ( y a \ O ) Y [ p ( y l \ y L . ^ 0 ) , (4.24) 
t=i 

em que yt_ , = (1/0,'f/i,.. . ,yt-1) é o vetor de observações coletadas até o tempo t — 1. Cada 

fator do produtório acima é dado peias integrais 

p(yo\e) = I p(yo\xQ,0)p(xo\e)dxo, (4.25) 

e, para t = 1 , 2 , . . . , n, 

p(yi\y 1-1,0) = J p(yt\xí,0)p(xi\yt^u0)dxí. (4.26) 

Isto reduz a integral n-dimensional em (4.23) a um produto de « integrais unidimensionai,s. 

Analisemos a integral em (4.25). Como y0 não é combinação linear de xo, tal integral não 

fica fácil de ser obtida. O trabalho de Meyer, Fotirnier & Berg (2003) usou a aproximação 

de Laplace, uma técnica de aproximação de integrais que data do século XVIII, (veja p.ex. 

Laplace, 1986) e veja apêndice A.2. Através dessa técnica temos 

P(yol0) « ^e^ s^lD2Myo,xo ,0)r1 / 2 , (4.27) 

em que 

Mv o, xo, 0) = - log(p(2/o|xo, 0)p(x o|0)) , (4.28) 
xo é o mínimo da função tpo com relação a xo, e D2'i[>0(y0, xq, 0) denota a derivada de segunda 

ordem da função V'o(i/o, 0) com relação a xQ. 

Tendo apenas a observação inicial, podemos, através cio teorema de Bayes, atualizar 

a densidade p(xo|0) do estado desconhecido pela densidade de filtragem p(xo\yo,9) como 

mostra a equação 
/ I A\ P(YO\XO>E)P(XO\0) IA OQ\ 

= M 0 ) ' ( L 2 9 ) 

Sua distribuição pode ser aproximada por uma distribuição normal dada por 

, r ' ( í o ) ) , (4.30) 

em que 

I(xa) = ~^log(p(yo\xQ,0)V(xQ\0)) (4.31) 
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ou seja, igual a informação cie Fislier observada cia função log(p(yo|^o, O)p(xo\0), (veja p.ex. 

Sen Singer, 1993). Ainda vale notar que 

i(xa) = D2MyiA0)- ("1-32) 

Expandindo a equação dos estados em série de Taylor de primeira ordem em torno de X,Q, 

a média, de a:0|<9, podemos aplicar o primeiro estágio do FEK a,o modelo. Essa etapa, consiste 

em estimai- a média e a variância do estado no próximo instante cie tempo, condicionado ao 

conjunto de informações obtidas até então, no caso, xj \vq,0. Note que nessa abordagem, a 

variância da filtragem, denotada anteriormente por P0, é da,da por I~ l(xo), e sua média, ao 

invés de ser o valor estimado do estado, é dada por xQ. Então, pelas equações (4.15) e (4.16) 

obtemos que X\\yu,0 tem distribuição aproximadamente normal com média, 

rni|0 = C,(£„) (4.33) 

e variância 

P , | „ - c l ( J n ) r ' ^ T n c r 2 . (4.34) 

Analogamente para t = 1,2, . . . , u , a fdp preclitiva, de xt\yt_},0 é aproximada por uma 

normal, p(xl]yf_í,6), com média e variância dadas, respectivamente, por 

=<7,.(*,.-,) (4.35) 

e 

P,\,-i = M ^ ) ] 2 / - ' ( £ , . _ ! ) + /fcr2 . (4.36) 

Lembrando que, depois de observar yh a, fdp p(xt\yh0) c atualizada através do teorema, cie 

Bayes por 

pMJi > (X p(y, , d)p(xl\yl_ „ 0 ) « p{y,\xh 0)p(x, | y, . , , 0 ) , (4.37) 

implicando que xt\yL, 6 tem fdp p(xi.\yt, d) aproximadamente normal com média % e variância 

I 'í-M-
Finalmente podemos aproximar os termos em (4/26) através de 

p(yi\y,-i,0) « j p(yt\xt, 0:p;x:ly: :.0u!x: . (4.38) 

Ainda assim, essas integrais e p(xtí\0) requerem ser aproximadas já que p(yi\xt, 6) e p(:co|0) 

não são combinações lineares de uma variável normal adicionado um ruído normal, como 110 
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caso linear apresentado anteriormente. Novamente usaremos para seu cálculo a aproximação 

de Laplace. Isso nos dá que 

p('!Jt\y 1.-1,0) ~ > (4-39) 

em que 

'(/',.{yt, xt, 0) = - \og(p(yt\xt, 0;lnx.'y! .. 9)), (-4.40) 

xt é o mínimo da função 'ipt(yt,%t,0) com relação a xt, e D2-i/>t(yl,xt,0) denota a derivada 

de segunda ordem da função ipt(yhxi,0) com relação a xt, para t — 1 , 2 , . . . , n. Na prática, 

encontrar xt requer alguma técnica de estimação numérica. Sugerimos o uso do algoritmo 

de Newtou-Raphson, veja apêndice A.3. 

Completadas as etapas de aproximação cios fatores da equação (4.23), obtemos uma 

expressão para a verossimilhança que não mais depende do conjunto de variáveis latentes x. 

Mais precisamente, uma. aproximação para a verossimilhança, é dada, por 

p(y\0) = (4/11) 

t t=o J <=o 

4.4 A b o r d a g e m Bayesiana 
Agora que obtemos uma, aproximação para, a, função de verossimilhança, podemos inserir 

conhecimentos a, respeito do comportamento de cada parâmetro, conhecimentos a priori. Por 

exemplo, no caso dos MVEM, um dos parâmetros deve ser positivo e menor que um. Além 

disso pesquisas mostram que seu valor fica próximo de um. Novamente temos situações em 

que os métodos analíticos não são convenientes, sendo necessários métodos cie aproximação 

numérica como o método de Laplace (Tierney et al., 1989) e a, integração de Monte Carlo 

via, amostragem por importância, (veja p. ex. Ripley, 1987). 

Pelo teorema de Bayes a densidade a, posteriori é dada por 

em que p(y) = / p(y\9)p(9)d0 é a densidade marginal cie 9. No nosso caso, ela é aproxima-

da,mente proporcional a 

my)^p(y\0)p{9) (4.43) 
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cm que p(y\0) é dada. pela expressão em (4.41). Devemos então maximizar a posteriori 

aproximada com relação ao vetor de parâmetros 0, ou seja, encontrar sua moda. Para essa 

tarefa temos, ern geral, a necessida.de do uso de métodos de estimação numérica devido a 

complexidade da função. 

O trabalho de Meyer et nl. (2003) t rata da forma canónica de Kim (veja, equações (1.23) 

e (1.24)) e emprega a técnica automatic difjerentiation (AD), um conjunto de algoritmos 

computacionais para a, obtenção numérica das derivadas de funções não-lincares intratáveis 

explicitamente, no uso do algoritmo quase-Newton. Além disso, sugere o uso do software AD 

Model Builder (Fournier, 2000) (http://otter-rscli.com/adniodel.htm), um pacote baseado 

na, linguagem C + + que integra a técnica AD com o algoritmo quase-Newton no cálculo de 

mínimos de funções, para minimizar — log(p(0|y)). 

O uso do algoritmo de Metropolis-Hastings (Hastings, 1970) também é uma alternativa 

para encontrar a moda a, posteriori. No entanto, sabemos que a eficiência, desse algoritmo 

pode ser comprometida por unia má escolha cia densidade geradora. Quanto mais próxima 

essa está da, densidade a, posteriori, melhor o desempenho do algoritmo. Uma alternativa, para 

tal escolha, sugerida no trabalho de Meyer et nl. (2003), é utilizar os conhecimentos obtidos 

através da, técnica AD-quase-Ncwton na média e na variância da, densidade geradora. O autor 

afirma que essa, combinação de recursos resulta numa técnica MCMC bastante flexível, eficaz 

e adequada, aos MVE. 

Vale destacar que o uso da AD não é indispensável. Unia vez que a posteriori foi aproxi-

mada, com o uso cio EKF e do teorema cie Bayes, podemos usar dirotamente o MCMC para, 

obter o vetor de parâmetros estimado. 

Vamos relembrar que a, aproximação de Euler que converge para o modelo I, descrito 

em ( 2 . 1 1 ) e (2.12), tomando li = 1 e p — 0, tem como equação de esta,cio 

4.5 M o d e l o I 

1 = + í:Ka - ijI) -i- iZ, /. j (4/14) 

para t = 0, 1, . . . , n. Estabelecendo condição inicial u0 tal que 

(4.45) 

http://otter-rscli.com/adniodel.htm
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Pela, equação (4.27), uma aproximação para p(yo\9) é dada por 

p(yo\0) « V0, d ) ^ 2 , 

com 

II m (o ^ , ^ . - / H - e ^ ) 2 , 1 
M v o , 0 ) = - l og (27TU ° ) 4- — H - l o g 

27T7 2 

Po é o mínimo da função '0o(2/c)) 'An c o i n relação a fo e D2,i/;o(l/o, ^o, 0), a derivada segunda 

da função V ^ o í í / o . 0 ) com relação a //0. Por (4.30), podemos concluir que va\ya t0 tem 

distribuição normal com média Po, e variância / - 1 (P 0 ) = (X)2'0o('i/o, Po, 0) ) - 1 -

Seguindo a mesma notação dada no início deste capítulo temos 

C t ( ^ - i ) = 'V-i + (4.48) 

c-t(i/t_1) = l - i ( í . (4,49) 

Então, o primeiro estágio do FEK nos dá que i/t\y^l% para t — 1 , 2 , . . . , n, tom distribuição 

aproximada por unia normal com média c variância dadas, respectivamente, pelas seguintes 

equações 

vi\L-i = -Yfi{a-Vi-{) (4.50) 

e 

PT\T-I = {I-P?RI{UT.Í)+1'1. (4 .51) 

pt é o mínimo de •t/>j(yhvt,0) com relação a u, e D2i?i(yhuh0), a derivada segunda, com 

relação a uu da função i>i{yt, vt, 0), cuja expressão para t = l , 2 , . . . , n é obtida a seguir. 

Antes disso, novamente vamos atualizar a densidade do estado através do teorema de Bayes, 

veja (4.37). E então temos que p(ist\yi,0) se aproxima de nina normal com média PL e 

variância (pi). 

Como cm (4.39) temos 

P(yt\yt-u0) ^ , (4.52) 
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em que 

0) = l log(2 TTC") 4 \ { V l / F
G T E W / 2 ) - + 5 log (2TTP í M) + - % - , ) 2 , 

(4.53) 

ut e D2i/>t(yt, Ut, 0) são análogos aos termos em t = 0. 

Finalmente podemos expressar a verossimilhança por 

me) = e x i > { 4 E - k E ã à ( y í " " + T ) - ^ é M ^ / V , ) 
^ /= 0 í=0 ^ ' (=0 

*=n 'I1 1 í-n ^ 

4.6 M o d e l o I I 

O processo para obter a verossimilhança da aproximação de Euler do modelo II, chula 

em (2.11) e (2.12), é semelhante ao caso da seção anterior, pois os processos apenas diferem 

na equação de estado, que neste caso, considerando h = 1 e p = 0, é dada por 

íxr+J = <rf + 6(X - a2) + £<r,Z, , (4.55) 

para t = 0 ,1, . . . , •//,. Assumimos condição inicial CJq de fornia que 

Um aproximação para p(yo\d), corno mostra (4.27), é dada por 

p(yo\0) « (4.57) 

com 

/ / 2 n\ 1 , fn 2n , 1 (z/0 - /'< 4- fTo/2)2 , 1 , '00(2/0, <T0> = o log(27rfJ0) + ^ 1- - log 2 2 (Tm 2 
2vr£2 

1 - (1 - 5 ) 2 

( ^ - A ) 2 , (4.58) 2e 

cri é o mínimo da função V-'o(i/o, <r(2, 0) com relação a a'l e D2'0o(?yo, n,2, 0), a derivada segunda 

da função V'o(;</o, ag, 0) com relação a ÍT(
2. Concluímos por (4.30) que rr^y0, 9 tem distribuição 

normal com media <r(2, e variância 7_1((j(
2) = (.D2,0o(;í/o, 0q, 0) ) _ 1 . 
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Com a mesma notação usada na construção do FEK temos 

Ci.(°L l) = <rLi + S ( \ - < r l l ) , (4.59) 

R t t â - i ) = \ f i i t i , (4-60) 

ci = 1 -S 

r, H ,(<>". li (4.62) 

A partir disso, o primeiro estágio do FEK nos clã que a f l y ^ ^ para t — 1, 2,. . . , •//,, tem 

distribuição aproximada por uma normal com média e variância dadas, respectivamente, por 

o"2í|t-i = 0"2t_i + â(X - ctVj) 

e 

a2
t é o mínimo de '^t(yi,af,6) com relação a af e D2'tpi(yi,af,0), a derivada segunda, com 

relação a a f , da função •i()i(yL,af,0), cuja expressão para t = 1, 2,. . . , u é obtida a seguir. 

Mas precisamos antes, atualizar a densidade do estado, veja (4.37). Obtemos que p(af\yi, 0) 

se aproxima de uma normal com média af e variância /~ J (a f ) . 

E pela aproximação de Laplacc, como em (4.39), tenros 

V{yi\y,.-U0) ^ D'%(yhaf,6)\-l/\ (4.65) 

em que 

Mvt, 0) = \ 1^(2^?) + ^ " ;t 3/2)2 + ~ log (27rPt|/_i) + - ^u-!)2 , 
Z Z Tf Z Z./,|,_1 

cr)2 é o mínimo e D2iipi.(y^ a f , 0) a derivada segunda da função V-'f,(yi, ° f , 0), ambos com relação 

a a f . 

A verossimilhança para o modelo II discretizado fica expressa por 

v(y\0) = ••xpj j z log(2 *af) (Vl - li + - ± è log(27TPt|/._1) l 2 (=0 2 t=0 V 2 / ^ (=0 
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4.7 Conclusão 

Uma, extensão do FK foi apresentada de forma a abranger os casos não lineares e per-

mitindo que o ruído da equação do estado dependa de seus valores passados. No entanto, 

essa abordagem não despreza a hipótese de normalidade do erro da outra equação. Isso nos 

permitiu aplicar apenas o primeiro estágio do FEK e impossibilitou a estimação do vetor de 

estados. 

Nitidamente obter o vetor de parâmetros 6 que maximiza as funções (4.54) e (4.67) não 6 

uma ta,rela simples. Mesmo antes desse passo, há a necessidade de; se encontrar o mínimo de 

uma, função não-linear, usado na aproximação de Laplace. O algoritmo de Newton-Raphson, 

descrito no apêndice A.3 e sugerido, na seção (4.3.1), como método numérico para obter 

tal mínimo, requer o uso de derivadas, que muitas vezes precisam também ser estimadas 

numericamente. Portanto o uso de técnicas numéricas de estimação é primordial, assim 

como sua implementação computacional. Sugerimos para suprir a, parte final do problema, 

o algoritmo de Metropolis-IIastiugs e o uso da inferência bayesiana. 



C A P Í T U L O 

5 
Resultados 

Neste capítulo apresentaremos resultados empíricos para diferentes conjuntos de parâmetros. 

Utilizaremos para isso o modelo descrito em (3.35) e (3.36), o qual chamaremos de modelo 

invariante no tempo (MIT) e seguiremos os procedimentos descritos nas subseções 3.2.1 e 

3.2.2. 

5.1 A b o r d a g e m d a Veross imi lhança 

Utilizando um vetor de parâmetros "verdadeiro" 6, foram gerados 800 dados e descar-

tada a primeira metade deles, para evitar dados enviesados pelo palpite inicial, servindo-nos 

como amostra os 400 restantes. Depois tratamos o vetor de parâmetros como desconhecido 

e utilizamos o método descrito na seção 3.2.1 para estimá-lo. No algoritmo de Metropolis-

Hastings tomamos como geradora para os parâmetros a, b, c*, d e j2* distribuições normais. 

Através do software MAT.LAB, geramos 1 cadeia com 60000 iterações para os 5 parâmetros. 

As primeiras 30000 foram desprezadas. A partir das restantes selecionamos de 30 em 30, 

resultando numa amostra de 1000 valores para a inferência, dada pela média dos valores 

53 
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Tabela 5.1: Resultados para o MIT A. 

Parâmetro Verdadeiro Estimativa DP TA (%) CG 

a 2.5 2.4012 0.0872 36.9683 1.2071 

b -0.8 -0.7714 0.3183 77.1067 -0.6782 

c 0.9 0.8874 0.0121 6.1233 0.6162 

d 0.5 0.5628 0.0643 13.7250 0.1789 
9 

7 1.0 1.0635 0.0903 9.7117 -0.8350 

Tabela 5.2: Resultados para o MIT B. 

Parâmetro Verdadeiro Estimativa DP TA (%) CG 

a 3.0000 2.6743 0.1307 30.4817 -1.0728 

b 0 0.0944 0.1038 80.1117 0.4750 

c 0.7 0.6812 0.0403 15.6833 -0.5081 

d 0 -0.0132 0.0523 34.5700 1.1984 

72 1.0 1.2191 0.1071 9.4500 1.3848 

selecionados. A convergência da cadeia foi avaliada usando-se o critério de Geweke (Geweke, 

1992). Seu valor deve ser, em módulo, menor do que 2 para indicar que liá convergência da 

cadeia, veja apêndice A.4. 

Os resultados estão sumarizados para dois casos, A e B, nas tabelas 5.1 e 5.2, juntamente 

com os valores verdadeiros de cada parâmetro, o desvio padrão (DP) da seleção, a taxa de 

aceitação (TA) do algoritmo Metropolis-Iiastings e o valor obtido pelo critério de Geweke 

(CG). Nas figuras 5.1 e 5.3 são apresentados os histogramas das densidades das amostras 

selecionadas, respectivamente do MIT A e B, para cada parâmetro. E os gráficos dos 50% 

últimos valores amostrados são apresentados nas figuras 5.2 e 5.4, em que podemos analisar 

a convergência de cada parâmetro. 



5.1. ABORDAGEM DA VEROSSIMILHANÇA 

Figura 5.1: Histogramas das amostras selecionadas: MIT A. 
a 
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Figura 5.2: Gráficos das amostras selecionadas: MIT A 
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Figura 5.6: Gráficos das amostras selecionadas: MIT A bayesiano 



5.2. ABORDAGEM BAYESIANA 57 

Tabela 5.3: Resultados para o MIT A bayesiano. 

Parâmetro Verdadeiro Estimativa DP TA (%) CG 

a 2.5 2.4448 0.1543 31.8933 -1.5390 

b -0.8 -0.7417 0.2294 90.7133 0.0050 

c 0.9 0.8859 0.0084 59.7883 1.7412 

d 0.5 0.5875 0.0586 41.9217 -0.4240 

72 1.0 1.0585 0.1402 29.3733 0.6164 

Tabela 5.4: Resultados para o MIT B bayesiano. 

Parâmetro Verdadeiro Estimativa DP TA (%) CG 

a -1.0 2.4012 0.0872 36.9683 1.2071 

b 0.4 -0.7714 0.3183x 77.1067 -0.6782 

c 0.7 0.8874 0.0121 6.1233 0.6162 

d 0 0.5628 0.0643 13.7250 0.1789 
9 

7 0.25 1.0635 0.0903 9.7117 -0.8350 

5.2 A b o r d a g e m Bayes iana 

Foram usados os mesmos dados gerados para os casos A e B da seção anterior com o 

procedimento descrito na seção 3.2.2. As médias das prioris foram consideradas como sendo 

a estimativa do parâmetro dada pela abordagem de verossimilhança. Para os parâmetros 

a, b, <:*, d e j2*, tomamos como geradora do algoritmo de Metropolis-IIastings distribuições 

normais. Também nessa abordagem, geramos 1 cadeia com 60000 iterações. Descartamos as 

primeiras 30000 e, das restantes fizemos uma seleção com passo de 30 em 30. Ficamos com 

uma amostra de 1000 valores para a inferência que se deu pela média da amostra selecionada 

para cada parâmetro. Utilizamos o critério de Geweke para avaliar a convergência. Os 

resultados numéricos estão surnarizados para os casos A e B nas tabelas 5.3 e 5.4, respecti-

vamente. Já os resultados gráficos do MIT A estão nas figuras 5.5 e 5.6, e os do MIT B, nas 

figuras 5.7 e 5.8. 
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5.3 Conclusão 

Os resultados mostram que a metodologia utilizada é eficaz na estimação dos parâmetros, 

tanto na abordagem da verossimilhança quanto na bayesiana. Conhecimentos a priori mais 

específicos podem diminuir o tempo computacional. 



APÊNDICE 

A 
Métodos Numéricos 

Neste apêndice apresentaremos alguns métodos numéricos citados neste trabalho. Para 

mais detalhes a respeito das duas primeiras seções sugerimos Press (1989) e Gamerman 

(1997), e Milne (1953), da última. 

A . l M C M C 

O objetivo dos métodos de Monte Carlo com cadeia de Markov (MCMC) é gerar 

uma amostra de uma distribuição p(0), para 9 = (<9j, 02, • • • , Ok) £ que não pode ser 

gerada diretamente. A idéia é simular uma cadeia de Markov irredutível aperiódica cuja 

distribuição de equilíbrio é a distribuição de interesse p(6). Se o número de simulações é 

grande, os valores simulados da cadeia podem ser usados como uma base para identificar 

características da distribuição de interesse, p(9). 

A seguir ciamos dois métodos para gerar cadeia de Markov, comumente utilizados nos 

diversos trabalhos publicados dentro desse contexto. 

6 1 
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A. 1.1 Amostrador de Gibbs 

0 amostrador de Gibbs é um método MCMC essencialmente iterativo, cujo núcleo 

de transição é formado pelas condicionais completas da distribuição p(0), dadas por 

p(0i|02, 0 3 ) . . . , ôk), p{92\9i,0:h . . . , 0fe),. .. ,p{dk\91,d2,..., O algoritmo do processo é 

dado a seguir. 

1. inicia corri valor = (0j°\ . . . , e contador de iteração j = 0; 

2. gera 

(i) d e p ^ l ^ ' , ^ , . . . , ^ ) ; 

(ÍÍ) de p í o ^ . O : - ' 0Í1') ; 

(k) d e p r f . ô f 1 , . . . , ^ ) ; 

3. faz j = j + 1 e volta ao passo 2 até obter a convergência. 

Conforme o número de iterações aumenta, a cadeia se aproxima de sua condição de 

equilíbrio. Desta forma, assume-se que a convergência foi obtida quando a distribuição 

da amostra estiver arbitrariamente próxima da distribuição de equilíbrio. Para verificar a 

convergência do algoritmo existem algumas técnicas. Gelfand & Smith (1995) sugere o uso 

de técnicas gráficas. Já o critério de Gelman-Rubin (Gelman b Rubin, 1992) e o critério de 

Gewcke (Gewcke, 1992) utilizam uma análise estatística dos dados da amostra gerada. 

A. 1.2 Metropolis-Hastings 

Quando as distribuições condicionais não são facilmente identificadas, ou seja, não pos-

suem formas padrões (normal, beta, gama, entre outras), podemos utilizar, paxa gerar as 

amostras das cadeias de Markov, o algoritmo Metropolis-Hastings, ou métodos de amos-

tragem por importância, Metropolis et ai (1953). 

Suponhamos que queremos gerar amostras de uma densidade não-regular 

p{6i\9i, • • • , , 9i+1,. .. , 9k) = 1>{9í\0(-í)). Devemos definir um núcleo de transição q(0, 9*) 

da distribuição p(0) que represente p(9t\9^_i)) transformando 9 em 9*. O algoritmo de 

Metropolis-Hastings pode ser esquematizado como segue 
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1. inicia com valor e contador de iteraçao j = 0; 

2. 6* de acordo com o núcleo de transição q(0^\d*)] 

3. atualiza por = Q* com probabilidade 

p = min < 1 (A.l) 

ou seja, permanece com com probabilidade l—p ; 

4. faz j — j + 1 e repete os passos de 2 e 3 até conseguir urna distribuição estacionária. 

Observação A . l . Algumas considerações podem ser feitas, corno seguem. 

(i) O algoritmo de Metropolis-Hastings é especificado pela sua densidade candidata para 

geração q(x,y); 

(ii) se um valor candidato é rejeitado, o valor atual é considerado na próxima etapa; 

(iii) o cálculo da probabilidade de transição p, em (A.l), não depende da constante norma-

lizadora; 

(iv) se a densidade candidata para geração das amostras é simétrica, ou seja, q(x, y) = 

q(y,x), a probabilidade de movimento se reduz a p{Q*)/p{Q^). Assim, se p{0*) > 

p(O^) , a cadeia se move para 0*; caso contrário, move-se para 6* com probabilidade 

p(0*)/p{9^). Em outras palavras podemos dizer que um salto na direção "ascendente" 

é sempre aceito, enquanto que um salto na direção "descendente" é aceito com uma 

certa probabilidade. 

A.2 A p r o x i m a ç ã o de Laplace 

A aproximação de Laplace é um método numérico que aproxima assintoticamente a 

distribuição a posteriori de uma variável aleatória y. Consideremos x uma variável aleatória 

de densidade p(x) e com p(y\x) conhecida. A densidade a posteriori de y corri relação a x ê 

dada por 

(A.2) 
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Sejam i/j(y, x) = - log(p(í/|x)p(.x')) e í = mmx{'^(y, x;)} o mínimo da função i/> em relação a 

x. Tomemos a expansão em série de Taylor de segunda ordem de ij>, apenas em relação a x, 

em torno de x. Assim 

4>(y, x) « <0(y,í) - ±D2i>(y,x)(x - x)2, (A.3) 

em que D2tj>(y,x) = d2,i/j(y, x)/d.x2 calculada em x. Então 

^'-^C^HT^Ssph {AA) 

Fa-zendo uma mudança de variáveis obtemos que 

p(y) ~ K/Zner^l D2*j,(y, x)\~^2. (A.5) 

A.3 A l g o r i t m o de N e w t o n - R a p h s o n 

O método de Newton-Raphson é um algoritmo recursivo para encontrar máximos de 

funções que possuam derivadas de, ao menos, segunda ordem contínuas. A idéia do algoritmo 

é utilizar a expansão em séries de Taylor até segunda ordem da função em questão. 

Seja / uma função real, com derivadas de primeira e segunda ordens contínuas. O 

algoritmo de Newton-Raphson para / é descrito a seguir. 

1. inicia com valor XQ e contador de iteração j = 0; 

2. enquanto | / ' (x 7 ) | > £ 

(i) .r,. i = x3 - J^—fiXj). 

(ii) j = j + 1, 

( i i í ) 1'n.ax = 

3. o valor que maximiza / localmente é xm a x . 

A derivada primeira da função deve ser nula no ponto de mínimo. O valor dado a E 

expressa, o quanto é permitido que a derivada difira de zero. 

O algoritmo de Newton-Raphson pode ser facilmente estendido para funções multivaria-

das. 
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A.4 Cr i t é r io de Geweke 

O critério de Geweke (Geweke, 1992) é uin método numérico para, avaliar a convergência da 

quantidade amostrada, quando esta é gerada utilizando-se apenas uma cadeia. 

A idéia é desprezar uma parte da cadeia, e dividir a restante em duas partes não ne-

cessariamente iguais. Para cada parte, estimani-se sua média, e variância. Considera-se 

que a cadeia completa convergiu, quando as médias das duas sequências selecionadas estão 

próximas. E isso se avalia com um teste de comparação das médias. Com um erro de 5 %, 

valor do teste deve ser, cm módulo, menor do que 1,96. 
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A P Ê N D I C E 

B 
Modelos Discretos 

B . l Mode los A R C H ( p ) 

0 processo ARCH pode ser resumido por 

Yt = Xt_xp + Zt (B.l) 

Z t | í í t - i ~ P ( 0 , a t
2 ) (B.2) 

p 

af = aa + a3Zt-j ' (B-3) 
j = i 

em que P(-) é uma distribuição paramétrica, usualmente a Normal ou a í-Student, X, denota 

um vetor de variáveis exógena, (3 um vetor de parâmetros desconhecidos e é o conjunto 

de informações obtidas até o instante t — 1, ou seja, fi^-i = {Zt~i, Zt~2, Zt-3, • • •}• 

Dada uma série financeira St (preço de uma ação, de uma opção de compra ou opção de 

venda . . . ) observada em tempo discreto /,i, í2, • • queremos modelar a volatilidade do 

retorno ou do log-retorno dessa série, ou seja, modelar a volatilidade da série Zt dada por 

Zt = log A - . (B.4) 
bt-i 
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Para representar esta série, consideramos em (B.l) (3 = 0, e o processo Zt satisfazendo o 

modelo 

^ = aLet (B.5) 
v 

J=I 

em que {et, t > 0} é uma sequência i.i.d. com E(tí) = 0 e V a r ^ ) = 1. 

Por definição Zt é serialmente não correlacionado com média zero e variância condicional 

of, uma função do tempo que pode não ser constante. Assumindo que eL ~ A/"(0,1) então 

Z J ^ - A / ^ O , ^ ) . (B.7) 

A equação (B.6) pode ser expressada por 

cr = cr(Z,_i, 2, .. . , a ) , (B.8) 

em que a. = (CVQ, ol\, . . . , ap) é o vetor de parâmetros desconhecidos. 

Como of é a variância condicional, devemos assegurar que of seja estritamente positiva 

para qualquer realização de Zt. Para isso, impomos que «o > 0 e a,j > 0, Vj = 1, 2 , . . . ,p em 

(B.6). 

O cálculo da esperança não condicional é simples 

E(Zt) = E[E(Zl\nt_1)} = E[(atet\nt^)} 
v 

j=i (B.9) 

v 

j=í 

Já para calcularmos a variância não condicional de um modelo ARCH vamos utilizar a 

Lei das Esperanças Iterativas. Esta lei sugere que as esperanças das observações correntes 

ou função delas, g(ZL), com respeito as informações disponíveis no tempo L — J, podem ser 

encontradas tomando a esperança condicional da informação no período anterior, t — 1, e 

então tomar a esperança condicional da informação no período anterior a este, e assim por 

diante até chegar em t - J. Portanto a esperança de g(Z() no tempo t — J pode ser obtida 
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por 

ZI /<•> A, 

/ V \ / A V / A V 
= 0'0 -I O'o V J + «o ^ " , J + • • • + «o ^ M , j , 

cm que E(-) c o valor esperado com relação a v.a. Z{. E então temos que 

Var (Zt) = E ( Z f ) = . (B. l i ) 

Outra forma de demonstrar (B.1I) é usando a propriedade descrita na equação (B.6). Como 

devemos ter Var(2t) > 0 é necessário que a 0 > 0 e < 1- Esta condição é necessária 

e suficiente para que o processo ARCIJ(p) tenha eovariância estacionária, veja Erxgle (1982). 

ARCH(l ) 

Quando p = 1 temos 

a2
L = «„ o, , Q'n > 0, a , > 0 . (B.12) 

Se 0 < <\\ < I o proc.esso é estacionário de segunda ordem. Pela equação (13.11) a variância 

não condicional é dada, por 

Var(Z£) = - ^ L . . (B.13) 
1 - cvi 

Também temos que Zt é uma sequência de variáveis não-correlacionadas (ruído branco) com 

média zero e variância ———. De fato, 

Cov(Z,, Zl+k) = I l ( Z L Z M ) = EE[ZLZl+k\Qt+k-i] = E[Z tE(a,+ ,e í + , | í2, .+ / ,- i)] = 0 , (B.14) 

pois íí t + f e_! = {Zt+k-i, Zt+k-2, •••}e al+k é explicado por Zl+k-X. Além disso, : 

0. 

Supondo Ei ~ A/"(0, 1) temos 

E(Z;1|Í2Í_1) - E(//.(£{|íí{_I) = («o + o y Z l ^ E i e l ) ^ = 3(a„ + a ^ U f • (B.15) 

Assim 

E (Z ' l ) = E [ E ( ^ | a . i)] = 3E[(«„ + n x Z U f ] = 3E(«* + 2 a 0 a 1 2 t i + a,Z t
4_i) • (B-16) 
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Considerando que o processo é estacionário de quar ta ordem, temos 

E(Z'f) = 3[a2 + 2 a 0 a , Var(Z,) + «?E(Z?_,)] = 3o2 + 6 a „ a 1 T ^ - + 3a?E (Z?) (B.17) 1 — fV] 

(1 - 3a'f)E(Z,1) = 3a 2 + G a j j ^ - (B.18) 

3'i-íí + "'i _ ^ ( 1 + Q'i) ^ 
" 1 - 3a 2 (1 - 3o2) (1 - hm) (1 - 3o 2 ) ( l - a 

Então, para que momento de quarta ordem seja finito devemos ter 0 < af < 1/3. 

Analisando a curtose de Z, 

I - E 1 Z V _ 3 a 2 ( l + a l ) (i ^ n i ) 2 3(1 o-2) ^ 
V (Var(Z,.))2 " (1 - 3a2) (1 - a , ) «g (1 - 3a?) ' 1 

notamos que eml)ora o modelo seja gaussiano, a distribuição não condicional tem caudas mais 

pesadas do que as da normal, o que significa uma vantagem ao modelo. Já uma desvantagem 

do modelo é tratai' os retornos positivos o negativos de fornia similar nina vez que para o 

cálculo da volatilidade são usados os quadrados dos retornos. 

Muitas representações alternativas para o modelo ARC1I foram criadas. Uma delas pode 

ser obtida fazendo 

Z 2 = af \ (Zf - a f ) , (B.21) 

em que at = a() + e Zt = crteL. Assim 
P P 

Zf = ao + ajZlj + ((atet)2 -al.) = a0 + J2 « t f - j + "t , (B.22) 
j- i j=i 

em que v, = af(ef - 1). Portanto temos uni modelo AR(p) para Zf com ruído i/t. Através 

da função de auto correia,çao e da. (unção de auto correlação parcial do processo Zf podemos 

obter a ordem do modelo AB.CH(p). Apesar de {t/,.} ser unia sequência de variáveis aleatórias 

com média zero, não-correlacionada, sua variância, é não-constante e sua distribuição não 

é normal, o que deixa inviável a inferência dos parâmetros do modelo ARC1I através da 

representarão em (B.22). 

Vale ressaltar que a distribuição leptocúrtica das séries de retornos é melhor caracteri-

zada quando, ao invés de considerarmos a sequência e, com distribuição normal, tomarmos 

uma, distribuição condicional não normal a, et. Como por exemplo de algumas distribuições 

sugeridas a e ( | í í t _ i são: Í-Student, mistura, normal-lognormal e potência exponencial, veja 

p.e. Bollerslev (1987), Hsieh (1989) e Baillie & Bollerslev (1989), respectivamente. 
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B.2 Mode los G A R C H ( p , q ) 

Várias das aplicações do modelo ARCH necessitam de muitos valores passados da série. 

Unia alternativa mais ílcxível é dada pelo ARCH generalizado, GARCH(p,q), modelado por 

Bollerslev Bollerslev (1986) 

Zt = a/e,. 
v <J 

rf ~ , af = ÍI0 + <\\Z.: , + V ^ - ' / ' V / 
i=1 J=1 

em que {e:t, t > 0} é uma sequência i.i.d com E(t£) = 0 e V a r ^ ) = 1. 

O modelo (B.23) j)ode ser escrito como 

af = ao + a(B)£2
t+p(fí)af , (B.25) 

em que a(B) = c*j B-\ 1- apBp, fl(B) = fis I 1- pqB'> c B é o operador retardo. Para 

assegurar que a variância seja estritamente positiva devemos ter o-o > 0, o-, > 0 e fij > 0 

para % = 1 , . . . , p, j = 1,. . ., q. 

Em Bollerslev (1986) foi mostrado que o modelo GAR.CH(p,q) equivale a um ARCH(oo), 

isto é, um ARCH de ordem infinita, se as raízes de 1 — 0 (B) = 0 estiverem fora do círculo 

unitário. 

Como no modelo ARCH, considerando eL ~ A/"(U, 1) temos 

Z / \ t t t ^ ~ A/"(0, a f ) . (B.26) 

Uma. condição necessária e suficiente para o GARCII(p,q) definido (viu (B.23) ser esta-

cionário e 

Teremos então 

V " . : V . / • : (B.27) 
i=i , i 

= 0, 

Cov(Zh Z/^k) = 0, k> 1. (B.30) 
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Uma, outra representação para, (B.23) é obt ida, considerando 

vl = Z 2
t - o 2

t . (B.31) 

Substituindo a equação (B.31) em (B.23) obtemos 

<i 
Z2 = A, + J2(<*I + + U, - £ , > (B-32) 

•»=i J=i 

em que p* — max(/j, q). Logo temos um modelo ARMA(p*, q) ])a,ra, Z\. No entanto i/( não 

c, em geral, um processo i.i.d. A representação dada por (B.32) é usada para a, identificação 

da ordem do modelo. 

G ARCH (1,1) 

Quando p = q = 1 temos 

a 2 = a 0 + «122
 L + A a2_. ,, cv0 > 0, a<, > 0, [h > 0 . (B.33) 

Para que o processo seja, estacionário no sentido amplo devemos ter «i + / i j < 1. E então 

teremos 

E(Z,.) = 0 e Var(Z t) = - . (B.34) 
1 - O' ;, ~ (íi 

Vamos também analisar a, curtose deste processo 

A' - J ® - - 3 [ l - ( « , + A ) 2 ] > 3 ( B 3 5 ) 

Como no modelo ARCII, temos que as caudas de Z, são mais pesadas do que a,s da, normal. 

Em geral, identificar a ordem de um modelo GARCIi a ser ajustado é difícil. Em geral 

são utilizados modelos de ordem baixa, corno (1,1), (1,2) ou (2,1). 

Nelson (1990a) mostrou que o .modelo a tempo discreto GARCH(1,1) converge para um 

modelo de difusão a, tempo contínuo quando os intervalos de tempo ficam arbitrariamente, 

pequenos. Já em Nelson (1992) foi mostrado que se o verdadeiro modelo é um modelo de 

difusão sem saltos, então as variâncias a tempo discreto são estima,da,s com consistência por 

uma, média ponderada dos resíduos passados como na formulação GAR.CH(1,1). As duas 

pesquisas citadas anteriormente dão exemplos da importância da classe GARCH(p,q), em 

particular do GARCH(1,1). 
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B.3 Mode los E G A R C H ( p , q ) 

Os modelos GARCH(p,q) são capazes de expressar a volatilidade das séries de retorno 

das ações. No entanto, os modelos GARCH levam em conta apenas o tamanho dos retornos 

e não o seu sinal , ou seja, ignoram o fato deles serem positivos ou negativos. Isto sugeriu 

que se procurasse um modelo 110 qual of respondesse assimetricamente ao resíduo positivo e 

negativo. 

O trabalho de Nelson (1991) introduziu o modelo exponencial GARCH ou EGARCH 

dado por 
00 

\xx(o2
t) = a l + Y JPkg{et-k) i A = 1, (B.36) 

k—\ 

em que al} í > 1 e ft, k > 1 são sequências não estocásticas reais. 

Para descrever a relação entre a mudança de sinal do retorno e a volatilidade existente, 

a função g(£t) deve ser capaz de expressar a magnitude e o sinal de Zt. 

Um exemplo importante para a função g é: 

^ í ) = 0e1 + 7 ( k t | - E ( | e t | ) ) . (B.37) 

Por construção g(£t) é uma sequência i.i.d. com média zero. Podemos escrever (B.37) 

na forma 

[(61 + 7 ) ^ - 7 ^ 1 ) , se eL > 0 
g{£L) = < (B.38) 

[ ( 0 - 7 ) e t - 7 E ( | e t | ) , se < 0 . 

E isto nos permite notar na volatilidade o chamado "efeito alavanca", ou seja, a resposta 

da volatilidade é mais rápida a retornos negativos do que a retornos positivos. Logo g(et) 

permite que o processo da variância condicional {of} responda assimetricamente a quedas e 

aumentos no preço da ação, ou seja, é capaz de expressar o "efeito alavanca". 

B.4 Mode los A R C H - M 

Muitas teorias em finanças são baseadas na existência de uma relação entre risco e 

retorno esperado. Vale ressaltar que o risco é muitas vezes aproximada pela volatilidade. No 

modelo ARCH-M introduzido por Engle et ai. (1987) a esperança condicional é uma função 

explícita da variância condicional 
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Yt — Xt-\f3 4- t/(of) 4- ZL (B.39) 

^ = a t8 t (B.40) 

O* = a0 + Yl<*iZLr (B-41) 
3 = 1 

Neste modelo um aumento na variância condicional será associado com um aumento ou 

uma diminuição na esperança condiciona] de Yt dependendo do sinal da deriva,da de g com 

relação a of. As escolhas mais comuns para g são funções lineares ou logarítmicas de of ou 

CL-

B.5 Mode los I G A R C H 

Chamamos de processo IGARCH um processo GARCI4 tal que, ao invés da equação 

(B.27) ser satisfeita, temos 

X > + í > = 1- (B.42) 
z—1 .7 = 1 

Se Zt segue um processo IGARCH então a variância, não condicional de Zt é infinita, e 

nem o processo nem seu quadrado Zf têm covariância estacionária. No entanto é possível 

que Zt seja originário de um processo estritamente estacionário no sentido da densidade não 

condicional de Zt ser a mesma para todo í, veja Nelson (1990b). 
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