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Resumo

Os modelos de volaiilidade estocdstica (MVE) sao bastante utilizados pela sua semie-
Thanga com os modelos habitualmente usados na Teoria Financeira. Nos MVE a volatilidade
independe dos retornos passados e € modelada conio nma varidvel latente nio observada,
atriavés de wna componcente predilivel ¢ outra alcatdria. A funcao de verossitnilhanca desses
iwodelos ¢ diffell de ser oblida ¢ maximizada.  Neste traballo descrevemos as suposicocs
et que os modelos de difusao para séries de relornos se baselam, assitn como as suposicoes
tomadas pela modelagem discreta. Apresentamos os MVE ¢ alguns de scus métodos de es-
titacao. Trabamos de dots modelos continnos, de alginmas de snas propricdades ¢ taunbém de
dois MVE discrelos que convergem para tais coutituos. Traballiaunos cotn aina aproximagao
linear de um deles, apresentando o filtro de Kalinan, ¢ sna verossimilhanca obtida depois da
filtragem. O algoritino de Metropolis-Hastings (ol cmpregado na abordagem da verossimm-
lhanga, assim como na bayesiana do caso linear. Utilizamos o fillro estendido de Kalian
cowbinado com a aproximacio de Laplace na constimeao da fungao de verossimithanga dos

dois MVE abovdados neste traballw.



Abstract

The stochastic volatility wodels (SVM) are quite habitually used by their siimilarity with
the models used in the Financial Theory, In them the volatility is described through their
last values and it does not depend on the last returns. The likelihood Mction of SV is
difficult of being obtained and maximized. In this paper, we have described the liypothesis
i which the diffusion models [or series of retins are based. as well as the suppositions
taken by the discrete modelling. We presented SVM and some of their estimate methods.
We treated of two continuous models |, of some of their properties and also of two discrete
SVA that converge for the continuous ones. We worked with a linear approach of one of
them, presenting the Kalman filter, and its likelihood obtained after the filtration. The
Metropolis-Hastings algorithm was nsed in the approach of the likelihood, as well as in the
Bavesian of the linear case. We used the extended Kahnan filter combined with the Laplace
approximation in the construction of the likelihvod function of the two SVM approached in

this work.
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CAPITULO

Introducao

Os primeiros estudos dedicados o descrever o comportanento do retorno ou log-retorno
de ima acao, (veja, nascecao 11 a definicio dos termos financeiros utilizados neste trabalho),
enfocavam apenas o primeiro womento do modelo. Momeutos de ordem mais alta, como
por exemplo a variancia, eram ignorados pois eram considerados constantes. No eutanto,
na pratica, isto nao ocorre. Um exeniplo simples desse fato é notar que cur dias com niaior
niameros de transacoes o seegnndo momento ¢, em geral, maior do gque eni dias nio comerciais.

A confirmagio da presenga de heterocedasticidade nas séries financeiras imeenlivou as
pesquisas va modelagem da volatilidade, nome dado e inangas a variancia condicional
de mna variivel, Unia das téenicas capaz de caraclerizar o comportamento da volatilidade
do retorno foi introdnzida por Eugle (1982) ¢ ¢ chamada de processo anto-regressivo coun
heterocedasticidade, ou simplesinente ARCIL Séo modelos a tempo digereto fundamentados
na idéia de que a volatilidade ¢ caracterizada por valores passados dos retornos. Qulros
modelos discretos foram desenvolvidos a partiy do ARCH, como por exemplo GARCH pro-
posto por Bollersley (19386), LGARCH apresentado por Nelson (1991), IGARCH por Engle

& Bolleyslev (L1956), entre onlros (veja pex. Hamilton, 1994). Uma ampla revisao das pro-
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pricdades desses modelos pode ser encontrada em Bollerslev, Chou & I<roner (1992) ¢ nima,
breve desericido desses modelos ¢ encontrada no apéudice 1.

A nportancia dos modelos ARCH veio de certa forma da sua divela associagao entre
variancia ¢ risco o da fundanental relaciio entre risco ¢ retorno (no comdrcio de compra).
Utna aplicacao desse modelo em séries financeiras bhrasileiras pode ser vista ent Tssler (1999).
Tres das mals proewinentes teorias de precificagao de agao sdo fundamentadas nos mode-
los ARCLL: Capital Assel Pricing Model (CAPM), Consumption-Based CAPM ¢ Arbitrage
Pricing Theory (APL).

Existem tawhém os modelos de volatilidade estocdstica (MVE) propostos originalmente
por Taylor (1982) . A fundamental diferenca entre esses modelos ¢ os madelos do tipo ARCH
¢ que, nos MVIES a volatilidade ¢ modeladaccomo uma variavel latente ndo observada, atraveés
de wna componente preditivel e outra alealdria,

A ainda os modelos a lempo contimuo que se propoem a estimar a volatilidade. Fsses
modelos siao baseados em sistemas de equacoes diferenciais estociasticas ¢ lambém sao MV,
ot seja, modelanm a volatilidade por wn processo nao observado. Como as observacoes podein
ser feitas apenas a tewrpo diserelo, existe wn grande inberesse em aproximar nm modelo de
difusao por v modelo a tempo disercto ¢ vice-versa, (veja poex. Nelson, 1990a).

A verossimilhanca de sistemas de equagoes diferencias estocdsticas nao lineares observa-
dos e Lemnpos diseretos pode ser mutlo dificd] de ser ealaulada, especiahnente no caso dos
MVE que sao descrilos por variavens de estado ndao observadas. Mais delalhes arespeito das
difienldades ¢ das vantagens deste tipo de modelo serio dados nas segoes 1.3 ¢ 1.4,

Liste trabalho estd organizado da seguinte fonoa: nas secoes seguintes introduzireinos
alguns ternwos [inanceiros necessdrios para seu entendinento, apresentareinos as suposicoes
e que os modelos de ditusio pira séries de retornos se hasclan, assim como as suposicocs
tomadas pela modelagen disereta. Naosecao 1.3 introduziremos os modclos de volatilidade
estocdstica e, eu seguida, alguns de seus métodos de eslimacao. No capitulo 2 apresentare-
mos os modelos continuos tratados neste traballko, algimas de suas propriedades e tarnhém
aproximacoces discretas que convargen para os conlinuos. Dara [acilitar a compreensio da
metodologia aplicada aos modelos abordados neste traballio, traballiaremos primciramente
cotn mna aproximagao linear no capituto 3, apresentando o filtro de Kahuan, ¢ a verossimi-

Ihanca obtida depois da filtragem. No capitulo 4 consta nma extensao do fillro de Kaliman,
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¢ uma forma de usa-lo na construcao da funcao de verossimilhanca dos nwodelos agqni trata-
dos. Finahnente no capitulo 5 apresentarcmos os resultados empiricos refercuies ao Lerceiro
capitulo. No apéndice A consta a descrigdo dos métodos nunéricos utilizados neste traballio.

Ja no apiendice B3 ha wna breve apresentagao dos modelos discretos aqui citados.

1.1 Terminologia em Financas

Nesta segao, apresentamos uma hiveve explicagao de certos termos coommins em finangas

aue sao usados neste traballio. Para wais delallies sugerinios (p.ex. Hull, 1996).

1.1.1 Retorno

Seja Sy o prego de uma agao no instante £, o reforno da agdo no iutervalo (€ L 1), AS,,
é

ASy = S - 8 1, (1.1)

ou seja, retorno ¢ a vartugao do prego de w ativo (no caso cousideramos wna agao). Jd
variacao relativa de pregos de i ativo ¢ chiamada de retorno liguido somples ¢ ¢ dada por

. S - S 5
Ry = 2 el Y_"._ . (1.2)
LSL 1 ‘H!,- I

Normalmente /2, ¢ expresso e porcentagem sendo também chivnado de tara de retorno. A
racao 5, /8, | damos o nome de retorno bruto simples.
i a0 ‘7( /00

E muito comum enfocarmos o retorno composto continuarnente ou simplesmente log-

retorno de mna agan definido por
&
I, = low -5-[—— = lop S, —log 5, , (1.3)
D

A série de retornos tent caracleristicas mals {ralivels do gne as sérics inanceiras, pois os
relornos raramente apresentain tendéncias ou sazonalidades; sdo ein geral nao-corvelacionados;
os quadrados dos retornos sio anto-correlacionados; as séries de retornos aprescutain agri-
pamento de volatilidade ao Tongo do tempo; além disso a distribuicao nao condicional dos
retornos tem caudas tals pesadas comparadas com as da normal ¢ ¢ leptoairtica, cibora
quase simétrica. Algumas dessas consideragoes podenu ser observadas comparando os grifcos

das séries de retorno e log-retorno do indice de fechamento da Telebras dados na figara 1101
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Figura 1.1: Série de retornn e série de log-retorno da Telelhwas (02/01/92 w 05/01 /96).

Una das explicacoes a vespeito do comportamento leptocirtico das distribuigoes dos
retomos dada e finangas ¢ haseada na mancira como as informagoes chegam ao mercado
[inanceiro. Com freqiicnicia varias informagoes ou “noticias” chegan e win meswo intervalo
de tempo. A chicgada de novas informagoes ¢ que iinpulsiona o coméreio de agdes fazendo com
que o8 pregos softam nmuitas imudangas. Do contravio, o seja, gquando poucas infornmagoes
chegan ao mercado financeiro, o valor das acoes varia pouco. 1 devido aos extremos pouca
ot muita mudanca que a distribuicao tem candas mals pesadas ¢ picos mais agudos em

relacao wos da distribnigio normal.

1.1.2  Opgao

sSuponha que tenhianmos unn titulo, chamado opedo, no tempo £ = 0 que nos da o direito
e comprar on vender wina acao antes do on no terapo T tempo de malwridade ou tempo
de vencimento da op¢do. Se pudermos exercer essa opeao, on seja, exercer o diveito de
cotpra on de venda da acio @ wn determinado preco K, chamado de prego de evercicio
da opgao, somente no tampo de venciimento T, teremos na opgdo ewropéia (de compra ou
de venda). Caso possamos exereer a opcio antes do terapo de exercicio, Lemnos mna opgao
amertcena. No mercado [inanceiro existem outros tipos de opgdes, no colanto o descrito
acitna ¢ suliciente para que se entenda o conteddo deste Lrabalho,

O titnlar de wna opeio nao é obrigado a exercé-la. Por exemplo. se no tempo T o preco
div agdo S mais o preco da opgao ¢ menor do que A (no caso de opeito de compra), @ opgio

nao serd exercida, pois pode-se obter a acio pelo preco S no mercado financeiro.



1.1, TERMINOLOGIA M FINANCAS J

Suber qual serd o preco de uma agio é muito imporlante para se estudar o prego de
exercicio e mesimo o preco da opgao. Um dos primeiros modelos de precilicacao de opgio
surgiu no traballio de Black & Schales (1973} e se vestringe a modelar o valor das opeoes de
compra curopéia. Ja as publicagoes Eugle (1932) ¢ Bollerslev (1986) modelamn o vetorio de

u agao ¢ se basciam e premissas diferenies das de Black & Scholes.

1.1.3 Volatilidade em Mercados Financeiros

Volatilidade ¢ o nome gendrico dado a variancia condicional de uma varidvel alealoria.
L financas, o termo ¢ habitnalmente usado para denotar a variancia condicional dos retor-
nos de uma acao. Portanto, a volatilidade do prego de mma agio ¢ a medida da tucerteza
quanto as vscilacoes futwras e seu prego. Quanto maior a volatilidade, maior a possibilidade
de a agao ter um descpenho tanto mito hom quanto muito min..
Se o conportamento dos retornos fosse homocedastico ¢ normahnente distribuido, nma
estimativa para a volatilidade seria

V- 2
0 Dl AS)T .
R R R O S (1.4)

et gue AS; ¢ o retorno de wma agdo no tempo g, veja (Issler, 1999, veja).

Neste trabalho tratamos por volatilidade o chamada volalilidade cstalistica.  Existe
também a volalilidade amplicite que estad associada a mudanga que o prego de wma opgio
(nao o de wma agao) sofre no mercado. A volatilidade implicita, que também considera
homocedastico o comportamenio dos relornos, ¢ dada pela solucio da formula de Black &
Scholes. Nessa ¢ assamido que o prego de uma agao tem disiribuican log-uormal, apesar das
evidéncias enpiricas mostraren o contvario, (veja p.ex. Fana, 1965; Hsicl, 1989; Lee & Tse,
1991). O trabalho Black & Scholes (1973) ¢ wn ponto de referencia para o esludo das nogoes
de volatilidade, wesiuo porque esse wodelo se bhasclu em wn processo estocastico a tenpo
coulinuo, ¢ tal tipo de processo ¢ amplamentie utilizado para descrever o comportamento dos
pregos de agocs.

Nas séries de retoros sio observados aglomerados de volatilidade {wolatilily clustering).
Sau episddios de alta ou baixa volatlidade que estao inthmamente ligados com as cadas
densas da distribuicao dos relornos. A modelagein dessas séries € essencialmente construida

para descrever esse comportanmento. Aléin disso pode-se nolar o chimado “efeito alavanea”,
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on seja, a resposta da volatilidade é mais rapida a retornos negalivos do que a retornos

posilivos.

1.2 Dinamica do Preco do Ativo

Para modelar o preco das acoes por processos de difusdao sao necessdrlas alguinas su-
posicoes iniciais. Vainos congiderar um ativo financeiro, por exemplo wina agao, com cotacao
diaria denotada por Sy Scja £2; o conjunto de informagoes obtidas até o instante [ ¢ consi-
dere a distribuicio condicional do retorno Sy, /8, da acio sobre o pertodo [ 41 L diado £2,.

Vamos assumir que os retornos do alivo téni esperanca condicional finita, ou seja,
(S /S 80) = SRS 4 ]) < 1o (1.5)
¢ tanbdém, vartancia condicional finita
Var(Sen /S 0) = S, Var(Sy %) < +oo. (1.6)

A taxa de retorno coutinuamente ajustada ¢ caracterizada por

~1
~—

l)}. o ]():’3 [_.'\1(,5'/ {_/,_',/b',’fz,) . (] /

Entiao podemos fornmlar as hipdteses acima como sege.

Hipdtese 1.1. A taxa de retorno esperada continuamente ajustada converge quase certa-

mente para valoves linitos, pz(82,), quando b tende a zero pela direita. Temos entdo que
E(.S‘(.}.;,%Q,‘) — Aq(_ ~ /}.;{,S(Qr,)._q, \ (IH)

o que na notacao diferencial é o mesmo que

d .
%E(STISL) = 1s()S,, quase certamente. (1.9)
dr

Tl
Hipdtese 1.2, A variancia condicional do retorno 7' Var(S,,,,/9]82) converge quase certa.
oo 2 . . - ~ 'Ry .
wenbe para um valor finito a3 (§2,) quando A tende a zero pela dirveita. Na notigao diferencial
temos
d

- Var(S:Q,) = 05(Q)S7,  quase certamente. {1.10)

dr ,

H
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As hipdteses 1.1 ¢ 1.2 nos levant a representar a dinamica. do preco do ativo da seguinte

forma

de = IILB{Q[)Sf_dL -+ US(Q{)SA(H/V[ N [111)

cm que Wy é um movimento browniano. Logo, temos definido o chamado processo de vola-

tilidade instanténea o4(,) que pode ser eserito, seguindo a notacio acima, na forma

1/2
os(f) = (1’:11{)1 ! Va.t'(,S'Hh/S’,,|Ql)) ) (1.12)

O uso do movimento browniano na precificagiao de agdo se justifica devido aos retornos
dos ativos nao serem totalmente previsiveis. Isto se da pela eficiente e quase que instantanea
clicgada de inforinagoces ao mercado financeiro provenicutes, atualniente, do mundo inteiro.
A demanda dc informagoes que chegam ao mercado justifica também a suposicao de que os
retornos em periodos regulares de tempo, [t+k, t+k+1],k = 0,2,...h—1, s@o independentes
¢ identicamente distribuidaos.

Vale notar que a férmula de Black & Scholes foi baseada num processo com pg(€),) = ps
e 05(£2) = o5 constantes para todo ¢, ou seja, bascada na idéia de que o prego da agio segue
um novimento browniano geométrico.

Agora consideremnos que a dinamica do prego do ativo ¢ governada por varidveis de estado
nao observadas, como feito, de forma simplificada, no modelo de Hull & White (1987). Assim,

assumiinos que wn processo de difusac Up descreve a variavel de estado como

dSL = [,LLStdt -+ mStdI/VL

AU, = ydt + 6,dWV (1.13)

Cov(dW,,dW!) = pdt

\

el que Ly, 0,7 € gy sao como na hipotese a seguir.
Hipétese 1.3. ju, 00,7 € p sao IV = [U,, 7 < 1] adaptados.

A hipétese 1.3 nos da que o processo U identifica a dindmica do prego do ativo S, B
implica gue, dada uma trajetdria das varidveis de estada (U, )p<r <7, 08 retornos consecutivos
St /Su: 0 <ty <y <. <t < T sdo estocasticamente independentes e com distribuigao

log-normal.
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1.2.1 Modelos Discretos

Nesta se¢ao tratarcimos de modelar a dindinica de um ativo por un processo disereto
no tempo analogo ao processo descrito em (1.13). Isto também justifica a utilizacdo da
aproximacao de Euler neste trabalho. Para maiores detalhes veja capitulo 2.

Um modelo disereto baseado no modelo (1.13) ¢ dado por
log(9111/51) = p(U0) + o(Up)ers - (1.14)

Como leito na modelagem continua, devemos impor algumas hipéteses plansivels capazes de

assegurar a descricio das caracteristicas das séries financeiras.

Hipdtese 1.4. O processo ¢; é independente e identicamente distribuido (i.i.d.) e também

independente da variavel de estado do processo.

Considerando esta hipétese, podemos interpretar estatisticamente as fungoes u{U,) e
o(U;) como coeficicute de tendéncia e coeficiente de volatilidade, respectivamente. De fato,

E[]Og(st.+ l/S',)IQi] — E{E[log(s"f_,.l/.S'()[((]T, Sy T i: I)HSZ,] (] 1 )
15

= Elu(U)

‘QI]a

jd que Ble, oy |{(Uryer,m < U] = Elo,le, 7 < (] = 0 devido a nio influéncia de U, e ¢ de

acordo com a hipdtese acima. Da mesma forma mostramos que

Var(log(Si1/50) — w(U)|QU] = Elflog(Si41/5:) — u(U)[$0]%] — [Elog(Si11/S:) — 1(U)|2])?

-~

= E[[IOg(StH/Sx) - H((-’Tr.)mt]gl = E[[”((/’L)&Tl]g]
= Blo* (UL, 112) = Ele*(T)[0],

(1.16)

el e a peniltina passagem se da pela hipdtese aciia.

Hipétese 1.5. Seja Qff = 0[S, /S, 7 =0,1,... t-1, t] a o- dlgebra gerada pelo conjunto

de retornos passados. Suponhamos, entdo, p(U,) seja uma funcio QLR— mensurdavel.
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Incluindo essa iltima hipétese nas equages (1.15) e (1.16) conclufmos que
Eflog (S /SIS = u(Uy) (1.17)

€

Var[log(Se1/S:) — (U927 = Blo*(U)10F]. (1.18)

O trabalho Ghysels, Harvey & Renault (1995) aborda a questao da dinamica dos precos

de ativos, destacando o caso de o ativo ser viia opc¢ao.

1.3 Modelos de Volatilidade Estocastica

Os modeclos de volatilidade estocdstica (MVE) s@o hastante usados pela sua semelhanga
com os modelos habitualmente usados na teoria financeira. Comparados com os modelos
do tipo ARCH, os MVE sio capazes de descrever de forma mais adequada as propriedades
observadas nas séries didrias de ativos financeiros, (veja p.ex. Carnero, Peiia & Ruiz, 2004).
Além disso, na classe ARCII é suposto que a varidncia condicional depende dos retornos
passados. J& no modelo proposto inicialmente por Taylor (1982), a volatilidade é descrita
através de scus valores passados e independe dos retornos passados.

Consideremnos agora nm processo descrito por
Hiyy = e+ i€, (1.19)

e que gy ¢ wina funcio mensuravel pelo conjunto de observagdes H, ¢ QF,7 < . Pela
equagao (1.18) temos que

Var[H |2 = Blof|9]], (1.20)
sugerindo que

1. os aglomerados de volatilidade podem ser caplurados por um processo com esperanga

condicional descrita por um modelo auto-regressivo; e

| O8]

as caudas densas podem ser obtidas através de erros €, com distribuicao de caudas

pesadas ou por caracteristicas estocdsticas da Ela7 €],
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Geralmente um processo que detém as caracteristicas dadas em (1) ¢ (2) ¢ um processo
auto-regressivo de ordem 1, AR(1), para alguma fangio ndo-huear de ;. Em suma, assume-
se que a volatilidade segue wmn processo de Markov de ordemn um, ndo necessariamnente linear
enm ay. Fol 1850 que motivou o trabalho de Andersen (1994) a introduzir a classe de modelos
anto-regressivo de volatilidade estocastica (MARVE).

Essa classe engloba varios modelos jd conhecidos na literatura, como ¢é o caso do proposto

por Taylor (1982), wm modelo anto-regressivo de variineia aleatorta descrito por

Y = 01&y (]2])

logo, = a+¢logo—1+mn, (1.22)

sendo 1 um ruido branco.
A forma candnica de K, Kim, Shephard & Chib (1998), também faz parte da classe

MARVE e é descrita por

Y = a"e"”/zé't (1.’23)

Vigr — = By, — a) + ogn, _ (1.24)

e que €; ¢ 7 sao normalmente distribuidos com média zero ¢ variAncia unitaria.
n

O MVE mais popular na literatura dentro dessc contexto ¢ também um MARVE. E é

dado por

y =+ ot e, (1.25)

ve = o1+ oy, (1.26)

em que v, = In(o?/o*?). Mais detalhes a respeito deste tipo de modelo serfio dados na SCGAO
2.3.1.

As propriedades dos MARVE (¢ sido estudadas em vdrios trabalhos (veja p.ex. Taylor,
1994; Barndor{l-Nielsen & Shephard, 2001). Ha também trabalhos que, ao invés de tomarem
erros g; com distribuigao Normal, assumem erros com distribuigdes de caudas pesadas, (veja
p.ex. Harvey, Ruiz & Shephard, 1994; Sandmann & Koopman, 1998; Watanabe & Asali,
2001). No entanto, vale ressaltar que os trabalhos Andersen, Bollerslev, Dichold & Labys
(2001) e Andersen, Bollerslev, Diebold & Labys (2003) mostramn que a log-volatilidade pode

ser aproximada por wma distribuicio normal, ou seja, considerar erros ganssianos ¢ adequado.
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A twmportancia dos MARVE também se da por poder incorporar o efeito alavanca (comen-
tado 1 secao 1.1.3). Para isso, o trabalho ITarvey & Shephard (1996) propde que os erros
g e do MARVE sejum negativarmente correlacionados. Para o mesmo fthn, o trahalho

de Jacquier, Polson & Rossi (2002) sugere que 0s e11os £, ¢ 1 sejaimn correlacionados.

1.4 Métodos de Estimacao

Ao coutrano do que ocorre com osmodelos ARCH, a hgao de verossinulhanca dos MVE
¢ diffcdl de ser obtida e maxinzada. Nos tltimos anos, virias téenicas de estimacio foram
estudadas a [l de suprr estag dificuldades ¢ permitiv as aplicagées empiricas dos MVIS
Basicanente, las téemcas se dividem em dois grupos: métodos gue visain a consurugao
da verossimilhanga exata e métodos que buscant aproximmd-la on simplesmente a evitam.
Trabalhos como Kim et al. (1998) ¢ Sandniann & KKoopman (1998} se encaixain no prineiro
grupo. O método da quase-verossimilhanga nsado por Harvey ef af. (1991), agsim como o
método dos momentos originahuente proposto por Taylor (1936) sio exemplos de idenicas
do segundo grupo.

Unt dos principais objetivos da wodelagen de mma série lnauceira ¢ a estinagio de sua
volatilidade. Nos MVE a volatilidade ¢ deserita por win processo nao ohservado, o ¢ue requer
o uso de [liros para sua estimacio. Nos modetos Hincares com relagao a vavidvel de estado
em que a varidvel observada é deserita por equagdes cujo miido néo depende da variavel de
cstado, o nso do iltro de Kalman (FIC) cinupre o objetivo em gnestio. Os MVE nao possuens
essa caractaristica, pois caso tvessem, pela equacio (1. 11), devertanos ter o(U,) mna ficdo
constante, on ao ntenos, independente da variavel de estado. Isto iplicavia, pela equagao
(1.16), em um modelo homoceddstico, on condicionalmente homoceddstico (com relagio ao
conjnnto de observagoes passadas). No entanto, neste traballio, propomos uma aproximagao
Hncar em que o PN se adequa, veja segao 3.2.

Quando wio fewos modelos hncares mas amda que tenhan rmiido independente da variavel
de estado, podemos aplicar o filtro estendido de Kalman (FEK). Sua constrmcao esta feita
no capitwlo 4. No enlanto, nos modelos tratados neste trabatho, alén da linearidade nao
ser atendida, o rdo estd wnltiplicado por uma fungao da vartivel nao-observada, Nesse

caso, nao ¢ possivel o uso completo do FEK, nsaremos apenas sen primeivo estdagio. O
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inconvenienbe dessa abordagem ¢ que ela ndo nos fornece wn filtre capaz de estimar os
esladus, ¢ sim apenas nos permite estimar os pardametros do modelo, (veja segao 4.3).

O desenvolvinmento de mclodos de integracao numdérica como por excimplo os métodos de
infegracaon de Monte Carlo vin cadeias de Markov (MCMC) ¢ os métodos de re-amostragemn
por importancia, veja apéndice AL permitem a obtencao das estimativas de mdximna ve-
rossinilhanga para os parametros dos MVE. A re-amostragem por importancia, comparada
com os algoritinos MCMCOC, ¢ menos custosa computacionalmente ¢ evita problemas de con-
vergéneia.  Aldim disso, suas estinalivas podem ficar mais exatas aumentando o mimero
de ileracoes. Jaos algoritimos MCMC sao mals Hexivels ¢ capazes de dividir problemas
e dimeusoes altas em casos de menor dimensiao. O trabalho de Sandmann & Koopman
(1998) ¢ um exeplo do emprego do MCMC dentro desse contexto. Bsse utiliza uiie rans
[urmagao na equagao das observagdes de i MVE hdsico, fazendo com que esta seja lincar
i dependencia dos eslados ¢ lenha ruido log qui-quadrado. No caso de modelos com média
cstocdstica, casa linearizaciao nao ¢ possivel. Mas ha oulras formas de abordagens desses
modelos. Uma delas ¢ dada por IKoopman & Uspensky (2002) ¢ne faz uso do MCMC para
se oblerent as estimativas de waxima verossimithanga.

Parva conliccer ontros métodos de estimacio recomendamos Pelegrin (2004) assim canmo

os trabalhos nele citados e Ghysels el al. (1995).



CAPITULO

2

Modelos | e Il

Apresentaremos aqui os dois modelos enfocados neste trabalho, juntamente com suas
aproximagoes discretas que scguem primceiramente, pois algunas de suas propriedades de-
pendem delas. Antes disso, imtroduzimos alguns conceitos béasicos para o entendimento do

capitulo, baseados em Morettin & Toloi (2004), Cinlar (1975) ¢ @ksendal (1998).

2.1 Preliminares

Defini¢ao 2.1 (Processo Estocastico). Seja T' um conjunto arbitrdrio. Um processo
estocdstico ¢ mma famnilia Z = {Z(t),t € T}, tal que, para cadat € T, Z(t) é uma varidvel

aleatdria.
Tnformalmente podemos dizer que um processo estocastico ¢ o conjunto de todas as
possivels trajetdrias de um certo processo. Da definigao formal concluimos que processo

estocdstico ¢ uma familia de varidveis aleatorias.

13
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Defini¢ao 2.2 (o-dlgebra). Scja Q um conjuntto qualguer. Entao a o-algebra F com

relagao a £ ¢ wma familia 7 de subconjuntos de €2 com as scguintes propriedades
(i) 0 ¢ F;
(ii) FeF = F¢ecF, emque ¢ denota o conjunto complementar de I em €2

(111) _/11}/1’3,... eF=> A= U;x:_] /1,; e F.
Defini¢ao 2.3 (Processo Mensuravel). Considere o espago de probabilidades (2, F, P).
Dizemnos que X @ 2 — R é um processo mensuravel com relagio a F, ou simplesmente

F-mensurdvel, se ¢ somente sc {w : X(w) < a} € F, para todo a € R,

Defini¢ao 2.4 {Processo Adaptado). Seja M, wma familia crescente de o-dlgebras de
subconjuntos de €. Um processo B{w) € R, parat > 0 e w € 0, é um processo adaptado
com relacao a M, chamado M-adaptado, se para cada & > 0 a fingio w -+ B(w) ¢ M-
mensurdvel.

De maneira simples, podemos dizer que wmn processo B{w) ¢ M-adaptado quando as

informagoes “contidas” na g-dlgebra referente sao suficientes para “descrevé-lo”.

Defini¢ao 2.5 (Processo de Markov). Um processo estocdstico {X,,,n € N} é num pro-

cesso de Markov com espago de estado F enumeravel e finito se
P(/\n-H = le-’\{[) =19, Xy =11,..., X, = “Z,,) = I)(‘\,ﬂ-}—l = j|-’\/-n = "':'n)! {21)
para todo n € N e dg,4(,...,1, € E.

De mancira informal, podemos dizer que umn processo estocdstico é um processo de Mar-
kov se a probabilidade de movimento para j depende apenas do estigio imediatamente

anterior, ¢, ou seja, nao importa a trajetéria, e sim o “tamanho” do passo.

Defini¢ao 2.6 (Processo de Wiener). O processo de Wiener ou movimento brow-

niano WV -~ {W, 1 > 0} ¢ wmn processo estocdstico com as segnintes propriedades

(i) Wy =0
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(i1) os incrementos W, — W sao estaciondrios ¢ independentes;
(iii) para todo ¢ > 0, W, ~ N(0,t);

(iv) as trajetérias sdo continuas quase certamente (q.c.).

Observacao 2.7. A condi¢ao de estacionariedade junto com o fato de W, ter distribuicio
normal implicam que W, —W,, para t > s temn distribuigio normal com média zero e variancia

t—s.

Definicao 2.8 (Equagao Diferencial Estocdstica). Uma equagao diferencial estocdstica
(EDE) dada por

(ZXL = (Z(Xh /)(“ + b(Xh /«)dl"ft N (22)
em que a( X, 1) e b(X,, 1) sio fungdes conhecidas, é apenas uma forma abreviada de repre-

sentar a ecquagao integral estocistica

L gy
X, = Xo+ / a( X, 5)ds + / b( Xy, s)dW, . (2.3)
{) } .

0

A cquagao (2.2) nao faz sentido matemdtico, ji que cla envolve a derivada de unt processo

de Wiener que niao tem derivada em quase todo ponto (exceto como processo generalizado).
Representando a EDE na forma (2.3) damos seutido a ela, pois sua solugio pode ser dada
explicitamente.  Sobre certas condighes impostas as equagbes a( Xy, £) e (X, t) ¢ possivel
mostrar que a EDE tern uma tnica solugao X, veja Gksendal (1998). Tal solugao ¢ wu

processo estocastico ¢ nao uma solucio determindstica.

Definicao 2.9 (Aproximacao de Euler). Seja X, tp < ¢ < T um processo de [to tal
como em (2.42) ¢ com condigdo inicial X,, = Xy. Tomemos uma discretizagdo o < {1 <
< ... < ly = T do intervalo de tempo [0, T]. Seja Y = Y(l) para fo < ( < T wn

processo estocdstico continuo no tempo com condigao inicial ¥y = X, e tal que
- - . e 7 4 s
Vi = Yo+ alt,, Vi) (bnvr — t) + 0L, Vi) (Wi, — Wa), (2.4)

pava 1 = 0,1,..., N ~ 1, em que ¥, = ¥ (4,,). O processo YV ¢ o que chamamos de apro-
ximacgao de Euler, ou seja, a aproximagao de Euler ¢ uma técnica basica de discretizagao

de wn processo de Ito.
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2.2 Modelo discreto por modelo de difusao

A wmoadelagem continuna ¢ capaz de representar as preomissas tedricas da precificagio
de ativos. No centanto, a coleta dos dados somente pode ser [eita em intervalos discretos
de tempo. Temos entdo de um lado wm modelo tedrico contino e de ontro dados reais
discretos. Uma possibilidade de wnir a teoria a pratica ¢ procurar um processo limite para
um processo disereto, ou seja, mostrar que a pratica pode se aproximar da teoria. Nesta
segao apresentaremos condicdes gerais sob as quals uma seqiiéneia de processos de Markov
discretos no tempo converge [racamente para um processo de Tto.

Primeiramente vamos construir wmn processo contimo no tempo a partiv de um processo
de Markov discreto no tempo. Dado £t > 0 arbitrdrio; considere o processo de Markov
discreto no tempo Xg, Xy, X, ..., X, denotado por { Xp}, em que Xy, toma valores no
R™ para todo k. Assnma que sejam conhecidas as probabilidades de transigao de { X} ¢
a distribuicao da varidvel inicial Xy O processo contiiio no tempo {th) } é constimido
através do processo discreto { Xy} fazendo XLU') unla fungao step com saltos nos tempos

2D, .., o tal que X,‘U") = Xy quase certamente para kh < ¢ < (h-+ 1)h. Sejan

pa(z) = hle{(Xl.{i)z - XL{;’L))lX:Eh) =z (2.5)
e
Tulz) = W Covl(X X, — XN = o] (2.6)

" : , ie h g -~ . . . -(f
Considere também que Fh()\((, )) denota o fungao distribuigao aciunnlada de X((, D)

Teorema 2.10 (Stroock e Varadhan (1979)). Scja {X,} wmn processo governado pela

seguinte equagao integral estocistica

¢ 4
X, = X+ / ((X,)ds + / SU2(X)dWy, (2.7)
1] 0

em que W, é um movimento browniano padvdo, p(-) ¢ uma fungdo continua do espago das

mabrizes reais N ox N. Suponha que a integral em (2.7) tenha soligio fraca iinica. Se
L Fu() - F(:) quando h ] 0 para todo ponto de continuidade de F(-);

2. (7)) = p-) nnilormemente para todo conjunto limitado de z quando h | 0;
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3.8, () » X)) uniformemnente para todo conjunto limitado de @ gnando 2} 0;

. . , Sy v A1) 1208y 1 (1 o

4346 > 0wl que h7'E] ‘\A(:_L]vl - X ‘L\f‘:'J r]+ 0 uniformemente para todo
coujunto limitado de o quando b | O (| A = [frac{AA)2)

~ - (W) 3 -
Entio { A} )} converge fracamente para { X, } quando £ | 0.
As Lipdteses acinia equivalem a dizer que

[ ¢ necessiwio que as wedidas de probabilidades ), das variidvels iniciais ,\(5,*" convivjam
para uma medida limite 7 quando A ] 0

2. a teudéncla do processo {X}, gy, ¢ a matriz de difusao, Yy, deven convergir unitor-
newentbe e conjuittos compaclos para fungoes continas ¢ bem comportadas jre 32
respectivanente;

3. As diferencas do processo X JE,” devemn ter pelo menos wn dos momentos absolutos
de ordem waior ¢ue dois, por wnidade de taunpo, convergindo para zero a una baxa
apropriada gunando o] 0.

2.2.1 Modclo 1

O modelo T éwm processo de dilusdo deserito pelas equacoes (2.8)-(2.10) dadas o seguir.

e WY e -
i, = (;.L - ) df - ey, (2.8)
dv ey = Ala = v)dl -+ “(!If’, ., com v =lun J?: {2.9)
e que 1V e iT, sao processos de Wiener comn matriz de vartancias

14/ 1 p )

|| = f (2.10)
£ p 1
Apora considerc o processo a tempo disereto dado por
¢t 12 )2 o1

e = oA - - ) e =2, (2.11)
Vi = v A hPloe— 1) - DN (2.12)
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para £ = I, 20, 3h, ..., com [y ¢ 1y valores iniciais lixados ¢ conhecidos, ¢ (7, Z,) tem

distribuigio normal bivariada independente e identicamente distribnida (i.i.d.) com vetor de
médias (0,0) ¢ watriz de varianeia

, /.
Z 1y,

200 R 7 (2.13)
Z, po

i)

v . gyl
Definaunos os processos conftiinos no tempo //,£ ) ¢ vy por

Hg’] =1, ¢ z/th =y, para L< T <t .

(2.14)
Seja M, a g-dlgebra gerada por {H., v, 0 <7 < {}. Desta forma

IR - H, Y IR e (je— ‘;‘—) e RAOEV AR
2 V] SV — 1 i

~ | M,
; 1) ’ H
Vion U | Lid(oc - w) s W22, i
y (2.15)
hp— %) T
! =%, M| ;
\ it - 1y) - 1y)
Alem disso, oo matriz de vartancia por unidade de terupo ¢ obtida como a seeuir.
[ogn — I By
. 4 ¢ _ L+/
I War M| = 0"V o M,
12
V) = 1 iy Zy
, - 4
A 3 Ly ey 7, T
}x iy {) /I. C' ,,/2 0 . /[ (:?r f;/-' () o
\" al . j\/fl = \/ ar . (2 l () )
0 v Z, | 0 v 7z 0~
ot ypet

vty

Como Hy ¢ 1y sio fixos ¢ conhiecidos entiao a hipdtese | do teorema 2,10 é satisfeita. Os

cilenlos eun (2.11) ¢ (2.16) mostram que

(I, v)) = - (2.17)
Al — 1)
Ow f},./)(\“.-.

Eu((Hs1m)) = . (2.18)
ypet
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L isto nos da que pn((Hy, 1)) ¢ 24((H, v)) nio dependem de b, portanto convergem uni-
formemente em qualquer conjunto limitado de (I/;, 1) quando h | 0. Logo sao satisfeitas as

condicoes 2 ¢ 3 do teorema 2.10. E facil, embora trabalhoso mostrar que

12y 1 vt
E{/f}(ﬂz.+ L Ut)diMlJ — b3 (,u - e_) - Ah? (;.L — %—) ot 3he®™

2
o 2 (2.19)
9> _—— M
+-2h ( 2) ¢ T 0
€
b (s — ) 1M = 950 = ) + 1P e ) + 402 e )
(2.20)

FR2F* Y o — 1) 3y = 0.
10

A hipdtese 4 é entao satisfeita com 6 = 2
Ainda resta provar que o processo {X;} tem solugao fraca vinica. O trabalhio Nelson
(1991) reswne algumas condigoes suficientes para a existéncia ¢ unicidade de um processo

de difusao limite. Tomemos como exemplo o caso cnunciado a seguir.

Proposicao 2.11. Considercmos a notagao apresentada no teorema 2.10. Assegurando que
pn(x) e Xp(x) sejam fungdes continuas tanto e @ quanto em h ¢ também garantindo que as
derivadas parciais de primeira e segunda ordens com relagio a x sejam continuas, tereinos
definido unicamente win processo de difusdo limite.

PPela cquacao (2.14) temos que gy, ¢ continua tanto em /{; como em v, as derivadas
de primeira e segunda ordens sio nulas e, portanto, continuas. As derivadas parciais com

relaciio a v, também sao continuas como podenios notar

: e /2
O (11, ) = / (2.21)
oy, -3
e
32 —et /2
——L? ,Zl ((H.v)) = “ ' (2.22)
% 0

A coutinmidade da fungao 2, nas duas varidveis ¢ facilinente notada pela cquagio (2.18). As
derivadas parciais com relagio a Iy e a v, sédo iguais a zcro. Ja as derivadas parcials com
relagao a vy sdo dadas por

MY At Ny /2

a%, ¢ e

. ) 2.23
B, (( I 1/1)) 3,)2(‘.'/‘/2 0 ( )
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e
ath et %elﬂ/z By
T‘“Q_((Hh Vr)) = ) (2-2‘1)

dv; 22/ 0

¢ portanto sio continnas. Isto implica a unicidade da solugio.

Finalmente podemos concluir que (2.11)-(2.13), conhecida como aproximagao de Fuler
do modelo I, converge fracamente para o processo de dilusio definido por (2.8)-(2.10), quc
nada mais é do que o modelo T na sua forma matricial.

No entanto essa aproximagao de Euler ndao é wm processo ARCH. Para termos uma
aproximagio ARCII para o processo de difusdo em questdo, substituimos a equagio (2.12)

do sistema discreto por
Vign = v 4 Wl —v)) + W2 4(Z,,0), (2.25)

em que g(-) é uma fungio mensurdvel com Ef|g(Z,)[*™] < oc para alguin § > 0 e

Z 1 p
Var = . (2.26)
9(%:) rol

Para que o sisterna definido pelas equacoes (2.11), (2.25) ¢ (2.26) corresponda a um pro-
cesso BGARCH, como feito em Bollerslev, Engle & Nelson (1994) e em Nelson (1990a),

consideramos a fingio ¢(-) como

PR 9\ 1/2
qZ)=mZi+vy | = 1Z:l = | = , (2.27)
L —-2/m 7
ia que B(|£]) = (2/m)'% B(Z)7]) = 0 e Var(|Z]) = 1 = 2/7. ste modelo discreto ¢

valorizado pois incorpora as propricdades dos modelos ARCH, como a (dcil obtencao da
verossimilhanga e sua iuferéncia. Neste trabalho enfocaremos no capitulo 4 nma outra forma

de inferéncia, que ndo utiliza a aproximagdo ARCH, e sim a aproximagio de Euler.

2.2.2 Modelo I1

Chawnaremnos de modelo IT o processo de difuséo descrito a seguir.

4

a
dit, = | 1o — 5 di + o, dVW, (2.28)

do? = §(\ — o?)dt + CodV,, (2.29)
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ent que W, e Wy sao processos de Wiener com matriz de variancias

‘ 1 T op
Var ¢ = : (2.30)
H/t P 1

Scja 0 processo a tempo disereto dado por

ol L/ -
Hegy=H +h (/1 — —;) +- hf/“mZL,,nl {(2.31)
o2, = oF 4+ hd(A — o) 4- hM3ea, 7y (2.32)
para o= 1,2k 3. ... com Iy ¢ vy valores iniciais fixados e conhecidos, o (7, 2,) tem

distribuigio normal hivaviada id. com vetor de médias {0,0) ¢ matriz de varidncia

Z 1 p -
Var | | = : (2.33)
Zg /? 1

Y\ , . (h) o) ..
Sejan og processos continnos no tempo 1YY ¢ a“’(') definidos por
) 1 1 o 1
N I . y
H =1, e rff( g af, para 1< T <A D (2.34)

» N w~ . ’ »
Andlogo a secio anterior, M, denota a o-dlgebra gerada por {1, 02,0 <1 < (}. Desta

forma

Hoow—H [ (/,.H ~) 227\ |

h'E ‘x / .t M, | =17"E 3 I Nl l M,

(Tf+,, - o} oA - a}) -+ Weo, 7,4,
- ) . (2.35)
}!.(("'(),-—;'_) P-ta
= ! / - M| = ! z’
§A — a})

nS(A — o})

Vainos agora caleular a matiiz de variancia por miidade de tenpo,

. Ao, - o\ | N W0, 7
I Var _ ‘ | M| =" Var L M,
Oln =07 )| W2E0, Zypn
0 2\ ] o 0 7 o 0 o
var | | 7 M= Var | ' (2.36)
0 &oy Zy ] 0 &o, 7 0 o,

2

2 .
a, £po;

2.0

Card L
SPI STO,
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As eaquacoes (2.35) ¢ (2.36) nos dio respectivarmente as fungdes o ((F, 7)) ¢ 3, ((F7,,14)).
Novamente lemos que a tendencia ¢ amatriz de difusao ndao dependen de e e entao temos
satisleitas as condicoes 2 ¢ 3 do teorema 2,100 O mestmo ocorte conn a hipotese |, pois
consideramos as condigoes iiciais, fy ¢ of conhiecidas e lixas. Pela cquagiao (2.19) concluiiuos

diretarentc que

2\ 4 )
. , : y a?N .
D g - H,)“]./Vf,} =3 (/.‘, - %) + dh- (/I- - ‘—; 0‘,2 + Ii/uf,‘]
R (2.37)

gy 2
Y o; N
420 - — | a5 — 1
4 2 AT

¢ nao ¢ dificil mostrar que

Bh™ ot — otV UM ) = 3TN = af) + RPN = o) 1 30l

L2027 (N - o) U

Logo, para 0 — 2, a hipdtese 4 é satisfeila.

Como [eito para o modelo I, analisaremos a continuidade das fungoes ¢ das derivadas
parciais de primeira e segunda ovdewn de g, @ 330 Pelas equacoes (2.35) ¢ (2.36) sdo coutinuas
tanto ent /1, como e o7, Ambas as higoes tem derivadas parciais de primeira e segunda

~ . . . ~ Yy ~
ordens com relagao a 7l nulas. As devivadas parciais com relagio o o] sao dadas por

6} Ly '—1/2 (‘J2 th p 0

7{{3'((”1., /2)] = . ’ 7y (2IAJ((/"110“/.2)) = r (2.39)
o -8 Aoi)? 0

Y, . L &p 9y, 9 0 0 ‘
(‘)—i((ﬂ,',(rf)) — fi e —; -—g(,l(([[,,;(rf)) = (2.410)
dao; £p €2 Hof) 0 0

De acordo com a proposicao 2.1 fica provada a unicidade da solugao.

Concluimos que a aproximagao de Fuler dadas pelas equages (2.31)-(2.33) converge fra-

catmente para o processo deserito por {2.28)-(2.30), que ¢ o modelo 11 deserito matricialmente.

2.3 Conhecendo os Modelos

O sistema deserito em (1.13) atende as hipdteses em que se basciam wm wodelo de

difusio para precificacao de ativos. Nos casos a serem tratados neste trabalho, consideranos
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a luncao py constante ¢ igual a g, ¢ a fingdo ag igual a volatilidade no tempo ¢, o, obtendo
A sesninte equagao

dS, = pnSdt + o, S, dVW, | (2.41)

e que W, ¢ wm movimento browniano. Isso significa gue a taxa de retoruo esperada conti-
nuawmente ajustada ¢ considerada proporcional ao valor passado do ativo, ¢ que a variancia
condicional do retorno é dada pela volatilidade no tempo a que o retormo ¢ condicionado,
veja lipdteses (L 1) ¢ (1.2).

Ao invds de trabalharmos comn série des retornos, Lratareinos de séries de log-retornos,
pois, como for dito na segao L1 L estas dlinnas apresentant propriedades vantajosas com-
paradas as séries de retormos. Para dicgarmos ao processo descrito em (2.8) ¢ tambéimn e

(2.28) aplicanos o lemade Trd A equagao (2.41) enunciado apds a definigio dada a seguiv.

Definigiio 2.12 (Processo de 1td). Chamamos de processo de Ito wn processo X

definido uo espago de probabilidade (£2,B, P) que satisfaga a equagio diferencial
dX, = all. Xp)dt -+ 0(L, Xp)dby, Vw e (L, (2.42)

i3
e que \/ITP' C b [)(‘l't(‘ll(,‘(flll a0 8]0 [~

Lema 2.13 (Lema dc 1t6). Scjamn X, um processo de Tto e [ [0, 7] x R — R wma foncio
Y d ’ . . ‘2 .
. . . of of o°f . . .
cujas derivadas parciais ==, ==, —= sao continuas. Considere o processo Y, = [(L, X,) para
) Ao et
0 <t <7T. Entao

o aj N7 T IR/ o)
(U((,/‘\g) = W(/,\r) -i-fl(/,/‘\t)(’)tuz\,)= 2() (/).«\()dﬂl:’—u,/\r) i

+ (1, ,\',)%i(u X)W, (2.13)
C

&
com probabilidade 1 para 0 < ¢ < T (veja p.oex. Oksendal, 1998, p. -14).

O processo S; descrito e (2.41) ¢ processo de TLo pois ¢ vepresentado na forma (2.42)

com

a(t,S) = puS, e bL.S) =05 . (2.14)

Sejo =S, Tomando f(f, ) = Inx tonos

9, i/ [ o 1 N
- B —{{ )= -, — (I_; T 215
ﬁ:lfu; =0, é);]:(f" ‘) e (”):1:3( ) x? (2.45)
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Podentos aplicar o lema de 116 ao processo = 1In .5 ¢ oblenos

T 1 L o
(Ui; o /.LSf;;; T 5(0’(5(‘)2 - TS'—Z) (H + O'(S,_;Y;(ZH", . (210)

I finalmente
dit - (e S5 Yy madiy, (2.47)

Usainos dois tipos de modcelos, um gue desereve a log-volatilidade ¢ outro que descreve

a volatilidade. Anibos atendem as hipdteses hase e sio desceritas aseguir.

2.3.1 Modelo 1

Vamos velembrar que o modelo T 6 deserilo como a seguir

A, = [ jo— 3) dl - oAV,

'

<

(;,I,"g th ;'j((t - l/p)d[ - }(”\];" .

e que Wy e Wy sto processos de Wiener com malriz de variancias dada por (2.10). E sua

aproxiinacao de Buler ¢ dada por

R
. - - ('.) “-)r
l'f[‘,fh - }1[ -+ /l (/L - T) -l hl‘/“()”l‘/“dt w

. 12y
Vign = v b b ) }?l’zﬂ.”'/f/m—h )

pava b= h 20 3h, ... emoque (4, 2;) tem distribuicao normal bivariada 1. com vetor de
madias (0,0) e matriz de variancias deserita e (2.13).
I couveniente usarmios mma transformacio nos pardametros para descreverimos algnmas

propriedades deste processo. Fsta transfonnacio ¢ dada por

o' =expla/2) e G=1-7. (2.48)

- -~ :7“) t . : TR :
Denotemos por v, = In (—-i ) Considerando intervalos de tempo unitdrio, on scja, b = 1,

a2

Lemos que o modelo deserito por (2.11) ¢ (2.12) equivale ao modelo a segnir

) CT)' s .
Hypy = My (“ ”}JT) ot (2.49)

I;{ 11 = (F;);;,_ - "‘/21 o1 (.2[3(])

4
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As equagoes (2.49) ¢ (2.50) definein win MARVI ¢ tratam de uma aproximagao discreta uo

Lempo do processo de Ornstein-Ulilenbeck, um processo de difusdo continuo no tempo usado

na precificagao de opgao. FEste MARVE ¢ chamado de modelo de volatilidade estocastica na
média (MVIESM)) pois a mdédia do processo depende da componente estocastica do modelo,
a volatilidade, enquanto a variancia ¢ descrita pelos passados de seus proprios valores. Vale
ressaltar que o MVEM ¢ para a classe MVE o que o ARCIE-M, proposto por Engle, Lilien
& Robins (1987), ¢ para o classe ARCIL

O parametro de escala o climina a necessidade da inclusao de i terno constante
na cquagio da log-volatilidade, anterionnente dado por o A persisténeia na volatilidade
passada ¢ deserita pelo parametro ¢, Para rerinos um processo estacionario ¢ deve ser
positivo ¢ wenor que . I sendo assim, a variancia nao-condicional deste modelo ¢ dada

por
2
‘)
atZexp [ 05—

| — ¢

Jid a vartacao da log-volatilidade ¢ caplnrada pelo parametro 7.

O trabalhio Woopman & Uspensky (2002) compara wn MARVI mais geral do que o
deserito nesta subsegio com um ARCI-M, ¢ couclui que o prinieiro pode ser considerado
uma alterativa mads competitiva frente ao ARCH, oo somente nas questoes tedricas comao

Larbém nas pesquisas ampiricas.

2.3.2 Modelo 11

Relembrando que o modelo 11 e sua aproximacio de Euler sio dados respectivamente

por

2]

Al = ,,.ﬁ%’; A+ ,dW,

d'(’f - oA - (7;3)(“‘ i f”r‘lw;z ;

e que W, e W, sio processos de Wiener com matriz de variancias dada em (2.30). F

7

I3 ’
Hypo= 11 Ry + oy
2 2 () : \ 2 - 7
Oy =07 A= 07) +800Z
em que os intervalos de tempo forann tomados unitdvios, ¢ (7, Z;) tew distribuigio noval

bivariada Li.d. com vetor de médias (0,0) ¢ matriz de variancia descrita cin (2.33).
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O modelo 1 ¢ um modelo de difusdo raiz quadritica e como o modelo T também ¢ wn
MVEM. Nele a persisténeia na volatilidade passada ¢ descrita pelo parametro o = L — 0.
Para tevinos win processo estaciondrio ¢ deve ser positivo ¢ neuor gue .

A [idamental diferenga entre csse modelo ¢ o maodelo I ¢ que nesse a variacao na vola-

.y . - . . 2009
tilidade ¢ heterocedastica, ignal a &0},

2.4 Conclusao

Os teoremas que provant a convergencia da aproxitacao de Fuler tém como hipdtese as
condicoes globais de Lipschitz, (veja Nelson, 1990a). Essas condiches nio sdo satisfeitas pelos
modelos acqui tratados. No enfanto, apresentanmos hipdleses ue garantenn @ convergénein
fraca de certos processos, ¢ mostraimos que estas sio satisfeitas pelas aproximagoes de Euler
dos modelos I e 11 Portanto ao tralarmos dos modelos diseretizados, nao estamos, por
cowpleto, abandonando as prendissas estabelecidas pela modelagenn continua. Alé disso,

alrunins caracteristicas de anbos os modelos loram dadas.



CAPITULO

Modelo Linear

A segmr apresentaremos consideragoes preliminaves ¢ depois dareinos a idéia basica do
(iltro de Kalman (FK). Além disso deduzivenios a forina nnivariada da filtrageni, ouw seja,
a5 Cquaeoces recursivas para wn modelo wuivanado. Para maiores detallies ¢ para o caso

multivariado recomendanios Havvey (1989) on Davis & Vinter (1985),

3.1 Filtro de Kalman

Seja 2, um processo nao-observado deserito por combinagdes de seus valores passados
acrescido de uma componente aleatdria. B seja gy, um processo observado descrito por
ruais um ruido. U problema de lllvagewn serm como objetivo estimar ay atraves de ;.

O FK é um algoritmo recirsivo que objetiva calcular o estimador otimo do estado @, no

tempo £, haseado nas informacoes oblidas alé o tampo & Fesas Inforinacoes consistem no

27
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conjunto de observagoes y, — (o, v, .-, ¥). O modelo & deserito par

Y = & F b & (obscrvagiao) (3.1)
Xy ey oyl dy by (estado) (3.2)
om que os cocficientes g, ¢, o 7y ¢ os termos by e dp, para (= 1,2...., 7, podem ser variantes

no lempo como indica a notacao. Além disso, £, ¢ ) 520 nao-correlacionados, com médias

N . . . B " . N
ZCY0 ¢ variancias ignais a of ¢ oy, respectivamente, ou seja,

Elem) =0 Vs,t=01...,T (3.3)

H

¢

‘

Var(e,) —o® ¢ Var(n) = rr,‘)l‘ (3.4}

A equagao (3.2) ¢ chanada de equagao de transigao. Para termos a descrigiao completa

do madelo, devemos contheeer as condicaes niciais do sistema ¢ assumir que as perturbagoes
¢ @y sejam nao-correlacionadas com o valor indcial. Podernos resumir estas iltimas consi-

deragoes da seguinte forma

E{xg) =— T ¢ Var(ze) =My, T c Iy conhecidos, (3.5)
¢
Elyag) =0 ¢ Leg) =0 Vi=0,1,...,7T. (3.6)

3.1.1 Obtendo o Filtro de Kalman

O FK provem de wma propriedade da distribui¢io norwal, tal propriedade permite
calenlar de forma recursiva a distribuigio de x condiciounada ao conjunto de informacoes
obtidas alé o tempo ¢, V 1 < £ < 7 BEssas distribuigtes condicionais sio gaussianas e
portanto sao espectlicadas por sua nidédia ¢ variducia. Sao estas duas informagoes que o K
obtém comao veremos a seguir,

O estado para b - 1 fica deserito comno
Xy = oy 4 dy oy (3.7)

Logo a1 ¢ ua combinacio lincar de duas varidvels normais independentes. Entao é tamnbém

ma variavel normal con ddia condicional

:’I—I||[) B (‘JI() - ({; (%8)
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¢ variancta cowdictonal

Py = i Py -+ o] (3.9)

-
A notagao wyy ¢ P ose relere amdédia e o variancia da disteibnigao de ey condicionada as
htorinacoes em 1= (.

Quaercnos a distribuigao de ey, Para isso esereveinos

Xy = ff[i(] -t (.‘L'| - !-”(]) (3]0)
= a@ye+ ar(iey —Tyg) + by ey (3.11)

I3 entao temos que o vetor (oy g) tem distribuigao conjunta novmal bivariada com vetor

de médias (T,“, a;iig + bi), ¢ malriz de variancia

/’1|u ap 0 L.
o ) (3.12)
(1[/"['0 (!.|[‘||(J +4 0',_.

Lema 3.1, Se (x 0 y) wem distribuigao vormal conjuuta bivariada com vetor de miédiag

po= (g o, ) G watriz de variaucia dada por

2 2
o, 0,

j = * * . (313)
. 2
Oyy Oy

Eutao a distribuicao de x condicionada oy ¢ também nonual com inédia

fragy = fre + oo (a0 Y = 1y) (3.14)
¢ variancia
PR (i i i B (3.15)

Prova. Por hipotese temos que

1 ‘l N — ’ . 3
7’(}1":‘!./) o 2';"1‘.{:“72 exp *'E( P iy )L l(_ He o fty ) . (dl())

Vanos calaudar a diswribiigio de o condicionada a 4 poy
. b oy | yred 1l
v opleyy) o mine *'M'){ 2 1y Py )j
plaly) = TV S A

my) (—,);51‘—0; exp [—5;—3(1; - fty)?

Loit—

(3.17)




30 CAPITULO 3. MODELO LINEAR

E conveniente utilizar a seguinte férmula

2 2y - 2 2 \2(2y-1
1 _O:l,'y(o—y) ! » 1 ‘ 0 _ Ty — (J:’l:y) (Jy) 0‘ (318)
0 1 ~op, (o) 1 0 o

pois facilita concluir que

: 2 227 2yl ¢ : 2 ¢ 2yl
E__[ — | 1 ’ | 0 Ty — (g;ny) (UU) U ; —a:l:y(o_y) (319)
—oy (o)™ 1 0 ol 0 |
Substituindo esta ltima informacio em
. A= .
Cre oy D57 Cpte gy ) (3.20)
¢ denotando por A = o3 = (02 ) (62)" ! chegamos a

2

(J: - f":ri)j"/‘ - 2(:"’: - /fl){f/ - /"!))O-:;y(o—y‘ l)’/l + (U - l“'!/)(f;‘iy(r’r;])z”l + ('!/ - /"5/)2(0—;])

- "Il[‘.'(; - (.“‘.L - (U - /l,y)(f:iy(ﬂ'” I))]z + (U /""‘U)E(O—‘ﬁ l) )

Finalmente

1 1 . . .
plaly) = - XD | 5 (a — ,u,,,,_w)2 (3.21)
27‘.'O_jly ‘;(T.lzi';[

2 ~ ~ ' . .
€I qUC figpy € 07, SA0 COMO NAS eqUALHEs (3.14) e (3.15), respectivamente.

[ ]
Pelo lema 3.1 conelnfimos entdo qne

.'l,']"yl ~ /\f(Tl, Pl) (322)

an que
X =Ty o Pnnff](;f/.l — @ Ty —by). (3.23)
Py = Py = al Djj J7! (3.21)

e

j.vl B (Ivf ]')'1|(] -I- U‘i. (325)

sSeguindo o nesmo raciocinio para (- 2,3 ... obtemos que

E;[_l’_l == CLT!»-J + dr_ (326)
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&

N 9 5 PR P
Py = i Py + 00 (3.27)

K

e concluiinos gue o ly tem distribuigio normal com média e variancia dadas respectivamente

por
Ty = Ty F (Lf.f",“_..j', My — Tyt~ Oy) (3.28)
¢
P D = al Py oI (3.20)
ClL que
fo=aly oy ol (3.30)

As cquagoes (3.28) ¢ (3.29) sao chiamadas de cquagoes de atualizagdo. 15 as equagtes
(3.26) e (3.27) sao as equagoes de predigio do FK.

Além disso, foi wostrado gue a média da distribuicao condicdlonal de @, ¢ wm estimador
Gtitno para xg, no scutido que cle mininiza o quadrado do erro wédio, (veja p.ex. Harvey,

1989).

3.2 Modelo Invariante no Tempo

Consideremos o maodelo discrcto dado por (2.11)-(2.13) com i = 1 ¢ p = 0. Aproximemnos
este modelo por wn modelo huear utilizando a expansao cin série de Taylor de primeiva ordem

e torno da origenn. A equagio (2.11) fica aproximada por

. . 1 /11 1,
][,_ 1 = /[1 +4- f 2 + 5 i ’_'2'41,?‘1 Uy -+ iz./-l_,,l . (ljdl)

Este processo & condicionalimente ganssiano. Parasimplificd-lo, consideramos que o termo

1/2 — Zi40 /2 ¢ conslante igual a a, obtendo que

1 o e
Wy = 140 — 5T (3.32)
entque g, ~ N (0, 1/4).
Sejan
1 v | 5 o on
b= p— g1 €7 1-58 d=pga ¢ vr=v. (3.33)
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[y 4

Além disso, tomaundo

) v P N
Yor = oy = F, ol =1 e ol=1/4, (3.34)
yara f == 1.2 .. ficamos com wn modelo inear tnvariante no tempo da forma
1 . 2, , 1
yo=av,l b+g (observacao) (3.35)
vp=cr g td o {estado). (3.36)

I tambén, &, e 9 sfo independentes para todo ¢, ¢ independentes do valor inicial vy, Assu-

mimos gue

va ~ N{(vy, 1Y), wee By conhiecidos. (3.37)
Como feito na oblencao do FI, o estado para t = 1 fiea deserito como
vo=cvg+d ). (3.38)
Dirctamente concluinos gue
vi[ig ~ N (@, Pio) ' (3.39)
CLHL QU
’7-”“ = (TT;() - (l (JLIU)
e
2 2 2 "
I)l“[i = ( [)[) 4 ortal. (,_))]l)

"
Como na secao auterior, vy se refere amédia da distribuicao de v condicionada as -
lormagoes até { — 0. Escrevendo

vi = Uy + (v — D) (3.12)

= alio b alvy — V) + 0+ (3.43)

concluimos que o vetor (1) ) tem distribuigio conjuuta normal hivariada, com vetor de
meécias ('17;5(, avyp + b) e malriz de variancias
P « I"i]u

. (3.11)
a l')| |['] (LZ Pl {0 7}“ (j?
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Do lema 301 segue que

iy ~ N{py, 1) (3.45)
enl que
V=g 4 aPuofy iy — ab - b), (3.46}
D= Py — a® Pl fi! (3.47)
o
Ji= (,ZPH“ i U;T) (3.48)

Analogamente para £ = 1,2, ... 7, obtemos que v |y, tem distribnicao normal com média

¢ variancia dadas respectivanente por

-I./{ .U{.I,‘ i ! ('I./v)t:( _lf{‘"J(_J/; - (I,‘I/[!,v P ()}‘ (‘}1())
P Py —d® 5,01 (3.50)

¢
Ji=ad P+ 0;7) (3.01)

am que Ty ¢ Py sao obtidos como nas cquagoes (3.8) ¢ (3.9), ou seja,

Doy 0y +d (3.52)
e
3 S
Hii L= AP o, (3.03)
3.2.1  Verossimilhanca
Apora que encontramos a distribuicao de wly,, para &= 1,2, n, podemos calen-

lar o verossimilhiea do veror 1@, sendo y = (o, y1.- -0 ) 0 vetor de observagoes e
0 = (a,b.e,d,~?) o velor de parimetros. Levando em consideracio a estrutura temporal
das observacoes, podemos [alorar a verossinilhanga an wn produbdrio tomando sneessivas
conclicionals

L{0) = ply

6) = p(ld) | | plordyi-1,0). (3.51)

{=-1

emque Y, o, = (Yot d-1), onseja, denota o conjunto de mformagdes obtidas att o

stante £ — 1.
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Pela equacio (3.35) temos que

O (3.55}

loso y, ¢ combinacao linear de uma variivel normal, vy, mais wma constante, b, adicionado
&0 Yy ; : M :

wen ruido normal, &y, Portanto gy ¢ normabnente disteibnido com média ¢ varianeia dados

respectivamente por

Yo = arvo b b (3.56)

(\
b a ) .
ay = a0 (3.57)

Para { =. 1,2, ..., escrevemos a equacio (3.30) na forina
s Ly ) (AT

Yo = aTyy o b alag - @y DS E (3,58)

Isto nos permite concluir divetamente que

uly,  ~ Ny, o) (3.59)
O
W= a4 b (3.60)
¢
ol (3.61)

Substituindo as informacoes acima na equacao (3.54) obtemos

/N (.~ 7)° .
1.(8) = p(yl@) — exp § ————2 4 3.62
(0) = p(yl6) ”. 2 ! P (3.62)

Devemos maximizar a equacio (3.02) ou, equivalenremente, maximizar scu logaritino, a

fog-verossimithanca

L2y I (g = 3)?
HO) == I T(0) oc —= Y lu(e?) - -0y =22 3.6:
(8) = InT.(6) ox Q%u(cx) 22" (3.63)

que ¢ un faugio nao-linear em 6. Uma solugio possivel ¢ ntilizar o algoritio de Newton-
Raphsou sucessivas vezes, até que o niixio seja cucontrado. O esquema do processo de

cstimacao ¢ dado a seguir,
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- 0 . .
I, inicia comn valores 80 ¢ contador de iteragao 7 = 0;

o

utiliza o FK ¢ o vetor inicial; 09, para obter o conjunto de esperancgas ¢ varidncias,

{U'U): J'iz(,}')}’_

3. executa uma iteracdo do algoritnio de Newton-Raphson utilizando os valores obtidos

10 passo 2 e obteudo wm novo conjunto de estintativas, ()(J'*l);

4. Loz ) = 7 F1 e valta ao passo 2 ale que a estimativa ou a log-verossimilhanga estabilize,

ou seja, até que
o= — oW < ou WOYUTY — 18V <€, (3.64)

para £ > 0 dado.

A distribuicao assintolica do estiinador de maxima verossitilhanga ¢ dada pelo vesultado

cnunciado a seguir.

Teorema 3.2. Sob condiges gerais, seja O o estimador de mdxima verossimilbanga de 6,

obtido maximizando a expressio (3.63). Butiv, quando N — 00,
VN@y - 0) D N(©0.1(8)™), (3.65)

e que [(8) ¢ ootz de infurmagio assintotica dada por

) D2(0)
16) = tm N 'E |- 00 3.66
(0) = Jw F{ (-)9(')0’] (3.66)

Prova. (Veja p.ex. Caines, 1988).

No passo 3 do esquema, apenas una iterngio do processo de Newton-Raphson ¢ uiili-
racka pols, ao menos teoricaliente, a cula eracao, a estimativa se aproxima do valor a ser
estitmado. Tendo wn vetor de parimelros mais proximo do exato, as informacoes fornecidas
pelo FK deven ser atualizadas. Feita a atualizagio, novamente buscamnos a proximidade do
valor exato.

Fase tipo de solugao veguer o nso de drdua programagio coiuputacional, pois os Lermos a

seremy derivados no algoritimo de Newtou-Raphson sio recursivos. Muitos softwares, usados
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primeivamente na drea de engenharia, propoem-se a solncionar nuniericanente o problema
da diferenciagao.

Urna maneira aproximmada de encontrar o conjunto de parinuclros que maxiniza @ fungao
de verossimithanca, cvitando o cdlado das devivadas, ¢ através da amostragem por -
porlancia. Trata-se do mesino mdétodo usado naabordagem bayesiana relatadi na proxima
subsegao. A 1déin é construir wna amostra de estimativas dos parametros que represeud.oe
candidatos a maxitmizar o verossitnilhanca. As amostras sao geradas a partir de uma dis-
tribuicao que represente as caracteristicas de cada parawetro. Por exemplo, se wn deles
estad vestrito a ser positivo e menor que wmn, devemnos usar mna distribnicio beta, ou entio,
utilizar nnan transformagio cujo dominio permita a amostragemn por wina distribuicdo nor-
mal. Entio ¢ usado mm eritério de selecdo ¢, a partiv desses candidatos pri-sclecionados,

estitamos os paramelros.

3.2.2 Abordagem Bayesiana

A abordagem hayesiana se adequa a situagoes em que, por exemplo, modelos comiple-
x08 sa0 necessarios. Gerahmente nesses casos, o verossimilhanca ¢ intratdvel analiticanente.
Outro exemplo, ¢ a possibilidade de inserlr conhecimentos prévios a respeito do comporta-
incuto dos parametros do modelo. Ean ambas situacoes os métodos analiticos de aproximacio
Hao sdo convenlentes, sendo necessavios métados de aproxiiagio mundrica. Duas aborda-
gens hastante difundidas nesse contexto sao o método de Laplace, Tiorney, Kass & Kadane
(19849), e a integracio de Monte Carlo via amostragem por importancia, (veja p.ex. Ripley,
1987). Nesse traballio utilizaremos a segunda (denica, mais especificanente, os métodos de
Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC). E um método de simples implementagio e
esla deserito com nais detallies no apéndice AT

Varos relembrar que nosso objetivo ¢ estimar o vetor de parametros 0 = («, b, ¢, d, ?)
dadas as obscrvagoes até o tempo &, ouseja, ¥ = (Yo, Y1, -« Yo ). Nobemos que a lingio den-
sidade de probabilidade (fdp) conjunta pode ser fatorada no produto da {d)p dos parametros,
p(8), chanada de priori nainferéneia bayesiana, ¢ v fdp condicional das observacoes dados

os parametros, p{y|0), chamada de verossimilhangce. Tm resumo

(0, y) = p(y|0)p(0). (3.67)



3.2. MODELO INVARIANTE NO TEAMPO 37

Depois de coletar os dados, atualizamos o conhecimento a priori pelo teorema de Bayes, o

(e resnlta na posteriord, p(0)y),

p(Oly) = g(y_lﬂ)_e@ (3.68)
p(y)

et que p(y) = [ p(y]0)p(0)do ¢ a ldp marginal de .
Como algung parauetros tem alguuas restrigoes de dominio, é conveniente utilizar unia
transforniacao destes no processo de estimagao. O pardimetro ¢ esta restrito a assumnir valores

) . RVEET . . .
entre 0 e 1, ja y* a assunir valores positivos, por isso traballiaremos con

¢ = log, - ¢ , O seja, ¢ _e_\p((_)__ (3.69)
— [T exp(e)
e oL
v =exp(v?), ouseja v = log(v). (3.70)

Counsideremos que os parametros sao independentes e que tenham fdp a priori normais tais

que
o N, (:r:f), b~ N(ju, :75) X (3.71)
¢~ W02, A Ny o2) ¢ 7~ Mpier %), (372)

Entao

p(8) = pla)p(b)p(c)p(d)p(+*")

= H — i exp { - —1;(r - ;.1.,,)2}
2 V210, 207 (3.73)

r=a b et

)
1 -.J/r_, I . I i . 2
— (T) —_————exp . L :{o'_3 [\) — ;,J,v,',,)

= T TpT e 0(1072’ " ?

Multiplicando as equagdes (3.62) ¢ (3.73) obtemos que a posteriori é proporcional a

T IR (e — 7/’()2 1 N ! 12
p(8)y) o H e CXP ) T T X CXp L 7{;—(’ oy
! 207

ToOL,T = T yO 2% ,
=0 { al Uy r=abyem iy
(3.74)
A Inesta expressao pode ser escrita conio
wooy —\2 2 " 1/2

(v — W,)° -~ (=) 1 J—
p(0ly) xexp ~ E ey E — H ] (3.75)

207 , 20% o;

t=0 ' r=a,b,et d g2t 1=0) ‘

i que y, e of, £ —0,1,.. ., n, dependem do vetor de parametros 6.
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Denotemos por @, o vetor @ sei o parametro +, para r = a, b, ¢*, d,¥*". As densidades
condicionais a posteriori sao proporcionais a

n b )

] . 9 k2 ]/‘u
—y)” O ) Ly /(] .oy
p(riy, 0..) xoxp ¢ — E Sy e l[ i , =07 d oy
207 207 -\ 7;
t=0 : r t=0) ,
(3.76)
Portanto nao sae densidades fechadas, ou seja, uao sao deusidades conhecidas como a Nor-
mal, a Gama, a Beta, entre outras.  Isto justifica o uso dos wmétodos MCMC com o al-
goritimo de Metropalis-Hastings desenvolvido por Metropolis, Rosenbluth, Teller & Teller

{1953) e generalizado por Hastings (1970). Por estarmos considerando independéncia entre

(\)3 pardatuetros, vamos gevar candidatos para cada um deles separadanente, no Ingar de usar
uma distribuicao nmltivariada. O esquenta do processo usado seguc.

1. inicia com valor 89 ¢ contador de itera a0 o= 0,

2, tont o o e geva um candidato 1 de acordo comt o micleo de (ransicio g(e47 0*);

3. atualiza W) por +U1Y = com probabilidade

p = min {'l, l)%fu} ; (3.77)
oy
ou seja, permanece com ) com probabilidade 1~ p

1. toma r = b ¢ repete os passos 2 e J;
b, Loma v = ¢* ¢ repete os passos 2 ¢ J;
G. toma » — d e repete os passos 2 ¢ 3;
7. toma r - v e vepete os passos 2 ¢ 3;

8. faz 5 =5 1 L evepete os passos de 2 a 6 alé conseguir una distribuicio estaciondria.

[Ssse processo nos fornece wm conjunto de estimativas usadas na iuferéncia dos parametros.

Alginas aplicaches podem ser vistas no capitnlo 5.
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3.3 Conclusao

Neste capitulo apresentamos a construgio do P, assing couo a fungao de verossini-
lhanca de wn processo de estado, Tratamos de wn modelo invariante no tempo, apresen-
tando sua verossituithanga. Devido a sua nao-lincaridade ¢ a prescuga de termos recarsivos,
a obtengao de seuw maximo ¢ intratdvel analiticanente, Sugerimos nma: Léenica nmnerica,
bastante usada na inferéncia bayesiana, para estimd-lo. A abordagem bayesiana for apontada

cotho wna maneira de suprir a difienldade da abordagem classica.
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CariruLo

Inferéncia para o Modelo |

No capitulo anlerior vimos que casos lincares podem ser solucionados com o uso do
FIK. No entauto, a aproxiwacao discreta do modelo T ¢ ndo-linear ¢ apresenta dependcia
do estaddo na variancia. Para a iuferéncia deste tipo de modelo sugerimos o uso do filtyo

estendido de Kalman (FIEK) deserito na primeira se¢io deste capitulo.

4.1 Filtro Estendido de Kalman

Considere o seguinte modelo nao-lincar e estado de espago

g = Ade) + & (ubservagao) (1.1)

wyp == O ) 4 Bl ) (estado) (4.2)

em que A (e ¢ e 1) vao sio necessariamente fimedes lincares dos clementos do estado,
como sao na equacio (3.1), ¢ R (-y) pode depender do vetor de estado cugquanto ry em (3.2)
nio pode. Aqui também consideraremos a hiporese de que €, ¢ 7, sd0 nao-correlacionados,

- . .~ . - . Wl -1 .
conn édias zero ¢ variandas gials @ oy e o, respectivamente.

41
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Umia das [ormas de obter nm liluro Stimo, que na verdade ¢ am filtro aproximado, para
0 caso nao linear ¢ constderar wna aproximacao lucar do modelo, o cntdao fazer algumnas
modificacdes nas equacoes do FIK original. Para isso devenos ter hingoes A (ar ), Cile 1) ©
Ry 1) sulicientetente suaves, tals gue sejam possivels de serem expandidas em séries de

Taylor e torno de snas médias condicionais ¢ médias, @),y ¢ 7y

A
/’l{(.’?.‘(‘) ~ /’ll(:}:llln- 1) | —'{(T(“ﬁ |){.’L’; - TI,L,]) 5 (/]3)
iy
aC
Colagey) = CUT 1) + -—“HTI’ (Ty- 1) (o — Tyo1) (4.4)
iy
Q¢
Ri_(.’l‘fﬁl) ~ 11){(7_Lﬂ1) . (15)

Desta forna, aproximanos o modelo oviginal vao-linear poy

Ay, _ L 0A
Y == (')_L: (Ili,‘l{ _L).'li{ -+ f‘/l[(II'L“. ]J - -;)Tv:(:l:"]f' —I)J'.l.lf.-l - &y (1())
o0, , _ oCh .. _
€Ty X _!(-'UL gy F CTny) - 'T‘ﬁ(ff‘rul)ﬂft L RAT O, (1.7)
i, ey
que ainda pode ser reescrito cousiderando
()4‘(
[ - _ ‘: . y ‘1-8
% o, (’sz, 1) ( )
AC
o= — (r q(
G e (T, 1), (1.9)
. 3/\ - _ ;
b, = /1;,(1‘;.;1..-;) - T'",t‘(ilfr]r. - l)ilfult---J y (/l.l(])
iy
Y ocy . _
&= CulFins) = (T )i (1.1)
()(l.-'/
¢
1= R(T ) (1.12)
na {orma
Yo = gy + bl + &y (’llgg)
T oy dp oy (114}

Isto resulta wim odelo andlogo ao modelo desarito pelas cquaghes (3.2) e (3.1). Futao

o N , : . -~
aplicanos o FIC ao modelo aproximado, obtendo coino cquagdes de predicio

TL|[~—1 o Ol (T/ |) (4-]-5)
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e
1 = ¢t Py 4 1oy (4.16)
¢ como equagoes de atualizagao
Ty = Typ-1 + (Yrc.P:|n—1f[l(yt - AlZy-1)), (4.17)
= Py — a1 Sy (4.18)
e
fl e U;?P”,_..] + 0'3‘ . (419)

Em sintese, aplicamos o FIK a uma aproximagao linear do modeclo original, dada pelas
equagoes (4.13) e (4.14), e obtemos o mesmo filtro descrito no capitulo anterior utilizando, no
lugar das equacdes (3.26) ¢ (3.28). as equagdes (1.15) ¢ (4.17). Essas duas 1iltimas cquagoes
servem apenas para evitar a soma e subtragao de terios que se cancelamn quando utilizanos
as equagoes do FK obtidas no capitulo anterior.

O abjetivo do FEK ¢ andlogo ao objetivo do FK, ou seja, ¢ estimar a distribuigao do
estado no instaute ¢ condicionado as obscrvacoes obtidas até £ Nesse caso ela ¢ aproximada

por uma nornial com média (4.17) e variducia (4.18), a qual denotaremas por p(z,|y,, 8)-

Observacao 4.1. Em geral nfo hd wina trajetovia de referéncia em torno da qual o sistema
evolui. O FI adola como trajetéria de referéncia os valores estimados. Este é o motivo de

tomar as cxpansoes eni Taylor em torno das médias condicionais.

Como agora estanos tratando de um caso lincar, mesmo sendo este wma aproximagao
a um outro, o procedimento para a obten¢io da verossimilhanca é andlogo ao do capitulo
anterior. Se o processo é invariante no tempo, sua verossimilhanga pode ser descrita pela
equacio (3.62), considerando as mudangas nas equagoes de predigao e de atualizagao dadas

acima.

4.2 Modelos Condicionalmente Gaussianos

Aqui apenas mostramos que os modelos podem ser nm pouco mais abrangentes. Mui-
tas vezes os coeficientes do processo ndo dependem somente do tempo, mnas também das

ohservacoes obtidas até o instante anterior, ¢ — 1. Condicionando o modelo ao conjunto de
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informagoes obtidas até t — 1, ficamos com um modelo condicionahnete gaussiano. Fsse pode

ser escrito explicitamente por

Y= (Y _1)a, +-0,(Y ) + e, (observacio) (4.20)

= (Y _)epq +H (Y o)+ (Y0 (estado) , (4.21)

em que &Y ,—1 ~ N(0,0:,(Y=1)), n|Y =1 ~ N(0,0,,(Y 1)) ¢ xg ~ N(Fo, Py). O sistema
deve ser considerado fixo, jJ4 que estamos no tempo ¢ Por isso, as cquacoes do FIC ¢ as do

FEK sio obfidas como anteriormente.

4.3 MVEM

Lembremos que os MVEM tratados neste trabalbo téin equacio de observagao dada por
o? .

Hyn=H, +h{p- 5‘) +hY20, 2oy, (4.22)

Notemos que o ruido presente na equagdo das ohservacoes estd inultiplicado por uma fun¢ao
dos cstados.  Isto mmpossibilita o aplicagao completa do FEK j4 que nao tetwos mals a
condigao de normalidade do ruido satisfeita. Vale ressaltar que, mesmo condicionando esse
modelo a0 conjuntto de observagdes passadas, a hipotese de normalidade do erro é corrompida.
Usaremos entdo apenas o primeiro estdgio do FEK. Esse estidgio nos fornece a fdp da
varidvel latente no teinpo ( condicionada ao conjunto de informagdes até { — 1. Como ji
fol dito anteriormente, o inconveniente disso é que apenas podemos cstimar os parametros
do modelo, nao teudo wm filtro capaz de estimar o estado. Na proxima secao obteremos a

verossimilhanga de um processo geral, que atende as condigoes dos MVEM.

4.3.1 Verossimilhanga

Obter a verossimilhanga condicionada as varidveis de estado de um MVEM nao é tao
siinples como no caso linear ou cowa no caso aproximadamente lincar. Nos MVEM a veros-
similhanga ndo ¢ dada por uma forma fechada e vequer uma integracio n-dimensional sobre

o vetor de estados ® = (0,20, .., 1,) como vemos

L(O) = /p(y,a;|6’)(lw = /p(y]:t,@)p(:t]@)rl:c. (4.23)
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Levando em consideragio a estrutura temporal das observagoes fatoramos a verossimilhanca
através de sucessivas condicionais obtendo
T
L) = pwl0) [ [ vy, ). (1.24)
t=1
em que Y,y = (Yo, Y1, - .. ¥—1) ¢ 0 vetor de observagoes coletadas até o terpo [ — 1. Cada

fator do produtorio acima ¢ dado pelas integrais

plyol@) = /p(y()|;c(),9)1)(;::[,!9)d;(:0, (4.25)
e, paat=1,2 .. n,
pCyily,-y, 0) = /7"('Ut.[il"t,0)’1)(-""t|?h—'1ao)fi'v'-'f.- (4.20)

Isto veduz a integral n-dimensional em (4.23) a wn produto de n integrais unidinensionais.

Analiscmos a integral e (4.25). Cowo gy nao ¢ combinacao lincar de @y, tal integral ndo
fica fidcil de ser obtida. O trabalho de Meyer, Fowuier & Berg (2003) nsou a aproxima¢io
de Laplace, wna técnica de aproxiwacio de integrais que data do séeulo XV, (veja p.ex.

Laplace, 1986) ¢ veja apeéndice A2, Atvavés dessa téenica temnos

P(ya]0) 7= V2reroWote 0| D (ho Ty, 0)) 12 (1.27)
el que
‘(ﬁ’(l(ymwu, 9) == - 108’(1)(!}0|'~!ft)= 0)‘/)(1«1;{9)); ("1-28)

Zo ¢ 0 minimo da fungao ¢y comn relacao a g, e D*Polyg, o, 8) denota a derivada de segunda
ordeiny da lungao ¢olye, o, @) com relagio a xg.

Tendo apenas a observacao inicial, podemos, através do teorema de Bayes, atualizar
a densidade p(ag|0) do estado desconbecido pela densidade de filtragens paolyo, 8) como
Moskra a equacao

P(Yolxo, 9)1')(1'«‘0{9) )
ol xolyg, 8) = . 1.99
p(olyo, €) 1) (4.29)

Sna distribuicao pode ser aproximada por wna distribuicao normal dada por

N @y, T7(E0) (4.30)
em que
. 0? ;
1(Zy) = T 92 log(p(yolra, @)p(ol€)) ) (4.31)
£ ap—Zu
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ou seja, ignal a informacao de Fisher observada da fungio Jog(p(iolira, 8)p(o]8), (veja p.ex.

Sen & Singer; 1993). Ainda vale notar que
1{ro) sz'lﬂo(IUu-. Ty, ). (1.32)

Expandindo a eqnacao dos estados em série de Taylor de primeira ordem e torno de &,
a média de wy|@, podemos aplicar o primeiro estagio do PEK ao modelo. Essa etapa consiste
e estiar a média e a variancia do estado no proximo instante de tempo, condicionado ao
conjinito de informagoes oblidas até entao, no caso, |y, 0. Note que nessa abordageu, a,
variancia da filtragem, denotada anteriormente por Py, ¢ dada por {71(7), e sua média, ao
invés de ser o valor estimado do estado, é dada por Zp. [ontdo, pelas equagdes (4.15) e (4.16)

obtemos que x|y, @ tem distribuicio aproximadanmente normal com média

T = Ci(2) (1.33)
e variancia
1 )]|“ (‘f(?[])j_ I’(.'/I?()) -I- ’I"l(T;z‘ . (431)

Analogamente para ¢ = 1,2,...,7, a [dp preditiva de x|y,_,,8 ¢ aproximada por uma

3

normal, play, |, €), com média ¢ variancia dadas, vespectivamente, por

Z[?/l(_,] = (Y{(?l_l) (’135)
@
Pys = @)1 F) 4 7207 (1.36)

Lembrawdo que, depois de observar yy, a fdp pla|y, 8) ¢ atualizada através do teorema de
Bayes por
plrdy, 0) o< plyde, @)pleily, . 0) = ply |y, 0)p(rly, 4, 0), (4.37)
implicando que |y, 6 tem fdp p(x, |y, €) aproximadamente normal com média 7, e variancia
I='(%).
Finalmente podemos aproximar os termos cm (4.26) através de

p(yly,-1,0) = / Pl O)plady,_y, 0)de; . (1.38)

Ainda assim, essas integrals e p(ag|@) requereny sev aproximadas jd que p(y|a, 8) ¢ p(iy|0)

nan sdo combinagoes lineares de uma variavel norinal adicionado wni ruido normal, como no
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caso linecar apresentado anteriormente. Novamente usarenios para sen caleulo a aproximagao

cde Laplace. Isso nos da que

p(ydy,_,,0) ~ Voamedn i piy o) 5 gy 2 (1.39)
en que
Wil e, €)= = log(plule, €)p(edy,y, 0)), (4.40)

7, é o minimo da fungdo ¢ (yr, 2, @) com relagio a w;, ¢ D2, (y,, 24, 6) denota a derivada
de segunda ordenmt da fungao 4 {y,, x;, ) com relagio a xy, parat = 1,2,.. . n. Na pritica,
encoutrar T, requer alguna téenica de esthmagio uumérica. Sugerimos o nso do algoritnio
de Newton-Raphson, veja apéndice A.3.

Completadas as etapas de aproximagio dos fatores da equagio (4.23), obtemos uma
expressao para a verossitnillianca gne 1o mals depende do conjunto de varidveis latentes x.
Mals procisamente, wina. aproximagao para a verossimilhanga é dada por

n s

~ il f o~ -2 ¢ -~ . 2] P
p(yl8) = (27) 2 exp Z'a,-;,(y,,;zf,,f)} H{U Yely, T, )77 (1A

1==0) t=Q

4.4 Abordagem Bayesiana

Agora que obtenios uma aproximagao para a fungdo de verossimilhanga, podemos inserir
conhecinentos a respeito do comportamento de cada pardimetro, conhecimentos a priori. Por
exemplo, no caso dos MVEM, wn dos pardmetros deve ser positivo ¢ menor que un. Além
disso pesquisas mostramn que seun valor lica proximo de un. Novamente temos situagoes ¢
que os métodos analiticos nao sao convenientes, sendo necessarios mélodos de aproxhmagao
numdérica como o méitodo de Laplace (Tierney ¢t al., 1989) e a integracao de Monte Carlo
via amostragem por importaucia, {veja p. ex. Ripley, 1987).

Pelo teorema de Bayes a densidade a posteriott ¢ dada por
. Pyl0)p(0) ;
pOly) = ——=—", (<1.42)
p(y)

et que ply) = [ p(y]@)p(0)dé ¢ a densidade marginal de €. No nosso caso, ela é aproxiuta-

damente proporcional a

p8ly) o p(yl6)p(d) (d.43)
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em que p(yl8) é dada pela expressio em (4.41). Devemos entao maximizar a posterior
aproximada comn relagio ao vetor de parametros @, ou scja, encontrar sua moda. Para essa
tarefa temos, em geral, a necessidade do uso de métodos de estimagio nmérica devido a
complexidade da faugao.

O trabalho de Meyer et al. (2003) trata da [orma candnica de Kim (veja equagoes (1.23)
¢ (1.21)) o cwprega a téenica antomatic differentration (AD), um conjunto de algoritings
computacionais para a obtengiao numdérica das derivadas de fungoes nao-lincares intrataveis
explicitanente, no uso do algoritimo quase-Newton. Além disso, sugere o uso do software AD
Model Buikder (Fournier, 2000) (http://otter-rseh.com/admodel htm), um pacote bascado
na lingiageny C-1 4 que integra a téenica AD com o algoritmo quase-Newton no cdleulo de
miniimos de funcoes, para minimizar - log(p(0|y)).

O uso do algoritmo de Metropolis-Hastings ([Tastings, 1970} também é wmua alternativa
para encontrar a moda a posteriori. No entanto, sabemos que a cficiéncia desse algoritmo
pode ser comprometida por unia ma escolha da densidade geradora. Quanto mais proxima
essa esta dadensidade a posteriort, melhor o deseinpenhio do algovitmo. Uina alteyuativa para
tal escollia, sugerida no trabalho de Meyer ef al. (2003}, é utilizar os conhecimentos obtidos
atravis da téenica AD-quase-Newton na média e na variancia da densidade geradora. O autor
afirma que essa combinacao de recursos resulta numa téenica MCMC bastante flexivel, eficaz
¢ adequada aos MV

Vale destacar que o uso da AD nao ¢ indispensdavel. Uma vez gue a posteriori foi aproxi-
mada com o uso do INKE ¢ do teoreina de Bayes, podemos usar diretamente o MCMC para

obter o vetor de parametros estimado.

4.5 Modelo 1

Vamos relernbrar que a aproximagio de FEuler que converge para o modelo 1, descrito

ent (2.11) ¢ (2.12), tomando & - 1 e p =10, tem como equacio de estado
=k Bla =)k '}‘Z—,_ , {4.44)

para t == 0,1, ..., n. BEstabelecendo condigao inicial vy tal que

Vy o~ N’ v, —— —= . (’}./15)


http://otter-rscli.com/adniodel.htm

L5, MODELO ! 19

Pela equacao (1.27); uma aproxiniacio parva p(ye]@) ¢ dada por

Pl) & VIR Oy, T, O)] 2, (4.46)
coM
, [ N (e TR R £ R 2my?
ol v, 0) = 5 og(2me™) - 3-_‘_,..___9;)__, Loty 5 log - E)ﬁ_;
‘ 1o g o
-+ —--—\._;T--—)(Vo - o), (147
Y

— .. . , - 2., s . A
Yy ¢ o minhmo da fncao ¢6(yo, v, 0) com relagio a vy ¢ D% (o, ), 8), a derivada segunda
da funcao ¥y, Vo, 0) com relagio a vy, Por (4.30), podemos coneluir que vyiyn, 0 tem
distribuicao normal com média g, ¢ varidncia 77 () = (D*0(yo, 7, 0)) 7

Segnindo a mesma notagao dada no infcio deste capitulo temnos

Cilvi—y) = v | - ey) (1.18)

e
vy =1- 1. {(1.19)
Futdo, o primeiro estdgio do FEK nos dd que mly,_y, para t = 1,2, ... 2, tem distribnigio

aproxitada por uma noruial com média ¢ varidncia dadas, respectivaiente, pelas seguintes
equagoes

Tll}l—l = ,}'—}I_] "‘ L_f((l = Dt_l) (150)

2

Ppov =3 ") 1097 (1.51)

7, ¢ o minimo de yy{y, 1. 8) com relagio a v e D7y, 14, 0), o derivada segunda, com
relacio a vy, da fangao ¥y (y, v, 0), cija expressao para t = 1,2,...,n ¢ obtida a seguir.
Antes disso, novainente vawos atnalizar a densidade do estado atraves do teorema de Bayes,
veja (A.37). B entdo temos que p{ey, @) se aproxinia de mua nornal cony média e
variancia f 7'().

Como cw (1.39}) temos

plgilyy 1. 0) = V2re W O D2y (g 1, 0)) (1.52)
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o que

R B Ly —pten/2)* 1 i 1 N )
R ETA . - — )t S U U SR, YU W y 27:' - _ s — ey )"
velye, v, 0) 5 log(27we™) 5 o "3 log ( P ,) + P (V= V)

o~ I ~ ’ X
v ¢ Doy, vy, 8) sao andlogos aos termos em ¢ (),

Finalmente podemos expressar a verossimilhanga por

_ [ P I~ AN .
pyl0) = (\]){2 Z log(2mwe™) 5 oA (ju,_ — i+ 7) EZ log (27 Pyy—y)
t=0 t=0 =
RS T “1 aend s
+ 35 r); T — 5; o (l/,_))I - (4.84)

4.6 Modelo 11

O processo para obler a verossiinilhanca da aproximacio de Euler do modelo 11, dada
em (2,117 ¢ (2.12) é semelhante ao caso da segao anlerior, pois os processos apenas diferem

aequagao de estado, gue neste caso, considerando =1 ¢ p = 0, é dada por
o ol L8N - al) | taZ 1.55
giy oL VoA ap) | Loy, (1.55)
- . . P . PR 9 3
para f =01, ... 5. Assumimos condigao inicial oy de forma que
EQ
o _ .
(T(") ’\’A[ /\,,—- T o . (’150}
I—(1—=4)

Um aproximagao parva p(yl@), como mostra (1.27), ¢ dada por

plyo|0) ~ 27.‘(5"""’(9"""3'0”DQ't,-’i'u(y(,, (7(; 49)|f_'/2 ; (4.57)
Cont
o " 1 b 102 L el /2% 27&?
Yoy, 05, 0) = > log(2rog) + ;( o /;_,0—/) I- 5 log IT“E"A—),
il = 0 -
1—(1-68)72 |, ;
25

D i o Enedie ol (2 Cala i 2 . 2 : T

oy ¢ o minimo da funcao ¢o(ye, o3, €) com relagio a aj e D?g(yy, 02, 0), a derivada segimnda
: _ -, - 9 . . . S

da ungio ¢ (yo, o, 8) com relagio a af. Concluimos por (1.30) que o3|y, € temn distribuicao

vormal com média o, e variancia [71(a?) = (D*(yo, 03, 8)) .
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Com a mesnia notagio usada na construcao do FEK tenos

Cilo?_)) <ol +6(0 X)), (11.59)
Ri(ot ) - \Jo? (4.60)
=1 9 (1.61)
8
1= R(o? () = \/CT,—J . (4.62)

T gl TS a3 e . ) . _
A partir disso, o primeiro estdgio do FEK nos dd que o7y, ., para & = 1,2,..., 0, tem
distribuigao aproximada por mma normal cowr média ¢ variancia dadas, vespectivaente, por

5 : . ~ e
(T“'(l(_J = (_72{__ 1 | (j(/\ — (TJ[_JJ (’I.(].j)
e
et = (1= 821N 2 4.64
-t = (1 —9) (%) + 178 (4.64)
. .o 2 ~ P 9 TRPTS .
g’ ¢ o minimo de @iy, 07, 0) com relagao a ap e D7 (y, 07,8), a derivada segunda, con
- B} . ~ , 9 . ~ . . . .
relagao a oy, da fungao ¥, (y,, 07, 8), cuja expressao para £ — 1,2,... n ¢ obtida a seguir.
J [ . ' . : BYed ; 2
Mas precisanos autes, atualizar a densidade do estado, veja (4.37). Obtenos que p(aly, €)
.- . : Sl o2 RPN R )
se aproxima de uma norntal com wédia o7 e variancia I {of).
E pela aproximagio de Laplace, como em (4.39); tewwos

plyly,_,,8) ~ 2-7:'(3"""‘/'””?'g)lth;”ﬁ,(y,, c;f,())l_'/z, (4.65)

am quoe

o L o Ly a2y 1 \ 1 s 7y Y

aty {4 - — n.’~,'|. K AN / Lo o 2 ] —(a” 2 _ 2
i (ys, 07, 0) 21‘%7(2' o) 5 o7 }_Q]Uc( 7T/t|r—1)+————2ﬂ]l 1(”{ oi-1)
(4.60)

o, s 9 : : : o 2 oy et el e
o} é ominimo e D%y, 07, 8) a dertvada segunda da funcao ¢y (y,, o7, 8), ambos com relagao
a2
a o;.

A verossimilhanca para o modelo 1 discretizado fca expressa por

B \ n - 1 n 1 (;2 “ 1 1 ‘
p(yl0) - exp = Z log(2ma?) - 5 Z — - nt Tzr 3 Z log(2m Fijy—i)
T =0 <o 207 T =0
1 < U‘;Z — Ujm | | — -, -
e — ——— e s 0 - £
=3 e 5> log (I(a, )) . (467

t=0
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4.7 Conclusao

Uma extensdo do K fol apresentada de forta a abranger os casos nao lincares ¢ per-
witindo que o rmide da equacio do estado dependa de sens valores passados. No entanto,
casa abordagem nao despreza a hipétese de nonmalidade do crvo da outra equacao. Isso nos
permitin aplicar apenas o primeiro estagio do FEK e impossibiliton a estimagio do vetor de
ostados.

Nitidamente obter o vetor de parametros 7 que maximiza as funcgoes (4.54) e (4.67) nao ¢
i tarcia siinples. Mesimo antes desse passo, ha a necessidade de se encontray o minimo de
umna fungao nao-lincar, usado na aproximacao de Laplace. O algoritmo de Newton-Raphson,
deserito no apéndice A3 ¢ sugerido, na sc¢do (41.3.1), como método numérico para obler
tal minimo, requer o uso de derivadas, que muitas vezes precisam taubéim ser estimadas
nuniericaniente.  Portanto o uso de téenicas mpndéricas de estimacao ¢ primordial, assihn
como sua implementagao computacional. Sugerimos pava suprir a parte final do problema,

o algoritmo de Metropolis- Hastings ¢ 0 uso da feréncia hayesiana.



CAPITULO

5

Resultados

Neste capitulo apresentaremnos resultados empiricos para diferentes conjuntos de parametros.
Utilizaremos para isso o modelo deserito em (3.35) ¢ (3.36), o qual chamaremos de modclo
invariante no tempo (MIT) e seguiremos os procedimentos descritos nas subsegoes 3.2.1 ¢

3.2.2.

5.1 Abordagem da Verossimilhanca

Utilizando um vetor de pardunetros “verdadeiro” @, foram gerados 800 dados e descar-
tada a primeira metade deles, para evitar dados enviesados pelo palpite inicial, servindo-nos
como amostra os 400 restantes. Depoils tratamos o velor de pardmetros cono desconhecido
e utilizamos o método descrito na sec¢io 3.2.1 para estimd-lo. No algoritmo de Metropolis-
Hastings tomamos como geradora para os parmetros a, b, ¢*, d e v** distribuicdes normais.
Através do software MATLARB, geranos 1 cadeia com 60000 iteragoes para os 5 parametros.
As primeiras 30000 foram desprezadas. A partiv das restantes selecionamos de 30 em 30,

resultando numa amostra de 1000 valores para a inferéncia, dada pela média dos valores

53
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Tabela 5.1: Resultadog para o MIT A.

Parametro Verdadeiro Estimativa  DP TA (%) CG

a 2.5 21012 0.0872  36.9683 1.2071

b -0.8 07714 0.3183 77.1067  -0.6782
¢ 0.9 0.8874  0.0121 6.1233  0.6162
d 0.5 0.5628  0.0613 13.7250 0.1789
v? 1.0 1.0635  0.0903 9.7117 -0.8350

Tabela 5.2: Resultados para o MIT B.

Parametro  Verdadeiro Estimativa  DP TA (%) CG

a 3.0000 2.6743 0.1307 30.4817 -1.0728

b 0 0.0941  0.1038 801117 0.4750
¢ 0.7 0.6812  0.0403 15.6833 -0.5081
d 0 -0.0132  0.0523  34.5700 1.1984
v 1.0 1.2191  0.1071 94500  1.3848

selecionados. A convergencia da cadeia foi avaliada usando-se o critério de Geweke (Geweke,
1992). Seu valor deve ser, em mdédulo, menor do que 2 para indicar que ha convergéncia da
cadela, veja apéndice A.4.

Os resultados estao sumarizados para dois casos, A ¢ B, nas tabelas 5.1 ¢ 5.2, juntamente
com os valores verdadeiros de cada pardmetro, o desvio padrio (D) da sclegio, a taxa de
accitagiao (TA) do algoritine Metropolis-1Tastings ¢ o valor obtido pelo aritério de Geweke
(CG). Nas figuras 5.1 ¢ 5.3 sdo apresentados os histogramas das densidades das amostras
selecionadas, respectivamente do MIT A e B, para cada parfinetro. I os graficos dos 50%
1ltimos valores amostrados sfo apresentados nas figuras 5.2 ¢ 5.4, em que podemos analisar

a convergencla de cada pardinetro.
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ABORDAGEM DA VEROSSIMILHANC'A
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Figura 5.1: Histogramas das amostras selecionadas: MIT A.
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Tabela 5.3: Resultados para o MIT A bayesiano.

Pardmetro Verdadeiro Estimativa DP  TA (%) CG

a 2.5 2.4418 0.1543 31.8933 -1.5390
b -0.8 -0.7417  0.2294  90.7133  0.0050
c 0.9 ().8859 0.0084 59.7883 1.7412
d 0.5 0.5875 0.0586 41.9217 -0.4240
¥ 1.0 1.0585 0.1402 293733 0.6164

Tabela 5.4: Resultados para o MIT B bayesiano.

Parametro Verdadeiro Estimativa  DP  TA (%) CG

7 -1.0 2.4012 0.0872  36.9683 1.2071
b 0.4 07711 0.3183x  77.1067 -0.6782
¢ 0.7 0.8874 0.0121  6.1233 0.6162
d 0 0.5628 0.0643 13.7250 0.1789
s 0.25 1.0635 0.0903 97117 -0.8350

5.2 Abordagem Bayesiana

Foram usados os mesmos dados gerados para os casos A e B da se¢do anterior com o
procedimento descrito na se¢do 3.2.2. As médias das prioris foram consideradas como sendo
a estimaliva do pardmetro dada pela abordagem de verossimilhanga. Para os parametros
a, b, ¢, dev?", tomamos como geradora do algoritmo de Mctropolis-Hastings distribuigoes
normais. Também nessa abordagem, geramos 1 cadeia com 60000 iteragoes. Descartamos as
primeiras 30000 e, das restantes fizemos uma sclegio com passo de 30 em 30. Ficamos com
nma amostra de 1000 valores para a inferéncia que se deu pela média da amostra selecionada
para cada parametro. Utilizamos o crilério de Geweke para avaliar a convergencia. Os
resultados munéricos estao sumarizados para os casos A e B nas tabelas 5.3 e 5.4, respecti-
vamente. Ja os resultados graficos do MIT A estdo nas figuras 5.5 € 5.6, ¢ os do MIT B, nas

figuras 5.7 ¢ 5.8.
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5.3 Conclusao

Os resultados mostram que a metadologio utilizada ¢ eficaz na estimacio dos parametros,
tanto na abordagem da verossimilhanga quanto na bayesiana. Conhecimentos a priori mais

espoecilicos podem diminnir o tempo computacional.



APENDICE

Metodos Numeéricos

Neste apéndice apresentaremos alguns métodos numéricos citados neste trabalho. Para
wads detalhes a respeito das duas primeivas scgoes sugerimos Press (1989) ¢ Gamertan

(1997), ¢ Milue (1953), da dltima.

A.1 MCMC

O objetivo dos métodos de Monte Carlo com cadeia de Markov (MCMC) ¢ gerar
uma amostra de uma distribuigio p(8), para @ = (6),60,,...,6;) € R* que nao pode ser
gerada dirctamente. A idéia ¢ simlar uma cadela de Markov irredutivel aperiddica cuja
distribuicao de equilibrio ¢ a distribui¢iio de inleresse p(€). Se o mimero de simulagoes é
grande, os valores simulados da cadeia podem ser usados como uma base para identificar
caracteristicas da distribuigao de interesse, p(6).

A seguir damos dois métodos para gerar cadeia de Markov, comwmnente utilizados nos

diversos trabalhos publicados dentro desse contexto.
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A.1.1 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs é nm método MCMC essencialmente iterativo, cnjo nicleo
de trausi¢io é formado pelas condicionais completas da distribuicao p(8), dadas por
p(f)ﬂﬂg, ()3, R ,Ok), p(()g!t?., 93, R ,6;;)] RN ,‘p(@k‘gl, 92, N ,9,1\:_1)‘ O a.lgoritrno do Processo ¢

dado a seguir.

1. inicia com valor 8™ = (()io), - ,(),(CU)) ¢ contador de iteracio j = 0;

)

gera
. j F 1 ( )
(1) 6V de p(011657, 05,6y ;

(i) 09D de p(ool? 0 00y

(k) 67" de p(0a]07 657, 000
3. faz = j + 1 e volta ao passo 2 até obter a convergéncia.

Conforme o ntmero de iteragoes aumenta, a cadeia se aproxima de sua condi¢do de
cquilibrio.  Desta forma, assume-se que a convergéncia foi obtida quando a distribuicao
da amostra estiver arbitrariamente proxima da distribuicdo de equilibrio. Para verificar a
convergéncia do algoritmo existem algunas técnicas. Gelfand & Smith (1995) sugere o uso
de téenicas graficas. Jd o critério de Gelman-Rubin (Gelman & Rubin, 1992) e o critério de

Gewcke (Geweke, 1992) utilizain nma andlise estatistica dos dados da amostra gerada.

A.1.2 Metropolis-Hastings

Quando as distribuigbes condicionais nao sao facilmente identificadas, ou s¢ja, nao pos-
suem formas padroes (normal, beta, gama, entre outras), podemos utilizar, para gerar as
amostras das cadeias de Markov, o algoritmmo Metropolis-Hastings, ou métodos de amos-
tragem por importdncia, Metropolis et al. (1953).

Suponhbamos que quercinos gerar  amostras  de  uma  densidade  ndo-regular
p(0il61, .. 0ic1, 0ia, . 0k) = p(0i]6(_). Devemos definir um micleo de transicao q(6, 6°)
da distribuigao p(0) que represente p(6,|0_;) transformando € em 6*. O algoritmo de

Metropolis-Hastings pode ser esquematizado como segue
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1. inicia com valor 8 ¢ contador de iteragao j = 0,

o

6* de acordo com o nicleo de transicao ¢(68Y, 8*);
3. atualiza 89 por YY) = 6* com probabilidade

p(6')q(6%),6")

'p(6V)q(6",69)

p=rmin ¢ 1

: (A1)

ou seja, permanece com 89 com probabilidade 1 — p

;
4. faz 7 = j + 1 e repete os passos de 2 ¢ 3 até conseguir wina distribuicio estaciondria.
Observagao A.1. Algumas consideragoes podem ser feitas, como seguem.

(i) O algoritmo de Metropolis-Hastings é especificado pela sua densidade candidata para

geracao q(z,y);
(ii) se um valor candidato é rejeitado, o valor atual é considerado na préxima etapa;

(iii) o cdleulo da probabilidade de traunsi¢ao p, e (A1), nao depende da constante norma-

lizadora;

(iv) se a densidade candidata para geracao das amostras ¢ simétrica, ou seja, g(w,y) =
g(y,x), a probabilidade de movimento se reduz a p(()*)/p(ﬂ(j)). Assin, se p(@*) >
p(H(j)) , a cadeia se move para 8”; caso contrdrio, move-se para 8° com probabilidade
p(67)/p(8")). Em outras palavras podemos dizer que wn salto na dire¢io “ascendente”
é sempre aceito, enquanto que um salto na direciio “descendente” ¢é aceito com uma

certa probabilidade.

A.2 Aproximacao de Laplace

A aproximagao de Laplace ¢ wm método numérico que aproxima assintoticamente a
distribuicfo a posteriori de wna variavel aleatéria y. Consideremos @ uma varidvel aleatéria
de densidade p(z) e com p(y|z) conhecida. A densidade a posteriori de y com relagio a  é
dada por

00
W) = [ sulaplas. (4.2)

~~00
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Sejam ¢y, x) = ~ log(p(y|x)p(x)) ¢ T = min, {¢(y, )} o minimo da n¢ao 1 em relagao a

x. Tomemos a expansao cm série de Taylor de segunda ordem de 19, apenas em relagao a x,

em torno de . Asshin
; L | A2
Ply.2) ~ (. 7) — 5 DPly, D) — B,

em que D0(y, T) = PPy, 2)/0x* calenlada em 7. Entdo

o L2
ply) = Vo) / ep it 1,
i 2(=D(y, 7))

o0

Fazendo uma mudanca de varidveis obtemos gue

ply) = V2re D D2y, 7))

A.3 Algoritmo de Newton-Raphson

(A.3)

() método de Newtlon-Raphson ¢ win algoritmo recursivo para encontrar maximos de

fungdes que possuam derivadas de, ao menos, segunda ordent continuas. A idéia do algoritino

¢ utilizar a expansao em séries de Taylor até segunda ordem da funcao em questao.

Scja f uma fungao real, com derivadas de primeira ¢ scgunda ordens continuas. O

algoritmo de Newton-Raphson para f ¢ descrito a seguir.
1. inicia com valor zy e contador de iteragio j = 0;

2. enquanto | f'(«x;)| > ¢

(311) rpax = 75

3. o valor que maximiza f localmente é 2,y.

A derivada primeira da funcio deve ser nula no ponto de minimo.

expressa o quanto é permitido que a derivada dilira de zero.

O valor dado a €

O algoritmo de Newton-Raphson pode ser facilinente estendido para fungdes multivaria-

das.
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A.4 Critério de Geweke

O critério de Geweke (Geweke, 1992) ¢ min inétodo numérico para avaliar a convergéncia da
quantidade amostrada, quando esta ¢ gerada wtilizando-se apeuas wna cadeia,

A iddia ¢ desprezar wna parle da cadela, ¢ dividir a restante cm duas partes niao ne-
cessariamente iguais.  Para cada parte) estitmam-se sua média o variancia.  Cousidera-se
que a cadeia completa convergin, quando as mcédias das duans seqiiéneias selecionadas estao

proximas. 15 isso se avalia com i teste de comparacio das médias. Com um erro de 5 Vz \

valor do teste deve ser, em madulo, menor do que 1,96.
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APENDICE

B

Modelos Discretos

B.1 Modelos ARCH(p)

O processo ARCH pode ser resuinido por

Vi=Xf i 2 (B.1)
2|8y~ P(0, 0} B.2
[
n
ol =on+ Y o2, (B.3)
j=1

em que P(-) ¢ uma distribuicdo paramétrica, usualimente a Normal ou a t-Student, X, denota
um vetor de variavels exégena,  um vetor de parunetros desconhecidos e £2,.5 ¢ o conjunto
de informagoes obtidas até o instaute L — 1, ou seja, Qo1 = {211, Zy-9, Zioa, .. -}

Dada uma série financeira S; (prego de ura agao, de wma opgao de compra ou opgao de
venda ... ) observada em tempo disereto 4y, €y, 43, .. ., quercimos modelar a volatilidade do

retorno on do log-retorno dessa série, ou scja, modelar a volatilidade da série 7, dada por

\

Z, = log S:S’ . (B.4)
D1

67
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Para representar esta série, consideramos em (B.1) 8 = 0, e o processo Z; satisfazendo o

modelo

Zl = g,&; (B5)
£}

ol =qy I L a; 2%, (B.6)
J=1

em que {g,¢ > 0} é uma seqiiencia i.i.d. com E(g;) =0 e Var(e,) = 1.
Por definigao Z; é serialmente nio correlacionada com média zero e varidncia condicional

a7, uma funcio do tempo que pode nio ser constaute. Assunindo que g, ~ (0, 1) entao
Z)Q1 ~ N(0,07). (B.7)
A cquagio (B.6) pode ser expressada pori
0l =02y 1,2 9y Dy ), (B.8)

el que o = (ap, @y, .. ., ) € 0 vetor de parametros desconhecidos.
Como ¢} é u varianeia condicional, devemos assegurar que o? seja estritainenle positiva
para qualquer realizacio de Z;. Para isso, impomos que ag > O e oy > 0,Vj = 1,2,... ,pem

(B.6).

O cdleulo da esperanga nao condicional é simples
E(Z:) = E[E(Z,|Q1)] = E{(ove.[ Q1))

= E{L[(ap + (ijf_j)edfltm i}
J=1

»
= Ef(ap + Z"’szf—j)E(Ermt—l)] =0
=1

(B.9)

Ja para caleularmos a varidncia ndo condicional de min modelo ARCH vamos utilizar a
Lei das Esperancas Tterativas. Esta lei sugere que as esperancgas das ohservagoes correntes
ol fungio delas, g(Z£,;), com respeito as informagées disponiveis no tempo ¢ — J, podemn ser
encontradas tomando a esperancga condicional da informacgio no periodo anterior, ¢ — 1, e
entao tomar a esperanga coudicional da informacio no periodo anterior a cste, e assim por

diante até chegar em ¢ — J. Portanto a esperanca de g{7,) no tempo t — J pode ser obtida



B.1. MODELOS ARCH(D) 69
por

M(Z2) = E(E( ..E(Zﬂgz,, )

Qo] 80))

;/l Z/_:
p p 2 ” ' (13.10)
) ~ ) ’
— (ry i vy E ag by E v + -+ 2 €, R
J=1 J=1 J=1

ewr que B(-) ¢ o valor esperado com relagao a vaa. Z,. E entio temos que
n ’

kg
o P
! (. j =

(B.11)

n': i

Outra forma de demonstrar (B.11) é usando a propriedade descrita na equacio (B.6). Como

I

s @ < 1. Esta condigio € necessdria

devemos ter Var(Z,) > 0 é necessdrio que o > 0 ¢

o suficiente para que o processo ARCH(p) tenha covariancia estaciondria, veja Engle (1982).

ARCH(1)

Quando p = 1 teros
{}';” = (X -]- (| Zf_]) (g > 07 447 :’\' 0 ([3]2)

Se 0 <oy < Lo processo ¢ eslacionario de segunda ordew. Pela egnagao (13.11) o vartaucia

nio condicional ¢ dada por
(¥

Var(Z,) = (B.13)

L= oy
Também lemnos que Z; é uma seqiicneia de varidveis nao-cornelacionadas (1uide branco) com

Y i Ly .
média zero e vartdncia - . De fato,
— oy

Cov(Zy, Zurs) = V(% Zis) = BEIZ Zsil% 1] = B[R el Qupe 0] = 0, (B.14)

pois Quur 1 = {Ziints Lepkez, - - -} € Orgp ¢ explicado por Zyy oy Aléin disso, E{eg 1O, k1) =

0.
Supondo £, ~ N (0, 1) teos
(2 1) = B el ) = (oo + e Z )P E(ED) |90 1 = 3 + i ZE ) (B.15)
Assim

E(Z]) = BE(Z1 1)) = 3E[(a -+ a1 27 )7 = 310G + 20000 27 + o 2,y ) . (B.16)
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Considerando que o processo ¢ estaciondrio de quarta ordem, temos

E(Z,'_J) — 3[(1”5 + 2avqc Var(Z,) + th‘]”)E(Zzl_l)} o 30%, + 6(1:(,(1'[;[- ““(y— + 3(1'?}3(2;1) (B.17)
=
. DI e . B} . 4% "
= (1= 3aDE(ZY = 30} + oa;;]—‘ (B.18)
L — (¥
o Gioe? vy 3ol 4+ ) .
B(Zy = 0 L . 13.19
(1) T—-30% (1 3ah)(1-a1) (I=307)(1 - ) ( )
Entdo, para que momento de quarta ordem seja finito devemos ter 0 < aj < 1/3.

Analisando a curtose de 2,

- B Seallte) (Zen) 80— iy (13.20)

(Var(Z,))? {1 -3yl —aq)  ag (1 - 3a7) )

notamos que embora o modelo seja paussiano, a distribuiciio nao condicional tem candas mas
pesadas do quie as da norinal, o que significa nma vanlagem ao imodelo. Ja uma desvantagem
do maodelo ¢ tralar os retormwos positivos ¢ negativos de forma siintlar nma ver que para o
caleulo da volatihidade sao wsados os quadvados dos retornos.

Muitas representacoes alternativas para o modelo ARCI foran ertadas. Thna delas pode
ser obtida fazendo

72 =t 1 (22 oY), (B.21)

2

il s o 4 Q
o que a; = o Zi‘l O 47 e 2y oge Assim

yu I
o2 N o2 N2 v o2 T2
a0 = ook ) g Zy s+ ((00g)" = 00) = o + E a4l i+, (13.22}
=] i~

e que v = op{e] — 1), Portanto temos um modelo AR(p) para Z7 com ruido v, Através
o fnngao de anto correlagao ¢ da fungao de auto correlacio parcial do processo 27 podemos
obter a ordem do modelo ARCLL(p). Apesar de {v} ser mna seqiiencia de varidveds alealdrias
com média zero, nao-correlacionada, sua variancia ¢ ndo-coustante ¢ sun distribuicio nao
¢ uormal, o gue deixa invidvel a inferencia dos parawmctros do modelo ARCID alvaves da
represeutacao e (13.22).

fale vessaltar que a distribuicao leptocirtica das séries de retoruos ¢ nielhor caracteri-
zada quando, ao invés de considerarmios aseqiitneia =, com distribuicao normal, tomarmos
wa distribuicao condicional nao normal a g, Como por exemplo de algunas distribuicoes
sugeridas a0 {82, sfo: =Student, mistura normal-loguorinal e poténcia expounencial, veja

p.e. Bollerslev (1987), Hsieh (1989) ¢ Baillie & Bollerslev (1989), respectivamente.
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B.2 Modelos GARCH(p,q)

Virias das aplicagoes do modelo ARCH necessitam de muitos valores passados da série.
Utna allermativa mais lexivel ¢ dada pelo ARCL generalizado, GARCH(p,q), modelado por

Bollersley Bollersley (1986)

Zf — JEy (B'ZJ)
7 i q

ol =00ty T b Y el (13.24)
i=1 o=

emoque {g¢, 0 > 0} ¢ wma seqiencia id com BE(z,) = 0 e Var(s,) = 1

O modelo (B.23) pode ser eserito como

o =g o B + B(B)o] (13.25)
em que afB) = B-F-- b a,B 3(B)=4 4+ 3,B%c B ¢ o operador retardo. Para

assegurar (ue avarianeia seja estritamente positiva devemos ter ag > 000 > 0 ¢ 3 > 0
pava i =1, o py - 1000,

L2 Bollersleyv (1936) foi mostrado que o modelo GARCH{(p,«q) equivale a mm ARCH(oc),
isto €, it ARCH de ordemn infiniva, se as raizes de 1 — g(83) - 0 estiverem fora do cirenlo
WNLALIO.

Como no modelo ARCH, considevando g, ~ A0, 1) temos
Sy ~ N0, a;) (13.20)

Uma condicio neeessaria ¢ suficiente para o GARCH({p,q) definido cm (13.23) ser esta-

clonario ¢

14 U
ST+ Y B < L (B.27)

i=1 J=1

Tercinos entao
E(Z) = 0, (13.23)
vy .

ar{Z) = — o = 13.29
V L'( t) 1 - ( £}_| ot }_‘J)_:] J}) ( )

¢

Cov(Z, Z) =0, k> 1. (13.30)



72 APENDICE B. MODELOS DISCRETOS

Cma oulra representagao para (3.23) ¢ oblida considerando

v = Z? — 0} (13.31)

t

Substituindo a equagao {13.31) em (13.23) obtemos

t q

77 Y (it BVZ0 =) B, (13.32)

[ R
e que pt = max(p. ). Logo temos uin modelo ARMA(p®, ) para Z2. No entauto 1 nao
¢, e geral, um processo 1i.d. A representacio dada por (B.32) ¢ usada para a identificagio

da ovdem do modelo.

GARCH(1,1)
Quando p - ¢ — 1 temos
ol =y i w4l 4 Bot |, g > 0,00 20,0, >0. (13.33)

Para que o proceszo seja estacionario no sentido amplo devernos ter ag -+ J; < 1. E entio

teremos
B(Z)=0 ¢ Var(7Z) = —oi— (B.34)

1oy — )

Vamos Lanbém analisar a curtose deste processo

DA 1 = Loy 4+ 82 N
I U R .
l ”Vf/i'”" I — (g 1 3)= = 207

Como no modelo ARCH, temos que as caadas de 7 sio mads pesadas do que as da normal.

Ean geral, identificar a ordem de wm modelo GARCH a ser ajustado ¢ dificil. Em geral
sio utilizados modelos de ordeny haixa como (1,1), (1,2) ou (2,1).

Nelson (1990a) wostron que o modelo a tempo disereto GARCLHI(1,1) converge para um
modelo de difusao a tempo continuo gquando o ntervalos de tenpo ficann arbitraviamente
pequenos. Ja em Nelson (1992) {01 mostrado que se o verdadeiro modelo ¢ wm modelo de
dilusio sein saltos, entio as variancias a tempo discreto sio estimadas com cousisténcia por
wna média ponderada dos residuos passados como na formulagio GARCIH{1,1). As duas
pesquisas citadas anteriormente dao exemplos da importancia da classe GARCH(p,q), em

particular do GARCH(L,1).
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B.3 Modelos EGARCH(p,q)

Os modclos GARCH(p,q) sfo capazes de expressar a volatilidade das sérics de retorno
das agoes. No entanto, os modelos GARCH levam em conta apenas o tammanho dos retornos
e 1a0 o seu sinal , ou seja, ignoram o fato deles serem positivos ou negativos. Isto sugeriu
que se procurasse wm modelo no qual 62 respondesse assimetricamente ao residuo positivo e
negativo.

O traballio de Nelson (1991) introduziu o modelo exponencial GARCH ou EGARCIH

dado por
In(o}) = o+ > Beglecs), A =1, (B.36)
k=1

em que ay, ¢t > 1 e G, A > 1 sio seqgiiéncias nio estocdsticas reals.
Para descrever a relacao entre a mmdanga de sinal do retorno e a volatilidade existente,
funca - . i o 7
a fun¢ao g{e;) deve ser capaz de expressar a magnitude ¢ o sinal de Z,.

Um exemplo importante para a fungao g é:
g(e) = O+ y(led] — B(Jed)) - _ (B.37)

Por constru¢ao g(e;) ¢ uma seqiiéncia i.i.d. com média zero. Podemos escrever (£3.37)

na lorma

J(e) = (04 v)er — vE(lel]), see, >0 (B.38)

(0 — e —vE(]z)), see <0.
F isto nos permite notar na volatilidade o chamado “efeito alavanca”, ou seja, a resposta
da volatilidade é mais rdpida a retornos negativos do que a retornos positivos. Logo ¢(g;)
permite que o processo da variancia condicional {o}} responda assimetricamente a quedas e

aumentos 1o preco da agdo, ou scja, é capaz de expressar o “efcito alavanca”.

B.4 Modelos ARCH-M

Muitas teorias em finangas sao bascadas na existéncia de wma relacao entre risco ¢
retorno esperado. Vale ressaltar que o risco € muitas vezes aproximada pela volatilidade. No
modelo ARCH-M introduzido por Eugle et al. (1987) a esperanga condicional ¢ uma funcao

explicita da variancia condicional
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Y, = X218 + glof) + 2, (1B.39)
Zl. = & (B/l{))
p
O'E = gy + ZO’,J‘Z[’_J» . (B/_[J_)
g=1

Neste modelo um aumento na variancia condicional serd associado comn unt aumento ou

uma diminuicdo na esperanga condicional de Yy dependendo do sinal da derivada de g com
~ . - - . , . 2

relagao a o2, As escolhas mais comuns para g sdo [ungdes lineaves ou logaritmicas de o} ou

Ty

B.5 Modelos IGARCH

Chamamos de processo TGARCH wm processo GARCIT tal que, ao invés da cquacao
(B.27) ser satisfeita, temos
Iy i
- N v M
E o+ E ,dj =1. (B’lZ)
i=1 j=1
Sc 7, segue um processo IGARCH entfo a varidancia ndo condicional de Z, ¢ infinita, ¢
nem o processo nem seu quadrado 72 tém covaridncia estaciondria. No cntanto é possivel
que 7, seja originario de wn processo estritamnente estacionario no sentido da densidade nao

condicional de Z; ser a mesma para todo ¢, veja Nelson (1990b).
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