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RESUMO

Neste trabalho sao investigadas varias estruturas de
dados para Busca por Intervalo em arquivos estaticos.

Cada estrutura € apresentada junto com a - descricao
dos procedimentos de pré-processamento e busca e da analise de
seu comportamento, fornecendo os custos de pré-processamento,ar
mazenamento e busca. As estruturas maié elaboradas sao analisa
das em detalhe.

Sao consideradas as situagoes nas quais uma estrutu
ra & claramente superior 3 outra e finalmente s3ao relecionados

varios problemas em aberto que podem dar origem a trabalhos fu

turos.
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ABSTRACT

Inbthis work we investigate some data structures for
range searching on static files.

Each structure is presented together with ~ the
description of the preprocessing and searching procedures and
the analysis of its performance, giving the preprocessing,
storage and query costs. The most elaborated structures are
analysed in detail.

We consider the situations on wich one structure is
clearly superior to the others and finally relate several open

problemas for further work.
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1. INTRODUCAO

Um dos problemas fundamentais da ciéncia de computa
gao é o problema de busca em arquivos e muitas estruturas de da
dos e algoritmos eficientes tém sido desenvolvidos para resolvé
lo nas suas mais variadas formas. A maior parte dessas estrutu
ras e algoritmos estd voltada para o caso de busca por chaves
primarias, isto &, busca sobre arquivos constituidos por regis
tros identificados por um unico campo de "chave". Para esta
forma de busca muitas pesquisas Ha foram desenvolvidas e existe
uma extensa bibliografia que trata do assunto.

A situagao é diferente quanfo se trata de busca por
chaves multiplas, ou seja, a busca baseada nos valores dos ou
tros campos do registro aldm da chave primdria, que também é
chamada de "busca multidimensional", "busca por chaves secunda
rias", "recuperagao por atributos miltiplos" ou "busca associa
tiva". Ha algum tempo atrids pouco se conhecia sobre estruturas
de dados para conjuntos com muitas chaves mas nos ultimos amos
este problema tem sido foco de um grande numero de pesquisas e
diversas estruturas comecaram a ser projetadas.

Uma busca sobre um conjunto de informagoes & inicia
da com uma requisigao do usuario, chamada "consulta". A consul
ta coloca condigOes sobre as chaves dos registros e a busca é
realizada para procurar registros no arquivo que satisfagam es
sas condigoes. A busca por chaves miultiplas pode ser de varios
tipos, dependendo da maneira com que a consulta estipula condi
¢oes sobre as chaves. As estruturas de dados sao, em geral,mais
ou menos adequadas a um ou outro tipo de busca.

O objetivo deste trabalho é analisar métodos para




resolver um problema particular de busca por chaves miltiplas:
a busca por intervalo. Colocando este problema em termos geo
métricos tém-se um conjunto F de n pontos no k-espago para pré
processar em uma estrutura de dados. Depols de pré-processar os
pontos deve-se responder consultas que pedem todos os pontos X
de F tal que a primeira coordenada x; de x estd em algum inter
valo {£;,u;], a segunda coordenada x, 6 [£,,u,],... X 6 Lo
el - |

Um método para resolver o problema de busca por in
tervalo & caracterizado por um estrutura para armazenar OS da
dos, pelo algoritmo para construgao ou pre-processamento dessa
estrutura e algoritmos para a busca. Cada estrutura & analisa
da usando-se trés fungbes de custo que dependem de n, numero de
pontos e de k, nimero de dimensdes. Logo, para uma estrutura

de busca A, usa-se a seguinte notagdo [BENTLEY-79C]:

1. PAin,k) representa o custo do pré-processamento de n pontos

no k-espago em uma estrutura de dados;

2. SA(n,k) representa o espago de armazenamento exigido pela es

trutura;

3. QA(n,k) representa o tempo de busca, ou o custo da consulta.

Estes custos s3ao em geral apresentados como analise
do pior caso, podendo aparecer associados com o caso médio,quan
do mencionado explicitamente.

E importante observar que estao sendo consideradfs
apenas conjuntos de dados estaticos. Apesar do procedimento de
insérgdo ser descrito para algumas estruturas, niao sao tratados

os casos em que um grande nimero de alteragoes, ou seja, inser



¢6es e eliminagdes, & feito alternadamente com a busca.

No capitulo 2 deste trabalho, s3o apresentados al
guns tipos de busca por chaves multiplas mails conhecidos.

No capitulo 3 sao apresentadas estruturas chamadasbi
sicas para a busca por intervalo: Sequencial, Projegao e Cé&lu
las. Sao apresentadas de maneira rapida por serem razoavelmen-
te simples, juntamente com uma'descrigao dos procedimentos de
pré-processamento e busca. Sdo feitas as anilises de seu com
portamento e os custos sdo apresentados de acordo com as fun
¢oes de custo ja definidas.

No capitulo 4 & analisada a estrutura de arvores
Quad, introdﬁzida por Finkel e Bentley em [FINKEL-74]. Sua des
cricdo e suas anilises sao feitas para o caso particular de re
gistros com duas chabkes. Apesar de ge tratar de uma estrutura
com caracteristicas interessantes pode tornar-se muito custosa
em termos de memdria quando os registros tem mais que duas cha
ves. 'Sdo apresentados algoritmos para insercao e busca e  ana
lises mais detalhadas da busca por intervalo em uma arvore Quad
perfeita e do pior casé desta busca para arvores Quad balancea
das. .

O capitulo 5 é dedicado a apresentagao da eestrutura
de arvores k-d [BENTLEY-75], que caracteriza-se por ser de gran
de versatilidade e porisso de muita utilidade. Trata-se de uma
generalizagao da arvore binidria de busca unidimensional que tem
as mesmas propriedades que esta. Também sao vistos algoritmos
de busca e insercgao e‘anélises mais detalhadas da busca por in

tervalo para arvores k-d balanceadas e analise do pior caso des

ta busca.



O capitulo 6 descreve brevemente outras estruturas
paraibusca por intervalo que tém interesse fundamentalmente ted

ricol.
|
|

; O capitulo 7 apresenta as conclusoOes gerais com um
resubo dos custos de cada uma das estruturas e relaciona proble
mas %m aberto observados durante as pesquisas que dao origem a

trabhlhos.futuros.
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2. BUSCA POR CHAVES MULTIPLAS

Formalmente o problema de busca por chaves miltiplas
relaciona-se com um arquivo F que & uma colegcdo de registros,
onde cada registro R de F & uma m-upla ordenada (vy, Vi, ... vm)
de valores que s3o os campos ou atributos do registro. Uma re
quisigdo de busca & chamada uma "consulta" ao arquivo e especi
fica condigOes sobre alguns ou todos os atributos. Os regis
tros cujos atributos satisfazem as condigoes especificadas for
mam a resposta a consulta e devem ser listados pelo algoritmo
de busca. Dizemos que um campo ou atributo & uma chave se uma
consulta pode se referir a ele.

Por exemplo, vamos sSupor que em uma universidade ha
um conjunto de informagdOes sobre seus alunos; como: nome, nume
ro, periodo, nimero de créditos ja cursados, média geral e cur
so. Para saber quais os alunos de um determinado curso que te
riam chance de se candidatar a algum tipo de bolsa de estudos,
pode;se fazer a seguinte requisig¢do, estipulando-se condigoes
sobre os campos: "quais os alunos do curso de engenharia que
estao cursando o 79 ou o 89 periodo e tem média superior a 7.0".

Neste exemplo os campos: curso, periodo e media sao,
com certeza, chaves. Quanto aos outros campos: nome, nimero e
numero de créditos, serdo também considerados chaves se existir
outra consulta aplicavel a esse arquivo que se refira a algum
deles, caso contrario serao considerados apenas atributos.

Portanto, se um registrorcontém m valores, pode con
ter k < m chaves. Para simplificar, vamos de agora em diante,

nos referir a registros pelo numero de chaves que ele possui,
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sem %encionar explicitamente os outros m-k atributos que possam
exisrir. Os registros serao tratados apenas como uma k-upla de
valo;es (k < m) que sao as suas chaves. Assumimos, de modo ge
ral,ique outras informagoes podem estar presentes no registro,
|

mas como elas ndo tem infludncia nas estruturas e métodos anali
sadoE, ndo serao mais consideradas.

O problema de busca por chaves multiplas pode também

ser colocado em termos geométricos, considerando-se cada chave

do registro como uma dimensao do espago. Assim, os k valores

(Vie Voyees, Vk) de cada registro representam um ponto no espa
¢o de coordenadas k-dimensional. O arquivo de registros se tor
na um conjunto de pontos no k-espago e uma consulta especifican
do critérios a serem satisfeitos consiste em uma regido  desse
espago. Os pontos que se localizam na regiao do espago delimi
tada pela consulta constituem a resposta para a consulta.

A busca por chaves multiplas engloba varias formas
diferentes de busca, que variam de acordo com a maneira com gque
as condigOes sobre as chaves sao especificadas. A analise de
uma estrutura depende, em geral, do tipo de busca.

A seguir apresentamos uma classificacao geral, que
descreve alguns dos tipos mais conhecidos de busca, entre eles

a busca por intervalo, que serd o tipo enfocado neste trabalho.

2.1. Tipos de Busca

Presume-se nessa classificagao que cada registro do

arquivo tem k chaves K;, Ky,...,K e denota-se a chave i do re

k

hiv]




gistro R por Ki(R), 1 <1 < k.

a)

b)

e)

Busca Exata - € o tipo mais simples de consulta e consiste
em perguntar se um registro especifico estd no arquivo. A
consulta define valores v, vy, ..., v, para as chaves K.,
Kz,...,Kk e emtao, procura-se no arquivo registros com exa

tamente esses valores para as chaves, ou seja,

{R/K; (R) = v, paral < i <Kk}.

Busca Parcial - neste segundo tipo de consulta os valores
sao especificados para um subconjunto préoprio das k~chaves.
Em geral, especifica-se valéres'para t das k chaves e pede
se todos os registros que tenham aqueles t valores, indepen
dentemente dos outros (k-t) valores. Neste caso a consulta
chama~se consulta de busca parcial com t chaves especifica
dqs. Chamando T(t) o conjunto destas chaves, entao, os re

gistros que estao sendo procurados sao:
{R/K;(R) = v, para i € T(t)}.

Por exemplo, na base de dados da Universidade, requi
sitando-se uma listagem de todos os alunos que estejam no 49
periodo e tenham média geral 7.0, estao sendo especificados

valores para t = 2 chaves.

Busca por intervalo - & o tipo de consulta no qual & especi
ficado um intervalo de valores para cada uma das k chaves,so

licitando todos os registros que tenham valores ros intervalos



d)

e)
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correspondentes. Por exemplo, em um arquivo com informagoes

sbbre usudrios de um centro de processamento de dados, pode

s# querer saber quais os usudrios que fizeram uma estimativa

de uso de 1000 a 2000 cartdes e de 500 a 800 formuldrios.

A sua definigcdo pode ser colocada da seguinte manei

r%: especifica-se limites superiores cy e limites inferiores

b# para os valores de cada uma das chaves K,, lsi<k. Os re

gistros gque estao sendo procurados sao:

ok

toF:
k

AND, OR, NOT. Esse tipo de requisigao é o mais geral e en

{R/bi < Ki(R)'i c; para I <i <k},

Quando as consultas especificam intervalos para t das
chaves, t < k, determinam-um tipo de busca chamada busca
arcial por intervalo.

De acordo com a interpretacao geométrica, a estipula

10 dos intervalos determina um hiper-retangulo no espacgo

-dimensional, e a busca consiste em encontrar todos os pon

tos do espagco que se localizam dentro desse hiper-retangulo.

Bysca por Regiao (Busca Booleana) - Trata-se de uma combina

cao dos tipos anteriores, usando-se os operadores booleanos

globa todos os outros ja definidos. Caracteriza-se por espe

cificar uma regido qualquer do k-espago, onde devem locali

zar-se o0s pontos procurados.

Busca do Vizinho mais Proximo - As consultas definidas até

agora, sao usadas quando O que se quer saber € se a base de

dados contém exatamente o que esta sendo procurado, seja um,

<y
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nenhum ou varios registros. Em alguns casos porém, pode ser
necessdrio procurar, quando a base ndo contém necessariamen
te o que foi especificado, o(s) registro(s) que mais se apro
ximem daquele que estd sendo procurado. Por exemplo, se que
remos um iivro que trate de dez tOpicos de um assunto e ele
nao se encontra no arquivo, podemos estar interessados em ou
tro que trate da maioria desses tdopicos. Ou ainda, se um ar
quivo contém informagdes sobre todas as cidades com agéncia
de correio, e associada a cada cidade sua latitude e longitu
de e uma carta € enderegada a uma cidade sem agéncia, a cida
~de mais proxima que tenha uma agéncia pode ser selecionada @

mo o destino.

Este problema, de encontrar um ou mais registros no
arquivo que mais se aproxime de um registro dado & chamado pro
blema do vizinho mais préximo, onde a proximidade € medida atra
vés de alguma fungao de dissimilaridade ou de distancia, - por
exemplo disténcia euclidiana. Em geral o problema do vizinho
mais proximo aplica-se a arquivos de dados que armazenam regis
tros com valores reais, para que possa ser aplicada a medida de
dissimilaridade.

Formalmente, dado um arquivo de n registros  descri

.tos por k valores cada, e uma medida de dissimilaridade D, o

problema do vizinho mais proximo consiste em encontrar os m re
gistros mais préximos de um registro dado (que possivelmente n3o

estd no arquivo).

Na colocagdo geométrica, dada uma fungdo  distancia

D e um ponto P, os m vizinhos mais proximos sao os pontos
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{Q,, i=1,...,m|D(P,0;) < D(P,R),¥ R,R # Q;, i=l,...,m}

-
Outras espécies de consultas poderiam ser citadas,
origibadas de necessidades praticas ou de outras combinagdes
dos tﬁpos jd definidos. Uma modificagao da consulta de vizinho
mais Fréximo poderia permitir especificagles gerais como encon
trar F vizinho mais préximo de um intervalo, ou de uma regido,
em ve# de um sd registro. O uso de outros operadores 16gicos
além Pe AND, OR e NOT poderia incrementér o trabalho de busca
booleana. Outras consultas podem ser ainda mais complicadas,
como pedir todos os pares de registros que tenham o mesmo valor
em cinco ou mais atributos, sem especificar quais, ou ainda per
mitir| que as condigGes se refiram a valores que nao estdo arma
zenadps como atributos explicitamente, mas tenham que ser dedu
zidos| de outros atributos através de alguma fungao.
Essas questdes ndao se enquadram no ambito da andlise
desenvolvida neste trabalho e nao serao consideradas, apesar de

frequentemente poderem ser subdivididas em outras mais simples

que sé encaixem em um dos cinco tipos basicos definidos.
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3. ESTRUTURAS BASICAS PARA BUSCA POR INTERVALO

De agora em diante, vamos nos concentrar em um tipo
pérticular de busca por chaves midltiplas, que & a busca por in
tervalo. Reste capltulo serdo apresentadas trés estruturas ba
sicas para resolver esse problema: Sequencial, Projegdo e CE&lu
las. Estas estruturas estdo aqui agrupadas por serem razoavel
mente simples e representarem as formas mais conhecidas de se
tratar arquivos para busca por intervalo. Os algoritmos para
busca, ou outras operagoes sobre essas estruturas nao estdao de
talhados, pois a andlise das estruturas em fungao dos parame
tros P(n,k), S(n,k) e Q(n,k) pode ser feita fécilmente com base
nos procedimentos gerais sem necessidade de nos prendermos aos
passos mais detalhados de um algoritmo. Para simplificar, assu
mimos daqui pra frente que, as chaves de um registro Ki(R) e
os valores de uma chave vy serao referenciados indistintamen
te por Ki' sendo seu significado interpretado de acordo com o

contexto em que se apresenta.

3.1. Busca Sequencial

Entre as estruturas que podem ser utilizadas para re
solver o problema de busca por intervalo, a mais simples & a
lista sequencial. Para cada consulta essa lista seria percorri
da sequencialmente e todos os registros satisfazendo as condi
¢oes estipuladas seriam selecionados. Quando as perguntas nao

precisam ser respondidas imediatamente, elas podem ser acumula
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ara que, depois de um certo periodo de tempo, varias sejam
ndidas de uma sb vez. Assim, com uma sé passada pelo ar
, procura-se registros que satisfacam a cada uma das con
s colocadas.

Como uma das vantagens mais evidentes, aponta-se o
de que essa estrutura € muito simples de ser usada e facil
implementada em qualquer meio. Nos casos em que o arqui
pequeno e o nimero de atributos & grande, e quando as con
s podem ser acumuladas, o que faz com que gquase todos os
tros satisfagam pelo menos uma das consultas, esse método
a-se conveniente e apresenta bons resultados.

A andlise de 6Bustos pode ser feita facilmente: o tra
de pré-processamento consiste no simples armazenamento de

um dos n registros com k chaves.

l Kl K2 . . . Kk
2
n
Fig. 3.1
Entao o custo de pré-processamento sera Pbs(n,k)=

= O(nk). De maneira analoga observa-se que & necessario armaze
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nar os n registros de k chaves e examinar cada um deles para rea
lizar uma busca; com isto os custos de armazenamento e de busca
sao da mesma ordem que o custo de pré-processamento.

Em consequéncia, os custos da Busca Sequencial (bs)

sao:
Pbs(n,k) = 0 (nk)
Spg (n/k) = O(nk)
Q¢ (n/k) = 0(nk).

A estrutura de Lista Sequencial apresenta a mesma fa
cilidade de uso e vantagens citadas acima, para outros tipos de
busca além da busca por intervalo, especialmente quando se deve

testar condigOes extremamente complicadas.

3.2. Profecao

.

O segundo método, a projegao, consiste em manter pa
ra cada chave uma lista dos registros ordenados por ela. Na re
presentagao geométrica do problema onde os n registros de k cha
ves sao considerados como n pontos de k dimensoes, vé-se cada
uma das listas citadas acima como a projecac dos pontos em cada
coordenada do espago. A figura 3.2 ilustra esta representagao

para registros com duas chaves:
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intervalo K,

) , /
— ,
é ' ? T . intervalo K,
KERR’ e
siii%//g‘{i, i
ERE ZERE R
77 L .

Fig. 3.2

Os pontos representam um conjunto de registros de 2
s cada, indicadas pelas coordenadas K; e K,. As linhas
lhadas representam a projecao dos registros na coordenada
sto é, a lista dos registros ordenados pela primeira chave.
Xa vertical representa o intervalo especificado para a pri
chave, a horizontal representa o intervalo para a segunda
, € o retangulo que fica na intersecgdo das duas contém os
s que satisfazem a consulta. Para responder essa consulta
Imos que investigar somente os quatro pontos que se encon .
na area hachurada, ou seja, no intervalo de K; para ver
deles pertencem também ao intervalo K,.
Essas k listas que representam as projegoes ordena

odem ser obtidas aplicando-se k vezes um algoritmo de clas

acao, ou seja, seu custo de pre-processamento e Pp(n,k) =
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= O(kn logyn).

Neste método € de grande importdncia o pré-processa
mento, que em principio envolve somente a ordenacao das k lis
tas. Existem porém, situagoes em que é vantajoso aplicar técni
cas mais elaboradas para preparar a esﬁrutura para as buscas,
como sera visto mais adiante.

Depois do pré-processamento, para responder consul
£as de busca por intervalo, o processo consiste em fazer a in
tersecgao dos virios subconjuntos das listas, determinados pe
los valores da consulta que definem os intervalos de busca.

O primeiro passo para a execugao desta busca € a se
lecdo de uma das chaves referenciadas na consulta e a procura,
na sua lista ordenada, dos limitantes superior e inferior quede
terminam o intervalo para essa primeira chave. Nesse intervalo
estdao todos os pontos que satisfazem a consulta para essa cha
ve, sendo que, provavelmente, uma parte do arquivo inicial tera
sido éxcluida. A partir dai a busca continua, aplicando-se ou
tras comparagoes sobre esse conjunto reduzido. Uma possivel for
ma de comparagéo.seria,'por exemplo, selecionar uma proxima cha
ve, digamos K, e percorrer essa lista encontrada no passo ante
rior para comparar os valores de Ki e selecionar os registros
que estao também dentro do intervalo especificado para Ki‘ Isto
podera eliminar mais alguns registros, resultando numa lista ain
da menor. Assim O processo se repete sucessivamente, selecio
nando e comparando todas as demais chaves até obter a intersec
cao de todos os intervalos.

Uma outra forma de iniciar a busca seria encontrar,

nao s6 para uma chave, mas para todas, os limitantes inferiores



e su
nor

za d
vai

mina
esco
para
rior

los

—.16_

ﬁeriores e entre todos os intervalos, tomar aquele com me
ﬁﬁmero de registros para continuar a busca, o que com certe
iminui ao maximo o primeiro subconjunto de registros que
%ervir de base para as outras comparagoes. Apesar de eli
#—se inicialmente o maior numero possivel de registros na

*ha desse intervalo, este processo envolve um trabalho maior
cada busca, ja& que todos os limitantes superiores e infe
es sdo procurados. No entanto, nos casos em que os interva

tenham tamanhos muito diferentes, este método pode ser uma

boa opgao. Assim & possivel calcular o nimero de elementos de

cada
rem
terv

um e

a ap
ro s
para
proj

sim

intervalo e com base neste dado, selecionar as chaves a se

comparadas. Por exemplo, na figura 3.2, conhecendo os in
alos K; e K,, podemos saber quantos elementos estao em cada
escolher a chave K, para fazer a primeira eliminacao.

O primeiro processo de busca descrito envolve acesso
enas uma das listas de projegOes para determinar um primei
ﬁbconjunto de registros sobre o qual sao realizadas as com
cOes. Uma variacao dessa técnica seria manter uma lista de

e¢cao de registros para apenas uma das chaves, reduzindo as

o custo de pré-processamento. Este recurso & eficiente

quanFo se sabe que esta chave é sempre referenciada nas consul

tas,
me €
as ¢
tas
parg
te p

rio

que a distribuicao dos valores das varias chaves &€ unifor
que os intervalos das consultas sao semelhantes para todas
haves. Quando isso nao ocorre, a existéncia de varias 1lis
de projegoes oferece a vantagem de se poder usar técnicas
selecionar primeiro a chave cujo intervalo vai provavelmen
ermitir o maior nimero de eliminagOes, sem que seja necessa

procurar os limitantes inferiores e superiores de todos os
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" intervalos. Portanto, um ponto a ser discutido neste método é:
"gue chave escolher primeiro?". Esta escolha € de fundamental
importancia, pois dela depende o nimero de registros que vai so
brar para se trabalhar daipara a frente. Estamos ent3o interessa
dos em encontrar meios de escolher a chave que permita fazer o
maior nimero de eliminagdes nesta primeira fase, para depois
aplicar o método sequencial nas demais comparagoes.

Vamos considerar que os intervalos da consulta tem

praticamente o mesmo tamanho e analisar as figuras 3.3 e 3.4:

L4 °
L )
(] 4 .
°
o o |® *le ¢
[ ® L4
° °

Fig. 3.3.
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U °
°
° ° ™
* ° .
°
° [ b
° N
. K,
Fig. 3.4

Na figura 3.3, a selegao da chave K; permitiu que va
registros (pontos) fossem eliminados. Na figura 3.4, que
senta o mesmo conjunto de dados,.vé-se que a escolha de
ao foi boa, pois muito poucos registros foram eliminados.
amente K, & a melhor escolha para se fazer a projegao pois
m menos elementos para continuar as comparagoes. Pode-se
var que os valores de K;, estao mais espalhados do que os
,. Isto sugere que a varidncia das chaves pode ser uma
escolha
aves. Na figura 3.3, a varidncia de K; &€ bem maior que a
» logo K, seria escolhida. Além de escolher a chave de

variancia para fazer a projecao, pode-se ordenar as ou

chaves por ordem decrescente de varidncia para fazer ascom

*
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paragoes sequenciais.

Vamos considerar agora a figura 3.5:

.
.
° °
® L] [ °
'Y °
i ° ° o
° °
P e . *
. . ¢ o
° ¢ L4
e '
.
° [
K,
Fig 3.5

Para esse conjunto de dados o método de escolha de
chaves baseado na varidncia nao funcionaria bem, pois estas sdo
praficamente a mesma para.Kl e Ky.

| Portanto conclui-se que, para o bom funcionamento do
método, seria conveniente ter uma ou duas chaves com varidncia
bem maior que as outras. Infelizmente, nem sempre o conjunto
de dados possui essa caracteristica, como pode ser observado na
figura 3.5. Mas, frequentemente € possivel transformar esses
dados, através da aplicagao da "Anélise de Componentes Princi
pais" [LEE -76] que vai criar novas chaves, as quais poderao

ter essa propriedade.
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3.2.1. Anatise de Componentes Principais (ACP)

O uso da Analise de Componentes Principais para se
enco#trar novas chaves e assim melhorar a busca, implica em um
trabalho muito maior de pré-processamento. Nesse pré-processaren

J ;
to d%vem ser encontrados novos eixos de coordenadas para depois
i
fazek a transformagao das chaves.
} Colocado mais formalmente, o problema consiste em:
dadofum conjunto de n pontos com k chaves K;, Ky,..., Kk encon

|
trar| uma direcao
|

5 2 2 2
1 d = (al,az,'..o,ak)' (al + a2 + > o 0 + ak = l)

tal Que, depois de projetados os pontos em 4, a varidncia dos

pontos projetados seja maxima.

Na verdade essa direcao d & um autovetor X; da ma
triz de covariancia C dos dados, que tem o maior auto vetor Aij.
Além disso, a variancia dos pontos projetados & precisamente
A;. | A diregdo X; & chamada primeiro eixo principal.

De maneira genérica, seja F um conjunto de pontos.
Seja C a matriz de covaridncia de F e k a ordem de C.

Sejam

Xl’ XZ, « e o g xk

"0s dutovetores de C correspondentes aos autovalores

)\1, Az' a o oy >\k

onde




™

derar os X

-2]1~-

|lXi||=l 1 <iz<k

As propriedades dos X, sdo:

Todos os Xi's sao mutuamente ortonormais, isto &,

Xer =0 i#3
erj =1 i=3.
Se o conjunto F de pontos & projetado em Xi’ a varidncia

dos pontos projetados em X, e Ag -
Entre todas as direcSes possiveis, X, & a direcdo que vai
produzir a maior variancia, projetando-se os pontos nela. X,
€ a diregao no espago‘perpendicular a X, que vai produzir a
maior variancia projetando-se os pontos nela. Em geral, Xi’
1 <i <k & adiregdo no espago perpendicular a Xigeoo-Xi
que vai produzir a maior variancia, projetando-se os pontos

nela.

Com base mestas propriedades dos xi's pode~se consi

i's como um novo conjunto de coordenadas no qual pode

se projetar os pontos e obter novas chaves que progavelmente vao

diminuir o dominio da busca [SCARPELLI-83].

Por exemplo, no caso da figura 3.5, apdés aplicar-se

ACP ter-se~ia a situagao mostrada na figura 3.6.
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A variancia A; dos pontos projetados em X; € agora

naior que a variancia A, dos pontos projetados em X,. As
X1 deve ser escolhida como a coordenada em que OS regis
serao inic¢ialmente projetados, pois, para intervalos com

thos semelhantes, provavelmente serd eliminado um maior ni
de registros.

Assim concluimos gue, o método de projegao funciona
r quando um dos intervalos da consulta permite eliminar a
le maioria de registros.
Na situagao em que os intervalos de busca sao seme
es e uma das chaves tenha variancia bem maior que as ou
é provavel que o método de projegao seja eficiente. No ca

n que as variancias sdo semelhantes, deve-se analisar se o

» do pré-processamento usando ACP é compensado com O ganho
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que sera obtido na busca.

A técnica de projegao mostra-se igualmente eficiente
para responder consultas de outros tipos, como busca exata ou
problema do vizinho mais proximo.

A andlise de custo da projetao & bastante simples. O
pré-processamento consiste em realizar k ordenagdes de n elemen
tos cada. O armazenamento do arquivo consiste em guardar essas

k listas de n elementos. 1Isso implica que:

Pp(n,k) O (knlogyn),

O (kn)

Sp(n,k)

Friedman, Baskett e Shustek [ERIEDMAN—75] mostram
gue para buscas que tem regido quase cubica e encontram um nﬁmg
ro pequeno de registros (e sao portanto similares a busca do vi
zinho mais préximo) o tempo de busca é dado por
= 0 (nl—(l/k) )

Qp(n,k) (caso médio) .
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3.3.| Cebutas

"2

§ O terceiro tipo de estrutura envolve a nogdo de "cé
lulas". Para obter as células, faz-se uma particdao do k-espacgo
em hiper-reténgulos de lado £, como uma grade no caso de duas
dime$s6es. Os pontos de k-espago que estdo na mesma célula sdo
armazenados juntos em uma implementacao.

‘ Por exemplo, considerando-se um mapa de uma cidade,
impresso em escala reduzida na forma de livro, a primeira pagi
na traz a area toda e as outras paginas trazem detalhes de re
gioes: quadrados com um certo tamanho, digamos, um kilémetro de
lado, Quando se quer saber quais as escolas que se localizamen
uma certa regiao, verifica-se na primeira pagina quais os . qua
drados de um kildOmetro que se sobrepdem a essa regiao e procura
se as escolas apenas nas paginas do livro relativas a esses gqua
drados  [BENTLEY-79c] .

Esse & o processo envolvido na utilizagdo da estrutu
ra de células. Os quadrados correspondem a células do k-espago
e a primeira pagina do livro corresponde a um diretSrio que per
mite| procurar as células que interessam para a consulta. No pro
cedimento de busca pesquisa-se esse diretdrio e seleciona-se as
células que devem ser verificadas, acessando cada uma delas pa
ra comparar seus pontos. Para uma consulta do tipo busca por
intervalo, que define uma regiao do k-eépago, seriam seleciona
das as células que se sobrepoem a essa regiao.

Para o caso de duas dimensdes, a estrutura pode ser

ilustrada como na figqura 3.7:

3]
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N

Fig. 3.7

Os pontos representam registros de duas chaves cada
um. Os quadrados dessa figura sao o diretdrio, correspondente
5iprimeira pagina do livro do mapa. Os pontos de cada célula
sao armazenados juntos na implementagdo. O retdngulo pontilha
do representa a regiao de busca por intervalo, com especifica
¢do de intervalo para as duas chaves. Na busca seriam selecio
nadas as quatro células hachuradas que se sobrepdem ao retdngu
lo, restando a partir dai es oito pontos localizados nessas qua
tro células para comparagao .

Pode-se visualizar o éaso générico, com mais de duas
‘dimensoes, considerandq que os valores de cada uma das Kl,...Kk
chaves siao divididos em classes, e cada ¢ombinag50 de classes
dessas k chaves forma uma cé&lula. Quando é.formulada uma con
sulta do tipo busca por intervalo, seleciona-se as células que
interseccionam o hiper-retingulo dessa consulta.

A selegdo de células a partir de uma consulta € cha

mada de "tradugao" de uma consulta para um conjunto de identifi



cadorees de células.

A técnica de células é mais adequada para casos

em

que sdo especificados intervalos para muitas chaves. Seu funcio

namento & mais satisfatdorio quando se sabe que o tamanho e
ma das consultas sao praticamente constantes e conhecidos.

sim, as células podem ser definidas com tamanho sehelhante

for
As

ao

das consultas. Para consultas com tamanho e forma que variam

muito e sdo diferentes do tamanho das células, esse método pode

nao ser muito eficiente.

mostra-se também adequado. Para busca exata, seu desempenho

Para outros tipos de consultas o método de células

é

muito bom quando as células sao de tamanho pequeno. Para o pro

blema do vizinho mais proximo com raio fixo, isto &, o proble

ma de encontrar & vizinho mais proximo de um ponto dado dentro

. ~ . k - ; ~
de um raio p, sao selecionadas 3~ celulas para comparagao,

mo mostra a figura 3.8 para k = 2.

se em uma das c€lulas adjacentes agquela em que esta o ponto

do, gu aeéla mesma [ﬁENTLEY-??].,

co

Dado um ponto P, seu vizinho mais préximo  localiza

da

) 2

12
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.
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Fig. 3.8

A maneira mais simples de se armazenar um arquivo pa
ra usar a técnica de células & usar uma matriz multidimensional
para o diretdrio, que contem ponteiros para as listas onde es
tao os pontos das células correspondentes.a cada diretdrio. Es
ta forma de armazenamento funciona muito bem quando se sabe que
os pontos estao uniféormemente distribuidos no k—espagé [BEN
TLEY-79¢] .

Por exemplo, se os pontos estao uniformemente distri
buidos em [0,10]2 e considerando células unitarias, referencia

das por [i, i+1]x[j, j+1] para i,j = 0,9, como & ilustrado na

figura 3.9,
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K,
‘ T célula[5,6] x [8,9]
10 /7
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o dirvetorio pode ser implementado na matriz:
DIRETORIO [0..9, 0..9]

e DIRETORIO [i,j] contém um ponteiro para a lista de todos
pontos na celula [i, ¢+1] x [, j+1]. Isto @ exemplificado
figura 3.10, onde a ligagdo terra (aér) representa um pontei

nulo .

£
os
na
2
ro
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DIRETORIO chave K,

chave K
01 2 34 5 7 8 2
® ? lista de pon

L 1 s | [4] } tos na célula
- | [2:3] % [6,7]

-~

LII-:#»I__LI£

= | | [eg=e] | [eAg==[ [ Ty]
+

WO N i F w b~ o

Fig. 8.10 -

Nesta implementagdo, todas as posigoes da matriz DI
RETORIO contém ponteiros para listas de pontos. Na figura 3.10
vé~se em destaque a posigao DIRETORIO[?;GJ gue da origem a lis
ta dos pontos na célula ['2,3] x [6,7], a qual contém trés elemen
tos. As posicSes DIRETORIO [5,8] e DIRETORIO [8,3] apontam pa
ra as listas de pontos nas células [5,6] x [8,9] e [8,9] x[3,4]
respectivamente.

Se uma busca requer registros que verifiquem as con
digles

7.8 < Ky < 9.2

5.3 < Kz f_ 6,7

a tradugdo destes intervalos para o conjunto de identificadores
de células mostra que deverao ser examinadas as células identi

ficadas pelas posigoOes

[7,5]. [7.6], [8,5], B.6], P.5 ,[9.€]
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da maﬁriz DIRETORIO, ou seja, as cé&lulas:

retan

hachu

[7,8] x [5,6] 8,9] x [6,7]
7,8] x [6,7] [9,10] x [5,6]
[8,9] x [5,6] [9,10] x [6,7]

7 *7/ WY,
% 7

N
\
W

N
N
NN

Fig. 3.11

A figura 3.11 ilustra esse exemplo de busca, onde o
gulo pontilhado representa a regiao de busca e as celulas

radas sao as que serao examinadas.




-31~

Quando a distribuigao das chaves nao & uniforme no
k-espago, pode-se usar- uma técnica do tipo hash para o - diretd
rio [YUVAL-75]. Também neste método, a célula (i,j) aponta pa
ra a lista de todos os pontos em [i, i+l] x [j,j+1], porém, so
mente as células que contem registros do arquivo sao armazena
das. O DIRETORIO[ﬁi, dj] aponta para a lista de todas as célg

las (i,j) tal que:

[o )
1l

fungdo hash (1)

fungdo hash(j) com i = [K;, 3j = |K,]

[o])
]

Por exemplo, considerando células unitarias e

o}
1

LK 1 Jmod 7

d. = |K,|mod 11

o‘difetério pode ser implementado na matriz:
DIRETGRIO [0..6, 0..10]
como mostra a figura 3.12, onde os identificadores de células

(11, 31), (ios F2)seees (ir’jr) que estao na lista apontada por

DIRETORIO [d,, dj] sdo tais que

d, = |Kijg| mod 7

d. = |Kys| mod 11
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da.
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Loia .
pontos em ERYERAAEIREYSERRN
10 [ 11+1]x(3,,31+1]
Fig. 3.12
Para gualquer uma dessas duas formas de armazenamen
to, o lespago necessario consiste das listas representando os
pontos das células e o diretdrio e o pré-processamento  resume

se na montagem do diretdrio e construgao das listas. Com isso

conclui-se que

las sa
metros
dera-s

o tama

O(kn)

Pc(n,k)

e

S (N,K) o(kn)

c
Como as caracteristicas bdsicas da estrutura de célu
> o tamanho e-a forma das células, a escolha desses pard
serd decisiva para a analise de busca. Para tanto consi
e 0 nimero de acessos a células e testes de inclusao. Se

nho da célula € muito grande, haverada poucos acessos e mui
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tos testes de inclusdo. Se o tamanho da célula € muito peqae
no, haverda muitos acessos a células e poucos testes de inclusao.
Logicamente, ambos os extremos devem ser evitados.

O melhor tamanho e forma para as células depende do
tamanho e forma do hiper-retdngulo da consulta. Nas aplicagoes
em geral, as conéultas variam em tamanho e forma, bem como em
localizacao, logo existe grande dificuldade para se fazer uma
boa escolha de forma e tamanho para as células. Entretanto po
de~se apresentar alguns resultados de anilise para o caso parti
cular em que o hiper-retidngulo das consultas tem tamamhho e for
ma coﬁstantes, variando apenas sua localizagao no espago decoor
denadas. Neste caso, o tamanho e forma ideais para as cé&lulas
seriam os mesmos do hiper~-retangulo da consulta. Com isso o nid
mero de acessos a células seria de oK gue é o numero maximo de
células que o hiper-retangulo pode sobrepor, como se pode verna

figura 3.13, para registros com duas chaves:

]

b=,
4]

~-=-r-
Q_,-
u

i
i
]
-y

Fig. 3.13
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Para completar a andlise de custo da busca, & neces

considerar ainda o numero de testes de inclusao de um re

gistro na regido de busca. Com base na andlise de Bentley, em

EBENTLEY-77], conclui-se que, quando o conjunto de pontos & es

_parso
e de

do a

, isto &, cada célula contém no maximo um nimero constante
‘ - = s ~ = k
pontos, o numero maximo de testes de inclusao e ¢2”. Quan

condigao de esparsidade nao vale, ou seja, cada célula con

tém um nimero arbitrario de pontos, o numero de testes de inclu

sao s

= - o - k - :
era, em média, limitado por 2~ vezes o numero de pontos na

regido. Assim, a analise da estrutura de células tem os resul

tados

onde

Pc(n,k) = O (kn)
Sc(n,k) = O (kn)
FQC(n,k) = 0(2"F')  (caso madio)

) - - :
F' &€ o numero de registros encontrados.

oy




-35-
4. KRVORES QUAD

A estrutura de drvores Quad é uma géneralizagéo de
drvore bindria, adequada para o tratamento douproblema de busca
por chaves miltiplas.

Na arvore bindria unidimensional, cada nd suwbdivide a
colegao de nés que estdo na subarvore da qual ele é raiz em duas
subcole¢des determinando, com bése no valor da sua chave, quais
-nés ficam na sua subarvore esquerda ou direita. Em uma arvore
Quad de k dimensces, que representa um conjunto de registros com
k chaves, cada nd subdivide a colegdao de nés que estdo na subdr
- vore da qual ele &€ raiz em 2K subcolegoes determinando, com ba
se nos valores de suas k éhaves quais noés ficam em cada uma das
suas Zk subarvores. Assim, caéa né tera ﬁo maximo Zk filhos .Nos
procedimentos de insercao ou busca, as comparagdes sdao feitas
com base nos k valores das chaves de cada nd, para dedidir 80
bre qual subarvore descer para fazer o proximo teste..

Esta estrutura serd primeiramente descrita para o ca
so de duas dimensoes ou seja, para registros com duas chaves,
pois os conceitos basicos podem ser facilmente estendidos para
mais dimensSes [FINKEL-74].

Cada nd dessa arvore de duas dimensOCes representa um
registro com duas chaves e tem no maximo quatro filhos. Conside
rando~se 0s registros de duas chaves como pontos no pilano, e se
o ponto A & a raiz da arvore, essa raiz divide o espago onde se
localizam os registros em quatro guadrantes: NE, NO, SO, SE,que
cﬁamaremos de quadrantes 1, 2, 3 e 4 respectivamente. Estes
gquadrantes sao limitados pelas linhas que passam pelo pomto A,

paralelas aos eixos K; e Ky, como € mostrado na figura 4.1.
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K, §
2 1
| NO , ME
SO 3 SE 4
Fig. 4.1

Cada filho do n0 A pertece a um destes quadrantes

a raiz da subarvore gque representa esse quadrante.

(0]
(02}

Os pontos que se localizam no quadrante 1 ficardo na
primeira subarvore de A, os pontos do quadrante 2 ficarao na

segunda subarvore de A e assim por diante:

. DS s oS
nos do
do
:O gua- quadrap_
qu:grame Eua gag drante te 4
e
‘ 3

Fig. 4.2
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Cada quadrante & subdividido em outros quatro, pelas
linhas que passam sobre o né que é a raiz da subirvore que re

presenta este quadrante, como mostra a figura 4.3:

K, #

Fig. 4.3

Cada filho do ndé A terda no maximo quatro filhos,e as
sim sucessivamente.

Em gerai, cada no da arvore tem associado a ele uma
regido retangular do espago, que contém todos os pontos que es.
tao na subarvore que possui esse nd como raiz. Este retangulo
é determinado por quatro linhas retas paralelas aos eixos K; e
K, & chamado de "retdngulo limite do nd". Os ndés de um determi
nado nivel representam uma partigéo do espago e a cada nivel se
guinte cada um desses subconjuntos é subdividido em outros qua

tro.

As figuras 4.4 e 4.5.forneeem um exemplo de um con
junto de pontos representado no plano e em forma de arvore Quad.
Os ndés quadrados da figura 4.5 representam nés externos, que

correspondem a subarvores vazias.
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A
nivel 0 Ky
(a)
24
B
A
E
> K,
nivel 1

(b)
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K2 ‘
c G
I
B
H
A
J L
D E
R M

nivel 2

(c)

K &
C G
F
I
B
N H
A
J L
0

D E

K M

niv,el 3 (d)

Fig. 4.4
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Adota-se a convengao de quadrantes 1 e 3 serem fecha
dos e quadrantes 2 e 4 serem abertos, para resolver casos em que
0os pontos se localizem sobre a linha que sai de um ndé. Por exem
plo, se a raiz da arvore € A e um ponto B tem a mesma coordenada
K, de A, na posicdo mostrada na figura 4.6, convenciona-se que

B pertence ao quadrante 1 de A.

K2 A

2 1

C

A
B

3
E 4
- K1
Fig. 4.6

Analogamente, C pertence ao quadrante 1 e D e E per
tecem ao quadrante 3.

Além disso, nao estao sendo considerados nesta dis
cussao os casos de colisbOes, isto &, mais de um registro com va
lores iguais. Quando isso ocorre, esses nos necessitam de um
tratamente especial dentro da estrutura, como por exemplo, lis
tas encadeadas, onde cada nd seria um ponteiro para essa lista
que conteria todos os registros com valores iguais, ou entao al

jum outro tipo de estrutura mais sofisticada. Aqui, quando fala
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se em "registros com valores iguais" ou "registros repetidos",

refere-se a registros gujos campos de chaves sao iguais, igno

rando-se os valores de outros atributos que possam eventual

mente existir.

4"? Insengcao

O processo de insercao de um novo registro numa
vore Quad & basicamente o mesmo usado para arvores binarias.
cada nd, comegando pela raiz, uma comparacao & feita com o

gue vai ser inserido, e o descendente apropriado & escolhido

ra o proximo teste. Ao ser encontrada uma subarvore vazia,

pa

es

ta localizado o ponto onde deve ser inserido o registro. Ao con

trario das arvvores bindrias, a comparagoes & feita com base nas

k chaves do registro, em vez de uma s6 e o resultado da compara

¢do |sera um dos k filhos do no que esta sendo visitado. A

se

guir, apresentamos a implementagao de um algoritmo que realizaa

insercao, na linguagem PASCAL para o caso k = 2.

4.1]1. Algoritmo de Insencao

O procedimento INSERIR que sera detalhado faz a

in

sergdo de um novo ndé em uma arvore Quad de duas dimensoes EFIQ

KEL+74] . Para a construgdo inicial da &rvore, ele seria chama

do uma vez para cada né que deve ser inserido. Nesta implemen
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tagdo, no caso de jd existir na arvore um né com os mesmos valo
res de chaves que o nd que se quer inserir, a insergdo nio é
feita, uma mensagem é enviada e a rotina termina.

Para descrever este procedimento, sera adotada uma

estrutura de dados com as sequintes caracteristicas:

- o0s ndés sado registros com dois campos reais para as chaves e
cinco campos de ponteiros, indexades de 0 a 4. Os ponteiros
de 1 a 4 apontam para cada uma das subarvores do ndé, € sao
nulos quando a subarvore & vazia. O ponteiro zero tem sem

pre valor nulo.

- os ponteiros sao do tipo NO,’a ser definido. Os campos dos
ponteiros de um néd X, sdo denotados por X+.SUB[I] para 0<I<4.
Assim, a terceira subdrvore do nd X & acessada por X+ .SUB [3].
Como X+.SUB[0] tem sempre o valor nil, este serd o artificio
usado para interromper a iteragdo quando o né ji estd na ar

vore.

- os campos das chaves do nd X s3o denotados por X+.CHAVE [I],

para I = 1,2,

- O registro tem a forma:

CHAVE [1] CHAVE [ 2]

suB[0] |suB[1] |suB[2] |suB[3] |suB[4]

Fig. 4.7
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- n5$ serao representados outros campos de atributos, além das
ch%ves.
|

- a %igura 4.8 permite visualizar parte da estrutura de dados

no momento em que o nd X vai ser inserido na arvore com raiz

ap&ntada por RAIZ. A ligagao terra (14r) representa ponteiro

nalo.

RAIZ

]

Az ENE N HEEENEE
e
I O O 0 O O I I OO I T B
T T T
. . . ‘
Fig. 4.8
Assim, a definigdo de:tipos e declaragao de varia

- veis, pode ser detalhada como:

&
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type NO = +REGISTRO;

REGISTRO = record
CHAVE: array [1..2] ofreal;
SUB: array [0..4] of NO

end;

var RAIZ, X : NO:

O procedimento INSERIR faz uso de uma fungao e de ou

tro procedimento que sao definidos da seguinte forma:

~a fungao QUADRANTE (R,X) onde R e X sao ponteiros para nGs

da arvore, retorna um inteiro de 1 a 4, dependendo de qual
quadrante de R, X se localiza. Quando o né ja estd na Aarvo

re, a fungao retorna valor 0, isto &, define-se
- QUADRANTE (X,X) = 0.
O procedimento NO_JA_ESTA_NA.ARVORE (X), onde X &€ um ponteiro

para um nd, envia a mensagem adequada antes de terminar a ro

tina, quando se tenta inserir um nd que ja estda na arvore.
Considerag6es importantes:
os parametros de INSERIR sao R e X, onde R é a raiz da arvo

re e X € o nd que vai ser inserido.

os campos de CHAVE de X estao inicialmente com os valores
das chaves de X e os campos de ponteiros estao com o valor

ntl.

quando a arvore estd inicialmente vazia o primeiro né € inse
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rido como raiz, sem entrar no processo de iteragao.

- supontlo que RAIZ aponta para a raiz da arvore e X aponta

ra o nd0 que vai ser inserido, o procedimento & chamado

os parametros INSERIR (RAIZ, X).

procedure INSERIR (var R:NO; X:NO);
(* inserir registro X na arvore cuja raiz & R *)
var L: 0. .4;

Q: NO;

begin
if R = nil then (*arvore vazia*) R:=X
else begin
Q:= R;
L:= QUADRANTE (Q,X) ;
(*se nd estd na arvore L=0 e
Q+.SUB[L] = nil *)
while Q+.SUB[L] <> nil
do begin (*cada iteracao desce um nivel*)
Q:= Q+.SUB[L];
L:= QUADRANTE (Q,X)
end;
1f L <>0 then (*inserir no¥*)
Q+.SUB[L] := X
else NO_JA_ESTA_NA_ARVORE (X)
end

end

pa

com

+
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Esse algoritmo & usado em [FINKEL=74] , que obteve
alguns resultados empiricos sobre seu funcionamento. Foram cons
truidas arvores de viarios tamanhos, com os nés uniformemente dis
tribuidos nas duas coordenadas, com valores das chaves variando

de 0 a 231- 1. A tabela 4a resume os resultados obtidos.

TABELA 4a

Resultados Obtidos nos Testes de Construgao de Arvores Quad

Nimero de Comprimento de Caminho Interho Nimero de
NGs Minimo Meédio Desvio Padrao Arvores ,
25 48 67.21 8.699  0.8352 300
50 123 168 .4 17.34 0.8608 300
100 288 403.5 30.88 0.8763 150
1000 4547 6288 325.6 0.9103 30
lOOOQ 62721 84705 2882 0.9197 10

A coiuna "minimo" mostra o comprimento de caminho in
terno para uma arvore balanceada com o respectivo nlimero de néds,
portanto, o0 menor comprimento de caminho interno que essa érvg
re pode ter [KNUTH-68].
| A coluna X & o valor médio obtido pela divisao do
comprimento de caminho interno médio das arvores testadas por
nlog n, onde n &€ o nimero de nos da arvore e o logaritmo  natu
ral é usado. Como seus valores crescem muito vagarosamente, &s
so implica que o comprimento de caminho interno de uma arvore

Quad construida com insercdo randdonica &€ aproximadamente propor
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cion%l a nlogen. Logo, a busca exata val provavelmente exi
gir #erca de logen testes., O pior caso de insercdao e busca em
uma %rvore Quad & 0(n?) e isto acontece quando cada n5 €& inse
ridofcomo filho do ndé que estd mais abaixo na arvore. Nesse ca

|
so o’comprimento~de caminho interno serd n(n-1)/2.

4,2. Busca

Para realizar a busca por intervalo em uma arvore
Quad, usa~se um processo que consiste de comparagoes entre a re
gido|de busca e o retdngulo limite dos nOs. Ainda considerando
o caso de duas dimensOes e supondo que foi feita uma consulta
determinando uma regiao retangular de busca, segue-se Os seguin
tes passos:

Iniciando-se pela raiz, compara-se, a cada nd, se
este|esta dentro da regidao de busca, processando-o ou nao, de
pendendo do resultado da comparagao.

Em seguida compara-se a regiao de busca com o retéan
gulo limite de cada um dos filhos desse nd, para decidir na di
regdo de quais deles deve-se dixigir para continuar a busca. Se
0 retangulo limite de um nd se sobrepoe a regiao de busca, esse
né deve ser visitado recursivamente pelo processo [FINKEL-74].

Por exemplo, considerando-se a regiao de busca da

figura 4.9 e sendo A a raiz da arvore;
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b

no primeiro teste conclui-se que A se localiza na regiao de bus
ca, entao ele & um dos pontos que estao sendo procurados. Além
disso a regido ée sobrepde ao 19 quadrante de A, logo, a primei
ra subdrvore de A pode ter nds que satisfagam a condigdo de bus
ca. Por isso essa subarvore deve ser pesquisada. O mesmo acon
tece com os outros trés quadrantes de A, portanto as quatro sub
érvores de A devem ser visitadas e o processo € aplicado recur

sivamente as raizes dessas subarvores.

Se no proximo nivel a arvore contém os nés B, C, D e

E nas posigoes da figura 4.10, pode-se ver quais subarvores des

tes nos serdo visitadas.
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K,
A
2¢ 16 2b 1b
C
B
i -7
3c 4c 3b |
! | 4b
! 1
: i
2d : 1d ;
| b 2e || 1®
2§ \
[ B e e I A —— - E
3d 44 e se
- x,
Fig. 4.10

regidao e somente os quadrantes 3 e 4 de B (3b e 4b da

4.,10)
4 de

arvore 4 do nd6 C, equivalente a 4c na figura 4.10, as

res

Na busca sobre o né B, conclui-se que B nao esta

se sobrepdem d regiao. Assim, somente as subarvores 3

B serao visitadas. Da mesma forma serao visitadas a

na

figura

e

sub

subarvo

, 2, 3 e 4 do n6 D equivalentesa 14, 2d, 3d, 44 na figura

4.10 e a subarvore 2 do nd E, equivalente a 2e na figura 4.10.

Descendo mais um nivel e supondo gque os nds este

dispostos como na figura 4.11,

jam
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serao visitadas:
subarvores 1, 2, 3 e 4 do n6 H
subarvores 2 & 3 do nd I
subarvores 1 e 4 do n6 K
subarvores 1, 2, 3 e 4 do né L

subarvores 1 e 2 do n6 M

e 0os nds encontrados por essa busca serao; A, D, H, L, P, R, T,

U, Ve x;

A figura 4.12 mostra esses pontos na estrutura de ar
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vore e indica em que ramos a busca continua ou é interrompida-:
O trago perpendicular sobre um ramo indica que a busca foi in
terrompida, e os nds hachurados sdo os que se localizam na re

gido de busca. Os nds quadrados representam subidrvores vazias.

4.2.1. Algoritmo de Busca

Serd detalhado a seguir, o procedimento BUSCA-INTER
VALO de [FINKEL-74] que executa a busca por intervalo em uma
arvore Quad de duas dimensOes. Para isso sao necessarias algu

mas consideragodes.
Ja foi visto que o procedimento para busca por inter

valo envolve dois tipos de comparagoes:

1) O teste de inclusdo de um ponto na regiao de busca, e
2) O teste de sobreposigao da regiao de busca com um retangulo

limite.
Para estes testes sao definidas as fungdes boolea

nass:

- ESTA_NA_REGIKO (X), onde X é o ponteiro para um nd da arvore,
retorna "true" se esse né estd na regiao e "false" caso contra
rio.

- RETANGULO_SOBRE_REGIAO (RETANDIR, RETANESQ, RETANBAIXO, RETAN
CIMA) onde os pardmetros dao o retangulo limite de um n6, re
torna "true" se a regido de busca se sobrepGe a esse retangulo

e "false" caso contrario.
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kP) onde P é ponteiro para algum ponto. Este procedimento,

Além dessas fungOes,é definido o procedimento PROCES

exec¢ta o processamento necessirio com P quando ele se encontra

na r%giéo de busca.

O procedimento BUSCA_INTERVALO tem como parametros

um ponteiro para um nd e os valores que determinam o retdngulo

limite desse nd, sendo chamado recursivamente para cada nd que

é vi

sitado. A mudanga de parametros desse procedimento e os tes

tes das fungoes sao mais claramente vistos se forem consideradas

as seguintes situagoes:

Quad

Suporido que todos os pontos contidos em uma arvore
estao distribuidos no espago Yimitado por
RETANESQ < K, < RETANDIR e RETANBAIXO < K, < RETANCIMA

e 0 ponto A, que & a raiz da arvore & dado pelas coordenadas

e que
K, # XA e K, # YA tém~se a situagao mostrada na figura 4.13.
Ky
RETANCIMA
2 1
A (XA,YA)
RETANBAIXO |3 4 .
. K 1
RETANESQ RETANDIR

Fig. 4.13
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Assim o retdngulo limite da raiz A da arvore & dado
pelos pardmetros (RETANESQ, RETANDIR, RETANBAIXO, RETANCIMA). O
ponto A particiona esse espago em quadrantes que sdo os retdngu

los limites dos seus filhos, dados pelos parametros:

I
[

quadrante 1 (XA, RETANDIR, YA, RETANCIMA)

1

N
1

quadrante (RETANESQ, XA, YA, RETANCIMA)

- quadrante 3 (RETANESQ, XA, RETANBAIXO, YA)

-~
|

quadrante (XA, RETANDIR, RETANBAIXO, YA)

Supondo agora que a regidao de busca & determinada pe

los intervalos
REGIESQ < Ky < REGIDIR e REGIBAIXO < K, < REGICIMA

pode-se ter, por exemplo, a situagao da figura 4.14.

K4

REGICIMA

r
!
|
)
!
!

=1
]
1
|
1
}
'l

—
e

' REGIBAIXO [-—---

L er e e - — e —ed -
]
|
1
|
1

fe e == ——d

REGIESQ REGIDIR

Fig. 4.14
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Se a arvore tem & raiz A apontada por RAIZ e pontos

com coordenadas nos intervalos

este

(MINK1 < K; < MAXK1) e (MINK2 < K, < MAXK2)

procedimento sera inicialmente chamado por

BUSCA_INTERVALO (RAIZ, MINK1l, MAXK1l, MINK2, MAXK2);

Iniciada a execugio, para verificar se o nd A encon

tra-se na regido de busca, compara-se suas coordenadas com OS ex

tremos da regido. Em seguida deve-se comparar os quadrantes 1,

2, 3

poem

e 4 gerados por A com a regiao para ver se eles se sobre

Por exemplo, para a primeira subarvore de A compara-se

a regido de busca com o retdngulo limite dado pelo quadrante 1,

chamando a funcao RETANGULO ‘SOBRE REGIAO (XA, RETANDIR, YA,

RETANCIMA). Se o valor retornado & TRUE, faz-se a chamada re

curs

iva do procedimento com os parfmetros BUSCA_INTERVALO

(A+.8UB[1], XA, RETANDIR, YA, RETANCIMA). Assim por diante, o

mesmo teste € feito com os quadrantes 2, 3 e 4, com os respec

tivo

pres

e ba

cao.

5 parametros de dada quadrante.
Seguem as fungOes e procedimentos detalhados, que

supbem a existéncia dos limitantes globais declarados por:
var REGIESQ, REGDIR, REGIBAIXO, REGICIMA; real;

seiam-se na mesma estrutura de dados definida para inser
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funetion ESTA NA REGIAO (X:NO) : boolean;
(*retorna TRUE se X estd na regiao de busca*)
var X,, X,: real;
begin
X1:= X4,CHAVE [1];

X2:= X+,CHAVE [2];

ESTA_NA_REGIAO (REGIESQ < X;)and(X; < REGIDIR)and
(REGIBAIXO < X,)and(X, < REGICIMA)

end ;

function RETANGULO_SOBRE_REG1564(RETANESQ, RETANDIR,RETANBAIXO,
RETANCIMA: real) : bdolean;
(*retorna TRUE se o retangulo dado pelos parametros se sobrép6e
a regiibrde busca¥*) | |
begin
RETANGULO SOBRE REGIAO := ((RETANESQ < REGIDIR) and
(RETANDIR < REGIESQ) gnd (RETANBAIXO < REGICIMA) and
(RETANCIMA < REGIBAIXO))

end ;
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proc%dure BUSCA_INTERVALO (A:NO; RETANESQ, RETANDIR,RETANBAIXO,
| RETANCIMA: real);
(*faz a busca na arvore de raiz A, com retangulo limite dado pe
los demais parsmetros*)
var XA, YA: real; (*coordenadas de A%*)
begin |
XA:= At.CHAVE[1l];
YA:= A+ .CHAVE[2];
if ESTA_NA_REGIAO (A) then PROCESSAR (A);
(A+.SUB[1]<> nil) and
RETANGULO .SOBRE_-REGISTRO (XA, RETANDIR, YA, RETANCIMA)
then BUSCA_INTERVALO (A+.SUB[1], XA, RETANDIR, YA,
RETANCIMA) ;
if (A+.SUB[2]<> nil) and
RETANGULO_SOBRE_REGIAO (RETANESQ, XA,YA, RETANCIMA)
then BUSCA_INTERVALO (A+.SUB[2], RETANESQ, XA,YA,
| RETANCIMA) ;
if (A+.SUB[3]<> nil) and
RETANGULO-SOBRE-REGIAO (RETANESQ, XA, RETANBAIXO, YA)
then BUSCA_INTERVALO (A+.SUB[3], RETANESQ, XA,RETANBAIXO,
YA) ;
if (A+.SUB[4J<> nitl) and
RETANGULO SOBRE REGIAO (XA, RETANDIR, RETANBAIXO; YA)
then BUSCA_INTERVALO (A+4.SUB[4],XA,RETANDIR,RETANBAIXO,YA)

end ;

{3
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Alguns testes empiricos sdo apresentados em [FIN
KEL-74] , para investigar a eficiéncia desse algoritmo. Os
pontos considerados tem valores de coordenadas uniformemente

distribuidos no intervalo [0,1]%, e as regides de busca sdo qua
drados retilineamente orientados com um dado tamanho de lado 1lo
calizadas randomicamente. Para cada tamanho de &rvore conside
rado sdo geradas randomicamente\quatro arvores. Para cada com
primento de lado considerado para o quadrado de busca, sao fei
tas 25 buscas em cada uma das quatro arvores de um determinado
tamanho, portanto, um total de 100 buscas por tamanho de quadra
do. Na tabela 4b € mostrado, para cada combinagao de tamanho
de arvore e quadrado o numero ae nos visitados nas 100 buscas
(coluna visitado), entre estes os que estavam na regiao (colu
na encontrados) e as relagoes significativas entre éstes dados.
Os valores da coluna Visitados/Encontrados indica a quantidade
total de trabalho feito pelo algoritmo para encontrar um nd par
ticular na regiéo que ele estd pesquisando. A coluna Visitados
/Busca mostra a quantidade de trabalho feita para encontrar to

dos os nd0s em uma certa regiao.
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4.2.12. Knpone Quad 0tima

Para alguns casos pode ser conveniente pensar em gas
tar um tempo maior de pré-processamento para construir uma arvo
re 6timizada que garanta um melhor tempo médio de busca. Esta
arvore Quad otimizada a ser descrita para k = 2 tem a seguinte
.propriedade: para todo nd X, nenhuma subarvore de X tem mais da
‘metade dos ndés da arvore cuja raiz € X. Para que ela seja cons
truida,inicialmente deve-se ordenar léxico-graficamente os nds
pela primeira chave e depois pela segunda. A raiz da Srvore é
escolhida como 6 elemento médio dessa sequéncia ordenada, que
depois & subdividida em 4 subcolegoes para formar os descenden
tes da raiz. Para cada subcélegéo aplica-se o processo recur
sivamente. Com este método, os nés qué antecedem o elemento mé
dio da sequéncia ficardo nos quadrantes 2 e 3 e os ndés que o su
dedem ficar3o nos quadrantes 1 e 4. Logo, nenhuma subarvore do
né terd mais da metade dos nos.

O tempo para otimizagdao sera também O(n log,n) pois:
- a ordenagdo de n elementos exige nlog,n operagoes;

- em cada nivel de recursao, a selecao da mediana requer n ope
ragdes, o reagrupamento de registros requer n operagoes e po

de ser feito de tal forma que cada grupo permanega ordenado.

- o nivel miximo de recursdo serd o comprimento de caminho maxi
mo, que na drvore otimizada & dado por |log,n|, portanto limi

tado por log,n.

Logo, o tempo total para otimizagao sera também da

ordem de nlogsn.
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Estudos empiricos de [FINKEL-74] mostram que o com

primento de caminho interno de uma drvore otimizada & cerca de

15% menor que a arvore construida por insercdo simples e as me

dida

sita

4.3.

Quad
poss
anal
lar

mant
agor

unif

te s

a) e

b) t

lo 1
limi
pago

tre

% de eficiéncia como N&s Visitados/NSs Encontrados e Nos Vi

ﬁos/Busca permanecem aproximadamente as mesmas.
|

Analise de Busca por Intervalo em uma Arvore Quad Perfedita

Devido a sua versatilidade, a estrutura de arvore
é muito dificil de¢ ser analisada matematicamente, mas &
ivel apresentar algum resultado sobre seu comportamento,
isando o algoritmo de busca aplicado a uma forma particu
dessa estrutura, a drvore perfeita [BENTLEY-75b]. Serdo
idas ainda nesta analise, as mesmas condigOes assumidas até
a, ou seja, registros com duas chaves que tem valores reais
ormemente distribuidos no intervalo [0,1]2.
Uma érvofe Quad de h niveis & "perfeita", se e somen

e:

i = . :
la tem 47 nés em todo nivel i, 0 < i < h-1, onde define-se
ue a raiz estad no nivel 0, e

odo nd estda no centro do seu retdangulo limite.

Nestas condig¢oes, cada nd do nivel i tem um retdngu
imite que & um quadrado cdm lado (%)i. Logo, os retangulos
tes de um nivel i de uma drvores perfeita particionam o es
[O,l:]2 em um "tabuleiro" de 4% quadrados e os limites en

retangulos de nés no mesmo nivel sao as linhas
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i

K, =K, = t/2i para 0 < t < 27, t inteiro.

Por exemplo, considerando que os registros

A: (1/2, 1/2) H: (5/8, 5/8) o: (1/8, 3/8)
B: (3/4, 3/8) I: (7/8, 5/8) P: (1/8, 1/8)
C: (1/4, 3/4) J: (3/8, 7/8) Q: (3/8, 1/8)
D: (1/4, 1/4) K: (1/8, 7/8) R: (7/8, 3/8)
E: (3/4, 1/4) L: (1/8, 5/8) s: (5/8, 3/8)
F: (7/8, 7/8) M: (3/8, 5/8) T: (5/8, 1/8)
G: (5/8, 7/8) N: (3/8, 3/8) u: (7/8, 1/8)

Sao inseridos nesta ordem numa arvore Quad inicial
mente vazia, teremos as situagoes mostradas na figura 4.15 (a),

(b) e (c) para os niveis 0,1 e 2 respectivamente.

n® de nés = 1
lado do retdngulo =1

particdo = 1 guadrados

linhas limites =

e lo

k1=k2 | 0 1l

=K

nivel 0 (i = 0)

(a)
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n? de nés = 4
C B -
L ® lado do retangulo = 1/2
particdo = 4 quadrados
.D .E linhas limites =
*Kl tl ,,,,, 0 ..... 1 2
1/2 1
k; =k, 0 1/2 1

‘nivel 1 (i=1)

(b)

n® de nés = 16

lado do retangulo = 1/4

particao = 16 quadrados

linhas limites =

oL | M| JH| oI t o 1 2 3 4
ky=kzj 0 1 1 31
4 2 4
Q NIl 45| oR
oP oQ oT oVl

v
:‘:

1/4 1/2 3/4 1

nivel 2 (i = 2)

(c)
Fig. 4.15.
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E para o conjunto dos nés da figura 4.16,

v
=

Fig. 4.16

a arvore equivalente tem a forma mostrada na figura 4.17.

No algoritmo BUSCA_INTERVALO um nd é'visitado se e
somente se, seu retdngulo limite se sobrepde i regido de busca.
Logo, para determinar quantos nds sido visitados durante uma bus
ca, €& suficiente determinar quantos ndés em cada nivel i tem um
retangulo limite que se sobrepde a regido e somar esses valores
para todos os niveis da arvore.

As regioes de busca sdo retdngulos em [0,1]2 com la
dos X; e X,, O que corresponde a uma consulta de busca por in

tervalo que pede registros com valores de chaves tal gue
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b < Kij< b + x; e C < Ky<c+ x,

Vamos definir V(i, x;, xX;) como o numero de retdn
§ulos limite no nivel i que se sobrepdem’3 regido de busca, que
@ exatamente o niimero de nds visitados no nivel i pelo algorit
mo BUSCA.INTERVALO.

Como ja foi visto, na arvore perfeita os = retdngu
los do nivel i particionam o espago em 4i quadrados regulares
como um tabuleiro. Além dissoy Zi quadrados estao alinhados ao
longo dos eixos K; e K,. Por exemplo, no nivel 2, tem—sé 16
quadrados no total e 4 quadrados ao longo de cada eixo, isto &,
ao se tragar retas paralelas aos eixos intercepta-se sempre qua

tro quadrados como vemos na figura 4.18.

K. 4 4 quadrados ao longo de &ixo K,
2
. 1
3/
1/
1/4
O R N 4~-- 4 quadrados ao lon

-'.
| ~go do etxo K,
! RS
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Como a regido. de busca é um retdngulo de lados X
e nimero esperado de quadrados ao longo da diregdo K; que

! ) . . . i
seccionam a regido, estd entre x1.2l e X327 + 1 e ao 1lon

go da direééo K, esse valor esta entre x2.2i e x2.2i + 1. Es

ses Aﬁmeros médios tém como limites superiores os walores

2t + 17 e [x,28 +17.

Pow exemplo, considerando uma regiao de busca com lados x;= 0,4

e X,= 0,3, com a localizagéo mostrada na figura 4.19 para o ni

vel 2,
K 4
1
3/4 ’f- """""" —
|
X994 : ;
!
I
1/2 —ft——t
X1
1/4
—— K
1/4 172 3/4 1 1
Fig. 4.19
vemos| o pior caso possivel para esse tamanho de regiao de busca

onde ele se sobrepoe a 3 quadrados na diregdo Ki e 3 na diregao

Ko, o

que &€ dado por:
[x,.27 + 1] = [(0.4)22 + 1] = 3

x .25 + 1] = [(0.3).22 + 1] = 3

Iy
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Para esses valores de x); e x;, o nimero esperado de

quadrados que interseccionam a regido estd entre

x-121 e x12i + 1

na direga3o do eixo K;e entre

xzzi. e x221+ 1

na direcao do eixo K,. Assim os valores

22 41 e x,2t 41
sdo boas estimativas do nGmero de intersecgGes ao longo - dos
eixos, a menos que i esteja proximo-de 0 e xj proximo de 1. Por
tanto, o nimero total de quadrados que interseccionam a regiao

no nivel i, é dado aproximadamente pelo produto.
. i i
V(i,x;,%x;) = (x;27 + 1) (%,27 + 1)

Este valor di uma boa estimativa do nimero médio de nés visita
dos no nivel i pelo algoritmo BUSCA=-INTERVALO aplicado d& uma ar

vore Quad perfeita.

Para avaliar o numero total de nGs visitados duran
te uma busca €& necessario somar os valores dados por V(i,x;,X,)
para todos os niveis &. Denotando por E(h,x;,X,) o numero de

nds visitados em uma busca numa arvore de altura h, tem-se:

E(h,x;,x5) = z V(i,xq,%x5)
0<i<h=1
= z (x72741) (x,27+1)

0<i<h=-1



-~70-

= 1 [x1x,4% + (x4 x,)2% + 1]
0<i<h-1
= x;x, ¢ 4' 4 (xy+x,) ¢ 2t 4+ n
0<i<h~-1 0&i<h-1

[4.1]

Parza expressar esta soma como fungéo de n, nimero
de nds da arvore, msa-se o fato de que cada nivel i de uma arvo

re perfeita tem 41 nés para estabelecer que:

. h
T [4.2)
O0<i<h-1
h = log,(3n + 1) [4.3]
Além |disso,
> 2t = oM
0<i<h-1
N 2h
- 21094(3n+l)
n 2log43n
= (3m1/2 [4.4]

Substituindo-se [4.2],[4.3] e [4.4] em [4.1], vem:

/2

E(n,x),%3) ~ X1X,n + (x; + x2)(3n)l + log4(3n)

que é aproximadamente o nimero de nds visitados por BUSCA.INTER

VALO, para fazer uma busca dos nds que se localizam em uma re
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gido retangular de lados X; e X; em uma drvore Quad perfeita de
n nés (onde n = (4h—1)/3).

Em geral, para uma arvore Quad perfeita de ordem k

ki

teremos 2 hipercubos com 21 geles na diregao de Ky, Kp,eo...

..+K Entdo para uma consulta com intervalos xj tal que:

K *

a, < R,

3 j < a, + x. , j =1,k

J J

as equagoes V e E sdo:

¥ (x..21+1)

V(i’xl ;xz,.oo’,(]()

i<i<k
e,
E(h,XI,XZ,...,X ) = E V(i'XI’XZ'.c-'X )
k k
0<i<h-1l
= z m (x..zi+1)
0<i<h-1 1<j<k [2.5)
Podemos expressar a equagao [4.5] por:
i (k-Di ;
= P ) Zkl + Pk—l z 2 . +...+Pl z 2 + T
k O<i<h-1 0<i<h-1 Of_if_h—l 0<i<h-1
onde,
P, = b1 X.
Folgx
P, = z X, X X
. %
3 1<j,2,p<k 7 P
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X X.X
l<y,eek 2 F
J#s
I X,
1<j<k -

O numerp total de nés em uma arvore Quad perfeita de ordem

h = log,, E(Zk—l) n+1] [4.8]

Temos também que:

2(k—i)i
O<i<h-1

| A

H

il

,(k=1) _;

o (k=11

2(k-l)h

k
ok 1)log2 [(2%-1)n+1]

k
2(k~l)log2k [(2™-1) .n]

0 (nl-(l/k)) : [4.7]

Substituindo [4.6] e [4.7] em [4.5], obtemos:

E(n,xl,...,xk) =n

m xj + O(n.l4l/k%

l<j<k

7




~73~

Essa expressao, que chamamos de avaliadora, apesar
de ter sido construida para arvores Quad perfeitas, também po
de representar uma boa estimativa do nimero de nds visitados em
uma arvore randémica. Isto‘pode ser observado na tabela 4c,que -
permite comparar os resultados empiricés mostrados anteriormen
te para k=2, com os valores esperados segundo a expressao E(n,
X1:X5) . |

Considerando regices de busca como quadrados de 1la
do x, a coluna "Nés Visitados" apresenta o nimero de nds visita
dos nos testes realizados e o numero esperado de nés visitados
dado pela expressao avaliadora usada para o caso particular de

quadrados de lado x:

2

E(n,x) = x%n + 2x(3n)1/ + log,3n

Observa-se apenas que o numero esperado de nds visi
tados tende a ser levemente menor gue o numero de nos realmen
te visitados nos testes. Isso acontece exatameﬁte porque a ex
pressdo avaliadora foi construida com base em arvores perfei
tas, e os resultados empiricos floram observados em drvores ran
domicas. Nas arvores construidas randomicamente o comprimento
de caminho interno € maior ou igual que na arvore perfeiﬁa, lo
go o nimero de ndés visitados deve ser maior.

A coluna 'overwork" da tabela 4¢ nos da a diferenga
entre o nimero de noés visitados e o nimero de ndés na regiao de
busca, tanto para os resultados encontrados nos testes empiri
cos como para os resultados encontrados pela equagao E(n,x). O
nimero esperado de nds em uma regiao de busca quadrada de lado

x, com chaves no espago [0,I]2 & nx?. Entdo, para o caso anali



-74-

dado, o "overwork" esperado do algoritmo BUSCA_INTERVALO & apro

ximadamente 2 v3x nl/2 + 1og4 3n.
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Intervalo para RKnrvonres

4.4

Quad Balanceadas

Para analisar o pior caso de tempo de processamento

}
|
do apgoritmo BUSCA-INTERVALO para arvores Quad, vamos conside

rar @omente arvores balanceadas (LEE- 78] Sem perda de gene

ralﬂdade podemos assumir que todas as chaves sao positivas e o
hk
nimero total de registros &€ n = 2 k L . Assim, essa ar
2 -1

serda uma arvore balanceada com todas as folhas aparecendo
com |a

ivel h-1. Para ilustragdo serd discutido o que acontese

arvore bi-dimensional, ou seja, quando k = 2, Nesse caso,
h

ero total de registros é n = _ﬁ_gl_. e os nés estdo no pri

meiro quadrante. A regiao de busca tem a forma de um retangulo

eixos de coordenadas como os limites inferiores, isto e,
ela |sempre se localiza de acordo com a figura 4.20, onde L(i)

i) sao respectivamente os limites inferior e superior do

intervalo para a chave K i=1,2.

Ko

?demcs assumir, sem afetar a complexidade, que ela tem os
U
T }

U(2)

L (1) U(l)

L(2)

Fig. 4.20




A andlise & feita contando-se o niumero de visitas
feitas a nds durante a busca, com uma restricao importante:"no
algoritmo BUSCA-INTERVALO fazemos uma visita a um né se e somen
te se seu retangulo limite se sobrepde d& regiao de busca; nesta
analise contamos um nimero de visitas que n3ao & o nimero total
de visitas feitas em BUSCA_INTERVALO, pois consideramos que, se
o retadngulo limite de um nd estd totalmente dentro da regifo de
busca, as visitas a ele e "aas seus descendentes n3o serao mais
consideradas na contagem. O sub-arquivo que esse nd representa
sera recuperado como um todo. Logo, um nd serd eliminado da
busca em dois casos: se ele representar uma subarvore que nao
pode conter nenhum ndé que esteja na regiao de busca, ou se to
dos os nos da sua subarvore estao nessa regiao.

Como estamos interessados no pior caso, podemos ar
ranjaf os nd6s de maneira a conseguir, para uma dada ‘regido de
busca, o maior numero possivel de visitas. Assim, sendo A a
raiz ae uma adrvore e B, C, De E seus filhos, no pior caso a
regiao de busca se sobrepoe as 4 regioces representadas pelos fi
lhos de A, o que sera obtido, se eles tiverem por exehplo, as

localizagoes mostradas na fig. 4.21:

o E

Ll w]
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Nesta situagao, apesar de D ser eliminado nesta ana
lise, porque seu retangulo limite estd totalmente dentro da re
gido.de busca, ainda serao feitas mais 3 visitas. Em qualquer
outra situagao seriam feitas apenas duaé visitas, pols se a re
gido| de busca ndo intersecciona os quatro quadrantes, sO pode in

terseccionar dois deles, como pode ser verificado na figura

4.22.

@y o g

]
|
|
|
1
1
|
1
1
I
!
I
l
i
1
|
¢

(a) Ky (b) Ky

Fig. 4.22

Neste ponto, ja foram feitas visitas a A, B, C e E,
e dos 4 filhos de A, um foi eliminado da contagem (D).

Vejamos o que acontece com a segunda subarvore de A
repfesentada por C. Depois de visitar C, duas das suas quatro
subarvores, J,K,L e M serdao eliminadas, ou por estarem completa
mente fora da regiao de busca, que é o gque acontece com J e K,

conforme mostra a figura 4.23,
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K, |
oK o J
A ?C
L | me
____________________ A
S :
A i
+ :
:
t
1
]
|
1
f
1 ’Kl
Fig. 4.23

ou por estarem completamente dentro da regiao, que & o que acon

tece com L e M conforme mostra a figura 4,24.

=3

e e e o o of - — -

Fig. 4.24
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-

Na subidrvore E da figura 4.21 a situagdo & semelhan

or

te \de C, exceto no que diz respeito ao sentido em que o limi

te da regiao de busca corta os quadrantes de E e C.

Para cada uma das duas subarvores de C e E visitadas
doiside seus filhos sao também eliminados, independentemente da
posigdo dos nds. No exemplo mostrado na figura 4.25, os nés L
e M tem duas subarvores cujos retlngulos limites ndo se sobre

poem & regiaoc de busca.

N ———

Fig. 4.25

Se a localizagdo desses nés fosse uma das mostradas
na figura 4.26, ainda assim seriam eliminades dois filhos de

L e dois de M.

x5




Ka

po wo o] - - I R g

subarvores visitadas:

l e 2del
l e 2de M

(a)

e TIPS K —— |

2

subarvores
3 e 4 de L
l e 2deM

(c)

visitadas:

K,

Fig. 4.26

(b)

subarveres visitadas
l e 2delL
3 ed de M

>
K,



mo co
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seus
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por B

K} co

tal g
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Portanto, conclui-se que, acontece exatamente o mes
m as subdrvores C e D no pior caso, ou seja, dois de seus
o filhos sdo visitados e dois eliminados. Dos filhos de
dois filhos visitados apenas dois sao visitados e assim
iante, até o final da arvore, independentemente da locali
dos nds. |

Com relagao a primeira subdrvore de A, representada
pode-se ver que, movendo as coordenadas K, e K, para K| e

mo mostra a figura 4.27,

Fig. 4.27

ue K’ e K', tem origem em A, tem-se a mesma configuragao do

infcio da busca, e B € analisado da mesma forma gque A. Assim,

o que

fato

acontece com B é o mesmo que acontece com A, a menos do
de B estar um nivel abaixo.

Considere-se o exemplo da figura 4.28, que mostra

L2l
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parte de um conjunto de nés de uma arvore Quad, e uma regiao de

busca por intervalo, aplicada neste conjunto.

Kz‘
K J
C
v G
L !
2
aadiditeeadis I Eof Bl Bl g ettt pibndias bk Radhe ]
{BTi
]
H : I
[}
! !
|
0 [ IR
N ! S
D e
]
p o
—4 19 | — 4L
]
: =
~ K,

De acordo com a andlise desenvolvida vé-se, na figu
ra 4.29 o resultado da busca aplicada a arvore equivalente ao
exemplo da figura 4,28, onde os nds hachurados representam nds

gue nao precisam ser visitados.
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Fig. 4.29

Com os resultados obtidos ahalisando-se o0s primeiros
niveis da arvore, & possivel construir a equacdo de recorréncia
do numero de nés visitados, pois sabe-se o gue acontece com to

dos |os nos.

Assim, sendo h a altura da arvore e T(h) o nimero
total de nds visitados; sendo h, a altura da subarvore com raiz
Cou E e T'(h;) o equivalente a T(h) para estas subarvores, tem

se que as equacOes de recorréncia sdo:

T(h) =1 + T(h-1) + 2T' (h-1)

T'(hy) =1 + 27'(h; - 1)

Pode~se visualizar estas equagOes para o exemplo da
figura 4.28 na figura 4.30 que mostra a relagdo entre © numero

de nds visitados em uma arvore e suas subarvores.Os ndés hachura

L2}
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dos representam nés que foram eliminados da contagem.

T(h) - numero de nés visitados em toda a arvore.

T'(h;) - nimero de nés visitados na subdrvore com

raiz C

v/

2 S

T'(h,~1) T'(h,-1)

Fig. 4.30
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As equagoes de recorréncia:

T (h)

T' (h))

serao resolvidas com

e resolvendo

substituindo

ou seja,

T (0) =

T (1)

Resolvendo T'

T' (h,)

1 +7T (h-1) + 2 T'

1+27" (h -1)

(h-1)

as condigoes iniciais:

T' (0) =0
(1) = 1
T

0<i<hy
h,

= 2 -1

(hi1), obtem-se:

Substituindo [4.8] em T (h) vem:

T (h) =22 = 1 + T (h-1)
T (h), tem-se
T (h) = I 2t _p
1<i<h
=2 (2l - 1) - n
_ o (2h (/20 gy g
Como
2h
n=-2_=1
3

[4.9] em T (h) resulta:

T (h) =

O(k.n(l

1/2

0(2.n )

_(l/k))) para k = 2,

[4.8]

[4.9]

#)

L 2]
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A analise do pior caso de arvores Quad balanceadas
k-dimensionais, baseia-se na idéia de contagem das regides "li-
mitadas", pois estas sao as regioes que ndo serao visitadas.Uma
regidao & considerada limitada se ela tem como limite os prd -
prios eixos ou, os hiperplanos paralelos aos eixos que passam
pelos nds e dividem uma regido em outras 2k regioes.

Por exemplo, para k=2, depois de visitar a raiz
tem-se a primeira partigao que gera regices associadas com cada
um dos ndés B, C, D e E sendo que a reglao associada a D & limi-

tada, como pode ser visto na figura 4.31.

'y
K,
C
[ J
A R ;
B
* |
N
\
' i
oD ! E
1 ]
1
1
L >
Ky

Fig. 4.31

Essa regiao, considerando-se que ocorre o pior caso,
serd eliminada da busca por estar totalmente dentro da regiao
de busca. E assim em todos os niveis, sempre que uma regiao li-
mitada & gerada por uma particao do espago, uma subarvore se--

ra eliminada da contagem. Ao contar-se o numero de regioes limi
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s em cada nivel, pode-se saber o nimero de regices nao limi

tad#s, que & o nimero de nds visitados nesse nivel. Somando - se

!
ess# nimero para todos os niveis tem~se o numero total de nds

visi

uma
aos
linh
como
perp
aos

limi

cada
SO Y
- gioe

reqgi

tados em toda a arvore.
Ainda para ilustragdo, vamos continuar considerando

Arvore Quad de 2 dimensdes, na qual linhas perpendiculares
eixos particionam o plano onde se localizam os nos. Estas
as também servem como limites de novas regides. No nivel 1,

ja foi visto na figura 4.31, traga-se as primeiras linhas
endiculares a K, e K,, o que € chamado de primeira "visita"
eixos K1 e K, com o que obtém-se quatro regides, sendo uma
tada.

No nivel 2 traga—sé duas linhas perpendiculares a
eixo, uma em cada regiao das geradas na primeira visita.Is
esulta em quatro regides ao longo de cada eixo, istb é, re
s que tem um dos lados limitados pelos eixos. Destas quatro

oes, apenas uma nao & limitada, portanto, neste nivel, tem-

um total de 9(nove) regioes limitadas.




K,

4 regices ao

C
longo de K,

-uma nao limitada

$I&

4 regices ao longo de K,

- uma nao limitada.
nivel 2 - sequnda visita aos eixos

Fig. 4.32

No proximo nivel faz~se a terceira visita aos eixos,
e assim por diante tal que, no nivel i para k=2, o nimero de vi
sitas feitas a cada um dos eixos K; e K, é i e o nimero de regi
oes dgeradas por essas visitas, ao longo de cada eixo, & 21. Co-
mo, dessas regides, uma nao & limitada, tem-se (Zi - 1) regioes
limitadas ao longo de cada eixo, o que da um total de

2t -1 2t -1

regides limitadas no nivel i. Essas sd3o as regices que  serao
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eliminadas da busca. Com isso, pode-se calcular o nimero total
de regides ndo limitadas em cada nivel e depois em toda a &rvo-
re, o que dara o nimero total de nds visitados.

Voltando agora ao caso geral de registros com k cha
ves, tem-se que cada partigao de uma regido gera 2k regiodes. As

| _ .. 2Pk _

sume-se que o0 numero total de nos € n = —;E—~:—I— e todas as
chaves sao positivas. As regides sao particionadas por hiper -
planos perpendiculares aos eixos. No nivel zero tem-se todo le]
espaco inicial, logo, apenas uma regido nao  limitada. No ni-
vel 1 tem-se hiperplanos perpendiculares a Kl, K2, ceey Kk' o)
que éeaprimeira visita aos eixos Kl' K2, ceey Kk' Essa primeira
visita gera duas regioes ao longo de cada eixo, sendo uma nao
limitada. No nivel 2 & feita a éegunda visita e sao geradas qua
tro regices ao longo de cada eixo, uma das quais nao é limitada
Em geral, em cada nivel i & feita a i-ésima visita aos eixos e
sao beradas 2t regioces ao longo do eixo K.+ Como uma s6 nao &
limitada, o nimero total de regiBes limitadas nesse nivel i &:

B(i) = (2% - )X

O numero total de regioces nao limitadas no nivel i

(]}

s(i) = 28t - (21 - 1)

Assim, o numero de ndos visitados, de acordo com as
| ~ . N - . -
condigoes consideradas nesta analise, e a soma desse va-

lor sobre todos os niveis da arvore, ou seja:

T (h) = 3 S (1)
0<i<h-1
= 3 [2ki -2t - 1)k]

| 0<i<h-1
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usando a expansao binomial resulta:

Jh (k-1)
T (h) =k . + o2
2kl g

h(k-2))

ou seja,

T (h) O(k.n

4,5, Conclusdes

E importante observar que a arvore Quad & apropria
da para o caso particular discutido até agora, onde k=2, mas po
de tornar-se inadequada do ponto de vista de armazenamento para
dimensdoes maiores. Na arvore deé duas dimensoes necessita-se ar-
mazenar, para cada nd, quatro ponteiros além das chaves. Para o
caso k—dimensional, cada no tem 2k filhos, portanto 2k pontei -
ros, assim, o custo de armazenamento & O(2kn).

Em resumo tem-se os seguintes resultados a respei-
to de arvores Quad:

Com relagao ao pré-processamento, os testes empiri
cos mostram que o tempo médio de insergao aleatdria de nds é
logaritmico em relagao ao tamanho da arvore. Para construgao da
arvore otimizada, o tempo gasto & O(nlog,n), logo, o custo de

pré-processamento é:

PQ (n,k) = O(nlogzn)

Quanto ao custo de armazenamento viu-se que,

s, (n/k) = 0(2%n)
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Nas andlises do algoritmo de busca em uma arvore
Quad perfeita, com valores de chaves uniformemente distribuidos
no espago @,l] 2 para k=2, o nimero esperado de nds visitados
e:

E (n,x1,%2) = x1xzn + (x1+x2) (3002 + log, (3n)

e para o caso geral,

E (nrx1,...,X]2 = N. II xj + O(nl—(l/k))

1<j<k
Na analise do pior caso para arvores balanceadas,
conclui-se que o nimero de nds visitados em uma busca por in-
tervalo (T (h)), excluindo-se os subarquivos que estdo inteira -
mente dentro ou inteiramente fora da regiao de busca, em uma

arvore de h niveis &,

T (h) = O(k.nl_(l/k))

B -
portanto o custo dessa busca é:

0y (n/k) = 0 (k.nt” (17K)




5. ARVORES K-D

A proxima estrutura denomina-se "arvore de busca k-
~-dimensional®, que & frequentemente abreviada como "&rvore k-d"
[BENTLEY-75] . Trata-se de uma generalizagao da arvore bindaria
de busca de uma dimensao, para representar registros com véarias
chaves. Na arvore de busca unidimensional representa-se regis-

tros com apenas uma chave, que seri o discriminador de todos os

'nds. A propriedade que define esta estrutura & de que todos os

nés na subdrvore esquerda de um nd X representam registros com
valor de chave menor ou igual ao da chave de X e os nds da sub-
drvore direita contém registros com valor de chave malor que o
da chave de X. Esse valor da chave serd, para todos os nds, o)
valor basico para as comparagoes que determinam a diregao dos
processos de busca e insergao.

Por exemplo, a figura 5.1 mostra uma arvore biniria

de busca com valores numéricos nas chaves.
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Para verificar -se um determinado nd Y encontra-se
na arvore, compara-se a partir da raiz, o valor da chave do nd
Y com o valor da chave do nd que estd na arvore. Se ambos os
val¢res sao 1lguais o nd foi encontrado, caso contrario, a bus-
ca @eve continuar recursivamente pela subarvore esquerda se a
chaYe do nd Y for menor ou pela subidrvore direita se a chave
do Pé Y for maior. O processo termina quando o nd & localizado
ou éuando encontra-se uma subarvore vazia, o que significa que
o n§ procurado nao estd na arvore. Para inserir um novo elemen
to & procedimento basico @ o mesmo sendo que continua-se com
as %omparagSes até encontrar um ramo vazio, isto &€, um ramo
que%leve a uma subarvore vazia, gque & onde deve ser inserido o
novo nd. No processo de insergao deve estar determinado se nds
comimesmo valor de chave, se existirem, serao inseridos mais
de @ma vez. Em caso afirmativo, deve estar convencionado se o
nod com valor repetido entrara a direita ou a esquerda daquele
queitem o mesmo valor. O processo basico de construgao da arvo
re %onsiste em, comecando com a estrutura vazia, aplicar o al-
goritmo de insercao para cada um dos nds que devem ser inseri-
dos% na ordem em que aparecem. Uma variacao desse proceséo per
mité a construcgao de uma arvore balanceada, o que garante um
melﬁor tempo de busca, ou seja:

1 -!ordenar os valores das chaves de todos os nos

|
i - » . - »
2 - escolher o n0 cujo valor de chave seja o valor médio de to

/dos os nds, para ser a raiz

3 ~|aplicar recursivamente o passo 2 s duas subcolegoes obti-

das pela escolha da raiz.
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Para regitros com varias chaves essa estrutura é
inadequada, pois apenas uma chave & usada para organizar a ar-
vore, mas ela pode ser generalizada para ser usada com conjun-
tos de registros com k chaves cada um. Nqs processos de inser-
Gao e busca para arvore bindria simples, as comparagbes sdo fei
tas com base em uma unica chave para tomar a decisao de prosse
guir pela subarvore.esquerda ou direita. Em uma &arvore multidi
mensional (arvore k-d) essa discriminagdo & feita com base em
chaves diferentes. A cada.nd da éfvore, um campo de chave sera
usado como "discriminador" ou "discriminante". Um ndé cujo dis-

criminador ou discriminante & a chave K;, & dito um j-discrimi
nante. Formalmente pode-se definir érvofe k-d como uma Aarvore
binaria onde todos os nds tem um discriminante e para todo nd
X que & um j-discriminante todos os nds na subérvore esquerda
de X tem valores de Kj menores que o valorx Kj de X e todos o©s
nés na subdrvore direita de X tem valores de Kj maiores ou i-
guais que o Kj de X.

Uma possibilidade de escolha de discriminantes pa
ra registros com k chaves Kl’KZ' ""Kk’ € usar a primeira cha
ve Kl como discriminador do nivel 0O(raiz), usar a chave K2 co-
mo discriminador do nivel 1, e assim por diante até o nivel k-1.
No nivel k usa-se novamente a primeira chave reiniciando o ci-
clo. Portanto, para ndés no nivel i, o discriminante & dado por
(i mod k) + 1, assumindo que ‘a raiz estd no nivel 0.

A seguir, a aplicacgao de arvores k-d para regis -
tros com duas chaves & exemplificada pela insergéo dos regis -

tros A,B,C, ... numa arvore k-d inicialmente vazia, escolhendo



discriminantes ciclicamente.

KzT

¢ A(65,55)

a

o

Fig. 5.2

Supondo-se que a raiz se localiza na posigéo(GS,SSL
comd mostra a figura 5.2, seu discriminante sera a chave Kl,com
valér Kl=65. A linha vertical que passa pelo ponto A divide (o}
esp#go onde se localizam os registros em 2 subespacgos, a, e a,

da figura 5.2, que formarao as subarvores esquerda e direita de

A, respectivamente, originando a arvore mostrada na figura 5.3.




valores

Kl < 65

com

valores

K, > 65

Fig. 5.3

Esta convencionado que nds localizados exatamente

sobre a linha vertical que passa por A, isto &, que tem valores

de Kl iguais ao de A, localizam-se na subarvore direita de A.

Por isso a subarvore direita de A tem nds com valores de K1365.

Assumindo~se agora que os filhos a esquerda e a

direita do nd A sao os nds B e C, respectivamente, B localiza-

-se na regiao a; da figura 5.2 e representa essa regiao. O nod

C localiza-se na regiao a

giao.

2

da figura 5.2 e representa essa re-
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K
2

b,

)
B(20,70)

+A(_65,55)
by
C(80,25)
€1
»
Ky

Fig. 5.4

Se os nds B e C tiverem por exemplo as localizacgces

most&adas na figura 5.4, tem-se que as linhas horizontais que

2 2

querba e a direita de A em duas partes. Assim, Os pontos que se

passbm por B e C, isto &, K,=70 e K, =25 dividem osespagos a es-

locallizam abaixo da linha K =70, portanto tem K2<70, e que ja

2
estao limitados por K,<65 pois estao a esquerda de A,(regi&okﬁ_
da figura 5.4) ficarao na subarvore esquerda de B. Os nos com

valores K,>70 e K,<65, (regiao b, da figura 5.4), ficarao na

subarvore direita de B. Analogamente, os pontos abaixo da linha

K,=25 e com K1365, (regiao ¢y da figura 5.4) ficam na subdrvore

esquérda de C e os pontos com valores K2325 e K,265, (regiao c,

1

da fﬁgura 5.4) ficarao na subarvore direita de C. Assim, a arvo

re ehuivalente a esses nos tem a forma da figura 5.5.
|
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K.,<65 ° K.>65

nos nos nos nos
com com com com
valores valores valore valore
K, <70 Ky 2 70 \. K, < 25 K, > 25
Fig. 6.6

No proximo nivel, o discriminante sera novamente a
chave K,. Se os filhos dos nds B e C estao nas posigoes mostra-
‘das na figura 5.6 as linhas verticais que passam pelos nds D,
E, Fe G, dividem o subespago onde eles estao em duas partes, o

que determina quais nos desse subespago ficam a direita ou a

esquerda de D, E, F e G,
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o)
.E(15,95)
'G(110,85)
. B(20,70)
¢ A(65,55)
! D(35,35)
‘C(80,25)
&F(lOO,lO)
>
X
Fig. 5.6
Por exemplo, para o nd D, que esta abaixo de B,por
i , .

tanto na subarvore esquerda de B, a linha que determina suas

subéLvores é K,=35. Assim, nos no subespago representado por D
e com valores Kl<35' ficam na subarvore esquerda de D. Os nos
L.
que ficam no subespaco representado por D e com valores Klz35 ’
fica$ na subarvore direita de D.
Assim por diante, em cada nivel, cada subespago 1li
mitaﬁo pelas retas horizontais ou verticais que passam pelos nds

dependendo se o discriminante & K, ou K,, & dividido em outros

1 2!

doisl O espago todo & particionado em conjuntos disjuntos, até
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que todos os nds estejam representados na arvore. O subespago
que & representado por um determinado nd, é dito"retangulo limi
te" desse nd.
A figura 5.7 mostra um exemplo completo com os nds
distribuidos no plano e a figura 5.8, sua arvore equivalente a-
té o nivel 5, sendo que os quadrados representam subarvores va-

zias.

f

2
E(15,95)
]
,. 1 (35,85) $G(110,85)
B(20,70) 0(85,70)
D ! | _M(115,65)
|2 (65,55)
?p<120,50)
L(85,45)
¥H(10,40) 4
¢ D(35,35)
tE(so,zs)
N(5,20)
* I(40,15)
——————— F(100,10)
K(75,5) ?
4‘
2
Ky

Fig. 6.7
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(2) (<)
(z) (z) (o)
&) (1) RORNOIIONNO
QII EREENEREREOIOR

Fig. 5.8

Assim como para arvores Quad, nao estao represen-
tad#s os nds com valores de chaves iguais. Esses nds podem ser

representados, por exemplo, em forma de lista encadeada onde

cadd nd da arvore & a origem de uma lista que contém todos os
!

nds com valores das chaves iguais. Quando se fala em "nds com

valores iguais" ou "nds repetidos" refere-se a nds com valores

de chaves iguais, sendo que eles podem ter outros atributos,i-

guais ou diferentes.

Uma outra maneira de escolher os discriminantes da

arvgre é dada por [BENTLEY—79c] onde o discriminante de ca

|
da dé & escolhido como a chave Kj para a qual a variagao dos

val‘res entre todos os nds & maxima. Essa variacao pode ser me
G p =

|
dida por exemplo com a varidncia dos valores ou distancia entre
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minimo e maximo. Se um ndé & um j-discriminante, o valor desse
discriminante &€ a mediana entre todos os valores da chave
Kj. Em [SILVA-Sl] , Silva Filho apresenta uma maneira de fa-
zer & escolha otima de discriminantes em uma arvore k-4 balanceada.
Os discriminantes sao escolhidos por nivel, de tal maneira que
o nimero esperado de visitas a nos durante a busca é minimiza-
do.

A maior vantagem da estrutura de arvores k-d & o

fato de que uma Gnica estrutura de dados se adapta a varios ti

pos diferentes de consulta. Mostra-se tambem uma estrutura ade

guada no caso de busca por intervalo em que o tamanho das re-

gioes pode variar bastante.

5.1. Insengao

Assim como para arvores Quad, o procedimento bési
co para insercao de um novo nd em uma arvore k-d &€ o mesmo uti
lizado para arvores binarias. Comegando pela raiz, compara - se
o ndo a ser inserido com cada ndo da arvore para decidir se deve-
-se prosseguir pela subarvore esquerda ou direita, até encon-
trar uma subarvore vazia, que & onde deve ser inserido o nd ou
até encontrar um nd com os mesmos valores de chaves. A compara
ca3o entre os nds & feita com base no campo de chave que & o
discriminante do nd que estd na arvore, e cada nd que & inseri
do passa a ter um discriminante. Quando um nd repetido & encon-
trado na arvore no processo de insercgao, deve-se dar o trata -

mento adequado, de acordo com o que tenha sido convencionado
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anteriormente, isto &, se ele deve ou nao ser inserido e de
que [forma, em caso afirmativo. E descrito a seguir um algorit
mo para inserir um nd em uma arvore k-d que também pode ser u-

sado para fazer a busca de um registro especifico na arvore.

5.1.1., Algonitmo de Insercao

| o] élgoritmo de insercao a ser detalhado esta ba-
seado no algoritmo "Insert" de [ BENTLEY-75a ] . O procedi -
menﬂo INSERIR faz a insercgao de um Gnico nd na arvore e para
con#truir esta arvore ele deve ser chamado uma vez para cada
nd a ser inserido. Nesta implementacdo, quando encontra-se na
érv&re um nd com os mesmos valores de chave que o nd que se
quer inserir, a insercao nao & feita, uma mensagem & enviada
com |a chamada do procedimento NO_JA_ESTA_NA_ARVORE (X) e a ro
tina termina. Os discriminantes dos nds sao escolhidos ciclica
mente, um para cada nivel da arvore.
Tanto o algoritmo de insergao como o de busca'uti
lizam uma estrutura de dados com as seguintes caracteristicas:
- 0s ndOs sao registros com k campos reais para as chaves, dois

campos de ponteiro para as subarvores e um campo de discrimi

nante , cujo valor pode ser um inteiro de 1 a k.

- Os ponteiros sao do tipo NO a ser definido; os campos de
ponteiros de um nd X sao denotados por X+.SUB[1] e X+.SUB[2]
para subarvores esquerda e direita respectivamente;os campos

das chaves s3o denotados por Xt.CHAVE [I] para 1<I<KK e o
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campo de discriminante por X+.DISC.

- O registro tem a forma:

X
Xt .CHAVE[1] | + - - - Xt .CHAVE [K]
B3 o
X+.sUB [ 1] X4.DISC X+.sUB [ 2]
"Fig. 5.9

- nao estao representados outros atributos que possam  existir

além das chaves.

- supondo que RAIZ aponta para a raiz da arvore e X aponta para
o nd a ser inserido, a figura 5.10 mostra parte da estrutura
ao ser iniciado o processo para insergao de X, onde a ligagao

terra (:;—) representa ponteiro nulo:
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RAIZ EH\

i
\

|
|
1
|
!

A definicao

Fig.

5.10

de tipos e declaracgao de variaveis pa-

ra essa estrutura pode ser como segue:

T const K=10;

var

REGISTRO

RAIZ ,X

type NO= AREGISTRO;

= record
CHAVE : array [l..K] of real;
SUB: array [l..Z] of NO;
DISC: 1...K

end;
: NO;
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O algoritmo para insercao detalhado adiante assume

como validas as seguintes observagdes:

os parametros do procedimento INSERIR sao R e X 6nde R é a
raiz da arvore e X € o nd que val ser inserido.

os campos de chave de X estdo inicialmente com os valores das
chaves de X e os campos de ponteiro estdo nulos bem como do
discriminante, que sera atualizado na hora da insergdo.
quando a irvore estd inicialmente vazia o nd & inserido como
raiz sem entrar no processo de iteragao. |
sdo utilizadas em INSERIR as seguintes fungOes e  procedimen
tos: |

1. fungdo SUCESSOR (Q,X), onde Q & ponteiro para um né de ar
vore e X @ ponteiro para o né que vai ser inserido.Retorna
um valor 1 ou 2 indicando se o processo deve continuar pe
la subarvore esquerda ou direita de Q, respectivamente.

2. fungao booleana COMPARE (Q}X) onde Q & ponteiro para um né
da arvore e X & ponteiro para o nd que vai ser inserido.Re
torna valor"true" se X & igual a Q e "false" caso contra
rio. ’

3. o procedimento INSERE_NO (Q,X,I) onde Q & ponteiro para um
né da arvore, X & ponteiro para o nd que vai ser inserido
e I & inteiro. Insere X como filho I de Q e atualiza seu

campo de discriminante.

4., O procedimento NO-JA-ESTA-NA-ARVORE (X) onde X & ponteiro
para o nd que estd sendo inserido. £ chamado quando o nd
X ja existe na Arvore e di o tratamento adequado a esse nd.

Este procedimento nao estd detalhado.
supondo que RAIZ aponta para a raiz da arvore e X aponta para
o nd que vai ser inserido para o procedimento & chamado com
os parametros:

INSERIR (RAIZ, X)
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O procedimento INSERIR e as fungoes e procedimen -

tos que ele utiliza podem ser detalhados como segue:

procedure INSERIR (var R : NO ; X : NO);
(*inserir nd X na arvore com raiz R¥*)

var Q, F : NO
ACHOU : boolean;
: integer;
begin if R = nil then (*arvore vazia*)

begin R:=X;
R+4.DISC:=1

end

else begin

end;

Q:=R; (*Q desce pela arvore)
F:=R; (*F-filho de Q,inicialmente nao nulo*)
ACHOU:= COMPARE (Q,X);
(*se Q=X nao inicia processo de iteracao¥*)
while not ACHOU do
begin
I:= SUCESSOR (Q,X);
F:= Qt.SUB [ I ]
if F = nzl
then (*achou lugar de inserir nd*)
ACHOU:= true

else begin (*desce um nivel na arvore*)

Q:= F;
| ACHOU:= COMPARE (Q,X)
| end

end;
if F =nil then INSERE NO (R,X,I)
else NO_JA ESTA NA ARVORE (X)

end
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funetion SUCESSOR (Q, X:NO) : 1..2;
(*determina por qual subarvore de Q o processo
para inserir X deve continuar*)
var I: integer; |
begin
I:= Qt.DISC;
Zf X4.CHAVE [ I ] < Q4.CHAVE [ I ]
then (*subarvore esquerda*)
SUCESSOR:=1
else (*subarvore direita*)
SUCESSOR:=2

end;

function COMPARE (Q, X:NO) : boolean;
(*determina se Q @ igual a X ou nao¥*)
var I: integer;
'TESTE: boolean;
begin I:=1; COMPARE:= true;
while (I<K) and TESTE do
begin if Q+.CHAVE [I]<> X4.CHAVE [I]
then (*se umé coordenada diferen
te, ponto diferente*)

TESTE := false;

I:=I+1 (*proxima chave¥*)

end:

COMPARE := teste;

end;
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procedure  INSERE_NO (Q, X:NO; FILHO:integer) ;
(* insere nd X na arvore camo subarvore FILHO de Q *)
begin

Q+.SUB [FILHO ]: = X;

X+.DISC : = (Q+.DISC mod K)+1

end;

5.1.? Propriedades

Um resultado importante da analise de arvores k-d
de [#ENTLEY—?Sa ] mostra que: considerando-se uma arvore bina-
ria ﬁe n nds, a probabilidade de construir essa arvore inserin-

i

do—s# n nds randdmicos em uma arvore k-d inicialmente vazia &
a me%ma que a probabilidade de obter aquela arvore por inser -
cao #andamica em uma arvore bindria de busca unidimensional. As
sim, os teoremas que tem sido provados sobre arvore de busca
binaria unidimensional sao aplicaveis a arvores k-d.

Portanto, se o algoritmo INSERIR for usado para
construir uma arvore k-d com nds randOmicos, essa arvore tera
as mesmas boas propriedades que uma arvore binaria.

Entre todos os resultados sobre arvore binaria uni

dimensional aplicadveis a arvores k-d podemos aproveitar dois de

[ KNUTH-73 ] com relacao d insergao e busca de um novo nd.
Seja Cn o nimero médio de nds visitados para encon

trar lum nd em uma arvore k-d com n nds. Entao,
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cC = 2(1 +1/n) # - 3
n n
= 1.386 log,n
e a variancia é&:
10 ! (2) g,
Yy = 10, .. _ 1 J h

Var(C) = (2 + 3) Hp = 4(1 + 2) (Hy T+ —— ) +4
onde

Hn(X) = ¥ 1/k%

1<k<n

e

A formula da varidncia aparece em [ KNUTH-73 ] ,pg
672, onde e atribuida a G.D. Knott. A expressao contém erros
na primeira impressao, que foram corrigidos na segunda impres-
sao de margo de 1975.

A afirmagdao de que o nimero médio de comparacoes
para -encontrar um nd & aproximadamente 1.386 log,n pode ser
facilmente provada.

Seja C, o nimero médio de comparagoes em uma bus-
ca com sucesso assumindo que cada umdos n nds & igualmente prova
vel; seja C] o nlimero médio de comparagoes em uma busca com
fracasso, assumindo que cada um dos n+l intervalos entre regis
tros @& igualmente provavel.

Entao, pela definigao de comprimento de caminho

externo e comprimento de caminho interno [ KNUTH-68 ] tem-se:

comprimento de caminho interno da arvore

c_ =1+
n
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comprimento de caminho externo da arvore
n+ 1

o &
n

Como o comprimento de caminho externo (E) & sempre

2N mais que o comprimento de caminho interno (I), ou seja,
E=1+ 2N

obtém-se a seguinte relacdo de C,ec)

1 '
c,= (1+-=)c-1 [5.1]

Por outro lado, o nimero de comparagoes necessarias
para%encontrar um registro € exatamente um a mais do que o nﬁmg
ro dé comparagoes que foram necessarias quando esse nd foi inse
ridojna arvore. Portanto se C, & o niimero mddio de comparacdes
envoividas em uma busca com sucesso e C! € o nimero médio em

uma $usca sem sucesso, tem-se:
|
P CL+Cy + ... C!'
| c =1+ —2 1 n-l [5.2]
n

Substituindo-se a equagao [5.1] em [5.2] resulta:

| J— 1 ' '
(n+l) €\ = 2n + CJ + Cy + ... C'_, | [5.3]

| A equagao [5.3] & uma recorréncia e subtraindo-se
dela%a equacgao:

' = -— ! ] ]
n Cn—l 2(n-1) + C0 + Cl + ... C

vem:

(n+l) C' - n C°
n n-

I
N
+

?Q

1

c. = Cl_;+ 2/(n+l) [5.4]
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Resolvendo-se as equagdes| 5.4 ]Jcom a condigdo i-

nicial :
resulta:
I = -
Ch 2 H -2
Aplicando| 5.1 ]nesta equacdo obtem-se:

(Cn +1) n

n+1
e simplificando, vem:

ch =2 (1 + 1/n) Hh - 3

Portanto, tem-se que:

C = 2 nn
n

= 1.386 log,n

Conclui-se que insercoes e busca exata em uma ar-

vore k-d vao pesquisar aproximadamente 1.386 log2n nos.

5.2 Busca

Faz-se a busca por intervalo em uma arvore k-d com
6 seguinte procedimento:

A cada ndé visitado, comegando-se pela raiz, verifi
ca-se se ele esta dentro da regiao de busca ou nao. Em segui-
da, se o nd & um j-discriminante, isto &, tem como discriminan-

te a chave Kj, compara-se o valor da chave Kj desse nd com O
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j -ésimo intervalo especificado na consulta.

Se o intervalo estd inteiramente abaixo do -valor
do discriminante, a busca continua na subarvore esquerda do nd
ersé ele esta acima incluso o valor de K:, a busca continua na
subérvore direita. Nestes dois casos, continuando-se a busca
por%uma das duas subarvores, a outra ja estd eliminada, pois
os nds que ela contém'néd podem estar na regido de busca. Se
0 vélor do discriminante esta dentro do intervalo, a busca con
tin@a recursivamente nas duas subarvores.

Por exemplo, se tivermos um conjunto de registros

com duas chaves e uma consulta determinando uma regiao de bus-
ca ¢om as localizagoes mostradas na figura 5.11, sua represen-

tagﬁo na forma de arvore serd conforme mostra figura 5.12.
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Fig. §.12

Ao aplicar o processo de busca nesta arvore, ini -

ciam-se as comparagoes com o nd A que & a raiz.
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Fig. 6.13

O nd A localiza-se na regiao de busca  (figura 5.13)
portanto € um dos nds que estao sendo procurados e sera proces-
sado. Além disso, como nesse nivel o discriminante & K, compa -

ra-se o valor de K, de A, que é a;, com o primeiro intervalo da

1

congulta, dado por Kl e u O valor a, estada dentro do intervalo

1° 1

Ekl’ ul], o que significa que a regiao de busca se sobrepoe tan

to do retdngulo limite da subdrvore esquerda de A como ao retdn

gul& limite da subarvore direita de A, logo, as duas subarvores

o~ .
serao pesquisadas.
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A figura 5.14 mostra a situagao no prdximo nivel.

" A
2
B
b2 ----- 0
u, [(~~-""-- r==t-,-~--- H
2 | ¢ A :
0 ]
c ' e
3 R i R
[2 ......... n._1 ..... J
"
Ky
Fig. 5.14
O nd B nao se localiza na regiao de busca. Como

2! e seu valor b2 esta acima do intervalo

[22, u2] , apenas sua subarvore esquerda sera pesquisada. Nao

seu discriminante & K

ha possibilidade de que ndos com valor de K, 2 b2 estejam na
regiao de busca, portanto a subarvore direita de B nao sera
mais pesquisada. O nd C também ndo estd na regiao de busca mas
seu valor de K2 estad dentro do intervalo para K2, porisso suas

duas subarvores serao pesquisadas.

Considerando que no proximo nivel o discriminante

& novamente K a figura 5.15 mostra a nova situagao:

ll
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Fig. 6.15

Nenhum dos nbés D, E, F, G localiza-se na regiao

de bpsca, e o processo continua pela subarvore direita de D ,

subékvore esquerda de G e pelas duas subarvores de F.

‘ Assim, a busca prossegue até encontrar apenas sub

|
arvokes vazias.

| A figura 5.16 indica o que ocorre com toda a arvo

re déste exemplo depois de terminada a busca.

| Os tracos transversais sobre os ramos da arvore




- 119 -

indicam as subarvores que foram eliminadas durante o processo.
Os nds hachurados sao os que se localizam dentro da regiao de

busca. 0s nds quadrados representam subidrvores vazias.

0

» Q ®O0 ¢ O w
TR U DI ®O
- ininninlsinian 0000000 0 O

- ° Fig. 5.16
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5.2.1. Algoritmo de Busca

O algoritmo que realiza a busca por intervalo so
bre |drvores k-d a ser descrito (BUSCA-INTERVALO) estd baseado
no algoritmo "Regionsearch" apresentado em [ BENTLEY-75a ].

Assume-se a mesma estrutura de dados definida pa-
ra d algoritmo de insercado, além do vetor REGI de 2k posigoes
que%contém os limites dos intervalos que determinam a regiao
de busca. As posigoes 2I-1 e 2I contém os limites inferior e
supérior respectivamente do intervalo da I-ésima chave. Portan
to ieve—se acrescentar o seguinte as declaragoes anteriores:

| const DOISK = 20;

var REGI : array [i..DOISK] of real;

} O procedimento BUSCA-INTERVALO utiliza uma funcgao

e ddis procedimentos definidos como segue:

- fung@o booleana ESTA NA REGIAO (X), onde X & um ponteiro pa-
ra um nd.E chamada a cada nd visitado para verificar se ele
se| localiza na regiao de busca. Retorna valor "true" se o ndo

se encontra na regiao e "false" caso contrario.

- procedimento ARVORE VAZIA. E chamado quando a arvore esta i-

nicialmente vazia. Este procedimento nao estid detalhado.

i
- procedimento ACHOU (X), onde X @ um ponteiro para um nd. E

|
| - . =

chamado quando um no X se localiza na regiao de busca, para
|

nrbcessé—lo. Este procedimento nao estid detalhado.
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O procedimento BUSCA-INTERVALO tem um Gnico para-
metro que & um ponteiro para a raiz da arvore sobre a qual se-
rd aplicada a busca. Se RAIZ & esse ponteiro para a raiz da ar

vore, o procedimento serd chamado por:
BUSCA_INTERVALO (RAIZ);

O procedimento detalhado € apresentado a seguir:

procedure BUSCA. INTERVALO (R:NO);
(* Busca de todos os nds de uma arvore k-d com raiz R
que estao em uma regiao retangulér dada por REGI *)
var I : integer;
begin
if R = nil then ARVORE_VAZIA
else begin
©f  ESTA_NA REGIAO(R) then  ACHOU(R);
I:= R4.DISC; (*I-discriminante de R%*)
if (Rt.SUB [1]<> nil) and
(R+*.CHAVE [I] > REGI [2*I-1])
then (* se subarvore esquerda ndo vazia e a
regiao de busca se sobrepoe ao seu retan
gulo limite, chamar recursivamente*)
BUSCA_INTERVALO (Rt.SUB[1 ] );
2f (R .SUB[2] <> nil) and
(Rt.CHAVE (1] <REGI [2*17] )
then (* se subarvore direita ndo vazia e a regiao
de busca se sobrepoes ao seu retangulo li -
mite, chamar recursivamente¥*)
BUSCA INTERVALO  (Rt.SUB [2 ] );

end;

end;
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| function  ESTA_NA REGIAO(R) : boolean;
var I : integer;
TESTE : boolean;
begin I:= 1;
TESTE : true;
while (IZK) and TESTE do
| begin
| if (RA.CHAVE [I] < REGI[2*I-1])or
| (R*.CHAVE [ I] > REGI [2*I])

then TESTE:= false;

' I:= I + 1
? end;

ESTA NA REGIAO:= TESTE

end;

5.2.2 Anvore k-d Otima

O resultado anterior de que a busca exata toma em
média 1.386 log,n testes em uma arvore k-d construida aleatdria
mente pode nao ser satisfatdrio em algumas aplicacgoes, sabendo-
-se | que € possivel melhorar facilmente esse valor médio. Por
exemplo, se a arvore & construida uma vez e depois um grande ni

mero de buscas vai ser realizado sem que a arvore seja alterada,

pode ser conveniente construir uma arvore com certas caracteris




"
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ticas que Qéo tornar mais rapidos os processos de busca exata e
busca por intervalo. Apesar de ser mais custoso, por ter um pré
~processamento maior, & possivel construir uma arvore k-d otimi
zada tal que, todos os nds terminais aparecem em dois niveis ad
jacentes. Como essa arvore & balanceada, a busca serd feita no
menor tempo possivel.

Este processo de construgao baseia-se na  escolha
do valor médio de uma chave para ser o valor do discriminante de
um nd. Todo o conjunto de nds que vai entrar na arvore deve ser
inicialmente conhecido e os discriminantes de cada nivel sao
tomados ciclicamente. Logo, o discriminante da raiz sera a cha-

ve K;. O nd cujo valor de K, € a mediana entre todos os va

1
lores de K, serd a raiz da &rvore e o nimero de nds nas subarvo
res direita e esquerda da raiz difere de no maximo 1. O discri-
minante do nivel seguinte & a chave K, ea idéia de partigao pe
la escolha da mediana e aplicada recursivamente aos dois
subconjuntos de nds obtidos pela partigao do nivel anterior. O
mesmo procedimento & adotado nos niveis seguintes, particionan-
do cada subconjunto em outros dois até que todos os nds estejam
representados na arvore.

Para descrever este algoritmo pode ser usada, para
armazenar os nos que serao inseridos, uma estrutura em forma de
lista encadeada onde cada registro tem um campo de ponteiro a-

lém dos campos das chaves, como mostra a'figura 5.17. A liga-

cao terra (:%r) representa ponteiro nulo.
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Fig. 6.17

Para o armazenamento da aArvore usa-se a mesma es-

truthra definida para os algoritmos de insercao e busca. Por -

tantp, além das definicoes de tipos e declaragoes de variaveis

anteriores, supoe-se a existéncia de

type PONT = 4LISTA;
LISTA= record
CHAVE : array [1..K] of real;

LIG : PONT

! end;

var ¢ C, CE, CD : PONT;




- 125 -

O algoritmo OTIMIZAR qgue constrdi a arvore k-d oti
mizada utiliza os procedimentos ‘e fung¢des relacionados a seguir
onde C & um vonteiro para o inicio da lista encadeada que con-
tém os nés‘que serao inseridos na arvore, J & Indice de uma cha
ve, I & ponteiro para algum elemento da lista C e R & ponteiro
para alguma posigao da arvore. Estes procedimentos ndo estdo de

talhados:

- ORDENAR (C,J), que faz a ordenagao crescente da lista encade-

ada C pela J-ésima chave

- fungdo J_MEDIO (C), que encontra o elemento médio da 1lista C
que estd ordenada pelos valores da chave de Indice J e retor

na um ponteiro para esse elemento.

- INSERIR (R,I) que insere o nd que estd na posigao I da lista

encadeada C na posicao R da arvore.

A funcao OTIMIZAR tem os parametros: C que & um
ponteiro para a lista encadeada e J que € um Iindice da chave que
& o discriminante do proximo nd que vai entrar na arvore. Como
nesté processo os discriminantes s3ao escolhidos ciclicamente a
raiz tem como discriminante a chave Kl' logo o valor de J antes
da chamada da funcdo deve ser 1. Se vai ser construida uma arvo

re cuja raiz & RAIZ, a funcgao sera inicialmente ativada por:

RAIZ: = OTIMIZAR (C,J) ;
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Logo, esse algoritmo pode ser detalhado como segue:

funetion OTIMIZAR (C: PONT; J: integer): NO;

|
(*Dada uma colegao de nos C e um discriminante J, retorna um pon
teiro para uma &rvore k-d otimizada cuja raiz & um J- discrimi

nanpe*)

var R: NO;
ﬁ: PONT;
M: integer;
begih
if C = nil then(*conjunto de nds vazio, arvore vazia*)
. Ri= nil
eise begin
| (* separar a colegao C em CE e CD¥)
ORDENAR (C,J);
I: = J_MEDIO (C);
‘ 1f C=1 then CE:= ntil
else CE:=C (* inicio da lista de nés da subarvore es
querda*)
INSERIR(R,I); (*inserir I-ésimo né da lista no regis
i tro da arvore apontado por R%)
| M:= (J mod K) + 1; (*discriminante do proximo nivel*)
| R+.SUB [1]: = OTIMIZAR (CE,M);
| CD; = I+.LIG; (*inicio da lista de nos da subarvore
direita*) |
R+.SUB [2]:= OTIMIZAR (CD,M);
end;
OTIMIZAR:= R

end;
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Uma arvore k-d construida com esse algoritmo sera
uma arvore binadria que tem comprimento de caminho interno (CCI)
minimo. Knuth mostra uma relagdo para arvore l-d [ KNUTH-68 ]
que & valida para &rvores k-d otimizadas [ BENTLEY-75a7]: o com

primento de caminho interno de uma arvore de n nds é:

cCI(n) = I  log,i = (n+l)g-2%"1 4 2
1<ign
= (n+l)g-29"1 + 2

onde q = logz(n+l)

Para analisar a quantidade de tempo gasto nesse al
goritmo, verifica-se primeiro um Unico nivel de recursao. No
j-?ésimo nivel existem 2j otimizagées sendo realizadas, cada
uma para uma subarvore de aproximadamente n/2j. O elemento mé-

dio dos n/2J ndos pode ser encontrado em O(n/ZJ). A divisao em

subcolegbes também pode ser realizada em O(n/ZJ), portanto o
tempo total de processamento em cada nivel de recursao &
29 0(n/23) = 0(n). Como a profundidade de recursdo & limitada

por'logzn que & o comprimento de caminho maximo, o tempo total

de processamento do algoritmo OTIMIZAR é O(nlogzn).
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5.3 Analise de Busca porn Intervalo para Arvore k-d Balancea-

das

A analise formal de busca por intervalo para a es-
trﬁtura de arvores k-d & dificil de ser feita se a arvore for
cobstruida randomicamente e se forem considerados todos os ta
mahhos e formas que a regiao de busca pode tomar. Por isso ,
e hecessério, para chegar-se a algumas conclusoes, conside -
rak um tipo particular desta estrutura, por exemplo, a arvore

k-d balanceada na qual todos os nds terminais est3ao em no ma-

ximo dois niveis.

Em [SILVA-79] encontra-se uma analise de busca por
in%ervalo,com a aplicacao do algoritmo BUSCA-INTERVALO a arvo-
re% balanceadas. Nesta analise & considerada uma arvore com
n ; ka—l nds para algum inteiro m, construida com o algoritmo
OTIMIZAR da seg¢ao 5.2.2, onde k €& o numero de chaves do we-
gistro. Os registros estao distribuidos uniformemente no hi-
percubo unitario [0,1]k, e os intervalos especificados na con

sulta sao tais que:

Para determinar o nimero de nds visitados por BUS-
CA+-INTERVALO & suficiente contar o numero de retangulos limi-
tes associados aos nds gue interceccionam a regiao de busca
especificada pela consulta. O procedimento usado nesta anali-
se| consiste em determinar o nimero de nds visitados a cada ni

vel e somar esse valor para todos os niveis.
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E possivel verificar que a cada nivel i da arvore,
qualguer linha paralela ao j-&simo eixo intercepta 2[(1"":“1)&.1

retidngulos associados aos nds da arvore.

Considere-se inicialmente o caso em que k=2. Por -

tanto, as questoes de busca por intervalo determinam que:

: y ~ ~ 2
e assim, as regioces de busca serao retangulos em [O,JJ com

lados X, e X,

Para o nivel i=0, sendo a raiz da arvore o no A e

seu retadngulo limite [0,1]2 como mostra a figura 5.18,
Ky &
1

rig. s.18 LT ¥

: qualguer linha paralela aos eixos Kl ou K, intercepta ' apenas
um retangulo limite, que & o associado ao nd A. Se no nivel -
i=1 est3ao os nos B e C, como na figura 5.19, qualquer linha
paralela ao eixo Kl intercepta duas regioes do espago, ou se
ja, as>regiaes associadas com B e C independentemente de suas
localizacgoes. Qualquer linha paralela a K2 intercepta apenas

uma regiao do espago, ou a regiao de B, ou a de C. Logo nesse
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nivel tem-se duas regices ao longo de K, e uma ao longo de
K2.
X2
1
B
[ ]
A
[ ]
C
L ]
4"
K
Fig. 5.19 1 1
-Paﬂa o nivel i=2, como mostra a figura 5.20, linha paralelas
aos]eixos Kl ou K2 interceptam duas regioes, independentemen-
te da localizagao dos nos.
} Ky 8
1
E
®
: G
! [ ]
\ oP A
1 [ ] C
F
.
. 1K
Fig. 5.20
No nivel i=3, qualquer linha paralela ao eixo Kl intercepta -

tro regioes e linha paralelas a K2 interceptam duas regioes

o pode ser visto na figura 5.21. Tem-se portanto quatro re

gioes na diregao K, e duas na diregao K,.

o4
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Fig. 5.21 1 1

Assim, para k=2, verifica-se que em qualquer nivel

i as linhas paralelas ao j-é&simo eixo interceptam

(o[ (i-3+1) /2],

regioes do espago associadas com nds da arvore, ou seja exis-
tem (Zr(i_j+l)/j]) regioes ao longo do eixo Kj no nivel i.
Assumindo, para valores grandes de n,onde n é o ni
mero de nds,que os limites entre retdngulos sao aproximadamen
te equidistantes, entao o intervalo de busca Xy intercepta em

media,

[(i-1+41) /2], (Xlzf(i-1+1)/z]+l)

de (x12 a

regices na direcao paralela ao eixo K; e o intervalo x, inter

cepta em média,

de  (x 2[(1—2+1)/21) A (Xzzf(i—2+1)/21+l)

2
regides na direcgao paralela ao eixo K,.

Esses numeros médios tem como limites superiores -
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[(1i~1+1) /21+l-|. .

os valores fx12 (xzzr(i-2+l)/zw+11

O exemplo da figura 5.22 permite visualisar este
restltado para um tipo particular de arvore em que os nds es-
tio'no centro de seu retangulo limite e mostra as regides do

espago associadas com nds da arvore até o nivel 3.

1

e ———— 3

w
™

AP PURGEI NI |

e —————

Fig. 5.22

Verifica-se que cada retangulo limite tem lado -

xl=}/4 ao longo do eixo K., e x2=1/2 ao longo do eixo K2. Se

1
tivermos um retangulo de busca com os lados xl=0,4.e x2=0,3 '
a figura 5.22 mostra o pior caso possivel para sua localiza -

¢ao, com a sobreposigao de trés retangulos na diregao K; e de

dois na diregdo K,, o que & dado por:

fxlzri/fI +I] = [(0.4).2% +1] = 3

I'xzzr‘i'l)/ﬂ%ﬂ = [(0.3).241] = 2

Em média o que ocorre & que o intervalo Xy inter -

cecciona nesse nivel i=3, entre
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x12f<3/2>1 . Xlo2f(3-1)/21+1

retangulos na direcgao K, e o intervalo x, intercecciona entre

Slaal xz.zf(3—l)/2] .1

)

retangulos na diregido K,.

Logo, para hiperplanos equidistantes tem-se que:

(szf‘i'j+1)/2]+11 para j=1,2

€& o limite superior do nimero esperado de intersecgoes ao lon
go dos eixos Kj e uma boa aproximacao, a menos que i esteja -

proximo de 0 e Xy proximo de 1.

Assim, o nimero esperado de retangulos associados
com nds no nivel i que interceccionam a regiao de busca para

K =2 & dado por:

V(i,xl,xz) = (xl.2[1/2]+1) (xz.z[(i-l)/21+l)

e o numero total de retadngulos que se scbrepoem a regiao de
busca & encontrado somando-se esse valor para todos os niveis
da arvore, ou seja:

E(r,X,,X,) = z V(i,xy,%x,)
XXy 0<ich-1 11%3

= I (x
0<is<h-1

1.2[1/21+1 (xzz((i-l)/21+l)

Pela hipotese inicial,
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mk

n=2 -1

Logé, sendo h a altura da arvore, para k=2, tem-se:

h=2m
L
Entao,
Blngg k) = T (k2D 2D+ T 2 (w2t
_ 2i i 2i+l i+l i
= 0<.Z [klx22 +(x,+%,) 2 Hlx, X, 27 T, 2 +x,2 +1] [5.5]
Sign-l ,
Sabéndo-se que:
. 2m
2i 277-1
| z 2t =
| 0gism-1 3 [S 6]
L 2l = oM (5.7]
0gigm-1
2i+1 2%m_y
r 2 = 23571 [5.8]
0<igm-1
e substituindo-se [5.@ ’ [}.7], [5.8] em [5.5] obtem-se
2m
= 277-1 m_
E(n,xy,%,) = X ¥y T 4 (xy+2x,) (27-1) +
2 2m SN
xlx2.7;(2 -1) + 2xl (27-1) + 2m
2m_ m 1
x,%,(2°M-1) + (3x +2x,) (2"-1) + 2nm (5.9]
Como
n=22m_1 [5.10]
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vem:

2m

(n+1) 1/2 [5.11]
e 2m.= log, (n+l) [5.12]

Substituindo-se [5.10] , {5.11] e (5.12] em (5.91,

resulta a expressao em termos de n:

E(n,xy,x,) = x;xpn+ (3xy+2x ((n+1)l/2-1) +

2)

logz(n+1)

Em geral, para quadlquer valor de k, sendo a regiao

de busca dada por

aj < K, < a.+x, para j=1,...,k

e considerando-se uma arvore k-d com registros uniformemente
. 1 . = k .
distribuidos no hipercubo unitario [0,1]", a cada nivel i qual

quer linha paralela ao eixo Kj intercepta
5 [(i-3+1) /K]

regides associadas com os nds da arvore. Para hiperplanos exa

tamente equidistantes, o valor aproximado

MY CERIA N

@ um limite superior do nimero esperado de intercecgoes da re
giao de busca com retangulos limites ao longo do eixo Kj e u-
ma boa aproximagao, a menos que i esteja proximo de 0 e X5 -

proximo de 1. O nimero esperado de regides associadas aos nos
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do nivel i de uma arvore k-dimensional, que interseccionam a
regiao de busca & dado por:

V(L,X Xy ) = (xuzl'(i—jﬂ)/k]ﬂ)

1gick  J

e esse valor, somado sobre todos os niveis da arvo
re da uma aproximacdo do niimero esperado de nds visitados por

BUSCA-INTERVALO:

E(h,xl,...xk) =

Fazendo o desenvolvimento que & andlogo ao de arvo

res 'Quad obtem-se:

1{1/k
E(n,xl,xz,...,xk) = n. I xj+O(n 1/ ))

| 1<j<k

B possivel verificar que esta expressao,dita avaliadora é adequa-
|

da, |comparando seus valores com os resultados empiricos, obiti
dosﬁpor Silva Filho em [SILVA—7@ como mostra a tabela 5a.

Para esses testes foram feitas simulagoes para k = 2 e inter-
valos especificados por um valor fixo x para ambas as chaves.

Os registros tem valores em [p,1]2 e a expressao utilizada €:

E(n,x) = nx2+5x((n+l)l/2—l)+logz(n+l)

i
i
1
|
i
|
|

Além do nimero de nods visitados dado pelos testes empiricos e
pela expressao E, a tabela 5a mostra os valores de "overwork"

realizado, obtidos também pelos testes e pela expressao ava -

liadora. Como o nimero esperado de nds na arvore que satisfa-

2]
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Tabela 5a

Comparagao de valores empiricos e calculados por E(n,x) pa
ra o nuimero médio de nds visitados por BUSCA-INTERVALO, com
registros em [0,1] x 0,1 . cada arvore tem n nds e a regido

de busca & um quadrado de lado x.

nimero de tamanho de NOS VISITADOS OVERWORK
nos(n)  Lado(x) Empirico  Avaliado Empirico  Avaliddo
. . por E(n,x) por E(n,x)
511 0.03125 12.47 112.88 12.09 12.38
0.065 16.47 17.76 14.59 15.76
0.125 28.47 30.52 20.51 22.52
0.25 65.43 68.04 33.20 36.04
0.5 , 180. 49 191.07 55.73 63.07
1.023 0.03125 14.55 15.84 13.73 14.84
0.0625 21.25 23.69 17.40 19.69
0.125 42.82 45, 38 26.70 29.38
0.25 112.48 112.75 45.84 48.75
0.5 337.70 343.50 82.57 87.50
2.047 0.03125 19.81 19.91 17.81 17.91
0.0625 31.64 32.83 23.97 24.83
'0.125 66 .32 70.66 34 -85 34,66
0.25 187.92 194.31 60.58 66.31
0.5 631.78 633.64 118.70 121.64
4.095 0.03125 25.17 25.84 21.15 21.84
0.0625 46.28 47.69 30. 34 31.69
0.125 112.65 115.38 49.28 51. 38
0.25 344.17 346.75 87.69 90.75

0.5 1181.27 -1193.50 163.47 169- 50
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- zem a consulta e nll ¥., para registros com valores em
L ek 1<igk

[Q,UJ o "overwork" esperado da busca é:

)

Isso significa que o overwork no pior caso e o overwork no ca
so médio para arvores k-d completamente balanceadas tem a mes
ma #axa de crescimento assintdtica. A diferenca entre as duas

@ a constante, que para o caso médioc pode ser bem pequena.

|
|
; A analise do caso médio para arvores k-d aleatdrias

ain%a € um problema em aberto.

5.4 Analise do Pion Caso de Busca por Intervalo para Arvones

k-d Balanceadas

A analise do pior caso de tempo de processamento do
algoritmo BUSCA-INTERVALO para arvores balanceadas, & apresen-

tada em [LEE—78]. Para ilustrar o processo utilizado, sera

dis#utido primeiramente o caso de duas dimensoes. Sem perda
|
\

de 1eneralidade, assume-se que todos o0s registros estao no
primeiro quadrante. O nUmero total de registros & n=2h~l para
algum inteiro positivo h. Assim sendo, essa arvore pode ser

construida como uma drvore binaria balanceada com todas as fo

lhas aparecendo no nivel h-1. A regiao de busca & equivalente

a um retangulo com limites L(1), U(l) para a chave 1 e L(2) ,
|

U(Zﬂ para a chave 2. Sem afetar o resultado da analise assume

se que a regiao tem dois eixos de coordenadas como limites in

feriores, isto e L(1l)=L(2)=0.

-]
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Com isso a regido terad sempre a localizagido mostra-

da na figura 5.23.

K, 4
u(2)
L(1) : U(l)
>
L(2) Ky
Fig. 5.23

A anadlise sera feita com base no nlmero de nds vi-
sitados durante a busca, com uma ressalva importante: no algo
ritmo original descrito por [BENTLEY—?S&], um no € visitado -
sempre que seu retangulo limite intercecciona a regiao de bus
ca; ‘nesta analise porém, quando um retangulo limite estid to -
talmente dentro da regiao de busca, nao serao contadas as vi-
sitas feitas ao nd correspondente a esse retangulo e a todos
os seus descendentes. Neéte caso particular, o retangulo do
nd sobrepce-se a regiao mas considera-se que ele foi elimina-
do da busca pois todo o subarquivo nele contido, faz parte da

resposta a consulta e pode ser recuperado como um todo.

Como estamos considerando o pior caso, dada uma re-
giao de busca podemos dispor os nds de tal forma que seja fei
to o nlimero maximo de visitas a cada nivel. Assim, sendo A a
raiz de uma arvore, o pior caso possivel de acontecer no ini

cio da busca é que as duas subarvores de A devam ser visita -
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-das, ou seja, a regiao de busca tem a localizagao mostrada -

na %igura 5.24.

resp

tas

T oy

e o = - - d

Sendo B e C os filhos a3 esquerda e a direita de A ,
ectivamente, neste pento ja se sabe que foram feitas visi

a AB e C.

No proximo nivel, no pior caso um dos subarquivos -

esentados por D e E, filhos de B respectivamente 3 es -

|
guerda e a direita, esta totalmente fora ou totalmente dentro

da regido de busca. Portanto ou D ou E serd eliminado da con

‘ - . N ~ 3
m.Se os nOs tiverem as posigoes mostradas na figura 5.25,

barvore direita de B esta totalmente fora da regiao, e se

limimada.

Se B estivesse na posicao mostrada na figura 5.26 ,

a subarvore esquerda de B estaria totalmente dentro de regiao

de b

usca e seria eliminada.

Logo,nesse nivel, um dos subarquivos nao sera mais

considerado na contagem,por estar completamente dentwe ou com
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-pletamente fora da regido. de busca, Entre os nés D, E, F e G
filhos de B e C, pelo menos um pode ser eliminado, independen

temente da localizagao dos nds.

K, T
E
[
B
*5 + A
[ ]
.......... - C
)
—-—,———.——-
¢
1
:
> Kl
Fig. 5.25
K2 ﬁ"
E
o
A
'Y
........ J_.: C
B e
ad 1
oD 2
K
Fig. 5.26

O mesmo gue aconteceu com o no B acontece com F
se ele for o filho a esquerda de C: um de seus filhos pode ser

eliminado. Na configuracgao do exemplo considerado na figura
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S.ZW a subarvore direita de F estd totalmente fora da regiao

de busca e vai ser eliminada da contagem.

b P

R il R hidiadind o

®

Fig. 5.27

Se F tem uma posicgao diferente, como na figura 5.28
sua |subarvore esquerda estd totalmente dentro da regiao e se-

ra eliminada da contagem.

Se D for a subarvore de B a ser visitada, suas duas
subarvores serao também pesquisadas, o que pode ser verifica-
do na figura 5.28. Chamando-se de H e I as subarvores de D, -
no nivel seguinte apenas uma subarvore de H e uma de I, serao
visitadas pois em qualquer uma das situacoes da figura 5.29

vé-se que pelo menos uma subarvore de Hie uma de I nao serao

mais| consideradas na contagem.
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---_n‘-!j-n-——_-.-l

r- —————— — e —— - - ——

Fig. 56.28

O mesmo acontece com a subarvore de F a ser visita
da. Sendo J essa subarvore e L e M filhos de J, serao visitados
os nos L e M e no nivel seguinte apenas um dos filhos de L e
um de M. Portanto, concluimos que, no pior caso, acontece o -
mesmo com oOs subarquivos. representados por B e F exceto que F

esta um nivel abaixo.
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Fig. 5.29

Com relagéo ao arquivo representado por G, se for

10 um movimento de coordenadas para Ki e Ké tal que Kk pas

se por exemplo, por C e Ké por A, se a posigao dos nds for a

da

f

igura 5.30, ele ser3d tratado da mesma forma que o arquivo

A, com a diferenga de que esta dois niveis abaixo.
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K K!
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1
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Fig. 6.30

Com estas analises, desenvolvidas para nds atd o ni-
-vel 3, sabe-se o que acontece com todos os nds da arvore. Pa
ra exemplificar o que foi dito até agora, considere-se a fi-
gura 5.31 gque mostra uma regiao de busca e uma parte de um ca

junto de nos dispostos de tal forma que sera feito o nimero -

maximo de visitas.

Kzf
¢ E
G
B ¢
& |
A
9
D
3
I R - ds
1
I ! c
H e L «—
‘JI
". ': F
Y x
I
H
> x

Fig. 5.31 1
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A figura 5.32 mostra a situagao da arvore equiva-
len%e a essa parte do arquivo da figura 5.31, depois de apli
cada a busca. Nos hachurados representam nds que foram elimi
nadbs da contagem, por estarem completamente dentro ou com -

pletamente fora da regido de busca.

Fig. 5.32

Agora €& possivel construir as equagoes ‘de recor -
réngia do numero total de nos visitados, com os resultados a
gue |chegamos analisando o que acontece com os nds dos primei

ros niveis da arvore.

Assim, sendo h a altura da arvore e T(h) o numero

de nos visitados; sendo h, a altura da subarvore D ou E e

1

T'(hl) o equivalente a T(h) para esta subarvore, as equagoes

de recorréncia sao:

[

<4
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T(h) = 1+ 1+ 1 8+.T(h=2) + T'(h-2) + 1+ T'(h-3)

T'(hy) =1+ 1+ 1+ 2T'(hl-2)

Na figura 5.33 pode-se visualizar essas igualdades
para o exemplo da figura 5.31. Nos hachurados representam nos

eliminados da contagem.

T(h) - nUmero de noOs visitados ém toda a arvore.

raiz D.

/ \ \
’ ] - A\ ’ 1 -—
K T (hl Z)B:/T (hl 2) ©

______ - e S RN N

Fig. 6.33
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As equacgoes:

T(h) = 4+T(h=-2)+T"' (h-2)+T' (h-3)

T'(pl) = 3+2T' (h{-2)

ser@o resolvidas com as condigdes iniciais,
T'(0) = T(0) =0

|
T'(1) = T(1) =1

i

Resblvendo—se T'(hl), vem:

efetuando as somatdrias [5.13] e [5.

substituindo [5.15] e [5.16] em T(h) obtem-se:

T(h

T(h

efe

3 z 2 © para

4.21-3 para

1) .
3.2%-3 para

i-2_¢

4+T(h-2)+10.2 para

i-1_

4+T(h-2)+7.2 6 para

Resolvendo-se agora para

z (—2+5.2k) para
O<kgi-1
k
z (-2+7.27) para
0<k<i-1

h

~h

h

h

1

1

1

2i+1

21

14] tem-se:

2i+1

21

2i

2i+l

T(h), vem:

h

2i

2i+1

tuando as somatdrias [5.17] e [5.18], resulta:

[5.13

[5.14]

[5.15]

. 16]

(5.17]

(5.1§

L 4]
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(

5(25-1) 21 para h=2i
T(h)=

7(24-1)-(2i+1)+2  para h=2i+1
entao:

5(2h/2-l)-h para h=2i
T(h)= ¢ .

7(21872] 1) p42 para h=2i+1
Como

n = 2h-l

pode-se reescrever T(h) da seguinte forma:

T(h) 1/2

0(2.n )

isto &,

T(h) = O(k.nl-(l/k))' para k = 2

Para analisar o caso k-dimensional, a idéia basica é
contar o numero de regioces "limitadas", pois sempre que uma
regido limitada € encontrada, pode-se ignorar uma das subarvo
res na contagem.,

Por. exemplo, para k=2, no conjunto de nds considera

doi'na figura 5.34, depois de visitar B tem-se uma regiao liml'

tada associada a D, pois cada um de seus quatro lados tem co-

" mo limite os proprios eixos ou as linhas paralelas aos eixos

que particionam o conjunto de nos.

Se essa regiao se sobrepOe, mas nao esta totalmente
dentro da regiao de busca, o subamquivo associado com E pode

ser eliminado. Se ela esta completamente dentro da regiao de
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busca o subarquivo representado por D ndao serd mais considera

do ﬁa contagem. Aséim, para cada regiao limitada que & gerads
uma | subarvore € eliminada da contagem. Ao se contar o nﬁmeré

de #egiGes limitadas que se sobfepSem a regiao de busca pode-
se ¢onhecer o nimero total de ndos visitados, que sera igual -
ao ﬁﬁmero de regioces nao limitadas. Conta-se primeiro o nﬁmé—
ro de nds visitados em um nivel da drvore e depois soma-se es

se valor para todos os niveis.

| K> }
|
i
| E
[ ) e
. A,B e
D.A
[ ] .
| c
| I —
‘F
—
. k1
Fig. .34

Para ilustrar o raciocinio desenvolvido na analise

considere-se ainda o caso bi-dimensional, onde se usa linhas
perpendiculares aos eixosKi para particionar as regioes exis
tentes. Essas linhas também servem como limites de novas re -
gioes. No nivel zero, tem-se apenas uma regiao nao limitada.

No nivel 1 & tracgada a primeira linha perpendicular ar(l, o
que |é chamado de primeira "visita" ao eion(l, e obtem-se com

isso duas regioes nao limitadas. No nivel 2 sao tracadas 1li-

&
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nhas perpendiculares a'Kz 0 que € primeira visita a'ﬁg' e faz

surgir a primeira regiao limitada (figura 5.35).

> —
K, nivel 1
primeira visita a Kl‘

K

nivel O 1

E
¢ G

B °

—

¢ A
oD c
. —
.F
- K

nivel 2 1

primeira visita a K2 .

Fig. 5.35

Na segunda visita a Kl, sao tracadas duas linhas

perpendiculares ao eixo K;, em cada uma das regioces geradas

na primeira visita. Isto resulta quatro regioes ao longo de

K isto &, regioes interceptadas por linhas paralelas a Kl ’

l’
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das quais apenas uma ndo & limitada na diregdo de Ky (figura

5.36) .

primeira

du#s:mgiaes ao longo

do leixo sendo uma nao

hﬂhﬁﬁh.

sim| por

visita asz,

U

. L

v ot e e memad et mem e . em e tmm A& e oem w = W e -

: ‘1
' nivel 3
segunda visita a Kl, quatro regices ao longo
do eixo Kl sendo uma nao limitada.
Fig. 5.36

No proximo nivel faz-se a segunda visita a K2, e as

diante, de tal forma que, no nivel i, para k=2, o nu-

mero de visitas feitas ao j-ésimo eixo é:

1+ L__l_i;-' |

o
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e o nimero de regides geradas por essas visitas, &:
1+ (1-3) /2]

Todas exceto uma sao limitadas por duas linhas perpendicula -
res ao eixo Kj’ e assim pode-se calcular o numero total de

regides limitadas no nivel i, que &:
ltli-n/2) (21+-|..(i—2)/2_[_1)

Com isso pode-se calcular o numero total de regides
ndo limitadas em cada nivel, que & o niimero de nds visitados
nesse nivel. Depois, somando-se esse nimero para todos os ni-
veis, tém-se o nimero total de nds visitados, considerada a

ressalva inicial.

Para o caso geral de registros com k chaves, assume
-se gque o nﬁmero total de nos & n = 2mk—l e que as chaves tem
valores positivos. Os discriminantes também sao escolhidos -
ciclicamente e hiperplanos perpendiculares aos eixos Kl’ K2 ,

... /K, particionam e limitam regioes.

No nivel zero tem-se apenas uma regiao nao limitada

No nivel 1 tem-se um hiperplano perpendicular a Kl' o que éca

'primeira visita a Kl' Faz-se o0 mesmo. para K2,.}.,Kk. Na segun

da visita a Kl tem-se 2 hiperplanos perpendiculares a Kl’ um
em cada uma das duas regioes geradas na primeira visita, e o
nimero resultante de regices ao longo de K, é quatro. Faz-se

O mesmo para K2""'Kk e assim por diante. No nivel i< k as
regides geradas s3o nao limitadas, e no nivel i = k a primei-

ra regiao limitada aparece. Em geral, no nivel i o nlmero de

visitas ao eixo Ki e:
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L B

o que & possivel verificar considerando que, até o nivel k
fezfse uma visita a cada eixo, até o nivel 2k fez-se duas vi-
sit&s, e até o nivel Zlk fez-se 21 visitas a cada eixo. No
nivél 21K+£2, para Kl e 22 inteiros nao negativos, se j < £,
fez-se £l+l visitas ao j-ésimo eixo e se j > 22 fez-se Zl vi-

sités ao j-ésimo eixo. Isso & dado por:

e L

|
0 nﬁmero de regiodes geradas por essas visitas ao longo do
eix& Kj e:

| 21+L(i—j)/kj

e tddas elas, exceto uma, estdao limitadas na direcao Kj por
doig hiperplanos perpendiculares ao eixo Kj. Assim o numero -
total de regioes limitadas no nivel i & dado por:

B(i) = I i LE=-3 &l g
1<3<k

e o nimero total de regiodes nao limitadas no nivel i é:

. i .
S (i) 27 - B(i)
Isso| significa que, de acordo com o raciocinio empregado nes-

ta analise, o nimero total de nds visitados & a soma desse va

lor para todos os niveis da arvore, ou seja:

T(h) = z S(1i)
0<i<h-1
= I - 1 L9 /A )7 5. 1]
0<i<h-1 13k )

k%)
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como considerou-~-se que:.
m
n=2"% 1
tem~-se h=mk

Assim,

5 2l o oMk [5.20]
0<i<h-1

Considerando que:

vem:

A= ULA-DA ) o1t -2/ ) QLA L0kl

o seja,
z A= z A+ z A+ L At ...+ z A
0gigh-1 O<igk-1 kgigzk-1 2kgig3k~1 (m-1) k<igmk-1

Desenvolvendo as somatOrias verifica-se que:

(21+'_(i-k) /k_] -l) =

z I
0<ish-1  1<j<k

0+(22-1) 0 l-nke 22 Lel-pk L. . + 2%k leapt
+(23-1) 0% pk 23— Lt L. + (23-p¥
e srrceccsacoansan

+(n Oy iy Lkl (PRl b

= 3 @ : ehpietlpkt [5.21]
1<in-1 lctam-1  1gisk-1
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chamando-se de G o somatdrio:

t t+1_, k-1

G= I (2F-1) (2t

| 1<i<k-1

e desenvolvendo, vem:

7 , ekl i
c= £ (2t-piettlogkt 2’ =)
1igk-1 (t+]

-t

t+l ..k t

) (2t-1) % T
]_Siﬁk—l ~ —'_"_—'t+l "_i' [E)ozl!]
T (2°7+-1)

= (2t

o
(]
102]
o

lvendo-se na equagao [5.22] o somatdorio, resulta:

21 bR /eH)F-

% X ( 1

kel 29 (ebn/eMn) -

|

%

| et-pkefly - ¥lykety [5.23
(—Zt) (2t+l _ l)k

Substituindo-se [5.23] em [5.22) e simplificando, obtem-se:

. : t+1_. kot £k o t+l
g (2t ietloyk-t o @77 (2,-—1);(2 D27 -1) (.29
14 %-1 2
Subsitituindo-se [5.24] em [5.2I] obtem-se:
5 1 (21+L(i—j)/kj_l)
O<i<h-1 1<k
_ ik et lpkoty-ehpk ety [s5.29
S (2t -
l<izm-1 1<t<m-1 2

e substituindo-se [5.25] e [5.20] em {5.19] vem:
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1<igm-1
s Vi s VI A VA e S
1gtém-1 2t
. Jt+1 K, t+1
=2mk_]__( z (21_1)k+ g (27 =1 (2 l)t (2 -1)" (27 "-1) ) [5.26]
1cigm-1 l<tam-1 2

Chamando de C a expressao entre parénteses de [;.26] e resol-

vendlo resulta:

. (2t t_q ko tHl
c o 5 ke g -1t - 2En et
1<i<m-1 1<t<m-1 2
. | . 1+1 .k . i
= 1 ehpks 1 itk o2 =D 2tk 24 1220
1<igm-1 1<itm-1 2t 2
. . i+l k ik
= 3 [etapketpk. 122D +4220 [5.27]
ligm-1 2 2
Resolvendo~se em partes a equagao [5.27] tem-se que:
o fhpk - Rk = ko [5.28]
1<i<m-1
e
: [(21_1_)}__ Gk o ohpR | ik @k
Iigml & op 2i 2 22 53
! (2"-1) e N o N
) -1 2 2
e-p*  ekp* @™ ; _(2-p* [5.29]
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Sub@tituindo-se [5.28] e [5.29] em [5.27] vem:

c = (2™-1)*-111 =
L 1ciep-1 2F

Substituindo-se [5.30] em [5.26] resulta:

m k i k
mk k (27-1) + 5 (2 jl)

m k i k

T(h) = 2™K-1-(20-nk + L2 = [5.31]
| 2t leigm-1 2t
Usando a expansdo binominal,
ienp* = ¢ & (-pId @bk
| 0gik
obthm—se:
i vk L .
l1gigm-1 2t l<ism-1 0<jsk -
(k-1)m _
= 2 =L 4o (2tk=2m [5.32]
2%l
Des#nvolvendo-se os termos da equagao [5.3ﬂ tem-se:
2Py k = omk yomk=1) o (pmik=2), [5.33]
m k mk
(2 -D"u2 __ 40 (n(k-2) [5.34]
2m—l 2m—l

Fin%lmente, substituindo-se QE.B@ ’ [5.35]_e [5.34] em [5.

obt%m—se a expressao:

n(k-2),, 2k
2m—l

T(h) = 2™Koq- (™o m (k=D o0 + o(2k=2)

&
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#2070 nk-2),
PL |
- om(k-1) | omk-1)+1 , 27D My
P |
T (k+2)+ Ly omik=D)
¢l
= 0 (k. 2™

O(k.nl—(l/k))

5.5 Anvonre k-d ndo Homogened

Assim como as arvores binéri‘as de busca cam uma chave,
as arvores k-d podem ser implementadas de maneiras diferentes.
A maneira mais comum de se représentar uma arvore k-d & a que
foi adotada até agora, chamada representagao "homogénea", na
qual estao baseados os algoritmos de insercao e busca apresen
tados. Na 5rvore homogénea todos os nds tém a mesma estrutura

e a mesma funcao: cada no tem a finalidade de armazenar um re

gistro e dirigir a busca, pela chave que & o discriminante do

no. Os registros contém campos para k chaves, um campo  para

o discriminante, campos de ponteiros e campos para outros a -

tributos que eventualmente possam existir.

-

Uma outra forma de representacgao de arvores k-d &
a "nao-homogénea", apresentada por Bentley em {bENTLEY-79b].

Na arvore, ndo-homogénea existem dois tipos diferentes de nos
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intérnos e externos ou terminais. Os nds internos tem apenas a
finalidade de dirigir a busca e nao armazenam nenhhum registra
Eles contém um campo de discriminante, um campo de chave gque
& o valor do discriminante e campos de ponteiros. Os registmws
completos estdo nos nds externos chamados "buckets", que sao

as folhas da arvore e podem conter um ou mais registros.

Por exemplo, considere-se um conjunto de registros

de duas chaves, com discriminantes escolhidos ciclicamente ,
i -~ :

representado na forma homogenea como mostra a figura [5.37] p

onde a ligagao terra ) representa ponteiro nulo.

L’dﬁscﬁmdnanua

e outros dados
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Este mesmo conjunto, na representagao nao homogénea, assumin-
do que "buckets" podem armazenar até 3 registros, teria a for

ma mostrada na figura 5.38
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| Sendo usada esta representagao, os algoritmos a-

pre?entados devem evidentemente sofrer algumas modificagoes.

A representagao nao homogénea & visivelmente su-
perﬁor quando os registros devem ser armazenados em memoria
sechndéria. Neste caso, 0s registros completos nao tem que
seritrazidos para a memdria principal para fazer as compara-

¢oes que decidem por qual subarvore o processo deve seguir .

Pode-se agrupar oOs nds internos que estdao proximos, na mesma

pagina de disco e até mesmo compacta-los, como Knuth faz pa-
ra Ervores de uma dimens3o [KNUTH-73], o que reduz o niimero

de Acessos a disco.

% Ao contrario das Ervores k-d, as arvores Quad -
naol tem a possibilidade de ser implementadas na forma nao
homogénea. Pela propria definicdo da estrutura, todos os nos
precisam conter todos os campos de chaves, pois o espago é
particionado nao sd por uma chave, mas por k chaves, gerando

k .~ .~ o
2" novas regioes para cada regiao particionada.

5.6 Conclusoes

As analises de busca por intervalo para arvores -
k-d|consideradas até agora levam a alguns resultados que per
mitem expressar os custos de pré-processamento, armazenamen-

to de busca, resumindos a sequir.

- Pré-processamento:

Se uma arvore k-d & construida aleatoriamente, seu

&




)
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comportamento € o mesmo de uma arvore binaria unidimensional,
portanto chusto dessa»construgéo sera em média O(nlogzn), on
de n & o nimero de nos da arvore. Se a arvore é construida -
com o algoritmo OTIMIZAR, para se obter uma érvdre k-d :otima
o custo de processamento de OTIMIZAR € qﬂnlogzn) no pior caso.

Logo, o custo de pré-processamento & dado por:

Pkd(n,k) =()(nlogzn)

- Armazenamento:

A arvore k-d € uma estrutura utilizada para o ar-
mazenamento de dados k-dimensionais, ou seja, registros com k
chaves. Como sao necessarios apenas dois ponteiros por regis-
tro aléem das chaves, ela exige um espa¢o de armazenamento pro
porcional a kn. Portanto o custo de armazenamento de um arqui

vo com n registros ée:

Skd(n,k) = 0 (kn)

- Busca:

Na analise da busca por intervalo para arvores -

k-d balanceadas, com hiperplanos equidistantes e registros u-
e : k -

niformemente dlstribuldos no hipercubo [O,H chega-se as se-

guintes conclusoes:

- para registros com duas chaves, o nimero médio de nos visi-
tados para uma regiao de busca com lados X) € X, é dado pe-

la expressao:
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E(belvxz)= X X, 0+ (3x+2x,) ((n+1)Y/2-1) + log, (n+1)

- pbra registros com k chaves e o hiper-retdngulo da busca de
t@rminado por intervalos X;,X,,...X% esse nimero médio & da

do por:
i

B(1,%),%y0i0 %) = 1 I (xj.zr(i'j+l)/k7+1)

0<ich-1  1<<k

oﬁde h &€ a altura da arvore.

Desenvolvendo~-se esse valor, obtem-se:

E(nlxl,...,xk) = nN. I xj +o(nl-(n/k))

1<j <k

Entao, para arvores k-d balanceadas, com hiperpla
nos! equidistantes e registros uniformemente distribuidos = no
hipercubo [O,Q]< o custo da busca por intervalo sera em média

dado por:

de (n,k) = n. Il x. + O(nl_(l/k))

1<jck
A analise do caso médio para arvores k-d aleatd -

rias ainda @ um probléma em aberto.

Analisando-sei 0 pior::caso de busca por intervalo
em uma ' arvore k-d balanceada com n=2mk-l nos onde h=mk & a
altura da arvore, para m inteiro, obtem-se uma expresséo, as-
sintdotica do nlmero de nds visitados (T(h)). Considera-se que

visitas a nds que representam subespacos que estao completa -

mente dentro da regiao de busca nao saocontadas. Entao T(h) & da

&

£H~
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-do por:

T(h) = O(k.nl™ (17K},

Portanto, nestas condigGes, a busca por intervalo tera, no

pior caso, um custo de:

Q4 (k) = Ok.nl”(/K)),
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6. OUTRAS ESTRUTURAS

Até agora foram investigadas algumas estruturas a
proEriadas para a busca por intervalo, que se apresentam como
pos%iveis solugoes praticas para esse problema. Outras estru-
turhs semelhantes foram estudas por alguns autores, embora de

interesse principalmente tedrico em vez de pratico.

: Uma dessas estruturas & a "arvore intervalo" in -

troduzida por Bentley [BENTLEY-79a]. Ela apresenta o melhor -
tempo de busca para o pior caso entre todas as estruturas Jja
vistas mas tem custos de pré-processamento e armazenamento re
lativamente altos. A Arvore intervalo é uma estrutura que tem
a interessante propriedade da recursividade na dimensao, isto

@, a estrutura k-dimensional e definida em termos da estrutu-

ra (k-1) dimensional. Apresenta o seguinte comportamento:

P,; (n,k) = O(n loggnl n)
Sai (n,k) = O(n log[];_“l n)
. _ k '
Qai (n,k) = O(log, n +F')

onde F' & o numero de registros encontrados na regiao de bus-

ca.

Para a majioria das aplicagaes, o gasto necessario
com |memdria torna-a uma estrutura inadequada limitando seu
uso |aos casos em que k = 2 ou 3, mas trata-se de uma estrutu-

ra muito interessante do ponto de vista tedOrico.

Uma outra estrutura € o "intervalo-k" introduzida
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por Bentley e Maurer [BENTLEY-80b], qué tamb&m comporta-se e
ficientemente'no bior caso de busca pof intervalo. Eles desen
volveram dois tipos de intervalo-k, "overlapping" e "nhonover-
lapping". Como a estrutura intervalo-k & bastante comp licada

para se descrever, e & de interesse fundamentalmente tedrico,
vamos apenas mencionar seu comportamento. A estrutura interva

lo-k do tipo overlapping tem os custos:

Bu(n,k) = O(n*Epm

Il

S (n,k) = O(n'*®)

@ (n,k) =0(n log,n + F')

onde F' & o nimero de registros encontrados na regido de bus-
ca, para qualquer € >0, o gue mostra que o tempo de busca é
muito eficiente, mas os custos de pre-processamento e armaze-

namento sao altos.

A estrutura intervalo-k nonoverlapping possui os

cuétos:
Ph(n,k) = 0(n logzn)
Sh(n,k) = 0(n)
Q (n,k) = o(d)
para qualquer € > 0 fixo. E mais eficiente com relacgao ao

pré-processamento e armazenamento mas tem um tempo de busca -

maior.

Outras estruturas, ou variagoes dessas que foram

apresentadas tém sido propostas como solug¢ao para o prbblema
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de busca por intervalo como a "Arvore Quintary" de [LEE -80)

e a "Arvore k-d-b" introduzida por [ROBINSON—8ﬂ . Outros tra-
balhos sobre problemas de busca por chaves multiplas semelhan
tes |& busca por intervalo foram feitos por Dobkin e Lipton -

[DOBKIN-76] e por Bentley [BENTLEY-804 . Para discussdo de md

todqs de busca eficientes no contexto de sistemas de base de
dados as referencias sdo [LION-77)], [SHNEIDERMAN-77], [YaNG-77]

e (vang-7§ .

, As estruturas analisadas no decorrer deste traba-
|
lho le as introduzidas neste capitulo parecem refletir satisfa
toriamente a situagdo em que se encontram as pesquisas no as-

sunto.

9
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7. CONCLUSUES FINATIS E TRABALHO ADICIONAL

Nos capitulos anteriores foram discutidas algumas
estruturas para busca por intervalo. Aé cinco primeiras estru
turas foram apresentadas‘como possiveis solugdes praticas pa-
ra o problema, e para cada uma delas Obviamente existem situa
goes nas quais ela & claramente superior e outras situacgdes -

nas quais ela & inadequada. As outras trés estruturas conside
i ! ; —

‘rando-se os tipos "overlapping" e "nonoverlapping" de Interva

lo~k sao de interesse tedrico. O comportamento dessas oito

- estruturas pode ser visto na tabela 7a que mostra os custos

de pré-p;ocessamento, armazenamento e busca encontrados nas
andlises das estruturas. Estes custos s3o apresentados para
o pior caso, a menos que esteja explicitado o.contrério. Con-
digoes especiais dos dados assumidas na andlise da busca sao
observadas abaixo da tabela e F' significa d numero de regis-

tros encontrados na busca.

A discussao das estrﬁturas de dados apresentada -
estg em um nivel conceitual bastante abstrato e tém sido igno
radosmuitos dos problemas que surgem nas aplicagoes reais de
busca por intervalo. De um modo geral, do ponto de viéta pra-
tico, & importante que essas estruturas sejam implementadas -
em sistemas de base de dados reais para ver como a teoria se
relaciona com a pratica. Os exemplos de aplicacado citados sao
bem simples e servem apenas para ilustrar o tipo de consulta
que pode ser feito com busca por intervalo. Um exemplo concre

to de aplicacao de arvores k-d & apresentado em [BEWHEYJD&L



- 170 -

e situagOes onde elas poderiam ser aplicadas sao mostradas

em [BENTLEY-75a) .

Tabela 7a

Camportamento de Estrutura de Dados para Busca por Intervalo

Estrutura ‘ . p(n,k) S(n,k) Q(n,k)

Busca Sequenciél 0(n) 0(n) 0(n)

Projecio O(nlog,n)  O(n) o Kepry (x1)
Células 0(n) 0(n) 0(F") (*2)
Arvores Quad Ohﬂpgfﬂ 0(n) Oﬂgnl_bk)
Arvores k-d 0(nlog,n) 0 (n) O(kdﬁrlﬂﬂ
Intervalo k "nonoverldpping” 0(nlog,n) 0(n) 0(f +F'")

Arvore intervalo O(nloglg—ln) O(nlog];ln) 0(log}2<n+F')
Intervalo k "overlapping" O(nLﬁﬁ OOG*E) O(nlog2 n+F')

(*1) | Analise do caso_médio, para conjunto de dados regular e

regiao de busca pequena.

(*2)| Analise do caso meédio para qualguer conjunto de dados e

tamanho de célula igual ao tamanho da regiao de busca.

Um outro ponto a ser ressaltado & que os argquivos
considerados nas discussoes dos processos e analises de busca

sao estaticos, ou seja nao foi considerado o probleﬁa de como
manter as estruturas quando as operacoes de insercao, elimina-

¢ao e busca podem ser feitas alternadamente.

Nas estruturas de busca sequencial, projegao e cé€

lulas alteragoes sao feitas de forma razoavelmente simples. Pa

<y
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ra arvores Quad e k-d pordm, problemas como determinar o ponto

de reorganizagao da arvore depois que um nimero de atualiza -

¢oes tenha sido realizado, permanecem ainda em aberto. Arvores

k-d dinamicas sdo discutidas por Behtley em {bENTLEY—79H];

As discussdes também estao t@das-voltadas para o
caso em que as estruturas estéo’implementadas em memdria prin-
cipal. Quando & necessadrio usar memdria secundiria como discos
e fitas, todas asvestfuturaé pqdem ser eficientemente implemen
tadas nesses meios.

As andlises de Busca Sequencial, Projecdo e Célu -

las podem ser feitas facilménte, mas para arvores Quad e k-d

-0s resultados encontrados sao- parciails, como no caso da busca

por intervalo em que se considera um tipo muito particular de
drvore, como a arvore perfeita. Para o pior caso, encontra-se

um valor assintStico para essas estruturas considerando - arvo

res balanceadas e nds uniformemehte-distribuidos. -0 problema

do caso médio daybusca/por intérvélo'para arvores Quad ou K-d
aleatérias ainda € um problema em aberto.

Outro problema relativo a arvores k-d que merece
ser mais estudado é o método de escolha do discriminaﬁe; Silva

Filho apresenta uma maneira Otima de escolha discriminantes

por nivel BILVA-?Bb] mas o problema de escolher discriminan-
tes por nd permanece em aberto.

Consideraveis pesquisas'ainda podem ser feitas no
desenvolvimento de heuristicas para melhorar os métodos de bus
ca que tém sido vistos. Técnicas descritas por Bentley e -

Burkard EBENTLEY—7@, podem ser uUteis neste tipo de pesquisa.

Um problema interessante que pode ter valor prati
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co & provar limites inferiores na complexidade do problema de

busca por intervalo.

Outra guestao interessante a ser resolvida colo-
cada por Bentley e Maurer [BENTLEY-BOE] € a seguinte: existem
outras estruturas com uma relaciao melhor entre P(n,k), S(n,k)
e Q(n,k)? Em particular, para um total de 2%k logzn compara -

2"' - .
k l) € otimo para o armazenamento? Pode o produto -

¢oes, O (n
P(n,k). S(n,k). Q(n,k) ser reduzido a O(nzloggn)? Se nao, po-
de-se mostrar limites inferiores no produto acima, indicando

como tempo € espago se relacionam?

Como pode ser visto, existem varios problemas em
aberto relativos a busca por intervalo que merecem ser inves-
tigados. Os trabalhos futuros devem dirigir-se basicamente no
sentido de melhorar as analises formais das estruturas existen
tes, buscar novas estruturas com compdﬁzmenux melhores e desen
volver aplicacgoes praticas para que se obtenha resultados mais

concretos.

Este trabalho discute estruturas que apareceram
como uma primeira tentativa de resolugao do problema de busca
por intervalo. Algumas delas mostram que podem ser Uteis na
implementagao de problemas reais em diversas areas. Outras -
mostram resultados tedricos que sugerem ser possivel encontrar
métodos para se resolver o problema de busca por intervalo e-
ficientemente do ponto de vista global de seu comportamento,
combinando-se os custos de pré~-processamento, armazenamento e

busca.

N
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